FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

COURS

D'ASTRONOMIE

PAR

II. ANDOYER

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIRNGES

SECONDE PARTIK

ASTRONOMIE PRATIQUE

i
b
i

PARIS
LIBRAIRIE SCIENTIFIQUE A. HERMANN & FILS

LIBRAIRES DE S. M. EE ROI DE SUEDE
6. RUE DE LA SORBONNE, 6

1909

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



COURS D’ASTRONOMIE

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

COURS .

D'ASTRONOMIE

PAR

II. ANDOYER

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES

SECGONDE PARTIE

ASTRONOMIE PRATIQUE

S HGET

PARIS
LIBRAIRIE SCIENTIFIQUE A. HERMANN & FILS

LIBRRAIRES DE 8. M. LE ROI DE SUEDE

6, RUK DR LA SORBONNE, 6

1909

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



COURS I’ASTRONOMIE

DEUXIEME PARTIE

ASTRONOMIE PRATIQUE

Les problémes de I'Astronomie pratique sont multiples; les
méthodes imaginées pour les résoudre sc perfectionnent chaque
jour, mais deviennent de plus en plus nombreuses, en méme temps
qu’elles exigent'de nouveaux instruments. Il est donc impossible
dans ce cours, nécessaircment restreint, d’aborder toutes les ques-
tions pratiques qui rclévent de I'Astronomie. Aussi ferons-nous un
choix, ct bien loin de prétendre épuiser le sujet, nous nous borne-
rons & quelques problémes parmi les plus importants; nous lcs
¢tudierons avec délails, en nous proposant, pour but principal,
d’initier le lecteur aux méthodes générales de I'Astronomie, et de
le mettre ainsi & méme de poursuivre plus tard avee facilité des
études plus spéciales.

Asvover, — Cours d’Astronomie, [1 : X
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LIVRE PREMIER

LES CALCULS

CHAPITRE PREMIER

PRINCIPES DE CALCUL — INTERPOLATION
TABLES

Mesure des grandeurs en astronomie. Les grandeurs qui
fiterviennent le plus fréquemment en astrenomie sont des lon-
gueurs, des angles ou des lemps.

Le nombre qui mesure une grandeur déterminée change avec
Punité choisie : si m et m' sont les nresures d'une méme grandear
rapporiée a deux unités différentes U et U7, on a U'égalité mU=m'U".

L'unité de longueur fondamentale est le métre : Le méire #gal
est la Jongueur, A la température de zéro degré centigrade, du
prototype international, en platine iridié, qui a ét¢ sanclionné par
la Conférence générale des poids et mesures, tenue i Parisen 188¢,
et qui est déposé au Pavillon de Breteuil, & Sévees. La copie n° 8 de
ce prolotype international, déposée aux Archives Nationales, est
Vétalon légal pour la France.

Unc unité de longueur souvent employée en astronomie est le
rayon équatorial a de Vellipsoide terrestre, soif 6 378 kilométres,
en chiflres ronds : le métre differe trés peu de la dix-millionnieme
partie du quart du méridien terrestre.

Une autre unité de longueur d'un usage consiant dans J'¢tude du
mouvement des planéies et des cométes, est celle qui résulte de la
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PRINCIPES DE CAICUL —— INTERPOLATION — TABLES 3

valeur altribuée par Gauss & la constante d’attraction, ainsi que
nous 1'avons indiqué dans la Premicre Partie (p. 124) : cette lon—
gucur b difftre trés peu du demi grand axe de l'orbite terrestire,

s . . a « .
do sorte que 'on a trés scnsiblement ;| = sin @, cn désignant par

w», la valeur moyenne de la parallaxe horizontale équatoriale du
Soleil. La valeur de o, ayant été fixée & 8,80 (I, p. 8g) ('), on a
donc en chillres ronds :

b — 23439 a = 149500000 kilométres.

L'unité fondamentale de temps est le jour solaire moyen (I,
p- 148); on emploie aussi pour les longues durdes I'année julicnne
de 365:,25 et le siécle julien de 100 anndes juliennes.

On partage le jour en 24 heurcs, 'heurc en 60 minules, la
minute en 60 secondes, la seconde en parties demmales et lon
derit par exemple 171 8%4053% 08.

Il peut y avoir licu de convertir la mesure d’un temps en jours
¢t parties décimales de jours; ou en heures ef parties décimales
d’heure; cte., elc.; on y parvient facilement & I'aide de petites
-lables appropriées. A leur défaut on remarquera que :

1 —= 24" — 1 §40™ = 86 400°;
, 1 ) .
1" == — = ol,041 666.....
a4

== o™ == 3 600°;

o e — 0l,000 694 44.....
Il
= 65 = o",016666.....
= G60°;
¢}
s = SGhog ~ Veoootr o7h0740
4
I]l
F6oo — ©HO0027T7-
™ "
o 0™,010 660.....

Quelquefois encore, on emploie comme unité de temps le jour
sidéral, ou bien scs subdivisions : nous avons déja va (I, p. 37)

{!) Cette indication renvole & la premiére Purlie du Cours.
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4 COURS I’ ASTRONOMIE

comment on transforme une durde de temps sidéral en temps
moyen, et inversement. Remarquons seulement & cet égard que :

1d (ten]ps n]()yen) — 1 ([ 1= 0.0027379) (temps sidéral)

= 1} + 3m56%,556 (temps sidéral) ;

1 (temps sidéral) — 1J (1 — 0,0027304) (temps moyen)
(

= 1l — 355,310 temps moyen).

Arrivons maintenant & la mesurc des angles, quidemande quel-
ques développements. L’unité d’angle proprement dite, celle qui
sert loujours & exprimer la mesnre d'un angle en analyse, est le
radian, c’est i dire I'angle 5 qui intercepte entre ses cOtés, sur une
circonférence décrite de son sommel comme centre, un arc de
Iongueur égale & celle du rayon de cetle circonférence. In ellct,
toules les formules d'analyse relatives aux dérivées ou aux déve~
loppements en série des fonctions trigonométriques directes ou
inverses, reposent sur cetle proposition fondamenlale : le rapport
du sinus & ’apgle tend vers Vunilé quand Yangle tend vers zéro ;
mais cette proposition n’a de sens qu’autant que Ja mesure de
I'angle est exprimée & I'aide du radian comme unilé.

S1T'on mesurait en réalité les angles de cette facon, nous n'au-
rions rien de plus & ajouter : mais il n'en est pas ainsi. On
exprime d'habitude la mesure d'un angle en degrés, minutes,’
secondes el parties décimales de seconde, l'angle droit valant
9o degrcs, le degré valant 6o minules, la minute valant 6o se-
condes ; on dil alors que I'angle est exprimé en are, el on éeril par
exeniple ’

278° 45" 38",83.

On exprime encore souvent un angle (spécialement les angles
horaires, les ascensionus droites el les fongitudes géographiques) en
lemps, ¢est-a-dire en heures, minutes, secondes et parties ddéci-
males de seconde, quatre angles droits valant 24 heures, I'heure
valant 6o minutes, la minute valant (o secondes ; et I'on écrit par
exemple

18/35ma%, 5.

On remarquera avec soin que les minules el secondes de temps
pu d’arc ne se notent pas de la méme fagon.
Enlin on emploie guelquefols un systéme évidemment plus
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PRINCIPES DE CALCUL — INTERPOLATION — TABLES

rationnel, qui consiste & prendre pour unité fondamentale 'angle
droit, et pour unités dérivées les parties décimales de 'angle droit :
c’est la division centésimale du cercle, par opposition & la division
ordinaire ou sexagésimale. Le grade cst alors la centieme parlie de
T'angle droit ; la minute cenlésimale est la centiéme partie du grade,
et la seconde centésimale la centiéme partie de la minute; et 'on
écril par exemple
76%93'38",6

<e qui est équivalent a4 76%,95386.

Il est nécessaire de savoir effectuer rapidement un changement
d’'unités dans la mesure d'un angle; on peut s’aider & cet effet de
tables auxiliaires; & leur défaut on s’appuiera sur les principes
suivants dont Papplication est de chaque instant.

1° Conversion d’une mesurce ¢n arc en une mesure en temps; ct

inversement.
On a
"= 19°, ™= yb, 18 —= 15",
h m s
1 [ I
Iu_—:ff“_‘[[m 1':7__:L [":f—
15 ! 1: o 15

81 donc 1l s’agit de convertir en temps

) 173"5[;’37",95,
on dira :

73 =10 X 11 + 8 d’ott 11"Jgm (car 8° valent (8 X 4)™@)
bi—=1bx 3+9 » 37365 (car g’ valent (g X 4)7)
9795 _ o 53 ) 2,53
173°64'37",95 = 11"35™38%,53
Pour faire l'opération inverse, en gardant le méme exemple,
-on dira :
11 X 1h — 165 d'ot 162°
3I0=4 % 8§+ 3 ) 845!
38,03 =4 X g+ 2,63 » 9'37",95
11'35238+,53 = 173°54'37",95

On abrégera en opérant mentalement.
2° Un angle étant exprimé en arc, U'exprimer en degrés el
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6 COURS D’ ASTRONOMIE

parties décimales de degré, ou en minutes et parties décimales de
minute, ou en secondes et parties décimales de seconde ; et inver—

sement.
Ona:
1° = 60’ == 3 600,
1° .
1" = o= 60",
) r_
T 360c 6o

On proctéde praliquement en ne converlissanl jamails que des
unités voisines, minutes et degrés, secondes et minules, 4 I'aide
du multiplicaleur ou diviseur commode 6o. Ainsi

173°54'37",95 = 173934',6325 = 17
= 10/34'37",95 = 10
= (26077",95

I

3°,91004...
434',6325

Tous ces calculs se font & vue.
3° Conversion d’'une mesure en arc en une mesure cn grades,
et inversement.
On a '
G
1° — lgﬁ 1“ e 90
97
On passe donc immédiatement de la mesure en degrés ct parties
decimales de degré & la mesure en grades, et inversement. Ainsi

173'54'37",05 = 173°% 91054 .. = 1936,333g3...

Remarquons les rapports suivants entre les unilés de méme
nom dans les deux syslémes :

A r/’
100 - o= 5/ o
V== - == 185185 L., R 1—0)5 == 34",4;
A
A\ s
1 000 . \ 324 ,
I =—= ——— == ,0080... Y= -— O’)324'
" 32/ 3%,086..., I To0o
4

4° Conversion d'une mesure en arc en une mesure cn radian, et

. . R . d
inverscrment. L’angle droit cst mesuré en radiam par ; on a done
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PRINGIPES DE CALGEL — INTERPOLATION — TABLES T
comme
w = 3,141592 053 589 79...
et
1 . .
~ = 0,318309 886 183 7g. ..
il vient

1? — 57°,295779513...
— 3437 .74G77...
— 20626/}”,806...
— 07717447, 806.....

iversement, on &

T 2 ; ™\ p mo g
1° = 7‘\ ' — | —g— 1 = arg—) -
(lbo, ’ : <10800> ’ 7 <(J/;8000)

En général pour évaluer un angle er radian, on oxpriine sa e~
sure en arc & 'aide de la seconde comme unité, et on divise par le
nombre 206 264,806..., dont le logartthme est 5,314 425 1.

L’inverse-de ce nombre st la mesure en radian de l'angle de 17, et
par conséquent dillére du nombre sin 17 d'une quantilé toujours néyli-
geable ; aussi désigme-t-on généralement le nombre 206 264,806...
par SiTII" ; on alogsin 1" = 6,6855749.

On convertirait aussi facilement une mesure en grades en. une
mesure en radian, et inversement; il suflit d’observer que

1o ==_ = 63%,661 g772...

Comme nous 'avons déja dit, pour interpréter numériquement
une formule analytique ol des angles figurent en dehors des signes
trigonométriques, il faut toujours regarder ces angles comnis
exprimés 4 l'aide du radian comme unité. Si donc, comme on e
fait souvent dans la pratique, on veut y maintenir leur mesurc en
secondes, on ne pourra le faire. qu'a condition de multiplier cetie
mesure par sin 1”. On a par exemple les formules connues

.'L'R ok 3

xt . a
-+ = — .. sin & — & —

2’ 2[‘ L) —6'+-.-;

cosxr — 1 —
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8 COLRS D ASTRONOMIE

s1 7 est la mesure d'un angle en sccondes, on aura donc :

2%, sin? 17 at, sin* 1’
cos 8 — 1] — —— [ SR — — .,
2 24
. _— «? sin® 1"
sin % -— 2 SN I — ~+

Si cependant la formule était homogéne par rapport aux diffé~
rents angles qui figurent en dehors des signes trigonomélriques,
ainsi qu’il arrive généralement des formules dites différentielles, 11
est clair qu’on pourrait supposer ces angles exprimés a 'aide d'une
méme unité quelconque.

On rencontre souvent des formules telles que

= a® + by?® + eg® + ...,

el x et ¢ sont des angles, a, b, ¢,... des coefficients numériques :
comme on se représente ordinairement les angles exprimés en are,
en est amené, pour se rendre cornpte de I'ordre de grandeur des
différents termes du second membre, & chercher ce que représente
en arc le carré, le cube,... d’un angle de 1° ou de 1’ ou de 1”. Si &
est la mesure d’un angle en sccondes, la puissance p° de cet angle
vaut en radian : ? sin? 1', et par suite en arc : a» sinz—' 1”. On
voil ainsi que le carvé de l'angle de 1° vaut en arc 63" environ;
son cube vaut 17,1 environ; le carré de I'angle de 10" vaut 1,7,
son cube vaut o",003; etc.

Dans ce qui précdde, nous avons regardé la seconde d’arc comme
étant en somme D'unité principale pratique : c’est en effet ce qui
arrive dans Dastronomie de précision. Pour des recherches moins
précises, on emploie de préférence la minute d’arc : sl alors o est
la mesure d'un angle en minules, sa mesure en radian sera

a 3 v - 3 .
TE37.7h. ce que l'on écrira d'une fugon suflisamment exacle sous
ta forme z. sin 1'; on a d’ailleurs : log 3/437,73... = 3,536 27,
fog sin 1" = 4,463 73. On procéde ainsi cn particulier en naviga-
tion, ol l'unité de longucur, le mille marin, est précisément la

fongueur de 1'arc d’une minute sur le méridien lerrestre regardé
. . ., 10000 000" o= s
comme circulaire, soit oo ! &§51™,85... : lamesurcdun

arc de grand cercle en minules 4 la surface de la Terre est done
aussi Ja mesure de sa longucur en milles.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PRINCIPES DE CALCUL — INTRRPOLATION —— TABLES 9

Notions sur les erreurs numériques. — I)’une fagon géné-
rale, on ne peut opérer réellement dans un calcul que sur des va-
leurs approchées des nombres qui y figurent. Si @' est la valeur
approchée d’un nombre dont la valeur exacle est a, la différence
a—a', c'est d-direc ce qu'll faul ajouter & la valeur approchée
pour obtenir la valeur exacte, est 'erreur absolue, ou plus simple—
ment, l'erreur commise sur a.

L'errear relative commise en remplagant la valeur exacte a par

o'

’ li H a—
sa valeur approchée @’ est la valeur absolue du quotient —

Les propositions fondamentales relatives & la théorie des erreurs
numeériques se résument dans les énoncés suivants :

1° L’errenr absolue d'une somme algébrique est égale 4 la somme
algébrique des errours absolues des différents termes de la somme,
car

e+b+cet+— {0+ b ¢ +. )= (a—d) + (b—b) 4 (e—c)+...

2° 8i I'on considére les erreurs relatives comme de petites quan-
titds du premier ordre, ot que I'on consente & négliger les quantilés
du second ordre, Perreur relative d’un produit ou d'un quotient
est au plus égale & Ja somme des erreurs relatives des termes de ce
produit ou de ce quoticnt. En effet, en désignant par d lacaracté-
ristique des différenticlles, on a par exemple

ab
d c _da dlz . de
“ab T a b ¢’
¢

Comme corollaire de ce dernier énoncé, 'errcur relative de a?
est égale & p fois U'errcur relative de a, quel que soit p.

Ces théorémes permettent de fixer une limite supéricure de Uer-
reur commise sur le résullat d'un calcul quand on connait les
erreurs des données, du moins quand le nombre des opdrations 2
effectuer est petit. Mais dés que ce nombre devient un peu grand,
Papplication rigoureuse des propositions précédentes devient impras
ticable, et conduirait d’ailleurs & des résullats inadmissibles en
général, ainsi que nous allons le montrer par un exemple.

g 3 [ . Bha )b . .
Supposons donné un nombre approché A 7o Pres; il est bien
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10 COGBES 1 ASTHONOMIL

clair que si nous le multiplions par 100, sous ne pourrons dire
u'un se, C'esl que le résullatb est approchd & 1 preés. Mais sup-
une chose, cesl que | llat est approcl p P
posonsdannés 100 nombres dillérents el d'origines diverses, appro-
. |
chés chacun A oo Press :igoureusemnent parlant, lenr somme sera

approchée a 1 prés sculement @ il est & présumer cependant que
I'approximation oblenue sera beaucoup plus grande, car il est. pro-
bable que les erreurs commises sur les nombres donnés se com-
penscut en grande partie.

8i alors on réfléchit aux conséquences des propositions énoncées,
on verra que d'une fagou générale, eb & moins de circonstances
particulierement défavorables, on doit, dans un calcul, amnployer
tous les nombres sur lesquels- on opere successivement, avec le
méme nombre de chiffres significalifs, et que l'an peutr compter
dans le résullal sur Uexactitude d’autant de chiffres signilicatifs que
I'on en a conservé partoul. Les circonstances délavorables ici envi-
sagées sc¢ produiront notamment lersque les erveurs s’accumuleront
en grande majorité dans le méme sens, ce que l'on peut quelque-
fois prévoir, et ce qui d'antees fois ne sera qu’un hasard malbeu-
reux; ou bien encore lorsgu’on rencontrera dans le courant du
calenl uae soustraction arithmétique enltre deux nombres ayant en
commun quelgues-uns de leurs premiers cluflres : 1l est clair en
effet que dans ce cas l'erreur relative de la différence est. beaugoup
plus grande que celle de chacun des deux termes. Celte derniére
circonstance peut quelquefois étre évitée par uue transformation
convenable du calcul ; dans d"aulres cas, elle tient & la nature méme

. - . - - - I

de la question ct est inéluctable. C'esl ainsi que s1 1'on donne a 5

unifé pees de la dernicre déeimale /50 = 17,0711, pour calculer
\,/50 — 7, on peut faire mieux que directement ; on a en effet

JE T . T

- = -, - -==0,0710070
Y30 4-7 tho7ric

avec une erreur relative inféricure a TFo 500" tandis que directe-

ment le résultat esl 0,0711 avec une errcur relalive inférieure &
1

1/j00

sculement. Majs si L'on avaid & calculer la différence ¢ — 7
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PRINCIPES DE CALCEL -— INTERPOLATION — TABLES TY

sachant simplemenl que la valeur approchée de aest 7,0751, sans
autre renseignement, il est clair quil n'y aurvait rien & gagner &
opérer aufrement que d'une fagon directe.

On exéeule donc généralement un calcul avec un nembre déter—
miné de-chiffres : le choix de ee nombre diépend nmaturellement de
la précision que l'on veut obteniv au résullat, mais dépend aussi
de la précision des donndées, lorsque celles-ci, ainsi qu’il arrive
géndéralement dans la pralique, ne sont connues que d'une fagon
approximative : il est manifeste cn effet, qu'il n'y a pas lieu de
calculer avec 7 chiffres si les données ont /4 chiflres exacts au plus,
It y a d’ailleurs avantage souvent & calculer avec un ou deux chiflres.
de plus qu'on n’en veut garder au résullat, lorsque le calcul est long,
afin d’éviter 'accumulation des erreurs.

8i, d'une facon ou d’unc autre, on est amené a supprimer des
chiffres A la droite d’'un nombre, afin de le ramener au nombre
voulu de chiffres, on forcera d’uneunité Ie dernier chiffre conservé
toutes les fois que le premicr des chiffres supprimés sera égal ou
sapéricur a4 b : de cette fagon 'erreur sera anlant que possible ré-
duite & avoir pour limite supéricure 1/2 unité¢ de l'ordre du der—
nicr chiffre conservé. Il est clair d'ailleurs, que st lon s’apercevait
qu'en appliquant strictement cette regle, on accumule les erreurs
dams le méme sens, on pourrait s’en affranchir de fagon & amener
autant que possible, au contraire, la compensation probable des
erreurs.

D'habitude, on calcule 4 I'aide de logarithmes, et nous verrous
plus loin comment on apprécic les erreurs nouvelles introduites par
I'usage des Tables. Cependant, dang bien des cas, il y a des mul-
tiplications ou des divisions qu’il est plus simple de faire directe-
meat surtout quand on se scrt des opérations abrégées. Donnons
seulement un. exemple pour rappeler leur usage.

Sait & calculer ab avec deux chiffres décimaux, sachant que

a=2314,159 b == 12,71828.

On écrit le malliplicateur sous le mulliplicande, em le: renvec-
sant, et de facon que le chiffre des unilés dn mulliplicateur soit
sons le deuxiéme chiflre: décimal du maulliplicande ;. puis on mul-
tiplie chaque chiffse dw multiplicatenr paz la pactie di multipli~
eande siiuée i gauche el se terminank & ee chiffre; o lent
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12 COURS D ASTRONOMIE

d’ailleurs compte & vue de la retenue que fournirait la partie né-
gligée du multiplicande; on écrit les produits partiels les uns
au-dessous des autres, de fagon qu’ils se terminent a la méme co-
lonne; on les additionne et on sépare deux chiffres décimaux a
leur somme ; on obtient ainsi le résultat avec une approximation
toujours trés satisfaisante.

314,159 314,10y
8a817,2 2,71828
62832 23132752
21991 628318
314 2513372
251 314159
6 2199113
3 628318
853.97 853,97212652

Pour justifier la régle il suffit de cornparer 'opération abrégée
Popération compléte ordinaire : on voil que dans 'opéralion abré-
gée on ne fait que supprimer tout ce qui est inutile dans L'opéra-
tion ordinaire pour cblenir le résultat cherché.

S’il s’agit maintenant de diviser 853,97 par 314,109, on (ait
I'opéralion inverse en employant les diviscurs successifs 31410,
3141, 314, 31, 3, et cntenant compte des retenues dues & la partie
négligée du diviseur dans le calcul des resles :

893,97 | 314,159
29;:’05 2,7183
374
260

9
o

Interpolation. — Soit f(x) une fonction réelle de la variable
réelle 2 dans l'intervalle ol on I'cnvisage, admettant des dérivées
de tous les ordres. II faut pouvoir calculer f(x) pour toute valeur
de # ; mais cc calcul serait souvent pénible, et méme presque
impraticable, s’il fallait le faire directement en partant de la défi-
nition de (). Alors on réduit la fonction f(x) en table, et une
1clle table est construite généralement de fagon & fournir les valeurs
de f(x) pour une séric d'arguments formant une progression
arithmétique. I.interpolation permet alors de calculer la fonction
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PRINCIPES DE CALCUL — INTERPOLATION -— TABLES 13

/ (x), et m&me ses dérivées et ses intégrales, pour toute valeur de
avec une approximation que 'on peut évaluer.
Il existe bien des procédés d'interpolation : nous nous bornerons
ici & la formule de Newton ct & 1es conséquences divecles.
Définissons d’abord les différences d’une fonction f(2) relatives
& I'intervalle constant k. La différecice premitre est la fonction

Af(a) == f(x + ) -~ f(x);
la différence seconde est la différence de la différence premiére :
Ay = 8f (@ A4 k) ~— 3f ()3
et ainsl de suite.
Etant donnée une fonction réduite en table, Uintervalle de Fargu-

ment élant &, rien n’est plus simple que de former le tableau de
ses différences successives :

Argument Fonction Dilf. rere Difl. adume Diff. 3¢me Diff, 43me

e f () 8fiwy) 871 () A {xg) | AYf (@)
g+ b S (my 4 B) (A (g4 k) [AY (xgd ) | AY (24 h) A% (mg 4 K
@y + 3k [f(@g ~ 20) | Af(zy 4 ok | A (mo4-ak) | A3f (244 2h) »

g -1 3h | fxy + 3| Af (@y+ 3h) | A (g +3h) ”» »
zo 4 4l {f (zg + 4R)|Af (2, 4-4R) » » »
zy + Dh | f (xy 4 5A) » » » »

Dans chaque colonne, chaque terme est la différence entre les
deux termes de la colonne précédente placés en-dessous et en regard
du terme considérd; ainst :

A () —+ h) = Af (g + 2h) — Af(xy + ).
On vérifie immédiatement la relation connue
Sleg + ph) = f(g) + Caf (o) ++ CF 83 (=) + CoAY () + ...,

ol p désigne un entier positif, et ot GY est le nombre des combi—
naisons simples de p objets ¢ a g, de sorte que

Gp=tl—0p—2)(p —g+1)

.2, 3. q
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14 GOURS B ASTRONOMIE

Rendons-nous compte tout d’abord de I'ordre de grandeur des
différences des divers ordres. D’aprés le théoréme des accroisse-
ments fints, on a

Af () = fl@ -+ k) — [(2) = K (@ + Ok),

en emplovant la notation ordinaire des dérivées, et désignant par
G un nombre compris enlre o et 1.
D’apres ce résultat, on a alors :

A (@) = A [Af(@)] =k [Af @ + 0b)]
= h [ [ (w + 0h -+ k) — [ (z ~ OR)]
= Rf"(z + Oh + 'R},

<n désignant par 5 un nonibre analogne & 5.
Finalement, % étant compris entre o et 2, on a

A (3) = B[ (@~ Mh).

On peut continuer de mdéme, et éerire :

Atfiary = A2 [Af ()] = b [Af(z + )|
== 12 [ (= Mt h) — ["(z -+ k),
= K"z 2k 1 OR)
= " (x4 ph),

. étant compris entre o ct 3.
Généralement, on aura

Arf(x) = hrfil (@ + 3,

@ ¢tant un nombre compris entre 0 el p.

On voit par 13 que la différence ptm de flx) est de Lordre du
produit de he par la dérivée pi»e de fa).

Etablissons maintenantlaformule de Newton sous sa forme la plus
2(x=1)(a=2). (a—m+u)

o2 3. m ’

ot 'm représenle un enticr positif, et pour la généralité des nota-
tions, faisons

Yol =1, A f@)=[f(2), [U@)=S(=)

eénérale, Désignons part,, (2)1a fonction
o} P
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Lerivonrs wloss, en appelant ¢ un entier positil ou nul, et p un
enlier supérieur ou ¢gal & ¢ :
m=—p d ) da ( )
‘Ivj‘_/m (0( Y'{p,Li n
R1f@ () 4 2h) == 2 T O Amplag) + A TTeY

m =0

A ¢tant une constlante déterminde par cette égalité méme. Envisa~
geons la fonction d'une variable £ :
O dr, d 0
[ -— Rl ; V ("1:_‘{'” (\l) wf [ q’ll‘ -1 t
o (1) = taf0 Gy + i) — 3 L) p oy — g B ()

[¢]

d'aprés la définition de A, on a ¢ («) = o; d’autre part on peut

Scrire
] .
£ Ql .
2 (8 = gu| Jlo +th) — D b () 4 () — Adyy (8)

a

Dans cette derniere formule, le crochet qui figure au second
membre s’annule pour les valeurs o, 1, 2, ... p det : ceci résulte
de e qui a é1é dit pour fix, + phj, p étant un entier positif, ot
de la forme de L‘TJ,‘ w1 (f); Vapplication répétée du théoréme de Tiolle
montre alors que ¢ (f) 8'annule au moins pour p —+ 1 — ¢ valeurs
de {, comprises entre o et p, ol en outre, d’aprés ce qui a &é dit,
pour ¢t = 4.

Le méme théoréme montre encore par suite que la dérivée
dordre p + 1 — y de o (f) s'annule au moins une fols pour une
valeur de t comprise entre le plus petit et le plus grand des
nombres o, p, #, soit §; mais d’aprés la définition des b, cette
dérivée se réduit a

B [0 () 4 th) — A
il vient donc
A= hvi Y (2, + 0R),

et 'on a en tenant compte de la valeur de W, la formale générale:

}qulq) (ﬂfo -+ :}Q — —\"f(%) 4 f{"ﬁ‘lfqﬂ ,('1‘) Aq+;f <‘E0) .

PEL
W (a .
-4 dlléf;;)— Arfiax,) + bt %ﬁéﬁ [t (g 4 BR).
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16 COCRS D'ASTRONOMIE

Pour g7 = o, on a la formnle de Newton proprement dite :

(o + k) =f (2)) 1= 2 Af () - ° (2= 1) g2 (2) + ...

1.2
ey (3) A2 () R () 0 (2 4 O,

Pour ¢ = 1, an a la formule souvent employée :

W (g =) = 8f () + (s — 1) &7 () + (§—e—3)a%f (=)

2

-+ (% —_ [E o 4 73} a4 — /I‘l> A*f () + ...

Quand 1l s’agit d’'appliquer ces formules, on les considére en
général comme des séries dont la convergence est révélée par
Pallure que manifestent les termes successifs, et 'on ne se préoc—-
cupe pas du terme complémenlaire : il serait d’ailleurs le plus
souvent 1mpossible de calculer ce terme, ct tout ce qu’on en peut
dire d’ordinaire, d'aprés ce qui a ét¢ démontré plus haut, c’est
qu'il est de Vordre de AP f (2,); comme les différences succes—
sives de f () décroissent d’habitude assez rapidement, on voit que
la convergence des séries employées est trés suffisante pour obtenir
sans peine un résultat pratiquement satisfaisant.

Intégrons actuellement par rapport 4 o la formule méme de
Newton, centre les limites o et 5 on a

x4k
ot i

P fde = @)+ 5 af )+ (G5 ) 4 ()

Ty

4 2"

4 3 22 ap
x
- Arf () f b, (f) dt
o

x
bt { Gy (0 JEF0 (@ — ORY de;
/0
dans le dernier terme, ou terme complémentaire, 0 varie avec la
variable d'intégration ¢. Supposons que { variant de o & z, la quantité
t{t — f e 2) ... ((—p .
Y ()= 3G 41);*([‘)_’_—154]/) conserve un signe constant,

ou en d’autres termes, que 'on ait < 13 alors, d’aprés une pro-
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posilion élémentaire de calcul intégral, le terme complémentaire
pourra étre mis sous la forme

3
o ("0
o

A ayant une valeur moyenne entre les diverses valeurs de
f(}? 1) (1-0 4 6h>’

ct par suite pouvant étre mis lul-méme sous la forme f& 9 (@ —+ 3 h),
A dtant intermédiaire entre le plus petit et le plus grand des
nombres o, p, 2.

En particulier, et sans nous préoccuper davantage du tierme
complémentaire, pour les mémes raisons que précédemment, on aura

I xo-+ h . I ) .
i @) o ) — ] A
1 1
+op AY (@) — %95 AY (w0) - wees
augmentons successivement x; de & dans cetle formule, jusqu'a écrire
1 %o -+ nh
; (@) do=f(z, 4 (n — 1)h)

(3
u;I}D+(Il—I) h
1 \ I
+ 3 Af (o + (n—1)h) — 5 A (e (n—1)h)
—+ ...

n désignant un entier positif, puis ajoutons les résultats ainsi
obtenus; comime on vérific immédiatement que I'on a

Aflay) + Af (@ +R) + ..o + A (2, -+ (n— 1) b) = fz) + nh) — f(z,),

il viendra

' 2y -+ nh p=nr—=t I
T @ ae= S pr ) L[ G i) — flen)]

0 p=0
— Ao + nh) — Af ()]
+ ?If. (A (x, -+ nh) — A% (2)]
— 1983 g 1) — 85 ()]

Axpover, — Cours d*'Astconomie, IT a
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18 COURS D ASTRONOMIE

"1es coeflficients numdériques successifs de cette série sont d’ailleurs

1 1 1 _ 19 3 . "787937' 275

2’ 12’ a4’ 720’ 1060’ boa80" akiga’ 'V
. %o ~+ ah

Cette formule, jointe & celle qui donne i ’ S {x) dx pour
v Ty

~
0 < o <Z 1, permet de calculer I'intégrale J S lx) di entre deux
.

limites quelconques; procéder ainsi, ¢’est ce qu’on appelle faire une
quadrature mécanique. 1l faut d'ailleurs ajouter que 1'on peut
appliquer dans bien des cas des formules plus avantageuses, qui ne
peuvenl trouver leur place ici.

I est clair encore que 'on peut aller plus loin dans la méme

vole en considérant l’intégraleﬂ/ () da?, et ainsi de suile.

Montrons 'application des formules précédentes dans le cas
de la fonction simple sin x; je fais h = 3°, et & I'aide d'une table
des valeurs de sin x, je forme le tableau suivant, ot les différences
sont exprimées en unités de la huitiéme décimale :

Angle Sinus A A? A3 A AB
Go® {0,866025%0| 2498113 |— 2441218 — 6179 688 13
63° (0,89100682| 225384 |-— 2003¢97| — bigr 701 »
66° 10,91334540] 2003497 |— 203888 — 4790 » »
6g° [0,93358043| 1747609 |— 260678 » » »
72° 10,95105652] 1486931 » » » »
79° 0,06502583 » » » » »

Proposons-nous d’abord de calculer sin 62°, de sorte que Von

doit se servir des nombres de la premicre ligne, et faire z —

2 -
3 ’
d'une fugon générale, on doit prendre « compris entre o et 1, afin
de diminuer le plus possible le terme complémentaire. Ecrivons la
formule de Newlon sous la forme :

Sy =+ ah) :f(fo)
a—1

afd o~ A —"igf[zl“%— EZ—3[A’*+ 5—§~4 (A° +)H%

—

7

— -
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Tci
w2 a—1__ L a—a2 4
3 a 6 3 T g’
a—3__ 7 a—4 2
4 " r2* L T 3

on a donc, en commengant le calcul par la fin :

—5A A® —= — 0, AL+...:679,

azg (A* 4 ...) = — 3g0, AY oo = — 6575,

a-— 2 3 . . 9 . G

—3 (A = agas, AT L= — 241290,

Ao (A k) = homi6, A+ .. == 2338328
o{A + ...) = 169aza1g, sin 62° = 0,882¢94759.

(’est le résultat méme que fournit la table.
Cherchons maintenant la dérivée de sin = pour x = 62°; h vaut

B . T o
3°, c’est A-dire gob 0N aura donc pour la dérivée cherchée en

2 fx
remplacant o par 3 dans la formule générale :

Go [ I, I, 2d . 139 ..
= g\—i—BA_gA +3EA 27"'30‘5’{....
On a le crochet par I'addition
-+ 2498112 )
— o703
—+ 687 » = 2458148,
-+ 53

—_— X
Multipliant par bo__ 19,0839, on a avec sept chiffres exacts
E par — == 19,0403g9, P
pour le résultat cherché, ¢’est-3-dire cos 62° : 0,46954716.
62° .
Calculons enfin l’intégralef sin xdx ; nous la décomposerons
o

en deux parties :
60° 62°
J, —_—f sinz dx, J,=—= sin x d.
o bo°

Pour calculer la premiére partie, on applique la formule qui
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20 COURS D ASTRONOMIE

xzy+nh .
donnef Sflx)dx en faisant x, == o0, n = 20. 1l faut donc
o/ Z

0
former d’abord le tablean analogue au précédent :

Angle Sinus A A2 AR A%
0° o 5233596 | — 14346 | — 14303 -3
30 0,03233596 | 5219250 — 28649 | — 14230 »
6o 0,10452846| Ad1gobor — 42879 » »
Q° 0,15643447 | d147723 » » »
120 0,20791169 ”» » » »
11 faut calculer aussi la sommme sin 0* <+~ sin 3° + sin 6° +- .....

—+ sin 7" ; ceci se faitdirectement, ou bien enemployant la formule

qui donne la somme desinus d’arcs en progressionarithmétique, ce

. .. ., cos 1°.5 — cos H&,H
qui conduitici & —— —— -
25in1°5

; d’une fagon ou de 'autre on

obtient g,1141021.
Par suite

T

Ji = = [9.1141021 + 0,4330127 + 0,0092796

— 0.0000938 ~— 0,0000021 —- o,oooooox]

= ,9'%92_9667 = 0,5000 0000.
19,0085932

Pour calculer maintenant J;, on applique la formule qui donne
xg -+ ah

S (x) dx, d'otr;
*o

2 . L. 2 5 8 157 A4 .
3smﬂo +§A—8TA2+'2A3A3—7—996A = aee g.

~——

2 6o
le crochet donne

-+ 0,5773503 )

-+ 55514
- 1508 ) = 0,5830b04 ;
_— 20
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multipliant par 7 ou 0,05235988, il vientJ, = 0,03052845 ; fina-
lement Yintégrale cherchée vaut 0,53052845 ; elle est d’ailleurs
¢gale & 1 — cos 62°, et la table donne cos 62° = 0,469471bH6 :
I’erreur est d'une unité du huitiéme ordre décimal ct rentre dans
les erreurs inévitables.

La formule de Newton peut servir aussi a résoudre le probléme
inverse de celul qui vient de nous occuper, c'est a-dire & calculer
2 counaissant [ (x, + «h) : il sullira de la considérer comme une
équationen z, que l'on résoudra par approximations successives,
en I'ordonnant par exemple par rapport  o.

Usage des tables de logarithmes. — Appliquons les prin-
cipes qui précident & I"emploi des lables usuelles de logarithmes et
considérons d’abord les logarithmes des nombres. Raisonnons par
exemple sur une table qui donne les logarithmes ordinaires des
nombres depuis 1000 jusqu'd 10000 avec cing décimales. La
recherche du logarithme d'un nombre quelconque peut toujours se
ramener a celle du logarithme d’un nombre de la forme x, + «,
x, ¢tant un nombre de la lable et & étant comprisentre o et 1
I'intervalle A de la table est dailleurs ici égal & 1. Appliquons
d’abord rigourcusement la formule de Newton sous la forme

Syt o) = flag) -+ ad flag) + 2C 2 Lm0,
o et G étant compris entre o et 1.
Icion a

b=t fw=lge, S@=N, J@=—1,

en désignant par M le module des logarithmes décimaux, soit
M = 0,4342945;

a(2—r1)

est une quantité négative inféricure en valeur absolue

L1 . , f

& z; enfin o, est supérieur ou égal & 1 0oO.
Le tcrme complémentaire est donc toujours positif et inféricur &
M s :

PRT 0,00000.000. Il en résulte que dans le caleul des

logarithmes des nombres A cing décimales, on peut toujours négli-
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ger sans aucune crainte le terme complémenlaire et se contenter de
Yinterpolation linédaire qui correspond & la formule simple :

J (@ 4= ah) = f (o) +ad f2)

le fait que le terme complémenlaire est toujours positif monltre de
plus que s’il y avail quelque doute sur 'opportunité de forcer le
dernier chiflre conservé, il vaudrait mleux forcer.

11 faul mainlenant observer que la table ne donne pas les valeurs
rigourcuses de log x, et de log (x, -+ 1), c’est-A-dire de log x, et
de A log @ ; st fj el f; sont les nombres inscrits dans la Table pour
log @, el log (xy + 1), ona:

log z, = f, + ¢, log (@, + 1) =fi+ ¢,

r - ro. 1 I b ’
les erreurs ¢, = ¢lant inférieures en valeur absolue a , unité du
cinquitme ordre décimal. On a par suile .
log (g 4= o¢h) =f) e + a (fi — f) 4 & —¢)
=/fy+ oD 4+ 2’ -+ (1 — o),
en appelant D la différence tabulaire fi — fi.
Si enfin jappelle k la valeur du produit D & - unité prés du

cinquitme ordre, de sorte que

I
eD =1Fk |-¢ avec | €' —_—
FAnE L <o
ilsvient :

log (x, + 2h) :.fo k4 4w+ (1 — ),
En fait on prend pour valeur de log (@, + «h) lenombre f - £;

I'erreur commise est donc & + o' + (1 — ) €; z et 1 — o étant
positils, elle est plus petite en valeur absolue que la somme des

modules de ses termes, et a fortior: que (r+o+1—u),

2.10°
Cest-d—dire — -
10°
Ainsi 'errcur commise en se servant de la table est inlérieure en
valeur absolue & une unité du cinquicme ordre décimal. Clest ce
qa’on peut appeler Terreur instrumentale, duc a I'emplol de la
table qui est un instrument, nécessairement imparfait.
A cette erreur viendra s’en ajouter une autre, si contrairement 4
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ce que nous avons supposé, le nombre donné = dont on cherche le
logarithme n’est pas connu exaclement ; cette nouvelle erreur due
a erreur des données est distincte de la premiére qui ne tient
qu’au mode de caleul : clle ne diminuera pas si I'on emploic un
instrument plus parfait, par exemple une table & dix décimales.
Pour apprécier cette errenr, on la considérera comme infinirnent
petite du premicr ordre et on appliquera la méthode des formules
différenticlles, qui donne ici

dlogx— 1\1 dx;
~ T

) M ) ) .
d’ailleurs 2 est sensiblement égal & la différence tabulaire D,

d’aprés la formule de Newton appliquée au calcul des dérivées;
donc

dlogz =D . dx,

ainsi qu’'on le trouverait directement en partant de la formule de
I'interpolation linéaire. Si I'on donne par exeraple = avec cing

chiflres, de fagon que dix soit inférieur & — WL , Perreur de log « sera

D . o . .\
inféricure en valeur absolue & ;= si D = 4o unilés du cinquiéme

ordre décimal, cette limite est de deux unités du méme ordre.

Etudions maimtenant le probléme inverse : soit y le logarithme
donné d'un nombre de la forme z, + 2 (0 <<z < 1), et cher-
chons #. D'aprés la formule de lmterpolahon lindaire, on aura
avec une approximation plus que suffisante

I et A CD)

Af (=) 7
ou bien
—Jo—c
D +¢& —c’
en fait, on prend z =—+— f“, et 'on commet ainsi wne erreur
quil faut apprécier. Si ¢ — ¢ est suflisamment pelit par rapport

4 D, on peut écrire d’une facon sensiblement exacte
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et par suite

en négligeant les lermes du second ordre.

Jog

y—I—)L’ et I _—LX:I_)\* étant positifs et inférieurs & 1, ¢ et &

. 1 . ,
étant en valeur absolue plus petils que TTIgF» O voit que I'erreur

2.1
. ] y —fo .. e I
comuuse cn prenant o — ~— p & pour limite supericure PRT

si I'on exprime, ainsi qu’on le fait d’habitude, D en unités du cin-

-y - .. . I . ,
quiéme ordre décimal, cette limite devxentm. On voit qu’elle

varie sensiblement avee 1) petite au commencement de la table
ou D = 43, elle devient grande & la fin o1 D = 4.
Si1'on ne conserve que cinq chiffres an nombre cherché o, on

commet encore une autre erreur en réduisant ¥ DJL\ 4 un scul
chiffre. Enfin, sl y est affecté de 'errcur dy, on voit que = sera
affecté de I'erreur 1;’, , qui grandit lorsque D diminue.

Si, comme il arrive avec dautres tables, la différence D était
encore plus petite que dans le cas qui nous cccupe, les raisonne-
ments que nous avons fails cesscraicnt d’élre légitimes, et il est ma—
nifeste en eflel que U'incertitude sur o serait considérable.

Passons maintenant & L'usage des tables de logarithmes pour les
lignes trigonométriques, c¢’est-d-dire des tables de logarithmes
pour les sinus et les tangentes, puisqu’on peut toujours considérer
que 'on est ramené aux cas correspondants. Nous supposerons.
encore qu’il s’agit d'une table & cinq décimales, établie de minute
en minute sexagésimale ; U'intervalle & de la table sera donc ici

7

1 , et un arc & quelconque sera de la forme x, + 2k, ®

T
~ 10800 0
étant un nombre entier de minules, z un nombre compris entre oet 1.

La formule de Newlon élant prise sous la forme exacte :

S0 + o) = () + aA () + EE T oy o,
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observons que 'on a

d? (Igg simz) - M

d{(log sin x) P
0.2 "% — M cotg z, T daT — " sniz’

dxz

d (log tg ) == aM coséc ar, @ {log ;tg~T>
dx dx®

4M cos 22
sin® azx '

pour la table des sinus, le terme complémentaire est done positif
A2
et inférieur & g———; pour la table des tangenles, en supposant
8 sin® x, g
y << AB°, ce qu'on peut toujours faire. le terme complénientaire
e . MA? cos az,
est encore positif el nféricur & - -5
2 sin® az,

Yoici les valcurs approchées communes de ces limites pour les

petites valeurs de g 3

, RN

0 : 8 sin? x,

1° 0,00001.51
2° 0,00000.38
30 0,00000.17
4° 0,00000.004
Ho 0,00000.0860

On voit par It que c’est toul au plus & partir de 3° que l'inter-
polation linéaire devient 1égitime. En fait, onne'applique pour les
sinus que si a, est supérieur & 3°, par suite pour les cosinus que st
2, estinféricur & 87°, pour les tangentes et cotangentes, que si x, est
compris entre 3° et 87°; dans les autres cas, on procédéra comme
il scra indiqué plus bas.

L’inlerpolation linéaire étant supposée légitime, tout ce qui a &té
dit plus haut sur les erreurs qui en résultent, quand il s’agissait de
la table des logarithmes des nombres, subsistera ici. On voit en
particulier que la détermination d’un angle par son log sin ou son
log tang sera d'autant plus avantageuse que la différence tabulaire
D sera plus grande; pour le log sin, cette différence exprimée en
unités de la cinquieme décimale diminue constamment comme
Yindique le tableau suivant :

roo . . . D 23°. . . . 3o
3o. . . . ajo 3200 . . . 20
G, . . . 130 53, . . . 10
12°. . . . 6o 70° . . . 5
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Il en résulte qu'un angle est d’autant micux déterminé par son
log sin qu’il est plus petil; ce logarithme étant supposé exact, on
ne pourra plus wmpur sur la seconde & partir de 23°; si en oulre

on crainl une erreur d’ une Ul'llib sur la ClIl(l\llL‘l’nC dbCl[HdlL de ce

. , . 60"
logarithme, l'erreur a craindre sur ’angle sera de <.
8 s o] D

Pour le log tang, l'erreur labulaire diminue jusqu'a @ = 45°,
huis reprend les mémes valeurs déjd parcourues :
puis reprend | 1 déji pa

Xg. e - . ] 230. - . . 35
o, . . . 240 3a°, $
Ge. . . . 121 f5°. . . . 2b
[ © L 63

Ce tablean montre bicn que, si l'on calcule toujours avec le
méme nombre de décimales, il est plus avantageux de déterminer
un angle par son log tang (ou log cotg) que par son log sin ou log
cos : l'erreur 4 craindre, le logarithme donné dtant supposé exact,
ne dépasse gueére 1” dans le cas que nous étudions,

Ceci eaplique pourquoi l'on cherche toujours & déterminer de
préférence un angle par sa tangente.

Examinons maintenant ce qu'il faut faire pour déterminer le
logarithme du sinus ou de la tangente d'un angle x inféricur & 3,
tous les cas ol l'usage de I'interpolation linéaire cesse d’étre légi-
time se réduisant & ceux-la. On éerit

. sin & iz @
sinx=—=2x, ——— , gr=—ux.° -
x ' z '
en se fondant sur ce que les rapports et fg—g restent trés

voisins de I'unité lorsque a est petit. Soit o la mesure de 'angle x
en sccondes, et pnsons

Sil[a. tg 2
— Joo 2.2 ; 82,
S =log I T = log :

On aura

log sin @ = log a -+ S, log tg & = log « + T.
Les nombres S et T sont faciles & réduire en table; lorsque «
varie de 0° 4 3°, c’est-d-direz de 0 & 10800, S diminuede 6 .63557

1

4 6.68538 et T augmente de 6.68357 4 6.68597; en leur ajou-
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tant log «, donné par la table des logarithmes des nombres, on
aura log sin x et log tg x.

Pour résoudre le probléme inverse, on déterminera d’abord avec
la table trigonométrique ordinaire une valeur approchée de x, &
l'aide de laquelle on aura exactemnent S ou T, & cause de la varia-
tion lente de ces nombres; on en déduira alors log o et par suite «
avec précision.,

Voict enfin quelques remarques pratiques qu’il est bon de ne
pas perdre de vue dans Pemploi des tables de logarithmes.

1° L'angle @ appartenant au premier quadrant, il ne faut pas
oublier que la différence labulaire D est négative quand 1l s’agit
du log cos ou du log cotg. Si cependant dans ces cas on veut que
le calcul d’interpolation conduise toujours & une addition arithmé~
tique, on mettra la formule d’inlerpolation linéaire sous la forme

f(:ro ~+ al) :f(:ro + h) — (1 — a)-\f(fo),

équivalenle & la forme ordinaire.

On peut d'ailleurs toujours faire ainsi, méme pour Af{x,) posi-
five, et cela peut présenter quelquefois des avantages.

2° Pour ramencr un angle au premier quadrant, on en retranche,
suivanl les cas, go°, 180° ou 270° en observant que :

sin £ = — cos (0° + x) == — sin (180° 4+ ) = —+ cos (270° +- x),
cos & == —+ sin (go® +— &) = — cos (180° + x) == — ¢in [370° + ),
tg x = —cotg(go® + x) = + tg (180° + a) = — colg (270° -+ ),
cotgz—= — tg (go° -+ ) == -+ cotg (180" + x) = — tg (a70° + ).

Quand il s’agit du probléme inverse, on sait dans quel quadrant
est situé l'angle & quand on connait le signe de deux de ses lignes
trigonomélriques ; sinon, il peut y avoir ambiguité, et I'on choisit
a volonté. On peut d'ailleurs se servir aussi bien d’angles négatifs.

3° Les nombres négatifs n’ont pas de logarithmes ; dans la pra-
tique du calcul, cependant, on leur en donne de la fagon suivante,
alin de simplifier les opérations : si x esl un nombre négalif, on
peut le définir par son logarithme, en écrivant le logarithme de sa
valeur absolue, et en faisant suivre ce logarithme d’un signe parti-
culier, en général n, qui indique que le nombre correspondant doit
étre pris négativement. Si alors, en effet, on a soin d’observer que
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dans une somme algéhrique de logarithmes, deux signes n se dé-
truisent, de sorte que la somme elle-méme est affectée ou non du
signe n suivant que les termes de la somme affectés de ce signe
sont en nombre impair ou pair, il est clair que I'on a fait une con-
vention légitime.

4° 1l n’y a pas lien d’atlacher plus d'importance qu'il ne convient
4 Tusage des compléments arithméliques, ou cologarithmes : il
n'est pas plus diflicile en eftet de faive unc soustraction de loga—
rithmes qu’une addition, et ce n’est que dans des cas assez particu-
liers que 'emplol des compléments peut rendre de véritables ser—
vices.

Tables astronomiques. — l.a nature de la fonction f(x) ne
permet pas toujours, méme pour un intervalle b resteeint de I'argu-
ment, I'emploi de I'interpolation linéaire, si simple, 1égitime quand
il s’agit des tables de logarithmes, Il faut alors recourir & la for-
mule de Newton, prolongée autant qu'il est nécessaire. Un exemple
suffira & le prouver : voicl un tableau qui donne de 12 heures en
12 heures (temps moyen de Paris) I'ascension droite apparente de
la Lune, et ses différences :

Date a A A? A3 at A®

Janvier 1907

1 oheure | & am™ 56°,32]95™ §1%,8a]— 8,50 — 17,03 | 4 17,02+ 0% 10
12 » 8 a8 28,1425 23,12/—10,63] —o0,91 |+ 1,12 »

2 0 » 853 Br,ebl25 12 Agi— 11,544 0,21 » »
12 » jg1g9 33,7520  0,95|—11,33 » v »

3 o » 044 4 70|24 4g,02 » » » »
12 » 1o 8 54,32 » » » P »

La différence cinquiéme cst encore sensible.

Pour avoir cependant alors des tables d’un usage commode, on
réduit 'inlervalle £, non pas de facon que les différences secondes
solent négligeables, ce qui serail souvent impraticable, mals au
moins de fagcon que les différences troisiémes soient sans influence :
c’est le principe adopté pour les tahles astronomiques que publie la
Connaissance des Temps. On y trouve par exemple l'ascension
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droile de la Lune donnée d’heure en heuve, de fagon a ce qu'on
puisse former un tableau analogue au suivant :

Date aC A A2

Janvier 1907

1 o heure 8h g™ 56,30 2™ =02 — 0%0%
r » 5 4,24 2 7,88 — 0,03
2 » 7 12,12 2 7,83 — 0,05
3 » 9 19,99 2 7,38 »
A » 127,53 » »

ou les différences troisiémes sont négligeables.

Quand il en est ainsi, la table fournit généralement en regard
des valeurs de f(x), non pas celles des différences tabulaires, mais
celles des dérivées de f(x); ceile dérivée est d’ailleurs souvent
exprimée en prenant pour x une certaine unité &k différente de
I'intervalle A de I'argument de la table et différente de I'unilé fon—
damentale de « : c’est la variation de f () pour un accroissement
k de I'argument. C’est ainsi que l'on trouvera réellement dans la
Connaissance des Temps le lableau suivant, poursuivi pour tous
les jours de 'année :

Date 1@ Varialion pour m

anvier 19o;
J 907

1 o lieure 8k 2™ 5(+,3a 95,1323
I » 5 4,24 2,1317
2 » s 12,12 2 ,1309
3 » g 19,09 2 ,1301
A » 11 27,73 2 ,1293

Ceci veut dire, par exemple, que la dérivée del’ascension droite de
la Lune par rapport au temps, est & la date 1go7 Janvier 1, o,
égalc & 27,132 5 lorsqu’on prend la minute pour unité de temps.
D’aprts le choix fait de l'intervalle £ de 'argument, la variation
varie d'une facon sensiblement uniforme.
Yoici maintenant la facon de se servir d'une telle table, et lcs
avantages de la disposition adoptée. Les différences troisiémes étant
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négligeables, on peut appliquer la formule de Newton sous la
forme réduite

Sy -+ ey = fag) -+ 2 | @) + 583

pour la méme raison, la formule générale qui donne & f" (i, + zh)
se réduit &

B o+ oh) = 37w + (+ — §) 7 (x,),
ou bien en changeant o en %, a

: _:: : a2f(xo);

hf? (q’o -+ ;h> = Af(xy) +

on peut donc écrire encore
Fleng - ah) — [ () - ahf’ (.TO k).

Soit maintenant v (x) la variation de f(x) pour l'accroissement
k de I'argument; on a v (x) = k /" (x), et par suite finalement :

Sy al) — fla) + 3w (wo + Sh>.

La fonction v () variant trés sensiblement d’une fagon uniforme
r r a .
et asses lente en général, v (wo =+ 5/L> se calculera & simple vue

par interpolation linéaive, et f(xy + «h) en résultera immédiate—
ment. .

Si, par exemple, on veut, en se servant du dernier tableau écrit,
calculer I’ascension droite dela Lune pour 1go7 janvier 1. o" 48™,

b oah 48, on aura d'abord

de sorte que o — 5k

v <z‘0 -+ gh) = 2°%,1325 + %Av(xo) = 25,1322,
puis

J (g + ah) = 8"9™56%,32 + 48 X 1°,1323 = 84738 6.
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PRINCIPES DE CALCUL

En résumé, on opére comme dans l'interpolation lincaire, mais
aprés avoir interpolé la variation elle-méme pour la moitié de 2.

S'il s’agit du probléme inverse, on déterminera d’abord une va-
leur approchée de « en ne tenanl pas comple de la variation
de v; avec celle valeur approchée, on aura une valeur exacte
de v/mu -+ gh) , a cause de la lente variation de v, ¢t par suite une

\

valeur exacte de ¢.
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CHAPITRE 1I

ERREURS D’'OBSERVATION
METHODE DES MOINDRES CARRES

Erreurs systématiques et erreurs accidentelles. — Silon
mesure plusieurs fois, dans les mémes conditions, avec quelque
précision, une méme grandcur, on obtient des résultats différents :
il faut en conclure que les observations sont affectées d’erreurs. On
peut répartir ces erreurs en deux catégories : les erreurs systéma-
liques et les erreurs accidentelles ou fortuites. Les erreurs systéma-
tiques sont celles dont on peut prévoir les causes, par exemple les
erreurs dues & des défectuosités de I'instrument employé, les crreurs
dues 4 la réfraction, a V'aberration, etc., ete. : par suite, aussi, on
peut les corriger et s’en affranchir par une étude convenable des
causes qui les engendrent. Les erreurs fortuites sont cclles qui se
produisent sans qu’il soit possible deleur attribuer une cause déter-
minée dont on puisse calculer ou méme simplement prévoir I'effet ;
elles proviennent de I'imperfection des sens de l'observateur, des
vibrations de Uinstrument, des ondulations atmosphériques, etc.
Nous supposerons ici que les observations sont corrigées des er—
reurs systématiques, et qu'elles sont affectées sculement des
erreurs accidentelles.

Le probléme général suivant sec pose alors: Si l'on fait plus
d’observations qu'il n'est nécessaire pour déterminer analytique—
ment un certain nombre de grandeurs inconnues, les équations
auxquelles on est ainst conduil sont en nombre surabondant, et
incompalibles, puisque les observations sont aflectées d’erreurs;
quelles sont alors les meilleures valeurs & adopter pour les incon-
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nues? et sur quelle approximation peut-on compler quand on
adopte ces valeurs ?

Pour soumettre ce probléme & I'analyse, il faut faire un certain
nombre d’hypothéses plus ou moins conformes d la réalité, et s’ap-
puyer sur le calcul des probabilités. Nous nous bornerons icid une
bréve exposition de la théorie universellement adoptée, sans aucune
étude crilique.

Loi des erreurs. — L’'erreur ¢ = & — a que 'on commet sur
la mesure d'une grandeur x, quand le résullat observé de cette
mesure est a, ne peut pas en général prendre toules les valeurs
possibles. 8i par exemple on détermine un instant défini, & l'aide
d’une pendule battant la seconde, et en appréciant le temps a un
dixieme de seconde, les erreurs possibles forment une progression
arithmétique dont la raison cst or,1 ; le nombre des erreurs pos—
sibles est d'ailleurs évidemment limité, car une grande erreur est
impossible. On pourrait objecter qu'on peut se tromper en lisant
par exemple la minute sur le cadran de la pendule; mais c’est la
une erreur de lecture, et non pas une erreur d'observation propre-
ment dite; une telle erreur est exclue de nos considérations.

Il est avantageux cependant de regarder 'erreur ¢ comme pouvant
prendre toutes les valeurs possibles, ct varier d'une fagon continue.

L’erreur ¢ est foriuite, c’est-d-dire duc au hasard : mais les
évenements dus & ce que nous appelons le hasard se groupent eux-
mémes suivant certaines lols, ainsi que nous l'enseigne le calcul
des probabilités. On peut assimiler I'observation & un jeu dans le-
quel la chance de commettre une erreur plus petite que g, c'est a-
dire comprise entre — oo et €, étant p, celle de commettre une
erveur plus grande que ¢ serait 1 —~ p : en d’autres termes on pour-
rait parier équitablement la somme p contre la somme 1 — p que
I'erreur sera plus petite que &. Dans ces conditions, d’aprés le calcul
des probabilités, dans une nombreuse série d’observations compa-
rables, les erreurs plus petites que : et celles plus grandes se répar-
tiront de fagon que le rapport de leurs nombres differe peu de

P
1—p
sera plus grand.

On admet que p est une fonction analyfique I (¢) de la scule

» et d’autant moins que le nombre total des observations

Axpovga. — Cours d’Astronomie, II 3
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variable z 1 ¢est la probabilité d'une erveur inféricure & &. Celle
fonction doit évidemment vérifier certaines condilions ; d’aprés sa
délinition méme, ¢llecrolt de 0 & 1lorsquee varicde— w0 & + =@
1 correspond comme toujours & la certitude. ,

La probabililé de commettre une erreur comprise entre & et ¢
est égale & F () — F (2), en supposant ¢ < ¢'. Supposons la diffé-
rence ¢ — = infiniment petite et égale & dz; désignons de plus par
o (¢) la dérivée de F (2); la probabilité de commettre une erreur
comprise entre ¢ et ¢ 4 de sera done @ {e) dz. On dit plus briéve-
ment pour exprimer ce [ait, que o (s) délinit la loi de probabilité
des erreurs, ou que o (2) est la loi des erreurs.

On admet que les erreurs égales ct de signes contraires sont
dgalement possibles : la fonction ¢ () est donc paire.

Nous avons vu qu’en réalité les erreurs trts grandes ne se pré-
sentent pas ; elles doivent donc avoir une probabilité négli-
geable ; la fonction 7 (z) doit par suite tendre rapidement -vers zéro
lorsque ¢ augmente.

D’aprés ces remarques, il est naturel de supposer avec Gauss que
la fonclion (2" estde la forme Ce™"*, ¢ étant la base des loga-
rithmes hyperboliques, C et b deux counstantes positives. Ces deux
constantes ne sont d'ailleurs pas indépendantes 5 en effet, on a

€
F(e)=0C {‘ ¢z il en résulte bien F(— ) = o, mais il

faut de plus ¥ (4 20) = 1, ce qui donne Véquation

+ ® 9.9
Cf e~ P — g,
—_

On sait par I'analyse que I'ona :

+ ©
2 —
{‘ e P dt = /x;
20

J—-
i}l vient donc

%ﬁ: I, ou C—-;

finalement, ona, pour laloi des erreurs de Gauss, que nous adopte~
Tons ;

¢ ()= o M
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Cette loi & laquelle on peul parvenir de bien d’autres fagons est
généralernent vérilide par Pexpérience ; mais on ue peut en aucune
fagon la regarder comme correspondant & la vérité rigoureuse ; elle
ne fournil qu'une approximation.

Pour vérifier expérimentalement la loi, on peut procéder ainsi.
Observons une grandeur connue un grand nombre de fois n; on
commettra ainsi n erreurs, et d'aprés ce que nous avons dit, le
nombre de ces erreurs comprises entre deux limites données ¢ et &'
différera peu, si la loi est vraie, dc

e he’
n j o (z) dz, ¢'est-a-dire 171 e— Cdt.
e Y T ke

Cette intégrale est facile & calculer 4 'aide de tables approprides,
s1 'on connait &, que nous apprendrons plus loin 4 déterminer ; la
comparaison entrela théarie et la réalité est donc aisée. En géndral,
il existe entre élles une concordance plus parfaite qu'on ne pour-
rait ['espérer a priori.

Courbe de probabilité. — On peut représenter géométrique-
ment les résultals précédents. Choisissons deux axes rectangu-

"

0 (RIS 1
Fie. 1

laires Oz, Oz, et construisons la courbe définie par I'équation

h  pee

né?(i)—;/;t'c ;
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cetle courbe change avec i, mais garde toujours la méme forme, car
lorsque h varie, elle est soumise & la transformation homographique
trés simple qui consiste & altérer les coordonnées dans des rapports
constants. Pour construire la figure ci-contre ( fig. 1), on a pris
h =/, de sorte que pour = == 0, on a7, = I : on voit bien avec quelle
rapidité la courbe devient asymptote & I'axe Oz, de fagon & se con—
fondre pratiquement avec lui. L’aire totale comprise entre la courbe
et 'axe Oc est égale & 13 1'aire comprise entre la courbe, I'axe O: et
les ordonnées qui correspondent & deux abscisses données ¢ et &
représente la probabilité pour que I'erreur soit compriseentre c et &',

Précision. Poids. — Deux séries distinctes d’observations res—
pectivement comparables n'ont pas nécessairement la méme préci-
sion. Pour définir dune fagon plus exacte cette notion, on dit que
les précisions des deux systémes différents S et 8’ sont proportion-
nelles aux nombres & et &, si la probabilité de commettre dans le
systtme S une errcur inférieure en valeur absolue & # est la méme

que celle de commettre dans le systéme 8’ une erveur inféricure en
Fix
valeur absolue & 7.

Pour justificr cette définition, il faut montrer qu’elle est indépen-
dante de I'erreur 2. Fn effet, la lot de Gauss dépend d’un para-
métre k, qui varie avec la séric d’observations envisagée. Soicnth
et ' les deux paramétres qui caractérisent les séries S et S'. La pro-
bahilité d'une erreur inféricure en valeur absolue 4 o dans le sys—
ttme S est égale a

"% e I +hx 2
22 e " d: ou — e— Y-
NE: V=, >

—a J— Iz
de méme la probabilité d'une erreur inférieure en valeur absolue

A ]I\Q’L dans le systtme S’ est égale

our que ces deux probabilités soient égales, il faut et il suflit que
pour q I g q
Yon ait I Yc" , condition indépendante de a.

On voit en outre par 14 que le rapport des précisions des deux sys~
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temes est égal au rapport des paramétres het ' qui les caracté-
risent. On peut donc dire avec Gauss que h esl la mesure de lu
précision des observations du systéme 3.

On dit encore que les systemes S et 3’ ont des poids proportionnels
aux carres I’ et h2des mesures de leur précision : on trouvera plus loin
la justilication de cetle facon de s’exprimer. 1l n'y a pas lieu de parler
de poids d'une fagon absolue : on neconsidere que des poids relalifs.

Valeur probable d'une quantité. — Oun appelle généralement
valeur probable d'une quanlité la somme des produits que l'on
obtient en multipliant les diverses valeurs que peut prendre cclte
quantité par leurs probabilités respectives.

Soit ¢ une quantité qui, comme l'erreur d'une observation, peut
varier d’une facon continue ; soit de plus o (¢ dz la probabilité pour
que celte quantlte soit compmse entre z et ¢ + ds. La valeur pro-
bable d'une fonction quelconque f(¢) de ¢ sera évidemment l'intégrale

+ o

L’importance de la considération des valeurs probables résultc du
théoréme que nous allons démontrer.

En nous bornant au cas qui nous occupe, supposons que 1'on fasse
n observations comparables d'une méme grandeur x, ce qui con-
dwira & n erreurs &, &, ... & ; appelons s la moyenne arithmétique

CIfE) S () + e A+ f () ]

et p la valeur probable de la fonction f (¢} de 'erreur : il est clair
que la valeur probable de s — p est nulle. Considérons maintenant
la valeur probable de (s — p)*, on a:

(s_mz:v[f<u1+ NS N

Tt

lesindices 7 et j prenant toutes les valeurs 1, 2, .., n ct étant diffé-
renls. Appelons p' la valeur probable de la fonction [ f () [2, et re-
marquons que la valeur probable du produit f(z) f(z,) est égale, les
erreursd’observation ¢;etz;étant indépendantes, & I'intégrale double

| [ f DT ()8 (=) 2 (s) dedes
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c’est-d-dire & p*. Remplacant chaque terme de la somme précé-
dente par sa valeur probable on obtient alors pour la valeur pro-

bable cherchée de (s — p)*, I'expression
”1’ a “—(” — 1) 1'; L SO e
’L 2 n n i

Ceci prouve, et ¢ “est la proposmon que nous avions en vue, que
la valeur probable de (s — p)? tend vers zéro lorsque n augmente
indéfiniment.

Comme (s — p)? roste toujours positif, il en résulte évidemment
que, sin est grand, la probabilité pour que la moyenne s differe
de p d'une quantité notable est trés petite, et qu’en faisant s == p, on
ne commet vraisemblablement qu'une faible erreur: I'approxima-
tion sur laquelle on peut compter en procédant ainsi, est d'ailleurs
d’autant plus grande que n est plus grand.

Moyenne erreur. Erreur moyenne. Erreur probable. —
Dans unc série S d’observations de précision k, la valeur probable
d’une erreur ¢ est nulle, car % (2) élant une fonction paire, l'inté-

+ x
grale[ g9 () ds est nulle.

On appelle moyenne erreur, ct nous désignerons par 2, la valeur
probable du module de I'erreur; on a done

+ ® ah o= b2 haz2 1
_ sl o(Nde="- = —-- — .,
o= [ st [T e ] =

On appelle erreur moyenne, et nous désignerons par . la racine
carrée positive de la valeur probable du carré * de l'errevr : il faut
se garder de confondre cetle quantité avec la précédente.

+ ® /L + 2.2
Ona: pt= ( e (5) da = \7:“[ ate™ M ;
=)

v 0

pour calculer celte intégrale, éerivons 1'égalité déja rencontrée

T ey, VT
- 0o Tk
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ct par suite
2= ! ou = !
v ae RV

Ajoutons & ces définitions celle de l'erreur probable; c'est la
quantité 4 telle qu'il y ait chance égale pour que Uerrcur ¢ soit in-
dricure ou supéricure & g en valeur absolue.
f p 1 bsol

Lerreur probable est donc définie par 1'égalité

RO

Y Rhe? I

e h'e s 2

/o 2
.

"o —
2 T

ou e Vdt — VT;
o 4

On a marqué sur la figure 1 les ordonnées qui correspondent aux
abscisses 2, u, o- L'oydonnée qui correspond & p partage I'aire
comprise entre la courbe et les demi--axes Oz, Oy, en deux panties
v . 3 > ? .
équivalentes. Quant a u, on peut remarquer que c’est ’abscisse de
l'unique point d'inflexion de la courbe situé & droite de Ox; si en

effet
/ 221
N = 771:, e'_vh'—:-,
V=
on a
QJT‘*_ZIEE 22 ¥, _:ah3 o hie? (1 —akh .
d= - ’ d:2 7 /. -
Ve
. . - T
il y a donc inflexion pour & =—= &= = =+ .
Wa !

L’erreur probable, I'erreur moycenne, la moyenne erreur sonkt
toutes trois inversement proportionnelles & la mesure de la préci
sion : clles peuvent donc, aussi bien que le paramétre h, servir &
évalucr la précision des observations de la série S. .

En fait, on sc scrt actucllement, d'une fagon pour ainsi dire
exclusive, de la considération de I'erreur moyenne.

D’aprés le paragraphe précédent, si n obscrvations comparables
d'une méme grandeur x ont donné lieu A des erreurs ¢, &,, ... €.
on pourra poser vraisemblablement, avec unc approximation
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d'xutant plus grande que n sera plus grand

on aura ainsi déterminé h, conpaissant les errcurs. Mais 11 faut
bien observer que cctte détermination n’a ricn de rigoureux : elle
n’est qu'approximative, et serait méme dénuée de toule valeur si
Fon n’avait qu'un trés petit nombre d’observations.

Composition des erreurs. — Etudions le probleme général
suivant : sotent &, «', &', ... des grandeurs obscrvées directement,
et pour lesquelles on a trouvé des valeurs a, o', @', ... de sorte que
les erreurs commises dans ces observations sont respectivement

te=x—a, ¢=a —a, ¢ —=ua —d,.. Onenvisage une

fonction f (xz, o', x', ...) des grandeurs x, &', ', ... et I'on prend
pour sa valeur la méme fonction f (a, ', a', ...) des valeurs obser~
vées; on commet une certaine erreur

a=f(x, 2, 2" ...) — [(a, a, a, ..

en demande la Joi de I'crreur o.

Pour appliquer lanalyse 4 ce probléme, que nous appelons
celul de la composition des erreurs, il faut d'abord supposer, ainsi
que nous le ferons encore dans la suite, que les erreurs ¢, €, ¢, ...
sonl assez petiles pour qu'on puisse les considérer comme des
guantités inliniment petites; de sorte que, daps unc question
déterminde, il suffira de tenir compte des valeurs principales dc ces
infiniment petits. Dans ces condilions, on peut éerire

Y Y
a—b‘;s—{'—ﬁi%—’nxﬁe —+ ...

On est done ramené & calculer la loi de I'erreur ¢, fonction lindaire

et homogéne des erreurs ¢, &/, &', ..., de la forme

a— As + Al - A" + ...,

n

A, A, A7, ... étant des coefficients constants, les erreurs ¢, ¢/, &, ...
étant soumises & la loi de Gauss, et appartenant a des sérics
d’observations S, §/, S’ ... dont la précision est caractérisée par
Ies constantes A, &', &', ...
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Dans ce qui suit, nous supposcrons qu'il s’agit seulement de
trois séries S, §', 8, ...; la généralité du raisonnement, pas plus
que celle du résultat, n'en soufirira.

Pour que l'erreur # soit comprise entre deux limites données &
et o, on peut supposer que 'on a commis sur a, @', a" des erreurs
comprises respectivement entre ¢ et ¢ + de, ¢ et € + de’, &' et
£ + de’, & la condition que la somme Az + A'e’ + A" soit
comprise cntre « et o’. La probabilité de ce fait est une probabilité
composéc, égale par suite, d’apres les principes du calcul des pro-
babilités, au produit des probabililés simples de chacun des évene-
ments composants, ¢’est—a—dire &

Rl LN »I_Li e—h"’e'2 de’ ﬂ e—h'qs"ﬁdzy
Ve Ve Ve :
.ou bien
SN
h—h_h e"fdsdildsﬁ.
W=)?
en désignant par f la forme quadratique définie des variables
ro N
£, 6,81

h2e?  h'2:72 4 RM2e72,

La probabililé totale pour que l'erreur ¢ soit comprise entre o
et o est, d’aprés un aulre principe du calcul des probabilités, la
somme de ces probabilités élémentaires, c’est-d-dire l'intégrale

driple
kR
= —= —Ideds'ds"
! (ﬁﬁ£Ue e

dtendue aux valeurs de ¢, ¢, &' qui donnent & la somme
Az + A¢ 4+ Aler

une valeur comprise cntre o et o',

Pour calculer J, faisons une substitution linéaire sur les va-
riables ¢,¢,¢"; les nouvelles variables serort désignées par z, ‘B, 77 et
£ sera précisément la somme Az + A’ -+ A’". On aura des for—
mules telles que

e ==pz +qg +ry,
{ = P g+,
EII :pﬁz + q(/p + r”_\{'
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Supposons de plus que, par cette substitulion, la forme £ reste
une somme de carrés de la forme Pz + m23° + niy2.

Dans ces conditions, on aura, ainst gue 'apprend I'étude du
changement de variables daos les 1mtégrales multiples :

ww (P47 8 .
I = 'Tr? P fﬂ e—(1212+m2’32+"2Y_"d7d3LfY,
R% puqv/rw

le déterminant étant pris en valeur absolue, et l'intégrale sera
¢tendue a toutes les valeurs possibles de {;‘ etde -/, et seulement aux
valeurs dez comprises entrezzet . On pourra par suite U'écrire
sous la forme

hll,h” P,qlr, +—30 P +x a,,2 ¥ 2 o2
J= (’\7.‘;‘.7‘ p qr [ egm"ﬁ'dlg X f e r= f'd‘r X f C—l‘a'dl.
\ pr/quu o) —2 —= a

Les deux premiéres intégrales simples valent respeclivement,

/T Vn , ..
comme nous le savoris, %, ‘/Tt’ ({, m, n étant positifs) de sorte

qu’on a encore

e P YT ’
J = h]ib’/ ‘drl | x —1— {Iz — a2l

I mn r/qr/ r/l V/E X ‘
Py v

On sait d’autre part que le discriminant d'une forme quadra-
tique est un invariant du second ordre ; appliquant ce résultata f,

il vient
paqri®
Bm2n? — R | p'g'r
]]r/(lf/r,ll
et par suite
l x
J—— e Bada,

VE Ja

On voit d¢jd par Ih que Perrcur # suit aussi la loi de Gauss,
avec / comme paramétre de préeision : et c'est 13 une propriété
fondamentale de la Ioi de Gauss.

Reste & déterminer /; & cet eflet considérons la forme f— *¢?, ou

R - W2 o 0 B (Az 4 N 4 AT
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elle se réduit & une somme de deux carrés, m?*&z* + n®*; son dé-
terminant est donc nul, ce qui fournit immédiatement la relation :

RN 12 (AR e AR o ATR2R'Y) = o,
ou, plus symétriquement :

1 Az A2 AR

p= o oy h e
Ainsi, Uerreur # suit la loi de Gauss, et son paramtire de pré-
tision est délerminé par la relation simple ci-dessus.
Introduisons les erreurs moyennes u, 11_", [J.", ... relatives aux
séries S, §', 8", ... en général; et soit M l'erreur moyenne quk
correspond 4 «, ou & la fonction f(a, «', @, ...); on aura

M2 — A2 A2 g At
ou

M= VAXPE + AI:Tf;fzﬂ_ A"z}‘ﬂs_{_“'
On arrive directement i cetie derniére formule en cherchant la
valeur probable de

ot = A% - A2 9AA e

cl remarquant que la valeur probable de ez” est nulle, puisque les
erreurs ¢ et ¢ sont indépendantes et ont chacune zéro pour valeur
prohable : mais on n’a pas ainsi la loi de 'errenr .

Combinaison des observations. Méthode des moindres
carrés. — Solent p quantilés indépendantes x, y, z, ... et n {onc-
tions linéaires et homogetnes quelconques de ces quantités :

(1) fizatm«kb,y»kr:;%—..,(i;1,2, .o )}

on suppose essentiellement n >p_ -

Soit de plus ¢ une autre fonction linéaire et homogéne quel-
conque donnée de x, ¥, z, .- .
(2) b =qx + ry + sz 4+ ...

On peut exprimer Y linéairement & I'aide des fi d’une inflinilé
de facons : en posant

3) Y = Zo.f;
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-out les @, sont des constantes, il est nécessaire et suffisant, pour
-assurer I'identité, d’avoir les relations

(4) q = Zwa,, r = Xuw;b, 5§ = 2w, -,

Cecl posé, imaginons que I'on soumelte & I'observation directe
Ies grandeurs f; ; appelons /; les résultats observés, ¢ les erreurs
commises de sorte que fi = & + &. Si daps les diverses expressions
{3) de la fonction ¢ on remplace les f; par leurs valeurs observées
{;, on obtient autant de valeurs approchées pour la véritable valeur
de q,; Verreur commise est de la forme Zouei, et composée avee les
€rreurs ;.

Appelons py, ps, ... pales poids relatifs des observations qui pro-
duisent les erreurs ¢y, &, ... & ; les parametres de précision pour
ces diverscs errcurs seront de la forme & Vp,, en désignant par & la
mesure de la précision des observations de poids un.

D’aprés le paragraphe précédent, 'erreur Xoe; relative & la forme
(3) de Y suif la loi de Gauss, et si h \/EJ désigne son paraméire de
précision, on peut dire que g est le poids dela délermination adoptée
pour up; on a d’ailleurs
RN w!

o L pi

h

Les o n’élant pas des variables indépendantes, & cause des rela-
tions (4), I'expression de ~ est évidemment susceptible d'un mini-

mum non nul : il existe done une détermination de Y de la forme
(3) qui a un poids maximum ; nous appellerons cette délermina-
tion la délermination principale de ¢, et nous la désignerons
pary,

Pour I'obienir, il convient, comme on sait, d’écrire

I | w;?

(3) E: ; ?11— + 23(g — Zw;a;) + 2B(r — Zwb;) + 2y(s — Zwe) 4.0
’ . Pye e | §

o, ﬁ, s ... élant p inconnues auxiliaires, et de regarder alors -

-comme une fouction des n —+ p variables indépendantes oy, 2, ‘3,

Iy e

En égalant & zéro les dérivées partielles du second membre de
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b1

(D) par rapport & ces variables, on a, comme conditions du
maximum de p, outre les relations (4), les nouvclles ¢quations :

{6) %": aa; + Bb; + Yo + o

i

Eliminons les e, et sulvant la notation de Gauss, écrivons d’une-
facon générale g sous la forme [¢], ¢ étant quelconques; il vient

[paaj % 4 [pab] B+ [1}(10} Y+ .. ==gq,
) [pab] e: [pbb] B+ [I)l)b_] .=,
pac] a [pbc] B+ [pcc] Y 4 ... == 8,

Soit D le déterminant symétrique (supposé non nul) :

[paa] [pab] [pac] ...
b | [pab] [pbe] [pbe] ...
(pacj [pbc] [pcc] .

des coellicients des inconnues; appelons aussi (aa), (abj, (ac),

les quotients par D des coeflicients respectifs des éléments [paa],
[pab], [pac], ... dans le développement de D suivant les éléments.
des lignes ou des colonnes ; enfin envisageons la forme quadratique-
et homogtne de p variables quelconques u, v, w,

g = (aa)u® + a(ab)ur 4 a(ac)uw + ... + (bb)u? + 2(be)uw —+ ...
La simple résolution des équations (7) donne alors immédiatement

Mr,s, )

2 1
- 2 or g eeny

29(g.7.5:0--) 8 —

I
2 ] '
et par suite, il vient

oo L (0907 ) T ) Y,

0q or

ce qui peut s’écrire encore comme on sait

S 2g{ai b i v.) ) y(a[, bis €1 v0e)
W= s Pi (q T e 4+ ob, -+ --->,.
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d’ou enfin, pour la détermination principale de ¢ :

. I dgla, by, e ... O 1 oglas, by e, ..
(8)'#’:f12;11sz (e br. i )-+r2‘51~fz o 1;,); .

E’(li

Quant au poids de ¢, cest le maximum de 5 ; or d'aprés (5), X

;
-est une forme gquadraticque non homogéne des variables m,,a,ﬁ,“j, ey
et, ici, toules les dérivées particlles de cetle forme sont nulles ; si

donc on la rend homogtne par lintroduction d'une nouvelle
. . ’ Y r 1 ’ I r . N

variable, on sait, d’aprés le théoréme d'Euler, que - sera égal icia

1)

sa demi-dérivce partielle par rapport & la nouvelle variable, ce qui

donne

I el

So=afl 1 PP+ Y8+ ..,

]
¢

<cest-a-dire d'apreés les valeurs ci-dessus de «, ﬁ, J--- et le méme
théor¢me d’Euler
1
(9) = g(q.r.s, o).
l
8il'on prend en particulier pour bles quanlités x, y, z, ... elles-
mémes, on aura leurs déterminations principales o', ¥, 2, ... en
prenant successivement dans la formule (8) les coefficicnls mémes
de g, r, s, ...; on adonc précisément ’ = g’ + ry + sz + ...,
c'est-d-dire que la délerminalion principale de ¢ est construite
avecles déterminations principales de @, ¥, z,... précisément comme
¢ avec x, y, 2,.. . c’est 1a un résultal important.
Quant aux poids Cas fys fan - dez',y', 2, ... on trouve immdé-
diatement par application de Ia formule {g)

1

, == (cc), ..a

P’r == (aa), PT = (bb).

u

S

Prenons maintenant pour ¢ la fonclion f;; sa délerminalion
principale sera de la forme

fi=¢% ain fus

en étendant la sommation & toules les valeurs de I'indice & ct
faisant

dg(ay .. 25{ s by gy -
aik=£1)/n‘<ai M}“k ) -+ bi‘g‘\af‘ b‘kl(‘L)' o “.>;

eay, - Lbk

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ERREURS D’OBSERV.\TI()N —— METHODE BES MOINDRES CARRES

e~
~a

en particulicr on a donc
i — Pz'9('lh b;, Ciy )

Si fi est le poids de fi, on a aussi

1 ~ x;C .
o :2‘ IT‘; = g(a, b, ¢, ...)-

Envisageons actuellement la combinaison des f; :

kiz= i — [i;
elle est manifestement équivalente & zéro, de sorte que sil'on y
remplace les f; par les résultats d’observation [, elle prend une
valeur égale et de signe conlraire & Uerreur que I'on commet ainsi
sur clle, soit

g — 2 28

On peul donc traiter k; comme une erreur composée avec les
erreurs ¢ ; elle suit la loi de Gauss, el si £ /s, esl son paramétre de
précision, on peul dire que o; est son poids. On a d'ailleurs évi-
demment

. 2
r__ 1A N %

s; P i P
ce qui, d’aprés ce qui préctde, devient

e
On en déduit

7 )
>—d {:'. =n— 2pg(a;, by a ..) ;5
mais d’aprés la définition de ¢, on a
p} P‘-g(a;, b, ¢, ...) — (aa) [P“aj + o3 ((lb) [pab] o

considérons alors le délerminant D comme une fonction de ses
éléments [paa), [pab], ...; c’en est une fonction homogéne de
degré p, et V'on a de plus

1 oD 1 b

(aa) — D DTpaid] s 2(ab) = B o[pabJ N
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il vient donc d’aprts le théoréme d'Euler
= pigla by ¢ 0l) = py

et par suite, on a I'importante formule

N2
(10) 2‘2: =n—p.
Au lieu des poids, il est aisé d’introduire partout les erreurs
moyennes. L'erreur moyenne d’une observation de poids quel-
1
haw’
un ; en particulier, I'erreur moyenne de ces dernitres observations.

conque w est h étant la précision des observations de poids.

1 .
flant m, on a m = i L’erreur moyenne des obscrvalions
Ly 2
. . mo o,
d'erreur ¢; ou de poids p; sera donc m; = —=; l'erreur moyenne .

I4
de la détermination principale de ¢, soit ', est
n

_m_ ol s ).
== myglY, T8 ).
m= 9(q )

Les erreurs moyennes de «', ', 2/, ... sont
By = 1m V/@Y, By = m \/(—b—b)—,
Si p; désigne Verreur moyenne de A, la formule (10) devient
(x1) 2pu® == (n — p) m%

Comme ; est une fonction linéaire et homogéne des erreurs,
p. mest autre chose que la valeur probable de k7 ; on a donc le
théoréme :

La valewr probable de X p; k* vaut (n — p, fois le carré de
Lerreur moyenne des vbservalions de poids un.

Les considérations que nous venons de développer sont purement
théoriques ; pour les établir, on ne suppose pas les ohservations
faites, mais au contraire qu’elles sont a faire : onen laissc les résul-
tats indéterminés. Occupons-nous maintenant de les appliquer &
la résolution du probléme pratique suivant :

x, ¥, 2, ... sont des quantités inconnues; on a observé effecti-
vement d'une fagon directe les valeurs f; des fonctions f; de ces.
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inconnucs, et on connait les paids relatifs p: de ces observations (V);
pour déterminer Ja valeur d'une fonction ¢ des inconnues, on a
des équations

[

(r2) ax+by+cz+ .=, qrzt+ryt+sz+..=y,

en nombre surabondanl ‘puisque n > pl, et incompatibles, puis-
que les observations sont enlachées d’erreurs ; il faut cependant en
déduire la meilleure valeur a adopter pour 4, et aussi l'erreur
moyenne de celte détermination.

Si l'on combine linéairement les équations [12) de toutes les
fagons possibles, de facon a éliminer x, y, z, ..., on cst amené &
mettre la valeur de & sous 'une des formes en nombre infini

U S wi;

qui se déduisent de (3) en remplagant les fi par les £ : il est naturel
alors de considérer comme étant la meilleure valeur de ¢, celle qui
se déduit de la détermination principale ¢’ de ¢ quand on y rem-
place les fi par les [ ce choix, dicté par la propriété de ¢’ d’avoir
un poids maximum, est celui que nous adopterons. Si nous
appelons U, la valeur ainsi oblenue poury, on a, d'aprés (3), A

v o 1 og(ay, by, ey ) NI 9(es by e
VN ’QEQPLZL R +’A2P‘ZL—__bbi + ey

. . | S
et I'ereur moyenne de , scra ;2 = m Vg{q, 1, s, ...).

En particulier, les meilleurcs valeurs & adopter pour les incon-

nues elles-mémes, soil o, Ya, Zoy --.., sont les coellicients de ¢, r,
. : todde L oer ] Lo g .
s, ... dans l'expression précédente de Y,, et l'on a o — GLo -+ TY,

82, A eeeen
Les erreurs moyennes de x,, yq, z,, ... sont

pe=m\/(aa), B,—m \/(IE),

Mais il reste une inconnue a déterminer : c’est m, lerrcur mo-
yenne des observations de poids un. Pour y arviver, nous utilise—

(1) Cette attribution de poids ne peul étre rigoureuse en général ; on la fait
d’apres les conditions dans lesquelles les observations ont éLé faites.

Anvovrr, — Cours d’Astronomie, I 4
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rons le dernier théoréme énoncé : si dans %; on remplace les f; par
les &, on obtient des valeurs

ki = axy, + biys + €2 + vees — Ly

et 'on peut former la somme Xph*; en égalant cette somme & sa
valeur probable (n ~— p) m?, on obtient la délermination de m gé-
néralement adoptée

. o _11.1‘2
(13) m \/ n—p’

mais, commic nous l'avons déja vu daus un cas analogue, cette for-
mule n’est nullement rigoureuse : elle ne fournil qu'une approxi-
mation d’autant plus grande vraisemblablement que le nombre n
des observations sera plus grand.

Revenons aux valeurs @, ¥o, 2., ... ; endéveloppant les dérivées
particlles de la fonction g (ai, bi, ¢, ...) on voit qu’on peul écrire

A

(o, = aaw[ -+ (ab’ [pbﬂJ —~+ {ac) {pc J

) [pt]
(1) = (ab) {pal] —~+ (b&) ' pbl| + (be) [pel] + ...,
: o 1 + (be) [pbl] . cc)[ J e

:acl
[ .

On reconmait 14 les solutions d'un systéme analogue & (7) :

( ] [[)(Zb ’_)’ 1)acJ A [V[)IIZJ.
(15) [pab} {pbbd Yo [pbc__ T [ipbl}.
[I’HCJ [p-bc]yo -+ :pch 2y oee. =— [pcll,

\ - - . - . . . . . . - - .

Cecl posé, donnons aux inconnues des valeurs quelconques z,
¥, 2, ...; elles ne vérifient pas les équations du probléme, de sorte
que si I'on calcule les quantités ag —+ by + ¢y -+ .., — U, on
trouve des valcurs non nulles que nous appellerons les résidus rela-
tifs au choix fait de x, ¥, z, ..., pour les diverses observations /.
Considérons la somme

S = 2p,(ax + by ez + oo — I)?

que 'on obtient en additionnant les produits des carrés des résidus
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par les poids des observations correspondantes : la somme S est
évidemment susceptible d'un minimom, que I'on détermine en
égalant a zéro les dérivées particlles de S par rapport a x, v,
2z, -.. ; or, cecl conduit précisément aux équations (15), ainsi qu'on
le voit tout de suite; on peut donc énoncer Vimportant théoréme
sulvant :

Les meilleures valeurs a adopler pour a, v, z, ..., s0it 24, ¥y, Z4»
..., sont précisément celles qui rendent minimum la sormme S.

C’est 13 une propriété fondamentale qui aurait pu, en sulvantune
exposition différente, nous servir de point de départ : ¢'est elle qui
donne son nom & la méthode suivie, dile methode des moindres carrés.

Lorsqu’on choisit pour =, y, z, ... les valeurs xq, ¥4, 25 -.-5
les résidus correspondants sont précisément les valeurs k; considé-
rées plus haut; la somme Zpk? est donc précisément le minimum
8, de la somme S ; au lien de calculer cette somame directement,
on peut donc encore £crire, en remarquant que S est une forme

quadralique non homogtne de z, ¥, 2, .... et appliquant des prin-
cipes déja utilisés :

S, =— Zpili]\'i — [1)”1':;

remplacant les ki, puis @, ¥, z,, ... successivement par leurs va-
leurs, ceci devient :

I

S, [pll]* x, [palj — ¥ [pbl} -z [pclJ

= [pllj — g ((pal], [pbl], [pcl]...)_

Appelons alors A le délerminant que I'on obtient en bordant e
déterminant D comme l'indique le symbole

| [paljl
D E [prJ
} [pal] ;

(pal] [pb”‘ le} [1;1”

on peut écrire finalement

(16) Sy = Iphi2 = ?)
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Fn résumant, pour avoir les ¢léments de la solution compléle du
probléeme il faut : 1° résoudre les équations (13) ; 2° déterminer les
coefficients (aa), (ab), ..... qui correspondent aux éléments [paai,
[Dab}, ... du déterminant D ; 3° calculer S et par suite m [;ar les
formules (16) et (13).

D’une facon plus générale, on est amené pratiquement A résoudre
le probleme suivant. On a p -+ ¢ inconnues N, Y, Z, ... lides par
q relations distinctes rigoureuses ®; (X, Y, Z, ...), et on ena
observé directement n fonctions 1% (X, Y, Z, ...); on suppose
n > p, et on cherche les meilleures valeurs des inconnues. 1l est
facile de ramener ce probléme, le plus général possible, a celul que
nous venons de traiter. On connall loujours, ou bien 1'on peut tou-
Jjours déterminer des valeurs Xo, Yy, Z, ... suffisamment approchées
Y,

Z, =z, ... on puisse négliger Ies guantités du second ordre

des inconnues, pour qu'en posant X — Xo-= 2, Y —Y,==
VA
par rapport aux nouvelles inconnues «, ¥, 2, ... il suffira, par

exemple, pour obtenir de telles valeurs, de résoudre d’une fagon
approchée p == ¢ des équations dont dépend le probleme : au sur—
plus, siune premitre approximation était insuflisante, on pourrait
toujours en fairc une nouvelle. En remplagant X par X, + w,
Y par Y, + ¥, ... ctappliquantla formule de Taylor, on voit que
les nouvelles inconnues 2, ¥, z, ... sont liées par des relations
linéaires et qu’on en a observé des fonctions lindaires; les ¢ rela-
tions rigoureuses qul lient les p —+ ¢ inconnues permettent d’en
¢liminer ¢, et il en reste alors p qui sont indépendantes, ct dont on
a observé n fonctions linéaires ; ces fonctions lindaires peuvent étre
réduites & la forme homogéne, car on ne fait ainsl que modifier le
résultat d'observation d'une constanle additive, ce qui ne change
rien & I'errcur commise. Finalement, on est alnsl complétement
ramené au cas cnvisagé tout d’abord.

Méthode de calcul. — Nous avons ainsi résolu compléetement
le probleme le plus général de la combinaison des observations,
celui que nous avons posé au début du chapitre. 1l est encore néces-
saire cependant d'entrer dans quelques détails relativement & la
pratique des calculs exigés par l'application de la méthode des
moindres carrés : mais nous nous bornerons & I'exposition d’une
m¢éthode générale du caleul.
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Sil'on multiplie les deux membres de I'une des équations pri-
mitives
ax + by +-cz + ... =1,

par un facteur J;, il sera nécessaire de multiplieren méme temps le
. ) 1

poids correspondant p: par 5 ; de cette fagon en effet, et de cette
i

fagon seulement, rien ne sera changé aux coefficients des équa-
tions (13) dites équations normales. On peut profiter de cetle
remarque pour ramener tous les poids a I'unité : il suffit en effet
de prendre ), =— /p,. Nous supposerons celle transformation faite,
et nous allons faire voir, en supposant p — 4, comment on pro-
ctde en général A la détermination des éléments de la solulion
compléte du probléme.
11 faut résoudre les quatre équations

il fautde plus déterminer les coefficients (aa), (ab). (ac) ... cor-
respondant comme on I'a dit aux ¢léments du déterminant

il faut enfin, pour S, calculer%, A étant le déterminanl D ainsi

bordé :

L

oM

A= i [el]
R T

[al! [b1] [et] [at] [11]
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On fail ce calcul en procédant par réduclious successives.

Supposant [aa] Z o, la premicre équation donne

[al] [ab]  [ac]
T lea) [ae]” " [aa]

X

portons cette valeur felle quelle, et sans faire aucune réduction,
dans les trois dernitres équalions; on a le nouveau systéme ana—
logue au premier :

[bb.z] y + [hc.l] z —+ [’)({.I] i — [bl.l],
Lbc.l] Y - [cc.[] z - [C([.l] t— [CZ.I],

Lb([.l] y + [C([.IJ z + !ﬁJJ.!V] = [dl.l];

ik suffit de poser, en désignant par g et i deux quelconques des
lettres b, ¢, d, [ :

_Ton] . lag]lat]
gha)=Tgn] L1100
Soient D, et A; les déterminants analogues 4 D ct A, relatifs an

nouveau systéme ; d’apres la théorie élémentaire des déterminants,
on voit que l'on a

D= [aa] Dy, A= [aa] A,

d’ou

L

I

ol e
I
c

1

Soicnt ensuite (bh.1), (be.1), ... les coefficients analogues a (na),
(ab), ... relatifs au déterminant Dy ; on a aussi
(bh) = (bb.1), {be) = (be1). ...

considérons en effel (bc) par exemple; c'est
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et par unc suile de transformations ¢videntes, on a

[aa] [ab] [(ld} [ 1 [bc.l} [cd.l]‘

an

| [bdaa ] [dda] |

(bc):——»ll) fo! ILb(:.Ij [(:([.I} —_ —

o [:IJ([. 1 I J:(IJ.-IJ
=L} (be.)Dy = (be-1).
Sil'on désigne par ¢ unc des lettres b, ¢, d, on a aussi, toujours
d’apres la théorie ¢lémenlaire des déterminants,
(ag) [aa] +4- (bg) [ab] + (cg) [ac] + (dg) [ad] = o,
d’ou v ]
! ] [caJ [ad
(ag) = — (bg) | — (e9) = — () 3
| aa | aa] [ aa]
enfin, on a encore :
(aa) [an —+ (ab) [ah'J + (ac) [ac} -+ (ad) [ar[} =
d’olt ' )
ab [ah} - L ] (ad) [ad'

o] ™ o] ™ aa) ™ L]

On voit donc comment des ¢léments de résolution relatifs au

(aa) =

nouveau systéme, on peut tirer lous ceux relatifs au systéme primitif.
On peut alors continuer de la méme fagon. Dans I’hypothise
[bb.IJ Z‘0,o0na
bl.t b bd, 1|
o] L),
bb. 1! bb 1 hb 1}

le systéme nouveau est

[(‘(‘ 2] z + (CJ 2] [cl 2]
led.2] z -+ [dd.a] t = [dl.2],

olt ’on a posé, g ct h étant deux des lettres ¢, d, {,

[_qh.z] — [Jh IJ _ Lb‘] I] {bh l}

bb I_l
SiD,; et A, sont les nouveaux déterminants et (cc.2), ..... les
nouveaux coefficients, on a :
Ay A 2,
D, D

(ce.1) = (ce.2), (ed.1) = (czl. 2), (dd . 1) = (dd . 2);
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puis ¢ désignant une des lettres ¢ et d :

Lbc¥] .

(bg.1) = — (cg. )U)b IJ (dg.1) [bb ]

— (bd.1) P;iﬂ

enfin
1 [b( 1]
bb.1 — (be.1) = 2
Oho1) = g — 1) s

Continuons encore de méme avec 'hypothése [cc . 2} Z o. On

a:

et il reste 1'équation
Ldd .3 ]t = [d1.3],
en faisant, g et h étant deux des lettres det {:
- - [(:g.ﬂ (ch.ﬂ
3] =[gh.a] — =Ll
[9h-3] = [gh.] [cc.a]

Si D, et A; sont les nouveaux déterminants, et (dd . 3) 'unique

coellicient analogue a (aa) dansle systéme primitif, on a

A2 J— AS
), D,
(dd.2) — (dd . 3), 7
(ed.2) — — (dd.a) [[zc[;
(ce.a) = [ r (ed . 2) [C—J?N
cc.2] cc.2l)
Enfin on a immédiatement
3]
-~ Tad 3]
(dd.3) — [}(TI%]’
et
A
D= [1.4],

en faisant encore
[a.3][a1.3]

[dd.3]

[U.4]=-|1.3] —
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1l est facile alors, cn remontant de proche en proche, d’avoir tous
les éléments de la solution cherchée. On vérifiera I'ensemble du.
calcul en constatant ensuite que I'on a

[”.A} — = (ax + by 4+ ¢z + -...- — 1)
== (] — g ([at], (t], [et], [1])-
Applications. — Appliquons ce qui précede & quelques cas

particuliers simples. Supposons d'abord qu’ll n'y ait qu'une seule
inconnue x ; 'observation fournit les n équations approchées

az — 1
de poids respectifs p;, d’ou la seule équation normale

]ipaa] e [pal;],
et -
]jpal]

(pes]

On a de plus

e —g
S, = [PZZJ — [paiJj’ m== \/__0_ . y = er)l;;}

Si en particulier les a: sont tous égaux & 'unité, de sorte que
I'on a observé directement la grandeur x, on a simplement

gl tpl el M
pitpyt e+ py * \/p‘\—i—pﬂ....

L’expression de poids est ainsi justifiée : si I'on imagine en effet
sur une droite dirigée des poinls d’abscisses 4, /,, ... auxquels sont
appliqués des poids p,, ps, -.., x sera précisément l'abscisse du
centre de gravité du systtme ainsi formé.

On appelle souvent moyenne pondérée des [; U'expression de a
trouvée ci-dessus.

Plus particulitrement, si les poids sont tous égaux & I'unité, ona

L—L+ ..+ 1
xr = N

n ?
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<'esl le principe de lu moyenne arihmélique, que l'on regarde
-souvent comme Ja base de la théorie des crreurs ; I'erreur moyenne

d’une observation individuelle est m — et l'erreur

1423

moyennedc la valeur adoptée pourxest =, en prenant la nioyenne

\/n ’
artthmétique entre les n résultats d’observations comparables, on
diminue donc U'erreur moyenne dans le rapporl de 1 & \/n.

Si dans le probleme général on a observé plusieurs fois la méme
fonction des inconnues, on peut remplacer les diverses équations
qui en résultent par une scule, en prenant pour résullat de 'obser-
vation fictive ccrrespondante la moyenne ponddérée des résultats
des observations primitives, et en lui donrant pour poids lasomme
des poids primitifs : il est facile de vérifier en effet que dans ces
.conditions les coeflicients [paa], ‘;pab}, Tpal} des équations
mnormales ne sont pas altérés. Cetle 1‘cmarque'est surtout utilisée
quand il s'agit de I'attribution des poids p;.

Proposons-nous maintcnant de compenser un triangle recti-
ligne dont on a mesuré les trois angles =, ¥, z; on a observé ces
angles respectivement p fois, ¢ fots, r fois. et toujours dans les
mémes conditions, de sorte que si ¢, ﬁ, v sont les moyennes arith-
métiques des valeurs observées pour chaque angle, on peut dire que
les observations donnent les trois équations

x = =, de poids p,

v =8, « q,

z =¥, «
De plus on a la relation rigoureuse

x+y;—::n:

1l s’agit de déterminer les meilleures valeurs & adopler pour w, v, z.

Appliquons purenient et simplememt les méthodes générales.
L’élimination de z donne entre les deux inconnues indépendantes
.z et y les trois équations

T =1, de poids p,

—_— =y =7 —T r;
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d’oti les deux équations normales

(p 1)z 4 ry=pr-+rE—r)
rﬂ?ﬂ*(fj + 1)y :(1‘3 —}—r(r:—Y);

on cn déduit directement

i} .
B S
-
P q r

et par symétrie y et z.
Les résidus relatifs aux trois équations sc calculent immédia-
tement, et la somme des produits de leurs carrés par p, g, rest:

1

ik D
-+ -+ -
P (1 r

w

I'erreur moyenne m des observations de pmds unest 1ci v'S,, et celle de

x par exemple devient /S, g+

, ou finalement
Pq —+ pr—+qgr

l"‘z_—_l’r*'—“_s """

Supposons encore qu’il s’agisse de compenser un quadrilatire
convexe plan, ABCD, /fig. 2/ dans lequel
on qmoiurc les hmtanﬂrles 1,2, 3, 4,0, 8,
7, 8, marqués sur la figure. Quatre scule-
ment de ces angles sont indépendants, par

exemple 1, 2, &, 6; pour déterminer en
fonction de ceux-la les quatre autres, on
peut écrire que dans chacun des triangles

Fig, 2

de la figure la somme des angles vaut z, ce qui donne

+2+3+8=

T 7,
4h+5-+-6-47=m,
IT4-6-+ 7+ 8=m,
2 4+3+4+5=m;
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mais l'une de ces relations n’esl pas distincte des autres. Pour
trouver une nouvelle relation entre les huit angles, écrivons :

AC—ApnG +H  pp_ ypsin(i+3)

sin D sin 8

AG _ sin 8sin (8 + 7).
BD 77 sin § sin (1 4 32)°

on aurait de méme par exemple :

Si @, ©, ... %, sont les valeurs observées pour les angles,
POSONS 1 == %y ~ &Ly, 2 &%, - Ly ... ; les Bquations approchdes
du probltme seront x, -= 0, 2, — 0, ..., x5 == 0, correspondank
aux observations; les équations rigoureuses seront par exemple :

Ty H Ty Xy Ly T T Ay Ry — Xy — &,

T+ xy T T, =T — 2 E — 2y — O,
Ty + Ty 4 Xy Ty =7 — & — g ~— 2 — &,
et enfin
1 sin o, sin a, sin (2, + @,)

— log — - — x. cotg 2, + x. cotg 2
M gsmat2 sin &, sin (15+15)+ 3 o s 1 g %1

+ (®, + x,) cotg (2 + ) — x; colyg a; — o cotg 2,
— (zy + x;) cotg (2, + a;) = 05

le logarithme est décimal, et M est le module des logarithmes
décimaux : il suffit de remarquer pour obtenir ce résultat que
M cotg x est la dérivée de log sin x, le lagarithme étant décimal.

Enfin, comme exemple de calcul, choisissons celui de Gauss,
qui donne les quatre équations de méme poids & Lrois inconnues :

x—y —+2:—3,
dr + 3y — bz —= 5,
br +y -+ 4z == ar,
— 2z + 3y + 3z =14;
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On a successivement

.[an == 27, [ab] — 6, [ac} = o,
[bbJ — 15, [bc} = 1,
|

|

Q
=~

T/
~, =
—_—
I
~1
o]

I

| ce | 7,
;l[l et 671 ;
CONP N ot S
[_ aJ 9 [’wJ [aa] BT
4 .
e I L e A
[CC I] — 5/1; [CZ.I] =] ]07‘
LllIJ e 10373
27.
(bor} 3 [bla]  ssn
‘[bIJ . [11 [[)I-‘——IQSY
2211 I2-0-
[ecaf =270 [ela]= 2207,
_ 24353
[ll.zjﬁ 3
[ela] __ x2707
[cc.a] — 66337
1600
[113] = 10833
_ 12707
= s "
6633
hd4 3 a6y
123 ZLTZ 7377v
88 2 4()[54
22— 2y = o,
37 97 " 19899
Loo) . AT o I . 54
(cc)_g':”[, (bc)_,-—_m, (bbJ:.Ti');%v
b:—-—l—a' :,2‘ :78097
{ab) =37 (ac) 6633 (aa) 19800’
= A% = 0,28
Vig8gy
1‘1‘1’—:0,057, py:0,077, " :01039.
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LIVRE II

LES INSTRUMENTS

CHAPITRE 1IT

INSTRUMENTS ACCESSOIRES

Dans ce Livre, nous nc nous occuperons avec détails que des
instruments fondamentaux employés en Astronomic pour exécuter
des mesures, savoir : le théodolite, 'équatorial droit, Uinstrument
meéridien, et le sextant ; pour les autres, nous nous bornerons a
des indications sommaires. De plus, d'une fagon générale, nous
n’insisterons en aucune fagon sur les détails de construction :
quelques heures de pratique sont, & cet égard, plus profitables que
I'étude de minuticuses descriptions.

Ce Chapitre est consacré aux instruments accessoires qui sont
solt des organes essenlicls, soit des compléments indispensables
pour les instruments complets : nous n’insisterons que sur 'usage
des cercles divisés, du niveau ct du micrométre.

Pendules et Chronométres. — A moins que l'on n’observe
que des objets terrestres, fixes par rapport & I'observateur, ainsi
qu'il arrive en Géodésie, il est nécessaire de déterminer le temps qui
correspond & une observation déterminée. On se sert & cet elfet soit
d’une pendule astronomique, instrument fixe, soit d’un chrono-
métre, instrument transportable.
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On sait que les pelites oscillations d'un pendule sont isochrones;
il est facile de concevoir alors qu'on puisse, a 'aide d’'un méca-
nisme approprié, indiquer le temps & l'aide d'un pendule aban-
donné & lui-méme et exéeutant des oscillations de faible amplitude.
Toutefois, il est encore nécessaire d'entretenir le mouvement de ce
pendule @ 1l faut en effet réparer les pertes de force vive dues aux
frottements, et maintenir I'amplitude des oscillations scnsiblement
constante. On se sert & cet effet d’un appareil moleur, soit géné-
ralement un poids qui tombe ; on peut aussi, comme le fait
M. Lippmann, réaliser l'entreticn du mouvement du pendule
sans organe maltéricl de Lransmission, c’est-a-dire ¢lectriques=
menl,

Les pendules astronomiques baltent la seconde de temps sidéral
ou de temps moyen, suivant leur usage, c’est-a-dire que la durée
de chaque oscillation simple est d’ane seconde de temps sidéral ou
moyen. On lil 'heure & un instant douné sur le cadran, el on par-
tage les secondes en dixiémes & l'aide de l'oreille. en dcoulant les
batlemnenls successifs, que I'on peut rendre distinets & assez grande:
distance, a I'aide de disposilifs convenables. On a ainsi le temps
de la pendule employée. Le plus souvent, on doit noter ainsi
I'instant du passage d'un astre derriere un fil tres fin; on saide
alors de I'eeil en appréciant les distances de 'astre au {ll, dans les.
deux positions a et b qu’il occupe 4 la
seconde ronde qui préctde et qui suit
I'instant du passage (fiy. 3); s1 la dis-

4
tance de a au fil vaut S de ab, on note

|
—

A
. .
aussl — de seconde. Pour ces raisons,

cette méthode est dite méthode de ['eil Fie. 3
et de loreille.

Au lieu de se servir de l'oreille, on peut utiliser un chrono-
graphe : sur unc bhande de papier qui se déroule uniformément,
les battements de la pendule s’inscrivent électriquement ; on peut.
aussi inscrire un instant donné en envoyant avec la main un signal
dans lappareil ; il est clair alors que lalecture de la bande permet-
tra d’apprécier le temps de la pendule qui correspond & V'instant du
signal. Ce procédé, qui peut atteindre une haute précision, n'est
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employé que pour les observations méridiennes faites dans les
Observatoires.

Dans les chronométres, Papparcil régulateur est un balancier
oscillant sous I'influence d'un ressort associé dit spiral; les oscil-
lations dun tel systéme convenablement construit sont isochrones,
ct d’ailleurs de grande amplitude. I[appareil moteur est un res-
sort qui se détend.

Les chronometres battent ordinairement la demi-seconde ou
{es ?; de seconde.

Une pendule ou un chironométre ne marque jamais exactement
Te temps qu'il est destiné & indiquer. Sa correction (ou encore
son élat) est la quantité qu'il faut ajouter & I'heure marquée pour
avoir l'heure véritable (moyenne ou sidérale, suivant le cas)
du lieu ou l'instrument est installé. Une correction posilive
‘indique donc un retard, une correction négative correspond a une
avance.

Quand il s’agit d'un chronometre de voyage, la correction
change continuellement en vertu de son déplacement & la surface
de la terre : ce n'est donc plus 1’élément essentiel & considérer : on
-appelle alors étut absoln du chronoméire la quantité qu'il faut
‘ajouter & I'heure marquée pour avoir I’heure véritable (moyenne
ou sidérale) du miéridien sur lequel l'instrument est réglé, par
exemple, celui de Paris. Si L. est la longitude du lieu d’observa-
tion, comptéc comme nous lavons toujours fait posilivement
vers ’'Ouest ; si G et E sont respectivement la correction et 1'élat
absolu d’un chronoméire, on a toujours par suile la relation

La correction ou I'élat absolu d'une pendule ou d'un chrono-
meétre ne sont pas des quantités constantes, car un instrument
n’est jamais parfait.

On appelle marche diurne ou simplement marche 'accroisse -
1ment en un jour moyen de la correction ou del’état absolu; d'une
fagon plus précise si E, et I, sont les étals absolus & deux époques
-assez voisines {; et ¢, (cxprimées en jours moyens), la marche mo-

yenne m est le quotient i _T’ On admet, d'aprés 'expérience,

o

que cette marche varie d’une facon assez régulitre pour qu'on

puisse I'interpoler linéairement.
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La marche d'une pendule en bon état ct bien installée dépend de
plusieurs causes : les plus importantes sont les variations de tem-
pérature et de pression; il faut tenic compte aussi du temps écoulé
depuis le moment o1 'instrument a été construit ou bien remis en
état, en d’autres termes de l'dge des huiles. En elffet, les frotlements
se modifient avec le temps, et 'épaississement des huiles intervient
comme un facteur important. On peut rendre tres petite U'influence
de la température & P'aide d’une bonne compensation; dans ces
conditions, la marche de la pendule doit étre trts petite et varier
trés lentement.

Dans un chronométtre, l'influence des changements de pression
atmosphérique est négligeable ; mais la compensation par rapport
& la température ne peut étre obtenue aussi complétement que dans
les pendules. Souvent les chronométres sont réglés pour les deux
températures de 0° et 30° centigrades ; alors ils avancent pour les
températures intermédiaires, et retardent pour les autres.

La marche d'un chronométre varie done moins réguliérement
que celle d’une pendule, et peut prendre des valeurs considérables,

Il fant d'ailleurs ajouter que, d’aprés leurs usages mémes, les
chronomeétres sont exposés beaucoup plus que les pendules & des
dérangements fortuits qui modifient brusquement leurs corrections
et leurs marches. Malgré ces inconvénients, un bon chronomeétre,
bien étudié, dont 1'état absolu est déterminé de temps en temps
par les observations, permet, en tenant compte de sa marche,
d’avoir I'heure avec une assez grande précision.

Il est toujours aisé de comparer entre eux des pendules ou des
chronométres différents, c'est-a dire de déterminer leurs indica-
tions respectives & un méme instant. L’opération pourra acquérir
une haate précision si les deux instruments d comparer sont 1'un
de temps moyen et I'autre de temps sidéral, on hien encore si 'un

s . , 2
d’eux battant la seconde ou la demi seconde, 'aulre bat les g de se-

conde; il suffit pourle comprendre, d’observer que dans ces cas,
fe rythme des deux instruments est différent, et qu'il se produit
fréquemment des coincidences de battement faciles & apprécier.

Si les deux instruments & comparer ne sont pas immédiatement
voisins, on se servira d'un chronomeétre auxiliaire comparé succes—
sivenent & chacun d’eux ; ou encore d'un simple compteur, cest-

Axvoyer., — Cours d’Astronomic, 11 N
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a-dire d’'un chronométre de construction moins soignée, suscep--
tible de marquer le temps d'une fagon uniforme pendant une courte
durée.

On rapporterait de méme au temps d’un chronometre donné une
observation faile a quelque distance de cel instrument, en se servant
pour la faire d'un compteur que I'on aurait soin de comparer avant
et aprés au chronometre étalon.

Mesure des angles. Cercles divisés. — Nous ne nous occu—~
perons pas de la mesure des longueurs, telle qu’on la pratique en
géodésie, mais nous étudierons avec soin la mesure desangles, et
P'usage des cercles divisés, sans Insister toutefois sur les détails qui
n’inléressent que la pratique.

Soit X un systéme de comparaison que nous regarderons comme
fixe. Soit S un second corps mobile par rapport au premicr, et
assujetti, dans ce mouvement relatif, & tourner autour d'un axe
fixe ww', ce qui peut étre réalisé mécaniquement d'une facon
presque parfaite. Il faut déterminerI’angle dont tourne le systéme S
pour passer d’une premiere position S; & une scconde S,. A cet
effet, S est invariablement fixé a un disque circulaire plat, perpen-
diculaire 2 I'axe; ce disque G, qui peut étre évidé particllement,
porte sur une couronne circulaire étroite dont le centre est sur 'axe
en w, une graduation dont lestraits sont dirigés suivantdcs rayons:
¢’est un cercle divisé. Nous supposerons ce cercle divisé d'une fagon
continue de 0° & 360 : s'il n’en est pas ainsi, il est toujours facile
de revenir & ce cas type. On installe en outre un repoére lixe, c’est-a-
dire invariablement 1ié & =, sous lequel ou en regard dugquel les
divisions successives de la graduation viennent défiler lorsque S
tourne, et dont on puisse apprécier la coincidence avec un trait de
la division. St alors les divisions « et @ se présentent au repere
ouindex, I, dans les deux positions successives S, et S,, il est clair
que, pour passer de la premiére de ces positions a la seconde, le
corps a tourné de 'angle &0 — ﬁ dans le sens de la graduation. Ce
disposilit peut étre varié sans que son principe essentiel change
par exemple, la graduation peut étre faite sur la tranche du disque
circulaire, au lteu d’étre faite sur le Zmbe. On peut aussi, et ce cas
se présente souvent, fixer le cercle G au systéme X et l'index I au
corps S : c’est alors I'index qui se meut devant la graduation, mais
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cela importe peun, puisque le mouvement relatif seul du repére et
de la gradualion est & considérer. En d'autres termes, le réle de X
et de S ne fait que s’échanger. Observons seulement que dans les
mémes conditions que ci-dessus, cest alors ﬁ — o qui mesure la
rotation de S dans le sens de la graduation, lorsque ce corps passe
de la position S, &la position 8,.

Pour étudier de plus pris I'usage d’un cercle divisé, nous
supposerons d’abord l'insirument rigoureusement installé comme
nous l'avons dit, et la graduation parfaite. Il ne reste alors qu'a
savoir faire le plus exactement possible la lec—
iure du cercle qui correspond & une position
donnée du corps 8, c’est-d-dire l'angle que
fait wl avec le rayon wA qui aboutit 3 'origine
de la graduation ( fig. 4). Il est d’aillleurs né-
cessaire d'observer une fois pour toutes que
cette lecture peut toujours étre, en pratique,

altérée d'une quantité constante, c'est-A-dire ——
qui reste toujours la méme dans toutes les Fie. 4

positions de 8 : en effet 'angle qui mesure la rotation de S
entre deux positions successives est tonjoursune diff¢rence de lec -
tures.

D’une fagon générale, l'index se trouve placé entre deux traits
de la division, et il s’agit de déterminer sa distance an premicr de
ces traits, c’est-b-dire 4 celui de moindre rang. Si 'on n’a pour
objet que des mesures grossiéres, on estime ce rapport & vue, en
divisant par la pensée I'intervalle de deux traits en dix parties égales,
par exemple.

Pour plus de précision on se sert d’'un vernier ( fig. b).

=T |

58 61
57 &2

€0
Fw. 5

Supposons que le cercle divisé se déplace le long dun pelit arc
de cercle fixe, lui-méme divisé en n parties égales, la longueur
totale de ces n parties étant égale & la longucur totale de (n — 1)
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divisions du cercle : ce pelit arc est un vernier. Les traits de divi—
sion. sur le vernier sont marqués de o 4 n, dans le méme sens que
la graduation du cercle ; le zéro du vernier est I'index. Cet index
tombant entre deux trails conséculifs m, m + 1, du cercle divisé,
il s’agit d'apprécier la dislance & qui le sépare du premier de ces
trails, en prenant pour unité leur intervalle. Sur la figure, on a
pris n =5 ; le zéro du vernier tombe entre les deux traits 57 et
08, et il faut déterminer la fraction ¢ del'intervalle 57 — 58 com-—
puise entre le trait 57 et le zéro du vernier.

D’une fagon générale, considérons le trait & du vernicr, et cher
chons sa position par rapport au trait m -k de la division du
cercle.

Les distances de ces deux traits au trail m pris pour origine,
comptées posilivemenl dans le sens de la graduation, sonl respec-

. n—ir 5 . ’ sy .o Ly
tivement & + k& -- - et e, d’aprés l'unité choisie; la différence

de ces distances cst ¢ — B

< . S p—+1, .
Supposons alors que 'on ait n L E<lT le trait p du ver-

nier sera encore en avant du trait correspondant de la division,
tandis que le trait p + 1 sera en arriére du irait correspondant,

. . +1
puisque l'on a & —-I:L >0, ¢ I n = <<O- En d’autres termes

Iintervalle (p, p + 1) da vernier sera compris tout entier dans une
division du cercle, et ce sera le scul dans ce cas.

En observant donc, & l'aide d’une loupe, sil est nécessaire,
fquelle est la division (p, p + 1) du vernier comprise tout entiére
dans une division de la graduation, on aura la valeur approchée a

I N - .
~ pres, 501Lp, de la distance ¢.
n n
.. 3 4
Ainsi, sur la figure, on a 5<le<{j-
LEn observant la fagon dont les traits p et p + 1 du vernier ap-

prochent des trails correspondants du cercle, on pourra méme

¢videmment eslimer & avec une approximation supérieure, & -
pres.

Pratiguement, la précision que peut donner I'emploi du vernier
se trouve rapidement limitée, car les traits des divisions ayant une

épaisseur non négligeable, dés que n est un peu grand, I'observa-
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tion du vernier devient difficile el en partie illusoire. On s’en rend
compte immédiatement en prenant un excniple : soit un cercle de
3o centimetres de diamétre divisé en 10, et muni d'un vernier au
soixantieme, c’est & dire que n =~ Go; on peut donc observor &
10" prés ; mais I'observation est difficile, car la différence entre une
division du cercle et une division du vernier, soit un arc de 10,

. . 1 cire
vaut icl environ Tho de millimétre.

On obtient des résullals de beaucoup supérieurs en précision
par l'usage d'un microscope micromélriyue.

Un microscope fixe est inslallé perpendiculairement au plan du
cercle, devant la division; limage de celle-c1 se fait a travers
I'objectif, réelle et renversée, dans le plan conjugué, ot se trouve
le diaphragme, et est regardée avec un oculaire positif. Le grossis-
serenl est tel que Von apercoive dans le champ trois ou quatre
traits consécutifs ; ils paraissent d’ailleurs paralleles, puisqu’ils
font entre eux de trés petits angles. Dans le plan du diaphragme
est installé un {il, ou plutdl un couple de fils d’araignée Lres fins et
trés rapprochés, que 'on peut faire mouvoir dans une direction
perpendiculaire aux trails de la graduation, de Tacon qu’il reste
paralltle & ces traits. On produit ce mouvement & 'aide d'une vis
tres bien travaillée,invariablement liée & un cadre rectangulaire sur
lequel sont tendus les {ils. On obtient le mouvement rectiligne de
celte vis en guidant le mouvement du cadre, et en faisant lourner
I'écrou, qui est assujetli & ne pouvoir que tourner sur hr-mlme,
sans déplacement rectiligne. Comme dans tous les instrumenlts de
précision, des ressorts convenablement disposés suppriment tout
temps perdu. Get écrou porte un tambour divisé en un certain
nombre de partics égales, donl on peut facilement apprécier le
dixiéme ; ce tambour tourne devant un index fixe, de fagon que
rien n'est plus facile que de déterminer le nombre de tours et de
parties de tour dont il faut faire tourner 'écrou pour amener le
couple de fils d'une position & une autre : on sait d’ailleurs que ee
nombre est proportionnel au déplacement rectiligne de la vis.

On facilite le compte des tours en placant, dans le plan du
diaphragme, un petit peigne métallique a dents trés fines et équi-
distantes, tel que la distance de deux dents corresponde trés exac-
tement au déplacement produit par un tour : ce peigne porle au
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centre du champ et au fond d'une dent un petit trou rond, qui
peut servir de repére ( fig. 6).

On dispose toujours la téte de vis dans le sens des divisions crois-
santes sur le cercle divisé, et le tambour est gradué de telle fagon
que le nombre de parties qu’on lit 4 I'index aille en croissant lors—
que le couple de fils se rapproche de la téte de vis. Enfin, on fait
en sorle que U'intervalle de deux divisions du cercle corresponde a
trés peu prés & un petit nombre entier de tours. Nous supposerons,
par exemple, ainsi qu'il arrive souvent pour les cercles des instru—
ments méridiens, le cercle divisé de 5’ en 5'; que le tour vaut tres
sensiblement 1’ et que le tambour est divisé en Go parties, de telle
sorte que chacune d’clles correspond & 17, ct par suite qu'on peut
apprécier le dixieme de seconde d’arc a chaque pointé.

En regardant dans le microscope, et en supposant la téte de vis
i droite, on aura par suite des diverses hypotheses faites, un ta-
bleau tel que celui que représente la figure, sauf que les chiflres
relatifs & la graduation ne seront pas visibles.

78°45> 78° 40° 1 78°35°

\\ \ \\\\ &\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ A\

Fi. 6

Pour effectuer la lecture du cercle, supposons que le couple de
fils étant dans une position trés voisine du trou du peigne, le tanr
bour de la vis marque o partic @ si I'on place alors un {il fixe 1déal
équidistant des deux fils du couple dans cette position, c'est ce fil
fixe idéal que 'on prend pour index I. Il est clair maintenant que
pour avorr la lecture, tout revient & évaluer la dislance qui sépare
I du trait 78°35', c’est-d-dire du trait le plus voisin du trou vers
la tlte de vis; cette distance est facile & évaluer en tours et parties
de tour : le nombre des tours, 3, se lit sur le peigne; le nombre
des parties de tour, par exemple 37,3 se lit sur le tambour de la
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vis quand pn a amendé le lrait 78°35" entre les deux lils du couple
mobile, aussi sy métriquement que possible.

On pourrait de méme mesurer la distance de 1 au trait 78°40,
situé de lautre coté du trou; mais 1l faudrait considérer cette
distance comme négative.

Il ne reste plus qu’d transformer en arc la distance 3'37,3 ;
pour cela il faul connaitre la valeur du tour de wvis, qui est trés
voisine ici de 1" d'aprés ce qui a ¢té dit; pour l'obteniv avec pré-
cision on évalue avec la vis la distance entre deux traits consé-
cutifs, par exemple ceux qui sont de part et d’autre du trou;
la valeur du tour de vis en résulte évidemment, ct il est facile
d’achever.

Ta détermination du tour de vis doit &tre faite plusicurs fois pen-
dant chaque série d’observations, car les changements de tempé-
rature modifient la position respective du cercle et du microscope,
ct par suile aussi la valeur du tour de vis.

In réalité, on ne lit pas le trait 78°35" sur lequel on fait le pointé.
On a un autre index, par exemple un simple trait I', qui estsituc &
une distance fixe du microscope et tel que sa distance circulaire 7
4 I'index 1 du microscope soit trés sensiblement un nombre entier
de divisions du cercle ; ¢’est 1a lecture 2z, de cet index que L'on fait,
a une division pres par défaut.

Si alors 2 est la lecture du microscope et si 7 est la vaicur du
tour de vis, la véritable lecture du cercle & I'index T est

a =0+ y + =

En fait, la distance de I'index I' & I'index 1 défini par le micros-
cope n’est pas rigourcusement ¢gale a4 un nombre entier de divisions,
mais peut en dilférer trés légerement. 11 arrivera alors que si I’ esl
trés voisin d'un trait, I scra bien trés voisin aussi du trait corres-
pondant, mais pourra étre placé par rapport 4 ce trait de fagon
opposée a celle dont I est placé parrapport au trait qui I'avoisine :
on prend alors comme lecture ¢, en 1" celle du trait trés voisin, et
on fait la lecture du microscope sur le trait trés voisin de I, cette
lecture pouvant Ctre négative; en pratique il n’y a aucunc confusion
A redouter.

Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé 'instrument par—
fait, ainsi que l'observation. Mais il n’en est pas ainsi, et nous
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devons maintenant étudier les corrections qu'll faut faire subir 4 la
lecturc instrumentale telle que nous venons de l'obtenir, pour
résoudre le prebléme proposé en tenant comple des imperfections.
Nous continuerons d’abord 4 supposer I'observation parfaile, et
nous dirons en dernier lieu comment, celte hypothése n’étant
pas réulisée, on essaye cependant d’obtenir les meilleurs résultats.
Les principales sources d’errenrs sont 1° le défaut de perpendicu-
larité du cercle et de l'axe ; 27 le défaut de centrage, c'est &-dire le
fait que le centre de la graduation n’est pas rigoureusement sur
I'axeen w; 3° les imperfections de la graduation ; 4° le jeu néces-
saire des diflérentes piéces de l'instrument, et les variations de
celui-ci avec le temps et les conditions extérieurcs, comme la tem-
pérature. On pourrait encore en signaler d’autres, au moins quand
il s’agit d’observations de haute précision ; contentons-nous ict
d’indiquer la flexion, lorsque le cercle n’esl pas horizontal. On peut
embrasser d'un seul coup les effets de ces différentes causes d’erreur,
en disant que la lecture instrumentale o, faite au repére I, doit é&ire
augmenlée d'une certaine correction f(z) toujours trés petite, pour
représenter réellement I'angle o' que fait wl avec wA, ou plus exac-
tement le plan ww’'l avec le plan ww'A, A dtantl toujours 'origine
de la graduation ; c'est cet angle en effet qui définit la position
actuelle du corps 3.

Un fait fondamental ici, ¢’est que la correction f(z) est une fonc-
tion périodique de o, de sorte qu’on peut, comme ’on sait, la déve-
lopper en série de Fourier, sous la forme

f(a) = a, + a; €os = -+ @, CoS 32 -+ ...
oz

Y

+ by sina + by sin 22 —- ... = 2, (@, c0s n% + b, sln nz).
o

Un second fait, non moins important, c'est que l'on peut
admettre que celle série est rapidement convergente, c’est-a-dire que
les coefficients a, et b, décroissent rapidement quand I'indice n
augmente.

Examinons en effet séparément 1'inlluence des principales causes
d’erreurs ; comme celles-ci sont loujours trés petites, elles ne feront
gudre que s'ajouter quand toutes les causes agiront simultanément,
et cette fagon de procéder est légitime.
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Considérons d’abord I'crvenr d’emeentricité, c'est-a-dire suppo~
sons simplement le cercle G mal centré, tout le reste demeurant
parfait. Le centre O de la graduation ne coin-

cide pas avec le pied » de T'axe sur le cer- !
cle (0; la lecture « fournit l'angle AOI,
tandis que la vraie lecture &’ est I'angle Awl o w x
(fig- 7)-
Soit Oz la droite Ow prolongée, ¢ et o'
les angles fixes AOz, Awzx, e et d les lon-
gueurs {ixes Ow et ®l ; le rapport ? » toujours ]:2_ 7

trés petit, est Vexcentricité du cercle. Dans le triangle Ouwl, on a
toujours la relation

sin (a’—oc—g’—i—u)igsin(u—w)
d’'ol V'on tire

:ﬂ—m:q;’—:g—}—Sﬁn(rz——z;) - !

3 3
:<;s’—<§+<%—+—é%3+...>sin (“—‘P)—;I,l?dﬂin?? (2 —0o) + ...

Iet f(2) cst bien de la formegénérale annoncée, n étant impair
ou nul, et les seuls coefficients de quelque importance sont a, et b,
‘A cause de la pelitesse de %-

Voyons maintenant l'influence du défaut de perpendicularité da
cercle et de I'axe @ Uerrenr qui en résulle est tout 4 fait analogue
A ce que nous avons appelé la réduction & ['équateur dans 1'étude
du mouvement du Soleil ; elle est développable sous la forme géné-
rale ci-dessus, n étant cette fois pair, et les coefficients décroissent
tres rapidement ; les principaux d’entre eux sont a, et by, du second
ordre par rapport & Pinclinaison du plan du cercle sur le plan per-
pendiculaire & I'axe o',

Enfin considérons les erreurs de division. La graduation du
cercle est obtenue au moyen d’une machine & diviser dont "organe
essentiel est une vis. Les imperfections de cette machine et de
son établissement par rapport au cercle produisent dans la division
de celui-ci des erreurs dont le caractére périodique est évident : les
unes sont analogues 4 celles que nous venons d’étudier, les aulres,
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dues & 'emploi de la vis peuvent rendre sensibles des termes de
rang assez élevé dans la série f (7). _

Admettant donc finalement les propriétés de la fonction f(2)
indiquées plus haut, nous voyons que langle dont a tourné le
corps S pour passer d'une position S, & une position S, a pour
Valcu[‘

a— B+ f(x) —S(8)

sizet 3 sont les deux lectures correspondantes ; ct tout revient
par suile, maintenant, soit & déterminer la fonclion f (z), soit &
4 éliminer son influence.

Avant de résoudre ces questions, nous démontrerons une pro—

jposition auxiliaire. Soicnt p valeurs consécutives de & @ 2y, 2,,

o .
s, formant une progression arithmétique de raison b et envisa—
geons la moyenne arithmétique ¢ des p valeurs correspondantes

[ (@), de sorte que

- . _
I a, ,
£ — - Z‘f(a‘) — 2_‘ 7)” {cos nz, ~- cos nz, + ... =+ cos nu,)

P n

.
N b : :
—+ An; ;;’ (sin nay - sin nx, + ... —+ sin nx).
En posant
27 — . o%
t—cos — 4+ {— 1510 —,
P r

on a, d’aprés I'hypothése, et par application de la formule de
Molvre : ’

(cos nay —- €08 N2y —- ... + COS nx,)
—~+/-— I (sin nay =+ sin nx, —+ ... -+ sin nx,)
—{(cos nz, + V— 1 sin na) (1 -+ 4 07 4 L 4 1(zz~1)n)_

La dernitre parenthése est la somme des puissances nemes .o
racines de I'équation 2” — 1 = 0; on sait qu'elle est nylle oy
¢gale & p suivant que n n’est pas ou est un multiple de p, Qp a
done simplement

AN :
g — 1.) 2 f (O‘i) = Gy + @, COS Pty —+ X, €COS 2Px, + ..
i
-+ by, sin pz, + by, sin ap2, 4 ..,
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Si donc la série f (o) est trés rapidement convergente, ¢ différe
tres peu de g des que p a une valeur notable.

Ce théoréme démontré, passons en revue quelques cas parmi
«ceux que 1'on rencontre dans la pratique et indiquons les méthodes
correspondantes.

Dans cerlains insiruments, comme le sextant ou les cercles a
réflexion, on ne dispose que d’un seul vernier : les mesures ne
peuvent atteindre d’ailleurs qu’une précision mdédiocre, en raison
des conditions d'installation et d’emploi. On peut améliorer les
résullals fournis directement par l'obscrvation en procédant d’une
des trois fagons sulvantes.

1° On détermine directement, & unc constante pres, la correction
f(2) pour un cerlain nombre de lectures, et on en déduit la fone-
tion f{z) par interpolation. Il suffit & cel effet de mesurer avee
I'instrument un angle ¢ bien connu par ailleurs avec une précision
supéricure ; si cef angle mesure la rotation de S entre les deux
positions 8, et S,, aux lectures  ct 5, on a comme plus haut une
<quatton de la forme

o=2—B + f{=) =SB

-qui fournit la différence entre /() et /(). On peut ainsi dresser
un tableau des correclions f(«), en supposant par exemple f(0) = o,
el on appliquera ensuite & chaque lecture la corrcction corres—
pondante prise dans ce tableau. On peut aussi pour plus de sim-
plicité ne tenir compte que de lerreur d’excentricité : ceci
revient comme nous l'avons vu, & prendre f () sous la forme
simple a, cos @ -i- by sin  (toujours & une constante prés). Alors
I'observation de I'angle ¢ donnera unc équation de la forme

c-=a— B + a (cos a — cos B) + b, (sin « — sin B);

en multipliant de telles observations, on aura autant d’équations
-qu’on voudra entre a, et b,, el on les résoudra par la méthode des
moindres carrés, afin d’avoir les meilleures valeurs a adopler pour
<ces constantes inconnues. L’étude des résidus que donneront ces
valeurs dans les équalions, monfrera si I'hypothése simple fuite sur
la forme de f(#) est suffisamment légitime : on ne peut guere
Jaffivmer a priori, car si méme on ne tient compte que de 1'excen-
dricité, celle-ci n'est pas nécessaremenl conslante, comme nous
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T’avons supposé plus haut; elle est plutdt fluctuanie, suivant
Iexpression de Faye, & cause du jeu des piéces. .

2° On optre par répétition. Pour appliquer cette méthode, il faut
que le cercle G soit non pas invariablement lié & 8, mais puisse
dtre fixé & volonté soit au corps S, soit au systéme fixe 2. Voici
alors comment on peut procéder pour mesurer 'angle » dont
tourne S pour passer de S, & S,.

On fixe d’abord C & S; on a la lecturc @, dans la position S, la
Jecture (3 dans la position 8., d’oU une premitre équation

P = — ﬁx +f(1i) —f(ﬁl)

On fixe alors le cercle 4 X et on le rend indépendant de S ; puis
on raméne S dans la position S, : la lecture c‘orrespondante reste
toujours 3, puisqu’ici 3, G et 1 forment un systéme invariable. Geci
fait, on fixe de nouveau C i S en le rendant indépendant de X et
on raméne S en S,, ce qui donne une nouvelle lecture ‘92, et une
nouvelle équation :

o= B, — By [ 1B) — S(8).

On répéte les mémes opérativns n fois de suile, et on a une
derniére équation

© = p"—i — B "*_‘f(?'H:) _.fu‘l‘n)

En additionnant toules ces équalions membre & membre, il
vient

ny — o, — B +f(“1) —f(ﬁ")’
d'oll

I

o=l B L () — f(3):

il faudra seulement avoir soin. pour que cetle équation soit exacte,
de faire croilre ou décroilre contintiment les lectures successives
%y By» 235 -+ 3n, sans supprimer les multiples de 27 qui peuvent
se présenter.

En réalité, on fait seulement les deux lectures initiale et finale
2, el Ba; on voit que la correction f(et,) — f(Zx) est divisée par »
et par suile peut étre rendue négligeable en prenant n suffisammment
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grand ou bien encore tel que o, — [, soit voisin d'un multiple de
am : tel est 'avantage de cctte méthode.

Théoriquement la répétition peut sembler parfaite ; il n’en est
rien pratiquement, car les différents mouvements que l'on doit
faire modifient les conditions d'installation de l'instrument, et par
suite rendent parliellement illusoire la précision sur laquelle on
compte.

Aujourd’hui la répétition est pour ainsi dire abandonnde.

3° On optre par réitération. Ici il faut supposer que I'on peut
modifier 4 volonté la position du cercle C par rapport & S. On
fait une premicrc opération dans une premicre position de G par
rapport & S, ce qui donne une équation telle que

o == — B, "T*f(il) - f(§l>

éplace alors G par rapport & S, defacon & changer leur
On déplace alors G port g
position rclative et on renouvelle I'opération ; on a de nouvelles
lectures, et une nouvelle équation

lect et unec 11 al

v — o, — B, +f(12) ﬁf(az)

On recommence p fois de suite, et on a finalement par addilion
des diverses équations trouvées
o= | (Bgy— 2B 4 - Xf(x) — L TF(B)
P P P
a1clé ! 1 N A 5.
Comnsidérons d’abord Ja correction f(z:) f\‘:,) de chaque opé
ration comme une erreur accidentelle; on voit alors, d’aprés le
chapitre précédent, que la réitéralion augmente la précision dans
/I~ 1
le rapport de yp & 1.
Ce n’est pas la un avantage considérable; mais il est possible
d’obtenir beaucoup micux. On peut évidemment s’arranger de
facon que les diverses lectures o; forment au moins trés sensible—

) : L . ax .
ment une progression arithmétique de raison 7: il en sera de
méme alors des lectures ‘6& et d’aprés le théortme démontré plas

haut, on aura alors

;)— (Sf(1i> —Sf(Bi)):a,,(cospccl —cospi ) +ay,(cosapr, —cosap3, )+ ...
—+ b,(sin px, — sin p3} —+ b,,(sin 2pz, — sin 2p3) + ...
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S1 la série f{z) est rapidement convergenle et si p est grand
. 1 8 /
(20 par exewple), le terme inconnu de la valeur,de ¢ devient done
négligeable.
La réitération exige beaucoup de lectures, tandis que la répétition
n'en demande que deux; mais elle élimine mieux l'influence de
¢ ' PRI . L.
[(z), et surtout elle a celle supériorilé que les diverses opérations
successives sont indépendantes les unes des autres, et que pendant
la durée d'une opération individuelle, les liaisons de 1'instrament
ne changent pas.
La réitération est employée surtout en géodésie.
:onsidérons maintenant les instruments, comme le théodolite et
G d t bl t ts, le t}
le cercle méridien, dans lesquels on peut installer plusieurs verniers
ou microscopes. En faisant les lectures 4 chacun d’eux, il est clair
qu'on optre exactement comme par réitération. Si l'on a p micros—
copes, et que I'un d’eux donne pour lectures z; et 3; dans les deux
positions 3, et S, de l'instrument, on a une série d’équations

o =2 — B fl=) — f(3)

que l'on traite comme plus haut.

On dispose par suite tcujours les microscopes réguliérement,
c’est-a—dire aux sommets d'un polygone régulier de p cbtés.
I’avantage sur la réilération simple est évident, puisqu’on n’a pas
amodifier les liaisons.

Si en particulier p =12, les denx Index sonf diamétralement
opposés, et cecl suffit pour éliminer Uerreur d’excentricité, puisque

.o \ . .
dans U'expression ’ 2 f(2,) ne restent alors que les cosinus et sinus

des multiples pairs de la Jecture.

Aussi cholsit-on toujours pour p un nombre pair, de facon que
la lecture a deux index opposés suflise pour éliminer la majeure
partie de fu).

En réalité, on ne peut pas pratiquement donner de grandes:
valeurs & p; suivant les dimeansions de linstrument, on fait
p == 2, 4, ou 6. On peut alors, pour obtenir encore une plus haute
précision, appliquer les méthodes proprement dites de répétition on
de réitération, en faisant & chaque fois les lectures 4 tous les index.
Si par exemple on a quatre microscopes, et que l'on fasse cing
réilérations, en augmientant successivement la lecture & I'un des
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microscopes de 18, cela reviendra en réalité & avoir utilisé 20-
microscopes, ou a avoir fait 20 réitérations.

Dans les grands instruments méridiens, ou l'on recherche le
maximum de précision, le cercle est absolument invariable, pour
des raisons de stabilité, par rappoert au corps 8; on ne peut donc que-
faire les lectures aux six microscopces, sil’on prend p = 6. 1l reste
encore alors des erreurs qui ne sonl pas tout fait négligeables, au
degré de précision que 'on recherche,

Pour en tenir compte, on les détermine directerment : ¢’est un
travail extrémement long et pénible dont nous ne ferons qu'indi-
quer le principe en supposant un cercle divisé de ' en 5.

Une lecture individuelle ¢ doit subir la correction f(z) pour
dtre utilisée ; cette lecture a été faite & I'aide d’un certain trait du
cercle que nous désignerons par (h), A étant'arc quiluicorrespond,
de sorte que z differe trés peu de A; la fonction f(e), qu'on peut
supposer coutinue, difftre trés peu de f(h), et mnous poserons
Sla) = f(h) + =. Supposons que I'on observe simplement avec:
deux microscopes opposés, aux lectures o et ' dans la position S;,.
Fet ﬁ' dans la posilion S.. L'angle ¢ dont tourne 8 pour passer-
de S: & S: est donné par I'équation :

! 14
_a+ad B+B X

v 3 2 (B = fw)]
— g [f )+ f()] + ——;-f — ~»—;~',

en appelant &' et &, &k et v, & et v’ les quantités qui jouent par
rapport & #, f5, ﬁ’ le méme rdle que A et z par rapport & .
Les traits observés &' et &, & et k différent respectivement de 180°,

e+ ¢ —+ T,/ ¥ . 01
— TLQ— est alors tout & fait négligeable ;

et le dernier terme

car si tenant comple uniquement de 'excentricité, on réduit /(=)
A sa partie prineipale a, + a, cos o + b sin 2, ce terme serait
nul si 'on avait 2’ =@a 4=, ¥ = [Z 47, ce qui est trés voisin
de la vérité. On réduit done I'équation précédente a la forme

e pa B=g 1 SR WP o
s= o T L S S = W) S ) e

d

Cecl posé, installons d'une facon fixe deux couples de micros-
copes opposés |; et Uy, LetI';, disposés comme sur la figure (fig. 8);.
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prenons la distance fixe I, I, ou ¢ égale trés sensiblement a un
nombre entier de divisions du cercle, de la forme n + ¢, n étant
un multiple de b’ et ¢ trés petit. Placons un trait A
dans le voisinage de I'index idéal du microscope
I, ; dans les autres microscopes 1., 1, 1, on
verra respectivement les traits h -+ n, A + =,
h 4+ n + 7, et on fera les lectures respective-

ment sur ces quatre traits, soit «, 3, o, ﬁ’.

Fic, 8

On pent regarder 1c1 le systéme 5 comme fixe,
et I, et I, comme définissant deux positions différentes X, et X, du
systéme de comparaison 2. Par suite I'angle ¢ est cclui dont il faut
faire tourner X dans le sens de la graduation pour l'amener de X,
-en 2;; on aura donc la méme équation que ci-dessus, sauf que o
sera remplacé par — ¢, ce qui est d'ailleurs évident sur la figure. La

B-Pf _ et

différence -differe trés peu de n et peut &lre derite

sous la forme n + 7, ; posons en outre G, — ; [f(h) — fih+ ﬁ)}

-de sorte que Gp est la correction moyenne du couple de traits oppo-
sés h et h + 7; on aura I'équation :

e = vy + Copn — Gy

Répétons la méme opération en substituant saccessivement les
tralts A+ n, h -+ 2n, ... b+ {p—1)nau trait h; on auvra les
nouvelles équations

& — Yhin Ch+2n - Ch+ nr

&= Yat(p—t)n + Ch—{»lm - Ch{ (p—1) n=

Si I'on suppose connues les corrections Gy, et Gy py ces p dqua—
tions détermineront les inconnues ¢, Cyyns Cppony ++o Copppoiynicnt
nombre p.

Il est facile mainienant de comprendre comment on peut opérer
par étapes successives. Faisons d’abord A —= o, n = 6o°, p = 3 ;
-0n aura

=+, + Gy — G,
e =7y —+ Cup— Gy,

\ & == Y199 + Cigo — Clzo-
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Or, d'aprés la définition, Cy = C,4; de plus, on doit prendre
C, = 0; donc on peut déterminer z, Cy, et Cyg9; on peut d’ailleurs
faire aussi & =— 180°, et on arrivera aux mémes résultats.

Pour continuer, faisons par -exemple h =0, n = 20° p = 3;
on aura

e =1y -+ Gy — Cq,
e ==Yy -+ Cig — Cu,
£ == vy + Gy — Cips

ce qui donnera, G, étant connue, les corrections Gy, et Cy,, et d'une
facon analogue, en modifiant £, les correclions de 20° en 20°.

Pour avoir les corrections de 5° en 5°, on ne peul pas prati-
quement faire n = 5°, car les microscopes seralent trop rappro-
chés; on fait R = 23°, et une opération pourra fournir, G, et Gy,
¢tant connues, Jes corrections des traits 25°, 50°, 75°; modifiant A,
on aura toutes les corrections cherchées.

Les corrections de 1° en 1° s’obtiendront de méme en faisant par
exemple n — 19°; une opération fournira les inconnues Gy, Css,
Gz, Cus, connaissant Gy et Gy par ce qui précéde.

Enfin pour les corrections de 5" en 5" on pourrait de méme prendre
n = 19°5’; une opération donnerait les corrections des traits tels
que 19°0, 38°10', 37°1%, ... 209°3h’, connaissant G, et Cyy. On
peut aussi procéder plus simplement, mais c’est assez insister sur
ces opérations, qui pour donner de bouns résultals doivent &tre
entourées des plus minutieuses précaulions, afin d'éviter toute
cause de perturbation. La méthode indiquée n’a d'ailleurs rien
d’absolu et peut étre modifiée, comme I'a montré M. Leewy.

Remarquons que pour faire les déterminations précédentes, il
n'est pas nécessaire d’avoir une valeur trés exacte des tours de vis
des microscopes ; en elfet ils sont toujours extrémement voisins de
1’, el sil'on a soin de prendre e trés petit, les lectures aux diffé-
renls microscopes sont toujours voisines ; comme elles n'inter—
viennent dans les équations & résoudre que par leurs dilférences,
on comprend facilement que la valeur exacte du four de vis a uné
influence négligeable.

Quand il s’agit des obscrvations ordinaires, il n’en est pas de
méme ; on détermine alors les tours de vis comme nous 'avons
dit, en tenant compte si I'on veut pour plus de précision des cor-

Anvoven, — Cours d’Astronomie, 11 6
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rections des trails ohservés. Toulefols, om ne fait pas celte déter-
mination pour chaque microseope individuellement; mais pour
leur moyenne, ce qui est légitime. En effet si A, 2o, ... sont les
lectures des tambours aux. divers microseopes en nomhre p, el si
T,, T2, ... sont les tours de vis correspondants, on est amené corrmne

. . 1. .
nous l'avons vu & faire la moyenne }—) 227 soitalors 2 la moyenne

arithmétique des 2, 7t celle des 7i, et posons ), = & + };,
7; =7 + 7', desorte que X2/, = 0, 31'; = 0 on a dans ces condi-
. I T o . o

tions » ST AT+ p 2) .. Ce dernier terme est négligeable,

quand l'instrument est bon, parce que les 2; el 7' sont trés petils;
la quantité 7 est le tour de vis pour la moyenne des microscopes;
on la détermine comme ci-dessus en évaluant la distance de deux
traits consécutifs aux p microscopes, et égalant la moyenne multi-
pliée par 7 & I'intervalle connu des deux traits.

Jusqu’ici nous avons supposé les lectures parfaites; mais en
réalité il y a des erreurs de pointé ; ces erreurs doivent dtre consi-
dérées comme accidenlelles; on les diminuera en multipliant les
observations et prenmant la moyenne. Ainsi, dans la méthode do
réiléralion, si l'on a fait p opérations, il est clair d’aprés la formule
élablie, ot ce qui a été dit au chapitre précédent, que l'erreur
moyenne d’unc opération sera diminuée dans le rapport de 1
Avp.

En particulier, quand on étudic les erreurs de division d’un
cercle, il faudra répéter un grand. nombre de fois les mémes opé-
rations pour pouvoir compter sur quelque exactitude, car les erreurs
de pointé sont du méme ordre que les corrections des traits. Il sera
d’ailleurs nécessaire d’établic une méthode convenable pour la
combinaison des observations, de fagon 4 assurer aux diverses
correclions une erreur moyenne suffisamment pelite.

Niveau. — Le niveau 4 bulle sert 4 rendre horizontal un plan,
ou une droite, par suite aussid rendre un axe vertical, et cnfin,
dans les recherches de précision, & mesurer l'inclinaison, supposée
faible, d’une direction par rapport a I'horizon.

Il est formé d'un tube cylindrique en verre dont une étrotle
partie intérieure a ¢té travaillée avec le plus grand soin de fagon &
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offrir la forme de la surface engendrée par un petit arc de cercle de
trés grand rayon tournant autour de sa corde { fig. g). Ce tube a
¢été rempli d’un liquide trés mobile,
tel que I'éther, de fagon cependant '

quil subsiste une bulle de vapeur KCDj
qui, d’aprés les lois de I'hydrosta-
tique, se placera toujours au point

Fuw. g

le plus élevé; le plan de séparation du liquide et de la vapeur est
horizontal.

Sidonc le niveau est placé, ainsi qu'on a soin de le faire, de

facon que la bulle se loge dans la

B & 8’ partie travaillée du tube, el que

& l'on considére le plan vertical qui

passe par l'axe AA’ de cette par-

tie ou axe du niveau, la bulle sera

placée symétriquemenl par rapport

a ce plan; scs extrémités dans ce

plan étant B et B’, la droite BD'

sera horizontale ; ou encore lerayon
qui aboutit au milieu G de 1’arc BB’ sera vertical ( fig. 10).

La surface extérieure du tube est graduée de fagon que l'on

puisse facilement lire les divisions et dixiemes de division qui

Fic, 10

correspondent aux extrémités B et B’ de la bulle; les traits de
division correspondent & des longuenrs égales sur les arcs tels que
ACA' : en d’autres termes chaque partie du niveau a une certaine
valeur constante que I'on exprime en arc.

Nous supposerons dans ce qui suit la graduation faite d’une
facon continue en partics posilives 3200123
et négatives, de facon que le zéro soit /*"“_*H_""\A,
tres sensiblement au milieu de l'arc #
AA(fig. 11). lln'en est pas toujours

ainsi, mais il esl toujours facile de se ramencr cn fait & ce cas

Fig, 11

théorique, mieux approprié a I'exposition qni suit.

Le niveau est engagé dans une monture métallique sur laquelle
il n'y a pas lieu d'insister.

Voici la théorie, extrémement simple, du niveau.

Soit une droite =’ invariablement lice au niveau, el siluée dans
un méme plan vertical avec I'axe AA' (fig- 12): cetle droite est sensi-
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blement parallele & AA’, etla direction 'z est celle de la graduatiorn
croissante. Supposons alors que « soit 'angle (positif ou négalif) de
la direction a’x avec 'horizon 1[I, que la bulle occupe une posi-
tion BB’, ) et )’ élant les lectures correspondantes; que o soit

¢ B’

I'origine de la gradualion ; que G étant le milieu de la bulle, et O le
centre de l'arc AA', 3 soit I'angle »OC; que l'angle de z'z avec

- . kid .. T . .
Ow, voisin de 3, soit 7 + 7, enfin que ¢ soit la valeur angulaire
d'une partie du niveau.
Prenons comme unité d’angle Ia valeur ¢ d’une partic du niveau
on a d’abord .
§ — R
=
de plus en évaluant les angles du triangle formé par les droiles
x'x, HH, et Ow, on a
=3 — v

Il ne reste plus qu’a transformer Je résultat en arc, en se servang
de la valeur 5.

Ces relations, qui constituent toute la théorie du niveau, peuvent
¢tre conservées, en ne commeltant que des crreurs négligeables, si
AA’ n'est pas rigoureusement dans le plan verlical contenant a'c.

Appliquons ce qui précéde & quelques problémes fondamentaux.

1° Etude du niveaw. — Supposons que l'on puisse faire varier
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Vinclinaison # de o'z, de quantités connues exprimdes en arc, ct
que chaque fois on fasse les lectures correspondantes. Il est clair
que I'on pourra ainsi déterminer la valeur ¢ d’une partie duniveau.
On pourra méme de celte fagon vérifier le niveau, en constatant
que ¢ reste constant pour loutes les positions de la bulle; s'll n'en
est pas ainsi rigoureusement, on pourra dresser une table de cor-
rection pour les diverses lectures, comme pour un cercle divisé.

Il faudra d’ailleurs observer que o dépend de la température, et
déterminer 'influence de celle-ci.

Pour faire varicr « de quantités connues, on peut par exemple
faive tourner &'« autour de son point d'inlerseclion avec 1'H &
Iaide d'une vis micromélrique; connaissant le pas de cette vis et
sa distance & la charniere, il est facile de savoir Ja variation de z.
On peut aussi fixer le niveau et w'w & un cercle divisé vertical pou-
vant lourner autour d’un axe horizontal, el muni de microscopes ;
en falsant tourner trés légérement le cercle, on fera varier «, et les
lectures des microscopes fourniront celte variation.

Dans les grands niveaux Lrés sensibles, le nombre des parties est
grand, et la valeur de chacune d’elles ne dépasse pas une seconde.

2° Rendre une droile horizonlale ou mesurer son inclinarson. —
Soit la droite x'« sur laquelle on peut fixer le niveau comme pré-
cédemment : il s’agit de mesurer son inclinaison ou bien de la
rendre horizontale : on suppose alors qu’au moyen d'une vis, par
exemple, on peut faire varicr I'angle.

Le niveau étant placé sur x'x, et [ étant la lecture moyenne,
cest-a-dire la demi-somme des lectures A et 2/, onaz-— 5 — 7.
Retournonsalors le niveau, de fagon que AA’ prenne la direction
opposée & a'x ; I'inclinaison o est remplacée par — o, et si [Z' est
la nouvelle lecture moyenne, on a : — o —= /5’ — . On en déduit

_B—F _ B+ F
= Y— "5

on a ainsi U'inclinaison 7.

81 z était rendu pul, on aurait de méme dans la premiére et
dans la seconde position du niveau les lectures {31 et fj'“ el par
suite

’
B — Bg By + &y
, { Ll
2 2

0 —
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d’on
, B+
B‘ i IB 1 p— _— - .
2
Il sultit done d’agir sur la vis qui commande x'z de fagon & avoir

r
dans I'une ou l'autre position la lecture b; ¥,

S1 le niveau faisait corps avec 'z, ainsi qu'il arrive dans les
théodolites, on ferait tourner 'ensemble de 180* autour d'un axe
perpendiculaire & «'x dans le plan vertical AA’x'x, : rien ne serait
changé a ce qui précéde.

3° Réglage du niveau. — Nous avons supposé impliéitement que
la bulle tout enticre restait logée dans la partie travaillée du tube du
niveau, dans les deux positions de I'instrument; s'il en est ainsi,
B et 5’ sont nécessairement petits ct par suite 7 : il faut donc en
général que - soit petit. On peut faire varier 7 a 'aide d'une vis
de réglage spéciale qui permet de modifier légérement la position
relative du niveau et de x'z. Il est évidemment avantageux de
rendre 7 nul ou & peu prés; on dit alors que le niveau est réglé ou
rectifié. Pour y arriver, placons-nous d’abord dans le cas ol la
bulle reste visible dans les deux positions, ct soient 5 et 5" les lec-
tures correspondantes comme plus haut ; on peut incliner x'z de
fagon que ‘3 — o0; agissons alors sur Ja vis de réglage de fagon

ﬁl
que la lecture 5 de la seconde position devienne -, et soit ), la
’
nouvelle valeur de <; on a d’abord & = — %. d’apres ce qui pré-

ctde, et en vertu de I'’hypothése 5 = o; on a aussi, d’'aprés la
théorie générale:

donc 7, = o, et leniveau est rectifié.

Pour amener ’horizontalité de «'x, il sullit maintenant d’obtenir
zéro comme lecture dans la seconde position, en se servant de la
vis qui commande x'x. Mais le plus sonvent, surtout sile niveau
est sensible, lorsqu’on aura amcené la lecture 5 == o dans la pre-
micre position, et effectué le retournement, la bulle ira buter contre
une exirémité du tube, de fagon qu’il n'y aura pas de lecture cor—
respondante; on agira alors surla vis de réglage dans le sens conve-
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nable pourramener la bullean milicudu tube, mais cependant pas
assez paur y arriver; puis on raménera la leefure zéro en agissant
sur x’z. Revenant a la premicre position, on fera comme plus haut
si Ja bulle reste visible ; sinon on recommencera la méme opération.
Au bont de quelques tdtonnements, on arrivera au résultat cherché.

#° Rendre un plan horizontal ou un axe vertical. — Le¢ plan P,
en général celui d’un cercle divisé, peut tourner
autour d'un axe fixe Oz qui lui est perpendicu—
laire ( fig. 18); & la partie mobile est fixé un
niveau d’axe trés sensiblement perpendiculaire &

z; la position de Oz peut variev & l'aide de
trots ¥is calantes V,, V,, V;, qui soutiennent
Vaxe, et disposées aux sommets d'an triangle
équilatéral. 11 s’agit de rendre leplan I” horizon-
tal, ou ce qui revient au méme l'axe Oz vertical. 3
On rendra d’abord horizontale la direction du
plan P qui est paralitle & la ligne de deux vis
V, V,, en opérant eomme plus haut; ceci fsit,
el le niveau étant réglé en méme temps, il suffira de rendre hori-
zontale la direction du plan P perpendiculaire & la ligne V(V,, ce
qui se fera en se servant de la trorsi¢me vis V. Le plan P contenant

d

Vi

Ve

Fic, 13

alors deux directions horizontales, sera lui-méme horizontal. Commie
les diverses opcrations failes out une légére influence réciproque,
on est obligé de recommencer jusqu'a ce qu’on obtienne un bon
résulial. ’

5° Nivellement d'un axe idéal. — Dans tes recherches de préci-
sion qui dépendent de I'emploi de I'instrument niéridien, on doit
‘résoudre un probléme que 'on peul réduire aux lermes suivants.

Un axe matériel a trés sensiblement la forme d'un cylindre de
révolution autour d'un axe idéal OO’, mais pour plus de précision,
est assimilé A un tronc de cdne d’ouverture trés petite, et d’axe
géométrique OO0'.

Cet axe matériel tourne autour de la droite OO’ fixe ; son mou-
vement.est gnidé par deux coussinels G et C' fixes, en formede V, sur
losquels il repase par ses extrémités ou louridlons (fiy. 14). leinous
supposons les coussinets réduits & des angles fixes situés dans des
plans perpendiculaires & OO’ et la ligne de leurs arétes CC’ est dans
un méme plan vertical avec O0'.. 1l s’agit de mesurer I'inclinaison
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trés faible de I'axe 1déal OO'. A cet effet on se sert d'un niveau que
Fon fait reposer sur 'axe matéricl par des crochets A, A’ que nous
assimilerons aux coussinets
C et C/, et sur lesquels nous
ferons les mémes hypo-
thises.

Soient alors : a la lon—
gucur OO0, r, r' les rayons
des deux tourillons QO et O ;
2G, 2C', 2A, 2A’, les angles
des coussinets et des cro—
chets ; ¢ linclinaison fixe de la ligne CC’ sur I'horizon CH, 2 I'in—
elinaison cherchée de OO’ sur 'horizon. On a d’abord, avec une
exactitude trés suffisante, d’aprés la figure :

PR (i — _>

a \sin ¢ sin C

Faisons maintenant un nivellement ordinaire en plagant le
niveau dans le sens OQ’, et soit ﬁl la lecture moyenne obtenue ;
sivy a le méme sens que dans la théorie exposée ci-dessus, x'z
étant remplacée par la ligne AA’ fixée au niveau, la différence 3, — 7
fournit I'inclinaison de cette ligne AA’, égale évidemment A

o L r r
. a \sin A’ sin A
o

Retournons le niveau : A et A’ s’échangent, et l'on a de méme, 3,
¢tant la nouvelle lecture moyenne :

“—Fl( r 4 >:Y—F32:

a\sin A sin A’

par suite

r—r I 1 B —8
*t hd <sin§+sin;\’>g 2 =3

Supposons maintenant que l’on retourne I'axe sur lui-méme, de
fagon que O et O' s’échangent ; soit ¢’ la nouvelle inclinaison, de
sorte que

u v I r o\,
— - — — ——
: a \sin ¢/ sin C/’
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les mémes opérations que précédemment donneront, en éclan-
geant r et /',

2a

N SN SR S W Y ) PR
@+ <sin;\+sin,\’) ’ =&,

les mémes lettres accentuées et non accentuées ayvant des sens cor-

respondants.
D’autre part, en éliminant ¢ entre les deux valeursdex ct de o/,
on a: ’
0« — o r r 1 I
2 aa’ <m * sin C’)'

Les angles A, A, C, C/ sont sensiblement égaux & 45°; en gé-
néral , soit w leur valeur moyenne ; ' — r étant trés pelit, on a,
.avec une exactitude suflisante :

o
r—r ,

Q:ﬁ—l;in w’

d'ol les valeurs des inconnues ;

/ ! ! !
r—r_g—48¢ lzp_ﬁ,—ﬂ,a':@r+ﬁ_jﬁ.

On a ainsi déterminé les inclinaisons ¢ et &', et en méme temps
Vindyalité des tourillons..

En vérifiant que & resle constant quand on fail tourner I'axe, on
vérifiera en méme temps Ja forme circulaire des tourillons.

Toutes ces opérations se font avec de grands niveaux irts sen-
sibles que l'on ne peul manipuler qu'en s'enlourant de précautions ;
pour pouvoir les faire, il faul nécessairement supposer que l'ins-
drumenl est déja presque parfailement réglé, c'est-d-dire que les
-quantilés & mesurer sont extrémement petites,

Lunettes et Micrométres. — Un instrument essentiel pour les
-observations est la lunetle astronomique, que 'on étudic dans les
traités de Physique : elle serl soit & grossir les objets de fagon que
I'on puisse étudier de plus prés leur nature physique, soit a pré-
-ciser les directions : c’est & ce dernier point de vue que nous nous
placerons exclusivement.
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L’objectif est construit de fagon A éviter autant que possible les
aberrations de sphéricité et d’achromatisme; c’est alors un sys-
téme optique donnant des objets trés ¢éloignés des images réelles,
situées dans le plan focal. Ces images sont renversées et regarddes
avec un oculaire positif, qui peut se déplacer s'il est nécessaire
devant le plan focal.

Alnsi qu'on le sait, si N, et N; (fig. 13 sont les deux points nodaux
du systéme objectif, et sl un objet S fait son image en 8, le rayon
SN, est paralltle & la direction N,8°. Par suite, sideux polnts S et 8,
donnent des images 8 ct ¥/,
Iangle 8'N,8’, est égal & Vangle
des deux directions NS, NS,
c’est-d-dire si S et S, sont sulfi-
samment éloignés, & langle des
directions dans lesquelles on voit
3 et 8,, non seulement du point
N, mais encore des points voi-
sins. 1l faut d’ailleurs se souvenir

que les rayons regus par I'objectif sont toujours trés peu inclinés sur
son axe N,N,, de sorte que 'angle SN, 8, peut toujours &tre regardé
comme proportionnel & la distance linéaire S'S', des images.

Pour déterminer la position des images dans le plan focal, on se
seri d’ua micrometre : nous ne paclerons que du plus usité, celui A
fils rectangulaires.

Supposans tracés dans le plan focal deux axes rectangulaires Oz,
Oy, réalisés & 1'aide de fils d’araignée trés {ins, ou encorc simple-
ment idéaux (fig. 16, : d’abord, la droite ON, qui joint l'origine
de ces axes au second point nodal de
I'objectif sara pour nous l'axe optique ==
de la lunette. On peut maintenant fixer
la position d'un point M quelconque du
plan focal, ou encore du champ de lalu-

nette, par ses coordonnées &, ¥ par rap-

[«]
|
81
[—
<

port aux axes Oz, Oy. Il reste & dire |
comment on mesure ces coordonnées. A
cet effet, comme dans le microscope
micrométrique, on peut faire mouvoir, a laide de vis V, V
parfaitement travaillées, un fil paralléle 2 Oy et un fil parallele 4 Oz,
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et mesurer Jenrs déplacements, 4 1'aide de tambours convenable—
ment disposés, en tours et partics de tour. Nous suppessrens
que les leciures angmentent pour chaque vis quand le fil se déplace
vers latéte de vis, celleci étant disposée vers 'extrémité x ou y :
les axes Oy, Oz sant alors déterminés par des lectures bien
définies 25, 1o des deux vis, Vet V', sans qu'il soit nécessaire de
les réaliser effectivernent ; et si 2, 1. sont les lectures de V et V' cor-

respondant & un point M, les coordonnées de M seront & = X — s
y = u.— /g, exprimées en tours de ces vis. Nous verrons plus
tard comment on peut déterminer ces tours de vis.

Pour plus de commodité, on peut disposer des {ils fixes paralléles
a Ox et Oy : T'ensemble des {ils constitue le réticule.

Souvent, on supprime les fils mobiles et on ne garde que des
fils fixes; un couple de fils particuliers rectangulaires définit alors
les axes Ox, Oy.

Pour orienter e réticule dans une direction déterminée, on peut
le munir d'un cercle de position divisé par exemple en degrés ou
demi-degrés.

Le champ de I'instrument a bescin d’étre éclairé la nuit, afin
de rendre les [ils visibles : on y arrive facilement par un dispositif
spécial ; quand les objels & examiner sont trés peu lumineux, au
lieu d’éclairer tout le champ, on éclaire seulement les fils de fagon
& les rendre brillants sur champ obscur.

La mise au point d’une lunette se fait facilement; on régle
d’abord I'oculsire, d’aprés sa vue propre, de fagon & voir les {ils
avec le maximum de netleté; on déplace ensuite le réticule et
I'oculaire ensemble de facon a4 apercevoir I'image d’un objet trés
éloigné le plus distinctement possible : le plan du réticule coin-
cide alors avec le plan focal de I'objectif ; on s’assure qu’il en est
bien ainsi, en vérifiant qu’il n’y a pas de parallaxe des fils, ¢'cst-a=
dire que I'image ne se déplace pas par rapport aux fils quand on
déplace quelque peu I'ceil.

Il est & peine utile de dire que les appareils ohjectif ou oculaire
d’une lunctte peuvent recevoir bien des modifications ; ainsi, dans
le télescope, T'objectif ecst remplacé par un miroir sphérique on
plutét parabolique ; pour faire certaines observations, il est indis-
pensable d’employer un oculaire & prisme, c¢’est-d-dire de placer
devant 'oculaire un prisme & réflexion totale, de fagon & renvoyer
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les rayons dans une direction plus commode 4 observer: ete.
Nous nous bornerons dans ce quil suivra aux lunettes tclles que
nous venons de les décrire; el les micrométres seront toujours
supposés conslruits avec une perfection suflisanle, ¢'est—i-dire que
les différents fils formeront réellement un réseau de droites
paralléles et rectangnlaires.
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INSTRUMENTS COMPLETS

Théodolite. Théorie générale.— Les deux systémes de coor-
données auxquels on peut pratiquement rapporter la position des
astres (ou des objets terrestres) sont le systtme des coordonnées.
horizontales et celui des coordonnées horaires : ces systémes sont
en effet fixes en un lieu déterminé.

Nous comprendrons sous le nom général de théodolites les ins~
truments destinds A mesurer les coordonnées horizontales, azimut
et hauteur. On réserve cependant ce nom d’habitude aux instru—
ments transportables de petites dimensions ; les instrumenls ana-
logues fixes et de grandes dimensions, d’ailleurs assez peu employés,
sont les allazimufs. On congoit aussi qu’en privant un théodolite
de certains de ses organes, il ne puisse plus servir qu’a mesurer les
azimuts ou les hauteurs; c'est alors un cercle azimulal ou un
cercle vertical. Nous dtablirons dans ce qui suit la théorie générale
du théodolite dans tous ses détails, afin d’éviter les redites dans.
les théories analogues qui suivront, relatives & l'équatorial et &
I'instrument méridien : mais pour les applications, nous aurons
surtout en vue l'instrument portatif.

Voici d’abord comment on peut concevoir un théodolite parfait.

Un premier axe zz', dit axe vertical, coincide avec la verticale
ascendanle Oz du lieu d’observation O (fig. 17). Autour de cet axe
peul tourncr un second axe h'k, dit axe horizontal, perpendiculaire &
Z'z ot le rencontrant en O. Enfin, autour de A'h peut tourner un
troisicme axe /{, perpendiculaire & #'h et le rencontrant en un
point fixe O' de la demi-droite Ok. Cet axe I'lsert de ligne de visée :
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c'est 'axe optique d’'une lunctte, dans laquelle on observe un objet
S en mettant son image S’ au centre du réticule, que nous suppo-
serons d'abord simplement formé de deux fils rectangulaires fixes,

z

v

Fie, 17

Déterminer les coordonndées horizontales, azimut et hauteur, A et &,
de I'objet éloigné S, situé dans la direclion {1, par rapporl au point O,
pris comme lieu d’observation, tel est le probléme & résoudre.

Si la distance OS est infinie par rapport & OO', comme nous le
supposerons en premier lieu, tout revient & déterminer I'azimut et
la hauteur de la direction [{. Marquons I'axe Oz, horizontal et
dirigé vers le sud, origine des azimuts; marquons aussi la
demi-droite O’k perpendiculaire & Of dans le plan horizontal, et
dirigée par rapport & Oh dans le sens des azimuts croissants.
Supposons alors que deux cereles divisés, 1'un horizontal, ayant
son cenire sur 2z, I'antre vertical, perpendiculaire sur Of et ayant
son centre sur A'h, fournissent Pangle a de Oz avec Ok, compté
comme lcs azimuts dans le sens rétrograde, et 'angle b de O’k avec
O'l, compté aussi dans le sens rétrograde par rappart 3 O'A. Pour
en déduire les coordonnées A et A de la direction /1, il faut distin-

guer deux cas :

3
Wiy

a) b est compris entre — ; on a alors évidemment :
<

A—a—+ 7, h—"b;
a
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. T 3z S
b)b est compris enlre 3 et N alors il vient

A:‘{lﬁ—, hi’ﬁ—b.

Comme toujours d'ailleurs, les égalilés entre angles ont lieu a
un multiple de 2r prés. On peut toujours observer une direction
quelconque en se placant soit dans le cas (a), soit dans le cas (b),
ou, comme nous dirons dams la position () ou dans la position
(b) de I'instrument : ceci tient & 'ambiguilé qui subsiste dans la
définition des coordonnées polaires, quand on n’assujettit pas la

y v A . T ™
coordonnée § & étre comprise entre — et -+ - (I, p. 31).
2 2
Sia et b correspondent & 'une des positions, a’ et & & lautre,
on a toujours les relations

!

ad —a—=—m, bbb ==

11 est facile pratiquement de distinguer les deux positions (a)et (),
en remarquant que dans la position (a) l'extrémité h de I'axe
horizontal A'h cst & gauche de I'observateur, tandis qu’elle cst &
droite dans le cas (b) ; si O’ coincidait avec O, on choisirait une
fols pour toutcs arbitrairement un sens Ok sur 'axc horizontal.

Sur une sphére quelconque de centre O (fig. 18 et 19}, marquons
les points z, &, k, k, I ol cotte sphére est pereée par Oz, Ox, Oh et
les paralltles 4 O'k, O’/ menées par O ; on obticndra les deux figures

(6
Fi. 19

sphériques ci-contre, correspondant aux cas (a) el (b); @, b, k,
sont sur le grand cercle de pdle z; k, [, z sont sur le grand cercle
de pole £ ; a est U'angle de za avec zh, 0 l'angle de Ak avec Al
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Un instrument parfait n’est pas réalisable pratiquement. Un théo-
dolile réel peut &tre décrit comme 1l suit, cn le réduisant i ses par-
ties essentielles.

Soit O (fig. 20) le point auquel on veut réduire les observations,
et Oxyz le systéme d’axes qui correspond aux coordonnées horizon-
tales d'origine O, comme plus haut.

L’axe vertical de 'instrument 2z, est fixe, mais ne coincide pas
rigoureusement avec Oz; il en est seulement trés voisin, el on
obtient la position presque verticale & I'aide d’un niveau fixé a
Pinstrument, comme nous I'avons dit plus haut. Autour de z/,2°

Zo X

»

Fie. 20

peut tourner le second axe horizontal Ak, faisant avee z/pz, um
angle constant trés voisin d'un angle droit : si 0,0, est Ia perpen-
diculaire commune & z/yz, et Ak, les deux points Op et O, sont
trés voisins de O.

Enfin aulour de h'h peut tourner la ligne de visée /1, qui fait
avec h'h un angle constant trés voisin d’un angle droit: si 0’0,
est la perpendiculaire commune & A'h et '], ces deux points sont
trés voisins I'un de l'autre, et O’ est un point fixe de la demi
droite O,k & une distance déterminée de O,.

L’instrument donne en plus comme indications, a I'aide de cercles
divisés qu’on lit comme nous l'avons vu au chapitre précédent :
1° I'angle a que fait un plan fixe idéal contenant z',zo avec le plam
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mobile mené par 2/ z, parallelement A A’ ; 2° 'angle b que fait un
plan idéal fixe par rapport & h'h et contenant 'k, avec le plan mobile
mené par h'A parallelement & I/, Ces angles sont comptés dans le
sens rétrograde par rapport & Oyz, et O'h respectivement : unsimple
coup d’eil jeté sur I'instrument fera reconnaitre si, pour obtenir
ce résultat, il faut prendre les lectures des cercles telles quelles, ou
bien les changer de signe.

Sur une sphere de centre O, les droites Oz, Ox et les paralléles
mendes par O A 25z, K'A, I'l ont des traces z, @, 2z, h, [, et I'on a

12

ho

Fia, 21

les deux figures sphérigues ci-contre ( fig. 21 et 22) correspondant
aux deux positions possibles (a) et (b).

zuhy et hly sont les arcs origines a partir desquels sont comptés les
angles a ou hoioh, b ou L,hl; comme toujours, nous supposons les
figures sphériques vues extérienrement & la sphere.

Si Uinstrument était parfait, z et z, coincideraient, les arcs zk
¢t hlscraient des quadrants, zyh, coinciderait avec zx, l'angle Lhz,
serait droit.

On peut encore distinguer les deux cas en remarquant que I'arc 2/
&ant toujours compris entre o et w, 'angle [z compté dans le sens
rétrograde de Al vers hz est compris entre o el 7 dans la position (a)
entre o et — 7 dans la position (D).

Le probléme est de déterminer les coordonnées A et h du

Awpoven. — Gours d’Astronomie, 11 7
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point / connaissant « et b, ct I'on a pour cela par définition;
A=zl , h=" 1.
2

Pour arriver a la solution, il fant tout d’abord définiv les parties
fixes de la figure, c'est-a-dire les constanies instrumentales.

Pour définir z, par rapport & zz, nous nous donnerons son azi-
mut A, c'est-h-dire I'angle xzz,, el sa distance zénithale , ou zz, ;
{ est toujours un angle positif, trés petit quand Vinslrument est

. . ’ oy N .. T
bien installé et rectifié. I.'arc z,i esl constant el voisin de , > nous

Iappellerons | — /', {' étant encore un trés petit angle positif on
négatif,

3 e . ™
I.’arc Kl est constant et volsin aussi de—i

; nous 'appellerons

™ . . . ., ..
; Fercest la collimation de la ligne de visée. L’angle positif ou

négatif ¢ reste toujours petit, mais peut cependant alteindre des
valeurs notables, 20 minutes d'arc par exemple, tandis que 7 el /' ne
dépasscnt pas 2 ou 3 minules. Cela iient & ce que 'on n’observe
pas toujours au cenire du champ de la lunctte, comme nous le
verrons, sinon dans la théoric du théodolile, du moeins dans les
théories analogues qui suivront.

Les angles h 2,z et [,hzo seront désignés par a, et b

Il y a ainsi en loul six constantes instrumentales @ trois angles
petits, i, ¢, ¢ el trois angles quelconques Ay, @, b,. Nous suppo-
serons c¢es constantes connues pour établir Ia 'Lhéorie générale, et
nous verrons ensuite commenl on les délermine, ou commcnt on
les élimine par des observations convenablement combinées. knvi-
sagcons d'abord le triangle sphérique zzoh, dont nous regarderons
les cOtés comnue positifs, et dont les angles sont zhz,, hz 2z, z,2/,
comptés toujours dans le sens rétrograde, et comme ils sont écrits.

Ona:

7 ~ . Ve
2z, == L, ~U/Li—2———1,

o~
(S

et nous ferons

zh =
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On peut alors éerire le systéme de relations de Gauss

sin w == sin ¢ cos [ 4 sin i cos ' cos (a2 — a;),
sin p cos w =— cos ¢ sin (q, — @),
COS @ cos v = sin  sin {' — cos £ cos &' cos (@ — @),

et en outre
sin 7 cos ® = sin t sin (g, — a).

Les angle i et &' sont toujours trés petits, el il en est de méme
par suite de o et de Z. En considérant ces angles comme du pre-
mier ordre, et ne négligeant que des quantités d'un ordre supérieur
de deux unités A Pordre de celles que I'on conserve, on peut donc
¢erire simplement

w =1+ icos ([a — a,),
sin o = —sin (@ — ¢,), cos® = — cos (@ — a,),
7 = —isin {0 — o),

d’oli le premier groupe de formules

=7 {a -a)
(1) w=1 + i cos (a— a,),

Ly = —isin(a— a,).

Considérons maintenant le triangle sphérique 24/, dont les cotés
positifs sont
™

P

——}l;

™ T
zh:——m, l}t:—+6, Zl:
2 2

les angles quinous intéréssent seront

lhz=1b, —b—y, hzl=A—A,—o.

-~ , . .. T . ,

L’angle hzl est d'ailleurs voisin de == suivant que I'on se trouve

dans le cas (¢) ou dans le cas (b); si donc nous le désignons par
T A . .- ..

s ;T E}, le signe supéricur correspondant, ainsi que dans tout

ce qui suivra, au cas (a), etlc signe inférieur au cas (b), on aura
pour calculer A la formule

(2) A:a—a0+A0i§is,

€ ¢lant petit et & détcrminer.
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3 n b ko r.e
De méme l'angle [hz est voisin de == <5 — h); nous le dési-

, T " . »
gnerons par == (5 — h’>, de sorle que £’ sera voisin de £, et 'on
aura

;

(3) h’:gi[bvbo—isin(a—ao).

11 faut maintenant calculer ¢ et la différence o - & : on expri-
mera d’ailleurs ces quantités 41'aide de ¢, wet k3 & la vérilé h n’est
pas connu par observation faite, mais est seulement voisin de A';
malgré cela, il y a avantage  le conserver dans les formules de cor-
rection. Le triangle considéré zh{ donne d’abord dans les deux cas:

— sin ¢ — sin w sin A — cos w cos h sin &,
d’oti
sin e == tg w tg h <4 sic @ sin ¢ séc k.
Comme @ et ¢ sont petits, il y a licu de développer ¢ suivant

les puissances de w et ¢, et comme t est trés petit, on ne conser—
vera parmi les termes du troisi¢tme ordre que ceux en ¢*; obser-

vant que
. ., . c?
5251n8+65m B, sm[::c-——6+....
on obtient
3
(4) a;_u)tgh—kcséch%«%Séchtg2h.

Cette formule est illusoire si A differe trés peu de g; sl h est voi-

. s .
sin sculement de 5, sans en trop approcher, ledernier terme peut

ttre sensible; sinon, et surtout si & est petit, ce terme est négli-
geable. Il faut observer que si I'on commettait sur ¢ une erreur de
Vordre de ¢?, la formule serait encore applicable quand % est voisin

ey . . »y
de ;, sans dommage sensible, car cette erreur est multiplide seu-

lement par séc h, tandis que le terme du troisiéme ordre est mul-
tiplié par séc h tg® b qui est beaucoup plus grand dans le cas con-
sidéré. Il ne faut pas oublier d’ailleurs qu’aux environs du zénith,
la précision de I'observation est loin de correspondre & celle de la
détermination de A ou ¢; elle est égale plutét & la précision de
€ cos k.
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On a encore dans le méme triangle et dans tous les cas :
sin b = — sin w sin ¢ = cos w cos ¢ sin A’}

la différence b — &' est donc du second ordre par rapportd o et c;
en négligeant les termes du quatritme ordre, on a

sin i/ = sin & <1 4+ ¢ i:—fm—> - cw,
d’ou
~ ;- w? .
{5) h=—~h — P tg h — cw séc h.

Il est souvent ulile d’avoir i — k' en fonction de w et &, celte
derniére quantité ayant déji été calculée. La formule de trigono-
mélrie sphérique

cos @ cos B — sin a cotg ¢ — sin B cotg C
appliquée convenablement au triangle zh/, donne :

— sin w sin ¢ = cos w tg h — cos ¢ tg &/,
d'ou
Cos w

tg b —
gh COS €

tg h + sin w tg ..

La différcnce h — A’ est développable suivant les puissances de
e et w, et ne contient que des termes d’ordre pair par rapport a ces
quantités; a cause de la petitesse de », on ne tiendra compte que
de ¢* dans les termes du quatrieme ordre; et mettant en évidence

' € y -
sin? 5 On écrira
. €
2 sin? — .
tgh =tgh+ ——> g h + we— — tg h;
gR =1gh T g e — g
I — 2 sin? —
2

or de I'équalion
tgx-——-tga 4+ k
on déduit sans peine :

x==a 4 kcos?a— F?sin acos®a—+ ...
on a donc finalement

2
: w? . . gf L - .
(6) h=h —wecos? h+z sin 2h —sin?- sin 2h — 2 sm‘; cos? hsin 2h.
2
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Le dernier terme est en général négligeable, & moins que z ne
soit grand.

En résumé, on a, pour résoudre le probléme proposé, I’ensemble
de formules :

tw =1+ icos (a — a),
A—a—ay+A,=-F|wtgh—c séch ¢ ic h tg? h

- o 0=, o tg —f—gscczo s

2 2
h:%i[b_bo_isin(a—au)]_"—ﬁ

tg'h — cw séc h,
ou hien
/
7 2
(/)\h :gi [b— by — isin (a — a5)] — we cos? b +- %sin 2h

- . L€ .
— 5in? S on 3h — 2 sin* 5 cos? h sin 24,

avec

3
€ :_wtgh—i—cséch—*—%séchtg?h.

L’angle variable w qui figure dans ces formules n’est autre que
la hauteur du point A; on peut donner
une interprétation analogue de I'angle

i % égal & — i sin (@ — a). Considé-
rons & cet effet la direction Ok, per-
’ pendiculaire & A'h, percant la sphore en
b k, et telle que L'angle khz, complé dans
le sens rétrograde, soit constant ¢l voi-

n

. T X . . ‘s .
sinde 7 (fig. 23) sl l'on désigne par

b'y Iangle Lhk, compté comme b et b,
%, & partir de hfy, Do — b'o est donc voisin

Fia. 23 de 7T.

Le triangle rectilatére zhk donne alors en appelant o’ la hauteur
du point ke

SIn ' = cos w cos (b — b’y — %);
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d’ol, avec une exactitude toujours suflisante

U)’::

Ty — 15
par suite

by - isin (8 — ap) == > 4 bl — o,
et Pexpression de ', partie principale de h, devient
(8)

W b— by 4+ w (a)
=0 e,

guivant les cas (a) ou (b).

Nous avons supposé dans tont ce qui précéde que l'objel S, que
T'on observe dans la direction '/, élait situé & une distance inflinie
par rapport & OO'; il n’en est pas loujours aiusi, du moins dans
les opérations géodésiques, de sorte que les coordonnées de la di-
rection 'l ne sont pas celles de la direction OS; pour passer des
unes aux autres, il faut tenir compte de l'excentricité de 'instru-
ment, qul peut d'ailleurs &tre nulle si U'instrument cst & lunelle
cenlree.

On peut sans inconvénient ici, en vertu du principe général de
I'indépendance des petiles erreurs, et en raison de la précision que
1’on peut obtenir dans le cas qui nous occupe, supposer que I'instrus
ment est parfail par ailleurs ; alors la ligne de visée [/, dirigée vers
S, rencontre l'axe horizontal Oi en un
point fixe O' (fig. 24) et lui est perpendi- s
culaire. Il faul remplacer O'S par OS :
«ceci revient évidemment 4 dire que la ligne
de visée n'est plus perpendiculaire & Ok,
mais fait avec Oh I'angle SOL; en d’autres 4
termes, il faut supposer que l'instrument a o o

. . T .
une collimation égaleca SOA — -, ou bien

— 080'; d'ailleurs I'angle OSO' est assez 14

petit pour qu'on puisse le prendre égal A Fie. af

00’ . . . . .

7)% Par suite, et d'une fagon générale, si I'on appelle d la distance

08, e I'excentricité 00" de l'instrument, il faudra pour avoir les
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formules correspondant & la direction OS, diminuer la collimation

propremient dite de Pinstrument de la quantité 5.

Nous avons encore fait 'hypothése que I'on observait 'image du
point S en un point fixe du champ de la lunette, au centre C du
réticule formé par deux {ils rectangulaires : il est nécessaire, pour
obtenir la théorie dans toute sa généralité, de nous aflranchir
maintenant de cette restriction.

Supposons d’abord le réticule (réel ou idéal), formé par deux fils
rectangulaires orienlés de la fagon suivante
( fig. 25) : le plan du réticule étant perpen-
; diculaire & l'axe optique I/ en C, le premier
L2, ; fil CX est parallele au demi-axe horizontal

Qp----nM Oh, mais de sens conlraire ; le second fil CY
v est perpendiculaire au premier, et par rap-
port & l'observateur I'angle droit XCY est

Fic, a5

compté dans le sens rétrograde.

Dans le cas le plus général, au lieu d’observer en G, on observe
en un point différent du champ, soit M, dont la position peul &ire
définie par ses coordonnées rectangulaires i, y par rapport aux
axes CX, CY, comme nous I'avons dil au chapitre précédent ; ces
quantités « et y sonl supposées exprimées en arc : ce sont les angles
ayant leur sommet au second point nodal de I'objectif, et sous—
tendus par les longueurs MP, MQ.

Au licu de @, y on peul employer encore des coordonnés polaires,
soit Ja distance GM ou s, el I'angle de position v ou YCM, compté de
CY vers CX : dans ces conditions, on a = s sin 77, y = s cos 7.

Reprenons maintenant la sphére
de centre O déja considérée, el me-
nons par son centre les plans paral-
l¢les aux axes CX et GY (fig. 206);
le prolongement du rayon paralléle 4
4 OC coupe la sphére en /, ct la
trace du prolongement au dela de O
de la portion du plan OCX est l'arc
de grand cercle /h, d’aprés la direc-
tion choisie pour CX ; de méme & CY correspond l'arc de grand
cercle It, tel que I'angle t/h, décrit dans le sens rétrograde, soit

Fic. 26
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égal & g; le rayon OM correspond enlin & un point m, tel quel'arc

Im soit égal & s ot I'angle tIm & 7.

En réalité on observe la direction définie par m; il faut donc
passer du point { au point m. Ceci se fera évidemmenl en rempla—
cant Parc Al par 'arc hm, et I'angle Lhl par langle Lhm, En
d’autres termes, la collimation ¢ et la lecture b qui correspondent
au point { doivent étre remplacdes par ¢ + Ac et b + Ab corres-
pondant au point m.

Il est facile de calculer Ac et Ab. On a cn cffet dans le triangle
lhin :

— sin (¢ + A¢) =— — sin ¢ cos s + sin s cos ¢ sin ¥,
sin Ab cos (¢ -+ Ac) = sin s cos ¥,

d’ol en négligeant les quantités du troisiéme ordre :

(9) Ac— —ssinY=——zxz, Ab—scosy=—y.

1l faut donc finalement, pour passer du centre G du champ au
point M, diminuer la collimation de x et augmenter la lecture b
de y, ce qui était & peu prés évident géométriquement.

Enpfin, il faut remarquer que 'orientation du réticule n'est pas
absolument rigoureuse, et d’ailleurs peut parfaitement étre quel-
conque. Supposons donc qu’'en réalité la direction théorique de
CX, c’est-a-dire la direction opposée & Ok, fasse avec la direction
vraie de CX un angle ¢, compté dans le sens de CY vers CX.
L’angle que fait réellement GY avec CM étant toujours -, I'angle
théorique appelé ci-dessus 7, est alors y + {'. Par suitc on a

Ae = —ssin (y 4- ') = -— z cos I/ ~—— y sin 7/,
(10) b — N s, "
Ab=  scos(y -+ )= -—xsini" - ycos .

Si ¢ est petit, on peut prendre simplement :
Ac=—a — Uy, Ab—=y — .

Usage du théodolite. — Lesformules que nous venons d’établir
dans le paragraphe précédent vont nous montrer quel est I'usage du
théodolite pour faire une mesure d’azimut ou de hauteur ; comment
en particulier on peut déterminer les constantes instrumentales,
ou bien tenir compte de leur influence par des observations conve-
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aables ; comment enfin, on peut, par des combinaisons spéciales
des observations, améliorer les résultats, en éliminant I'influence de
ccertaines erreurs,

On commence naturellement par régler Tinstrament aussi bien
que possible : I'angle i’ doit étre trés petit par construction. On rend
I'angle { petit en faisant un nivellement : ce réglage se fait 4 I'aide
d'un niveau mobile N pouvant s¢ placer sur I'axe h'h el suscep~
tible par conséquent de retournement, ou bien 4 I'aide d'un niveau
fixe N, invariablement 1ié & I'instrument, ct placé le long du cercle
vertical ; ce second nivean n’est pas susceptible de retournement
dans une position donnée de l'instrument ; mais pour le réglage
dont il s’agit ici, on retourne en fait ce niveau en faisant tourner
h'h de 180° autour de 'axe vertical.

On oriente le réticule en rendant 'angle " négligeable ; a cct
effet, on s’assure que l'image d'un point fixe ne quitte pas le {il
vertical quand on déplace légerement la lunette autour de l'axe
horizontal. ‘

On rend aussi la collimation ¢ relative au point de croisée des
{ils tres petite et pour ainst dire nulle en opérant ainsi. Observons
un objet fixe d’azimut A et de hauteur k trés pelile, suffisamment
¢loigné, dans les deux positions de Uinstrument ; si a, et a, sont
les leclures correspondantes, on a dans ces condilions, avec une
exactitude suffisante, les deux équations

A—=a —ay+ A, —= +cséch
i 0 2 ?
7 ,
A=, —do+ Ay + - — e séc by
il en résulte
. s a, —a
cscch:iziﬁ

pour annulzr ¢, il suffit alors de déplacer le réticule de fagon que,

I'image étant toujours placée au centre, la seconde lecture devienne

T+ a4, — a4 . T+ a,—a
-————2—— la premitre devra étrealors ¢, + ——2——,
2 i 2

L’instrument étant ainsi réglé, il y a lieu maintenant de déter—~

a, —

miner les constantes, ou des quantités équivalentes.
Envisageons d’abord les trois consiantes i, ¢ et 5. St 1on veut
les déterininer, on observe que la formule

w=1 +1cos (@ —a)=—1 -+ {cos q cos a-+ {sinasin a

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



INSTRUMENTS COMPLETS 107

nous montre qu'il suffit de déterminer l'inclinaison e du demi-axe
horizontal Ok dans trois positians ditférentes de l'instrument ; cecl
se fait & J'aide du niveaumobile N. En muliipliant ces observalions,
on aura de bonnes délerminations moyennes de I, I', ap, si 'insiru-
ment est suffisamiment stable.

LEn général, on ne procéde pas ainsi; on ne délermine direc—
tement ni 7, ni{, ni a¢; mais on se sert des inclinaisons variables
w et @' qui sont fournies, pour chaque observation, la premitre par
le niveau mobile N qui peut se placer sur l'axe h'h, la seconde
par le niveau fixe N': on voit cn effet, d’aprés ce qui a été dit &
propos de la formule (8), que ce sccond niveau fournit Lien la
quantité o’ qui correspond A une certaine constante &'y remplagant
b,. L'inclinaison o' est d’ailleurs inutile pour les mesures d’azimut.
On doit observer encore que le niveau N ne se retournant pas
quand Linstrument est fixé, la lecture moyenne du niveau ne
fournit ' qu'a une constanle prés, qui en réalité se fond avec la
constanle b'c. La collimation ¢ se délermine comme précédemment :
il sulfit qu’elle soit tres petite, sans chercher a l'annuler rigoureu—
sement.

Il reste enfin & considérer les constanies Ay — ao et bo ou by ;
on n’en a d'aillenrs pas toujours besoin, car souvent d’une part, on
ne cherche que les différences d’azimut enire deux directions, ce
qui dispense évidemment de la connaissance de A; — a, ; et d’autre
part, en observant comme il sera dit plus bas, la connaissance
de b, ou &', est inutile. S1 toutefols, on veut connallre ces cons-
tantes, 1l suffira de faire observaiion, comme nous allons 'indi-
quer, d’un objet ayant un azimut ou une
hauteur connue a l'avance, par exemple la
Poluire : les constantes cherchées en résulle-
ront immédiatement.

Indiquons maintenant d'une fagon plus pré-
<ise I'emploi du théodolite pour résoudre quel-

S

(4

ques questions pratiques simples.
1° Il s’agit de déterminer la différence d’azi-

mut de deux signaux lerrestres fixes, ou plus généralement, les

différences d’azimul de plusieurs signaux S, S, S, S, S

{fig- 27)-

L’instrument étlant dans une position donnée, on observe succes-

39
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sivement les signaux S, S,, S,, S,, S,, dans T'ordre ol ils se
présentent, en les placant exactement sous le fil verlical;
chaque fois, on détermine la lecture a et I'inclinaison . La
seconde des formules (7) fournit alors, & une constante pres,
lazimut de¢ chaque signal, & la condition que V'on connaisse une
valeur approchée de sa hauteur, qu’on peut toujours supposcr
obtenue préalablement : on néglige dailleurs les termes du
troisitme ordre. Pour achever une telle série ou tour d’horizon, on
observe & nouveau le signal initial S, afin de s’assurer que l'ins-
trument n’a pas varié pendant I'opération.

On recommence ensuite la série dans la seconde position de
I'instrument et en tournant en sens inversc; les moyennes des
déterminations ainsi effectuées symétriquement seront préférables
aux déterminations d'une seule série, et élimineront évidemment
Ierrcur due & U'excentricité de I'instrument.

Ensuite, on recommence aulant de fois qu'il est nécessaire, 20
fois par exemple quand on veut une grande précision, cette double
série, en déplagant chaque fois le cercle divisé, comme nous
Iavons vu a propos de la réitération.

Pour obtenir encore de meilleurs résultats, on n’obscrve pas avec
un fil fixe, mais avec un fil mobile verlical, mfi par une vis
micrométrique. On détermine la lecture de la vis qui correspond &
une position du fil de collimation nulle en opérant comme nous
lavons vu plus haut, c’est-d-dire cn observant un méme objet
fixe, presque dans Ihorizon, dans les deux positions de Pinstru-
ment ; la moyenne des lectures de la vis dans les deux positions
donne la lecture cherchée. Pour déterminer la valeur du tour de
vis, on évalue la distance angulaire réduite & I'horizon de deux
signaux irés rapprochés et irés nets, d’une part en tours de vis,
d’autre part directement & I'aide du cercle, en opdrant comme
ci-dessus : la comparaison des résultats donnera le tour de la
vis,

L’avantage de I'observation au {il mobile consiste en ce que 1'on
peut, l'instrument restant fixe, répéler plusieurs fols le poiuté sur
I'image de lobjet observé; on prend la moyenne des . diverses
lectures, et l'on en déduit immédiatement la collimation cor—
respondante pour en faire usage dans la formule de réduction.

Souvent on n’emploie dans ces mesures qu’un cercle azimutal &
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lunette centrée ; on ne peut pas alors en général faire tourner complé-
tement la lunelte autour dc axe horizontal 2’k ; mais dans ce cas,
la lunette est mobile, et peut étre enlevée des coussinets qui sup-
portent ses deux tourillons : on peut donc encore réaliser la visée
d’'un objet dans les deux positions (a) et (b). On pcut aussi, et
c'est ce qu'on fait d’habitude, retourncr la lunette, de fagon & ce
que les deux tourillons échangent leurs coussinels. On a alors en
réalilé quatre posilions de U'instrument que L'on peut distinguer
ainsi; solent toujours f et A’ les deux coussinets, & étant & gauche
dans la position (a), & droite dans la position (b) ; solent en oulre
hi, By les deux tourillons ; I'axe CX du réticule, qui est fixe avec
la lunctte, est supposé dirigé suivant A'y. Si donc h, et h coincident,
tout se passe comme il a été dit; si au contraire &, coincide avec
k', on est toujours dans la position (a) ou (b), mais il est clair que
la collimation qui correspond & un point quelconque du champ
doit &tre prise changée de signe. On a alors, cn employant le
retournement, des résultats tout semblables & ceux que ’on obtient
en observant dans les deux positions sans retournement.

D'une fagon générale, la seconde formule (7) montre que si I'on
obscrve au méme point du champ dans les deux positions de I'ins-
trument, ou de la lunctte, on élimine la collimation, et par suitel'er-
reur d’excentricité de la lunette.

2° Soit & déterminer la hauteur d’un signal terrestre fixe.

On observe dans les deux positions de Yinstrument en placant
I'image au centre du champ. Soient b, et b, les deux lectures, ', et
'y les Inclinaisons fournies par le niveau N'. Dans un instrument
bien construit et bien réglé, on peut négliger les corrections du
second ordre, surtout h étant petit ; on a alors d’aprés (7) et (8)

h=b —by+w,=m—b, +b,—w,
d’ou

by —b w, —w
24 -t 2
2 2

T
h—- -+~
2
ce qui donne h sans connaitre &¢. On a aussi d’ailleurs

x—b — by 4 20, — 'y — wh =0,

ce qui fournit la constante &', dont on peat avoir besoin dans
d’autres cas.
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3° Observations astronomiques.

Ici 'objet observé est mobile, et il faut toujours marquer le temps
de I'observation. On voit immédiatement alors comment les for-
mules (7} et (8) fourniront 'azimut ou la hauteur, & un instant
donné, d'un astre don! on aura observé le passage au fil vertical ou
horizontal, aussi prés que possible d’ailleurs du centre du champ.

Sil'on optredans les deux positions de 1instrument, on a seule-
ment, par la moyenne des équations correspondantes, la moyenne
des azimuts ou des hauteurs de l'astre a deux instants peu éloi-
gnés ; si F'on peut conmaitre par ailleurs, avec une approximation
suffisante, le mouvement de 1'astre en azimut ou en hauteur entre
les deux instants marqués, on aura facilement les cocrdonnées pour
chacun de ces instants.

Il ne faut pas oublier d’ailleurs qu’'une observation faite dans ces
conditions fournit toujours uniquement les coordonnnées apparentes
locales de I'astre observé, et qu’il faudra ensuite leur appliquer toutes
les corrections indiquées dans la premicre partie de ce cours pour
obtenir des résultats comparables.

Il faudra tenir compte encore de la forme des astres, quand ils
ont un diametre apparent sensible.

Enfin remarquons que 'on obscrve souvent & plusieurs fils dont
il est toujours facile de déterminer la distance, et qu'il faut ensuite,
plutdt que de traiter chaque observation individuellement, réduireles
observations aux divers fils & un seul (leur moyenne en général},
ou bien & un scul instant ; mais il est 1mpossible d'insister ici sur
tous les calculs auxquels ces diverses réductions peuvent donner lieu.
Nous ferons observer encore, pour lerminer ces réflexions sur
l'usage du théodolite, que dans la grande majorilé des cas, cel ins—
trument sert & faire non pas des observalions absolues, mais des
observations relalives, ainsi que nous le verrons plus lard : on
s’arrange par exemple le plus souvent de fagon & éviler la lecture
des cercles, mais plutdt & observer des temps. Il est fucile d'en
comprendre les raisons, le théodolite étant un instrument de voyage
et non d’observatoire.

Equatorial. — L’éguatorial droit on équatorial proprement dit

est un instrument analogue au théodolite, mais destiné 4 la mesure
des coordonnées horaires ou ¢équatoriales. En général, un équa-
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torial recoit d’assez grandes dimensions; en raison méme de ces
dimensions ct do sa disposition parrapport & la verticale, il ne peut
offrir une grande stabilité : aussi est-il mieux approprié aux
mesures relatives qu’aux mesures absolues. Il rend auvssi les plus
grands services dans I'élude plivsique des astres, & canse de la
puissance optique ¢u’on peut lui donner.

La disposition théorique de 'équatorial, et par suite la théorie
de cet instrument, est en tout semblable & celle du théodolite, sauf que
I'axe fondamental de I'instrument, que nous désignerons tonjours
par 2’z est dirigé vers le pdle nord, et non vers Ie zénith ( fig. 28) :
cet axe fixe regoit le nom d’axe polaire ou axe horaire. Le sceond
axe h'h est toujours perpendiculaire au premier autour duquel il
peut tonrrner : c’est L'axe de dé-
clinaison, qui dans son mouve-
ment reste parallele au plan de
I'dquateur. Enfin autour de '%,
tourne la ligne de visée 71,
comine précédemment : I'objet
observé est toujours & une dis—
tance iufinie par rapport aux di-
mensions de l'instrument. Ox

étant dirigé vers le point le plus
élevé de l'équaleur, un cercle divisé fournit toujours l'angle a de
O avec Ok, complé dans le sens rélrograde, comme les angles.
horaires ; O’k étant perperdiculaire 4 Oh dans Ie plan de l'équateur,
el étant dirigée par rapport & Ok dans le sens des angles horaires.
croissants, un second cercle divisé donne 1'angle & de O’k avec O'/,
complé aussi dans le sens rétrograde par rapport & O'L,

Pour en déduire les coordonnées horaires 11, angle horaire, et d,
déclinaison de la direction I'/] il faut encore distinguer deux cas..

(a) b est compris entre — g et + ; Alors

k13

H=a+ >, 3=5b;
2
. © 3 ..
(b) b est compris entre et " ; ici
2 2
II:G_E, = ®— b.
2
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On peut toujours. au moins théoriquement, obscrver une direc—
tion quelconque dans 1'une ou 'autre des deux positions (a) et (4).
Pour distinguer ces deux positions pratiquement, on observera que
dans la premitre (a), I'extrémité objective de la lunette [ précéde
T'extrémité A de 'axe de déclinaison, dans le sens du mouvement
diurne ; tandis que dans la seconde position (b), la lunette suit
T'axe de déclinaison.

Comume le théodolite, I'équatorial ne peut étre installé rigoureu-
sement : si I et i sont l'angle horaire et la distance polaire de
Taxe réel de 'instrument ; si I'angle des deux axes horaire et de

R . kg . « 1 , T .
déclinaison est 5 — ¢ ;silangle Il avec W'h est fgal & St ocisi

enfin a, et b, sont deux constantes définies comme précé-
demment, on aura pour déterminer les coordonnées d'une

direction observée, les équations suivantes, calquées sur les équa-

tions (7) :
w =1 + tcos (a — a;),
!
T roa ¢
H=a¢—¢q, + 1, x b :_*:[u)th -+ ¢36c 8 4 séo 3 tg’SJ,
b .. e 4+ w2, ,
8 =- == [b ~ b, — isin (a—ao)] — —— igf—cwséc b,
2 2
ou bien :
(4) < 2
K B - . 1 w .
8:Ei[b—bo—zsm(a—ao)}—mscos“o—f—zsng
- TN - .
—sin? 5 sin2d —a sin* . cos? 8 sin 23,
avec

L

e_—_mtga+cséc5+6

séc 8 tg? ¢,
Tes signes supérieurs ou inféricurs correspondant respectivement
aux deux positions (a) ou (b).

Ici w est la déclinaison du point A.

La masse ordinairement considérable des piéces qui constituent
un équatorial, et la nature des mouvements que peuvent prendre
-ces pitces rendent sensible ici I'influence de l'action de pesanteur,
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ou de la flexion. Laissant de cOté la flexion des cercles qui n'in-
tervient pas, puisque l'équatorial ne peut pas fournir une extréme
précision dans la mesure des coordonnées absolues, il y a lieu de
tenir compte de la flexion del'axe de dcclinaison et de celle de la
lunette. Sous l'action de la pesanteur, 'axe de déclinaison se courbe
léegtrement, et le point O ol est fixée la lunette s'abaisse un peu;
la direction Oh de la théorie générale se trouve remplacée par la
direction de la tangente en 0" a I'axe courbé, de sorte que les cons-
tantes ¢ et a, recoivent de petites modiflications, dépendant de la
position actuelle de l'instrnment. On suppose ces modifications
assez pelites pour pouvoir étre considérées comme des différenticlles,
et par suite on peut étudier séparément leur influence, en supposant
I'instrument parfait par ailleurs. On fait 'hypothése manifestement
suggérée par la Mécanique, que la {lexion a pour effet de modifier
la hauteur astronomique de la direction Oh d'une quantité propor-
tionnelle au sinus de sa distance zénithale, sans en modifier l'azi-
mut : désignons donec par A, &', ', ¢ les coordonnées azimut,
hauteur, angle horaire ct déclinaison de la direction O# ; les hypo-
théses faites reviennent & donner & ces coordonnées des accroisse—
ments différentiels définis par les condilions

d\ =0, dh' = —f cos I/,

/" élant une constante définissant la flexion.

Soient de plus 7 la latitude du point O, et 8’ I'angle parallactique
dans le triangle de posilion formé par le pdle, lezénith et le point £
sur la sphtre céleste; d’apres les formules différenticlles connues
relatives & la transformation des coordonnées, on en déduit :

cos 8 .dIl = — sin 8.dI,

d3’ = cos S'.dl/.

Or ici, on a, d’aprés les définitions des constantes, et en se
reportant & fa théorie du théodolite :

H=%+a—aq <+ I, ¢ ==w=1 + icos (a — a,).

1l vient donc, en ne gardant que les termes du premier ordre :

dag=-—dH' = — f’ cos I/’ sin &',
di' = d&" = — f" cos I/ cos §';
Axporer, — Cours d’Astronomie, 1I 8
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d’ailleurs le triangle de posilion donne ici

cos I sin 8" — cos ¢ sin H' = — cos » sin (@ — a; + 1Ty,
cos ' cos &' —=sin 9;
par suite
da, = f' cos v sin (@ — a, + 1), i == — f' sin o,

et dans les formules (14), il faut par suite augmenter w de
—f sin ¢ et 1 de — /" cos v sin (a — ay + 1L,

Considérons maintenant la flexion de la lunelte ; sous 'influence
de la pesanteur, les deux parties O’/, O'f de la lunelie s’abaissent,
et par suite la position de la ligne de visée se trouve changée;
les constantes ¢ et by sont ici légérement modifiées. Faisons la
méme hypothése que ci-dessus sur la grandeur de ces modifica-
tions, et supposons encore que la flexion se traduise par un chan-
gement de la hauteur astronomique de la direction {/, proportion-
nel au sinus de sa distance zénithale. Appelons h la hauteur de I/ et
A son azimut : on aura.donc

dA\ —=o0, dl = fcosh,

J étant une nouvelle constante correspondant & cette seconde
flexion. :

L’angle horaire et la déclinaison de I sont précisément I et &,
et s1 S d¢signe 1'angle parallactique correspondant & ce cas, on aura

dH = — f cos & sin 8 sée g,
dd == f cos h cos S,
et comme Icl
cos h sin S = cos o sin H,
cos h cos S = sin  cos &€ — cos v sin § cos I,

il faut en somme augmenter dans les formules (14) les expressions
de H et de ¢ des quantités

dl = — f cos o sin I séc 8,
~ . ~ .Y
di = f (sin g cos & — cos o sin & cos H),

Si finalement on ne laisse de coté que des termes toujours négli-
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geables, on pourra écrire les formules (14) sous la forme plus
simple suivante :

e = [ o isin (L — M) — " sin¢[ 13 8 + cséc &
03
-
"0
k3

—a0+}I[,—_;2is—fcos?sianc’ca

séc ¢ tg2 89

e
l

{19) 7= f cos @ cos 11,

§ == (h— b)) —icos (H—1I)

2

-+ [ (sin © cos & — cos v sin  cos H)

(1]

. —sin? — sin 28 — 2 sin*
{

cos? @ sin 29

[ -]
oW

les derniers termes de I'expression de 2 peuvent d’ailleurs étre
ndgligés d’habitude.

Il n"y a rien & changer A ce que nous avons dil d'une facon géné-
rale sur Femploi du réticule dans le théodolite.

Usage de I'équatorial. — La monture équatoriale ou paral-
lactique présente un avantage capital : clle permet de suivre un
astre dans son mouvement diurne par le seul déplacement de la
lunette en angle horaire ; toutefois, si la déclinaison de 1'astre varie
rapidement, de petits mouvements de rappel en déclinaison scront
nécessaires pour le ramener continuellement au centre du champ.
D’autre part, le mouvement de l'astre en angle horaire étant
uniforme ou toujours trés prés de 1'étre, on peut 4 l'aide d'un mou-
vement d'horlogerie, réglé sur le temps sidéral, entralner mécani-
quement la Junette en angle horaire de telle fagon que I'astre pa-
raisse immobile ou sensiblement immobile dans le champ. Enfin,
-on doit observew encore que, pour tout point du cicel, la direction
du mouvement diurne ([. p. 57) est fixe par rapport & l'instru-
ment : c¢'est celle de 'axe de déclinaison.

Il est facile de comprendre les avantages qui résultent de ces
remarques pour la commodité de 'observalion.

Donnons quelques indications sommaires sur le réglage approxi-
matif de 'équatorial.

Il faut d’abord placer I'axe horaire dans le méridien et 4 la hau-
denr du péle. Pour placer cet axe dans le méridien, on rend l'axe

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



110 COURS D ASTRONOMIE

de déclinaison horizontal & I'aide d’un niveau; puis l'instrument
étant {ix¢ en déclinaison, on s’arrange de fagon qu’un astre connw
passe au centre du champ préeisément & I'heure de son passage au
méridien : cette heure peut élre déterminée & I'avance & 'aide de
la Connaissance des Temps ct des coordonnées géographiques du
lieu.

L’axe qui a été primitivement placé & la hauteur du pole d'une
fagon approchdée & I'aide d'un niveau d’angle est ensuite réglé d’une
facon plus preécise. A cet eflet, on observe d’abord une ¢éloile assez
haute et dans le voisinage du méridien (afin d’éviter la variation -
de réfraction), dans les deux posilions de l'instrument; les lectures
du cercle de déclinaison fournissent alors b,. Celle constante
connue, on cale l'instrument en déclinaison 4 l'aide du cercle sur
une ¢tolle connue, et on ameéne celle ¢loile au centre du champ
au moment de son passage au méridien.

La constante a; — II, se détermine sans peinc en observant une
¢loile connue et comparant 'angle horaire donné parle cercle avec
I'angle horaire réel fourni par I'observation de la pendule el 'ascen-
sion droile de I'étoile.

On recommence plusieurs fois successivement ces opérations, de
facon & obtenir un réglage suflisamment exact pour la pratique :
on ne peut 'obtenir du premier coup, parce que les opérations
successives que l'on fait ne sont pas rigoureuses et indépendantes
les unes des autres.

On s’arrange d’habitude de fagon que les constantes a, — 1I; et
by aient des valeurs simples, felles que I'on oblienne immédiatement
des valeurs approchées de I ct 9 par les lectures. Enfin, il est
superflu d’ajouter que ces méthodes peuvent étre variées de bien
des facons que suggérera U'examen altentif des formules (13); cette
observation s'appliquera d’atlleurs aussi sans réserve & ce qui suit.

Le plus souvent, I'équatorial ne servant pas aux mesures abso-
lues, 1l est inulile de déterminer les constantes instrumentales :
cependant, dans certains cas on doit le faire, ct de plus, il est tou-
Jours bon de s’assurer qu’elles sont assez pelites pour n'avoir aucune
influence sensible sur les cbservaticns différenlielles.

Examinons donc sommairement comment on peut effeclivement
déterminer les diverses constantes cui figurent dans les formules
{13). Comme le nion'rent ces formules, on y arrivera aisément en
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combinant des observations faites dansles deux positions de I'instru-
ment, & des angles horaires ¢gaux a o, %, ou + g Comparant par
exemple la déclinaison réelle et la déclinaison fournie par Uinstru-
ment p'our une étoile connue trés prés du meéridien, on aura une
relation entre by, i cos Hy et f; multipliant ces observations dans
les denx positions (a) et (0), on déterminera ces trois constantes
avec une précision suflisante.

De méme, en combinant des observations d’angle Loraire au
méridicn pour des étoiles dé déclinaisons tres différentes, on déter—
minera sans peine les autres constantes @y — H,, ¢ sin I, &, /7, c.
St d'abord on observe une méme étoile trés pres du méridien dans
lIes deux positions de I'instrument, on aura une équation de la
forme

ag— 1y — isin Hytg 8 = m,

m élant connu ; si & est nul, on en déduit ag — I1,; s1 ¢ est voisin
T « . .
de 5, onatsin H, avec précision. On continucra de méme sans

qu'il soit nécessaire d'insister davantage.

L’équatorial étant spécialemeunt destiné aux observations diffé-
rentielles, c’est le micrométre (uien est la partie principale, et
c'esl lui qu'il faut étudier d'une facon toute spéciale. Nous suppo-
scrons ce micrometre disposé comme nous I'avons déja dit & propos
du théodolite et dans sa description générale.

Deux {ils réels ou idéaux CX, CY { fig. 29), placés au centre du
champ constituent les axes de coordonnées ;

CX est dans sa position normale paralléle & .
Oh et de sens contraire; 1'angle droit XCY c x

est compté dans le sens rétrograde. Un cercle
de position dont est muni le micrométre per-

met de déterminer Uorientation du réticule v

par rapport & unc position fixe ; ¢ désignera Fie. 29

toujours I'angle, compté de CY vers GX que fait la dircction nor~
male d'un fil avec la direction vraie du méme fil.

Le réticule comprendra des fils fixes et des fils mobiles; quel-
quefois méme il y aura deux fils mobiles, indépendants I'un de
I'autre, paralleles & une méme direction ; dans ce cas, les déplace-
ments de ces deux fils sont mesurés par deux vis différentes, et il
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est toujours facile d'oblenir en grandeur et en signe la distance de
chacun de ces fils & axe GX ou CY qui leur est paralléle.

Les fils seront {ins ou gros, suivant la nature des observalions ;
les gros [(ils sont utilisés pour les observations d’astres tres faibles,
parce que leurs dimensions permettent de les apercevoir sur le fond
du ciel méme quand on supprime complétement I'éclairage du
champ.

Lorsque le réticule est dans son orientation normsle, le fil CY
est la trace sur le plan focal du cercle horaire qui passe au point
G, ct par suite CX a pour direction celle du mouvement diurne en
C. Pour obtenir cctte orientation, on observera que si elle est réa-
lisée, une étoile prise dans le méridien ou dans son voisinage im-
mdédiat, et assez éloignée du pdle, doit rester constamment sur le
fil CY pendant qu’elle traverse le champ de la lunette, une fois
gqu'on I'a amenée sur ce fil. On arrive immédiatement & ce résultat
d’une facon approximative ; pour obtenir ensuite plus de précision
dans ce réglage, on place 'étoile sur le fil au moment de son entrée
dans lec champ, et on fait la lecture du cercle de position ; puis on
tourne le micrométre de facon que 1'étoile soit encore sur le {il au
moment de sa sortie du champ, ct on fait de nouveau la lecture du
cercle de position : il est évident alors que la moyenne des deux
lectures est celle qui correspond & la position cherchée du fil, c’est-
A-dire la lecture du mouvement diurne; s’il est besoin, on recom
mencera cette opération jusqu'd ce que 1'étoile suive parfaitement
le fil dans tout le champ. On opére ainsi dans le voisinage immé-
diat du méridien, et avec une étoile assez haute, pour éviter
I'influence de la variation de réfraction ; on opére loin du pdle pour
que 1'étoile traverse le champ assez rapidement et ait dans celte
trayersée une trajectoire rectiligne.

Si Péquatorial dtait et restait parfaitement réglé, Uorientation
une fois obtenue du réticule persisterait dans toute position. Mais
il n’en est pas ainsi, et par suite, pour les observations précises,
il faut régler le réticule pour chaque région du ciel. Si l'on optre
en dehors du méridien, et toujours assez loin du pdle, en procé-
dant comme il vient d’étre dit, on obliendra seulement la direction
du mouvement diurne apparent, c'est-a-dire la direction réelle
altérée par la réfraction. Nous avons vu dans la premiére partie du
cours (p. 83} quelle était cette altération ; on voit d’autre part tout
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de suite que 'angle de position (dans le systéme de coordonnées
(o} 8,

horaires) de la direction apparente du mouvement diurne sera tou-

jours — C - ', si " désigne tonjours I'angle de la position nor-
” 2 :

male de G\ avec sa posilion réelle fournie par le réglage ci-dessus ;
en conservant les notations des pages 84 et 85 de la Premicre
Partie, ont a donc '

5 4. cotgncos N

= <

cos 2 sin® (N + 3’

et cela quelle que soit la position de I'instrument.

Si l'on opére prés du pdle, la trajectoire de lastre ne parait
plus rectiligne, mais conrbée d'une fagon plus ou moins sensible.
Pour obtenir la direction da mouvement diurne apparent dans ce

cas, relalivement au centre du champ, on s’arrangera de fagon

’
que le fil CX bissecle I'étoile observée a son entrée et & sa sortie
du champ dans deux positions syméiriques par rapport au
fil OY.

Les vis du micrométre en sont les organes fondamentaux, et il
faut déterminer avec le plus grand soin la valeur moyenne du tour
de chacune de ces vis, et pour plus de précision encore, étudier les
erreurs mémes de ces vis. Pour déterminer le tour d'une vis on
peut employer diverses mélhodes : nous en expliquerons deux
parmi les plus employées.

St F est le fil correspondant a la vis considérée V, et F' le (il per—
pendiculaire, on oriente d’abord le réticule avec soin de facon que
le fil F’ soit dirigé suivant le mouvement diurne vrai, et pour cela
on optre dans le voisinage immédiat du méridien, sur une étoile
connue. Le fil I ayant ainsi la position théorique GY, on observe
I'étoile donnée en laissant l'instrument fixe, en deux positions diffé-
rentes du champ, avec la vis V; solent 4, et 2, les lectures corres-
pondantes de cette vis, dont le tour sera 7; II, et H, les angles
horaires, 7, la lecture qui correspond au fil ¥ ou CY, ¢ Ila colli-
mation correspondant & GY, connue par ailleurs au moins 4 peu
pris, ou trés petite. Pour appliquer la seconde équation (15) aux
deux observations, on devra y remplacer ¢, d’aprés les relations (9),
successivement par ¢ — (3, — 2,0 T, ¢ — (}, — 7)) i en
retranchant alors les deux résuliats, et négligeant la variation de H
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entre les deux observalions dans les termes de correclion toujours
Lres pelits, on aura la relalion

4 Lsdc s g [(c — Oy =) 7Y — (o — 0w — 1) =)
le dernier terme étant trés petit et souvent négligeable, cclle
relation fournira facilement t quand on connailra 1, — H,. ¢
étant donnée par les éphémeérides; pour avoir H, — 11,, il suffira
d’avoir observé les temps qui correspondent aux deux observations
a une pendule sidérale; la différence de ces temps est égale &
H, — H,.

Bien entendu, on multiplie beaucoup les observations de ce
genre.

Le plus souvent on choisit une circumpolaire; une telle étoile
traverse lentement le champ, et par suite on peut faire de nombreux
pointés sans toucher A 'instrument; mais ce choix n’a rien d’abso-
lument nécessaire : si d'ailleurs, I’étoile était trop prés du pole, les
pointés manqueraient de précision.

Il faudra avoir soin de faire les observations d'un bout & T'autre
du champ, et avec toute la partie utile de la vis, afin d’avoir
réellement une valeur moyenne de 7 qui convienne &4 {ous les cas
ot on devra I'employer. Ajoutons enfin qu’en toute rigueur, iy
aurait lieu de tenir compte de Pinfluence de la réfraclion : mais
nouvs nous contenterons de le faire plus loin, dans le cas de la
lunette méridienne.

Une seconde méthode consiste 4 faire des observations en décli-
naison el non plus en angle horaire. Le fil 17 est orient¢ suivant le
mouvement diurne, et a la position théorique C\; l'instrument
restant fixe, on place successivement le fil mobile parallele & I¥
sur deux étoiles détermindes, de déclinaisons ¢, el &', ; si les lectures
correspondantes de la vis sont 2, et J,, on en déduit unc relation
de la forme

Si donc on connait exactement ¢, — ¢, on en déduira 7. On a
précisément dans ce but déterminé avec la plus grande exactitude
les différences de déclinaison de quelques couples déloiles, en parti-
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culier dans les Pléiades (Bessel, Wolf, elc,). Bicn entendu, on devra
s2 servir des déclinaisons apparenles, affectées de la réfraction. Les
mémes réflexions que plus haut trouvent encore ici leur application :
on aura d’ailleurs d’aulant plus de préeision gue la distance des
deux étoiles sera plus grande, et alors, comme clles ne peuvent pas
dtre vues toutes deux dans une méme position de la lunette, on les
relie par des étoiles intermdédiaires convenablement choisies.

Le tour d'une vis varie légérement avec la fempérature; en
multipliant les observations dans des saisons différenles, on déter—
minera le coeflicient thermométrique correspondant.

Une vis n’est parfaite ni par sa construction, ni par son fonc-
tionnement; il en résulte gque son emploi produil, tout comme
celui d'un cercle divis¢, des errcurs dont il est bon de pouvoir
s'alfranchir, grice & une étude préalable de la vis.

Ces erreurs sont de deux sortes; d’abord les différents pas dela
vis ne sont pas tous égaux, d'on 'inégalité du pas; en outre A des.
fractions égales d'un tour de la vis ne correspondent pas des dépla-
cements lindaires égaux; mais d’aprés la construclion méme de la
vis, ces irvégularités se produisent de la méme facon i chaque tour;
ce sont les errears périodiques du tour de vis. En d’autres termes,
si la lecture }. de la vis cst de la forme ntsrs o g, u étant le nombre
des partics réduit en angle, la correclion de la lecture 7 est de la

s

forme £ (n) + 9 (u}, & étant une fonction périodique de u que 'on
peut d’habitude réduire a la forme a cos u + f: sin 1.

Le principe des méthodes employées pour déterminer les irré-
gularités d’'une vis consiste & mesurer successivement avec les
diverses parties de la vis ou d'un tour de vis un méme intervalle
fixe. Il faut avoir soin d'ailleurs de metire rigonreusement dans un
méme plan 'image des fils micrométriques et I'image de l'inter—
valle fixe & mesurer : par exemple, si le micrométre a deux
chariots mobiles, on placera sur le second des fils qui formeront
Iintervalle & mesurer. Pour étudier I'inégalité du pas, on prend par
excmple un premicr intervalle fixe sensiblement équivalent a
10 tours de la vis, et on le mesure en partant successivement de
lectures entieres 2y, 2g 4= 10%, 2y + 20%, ... 2y + 10 (n — 1)'; en
prenant alors comme unité la valeur moyenne du tour de vis entre
% €t 3¢ + 102, ce qui revient A supposer sans errcurs lcs lectures
20 ¢t 2y + 10 n, on obtiendra ainsi les corrections des lectures
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intermédiaires de 10 tours en 1otours; diminuant ensuite l'intervalle
fixe, on aura les corrections des autres lectures entiéres. Pour déter-
miner les crreurs périodiques du tour, on pourra mesurer un inter-
valle {ixe égal & un demi-tour de la vis avec les diverses parlies
d'un méme tour; il est clair que chaque mesure donne une
équalion contenant les inconnues & déterminer, et qu'il sera aisé
de combiner ensuite ces équations de fagon a arriver au résultat
cherclié.

Les mesures absolues 4 I'équatorial n’appellent aucune remarque
pacticuliere; il est bien clair d'ailleurs que toujours l'équatorial
doit étre accompagné d'une pendule, sidérale de préférence, afin
de noter 'heure des observations, et de l'angle horaire pouvoir
déduire l'ascension droite. Inversement pour préparer U'observation
et caler l'Instrument au moins approximalivement sur l'astre &
observer, il faut avoir I'heurc alin de pouvorr calculer 'angle
horaire d’aprés” Pascension droile qui esl seule connue &
I’avance.

Les observations diflérentielles, qui fournissent les différences
des coordonnées de deux astres voisins, peuvent se faire de plusieurs
facons que nous allons passer en revue.

1° Mesure des différences d’'ascension droite par passages.

La lunette étant fixe, et le {il CX orienté sur le mouvement
diurne, c’est-a-dire dans sa position normale, on observe les
Leures sidérales ¢, el ¢, des passages au {il horaire CY de deux
astres assez voisins S, et S,. Il est clair que les deux astres onl été
observés au méme angle horaire, puisqud cause de leur voisinage,
les termes de correction dans les formules (13) peuvent étre consi-
dérds comme les mémes. Par suite la différence-de leurs ascensions
droites #'y — o', est égale & ¢, — ¢,.

On peut choisir comme ¢époque de I'observation la moyenne
Lo+ 4

, la différence 'y — ¢, variant toujours trés peu.

Bien entendu, on peut employer plusieurs {ils horaires, et 1'on
doit multiplier les obscrvatiens.

Pour avoir en méme temps la dilférence de déclinaison 6", — 4",
des deux asftres, on fait des pointés avec le {il mobiie de ddcli-
naison sur les astres S, et S, pendant qu'ils traversent le champ

et aussi prés que possible du milicu du champ; si y, et y, sont les
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distances ainsi délerminées des deux astres au fil CX, la dernicre
formule (15) montre que 'on a

&y — 0y == (vi —y,),

suivant que 'on a.observé dans la position (a) ou (b).

On fera alternativement les observations de passage ct les pointés
en déclinaison, de fagon 4 pouvoir rapporter les résultals moyens
des observations a I'instant moyen, et éliminer ainst le mouvement
propre de I'un des astres, si ¢’est une planéte ou une comédte.

Les différences de coordonndes ainsi obtenues se rapportent
évidemment daux coordonndes affectées de la réfraction ; pour les
déliveer de T'influence de la réfraction, il faut les corriger, en
appliguant la réfraction différentielle, telle gque nous Favons expli-
quée dans la premiére partic de ce cours (p. 841). En conservant
les mémes notations, ct remarquant que lcs asires ont été observés
au méme angle horaire, de sorte que A H = o, on aura done pour
les différences des coordonndes véritables les expressions :

i kcotgncos (N + 28) 5
cosT & sin® (N - ¢) O e
n - k{d, — 8,

8, — 3, == (y, — ) + ;iﬁkz lC\TT*_i)a)a

g — T =1l — b

en prenant pour ¢ une valeur moyenne entre ¢, et 7,.-

Toutefois ceci suppose encore que le fil CX du rélicule est
orienté suivant le mouvement diurne vrai. Imaginons maintenant
gqu’il fasse un petit angle ¢ avec sa position normale ; d’aprés les
formules (1o} il faudra augmenter la valeur de ¢, pour chaque
observation, de — "y ; par suite les angles horaires ') et H', cor-
respondant aux deux observations ne seront pas rigoureusement
¢gaux, et l'on aura

By —Hy= (3, — y)"sbc € = — (3, — &;}{" séc &;

de sorte que la valeur indiquée ci-dessus pour o; — ¢, devra étre
augmentée de " séc @ X (0\—0d,). Sien particulierlefil a été oricnté
. cotg n cos N
sur le mouvement dinrne apparent,ona ' =k ‘mg—z—»-‘n ,
cos & sin® (N —+ o)
ainsi que nous l'avons déja dit, et il vient

2k cotg ncos (N + 3
cos ¢ sin? (N + ¢)

Nl

@ —a =1 — 1 ('31 - 52).
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On doit observer que ces corrections dues & la réfraction ne sont
nolables pratiquement que si la différence de déclinaison est assez
grande, et si 'on est prés de horizon.

Enfin on doit encore rappeler que les coordonnées dont on a
ainsi finalement les différences sont les coordonnées apparentes
locales ; elles sont affectées de la parallaxe, s'il y a lieu & parallaxe,
et sont rapportées i I'équinoxe et & 'équateur vrais.

2° Mesure micrométrique des différences d'ascension droite.

Dans cette méthode, on suppose que les deux astres sont saffi-
samment voisins 1'un de lautre en ascension droile comme en
déclinaison pour étre vus simultanément dans le chamyp de l'ins-
trument. Dans ces conditions, on fait enlrainer la lunelte parle
mouvement d'horlogerie de facon & voir constamment les deux
astres dans le champ. Pour mesurer la différence d'ascension droite
des deux astres, supposons d'abord qu’il y ait un seal {il mobile
parallele & CY, le fil CX étant orienté sulvanl le mouvement
diurne ; on place alors et on maintient 'un des astres sur un fil
fixe parallele 8 CY, et pendant ce temps on pointe l'autre astre
avec le fil mobile; connaissant la leclure de la vis qui correspond
au fil fixe employé, on a ainsi les distances @, et x, des deux
astres S, et S,, & un méme instant, au [il QY. St le micromdétre a
deux {ils mobiles paralltles & CY, on pointe les deux astres a la
fois avec ces deux fils, et on obtient ainsi le méme résultat. En
méme temps, on détermine la différence de déclinaison comme
dans la premiére méthode, et I'on prend les mémes précantions
pour la disposition des observations. En se reportant aux formules
(10) et (1), il faul ici remplacer ¢ par ¢ — @y el ¢ — x,, respec-
livernent pour les deux asires; et comme x, et x, peuvent ire
notables, comme aussi les pointés en déclinaison ne sont pas fails
prés du centre du champ, mais dans les mémes positions que les
pointés en ascension droite, il peut y avoir lieu de lenir compte des
termes d’ordre supérieur par rapport & ¢ dans les formules (1) ;
supposons, pour simplifier, la collimation proprement dite ¢, rela-
tiveau il CY, nulle, ou du moins trés petite ; on aura immédiatement :

N R e an
¢ g’ —uaxisécd, tg?v,),

/

n T
&, — 8, ==y — (o
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Bornons-nous aux termes du second ordre, ¢t 6", étant la moyenne
entre 2, et ¢",, faisons donc

A -y i, ;
sée o'y = séc 37y + , 5 8 tg &'y (o', — 3",
3 5’ 4 8/ I L to'a/ (,‘r N7 B
séc 7y == séc &y — ~ séc & tg o (3 — ')
il viendra simplement :
. s 1 . N g ,
2y — 'y = = (2, — x,) séc A = 5 (y + a3) (34 ——a'y) séc /g tgafy,

/

[37]

1
Al 3 W2 ol
1= A= () — 5 (@ — altg

On voit par 1a qu'on aura le plus grand avantage, afin de rendre
négligeables les lermes de correction, 4 opérer symétriquement
de part et d'autre du [il sans collimation CY, de facon que la somme
&1 -+ x; soit presque nulle.

On tiendrait compte sans peine des termes du troisi¢me ordre.

Pour affranchir les observations de la réfraction, on fera comme
dans la premiére méthode ; mais comme on n’a pas observé au
méme angle horaire, 1l faudra ajouter les termes qui dépendent de

Az, soll :
sin N colg® n .
(oo gy a1 — %) pour s —

cotg n cos N (a %)
1 2

e our 8, — ©,.
sin? (N -+ 3) pout # ?

3¢ Mesure de langle de position et de la distance.

Les astres sont encore ici supposés voisins, et souvent méme,
comme 1l arrive dans les mesures d’étoiles doubles, il sont extré-
mement voisins. La lunette ¢tant entrainée par le mouvement
d’horlogerie, on tourne le micrometre de fagon que le il CX
devienne parallele & la distance des deux astres, ce dont on s’assure
en constatant qu'un fil mobile paralltlead CX peut bissecter a la fois
les deux astres, ou bien encore que ceux-ci peuvent-Etre placés bien
symétriquement entre deux (ils paralleles 4°CX trés rapprochés. Si
l'on fait alors la lecture du cercle de position, 1l est clair que celle
lecture, convenablement comparée a celle du mouvement diurne,
fournira 1'angle de position de I'un des astres S, par rapport &
Pautre 8, : cet angle est supposé défini dans e systéme des coor—
données horaires de péle P, compté par suite depuis S,P jusqu'a
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8,8, dans le sens rétrograde. Pratiquement, il suffira d'un peu
d'attention pour éviter une erreur grossiére dans la délermination
de cet angle conformément & sa délinition. L’angle de posilion
délerminé, la distance s des deux astres se mesure immédiatement
avec les fils paralléles A CY, comme la différence d’ascenston droile
dans la méthode précédente. Les leclures de la vis ou des vis four-
nissenl immédialement la distance cherchée, 871l n'y avait pas de
{il mobile parallele & CY, on tournerait d’abord le micrométre de
90°, de facon & échanger les deux fils. Quand on dispose d’un seul
fil mobile, il y a souvent avantage & mesurer la double distance de
la fagon suivante : vn {il fixe étant placé sur Si, on place le {il
mobile sur §,, et on fait la lecture (e la vis; puis en déplacant la
lunette, on échange le role des deux fils, et on fait de nouveau Ja
lecture © il est clair que la différence des deux lectures donne la
double distance des deux astres.

L’angle de position et la distance obtenus doivent étre affranchis
de la réfraction : cette opération se fera d'aprés les formules éta—
blies dans la premiére partie du cours (p. 84). On tiendra compte

facilement de I'inclinaison du {il, si le mouve-

P

ment diurne apparent a servi a le régler.

Il nous reste & indiquer comment de Ia dis-
tance s et de l'angle de position P on peut
déduire avec exactitude les différences d'as-
cension droite et de déclinaison des deux

astres. -

Fie. 30 Considérons le triangle PS,S,, (fiy. 30) P
¢tant le pdle et soit P’ l'angle de IS, avec le

prolongement de S,8,; les relations de Delambre ou de Néper

donneut les équalions

. PP PP
. g Sin = — 5 5 § 008 —
R Y . L — & 2
sin - — sin - —— = g ———teg — — —— |
2 -cosS o o © 3 R
cos ———
2
in L L te 3 ta 8, si r+P
5 - == — n ——
o} 9 felid!] 9 v
. N el )
en faisant ¢y = -—

Si I'on a observé P, et pour cela il a fallu mettre S, bien au
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centre du champ, la dernitre équation donnera d'abord avec une
précision suffisante :

Pr—P S, 8 . 2
T ey te 8¢ sin P —+- g 1§ % sin 2D,
iy Lo PP P rr—r
d’ou ensuile -— =P+ -——, et le calcul de 2, — 2,
2 2 1 2

et ¢, — ..
Mais le plus souvent, on place le milieu de 8,8, le plus rigoureu—

sement possible au centre du champ, et 'angle de position mesuré
‘e ., P
ne differe alors que par des quantités du second ordre (Ie—-7~ e

o
calcul est donc simplifié, ——— se tirant immédiatement de la
derniére ¢qualion.
Daus la presque totalité des cas, on aura une précision suflisante
en faisant simplement
P4 p N "+ r

PN N
di—zzzssccoosm—z—, 0y — 0, == §COS -

L’observation des éloiles doubles rapprochées est difficile.
Comme dans toutes les observations de haute précision, de nom-
breux facteurs agissent pour modifier les résullals suivant les
circonslances, L'influence de {'édquation personneile en particulier
peut devenir considérable. On désigne sous ce nom I'ensemble des
erreurs qui sont propres & un observateur, et qui dépendent de sa
fagon d'apprécicr les phénomenes. On s’en affranchit le plus pos-
sible, ici comme dans loules les autres recherches de précision, par
une étude de comparaison préalable : mais les limites que nous
nous sommes imposées ne nous permeltent pas d'entrer dans des
détails : il suffira d’avoir signalé cct ordre d’idées, et nous n’y
reviendrons pas.

Instrument méridien.— Un théodolite et un équalorial ont une
position commune el une seule, lorsque l'axe désigné précédem-
ment par hh' est A la fois dans I'horizon et dans Féquateur. Si alors
on {ixe cel axe invariablement dans celte posilion, de fagon que la
lunette seule reste mobile, on obtient {'instrament méridien.

Un tel instrument est donc constitué essenticllement de la fagon
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sutvante. Un axe A'h, I'axe de I'instrument, est {ixé invariablement,
4 la fois dans I'horizon ct dans I’équateur, et par suile dans la direc-
tion Est-Ouest; autour de cet axe, cn un point U, tourne la ligne
de visée [/, qui lul est perpendiculaire, et par suite décrit le plan
du méridien ; cette ligne de visée est I'axe optique d'une lunette
dans laquelle on observe un astre S au centre du réticule. Lnfin
un cercle divisé, perpendiculaire sur Ak’ et tournant avec la
lunetle, fournit 'angle de /7 avee une direction fixe du méridien,
et une pendule sidérale accompagne nécessalrement 'instrument.
Pour préciser, nous conviendrons dans tout ce qni suivra que
I'extrémité fixe h de P'axc est dirigde vers

‘A ¢ I'Iist, et A’ versI'Ouest ( fig. 31) ;sottdeplus

\\(b ~ladirection fixe Ok dirigée vers le point le

N plus haut de I'équatenr, et supposons que

3 O/ # e cercle fonrnisse direclement 'angle b
", que fait Ok avec Of, compté vers le pole

% \\‘\k’ dans le sens ’rétrogra?dc par rapporl a0h;

Fio. 30 enfin soit { I'heure sidérale du licu au mo-

ment de I'observation de 'astre suivant /1.

Pour déduire de ces données 'ascension droite &2 et la déclinai-

son ¢ de ['astre, il faut distinguer deux cas, que nous désignerons

dans le suite par les notations (a) et b). Dans le cas (a), I'angle b

est compris entre — zet + g, de sorte que le passage au méri-

ridien observé est un passage supérieur correspondant & un angle
horaire nul. On a alors

a = {, a:h

5 . T 3
Dans le cas (b), I'angle b cst compris entre et = - le passage
observé est un passage inféricur, correspondant & un angle horaire
égal & m; alors évidemment

@ == 4 I, 8 — 1T — .

Dans la grande majorité des cas, la lunctle de I'inslrument méri-
dien cst susceptible de retournement, d1'aide d'un appareil conve-
nable, desorte que ses dcux tourillons peuvent échanger leurs cous-
sinets. Iin réservant les lettres het /' pour les deux coussinets Est
et Ouest, absolument fixes, nous désignerons les deux tourillons de
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I'axe de la lunctte par h, et &';, et dans la position directe décrite
précédemment les tourillons A, et A coincideront respectivement
avec les coussinels b et /', tandis que la lunette élant retournée, ou
placée dans la position dile inverse, h, coincidera avec &', k', avec k.

Le cercle élant 1ié & la lunelle, et donnant par sa lecture dauns
la position directe I'angle de Ok avec O/, donnera par exemple dans
la position inverse l'angle du prolongement Ok de Ok avec O/,
complé toujours vers le pble [suivantla posilion del'index, la lecture
pourra différer de cet angle d’une constante) : si b esl encore cel
angle, on aura dans le cas (@) d’un passage supéricur

~

& .1, =7 — b,
et dans le cas (0") d’uin passage inféricur
a =7 + {, 8 —b.

Ainsi, finalement, on a quatre cas possibles distingués par les
lettres (a), («), (b), (6).

La partie mobile d’un instrument mdridien n’étant susceptible
que d'un seul mouvement dans un plan vertical, il est clair que cet
appareil peut acquérir une grande slabilité, méme avec des dimen-
sions considérables : c’est ce qui fait de la lunette méridienne I'ins-
tcument de précision par excellence des observatoires. La forme
type de linstrument méridien comporte d’abord un cube central
creux ; de deux faces opposées de ce cube partent deux troncs de
cbne portant 'un I'objectif, l'autre 'oculaire ; de deux autres faces
partent deux autres trones de cdnes poriant & leurs extrémités les
tourillons qui constituent U'axe; ces tourillons se placent sur les
coussinets, qui sont fixés & des piliers de solidité éprouvée. On
donne & l'ensemble de linstrument une syméirie aussi parfaite
que possible, afin d’augmenter la stabilité, et en particulicr d’éviter
les différences de flexion enlre les troncs de cdnes opposés qui
supportent la parlie optique et les tourillons. Gest ainsi qu'un
cercle divisé élant monté sur un des tourillons, on monle sur le
second tourillon un cercle parfailement semblable, de fagon a réa-
liser la condition de symétrie : quclquelois ce second cercle est lui-
méme divisé. Le cercle est Ju de chaque coté & I'aide de quatre ou
six microscopes qul sont fixés d’une facon in¢branlable & des piliers
spéviaux.

Axoorer, — Cours d’Astronomie, 11 0
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Si le cercle divisé n’cxiste pas, on a une simple lunette méridienne-
ou inslrument des passages, qui permet, avec I'aide d'unc pendule,
de déterminer les ascensions droites. On peut aussi n'employer
qu’un cercle tournant autour d'un axe {ixé & un mur orienté dans
le méridien, ou cercle mural, et déterminer ainsi les déclinaisons.
Ces deux appareils distincts, dont on faisait usage séparément
autrefois, sont maintenant réunis cn un seul, le cercle méridien.
complet.

La théorie de l'instrument méridien est un cas particulier de-
celle du théodolite on de I'équatorial. Cependant, a cause des sim-
plifications qui se présentent, et pour conserver les notations consa-
crées par un long usage, nous ailons la reprendre directement cn
(aelques mots.

L’instrument n’étant pas parfaitement installé, il faut tout
d'abord définir les constantes instrumentales. L'extrémité b de l'axe:
n'est pas rigourcusement dans sa position théorique : on appelle

s 7

respectivement — 2 L son azimut, — 1 sa hauteur, — 5 som

angle horaire, — n sa déclinaison, de sorte que? et n en particu—
lier sont la hauteur et la déclinaison du tourtllon situé a 1'QOuest,
toujours. Les diverses quanlilés &, {, m, nsont tonjours trés petites.
et ne dépassent pas quelques secondes dans un instrument bien ins-
tallé ; anssilenrscarrés et produils sont absolument négligeables.

Entre ces quantités et la latitude % du point O oxistent des relations;.
on a en effct comme on sait

cos i sin k = — cos ¢ sin 2 —+ sin © cos n sin m,
sin { == sIn % sin n - COs @ cos n sin m,

d’ou simplement

(k= —ncos o+ msin g,
é == nsin% —+ mcos ¢,
et inversement
{m—1coso —+ ksina,
n=—1sn 3y — kcos =.

La ligne de visée {{ n’est pas rigourcusement perpendiculaire &
R 5 . .
Uaxe hA"; nous appellerons s ¢ langle £,0!, défini par le tou-

rillon h, qui coincide avec I dans la position directe ; ¢ est la col-
limation propremcnt dile ; pour établir la théorie, on doit admettre
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que cet angle. ¢ peut acquérir des valeurs notables, parce qu’on
n’observe pas uniquement au cenlre du champ. Enfin, la lecinre
du cercle (changée de signe s'il ost nécessaire), b, fait connallre
l'angle que fait un plan {ixc passant par k' avecle plan LI/,
comptd tonjours dans le sens rétrograde par rapport au demi-
axe Oh, lid & la lunelte et au cercle s si Oz est la direction du pole,
et si h, 0/, estle plan [lixe & partir duqguel est compté angle b, b,
ou 0’y désignera l'angle de ce plan avec le plan 4,0z, suivant que
I'on sera dans la position divecte ou dans la position inverse. En
dernicer lieu, si ¢ est I'heure observée 4 la pendule sidérale au
moment du passage, pour avoir le temps sidéral véritable, 1l faudra
lut ajouter la correction de pendule C,,.

En projetant I'instrument sur une sphére de centre O, on a les

Al

Fiz, 33 Fie, 35

figures ci-contre (32 4 35) correspondant aux cas (a), (6), (a", (V') ;
zx représente la direction duméridien. On considére le triangle Az,
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dans lequel on a toujours pour la position directe, en complanl
les cOlés posilivement et les angles dans le sens rétrograde :

hl:f—c, /Lgl*;3+ll+i)1,

a2 2
=23, lh: =1U,—0b,
:htﬁ%—n,

H et & désignant Vangle horaire et la déelinaison de la divection
observée en (.
Pour passer a la position inverse, i suflit de changer ¢ en — ¢, et
B —ben b — b,
L'angle 11 est voisin de o ou de 7 sulvant qu’on est & un passage
supérieur ou & un passage inféricur ; nous poserons alors
H4+m= V- Esui\‘ant le cas (a) e
=+ (b) $
€ étanl toujours petit.
De méme I'angle (k2 estvoisin de == <E — o\> suivant le cas (a)

ou {b); nous ferons donc
Ar n
by— b= — \;—0’),

les signes supérieur et inféricur se rapportant respectivement aux
cas (a) et 'b). Nous supposons icl qu'on est loujours dans la posi
tion dircete; pour passer a la position inverse, on fera les change-
ments indiqués plas haut.

Le triangle hzl donne alorsles relalions :

sin ¢ = — sin O sin N -~ €Os S oS N sin g,
sin 6 =— — sin €5sin R -+ Cos ¢ cos n sin 6/,
— sin nsine = cos n g & — cos & tgt.,

On en tire, tout comme daus la théorie du théodolile,

3
. el
e—nlg s+ esécd + Esccatgza,
N . ¢+ n? a
5 — - - stO—L‘IlSliCO
2
ou bien
2
~ ~y - 3 n- . 3 g2 8 s 3 int = % ¢
6 = 6 — n:cos?e + - sin 20— sin? - sin 23 — g8in , Custo sty 2o,
4 : :
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Soit # I'ascension droite de la direction Of; on aura {inalement,
en supprimant les termes d'ordre supérieur ol figurent n, & cause
de la petitesse de cetle quantité, les formules suivantes d'un usage

constant :
N I
i t+Cp+m+n‘[go+cscco+/Gsucotgio ()
a == 2
N LN N
T - t+C},+m—ntgo—cseco’ 6 séc tg?d (b))
(16) ( Ao s
e=nlga -+ csécs +- g S¢c ¢ ta?c,
L A - - N
| 8 — " == (b—b;) — sin® = sin 28 -—— 2 sin* = cos?Z sin 23.
| 2 2 2
Pour la position inverse, on changera cen —cet b — b, en
’
— (b—0).

La formule de réduction pour les ascensions droites est due &
Bessel; on peut la modifier en se servant des constantes [ et & : le
groupe de termes m == n tg & devient alors

c’est la formule de Mayer.
In gardant i et n, le méme groupe devient

tstey —n (g o 5= 1g 9);

c'est la formule de Hansen. Ces différentes formules peuvent trouver
unc application avantageuse suivant les cas, comme on le verra
plus loin.

Dans la formule relative aux déclinaisons, les termes de correc-
tion constituent la réduction au méridien.

Les obscrvations méridiennes sont. immédiatement corrigées par
I'observateur de I'aherration diurne; l'angle horaire de I'observa-
tion étant nul ou égal & 7, on voit alors d’aprés ce qui a été dit &
ce sujet dans la premiére partie du cours (p. 105), qu’il faudra
ajouter au second membre de la premitre formule (16), pour avoir
l'ascension droile corrigée, le petit terme == A'g cos 2 séc 9 suivant
qu'on est dans la position (a) ou (b), ¢’ étant la latitude gdacen—
trique. On peut confondre le rayon vecteur p avec I'unité, et tout
revient & remplacer ¢ par ¢ — &' cos %' dans les formules.
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Les observations doivent aussi étre corrigées de la réflraclion.
D'apreés les formules établies dans la premicre partie (p. 79), il
fandra d’abord ajonter & la ddclinaison calculée par la derniére
formule (16) la quantité da' égale & o k tg (% 3= & ; toutefois cetle
expression n'est qu'approchée; pour avoir un résnliat plus exacl,
il faut ajouter ou retrancher la réfraction R relative & la hautcur
méridienne au moment de 'obsecvation; cette hauteur est ¢égale
comme on sait &

—le—3| oud |o-+i| -,
' 2

[SHEE

suitvanl que Jo passage observé est supérieur ou inféricur; R est &
retrancher pour un passage supéricur du ¢Olé du Sud ou pour un
passage inféricur du ¢dté du Nord, & ajouter dans les cas contraires.
Pour la correction d'ascension droite, il faut d’abord ajouter & e,
donnée par la premitre formule (16), la quantité
kcos wsinll | |
. ‘ sec

(h:ﬁ_rcos('{?ia) 3,

ot I'on pourra sans inconvénient réduire I a sa partie principale
— ¢séed, ouw + ¢séed, sutvant le cas (a) ou (b); ce qui donne

s 9N
c0s © sec” o

cos (5 5 2)°

dx = =2 ke

De plus, il faut ohserver que le terme == ¢ sée @, qui figure daos

la correction de @ doit étre calculé en réalité avec la valeur appa-
rente de @, et non avec sa valeur vraie; si donc on veut le calculer
avee la valeur vraie de @, il faut le remplacer par

icséc(aﬁ:ktg (;15)),
d’aprés la valeur de 2" indiquée plus haut; ceci donne un nouveau
terme & ajouter & dz, savolr
ke sin g séc? 8 1g (v == 3);
faisant la somme indiquée, on a pour corrcction définitive de = :

=+ le sée s

de sorle que tout revient simplement & remplacer ¢ par ¢ (1 + k)
dans ‘2s formules (16).
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11 fant encore tenir compte des flexions. Pour cela, il suffit de se
weporter & ce que nous avons dit pour 1'équatorial. La flexion
fatérale, ou flexion de Paxe, sans influence sur ¢, donnera dans
am terme correctif égal &

== ['sin o tg 8 -+ ' cos o,

"Tangle horaire H étant 0 ou = suivant le cas. Ce terme peut s’éerire

freos (5 3) /

- —
cOos

OI+

" -et 'on voit d’aprés, la formule de Mayer, que tout revient 4 aug—
menter l'inclinaison ¢ de /7. Il est clair d’ailleurs qu'en passant de
da position directe & la posilion inverse, il faudra changer le signe
-de f'.

I.a flexion de la lunette, ou flexion horizontale, sera ici sans
influence sur l'ascension droite, sin H étant nul, mais donnera
dans ¢ un terme correctif égal & f sin (¢ == d°), ainsi qu'il est
-évident a priori.

Il y a liew de tenir compte encore ici de la flexion du cercle
divisé, qui a pour eflet évident de changer légérement la signifi-
-cation de la lecture b; pour avoir 'angle que représenic théori-
-quement celle lecture, et qui a é1é défini plus haut, il est nécessaire
de lui faire subir une correction db, due & I’action de la pesanteur.
Comme la lunette est lide au cercle, on peut évidemment réunir
ensemble les eflets de la flexion du cercle et de la flexion de la
dunette, el c’est ce que nous allons faire, suivant I'habitude géné-
rale. La correction db peut lre regardée comme une fonction
périodique de la lecture, c’est-a-dire de 'angle que fait le plan 7,0/
-avec le plan fixe /4,0, compté dans le sens rétrograde par rapport
-4 Oh,; supposons alors que nous prenions pour O/ la direction du
-zénith, et cela dans la position directe comme dans la position
anverse, de sorte que tout se passe de la méme fagon par rapport a
{a direction de la pesanteur dans les deux positions; de cette fagon
-db sera la méme fonction de b dans les deux positions. On a alors
-suivanl les cas :

(a) b=18—o, (@) b=o——3,
) b=m—18 — o, )  b=o- 43— m,
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prenant db sous la forme d’une série trigonométrique de Fourler :

db— —p sinb—p,sin2b—p,sin3h— ..

— ¢y +q,cos b+ qg,cos2b 4 g, cos 3b + ...,

les p; et ¢; étant des constantes, on en déduit pour la correction dg
qu'il faut apporter & la valeur de ¢ telle que la donne la derniére
équation (16), et suivant les cas :

<a‘) dd=p, sin (s — ) +pysin a2 (z —3) + ...

a gy =, co8 (9 — ) Exq, cos 2 (o —-8) = ..,

<b> dazplsin (8 +8) —p,sin 2 (o 4+ &)+ ...

b g, =gy cos (9 =~ 6) Gz g, cos 2 (9 —+ 8) = ..,

Drailleurs, 1a correction db est nulle pour b = o, d’aprés les
hypothéses faites, et par suite

To=qr = o + J5 "+ -

Revenant alors an cas géncéral, ou les index fournissant la
lecture sont placés d'une facon quelconque, on poutra, comme on
le voit, négliger ¢o qui ira se confondre avec by ou b'|, suivant la
position de Pinstrument. .

Sil'on ne tient compte, comme précédemment, que de la flexion
de la lunette, on voit que cela revient simplement a faire p, = f,
les autres coefficients étant nuls.

La lunette méridienne est munie d'un réticule que nous suppo-
serons toujours disposé de la méme facon, le fil CX étant paralléle
4 la direction Oh'y (car elle est invariablement liée & la lunelte), et
I'angle XCY étant compté dans le sens rétrograde. Sil'on a observé
en un point M de coordonnées x et y par rapport aux axes du
réticule, il faut (comme on le voit en faisant altention & la défini-
tion actuelle de ¢) remplacer ¢ par ¢ + x et b par b —+ y, et cela
dans tous les cas. St le {il a une inclinaison ', on en tiendra
compte comme on a déji dit. Supposons v et " assez petils el la
collimation proprement dite ¢ relative au fil CY nulle ou trés
petite; on aura alors, © pouvant &ire grand, avec une approxi-
malion souvent suffisante, dans la position directe,

_ oo he
e= -+ xcost sé O, .
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et la lecture b devra &lre augmentée de y — v sin . Il peut étre
commode d’exprimer cetie correction & l'aide de z : elle devient -
alors y — ¢ tg I’ cos d.

Pour la position inverse la correction de la lecture sera

y +etg 1 cos 8.
gic

1l peut étre utile d’observer & I'instrument méridien une étoile par
réflexion dans un bain de mercure placé & la distance convenable,
facile & déterminer, devant 'objectil. Remarquons que les formules
qui permettent le passage des coordonndes horizontales aux coor—
données horaires restent vérifices quand, laissant 'azimut A et la
déclinaison ¢ fixes, on change la hauteur h en — £, la latitude ©
z et 'ongle horaire H en 7 -— H. Comme la réilexion sur
I'horizon a pour effet de changer de signe la hauteur d'une direction

en

tout en conservant l'azimut, on voit par li que tout se passera

comme si la latitude o était changée en — 7, et si le passage supé-
rieur ou inférieur était changé en passage infrieur ou supérieur.
Le changement de latitude ne modifie pas les constantes i et &,

mais modifie m et n, qui deviendront m; el n, :
my — tcos o — k sin o, ny — — isin o — k cos 9;

de plus la constante b, qui est en somme la lecture qui convient
a la direction du poéle, ou collimation polaire, prendra pour les
observations par réflexion, une nouvelle valeur b;. On trouve alors
'ensemble de formules suivantes, en distinguant toujours par (a; et
(b) les passages supérieur et inférieur.

0 a
u:“§+t+cb—mlie (b)’
3 B
© séc B tg?d,

6
T

.
s T e f n . L E o~
0=~ 7= (b — b,) — sin , $in 26— 2sin® ~cos® §sin 2 8.

=ntg 3 + esécd +

1l reste & déterminer b, en fonction de b,; ici b, est la lecture qui
correspond au pdle, la latitude élant supposée étre — ¢; par suite,
il est clair, d'aprés les hypothéses faites sur la disposition de
Finstrument, que by — by == 22, puisque ¢ est Ja hauteur du pble
au-dessus de I'horizon.

Il y a licu cependant d’observer que la réflexion du rayon lumi-
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neux ne sc produit pas en réalité au point O de latitude o, mais
en un point voisin Oy, de latitude 3 + dp, ol est placé le bain de
miercure; la quantité dp se calcule d’ailleurs immédiatement
connaissant la distance OO, et son sens. Il en résulle que la réflexion
sur le bain de mercure fait tourner la direction du podle non pas
de I'angle 2 2, mais de Pangle 2 (o + %), et qu'il faudra prendree
by=1b, + 29 1 2dy, dy variant avec la position du bain.

Les corrections d’observation diurne el de réfraction se feront
comme précédemment, puisqu’elles ne dépendent pas de la posi—
tion de I'instrument.

Pour tenir compte de la flexion latérale, on changera le signe
de _/' ; comme on peut remarquer que la nouvelle formule donnant
I'ascension droite ne diflere de l'ancienne que par le signe de
l'inclinaison Z, on voit que { est toujours & remplacer par { -+ f.

Quant 4 lclfet de la flexion horizontale, on voit qu'il faudra
pour passer des observations directes aux observations par
réflexion, changer le signe des coeflicients pi, ps,-.. ¢, ¢,... sans
modifier les coeflicienls pa, pi,... §1, ¢s,...

Usage de l'instrument méridien. — IL.a mélhode d’observa-
tion & I'inslrument méridien est extrémement simple : clle consiste
simplement & déterminer le temps ol I'on voit Vastre ‘que nous
supposerons une étoile} en un point donné du chamy, de coordon-
nées x, y données par les vis du micromeétre. Le réticule est sup—
posé orienté suivant le mouvement diurne, ce qui se fait facilement
comme & 'équatorial : ici CX doit étre horizontal et CY vertical.
Si le micromcttre ne peut pas tourner sur lui-méme, il peat
subsister une petite inclinaison i'.

Pour la détermination des ascensions droiles, on ohserve en’géné-
ral les passages & plusicurs fils fixes paralltles & CY, afin de réduire
les erreurs par la multiplication des observations. Supposons que
ces fils correspondent & des lectures iy, 2s,... 4, de la vis, dont le
tour sera T : on prend alors comme {il CY, le fil 1déal dont la lec-

. N X s oA s
ture serail la moyenne 3, = L2P+—”; Cest le fil moyen.

En général & une lecture 2 de la vis correspond alors une valeur
de x égale A 7 (3 — X)) : en parliculier si xy, ... x, coires—
pondent aux diflérents fils fixes, on a & + 2, + ... + x, == 0.
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On désigne alors par collimation proprement dile de 'instru-
ment la valeur de ¢ qui correspond au [il moyen, et en général,
dans les formules (167, il faut remplacer ¢ par ¢ + .

Si 'on a observé ainsi aux {ils fixes une ¢toile aux temps ¢, &,
... £, on a alors en faisant Ja moyenne des équations correspon—
dantes, par exemple dans le cas (),

D N
> Q—
p

-+ Gy + m -+ ntgd+ csécsd,

lorsque, ce qui arrive le plus souvent le lerme cn ¢® est négli-
geable : ¢’est ce qu’on appelle réduire I'observalion au (il moyen,
puisqu’on est amené simplement ainsi au méme résultat que sil'on
avait observé au seul [il moyen. Ce procédé d’observation ne con-
vient pas aux circampolaires : en effet le temps que met ['astre pour
passer du fil @ au fil =" est évidemment scnsiblement égal o
|z — &'| séc &, et par suile devient grand prés du pdle = observa-
tion serail donc incommode, el manquerail de précision, le temps
du passage & un {il ne pouvanl étre bien déterminé. Dans ce cas,
on fait des pointés sur 1'éloile avec un {il mobile, & dilférents
instants, el on réduit ensuile chaque observalion séparément, en
tenant compte des termes du troizieme ordre qui cessent d’Ctre
négligeables.

L’cbservation en déclinaison se fait avec un [il mohile : on fait
quelques pomnlés successifs vers le cenlre du champ, ol on prend
la moyenne pour l'ajouter 4 la lccture b du cercle; §'1l y a lieu, on
tient compte de I'inclinaison du fil. Pour pouvoir faire la réduction
au méridien, on marque le lemps des poinlés, alin d’avoir = avec
une approximation suffisante.

Les constantes de l'instrument méridien et de la pendule qui
I'accompagne doivent &tre déterminées avec précision : dans un
wstrument bien installé, elles sont trés petites et varient peu. Pour
fuire cette délermination, il est clair qu'il suflit de combiner con-
venablement les observalions sur des astres réels ou fictifs de fagon
que les équaticns (16) permettent le calcul des diverses constantes
qui y figurent dans des conditions {avorables : conditions qui
changent suivant la constante dout on recherche spécialement la
valeur, puisque d'une fagon générale, il faudra pour obtenir ces
conditions rendre prépondérante Uinfluence de celte constante,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



1ho ’ COURS D' ASTRONOMIE

Dans la détermination des constantes, on ulilise des ohserva-
tions auxtliaires, dont il faut d’abord dire un mot. On ohserve au
nadir i l'aide d’'un bain de mercure placé sous le centre de 'instru-
ment; la lunette étant dirigée vers co bain de mercure, et lc champ
¢tant convenablement éclaird ot observé & Valde d'un oculaire
sptcialement approprié, dit oculaire nadiral, on pent voir en
méme temps le réticule directement et par réflexion sur le bain de
mercure : il est évident alors qu’un point du champ qui coincide
avec son image définit une dircetion rigourcusement verticale,
dirigée vers le nadir.

On observe aussi souvent un astre fictif fixe que 'on peut réali-
ser soit & Iaide d'une mire, soit & 'aide d'un collimateur. LUne mire
est une plagque métallique percée d'un trou rond, dans lequel on
peut tendre deux fils fixes en croix, et qui est installée le plus soli-
dement possible sur un pilier, construit de fagon & pouvoir étre
regardé comme invariable. Ce pilier est situé a une certaine distance
de Yinstrument, dans le méridien, 4 100 ou 200 metres par
exemple. Les rayons lumineux issus de la mire, convenablement
¢clairée 8'il est nécessaire, sont recus par un objectif spécial, dit
objectif de mire, & long foyer et placé non loin de Vinstrument ;
ils sont ainsi rendus paralléles ct définissent par suite une étoile
fictive située i I'infini, mais fixe, observable 4 la lunette tout comme
une étoile réelle.

Un collimateur remplit la méme fonction qu'une mire, mais
d'une facon différente. C’est une luncite astronomique & court
foyer, installée dans le voisinage de l'instrument et ayant son axe
dans le méridien; daps le plan focal de Pobjectif est une croisée de
fils que Uon peut déplacer légérement de fagon & lui donner telle
orientalion qui conviendra, et dont le déplacement peut quelque-
fois étre défint & I'aide d'un micrométre. Cette croisée de fils,
éclairée convenablement, envoie des rayons qui sortent paralltle-
menl du collimaleur et qui, pouvant étre regus par la lunette méri-
dienne, délinissent encore une étoile fictive.

Las conditions d’installation d’une mire et d’un collimateur sont
tees différentes : 'éloile fictive définie par le collimateur n’est pas,
d’aprés Dinstallation de cet instrument, invariable comme celle
définic par la mire; elle ne peut étre regardée comme fixe que
pendanl un lemps assez court.
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En réglant un collimateur sur le bain de mercure, de facon que
les images direcle et réfléchiede la croisée de fils, observées dans le
collimaleur, coincident, on oblent un collimateur zénithal, définis-
sant une étoile placée rigourensement au zénith. Mais en général,
un collimateur fournit, comme une mire, une direction sensible-
ment horizontale.

11 peut éire utile aussi d'cmployer deux collimateurs réglés T'un
sur l'autre, et placés de part el d'aulre de l'instrument, de telle
facon que les directions qu’ils définissent soient les mémes cl de
sens contraires; il suffira pour cela que I'image de la croisée de
fils de I'un d’eux vue dans le second coincide avec la croisée de [ils
propre & ce second : on pourra dailleurs, malgré la présence de
I'Instrument, observer 1'un des collimaleurs avec 'aulre, en ouvrant
des fenétres ménagées a cet effet dans le cube central de la lunette.
De celte facon on pourra observer avec la lunelle deux divections
rigourcusemenl opposées. '

11 est a peine utile de remarquer que pour appliquer les formules
(16 aux observations d’astres ficlifs, il n'y aura lieu de tenir
comple de U'aberration diurne, ni de la rélraction aslronomique.

Indiquons maintenant les principales méthodes que 'on emploie
pour la déterminalion des différentes constantes, en faisant tout
d’abord abstraction des corrections dues A la flexion.

° Tours de vis. — Pour délerminer un tour de vis, on peul pro-
céder comme nous 'avons dit dans la théorie de I'équatorial. Si
linstrument dtant {ixé, on observe en ascension droite un méme
astre mobile en diilérents points du chainp, par exemple aux deax
fils verticaux de lectures 4 et 2, la comparaison des deux observa-
tions faites aux leraps voisins £ et ' donnera la relation suivante,
ou le signe douteux dépend de la position de I'instrument :

o— = (I — {)+1()\’ — ) séc 8
séc 3 tg® J

G [{c + 2 — )] —[e+ T — )\o)]:‘]:

cotte velation fournira 7, connaissant la valeur approchée de e,

toujours tres petite el d'influence négligeable ici en général. Pour
les mémes raisons ¢videntes que dans le cas de I'équatorial, on
choisit une circumpolaire, et on prend les mémes précautions.

On tient comple dela réfraction et de Faberration diurne comme
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nous l'avons dit, et celte remarque qui s’applique aux cas sem-
blables scra faite une fois pour toutes.

Telle est la mélliode pour mesurer le tour d'une vis par des
observations en ascension droile. Mais on peut employer surtout
des observations en déclinaison. Si dailleurs le micromeétre peut
tourner sur lui-méme, on peut faire jouer & une vis quelconqgue le
rOle de vis d'ascension droile ou de vis de déclinaison 4 volonté, en
passant de 1'une des posilions & I'aulre par une rotation de go°.

Cumme dans le cas de 'équatorial, on peut délerminer le tour
d’une vis de déclinaison en mesurant la dislance connue de deux
¢lotles. On peut aussi observer une méme étoile en déplacant
légerement Uinstrument en hauleur, de fagon a faire varier la lec-
ture b du cercle; le déplacement de l'instrument sera ainsi mesuré
par le cercle et par la vis, ce qui déterminera le lour de cetle der-
niere, On observe encore de préférence une circumpolaire quireste
longtemps dans le champ et y déerit une trajectoire de courbure
sensible : les différentes observalions seront corrigées avec soin
séparément de la réduction au méridien et de la réfraction, celle-ci
pouvanl varier légérement pendanl la durée de I'observation.

Oun peut aussi observer de la méme fa¢on une mire ou un colli-
mateur qui fournit une image {ixe, el en déplacant l'instrument;
le déplacement de I'image est encore mesuré & la fois par le cercle
et par la vis.

2° Inclinaison du fil. — L’inclinaison ¢ du {il horizontal,
lorsqu’on ne peut l'annuler, s délermine aisément en observant
unc méme étoile en déclinaison, aux deux extrémités du champ;
les pointés scront différents, et comme on doit trouver la méme
valeur de ¢, la comparaison des deux observations donnera ¢ avec
une approximation suffisante.

On choisira de prélérence une éloile zénithale afin de s’aflranchir
le plus possible de I'influence du changement de réfraction.

3> Collimaiion. — Observant un méme astre en ascension
droite dans les deux positions direcle et inverse de l'instrument,
c¢’est-h-dire avant et apres retourneiment de la lunette, on voit tout
de suite que la combinaison des deux résullats donnera une équa-
tion propre a déterminer la collimation ¢, de la forme

. , o~ Sécdto?d 1
o===({—1t)+(2¢c+x+ x’)SCCO—f—%CEG“-O— ! (c-i—x)a—*-(c—i—x’)ﬁj,

L
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sit et ¢ sont les temps, & et " les coordunnées qui définissent
Ies fils ol1 I'on a observé.

On choisira une circumpolaire, de fagon & angmenter le coeffi-
cient de U'inconnue ¢, et & avoir le temps d'opérer le retourne—
ment. On fera dans chaque position plusieurs pointés, que 1'on
pourta combiner de facon & faire une observalion moyenne.

On peut avantageusement remplacer ici I'observation d’une étoile
réelle par celle d'une étoile fictive, en opérant toujours par retour—
nement. S1 I'on égale les valeurs de 'angle horaire fixe de 1'étoile
fictive lirées des deux observations, on a simplement, en négli-
geant les termes du troisiéme ordre {ce qui est possible d’apres le
mode d’installation des mires ou collimateurs)

2¢+x + & =o,
x et x' délinissant les {ils ou 1'on observe 1'8toile fictive dans les
deux positions.

Silon appelle fil sans collimation celui qui correspond & la va-

. z+x ...
leur — ¢ de x, on voit que — définit ici ce fil ; la lecture cor-
. A+ A .
respondante de la vis est donc —— ). et 3/ étant les lectures
observées dans les deux positions de linstrument : ces leclures
sont obtenues en prenant les moyennes de plusieurs poiniés.

81 Pon dispose de deux collimateurs ou mires, Vune au Nord,
Vaulre au Sud, on devra trouver la méme valeur pour la collimation,
el vérifier alnsi, ce que nous avons supposé unplicilement, que, par
le retournement, les constantes m et n ne changent pas. Supposons
en elfet que m el n conviennent & la position directe, et se
changent en m/, n’ pour la position inverse; l'observation de la
mire Sud supposée dans I'liorizon est celle d'un passage supéricur,
en raisonnant dans le cas ol la latitude est posilive, et l'on a

B:——%—{—:g, mcos ¢ +—nsind=—k, m' cosd -n sind-=F,
I et &' désignant les azimuls de l'instrument dans les deux posi-

tions directe et inverse.
Donc « el 2’ définissant les deux observations, on aura

2¢c4+ x + 2 +h—F=o0.
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De la méme facon, I'cbservation de la mire Nord donnera, en
appelant «, el &', les valeurs de & qui correspondent aux deux
observalions direcle et inverse :

2¢ 4+, + ', —k + K=o

+ x x, +a

- X
Par suile les moyennes ! ne sont pas égales et

leur différence donne la variation d’azimut &' — £.

On voit par la I'avantage d'avoir deux mires pour vérifier la
bonne installation de 'instrument. '

On peut encore observer le nadir dans les deux positions directe
et inverse ; appelons alors « et ' les valeurs de & qui correspon-
dent aux points du champ ot le fil horaire mobile coincide avec
son Image dans les deux positions, et remarquons qu'au nadir on
observe en somme un passage inférieur, I'angle horaire étant exac-
tement 7, ct la déclinaison — ¢ ; on a alors dans la position directe

I — (e +2x)=o0,
et dans la position inverse

L+ e+ 2) =o,
d'ol encore
20+ + ' = 0.

En méme temps, on voil que I'on a aussi pour déterminer l'incli-
naison la relation :
2l —x + &' — 0;

de plus chacune des deux équations, prise seule, permet de calculer
l'une des deux quantités ¢ et { connaissant 'autre. 8ilalunetie n’est
pas susceptible de retournement, on pourra done encore employer
l'vbservation au nadir, & la condilion de connaitre 1z,

On peut aussi se servir de deux collimateurs poinlés U'un sur
l'aulre. Les observations correspondantes étant 'une de passage
supérieur, I'autre de passage inférieur, on a encore, si « et ' sont
les valeurs de « donndes par les deux observations,

2¢ +x + x' —--o0.

he Inclinaison. — L’observation au nadir fournit déji un moyen
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de déterminer I'inclinaison, soit directement, soit en supposant la
collimation connue, ainsi que nous venons dele voir.

On détermine le plus souvent I'inclinaison & I'aide d’un nivelle-
ment, que I'on exécute avec un grand niveau pouvant se placer sur
Paxe. On peut aussi de cette fagon, comme nous I'avons vu & pro-
pos du niveau, déterminer 1'inégalité des tourillons, et bien vérifier
leur forme parfaitement circulaire.

5° Azimul. — On peut délerminer directement I'azimut & par
I'observation d'étoiles fondamentales, c’est-a-dire d’étoiles de coor=
donndes parfaitement connues, dont on trouve les positions appa-
rentes pour tous les jours de I'année dans les éphémérides.

Observons plusieurs fondamentales, et supposons les observa-
tions réduites au fil moyen, et corrigées de l'inclinaison. La for-
mule de Mayer fournira des équations de la forme

Cp_*_kSin(‘?ia):u

cos G ’

u désignant une quantité connue.

Ces équations fourniront les deux inconnues G, et k; on aura
soin d'ailleurs de prendre des étoiles de déclinaisons trés différentes,
par exemple une circumpolaire et une éloile équatoriale, afin que
les fonctions linéaires de C, et de & qui sont dans les premiers
membres solent aussi distinctes que possible. Les étoiles zénithales,
pour lesquelles ¢ =0, détermineront trés bien C,.

Les diverses observations faites s’étendant sur une certaine durée,
la correction de pendule G, variera avec le tetups ; on aura donc en
réalité une troisiéme inconnue, la marche de la pendule, supposée
constante, qui sera aussi délerminée par les équations.

SiTon ne veut pus employer une fondamentale, observons une
circampolaire & deux passages successifs, 1'un supérieur, I'autre
inférieur, au méridien ; en faisant les corrections dues a 'inclinai-
son et & la collimation, en tenani compte aussi du petit change-
ment d’ascension droite apparenle qui peul se produire enire les
deux observations, et de la marche de la pendule supposée connue
par aillears, on aura, toujours d’aprés la formule de Mayer, une
équation de la forme

K (sm (o —j—~ &) _sin (o T_a)> =u,
COS ¢ COos ¢

Amporea. — Cours d'Astronomie, 11 10
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/NS S
2 cosg tgo

On peut encore observer une mire établie aussi fixement que
possible. Si c’est une mire Sud dans 'horizon, d’azimut fixe trés
petit A par rapport & I'lnstrument, son angle horaire 11 est égal &
A sée ¢, ouin — A séc ¢ suivant que 3 est > o0 ou <o, et l'on
trouve aisément comme plus haut, en désignant par x la position
du fil horaire qui correspond & 1'observation de la mire, la relation

A4+ c+ax=0.

Sil'on retourne l'instrument, et que @’ soit la nouvelle valeur

de x, on a encore
Ad4v-k—c—z =o.

Une mire Nord donnerait des résultats analogues.

Les équations précédentes ne déterminent pas %, mais seulement
A + k. Mais il faul obscrver que A varie extrémement peu, si
I'instrument et la mire sont bien installés ; si donc on a déterminé
une fois la valear de A & T'aide d'une bonne détermination de %
obtenue par d'aulres moyens, on pourra ensuile se servir de cette
valeur pour déterminer les variations de /.

Remarquons enfin qu’en obscrvant diverses fondamentales & des
hauteurs trés différentes, et ulilisant la formule de Mayer, on pourra
déterminer par les équations oblenues, non seulement 4 et C,, mais
aussl 1.

6° Déclinaison et angle horaire. — Les constantes m et n dérivent
directement de b et de % : mais il peut y avoir avantage a les
déterminer directement. La constante m est inséparable de la
correclion de pendule C,, comme le montrent les premicres for-
mules (16}, et par suite ne peut étre obtenue directement, & moins
que I'on n'ait déja déterminé C, comme plus haut : mais en com-
binant les valeurs de n et dec l'inclinaison, ou de I'azimut, on
aura m. Pour obtenir n directement, on combine les observalions
de deux élolles fondamentales ; en retranchant les équalions (16)
correspondantes, on aura en effet, la collimation étant supposée
connue, un résultat de la forme

nftg 3= tgd) =u,
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u étant une quantité connue, o' et " désignant les déclinaisons des
deux étoiles. Kn prenant une étoile circumpolaire et une étoile équa-
tariale, on scra dans des conditions favorables pour déterminer n.

On peut aussi de la méme facon déterminer la constante n; qui
correspond aux observations faites par réflexion : la connaissance
de n ct de n, donnera £, k, m ct my, a I'aide de la latitude ¢.

7° Correction de pendule. -—— La valcur de la correction G, se
déduit immédiatement de I'observation des fondamentales, connais-
sant les autres constantes; si I'on ne connait que ¢ et ¢, les ¢toiles
zénithales donnent directement C,.

Les étoiles ¢quatoriales, ou horaires, sont celles qui traversent le
plus vite le champ, et par suite celles dont le passage aux fils
s'observe avec la plus grande précision ; en les observant, on
élimine le plus possible 'influence de n et G, + m se trouve trés
bien déterminde. On cn déduit donc trés exactement la marche de
la pendule. kin observant par réilexion, on aurait de méme,C, + m,.

89 Collimation poluire. — I1.’observation de toute fondamentale
en déclinaison fournit la collimation polaire b,. Sil'on veut se
servir d’'une méme étoile, de fagon a éviter I'incertitude qui peut
exisler sur la déclinaison, on observera une circumpolaire & ses
deux passages au méridien ; la comparaison des deux observations
convenablement corrigées fournira encore b,.

On déterminera de méme la constante b, relative aux observa-
tions par réflexion.

9° Lalitude.
ainsi qu'il résulte de ce qui a ¢1¢ dit plus haut. On voit d’ailleurs

La connaissance de b, et de b, fournit la latitude,

que la somme b, + by ou 2 (by +- @), obtenue par l'observation
d’une méme étoile vue directement et par réflexion, est indépendante
de la déclinaison de I’étoile et de la réfraction.

L’observalion au madir est ici encore précieuse. Supposons que
b soit la Jecture du cercle qui correspond rigoureusement au nadir,
c’est-d-dire a la position ol le fil mobile de déclinaison coincide
avec son image dans le bain de mercure, au cenire du champ ;
I'angle horaire étant nul, et la déclinaison du nadir étant — ®, on

aura

n3
_(P:g\b—f—bo, -

<

et par suite, on aura encore by + ¢.
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Us collimateur zénithal fournirait encore le méme résultat.

10° Flexion. — Donnons & ce sujet seulement quelques indica—
tions. Envisageons d'abord la flexion latérale ; pour tenir compte
de cette {lexion f', on peut, avons-nous dit, augmenter ou diminuer
l'inclinaison 7 de f’ suivant que l'on observe dans la posilion
directe ou dans la position inverse. L'existence de cette flexion sera
donc révélée en constatant des différences dans les valeurs de i déter-
wminées par des observations d'étoiles dans les deux positions de
I'instrument. On peut encore, si l'on veut, observer que pour
teniv compte de f/, on peut augmenter la collimation ¢ de
=+ /7 cos (p 7= 9), les signes supérieurs ou inférieurs correspon—
dant aux passages supérieurs ou inférieurs. Par suite 'existence de
[ sera encore révélée en constatant des différences dans les valeurs
de la collimation obtenues 4 diverses hauteurs de I'instrument.

S'il s’agit maintenant de la flexion horizontale et de celle du
cercle, on voit sans peine, d’aprés les formules écrites plus haut, que
I'on pourra arriver & déterminer les principaux coefficients de cette
flexion en combinant ensemble des observations directes et par
réflexion faites dans les deux positions de l'instrument : on peut
aussi, si l'instrument est consiruit de facon convenable, échanger
l'oculaire et Dobjectif, supposés parfaitement symétriques, et
obtenir ainsi de nouvelles positions de comparaison. Laissant de
cbté ce dernier procédé, supposons donc qu’on observe une méme
étoile, par exemple & son passage supérieur, dans les deux posi-
tions (a) et (a) de l'instrument, et aussi par réflexion, dans
chacune de ces positions; on aura en appelant u, ¥/, us, @1 des
quarnlilés connues, des équations correspondantes telles que :

8=u —+ pysin (g — 3) + pssin 2lp — &) + ..,
-+ g4 cos (o — &) -+ g; cos 2(6 — 8) + ...,
§=u —~+p;sin (g —8) + pysin a(p — &) + ...
— qy cos (3 — &) — gz cos 3(e = 8) — ...,
3 =u, —pisin(cp—a)—if—p,sin2('.9-—8)_—.,
—+ g, cos (3 — &) — g2 cos 2(o — &) + .0y
8 =u, —pysin (e — &) + ppsin 2z — &) — ...

— q1cos (g — 3) + qacos 2(p — &) — ..,

La moyenne de ces valeurs de ¢ ne dépend plus que des
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coefficients pa, p, ..., et L'on élimine ainsi la majeure partie de
Ieffet de la flexion.

On a aussi

u— u, .

0= ———-+p sin (p — €) + qacos 2(g — &) + ...,
v —uy . 3

0 =~ = p sin (3 —8) — qacos 2(p — &) + ...,
n—u' ~y

0= — — -+q cos (o == &) + ¢z cos 2(p — &) + ...,
u, —u, s N

0 =———+ {4 co3 (8 —8)—gacos aeg — &) + ...,

et l'on pourra ainsi déterminer lous les coefficients ¢,, ¢z, ¢4, ..
et ps, ps, ... sans connailre exactement les déclinaisons Q; pour
avoir pz, p» ... il faudra connaitre ¢\

L’emploi de deux collimateurs poinlés I'un sur aulre fournira
encore des équations utiles pour la détermination de la flexion ; les
deux directions qu’ils définissent ont des déclinaisons égales et de
signes contraires, et en combinant les résultats des deux observa-
tions de facon & éliminer ces déclinaisons, on aura des relations
entre les coeflicients de la flexion.

Nous n’entrerons pas dans de plus amples détails : ce qui pré-
ctde suffit pour faire comprendre les méthodes que l'on emploie
pour étudier un instrument, et il serait inutile d'insister davantage
sur les mulliples précautions dont il faut s’entourer dans des
recherches aussi délicates, pour éviter toule cause de perturbation.

Il nous reste encore une quéstion A traiter. Nous avons supposé
jusqu’ici que l'on observait une étoile, dont l'image peut étre
regardée comme un point, et dont les coordonnées sont invariables
pendant au moins un certain temps, en méme temps qu'indépen—
dantes du lieu d’observation : il faut résoudre maintenant d’une
facon générale le probléme de I'observation d’un astre & diamétre
apparent, & mouvement propre, et & parallaxe sensible, tel que le
Soleil, la Lune, etc. Nous nous borncrons au cas o l'astre peut étre
considéré comme de forme circulaire : les modifications A apporter
A ce qul suivra, dans le cas contraire, s’apercevront d'clles mémes.

Nous limitant au cas d’un passage supérieur dans la position
directe, imaginons qu’on ait observé le passage du bord d’un astre
4 un fil quelconque de collimation ¢; si H’ est I'angle horaire
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apparent de ce bord, et 6" la déclinaison correspondante, on aura
H=—m—ntgd —c¢sécd,

les termes du troisiéme ordre élant loujours négligeables ici.

Soit H' l'angle horaire géocentrique de ce méme bord, et 7' sa
déclinaison, qui est la méme que celle du centre ; comme on est
tout prés du méridien, on a avec une approximalion toujours suffi-
sante, méme pour la Lune.

H' =H"— p sin » cos ¢’ séc 3 sin H',

les lettres ayant la méme signification que dans la premiére partie
du Cours, au Chapitre de la Parallaxc. En négligeant le carré
de m, on a aussi
8 =8 — asinwsin (¢’ — ¢),
puisqu'on est dans le méridien.
En exprimant 9" & Yaide de ¢' et remplacant II" par sa valeur, il
vient alors, en négligeant les termes du second ordre par rapport &

m,n, ¢, o: .
II' = — m(1 — ¢ sin & cos o' séc &)
— n(lg 8 — ¢ sin © sin o’ séc 8)
AN . Py
— ¢ séc 0(1 — ¢ sin @ cos (¥' — €) .

L’a'ngle horaire géocentrique H du centre de 1'astre au temps de
I'observation, ¢ -+ C,, est alors H = II' == s séc &, s ddsignant le
demi-diametre apparent géocentrique, et les signcs supéricur ou
inférieur convenant respectivernent a l'observation du premier ou
du second bord (le premier bord est le bord occidental, qui passe
le premicr au méridien). Soil A la dérivée de I'ascension droite du
cenire par rapport au lemps sidéral ; la dérivée analogue de I'angle
horaire est 1 — 2, et si & est I'ascension droite géocentrique du
cenlre de 'astre au moment de son passage au méridien, on a donc

H—=(0{—+C,— o) (1 =),
d’otr finalement

Supposons maintenant que l'on ait observé en déclinaison le
bord Sud ou Nord de I'astre, & un cerfain moment connu, et soit
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¢” la déclinaison correspondante, corrigée dela réfraction. Pour
calculer la réduction au méridien, toujours extrémement petite ict,
on se servira de I'angle horaire du centre an moment de I'observa-
tion, et on le confondra avec la quantité ¢ des formules (16), m
étant ici négligeable ; d’apres ce qui précede, cet angle horaire sera
égal au produit de 1 — X par la différence entre le temps de I’obser-
vation ct le moment du passage du centre au méridien. Appelons
alors r, s, ¢, la distance, le demi-diamétre apparent et la déclinai-
son géocentriques du centre de Vastre ; 7, 5, &' les mémes quantités
relatives au lieu d'observation (en tenant compte seulement de la
parallaxe, et non de la réfraction). On a d’abord

rsins = r' sins’;

puis, comme on est lrés pres du méridien, les équations générales
des problémes de parallaxe (I, p. 47) donnent

r' cos & = r cos § — g cos ¥/,
¥ sin 8 = rsin 8§ — a3 sin ¢
on en déduit, en muliipliant par — sin 2, cos g, et ajoutant :
r'sin (3 — 8) = rsin (8 — &) — ap sin (' — &) ;
mais ¢/ — 0" = == &' suivant que le bord observé est Sud ou

Nord ; donc, d’apreés ce qui a &té dit, il vient en divisant par r:
sin (5 — &) = £ sin 5 -+~ p sin  sin (2 —- ).
Cette relation fournit ¢, pour le moment de V'observation.
Soit alors 1. la dérivée de la déclinaison par rapport au temps
{ p

sidéral,  I'ascension droite du centre au moment du passage au
méridien, ¢ -- G, le temps de I'observation ; pour avoir la déclinai-
son géocentrique du centre de I'astre au moment de son passage au
méridien, il faudra lui ajouter la correction

p(x — t — C,).

Ces formules ne doivent étre appliquées rigoﬁreusemcnt que pour
la Lune dont on ne peut observer qu'un bord, et dont la parallaxe
est grande ; encore peut-on simplifier un peu leur calcul par des
dispositions convenables. Pour les astres comme le Soleil, dont on
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peut observer les deux hords, et dont la parallaxeest tres petite, il
est ¢vident qu'il y aura de nombreuses simplifications, surlout en
comhinant les observations des deux hords.

Instrument des passages dans un vertical quelconque ou
dans le premier vertical, — Les qualités de stabilité de l'instru-
ment méridien en font, conmme nous I'avons déja dit, I'instrument
par excellence de l'astronomie de précision. Ces qualités subsiste-
ront si l'instrument, au lieu d’étre orienté dans le méridien, est
orienté dans un plan vertical fixe : ce sera alors en somme un théo-
dolite ou altazimut centré, établi dans un azimut fixe. Le cercle
horizontal sera donc supprimé, et I'observation en azimut consis—
tera simplement & noter les temps des passages des astres aux fils
verticaux du réticule ; quant au cercle vertical, il pourra exister
ounon: s’il exisle, on s’en servira comne dans le théodolite.

Examinons le parti que on peut tiver des observations en azi-
mut. L’instrament étant de tous points semblable & I'instrument

méridien précédemment décrit, appelons £ et — ¢ lazimul et la
hauleur, m et — n l'angle horaire et la déclinaison de la direc-

tian Ok déflinie par le coussinet fixe s. On a d’abord entre ces (uan-
tilés et la latitude g, les relations

sin n = sin { sin o + cos i cos k cos o,
€Os 1 sin m == sin k cos i,
COs N cOs m = — sin i cO$ » — C€os i €Os k sin &,

et la constante I, toujours trés petite, est susceptible d'étre déter-
minée par un nivellement,

- - , . '
S1 maintenant I'angle £,0! est toujours ;— ¢ ona dans le

triangle hzl, et dans la position directe ol le tourillon k, repose
dans le coussinet A :

I3
7

lLl:;:—c, le—=-—3, zh:%+n, hil—=H —m,

»

H étant 'angle horaire de l'astre, d'ol la relation
sin ¢ = — sin n sin 8 ~+cos n cos 3 cos (H __ m)

ce sont 1a toutes les équations du probléme,
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Supposons d’abord, pour simplifier, I'inclinaison i et la collima-
tion ¢ négligeables ; on aurait simplement

sin n = cos k cos ®, cos n cos m == cos k sin ©,

T

et par suite
tg ¢ cos m = tg v cos (I[ — m).

Cette relation permet de calculer 'une des quantités ¢, 2 oull
en fonction des deux autres. Pour connaitre les circonstances favo-
rables & celte détermination, diflérentions en faisanl varier ces lrols
quantités : on a:

2d3 ado
. s — —— 4 tg (Il — m)dH -—= o,
sin 26 sin 2%
avec
to? o
192 (H— m) —m ~5-0—5— — 1;
8 ( ) a2 g cos®m ’

o voit par 14 que si l'on veut déterminer II en diminuanf le plis
possible I'influence des erreurs d' ct ds que l'on peut commettre
sur la déclinaison ct la latitude, il faut que cos m soit le plus petit
possible; en d’aulres termes I'instrument doit étre installé prées du
méridien : on a le meilleur résultat avec I'instrument méridien. Si
au contraire on veut déterminer ¢ ou @ et diminuer le plus pos-
sible I'influence de I'erreur sur 'angle horaire, cos m devra étre le
plus grand possible, et 'on devra installer I'instrument dans le voi-
sinage du premier verlical : c’est ce que I'on fait quelquefois. On
obtient ainsi de bonnes déterminations de la latitude ou des décli-
naisons, en substituant & I'emploi toujours si délicat des cercles
divisés, celui plus précis, semble-t-il, de la pendule. Pour certaines
recherches particuliéres sur la variation de la déclinaison d'une
étoile, on a employé aussi avec succés l'instrument des passages
dans le premier vertical.

1l est facile de voir d’ailleurs que 1'on ne peut procéder ainsi
commodément que si la latitude n’est pas trop faible.

Tenons compte maintenant de I'inclinaison ! et de la collimation,
et nous bornant au cas de l'instrument établi dans le premier ver—
tical, supposons k petitainsi que/ et ¢ ; on aura avec une précision
suffisante

sin n = { sin » — cos g, COS N COS M == — { COS @ - sin v,
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et par suite
cos 3 cos (1T —m)

sin¢ = — sin 3({sin © + cos o) — (—icos g - sin g)
' ' COs I ¢ '
RN . cos 3 cos (H — m) . .
= —sin & cos (¢ — 1) —+ — L sin (3 — 1)}
cos m
posons alors -
sin & = fsin I7,
cos A cos (Il — m
cos 3 cos (It — m) = fcos I,
cos m
ou hien
. .. cos (I — m) .
sin (g — 1) cos (I — m] =f sin I,

cos m
cos (v — i) = f' cos I,

en choisissant F voisin de o, ou I voisin de ¢'; il vient
sin ¢ = f sin (o —i—Y¥)=f sin (I —3),
et par suile, suivant que 1'on cherche la latitude ou la déclinaison,

c

c
7 ou BZF,_TI'

7

en négligeant les corrections d’ordre supérieur,

o =TI i+

L’inclinaison i est donnée comme nous l'avons dit par un nivel-
lement ; la collimation peut 8tre déterminée directement, ou indi-
rcclement, ou encore éliminée par le retournement. St ¢ est I'heure
de l'observation & la pendule sidérale et G, la correction de celle-ci,
o 'ascension droite de l'astre, on a Ill={ + C, — ¢, et il faut
encore connaitre la constante m pour pouvoir faire le calcul. Sup-
posons & cet effet que 'on ait une seconde observation de la méme
étoile de I'autre cité du méridien ; elle fournira une scconde équa-
tion de la forme

sin ¢ — — sin n sin 8§ = cos n cos & cos (" — m),
et par suite, par soustraction, on aura
cos (II — m) = cos (H' — m),
- H-+w
d'oum = —

On voit ainsi que m dépendra dela correction G, de la pendule,
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tandis que I — m n’en dépendra pas; ceci a peu d'importance
puisquem élant trés pelil, son cosinus est voisin de 1, et est déter—
miné avec une précision de beaucoup supérieure acelle del'arc, de
sorte que le calcul pourra &tre fait exactement avec une valeur
approchée de G,

Pour plus de précision on pourra tenir compte de la marche de
la pendule dans l'intervalle des deux observalions.

Nous n’entrerons pas dans d’autres détails sur 'usage de cet ins-
trument, les réductions des observations aux divers fils exigeant
quelques longueurs.

Méthode de Talcott pour la détermination de la latitude. —
En terminant ce chapitre, nous rattacherons & la théorie du théo-
dolite et de 'instrument méridien I'intéressante méthode de Talcoit
pour la détermination des latitndes ou des déclinaisons. Supposons
un thécdolite installé dans de bonnes conditions de stabilité, possé-
dant une bonne lunette d’assez grandes dimensions, mais dont les
cercles ne sont employés que comme cercles de calage, et non pour
faire les mesures ; supposons de plus'instrument muni d"un micro-
mélre avec fil mobile horizontal mi par une vis Lrés soignée ; enfin
le niveau fixé au cercle vertical sera parliculitrement bien travaillé
et d'une tres grande sensibilité.

Dans ces conditions, choisissons deux ¢toiles S et S, de décli-
naisons ¢ et 2, qui culminent non loin du zénith, mais la premiére
du co6té du Sud, la seconde du cdHté du Nord, 3 la méme hau-
teur & quelques minutes prés, et I'une peu apreés I'autre, On pourra
alors observer facilement les hauteurs méridiennes 2 et £, de ces
deux ¢toiles, en déplagant seulement l'instrument en azimut, mais
sans toucher aucunement au calage de la lunetle. Si par exemple
on opére dans la position (a) de 'instrument, on aura en négligeant
les corrections du second ordre, trés petites si 1'on observe au centre

h
du champ, R b — Uy y o,
hi =b— b/o +yl -+ w,h

d’aprés les formules géndrales ; b désigne la lecture du cercle, &,
une constante ; y el ¥; sont les lectures au micrometre, o' et oy,
les lectures au niveau, toutes réduites en arc. Par suite, 1l vient

h—h=y--y, +uv —uy;
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mais, d'aprés I'hypothése, on a

g ~ n
h=-—9+9d, h:- -+¢—c,
2

wilA

et par suite
5+51—2?:y—y1+w’ — w.

On a ainsi une relation entre &, ¢ et ¢ qui est oblenuc avec une
haute précision, puisqu’elle ne dépend que des lectures du niveau
et du micrométre. L’influence de la réfraction est d'ailleurs éliminée,
puisqu’on a obscrvé & Jaméme hauteur, et dans les mémes conditions
atmosphdériques, les deux observations se succédant a peu de distance
I'une de Pautre ; pour plus de précision on pourra tenir cainpte
de laréfraction différentielle due & la petite différence A — hy. Le fait
que les observations sont rapprochées permet encore de compter sur
la parfaite stabilité de I'instrument pendant I'opération entiére.

On fait I'observation au méridien méme : il suffit pour cela de
calculer & 'avance les moments des passages des ¢toiles au meéri-
dien. Sil’on était amené & observer en dehors du méridien, mais &
peu de distance, il serait toujours facile de réduire les observations
a ce qu'ellesseraient au méridien, connaissant ’angle horaire. Cette
réduction serait différente suivant la méthode employée : i le {il
vertical quidéfinit le c2nire du champ est fixe dans le méridien, el
que l'on observe & quelque distance de ce fil, on fera la réduction
au méridien comme dans les observations de déclinaison au méri-
dien;si au contraire l'instrument se déplacant en azimut, on
observe toujours au centre du champ, on réduira la hauteur obser-
vée & la hauteur méridienne en procédant comme nous le verrons
plus tard au sujet des observations circumméridiennes. 1l est clair
qu'avec un instrument des passages, muni d'une Junetfe retour-
nable, on pourra procéder de la méme fagon, & la condition que le
cercle vertical soit muni d'un niveau trés sensible.

Comme on le voit, le succés de la méthode tiendra a la perfec-
tion du niveau et du micrométre, qui seront ¢tudiés avec le plus
grand soin.

Au lien de faire les observations directement, on pourra les faire
photographiquement sur une méme plaque dans les deux positions
de I'instrument ; la mesure du cliché fournira ensuite le résultat
cherché,
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CHAPITRE V

INSTRUMENTS DIVERS

Sextant. — Le sextant est un instrument essentiellement porta-
tif, susceptible d’étre tenu & la main, et destiné & mesurer la dis-
tance angulaire de deux directions quelconques. 1l offre un avan-
tage capital, qui en fait I'instrument d’observation par excellence &
la mer : c’est de représenter & la fois les deux objets dont on
clierche la dislance, el de les réunir I'un & I'autre indépendamment
de tout mouvement de I'observateur.

Un sexlant est essentiellement composé d’un secteur divis¢ AOB
(fig. 36) dont'angle est de 60° & 8o°.Au centre O et perpendiculaire-
ment au plan de ce secleur est disposé un
miroir plan M, dit grand miroir, qui peut 0
tourner autour de la perpendiculaire en
O au plan AOB, dit plan du sextant. Sur
OB, et toujours perpendiculairemenl au L
plan du sextant, est disposé un second
miroir plan fixe m, dit petit miroir, paral-
lele au rayon OA, origine de la gradua-
tion. En face de ce miroir m esl disposée une
lunette fixe L, dont I'axe optique paralléle c
au plan du sextant sert de ligne de visée. Fie. 36
Le miroir M a sa face véfléchissante tournée du c6té de OB ; quant
au miroir m, il est réfléchissant sur une de ses moitiés seule-
ment, et transparent sur l'aulre, de fagon que l'on puisse recevoir
dans la lunette des rayons réfléchis sur ce miroir et des rayons qui
le traversent; la face réfléchissantle est tournée vers la lunette.
Enfin le grand miroir est porté par une alidade OC, et le secteur est
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gradué de telle fagon qu’en C on lise, & l'aide d'un vernier, non pas
I'angle AOC, mais le double de cet angle : en d’autres termes les
chifires de la graduation correspondent au double de la valeur réelle
des divisions : cet angle AOC est d'ailleurs I'angle des deux miroirs.

Supposons alors que la lecture du sextant soit ¢, (fig. 37) de sorte

, - . °4 . -
que I'angle des deux miroirs est ; ; on apercoit dircctement dans la

lunette un objet quelconque 8" situé dans la direction de la, ligne
de visée , mais on apercoit aussi I'image d’un objet S, qui envoie

Fie. 37

des rayons doublement véfléchis d’abord sur le miroir M, puls sur
le miroir m, comme Uindigue la figure. Soit I le point de rencontre
des normales aux deux miroirs, O le point de rencontire de MS
avec mS'; ﬁ et 7 les angles d’inctdence ou réflexion en M et m:

L’angle en I est Z par hypothése; alors les triangles IMm, OMim
donnent

?:g+~(, S@S’:z@—r(;u;

la lecture 2 du sextant est donc I'angle des deux directions des
objets S et §', vus respectivement des points M et m, ou de tout
méme point voisin, si comme nous le supposons, ces objets sont &
une distance infinie par rapport aux dimensions de I'instrument.

Inversement, pour déterminer la distance des objets S et &', on
visera S directement & travers le petit miroir m, puis placant le
plan du sextant parallclement au plan qui contient I'objet S et la
ligne de visée, on fera mouvoir le grand mircir M jusqu'a ce que
Fimage de S coincide avec celle de S’ : la lecture du sextant sera
alors la distance cherchée. '
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L’angle 7 cst fixe, en général 15° environ; la plus grande dis-
tance que P'on puisse mesurer avec l'instrument correspond i

v . T, .
I'incidence rasante sur M, soit 5= _; c’est doncn—27. Sila

graduation du cercle est prolongée au-deld de A, en sens contraire,
on peut supposer que l'on mesure des distances o négalives, en
prenant alors la lecture négativement : I'angle S'OS scrait alors de
sens contraire & celui qu'll a généralement. La distance limite que
l'on peut ainsi mesurer théoriquement correspond & lincidence
normale en M, etalors oz -— — 2. Mais cecine pourrait étre réalisé
pratiquement, et I'on se contente de graduer ainsi au-dela de A une
petite portion du cercle, quelques degrés au plus : c’est 'exeédant.

Le sextant n’est ¢évidemment pas un instrument de haute préci-
sion : cependant il peut donner d’excellents résultals cnlre les
mains d’'un observateur habile et exercé.

Pour faire la théorie du sextant, c’est-d-dire étudier I'influence
des défauts d’installation de l'instrument
sur les mesures, nous supposerons d’abord
que lalecture o fournit exactement le double
de l'angle des deux miroirs, et que ceux-ci
se comportent effectivement comme des
miroirs théoriquement parfaits.

D’un point {ixe quelconque O comme
centre décrivons une sphére (fig. 38); la

trace sur cette sphtre d’un plan mené par O Fie. 33

parallélement au plan du sextant est un grand cercle de pble = ; pro-
jetons de méme sur la sphére du point O
comme centre la direction de la ligne de

S

visée en 3, celle de la normale au petit
miroir, prise dans le sens Lm, en m; celle
du rayon intermédiaire Mm en ¢ ; cellede
la normale au grand miroir prise dans le
sens IM en M ; enfin celle del’objet S en S.
Si linstrument était parfaitement ins-
tallé, tous ces points seraient sur le grand
cercle de péle z, m et M étant les milicux
de S’z et Sz (fig. 3g); mais ¢’il n’cn est pas ainsi, ces diflérents

points scront seulement voisins du grand cercle de pdle z, et "apres

Fia. 39
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les hypotheses faites, m ct M seront toujours les milieux des arcs

de grand cercle §'z et Sg, et la demi-lecture g sera l’angle mzM. Si

™ . T . T r . .
s b, — k, sont les arcs zM, zm, 28, les petites quanti-
tés ¢, j, k sont les constantes instrumentales ; elles mesurent I'incli-
naison sur le plan du sextant des normales au grand et au petit
miroir, et de la ligne de visée respectivement.
Le probleme consiste & calculer la distance SS' connaissant %y I
Jr k.
Nous appellerons 7 I'arc constant 3'm = mg, et nous ferons
B—=oM=DMS, z20=-—uw, 2S==—h
2 2
Si l'on considére d’abord les deux triangles z8'm, zom, ils don-
nent
sin k == cos ¥ sin j + sin y cos j cos S'mz,
sin w = cos v sin j - sin y cos j cos emz
et par suite
sin k ~+ sin w — 2 cos ¥ sin j,

d’ou, en négligeant les quantités du troisieme ordre par rapport d '
i, j, k:
w -+ Kk = 2j cos 73
pour la méme raison, on aura
w —+ h — 2i cos f.
Le triangle mzo donne encore :
cos Y = sin j sin w - €OS j €08 & COS mzg:
d’ou l'on tire
7= mza ~4= (-]—~— cotrr Y — Ju) caséc ()
Pour Ia méme raison

-~ ‘-2 2 ,
2y = 8'z0 + (I—::—m cotg 2y — kw cosée 2'{>,
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el l'on a successivement d'une fagon analogue ou directement :
-~ -3 ~
Mze — 5+ mza,

p~\lza+ - rcotg <-§—i—'{)—iw costc <§+y),

2f = Szg - —,—»j—;"-l— cotg (x —+ 27) — hw cosée (2 -+ 27),

SIS —Sz5 — Sz5,

. 2 2
S8 =8z8 + b+ ke cotg a — his coséc a;

il en résulte donc

2
S§’ 2 - +—l— cotg * — hk coséc o<>

h? - w? . o (x
— (—2—— cotg (2 4 27) — hw coséc (2 + 2v)

[? 4 w? B
—— colg 2y — kw coséc ay

] 2 / . ./
-+ 2 <L—_+—i cotg km —+~ Y) — 1w COSCC <~ -+ v)\
2 2 2 /

- colg ~ —«_]u: cosée 7)

¢liminant o el &, il vient {inalement, aprés réductions :

., ) J x
SS — a — k? tgi—{-— 2 coséc 2 cos (;—f—y)cos <»2.ﬁ_.[\

- \

SEC - Sl[l it
2

e osée F o6 2 10 . a
+2JLS(EC£sln g —— 1) —— Ay coscc & cos y Cos 2 )

Cette formule montre que Pinfluence des erreurs i, j, % est
toujours trés petite et méme négligeable dés que I'instrument est
convenablement réglé. On pourrait craindre cependant que l'erreur
devint grande pour ¢ petit; mais alors, le procédé employé devient
illusoire. On peut remarquer d’ailleurs que la difficulté disparait si
{ = J, et cette condition est trés pres d'étre vérifiée par le réglage.

Examinons maintenaul les aulres causes d’erreur. Le grand mi-
roir M est une lame de verre V, a deux faces planes E et I ( fig. 40),
la premidre exlérieure, la seconde intéricure, et cette dernicére seule

Axporer. — Cours d’Astronomie, 11 1t
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réfléchissante. Un rayon lumineux issu de S tombe en P sur la face
E et 8’y réfracte, puis se réfléchit en Q sur la face I, et sc réfracte

s d nouveau en Rk sur la face E. Dési-
gnons par 2 1'angle d’incidence exté-
rieur en R, par 5 I'angle d'incidence
analogue en P; nous avons fait en
somme I'hypothése i = £, ce qui
n'est vrai que sl les deux faces E
et 1 du miroir sont rigoureusement
paralleles. 8’1l n'en est pas ainsi, c’est-
a-dire s1 le miroir a une forme légére-
ment prismatique (au sens physique du
mot), il est clair qu'il faut augmenter
la lecture du sextant de la diffférence

(2 — £ pour avoir la véritable distance
cherchée S8, Pinstallation de I'ins-
trument restant parfaite par ailleurs.

Appelons n I'indice de réfraction par rapport a l'air du verre
qut constitue M; ¢ I'angle toujours trés petit du prisme formé par
M, cest-a-dire Vangle des deux faces E et I, pris positivement

Fie. 4o

dans le cas de la figure, ou le rayon issu de S enire dans la partic
la plus épaisse du miroir, et négativement dans le cas contraire;
{21 et (7, les angles de réfraction en R et P. Les angles d’incidence
et de réflexion en Q sont respectivement 3’y —— ¢ et 5 + ¢; par
suite on a les équations

sin 3==nsinf, sinf ==nsinp,, B +&=7§ —-=
Done, en négligeant le carré de ¢, il vient
sin ' = n sin (§; + 2:¢) = sin § + 2nzcos 3,

l
_cos By

. B/.__ﬁ:zn-, 7(:05@ = 25\/1 —_+ (nzﬁ 1)75(’:(::4 i,

. I3 [« 4
et comme, avec les notations employdes plus haut, ‘3 =5+ la
correction de la lecture deviendra

TPV Ty G

.1 , . 3 .
I'indice n du verre est d’ailleurs , environ.
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On voit que cette correction est du premier ordre par rapport &
g, et peut grandir notablement avec la distance mesurée .

On pourrait raisonner de méme sur le petit miroir, supposé
aussi de forme légérement prismalique; mais ce serait sans
intérét, parce que la carrection qui en résulterait serait constante,
indépendante de o, et par suite affecterait de méme toutes les
Jectures, ce qui n'a pas d’inconvénient, ainsi qu'on le verra plus
loin.

Enfin, il faut observer que la leclure ne fournira I'angle désigné
réellement par « qu'd une constante prés, si I'origine de la gra-
duation ne correspond pas rigoureusement 4 la position de parallé-
lisme des deux miroirs; qu’elle sera aflectée des erreurs de gradua-
tion, et aussi de Uerreur d’exentricité, si 'axe de rotation du grand
miroir ne passe pas rigoureusement par le centre de la gradualion.

La ligne de visée d'un sextant n’a pas besoin d’étre définie avec
une grande précision, puisque l'erreur produite par son inclinai-
son sur le plan du sextant n'est que du second ordre. Aussi se
contente-t-on d’observer la coincidence des deux 1mages vers le
centre du champ; pour plus de commodité, on place dans le plan
focal un rélicule composé de quatre {ils rectangulaires et paralleles
définissant un carré, et c’est toujours vers le centre de ce carré que
T'on cobserve; pour faciliter cerlaines observalions, on place deux
des fils parallélement au plan du sexiant.

Dans tout ce qui précéde nous avons supposé les objets S et 5 &
distance infinie; il n’en est pas toujours s
ainsi. Imaginons donc que S’ étant & une
distance quelconque et 'objet § & une
distance finie, on veuille avoir la dis-
tance angulaire S8’ vue du centre m du M
petit miroir; il fandra faire subir 4 la
lecture z une petite correction, dite cor-
rection de parallaxe. s

Pour la déterminer, considérons le m
triangle SMun (fig. A1); il est clair que
I'angle SmS’ cst égal 4 I'angle de SM avec S'm, soit «, augmenté
de I'angle en S. Soit alors Sm = d, Mm =e; ona

Fie, A1

. e .
—_— n
sin S — g5 2,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



164 COURS D’ ASTRONOMIE

et par suite, avec unc approximalion toujours suffisante
S _ e .
= 4 §in (o + avy).

Usage du sextant. — La méthode d'observation avec le sextant
résulte immédiatement de ce que nous avons dit : quelques indi-
calions complémentaires trés succinctes suffiront, sans entrer dans
les délails que la pratique seule peul rendre intéressants. L'objet le
plus brillant est toujours celui que l'on observe par double
réflexion, & cause de la perte de lumiére ainsi produite. Dans les
observations du Soleil, ou de la pleine Lune, il est nécessaire
d’affaiblir I'éclat des images : on y arrive, soit a l'aide d’un oculaire
spécial, soit & I'aide de verres colorés diversement teintés que l'on
place convenablement sur le trajet des rayons lumineux. Il faut
aussi, pour faire de bonnes observations, donner aux deux images
trés sensiblement le méme éclat : on y arrive & I'alde des mémes
verres, ou encore en déplacant quelque peu la lunette latéralement,
de fagon que son objectif ne recoive pas la méme quantité de
rayons directs et de rayons rélléchis. Les verres colorés doivent
étre & faces parfaitement paralléles; sinon, ils produiraient des
erreurs analogues a celle que nous avons calculée en supposant le
miroir de forme légérement prismaticue.

Pour observer une hauteur, on mesurera la plus courte distance
de I'objet & I'horizon : on s’assurera qu'on est dans la position
convenable lorsqu’en balancant Vinstrument autour de la lunctte,
I'image de 1'objet S semble décrire une courbe tangente & Pimage
de la ligne d’horizon, prise pour 5'. Ceci ne peut se faire qu’en
mer, et quand la ligne d’horizon est neltemenl définie : encore
faudra-1-il tenir comple de la dépression de I'lorizon.

On détermine encore une hauteur a I’aide d’un horizon artificiel,
bain de mercure ou glace rendue horizontale par un nivellenient. En
mesurant la distance de 1'objet & son image réfléchie sur Thorizon
arlificiel, il est clair qu’on obtiendra la double hauteur de 'objel.

Souvent, on observe la hauteur maximna d’un astre; on suit alors
le mouvement de l'astre, en le ramenant tangent & I'horizon oun en
coincidence avec son image réfléchie, jusqu’a ce que change le sens
du mouavement gqu’il faut & cet effet imprimer au grand miroir : il
est évident que 'on obtient ainsi la hauteur maxima.
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Le sextant doit étre bien réglé, car on ne tient pas compte des
erreurs dues aux Inclinaisons ¢, j, &. On reud le grand miroir
perpendiculaire au plan du sextant en se servant de deux viseurs bien
égaux (fig. 42) : un viseur est un angle diédre

droit, dont les faces sont des rectangles égaux. On B
place l'alidade au milieu du sextant, la lunectte A
étant retirée; puis on dispose deux viseurs égaux D F

sur le limbe, symétriquement par rapport au plan
du grand miroir. On peut alors, en plagant conve-
nablement 'eell, voir I’'un des viseurs directement Fie, 4
et I'autre par réflexion : il faut, si le miroir est ’
perpendiculaire au plan du sextant, que les aréles supérieures, telles
que AB, des deux viseurs ainsi observés, paraissent dans le prolonge-
ment I'une de I'autrc; cetie condition est d’ailleurs suffisante.

Le grand miroir M étant réglé, il suffira pour régler le petit m,
de faire en sorle que M puisse élre placé parallélement & m. Pour
cela, il est nécessaire et suffisant que 'image directe et I'image par
réflexion d’un méme objet trés éloigné puissent étre mises en coin-
cidence, de facon & se recouvrir parfaitement.

Pour rendre la ligne de visée parallele au plan du sextant, on
pose celui~ci sur une table horizontale, et 'on marque deux points
qui soient situés & des distances diflférentes, mais qui alent une
méme hauteur au-dessus du plan du sextant, environ cclle du
centre du grand miroir M : ces deux points doivent produire leurs
images directes & la méme place dans le champ.

Les erreurs d’excentricité el de graduation sont éludides empiri-
quement comme nous 'avons dit & propos des cercles diviséd, en
mesurant avec llnstrument des angles différents, parfaitement
connus : on ne peut les éliminer ici 4 'aidé de verniers opposés,
la disposition de I'lnstrument ne le permeltant pas.

L'erreur due 4 la forme prismalique du grand miroir ou des
verres colorés peut &ire éliminée, s'il y a lieu, en les retournant
convenablement; nous avons vu en eflet qu'elle changeait de signe
avec l'angle ¢. Mais la plupart du femps, les verres sont assez
parlaits pour qu’il n'y ait pas liea de s’arréter & ces précautions.

Il ne nous reste plus qu'a dire comment on détermine I'erreur
instrumentale ou erreur de collimalion o, ¢est—i-dire la lecture
qui correspond & la position de parallélisme des miroirs ¢ celte
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lecture doit étre retranchée de toute autre lecture pour fournir la
distance & correspondante. On peut chercher, comme plus haut, la
position de M tclle que les deux images d'un méme objet trés
éloigné se recouvrent exactement. On obtient plus de précision en
observant le Soleil de la fagon sulvante,

Sil'on améne I'image directe du Soleil en contact avec son image
doublement réfléchie, il est clair quel'angle o correspondant, corrigé
de I'erreur de collimation, et prisen valeur ahsolue, mesure le dia-
métre apparent 25 du Soleil. Or, cecipeut se réaliser de denx fagons,
en intervertissant la disposition des deux images ; si donc oy et 2,
sont les deux lectures instrumentales, on aura par exemple

. a4+«
oy — ) == 2§ a, — &y = — 25, et par suite u(,:-TJ.
Comme vérification, on a aussi ¢, — @, = 4s, el I'on comparera
ce résultat avec la valeur de s fournie par les éphémeérides. La cor-
rection o, étant toujours petite, il faudra avoir soin de tenir compte
des signes de «, et «,. Pour plus de précision, on mesurera aiusile
diameétre horizontal du Soleil, plutét que le diamtlre vertical, afin
d’¢viter U'influence de la réfraction : il suffira 4 cet eflet de rendre
horizontale la distance des centres des images. Enfin, comme
toujours, l'observation devra étre répétée plusieurs fois.

La lecture , étant ainsi déterminée a I'alde del'observation, tout
comme uneantre lecture, on voit qu'il n’y a pas lieu de tenir compte
d’une imperfection instrumentale produisant une erreur constante;
et pour tenir compte d’une imperfection instrumentale produisant
une erreur variable avec la lecture, soit f (7}, il faudra prendre
pour lecture définititivement corrigé oo — oy + f(2) — [f(«,)-

Cercle a réilexion. — Nons ne dirons que quelques mots,
ainsi que I'avons déja annoncé, au sujet de quelques instruments
intéressants, mais d’un usage moins général que ceux que nous
avons éludiés en détail. Le cercle & réflexion est de tout point
analogue au sextant : mais au lieu d'un simple secteur, ['instru-
ment comporie un cercle entier divisé de 0° & 720°, d’aprés ce qu
a été dit sur le mode de graduation; de plus le petit miroir, toujours
solidaire dc la lunette, n’est plus {ixé 4 I'instrument, mais peut se
déplacer. On peut se servir du cercle & réflexion comme du sextant :
il suffit de déterminer lalecture oz, qui correspond au parallélisme
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des miroirs, ct de laisser ensuite fixe le petit miroir : si 'on peut
faire la lecture o avec deux verniers opposés, on élimincra I'erreur
d’excentricité. Mais le principal avantage de Uinstrument est de
permettre la répétition, ce qui peut sc¢ faive par observations directes
ou par observations croisées. Nous supposerons toujours, comme
dans ce qui précede, que l'objet S est & droite de I'chservateur,
Pobjet 8' & gauche. Pour opérer directement, soit o, la lecture pour
une position quelconque du grand miroic M ; visons alors §' direc-
tement, et déplagons la lunette et le petit miroir m jusqu’a ce que
les deux images directe et doublement réfléchie de 8’ viennent en
coincidence, et {ixons le petit miroir en cette position, de sorte qu'il
est alors paralltle & M. Déplacons maintenant M jusqu’ad ce que
I'image directe de 8’ coincide avee 'image doublement réfléchie
de S; si 2 est alorsla lecture, la distance S8 est oy — «;.
Recommengons maintenant toute 'opération exactement de la
méme fagon ; on améne de nouveau m i étre paralléle 8 M, puis on
déplace M ; la nouvelle lecture éiant o, la distance 88’ est encore
tz; — ¢y. Sil'on fait n opérations semblables, il est clair que la

distance cherchée sera a"—;’a" , et quil sullira d'avoir fait les lec-
tures «, et &n.

Pour opdrer par observations croisées, supposons que 2, soit la
lecture pour une posilion initiale quelconque de M ; visons direc-
tement S, et déplacons m jusqu’a ce que I'image de 8 coincide avec
I'image doublement réfléchiede 8’ : si ¢, désignait la lecture cor—
respondant au parallélisme de M avec m dans sa position actuelle,
la distance 8S’ serait ici &, — o, puisqu’on a visé dircctement
I'objet de droite. Le pelit miroir restant fixe, visons maintenant S’
directement, et déplagons M de fagon que 1'image de §' coincide
avec 'image doublement réfléchie de 8; si o, est la lecture corres—
%, ; par suite la double

pondante, la distance SS' sera cette fois oz,
distance sera ¢, — ;. On pourra recommencer de la méme fagon
n fois, et la différence des lectures extrémes, %,,., — %,, représentera
2n fois la distance cherchée. Cette scconde méthode donne I'angle
double par deux pointés, tandis que dans la premicre, deux pointés
sont nécessaires pour chaque angle simple. Ausurplus, nous renver-
rons & ce que nous avons d¢ja dit & propos de la méthode de répé-
tition.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



168 COUKS D ASTRONOMIE

Héliométre. — L’héliomélre est un équatorial destiné aux
mesures différentielles ; mais ici Pappareil micrométrique est porté
par I’ obJoctlf et non par Uoculaire. A cet effet I'objectif de la lunelte

a ¢té scié, sulvant un plan passant par I'axe opthue, en

deux moitiés qui peuvent élre déplacées l'une le long

del'autre au moyen de vis micromélriques (fig. 43).

Lorsque les deux moitiés de 'objeclif sont dans leur

position primitive, elles fournissent une seule image
Fe. 43 d’un astre; mais si on les déplace I'une par rapport &
l'autre, cette image unique se dodouh}e, chacune des moitiés en
donnant une separement

L’héliométre sert & déterminer I'angle de position et la distance
de deux astres voisins. Pour y parvenir, on place d’abord les deux
demi-objectifs dans leur position primilive, ot l'on fait tourner le
systtme d’un angle quel'on peut mesurer avec un cercle de posi-
tion, de fagonque la ligne de scction devienne parallele & la ligne
qui joint les images des deux astres. On déplace ensuite P'une des
moiliés del'objectif, ou les deux, et alors le premier astre fournit
deux images aet o, le second en donne deux aussibet b, aet b
d'un ¢6té, @’ et &' de I'antre correspondant & une méme demi-len-
tille. On fait alors coincider a avec b’ ou b avec a, etilest clair que
Te mouvement relatif des deux demi-objectifs, miesuré par les vis,
est propre & déterminer la distance des deux astres, de mdéme que
T'orientalion de l'objectif fourmira l'angle de position. Il vaut
mieux, comme le montrerait la théorie, établir la coincidence des
deux images sur I'axe optique méme de P'objectif complet, et c’est
pour celte raison que ’on ne se contente pas de déplacer I'ane des
demi-lentilles, mais que I'on fait mouvoir les deux a la fois de
quantités égales et de sens contraires. On voit que I'héliometre, et
c'est 14 son avantage spécial, permet de mesurer d’assez grandes
distances, méme avec un oculaire & fort grossissement qui ne
donnerait quun champ trés réduit, puisqu’il suffit d’observer un
seul point du champ, celui ol s’établil la coincidence. I autre part,
Pinstrument offre des inconvénients ¢vidents au point de vue
oplique.

I’héliométre est particuliérement approprié & la mesure du dia-
métre du Soleil, d'ot son nom; 3 cet effet, on amenera les deux
images du Soleil & étre tangentes entre clles.
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Sidérostat. — Les observalions & I'équatorial sont souvent peu
commodes. Pour y rémédier, on a construit des instruments dont
nous indiquerons seulement le principe, dans lesqucls I'observateur
reste fixe, les rayons luminenx étant ramenés par un dispositif
convenable suivant une direction invariable. Voici lc principe du
sidérostal ou héliostat. Les rayons issus de 'astre S sont regus sur un
miroir M, réfléchis dans une direction fixe MR (fig. 44) et recucillis
dans une lunelte; on peut suivre l'astre dans son mouvement
diurne enimprimant au miroir un mouvement convenable & aide
du dispositif suivant par excmple. Soit O un point fixe pris sur MR

derriére le miroir du centre M ; par O menons la parallele au rayon

S,

NP N

A
Fiua. 44

incident SM, qui rencontre la normale MN au miroir en \ : e
triangle OAM est isoctle évidemment. Réciproquement, supposons
que OA soit assujetti & tourner autour de la paralléle OP & I'asedu
monde passant par O, en faisant avec OP un angle constant ¢gal
i la distance polaire de I'astre S, et de fagon que le plan OAP con-
tienne constamment la direction de Tastre S : ce mouverment est
facilement réalisable & I'aide d’'un mécanisme d'horlogerie et une
monture parallactique, comme dans le cas d'nn équatorial. Si alors
I'axe MN du miroir est assujetli 4 rencontrer foujours OA au
point A tel que OA = OM, par une liaison convenable, il est clair
que les rayons issus de 8 se réfléchiront sur M suivant MR.

Sila lunette est dirigée suivant 'axe du monde, 'appareil se
simplifie et devient le sidérostat polaire : la direction MN de I'axe du
miroir fait un angle constant avec celle de 'axe du monde, de sorte
que le miroir tourne simplement autour de la ligne des poles.

Dans un sidérostat réglé sur un asire donné, cet astre seul resle
immobile ; I'image du ciel semble lourner autour.
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Ceelostat. — Le ceelostat comporte cssentiellement un miroir
mobile, contenant la direction de 'axe du monde, et tournant
autour de cct axe avec une vilesse moitié moindre que celle du
mouvement dinrne, de sorte qu’une rotation compléte est effectude
en /8 heures sidérales. 1l est clair que dans ces conditions I'image
d"un point quelconque du cicel reste immobile. On peut alors orien—
ter le miroir de fagon A recevoir I'image d’un astre donné dans une

lunette horizontale, ce qui facilite les observations.

Equatorial coudé. — L’équatorial coudé a été imaginé par
M. Leewy. En voici le principe : une lunette astronomique est
mobile dans le plan de I'équateur, et un miroir plan est placé en
avant de 'objeclif, incliné & 45° sur axe de la lunette, mobile
d’aillcurs autour de cet axe. Ce miroir renvole dans la direction de
I'axe de la lunette les rayons qui proviennent, suivant sa position,
des divers points du ciel situés dans le cercle horaire perpendicu-
laire & celut qui contient la lunette. Enfin, un second miroir invaria-
blement li¢ & la lunctte, incliné & 45¢ sur son axe et sur la ligne des
poles, renvoie les rayens lumineux suivant 'axe du monde, de fagon
que Yoculaire de I'instrument soil installé & demeure. L'instrument
enlicr ¢tant entrainé par un mouvement d’horlogerie, I'image d'un
méme asire sera constamment visible.

Pratiquement on est amené & placer I'objectif le premier surle
trajet des rayons lumineux, pour soustraire le premier miroir &
I'action dangereuse des agents atmosphériques.

Astrolabe & prisme. — Cet instrument, portatif el d’un emplot
particulitrement commode, est dit & MB. Clande et Driencourt. 11
sert & observer 'instant ol Ja hauteur apparente ('un astre atteint
une valeur'rigoureusement invariable, voisine de 60°, et de cette
facon permet d’appliquer la méthode des hantcurs égules qui sera
développée plus loin. Malgré ses petites dimensions, il fournit faci-
lement des résultats d'une haute préeision, comparable & celle des
instruments méridiens, et il a Favantage de ne pas exiger de lec-
tures de cercles, mais sculement appréciation du temps.

Devant I'objectif d’une lunctte horizontale L, est placé un prisme
de verre équiangle, dont I'une des faces, BG, est perpendiculaire &
I'axe optique de la lunette { fig. 45). Un astre 3 (fig. h6) situé a la hau-
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teur de 60° dans le plan vertical de cet axe optique envoie des rayons
qui pénétrent normalement dans le prisme par la face AB, vont
subir la réflexion totale sur la face AC, et

sortent enfin normalement par la face BC, 8
suivant I'axe de la lunette. Si maintenant A L
on place un bain de mercure devant I'ap-~

c

pareil, I'image 8’ de I'astre dans ce bain Fio. 45
envoie des rayons qui se comportent )
comme les précédents, le role des faces AB et AC étant renversé.
On a donc dans la lunette les deux images de S et §' qui sont confon-
s dues ou du moins trés prés de 'élre. On
observe I'tuslant ol les images passent au
centre du champ 4 la méme hauteur, et
I'on a awmnsi le temps ou 'astre S a une
certaine hauteur, non pas rigourcusement
¢gale & 60° a cause des imperfections de

[
Fic. 46

I’appareil, mals trés voisine ; opérant de
méme sur d'autres astres, on aura les moments ot ils ont, rigou-
reusement, cette fois, la méme hauteur que le premier.

On voit qu’un nouvel avantage de 'instrument résulte de ce que
la réfraction n’intervient que par ses variations suivant les condi-~
tions météorologiques, puisque 1'on observe toujours & la méme
hauteur : ces variations sont d’ailleurs trés petites, puisque la hau-
teur est grande.

Astrophotographie. — Nous ne citerons ici que pour mémoire
cette branche de I’Astronomie pratique, qui prend chaque jour plos
d’extension. D’une fagon générale, les équatoriaux, ou bien les sidé-
rostats et ceelostals, sontles instruments que I'on emploie pour
photographier les astres ; les objectifs des luncites doivent éire des
objegti fs spéciaux, et la plaque photographique est placée au foyer.
Dans I'équatorial photographique de MM. Ilenry, employé pour
la Carte du Ciel, on trouve deux lunettes accolées 1'une i Vautre :
la premiére est photographique, la seconde est une luoctte ordi-
naire, qui sert & maintenir la pose : 3 cet eflet on enlraine Vappa-
reil & l'aide du mouvement d’horlogerie, et pour remédier aux
imperfections de ce mouvement, on maintient constamment, &
Vaide des vis de rappel, une méme étoile de repére au centre du
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champ, & la croisée des {ils d’'un réticule. De cette facon, la plaque
photographique suit rigoureuscment le mouvement diurne, el i'on
peut prolonger les poses autant qu'on le veut, en les parlageant
méme en plusieurs séances, si 'on veut leur donner une trés
longue durée.

Les clichés obienus sont ensuite mesurés & Vaide d’appareils
micrométriques, el les diflérenles étoiles qui s’y trouvent sont
rapportées & quelques unes d'entre elles, parmi les plus brillantes,
dites étoiles de reptre, et dont la posilion est déterminée par ail-
leurs avec précision a 1'aide d’observations méridiennes.
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LES OBSERVATIONS

CHAPITRE VI

DETERMINATION
DES CONSTANTES FONDAMENTALES
DE IL'ASTRONOMIE

Constantes de I'Astronomie. — L'objet propre de I'Astrono-
mie est la connaissance de I'univers et des lois de son mouvement.
Laissant ici de c6té une branche importante, I'Astrophysique, qui
s’occupe de la constitution méme des astres, on peut dire que le
probléme fondamental est celui-ci, ainsi que nous l'avons ddéja
indiqué : savoir déterminer les apparences des astres & un instant
donné et dans un licu donné. Une fois dailleurs ce probléme résolu,
un autre se présente, quien est l'inverse : d’aprés les apparcnces
des astres 4 une certaine épogue et en un certain licu, délerminer
cette époque et ce lieu. Ce second probléme est T'objet propre de
I'Astronomie géographique ou nautique, et nous le traiterons dans
le Chapitre suivant.

Pour arriver 4 la solution du probléme fondamental, il faut,
comme nous 1'avons vu dans la premitre partie de ce Cours, faire
d’abord certaincs hypothéses suggérées par U'expérience, et accep-
ter les résultats purement théoriques qui en découlent, et qui ap—
particnnent & proprement parler a la Physique, & la Géodésie, ct
surtout & la Mécanique Céleste.
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Ces résultats admis, on peut alors, et c'est ce que nous avons
fait dans I'Astronomie théorique, résoudre les différents problémes
particuliers qui se présentent relalivement & 'apparence des astres.
Les solutions, pour pouvoir étre traduites en nombres et acquérir
ainsi une valeur pratique, nécessitent la connaissance de certains
nombres {ixes, les Constanies de I’ Astronomie.

Les observations ont pour but la détermination de ces constantes,
et aussi la vérification des hypothdses admises comme point de
départ. Laissant ici de ¢0t¢ ce dernier point de vue, nous nous
occuperons uniquement dans ce Chapitre de la détermination des
constantes de I’Astronomie.

Chaque observation précise, réduite comme nous 1'a appris la
théorie des instruments, et comparée & la théorie, fournit une rela-
tion entre diverses constantes : on congoit donc sans peine que la
détermination des différentes constantes inconnues de I’Astronomie
sera un problémae d’approximations successives. Leurs valeurs
résulteront d’'un grand nombre d’observations combindes entre
elles de la facon la plus convenable, et la précision de ces valeurs
sera limilée par celle des observalious; pour discuter cette préci-
sion, on devra donc s’appuyer sur la théorie des erreurs d’observa-
tion, sans oublier toutefois que les conclusions auxquelles conduit
cette théorie sont plus d'une fois illusoires.

Pour déterminer une constante particulitre, il faudra évidem-
menl, d'une fagon générale, grouper ensemble un grand nowbre
d'observations choisics de telle maniére que l'influence de celte
constante y soit prépondérante, ct que, pour calculer les équations
qut correspondent & ces observations, on puisse se contenler de
valeurs approchées pour les conslanies aulres que celles que l'on
cherche. 1l faudra surtout s’attacher a éviter les erreurs systéma-
tiques, telles que I'équation personnelle, ou du moins, 4 les prévoir
et a les éludier, pour pouvoir en tenir compte.

On peut classer les constantes de I’ Astronomie de la fagon suivante:

1. CONSTANTES PHYSIQUES.

Sous ce nom nous entendons les
différentes constantes dont dépend la théorie de la réfraction et
celle de I'aberration.

II. Coxsrantes mEcavioues. — Ce sont les masses des corps
cdlestes, les moments d’inertie principaux de la Terre et de la
Lunc; I'intensité de la pesanteur; etc.
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De ces constantes dépendent, d’aprés la théorie de la rotation de
la Terre sur clle-méme, les constantes de la précession ct de la
nutation, ainsi que la question de la variation des latitudes.

III. Panaruaxes. — Ce sont les constantes relatives aux distances,
et on peut y joindre les constantes géodésiques.

IV. — Eléments des orbites de la Terre, des antres planctes et
de leurs satellites, des comeétes.

Eléments de la rotation des corps célestes autour de leurs centres
de gravité.

L’obliquité de I'écliptique et la position de I'équinoxe sont ici
particulicrement importantes ; d’elles dépendent encore la préces-
sion et la nulation.

V. — Coordonnées des éloiles, des nébulcuses; éléments du
mouvement des étoiles doubles. Mouvements propres des étoiles ;
mouvement d’ensemble du systéme solaire.

On voit que le champ est vaste : aussi devons nous nous borner
4 quelques indications sommaires sur les principaux poinis, en
nous contentant de faire comprendre lesprit des méthodes

employées.
Réfraction. — La théorie de la réfraction dépend de plusicurs

conslanles physiques, doulla principale est la conslanle propre-
ment dite de la rélraction. Mais cetle théorie est empirique et
s'appuie sur des hypothéses qui ne sont certainement pas toules
vérilides : clle u besoin d’étre contrélée par 'expérience; apres avoir
établi une table des rélraclions, il faut déterminer les corrections
les plus probables qu’il faut lul apporter.

Pour y acriver, on observe une circumpolaire a ses deux culmi-
nations, supéricure et inférieure.

Désignons par 2/, R’ les hauleurs fournies par linstrument
méridien aux deux passages supéricur et inféricur, el non corrigées
de la réfraction ; elles résultent des lectures faites au cercle et aux
microscopes, 4 ces deux moments, et de la lecture nadirale, aprés
réducilion au méridien, corrections de flexion, etc. Si les réfrac—
tions tabulaires correspondanles sont R et R, et les réfractions
vraies B + dRR, R, -~ dR},, les hauteurs vraies sont &' — R — dR,
By —R, —dRi,; soit gla valeur adoptée pour la lalitude, supposée
positive, ¢ -+ dy la latitude vraie. Les deux passages étant supposés
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se faire du c6té du Nord, on aura en désignant encore par 9 et @,
les déclinaisons correspondantes de 1'étoile :

— 3 4o 4ds== K —R —dR,

+ 8 + o -+ do =Ny — Ry — dR,

wid oA

ade + dR + dR, =u,

u désignant d'une fagon générale une quantité connue. Pour for-
mer ¢, on n'a pas besoin de connailre exaciement ¢ et ¢';, mais
sculement leur difftrence extrémement petite, de sorte quune
valeur approchée de la déclinaison de 1'étoile suffit.

Dans ces équations de condition, on pourra exprimer dRR et dR,
A I'alde des accroisscments des constantes de la réfraction, si 1'on
en admet la théorie.

En choisissant des étoiles culminant 3 des hautenrs différentes,
on aura ainsi un grand nombre d’équations qui fourniront les
inconnues cherchées, el en méme temps la correction de latitude d?.
On détermine donc aussi de ceite fagon la latitude d’'une fagon
précise. p

M. Leewya encore fait connaitre la méthode suivante pour déter-
miner la réfraction par des mesures différenticlles, en §’affranchis—
sant des causes d’erreur inhérentes & la lecture des cercles divisés
et & la flexion. Un prisme d’angle o, dontles deux faces sont
argentées, est placé devant 'objectif d'une lunette ; il peut renvoyer
alors dans cette lunelte les 1mages de deux asires situés dans le
plan d’une section principale d une distance angulaire égale 4 27,
ou trés voisine de 2¢. kn choisissant deux astres situés & grande
distance, par exemple 1'un dans le voisinage de 'horizon & son lever,
l'autre au voisinage du zénith, aprés sa culmination, on pourra &
l'aide de mesures micromélriques, suivre les variations de leur dis-
tance apparente, jusqu'au momenl ol ils seronl sensiblerent & la
méme hauteur : comme ces variations résullent de la diflérence de
réfraction aux diverses hauteurs, on aura ainsi un excellent moyen
de déterminer les constantes de la théorie de la réfraction.
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Aberration. — La constante de I'aberration, %, esl en conser-
vant les nolations de la premiére Partie, comme nous le ferons
toujours,

nb

]i:——.
Vcos o

On voit qu'elle est l1iée & la vitesse de la lumiére et & la parallaxe dn
Soleil ; connaissant deux de ces trois quantilés, I'autre en résultera.

Le fait que la lumitre n’a pas une vitesse infinie a élé découvert
par Roemer en 1675, en constatant que les éclipses des satellites de
Jupiter ne se produisaient pas toujours a I'heure prédile par les
é¢phémdérides ; quand la planéte était le plus prés de la terre,
I'éclipse était en avance de 8 minutes environ ; au contraire, quand
Jupiter était le plus éloigné de la Terre, il y avait un retard égal.
La lumiére met donc environ 16 minutes & parcourir le diamétre de
Torbite terrestre.

Par la discussion de trés nomhreuses éclipses, Delambre trouva

'y . . T ., b
pour I'équation de lalumitre, c’est-d-dire la quantité ¢, la valeur

hg3*,2 ; comme nest trés bien connu ainsi que 0, 11 en résultait
k= 20",26.

On peut déterminer directement la constante de 'aberration par
les observations d’étoiles. FFaisons d’abord des observations d’ascen-
sion droile. Solt ¢ 1ascension drolte observée & une certaine
époque d’une étoile déterminée, @ 'ascension droite vraie de cette
étoile a la méme époque (c’est-a-dire l'ascension droile moyenne
adoplée au commencement de l'année, angmentée dela précession,
de la nutation et du mouvement propre); & la valeur adoptée pour
la constante de 'aberration, k& + d: sa véritable valeur ; d= la cor—
rection pour I'ascension droite moyenne adoptée. On ala relation

o' == 2 4 dz — (f + dk) (cos & cos z cos () -+ sin « sin (7)) séc 3,

puisque, comme il a &té dit, le petit terme en sin ¢ di & laberra-
tion entre dans Ja définition de I'ascension droite moyenne,
En faisant

cosecos @ =—mcos M, sin a == m sin M,
on a une équalion de condition de la forme

m cos () — M) séc & . dk — da = u,

Aspover, — Cours d’Astronomie, 11 12
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On aura un grand nombre d'équalions analogues fournies par
les observations réparties pendant loute l'année; les plus avanla-
geuses scront celles ou le coelficient de dk sera le plus grand en
valeur absolue; elles correspondront aux ¢époques pour lesquelles
(2 = M, ou bien () = M + =, distanles de six mois ; leur combi-
naison donnera évidemment & avec la précision maxima. On voit
encore qu'il faudra choisir une belle étoile, les observalions devant
étre faites de jour comme de nuit; et aussi quil faudra choisir une
étoile voisine du péle, afin que le facteur séc & devienne grand.

On peut opérer de méme en observant les déclinaisons. Enappe-
lant ¢” la déclinaison observée, ¢ la déclinaison vraie, dd la cor-
rection pour la déclinaison moyenne adopltée, on a

N

¢’ =138 + dd — (h + dk) [sin ¢ cos & cos (=3 + sin 8 cos « sin (&
CEcin 8 e )
— COSs € sin © sin @ cos (+}],

d’oli, en faisant
sin & cos & — cos e sin 0 sin @« =— w' cos M, sin & cos « == i’ sin M,
I'équation de condition

m' cos (O — MW)ydh— d§ = u:

on en tire les mémes conclusions que ci-dessus.

Les méthodes précédentes nécessilent I'emploi de mesures abso-
lues, toujours difficiles, surtout quand il s’agit des déclinaisons :
dans ce dernier cas, en utilisanl Tinstroment des passages établi
dans le premier vertical, on [Sellt éviter 'emploi des cercles diviscs,
et le remplacer par I'cbservation des temyps.

M. Loewy a proposé aussi Vemploi de mesures différentielles,
en s’appuyant surle méme principe que pour la réfraclion : I'aber-
ration change la distance de deux aslves ¢loignés sur lesquels clle
agit de fagon différente ; en observant la variation de cette dislance,
comme dans le cas de la rélraction, on pourra déterminer Ia cons-
lantle de I'aberration. Mais ici les observations devront &lre pour-
suivies pendant un certain temps, trois miois au moins.

Parallaxe des étoiles. — Nous avons fait absiraction de Ia

parallaxe de 1'étoile observée dans ce qui précéle : on peut le faire,
car si Deflet de 'aberralion est maximum sur une coordonnée,
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celul de la parallaxe est nul. Si d’ailleurs on veul tenir compte de
la parallaxe, il faudra ajouter respeclivement aux premiers membres
des équations de condition, les quantités :

R

Komsin (O — Myséc s, —w i sin (O — M.

b

— @

Ces éqnations sont alors propres & délerminer l'inconnue » en
méme temps queles précédentesinconnues; elles seront avantageuses

a cet effet lorsqu'on aura () = M = 1;, ou bien (D =M L g,

d'autant plus qu’alors Veffet de 'aberralion sera nul.

Omn peul encore, comme l'a fait Bessel, chercher & déterminer la
parallaxe relative de deux étoiles par des mesures différentielles,
Bessel choisit I'dtoile 61 du Cygne, S, qui étant brillante et douée
d’un grand mouvement propre, est vraisemblablement rapprochée,
et doit présenter une parallaxe sensible.

Dans le voisinage, soit une ¢toile S, beaucoup plus faible, et que
I'on peut par suite supposer de parallaxe nulle. La distance SS,
d Jit varier notablement dans le courant d’une année, non seule—
ment en veutu du mouvement propre, mals aussi en vertu de la
parallaxe : en déterminant celle variation, on mettra en évidence
la parallaxe.

Solent x, 8, 25, 3; les coordonnées moyennes des deux étoiles, & une
certaine ¢poque choisie comme origine du lernps (fig. 47): s leur
distance vraie & cette époque ; P I'angle de position de S par rappori
4 S compté dans le sens des coordonnées horaires ; .

%, v les composanles du miouvement propre de S
& la méme ¢poque, en ascension droite et en décli-
naison. Si, & I'époque ¢, la parallaxe augmenle
la distance s de ds, et si d's est I'accroissement de 5
s di au mouvement propre, la distance observée
corrigée de 1'aberration et de la réfraction diffé-
rentielles sera égale & s + ds + d's, ce qui don- Fie. 47
nera les équations de candition. Les distances sont observées a
I'hélioméire avec la plus grande précision.

Toul revient maintenant & calculer ds et d’s. On a :

ssin P = (%, —aycos &, scosP =38 —3;
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st donc dx et d3 sont les corrections de coordonnées dues & la paral-
laxe, il vient

ds = —dx.cos 8sin P — dé . cos Py
faisant

m cos M =sin P sin « + cos P sin 5 cos «,
m sin M = -— sin P cos = cos a + cos P (— sine cos 8 + cose sin 3 sin %),

on a immcddiatement
ds —=w Ib{ cos (5 — M).
Pour calculer d's, faisons
csinQ =—=pcosd, ccosQ—v;

Iétoile S est venucen §' et Pon a S = gf, PSS == Q, d'apres
cela ; le triangle S§'S; donne done

cos (s -+ d's) = cos (3t) cos s + sin (af) sin s cos (P — Q),

d! Ay . » .
oll, avec une approximation plus que suffisante,

d's—--atcos (P — Qj-i- % Q).

Oua ainsi tout ce qui est nécessaire pour former les équations de
condition, dont la résolution fournira @ et ¢ cos (P — Q). Pour
déterminer w, on combinera surtout les équations qui correspondent
aux époquesoul’'ona & =Mou® —M + =

Il n’est pas besoin d’insister pour faire comprendre combicn ces
recherches sont délicates, puisque » n’atteint jamais une seconde;
aussi leur succés dépend-il absolument de U'cxaclitude des mesures
de distances; une telle exactitude exige une étude approfondic de
V'organe principal qui scrt & ces mesures, c¢’est-d-dire de Ja vis mi-
crométrique employée & les faire.

Nutation. — Dans les équations de condition formées précé-
demment, nous avons supposé la nutation parfaitement connue ;
on pouvait le faire, les obscrvations étant poursuivies pendant un
court espace de temps relativement a la période de la nutation qui

P . . . .
est de 18 ans 3 environ. Mais les mémes observations deviennent
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propres & déterminer la constante de la nutation, si elles sont con—
tinuées pendant un laps de temps suffisamment long, égal au moins
a une période de la nutation.

La Méecanique Céleste nous apprend que les termes de la nuta-
tion peuvent sc répartir en deux groupes distinets; les uns, les
termes lunaires, sont proportionnels 4 la constante méme de*la
nutalion, h, c’est-a-dire au coefficient de cos Q dans la nutation
de 1'obliquité, Q étant la longitude moyenne du neend ascendant
de la Lune; les autres, les termes solaires, sont proportionnels 4 une
scconde constante analogue A la premiére, et lice linéairement A cette
premiére, en méme temps qu'd la constante de la précession, par
une relation A coefficients suffisamment connus. Dans la question
qui nous occupe, la constante de la précession peut élre regardée
comme parfaitement connue, d’autant plus que les termes solaires
qui seuls en dépendent ont une période courte, de dix mois, et que,
eu ¢gard au temps pendant lequel on prolonge les observations, les
errcurs produites par une correction éventuelle de la constante de
la préeession pourront étre assimilées 4 des crreurs accidentelles.
Dans ces conditions, il est clair que si dh est la correction A faire
subir & la valeur hadoptée pour la constante de la nutation, les
équations de condition fournies par des observations d’ascension
droite ou de déclinaison pourront se metire sous la forme

o« =—=a 4+ d2 + a.dk -+ bw - c.dh,
8 8 +ds + a'.dk ++ bw 4 c'.dh,
les coefficients a, b, ¢, @/, b, ¢ étant faciles & calculer d'aprés les
coordonnées de I'étoile. Nous avons fait ce calcul précédemment
pour a, b, @', &', qui se rapportent & I'aberration et & la parallaxe :
on procédera deméme pour ¢ et ¢', mais en tenant compte de la
facon dont la nutation dépend de .

Comme précédemment, il sera avantageux d’observer, en ascen-
sion droite au moins, les étoiles voisines du pole ; il y aura lieu d’ail-
leurs de tenir compte avec soin des mouvements propres.

Précessicn. — Soient «,, 3;, et x,, £, les coordonnées moyennes

2
d’une méme étoile pour deux époques suffisamment éloigndes £, ct
{,; si u el b sont pour cette étoile les variations annuelles en ascen-
iy + 1,

sion droite et en déclinaison pour I'époque moyenne ¢, — ~—
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on a donc, comme on sail (du moins si I'étoile n'est pas trop voi-
sine du pdle)

Ces variations annuelles comprennent, comme nous le savons,
Peffet de la précession ct celui du mouvement propre ; les coor-
données a,, a,,... ont été obtenues par 'observalion, et corrigées de
aberration et dela nutation.

Si I'on observe un grand nombre d’étoiles réparties d’une facon
sensiblement uniforme dans le ciel, on peut admetire que leurs
mouvements propres seront distribués d’unc fagon quelconque, et
on pourra les négliger, en les assimilant & des crreurs forluites. Si
alors m et n sont les quantilés qui définissent la précession pour
I'époque £, et si a,, 3, sont les coordonnées moyennes observées de
I'étoile pour celie méme époque, on a des équations de la forme

m + nsin o, tg 8, — a, ncosa, —=h;

eelles relatives aux ascensions droites déterminent m ct n, celles
relatives aux déclinaisons donneront n; il vaudra mieux traiter
séparément ces deux groupes d'équations, qui résultent d’observa-
tions affectées d'errenrs systématiques tres différentes. Les formules
relatives & la précession permettent alors de calculer sans peine la
constante de la précession, connaissant 1'obliquité de T'écliptique
a I'époque ¢, et, quand il s’agit de m, la précession plandtaice :
celle-ci est fournie par la théoric du Soleil, et son exactitude dépend
surtout de celle des masses des planétes.

‘En revenant maintenant aux équations primitives, dans lesquelles
on tiendra compte des mouvements propres, il est clair que cenx-ci
pourront &tre déterminés & leur tour.

Nous avons supposé que les mouvements propres pouvaient Stre
regardés comme distribués au hasard : il n’en est pas vérilablement
ainsi. Le mouvement propre d’une étoile parait résulter en réalité de
deux mouvements distincts : un mouvement particulier, récllement
propre, dans 'espace, et un mouvement apparent, di au mouve-
mentdu systéme solaire; ce dernier mouvement cst commun &
toules les éloiles, mais se manifeste de fagons différentes suivant la
position de I'étoile dans Ie ciel et sa distance. Si le mouvement du
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systéme solaire estdirigé vers un point fixe du cicl, 'apex, le mou-
vement propre apparent de chaque étoile sera dirigé vers le point
diamétralement oppost, Uantigpex ; c’est ce que l'on constate en
effet, d'une fagon sensiblement approchée, et 'on trouve que I'apex
est situé aux environs de 1'étoile A Ilercule, par 270° d'ascension
droiteet 30° de déclinaison boréale.

Il est facile maintenant de voir que pour traiter convenablement
les équations fournies par la comparaisen des coordonnées moyennes
des étoiles a différentes époques, il fant non senlement y introduire
Veffet de la précession, mais encore celui du mouvement du sys-
teme solaire, et enfin celui du mouvement particulier de 1'étoile.
Le probléme se complique ainsi beaucoup, d’autant que I'eflet du
mouvement du Soleil dépend de la distance de I'étoile. Si donc on
veut déterminer la préeession avee exactitude, il faudra choisir des
étoiles qui soient vraisemblablement & la méme distance du Soleil,
et qui par conséquent soient & peu prés de méme éclat, probable-
ment.

Nous n'insisterons pas davantage sur ce point qui dépend de
I’Astronomie stellaire, branche de 1'Astrophysique.

Obliquité. — Soit, & unecertaine époque, ¢ 1'obliquité apparente
de I'écliptique, » 1'ascension droite apparente et @ Ja déclinaison
apparente du Soleil ; si le Soleil était rigoureusement dans I'éclip-
tique, on aurail enlre ces Lrols quantités la relation

lg 3 = lg e sin o;

pour tenir compte de la latitude toujours trés petite, ‘3, du Soleil,
on a I'équation exacle

sin B == cose sin & — sin & ¢os & sin «,
d’otr
sin

tgd==toeesiny 4+ — .- —
° © cos 5 cose’

en falsant tg ¢' = tg z sin 2, on a donc, en ‘lenant comple de la
petitesse de 3 :

cos 8

COoSs €

51:_:5’4—-@ s

d’ol1 &, connaissant d.
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On doit remarquer que 'on a pu prendre, pour établir les rela-
tions précédentes, les coordonnées apparentes du Soleil, sans les
corriger de |'aberration, parce que I'aberration a pour unique effet
de déplacer la position du Soleil dans 'écliptique, mais non en
latitude.

Iéquation

g8 = tgesing
est propre a déterminer I'obliquilé ¢, quand on connait & et a.
Pour nous rendre compte des conditions favorables a cette détermi-
nalion, formons d’abord la relation différenticlle correspondante,
en prenant les dérivées logarithmiques des deux membres, el con~
fondant d3' avec d5, soit :
adz ad3

S——— ==y — colga . da.
sin 3: sin 23

[erreur provenant de da sera donc minima pour a2 voisin de

4+ 2, celle provenant de dé sera de méme minima lorsque 8 sera

maximum en valeur absolue ; ces deux conditions sont réalisées en
méme temps aux environs d’un solstice, G’est donc en observant
la déclinaison du Soleil aux environs des solstices que I'on déter-
minera avec le plus de précision 'obliquité : c’était évident a priori,
puisqu’au solslice méme, la déclinaison du Soleil est maxima et égale
a I'obliquité.
Le facteur sin « étant alors voisin de === 1, la relation
g S’ZLgasina
permetira un développement avantageux sous la forme connue
o . q% .
e==20" 4 g sin 28 — L-sin 4z ...,
Py
en faisant
(:L_—Sl.n—ﬂjt"2 E__i“_ 5
1 4 sina © \4 2
ceci n’a lieu que pour le solstice d'élé, ot I'on a ¥ > 0, « voisin
™ . . . ] v
de —+ L3 mais la formule subsistera pour le solstice d’hiver, en

remplacant 8 par sa valeur[absolue ainsi que a, ce dernier angle
s

élant pris voisin de — 3"

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CONSTANTES FONDAMENTALES DE L'ASTRONOMIE 185

La déclinason 2 est fournie directement par 1'observation méri-
dienne ; I'ascension droite a est fournie par 1'observation ou par les
tables du Soleil : elle n'a pas besoin d'unc trés grande précision,

En effet une crreur dx produit sur ¢ I'erreur — ; sin 2¢ cotg « dx;
si donc on observe pendant dix jours avant ou aprés le solslice,
« ne differe de == g que de 10° au plus, et dans ces conditions le
maximum de Perreur ¢z devient, en valeur absolue, 0,064 dx seu-
lement. ’

Examinons maintenant ce qu’est Uerreur d2* qui sc reporte inté-
gralement sur ¢, en valeur absolue, puisque 4' est ici trés voisin de
8

La déclinaison ¢ est obtenue 4 1'instrument méridien, qui four-
nit directement la hauteur 2 par la lecture du cercle et le nadir.
Sioestla latitude, et si l'on suppose la culmination obscrvée du

el

coté du Sud, on adonc & =9 A — i, de sorte qu'une erreur

dy sur la latitude se reportera entiérement sur ¢. La hauteur
observée h doil encore éltre corrigée de laréfraction R ; si celle-ci est
en réalité 1 + dR, & est affectée de Terrenr — dIi; de méme en
tenant compte de la flexion et des défauts propres & l'instrument
ermployé, on est amené & corriger &, et par suile ¢, d'une certaine
quantité /(%) fonction de la hauteur.

Enfin il faut encore réduire 1'observation au centre de la Terre,
et pour cela augmenter b de w cos h, w étant la parallaxe horizon—
tale du soleil ; une erreur dw sur w donnera donc dans A, et par
suile dans @', l'erreur dw cos h, de sorte que, en résumé, on peut
prendre (2" sous la forme

di = do — dR + dw cos h + f(h):

il est bien clair d’ailleurs que nous ne tenons compte ici que des
erreurs systématiques qui peuvent affecter d'; les crreurs acciden-
telles seront élimindes, comme toujours, par la multiplicité des
observations.

On voit que l'erreur dy sera ¢liminée par 'observation aux deux
solstices ; mais les autres erreurs ne pourront étre éliminées com-
plétement, car aux deux solstices, les hauteurs different de 47°
environ.
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L’cobliquité apparente obtenue par chaque observation sera eor-
rigée de la nutation et fournira l'obliquité movenne, que l'on
poursra rapporter ensuite, 3 I'aide de la précession, & une méme
époque voisine. En comparant les valeurs de l'obliquité moyenne
obtenues a des époques éloignées, on déterminera la variation sécu-
laire de I'obliquité.

Equinoxe. — Pour connaitre complttement la position relative
de I'équateur et de I'écliptique, il faul, outre Pobliquité, déterminer
1'équinoxe.

Cecl revient évidemment & déterminer Pascension droite d’une
¢toile donnée. Choisissons donc une ¢loile brillante que l'on
puisse observer de jour comme de nuit, et par sulle toute I'année,
et rapprochée de l'équatenr.

Supposons qu'un méme jour, on observe & la lunette méridienne
ic passage du Soleil et celui de I'éloile, & 'aide d'une pendule sidé-
rale, réglée sur le mouvement de 1'étoile, de fagon qu'on puisse
tenir compte de sa marche. Soient «, 8, 8 'ascension droite ap-
parente, la déclinaison apparente et la latitude du Soleil au mo-
ment ¢, donné par la pendule, de sa culmination en un lieu
donné; la déclinaison o' est observée avec le plus grand soin au
cercle méridien, ct corrigée comme précédemment de la véfraction
et de la parallaxe; soit de plus «, I'ascension droile apparente de
Iétoile, dont le passage est observé au temps %. En désignant
toujours par ¢ U'obliquité de 1écliptique au moment de 'observa-
tiont du Soleil, soit, comme plus haut, ¢" la déclinaison corrigée &

. cos 8
cause de la latitude, ¢ — 5 o5 2s O aura

—
o7

ag

sin @ =—

1 ’

aqQ
[

ce qui fournit «. De plus, on a la relation
Py — A= iO —_— t,
d’'ou
7= & + f{,— L.

Cette détermination de =, est affectée de la méme erreur que a;
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et comme on I'a vu déja, si dz est errenr de Pobliquité, d2' celle
de la déclinaison observée, on a

dz— ?.fg ? 3 — 2}3:
sin 20 §1I1 22

avec
dd == do ~— dR + dw cos h +f(h).

On voit par 14 que les crreurs seront éliminées dans leur
ensemble en combinant deux observations faites mon luin des
deux équinoxes, lorsque le soleil a la méme déclinaison, et par
suite la méme hauteur méridiecnne. En eflel, pour deux telles
époques, les ascensions droites sont supplémentaires, et les cor-
rections (2 sont par suite égales et de signes contraires.

Les erreurs restantes seront celles qui résultent de la différence
des corrections de réfraction et de la variation de la fonction f(k)
cn raison du changement de saison et de température.

Chaque valeur de =z, est transformée en ascension droite moyenne
relative 4 une certaine époque voisine, et c'est la moyenne de ces
valeurs que l'on adople.

On détermine ainsi directement et d’une fagon absolue, les ascen-
sions droites d’un certain nombre d’étoiles, réparties dans tout le
<ciel ; ou plutdt, afin d’éviter les crreurs qui proviennent de ce que
les observations de jour el celles de nuit ne sont pas tout a fait
comparables, on détermine 4 'aide de la pendule et d’observations
répélées les ascensions droites relatives de ces étoiles, c'est-a-dire
¢n somme leurs différences d’ascension droite, et en observant &
un certain instant le passage du Soleil au méridien en méme temps
que sa déclinaison, de fagon & obtenir comme plus haut son ascen-
sion droite, on en conclut la valeur exacte de la correction dela
pendule & cct instant, et par suite les ascensions droites absolues
des dtoiles étudides.

Etoiles. — On ddtermine directement les coordonnées d'un
cerlain nombre d’étoiles, difes fondamentales; les déclinaisons sont
obtenues au cercle méridien, connaissant la latitude, déterminée
elle-méme comme nous I'avons déja vu, par les observations des
circnmpolaires ou par tout autre moyen susceptible de précision :
nous en verrons guelques-uns dans le Chapilre suivant. Pour avoir
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les ascensions droites, on combine les observalions méridiennes
des étoiles avec celles du Soleil, commme nous venons de le voir.

Pour les autres étoiles, on détermine leurs coordonndées relative-
ment aux fondamentales, par les observations méridiennes de temps
et de déclinaison, les constantes nécessaires pour la réduction de
ces observations élant fournies par les fondamentales. On peut
ainsi former des catalogues, renfermant les ascensions droites ct
déclinaisons d’un certain nombre d’étoiles, réduites & une certaine
époque; la comparaison des observations failes & différentes
époques fournira les mouvements propres. .

Il est clair qu'un catalogue déterminé, formé dans un observa-
toire déterminé avec un instrument délerminé, et autant que pos—
sible par le méme observateur, présentera des errcurs systéma-
tigues qui lut seront propres. On pourra essayer de délerminer ces
erreurs par la comparaison de divers catalogues renfermant des
étoiles communes en assez grand nombre ; ou plutdt on déterminera
ainsi les erreurs relatives de ces catalogues entre eux. Sil'on admet
un catalogue étalon, formé aprés la discussion d’un tres grand
nombre d'observations comparées enlre elles, et donl on considére
les données comme exacles, on pourra lul rapporter toul autre
calalogue et déterminer ainsi les erreurs syslématiques communes
a toutes les étoiles de ce calalogue; ces errcurs varient d’ailleurs
sulvanl les régions du ciel.

Un catalogue ne peut contenir que les coordonnées d'un nombre
assez lunité d’éloiles, jusyu'a la neuvieme ou dixiéme grandeur,
lorsqu’il est trés étendu.

Pour déterminer une aulre ¢loile, on la rapportera, par exemple
a I'aide de mesures micrométriques faites & 1'équalorial, & une ou
plusicurs étoiles connues.

On agit de méme pour les étoiles doubles et les nébuleuses;
dans les étoiles doubles, il y a lieu de mesurer en outre la distance
des deux composantes et leur angle de position relatif, afin d’élu-
dier les variations de ces éléments.

Pour obtenir des résultats d’ensemble plus complets, on dresse
unc carte photographique du cicl, et des mesures micrométriques
effectuées sur les clichés eux-mémes déterminent les posilions des
astres les plus faibles par rapport & ceux dont les coordonnées sont
parfaitement connues par les observations directes.
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Planétes. Cométes. Satellites. Masses. — Les éléments du
mouvement des plandtes, des cométes ct des satellites sont déduits
des observations, par la comparaison de celles-ci aux résultals
théoriques de la Mécanique Céleste.

Les grosses planétes et les astéroides d'un éclat suflisant sont
observés directement a I'instrument méridien; les autres sont
comparés A des étoiles connues, par des mesures micromélriques
failes & I'équatorial, ou sur des clichés photographiques.

Trois observations rapprochées sullisent théoriquement pour
déterminer la section conique gui est I'orbite osculatrice d'une
planéte ou d'une coméle & une ¢pbque donnée, ainsi que nous le
verrons dans le Chapitre complémentaire. Les observalions pro-
longces pendant de longues périodes de temps metlent en évidence
les perturbalions, et permeltent une determination exacte des ¢lé-
ments moyens.

Les observations des phénomeénes particuliers tels qu’éclipses,
occultations, passages de Vénus ou de Mercure sur le Soleil,
donnent évidemment d'excellents points de repére pour la théorie
de la Lune ou de ces dernidres plandétes.

Les dimensions du Soleil, de la Lune, des grosses planctes, et
les éléments du mouvement de ces corps sur eux-mémes sonl encore
obtenus 4 l'aide d’observations micromélriques portant sur la forme
de leurs disques et sur le déplacement des accidents de leurs sur—
faces.

Comnue les perturbations dépendent des niasses des corps trou-
blants, on voit que leur ef:tude permettra de délerminer ces masses.
1l est d’ailleurs plus facile de suivre une autre voie quand il g’agit
d'une planéte possédant des satellites : il suffit en effet, dans ce
cas, d'appliquerla troisizme loi de Képler au mouvement d’un satel-
lite, en admettant que la constanle d’atlraction reste la méme
dans tout I'univers ; toutefois, on ne détermine ainsi que la somme
des masses de la plantte et de son satellite. Le rapport de la masse
de la Terre & celle de la Lune, les rapports mutuels des moments
d’inertie principaux de la Terre sont lrés bien déterminés par les
constantes de la nutation et de la précession.

L’étude du mouvemenl de I'axe du monde, ou du déplacement
du pdle A la surface de la Terre, revient & celle de la variation des
latitudes. Pour obtenir des résultats dignes de quelque confiance,
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I'Association géodésique internationale a institué un programme
pour la détermination exacte de la latitude, ou platdt de la variation
de 1a latitude, parla méthode de Talcott, que I'on applique simul-
tanément dans quelques observatoires répartis tout le long d'un
niéme paralltle ; en combinant les observations ainsi faites, on s’af-
franchit de la réfraction, puisque la latitude reste la méme, et on
peut délerminer complétement le déplacement du pdle, puisque
son effet est observé sur des méridiens tres distincts.

Parallaxes. — Les observalions que nous venons de décrire,
combinées avec la méme loi de keépler el les résullats de la Méca-
nigue Géleste, permettent de connalitre avec beaucoup de précision
les rapports des distances mutuelles des astres, soit ces distances
elles-mmémes exprinites & l'aide de I'unité de longueur que nous
avons définie dans la premicre Partie & propos du mouvement des
planétes.

Mais 1l est nécessaire d’obtenir davantageet de connailtre les rap-
ports de ces distances aux dimensions de Ia Terre elle-méme. On
y arrivera en déterminant la parallaxe du Soleil ou de toul autre
corps du sysléme solaire, puisqu’il suffira de connaitre 'expres-
sion d’une telle distance & 'aide durayon dela Terre comme unilé,
pour avoir toules les autres, d’aprés ce qui précéde.

La géudésie permelira enlin d'exprimer les dimensions de la
Terre & I'aide de notre unité pratique de longueur, le métre.

Ce gui préctde ne saurait d’ailleurs s’appliquer & la Lune, dont
la parallaxe est beaucoup plus grande que celle du Soleil et des pla-
ntles, et a besoin d’élre connue avec une précision relative bien
plus considérable.

a) Lune. — Occupons-nous donc d’abord de la détermination
directe de la parallaxe lunaire. Désignons par M la masse de la
Terre, wmn celle de la Lune, ct soit a le demi-grand axe de l'orbile
lunaire, défini par la relation

n2ad® :f(M + m),

ol n désigne le moyen mouvement sidéral de la Lune, parfaiternent
connu. Si le rayon équatorial de la Terre est pris pour unité, et
sl 1 est la distance de la Terre & la Lune, la parallaxe (horizontale

, . - . I
équatoriale) de la lune est @, définie par sin w = o
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. I Y L .oy T
L’inversc , du rayon vecteur est affecté d'indgalités périodigues,
. 1 . .
el sa parlie constante, ou valeur moyenne, est F: on ad’ailleurs par
Q

L .1 I , . ;
la théorie = (x + ¢), ¢ élant trés petit et connu. La consfante
0

de la parallaxe lunaire cst alors, par définition, Iangle w, tel que
. 1 1
sSIn o, =— — = - (I ).
v = =g ()

Clest celte constante qu'il faut déterminer.

D'une fagon générale, pour déterminer directement la parallaxe
d’un astre, deux méthodes s’offrent naturellement : ou bien on
observe en un méme licu la variation d'influence de la parallaxe sur
les coordonnées de I'astre pendant son mouvement diurne, ou bien
on observe en deux licux dilférents simultanément, et les variations.
observdes ainsi dans les valeurs des coordonnés étant dues & I'in-
fluence de la parallaxe, on peul encore en conclure celle-ci.

Cesl celte seconde méthode que 1'on a appliquée 4 la Lune, la
prewmitre nécessitant des mesures absolues toujours sujettes & cau-
tion, et surtout des corrections absolues de réfraclion, toujours.
incertaines.

Considérons deux lieux A et A,, de latitudes % el 7,, la premiére
positive, 1a seconde négative, de longitudes peu différentes, ct tels
que la Lune culmine au Sud du zénith pour le premier, au Nord
pour le second. Observons la Lune & son passage au méridien en
chacun de ces lieux, le méme jour : seit A" la hauteur méridienne
apparente du bord visible (inférieur ou supéricur) en A, corrigée de
la réfraclion, et & la déclinaison apparente de ce bord, de sorte

un

= .
}U:E-g—o’éc;

en A,, le méme bord est supéricur ou inférieur, et si 'on marque
de I'indice 1 les quantités correspondantes, on a

™
L o -
hi__.z—oi+cﬂ.

Pour s'affranchir de 'erreur constante des tables de réfraction et
en grande partie des erreurs instrumentales, on observe en méme-
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temps aux deux statious la hauteur méridienne d’une méme étoile
connue, voisine de la Lune, et ayant sensiblement la méme décli-
naison : on a donc directement la correction de réfraclion pour la
hauteur de cette étoile, et I'on en déduit la correction de réfraclion
pour la Lune, en prenant seulement dans la table des réfractions
la variation de réfraction, beaucoup mieux connue que la réfraclion
absolue ; il st clair aussi qu’en procédant de celle fagon, on n’a
pas & tenir comple des erreurs de flexion, qui sont les mémes pour
I'étoile et pour la Lune.

Désignons maintenant par & et 8, les déclinaisons géocentriques
du centre de ln Lune relatives aux deux observalions, par = et w,,
s ct s,, les parallaxes horizontales équatoriales et les demi-diamétres
apparents géocentriques correspondants, par ¢’ ct ¢\ les lati-
tudes gdocentriques, par g et o, les distances au centre de la Terre
(le rayon équatorial élant pris pour unité) ; par 7 et v, les diffé-
rences ¢ — ¢ et ¢, -— ¢';. La formule {2) établie dans la Pre-
miére Parlie (p. 95}, & propos de la réduction des observations de
hauteur de la Lune, donnera en remarquant qu'on a observé res-
pectivement dans les azimuls o et =« :

—cesins + psinwcos (A 1-7),
—esins, — p sin w, cos (K, — ¥,),

sin (8 — &)
.3 N N
sin (8, — &)
¢ ¢lant ¢gal & == 1 sulvani que c'est le bord inférieur oule bord su-
périeur quia £téobservé en A. D'ailleuss on sait que sins = k sin o,
 désignant Ie rayon linéaire de la Lune.

n faisant
m=p cos (h' 4+ v) -+ zk, m, == p, cos (h'; — v,) — :k,
)

on en déduit, avec une précision plus que suffisante,

: . 1 .

¢ =msinw |- 6 m? sind w,

— i I 3 s1ns

= — m, sin g — e m?sind v,

Soient Z et ¢, les heures des deux observations, rapportées au

méme méridien, et £, leur moyenne; si D est la déclinaison de la
LT ; Lvde ; §
Lune pour Pépoque &, et D' sa dérivée & cette époque, on aura
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avec une exactitude sulfisante, en ne négligeant que des termes du
troisi¢me ordre,

N ~ '

51—'04(&——[)1),

puisque par hypothése ¢, — ¢ est petit, Ael A, élant sensiblement
sur le méme médridien ; les tables de la Lune fournissent d’ailleurs
D’ avec une précision suffisante pour que ce calenl soit exact.
De méme si P est la parallaxe & I'époque £, et ' sa variation,
on a :
sinw=—sin P +cos P (t — ;) I,
sinw, = sin P + cos P {t, — t,) P,

et les équations établies plus haut donnent par soustraction :

m-+m)sinP+({ — D — (&, —¢ —}-TL_;"—LCOSP L —H I
1 1 J 1 2

3 3
m* -+ m .
6—‘L sin® P —o.

Dans cette équation oi 'on a laissé de cdlé quelques termes
négligeables d’ordre supérieur, tout est connu sauf sin P, car les
pelits termes qui la terminent peuvent étre calculés avec une valeur
approchée de P et la valeur de P’ fournie par les tables. On doit
observer d’ailleurs quele coefficient m + m; de sin 1” est indépen-
dant de &, de sorte que & ne figure que dans les petits termes déja
considérés, et n'a pas besoin d'¢tre connu avec unc haute précision.

[.a forme del'orbite de la Lune est assez bien connue pour que

sin P

U'on ait avec certitude le rapport —, w, ¢tant la constante de la
0

510 &,
parallaxe lunaire ; donc finalement I'équation propre & déterminer
w,, qui résulte de la combinaison des deux observations, est de la
forme

(m + m,) sin @, + u —= o,
u étant une quantité connue.
Le coefficient m -+ my est égal A
pcos (W ~+ v) + py cos (Ky—71,),

et par suite dépend de l'aplatissement terresire qui n’est pas trés
bien connu : aussi sera-l-il préférable d’introduire cet aplatisse-
ment « comme une nouvelle inconnue.

Awsvoyrr, — Gours d’Astronomie, I1 13
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On sait que I'on a les formules
. . e P
pcos@’:cos'\'(. psmg/:(]—a)smv‘, tg"{*‘—\lﬁa)tgh

en négligeant «2, il vient donc

q:q—‘%sinzq, scosq’:cosq+zsinzgsin2?,
. . o . .
o sin %' = sin ¢ — cosgsin 2y —usin o,
et par suite
o cos (B + ) —- cos b/ — a[;sin R sin 22 + cos A sin?;};
on a de méme
pycos (b — ) =cosh) —a {— sin h{ sin 23, + cos A} sin%;j} ;

Véquation de condition devient donc finalement :

1 -+ (cos A" + cos h!) sin

— = sin o {sinA'sin 22 +-cos k' sin?o —sin h/sin 23, + coshsin®e,] +-n=0,

et la résolulion de toules les ¢équations analogues fournira les
deux inconnues w, et z : toutefois, comme les coefficients de «
seront en fail peu dillérents dans les diverses équalions, z sera mal
connu, ct il vaudra micux regarder les équalions comme permet-
tant d’exprimer sin w, en fonction de laplatissement = @ on y
substituera ensuite la valeur adoptée par ailleurs pour =,

C’est aiusi que les observations de Lacaille failes au Cap de
Bonne-Espérance pendant les années 1701, 1792l 1753, et com-
bindes avec des observations failes en méme temps & Paris (Cas-
sini), & Greenwich (Bradley), & Berlin (Lalande) et & Bologne
(Zanotti), ont permis la délermination de la parallaxe lunaire.

Les éclipses de Soleil, les occultations d’éloiles par la Lune, facile-
ment observables en grand nombre surtout pendant les éclipses
tolales de Lune, fournissent comme nous l'avons déja dit d’excel-
leutes positions de Ja Lune. On congoit done aisément que la com-
paraisonde tellesobservations falles simultanément en divers licux de
la Terre fournira de bonnes ¢qualions de condilion, dans lesquelles
entreront comme inconnues principales les erreurs des Lables de la
Lune, la correction de la conslante de parallaxe adoptée, ot los
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corrections des longitudes admises pour les lieux d’obscrvation. En
traitant convenablement un grand nombre de telles équations, on
pourra donc en particulier déterminer la parallaxe lunaire. Mais
nous n’entrerons pas dans les détails assez longs de cette intéres—
sante méthode.

Une autre méthode, de principe tout différent, est la suivanle.
Soit w, la parallaxe lunaire qui correspond au demi-grand axe «
de I'orbite, de sorte que

sin @, = L — n? :
sin o == e m |

on sait que w, résulte facilemenl de =,,

La constante d’atlraction f qui figure dans celle formule est sus-
ceptible d'8lre délerminée par les cbservations de la longucur du
pendule simple battant la seconde, & la surface dela Terre. Si en
cffet cette longueurest Lot si g est aceéléralion de la pesanteur, on a

l_ - 32, I'unité de temps étant la seconde. Or la pesanteur est la

résultante de la force d’attraction ¢, du globe lerrestre, et de la
force centrifuge due 4 la rolalion de la Terre autour de son axe,
sol1l m2p cos ’%', o ¢lant la vilesse angulaire de la Terre, v'la latitude
géocentrique, o le rayon vecteur du lieu d’observation. La théorie
du polentiel nous apprend par ailleurs que pour le sphéroide ter-

R . , M . s .

restre, l'attraction ¢¢ est égale & T lorsque le lien d’observation

i —

est tel que le sinus de sa latitude géocentrique soit égal a \/ ?;

Réduisant donc les observations & un tel Heu, on aura en proje -
tant sur la verticale, avec une exactitude suffisante,

M
g — N — vt conry,

d’ol
= 5 4w cos 91,
et par suite
n? 3

sin w, = [
™ s (ol 1wt cos o (1 M
o (‘.-l+wpcos'{a)(1+rmr)
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S1 dong le rapport {111 de la masse de la Lune & celle de 1a Terre

est connu, par exemple par la théoric de la précession et
de la nulalion, on voit que 'on peut calculer la parallaxe
lunaire.

D) Soleil ou Planétes,
qui servent & délerminer directement la parallaxe du Soleil, ou

Nous parlerons d’abord des méthodes

celle d’une planéte ; comme nous 'avons dit, la connaissance de la
parallaxe d’un astre du systéme solaire entraine celle de Ja paral-
laxe de tous les autres. Touteflois il est clair qu'il y a avantage &
déterminer directement une parallaxe grande, afin de diminuer
Perreur relative des observations. On choisira donc un astre aussi
rapproché que l'on pourra de la Terre. Les planétes Vénus el Mars
sont parmi les grosses plantles celles qui passent le plus pres de
la Terre, el dans les opposilions favorables leur parallaxe est rela-
tivement considérable ; mais les poinlés sur ces plandtes, qui ont
un disque apparent sensible, manquent de précision ; il vaut donc
mieux choisir une pefite plancte. nl'a]gré son plus grand éloigne-
ment cn général. La découverte en 1898 de la plantte (433) Eros,
dont T'orbite est située en grande partie entre celles de Mars el de
la Terre, el qui peut se rapprocher sensiblement de la Terre dans
les oppositions favorables, lorsqu’elle est en méme temps au péri-
hélie, permel maintenant d’appliquer la méthode dans de bonncs
conditigns,.

Si 'on veut comparer entre elles les observations faites en un
méme licu. on délerminera avecle plus grand soin, par des mesures
micrométriques directes ou pholographiques, les dillérences d’as-
ceuston droile ou de déclinatson entre [a planéle et des étoiles de
comparaison bien connues. Ces différences varient avec le temps
d’abord en vertu du mouvement propre de la plantte, et en second
lieu en vertu de la variation dela parallaxe diurne. Siles ohser-
vations sont suffisamment rapprochées, leffet du mouvement
propre peut Ctre considéré comme parfaitement connu, et en corri-
geant les observations de cet effet, les différences restantes sont de
la forme = (p —p’), w étant la parallaxe (horizontale équatoriale)
& I'époque des observalions, et p et p’ élant des facleurs de paral-
laxe correspondant aux moments des deux observations. On a
d’ailleurs comme l'on sait, cn adoptant les notations employées
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dans la premitre Partic au Chapitre de la parallaxe, pour les
observations d’ascenslon droite :

Py = p cos ¢’ sée 8 sin (= — 1),
ct pour les observations de déclinaison :
p; =—psin ¢ cos 8 - p cos ¢’ sin & cos (x — 1) 5

les différences observées fournivont donc w, et 'on cn déduira fa
parallaxe moyenne de Ia plantte, puis celle du Soleil, I'orbite de Ia
-plantte élant bien connue,

Pour qu'une équation de condition donne un bon résultat, il
faut que le coefficient de w, soit p — p’, y soit le plus grand pos-
sible ; comme ce coefficient ne dépend que dep cos cg", il y aura
donc d’abord avantage & choisir un lien de latitude pen élevée. 1l
faudra ensutte combiner des observations d’ascension droite faites
de part et daulre du méridien, et aussi loin que possible du méri-
dien, afin que la différence des sinus des angles horaires soit
grande ; ou bien des observations de déclinaison faites T'une au
meéridien, Pautre aussi loin que possible du méridien, pour une
raison analogue. Mais comme sin ¢ n’a jamais de grandes valenrs,
on voit aisément que les observations de déclinaison sont moins
bonnes que celles d’ascenslon droite. Il faudra d'ailleurs multi-
plier beaucoup les observations, et s’entourer de minuticuses pré-
cantions dans le détail desquelles nous ne pouvons entrer, pour
obtenir des résullats satistaisants.

Au lien de mesurer directement les différences d’ascension
droite ¢t de déclinaison, on pourra fairc porter l'observalion
directe sur la distance et 'angle de position,

Si maintenant 1'on veut cowmbiner des observations faites en
deux lieux différents, on fera ces observations au méme moment,
tres sensiblement, “les coordonnées étant déterminées soit directe-
ment & l'instrument méridien, soit par des mesurcs micromé-
triques directes on photographiques rapportées a des étoiles de
repére connues. Les différences de coordonnées obtenues, corrigées
de l'effet trés pelit du mouvement propre, s’exprimeront comme
précédemment et seront traitées de la méme fagon : mais cette fois
les facteurs de parallaxe varieront d'un lieu & l'autre non seulement
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A cause de la variation d’angle horaire, mais aussi & cause de la
différence de latitude, de sorte que la premiere partie du facteur
relatif & la déclinaison ne s’éliminera plus d’clle-méme.

Pour avoir de hons résullats cn ascension droite, il faudra que
les angles horaires soient tres différents, et par snite que la diffé-
rence de longitude des deux lieux d’observation soit grande,
puisque les observations sont faites sensiblement au méme inslant ;
il faudra d’ailleurs trés bien connaitre cctte différence de longitude.

En déclinaison, on aura les meillenrs résultats en observant au
méridien, en deux lieux de latitudes trés différentes et situés sensi-
blement sur le m&me méridien : on est d’ailleurs ainsi ramensé A la
méthode suivie dans le cas de la Lune.

L’opposition d'Eros en 1goo-1gor a été particuliérement favo-
rable : on a accumulé & ce moment un nombre énorme d’obser-
vations qui ne sont pas encore réduites etdiscutées ; maisil y a tout
Heu d'espérer un plein sucees de cette campagne, organisée par
M. Loewy.

On peut craindre une cause d’erreur systématique dans la déter-
mination de la parallaxe solaire 4 I'aide des planttes : si la planéte
observée et les étoiles de comparaison n’ont pas la méme colora-
tion, leurs lumifres serontinégalement dispersées par I'atmospheére

terrestre, et les résultats peuvent étre faussés 5 mais cette crainte

parait pouvoir &tre écartée, d’aprés les observatlions les plus
récentes.

De méme que les oceunltations d’éloiles par Ja Lune permettent
de déterminer la parallaxe de la Lune, on peut employer une
occultation d’étoile par une planéte & la détermination de la paral-
faxe de cette planéte, et par suite de celle du Soleil : mais ces phé~
nomenes sont frop exceptionnels pour donner a la méthode une
valeur pratique. Toutefois, on peut rattacher au méme ordre d'idées
la célebre ‘méthode de détermination de la parallaxe solaire par
I'observation des passages de Vénus, due & Ualley. 11 suffit de se
reporter & ce que nous avons dit dans la premiére Partic au sujet
de ces phénomeénes, malheurcusement trop rares, pour comprendre
que la comparaison de leurs observations faites en divers lieux de
la Terre permet la détermination de la différence des parallaxes du
Soleil et de Vénus, et par suite de la parallaxe solaire. Les équa-
tions de condition fournies par les observalions, et formées rigou-
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reuscment, sont'peu simples et comporlent comme inconnues, outre
les parallaxes, les corrections des longitudes adoptées pour les lieux
d’observation ; aussli nous bornerons—-nous a montrer P

le principe de la méthode en faisant de nombreuses
simplifications. v

Soient & l'instanl !, exprimé en temps sidéral du p
premier méridien, s Ja distance géocentrique des
centres S et V du Soleil et de Vénus, P T'angle de S
posilion de Vénus par rapport au Soleil, compté dans Fia. 48
le sens des coordonnées horaires (fig. 48); six, 3, o, &' sont les
ascensions droites et déclinaisons géocentriques du Soleil et de
Yénus, on a sensiblement :

ssin P == (4 — o) cos 3,
scos P =& — 3,

Si 'on observe au méme instant en un lieu de longitude L, de
latitude géocentrique ¢, & la distance (o’ du centre de la Terre, la
distance des centres deviendra s -+ ds, et l'on aura, en négligeant
de petits termes :

ds = (da’ — d=) cos 8 sin P + (d% — d%) cos D,

la caractéristique d indiquanl les corrections dues & la parallaxe.
Par suite, avec une approximation suffisante ici, puisque s est
petit,

ds = (o' — ) g — pcos<'sin (t — L —2) sin P -+ o sin ¢ cos 3 cos P

— pcos % sin cos ({— L — a) cos P g,

en appelant m et ®° les parallaxes du Soleil et de Vénus & 1'époque
du passage.

Cette formule fournit approximativement la variation de la dis—
tance s ; elle suffit pour faire voir que si I'on détermine s en deux
licux différents, au méme instant, on en pourra conclure w’ — o :
des mesures micrométriques directes ou photographiques, failes
pendant toute la durée du phénoméne, permettront d’avoir s & un
instant quelconque, ct par conséquent d'appliquer la méthode.

On peut aussi observer les moments des contacts extéricurs ou
intérieurs de la planite et du Solell : la distance apparente s -I- ds
a alors une valeur donnée, égale & la somme ou & la diflérence des
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demi-diamétres apparents, et il est facile de ramener au méme ins-
tant les observations faites en différents licux, car ona des données
tres suffisantes pour connaitre avee précision la variation de la dis-
tance des deux astres avee Ie temps, de sorte que de la distance
observée 4 un certain moment on peut déduire Ja distance que I'on
obscrverait & un instant voisin.

Les passages de Vénus sont difliciles & observer avee précision
et n’ont pas donné tont ce qu’on en attendait.

Comme nous 'avons déja dit, la parallaxe du Soleil est lide 4 la
constante de I'aberration et & la vitesse de la lumicre, d’ol une
méthode physique pour la déterminer.

Il existe encore d’antres méthodes fondées sur la Mécanigue
Céleste. La masse du sysléme formé par la Terre et Ia Lune, rap-
portée a celle du Solell comme unité, peut étre détermindée par'étude
des perturbations exercées par ce systéme sur les planétes voisines.

8i M, est alors ]a masse du Soleil, n, son moyen mouvement trés
bien connu, w; sa parallaxe moyenne, on a d'aprés la troisieme lot
de Képler

2
7y,

1
. l 3
. sin o, = k.r—(“(_; A\l :-Tnj] ,

et comme on a aussi pour la Lune, avec les nolations employées plus

haut :
n — o i
Sy - H ('.)71 +m)]

R, M-m s
n? Moi{w M m]|

on en déduit

sin w, = sin @, [

8i donc on connait la parallaxe lunaire par I'une ou l'autre des
méthodes expliquées précidemment, el le rapport IELJ;IFJI par la
théorie des planttes, on aura immédiatement w,. ’
Entre autres inégalités, le mouvement de la Lune en longitude en
présente une trés sensible dite inégalité parallactique, et dont le
s1n '(30

coefficient est proportionnel au rapport S5 si donc on déter—
i

mine exactement cette inégalilé par les obscrvations, on en déduira
la parallaxe du Soleil connaissant celle dela Lune,
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Le mouvement dela Terre en longitude est lui-méme affectd

d’'une indgalité lunaire dont le coefficient est proportionnel au rap-
port :ig gf et au rapport des masses de la Lune et de la Terre; si
donc ce rapport est déterminé, par exemple par la constante de la
nutation, et si 'on connait »,, on déduira w, de l'observation de
cette inégalité. A la vérité, cette inégalité est faible (6”,5 cnviron),
mais facile 4 bien déterminer & cause de la simplicilé de la théorie
du Soleil. '

Nous nous bornerons a ces indications sur le probléme général de
da déterminalion des constanies astronomiques, qui pour étre traité
complétement exigerait de longs développements, en particulier sur
I’histoire de I’Astronomie,
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ASTRONOMIE GEOGRAPHIQUE ET NAUTIQUE

Eléments géographiques d'un lieu. Généralités. — En un
fien donné M & la surface de la Terre, les éléments dont la connais-
sance est ndeessaire pour fixerla position de ce licu par rapport au
ciel, 4 un instant donné, ou ce que nous appcllerons les éléments
absolus de ce licu. sont sa latitude ¢, la direction dua méridien, ct
le temps local que nous désignerons part ou T, suivant qu’il sera
sidéral ou moyen. Mais pour déterminer complétement ce lieu a la
surface de la Terre, il faut encore connaitre sa longitude par rapport
au méridien origine (pour nous celui de Paris, auquel se rapportent
les données de la Connaissance des Temps), et son altitude. Ce sont
des éléments relatifs. Nous ne parlerons pas de la détermination
des altitudes dans ce qui suivra; lalongitude du lieu serva 1., comptée
positivement vers I'Ouest, comme nous l'avons toujours fait.

Le but de ce Chapitre est I'explication des principales méthodes
astronomiques que l'on peut employer pour la délermination des
éléments géographigues d'un lieu. Nous supposerons d'une fagon
générale gque 'on dispose pour l'observation des instruments les
plus simples, théodolite, sextant, cercle méridicn portatif, et d’un
chronomélre de marche saffisamment connue. Nous désignerons
par i; ou T; Uindication du chronométre, suivant qu’il est de temps.
sidéral ou de temps moyen, par G sa correclion, par L son dtat
absolu ; on pourra d’ailleurs se serviv d’'un chronométre de temps
moyen pour faire des obscrvations en lemps sidéral, en ayant soin
de tenir compte de Pavance du temps sidéral sur le temps movyen,
goit 9%,800 par heure de temps moyen.

Si f, ou Ty est le temps sidéral ou moyen du premier méridien,
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on a comme on salt les relations
t=144+C, f=—4L+E 1 —=t+L E=C-L,

ot 'on peut remplacer ¢ par la lettre T.

On observera toujours des astres dont les coordonnées seront
connues par les éphémdérides; «, 3, H, h, A, désigneront respecti-
vement 'ascension droite, la déclinaison, I’angle horaire, la hauteur
ct I'azimut. S1 H, est 'angle horaire au premier méridien pour
I'instant de l'observation, on a 1, =—. 1T + I.. Les résaltats des
observations scront toujours supposés, 4 moins quc le contraire
ne soit spécilié, corrigés des errcurs instrumentales, et lorsqu’il
s'agit de hauleurs, ce qui est le cas le plusfréquent, corrigés aussk
de la réfraction ; il faudra tenir compte aussi de Ia dépression de
I'horizon dans le cas des hauteurs déterniinées en mer avec le sex—
tant & l'aide de I'horizon apparent ; cette dernitre correction oflre
toujours une assez grande incertitude, ce qui diminue la précision
des observations. Quand il s’agit du Solell, dont I’observation est
particuliérement tréquenle, on réduitl I'observation au centre de
Pastre soiten observantles deux bords et combinant convenablement
les résultats, soit en observant un scul bord et tenant compte du
demi-diamétre apparent fourni parles éphémérides, et de son alté-
rafion par la réfraction 8’il y a lieu; il faut en outre tenir compte
de la parallaxe, si T'observation doil étre réduite au centre de la
Terre. On fera de méme pour la Lune, dont on ne peut observer
qu'un seul bord, et I'observation sera réduile rigoureusement, s’il
est nécessaire, au centre de I'astre, comme nous 'avons vu dans la
premiére partie, ot rapportée soit au centre de la Terre, soit au
licu méme d’observation.

Tous ces détails de préparalion des observations ne nous retien-
dront pas davantage : nous avons en cffct expliqué déja tout ce qui
est nécessaire & ce propos. En pratique, ils sont considérablement
simplifiés par I'usage de tables appropriées dont nous ne ferons
que signaler 'existence : il est d'ailleurs souvent superflu de cher-
cher dans ces réductions une rigneur qui serait pea proportionnée i
V'exactitude des obscrvalions : mais rienne peuat suppléer a ce sujet
a I'expérience acquise par une longue pratique chez un observateur
habile.

Ene observation quelconque fournit uane relation entre des
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quantités connues par les éphémérides et les éléments géogra-
phiques du lieu. Mais les différentes ohservations que l'on peut
faire ne sont pas également approprides & la détermination de tel
ou tel élément inconnu; d'ailleurs on n’est pas toujours en mesure
de choisir une mode d’observation déterminé, 1'état du ciel et les
ressources dont on dispose s'y opposant. L'important est donc de
savoir profiter le mieux possible des diverses observations que 1'on
peul faire, en se rendant compte de la précision quileur correspond
dans les résultats. G'est dans cet esprit que nous allons passer en
revue les principales méthodes de 1'Astronomie géographique et
nautique, en laissant de c6lé bien des détails qui n'intéressent que
la pratique pure.
Une derniére remarque terminera ces généralités : en fait on a
’ toujours une connaissance approchée des éléments qui caractéri—
sent le lieu ol L'on se trouve, de sorte que d’une facon générale
les observations servent plutét A déterminer des corrections que des
quantités complétement inconnues : souvent donc il y aura licu
d’employer dans les calculs les relations différentielles pluidt que
les équalions mémes qui correspondent directement aux observa-
tions. Si cependant I'emploi de ces équations s’imposait, les élé-
ments & déterminer n’étant connus qu’avec une approximation trop
grossiére, cette approximation suffirait pour lever I'ambiguité qui
peut se présenter lorsque le probleme admet plusicurs solulions.
En particulier, nous supposerons que 1'observateur posséde tou-
jours avec une cerlaine approximation l'heure du méridien de
Paris, de facon a4 pouvoir calculer par les éphémérides les coor—
données d'un astre & mouvement propre pour Vinstant de 'obser—
vation. 11 suffit pour réaliser cette condition, que I'observateur soit
muni de plusienrs chronométres réglés sur I'heure du premier
méridien, & marche connue et bien étudiée, vérifiée de temps a
autre; par Jeur contrdle mutuel, on évitera les erreurs provenant
des causcs forfuites de dérangement.

Détermination des éléments absolus. Problémes prélimi-
naires. — Nous laisserons ici de cdté les méthodes propres aux
observatoires, ou aux stations de quelque durée, fondées sur I'emploi
de I'instrument méridien (susceptible d’ailleurs d'étre installé dans
le premier vertical), ou du théodolite muni d'un micromdtre (mé-
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thode de Talcott). Nous avons déji dit & ce sujet tout ce qui esl
nécessaire.

A cbté de ces méthodes de grande précision, il y en a d’autres.
plus rapides et mieux appropriées & la pratique journaliére : ce
sont celles que nous allons passer en revue, en les classant d’aprés
la nature des observalions qu’elles utilisent, et nous altachant sur—
tout & celles qui peuvent donner une exactitude satisfaisante.

Les instruments portatifs & la disposition des observateurs étant
le théodolite ct le sextant, les observalions
portent uniquement sur les hauleurs surtout, (B)
et plus rarement sur les azimuts ou les dis- .
tances. Il convient donc tout d’abord de rappe- P‘A
ler I'ensemble des formules qui relient entre
elles les coordonnées horizonlales et les coor-

données horaires. Dans le Lriangle de posilion \Z
PZS (fig. Ly) formé par le pole P, le zénith Z ()
et 'astre S, mettons les lettres A, B, C respec- Fia, 49

tivement en P, Z, S; les éléments du triangle seront alors, avec
les notations ordinaires, et sans qu’il y ait confusion possible sur-
le double sens de la letire A :

A —H, a—7;~h,
B m—A, b=—-_—3,
2
s
C =38, c= ¢

Toutes les formules de la trigonométrie sphérique sont appli-
cables & ce triangle; si p est le demi-périmetre, en faisant :

@ —+ S+ h =
2 /| ’
on a
p=_—s —a—h—s —b=2%—s3s —c—-o.—s
=% p—ae=hk—s p—b=i—s p > —s.
Dans chaque cas parliculier, on aura & calculer certains éléments
du triangle connaissant trois des six éléments, et 'on prendra les.
formules les micux appropriées & ce calcul. Il n'y aura pas licu,
bien souvent, de s¢ borner & la recherche de certains éléments
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donnés, mais il sera utile de posséder tousles éléments du triangle ;
car on en a besoin pour former les relations différentielles, et par
suite se rendre compte de l'influence des diverses erreurs : il ne
faut pas oublier cependant que, dans ce dernier calcul, on pourra
sse contenter de valeurs approchées pour les éléments.

Yoici, rassemblées, les formules qui peuvenl étre le plus utiles :

sinH sinA  sin§
cos b~ cos s cos o’
) . N .
sin b = sin ¢ sin ¢ + cos o cos 8 cos II,
cos i cos A = — cos 3 sin & + sin @ cos 3 cos H,
cos b cos S = sin © cos § — cos ¢ sin 8 cos 1,

.avec les relations différentielles

cos h.dA — cos S cos 3.dIl —+ sin S.d5 — sin h sin A.do,

dh = — sin S cos 5.dI1 -+ cos S.d3 — cos A.dz.

Joignons-y deux sysiémes de formules de Delambre, souvent
applicables, et permettant toujours d’utiles vérifications :

=——S8IIl1 — COS
2

Poofm B\ . A4S T el 8\ . H4+S . A o—h
. Siny 5 —— |8Iin p) TSIHECOS—n— COs i sin 2 S

. (7\'. h A4S I . ?-5 T 6 H+S A . ol
sin r——>cos ==C0S§ — $111 s Y cos| ;——)cos ——=cos—sin *
\b 2 2 2 2 ] h o 2 2 2
<7r h> . A_S . H o oegd . ('n: 8\ . H—S AL o i
os{~ —- }sin “==sin -sin’ —, }sin( [ — 7>sm — —~—sin—sin +—
h 2 9 2 2 a4 2 2 2 2
<7r h) A—S I o2 . (n 3> H—S A o+ h
ost 7 —-- Jcos =c0s —cos——3 | sin| ; — - )cos —c0s —Ccos o .
I 2 2 2 2 P

Il convient encore, avant 1'exposition des méthodes qui doivent
nous occuper, de résoudre quelques questions préliminaires.

Il y a souvent intérét, comme nous l'avons déja dit bien des
{ois, & substituer au calcul direct I'usage de développements en
série rapidement convergents : c’est ainsi que l'on peut procéder
pour le calcul de la hauteur par la formule

. . . .
sin h = sin v sin 8 + cos g cos & cos 11,

lorsque cos H est voisin de == 1, ou bien cos 8 voisin de zéro.
Supposons donc d’abord U'observation faite prés du méridien,
de sorte que T1 est petit pour un passage supérieur, ou bien voisin
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de 7 pour un passage inférieur ; dans ce second cas nous rempla-
cerons II par = 4 11, de sorte que II scra toujours petit, ¢t nous
écrirons

sin h = sin ¢ sin & == ¢cos ¢ cos 8 cos II,

les signes supérieur el inférieur correspondant respectivement aux
cas d’'un passage supérieur ou inférieur, ainsi que dans ce qui
sulvra. .

Appelons &, la hauleur méridienne, égale &

T ~ r_- Ay 2
P ¢ —- ¢ pour un passage supérieur du cété du Sud,
T o T
,+te—3 » » » Nord,
T N . , . -
—,+¢e —+ 3 » inférieur » Nord,
£ o
___5_(,?_9 » )] » Sud:

on pourra toujours écrire

. . _ S o H .
stn i = sin Ay 7= 2 c0s 9 cos ¢ sin 5

sous cette forme déja, il sera facile de calculer by — £ si I'on dis-
pose d'une table des sinus naturels.
On peut encore écrire si I'on veut

.
) ; cos 9 cosSsm-;
. 1y — It
Sin -1 " -

2 hy +h
008 ——

Lnfin, une formule élablie dans la premitre partie du cours
permet d’écrire le développement en série

cos o cos & ., cos ¢ cos o\2 .. H
hy=h= 22325027 pgin2 = — (22X 2R0 tg hy. 250t =
cos h, 2 cos hy 2

/ p 2
(COS © Cos ¢

cos hy

H+

3
> (r — 3 tg? hi)gsin“ _I;_ e

c’est la formule de réduction des observations circumméridiennes ;
elle permet de calculer la hauteur méridienne h, connaissant la
hauteur & & un inslant voisin el I'angle horaire correspondant I,
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Le calcul est facilité par des tables qui donnent cn secondes d’arc
les quantités 2 sin® I—j el 2 sin® 12! (ou leurs logarithmes}, II étant
exprimé en temps. ,

De petites tables fournissent aussi les limites relatives & H entre
Iesquelles on peut se contenter du premier ou des deux premiers
termes de la réduction, quand on veut oblenir une approsimalion
donnée.

Considérons maintenant le cas ot la déclinaison 8 est voisine de

T . ’ ’ . e « -
,» 1 lalitude étant supposée positive; la hauteur est alors voisine

— p, x et p éant

de 9, etl'on peut poser g =h — =, §-—

petits. En écrivant

sin h == sin (h — ) cos p -+ cos (h — ) sin p cos .

développant snivant les puissances de p et de x, puis résolvant par
rapport & &, on obtiendra sans peine le développement suivant fort
convergent

2 3
h— = pcos H—{’;tghsin? H+’é~ sin? H cos I

-~

5
— Pé tg® h sin* H +- ;’)7' 4 —9 sin?H) tg hsin? H +-...;

avee la Polaire, on commet toujours une erreur moindre qu’une
scconde d’arc, en se bornant aux deux premiers lermes en p et p®.

Yoici un autre probléme qu’il est encore hon de résoudre préa-
lablement une fois pour toutes. On réptte souvent, afin d’augmen-
ter la précision, une méme observation plusieurs fois & des instants
rapprochés ; si par exemple on observe une hauteur, on la mesure
une dizaine de fois, plus ou moins, successivement, en notant tou-
jours I'heure de I'observation ; au fond, ceci ne fait qu'une obser-
vation. Au liea de traiter ensuite chaque observation individuelle-
ment pour prendre finalement la moyenne des diverses valeurs qu’on
en tire pour unc méme quantité inconnue, il peut &tre préférable
de chercher & remplacer 'ensemble des observations faites par une
seule observation fictive, dont il fant déduire les éléments des obser-
vations réellement faites 1 on gagne ainsi du temps, et on perd
peu en précision.

Supposons donc que, pour un méme astre, on ait des valeurs
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correspondantes h, H, A ; Ay, Hy, A, ... oy H,, Ay, de la hauteur,
de I'angle horaire et de'azimut, et désignons par ¢ I'un quelconque
des indices 1, 2, .., n. Pour plus de généralité, supposons encore
que l'astre ayant un mouvement propre, les déclinaisons solent
5,8, 80 vor B

Par hypotheése les angles horaires II; sont sufflisamment rappro-
chés. En considérant I'angle horaire et la déclinaison comme des
variables indépendantes, et remarquant que la variation de décli-
naison est toujours beaucoup plus petite que celle d’angle horaire,
on peut écrire avec une précision suffisante. '

. oh oh o o 1 o'h .
hi=—h 4+ 3 (I; — H) - 5 (% — ¢) -+ 5 oIz (IL, — )3,
oA \ oA s o 1 0%A Ths .
A=A S W ) o g (e D) o L o (e — T

on a d’ailleurs, d’aprés les formules différentielles,

ah in A o A cos S cos 3
— = — sin A cos © e
ol @ oIl cos h
d'ou l'on tire par un caleul facile :
¥h  cosvcosScos Acos S cososin A cos Acos S
aH: T cos h — sin 0 ’

oA N .
cos®h o[12 == ¢os & sin S (sin 8 cos h — 2 sin & cos & cos ).

On peut modifier de bien des fagons la forme de ces expressions ;
en particulier on peut éliminer cos S par 'une ou autre des rela—
tlons

cos H — cos A cos S + sin A sin S sin A,

ou
cos © cos A == — sin & cos h + sin k cos 8 cos S,

d’olt

2%h i o , .

S — — ¢os ¢ sin A (cotg I — cos @ cos 8 tg h séc fisin II),

s A A (sin B o . . A

cos h = cos © sin A (sin 8 cos b - 2 €08 © cos / )

<

Considérons maintenant 8 comme une fonction de 1I; on peutl

N

remplacer 8 — ¢ par g& (H; — 1), g& étant la dérivée de la décli-

Axporer, — Cours d'Astronomie, 1 14
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naison par rapport & I'angle horaire, fournic par les éphémérides.
Les relations écrites donnent par addition :

~h; dh dh 23 ~ AR NIUS ——H
=kt (ou Rl R dII> (X% - ) o 2

A, oA A 3 [~ (11_11)2
“'”A*(on oa"an)(zﬁ“ > onZ an

Supposons alors que 1’on choisisse I'époque origine de fagon que

I'on ait 1 :},_: —; et remarquons quel’on peut, au degré d’approxi-

(H, — 11y 1,

— I .
mation considéré, zemplacex par 2 sin? Ty quantlté

facile & calculer d’apres les tahles d(: réduction pour les obscrva—

tions circummdéridiennes ; il viendra

0, —H
h N h; o*h AN 2 sin® T
ST ¢ L
2 sint 1
. ‘1 1},;_ 92:\ o ‘2_ B
A= i 11 ol 2 n .
. e, .. h;
On peut aussi choisir I'époque origine de facon que A =¥ .
L 1V
il viendra alors
oth e I
oo a2 N e
M= o s 2w

o T 5E T4l

on fera demémesil'on a choisi A = Z%, pour déterminer H.

Naturcllement, pour calculer la correction toujours petite, on
pourra se¢ scrvir de valeurs approchées pour les quantités qui y
figurcnt.

On peut encore observer que la réfraction variant peu dans l'in—
tervalle des observations, il sera de méme inutile de corriger cha-
cune des hauteurs observées de la réfraction individuellement ; on
appliquera seulement & la valeur moyenne A la réfraction corres—
pondante, sauf peut~Ctre dans le cas d'une grande précision, ou
encore d'observations assez voisines do I'horizon.

Il résulte en particulier de ce qui précéde que si I'on a observé
des hauteurs avec un théodolite le méme nombre de fois dans cha-
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cune des deux positions de 'instrument, il sera inutile de connaitre
la constante de la lecture du cercle vertical : elle s’élimninera en
effet d’elle-méme en faisant la moyenne des leclures observées,
corrigées des indications du niveau. La méthode précédente four—
nira I'angle horaire correspondant 4 cette hauteur moyenne, ou in-
versement la hauleur correspondant & I'angle horaire moyen. Plus
parliculiérement, si Uon a observé I'un des bords du Soleil dans
une posilion, l'autre bord dans lautre posilion, la moyenne des
lectures correspondra évidemment au centre
du Soleil, sans qu’il soit besoin de tenir
compte du diamélre apparent,

Enfin, nous résoudrons encore dés mainte-
nant, et alin de n’avoir plus a y revenir, la
question suivante, imporlanle en navigation.
On a observé la hauteur £ d’un astre S en un
lieu M"; quelle hauteur o aurait-on observée
en un licu voisin M ? Considérouns le triangle

Fi. 90

322"  fig. 50) déterminé sur la sphre céleste
par la direction de I'astre et les dircctions des verticales des deux
lieux M et M’, et représentons de plus la trace 2’2" du plan paral-
lele au méridien de M',

Dans le triangle Szz', on a

Sz’:‘r—:—h';

2 2

supposons que I'on connaisse encore l'are zz — s, I'azimut A’ de
lastre S en M, et Uazimut V de la direction 22’ prolongée an-deli
de 2/, en M’. On a alors

sin h == sl &' cos s — sin s cos b’ cos (¥ — A');

s étant petit par hypothése, négligeons les termes du troisieme
ordre par rapport 4 s, et écrivons

2
. . - s,
sin b = sin ' — s cos A’ cos (V — A') — |, sin I

on en lircra par une formule connue :

h= K — scos (V — A') — > a2 tg &' sin? (V — A').
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Cette formule résout la question posée; car s correspond A la
distance des deux lieux M et M’ exprimée en arc; l'angle V est
connu d’aprés la direction du mouvement du navire, et 'angle A’
est facile & observer, au moins d'une fagon suflisamment approchée.
. Arrivons maintenant aux méthodes mémes de détermination des
éléments géographiques absolus d'un lien donné.

QObservation d'une culmination.— Il est facile d’observer avec
précision la hauteur maxima ou minima d'un astre; il suffit de
eommencer 'observation un peu avant que cette hauteur soit
atleinte, et de suivre le mouvement de 1'astre en hauteur & 'aide de
la vis de rappel qui commande les petits mouvements de l'inslru—
ment, en tournant cette vis toujours dans le méme sens, jusqu’au
moment ou il deviendrait nécessaire d’agir dans l'autre sens. Soit
alors i la hauteur obscrvée ; st ki désigne la hauteur méridienne de
I'astre, dont nous avons rappelé la valcur ci-dessus en fonction de
Sctdey suivant les cas, on aura, s'il s’agit d’une étoile fixe et sil'on
suppose 1'observateur fixe, I'égalité b, = h, et I'on en déduira la
latitude ¢, connaissant la déclinaison &.

Cette méme observation déterminerait le temps local et la direc-
tion du méridien, si l'on nolait en méme temps indication du
chronomeétre ct la direction du vertical de 'observation : mais on
n’obtiendrait quune approximation grossicre, car le mouvement en
hauteur étant trés peu sensible pres du méridien, on n’aurait aucune
précision dans l'estimation des temps et de la position.

Supposons maintenant que l'astre observé ait un mouvement
propre, l'obscrvateur élant toujours fixe; dans ces conditions, la
hauteur maxima ou minima ne correspond pas exactement au
moment du passage au méridien : d'aprés la valeur de dh, on a,
pour caractériser le moment de la vraie culmination, la relation

— sin Scos & . dll +-¢cosS.,ds =o,

. cos h L dd
sin H = o5 o cos 5 08 S ai”

On en déduit avec une approximation suffisante d’aprés la for-
mule de réduction des observations circumméridiennes, et en
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remarquant que Il est trés petit (ou trés voisin de =), et que cos S
est trés voisin de = 1 :

1 cosh dd\?
—p+ 1 EBR i
hy _h*Q oscpcosa<dH>

La latitude est sufflisamment connue pour pouvoir calculer le

terme correciif ; la quantité 4%[ est la dérivée de Ja déclinaison par
rapport & angle horaire, immédiatement fournie par les éphéme-
rides.

Dans U'expression de b, en fonction de la latitude et de la décli-
naison, figure la déclinaison ¢ quise rapporte au moment del’obser-
vation; sil'on veuty introduire la déclinaison 8, qui se rapporte au
moment du passage au méridien, on observe que l'on a, on
appelant II, I'angle horaire correspondant,

. ds .
Be= g (0 — 1)
en tenant compte des valeurs de Het de H, dans les divers cas
possibles, on voit sans peine que 1'on a toujours

A2
h1:h$1 cos h (do>;

2 cos g cos 8; \dH

cette fois, A, estla hauteur méridienneexprimée en fonction de la
latitude et de la déclinaison méridienne §,.

Supposons enfin Uobservateur en mouvement, ainsi qu’il arrive
en mer. Soit 11, Vangle horaire de 'astre par rapport au premier
méridien, et considérons 3, ¢ et L comme fonctions de H;
on a H + L == H, la valeur générale de dh montre que le maximurm

COINMme

(ouminimum) de % a lieu pour
o= —sin Scos 3 (dll; — dL) 4 cos 8 . d? —cos A . do,

d’ou :

Gin I — . ©os h cosS.di—cosA . dp
"cos & cos 6 di, — dL

On aura ainsi I'angle horaire H en remplagant sin II par H ou

n — I, cos Set cos A par +- 1 ou — 1, suivant les cas; on appli-
quera ensuite la formule de réduction des circummeéridiennes comme
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plus hant, mais en calculant &, & I'aide de la déclinaison & relative
a I'observation.

Le plus souvent V'utilité de ces corrections sera illusoire, eu égard
i la précision des ohservations.

Observation d'une hauteur et du chronométre. — [.’obser-
vation d’une hauteur (et par la nous pouvons entendre que plua-
sicurs observatious voisines ont été fondues en une seule comme
nous I'avons dit plus haut) fournit 1'équation

sin h = sin % sin 8 —+- cos 9 cos 6 cos H,

entre les éléments o et II; ¢z dernier équivaul ici & la connaissance
du temps local, puisque si L est l'indicalion observée du chrono-
metre, supposé sidéral, on a &i — G = « + H, d’otr la correction
C; sile chronométre est de temps moyen, le temps sidéral local
o + H sera converti d’abord en temps moyen (ce qui nécessite
une connaissance approchée de la longitude), el en comparant le
résultat & T;, on aura encore la correction.

Sil'on a observé le Soleil, au lieu d'employer I'ascension droite,
on utilisera I'équation du temps e, facile & interpoler pour le mo-
ment de U'obscrvation, et le temps moyen T sera égal & e — 1,
d’oll résulte 1mmédialement la correction d’'un chronométre de
temps moyen.

Supposons I'une des deux quantités ¢ ou H connue; on peut
alors délerminer 'autre : mais avant toul, rendons-nous compte de
I'influence des erreurs de 1'observation et des données. En suppo-
sant la déclinaison parfailement connue, on a la formule différen-

tielle
dh = —sin Scos 8. dll — cos A . d=
= —sin A cos o. dll — cos A . dsz,
d'ou
de = — séc A. dh — cos ¢ tg A, dH,
et
= de

sin Acose  tgAcose’

On voit immédiatement par 1a que l'observation conviendra
d'autant mieux & la détermination de ¢ que I'azimut sera plus voi-
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sin de o ou de 7, c’est-d-dire que I'on sera plus prés du méridien ;
au contraire, pour avoir des circonstances favorables 4 la détermi-
nation de H, il faudra que A soit le plus voisin possible de
= Z, c¢’est-d-dire que l’on soit prés du premier vertical.

L’errcur dI1 ou dy est sans influence dans le méridien ou dans
le premier vertical ; mais Perreur dh se reporte loujours avec un
coeflicient au moins égal & 1 sur g ou H ; son influence sur H est
d’autant plus grande que la latitude est plus élevée.

Enfin, on voit encore que si I'on observe une étoile qui ne puisse
pas passer au premier vertical, il y aura lieu de la prendre dans le
voisinage de sa plus grande digression,

Etudions maintenant la résolution de 1'équation fondamentale,
en supposant d’abord le temps connu. Le procédé général consiste

& poser
sin § = m sin M, cos 8 cos H = m cos M,
d’ol
sin A
cos (¢ - M) ="—-".
(¢ ~-M)=—

Il peut y avoir unc double solution; mais I'ambiguité n’existe
pas pratiquement, si 1'on a observé loin du premier vertical.

Imaginons maintenant que 1'on ait observé prés du méridien.
Ceci peut se faire d’abord avec une étoile voisine du pdle, de pré-
férence la Polaire, au moins dans ['hémisphére Nord. On a alors,
comme nous l'avons vu. avec une précision suffisante

2
g:_h—pcosH—'r—%tghsinQH,

p désignant la distance polaire de 1'¢toile.

Des 1ables publiées par les éphémérides facilitent le calcul de
cette formule : elles sont spécialement destinées & 'usage des navi-
gateurs.

Considérons maintenant le cas d'une étoile quelconque prise
dans le voisinage du méridien, c’est-a-dire co qu’on appelle les
observations circuminéridiennes.

La hauteur méridienne k, est déterminée par la hauleur observée
h, d’aprés la formule établie plus haut

COs @ cos ¢
cos hy

H

2 sin?- -
2

3 s <cos ¢ cos 62
y — - —_—

. . H
cos b ) tg hy. 2 sin* o
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et de /i, on conclut la latitude ; on se borne toujours aux fermes ici
éerils, le dernier étant lui-méme souvent négligeable, St 4, qui fi-
gure dans la premitre correction était insullisamment connu en
premiére approximation, on recommencerait le calcul.

SiT'on a plusieurs observations successives, on aura en faisant
la moyenne

2 sin? - 2 sin* —

L, Ccos @ cos 3N 2 oS © oS §\?2 ~ P
hy =3 o €O b (RN gy Y 2
n Cos fi; s n cos I, n

mais 1l vaut souvent mieux réduire chaque observalion séparément,
afin d’estiner 'erreur moyenne, d’aprés les résidus.

Ce qui précéde suppose Implicitement que 'on a observé unc
¢toile. Imaginons maintenant que I'astre observé ait un mouvement
propre, soil par exemple le Solell, ainsi qu’ll arrive fréquemment.

Pour réduire en bloc les observations, il faudra, dans la derniére
formule établie, prendre pour 8, tant dans A, que dans les coefli-
cients des termes de correction, la déclinaison du Soleil pour
I'instant moyen des observations. Si l'on veut réduire chague
observation individuellement, il faudra au contraire prendre pour &
la déclinaison du Soleil quL correspond au moment de chaque
observalion.

Ul peut étre plus commode de se servir uniformément de la décli-
naison méridiennc 8 partout. On procéde alors comme il suit :
le passage étant supposé supérieur, on a comme plus haut & —

A
8 + ;IOI H, et par suite I'équation

. . .7 d3 - d3 .
sin A = sin o sin (80 “+ Jit H) -~ €O$ ¢ cos <¢0 + 90 II) cos H;
. . dd - ,
ou en développant par rapport & g7 H, et négligeant le carré de
cetle quantité, -

~
Ny

. . - R ds .
sin h = sin ¢ sin o, - cos ¢ cos 8;cos H + H 31% sin (¢ — 6y}
. .. H.__ ds

-+ 2 cos ¢ sin 9y sin®> — I —

(r 1 0 sin P d[[ ;
le dernier terme est toujours trés petit, et on peut le négliger
d'antant plus qu’il change de signe avec H, de sorte que silonaeu
soin de répartir les observations de part et d’autre du méridien
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d’une fagon & peu prés symétrique, son influence s’annule dans la
moyenne des résultats. Posons alors

sin (o — %) d8

sin Ho = cos o cos ¢, dH”

de sorte que I, est précisément 1’angle horaire qui correspond 4 la
hauteur maxima, d’'aprés ce qu’on a vu plus haut. On peut écrire

sin h == sin ¢ sin 3y -+ cos ¢ cos &, (cos 1 4~ H sin H);
or

L H, ooy L
cos (H ~- Hy) =cos H{1 - - 2 sin o) n— g ) sin Iy;
en négligeant pour la méme raison que ci-dessus le terme en 17,
et remplacant cos H par sa valeur approchée 1 dansle coefficient du

. . . H
trés petit terme en sin® ~,):°, on a

. . . N o H
sin h=siny sin &, + cos g cos Sycos (H M) -+ 2 cos g cos & sin? =73
2

le dernier terme est ici conservé pour le cas ou I'on recherche une
extréme précision, parce que, quoigque fort petit, son influence
reste la méme pour chaque observation.

On peut donc écrire {inalement

. o H—H ~ «  H
sin h:—cos |9 — 85) — 2 cos 9 cos 5, sin? T°+ 2 €0S 9Cos 3 sin2 —-2;
2

ou encore
. . ~ . H—1I
stn b == cos (9 — ) — 2 cos ¢ cos & sin? ———°,

en faisant

Posant donc hy =~ - 8')s sui le pass i
osant donc hy =— . 4= (v — &), suivant que le passage a licu
du c6té du Sud ou du ¢6té du Nord, on a comme dans le cas geénd-
ral, la formule de réduction

H 1,

2
hi—h—+ ) tghl.zsin‘—2~+.._

n n
cosgcoss, . ,H—II €OS© o5 0
¢ ® 4 sin? o ! 0

cos hy cos h,

En résumé on opére, & un détail prés relatif a 3, comme pour
une étoile fixe, mais en comptant les angles horaires & partir du
moment de la hauteur maxima.
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La formule de réduction des obscrvations circummeéridiennes,
réduite 4 sa partie principale, est
Cos 9 coS o

.. H
hy — h 2= —— 2 smn? 7 ;
cos i 9

elle montre que, pour éviter les grandes corrections, il faudra
prendre des astres qui ne culminent pas dans le voisinage du zé-
nith. En différentiant par rapport & II, on a

€os % cos 7

— sin H. dli,

=
dh, T cos hy

et I'on voit par 1a qu'une erreur sur I'heure sera d’autant moins
influente sur la moyenne des résultats, que les observalions auront
été disposces plus symétriquement par rapport au méridien.

On peut oblenir des résultats salisfaisants avec les observations
circumméridienncs. méme lorsqu’on ignore la correction du chro-
nometre, & la condition de ne pas rechercher une grande précision ;
et I'on peut méme obtenir de cette facon une valeur approchée de
la correction du chronométre. Supposons par exemple que 'on ait
deux observations de hauteurs, & et 2’5 les angles horaires corres-
pondants sont H et T/, et T'on connait seulement la différence

COs © COs 5

! —_Fr ’; ’ ] A = +
i H donnée par I'obscrvation. En posant p = =& — "= B0 0

a avec une précision suflisante ici :
hy =— h + pHZ, hy == I —+—PH'2,
d’ol, en rctranchant :

(h— k)

R 1§
» 5

P

H + 1

et en ajoutant :

W I'— M2 I+ 142
_hfh+p<] - ,>+p< -+ )

2

2

1
h— R
Wl (I — I [a( )]
T +”<’7 >+”H' 1I1Ee
r(55)
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on a done ainsi &, el aussl , ce qui fournit la correction du

TR
2
chronomeétre,
On peut méme supposer qu'ayant trois observations de hauteurs
h, &, k7, on ait seulement des nombres proportionnels aux temps
) prop
qui séparent les observations deux & deux; ¢’est ce qui arriverait si
T'on se servait d’un compteur de temps quelconque.
On a alors, en appelant 11, 1I’, H" les angles horaires,
19 ) 8

hy = h + pI3, hy =K -+ pll'g, hy = A" + pH"?,
et de plus

w—1 H—m_
Ay S

k' et &' étant des nombres connus.
On a alors facilement les éléments de la solution par les formules :

, __h—W p k=N
W Bl= 2, W= T
4 "
}L;i _h ET}L‘ —p ( — k)
8i, en particulier, on avail k' = — 1, k' = 1, de facon que

les observations fussent équidistantes, il viendrait simplement

I "
p?ﬁzzh—h +hr,
2
I:i (h/ _ ]L!!)]
h1:h+ ? I T
PR

2

On étendrait fucilement emploi des wmémes principes au cas de
plusieurs observations.

Examinons maintenant la détermination du temps, en supposant.
la latitude connue. On peut calculer angle horaire simplement

par la formule
sin h — sin 9 sin ¢
cos © cos &

cos I —= »

qui sera surtout avantageuse sil'on veut réduire individuellement
plusieurs observations d'une méme étoile, Mais on a aussi

sin H ES \//Ln(—[) _ bl—SiL(pﬁ— C) , tg %{ = \/;L‘(P*}f?jiﬂp—@

2 cos ¢ cos & sin p sin (p — a)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



220 COURS D'ASTHOI\'().\UE

en remplagant p, p — a, p — b, p — ¢ par les valeurs indigquées
précédemment.

En particulier, on peut supposer qu’on a observé en mer le lever
ou le coucher d’'un astre ; on calcule alors la hauteur véritable A
comme nous l'avons indiqué dans la premiére Partie du cours ; mais
on n'a ainsi que peu de précision, & cause de l'incertitude de la
dépression de 'horizon et dela réfraction horizontale.

On peut facilement faire concourir & la détermination de I'heurc
deux observations du méme astre, faites & quelque temps 1'une de
lautre. Les deux équations

~+ cos ¢ cos ¢ cos I,
—- cos 9 cos ¢ cos H,

sin h — sin @ sin ¢
sin A’ = sin % sin ¢

donnent en eflet, par soustraction,

sin h_h— cos hi_fh,
sinH+H= 2 _ 2
2 H —H

2

€os ¢ cos 3 sin

et tout est connu dans le second membre.
On pourrait aussi ajouter et écrire

sin b -+ sin A/ . .o
—  —sin®sing

cos 0+ 2
R TR | ey |
COs ¢ COS 6 COS — A—Zk‘
. h 4+ N h— K . .
sin ————— €08 — 2 — 81N ¢ sin o
- s TH—H 7
COS ¢ CO8 O COS — 2

sic’est plus avanlageux.

Si I'astre a un mouvement propre, supposons que sa déclinaison
8 augmente de d? en passant de la premiére & la seconde observa-
tion, et soit A" — dk la hauteur que I'on aurait obscrvée la seconde
fois si la déclinaison n’avait pas varié ; d’aprés la formule différen-
tielle, on a cn appelant S 'angle & l'astre, dh = cos S . d3; on
remplacera donc simplement dans les formules précédenles A’ par
h — cos S . d=.
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Observation d'une plus grande digression. — Nous allons
examiner maintenant le parti que 'on pent tirer d'une observation
en azimut faite avec un théodolite ou un cercle azimutal. Si la
direction du méridien est connue, azimut sera lui-méme connu
par I'observation ; sinon, la comparaison de la lecture faite au
cercle horizontal avec 'azimut véritable permettra de déterminer la
Tecture qui correspond au méridien, et par suite la direction du
méridien.

D’une facon générale, les observations en azimut ont I'avantage
d’étre & peu pres indépendantes de la réfraction; mais l'influence
des errcurs instrumentales est plus grande que sur les observations
de hautecur, et il faut tenir com[)ie de ces corrections avee le plus
grand soin.

La lecture d’azimut relative & la plus grande digression d'une
étoile circumpolaire se fait avec grande précision, puisqu’alors
I'azimut est maximum ou minimum. On a, pour cetle position de

I'étoile, la relation
sin A cos ¢ = = cos §,

suivant qu’on est & "Ouesl ou 4 I'Est; st donc on connalt ¢, on
aura l'azimut A, d'ol la direction du méridien ; si on connait A,
on en déduira p.

La relation différentielle

cotg A .dA —tge.dp=o,

montre que pour déterminer I'azimut on devrd prendre A pelit,
ct par snite1'étoile voisine du pdle ; au conltraire, pour déterminer ¢,
on devra prendre I'étoile passant an méridien le plus prés possible
du zénith.

Supposons que nous ayons deux observations semblables, donnant
les deux relations

sin A cos y = € cos 3,
sin A’ cos v

= ¢/ cos &/,

g et ¢ étant égaux a = 1, suivant les cas. On peut alors déterminer
4 la fois ¢ et la dircction du méridien; on conmait en effet, par
I'observalion du cercle horizontal, la différence A — A’, et comme

sin A E CO5 0

sin A’ ~ € cosd"’
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on en tire facilement A el A’, et f{inalement o5 si par exemple

g == —1,0n4a
\ 8 Y
[ O -
AN © A— A
tg _— — < g —
2 6 o 2
tg ——

si en particulier 8 =&, ona A + A’ = o,

Supposons encore qu’au lien d’avoir observé 'azimut méme de
la plus grande digression, soit A, on ait observé un azimut voisin A”;
il est facile de réduire A’ A A, du moins connaissant le temps. En
effct, si Het H' sont les angles horaires, A la hauteur correspondant
A A, on a, d’apris une formule établie ci-dessus, et en remarquant
qu'ici I'angle & I'astre S est droit :

. R -
A=A sinfoosd o, W=
cos h o
d’ailleurs ict :
to o .
cos H;_—t"—“, cos h — cos ¢ sin 1.
g a
Observation de ’azimut et du chronomeétre. — L'équalion

qui convient & ce cas est évidemment
cos ¢ tg & — sin ¢ cos Il + sin Il cotg A = o,
avec la relation différenticlle
cosh.dA\ —cosScos S .dIl 4 sinhsinA.ds—sinS.di—o.

On peut ainsi, sans qu'il soit nécessiare de développer les formules,

1" déterminer ¢ connaissant A et 11 ; et alorsil fant observer prés
du zénith et prés du premier vertical ;

2" déterminer H connaissant ¢ et A ; on doit alors observer pres
du zénith et prés du méridien ;

3° déterminer A connaissant o ¢t Il ; dans ce cas, il faut observer
une éloile voisine du pdle, de facon quesin A et cos § soient tous
deux petits. En particulier, dans notre hémisphére, on prendra la
Polaire ; pour les observations de médiocre précision, on trouvera
dans la Conpaissance des Temps une table fonrnissant précisément
P'azitmul de la Polaire ¢n fonction de la latitude et de'angle ‘horaire,
de sorte que tout calcul sera évité,
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Observation de la hauteur et de I'azimut. — L'équation
fondamentale qui correspond & ce cas scra :

sin 3 = sin A sin ¢ — cos h cos ¢ cos A,
avec la relation différentielle
sin [1cos o . dA 4+ cos S . dh +cos H . de — dd = o.

On peut ainsi déterminer A connaissant 2 et % ; il vaudra mieux
alors se scrvir des relations

conhy R asinp e) o A/ siepsin(p—b)
2 cos ¢ cos h ’ Oy \ sin(p—a sin(p—e¢)

Pour avoir des circonstances favorables & cette détermination,

. . A . . ks . .
I'angle horaire devra étre voisin de = i en particulier, on pourra

se servir du lever ou du coucher d'un astre, mais comme nous
I'avons déji vu, sans pouvoir compter sur une grande précision.
On pourra aussi déterminer o connaissant A et A, et alors on devra
&tre dans le voisinage du méridien pour avoir de bonnes conditions.
Si A était nul, ou égal & 7, on aurait simplement

sin8 == 7= cos (h F= <) ;

si donc A est voisin de o ou de =, (¢t dans ce dernier cas on rem—
placera A par A + 7, de fagon que A soit toujours petit) on écrira

A

sin § = sin 6, == 2 cos ¥ cos & sin? =,
2

. T \ . -
8, Stant égald — == (v + h) pour un passage supérieur ou infé-

rieur du ¢dté du Sud, & :if (¢ — I) pour un passage supérieur
ou inféricur du cOté du Nord, et 'on pourra traiter cette équation
comme |'équation analogue relative aux observations circumméri-
diennes, pour déterminer » et méme la direction du méridien, si
celle-ci n’est qu'imparfaitement connue ; ces indications suffisent
sans u’il soit nécessaire d’entrer dans d’autres détails, parce que
ces observations sont rares, ct en général peu avantageuses.
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Observation de la variation du mouvement en hauteur ou
en azimut.— Supposons que dans un temps relativement court ¢H,
on ait observé la variation de hauteur dh, ou d’azimut dA, d’un
astre ; on pourra écrire avec quelque approximation :

dh =— — sin A cos v . dH, cos h dA = cos S cos ¢ . dII,

ou plutét
cos hdA = <§1n7<g —sin S g h) di,

cus h

A cause de la relation

sin ¢ = sin & sin A —+ cos h cos ¢ cos S,
On en tire :

dh ‘e — sin 4 sin cos*h.dA
sin A L gilr St e A esmh .

cos o = —

La premitre formule donnera 7, sil'on connait A ; si U'on a observé
prés du premier vertical, on pourra remplacer sin A par == 1.

La deuxiéme formule donnera encore g, silon connait h en
méme temps. Ges observations qui ne donnenl qu’'une faible
-approximation sont faciles avec le Soleil; il suflit d’observer le
temps dll qui séparc les passages des deux bords & un méme f{il
(ixe horizontal ou verlical ; s1 s est le demi-diametre apparent, on
aalors | dh | = 25, ou bien | cos h.dA | = as.

Si daus I'observation de dH on a observé en méme temps %, on
peut écrire

5 sin S dh
€os 0 sin 8§ = —
dil’
. A n
sin ¢ =— sin 6 sin & -+ cos ¢ cos & cos S,

et calculer ainsi ¢ par I'intermédiaire de S.
En particulier, ceci peut étre appliqué a I'observation du temps
-que le Soleil met & disparaitre de I'horizon.

Observation d'une distance. — Pour déterminer la direction
-du méridien, il n’est pas nécessaire d’avoir un cercle azimutal ou un
théodolite; I'observation en azimut peut étre remplacée par 1'ob-
-servation de la position relative d'un astre et d'un objet {ixe. Sup-
posons donc que S’ soit un objet terrestre fixe, de hauteur connue
R'; si l'on connait son azimut A’, on connaitra par la méme la direc-
tion du méridien. Soit alors un astre S, et supposons qu’a un ins-
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tant donné on mesure sa distance angulaire D & §'; connaissant le
temps et la lalitude, on peut calculer la hauteur A et I'azimut A de
I'astre ; on doit d’ailleurs employer ici les.coordonnées apparentes,
affectées de la réfraction et de la parallaxe, ce qui sera loujours
facile a4 obtenir; au surplus on peut supposer que la hauleur /2 a
é16 mesurée directement en méme tewmps que D. Dans ces condi-

tions, on connait dans le triangle ZS3' les trois ¢6lés 4S — ; — h,
78 = 2— — i, 88" = D, et il est facile d’en conclure l'angleen Z,
égal 8 A — A', par une des formules connues, par exemple en

faisant s = - (b + A" 4- D) :

L]

! o1 . a1 ¢ ’
o2 A A sin (s — h) sin (s — A,
° 2 cos s cos (s — D)
comme on a déterminé A, on en lire A’, en faisant attention aux
signes, ¢’est-a-dire & la disposition des objets observés,

Observation de deux hauteurs et du chronométre. — On
peut délerminer & la fois la latitude et Je temps local en combinant
ensemble deux ohservations de hauteur portant sur deux asires
quelconques, avec les indications correspondanles du chronométre.
C’est 1a un important probléme général, connu
souvent sous le nom de probleme de Douwes ;
ses nombreux cas particuliers sont surlout inté- p
ressants.

S1 S el ¥ sont les positions des deux asires
sur la sphere céleste aux instants des deux obser-
rations, le probléme revient 4 la construction ou
4 lu résolution du quadrilatére sphérique PZSS'
(fig- 51).

(xéomeélriquement la solution est simple : le
triangle PSS’ est connu puisque PS, PS’ sont [es distances polaires
des deux astres, 'angle SPS’ la différence des angles horaires,
qul résulte de la dillérence des lemps des deux observations.
Le point Z est alors fourni par U'intersection de deux pelits cercles
décrits de S el S' comme poles avec les dislances zénithales obser-
vées commie rayons sphériques. On voit par la que le probleme sera
susceptible d’une double solution en général ; mais praliquement,

Anxpoyer. — Cours d’Asiroromie, 11 15

Fic, 51
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il n’y aura pas d’ambiguité. On voil encore immeédiaternent que le
point Z sera d’autant mieux déterminé que l'angle sous lequel se
couperont les deux petits cercles, égal & I'angle SZS', sera plus voi-
sin d’étre droit, c¢’est-a-dire que la différence des azimuts des deux
observations scra plus voisine d’un angle droit : en effet, un point
est d’autant micux déterminé graphiquement par l'intersection de
deux lignes que Vangle de ces deux lignes est moins algu.

On peut donner du probléme une autre interprétation géomé-
trique qui a une grande portée pratique, comme la suite le mon-
trera. Remarquons que la latitode g et le temps sidéral local 2, en
un licu donné et & un instant déterming, ne sont autres que la décli-
naison et l'asccosion droite du zénith Z du lieu. Supposons donc
que le chronomeétre étant sidéral, et de marche nulle (il est
toujours facile de tenir compte de Ja marche durant I'intervalle des
obscrvalions), on ait déterminé la hauteur 2 d’un astre S au temps

t, du chronomélre : cette observa-

e tion fournit un lieu géométrique
Z du zémith Z an temps &, sur la
sphére céleste. soit le petit cercle

Zo tracé du point S comme centre
, . brd
avec le rayon sphérique Y h, et

que nous appellerons le cercle de
hauteur relatif & ['observation faite
(fig. 52). Fixons-nous maintenant
une heure voisine 4, du chronometre, et cherchons un lieu géomé-

Fic, ba

trique sur la sphére céleste du zénith Z, correspondant & 1'¢poque
1,5 il suffit évidemment de conserver le cercle de hauteur précéd-
dent, et de faire tourner son centre autour du pdle P, de fagon &
I'amener en une position S telle que l'angle 8 PS soit égal &
Vangle Z,PZ, c’est-a-dire & & — 1,; en d’autres termes, il faut
substituer & 'ascension droite « de l'astre S une ascension droite
fictive égale & o + £, — ¢

Une seconde obscrvation portant sur un autre astre 8/, et réduite
au temps £, fournira de méme un second licude Z, 5 'intersection
convenable des deux cercles de hauteur donnera le point cherché
Z,, par suite la lalitude, complément de PZ, et le temps sidéral
vral {, au temps 4, d'ou la correction du chronometre.
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1 est encore facile de représenter l'azimut qui correspond A
chaque observation. L’azimut A de¢ la premiére observation est le
supplément de I'angle PZS, reproduit en PZS, (fig. 53); c'est
donc encore, si I'on veut, I'angle compté
dans le sens rétrograde que fait la direc—
tion Zyx du paralléle en Zo, prise dans le
sens direct, avec la direction Z,T tangente
au cercle de hauteur en 7, prise dans
le sens rétrograde par rapport au centre
S

Venons maintenant & la solution analy-

Fra, 53

tique du probléme général.

Sotent &, &' les hauteurs observées de S et de &', dont les coor-
données sont respectivement a, §, ct «, 3'; si L et & sont les
heures du chronométre sidéral de correction C, IT et I les angles
horaires, on a

H=t+C—a, I'=1t+GC—2d,
HW—H=u—=1t/ — §; — (& — a);

u est une quantité connue, ct il faut déterminer I ou I’ ainsi que
la latitude g.
Dans le triangle PS'S, cherchons le c¢bté SS'— D et 'angle

PS'S=P;on a
cos D = sin 3 sin &-~ cos & cos ¢’ cos u,
sin D sin P = cos 8 sin u,
sin D cos P = sin & cos & — sin 8’ cos 8 cos u ;

ou bien en posant
m sin M = sin 3, m cos M == cos ¢ cos u,
il vient
sin D sin P — cos 3 sin u,
sin D cos P = m sin (M — &),
cos D = m cos (M — ¢).

On connait maintenant dans le triangle 788" les trois coiés, et si
Q désigne I'angle Z8'S, on peut calculer Q par la formule

sin b =— cos D sin &' -+ sin D cos I/ cos Q,
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ou telle autre que I'on pourra préférer, par exemple

. coss sin (s — h’) )
cos (s — D) sin (s — h)’

Q
o2 X —
tg -
avec
s={k + K + D).

L'angle Q n’esb déterminé qu’au signe pres.
Le triangle PZS’ donne enfin

sin ¢ == sin ¢’ sin A’ + cos & cos I cos (PP — Q),
cos % sin H' — cos &’ sin (P — Q),
cos ¢ cos Il — sin I cos &' — $in &' cos &' cos (P — Q);

en posant
nsin N = sin &/, ncos N = cos i’ cos (P —Q),

on a encore
cos ¢ sin H' = cos &' sin (P — Q),
cos ¢ cos H' = nsin (N — ),
sin ¢ = n cos (N — &'};

le probléme est ainsi achevé.

Pour lever I'ambiguité sur le signe de Q, remarquons que le
triangle ZSS’ donne encore

ﬁanfahﬁP@;;@;
sin D

donc, en prenant toujours sin D positif, on voit que sin Q aura le
signe de sin (A" — Aj; or, en général il n'y a pas doute sur le
sigrie de cette derniére quantité, & moins que A’ — A ne soit voisin
de 0 ou de 7, ce qui serait une mauvaise condition comme nous
I'avons déja dit. *

Voici une seconde solution d’apres Chauvenet. Soit M le miliew
de T'arc 88’ ( fig. b1), ct appelons ky, &, 1l la hauteur, la décli-
naison, I'angle horaire de M; Py, Qq les angles PMS, ZMS. La

formule
cos D = sin ¢ sin &' -~ cos 9 cos & cos u

peut s’écrire
N o o o
G — 6 5 U S +¢ . ., u
cos® ~ 4 cos? ——_ sin® -,
P 2 2 2

., D .
sin? = - == sin?
2
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ce qul devient & I'alde d'un angle auxiligire £ ;.
. . . 80 )
sin — sin X — siln ——— COS§ - ,
2 2 2
. D 3+ 3 . u
sin ~- cos X = €08 —— sin - .
2 2 2
Les triangles PMS, PMS' donnent
. . D . D
sin & = sin §, cos - - cos g, sin -, cos 1,
o N D . .. D S
sin ¢’ = sin 8§, CO§ 5 cos 8y sln - cos 1y,
‘ou, par additlon et soustraction,
d
.3 b S — 3 3-8 . 5 —3¥
sin —~ 0§ —— - €os =~ —— sin -~ —
. 2 2 5 2 2
sin 3, = . cos Pg=—= .
D N
cos - sin —- cOS S

Dec la méme facon, on a

. h+ K h— I h4-h . h— R
I ——cos — - Cos -~ sin ———
sin by = ) y 008 Qg = D .
cos - sin 5 cos hy

L’angle u étant supposé compris enire o ct 77, ainsi qu’on peut
toujours le faire, on choisira Py de la méme fagon ; quant & Q, on
le déterminera évidemment comme plus haut, de facon que sin Q,
ait le signe de sin (A" — A).

Le triangle PMZ donne actucllement :

sin u == sin §; sin hy + cos 3 cos iy cos (Pg — Qq)s
cos ¢ sin y = cos hy sin (Pg — Qy),
cos @ cos 1y = sin hy cos 8 — sin &g cos by cos (Py — Q)

en posant, ce qui cst possible évidemment,

cos w sin ¢ = cos kg cos (Py — Qu),
cos w €0s § = sin hy,

sin w == cos hg sin (Py — Qy),
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il vient
cos ¢ sin Hy = sin w,
cos ¢ cos Hy =—-cos w cos (§ =+ 50)s

sin ¢ = cos w sin (§ -~ 80),

d’ot ¢ et H,.

Pour trouver finalement les angles horaires, faisons

z ==, — ;(H + 1,
de sorte que

—H, — " N ¢ u
H=Hy— = 5 H = H, T

Les triangles PMS, PMS’ donnent

. fu . Dsin Py . [u . Dsin P,
sin {J —+ @ ) = sin 50 sl —@)s=sin

2 cosd ’

et par suite

Cette solution, peut-étre plus longue, est micux appropriée aux
cas particuliers qui vont suivre.

Etablissons maintenant les relations différentielles du probléme.
On a, en supposant les positions des astres parfaitement connues,

cos A . dp + sin A cosy . dll +—dh = o,
cos A’ . dg 4-sin A’ cos 9 . dll —~ dh' = 0;

d’ailleurs les erreurs sur les temps d'observation étant ot et dt/, et
celle de la correction dC, on a :

dH = dt, + dC, dI = di; +dC;
et par suite. les équations

cos A.de -+ sinA cos¢.dC 4+ dh +sinA cosg.dl, = o,
cos A . do + sin A’ cos ¢ , dC —+ di' + sin A’ cos ¢ . dt; = o,
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d’ou

sin (A’ — A)de = — sin A’ . dh + sin A . dI/
—+ sin A sin A’ cos  (dt; — di).
sin (A’ — A)dC = sécgcos A’ . dh — sécp cos A | dW
—+-sin A cos A’ . dl; — sin A’ cos A . df;.-

Il faudra donc, pour diminuer le plus possible les erreurs,
L. ey . .. T ..
choisir la différence A’ — A des azimuts voisine de - 5 » ainsi que

nous 'avons déja rcconnu. S alors Fune des observalions, la pre-
micre par exemple, est faite prés du méridien, la seconde aura lieu
pres du premier vertical 5 Uerreur de la latitude sera sensiblement
celle de la hauteur &, celle de la correction ne dépendra guére que
decelles de B’ et de ¢';, Cesrésultals étalent faciles & prévoir, d’aprés
ce que nous avons dit au sujet de la mesure d'une seule hauteur.

Envisageons maintenant le cas ol Pastre observé est le méme
les deux fois, et supposons d’abord que ce soit une étoile fixe,
de sorte que § = &’. Dans ces condilions, la scconde solution géné-

rale se simplifie : on a successivement

. D . u cn sin o b
u=—1"{;, — 1, sin — — cos 8 sin — sin 8, —  — ", P, ==
: ’ 2 2’ 0 D 0 2’
cos
2
h+ K h— W
cos sin
. _ I . 2 2
sin w = cos hy cos Q) = - =) ,
sin —

h — N h— &
n-——— cos ——

. . 2 2
cos ¢ = sin k séc w — ;

COs w COS
2

8

B . s ™ kg - . .
I'angle w est choisi entre — St et alors sin J a le signe desin Q,,

soit celui desin (A’ — A), d'aprés ce que Pona vu; finalement :

cos p sin Hy == sin w, . z==o0,

cos ¢ cos I, = cos w cos (¥ 4 8y, =1, —

sin © —= cos w sin (¥ + 3.3, H"_'Hu_*';'
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Le triangle PMS ¢éiant rectangle en M, on a d’ailleurs directe-

ment
o 8
te &, = &7 ;
5 ¢ u
cos -
2
et comme on a aussi
sin 3
COS — — ——
2 sin ¢y

on peut ne pas calculer I, mais écrire tout de suite

h+ & . h— A . h+ A h— &
cos - — g S 51

n—— —cos — sin 8
a 2

Sill W= —

, cos¢ = T

N u Cos @ sin 9

cos 5 sin
2

Supposons maintenant que l'astre ait un mouvement propre, soit
par exemple le Solell ; comme son mouvement en déclin?\ison entre
les deux observations est toujours assez petit, nous pourrons en
négliger le carré. Faisons donc d'abord le calcul précédent en pre-
nant pour 8§ la valeur moyenne des déclinaisons du Soleil qui cor-
respondent aux deux obscrvations : puis appclant d3 la demi-diflé-
rence de ces deux déclinaisons entre la seconde et la premiére
obscrvalion, cherchons les corrections dg et dG qu'il faut faire subir,
& cause de o3, aux valeurs trouvées pour ¢ et pour la correction G
du chronomélre. On peunt & cet effet revenir a la solution générale
du probléme, y remplacer 8 et 8 par § — d3 et + d3, et voir
eomment sec modifient dans ces conditions les élemerits de Ia solu-
tion particulicre étudiée plus haut. On a ainsi d’abord

d'/_:———L;

cos & tgg

et en négligeant le carré de d3, on voit que rien n’est changé au

ealcul de D et &, ; mais si Py = ; + dP,, ona
cos ¢ 1
dP, —= d3 — o= dy - ,
0 . D . u
sin = cos £, cos 3, sin -
2 2
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hy et Qy ne changent pas; par suile, il vient

cos o dp = — cos 3, cos A, cos (Y . dPy,
d'ot :
sin w
dp = — {3,
cos p sin -

On a encore dans le triangle PMZ, enappelant A, T'azimutde M :
cos ¢.dll, = cos kycos A, . dD,
en se servant des cotés PM et ZM qui ne varient pas; et comme
cos h, cos A, = — sin 8, cos ¢ — sin ¢ cos 5, cos H,,
il vient :
&

dll, = — — tg S + tg ¢ cos H),

sin —
2

De plus, on a ici :

el il vient finalement aprés réduclions :

~ . \

dC—=dlly — w=d3 [ 187 4 tg ¢ cos H,
for — in =
g, sin

On arriverait aux mémes résultats en partant des formules difté-
rentielles qui conviennent au probléme général, mais en tenant
compte uniquement cette fois des corrections de déclinaison; elles

sont géncéralement

cos A .de 4-sin A cosg.dC —cos S .dd = o,

cos A" . dy 4+ sin Alcoso . dC —cos S . do' - - o,

et ici, d’aprés nos notations, on doit remplacer dé par — ds et /&’

par + d3, d’olr :

o L sin A’ cos S 4+ sin A cos S’
G — &= WA
0s A’ cos S + cos A cos &
cos 9\5in7(z\’7— A) o’

dC—d3"©
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apres remplacement de sin A, cos A, sin 8, cos S, ... par leurs
valeurs en fonction de ¢, &, H,, et quelques réductions, on retom-
bera sur les valeurs ci-dessus.

Un autre cas particulier cst celui ou les deux astres observés ont
la méme hauteur, de sorte que h = £’ ; cecl est avantageux pour la
précision des observations, parce que la réfraction est la méme 2
trés peu prés; mais les simplifications ne sont pas grandes, on a

. s
simplement Q, — == 5"

Le cas particulier vraiment important est celui que 1'on obtient
en réunissant les denx précédents. Reprenons done celni qne nous
avons traité en détail, et supposons en outre k' = %, de sorte que
T'on a observé le méme astre a la méme hauteur des deux ¢6tés du
méridien : c'est la méthode des hauteurs correspondantes.

Ona alors, I'astre étant une étoile fixe, w—o et par suite sin H=o,
de sorte que H, correspond au méridien, ce qui était évident
a priori. D'ailleurs ce résuitat est indépendant de la hauteur £ 5 on
peut done, si l'on n’aen vue que la détermination de 1'heure, ne
pas faire Ia lecture du cercle divisé qui donne 4 : il suffit de con-
server pour les deux observations le méme calage pour ce cercle.
Cest ce fait qui donne une grande précision & la méthode, car on
s’affranchit ainsi de toutes les errcurs ducs & U'emplol du cercle, et
de celles dues & la réfraction, en supposant que les circonslances
atmosphériques sont les mémes aux deux observations.

Sil'on connait £, on a:

sin ¢ = sin (4 +8;),  cos § = == cos (¥ + &),

suivant que H, est égal & o ou a m; pour H, = o, on a donc

v=U4 3, etpour Hj==m, onay-—==x (b + 3,).
D’ailleurs
te o sin kb sin 8
tg 3, — 2 cos y— — — 9
o0 u’ v sin €
cos -
2
sin ¢, a le signe de sin (A" — A,

Sil'on a ohservé le Soleil, la correction dg qui résulte del’emplor
pour & de la déclinaison moyenne, ¢'est-a-dire la déclinaison méri-.
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dienne pour le passsage qui prend place entre les deux observations,
est nulle ; maison a :

R ter o {o ©
dC=d¢ | — 8 = 4= 8L \;
u . u
tg - sin
2 2

c’est ['équation des hauleurs correspondanies, ou encore la correc-
tion du midi ou du minuit, suivant que H; est égal & 0 ou 7; son
caltul est facilité en pratique par des lables.

Sil'on a observé avec un chronomeétre de temps moyen, donnant
les indications T, et T";, et sie et ¢ sont les équations du temps
correspondantes, on a en appelant G la correction vraie du chromo-
métre,

)

C=H 4+ —T,/ .. _ H4+Ww e ¢ T, T,
:H’—f—e'*T’ii dou C— 24_%,72 — =7

e +—¢ ., . . . .
pour —- ~, on peut prendre I'équation du temps ¢, & midi (ou &
minuit) vral, 4 cause de la symeétrie des observalions par rapport

1/

- il ,
an méridien ; quant & r—‘t—, sa valeur est H, + dC, dC étant la

quantité calculée ci-dessus; donc

)
C:~»T’%1Ti + Iy + ¢, + dC;

on voit que — dC est ce qu'il faut ajouter & la moyenne des indi-
cations du chronometre pour obtenir son indication & midi (ou
minuit) vrai, et & proprement parler, ¢'est — dG qui est la correc—
tion du midi ou du minuit.

Il peut se faire que les hautcurs obscrvées ne soient pas rigou-
reasement égales, soit & cause de la variation de réfraction, soit a
causo des corrections instrumentales, soit parce qu'onm n'a pu
qu’observer des hautcurs voisines. Faisons donc & — A =dh : on
voit immeédiatement que dh n’aura ancun effet sur la latitude, et

que Y’on aura

dC = dlfy = ==
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avee

w = — cosh dh;

N .ou
Co$ 0 sin -
2

d’ou finalement

dC = ¢ . cosh dh,

N~ .ou
COS % CO8 G 311 —
P

suivant que I1; est égal a 0 ou & =.

Quelles sont les conditions les plus favorables pour déterminer
ainsi le temps et la latitude ? 11 est clair, d’aprés ce qui a été dit en
géncéral, qu’il faudra faire les observations environ & 43° du méri~
.dien en azimut.

Remarquons cn terminant ce sujet, que les résultats relatifs 4 la mé-
thode des hauteurs correspondantes auraient pu étre élablis directe-
ment avec la plus grande facilité : nous laisscrons ce soin au lectenr.

Observation de deux hauteurs et de la difiérence d'azimut.
— On peut observer & des inslants différents les hauteurs de deux
astres, ct obtenir leur différence d'azimut par les indications d'un
-cercle horizontal. On a alors un probléme en tout semblable au
probléme de Douwes ; on résoudra d’abord le triangle ZS%, puisle
triangle PSS, enfin le triangle PZS'; les roles du pdle et du zénith
seront simplement échangés. Nous n'insisterons donc pas davan—
tage sur les détails de cette question, et nous nous bornerons a
quelques indications générales sur les observations asscz délicates
ol I'on fait inlervenir les azimuts : il est d’ailleurs clair que la mul-
tiplicité des méthodes d’observation que l'on pent imaginer est
pour ainsi dire illimitée, et qu’il doit nous suffire de donner les
développements relatifs aux plus usuelles, de fagon a4 servir de
modele pour tous les autres cas possibles.

La méthode des hauteurs correspondantes s’applique tres bien
ici, s'il s’agit de déterminer simplement la direction du méridien,
sans qu’ll soit nécessaire de connaitre eflectivement les hauteurs.
En particulier, on fera de bonnes observations d’azimut, en obser-
vant les deux plus grandes digressions d’une étoile circumpolaire,
de part et d’autre du méridien.

Sil'on applique la méthode des hauteurs correspondantes en
arzimut au Soleil, il faut tenir compte de son mouvement propre;
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si les azimuts sont A et A', et si 8 est la déclinaison moyenne, da
sa demi-variation entre les deux observations, on a

sin (3 — d8) = sin ¢ sin & — cos $ cos h cos A,
sin (> -+ dd) = sin ¢ sin h — cos v cos h cos A,

d’ot
o s AT — A LA A
cos 3 . U3 = cos g cos hsin - 3 sin —————
done, A’ étant sensiblement égal & — A, on a
A+ A cos 6.ds
2 " cos o cos hsin A’

et 1l est fucile d’en conclure la lecture du cercle qui correspond aw
méridien, connaissant les lectures qui correspondent aux deux
observations.

Dans la méthode actuelle, on pourra faire les deux observafions
dans le méme azimut; on est ramené ainsi & 'observation dans un
méme vertical ; les deux astres seront en général diftérents, mais il .
sera possible de prendre la méme éloile, si elle est circumpolaire.
Le probléme de Douwes n’offrc pas le méme avantage.

Un autre probléme général intéressant est celui ot l'on connaitrait
pour deux astres différents, la différence des hauteurs, la différence
des azimuts, et celle des angles haraires, fournie par Fobservation
du chronomeétre. Dans ce cas, en se reportant & la figure du
paragraphe précédent (fig. br), on résoudrait d’abord le lriangle
PSS’; puis dans le triangle ZS5' on connaitrait un cité, S8’ — 1,
I'angle oppos¢ égal 8 A" — A, et ]a différence des deux autres co—
tés ; on en déduirait, en faisant toujours Q — 48'S; et Q' = 758 :

B —h A — A
g €0§ ;=" OS5 = —-
sin JQ+ Q)= — 2 -2,
cos - -
B —h Al— A
o , sin = -~ cos
sm;(Q——Q): ) ,
: sin -
2
2+ Q
b 08T t
g — = <, colg -
2 cos =4
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Il serait alors facile d’achever & l'aide du triangle PS'Z comme
ci-dessus,

Observation de deux hauteurs égales a des temps donnés.
— L’avaniage de la méthode des hauieurs correspondantes pour la
-détermination du temps ou du méridien est grand : il résulte dece
que les observations sont indépendantes del’emploi des cercles divi-
sés et de laréfraction. On doit donc songer & conserver cet avantage,
et & envisager de nouvelles méthodes fondées sur le méme principe.

Ici, nous allons supposer que 1'on a observé deux astres S et S’ a
la méme hauteur inconnue h, mais A des temps connus, de sorte
que les angles horaires H el 11’ sont connus. Si nous reprenons
I'interprétation géométrique que nous avons donnée précédem—
ment des observations de hauleur, nous voyons que le zénith Z, est
ici, puisqu’on connail le temps, sur un demi-grand cercle horaire
connu passant par P; quant aux cercles de hanteur, on connait
leurs centres Sy et Sy, mais on sait seulement qu'ils ont méme
rayon ; le point 7, est dong équidistant de S, et Sy, et par suite sur
un grand cercle perpendiculaire sur 8,5, en son milieu : 'inter—
section de ce grand cercle et du demi cercle boraire précité donne
sans ambiguité Zo.

La solution analytiqué est particulierement simple. On a

sin . == sin ¢ sin & + cos ¢ cos © cos 1,

)
sin b — sin ¢ sin ¢’ 4 cos ¢ cos ¢ cos H',
.d’ot1 par soustraction :
tg ¢ (sin 8’ — sin 3) —= cos & cos H — cos & cos H/
1 o 1 .
=, {cos 8 — cos 3') (cos H + cos IT') -+ y (cos 8 1-cos &) (cosIl-— cos H'),

-ou bien

& —8 ., I+11. H—II
T, Sn s

dgo=—1tg ~+cotg

a N 7 V__
—+9 cos“ +IICOSH H
2 Py 2

Si donc on pose :
H—1 g — 3¢

m sin M = sin ——— cotg —- —,
2 2 ,

-1 by 3
m cos M — cos — ,.:f__
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il vient finalement

I+ 1r
tgc,:fmcos(——g ——M).
\ .
Pour obtenir la relation diflérentielle qui convient & ce probleme,
reprenons les relations différentielles générales du probléme de
Douwes, ct faisons-y dh' = dh, puis éliminons dh; on aura

(cos A — cos A’} sée o.d¢ =sin A'.dl/ — sin A.dt; + (sin A’ —sin A)dC;

ici dG désigne l'erreur donl est affectée la correction supposée
connue du chronomeétre. On sera dans les meilleures conditions si
cos A — cos A’ est le plus grand possible, ¢'est-d-dire si les obser-
vattons sont faites dans le voisinage du méridien, mais 1'une du
cOté du Sud, Tautre du cdté du Nord; d'autant plus que, dans le
voisinage du meéridien, les coefficients sin A et sin A’ sont irés

. . . 1
petits. Le coefflicient de dC devient encore nul pour cos ; (A+AY—o,

ce qui a lieu guand les deux observations sont faites symétrique-
ment par rapport au premier vertical.

On voit que cette discussion nouns rameéne en somme i Ja meé-
thode de Talcott.

Au lieu d’avoir des hauteurs rigoureusement égales. on peut
“avolr des hauteurs seulement ires voisines; nous en avons déj vu
les raisons, el nous pouvons ajouler yue cela se produira encore sl,
cowme dans la méthode de Talcott, on observe avec un théodolile
muni d’un micrométre, et que, toujours sans changer le calage de
la lunette, on n’observe pas au méme point du champ : la différence
des hauteurs est fournie par les indicalions du micromeétre, celles
du niveau, et la varialion de réfraction.

On raméne toujours un tel cas au préeédent, en modifiant sim-
plement 'angle horaire de 'une des observations, d’apres la formule
différentielle dh + sin A cos o . dIl = 0 : si unc hauteur observée

k' doit &tre ramende 4 h, on prendra donc pour angle horaire, au
I
lieu de H’, la valeur H' . ;E?A;C:SA;, A’ étani l'azimul toujours
facile & caleuler préalablement avec une approximation suffisante.
Sil'on veut faire directement la correction de latitude qui en
résulte, on a
¥

cos® ¢

(sin 3 — sin 5) = cos ¢ sin H’. dII' = cos k sin A’. dIT/,
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d’ou '
h— I
o C— R S |
dil’ = sin A’ cos ¢’
par suile

do — 08 cos h. (b — 1)

. G Q
2s8in - — cos - -
2

/1
7

Dans ce qui suivra, nous supposerons les angles horaires cor-
rigés comme nous venons de le dire, pour ramener les hauteurs
a étre rigoureusement égales.

Observation de trois hauteurs égales et du chronomeétre.
— C’est ld un probléme fondamental dont Gauss a le premier
donné la solution directe. Ici nous supposons que trois astres S,
S’, §" de coordonnées connues «, 2, &/, &', o, 8’ ont éi¢ observés
a la méme hauteur k; les heures du chronomeétre sidéral sont ¢,
t/, t/; la correction du chronomeétre est C; la latitude est o; les
angles horaires sont [ = ¢; +~ C — o, Il = &/ + G — 4/,
' =t + C — «; enfin les azimuts sont A, A’, A”. Il faut déter-
miner C et o, et subsidiairement la hauteur inconnue A.

Si nous revenons d’abord 4 notre interprétalion géométrique,
nous voyons que le zénith Zy est déterminé par trois cercles de
hauteur, ayant méme rayon inconnu, mais de cenires connus S,
S¢'s 8. Le point Z, est donc le centre du petit cercle circonscrit au
triangle 8,8'S," : il y a dcux solutions, sym?triques par rapport
au centre de la sphére céleste.

Voici la solution de Gauss. Faisons IV — H=u', " — Il —u";
' et 1’ sont des quantilés connues ; en comparant les deux premicres
observations, on est amené a poser, d’aprts le numéro précédent :

“
8’ S uw 3 - &

! — =,  m'cos M — cos ‘- ig
2 2

I3
. . ou

n' sin M = sin -— cotg
2

o] 2 b

et 1l en résulte
u/
tg o =m' cos <H -5 M’);

la comparaison de la premiére et de la troisiéme observation donne
de méme

s ay

. . u 8
m”sin M"=sin - cotg———, m’cos M/ =cos — 1
2 2

3 Il”
P
2

a + a/:
2

"
tg o — m' cos (ll -+ v LY
2

——
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Tout revient donc & la résolution de I'équation

"

u " u
m’ cos (II + - ~M’> = m' cos <H +o = M”):

faisons
7 7

MW+ W — R =P,

M — M — u_%“u_ — 2Q;
on a

mcos (L — P+ Q)=m'cos (L — P — Q);
donc
m —
tg (1 — P) = - cotg ) ;

n

sl 7 =tgy,ona d’ailleurs

b/
m — m'

mA-m tg (45° —z)-

Ona ainsi H, et ensuile ¢, ce qui résoud le probléme. I y a
théoriquement deux solulions, puisque
n’est déterminé qu'd 7 prés; aux deux P z
valeurs de M correspondent des valeurs
de ¢, égales el de signes conlraires : tout
cect coincide avec ce que nous avons vu
géoméiriquement,
On peut résoudre le méme probléme s’
par les Lrés élégantes formules de Cagnoli. Fus. 54
Appelons comme d’habitude S, S, 5"
les trois angles PSZ, PS'Z, PS"Z ( fig. 54) ; et soit d’'abord, & cause
des hauteurs égales,

IS — LSS =P, ZS8S'—ZS'S—P, Z8Y — 78§,

on a
S =P — PSS’ =P' — PSy,
§-— D'+ PSS P—psrs,
§'—= —P 4+ PS'S = — P 4+ PSS,
Axpoven, — Gours d’Astronomie, II 6
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Si donc on fait encore

Q:é@S@LTSSW(y:;@SS@JSS%(Yz;@SS—PSSL

on a
S8 —2Q, $ 4 S==20, S §=a0,

et
S+8 +8=0Q + Q + Q.

Pour avoir §, S, S, il suffit donc d'aveir Q, Q', Q", qui sont

immédiatemennt donnés par les formules de Néper

; all — 8/
sinp - ———-
t Q COtg u" ! 9
= —s ~
g Y
cos — = —
2
. 6!/ _ a
p SIS
. [p— PV
tg Q - COtg 0// +' a
cos - - ——-
2
3 — 3
, sin
' 2
tg Q" == cotg — ek
g Q 8 G
cos —
2

On a alors, par exemple,

cos ¢ sin 1l = cos hsin S, cos ¢ sin (H + u') = cos hsin &,

d’ou
sin H sin 8’ = sin (H + ') sin 8,

r

ig (H 4 Li) = ig

2
ou & 'aide de Q, ', Q’,
/ a'\ u’ " . ,
g (B %) =13 " tg Q" cotg (Q — Q),

ou encore
J—

, s ——

u ote (O — O -
tg<}{+2*>:wtb‘Q Q) ii—ﬁ
P3

COS -
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On aurait évidemment deux autres formules analogues en com-
binant aulrement les observations.

Enfin, le triangle PSZ par excmple (ou de méme I'un des ana-
logues) donne

H+S

1 T 3\ 9% T
g, (o-+h)= tS(\g * 5>;05H1’S‘
0 -—2 N
. H—8
1 ™ 3 S 9
sin —-— -

d’ou enfin la latitude ¢, et en méme temps la hauteur inconnue 4.
81 la hauteur & avait é1é observée, sans ccpendant qu'on en fit
usage, on aurait 'errcur de l'instrument, en coniparant I'observa-
tion au calcul.
Les angles Q, Q', Q" et par suite S, §' 8’ ne sonl ddlerminds

” . ” . _ u'y,
qu’a 7 prés ; mais cela n'importe pas pour le calcul de tg <l[ + 3 ) ;

1L est déterminé & = prés; une fois I fixé, il faut prendre S,
comme ['on sait, de fagon que sin 8 et sin H aient le méme signe ;

I T y . T ~ .,
et {o + h), y ( — h) dtant compris entre — S et il ne

r

subsiste aucune ambiguité. Pratiquement 1l ne peut y en avoir sur
fe choix de H.

D’aprés lc numéro précédent, les relations différentielles du pro-
bléme sont

(cos A —cos A’} séc gdp + (sin A —sin A") dC+-sin Adi; — sin A'dl'; = o,
{cos A —cos A")séevds + (sin A —sin A”)dG + sin Adf,— sin A’dl", = o;

d’ou

A séc 9. de — = sin A (sin A" — sin A') d¢;,
A . dC = Zsin A (cos A" — A") d;,

en faisant
A = sin (A" — A’) +sin (A — A") + sin (A’ — A),

le signe X indiquant la somnme des termes semblables obtenus par
permutation circulaire de A, A, A', et ¢, #;, 1"
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Les meilleures conditions de détermination de ¢ et de G auront
lieu quand A sera maximum : posons

A — AN =g, A—AN=y;:
on a ,
A =sinz + siny — sin (¢ + ) ;

le maximum a lieu pour

2A A
— CcOsS ¥ — CcOs (T 0] — COS Y — COS (= =
. os(v+y)=o o ] (z +y)=o,
. . » 27T
ce qui donneou bienz=1y-- 0, ou bienx =y = =+ 3 5 cette

derniére solution convient scule, et 'on voit que les trois dilférences
d’azimuts doivent étre voisines de 120°.

On fait 4 I'avance le choix des ¢toiles & observer de fagon que les
intervalles u', 4’ soient petits, ce qui est avantageux pour bien des
raisons évidentes ; on voit d’ailleurs que les étoiles & mouvement
lent en hauteur seront tout aussi bonnes que celles dont le mouve-
ment est rapide; car, si d'un ¢dlé on apprécie mal Ie moment .o
la hauteur A st atteinte quand le mouvement en hauteur est lent,
d’autre parl, 'erreur df; ainsi commise est sans grande influence,
puisque, dans les formules différentielles, elle figure toujours mul-
tipliée par sin A, et que si & varie peu, I'azimut est voisin de o ou
de . On pourra donc par exemple choisir la Polaire pour I'un des
astres a observer. Pour calculer les relations différentielles, et se
rendre compte des crreurs & craindre, on déterminera les azimuts
d'une fagon approchée, ct on remarquera que 'on peut écrire

. AIV !
sin A cos + Al
stegode =2~ s A A a %
asm- — - -sin - - —-
2
" ! *
- sin A sin u
dC:Z A AT A_Ar/dti'
asin - sin
: 2
Emploi simultané de plusieurs observations. — Comme

nous l'avons déja dit, on se trouve le plus souvent en possession
de valeurs déja trés approchées des éléments 4 déterminer, temps
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et latitude. On peut d’ailleurs réaliser cette hypothése en faisant au
préalable les observations directes nécessaires pour connaitre ces
éléments. Soient donc ¢ et C les valeurs approchées de la latitude
et de la correction du chronométre, et ¢ + dp, C + dGC, leurs
valeurs vraies, les correclions dp et dG étant assez petites pour
qu’on puisse négliger leurs carrés et leur produit.

Une observation quelconque étant faite, on peut alors procéder
de la facon indirecte suivante pour en tirer parti; calculons ce que
serait le résultat de I'observation avec les valeurs approchées 9 et C,
puis comparons ce résultat avec le résultat vérilable; il est mani-
feste que 'emploi de la relation différentielle qui convient a Yob-
servation faite permettra d’établir une équation linéaire par rapport
anx corrections dyp et d(i; chaque observalion fournira une telle
équation ; en combinant ensuife toutes ces équations de la fagon la
plus avantageuse, par exemple par la méthode des moindres carrés,
on obtiendra les valeurs les plus convenables a adopter pour les
inconnues dp et dC, ct on pourra espérer s’affranchir des erreurs
fortuites qui affectent les diverses observations en multipliant
celles-ci raisonnablement. Le cas le plus important, et que nous
développerans seul, est celui ol I'on observe des hauteurs, en méme
temps gue le chronometre. L'angle horaire H est égal & ¢; -G —os;
on calcule alors la hauteur A et 'azimut A sans peine, connaissant
0, 6 ¢l h, par les formules de Gauss ou celles de Delambre; 1'azi-
mut n'a d'ailleurs pas hesoin d’étre connu avec grande précision ;
appelons d'h la différence entre la hauteur observée et la hautenr
calculée ; on a, en ne tenant pas compte des erreurs d’observation,
I'équation

d'h + cos A.ds + sin A cos9.dC=o0;
C’est la relation entre dz et dG qui correspond & I'obscrvation faile.

On voit qu'une seule observation faite dans le méridien donnera
(lc'o; faile dans le premier vertical, elle donnera dC.

Pour combiner les différentes observations et résoudre les équa-
lions correspondantes de la fagon la plus avantagcuse, on peut
s’aider d'une méthede graphique, suggérée par la forme méme do
I'équation. Prenons deux axes de coordonnées rectangulaires dans
un plan Ox, Oy ( fig. b5), et considérons la droite D qui aurait

pour équation :
zsinA +ycos A+ dh=o0;
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cette droile est facile & construire : 1l suflit de mener la demi-droite
Oz telle que 'angle de Oy avec Oz compté vers O soit égala I'azi-
mut A, puis de prendre sur la droite

u\/y Oz orientée dans le sens Oz un seg-

e ment OH égal & — d'h; la perpendi-

culaire sur Oz en H est la droite D.
Si maintenant nous considérons
cos 4.dG et dp comme les coordon—
nées d'un point du plan, ce point

S

sera sur la droite D.
Construisons toutes les droiles
analogues a D fournies par les ohser-

16, 55 . . ., ,
- vations : st celles-ci étaient parfailes,

toutes ces droiles se couperaient cn un méme point dont il ne
resterait plas qu'a mesurer les coordonnées pour avoir cos ¢ . dG et
dfro ; mais & cause des erreurs d’observation, ces droites se coupeny
mutuellement en des points distincts, voisins eependant les uns des
autres : on prendra alors & vue un point moyen entre ‘ces différents
points ¢t c’est celui que 'on adoptera pour en mesurer les coor-
données. :

L'interprétation géométrique des observations de hauteur con-
duit directement & cetle méthode graphique. Supposons que O soit
la position approchée connue du zénith Z du lieu d’observation au
temps défini par l'indication #, du chrenométre; par ce point O
passe le cercle de hauteur ayant S| comme cenlre et pour rayon le
complément de la hauteur calculée ; le cercle de hauteur véritable
qui correspond 4 l'observation el qui passe par Z, a le méme centre
S, et son rayon est égal au précédent diminué de d'h. Confondons
alors, puisque 7, est trés voisin de O, la surface de la sphere dans
les environs de O avec son plan langent en O, et prenons deux axes
de coordonnées rectangulaires, le premier Ox ayant pour direction
la tangente au parallele de O, menée dans le sens direct, le sccond
Oy dirigé vers le péle; le point Z, a précisément alors pour coor—
données cos gc.dC et d;a, comme nous I'avons déja vu bien souvent.
Confondons de plus le cercle de hauteur qui passe par 7, avec sa
tangente en S ; celle-ci fera avec Ox I'angle A, comme nous l'avons
déja dit, comypté dans le sens rétrograde & partir de Oz, vers la tan-
gente menée dans le sens rétrograde par rapport & S ; sa distancea
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Torigine O sera précisément, loujours au second ordre prés, la dis-
tance — d'A du cercle de hauteur véritable au cercle de hauteur
passant par O : cette tangente sera donc précisément la droite D envi-
sagée ci-dessus; ce sera un lieu géoméltrique de Z,. Le point Z, sera
le point moyen que 'on obtienl en combinant ensemble les diverses
droites D, appelées, pour une raison évidente, droites de hauteur.

Notre construction graplique revient donc finalement a la déter-
mination géométrique de Z, par I'emploi des cercles de hauteur,
auxquels on substitue les droites de hauteur, c’est-a-dire leurs
tangentes en Z.

Deux droites de hauteur déterminent le point Z,, au moins théo-
riquement, et cela d’autant mieux qu’elles sont plus voisines d’étre
rectangulaires.

Au lieu de calculer la hauleur que l'on observerait avec » et G,
on peut se servir de la hauteur observée, et calculer alors par exemple
la latitude & l'aide de C; si I'on appelle d'p la différence entre
la latitude approchée et la latitude calculée, on a ici I'équation

cos A(dp + d'¢) + sin A cos 3.dC = o.

La droite de hauteur D rencontre Oy au point d’ordonnée — d',
et est facile a construire, sa direction élant donnée par 'azimut A.

De méme on peut calculer C & 'aide de la hauteur observée et
de la latitude approchée = ; si d'C est la différence entre la valeur
approchée de G et sa valeur calculée, on a cette fois

cos A.dg + sin A cos ¢(dC + d'C) =q,

ctla droite de hauteur rencontre Oz au point d’abscisse — cos z.d'C.

Supposons maintenant que Pon ait fait plusieurs observations de
hauteurs égules, sans qu’on connaisse exactement la valeur com-
mune de ces bauteurs : ¢est la méthode de Gauss généralisée, et
nous avons vu qu’elle est particuliérement facile & appliquer avec
lastrolabe & prisme de MM. Claude et Driencourt. Voict alors
comment on peut traiter les observations, d’aprés ces auteurs eux-
mémes, qui ont réussi & obtenir une haute précision, comparable
4 celle des meilleurs instruments méridiens,

Soit ~ une valeur approchée de la hauteur commune, et b + dh
la hauleur véritable i laquelle on a observé : dans I'astrolabe &
prisme la hauteur % cst toujours irés voisine de 6o°. Calculons
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comme précédeminent la hauteur que l'on observerait si ¢ ct G
¢laient vraiment la lalitude et la correction du chronomeétre, et
appelons toujours d'k la différence enlre £ et ta hauteur calculée;
on aura ’équalion diflérentielle

di + d'h + cos A.de <+ sin A cos 5.dC = o}

il faut au moins trois équations scmblables pour calculer les trois
inconnues dh, dy, dC. Construisons encore la droite D qui, par
rapport aux axes considérés plus haut, a pour équation

zsin A + vy cos A + dh—o0; !

ici cette droite est tangente au cercle qui aurait pour centre le point
de coordonnées cos ¢.dC et dz, pour rayon la valeur absolue de dh :
si donc on a trois droites D, on tracera le cercle inscrit dans le
triangle formé par ces trois droites : les coordonnées de son centre
fourniront les inconnues dC et do, son rayon donnera dh, et cette
construction graphique sera évidemment d’autant plus précise que
le iriangle scra plus voisin d'étre équilatéral, résultat que nous
avons établi analytiquement par ailleurs.

Sil'on a plus de trois observations, on cherchera a tracer le
cercle qui se rapproche le plus d’élre langent & toutes les droites D,
et ce cercle une fois tracé, on en déduira de méme les inconnues.

‘n reprenant l'interprélation géoméirique donnée précédemment,
on voit qu’icion ne connait pas les cercles dehauteur quicorrespon-
dent aux observations ; on connait seulement leurs centres et on sait
de plus qu’ils ont le méme rayon, dont une valeur approchée est

T

Pl h; si nous tragons les cercles qui correspondent & ce rayon

approché, il est clair qu’ils seront tous tangents & un méme petit
cercle enveloppe ayant pour centre Z, et pourrayon | dh| ;en
remplagant les cercles par les droites de hauteur, toutes ces droites
sont tangentes au cercle enveloppe, et tout revient a déterminer
celui-ci pour avoir Z; : on est donc conduit a la méme construc-
tion que ci-dessus.

On peut varier la construction des droites D en calculant la
latitude & l'aide de £ et de G, ou encore G a 'aide de & et de ¢,
comme plus haut.
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Applications a la navigation. Cartes marines. — Toutes
les méthodes précédemment expliquées peuvent s'appliquer aussi
bien en mer qu'a terre. Sans entrer en aucune fagon dans les détails
propres & la navigation, nous allons montrer seulement comment
on peut s’arranger de fagon & en conclure immédiatement la posi-
tion du navire, c'est-a-dire du lieu d’observation, sur la Terre, et
i représenter cette position sur une carte, Dans la pratique, on
simplifiera le plus possible les calculs, pour des raisons évidentes
de commodité, ct on se conformera aux régles en usage sur la fagon
de compter les angles. Comme nous ne recherchons pas icl
l'extréme précision, mais que nous nous proposons seulement de
faire comprendre les points essentiels de 1'Astronomie naulique,
nous supposerons dans ce qui suit la Terre sphérique.

A cause des propriétés de 'aiguille aimantée, on se dirige en
navigation avec la boussole, ou compas, et il est commode de
sulvre, pour aller d’'un point & un autre, non pas le chemin le plus
court, qui serait un arc de grand cercle, mais une courbe, appelée
loxodromie, ct qui coupe tous les méridiens sous
le méme angle. Cherchons d’aboerd 1'équation de
la loxodromie.

Un point M de la Terre est défini par salatitude ¢
et salongitudeL. Soit Mz (fig. 56) une loxodromie
passant par M et coupant le méridien M¢ (dirigé
vers le Sud) suivant 'angle V, celui-ci étant compté

comme les azimuts & partic de M¢ vers Mz, dansle

Fig, 56

sens rétrograde. Soit M'un point voisin projeté en M
sur le parallele passant par M ; dans le triangle infinitésimal MM'M’,
on 4, en appelanl s l'arc de la courbe parcourue dans le sens Mz,

MM'=—=cosedL =dssin V, MM —=dy——dscosV,
d'olt dL—=—1tgV ds
cos g

., T e\ .-
Posant pour intégrer u = tg <Z —+ ;) , 11 vient

|
|
p
\

dL

T / - (F
enin 1~ o=t ¥ g e (f - 3) —rete (T D))
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les logarithmes élant népériens, et L,, ¢, un point initial.
Par deux points L, @ ct Ly, ¢, passent une infinité de loxodro-
mies, car on peut augmenter L d'un multiple quelconque de 27 ;
on ne considére jamais que celle qui correspond a 1'hypothise ol
L — L, est moindre que 27 en valeur absolue.
[&]

L’arc de la courbe est donné par la formule s — s, = "%~ 7, s
cos V270
correspondant au point initial L, 7.
.y ™ © - . ~ .
La quantité log tg <5 -+ 5) est la latitude croissante, 7., qui cor-
. 3 . kY
respond & g5 elle varie do — o0 & + o0 quand % varie de — 5
1 s .
a4 s elle a le méme signe que %, et & — ¢ correspond — 3.
dg ce e . .
Onadi= 55519 . ce qui justifie le nom de latitude croissante.

L’équation de la loxodromie, en fonction de la longitude et de la
latitude croissante, est linéaire et de la forme

I. Ly =1tg V(, — ).

L’unité de distance employée en navigation est le mille marin,
¢’est-a-dire la longueur d’un arc d’'une minute sur un grand cercle
de la sphtre terrestre, soit 1831™,85; il est commode alors d’expri-
mer les longitudes, les lalitudes, et méme les latitudes croissantes
en minutes d'arc, afin d’établir une correspondance parfaite entre
I'unité d’angle, I'unité de distance et I'unité de latitude croissante.

L’expression de A en minutes d’arc est évidemment

10800 M log. - ta <1: N f)
s D10 O 4 P 4
en prenant celte fols des logarithmes décimaux, et appelant M le
module de ces logarithmes.
La latitude croissante A est une fonction de ¢, réduite en tables.
Les cartes marines construites suivant la projection de Mercator
représentent les points de la Terre sur un plan de la fagon sui-
vante : étant donné un systéme d’axes rectangulaires dans le plan,
le point de la Terre de longitude L et de latitude ¢ est représenté
par le point d’abscisse L et d'ordonnée 7, 'unité d’abscisse étant
égale 4 l'unilé d’ordonnée, Les méridiens équidistants sont ainsi
représenlés par des droites paralleles a I'axe Oy équidistantes, ot
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les paralltles par des droites parallcles 3 Ox, mais non équidistantes,

. , sy . i . do
puisqu’a une différence infiniment petite do correspond dh == 7.
A Cos ¢

La carte est peu appropriée a la représentation des régions lrés
voisines des poles.

La loxodromie qui passe par deux points M et M est représentée
sur la carle par la droite M,M
(fig. 57); V'angle V correspondant est M Y
le supplément de 'angle de Oy avec M
M,M, compté de Oy vers Ozx.

La route & suivre pour aller d’un
point & un autre se trouve ainsi <% 0
immédiatement tracée sur la carte, et
I'angle V correspondant est 'angle de
roufe.

Entre deux points éloignés, on ne suil pas toujours la loxodro-
mie, mais plutdt l'arc de grand cercle : ¢’est la navigation ortho-

Fie. 57

dromique. Mais pratiquement on partage la route ainsi déterminée
en un certain nombre d’arcs partiels d’étenduc moins grande, ct
entre les extrémilés d'un méme arc, on suit la loxodromie.

Connaissant I'angle de route ¥, comment doit-on se guider avec
le compas?

La déclinaison magnétique D est I'azimut de la pointe Sud de
P'aiguille aimantée; elle est donnée par les cartes en chaque licu,
ou plutét fournie par les indications des carles qui donnent l'azi-
mut de la pointe Nord, compté & partir du Nord vers 'Est ou vers
1’Ouest.

La déviation & est Ja correction qu’il faut faire subir 4 la décli-
naison magnétique D, poar avoir I'azimut véritable de 1'aiguille
aimantée sur le navire : elle est produite par les masses de fer sou-
vent considérables que comporte le bitiment, et elle varie suivant
des lois assez simples avec la position du navire surle globe, et
surtout son oricntation : son étude et sa détermination plus ou moins
empirique forment U'objet de la régulation des compas, qui n’a pas
sa place ici.

L’azimut vrai de la pointe Sud de l'aiguille aimaniée sur le na—
vire est done D =+ @'; ¢’est la variation du compas. Soit alors V la
roule au compas, c'est-a-dire l'azimut du cap du navire, en d'autres
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termes de la direction de son axe prise vers l'avant; on a évidem-
ment pour I'angle de roule I'expression

V=V, + D¢

Toutefois, surtout sur les batiments a voiles, il faut encore tenir
comple de la dérive d, causte par Paction du vent de travers; la
direction de la route du navire n’est pas celle de son axe, et I'on a

V=V,+D 435+ d;

la dérive est mesurée grossierement par I'observation du sillage du
navire : Ja dérive est exactement 'angle compté comme les azimuts
depuis I'axe du navire dirigé vers l'arriere jusqu'au sillage. Enfin
tout ceci correspond au mouvement relatif du navire par rapport
a l'eau; en réalité celle-ci est en mouvement, et on en peut tenir
compte par 1'étude des courants.

Dans la navigalion & I'eséime on se sert de 1'angle de route et du
chemin parcouru; celui-ci est connu par la vitesse du navire, que
I'on détermine & l'aide du loch, ou bien, sur les bateaux & vapeur,
d'aprés le nombre des lours d’hélice en un temps donné.

Si 4 un moment donné le navire est au point Ly, ¢4, ol sera-t-il
apres avoir parcouru le chemin s, sous l'angle de route V2 Les

formules
o —g—=—scos ¥V, L—Li——(G—>XtgV
résolvent la question. Si p— &, est assez petit, on peut prendre
. . . s ¢ — ,
d’une fagon approchée h — %, = 2354?*0, @ Gtant la moyenne
m

entre ¢, ot @, en vertu de la relation différentielle entre o et 2 par
&

suite L — Ly = sin V ¢ . Inversement ces formules permettent

S 0,
de calculer s et V connaiss:;:;t ILL—T,eto— ¢ : leur calcul est
rendu trés simple par les tables ‘de point, ou parle quartier de
réduction.

Surla carte, connaissant V, on trace immédiatement la route du
navire ; il faut prendre alors pour passer du point M,(L,, 2,) au
point M(L, ¢), sur la droite qui représente Jaroute, et & I'échelle de

. L—L, . .
la carte, une longueur s’ manifestement éeale -~ — 9 ¢'est-a-dire &
8 o sin V °

s . . . i
coseoion effet s doit se projeter sur Oz suivant T — Lo-
Pm
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. . . y . y I
L’erreur relative de la navigation & I'estime peut &lre évaluée 4 pr

en gros; il est clair qu'elle augmente rapidement avec le temps.
quand on n’a pas l'occasion de la rectifier.

Dans la navigation astronomique, on déterminele point, c'est-a-
dire la position du navire par des observations astronomiques, sur-
tout des observations de hauteurs. Comme nous supposons le temps
du premier méridien donné avec une grande exactitude par les
chronométres du bord, on voit que la détermination du temps local
revient a celle de la longitude, puisque E étant U'état absolu sup-
posé connu d'un chronomeétre, et C sa correction, on a toujours
E = G + L. Naturellement on profitera de toutes les occasions
favorables pour vérifier I'état absolu, par exemple en prenant I'heure
locale dans un lieu de longitude connue : ces observations permet—
tront de déterminer la marche du chronométre d’une fagon suffi-
samment précise,

On procédait dans I'ancienne navigation surtout par rectifications
progressives, en se plagant successivement dans les condilions favo-
rables & la détermination de I’heure ou de la latitude. Comme on
se sert surtout du Soleil, on observe le Soleil 4 midi, et on en
déduit la latitude; on prend ensuile une bauteur du Soleil dans le
voisinage du premier vertical, et on en déduit I'heure, en se servant
de la latitude déterminée & midi et corrigée de I'estime faite avec
soin du chemin parcouru depuis midi. Une observation du matin
donne le méme résultat, et ainsi de suite. Nous avons dit précé-
demment tout ce qui convient rclativement & ces observations suc-
cessives au méme licu.

Pour controler la déviation, ce qui est souvent utile, on peut
faire des obscrvations d’azimut ; en méme temps que I'on fait une
observation de hauteur du Soleil, on reléve 'azimut de cet astre,
d’une fagon simplement approchée, par rapport 4 'axe du navire.
La hauteur observée permet de calculer I'azimut vrai de l'astre ; en
le comparant & Uazimut observé, on aura la direction du cap du
navire, soit V; + D + 3 ; connaissant V, et D, on aura ainsi 3.

Bien entendu, quand on est en vue d'une cdte, on s'aide des dé-
tails de cette cote pour se guider ou déterminer sa position : mais
les questions qui rentrent dans cet ordre d’idées sont Atrangéres a
I’'Astronomie.
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Dans lanavigation moderne, on tire parti des cbservations de
hauteur faites & n’imporle quel moment pour déterminer ala fois Ia
lalatitude etla longitude, en les combinant deux A deux, ou trois &
trois. Nous avons vu comment on pouvait s’y prendre pour résoudre
cette question par 'analyse; il suffira d’ajouter que la correction
du chronométre étant égale & E — 1., Uerrenr dC doit éire rem-
placée par — dI.. Mais il convient de reprendre rapidement la
queslion au point de vue géométrique, de fagon & donner la solu-
tion la mieux appropriée au probléme actuel.

Avant observé la hauteur b d’un astre de coordonndes z, 8, el
I'indication du chronomdétre sidéral étant ¢;, 1'angle horaire IT est
égal a t; + £ — L — «; si l'on se sert d'un chronomeélre de temps
moyen, d'indication T;, I'angle horaire cst plus simplement
T, + E — L — ¢, en appelant e I'équation du temps. Dans tous
les cas nous pouvons poser I = I, — L, T, étant 'angle horaire
connu par vapport an premier méridien. I’observation fournit alors
I'équation

sin k = sin 8 sin ¢ + cos 3 cos ¢ cos (I — L),

avec la relation différentielle générale
dh + cos A.d¢ — sin A cos 3.dL = o,

ot A est 'azimut. .
L’équation fondamentale définit sur la sphére tervestre un cercle
de hauleur ayant pour cenire le point Sy dont la longilude est Ho

et la latitude &, et pour rayon sphérique P h. La projection sur

la carte de ce cercle de hauteur est la courbe de hauteur qui cor-
respond a J'observation ; le point M ot D'on a fait Tobservation,
reporté sur la carte, se trouve sur cette courbe de hauteur. La
méthode la plus simple consisterail donc a tracer deux courbes de
hauteur correspondant & deux observations rapportées au méme
lieu ; ce lieu se trouverait sur la carte au point d'intersection des
deux courbes. Elle est peu pratique, car les courbes de hauteur ne
sont pas simples : étudions-les cependant d'une facon générale,
d’aprés M. E. Guyou.
11 faut joindre & I'équation fondamentale la relation

= .
X:l()gtg<1+2),
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d’ol I'on tire, en désignant par ¢la base deslogarithmes népériens,

T )
tg(i*2>~e'

4
et
siD @ =— — cos (TE -+ z;> :e)\_:i_}
: 2 7 o —f—e—)"
€OS © == sin <F+g) = —7\—2—~)—;
2 et e "

I'équation sur la carte de la courbe de hauteur est par suite
eM(sin b — sin 8) + e~ (sin b +- sin 8) — 2 cos 8 cos ({[, —L)=o.

Nous distinguerans alors trois cas, en supposant nécessalrement
h positif.
1° Soit A > | & |. Déterminons %, de fagon que

puis faisons le changement de coordonndes défini par
)\:)\’+7\07 L:L’#—II(“

de facon i conserver la direction des axes.
L'équation de la courbe de hauteur devient

! — % 2 COS 8
PN = e cos ;
vsin? i — sin? 8
elle ne dépend que d’un seul paramétre, le coefficient de cos L.
La courbe a nne forme analogue a celle d'une ellipse avec les.
N —N

e .. R -
€ g pour minimum l'unité, cos L”
2

. e
mémes symétries ; comme

. sin? b — sin? 8 . .
varie entre 1 et ‘L'TGVV_; par suite I variede — Ly a + Li,
S
_ Vsin® h — sin? 3
cos ¢
A chaque valeur de L. correspondent deux valeurs de 2 égales.

si L1 est I'angle positif aigu tel que cos Ly

et de signes contraires, croissant en valcur absolue en méme temps.
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que cos L'; pour I/ = #= L, ona 2’ = o; pour L' = o, [¥| a son
maximum, soit A, tel que

a
_ 2 CcOS 0
e7‘1+e Mo

/sin? b — sin? §
il en résulte

cos § - cos h o N N
oM — \/(w_h 7\/c0tg;(\h+o) cotgé(h—O);

CO8 6 — cos h

donc encore

ghoth — cotg é(h —3) ., ehTh=1g é(h —+ 8)
2° Soit A << |8]. Faisons alors
1
a- (8
\/smE—+—5m h ta'z( +h)_
- sin 6 — sin b~ NP
tg 2(0 — h)
puis, comme plus haut,
)\:}\/+)\(ys L:L,—!—]lo;

I’équation de la courbe de hauteur devient, suivant que ¢ est posi-
tif ou négatif,
w —» ,  _2cosd

4= ——cos L' == o.
vsm‘ g — sin® h

Tci L' peut prendre toutes les valeurs possibles, par exemple de
— m 4 4 =, ct 1l suffit de considérer les valeurs positives de L’ &
cause de la symétrie; & chaque valeur de L' correspond une seule
valeur de )’ qui crolt ou décroit quand L’ varie de o & m; pour
deux valeurs supplémentaires de L, les valeurs de A’ sont égales et

- . T
de signes contraires ; pour L./ = shona N =o; pour L' ==, [¥]
atteint son maximum 2y, tel que

R
0
oM o =M — 2 €OS

Y o
ysin? ¢ — sin? &

d’ont

. /cos h + cos & N
= \/Emft—ig;o cotg = (0 —+ h) colg —(0 — h),
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de sorte que
Ag+Ay 1 Ag—2 1.
eho 1_c0tg i(‘Q‘_h), egho 1__,tg‘2(0 ’l).

La courbe a la forme d’une sinusoide.
3° Soit enfin h = |§|. L'équation est

T cotg 3 cos (Hy — L) = o,

suivant que 3 est positif ou négatif; faisons e — cotg &, puis
=M + X, L =L+ H, : I'équation se réduit & e¥* — cos L.'.
Toutes les courbes ainsi définies sont égales; I/ varie entre

i T, [ 3/ . i
— , ot s pour I'=o0, on a }=0; pour I/ ==+ " on a
2

X = = o, suivant que 3 cst pOSitif ou négatif. i Y aunc 5)’[I]élrie
évidente, et la courbe a la forme d'une parabole qui scrait resserrée
entre deux asymptotes parallCles.

Puisque I'emploi des courbes de hauteur elles-mémes est peu
pratique, on lui substituera celui decs droites de hauteur, ce qui
revient & remplacer la courbe par sa tangente. On procédera tout
comme nous I'avons déja expliqué, avec les quelgques modifications
de délail que nous allons indiquer.

Soient z et L les coordonnées du point estimé, représenté par O
sur la carte; 4 dp, L 4 dL celles du lieu on P’on se trouve
réellement au moment pour lequel on réduit les obscrvations;
calculons Ja hauteur %' que l'on observerait au point (9, L)

et en méme lemps l'azimut A, et faisons h — & = d'h. On a
d’h + cos A.dy — sin A cos ¢.dL = o, % w
ou bien 4
d'h.séc 9 + cos A.dk — sin A.dL = o. A 5
Y/
Si donc on trace par le point O
(fig. 58) deux axes de coordonnées rec— Fio. 58

tangulaires Ox, Oy paralléles aux images
des paralltles et des méridiens sur la carte, on voit que le lieu
cherché est représenté par un point M situé sur la droite d’équation

d'h.séc ¢ + cos A._)ll——sin Ao =o.

Anpoyes. — Cours d'Astronomie, 11

17
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Pour construire cetie droite de hauteur D, on ménera la direction
Oz, telle que 'angle 20z soit égala A — 7—;, et 'on prendra sur

cette direction un point IT tel que le segment OH soit égal &
d'h.séc “H la perpendiculaire 4 Oz en H est la droite D.

Le point M est situé quelque part sur cetle droite; si 'on a deux
droites de hauateur, il est & leur intersection ; si 'on en a plusieurs,
on prendra le point moyen déterminé par leurs intersections mu-
tuelles. Si l'on a une seule droite, on dit que [T est le point rap-
proché correspondant, parce qu’il est toujours plus pres du point
vrai que le point estimé.

Pour porter d'h,séc  sur Oz, il suffira de porter un segment
qui représente dh & D'échelle de la carte dans les environs du
point O.

Nous avons ici construit la droile de hauteur en utilisant 4 la
fois la latitude et la longitude estimées : mais, par analogie avec ce
que nous avons déjh va, on peut ne se servir que d’une seule de ces
quantités. Si l'on emploie la longitude estimée, on calculera la lati-
tude ¢’ et 'azimut A en partant de la hauteur ohservée et de Vangle

loraire; si alors ¢ o' =dy, ona
cos A(dy + d'v) — sin A cos pdL -= o,
et I'égnation de la droite de hauteur est

d'sp
y-tgA.z—kCOS?:o.

pour la construire, 1l suffit de mener une droite faisant avec Ox

. . . do
Vangle A, par un point de Oy ayant pour ordonnée — o' © est-

i-dire — d'%, d'> étant Paccroissement de latitude croissante qui
eorrespond & d'¢. 11 est évident (ue cetle construction. laissera peu
d'incertitude sur de sila droite D est presque paralltle & Oz, c'est-
i-dire s1l'angle A est petit ou veisin de =, ou enfin, comme nous
le savions déji, si'observation est faite prés du méridien.

De méme, si I'on emploie la latitude estimée, on calculera la
longitude L' 4 'aide de la bauteur observée et de o, ainsi que azi-

mut; sl alors L I/ —=d'l.,,on a

cds A.dv — sin A cos 5 (dL + d'L) — o,
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et 'équalion de la droite de hauteur est |
y=tg Al + dL) = o;

elle fail toujours 'angle A avec Oz, mais est déterminée cette fois
par son point d’intersection avec cet axe, d'abscisse — d'L; elle
déterminera bien dL si elle est voisine d'étre paralitle 4 Oy, c'est-a—
dire si 'observaiion est voisine du premier vertical.

11 est encore clair que si les errears de P'estime sont assez forles,
il scra bon de procéder par approximations successives dans
Iapplication des méthodes précédentes; car dans ce cas, la substi-
tution des droites aux courbes de hauleur devient moins légitime.

Mais nous n’entrerons pas dans ces détails, el en terminant ce
sujet, nous indiquerons seulement comment on peut & l'aide du
transport des droites de hauteur, se dispenser de réduire au méme
lieu des observations faites en des lieux différents.

Supposons donc deux observalions de hauteur faites & des temps
successifs et ¢, en deux lieux différents, mais voisins, représentés
sur la carte par les points M et M' (fig. bg). Construisons les droites
de hauteur D et D’ relatives & ces deux
observations, séparément, & 1'aide des don-
nées fournies par l'estime pour chacune
des deux époques. Le point M est sur la
droite D, le point M’ sur la droite D;
d’autre part l'observation de la route et
de la vitesse dans lintervalle des deux
observations fait conuaitre en grandeur et
en direction le vecteur MM ; 1l suffit donce
de transporter la droite D parallélement
i elle-méme en Dy par une translation définie par le vecteur MM,
pour avoir un second lieu géométrique de M’ : ce point se trouvera
A Uintersection des droites D' et D,.

¥, By

Détermination des longitudes. Méthodes générales. —
La longitude étant un élément relatif, loul probléeme de longitude
revient & la détermination 'd’une différence de longitude, c’est-a-
dire encore & la différence des temps que 'on compte aux deux lieux
que I'on doit rapporter I'un & 'autre, & un méme instant ; le temps
employé peut d'ailleurs étre aussi bier: le temps sidéral que le temps
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moyen, ou le lemps vrai, ou le temps délini par un astre quel-
conque, puisque celui-ci est a proprement parler I'angle horaire de
cet astre, corrigé s’il y a lieu de la parallaxe.

La premiére méthode qui se préseute pour la détermination des
longitudes consiste par suite dans le transport de I'heure. Un chro-
nométre est réglé sur le temps sidéral par exemple d'un lieu A, et
sa marche délerminée ; on le transporte en B, et on détermine en
ce point la correction du chronométre par l'une des méthodes
expostes plus haut, en particulier par des observations méridiennes
susceptibles d'une grande précision; en comparant le temps local
ainst déterminé au temps du chronométre, on en déduit évidemn -
ment de la facon la plus simple la différence de longitude des lieux
A et B; pour contrdle, on ramene le chronométre en A, et on déter-
mine de nouveau son état absolu et sa marche.

Tel est le principe sur lequel on s’appuie en navigation, comme
nous I'avons déja dit, pour déterminer la longitude par I’observation
du temps local.

Tel est aussi le principe des expéditions chronométriques pour
la détermination des longitudes; mais nous n’entrerons pas ici dans
les détails de la discussion qu’elles exigenlt, et qui ne rentrent pas
dans I'Astronomie proprement dite.

Une autre méthode est celle des signaux, que nous signalerons
aussi brigvement; par cette méthode, on détermine en somme
un méme instant pour les deux stations dont on veut déterminerla
différence de longitude ; en supposant le temps local parfaitement
délerminé dans chaque station, on en déduit immédiatement le
résultat cherché. Les signaux qui déterminent un méme ‘instant
pcuvent étre des signaux terrestres, principalement des signaux
optiques instantanés, qui pcuvent &tre per¢usa la fois au méme ins-
tant dans les deux stations, en raison de la trés grande vitesse dela
lumiére ; si les stations sont trop éloignées, on les rattache entre
clles par des stations intermddiaires. On pourra faire usage aussi
de signaux célestes, c’est-d-dire de phénoménes célestes nettement
définis, et visibles rigoureusement au méme instant de tous les
points de la Terre ; par exemple le commencement ou la fin d'une
éclipse de Lune ; les phénomeénes que présentent les satellites de
Jupiter, commencement ou fin de I'éclipse d'un satellite, de son
occultation par la planéle, de son passage ou da passage de son
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ombre sur le disque de la plantte. Tous ces phénoménes sont pré-
vus par les éphémérides, en temps du premier méridien ; si done
on a exactement le temps local au moment ou ils se produisent en
un lieu donné, on en conclura immédiatement la longitude de ce
lieu. Toutefois, cette méthode n'est pas susceplible d'une grande
précision, car les observations sont difficiles, et les phénomenes que
nous venons d'indiquer dépendent dans une grande mesure de 'ap-
préciation personnelle. De plus, les éphémérides de ces phénoméenes
ne sont pas d'unc exactitude ahsolue, et pour éviter les erreurs, il
faut plutdt comparer entre elles les observations d’un méme phé-
noméne faites en deux licux différents. Cependant, on obtient
ainsi une approximation souvent suffisante, surtout en observant la
disparition et la véapparition du premier satellite de Jupiter,
guand il est éclipsé ; le phénoméne est fréquent, et d'une soudai-
neté suffisante pour pouvoir élre assez bien apprécié : en l'obser-
vant en deux lieux différents dans les mémes condilions, on élimi-
nera le plus possible les erreurs de la méthode.

Enfin, dans les déterminations de précision, on se scrt de signaux
télégraphiques. Le principe de celte méthiode est intuitif : les deux
observateurs placés aux deux stations déterminent I'heure locale
avec le plus grand soin a I'aide d’observations méridiennes, et entre
temps échangent des signaux électriques en notant les heures corres-
pondantes. On obtient ainsi facilement de bons résullals ; mais pour
alteindre une haule’précision, il faul praliquement s’entourer des plus
mwinutieuses précautions, et en réalité, Lapplication de la méthode
est alors trésdélicate. Disons seulement qu’il faut de toute nécessité
disposer les observations avec une symeétrie parfaite par rapport aux
deux stalions; les signaux doivent ttre envoyés et requs alternative-
tent par chaque observateur, afin d’éviter, par la moyenne des résul-
tats correspondants, les errcurs qui proviennent de 'appréciation des
signauax, et aussi d'éliminer I'influence de la vitesse de transmission,
qui est inconnue ; les deux obscrvateurs doivent aussi permuter les
stations, de facon & ¢liminer leurs erreurs personuelles; ils doivent
se servir d'instruments aussi comparables que possible ; etc.

Clest par cette méthode que I'on a déterminé les différences de
longitude des grands observatoires, et malgré les précautions prises,
malgré ’habileté des observateurs, on est loin de pouvoir répondre
du dixitme de seconde de temps.
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Usage des observations de la Lune. Distances Lunaires.
—= 1l peut étre utile de déterminer la longttude d’'un lieu directe-
ment, sans connaitre exacternent I'heure du premier méridien, par
des observations astronomiques proprement dites. L’observation
des éclipses des satellites de Jupiter répond a cette condition, mais
ne peut pas se faire & n'importe quel moment ; d’aillears, comme
nous l'avons dit, on n'en tire pas compléte satisfaction. Le seul
astre dont on puisse utiliser les observations réguli¢rement (sauf
aux environs de la nouvelle Lune), est la Lune, parce que, seule, elle
a un mouvement propre suffisamment rapide. '

Toutes les méthodes de détermination de longitude par les obser=
vations de la Lune reposent sur le principe suivant : supposant par-
faitement connus le temps local et la -atitude (s'il y a lieu), on
détermine 4 un instant donné une coordonnée ou une certaine fonc-
tion bien définie des coordonnées de la Lune, et & I'aide des éphé-
mérides, on calcule d’anire part le temps du premier méridien qui
carrespond & la coordonnéa ou forietion des coordonnées observée ;
la longitude s’en déduit immédiatement. I ascension droite de la
Lune, par exemple, varie en moyenne de 2 secondes ‘de temps) par
minute ; si donc on détermine cette ascension droite & un dixiéme
de seconde pres, on connait I’heure du premicr méridien et par
suite la longitude & 3 secondes prés.

En pratique, on est loin d’'arriver & cette précision ; l'influence
des corrections de réfraction, de parallaxe, des erreurs instrumen-
tales, dela différence d’éclairement de la Lune et des astres aux-—
quels on la compare, de I’équation personnelle, est grande ; de plus
les éphémérides dela Lune, méme en tenant compte des correc—
tions empiriques indiquées par M. Newcomb, ne sont pas parfaite~
ment exactes. Méme en multipliant les observalions, on n’arrive pas
toujours & des résultats trés satisfaisants. Quoiqu'il en soit, nous
allons exposer maintenant les méthodes classiqués fondées sur
P'observation de la Lune.

En mer, avec un sextant, ce sont surlout les distances lunaires
que I'on observe, ou plutdét quel’on observail, car cette méthode est
mainlenant abandonnée, la durée du voyage entre deux escales suc-
cessives élanl toujours asses courte pour que 'on puisse avoir pleine
confiance dans les indications des chronométres. Nous avons déja
dit dansja premiere Partie de ce cours, comment, ayant observé
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la distance apparenle des deux bords les plus rapprochés do la Lune
¢t du Soleil, on pouvait en déduire la dislance géocentrique D des
centres des deux astres au méme instant, en faisant toutes les cor—
rections nécessaires de réfraction et de parallaxe : le calcul peut
d’ailleurs étre dirigé de bien des facons dillérentes, et abrégé a l'mde
de tables spéciales. On peut substituer au Soleil une belle étoile ;
le calcul est un pea simplifié. 1l ne reste plus qu'a savoir & quelle
heure du premier meéridien correspond la distance D ; a cet effet
certaines éphémeérides publient des tables oa I'on trouve cette dis-
tance D toute calculée de 3 heures en 3 heures, par exemple; il ne
reste donc plus qu’a interpoler la table, de facon & déterminer
I'heure qui correspond & la distance déduite de I'obscrvation ; pour
faire cette interpolation, on procédera par approximalions succes-
sives, car la constdération des différences premiéres ne suffit pas; il
faut tenir compte des différences secondes et méme quelquefois des
différences troisiémes : des lables auxiliaires facilitent cetle interpola-
tion. A défaut de tables fournissant la distance D (la Connaissance
des Temps a cessé d'en publier depuis 1905}, on calcule soi-méme
les valeurs de D pour des époques équidistanles voisines du moment
de I'observation (qui est toujours connu avec quelque approxima-
tion), & 'aide des coordonnées connues de la Lune et du Soleil (ou
de Uétoile), et on interpole les résultats ; les époques peuvent étre
choisies assez rapprochées pour que linterpolation soil facile. lLa
variation d'une distance lunaire au Soleil ou & nne étoile zodiacale
esl en gros de 30’ par heure ; si donc, la distance est observée a
10" pres, la longitude sera déterminée & 20° pres, en temps : la
position du navire en longitude en résulte & 5 milles pres.

Culminations de la Lune. — Supposons qu’en un licu donné
M, on ait observé le temps local du passage de la Lune au méri-
dien, avec un instrument méridien bien installé : 1l est {acile d'en
conclure Ia longitude du lieu par rapport au premier mdéridien, &
l'alde des éphémérides.

Indiquons gvant tout comment sont disposées les éphémérides
de la Lune dans la Connaissance des Temps. On y trouve d'abord
I'ascension droite et la déclinaison apparentes géocentriques d’heure
en heure, en temps moyen de Paris, avec leurs variations pour une
minule de lemps moyen, comme nous 'avons déja dit au Chapitre I
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On y trouve en outre le temps moyen local, I'ascension droite ct la
déclinaison pour le moment du passage de la Lune au méridien,
dans les différents lieux dont la longitude Ouest par rapport & Paris
est successivement 12%, 138 14", ... 23% o", 1%, 2%, ... 10%, 11"

Il est facile de voir commenl on peut passer de la premiére éphe-
méride 4 la seconde. Soiént & Paris, & un instant donné, ¢, T, «, 3, 11,
le temps sidéral, le temps moyen, ['ascension droite, la décli-

naison et l'angle horaire de la Lune, de sorte que t = a -+ 1.
Le premier tableau donne « et 3 en fonction de T, et leurs déri-

véos ;;, C(li;, d’heure en heure. Quand la Lune passe au méridien

du lieu de longitude H, son angle horaire & Paris est précisément

H ; le second tableau donne donc en somme « et & en fonction de
d d? .
H, et leurs dérivées d—lxi’ i Pour calculer ces derniéres en fonc-

tion des premicres, observons que
dll = di — dx, etque di=(1 + k)dT,

ol k = 0,002 7379 ; donc

dx da
dx dr ds dT -
dlil — dz’ din — d3”
I—f—]lkd,]-‘ [+k_¢ﬁ‘

Enfin soit Ty le temps maoyen local du passage au méridien dans
le licu de Iongitude II'; Tt étant Ie temps moyen correspondant de
Paris, ona Ty = T — H, et on en déduit, pour la variationde T,,

dll + dx

dTy =dT — dll = ~"——-7 — dl],
14 k
d’on
dx
dfy _ d= 'l
dH —dlil~— "1k

la variation de T, ¢lant, comme celle de a, exprimée en secondes de

. . d
temps, et calculde pour une minute de temps, ct il;f étant en gros
. L1 . , . dT, da
égal a 350 ON voit que l'on a loujours dlL = g — ©> 175 ce der-
nier nombre est en somme égal & 6o k(x + .5%)
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Enfin le premier tableau donne encore le demi-diamétre et la
parallaxe horizontale équaloriale de la Lune de 12% en 12" de temps
moyen ; le deuxi¢me tableau donne les mémes quantités d’heure
en heure de longitude; il donne en plus la durée du passage méri-
dien du demi-diamétre, égal comme nous I'avons vu & propos des

Con
observalions méridiennes de la Lune, & 81&—;, s étant le demi-
diamétre, et A la dérivée de I'ascension droile par rapport au temps
sidéral.

Le dernier tableau est supprimé aux environs de la nouvelle
Lune, étant alors sans objet pratique.

Ceci dit, voici comment on peul se servir de 1'éphiéméride pour
déterminer la longilude par l'observation d’'une culmination
lunaire.

Une premit¢re méthode, de précision médiocre, esl la suivante :
supposons qu'on ait observé & la lunctte méridienne, bien réglée,
le temps moyen local du passage au méridien de I'un des bords de
la Lune ; le temps observé étant compa.é au temps To de 1'éphé—
méride pour le passage de I’observation, on aura tout de suite une
valeur approchée de la durée du passage du demi-diameétre; ¢’est
un intervalle de temps sidéral, que l'on peut ici sans inconvénient
considérer comme un intervalle de temps moyen ; en I'ajoutant ou
retranchant au temps observé, suivant que celui-ci se rapporte au
premier ou au second bord, on trouve le temps du passage du
cenire au méridien ; en le comparant d'une fagon précise & I'éphé—
méride fournissant Ty, et interpolant en se servant de la variation
de Ty, on aura immédiatement la longitude cherchée.

Pour obtenir plus de précision, on observe I'heure sidérale locale
du passage du bord au méridien du lieu dont on cherche la longi-
tude, et au moyen de la durée du passage du demi-diametre, on
détermine I'heure sidérale du passage du cenlre, en tenant compte
de toutes les corrections inslrumentales, comme nous I'avons vu
au sujet des observalions méridicnnes de la Lune. On a ainsi
I'ascension droite de la Lune, au moment de I'observation; elle
tombera entre deux ascensions droites consécutives de Féphémé-
ride calculée pour les méridiens successifs, et la longitude cher-
chiée entre les longitludes des deux méridiens correspondants : en
interpolant avec précision, en tenant compte de la variation
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d’ascension droite, I'éphéméride qui donne 2 en fonction de H, on
aura la longitude avec exaclitude : on recommencera le caleul ik
est nécessaire, pour avoir plus exactement le temps du passage du
demi-diamétre, et on tiendra compte des corrections de M. New-
comb, §'il g'agit d'une ohservation tout 3 fait précise.

Pour faciliter le calcul des constantes instrumentales, et en par-
ticulier de la correction de la pendule ou du chronométre, on
observe en méme temps que la Lune des étoiles situées sur un pa-
rallele voisin de celui de la Lune et & peu de distance en ascension
droite : ce sont des étoiles de culmination de la Lune; elles sont
indiquées par I'éphéméride, en méme temps que leurs positions.
En procédant de cettc fagon, on a l'avantage d'avoir & modifier
trés peu la position de I'instrument au courant des diverses obser—
vations, et l'on peut compter par suite sur une plus grande stabilité.

D’autre part, I'observation des étoiles de culmination et de la
Lune, faite le m&me jour dans les observatoires fixes et dans les.
lieux dont on veut déterminer la longitude, donne une plus grande
précision a ceite opération. En comparant en elfet la variation
d’ascension droite de la Lune pour une minute de longitude, avec
la variation de la différence entre I'ascension droite de la Lune et
celle d'une étoile de culmination, on s’affranchit évidemment de
Yerreur qui résulte de la différence entre la position réelle de la
Lune et sa position théorique.

Nous n’entrerons pas dans la discussion qui serait nécessaire
pour juger de l'influence des différentes causes d’erreur dans cette
méthode, 4 laquelle s’appliquent les réflexions générales déja
indiquées. '

Hauteurs de la Lune. — La hautcur de la lune ayant été:
observée, on peut en conclure 'angle horaire, par suite I'ascension
droite, puisque nous supposons connus le temps et la latitude :
par I'ascension droite, on détermine le temps ou I'angle horaire du
premicr méridien, & 'aide de I'éphéméride, et par suite la longi-
tude.

1l est clair que I'on ne peut faire ici qu'un calcul d’approxima-—
tions successives, puisque pour avoir certains éléments du caleul,
savolr le demi-diamétre, la parallaxe, et surtont la déclinaison, ik
faut avoir déjA une connaissance approchée de la longitude.
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Pour avoir des circonstances favorables, il faut évidemmenl pou-
voir déterminer 'angle horaire avec précision, ¢'est-a-dire observer
dans le voisinage du premier vertical.

Cette méthode n’est pas susceptible d'une grande précision, mais
on peut I'améliorer en faisant surtout des observations différen—
tielles : on observe alors la différence de hauteur, supposée tres
petite, entre un bord de la Lune et une étoile voisine, la lunette
du théodolite restant invariablement calée pendant les deux obser-
vations; la différence des hautenrs est fournie par les lectures du
niveau, el par les lectures du micrométre, st I'insirument est muni
d’un micromeétre comme quand il s’agit d’appliquer la méthode de
Talcott, L’opéralion peut étre répétée plusieurs fois i des hautenrs
différentes; il y a avantage en particulier & combiner des observa -
tions faites symétriquement par rapport au méridien. mais loin du
méridien. Sans insister davantage sur les détails de 1'observation
elle-méme, examinons comment on peut la traiter.

Employons nos notations ordinaires, ct soient d'abord ¢, ¢ les
valeurs du temps sidéral local, suppos¢ parfaitement connu, aux
moments des deux ohservalions, la premiére de la Lune, la seconde
de I'étoile. Soit L. la longitude supposée du lieu; le temps sidéral
du premier méridien est t + L, pour lequel on prend dans I'éphé-
méride de la Luneles éléments a, 3, » parallaxe horizontale ¢qua-
toriale, s demi-diamétre ; on connait aussi les coordonnées o/, ¢ de
I'étoile. Les angles horaires correspondant aux observations sont
alors Ho=t — a, ' = ' — «’; avec ces éléments et la latitnde o,
on calcule les hauteurs h et A des deux astres, en méme temps
que les azimuls A et A, et les angles parallactiques S ct §' : les
hauteurs % et ' seules sont calculées avec grande précision.

Des hauteurs £ et A" on déduit la hauteur apparente 2, du bord
observé de la Lune, afleciée de la parallaxe et de la réfraction, et la
hauteur h,” de V'étoile, affectée de la réfraction. Pour calculer Ay,
on a par exemple d’aprés la premiére Partie du cours, la formule

sin (h — Ay +R)==ce sin 8 -1 psinwsin (y — h, -+ R},
avec

Y=00° — (3 — &) cos A,

p et ¢ ¢lant les coordonnées polaires géocentriques du lieu, R la

w.

réfraction pour la hauteur apparente A”; ¢ est == 1 suivant qu’on
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a observé le bord inférieur ou le bord supérieur : le calcul se [ait
aisément par approximations successives et peut é&tre simplifié,
surtout si I'on a déja par 'observation méme une valeur approchée
de hy. La différence h, — &, dont nous avons besoin, peut s’écrire
sous la forme (b — R) — A" + (R — R'), R étant la réfraction
pour la hauteur vraie /', puisque I'on a simplement A’ = &' — R';

‘on voit ainsi que A, — R étant donnée directement par le calcul
ci-dessus, iy — A/ ne dépend en réalité que de la trés petite

différence de réfraction R — R, facile & calculer avec précision.

81 la longitude L. était exacte, la différence ainsi calculée Ay — A’
serait ¢égale & celle fournie par l'observation; sinon, il faut lui
ajouter une cerlaine guantité dh, pour retrouver le résuliat de
I'observation ; si cette quanlilé dh, estcclle dont angmente kb, quand
on change la longitude L en L -1- dL, dL serala correction de la
longitude supposée ; la véritable longitude sera L + dL.

Connaissant dhi, il scra facile d’en tirer dL, si ces quantités
sont assez petites pour étre considérées comme des différentielles :
sinon on procédera par approximations successives. Appelons » et
B les dérivées de 'ascension droite et de la déclinaison de la lune
par rapport au temps sidéral; si L devient I + dL, le temps du
premier méridien est augmenté de dL ;5 par suite «, 8, H subissent
les accroissements 2dL, Bdl, — AdL. Donc, d’aprés la formule dif-
férentielle

dh — — sin 8 cos ¢.dl{_+ cos S.d3,

(4 étant ici invariable), on aura en confondant dh avec dh, :
dh, == (A sin S cos 8 + B cos 8) dL,

ce qui donnera dL.

Azimuts dela Lune. — On pent procéder avee les azimuts
tout comme avec les hauteurs, surtont par cobservations différen—
ticlles; ici I'instrument reste invariablement fixé en azimut pen-—
dant toute l'observation, et I'on observe la différence d’azimut,
supposée trés petite, entre un bord de Ja Lune et une étoile voi-
sine, & peu prés a la méme hauteur; cette diflérence est fournie
par les corrections instrumentales dépendant du grand niveau
mobile et de la collimation. L’opération peut étre répélée plusieurs
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fois dans des azimuts différents; il y a avantage & combiner des
observations failes symélriquement par rapport au méridien, mais
pres duméridien. On fera la réduction de Pobservation tout comme
précédemunent ; avec la longitude approchée et les temps d'obser-
vation, on résoud encore les triangles de position relatifs & la Lune
et 4 I'étoile, en calculant celte fois les azimuts avec précision. Des.
azimuls calculés A el A’, on déduit sans peine les azimuts A;, A',
tels qu’on a db les observer; l'influence de la réfraction est négli-
geable, de sorte que A’y = A’, et 'on a en tenant compte de la
parallaxe et du demi-diambtre :

4 S +pm(<§—q’) sinA’
cos h cos h

le signe supérieur ou inféricur convenant au premier ou au sccond
bord. Si dA, est ce qu'il faut ajouter A la différence calculée
Al
dA, provient de 'erreur de longitude dL, et comme I'on a

— A/, pour retrouver le résultat fourni par l'observation,

cos h.dA = cos S cos 3.dH - sin S.d3,
il vient. pour déterminer dL, I'équation

cos h.dA, — (— )} cos S cos 8 + B sin S) dl..

Occultations d'étoiles par la Lune. — L’obscrvalion de 1'oc-
cultation d’unc étoile par la Lune se fait bien, car ¢’est un phéno-
méne presque instantané ; la disparition de 1'étoile s’observe d’ail-
leurs micux que la réapparition, surlout quand elle se fait derriére:
le bord obscur. L’observationdes occultalions fournitdonc de bonnes
déterminations de longitude, surtout quand on la poursuit pendant
quelque temps, ce qui est facile : il faut d’ailleurs supposer I'éphé-
méride exacte. Nous allons, en terminant, indiquer briévement la
mdéthode, cn nous appuyant sur ce que nous avons déja dit a
propos des occultations dans la premiere Partie du cours.

Une éclipse de Soleil pourrait &tre traitée de la méme facon;
mais c’est un phénoméne trop peu fréquent pour qu'il soit utile de
s’y arréler ici.

En se reportant & ce que nous avons dit & propos des éclipses.
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du Soleil, qui comprennent les occultations comme cas particulier,
on peut résumer ainsi la partie qui nous intéresse. L’ascension droite,
la déclinaison_ et la parallaxe horizontale équatoriale de la Lune &
un moment quelconque, voisin de I'occultation, sont =, 8,  (on tient
compte pour les calculer des corrections de M. Newcomb) ; 4/, & sont
les coordonnées apparentes de 1'étoile. En prenant des axes de
coordonnées convenables, on envisage les quanti!és p et g sui-
vantes (qui remplacent ce que nous avons appelé x et ¥ dans la
théorie générale, afin d’adopler, au moins en grandc partie, les
notations de la Connaissance des Temps) :

cos 8 sin (2 — a')

p:*ff.fi L]

sin ¢ cos &' — sin &' cos & cos (x — o)

s w

Soit maintenant H 'angle horaire au méme instant de 1'astre occulté,
pour le méridien origine (celui de Paris); on considere les quan-
tités analogues relatives au lieu d'observation (remplacant les
coordonnées £ et v envisagées dans la théorie générale) :

a=pcos ¢ sin (Il — L),
v=p sin ¢’ cos &’ — 5 cos ¢’ sin & cos (L — L);

p et ¢’ sontles coordonnées polaires géocentriques du lieu d'obser-
vation, de longitude L comptée vers I'Ouest ; {on fait abstraction de
la réfraction dans le calcul de g). 8i, pour le lieu considérs, il y'a
au moment délint par £ immersion ou émersion de l'astre derriére
la Lune, on a la relation

(p—u)+ (g —v)?P =K,

en désignant par k le rayon linéaire de la Lune, mesuré i I'aide du
rayon équatorial de la Terre, de sorte que log & — 1,43545.
Prenons comme origine du temps heure T, temps moyen de
Paris, de la conjonction vraie de la Lune et de 1'étoile en ascension
droite ; et appelons pg, ¢, les valeurs correspondantes de p ct de ¢:
on a p, = 0. Appelons p’ct ¢’ les variations du premicr ordre de
p et de g pour un intervalle d'une heure de temps moyen, p” et ¢’
leurs variations correspondan!es du second ordre, de sorte que, pour
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I'époque T comptée & partirde T, et exprimée en heures de temps
moyen, on ait toujours

P :P,—' -+ Pvr 12,
4= qo + g7+ "%

les termes d'ordre supérieur sont négligeables en effet.

Supposons que le temps moven local de I'observation de 'immer=-
sion ou de I'émersion soit T, et que L étant une valeur approchée
de la longitude, la véritable longitude soit L —+- dL, dL étanl assez
petit pour pouvoir étre regardé comme une différentielle. L’heure
del'observation, en temps moyen de Paris, estégale AT + L —+ dL,
de sorte que lu valeur de © correspondante est T — T, + L + dL;
appelons P et Q les valeurs de p et de ¢ calculées exactement avec
la valeur approchée T — T, + L de 7; les vraies valeurs de p et
de ¢ pour le moment de I'observation pourront étre prises sous la
formep="P + p'.dL, ¢=0Q + ¢.dL.

Les quantités u et » peavent étre calculées exactement, car
Il — L est 'angle horaire local de 1'étoilec au moment de 1'obser -
vation, égal par conséquent au temps sidéral local correspondant,
dimipué del’ascension droite «'. On a donc finalement, pour déter—
miner I'inconnue dl., I'équation

(P4 pdt—u)? -+ (Q + g'.dL — )2 —= k2
Posons
P—u=msinM, p =nsinN,
Q—v=mcos M\. ¢ =ncos N,

en introduisant un angle auxiliaire ¢, tout revient &

msin M -4- n sin N.dl, = & sin ¢,
m cos M + n cos NudL = F cos ¢,

v
d'ott comme ['on sait :

sin (b — N)Y = ESLH\Q{I*_—VI\;)’

c o msin (M — ),
= ez

d'apres la signification géométrique de ¢, facile & retrouver en
se reportant & la théorie générale, on verra que pour unelimmersion
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on doit prendre cos ($ — N) négatif, et positif pour une émersion,
si toutelois n cst choisi positil.

Lorsque la longilude ne sera pas connue avec une exactitude
suffisante, on trouvera pour dl. une valeur notable ; dans ce cas il
faudra recommencer les calculs en prenant pour point de départ la
longitude L -+ dL; la deuxiéme correction sera plus faible, et le
plus souvent ces deux opérations successives sufliront.

La Connaissance des Temps renferme tous les éléments néces-
saires pour faive les calculs précédents : pour toutes les occullalions
de belles ¢toiles qui peuvent se produire dans 'année, elle donne
les éléments fondamentaux ', ¢, T, q,, p's ¢/, p’s p’s n et N.

Une méme occultation n’est pas visible en tous les points de la
Terre : un calcul préparatoire en tout semblable A celut des éclipses
de Soleil, mais plus simple, fera connaillre si le phénoméne est
visible, et dans ce cas, permelira de se préparer A I'observation.
Mais il n’est pas ulile d’entrer dans de nouveaux délails & ce sujet :
il suffit de se reporter a la premidre Partie de ce Cours, et aux
instructions de la Connaissance des Temps.
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Dans ce dernier Chapitre, qui servira de complément & ce Cours,
nous nous proposons d’étudier, le plns briévement pocsible, un
probléme d’Astranomie pratique d'application fréquente, celui de
la détermination de lorbite elliptique ou parabolique d’une petite
planéte ou d'une cométe nouvellement découverte, an moyen de
trois observations complétes de cet astérdide, c’est-a-dire en fait
de trois délerminations de son ascension droite et de sa déclinai-
son apparentes en des lieux terrostres donnés, A trois dates don-
nées voisines.

Nous nous bornerons A ce probléme, sans nous préoccuper de
tous ceux qui en dérivenl quand on veut faire concourir un nombre
quelconque d’observations, faites 4 des époques plus ou moins éloi-
gnées, a la détermination d'une orbile; et nous exposerons
essenticllement Ja solution classique de Gauss ('), en n'invoquant
que les notions simples développées au chapitre IX de la premitre
Partie de ce cours.

Rappel des notations. — Il s'agit en somme du probléme des
deux corps, réduits & des points matériels P, S; la masse m de P,
. Tastéroide, estsupposée nulle ; la masse m, de S, le Soleil, est 'unité
de masse.
La trajecloire relative de P par rapport 4 S est une section
conique admettant S comme foyer, et décrite suivant la loi des
aires.

(1) Theoria motus corporum ccelestium in seclionibus conicis solem ambien-
tium, Hambourg, 180g.

Axporen, — Cours d’Astronomie, 1I 18
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L’unité de temps est le jour solaire moyen. La constante del'at-
traction, désignée généralement par i*, a la valeur que lui a attri-
buée Gauss, définie par

log k = 2,2350814,

les logarithmes étant décimaux, comme dans fout ce qui suivra.
Si %" est la mesure de k& en secondes d’arc, nombre souvent
nécessaire, on a
log k" = 3.55000066.

L’unité de longueur résulte de la valeur de k, ainsi qu'il a été
déja dit.

L’orbite étant supposée elliptique, les éléments qui définissent
sa formec sont son demi-grand axe a, son excentricité e, représentée
aussi par sin ¢; si p est le paramétre de orbile, on a

p=a(1 — e?) = a cos’s;

s1 & est le moyen mouvement diurne, on a p == ka >, La cons-
tante des aires, soit le double de laire du secteur décrit par le
rayon vecteur de P autour de S pendant 'unité de temps, a pour
valeur % \/1:

L’orbite parabolique est un cas limite, pour ¢ = 1 ; a est inlini,

pest nul; la distance périhélie, soit ¢, est g

L’orbite est définie en position par la longitude & de son nwud
ascendant, son inclinaison i, (positive et inféricure & x), la longi-
tude o du périhélic; le systéme fondamental de coordonnées est en
général celui que détermine I'écliptique et I'équinoxe moyens & une
époque déterminde, sans que ce choix ait rien de nécessaire. Un
¢lément équivalent & = est la distance » du noeud ascendant au
périhélie, souvent employée; ona v =w — 2.

L’anomalie vraie au temips ¢ ¢t le rayon vecteur SP seront dési-
gnés par v et r, Panomalic excentrique par u, 'anomalie moyenne
par M ; ¢ sera Uargument de la latitude, soit I'angle v + w ou
v + » — %, distance du neeud ascendant & la position P.

Enfin, dans lo cas de Uellipse, si € est la longitude moyenne de

I'époque, c’est-a-dire & l'origine du lemps choisie, on aura

DI:.U.tﬂ*E—m:
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on peut d’ailleurs avantageuscment remplacer icl ¢ par I'anomalie
movyenne de 1'époque, soit My =¢-— &, desorte que M= p.t + M.
Dans le cas de la parabole, si T est I'époque du passage au péri-
hélie, on aura
2ol w 1 0]
T -1 V> Kt it ‘t,,s;)_
t I - 37° 2
11 est inutile de rappeler les aulres lormules donl nous aurons
besoin, et que I'on trouvera toutes au Chapitre IN de la premicre
Partie.

Problém:z auxiliaire : Détermination d'une orbite dans son
plan par deux positions héliocentriques complétes. — Dans
ce probleme, dont la solution nous sera nécessaire plus tard, on
suppose connus, 3 deux époques données £ et ', les rayons vecleurs
ret ', etles arguments de la latitude, o et ¢/, de 'astéroide, en
deux positions successives P el P/, voisines : on a donc £ < ¥/, el
I'angle au Soleil, PSP, n'est pas grand; de plus, ’asléroide va
directement de P en P/, sans elfecluer une révolution totale autour
du Soleil. Ces donndées fournissent manifestement quatre équalions
qui permetient de didlerminer les éléments de l'orbile dans son
plan, soient w, Mo, a, e, I'orbile étant supposée clliptique.

Prenons comme inconnues auxiliaires les anomalies vraies,
excenlriques et moyenncs, v, u, M, d'une part, o', @/, M’, d’autre
part, aux deux époques ¢ et ¢ ; el posons en méme temps

7 I ! r__
(1) v+v_F i "*f- §1+u:G7 u—u

Py 1"/ j— :;0
2 2 g, k{—t)

2 2

Les inconnues proprement dites se réduiront & a, e, F, G, g;en
elfet, relativement aux aulres, on a

s—1v 4+ w, o — v + w,

d'on

N S _ o+ 4
(2) f__ . (s a), w=— F,
de sorte que f est connu, et que o résulte de I

En outre, :
SM =—=u—esinuy, M —u —esinv,

3 M 1Y "y
) WMy

N
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de sorte que M, M', M, résultent immédiatement de a, e, u, uw.
Les équations proprement dites du probléme seront par suite
les quatre relations qui ont lieu entre e, ¢ d’une part, les ano-
malies vraies et les anomalies excentriques d’autre part; ét une
cinquitme, qui correspond 4 la connaissance de l'intervalle de
temps ¢ — &.
Pour les quatre premiéres, on peut choisir les relations connues :

’

— . v — . u
Vr' sin . = va (1L —+ é) sin 5
/7! cos v va (1 —é€) cos o,
2 2
g I
Vr sm;:Va(I —+ €) s
— v —_— i
\/r cos S Va (1 — e) cos S

qui entrainent les deux suivantes :

(44 .r=a(x —ecosu), r

—a {1 —ecosu)
La cinquiéme équalion correspond a
M—M=u({’—§=u —u—e(sinn —sinn),
et s'dcrit par suite sous la forme
(%) Oafgf—zg—:zesingcosG.

Puisque l'angle g entre seul en dehors des signes trigonomé—
triques, ¢’est lui qu’il faut garder comme inconnue principale.
Une combinaison évidente des équations (4) donne

Vrr! cos f = a cos g — ae cos G.
les relalions (4°*) donnent aussi

r + r' — 20 — 2ae cos ¢ cos G.
On tire de ces deux équations

: .

(6) ecos G —cos g — - Vrr' cos f,
- _r+r' —

asin® g = —5 ~ — Vrr/cos fcos g.
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Posons
r-4r

& 1 al—=——
() 2 y/rr' cos f

de sorte que, d’apres les hypothéses faites, [ est une petite quantité
positive’; il viendra

Th2 o - — fyopd : 23

(8) asin? g =2 /it cosf<l+sm 2).
Portons les valeurs (6) et [8) de e cos G et de a dans (5), et
posons
f
9) (2 \/rr’c05f)g
on a finalement pour 'équation cherchée en ¢ :
. A3 —-
o) m = (1o sint 1) o (Lo sint T2 02
2 2 s g

les radicanx sont d’ailleurs partout positifs.
Pour faciliter le calcul précis de /, on peut faire

W
Vel )
~d’ou I'on tire

tg? 2y t+ sin? f
(7#) = ..

On peut aussi faire

co8

I

(12) ' \/,T:tg"r»

puis déterminer deux angles auxiliaires h et H, dont le dernier
nous scrvira ultérieurement, par les relations commodes pour le
calcul :
sin h cos H = sin f,
(12%%) sin h sin H — cos f cos 2},
cos h=—cosfsina};

il vient alors
sin? h

2

(77 I =

cos h
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Nous aurons hesoin encore d'une nouvelle quantité y, définie
comme le rapport de l'aire du secteur elliptique SPP" & ['aire du
triangle SPI limilé par les mdmes rayons vecteurs. Le double de
Paire du secteur étant k (£ — ) \/)5, on a donc

0va (1 — &2,
3 Vel e
(15) J rr’ sin 2 f

Une combinaison inuuédiate des équations (4) donne

Vrr'sin f = a /1 — ¢*sin g,
de sorte que
0

:q/rir’ cos f./asin g

et d’aprés (8) et (g)

__  m
) T (l -+ sin? Z);

On déterminera simultanément y et ¢, en posant

29 — sin 2g

—n2 d o
(15) @ == sin® 7, A= sin g

?

et résolvant les deux équations simultanées qui résultent de (10) et
(14) :
(16) ¥y o yr=m?X, w:’.;i:—l.

La quantité X est une fonction de x; mais il n’est pas pratique
de la calculer, pour une valeur donnée de x, par 'intermédiaire de
g, & V'aide des formules directes (15) : en effet, g étant toujours
fort petit dans les hypothéses faites, les tables trigonométriques
ordinaires ne permetlent aucune précision dans le calcul de la dif-
férence 2g — sin 29, qui est du iroisiéme ordre par rapport a g.

On constate aisément d’autre part gque X est développable en
série enlitre ordonnée suivant les puissances de w; = étant petit,
cette séric permeltra aisément le calcul de X. Pour déterminer cette
série, diflérentlions la relation

X sin? g == 2g — sin 29 ;
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N2
-2
<

il vient
dX dz . . '
H;@Sln3g+3K51n*gcosg]—3+ 2 COS 2g = O

. . dx .
introduisant partout &, et remplaqant d?l par % s g, on a

21‘(1—m)3§—+—(3—6x)X—4:0.

Faisons maintenant, puisque X cst d’ordre nul par rapport i x,
X=a -+ fz+ yz? + da? + ¥ 4 ...,

et substituons cetle expression dans I'équation différenticlle qui
précede ; on obticndra la série de relations

3¢ — 4 — o, 58 — 6x—=o, 7y — 8B=o,

93 — 10y =0, 118 — 128 =o0,...,
d’ol
. h 406 4 6 s, &6 8 10 ,
X—-3+3-5I+3“-5"7$ +3’-5-§ —9~$ + ...,

la loi des coefficients étant évidente.

Formant %, on a aussi le développement plus rapidement con—

vergent :
I _3 9 9 e 20 e
X—l; 10m+175x +875x 1= anns

sans qu'il solt nécessairc pour notre objet d’aller plus loin.
Posons alors, avec Gauss:

3
( s
1
7) Z——2x2<1+—2—§x+ .
T35 45 A

& est une quantité tris petite, réduite en table par Gauss ; & défaut
de table, la formule précédente permet de la calculer sans peine
quand x est suffisamment petit.
Dans /‘1‘ remplagons x par sa valeur (16), et posons
2
{18) R
=1+

o

2]
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la premitre équation (16) devient, toutes réductions faites,
(19) y3—y2—ﬁhy~éh:0.

Cette équation du troisieme degré dépend du seul paramelre po-
sitif &, el a une seule racine positive, convenant seule au pro-
bléme proposé ; Gauss a réduit aussi cette racine en table, avec
l'argument h; & défaut de table, on remarquera que y dépasse
I'unité de peu, et I'on résoudra I'équation {19) par approximations
successives, en écrivant par exemple

| r+y
(lgbls) y4 1 — h )/’ LA

Iin définitive, pour résoudre les équations (16), on calculera x
et y par approximations successives comme 1l suit : on néglige
d’abord &, et 'on calcule & avec (18), y avec (19), « avec (16); de
celte valeur approchée de x, on tire par (17) une valeur approchée
de £, et on recommence le caleul jusqu'a ce que £ ne change plus;
enfin, de x on tire g. :

Il reste & calculer les éléments de 'orbite, ou ce qui revient au
méme comme nous 'avons vu, les quatre quantités a, e, F, G.

On peut y arriver de bien des fagons : en voici une trés avan—

tageuse.

Reprenons les équations (4), et remplagons-y, sans qu'il soit
nécessaire de les récrire, les quantités VI+eetyr—e par les
expressions manifestement égales cos Z -+ sin —z, cos g — sin (:,

combinons-les alors par addition cn les multipliant respective—
ment par des multiplicateurs formant les quatre systémes suivants :

[ 0 ] i D F —
smF_f—g, COSI;—;LQ,—SHII zﬁ,—cos—2 (/;

] . F o LT —
COSF—_*;g—,——smEJ_*_'q,—cos1 g, sin — —g;

2 2 2 2
i A F F—+gq.
sm»F -9, cosl 2—9, — sin _:3, — cos ~
—_ . F— Iv F -
‘COSFZ ‘q.—smrn g,——cos jg, sin .
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Il vient :
(VI — yr) cos [%g = 2y/a sin g. sin ¢ sin I;d;;(i,
2

N - ¥

Vr +r) smf zﬁ = 2Va sin g. sin ? cos ~—_: G,
: 2

(Vr —vr) cosl%ﬂ: 2V/a sin g. cos ? sin ¥ ——G,
: 2

(yr + 1) sinf+ 9 — ayasin g. cos ? cos =G,
2 2 2

En introduisant I'angle £ défini par (11), on a
Vr Ve = Y SV D) = v asée 2
r Vi 7
- - e /r —
; & r oy
\ Vi —vr =i (\V . V p) =T 2182

donc finalement, on peut écrire :

— . . . F —+ (‘ 4— —
Va sin g sin ‘i: sin T — Vi’ cos I 9 g 2y,
. o .

Ya sin g sin g cos | _: C v sind =9 sic ay,

2

(20) Yoo e . F—G_ - f+
Vasin g cos * sin “——= = Vrr' cos I g tg ay,
‘ Va sin g cos g cos 117:-7(; — :/’}-" sin f:;g sée 275

ces formules fournissent immédialement, et dans les meilleures
conditions, sans aucune ambiguité, les quatre incounues I, G, a, ¢.
Comme vérification du calcul, on a directement d’apres (8), (9)
et (14) la relation
6 1

Vasing — - . — .
J Y ayrr cos f

On peut encore calculer les éléments de la fagon suivante.

D’aprés (13), on a

Vp = % rr' sin a f,
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d’ou P- On a ensuite, d’aprés I'équation de la trajectoire,

£:I+ecosv. »,{::I—kecosv',

Ao, par addition et soustraction,

. . D /1 I
e smfsm F:i— <F_r'>’

.1 1 I
ecosfsmF:[;<r—+—r—,>—1;

en utilisant I'angle & défini par (12), on a

/1 LA L w1 \
g 2 (F _ ﬂ) T a v (tg¥ — cotg &) = e colg 2 ¢,
<

I I I I L ’Il‘l
(7 (F+;J>::f Sg —i—cotg‘lf):v_r; coséc 243

2 Vrr

en se servant alors de h et I définis par (12 bis), on peut écrire

esin P = — P 4o H,
(1) Vrr' cos h
21
ecosF— —E T,
Jrr cos b cosf
Ces formules donnent ¢ et I'; on a ensuite a — P —, et on

cos® ¢
achéve en calculant directement les anomalies excentriques; les
vérifications du calcul sont en évidence.

Le probléme proposé est ainsi complétement résolu, au moins
dans le cas de Pellipse.” Un simple passage & la limite nous per—
mettra maintenant de traiter le cas de la parabole.

Pour que l'orbite soit cffectivement une parabole, il faut une
équation de condition cntre les données du probléme; or, si 'on
¢tend 4 la parabhole, comme cas limite, la notion d’anomalie
excentrique, il est clair que I'on doit alors considérer cette ano—
malie comme étant nulle. 8i done on fait g = o dans I'équation

i . ) . L.
(10), ct que 'on observe que X devient alors ;, on a immédiate—

ment la condition cherchée sous la forme

1 3
(22) m:l?—i—glz;
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remplagant m par sa valeur (9), on a ainsi § en fonction de r,
.
et f.

Ici tout revient & déterminer I et la distance périhélic g = p

'en

<ffet, connaissant » et o', on aura @ comme dans le cas de I elllpse,
et le temps T du passage au périhélie sera

3
. qiv’z( v 1 u>
T=—1— g = 4 o te?
\C d o P

(23)

, 37° a

3
:t’lgi/g, 2+£trr3 U’ .
v 2
L’inconnue auxiliaire y, rapport du secteur au triangle, se réduit
1 , N -
icid ml %, d’aprés (1/), puisque g = o; la formule (13) donne
alors, toutes réductions faites

_sin? fy/rr!
(24) 1= hleosf

Enfin, on aura F par les formules (21); ou bien encore, en
divisant membre & membre les deux premiéres formules (20) ct
faisant ¢ — ( = 0, on aura

(2D) tg —2— = cotg -}; sin 2y,
Probléme général. a) Préparation des données. — Le pro-

bléme général dont nous poursuivons la solution s’énonece ainsi :
déterminer les éléments de lorbite d’un astéroide dont on a
observé les coordonnées apparenles 4 trols époques successives
voisines en des lieux terresires déterminés.

Avant d’aborder la solution proprement dite du problcme il est
nécessaire de préparer convenablement les données.

Les coordonnées observées, celles qui sont publides par I'obser-
vateur, sont toujours l'ascension drotte et la déclinaison appa—~
rentes, solenl « et § o et 3, 2’ et 3" pour les trois observations
successives ; on y joint naturellement la date de chaque observa-
tion en temps moyen local.

La premiére chose A faire est d’exprimer ccs dates en temps
moyen d’'un méme lieu, celul qui correspond au méridien principal
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adopté; il faut de plus les exprimer en jours moyens, en choisis—,
sant pour origine un inslant fixe, déterminé, qui sera I'époque. On
aura ainsi les nombres f, ¢, ', dales des lrois observations; ces
nombres sont voisins, el 'ona <1 < ', d'apres I'hypothése,
Dans une premiére détermination d'orbite, lintervalle extréme
{"— 1 varie entre 10 et §o jours environ. _

1l estnécessaire ensuite de rapporter les trois positions observées
4 un méme systeme de coordonnées ; pour délinir ce systéme, on
choisit un certain équinoxe moyen, par exeriple celul du commen-
cement de 'année tropique qui contient les trois observations, si
celles-ci ont été faites dans la méme année ; sinon, on prend I'équi-
noxe moyen de l'origine de I'année tropique qui commence entre
les observations extrémes. Si de plus il s’agit de la détermination
d’une orbite tout & fait inconnue, ainsi que nous le supposons, on:
corrige les observalions de 'aberration des fixes. On obtient ainsi,
en faisanl suivant les régles connues les corrections de précession,
de nutation el d’aberration, des posilions ag et 3,, o', et &,, a’y ot
3", rapportées 4 l'équinoxe mayen cl & l'équaleur moyen d'une
époque délerminée, et qui, d'aprés la théorie de 'aberration plané-
taire, ont la signification suivante : la direclion définie par «,,8, par
exemple, est celle qui, le Soleil ¢lant considéré comme fixe, joint
le lieu d’observation M au temps ¢, & la position qu’occupait 'astre
P au temps ¢, t — {, désignant le temps d'aberration, c’est-a-
dire le produit de 4982,4 par la distance MP ou g, qui est inconnue.
En d’autres termes, la droite de coordonnées angulaires e, 8, menée
par la position du point M au temps ¢, est un lieu géomsétrique de
la position de I'astéroide au lemps f,.

Le plus souvent, sans que ceci ait rien de nécessaire, on emploie
les coordonnées écliptiques ; on iranstormera donc enfin les coor~

données «, et &,, ... en coordonnées éclipliques, longitude et lati~

o
tude, que nous désignerons par A et 3, X et ', X" et £, cn se
servant de la valeur de l'obliquité moyenne correspondant a
Véquinoxe moyen choisi : ces nouvelles coordonnées seront encore
moyennes et relatives a ce méme équinoxe.

Il faut maintenant déterminer les coordonnées polaires, longi-
tude, latitude et rayon vecteur, de chacun des lieux d’observa-
tion, M par exemple, & I'époque correspondante £, par rapport au
systeme de coordonmnées employé, Porigine de ce systéme élant le
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Soleil S (fig. 60). Les éphémérides permeltent facilement le
calcul, direct ou indirect, de la longitude et de la latitude
géocentriques du Soleil & ’époque ¢,
rapportées & 'équinoxe et & I'éclip—
tique moyens choisis; en angmen-—
tant la longitude de =, et chan-
geant la latitude de signe, on aura
la longitude L, et lalatitude B, du
centre T de la terre a 1'époque ¢,
rapportées a4 ces mémes coordon-

nées ; de plus, les éphémérides per-

Fic. 6o

melttent de calculer pour la méme
¢poque, le rayon vecteur R, ¢'est-a-dire la distance ST, ou plu-
tot son logarithme, log R,.

On détermine ensuite les coordonnées géocentriques du lieu M ;
les coordonnées équatoriales vraies de M par rapport & T au lemps
sont le temps sidéral local, toujours facile & calculer, la latitude
gbocentrique ¢' et le rayon vecteur ah en désignant par o le rayon
équatorial de la Terre; ¢’ et & sont déterminés en fonction de la
latitude g et de I'altitude de M, comme on e sait.

On transforme I'ascension droite et la déclinaison de M en lon-
gitunde et en latitude par un calcul rapide, et on corrige enfin la
longitude obtenne de la précession et de la nutation, afin de la
ramener 4 ’équinoxe choisi. On a ainsi, rapportées au systime
de coordonnées adoptées, les coordonnées I, b et ah du point M,
par rapporl au centre T de la Terre ; la latitude b n’a pas cu besoin
d’étre corrigée de la précession, car une grande précision est
inutile ici.

Si maintenant L, B, R sont les coordonnées de M par rapport
aS,ona

R cos L cos B= R, cos L, cos By + ah cos [ cos b,
R sin L cos B = R, sin L, cos B, + ah sin [ cos b,

Rsin B =R, sin B, + eh sin b.

formules ou 'on doit faire ¢ = sin w,, en désignant par =,
la parallaxe horizontale équatoriale moyenne du Soleil, soit
&,80.
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En appliquant les formules différentielles de parallaxe et remar-
quant la petitesse de a et celle de B,, on a simplement

\ L=1L,+ };;:"’ cos b sin ({ — L),
B—B, + g sin &
IR R
log R = log R, + }EDO M cos b cos (I — Ly);
Q

dans les deux premitres de ces formules, on fera m, = 8’8o, et les
corrections de L, et B, seront exprimées en secondes d’arc ; dans la
troisiéme formule on fera =, = 8,80 X sin 1" et M sera le module
des logarithmes décimaux. On a :

log 8,80 = 0, g445, log M X sin 1" = 6,3234.

Il est clair maintenant que I'on peut remplacer le point M par tel
point My que I'on voudra, pris sur la direction MP ( fig. 60), & la
condition seulement de regarder 1'observation comme faite en M,,
non plus au temps £, mais au temps £— MM, x 498°,4,cn complant
le vecteur MM, positivement dans la direction MP. Il y a alors
avantage, afin de simplilier un peu les calculs, & choisic pour M, le
point d’intersection de MP avec I'éeliptique passant pac le Soleil :
c'est ce qu'on appelle faire la réduction au flieu fictif, d’aprés
Gauss ; I'avantage consisle en ce que Ja latitude de M, scra nulle.

Appelons 1., et R, la longitude et le rayon vecleur de M, par
rapport & S, et h, le vecteur MM, ; on a

R,y cos Ly = R cos L cos B + &, cos X cos B.

¢Rysin L., = Rsin L cos B 4 A, sin & cos B,
} o= Rsin B + A, sin B,

L, B, R étant les coordonnées de M déji calculées.
On en déduit d’abord
sin B, A sin zr sin b

sin £ sin B

hy, — — R,

et il faut en conclure, & cause du dénominateur sin 3, que cetle
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réduction n’est possible avantagcusement que si la latitude 8 n’est
pas trop petite.
A cause de Ia pelitesse de B, et de w,, on écrira

. R, sin 1’ hw, sin b
hy = — sin B (BU - P\;i’)’
B, et o, étant exprimés en secondes.

Les formules différentielles de Ja parallaxe donneront ensuite

hw,

L,==L,+ }ETO cosbsin (l—L ) —cotg 8 <B0 TR
o 0

sin b> sin (0 — L),

ho,

R,
. hos, .
— Msin 1" cotg 8 <BO -+ R—“ sin b> cos (A — L),
(4

log R, =log R, -+ Msin 1" cos beos (I —Ly)

B, et w, étant toujours exprimés en secondes.
Le nouvcau temps, devant remplacer {, sera enfin

t—h 49854 —t 4 C . ‘SEiIr):OB <B e, sin b).

o TR,

ou B, el w, sont toujours exprimés en secondes, et ol 'on a fait
G — sin 1" X 498%4
86400

d’ailleurs log C = 8,4466.
Les donndes étant ainsi préparées, on peut dire finalement, en

. puisque l'unité de temps est le jour; on a

modifiant I¢gérement les nolations s'il est nécessaire, que 'on a
trois points M, MW, M” délinis par leurs coordonnées par rapport
an Soleil, L, B, R; I, B, R"; L', B’, R"; puis, par ces trois
points, trois directions, MP, M'P’,'M'P’, délinies par leurs coor—
données angulaires &, 5; ', ', N, &’ enfin que lastéroide se
trouve successivement sur chacune de ces trois droites & des époques
t— At,  — AU, ' — Al', en désignant par t, £, I des époques
connues, par At, A, At', les temps d’aberration inconnus, obte-
nus en multipliant MP, M'P’, M'P" par 498%,4 ; ona d’ailleurs, afin

oy . , 498, 4
de toul réduire en jonrs moyens, log 86400

on aura pu appliquer la réduction au lieu fictif, la latitude B cor—
respondante scra nulle, d’oti une petite simplificalion.

23,76107. Quand
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Mais pour rester dans le cas général, nous ne ferons aucune
hypothése sur B, B/, B", de sorte que ce que nous dirons s’applique-
rait aussi bien st I'on choisissait d’autres coordonnées.

b) Mise du probléme en équations. — Nous emploierons les
notations suivantes. Les coordonnées héliocentriques de M seront

X, Y, Z, de sorle que
X —=RecosLcosB, Y—RsinLcosB, Z— R sinB;

les coordonnées héliocentriques de P seront , y, z, de sorte que
si », {, b désignent le rayon vecteur SP, la longitude et la latitude
héliocentriques de P, on a

z=—rcoslcosb, y=-rsinlcosb, z=rsinb;

les cosinus directeurs de la direction MP seront £, v, %, de sorte
que
E=cosrcosB, m=—sinhcosB, {-—=sinB,

La distance MP, dite géocentrigue, par extension, quoique M
ne soil pas le centre de la Terre, scra e-
On aura par suite les relations

(1) =X+ y=Y+oem, z—Z-4pL

La longitude du noeud ascendant et Dinclinaison de I’orbite
£ftant = et i, si a désigne 'argument de la latitude de P, on a les

relations
(2) tg isin (I —2)=—1tg b,
(3) cosi tg o —=tg ({ — =2).

On aura des définitions et des relations analogues, mais avec un
ou deux accents, pour les positions P’ et I,

On fera de plus
zf::cr"—-—-c-’, zf’.:c"—c', nj”-_:c" — q,

de sorte que

S =r+r;
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les temps d’aberration A, Al, Af', résultant de 5, ¢/, o" comme il
a ¢lé dit, et on pose

O=h(' —AY — ¢ 4 Al), O =k — Al — [+ Al),
0 =k (I — Al' —( -+ AD,
_de sorte que
B =0+ 6" ;

enfin y, y', v", scront les rapporls des aires des secteurs SP'P7)
SP'P, SP'P aux aires des f{riangles correspondants : on sait les
calculer, d’aprés lenuméro précédent, connaissantr, #,r', f, f, /7,
B, 0, 6"

Supposons p, &', ¢" connus : toutes les quantités inconnues que
nous avons définies en résultcront. En effet les relations (1) don-
neront r, I, b, et les quantités analogues ; deux des équations (2}

/9

par exemple
tgisin ({ — ) =1gb, tgisin(l'—3)=1gl’,

donneront ensuite ¢ ¢t 3 ; pour la commodité du calcul, on aura
par addition ct soustraction,

 tg i sin (l_f,l, _5> . sin (bLb)lﬁ ;
\ ? 2 ¢08 b cos b cos -
) 2
4 5 o . .
gieos (L0 gy el

2 cos b cos ' sin

la troisiéme équation (2), soit
tgosin (I — ) =tg U,

devra d'ailleurs se trouver vériliée ; enlin les relations (3) fourni-
ront g, o', ",

On achévera alors le probléme en déterminant les quatre élé-
ments restants de l'orbite, comme il a été dit au numéro précédent,
par la connaissance de r, 7, f el 8.

Comime vérification, en calculant directement a l'aide des élé-
ments trouvés le rayon vecteur »” et argumenl de la latitude o’ pour
I’époque inlermédiaire ¢ — At’, on devra retomber sur les valeurs
dija obtenues pour ces deux quantités : ce calcul se fera a 'aide
des formules connues du mouvement elliptique.

Axvosen. - Cours d'Astronomie, 11 19
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Ordinairement d’ailleurs, avec les valeurs ainsi obtenues pour
r' et o & l'aide des élémenls trouvés, valeurs qui peuvent dillérer
légrement de celles que 'on devrait retrouver, on calcule et &' &
Paide de (2) et (3), puis ¥’ ¢l 8’ & 'aide de (1}, el 'on compare les
valeurs ainsi obtenues & celles qui sont données immédiatement par
lobservation : c¢’esl ce qu'on appelle faire la représentation de
'observation moyenne & I'aide des éléments calculés.

Tout revient donc & déterminer g, o, ¢" de fagon que les wérifi-
cations ci dessus indiquées se produisent eflectivement. 1l est tout
d’abord nécessaire que les positions P, I, P’ soient dans an méme
plan avee le Soleil S, c'est-a-dire que p, o', " vérifient la condition

8 R &

NNN
|
o

.Y
)’
Y

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il sulfit que l'on ait des rela-
tions de la forme
: s 2’ = nx -~ n'2",

!

(9 ¥y =ny + "y,
(2" = nz + n'7,

en désignant par n et n’ deux paramétres arbitraires, cn fonction
desquels ces équations permctient d'exprimer g, o’ et &',

3

La signification de ces parameétres n ct n” est facile & déterminer;
en clfet les deux derniéres relations (5) donnent
y —y' o yz — y’z

y&—y' yZ'-— 2y’

n—

or les quantités é (y'z' — ¥"2), ; (yz'— y'z), - (y2' — y'z), sont
2

les aires des triangles SP'P', SPP", SPP’ projetés sur le plan

des yz; ces triangles étant dans un méme plan, leurs aires sont

proportionnelles & celles de leurs projections, et par suite on a

ir. SP'P’ ,  tr. 8PP
BN U U A T Ny
ou €encore
) _ r'r’sin of g 1T sin 1 af'
T rr” sin 2_/" rr’ sin 2f

et ces ¢quations sont vérifiées d’elles-mémes.
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Il faut maintenant choisir r et n” de fagon que les orbites déter—~
minées par r/, 1, fet 8 d'une part, r, v/, f" et 8" d’autre part coin-
cident : elles coincideront alors nécessairement avec celle qui est
déterminée par r, r’, f' et 8. Pour exprimer que les deux pre-
miéres orbites dont nous venons de parler coincident, il suffit
d’éliminer p, e et w entreles deux systémes de relations qui les dé-
terminent, et qui se déduisent d’aprés ce qu’on a vu au numéro
précédent (deuxiéme mode de calcul des éléments) &

/ - v
r'r’ sin 2f:; Vo, rr’ sin af” :%\p,
Q) (I;:-1+ecos(c—w), £7=I+ecos(c’—m),

f»,,: I +ecos (¢ — w).
A

Pour éliminer e et w, éliminans linéairement e cos w et e sin
entre les trois derniéres relations : il vient

' Py coso sins
r
E, — 1 cosd sind | —o,
r
[;,7 — 1 coss’ sing

ou bien

sin 2 sin af’ sin 2f”
P [_,;‘_»f, o kiﬁ}[ + —7'L

= =sin2f— sin af’ + sin of”;

a cause de la relation ff = f - f', le second membre se met sous
la forme 4 sin f sin f’ sin £, et en mettant au premier membre

'
——7 - en facteur, il vient d’aprés (6) :
bis sin af . ] o
7" ) Ph-r—,f—(n—{—n"—1):45mfsmf’ sin f".
Il reste & éliminer p entre les deux premitres relalions (7) et

(7"%). Les deux premiéres relations (7) donnent d’ahord par divi-
sion :

@8 o 8"
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et par multiplication
Yoo , )
p =y T’ sin .a_fsm af";
portant cette valeur dans (7%*) et réduisant, il vient finalement

i
(9) n+4n — 1 — 00 5
YV arr'’r’ cosfcosf’ cosf

les équations (8) et (g) sont celles qui doivent &ire vérifiées par les
paramctres n et n'.

¢) Galcul des distances géocentriques. — Avant d’aborder
la résolution proprement dite du probleme, il faut résoudre les
v . - . \ . s [ -
équations (3) de fagon & exprimer explicilement 2,050 en fonction
de n et n’. Ces équations s’écrivent
q

nof — p’E’ + Y +nX — X -+ X" —=o,

ngn — o't/ + 1" + Y — Y + 'Y = o,

gt — Y+ 0 -l — L'+ A = o;

en représentant un déterminant tel que

>, sr

£t

-~
~
=

o

v
par la notation (£2'2"), on cn Lire
o' (B8 = n (ENY) — (8X'8) + " (X'E),
puis ‘a’ étant ainsi connu :
me (N'E) = ¢ (EXF) — 1 (XXE) 4 (X'N'E),
W' (ENE) == of (AXE) — n" (EXX") ~+ (EXX).
Nous éerirons ces résultats sous la forme

= bn — b + U,
JE— a7 s
(10) np=a'p’ —an + d',

{ ”l.fp// — C,P, — r' II +c,

ctilreste & indiquer comment on calculera pratiquement les coeffi-

cients de ces ¢équations.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE COMPLEMENTAIRE
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Considérons A cet cffet un déterminant D de la forme
cosacosb cosa cosd cosa’cos b’

D =|sinacos b sina cos & sin a’ cos U
sin b sin b’ sin b”

L et désignant deux arbilraires, on peut évidemuent remplacer les

¢léments de la dernidre ligne par sin b — & cos b sin (@ — %),
sin &' — Lk cos b’ sin (@' — 7), sin " — k cos b sin (@' — ¥).

Déterminons alors k et y par les relations
kesin (o — ) =1tg b/, ksin(a" —y)=tg ¥,

que lon éerira commodément pour le calcul, en ajoutant et
retranchant, sous la forme

o " . \ ,
ksinkq —;—a_/ _ 5111(b+,b>”,_a,,
i 2¢cos ' cos &' cos — -
! W M4 s —_— ’\
" I cos (g —; a K) _ sin (b b,/,” a/3

. a
\ acos b’ cos b sin - . —
2

déterminons de plus un angle b, tel que

ksin (@ — 2) = tg by,
Dans ces conditions, on trouve immédiatement,

D —=sin (@ — a') cos b cos b’ cos b" (tg b — tg b))
Jsin (b— 1)

= sin (@’ — a') cos b’ cos b
cos b,

D’apres cela, pour calculer les coefficients des équalions (10}, on
fera

Fysin(h —X)=1tgB , losin (W—y)—=1g #", Jfysin{(d —y,)=tgh ,
kysin (W —y)=—=1tg 8", hysin(L'—y )= 1gB’, Ikysin(L—y,)=1gDB ,
Iysin (W —y) =1tgB8'y, Josin A —y))—1tgB,, hysind—y)=tgf",
Eysin (L—y,)—=1tgB,, k,sin W—y,)—tgBs, Fkysin(M—y)—=tgf,,
kysin(L'—y ) —tg By, Jysin (L—y,)—1tgB,, Ilysin(L'—y)—1g¥,,
kysin (L'—y ) =1tgB", Iysin(l/—y)—tgB',, losin(L'—y,) —tgB';,
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et 'on aura évidernment :

/’b sm(B —B,), sm(ﬁ’—-px’) b R,sin\B’——Bi’).sﬁl(p’:BL’)
; cos By " cos B, - cos B,/ °  cos B/

psin(B"—B,"), sin(3'—B,’)

»

o

V=R Teos B T cos BT

a— SIn(F—B] . sin(@—F;)  __psin(B— B,) sin{f— B,)
cos B,y ° cos B, cos B, *7 cos By
~I{/sm(B ——B_) sin (B — B.).
cos BBy cos B,

o sin(3'—B,/) . sin (3"—84") ‘,,sm(B —By') . sin(§"—B;")
cos By’ cos By cos By  * cos Bd” ’

_ R,sm(B —By), sin(p"—8¢)
\ cos B ° cos p; )

Les calculs se simplifieront quand on aura comme d’habitude
B=B =R =o.

On peut d’ailleurs modifier de bien des fagons le caleul précé-
dent : mais nous nous contenterons de ces indications, sans nous
préoccuper non plus des difficultés de calcul que I'on peut rencon-
trer, et qui diminuent la précision des résullats.

d) Résolution des équations du probléme. — On ne peut
songer & résoudre le probléme directement : 1l faut nécessairement
procéder par approximations successives. Pour juger la valeur de
ces approximations, nous regarderons 0 et 8’ comme des quantités.
infiniment petites du premier ordre, et nous ordonnerons les appro-
ximations suivant ces quantités.

11 faut tout d’abord évaluer 1'ordre des coeflicients qui figurent
dans les équations (10), Il est manifeste, d’aprés les notions élé-
mentaires de géométric infinitésimale, que le délerminant (2£'8") est
du troisiéme ordre, et que les déterminants ((X2"), (XX't") et les
analogues sont du premier ordre; les coeflicients b, ¥, 8" de la
premic¢re équation (ro) sont donc de lordre — 2, tandis que les
coefficients a, @', @', ¢, ¢, ¢’ des deux derniéres équations (10) sont
de l'ordre zéro; de plus on observera que les valeurs principales

" vl

¢ . 6 6" .
des rapports b g0 o SOntrespectivement T, o, o3 il suffit pour

démontrer ces propriétés de remarquer que les différences X — X
et X" — X’ par exemple sont proportionnelles a 6" et 0.
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Enfin, observons que les quantités y — 1 et 3 — & sont du
sccond ordre, ainsi qu'il résulte du numéro précédent.

I1 est naturel tout d’abord de regarder comme inconnues prin-
cipales n et n’, pour lesquelles les équations (8) et {9) fournissent
avant tout calcul des valeurs approchées au second ardre prés,
résultant de

=, n4+n—i1I=aqo

Mais l'on n’obtiendrait ainsi qtie des résultats illusoires : car si
Von commet en général une erreur d’ordre p sur n et n’, il cn
résultera d'aprés (xo) des errcurs d'ordre p — 2 surp, o', o', par

suite aussi sur r,

A 3

"5 silon calcule alors & l'aide de (8) et (9)
de nouvelles valeurs pour r et n’, elles ne seront pas plus appro-
chées que celles qui ont servi de point de départ, et par suite, on
n’aura pas une méthode d'approximations successives.

Posons alors avec Gauss : .

a =P
(1) .

n+n— 1= Pl
d’oti inversement,

T Q " )
(12) n= rﬁj<1 ~+ ;I"T> , n'—=nP;
d’aprés (8) el (9) on ‘a d’ailleurs

. g y . ag" 2 I

(13)_ Pﬁ()'")zf’” QAW?cosfcosf"cosf"

it

H g
sur P une crreur do second ordre ct sur Q une erreur du troi-

On voit qu’en faisant simplement P — Q = %", on commet

siéme ordre.

Supposons donc en général que I’on ait pour P et Q des valeurs
affectées la premiére d’une erreur d'ordre p, la seconde d'une
erreur d’ordre p + 1, et voyons comment on devra diriger le ral-
cul pour obtenir des valeurs plus approchées, et par suite résoudre
{inalement le probléme.
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La premiére équation (10) 8’écrit

b+ b'P ,
(1) =1rp —°b

Q b+ bP
AN R S

et contient les deux inconnues o' et 7' : ces deux Inconnues sont

d'ailleurs lices par la relalion suivante
(15) r'* =R 4 " + 22'R’ cos ¥/,
ainsi qu'il résulte des équations (1), en posant
(16) cosd' ==cos}' cos § . cos [." cos B’ 4- sin} cos B’ . sinL.' cos B’ + sin §' sin B/,

Nous reviendrons tout & 'heure sur la résolution des deux équa-

tions simultanées (14) et “13). Cherchons d’abord les ordres des
I \

erreurs commises sur les coeflicients de (14) : b — 4" étant de

i

b
> la valeur principale de pest I, il en résulle

, . b - 4P , .
que l'crreur commise sur TooD est d'ordre p — 1; quanta celle
+ bull

commise sur Q S O elle est évidemment aussi du méme ordre
p—1I.

Il faut en conclure que l'on obtiendra pour o' el r' des valeurs
affectées d’erreurs d’ordre p — 1; 1l en sera de méme des valeurs
obtenues pour 3 et ¢", r et 1", en employant d’abard les deux der-

nicres équations (10), ct achevant fe calcul comme on a dit plus haut.
14 "

. iy . ., . a d' — an
Mais considérons g,, qui peut s’écrire . + ————-; remarquons
¥

ng
¥
que les valeurs n et n' que I'on emploie ici, et qui sont déterminées

par (12), sont affectées d’errcurs d’ordre p; observons de 1)111& que

la valeur principale de n est 5 0, , la méme que celle du Iappmt 1l

en résulte que la valene de 5, n’est affectée que d'une erreur d'ordre
)

n "

. N a -, . r r
p; il en est de méme de ‘—p—, et aussi évidernment de 7 ct de o

Si alors on calcule & I'aide de (13) de nouvelles valeurs pour P
¢t Q, on voit immédiatement que les errcurs commises seront
respectivement des ordres p ++ 1 et p + 2. On a donc établi ainsi
une véritable méthode d’approximations successives.

On comnmencera donc le calcul avec les valeurs approchées déja
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. . 0" .
indiquées de Pet Q, soit P —- W Q = 00", Toutefois, 1l [aut obser-
ver que 0 el 8" dépendent de ¢, ¢/, " & cause des temps d’aberralion
at, Al', al"; on négligera d’abord ces temps, et on en tiendra coniple
ensuite & chaque approximation, en se servant des valeurs obtenues
pour les distances géocenlriques. Ln effectuant alors les caleuls indi-
(qués au paragraphe (0), mais sans déterminer les éléments, on
pourra calculer de nouvelles valeurs de P ct de Q, avec lesquelles
on recommencera de la méme facon, jusqu'd cc qu'on juge l'ap-
proximation suffisante : arrivé & ce point, on termincra le calcul
par la détermination définitive des ¢léments et la représcntation de
I'observation moyenne, ainsi qu'il a été dit précédemment.

Une derniére remarque importante est relative au cas ol I'on
aurait 8 -- 6”; les observations sont alors équidistantes.

I est clair ici d’apres les valeurs de P et Q que, dés la premiére
approximation, on ne commettra sur ces quantités que des erreurs
respectivement du troisiéme et du quatriéme ordre, et par suite les
résultats conclus seront exacts au premier ordre prés; de plus on
verra sans peine qu'a chaque approximation nouvelle, on gagnera
deux ordres, et non pas un scul, comme dans le cas général. Il y
a donc un avantage manifeste a choisir, autant qu’on le pourra,
des observations vérifiant sensiblement la condition d’équidistance.

Il ne nous reste plus qu’a indiguer comment on résout Ies deux
équations simullanées (14) et (13). En posant

L

y. . Qb
TP 1=

1+ P
on a d'abord

, q
P f—’ljé,.{u'

Ln portant cetle valeur dans I(15), on voit que le probleme dé-
pend d’'une équation du huititme degré : mais on doit observer
quil doit toujours y avoir une valeur de o’ trés pelile et & rejeter,
kn effet, les trois lieux d’observations M, M’, M’ étant sensible—
ment trois positions du centre de la Terre dans son mouvement
elliptique autour du Soleil, peuvent étre pris sensiblement pour P,
P, P"; et cette solution ne convient évidemment pas au probléeme,
qui cst ainsi ramené au septidme degré.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



298 COURS D'ASTRONOMIE

On fait la résolution effective des équations, en procédant comme
1l suit. ,

D'abord, on calculera ¥ avec plus de précision en écrivant (16)
sous la forme

cos $' = sin B’ sin B’ -+ cos ' cos B’ cos (¥ — L),

el lui adjoignant les deux formules contenant un angle auxiliaire

7
y sin ¢’ sin /== cos B’ sin (3" — L),
{ sin ¢ cos ¥’ = sin B’ cos B’ — cos B’ sin B’ cos (M —L%Y;
le calcul se simplifie si, comme d’habitude, ' = o.
)t

On choisira ¥ de fagon & avolr sin % > o.
L’¢quation (15) donne
o' = — R cos ¢ &= 1’2 — R sin? /.

Prenons alors une inconnue ausiliaire 2’ telle que

(17) r':m_/;

sin z'

en ne fixant pas le signe de cos 2/, il en résulle

o ! I o) ’ !
(IS) of =—= — R’ cos ‘%’—*— R sin d‘/ CO% Z’:M’_Z)
s z sin 2z
Portant la valeur (16) de ' dans (14), el égalant la valeur ainsi
1 ol
obtenue pour p" & la précédente, il vient I'équation en 2’ :

e
sin* z . .
Rl’ssi—n'“‘k'f = (p + R cos ¢) sin 2/ — R’ sin &/ cos 7.

I'aisant alors

scos L=p+ Weos?, ssinl-—R sind

. m—

s R sin? O
on a I’équation définitive suivante, due 4 Gauss :
(19) sin (27 — L) = m sin* 2/,

Tout revient a résoudre celte équation, car connaissant z', les
formules (17) et (18) fournironl 7 et o’. D’ailleurs, comme o' et +
sont positifs, on devra avoir sin z' > o el sin (¢' — z') > 0, ce
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qui exige 0 <7 z' <7 ¢/. Enfin, puisque z' == ¢’ pour ¢’ = o, I'équa-
tion (rg) admet une racine trés voisine de ¢', qui est & rejeler.

1’équation (19) sera résolue facilement par approximalions suc-
cessives, ainsi que le montre sa formne si simple. On pourra s’aider
dans cetle résolution de tubles approprices, et & leur défaut, de la
discussion sominaire que nous allons faire maintenant, pour ter—
miner.

L’équation (19) rendue rationnelle en sin 2’ s'éerit

14 14

(19") m?sin® 2’ — am cos §sin® 2/ + sin? z/ — sin? { — o.

Daprés le théoréne de Descartes, clle a une seule racine positive
si l'on a m cos { < o, et au plus trois racines positives si m cos > o.

Comme, d’apres ce qui précéde, I'équation a toujours dans les
hypothéses faites une racine positive a rejeter, et que par la nature
méme du probléme, il y a une autre racine positive, on doit néces -
sairement supposer m cos § > o, et1'équation (1g"*) a trois racines
positives dont une 4 rejeter.

Ln d'autre termes, on doil avoir pour I'équation (19) deux ra—
cines comprises entre o ct = et sensiblement différentes de 4/ : une
de ces racines est inlérieure 4 ' ¢t convient au probléme; si les
deux racines sont inférieures & ¢/, le probleme est susceplible de
deux solutions, et il faut une nouvelle observation pour pouvoir
décider quelle est celle qui fournit réellement 'orbite de l'astre
observé.
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