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Sopa nlciiiii inuarianti differeaziali. 

Nemoria di Grovaxxr GONELLA (a Genova). 

5 1. Le note formule di trasformazione degli iiltegrali di spazio in integrali 
di superficie, conosciute sotto il nome di teoremi della divergenza, del gra- 
diente e della rotazione, valgono sostailzialmente immutate anche per una 
regioiie piana coiinessa limitata da un coiitorno regolare. Esse cessano di 
valere per lit trasforinazione di integrali di superficie in integrali di linsa su 
una superficie sgheinba; ne valgono invece di piii generali in ciii figura la 
curvatura media della superficie. In queste compaiono, aiizichè gli ordinari 
operatori grndiente, divergenza, rotazione, altri operatori che hnniio come 
campo di applicazione gli spostanienti infinitesimi del punto sulla superficie, 
anziché spostaineiiti arbitrari, e sono quindi rappresentati da espressioni inva- 
riantive per inutaiiîento di coordinate superficiali. 

Tali forinule di trasformazione sono sostnnzialmente coiitenute in una 
formula, citata più imanzi coii (D), che ilel 1916 P. APPELL chiedeva se fosse 

' gih nota ('). Egli la enuncia senza dimostrazione dicelidola solo deducibile 
dalla formula di GREEN. Effettivamente non è che un saso particolare di una 
formula di BUHL ricavata ingegnosameiite yer vin completamente diversa (=). 

Ne1 1917 il prof. BURGATTI, richiamandosi a lavori precedenti del BURALI- 
FOHTI, estendeva (7 i teoremi citati alle superficie sghembe coi procedimenti 
dell'analisi vettoriale. Poichè il teorema fondamentale b quel10 della' diver- 
genza, da cui col10 stesso procedimento che ne1 piano si deducono gli altri 
due, le formole di BURGATTI equivalgono, come si vedrà, a quelle di APPELL. 

(l) Intermédiaire cles Mathérn., 1916, n. 5, pag. 97. 
(') A. BUHL, Géome'trie et Analyse des intégrales doubles. Coll. u Scientia n, n. 36, Paris, 

Gauthier-Viliars, 1920. 
(") I teoremi hl gradiente, della diuergen~à, della rota~iolze sopra %na superficie e loro 

applicazioni ai potenziali (Mem. Acc. dell'lst. di Bologna, Classe Scienze fisiche, serie VII, 
Tomo IV, 1916-17, pag. 103). 

Annali di  Malematioa, Serie IV, Tomo V. 1 
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Entrambi pei.8 fanno ricorso a valori di funzioni fuori della superficie, 
mentre le formule stesse.sorio esprimibili colle sole coordinate superficiali. 

I l i  propongo in questa breve nota di esprimere e dimostrare tali formule 
di trasformazione in coordinate generali ortogonali, senza far ricorso ad 
elementi estranei alla superficie, e dalle formule iiitegrali ricavero con pro- 
cedimento uniforme e semplice le espressioni invariantive degli operntori 
superficiali analoghi al gradiente, divergenzti,, e rotazione. Quelle dell'ultima 
credo nuove. Mostrer6 inoltre come seguano facilmente importanti formule 
spesso usate da1 BELTKAMI e ricavate da lui a prezzo di calcoli Iaboriosi. 

Lo scopo della presente é quindi principalmente metodologico. Percii, 
ritengo opportuno premettere anche la deduzione da proprieth integrali delle 
espressioni in coordiuate genernli della divergeiiza, della rotazione e del 
gradiente. 

II. 

5 2. Sin un campo a tre dimensioni, riferito a un sistema generico di 
coordinnte carvilinee ortogonali per cui l'elemeiito liiieare assuma In forma 

ds2 = Uidu2 t V2du2 + W2&u2. 

Se definiamo il gradiente di una funzione rg (regolare colle sue derivate 
prime in tutto 10 spnzio) corne il vettore B, norniale ad uiia superficie cp =cost, 

2.9 diretto ne1 senso in cui rg cresce ed avente per grandezza - (restando con 
a j t  

cib ovviamente definito il senso della normale) dnlla relazione 

ricaviamo subito che le componenti di B secondo le linee coordinate sono 

e siccome tale vettore è definito in modo indipendente da1 sistema di riferi- 
meiito, possiamo concludere che 

è una espressione invnriantiva rispetto ali'elemerito lineare dsg. 
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Se C è il gradiente di uiî'a1ti.a funzione +, si ha notoriamente (cogli usuali 
simboli del calcolo vettoriale) 

grad cp X grad (I = mod B mod C e  cos (B, C )  = 

Resta cos1 dimostratn la ben nota invariantivita di quest'altra espressione (i). 

5 3. Sis  s  una superficie chiusa racchiudente uno spazio S; 1 uns linea 
chiusa che limita una superficie aperta a; u, v, w un sistema di linee che 
costituiscono ne1 campo che si considera un reticolato riducibile con deforma- 
zione continua a quel10 delle linee coordinnte cartesiaile. Pongo 

dove A, ed A, rappresentano le componenti di un vettore qunluiique A, 
rispettivnmente secondo la normale estevnct ad s e la. tangente, per ora co- 
munqiie determineta, ad l. Questi due integrali hanno uii significato indipen- 
dente dalle coordinnte. 

Sussiste notoriamente 1' identi ttt : 

(A) Su(?? i 2 + ;)du d v d w  dzu + Q d z u  d u  + Rdu du) 
6 

dove P, Q, R sono funzioni regolari, colle loro derivate prime, di u, v, zo. 
Trasformo per mezzo della (A) i'integrale I di (4). Considerando la pro- 

iezioiie dell'eIemento superficiale ds sulle superficie coordinnte passanti pel 
punto u, v, w si ha, anche tenendo conto dei segiii che si devono attribuire 
ai prodotti dvdw,  dwdu,  dudv  in (A) 

(5 )  V W d v  dw = ds cos (nu), W U d w  du  = ds cos (nu), UVdu  dv = ds  cos (~zzu). 

Indicando allora con A , ,  A , ,  A, le componenti d i  un vettore A funzione 
di u, v, w secondo le linee coordinnte positive uscenti da1 punto stesso, e 

(i)  Tale metodo B sostanzialmente adoperato da1 DARBOVX e da1 LAME; cfr. DARBOVX, 
Leçons sur les systèines orthogonaux et les coordonnées cuwilipzes.  I I  ed., L i ~ r e  I I ,  Ch. I I .  
pag. 193. 
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assumendo in (A) 

P=A,VW,  Q = A , W U ,  R=A,UV 

il 2" membro si identificrt coll'integrale I e si ha (poichè dS= UVWdududzu) 

Per 1'arbitrarietA del campo S ed il significato invari:mtivo di 1, in base 
a considerazioni ben note (') posso concludere che 15 invariantiva rispetto 
a dse 1' espressione 

the notoriamente rappresenta il coefficiente di dilntazione cubica quaildo lo 
spostainento è dato  da1 vettore A. 

Se in particolare A = grad y ne deducitirno subito che è invariante 
1' espressione 

che per U= V = W = 1 coincide coll' operatore di LAPLACE applicato alla 
funzione nuinerica cp (P). 

4. Ricorrendo alle formule di STOKES: 

= J  Pdu I- Qdv + Rdzu 
1 

trasformo l'integrale J in modo analogo a I e ne deduco le corrispondenti 
proprietA invariantive. 

('j Cfr. ad es. RIEMANN- WEBER^ Die Partiellen Differelztial-Gleichu9zgen der Mathema. 
thchen Physik, Bd 1, 5 90, pag. 217. 

(') Adopero la notazione v2q (MAXWELL) pcr distinguere opportunamente in segnito 1' ope- 
ratore di LAPLACE da1 2" parametro differenaiale di BELTRAMI A2y. 
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- Tenuto conto delle (5) l'integrale J trasformato mediaiite (C) àiviene: 

Pel significato intrinseco del primo membro, 1' integrale a secondo meinbro 
dipenderk solo da1 vettore A e dalla superficie o. 

Formo orn per ogni vettore A ed ogiii sisk.eina di coordinate ortogonali 
u, n, 70 le seguenti espressioni : 

che dipendono solo dalle componenti del vettore A e, nella forma, dai coeffi- 
cieiiti dell'elemento liiieare e possoiio interpretarsi come le componenti di 'un 
vettore. Dico che esso é iiidipeiidente da1 sistema di coordinate (ortogonali) 
ci06 che ad ogni vettore A, funzione di (u, v, tu), corrispoiide un vettore R 
le cui compoiieriti si esprimono nella forma (8) rispetto ad un generico si- 
stema di coordiiiate. Basta all'uopo mostrare d i e  i vettori definiti formalmente 
dalle (8) corrispondenti ad un medesilno vettore A, ma in corrispondenza di 
due 'diversi sistemi di coordinate, coincidono. Cib risiilta senza calcoli da1 
fatto che le loro componenti secondo uiia direaione arbitraria coincidono. 

Infatti se Ri) e Rc2' sono tali due vettori, qualunque sia la superficie O, 

sono iiidipendenti da1 sisteina di riferimento, inoltre R,,(I) ed R,,(L) per il loro 
significato di proiezioni sulla normale n hanno in ogni punlo di 5 (cinscuiza) 
un valore indipendente da1 sistemst coordinato. Potrb quindi scrivere per ogni 
pezzo di superficie aperta o, contenente un punto (generico) del10 spazio 
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d a  cui per note considerazioni Rn('), e cib, per l'arbityariets di a, ri- 
spetto a tutte le direzioni vz. 

I l  significato del vettore R si ha  poi subito, assumendo un sistema di 
coordinate cartesiane. Esso e la rotazione di A, che rappresent~ in idrodina- 
mica il doppio della rotazione elernentare delle molecole in moto ('). 

III. 

3 5. Sia ora una superficie o limitata da un coritorno 1 :  e riferinmone i 
punti ad uii sistema di coordinate curvilinee ortogonali u e v di elemento 
lineare 

ds2 = U2due + VVvZ. 

Per chiarezza indicher6 sen~pre  con u le linee v= cost. e con v le linee 
u = cost. 

Un punto di una regione I: del10 spazio contenente a e tale che da ogni 
piinto di essa si pub condurre a o una normale è iiidividuato mediante la 
distanza normale n dalla superficie e le coordinate u, v del piede della nor- 
male. Pei segni coiiservo, in quanto applicabili, le convenzioni precedenti. 

Noto, perché ne userb in seguito, che, se u e v sono le liiiee di curva- 
turn di a, le tre famiglie : delle superficie parallele a o, e dei due sistemi di 
rigate luogo delle normali a a lungo le linee u, u, formano un sisteina 
trip10 ortogonale, cui sono quindi applicabili i risultati precedenti. 

L'elemento lineare di spazio assume in ta1 cas0 la forma: 

in cui, se U, V sono i valori di U,, V, per n = O ;  ed R, S i raggi priiicipali 
di curvatura di a ne1 punto (ZC, v) si ha  (2) :  

(1) C i .  per la dedusione delle -(8) l'op. cit. di RIEMANN-WEBER: che deterinina perù le 
singole componenti facendo ordinatamente dni, clu, rlv = O. Bd. 1, 5 90, pag. 217. 

(9 Cfr. ad es. SOMIGLIANA, Sulle ~e laz ion i  fra il principio di  Huyghens e l'ottica yeo- 
metviea. Soi-ino, Atti R. Aoc. S., vol. LIT, pagg. 974-979. Esse sono d'altronde consegiienaa 
delle formule di RODRIGUEZ. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L'ortogonalitR delle linee u, v dk in ogni caso 

dove v rappreseiita la normale al contorno 1, diretta tangenzialmente verso 
l'inter110 di a. 

5 6. Sia cp un numero funzione regolare colle derivnte parziali prime, 
delle coordinate u, v dei punti P della superficie a e del contorno 1. 

Dirb grndiente szcpwficinle di y ne1 punto P i l  vettore parallelo al piano 
tangente in P a a ed ivi normale alla cp(u, v) = cost. passaiite per P, di gran- 

a ( ~  dezza eguale a (dove v' è la normale a rp ne1 verso delle cp cresceiiti). Le 
av 

sue coinponenti in un sistema ortogonale sono 

Se cp è anche funzione dei punti del10 spazio Z il gradiente superficiale B 
il vettore compoiiente tangeriziale di gradp cp. 

. L e  coinpoiienti cartesiane del vettore G sono 

che, se rp 15 funzione dei puati di L, si possono anche scrivere 

(*) BELTRAMI, I&wno ad alcuni nuoui teoremi Bel siy. C. héu#na%tn suile fuwioni PO- 

tenziali. . Annali di maternatica piira e appliçata ., S. II, t; X, pagg. 46-63, opere vol. 3O, LIII, 
pag. 305. 
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Il gradiente superficiale stato definito da1 BUI~ALZ-FORTI (') ch& 10 in- 
dica con Grad rg, studinto in segiiito da  MARCOLONGO (') e da BURGATTI (') che 

.ione. 10 indicano con grad3 cp. Seguiri, la  seconda nota7' 
V n  rilevato che, tanto MARCOLONGO che BUBGATTI, ammettono, almeno 

implicitamente, la cp definitn in tutta una regione contenente a La definizione 
del BURALI-FORTI è invece valida iii ogni caso; ina, nell'ipotesi che rp sin 
definita solo sulla superficie, definisce gradiente il grndiente superficiale. 

IV. 

5 7. In quanto segue n é, O un vettore unitario normale a una superficie 
e diretto verso i'esterno se In superficie è chiusa, O la normale alln faccia 
positiva se é aperta. Le altre notszioni conservano il significato precedente : 
A,, Au,  A,, A ,  le coinponenti di un vettore A nelle direziorii positive v ,  u, v, 72. 

Ricordo la  forma vettoriale dei teoremi citati ne1 1 

(18) SSipnds = S u g r a d  rp dS (teorema del gradiente) 
s s 

(19) J ~ G X  Ads = m d i v  A dS (teorema della divergeiiza) 
8 S 

(20) SJn A ~ d s = m r o t  A d S  (teorerna della rotazione). 
8 s 

Come é noto essi valgono inutando S in un'area piana, s ne1 contorno ed ?t 

nella normale itl contorno, quando cp si consideri definita pei punti del piano 
ed A sia un vettore parallelo al piano. 

Otterrb le formule più generali valide per una siperficie sghemba, sotto- 
posta a talune restrizioni che verr6 man mnno accennando, partendo dalla 
nota formula (4) 

( l )  BURALI-FORTI, Gradiente, rotazione, diveryenza in unu superficie. Sorino, Atti Acc. 
S., v. XLV, 1909, pagg. 3ûû400; Ponclamenti per la geometria cliffereerelzziule su di %%a super- 
ficie col metodo vettoriale generale. (Rend., Palermo, Y. 33). 

(2) MARCOLONGO, SU alcuneproprieta superficiali. Roma, Rend. Lincei, S .  V, v. XXVI, 1917. 
(3) BURGATTI, 1. C. 

( 4 )  Cfr. RIEMANN-WEBER, 1. c., 40, pag. 91. 
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dove P e Q sono funzioni arbitrarie, purché regolari colle loro derivate prime; 
ed operando in modo analogo a quanto ho fatto iîella parte II. 

Per evitare discussioni di segno iininagiiio f i i i  d 'ora che il triedro 1, v ,  lz 
sia congruente direttainente al triedro u, v, e questo a quello di un si- 
stema x, y, z di assi cartesiani ortogonali di cui ta1 volta faro uso. 

Coiisidero 1' integrale 

K, = f p ~ " d 1  
1 

di significato indipeiiden te dalle coordinate. 
Ricordando le (13) si ha 

Il secondo membro si identifica con quello di (D) posto 

P= pAvU Q =  - qA,V 

percià, tenuto conto che do = UVdudv, 

5 8. In particolare per rp = 1 

e piu specialmente ancora se A = grad, 4 : 

Per 1'arbitrrtrietA di 1 ed il significato invarimtivo del primo inembro (- K), 
si conclude che le espressioiii da  iiitegrarsi nei secondi membri delle (21) 
e (22) non mutano col sistema di coordinnte ortogonali sulla superficie o; 
il secondo 6 l'espressione (in coordinate ortogonali) di uii parametro differen- 
zinle secoiido della + (notorimiente il secondo parametro differenziale di 
BELTRAMI). 

dti~iali di Matematica, Serie IV ,  'l'oiiio V .  2 
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10 Ci. GONELLA: Sopra a,Zc.uni invarianti differensiali 

O ~ L L  se uii vettore A, fuimione delle coordiriate dei punti di o è privo di 
componerite norinale, si ha (B): 

quindi, per A = grad, cp 

A,cp = v2cp = div grad cp = div grn.d, cp = 

5 9. Estendo i risultati del capitolo precedente, ed in particolare l'inter- 
pretazione della (E) cercando la trasformazione dell'integrale della divergenza 
ordinaria di un vettore, esteso alla superficie o. L'utilitA nppare chiara n chi 
pensi che spesso iiella fisica matematicn occorre coiisiderare vettori funzioni 
dei puiiti di uoa superficie, da corisiderarsi coine tali senzn fare ipotesi sulla 
loro esistenza rtll'infuori di essn. 

Per  interpretare i risultsti riferirb inizinlmente ln superficie alle linee di 
curvatura. Da1 confronto di (B) con (E) avuto .riguardo alla (12) risultn subito: 

Poichè pel loro s tesso significato A,, sono indipeiidenti 

dalla scelta del sisteina (ortogonnle) u, v su iiiia data superficie 5 e Io è 
pure ( 5  precedente) la 

hi. forinula scritta sussiste per un generico sisteina di coordiiiate orstogonali 
u, v. Ma, i n  virtù. della (21) essa acquistn ln forma 

Ora, sin dall' cspressioiie generale (B) della divergenza, calcolata peï 1 1  = O  
dopo di aver riferito Io spazio al sistema trip10 ortogoiiale i n  cui w, v soiio 
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G. GONELLA : Sopra c~lcmi invc~~ic~nt i  differenziali il 

le linee di curvatura della superficie parallelit n O, che direttamente dalla (23) 
ricorrendo alla considerszione dell'arbitrarietk di 1 e di O, risulta: 

- 1 divA--  -- a ' ( VAl4) + - (UA 1 + ($ 4- k) Atl alz U V )  au av 

iii cui, per l'osservazioiie del capoverso precedente le u, v sono coordinate 
curvilinee ortogonali genel-iche. Il secondo membro conserva siqnificato ed é 
invariante per trasformnzione di coordinate u, v, anche quando il vettore A 

sia definito solo sulla superficie O ne1 qua1 cas0 non si pub propriamente ( 
parlare né di div A 118 di . Esso rappresenta in ogni caso il risultato cui 

si perviene operaiido per ottenere la divergenza di un vettore ne1 modo 
solito; m a  liinitnndo la varisbilith del puiito di cui il vettore é funzioiie ad 
un campo superficiale. 

Definisco quindi divergenon supet$ciale di A e la indicherb con div, A 
il numero 

Introduceiido questo operatore la (21) divieiie 

che generalizza il teorema del flusso corne ha fatto notare il BURGATTI (1. c.). 
Se A é definito in tutta una regiorie a cui é iiiterno a si ha dalla defi- 

nizione 

in particolare, se a, a, y sono i coseni direttori della normale si trova l a  
notissirna . 

aa ap - - 1 1  
- + - 3- 3 = div n = div, n = - 
ax ay a2 R + S .  

A rigore, poichk a, p, y sono definiti solo sulln superficie a non si potrebbe 
- 1 1  

parlare di d ivn ,  e la formula vera é div, n = - -I- -. In ogni punto P della 
R S 

regione Z, gih considerata, le  a, a, Y sono definite corne i coseiii d i re t to~i  del- 
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12 G.' GONELLA : Sopm cclcuni irzvnrion ti clifferenzinli 

l 'mica  normale condotta, per P dla  o, ed ha percio seiiso parlnre di .div 

,, nei puiiti di a, coine pure afferinare che è ivi -- = O. Pr'obabiliilente sia 
an 

1' APPELL (1. c.) che il BUHGATTI (1. c.) ricorraiio a tale inespressa considerazioiie. 
In virth della (28) l i ~  (24) assuine la for& di APPELL 

5 10. Sviluppaiido il secondo inembro della (E) ottengo uiia notevole foi- 
muln di BELTRAMI iii cui è coiiteiiuto corne caso particolare i'estensione del 
teorenla del gradiente. Occorre, per 1' iiiterpretazione, ricordare la defiiiizione 
di grad, y. . 

Ho iinmediatnmeii te 

the il BELTRAMI (') dà sotto In forina 

E - 

Questa esige la coiisidernzione di valori di rp fuori della superficie e con- 

a'p tieiie - che è iiiessenziale. Per qua1it.o ci0 non. costituisca difficolth pel BEL- an 
TRAMI, che pensa una funzione cp defiriita in tutto 10 spazio e coincidente colla 
data sulla superficie, 11011 .é pri.vo d'iiitei'esse il segnalare la possibilith di 

diiriostrare ln formula senza introdurre neppure coine ausiliari elementi estranei 
al problema. . . 

(') BELTRAMI, Idowao ad alcuwi teoremi del sig. Neumnlz, 1. o. ; Sulla teorin rleyli s t m t i  
mnpzetici. Rend. 1st. &nbarilo, S.  II, $. XVI (1883), pp.'202-205. Op. CLXXII, vol. IV, p. 1. 
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Miitaiido iii (29) cp iii lzrg e poiieiido A = grad,+ ho successivainente 

che si particolarizza per + = x, poichh A,%: = - - -+- (') in an (K 3 

con che acquistniio sigiiificato geoinetrico le densittt delle fuiizioiii poteiîziali 
che compariscoiîo nell'espressioiie delle derivate parzidi di una fuiizioiie 
potenziale di setiiplice strnto. 

ax Corne caso particolare, o direttaineiîte dalla (E), in  cui si ponga A - - 
- a~ 

a 

ln. quale, esseildo 
formula che tiene 

(33) 

arbitrario l'asse x si espriine vettorialmeiite foriieiido la 
luogo del teoremn dei gradieiite 

data sotto ta1 forinn da BURGATTI (1.. c.). 

(i) Tale proprietà si dimostra con BELTRAMI osserrando chc, a s s i d e  le linee di ciirva- 
tiira a coordinate 

per l'inrariantività di A2x e del 2' termihe dell'nitiino membiu, la proprieth è valida per 
ogni sistema u, v. 
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5 11. Pongo, sempre in (E), Av = 1 e coiisidero solla superficie uii si- 
stems di linee ortogonali al contorno E ,  tali che per ogiii punto della super- 
ficie (escluso al pih un numero finito) ne passi una ed una sola. Sia v' uii 

vettore unitario funzioue di (u, v) tangente alla linea del sistema passante 
per (u, v) che si riduce con continuith al vettore ; prima definito, quando il 
punto (u, v) tende ad un punto del contorno. Ho subito: 

dove A,,, A, sono le coinponenti del vettore v' e quindi 

a'p Se, in particolare, é rg = 1 si ha --O e avl - 

Quindi pev qualunque sisteîna d i  linee v' é costante 10 

5 12. Per ricercare l'estensione del teorenla della rotazione e studiare 
i'analogo deli'operatore di rotazione risalgo direttnrnente alla formula. di 
RIEMANN (D) e per mezzo di qnestn trasformo 

Le coinporienti del vettore v A secondo le tre direzioni 1, v ,  n uscenti 
da1 punto P del contorno a cui esso corrisponde, sono i minori della matrice 
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ax 
quiildi (v /\ A),  = A,, - - ax 

al 
A , ,  e, suecessivamente 

8% = A,, , d u  + A,, Udu +- A, - Vd* . 
z a ? ~  1 

Trasforlno separatamente i termini per mezzo della (D). Pongo in primo 
luogo 

e riçavo 

in secondo luogo 
ax am 

P = UA,, - Q = VA, - al& al$ 

ax sJ["(mu 8 - qv;; E)] ci... - S A , ,  d l =  du  -- 
y 

z 
uv- 

O 

Mn notoriamente (') 

(') BIANCHI, Geometria differenziale, vol. 1, § 63. 
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in cui D, D', D hanno il consueto sigiiificnto di coefficienti della seconda 
forma fondamentale di GAUSS. Segue 

Teilendo conto della (36) si pub scrivere fiiialmente 1i~ forinuln di trasfor- 
inazione cercata 

( i ~ ( u A , )   VA,) ax 1 ad D'A D ~ A ,  1 ax ---p-+--2--u ---- ( =SJ';uv[ a~ an ] sa  [ v a ~  av v ~ a u +  
1371 ( 

1 

Introdoco il vettore di componenti rispetto alle u, u, n 

clle chiainero (pes r~gioni  da esporsi) 2.otnzioue su~e~.ficiale di A e indichero 
col simbolo rot, A ('). 

(1) B~RGATTI,  (1. c.) egli perb non ne dk l'espressione generale delle componenti. 
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Riservandomi di dimostrare che il vettore R cosi definito non è funzione 
del sistema di coordinate ortogonali (u, v) posso scrivere la (37) sotto la forma: 

e analogamente mutando tr: in y e z. Di qui l'espressione vettoriale (i)  

che estende il teorema della rotazione. 
Essendo arbitrario il contorno 1 ed indipendenti dalle coordinate v !j A 

e ( 12  /\ A )  - + - si deduce senz' ~ l t r o  che i vettori rot, A definiti per mezzo (B 8) 
delle loro coinpoiienti rispetto a due diversi sistemi di coordiante (ortogonali) 
u, v coincidono, e cioè il vettore R definito formalmente dalle (38) non é 
funzione de1 sisteina di coordinate. 

Per riconoscerue il sigiiificato ricorro al10 speciale sistenla formato dalle 
linee di curvatura. in ta1 caso D'=0 e quindi 

donde 

Il confronto colle (8) conduce alla conclusione che, ove si possa parlare 
anche del vettore rot A, la  differenza rot A - rot, A 6 il vettore di compo- 

aA, aA, 
nenti - --, -+ -, 0, che sono i minori della matrice 

an a 1 8  

cioé 
- aA 

rot, A= rot A - n A - an 

(l) BURGATTI (1 .  c.). Egli perb non ne dB l'espressione generale. 

Annali di Matematica. Serie IV, Tomo V. 
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aA 
dato che, come facilmente si vede, le componenti di - sono appunto 

a l b  

La (41) è, sostanzialmente, assurita come definizione da1 BUHGASTI. 
Le (38) forriiscono una definizione Che, per quanto faccin uso di coordi- 

nate, non ricorre ad elementi estranei alla superficie e dà le componeriti 
della rotazione superficiale in coordinate generali, non ancor note. 

8 14. Posto y A  in luogo di A le (38) danno subito 

(42) rot, ( V A )  = .g rot, A + grad, cp /\ A 

da Cui, tenendo conto della (39) 

(43 )  S ~ ( A  i\ gl'ad. Y )  do= - S ~ G  A A)(; + k) d~ - k S  J'y rot,  do +Sv(; i\ A) dl .  
5 a O z 

Se cp è definito in tntto L, posso pure scrivere 

JS A A grad cpdo = 

l 
Essa per cp = - trovasi in BELTRAMI (') con espressione piii con~plessa e 

1' 

a prezzo di calcoli laboriosi per quanto eleganti e profondi. Se A è il moment0 
magnetico di uiia distribuzione magnetica su o ln (44) dimostra i l  teorenia 
che il potenziale vettore 

é soinma di tre potenzidi vettori d i  spazio, di seinplice e di  doppio strato e 
che i potenziali di doppio strato svaniscono nella magnetizzazione normale. 

( f i )  Sulla teoria de@ strati magnetici, 1. c .  
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Sur 1' in tégrale de Lebesgue-Stiel tjes ut les fonctions abso- 
lument contiriues de foiictioiis absolument continues 

par MJle NINA BARY et M. D. MENCHOFF (a AIOSCOU). 

Nous nous proposons d' 6tudier dans ce  MBmoire 1' intégrale de  LEBESGUE- 
STIELTJES d 'une  fonction mesurable f(x) par  rapport a une fonctioii ~ ( x )  
absolument continue. 

Quand on définit l 'intégrale d e  LEBESGUE-STIELTJES, on suppose habituel- 
lement que l a  fonction y($) est b variation bornée;  oii pose alors 

chacune des fonctions rg,(x) et  rg,(x) étant non décroissante ; on dbfinit 1' inté- 
grale de LEBESGUE-STIELTJES d'une fonction f(x) par  rapport A uiie foiiction 
non décroissante e t  l'on pose par  définition 

Dails le  prBsent Mémoire nous imposons A l a  fonction y(%) l a  condition 
d 'être  absolument continue, inais ln définitioii d e  l'intégrale que nous consi- 
dérons (9 1) est telle que l'intégrale 

(') M. RADON dans son MQmoire Theorie und A.nniendunge.n der absolut additiuegt Men- 
genfunktionen (Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften, Band 122, 
Abt. IIa, B. 1205-1438, Wien 1913) donne une définition trbs génerale de l'intégrale de 

1) b 

STIELTJES, mais lui aussi ne considére que le cas où chacune des int6grales ffdrq, e t  ffc2v2 
b a a 

existe et définit l9intQgrale ffdrq comme leur diff6rence. 
a 
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peut exister sans que les deux intégrales 

existent. 
En étudiant l'intégrale ainsi définie, nous voyons (6 3) qu'il y a des cas 

s 

où l' intégrale dhfinie existe, tandis que 1' intégrale indéfinie Jf(z)dv 
a 

n'existe pas quelque soit x, a < x < b. D' ailleurs, même quand cette inté- 
grale est determiliée et finie pour tout point x, a < x < b, elle peut repré- 
senter une fonction discontinue (5 4). 

011 pourrait donc croire qu' une telle définition de 1' intégrale de LEBESGUE- 
STIELTJES ne prësente aucun intérêt. Mais il y a une classe remarquable de 
ces intégrales, ce sont les intégrales de la forme 

elles préseiitent uiie généralisation trés naturelle des intbgrales de M. LEBESGUE. 

On demontre (§ 6) que si E'intBg~-ale ind@nie f[rp(x)]dy ex is te   pou^ tout x, i 
a 

a < x < b, elle ~ 'ep jdsente  une  fonction absolzcment continue d e  fonction 
absolzment continue et ?*eciproquerite?zt, toute fonction absoluntent continue 
de  fonction absoluntent contimce est (à u n e  consta?zte addit ive pl-8s) une  

intdgvnle de Lebesgue-Stieltjes de la forme f[cp(x)]dy (de même qu'une inté- j 
grale indbfinie de M. LEBESGUE est une fonction absolument continie et réci- 
proquemen t). 

Nous doiinons ensuite (5 7) une condition 9z&cessai~.e -et suf isante pouv 
qu 'une  fonction continue soit une  fonction abso2ummt continue de  fonction 
absolument continue. 011 en deduit salis peine (6 9) que toute integrale indd- 
finie d e  M. Denjoy est une  fonction absolument continue d e  fonction abso- 
lument  continue. 

L'intégrale indéfinie de M. DENJOY a, presque partout une dkrivke dé- 
termiiiée et finie. Mais parmi les fonctions absolument continues de fonctions 
absolument continues, il y a des fonctions qui n'ont pas de derivee sur un 
ensemble de mesure positive (6 9j. 
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et les fomctiows absolumewt contilzueb de fonctiows nbsolzcmemt mt iu t zces  21 

On voit donc que cette classe de fonctions est beaucoup plus vaste que 
celle des fonctions absolument continues elle-mêmes. On pourrait croire que 
la classe des fonctions de la forme 

fi (P [S(x)l1 
f ,  cp et 4 é t ~ n t  absolument continues, présente une classe encore plus vaste. 
Nous dbmontrons (3 9) qu'il n'en est pas ainsi : cette classe coïncide avec 
celles des fonctions absolument continues de fonctions absolument coiitinues. 

5 1. Définition de l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes. - Soit f(x) une fon- 
ction mesurable et finie presque partout daiis (a, 6) et cp(x) une fonction abso- 
lument continue dans (a, b). 

Soit E un nombre positif et 

une échelle de nombres croissant de - oo A + oo par degrés < E. 

DAsignons par 1,, l'ensemble des points pour lesquels on a 

e t  par X ,  un nombre tel que 

ln-, < le < in 
et formons ln série 

var ~ ( x )  désignant la vu?-iation algdb~.ique de y(x) sur l'ensemble e,, ('); 

' (') Rappelons la definition de la variation algébrique (Ch. de la VALLEE-POUSSIN, Cours 
d'Analyse Infinitdsimale, t. 1, 30 Bdition, pag. 267): 

Soit F(x) une fonction continue et E un ensemble mesurable. Enfermons E en une 
infinit6 dhombrable d'intervalles (a,,, b,) sans points communs deux ti deux et considérons 

00 

la somme Z [F(b,) - F(a,,)]. Si  cette série est absolument convergente, sa valeur est la uaria- 
n=l 

tiolz de F(x) dans l'e9zsemble des intervalles (a,,, b,,). S i  cette variation tend vers une limite 
toujours la même quand on fait tendre la somme I(b, -a,,) des longueurs des intervalles 
vers la mesure de E, cette limite est ka variation algébrique de P(z)  dans l'ensemble E. 

Il est important de remarquer que dans le cas que nous étudions, la variation de cp(x) 
sur un ensemble peut 6tre positise ou negative, puisqu'on ne suppose guère que la 
fonction cp(x) soit toujours croissante ou toujours d6croissante. C'est par cette raison que 

b b 

1' intégrale de LEBESGUE-STIELTJES ff(x)dcp peut exister sans que les deux intégrales f f(x)dy,  
b a a 

et ff(x)dq~, existent, oh 1' on a posé cp(x) = y,(%) - cp,(x), cp,(x) et cpe(x) étant non déuroissantes. 
a 
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supposons que cette série converge absolument et que sa somme S tende vers 
uile limite finie quand E tend vers zéro, c.ette limite étant toujours ln iilêine 
quel que soit le choix des nombres 1, et A,; nous dirons alors que la fonc- 
t ion  f(x) est sorizîizable pal- rapport  à cp(x) et nous donneroris k cette limite 
le non1 d'intég?.aZe de Lebesgué-Stieltjes de la fonction f(x) pal7 m p p o r t  à 
la  fonction y(x) 

b 

On sait (') que la variation d'une fonctioii absoluinent continue rp(x) sur 
un ensemble inesurable e est égale k 

l'intégrale de cette fornlule étant une intégrale de M. LEBESGUE. 
La solnme S qui sert B definir l'intégrale de LEBESGUE-STIELTJES devient 

alors 

On voit qu'eii posant y(%) = x on réduit la soinme S h la. soinine 

n=+m 

ri A,, mes e,, 
n=-m 

dont la limite (si elle existe) est l'intkgrale de M. LEBESGUE de la  fonction f(x). 
La v w i a t i o n  de  y(x) joue donc dans 1' int&graZe de Lebesgue-Stieltjes le rîu?nze 
?*Ôle que la m e s w e  dans Z'iut&gmle de  Lebesgue. On sait, que ln valeur de 
l'int4grale de LEBESGUE n'est pas changée quand oii modifie arbitrairement 
la fonction f(x) sous le signe d'intégrale sur un ensemble de mesure nulle. 
Soit E un ensemble oii l'on a presque partodt 

La  variation de y(x) est donc nulle sur E et sur chaque ensemble E'C E. 
Il suit de IR d&fil~it,ioii même qu'en modifiant arbitrairemeiit la foiîctioi~ f ( x ; )  

b 

sur E on ne cliaiige pas la valeur de l'intégrale de LEBESGUE-STIELTJES f(x)dy. i d  
(') CH. DE LA VALLEE-POVSSIN, COWS d ' A ~ ~ a l ~ s e ,  t. 1, 3e édition, pag. 267. 
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Ainsi les ensenzbles O& l'on a pvesque partout y'($) = O  jouent dans l 'ktude 
de l ' intégrale d e  Lebesgue-Stieltjes le même  riîle que les ensembles de nze- 
sure nul le  dans 1' i n t kgmle  de Lehesgue : il sont négligeables. 

Cela posé, passons 5L l'étude de l'intégrale de LEBESGUE-STIELTJES. 

5 2. Comparaison avec l'intégrale de M. Lebesgue. -. Nous allons dé- 
montrer d'abord le thèorème suivant. 

THEOREME 1. Si le produit f(%)yr(x) est sorîzmable d a m  (a ,  b),  la fon- 
ction f(x) est solï~mable pal- rappor t  à cp(x) et l ' on  a 

En reprenant les nombres ln, h, et e,, du 5 1 et en designant par e,(x) 
la partie de l'eiiseinble e,, située dans l'intervalle (a, s), on voit que la 
somme S qui sert & définir l'intégrale de LEBESGUE-STIELTJES peut être 

'écrite sous la forme 

D'autre part, l'intégrale de LE~ESGUE du produit f(x)cpr(z) qui existe, 
d'après l'hypothése faite, peut se présenter dans la forme d'une serie 

car les ensembles e,,(x) n'ont pas de points communs et leur somirie coïncide 
avec l'intervalle (a, x). Le produit f(x;).cr(x) étant sommnble, cette série est 
absolument convergente. 

La différence des termes généraux de In série absolument convergente S,(rx;) 
et de la série S(x) est égale Sc 

Mais les valeurs de la fonction f(x) dans l'ensemble e,,, donc A fortiori 
dails e,(x), appartiennent & l'intervalle (1,-,, li) de l'axe des Y ainsi que la 
valeur 1,; doi~c la différence f ( z )  - A,, ne surpasse pas en valeur absolue 
la longueur de cet intervalle, mais cette dernière est inférieure B un nombre 
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positif doniié E. Par suite, la différence des termes généraux des séries Si(%) 
et S(x) ne surpasse pas la valeur 

mais cette valeur est le 
dont la somine est égale 

terme général d'une série absolument convergente 
B 

Il s'en suit que ln série considérée S ( x )  est aussi absolument convergente 
et que sa somme a pour limite l'intégrale de LEBESGUE du produit f(x)cpl(x) 
dans (a, x) quand E tend vers zéro. Nous avons donc démontré l'identité 

(c.  q. f. d.). 

Renzarque. Si la fonction f(x) est bomke ,  le produit f(x)cpl(x) est som- 
mable quelque soit la fonction absolument continue ~(x). Il eii suit qu'une 
fonction bomke  f(x) est sonzinable par rappo2.t à u n e  fonction y(x) abso- 
lument  colztinue arbi t lm're et son in t&gmle  de- Lebesgue-Stieltjes est égale 
à l ' intégrale de Lebesgue d u  produit  f(x)cpf(s). 

(i 3. Dans le cas oh le produit f(x)cpl(x) est sommable dans (a, b), l'exi- 
b 

stence de l'intégrale définie n'est qu'un cas particulier de l'existence 

2 

de 1' intégrale indéfinie f ( x ) d y  pour tout point x, a < x < b. Mais dans le S 
a 

cas oii le produit f(x)cp'(x) n'est pas sommable, il peut arriver que l'intégrale 
définie existe tandis que l'intégrale indéfinie n'existe pas, et cette circon- 
stance peut se présenter même pour une fonction f(x)  sontnzable. 

Nous allons construire u n e  fonction sommable f(x) e t  u n e  fonction abso- 
l umen t  continue ~ ( x )  telles que l ' intégrale 
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existe, tandis que lYint&g?-de indefinie f(x)dcp n'existe pas quelque soit x, .T 
1 n + l  

&t = 12 , b,, = - ni- 2 

Soit 

f(x) = V I L  + 2 sur (a , ,+! ,  a n )  et (b,, , b,+,) ( 1 ~  = O ,  1, 2, 3, ... 1. 

On voit sans peine que la foiiction f ( x )  est sommable. Eii effet, la longueur 
de chacun des intervalles (a,,,,, a,)  et (b,, b,,,,) est égale k 

et lx derniére série converge. 011 a lit même iiiégalit6 pour la soinine des 
intégrales de f(x) sur les intervalles (b,,, b,,,). Donc 

existe. 
Soit maintenant 

La fonction +(x) est sommable puisque 

et f ( x )  est sominable. Soit 
I 

dnviali di Xatsmatica, Serie IV,  Tomo V. 
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La fonction ~ ( x )  est absolutnent continue. Il es1 clair que 

L'intégrale définie L. S. f(x)dtp existe donc et elle est égale A 0. s O 

Soit maiiitenmit x un point quelconque, O < ir: < 1.  Supposons d' abord 
qu' on ait pour un certain n = 12, 

1 
a,,,,, % x c= 4 1 ,  n o = S ,  donc 

01; n alors 

la série étant divergente on voit que L. S. f ( x ) d y  n'existe pas. S O 

Dans le cas oit l'on a pour un certain n = 11 ,  

on divise l'iiitégrale en deux parties: 

Ln première de ces iiitégrales n'existe pas, car on peut lui appliquer le 
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(a,,,, an) ;  quant & ln seconde intégrale, elle est égale A zéro; la  démon- 
stration est tout A fait analogue B la déinoiislration de l'égalité 

j;(l-)rlp = 0. 

O 

B 

On voit ainsi que l'intégrale indéfinie f ( x ) d q  n' existe pas quel que S O 

soit x, O .< x <: 1. (c. q. f. d.). 

5 4. On peut se poser l-ri, question suivante: en supposaiit que l'intégrale 
indéfinie de LEBESGUE-STIELTJES est déterminée et  finie en chaque point de 
l'intervalle (a ,  b), peut-on affirmer qu'elle représente une fonction continue? 
Nous allons répoiidre négativement k cette question en  défiiiissant u n e  fonction 
sonzmable f(x) e t  u m  fonction y ( x )  absoZu~îtent continue telles que Z'intkgvale 
i~zd&@ie 

3(x) = L. S .  f ( x )dp  S 
O 

ex is te  pour. tout point X ,  O < x (; 1 et sa valeu?. est pavtout finie, mais  3(x) 
est discontinue au poi12t x = 1. 

Posons 

Soit 

011 voit que f(x) est somrnsble puisque .ln série 

converge. Soit 
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Puisque ($(x)I =fis), la fonction S(x) est sommable. Posons 

cp(x) est donc absolument continue. II est évideiit que 

L'intégrale défiiiie f(x))dx existe donc et elle est égde k O. S 
O 

Soit maintenant 12: un point quelconque O < x < 1. L'intégrale indéfinie 

existe puisque f(x) est boriiée sur le segment (0, a) et nous avons vu (§ 2) 
qu'uiie forictioii bornée est soinmable par rapport k une fonction q(x) nbso- 
lument continue arbitraire. Mais on a, quelque soit ?z 

Quand ta tend vers l'infini, on a 
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niais 3(1) = O ,  3(x)  est donc discontinue au point x = 1 (c. q. f. d.). 

5 5. Nous avons vu au 5 4 que l'intégrale indéfinie de LEBESGUE-STIELTJES 
(supposée déterminée e t  finie en chaque point d'un intervalle) peut avoir des 
points de discontinuité. Nous allons démontrer maintenant que si l' intégmle 
inddfinie de Lebesgue-Stieltjes exisle  en chaque point x ,  a < x I b, elle est 
ou bien continue, on bien une limite de fonctions continues (c'est k dire une 
fonction de classe 1 au plus d'aprés la cliissification de M. BAIRE). 

Sans restreindre la généralité des considératioiis on peut suppose?. que 
la fonction f(x) ne p .end que des nnleum entiéres. En effet, en désignant 
par E[A] le plus grand entier contenu dans le nombre rkel A, nous voyons 
qu'oii peut diviser f(x) en une somme de deux fonctions 

dont la première est une fonction mesurable qui 11' n. que des valeurs entières 
et la seconde est une fonction luesurable et bomzée, puisque O < O ( $ )  (, 1 .  

D'apres la remarque faite B la fin' du 5 2, la fonction O(x) est donc soin- 
mable par rapport k une fonction absolument contiiiue rp(x) absolument quel- 
conque et son intégrale indéfinie de LEBESGUE-STIELTJES coïncide avec l'int0- 
grale de LEBESGUE du produit O($)rpt(x), il reprdseiite donc une fonction 
absolumeiit continue. D'autre part il est evident que le théoreme a l'intkgrale 
d'uiie somme est &gale A la somnîe des intégrales 3 subsiste pour les intégrdes 
de LEBESGUE-STIELTJES. Donc il nous suffit de considérer des fonctioiis qui 
ne prennent que des valeurs entières. 

Soit e,, I' ensemble des points oh 1' on a 

et $,,(x) une foiiction égale B y'(%) dans e ,  et (t zéro en dehors de e,, 

(12  = O, t 1, 3 I  2, ...). 
On a alors 
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la derniére série étant absolument convergente quel que soit x, puisque nous 
avons supposé que l'intégrale indéfinie de LERESGUE-STIELTJES est déteriniliée 
et finie partout dans (a, b). Le terme général de cette série, étant une intégrale 
indéfinie de M. LEBESGUE multipliée par n, est donc une fonction continue 
et J'on voit ainsi qiie 1' intégrale iiidéfiiiie de LEBESGUE-STIELTJES est la limite 
de fonctions continues, ce qui prouve la proposition énoncée. (c. q. f. d.). 

5 6. Un cas remarquable d'intégrabilitd au sens de Lebesgue-Stieltjes. - 
(. 

Nous avons vu a.ux paragraphes précédents que 1' intégrale indéfinie L. S. f ( x ) d y  j 
n'est pas nécessairemei~t déterminée dans a < x < b si 1' intégrale définie 

b 

J f(m)d<p existe, et quand elle est déterminée et finie, elle est g6nérrileinent 
a 

discoii tinue. 
Considérons indntenant le cas oii la fonction sous le signe d' intégrale est une 

fonction de la folictio~i y(%), c'est-&-dire considérons les intégrales de la forme 

Nous verrons que si les extrêiiîés absolus de y(%) sont aux bornes de 
l'intervalle (a, h), 1' intégrale indéfinie existe pour tout point x, a < x < b 

?> 

sous la seule condition d' existence de 1' intégrale définie [;p(x)]dy ; d' ailleurs, 

Z 

chaque fois que l'intégrale de la forme f[.g(x)]d.g existe pour tout x, a < x < b, j 
elle représente une fonction continue dans (a, O). Nous alloiis étudier mainte- 
nant les iiitéprales de cette forme, mais iious avons besoin de quelques défi- 
nitions et lemmes préliminaires. 

Un eiisemble de points e, situé dans (a, b), sera dit complet par rapport 
& une fonction y($), si l' on a toujours 

pour tout couple de points x' et x" tels que x' appartient & e, et x" B son 
complémentaire Ce par rapport A l'intervalle (a, b). 

LEMME 1. Soit cp(x) une fonction absolun~ent continue défillie dans z m  
intewalle (a ,  b), e un ensemble complet par  vuppo~*t h y($), G l 'e~~semble 
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des va1eu1-s de y(x)  sur e,  enfin G* la pal-tie de G comprise.  entre les 
points y(n) et y(h). Ln variation de y(%) sur e est alors égale en valeus. 
absolue a la n1esul.e de G* et elle a le signe de la dirévence y(b) - y((!). 

En effet, soit f(u) une fonction égale à 1 sur G et  B zéro en dehors de G. 
On voit de suite qu' en posant A = y(a) et  B= ~ ( b )  on a 

le signe i- devant l'intégrale correspond au cas A < B et le signe - au 
CRS B < A .  La fonction f(u) est une fonction bornée. Par conséquent la régle 
d'intégration par substitutioii pour les intégrales de LEBESGUE s'applique ('); 
on trouve donc en posant u =cp(%) 

Si le point x appartient à e, y(x) appartient à G (d'aprés la définition de G), 
donc f[cp(x)J = 1. L1 ensemble e étant complet par hypothése, y($) ne peut appar- 
tenir à & si x < Ce, donc pour tout point x < Ce, on a f[ 'g(x)] =O. II S' en suit 

On a donc 
mes G* = t var. y(%) 

e 

Plus précisément 

var y(x) = + nies G* quand A < 73, donc ~ ( a )  < y(h) 
5 

var y(%) = - mes G* quand B 4 A, donc y(b) < ?(a) (c. q. f. d.). 
e 

011 déduit de  ce lemme le théorèine suivniit: 

(') CH. DE LA VALLÉE-POUSSIN, Cours d'Analgse, t. 1, édition, pag. 283. 
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existe ,  i l  est nécessaire et suf lsnnt  que la fonctioiz f soit sownable efztve 
les l i~u i t e s  A= y(n) et B = y(l,); on a alors 

Siipposons d'abord que l'intégrale f[cp(x)]dy existe. Divisons l 'axe des y j 
par ilne échelle de nombres En(n = O, t 1, =t 2, ...) croissant de - oo k -i- m 

par degrés < E ;  soit en l'enseinble de tous les points x de l'intervalle (a, b)  
pour lesquels on a 

L, f[(P(s)l < 2 9 ,  ; 

on a d'aprks la defiriitioil méine de 11iiit8grale de LEBESGUE-STIELTJES 

n=+m 

= lim Z A,, viir Hx), 
11=-Ca et, 

A, étant un noinbrg compris entre E,+, et E,, et la limite étant prise dans 
l'hypothèse que toutes les différeiices 1, -- ln-, tendent ~iiiiforrnbmeii t vers 
zéro d'une manière quelcoiique. Cette limite existe, puisque l'intégrale 

b 

L. S. f [cp(x)]dy existe per hypothèse. .J 
Soit 43, l'ensemble des valeurs de y(%) siIr en et G*, la partie de G, 

comprise entre les points A = ~ ( a )  et B = cp(b). Chacuii des eiiseinbles e,, 
(?z= O, 31 1, k 2 ,  ...) est complet par rapport k la  fonction y(%);  en effet si 

x' appartenant h e ,  et x" b son compléinentaire par rapport k (a, b),  on 
aurait aussi 

f [cFJ(xf)l = f[cp(sff)l 
donc 

et x" appartiendrait aussi à en ,  ce qui est impossible puisqu'il doit appar- 
tenir A son complémentaire. 
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Tous les ensembles en étant complets par rapport à cp(x), le lemme sur 
la variation s'applique et l 'on a 

var  y(x) = i- mes G*,,, quand A < B 
et, 

(7% = O ,  t- 1, f 2, ...). 
var cp(x) = - mes G*,, quand A > B 

On a donc 

D'autre part, d'après la  définition même de G*, , on voit que c' est 
l'eiiseinble de toutes les valeurs de u entre A et B, pour lesquelles on a 

il s 'en suit, d'aprés la définition même de l'intégrale de M. LEBESGUE, 

on a donc 

La preiniére partie du thkoréme est ainsi démontrke. 
Rkciproquement, . si f ( u )  est sommnble dans (A ,  B), 1' intégrale de LEBESGUE 

entre les limites A et B existe; on a 

où 1'011 a désigné par Ge,, l'ensemble des points u entre A et B pour lesquels 
on a 

L i  < f (u)  < lu ,  

et par A,, un point tel que 

En-, < h , < L .  
Nais d'après le lemme 1, on ii, 

z k  mes G*,, = var cp(x) ( n  = O ,  + l ,  52 2, ...) 
e,, 

dnnali  di Matematica, Serie IV, Tom0 V. 5 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



34 M.lle N. BARY et M. D. MENCHOFF: S u r  l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes 

e, étant l'eiiseinble de tous les points x entre a et b pour lesquels on a 

Il s'en suit, d' après la définition de l'intégrale de LEBESGUE-STIELTJES, que 

S 
n=+w n = + m  

L. f(u)du = dz lim Z A,, mes G,," = lim Z h,, var ip(x) = L. S. 
n=-oo n =-ce 

A e, 

et l'existence de 1' intégrale de LEI~ESGUE-STIELTJES est ainsi établie (c. q. f. d.). 
011 déduit de ce théorème les corollaires suivants: 

COROLLAIRE 1. Pour que ~'z 'nt t !~~.aie  

existe pozw tout X, a < x < b, i l  faut et il suflt que f(u) soit sortmable dans 
l'intemalle (171, M), nz &tant le miuinmn et M le nmaij7tzw~ de u=cp(x) dans 
(a, b); on a alors 

x 

En'effet, soit a' un point de (n, b) tel que cp(nl) =nt et b' un point de (a, b) 
tel que cp(bl)= J l ) .  Si l'intégrale de LEBESGUE-STIELTJES existe pour tout 

b' 

point x, l'intégrale f[ip(x)]dv existe iiécessairemeiit et d'aprks le théorème 2 J ar 
il  en suit que f(u) est sommable entre nz = cp(n') et M= cp(bt). 

Réciproquement, si f(u) est sonlmable daiis (nt, M), soit x un  point quel- 
colique de (a, b) et u = y($), u est alors compris dans  IL, M), puisque toutes 

u 

les valeurs de cp(x) daus (a,  h)  appartiennent B ( 1 1 1 ,  A l ) ,  et d'ailleurs L. (u)du J 
A 

x 

existe. Il s' en  suit, d'après le théoréine 2, que f[rp(x)]dv existe, et x étmit S 
a 

quelconque, le corollaire 1 est démontré (l'égalité des valeurs des intégrales 
de LEBESGUE et de LEBESGUE-STIELTJES suit aussi du théoreme 2). 
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COROLLAIRE 2. S i  les extdnze's absolus de ~ ( x )  sont a u x  bornes de l'inte9-- 
valle (a,  b )  et si l'int&grnle 

b 

a 
existe ,  l'int&g?.ale ind8Fnie 

2 

existe pouls tout x, a < x SZ b. 

Eii effet, les valeurs M et  112 du corollaire 1 coincident dans le cas con- 
sidéré avec B = cp(b) et  A = cp(a). Puisque 1' integrale 

existe par hypothèse, il en suit que f(u) est soinmnble dtiiis (A,  B), donc entre 
le minimum e t  le maximum de cp(x) dans (a, b), ce qui entraîne (corollaire 1) 
1' existence de l' iiitégrale 

pour tout point x, a < x 

existe  pou?. tout point s, a < x < b, elle repvesente une  fonction absolu~nent 
continue de  fonction nbsolunzent con t ime .  Rdciproquenzent, toute fonction . 

absolument continue d e  fonction absolument continue est (d une  constante 
additive PI-ès) une i~ztégg*ale indefinie de Lebesgue-Stieltjes de  cette f o m ~ e .  

Eii effet, d'nprhs l e  corollaire 1, si cette intégrale indéfinie existe pour 
tout x, f(u) est sommable dans (nz, M) et  l'on a 
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oh l'on a désigné par P(u) l'intégrale indéfinie de f (u)  (au sens de M. LEBESGUE). 
Il en suit que F(u) est absolument continue; y(x) étant absolument contiiiue 
par hypothèse, ln première partie du théoreme 3 est aiiisi démontrée. 

Supposons maintenant que 3(s )  soit une fonction de la forme 

?(LX) Atant absolument continue dans un intervalle (0, b) et F(u) absolument 
coiitinue dans (m,  M), 171 et M étant respectivement le minimum et le maxiioum 
de cpix) dans (a, ' b ) .  

Soit A =  rg(a); toute fonction absolument continue étant .h une constaute 
additive pr6s l'intégrale indéfinie de M. LERESGUE d'une foiictioii sommable, 
on peut écrire 

en désignaiit par f (u) la dérivée de F(II,)  qui est nécessairement sommable. 
Mais nous savons (corollaire 1) que l'existence de l'intégrale indéfinie 

entraîne celle de l'intégrale indéfinie 

et l'égalité des valeurs de ces intégrales. II en suit que l'on a 

et le théoréme 3 est aiiisi complètement démoiitr8. (c. q. f. d.). 
On voit donc que la classe des intégrales indéfinies de LEBESGUE-STIELTJES 

coïiicide avec celle des fonctions absolomerit continues 
a 

de fonctions absolument continues, de même que In classe des intégrales indé- 
finies de M. LEBESGUE coïncide avec celle des fonctions absolurnent contiiiues. 
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On peut poursuivre cette rtnnlogie en considérant les dérivées des inté- 
grales étudiées. On sait que l'intégrale indéfinie de M. LEBESGUE a toujours 
une dérivée, presque partout déterminée, finie et égale A la fonction intégrée. 
Nous avons reinarqué au 5 1 que dans l'étude des iiitégrales de LEBESGUE- 
STIELTJES on peut considérer conme a ensenlbles de mesure nulle D les 
ensembles oh 1'011 a presque partout 

Il est donc naturel de se poser la question si la dérivée de l'intégrale 
indéfinie 

x 

existe presque en tous les points oh l'on a 

Il est aisé de voir que ln réponse est affirmative. On a le théorème: 

THEOREME 4. L'int&giqale indéfinie (supposée existnnte pouls tout x  
G C I X C ~ )  

a une  d&ivt!e 3'(x) déte~wzinke et finie pvesque en tous les points x de  
l'ensemble R où la dérivée rpl(x) ex is te  et l 'on  a 

En effet, d'aprés le théoréme 3, on a 

D'rtprés la régle de différeiitintion d'une foiiction de fonction, 3'(x) est 
égale A 

F ' ( ( P ) Y ' ( ~  

en tout point oh ces deux dérivées sont détermindes et finies. 
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Soit G l'ensemble de tous les points u tels que Bf(u) n'existe pas on 
n'est pas égale A f (u) .  On a évidemment 

Soit E l'ensemble de tous les points x, tels que les valeurs de cp(x) en 
ces points appartiennent A 6. Nous allons démontrer que la partie commune 
des ensembles R et E est un ensemble de mesure nulle. En effet, y($) étant 
absolument continue et la mesure de l'ensemble 6 de ses valeurs sur E 
étant nulle, on a d'aprés un théorkme de M. CH. DE LA VALLEE-POUSSIN (') 
le résultat suivant: on bien mesE=O, on bien la dérivée cp'(x) est nulle 
presque en tous les points de E. Dans les deux cas, l'ensemble des points 
de E oii la  dérivée yt(x) existe e t  n'est pas nulle est un ensemble de mesure 
nulle. I l  en suit que la partie commcine de E et de R est un ensemble de 
mesure nulle. 

Soit x un point de R n'appartenant pas & E; cpf(x) est déterminée et 
finie et u = y(%) n' appartient pas A G, donc P(u) = f(u) = f [cp(x)]; on a donc 

cette égalité a donc lieu presque en tous les points de R. (c. q. f. d.). 

On voit donc que si l'intégrale indéfinie de LEBESGUE-STIELTJES de la 

forme f[cp(x)]dcp existe pour tout point x, elle rt une dérivée partout sauf j 
sur un ensemble OU la dérivée cgf(x) est presque partout nulle, donc partout 
en dehors d 'un ensemble qui est négligeable dans l'étude de l'intégrale de 
LEBESGUE-STIELTJES. D'ailleurs cette dérivée est égale B ln fonction intégrée 
multipliée par cpt(x). Le  multiplicateur cpf(x) est remplacé par l'unité pour les 
intégrales de M. LEBESGUE, ce qui est naturel car nous avons vu ( 5  1) que 
l ' iiitégrde de LEBESGUE-STIELTJES se réduit & Celle de M. LEBESGUE quand 
on pose cp(x) = x, donc rql(x) = 1. 

5 7. Propriété caractéristique des fonctions absoliiment continues de 
fonctions absolument continues. - 3(x) étanl une foiictioii contiiiue, quelle 
est la condition nécessaire et suffisante pour qu'elle soit une integrale de 

LEBESGUE-STIELTJES de la forme ou, ce qui est le même, pour 

(') CH. DE L A  VALLÉE-POVS~IN, COWW d'Analyse, t. 1, 3 e  edition, pag. 281-283. 
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qu'elle soit une fonction absolument continue de fonction absolunient con- 
tinue ? 

Pour répondre k cette question, nous avons besoin de quelques lemmes 
préliminaires. 

LEMME 2 .  Soit $ (x )  une fonctiou continue, E un ensemble de points, 
tel que .IZY(x)l< M su?* E ( M  constante) et G l'ensenzble des va1eul.s de 3(x)  
s z w  E. 011 a 

mes G < 2M mes E. 

Soit 5 1111 poiiit de E et 7 uii nombre positif aussi petit qu'on veut. Soit 6  un 
intervalle contenant 5 ;  pourvu que 6  soit assez petit, on a pour tout point x de 6 

3(x) étant coiitiiiue et os l'oscillatioii de 3(x) sur 6, on a 

Wa = 3(x") - a(%') 
rr;" et  x' étant deux points de  6 ;  on a donc 

II en suit 

oc 1 3 (xU)  - 3(8  1 + 1 3(5, - 3(x1) 1 < ( M  4- q )  1 XI' - 5 1 + (M + y )  

mais puisque x' et x" appartiennent A 6 ainsi que le point 5, on a 

< 2 ( M  i- ~ ) 6 .  

Soit E,, l'ensemble de tous les point 5 tels que l'inégalité précédente est 
1 

vérifiée pour tout iiitervalle 6 contenant 5 et de loiigueur <- et  G,, l 'en- 
12 

semble des valeurs de 3(x)  sur E,,. Supposons que le lemine soit déinontr8 
pour l'ensemble E,, (îz = 1, 2, 3, ...) e t  d h o n t r o n s  qu'il l 'est alors pour l'en- 
semble E. 

Eii effet, E est la somme des E,, ; donc G ln somme des G,, . D'ailleurs 
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011 peut donc, quelque petit que soit o, choisir l 'entier n assez grand 
pour que 1' on ait 

nies G - mes G,, < o. 

En supposant que le lemme soit déja démontré pour l'eiiseinble En, on a 

mes G - o < nies 6, < 2M mes En < 2A1 mes E 

et  a étant aussi petit qu'on vent, il en suit 

mes G g 2M mes E. 

I l  suffit donc de démontrer le lemme pour l'ensemble E,. 
Enfermons l'ensemble En en une infinité dénombrable d'intervalles sans 

points communs deux k deux 

Zi, Z * ,  a . . ,  ô,, , S. .  . 
tels qu'on ait 

E ) O étant aussi petit qu' on veut. Il est évident qu' on peut toujours sup- 
1 

poser que chacun des intervalles ô, est de longueur S - et qu'il contient 
71 

n6cessaireinent au moins un point 6 de E,,. 
En désignant par ok l'oscillation de 3(x) sur l'iiitervalle a , ,  on a donc 

1' inégalité 
W k  < 2(M+ r 1 P k  

Il en  suit 
m m 

2 wk < 2(M + y) 2 ak < 2(M + y)(nles E,, + E). 
k=l k=l 

Il en résulte que l'eiisemble G,, des valeurs de 3($) sur E,, est conteiiu 
dans 1111 s y s t h e  d'intervalles doiit la longueur totitle est inférieure B 
2(M+ y)(mes En i- E) et puisque E et  y sont aussi petits qu'on veut, on a 

mes G, < 2M mes En. (c. q. f. d.). 

COROLLAI~~E 1. 3(x) ètnnt une foaction continue dont ln  cldvivée 3'(@ est 
dBlermi?zée et finie su?- un ensemble E de naesu,-e ?zulle, l ' ensedde  G des 
vnlezu-s de $(LE) su?. E est u n  ensemble de  mesure nulle. 

En effet, on peut écrire 
m 

E = L  E,,, 
n=l 
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E,, étant la partie de  E oii la dérivée 3'(x) vérifie l'iiiègalité 

Chacun des ensembles En est de mesure nulle. Soit &,, l'ensemble des 
valeurs de 3 ( x )  sur E,, . Eii appliquant le  lemme 2, on a 

mes G,, < 2n mes En = O. (n= 1 ,  2, 3 ,... ). 

L'ensemble G des valeurs de 3 ( x )  sur E étant contenu dans la soinme 
00 

2 G,, est doric aussi L I I ~  esemble de mesure nulle. (c. q. f. d.). 

COROLLAIRE 2. 3 ( ~ )  &tant une  fonction contilzue dont la  d&iu&e 3'(x) = 0 
sug. u n  e~zsewble E, l'ensemble & des va1eu1-s de  a(%) sur  E est un ememble  
de rnesutme nulle. 

Ori applique le lemme 2 en tenant compte du fait que M est maintenant 
aussi petit qu'oii veut. L a  mesure de & étant aussi petite qu' oii veut est 
nécessaireinent nulle. (c. q. f. d.). 

Defzuitiou. Nous dirons avec M. LUSIN (') qu'une forîctioii continue 3 ( x )  
jouit de la propriélé N dans u11 intervalle (a ,  b) si l'ensemble des valeurs 
de 3(x) sur chaque ensemble de mesure nulle situè dans (a, b)  (et d'ailleurs 
absoluiiîent quelconque) est nécessairement un ensenîble de  mesiire nulle. 

LEMME 3. Soit y(%) uwe fonction continue jouissant de  la pAop?+%& N 
e t  ayan t  pl-esque pcwtout une  ti&t-ivke cp t ( a )  qui est tule fonction sonmable. 
La fonction y(x) est a1ol.s absolument co l~ t inue .  

Cette proposition :L été dèinoiitrée par 11. MENCHOFF dans un autre 
recueil ('), c'est pourquoi nous omettons ici sa démoiistratioii. 

LEMME 4. Soit zc = +(y) une  fonction n6solument c o n t i ~ w e  toujozcm cl'ois- 
sanle (ou toujours ddc~.oissante) el telle que +'(y) + O plmesque p w t o u t  ; ln  
fonction inverse y = F(f4) est ctlovs absolunzent continue. . 

(') N. LUBIN, L'idégrale et la série t r i g o n o ~ ~ t ~ i q u e  (en russe), Noscou,  1916, pag. 109. 
(') D. MENCHOFF, SU+ la reprise#ztation copzforwte des clo~nai9zes plans, Mathematische 

Annalen, Band 95, Heft 5, pag. 645. 
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Soit e 1111 eiiseinble de points situé sur l'axe des y, mes e > O .  Supposons 
que la relatioii u = +(y) lui fasse correspondre un ensemble e' de l'axe des u 
tel que mes el=O. Puisque +(y) est absolumeiit contiiiue par hypothése il 
en suit (') que +'(y) = O  presque partout sur e, ce qui contredit B la condition 
du lemme. Il correspond donc & chaque eiiseinble e situé sur l'axe des y et 
de mesure positive un ensemble e' de l'axe des u, doiit la mesure est encore 
positive. En particulier, il correspoiid à deux points y, et y,, y, =# y, deux 
points u, et u p ,  ui =/= u2. La fonction iiiverse y = F(u) est doiic définie d' une 
maniére univoque. Elle est continue et croissante (décroissante) puisqu'il en 
est ainsi pour +(y). Elle a donc presque pnrtout uiie dérivée et cette dérivke 
est sommable. Il suffit donc (en vertu du lemine 3) de démontrer qu'elle jouit 
de ln  propriété N. Mais cela est évideiit. Eii effet, soit e' un ensemble de 
mesure nulle de l'axe des u. L' enselnble e des valeurs de y = F(u) sur e' 
est iiécessairement de niesure nulle, car si 1' on avait nies e > 0, on aurait 
aussi mes e' > 0, coinine nous avoiis vu au commenceinent de la démoii- 
stration. (c. q. f. d.). 

LEMME 5.  Soit y(%) m e  fonction centime dans un intervalle (n ,  b). 
Supposons que sa d&ivde cpl(x) vdi=ifie Zyi~~&galit& ] cpl(x) 1 < III (M comtante 
nbsolue) suj' u?z ensanzble 9K et que lYeuse?llble % des valeug-s de y(%) SUT 

le contplt?l~ze?ztaiî*e C 9 2  de 9K est un ensemble de mesure nulle. Dam ces 
conditions, y(%) est abso2unzent continue dans (a, b). 

En effet, soit x, et x, deux points quelcoiiqiies de (a, 6); soit xi < x,. 
Considérons l'intervalle 

6 =(xi, xi). 

L'ensemble des valeurs de y(%) sur 6 est la soinine de l'ensemble des 
valeurs de cp(x) sur la partie 'X, de 9K appartenant A 6 et de l'enseinble 
des valeurs de y(x) sur la partie C X 8  de C m  appartenant k 6. La mesure 
du premier de ces eiiseinbles est (d'apres le leinine 2) < 21111nes donc 
a fortiori < 2MF et le second, étant une partie de 9Z,  est nécessairement de 
mesure nulle. 0ii a doiic 

w, < 21116 

wg étant l'oscillation de y(%) sur 6. On en conclut 

(1) CH. DE L A  VALLEE-POUSSIN, Cours dJA?~alyse, t. 1, 3" édition, pag. 28. 
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x, et x, étant deux points quelconques de (a,.  b), l'iiiégalité précédente est 
doiic la condition bien connue de LIPSCHITZ et y($) vérifiant la condition de 
LIPSCHITZ est nAcessairernent absolument continue. (c. q. f. d.). 

Ces préliminaires termillés, nous pouvons démontrer le théorbme fonda- 
mental suivant. 

TIIÉOREME 5 ( I ) .  Soit 3(x) u n e  fonction contiflue, E Z'ensetîzble de  tous les 
points ou la  dkrivke 3'(x) n ' ex i s t e  pas ou  n'est pas f i l l ie e t  6 1' ensemble 
des v a l e u m  d e  3(x) su?. E. La  co l~di t ion  n.4cessail.e e t  suf isante pou?. que 3(x) 
soit u n e  fonction absolunzent continue de  fonctio~z absolument continue est 
que l'on ai t  mes  G = 0. 

1)  La conditiou est nécessaire. La fonction 3(x)  étant une fonction 
absolument continue de fonction absolurnent continue, oii a 

F(u) et ~ ( x )  étant des fonctions absolument contii~ues. 
Soit et l'enseri~ble de tous les points x tels que y'(%) n'existe pas on 

n'est pas Anie et & l'eiisernble des valeurs de cp(x) sur et. En vertu de la 
continuité absolue de ~ ( x )  011 a 

mes e' = O 

et par conséquent (une fonction absolument continue jouit toujours de la pro- 
priété N) 

mes 61 = 0. 

Soit 6" l'ensemble de tous les points u tels que F'(u) n'existe pas ou 
n'est pas finie; F(u)  étant absolument continue, on a 

mes GII = 0. 

Soit enfin et' l'ensemble de tous les points x tels que les valeurs de y($) 
dans ces points appartiennent & G". Il est d s é  de voir que l'ensemble E est 
contenu dans la somme et +- e" 

E C e t + e "  

(on a désigné par E l'ensemble des points où la. dérivée 3'(x) n'existe pas 

(') Nous venons d'apprendre que M. ~ A R E T S K Y  a obtenu récemment et indépendamment 
le m6me résultat; ce résultat n'avait pas encore Bt6 publié. 
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ou n'est pas finie). En effet, soit x, un point qui n'appartient pas & e ' t e "  

et U ,  = ~ ( L G , ) .  011 a alors, d' aprbs la régle de differentiation d' une fonction 
de fonction, 

= ~'(uo)cp'(xo); 

chacune des derivées Pf(u0) et cp'(x,) étant déterminée et finie, 3'ix0) l'est 
aussi, donc xo n'appartient pas k E. 

11 en suit que l'ensemblo 6 des valeurs de 3(x) sur E est contenu dans 
l'ensemble des valeurs de 3(x) sur e ' t e "  et rious allons voir que cet en- 
semble est de mesure nulle. En effet, l'ensenible des valeurs de a(%) sur 
e' -t e" coincide avec Yensemble des vdeurs de F(u) sur G' + 6"; inais nous 
avons vu que mes G ' i  mes Gff = O, donc en vertu de In contiiiuit8 absolue 
de P(u), l'ensemble de ses valeurs sur G'+ G" est un ensemble de mesure 
nulle. (c. q. f. d). 

2) La coudition est  suflsnnte. Supposons que ln fonction 3(x) soit dé- 
finie dans un iiitervalle (a, b). Soit y le minin16 et M le niaxiiné de 3(x) 
dans (a, b). Si ln fonction 3(x) est une constante, le théoréme & démontrer 
devient trivial. Supposons donc qu'il ri'eii soit pas ainsi et, par coiiséquent, 

p < M .  
En désignant par E l'eiiseinble de toiis les points de (a, b) ou la de- 

rivée T(x) n'existe pas ou ii'est pas finie et par G l'eiiseinble des valeurs 
de 3(x) sur E, oii a par hypotlièse, 

mes G = 0. 

Soit e l'ensemble cle toiis les points oii l'on a T(x )  = O. L'ensemble des 
valeurs de 3(x) sur e est un ensemble e V ;  d'aprés le corollaire 2 du lemme 2 
on a mes e' =O.  Soit G' = G -+ et. 011 a alors mes G' = O, puisque mes G = O  
par hypothèse. 

Soit y,  un point Axe n'appartenant pas à G', p<  y, < M .  Pour tous les 
points x, tels que 3(x) = y, la dérivée .3'(x) existe, est finie et diffère de zéro. 
La droite y =  y, coupe la courbe y = 3(x) en un nombre fini de points. 
En effet, s' il y en avait une infinité, ils auraient au moins un point limite 
d' abscisse LE, (d'aprés le principe de BOLZANO-WEIERSTRASS). En ce point x, la 
dérivée 3'(x,) serait indétermiiiée OLI nulle, ce qui est impossible puisque y, 
n'appartient pas B G', donc x ,  n'appartieiit ni B E ni à e.  Il correspond donc 
A chaque point y ii'appartenant pas A G' un nombre fini  de points x, tels 
que $(x) = y. 
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Définissons une fonction B(y)  pour tous les poiiits y n'appartenant pas 
à 6' par la condition 

B(y)  = niax 1 F(x) 1 

pour tous les x tel que 3(x) = y. 
La fonction B(y) est aiiisi définie presque partout dans (y, M);  elle est 

finie et  essentiellement positive partout oii elle existe, donc presque partout 
dans (p, M) et il est aisé de voir qu'elle est mesurable. 

Posons 

La fonction A(y)  est aiiisi définie presque partout sur (y, M), elle est mesu- 
rnble, finie et esseiitiellemeiit positive partout oii elle existe, donc presque 
partout (puisqu'il en est ainsi pour B(y)); enfiii elle est boriiee, car  il suit 
de sa, définition même qu'on a 

Il en suit qu'elle est sommable d a m  (p, M). Posons 

Nous allo~is démontrer que la fonctioii y($) est absolument continue. 
Soit R' l'enseinble de tous les points y tels que la dérivée +'(y) il' existe 

pas, n'est pas finie ou rie vérifie pas l'égalitè 

On a alors 

Soit R l'ensemble de tous les poiiits x tels que les valeurs de 3(x) dans 
ces points appartiennent k R'. 

Considérons un point rx;, qui n'appartient ni à K ni k E. Nous allons 
démoiitrer que la dérivée c ~ ' ( M , )  existe et est inférieure A 1 en valeur absolue. 
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En effet, xo n'appartenant ni B B ni Zi. R, 3'(xo) existe, S'(y,) existe aussi est 
elle est égale B '4[2/,), oii a donc 

= 3'(x0) quand B(y,) < 1 

Mais B(y,) et le maximum des valeurs absolue de  I 3 ' ( m )  1 pour tous les 
points x, tels que y,, =a($). Il en suit 

et l 'on a donc dans les deux cas [B(y,) 2 1 et  B(y,) < 11 

On déduit de cette inégalité la continuité absolue de cp(x) de la inanikre 
suivinte. ,. 

Soit TL l 'e~~semble  des points de l'intervalle (c l ,  b) n'appartenant ni k E 
ni B R. L'ensemble des valeurs de ~ ( x )  sur le coniplémeiitnire de  '%, 
coïncide avec l'eiisemble des valeurs de $(y) sur la somme 6 -+ R, e t  puisque 
m e s 6  =mes  n ' = O  et  +(y) est absolument continue, cet ensemble est de  me- 
sure nulle. On applique alors le lemme 5 et l'on voit que cp(x) est une fonction 
abso!ument continue (et d'ailleurs A nombres dérivés bornés). 

Mais on a 
= +I3(x)l. 

La fonction u = +(y) est absolument continue ; on a 

presque partout; +(y) est donc croissante. Toutes les conditions du leinine 4 
étant vérifiées, on en coiiclut que la fonction inverse 

est une fonction absolument continue et  croissante. On a ainsi 

et la fonction 3(x) est une fonction absolument continue de fonctiou abso- 
lument continue. (c. q. f. d.). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et les fonctions absolument continues de fonctions absolun~ent continues 47 

Renznvque. I l  suit de la démonstration du théorème que toute fonction 
absolument contiiiue de foiictioii absoluinent contiiiue peut être présentée 
dans la forme 

= F[YJ(x)l 

F et rp étant absolument continues et d'ailleurs J' croissante et  cp B nombres 
dérivés boriiés. 

5 8. Antres propriétés caractéristiques des fouctions absolument continues 
de fonctions absoluinent continues. - 011 peut indiquer encore deux pro- 
priétés caractéristiques de ces fonctioiis. 

Nous dirons avec 31, BANACH (') qu'une fonction continue 3(x) jouit d e  
la pl-op-iété (Ti), si l'eusemble des valeurs que l a  fonction 3(x) prend une 
infinité de fois est de mesure nulle. 

On peut démontrer que pour qu'une fonction continue 3(x) soit une  
fonction absolument continue de fonction absolument continue i l  faut et  i l  
su f i t  qu'elle jouisse des propriétés ( N )  et (T,). 

Nous omettons l a  démonstration qui est doiinée d' ailleurs par M."" N. BARY 
dans un autre recueil (7. 

Enfin, M. BANACH a démontré (3)  que 1' ensemble des propriétés (N) et (Ti) 
est équivalent k la, condition (8). 011 dit avec M. BANACH (4) qu' une fonction 
coiitiiiue 3(x) satisfait d la  condition (8) lorsqu'k chaque nombre E > O cor- 
respond un nombre 7 > O de inanikre que l'inégalit6 mes, E < q entrafiie 
mes, E, < E ,  en désigiiarit par Eu 1' eiisemble des valeurs de 3(x) sur E e t  
par mes, la  mesure extérieure. 011 peut donc énoncer une troisième propriété 
caractBristique de  lu classe étudiée : 

Poula qu' une  fonction continue 3(x) soit une  fonction nbsolu~nent cou- 
h u e  de fonction absolument continue, i l  filut et  i l  su f i t  qu'elle vérifie la 
condition (8). 

9. La classe des fonctions absolument continues de fonctionn absolunient 
contiiiues. - L a  condition nécessaire et  suffisaiite démontrée au 5 7 nous 
permet d'apprbcier la  grandeur de la classe des fonctions absolument con- 

b 

('1 S. BANACH,  S u r  uue  classe cle fonctiorzs continues, Fundam. Xath., t. 8,1916, pag. 166.iQi2. 
(') N. BARY, S u r  l a  représentation a~zalytique d'une classe de fotzctiotzs coatinues. Comptes 

Rendus, t. 183, pag, 469. 
(3) Loc. cit. 
( O )  Loc. cit. 
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tinues de fonctions absolument continues. On déduit du théoreme 5 les corol- 
laires suivants : 

COROLLAIRE 1. Toute  fonction con t inue  3(x) qui joui t  d e  la prop?.iété LV 
e t  don t  la d&iz$e 3'(x) est presque pal-tout ddte?.nlin&e e t  finie est zme 
fonction absolun?ent con t inue  d e  fonction a b s o l u ~ n e ~ z t  cont inue.  

En effet, d'aprés l'hypothèse faite sur 3(x), l'ensemble E des points x 
ou la dérivée 3'(x) n'existe pas ou n' est pas finie est un ensemble de mesure 
nulle. Mais puisque 3(x) jouit de la propriété N, l'ensemble G des valeurs 
de 3(x) sur E est aussi un ensemble de mesure nulle. Il suit donc du théo- 
rème précédemment démontré que 3(x) est une fonction absolument continue 
de fonction absolument continue. (c. q. f. d.). 

COROLLAIRE 2. L'int&g?-ale ilzddfinie d e  M. Denjoy est  u n e  fonclion abso- 
l u m e n t  con t inue  d e  fonction nbsolument cont iuue.  

En effet, l'intégrale indéfinie de M. DENJOY a presque partout une dérivée 
déterminée et finie. Elle jouit d'ailleurs de la propriéte N ('). Le corollaire 2 
suit donc iinm6diatenieri t du corollaire 1. (c. q. f. d.). 

Nous avons vu ( 5  6) que l'intégrale indéfiiiie de LEBESGUE-STIELTJES de 

la forme f(.(rq)dy est une fonction absolument continue de fonction absolument S 
continue et inversement, toute foriction absolument continue de fonction abso- 

lument continue est une intégrale de LEBESGUE-STIELTJES de la forme f(cp)dy. S 
Le théorème 5 (et ceux du 9 8) nous font maintenant connaître complètement 
la structure de cette intégrale et le corollaire 2 nous montre que la classe 
des intégrales indéfinies de M. DENJOY est contenue daiis celle des intégrales 

de LEBESGUE-XTIELTJES de la forme f(y)dcp. S 
Mais il n'en est ainsi que pour les intégrales de M. DENJOY au sens 

strict ('): quant CL celles de M. II. DENJOY-KHINTCHINE (3), nous allons voir 
bientôt qu'il existe parini ces iiitégrales des fonctions qui ne sont pas des 
fonctions absolument continues de fonctions absolunient continues. 

(1) N. LUSIN, L'i+ztegrale et la série triyonoinétriyue, pag. 116 et 118. 
(') A. DENJOY, Comptes Rendus, t. 154, pag. 859 et 1075. 
(3) A. DENJOY, Awnales de l'École Normale supérieure, vol. 33, pag. 1.27 et vol. 34, pag. 181 ; 

A. KHINTCHINE, Comptes Rendus, t, 162, pag. 287. 
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L'intégrale de M. DENJOY (au sens strict) a presque partout une dérivée 
détermiiibe et fiiiie. Mais il e x i s t e ,  quelq?le petit que  soit E, des fonctio~zs abso- 
lzcnzed c o n t i m e s  de  f o l t c t i o ~ ~ s  a b s o l z m e l ~ t  c o ~ ~ f i n u e s  q u i  n'ont pas de! dé- 
jivée su7. un emenzble d e  nzesulWe 1 - E.  

Pour construire une telle foiictioii, coiisidérons l'iiitervalle (0) 1) ;  enlevons 
E 

de cet intervalle un intervalle concentrique de loi&eur - puis de chacun 
2' 

E 
des segments restés uii intervalle concentrique de longueiir -- 

2 - 4 '  
B la k-ikme 

opératioii eiilevoiis des 2k--' seginents restés des intesvalles coiiçeiitriqucs de 
E 

loiigueur --- 2 . 4 k - '  et ainsi d e  suite infiiiimeiit. Soit S r ) ,  6p),.,, 8 les inter- 

valles eiilevés ii l i t  h-ième opératioii ; c l ) ,  ($), ... cl:', 
pik),... pi!) les segments restés. 011 R (') 

leurs centres et iP), 

doiic 

L'eiiseinble parfait P qu'on obtient en enlevant de (O, 1) tous ces 6Lk' 
( i  = 1, 2 ,... 2k-', k = 1 ,  2 ;...) est un ensemble de mesure 1 - E .  Soit $(x) une 
fonctioii défiiiie par les coiiditioris 

3(x)=O pour a C  P 

$(lx;) = 23k (X - uik )(hik) - 3) sur O/) = (ai), b?) 

Il eii suit que 

(') En désignant par une mèine lettre un intervalle et sa longueur. 

Annali di Matrmatiea, Serie IV, Tamo V. 
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3(x) est uiie fonction continue; elle a une dérivée déterininée et fiiiie pour 
tout poiiit x qui est intérieur à l 'un des intervalles coiitigus de l'ensemble 
p:ii.fait P. Nous alloi-is dénioiitrer qu' elle n 'a  pas de dérivée pour tout poiiit x 
de 1' ensemble P. 

011 a 
~ ( L C  i- 7%) - S ( X )  - 3(x + h) 

pour x c  P. 
h Il 

Si le poiiit x + h tend vers le point x eii restant toiijours sur P, oii a 

lim 
3(x 4- h) 

h 
= o. 

A-O 

Mais le point a t IL peut tendre vers le point x eii restaiit toujoiii.~ daiis 
111i intervalle contigu B P. Le poiiit x étant un point de P :tppartieiit k une 
iiifiiiité de segments p(k)(i= 1, 2, ... 2 k ;  k =  1, 2, 3, ...). Faisoiis pamoiirir h uiie 

sui te de valeurs h, (h  = 1, 2, 3, ...) qu' on choisit de telle iiiaiiière que x -t h, 
soit égal A c,!'), c'est à dire x + h,  soit le centre d'uii intervalle 6;"). Eii 
choisissant coiivenablemont 1' indice j, on peut toiijoais supposer que 1' iii ter- 
valle 6r' ait uiie extrémité commune avec le segineiit #' qui coiitieiit le point x. 
11 est évident que hk tend vers zéro, car on a 

E 

1 
1 - s + -  

E 
Ih,I<2y' t p y t  

2k 
4" 2" 

Mais 

011 a donc 

Puisque E est fixe, cette & n'est pas nulle, et  coinine oii a 

quand x -+ h C  P il en suit que la d6rivée $'jx) n'existe pas pour tout poiiit x 
appartenant B P. 
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Mais l'eiisemble des valeurs de 3(x) sur P contient un seul point, puisque 
3(x) = O  sur P ;  il suit donc du théorème 5 que 3(x) est une fonction abso- 
luinent coiitiiiue de foiictioo absolument continue, et  pourtaiit elle n'a pas de 
dérivée sur un ensemble de inesure 1 - E ('). (c. q. f. d.). 

011 pourrait coiistruire une fonction absolunmit continue de fonction abso- 
liiineiit coiitiiiue qui ii'n n~eine  pas de dérivée asymptotiqne sur uii ensemble 
de mesure 1 - E ; nous omettoiis la construction d'un tel exeinple. 

Nous avoiis vu qii'iiiie foiiction absolumeiit coiitinue de foiiction abso- 
lument contiiiue peut ne pas avoir de dérivée sur un eiisenzble dont la me- 
sure est 1 - E, E étatit aussi petit qu'on veut. Mais la dérivée existe néces- 
saireineiit sur uii eiisenlble de mesure positive, ce qui est encore uii corol- 
h i r e  du théorén~e 5. 

COROLLAIRE 3 ('). V~te fonction ctbsoluînent co?ltiszue de fmction CLOSO- 
1zme1tt continue n ~récessai~vment une clélaivée déte îwz ide  el filhie SUI. z m  

e~zseînble de mestu-e positive. 

Eii effet, soit 3(x) uiic telle foiictioii. Supposons que ln dérivée 3'(x) n'est 
déteriiiiiiée et  fiiiie que sur un eiiseiiible e de mesure nulle. L'ensemble e' des 
valeurs de 3(x) sur e est aussi de mesure iiulle puisque 3(x) jouit dc  la pro- 
pri6té N. Le coinplérneiitnire de e par rapport à l'iiitervalle (a,  6 )  ou la 
fonction 3(x) est définie est l'eiisemble E des poiiit oii 3(x)  n'existe pas ou 
n'est pas finie. L'ciiseinble G des valeurs de 3(x) sur E est de mesure nulle 
en vertu du tliéorèine 5. Les valeurs de 3(x)  sur l'intervalle (a,  b)  nppar- 
tieiiiient doiic à l'eiisemble e' + 6, et 1' on a mes (et+&) = 0. 3(x) étant con- 
tinue et l'eiiseiiible de ses valeurs sur (a, 6) de mesure nulle, elle est iiéces- 
srtireineiit coristmite. Mais dans ce cas l a  dérivée '3(x) existe partout, ce qui 
coiitredit h l'hypothèse h i t e  au commencement de la déinoi~stratioii. On voit 

( l )  M. Rr7sz1~rn1c.z, (Rewtarque a la Note de M. Banach . S u r  une classe de fo~zctio~zs con- 
t i l zues ., Fiindnrn. Math., t. 8, 1027, paç. 173), a construit une fonction qui jouit la propri6t6 (S) 
mais n' a pas d e  dériv6e snr un ensemble de mesure positive. Puisque nous savons (8 8) que 
tonte fonction vérifiant la condition (S)  est une fonction absoliiment continue de  fonction 
absolument continue (et I-éciproqnement) il en suit que l'exemple de  M. R r r z ~ ~ m ~ c z  pronre  
aussi l'existence des fonctions absoliirnent continues de fonctions absolnment continues n'ayant 
pas de d6rivée sur  un ensemble de  mesure positive. 

(2) On pourrait déduire ce théorDrne d'un résultat de M. BASACH: toute fonction jouissant 
de la propriété (N) a une dériv6e d6termiiiée et  finie sur un ensemble de mesiire positive 
(S. BAIIAUH, SUT .une classe de fonctions contiimes, Fiindam. Xath., t. 8, 1926, pag. 169). 
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ainsi que l'ensemble des poiiits ou la dérivée T(x) est déterininée et fiiiie 
est iiécessaireinerit de inesure positive. (c. q, f. (1.). 

C O I ~ O L L A I I ~ E  4. Une fonctiou ahsolumed coilti~lue de fonclion absolument 
continue dont la d&iv&e est nulle p9.esque pal-tout où elle existe se r&riuit 
à une comtnnte. 

En effet, soit 3(x) cet1.e fonctioii. Supposons qu'elle soit défiiiie clniis uii 
intervalle (a, b) et soit, par impossible, E l'eiiseinble des poiiits oh la dé- 
rivée T(x) n'existe pas ou n'est pas fiiiie. L7ei1semble 6 des valeurs de 3(x) 
sur E est de mesure nulle (théoséme 5); presque pastout sur CE oii ,z par 
hypotlièse 3'(x) = O ;  doric 1' ensemble des valeurs de 3(x) sui. ('E est aussi de 
iiiesure nulle eii vertu du corollaire 2 du leiinne 2 (5  7). L'ensemble des 
valeurs de 3(x) sur (a, b) est doiic de mesure iiiille et 3(x) se réduit k une 
coiistante (l'eiiseinble E est vide). (c. q. f. d.). 

Il serait pourtant inzpossible de déduire le corolltrire suivaiit: deux foii- 
ctioiis 3,(x) et 3,(x) dont chacune est one foiictioii absoluineiit coiitiiiue de 
fonctioiis absoliment coiitinue et telles que les dérivées 3,'(x) et 3,'(x) coïii- 
cident presque partout oh elle existent ne diffèrent que par uiie coiistaiite. 
Une telle coiiclusioii serait fausse, car lit différeiice des fonctions 3,(x) et 3,(x) 
n'est pas en géiiéral une foiictioii abaoliiinent coiitiiiue de foiictioii absoluineiit 
continue. Il est aisé de voir qu'il existe des fonctions aOsolzment contiuzies 
de fonctions absolunzent continues telles que la somme d'uue telle fonction 
et de la val8inble independante x n' est plus u11e fonction aholument con- 
tinue de fonction absolument contifme. 

Pour le voir, reprenons l7 ensemble parfait P '  de imesiire 1 - E que 
nous avoiis ~oiistriiit et In foiictioii 3(x) qui ri'a pas de dérivée siir P. 
La foiictioii 

3,(x) = 3(x) + X 

11' est pas une foiiction absolument coiitinue de foiictioii absoliiineiit coiitiiiiie. 
El1 effet, en tout poiiit de I', la dérivée 3'(x) n'existe pas, celle de x existe, 
doiic celle de 3,(x) 11' existe pas iioii plus. Mais 

eii tout poiiit de P, cloiic l'eiisemble des valeurs de 3,(x) sur P est ( I I I  eii- 
semble identique à P et sa mesiire est égale k 1 - E .  II en suit que 3,(x) 
n' est pas uiie foiictioii absoluineiit coiitiiiiie de fonctioii absoliiineiit con- 
tinue. (c. q. f. d.). 
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et les fowdiows ccbsoltcnzetzt contimces de folzctiolzs absoluntelzt coslti.nues 53 

II est iiisé (le voir tl'ailleui.~ qiie ;Y,(%) cst uiie iiitégrale iiidéfiiiie de 
M. Al. DENJOY-KCIIW~CHINE. C'est ce qii'oii déduit iiiiniéclintcineiit eii i.ciii:ir- 
qiiii.iit qii' elle est nbsoliiiiieiit coiitiiiue diiiis cliiiqiie iiitci.v;ille coiitigii h Pl 
qii'elle est 6gii.le h x eii toiit poiiit de P et eiifiii qiie !il. séric. 

[6,, = ( r r , , ,  b,,) étniit i i i i  iiitcrvalle coiitigii k P] cst coiivei'gciite. Cet eseiiiple 
iious inoii tre doiic qu' i l  e x i s t e  des  in tkgrnles  iudd f i~ i i es  d e  111. iM De~tjoy- 
K l ~ i ~ ~ t c h i u e  q u i  ue sont pus des foizctions nbso lu i~ ,e~ l l  c o ~ t l i ~ i ~ i o s  de fonctious 
absoluij1e)lt cont imtes .  

Nous avoiis vu que la, cliisse des foiictioiis absolurneiit coiitiiiues de  fon- 
ctioiis ~ibsoluiiieiit coiitiiiues contient des fonctions qiii ii'oiit ptis de dérivée 
sur iiii eiiseinblc de ii-iesure 1 - S. Cette classe est doiic beiliicoup plus vaste 
que celle des faiictions albsoliirneiit coiitiiiiies elles iiiêmes. Il est iiatui'el de 
se poser la question s'il est possible d'obteiiir iiiie cltisse eiicore plus vaste 
eii coiisidéraiit les foiictioiis absolriineiit coiitiiiues (les foiictioiis (le bl:isse 
étudiée. La répoiise est iiégntive en vertu d u  tli~oi.éinc siiivniit. 

Eii effet, posoris 

Y -= 3,w = f lY($)l. 

Soit h', 1' eiisenible des poiiits x oii ln dérivée 3,'(.x) I I '  existe pas ou I I '  est 
piw fiiiie, G, I'eiisciiible des vir1eui:s de a,(%) sui. 13,. Eii vertu du théoi.éiiîe 5, 
oii :t. ines G, = O .  Soit R' l'ciiseriible de tous les poiiits y, o h  la dérivée 4J'ry) 
n'existe pas O U  11' est pas finie e t  R l'eiisemble de tous les poiiits x, tels 
que les viileiirs de al(%) cii ces poiiits appiri'tieiriieiit A ICI. 011 il. iiics lZ'=O, 
puisque +(y) est ;ibsoluineiit coiitiiiiie. 

Pour tout poiiit x, ii'npp;i.i~teii:~iit i i i  B IZ i i i  A E; oii a 

3'(x,) = S ' ( Y " ) ~ , ' ( % )  
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34 Af.lle N. BARY et M. D. MENCHOFF : S~rr 1'i.ntégrnZe de Lebesyte-Sfieltjes, etc. 

la dérivée 3'(a,) existe doiic et elle est fiiiie. L'eiiseirible B des poiiils x ou 
lit dérivée T(x)  n'existe pas ou ii'est pas fiiiie appartieiit doiic à lg, t- R. 
L'eiiseinblo G des valeurs de 3(x) siii- E coïiicide avec l'eiiseinble des viileui.~ 
dc +(y) sur 8, eii désigiiaiit piir G 1' eiiseinble des vdeurs de 3,(x) siir 15. 
L' eilseiiible G est coiiteiiu d : m  la soimie G, i -  R', oii a donc iiics G = O. Eii 
vertu de  la eoiitiiiuite absoltic de +(y), l'ciiseiiîble est donc nussi de ine- 
siire iiulle et il suit aloi's dii théorèiiie 5 que 3(x) est iiiie foiictioii absoliiineiit 
coiitiiiue de foiictioii absoluiiieii t coii tiiiue. (c. q. f. d.). 

Rwza~-que. 011 pourrait tléinoiitrei- le inêiiic tliéoreiue cil teiin.iit coiiipte 
(le la reiiiarque .A la fiii dii tliéorèine 5. La foiictioii 3,(x) peut être préseiitée 
dniis In foriiie 

3,(@ = ?[@(XI  

f étant croisswl le ,  et  les cleux foiictioiis 7 et absoliirneiit coiitiiiues ; oii a 
alors 

3(x) = 4, [3,(x)l= S, f[@(x)l\ - W R x  1 

lit foiictioii  fi est uiie foiictioii :~bsoliiineiit coiitiiiiie de foiictioii nbso- 
lument coiitiiiiic et croissaiite, elle est doiic absoliiiiieiit coiitiiiue. Le théo- 
reine est aiiisi déii1oiiti.6. 
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Ileforiri;izioiii fi~iite di sistemi coii t,iiiui. 

3Icmoriit 2" dell'ing. R. ARIANU (a Milano) ('). 

III questa Meinoria faremo uso di variabili Iagraiigian~~. 

1 .  Il potenziale interno. - Allorchè iii virtu dell'applicrizione di forze 
esteriie a.d uii sistema. contiiiuo si determina i ii questo ui1;i. defoi*inazioiie, pos- 
siarno dire che variix il poteizzinle interuo, iiiteiidendo con qiiestn espressioiie 
iiiin fuiizione i cui accrescirneiiti ( O  decremeiiti) sono eguali al lnvoro fztto 
dalle 'forze esterne (O da1 sisteiaa coritro 1' azioiie di qiieste). In altri ternlini 
coi1 tale nome inteildiaino denotare uiia funzione clle esprime l'attitudiiie 
complessivn del sistema a produrie Iavoro, vale a dire la sua totale eneyyia 
poteuziale, intesa non solo ne1 senso ineccaiiico, inn. anche ne1 seiiso elettrico, 
nistgiietico, ecc., e quiiidi l'eg'iiagliai1zn soprst~cennatn no11 é che uiia diretta 
conseguenaa del priiicipio di coiiservazione dell' eiiergia.. 

Riserve occorre fare nei riguardi di due tipi di eiiergia: quella chimica 
e quelln termica. 

Per la prima infatti le variazioni non possoiio oggi attribuirsi ad uiio 
spostamento sempliceinente, né possono per iiitero invocarsi le coiidizioni di 
continuitB nmniesse in questo lavoro, Non si esclude, beii inteso, che non si 
possaiio istituire ricerche i i i  tale senso, ove si adottino opportuiie teorie O si 
emettmo ipotesi accoiicie siil modo di prodursi delle nzioni chimiche. Tale 
ad esempio potrebbe essere l'ipotesi di uiia dipendenza di queste da azioiii 
elettroaiche, enlessa da1 LANGEVIN sin del 1905 (2), ed attunlinente oggetto di 
nlolte e interessaiiti ricerche. Né ci6 sarebbe, sia qui detto, per incidenza, 
vana faticn teoricn, chè il riaccostare la uhimica nlle varie branche della 
fisica 8 da prevedere iion sia. privo di utili risultati, e di utili indizi per ri- 
cercare iioove veritk. Noi perb non ci occuperen~o d i  cio, usceiido uiia tale 
trattazione dai limiti impostici, e percib intenderelno che iiel sisteim stiidiato 
iioii vi siaiio variazioiii 'di eiiergia chiniica. 

( 1 )  V. JIciuoria la, qiiesti * dnnali n, uerie 4, t. II, p q .  217. 
(9 K Annales de Chimie Physiqiie u, 1905, serie 8, t. V, pag. 70 e seguenti. 
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Ariche variazioiii di eiiergia terinica snsniiiio da escludersi. Potrebbero 
irivero a1 rigiitmlo esuinnrsi teorie di fluidi citlorifici O simili ina iioi evitereino 
qiiesta difficolth tnittaiido solo di sisteini isotermici. Iiifatti ad uiia costaiiza 
di temperatura, pel secoiido priiicipio di tesiiiodiiiainicn deve corrispondere 
uiia varinzioiie iiulla di eiiergia cnlorifica, alineiio fiiio R quiliido si tratta di 
deformazioni seversibili coiîie soiio tutte le trnsformazioiii elastiche. 

Siccliè concl~idendo, ci ri fer iremo n vnriazioiii di eiiergia elettrica, ma- 
giietica, inecciinica, luiniiiosa (aminesso che di tale eiiergia possa parlami), 
ina lion di energia chiinica, ed ninmettesemo che il sistema sia a teinperatiirri. 
cos tan te. 

Poichè si é visto clic la deforinazioiie è coinplet~imente definita allorche 
soiio note le derivate di  u,  27, tu rispetto a d  a, O, c, anche il poteiixinle iiiteriio 
deve dipendese d a  esse, ed essenie coinpletniiieiite dêfiiiito. Se quiiidi si iiidica 
il poteiiziale dell'uiiith di volume coi1 W, deve essere 

dove si è fatto uso delle notnzioiii di KIRCHOFF, per espriinere ci6 che è de- 
fini to dalle segueii ti egiiagliaiize : 

2. Equazioni d'equilibrio. - Si sia coridotto il sisteina nello stnto defos- 
mato, e sia. W i l  corrispoiideiite valore del poteiiziale interiio. Siaiio F I ~ I ? ~  i 
vettori delle fosze ngeiiti sulle 1n;isse elemeiitari dm, e Gda quelli delle forze 
ageii ti sugli elemeiiti superfiçiali. 

Siano X, Y, Z le coiiîpoiieiiti di if' e L, 111, LV le compoiienti di G rispetto 
tdla solita teriia di nssi coordinati fissi. 

Siippoiiiaino di iinpriinese al sistema deforinato uiia defosinazioiie i i i f i i i i -  

tesiiixi, virtuale, reversibile, isotermica. 
Sin 6 W, In corrispoiidente varinzioiie del poteiiziiile iiîteriio, e siano 62.4, 

Ô u ,  610 le variazioiii delle fuiizioiii u, 73 .zu vale n dire le coinpoi-ieiiti della 
variazioiie del vettore dello spostaineiito. 
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Pel teorema dei lnvori virtunli 8: 

(3) -Ji5 ~ d r  +J(FX 8ic)pdr + S((: X 6 U)do = O 

dove coi1 dz si iiidica l'eleineiito d i  volume. 
Si differeiizi la (1) e si applichi successivaineiite ai 9 iiitegrali ricavati 

cos1 da1 1" iiitegrde della. (3) ln trasfor~naxioiie di GAUSS, si scrivano poi i due 
prodotti scalari degli nltri due iiitegrali ,sotte forinti cartesinna., e infiiie si rac- 
colgnno tutti i termiiii i i i  due iritegrali: uiio di voluine e l'altro di superficie. 

Eguagliaiido a zero separat~irneiite le due parti relative 2% volumi e n su- 
perficie, iiotaiido che 6u, su, 610 sono arbitrari, e poneiido : 

aw - -- xv; - aw=~,; aw- - 
a~ u Cie, 

- zv 

aw- - x, -- aw= Y,; aw 
(35% ayz a< - = 2,. 

Si ricn.vii.no le eqiinzioni gerierali di equilibrio : 

I axx ax, ax, +- -- 4- - -+ -- = O an ah ac 

valide in tutti i puiiti interiii a l  sistema., che chiaineremo equazioni i d e f i n i t e  
di equilibrio, e 

i -1- X ,  COS (11, i) 1- X ,  COS (II ,$)  + Xo COS ( I I ,  Ir.) = O 

i A1 + Y, cos (II, i )  + Y, cos ( I I , , ~ )  + Y, cos ( 1 1 ,  7c) z O 

N + 2, cos (11, .i) i -  2, cos ( I I ,  j )  i- Zz cos (rr, 1;) = O 

che soiio le equazioiii da. vei.ificn.re i i i  tutti i puiiti della superficie, e percii, 
chiarnereino condixioni a i  l i u ~ i t i  O nl  conto~vzo. 

Le eqiinzioiii, corne si vetle, sono forrnnlmeiite egiiali a quelle che si ri- 
cavaiio iielln c las~iç ;~.  teorin delle deforinazioni iiifiiiitesime. 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo V. 8 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



58 R. ARIANO : Deformaxiolzi finite d i  sisteuni contirtui 

L'eguaglianza pub essere resa completa dall'osservazione che anche per 
le deformazioiii fiiiite è . 

Ci6 sark diinostrato in segiiito. 

3. Significato fisico d i  &, X,,  X,, Y,, Y,, Y,, Zx,  Z , ,  Z , .  - 
Perché siano verificate le condizioni di eqiiilibrio alla traslazioiie, occorre che 
nei puriti della superficie, oltre alle forze esteriie Ldo, Mdo, Ndo, itgiscaiio 
delle forze X,do, Y,do, Z,,do tali che 

Dette forze iioi le  chiameremo: s*eazioni del corpo. Dalle (6) e dalle (7) 
-si ricnva: 

(8) X,, = Xxcos ( 1 1 ,  i )  + X, COS ( , I I ,  j ) +  Xa C O S ( # I ,  k), 

e due analoghe per Y,, e Z,, . 
Si noti che le relazioiii (8) sono valide anche per punti iiiterrii al  sistema 

coiisiderato. fi sempre iiifatti possibile immagiiiare che il sistema sia diviso 
iii due da uiia superficie passante per uii punto interno ad esso, irnmaginare 
asportata una delle due parti, sicchè il detto punto diventa superficiale, ed 
invocnre uii priiicipio frequeiitemeiite richiainato i i i  ineccaiiica che pub eiluii- 
ciarsi cos1 a Allorchè uii corpo i i i  equilibrio è ttigliato lungo uria superficie e 
se ne asporta una delle due parti iii cui resta diviso, in ogiiuna di queste 
parti pub essere ristabilito i'equilibrio distribuendo, sulla superficie di separa- 
zione, delle forze univocamente deteriniiinte punto per puiito B ( l ) .  

Corne si vede quindi, ogni punto interno nl sistema pub essere considerato 
corne saperficiale, e coine punto di applicazioiie di forze esterne, sicchè vd-  
gono per tutti i punti le  relazioni (8). 

Se  in particolare coiisideriamo uii elemeiito di piano pnrallelo al  piano j, k, 
pet- tutti i suoi puriti varrlt la  relazione che si desume facilmente dalle (8), 
faceiidovi 

n = i :  

aw aw 
n -  x -  x -  9 n- x - 

aw x -x --. y - y  --a z - z  --- 
a~~~ 'te a~~ a ~ ,  ' 

(') Vedi MARCOLONGO, Teoria Matarnatica dei corpi elastici isotmpi,  Hoepli, 1906. 
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Ne deriva, poichè analoghe deduzioni possono farsi per piani paralleli 
ad ( i ,  1;) e a (1, 3) che: le des,ivate del potenzinle intevno vispetto nlle 
nove val-iabili d i  czri esso 6 funzione (x,, x,, x,, y,, y,, y,, zg, zy ,  zz), 
~ n i s w a n o  le componenti delle a z i o ~ t i  che emauano dalla muteria ci~.costcc~lle 
i n  vi~qtù della deformnzione e che si esevcitano su elementi piani no~-nzali 
alle di?.ezioni tlegli assi coo7-ditaati. 

III altri termini, se attorno ad un puiito si considera un cubetto, e si 
suppone che esso si iinpicciolisca tendendo, al limite, al detto puiito, conser- 
vaiido sempre le sue facce normali alle direzioiii degli assi, si pub asportare 
la materia- circostante, e tenere l'equilibrio ne1 cubetto applicaiido sulle facce 
del medesirno delle forze norrnali e delle altre taogenziali e precisamente: 

1") Sulle facce normali ad i :  

la  forza norinale X ,  diretta secondo i ;  
le  forze tnngenziali Y, e 2, dirette secondo j e k. 

2") Sulle faccie normali ad  3 : 
la  forza normale Y, diretta secondo j ;  
le forze bingenaiali X,, 2, dirette secondo .i. e k.  

3") Sulle facce norlnali a T c :  

la  forza normale 2, diretta secoudo k ;  
le forze tangenziali Z,, 2, dirette secondo 8 e j .  

4. Altre espressioni delle reaxioni normali e tangenziali. - Alle nove 
v~riabil i  indipendenti prima considerate, che sono le derivate di u, v, w ri- 
spetto ad a, 6, c, si possono sostitilire le sei variabili a , ,  s,, E,, y,, y,, y, 
che soi10 legate alle prime da note relazioni e quindi possono ricavarsi da  
esse, e cib perché, dopo quanto si è detto f i i l  qui, è logico che la funzione W 
debbii essere espriinibile n inezzo delle sei variabili or ora  indicake, i i i  quaiito 
esse, corne si è visto, definiscono completameiite la deforninzione. 

Considercreino pertaiito in questo paragt'afo la funzione W definita da 

(9) W=W(EI> ", €3, Yi, Yu, ~ 3 ) .  

Porreino 
aw raw pK G - - -  1-2 ay, 
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E facile ricavare le relazioiii die  iiitercedoiio fra le E? le G e X,, 
X ,  ecc. 

Si trova infatti fw5lineiite : 

Y, si ottiene da X, sost;itiienilo ne1 secoiido ineinbro di questo la y ad x; 
2, sostituendo la z ad x, e cosi via. 

Si pud dare alle ( I l )  forma pih sititetica, iiitroducerido i tre vettori ami- 
liari, di cui ci serviremo iiiiche i r i  nppresso, defiiiiti da: 

Si trova cosi: 

5. Relazioni fra X, e Y,. 1,oi.o significato. - Da sei delle (1 1) si pos- 
soiio ricavare le If e le G. Sostitueiidole iti iiiia opporiuiin delle restatiti 
tre, ed eseguei!do delle seinplici trasforinazioiii si dimostra ngevolineiite id 
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escinpio che 

I 
Y - 

" - A  

dove A é il determinaiite dei coefficieiiti delle sei eguagliaiize (11) prescelte. 
Aiialoghe espressioiii possoiio ricavarsi per le a lke  fiiiizioiii X,, Y,, 2, ecc. 

Il loro coiifronto mostrn che 

YX = x, 
(14) Y, = Z, 

x, = 2". 

Qiieste egriagliaiize eqiiivalgoilo ii i  ultima aiia.lisi :II teoreiiia dei moineriti 
che deve verificn.rci, pel pvincipio di  solidificazione, oltre che per sisteini 
rigidi, aiiche per sistemi deformabili. Infatt,i rifereiido ad esempio i moineiiti 
all'asse i, deve essere va1id;i. pel detto teorema ln relazione 

iii ciii con o si iiidica 1111;~ qunlsiasi superflcie ne1 corpo deformato in equi- 
librio e con T il volume da essii. rncchiuso. 

Iiidicaiido coii a, P, y i co~eiii direttori della noriilale a O, coiisidernta 
coine positiva se diretta verso l'iiiterno, per le (8) la relazioiie precedeiite 
eqiiivnle a 

A inezzo delle solite forinole di trasformazioiie degli iiitegrnli siiperficiuli 
in iiitegrttli di spnzio, ln precedeiite relazioiie pub trasfuriunrsi i i i  
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O anche 

e per le equaziorii di eqiiilibrio 

cioè 

6. Altre espressioni dello equazioni di equilibrio. - Si pi16 dare alle 
equazioiii geiiernli di equilibrio prima ricavate, delle diverse espressioiii, po- 
iieiido al posto delle X,, X,, X, ecc. le E e le G soprn defiiiite, O delle fuii- 
zioiii da queste ricavate. 

.Coiisideriamo di1 yprim:~ le equazioiii iridefiiii te di equilibrio. Dalle (5) e 
dalle (14) si ricnva 

Esseiido possibile iiivertire i segiii di grad e di derivnxioiie ('), la foi.molii, 
precedeiite equivale a : 

Poichè iiioltre vale la relnzione 

div ( m u )  = m di v zc + grad .nt X zc 

(dove 1 n  è iiria. fuiizioiie iiiimerica e IL un vettore) si ha: 

('1 T. L, png. 74 [3"']. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Analogamente si r icavs : 

Iiitroduceiido infine i t re  vettori ausiliari V, ,,; VI ,,j; Vi, definiti da :  

si ricavano le  t re  equazioni generali di equilibrio: 

L e  t re  (16) possono scriversi sotto forma di uii'uiiica relazione, moltipli- 
candole rispettivamerite per i, j, 7G e sominandole. Si ha  iiifatti 

Iiidichiamo con k/3 1' omografia definita d a  : 

e notiamo che kp é una dilatazione perché il quadro determinante che ln 
rappresenta simbolicamente 15 siinmetrico rispetto alle diagoiiali. Quindi kp=/3. 
Ne deriva che alle (16) si pub dare la forina semplice 

(') È noto che per le deformazioni infinitesime si ricava un'eqiiazione simile. Si veda: 
BURALI-PORTI e MARCOLONGO, Ana ly se  vectot-ielle générale. vol. 11 ( a  Applications à la mE- 
canique n). 
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Passiamo ora a considerare le .condizioiii nl coiitorno. Diilla, prima delle (6) 
e dalle (13) si ricava 

L + g r a d ~ x  X [IZ, cos (u,  i )  + N, cos (r1,j) t I r ,  ( 1 4 ,  k)] = 0. 

E facile verificare che 

V, , i X rt = g r a d ~ m  X [ K, cos (9,) i )  + I j ,  cos (rr, . i)  + Ii, cos ( 1 ) )  I ; ) ] .  

Quiiidi le equaxiorii al coiitoriio possono scrivei'si sotto la f'oriiia seinplice: 

Queste tre equazioiii po~soiio scriversi piu siiiteticaineii te raccoglieiidole i i i  

uiia sola. 
Iiifatti si iioti che 

Se quiiidi inoltiplichiaino rispettivaineiite per i, J,  X. le tre (19) e le som- 
niiaino, teneiido preseiite In relazioiie precedeiite, ricaviaiuo 

Riassuineiido: E possibile drfilzire un 'omog~.a/ ia  P, lali che le equnziolt i  
d i  equilihi-io souo esp)* imih i l i  a m s z z o  delle fovze  este)vze, e d i  e s p ~ ~ e s s i o ~ z i  
senzplicissitne dipeledeuti  da P. 

L'oinografia P è iiota, qiiaiido soiio noti tre vettori V, , , , V, V, , k ,  

sicché i i i  geiiere 10 studio - da1 puiito di vista degli sforzi - di uii sisteinn 
iri equilibrio pi16 ridursi alla ricercn, dei tre vettori 

cosi coine si è visto iiella Meiiîoriii precedente che Io studio delle deforiiîazioiii 
di uii dato sisteiria pub ridui-si alla ricerca dei vettori: 

i i i  cui si trasformn, uiia teriia ortogoiiale. 
Si iioti che per le (15) i v o t t o ~ ~ i  V , , i ,  V , , k  S O ) ~ O  i cpl lo)- i  delle 

~ w i z i o u i  ngtillti su e l e ~ e l l t i  p i a l ~ i  uo~ ' i l ta l i  nti i ,  j, k .  
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R. ARIANO: Defo rw~az ioz i  m i t e  d i  s is temi  cont ivtui  65 

7. 1 vettori B,, B,,  B, e le funxioni El, E2,  E,, G,, G,, G,. - La 
dimostrata iigunglianzn delle teiisioiii tniigeiizinli due a due, ci coiiseiite di 
ricnvare alcune seinplici e notevoli espressioni per i vettori B , ,  R,, B, e 
per le funzioni E,, E,, E,, G, ,  G,, G, .  

Infatti dalle (14) si ricavn 

(21) 
t Ki X g r a d ~  z -k=[H(grndN x, i) + H ( g r a d ~  y, j )  + H(gradx a, k)] Ir, = 

- - d P  - Bi = a. B, ( l ) .  
dlvl 

cioé i vettori R, ,  B, ,  R, sono i t vns fo~*mat i  a mezzo  de l l7on~og~~af2a ri, 
dei vettol-i degli s forzi  normal i  a t r e  elernenti piani prwallelli a i  piani 
cool-dinnti. 

Dalle (22) si ricnva altresi 

Arialogamente si ricava : 

Corne si vede, i vettori VI, ,; Vi , , j ;  V, ,  , permettono di esprinlere le E 
e le G in modo arinlogo a, quel10 che per le R, assumono le componenti 
degli sforzi. 

(I) T. L., pag. 93 [bt ] .  

dnaali d i  Malematica. Serie IV ,  Tomo V. 
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66 R. ARIANO : Deforncnxioni f in i t e  di  sisterni cont i t tu i  

8. Quadriche delle pressioni. - Per reiiderci ragione della distribuzione 
degli sforzi all' interno del sistema deformato, fareino uso qui - come abbiaino 
fatto del resto iiella Mernoria, precedente, trattarido della distribuzione delle 
deformazioni - di rappresentazioni geometriche. 

Ricordiamo che la  reazione V, , , di componeii ti X,, , Y,, Z,, che si eserci ta 
s ~ i  di un elemento di superficie iiiterno al corpo, O posto su1 suo coiitorno, 
è dato dalle (8) che qui useremo indicando con A, p, v i coseni direttori della 
iiorrnale. 

Chiameremo questa reazione pt-essione O tensione, secondo che la sua 
direzione fa con la direzione della normale a1 detto elemeiito un angolo ottuso 
od acuto. (Il senso della normale va preso positivo verso l'esterno se 1' ele- 
mento è al contorno, verso l'esterno della parte del sistema racchiusa dalla 
superficie cui il detto elemento appartiene, se esso è interno al sistenla sludiato). 

La componente T, di T nella direziotie 'della normale è data da  

T,,= TXn=X,,X+ Y,p+Z,v= 
= X,A2 + Yup2 + Z,v% (Xv + Y,)Ap + ( X ,  + Z,)hv + 
= (Y, + Z&v = P, Y) 

dove con y si indica una funzione quadratica di A, p, v. 
Ne derivn il teorema: 
La componente T, della pl-essione O tensioue che si esercita su d i  u n  

elemento d i  supe)$cie d i  un sistema deforjnnto è funzione qz~adratica dei 
coseni d i  d i ~ e z i o ~ z e  della no~*mnle  al detto elemento e funzione l i n e a w  
delle pressioni O tensioni che si esel-citano sugli elenzenti piani norrnali 
alle divezioni  degli assi coovdinati. 

Per rappresentare nei diiitoriii di ogni punto del sistenia iniziale la di- 
stribuzione degli sforzi che vi si determiiieranno i n  virtù della deformazione 
si pub fare uso di uiia qiiadrica definita da 

p2T, = l  
ossia da : 

(24) Y ( [ ,  YI, Q =  1 
dove 

t=ph; YI=pp; 5=pv 

ci06 dove 5, 7, 5 sono le coordiiiate dei punti della quadrica, i qiiali sono 
scelti in modo che 
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A questa quadrica si da il nome di quadj-ica indicatvice delle pl-essior~i. 
Essa gode la proprietii seguente: 
a D d o  u n  p i n m  passante p e ~ .  un p u ~ i t o  M del sistema iniz inle ,  il suo 

diametro couiugato 7-ispetto alla quad~* ica  delle pl-essioni dà la v e « z i o ~ l e  
che si eset*cite& a deforniazione nvve?nda, su di u n  elewzeuto del detto 
piano preso n e i  dilzlovni d i  M ,  e l u  g f -andezza  d i  questa 2-eazione é eguale 
i n  vulore assoluto al lpecip?,oco del quaiil-nto del velativo m g g i o  uettove 
della qua&-icn R. 

Ponendo : 

i 1 1 1 
e ,=-  X,; e. -- Y,; e, = gZz 

\ 2 2-2  

la (24) assume la forma: 

la ciii arialogia forinale con la (6) della la Memoria è evidente. 
Si pu0 quindi ricnvare, da un ragionameiito niialogo a '  quel10 usato trat- 

taiido della (6) della la Mernoria, la diinost,rnzioiie del teoreinn segiierite: 
Yel l ;  i n t o r ~ t o  d i  ogni punto d i  un mezzo  continzro defo'oimalo, esiste u n a  

terna  d i  pinn i ,  su cui ,  a defo7vnnzione avvenuta,  si  esercitauo a z i o ~ z i  ~zownal i .  
Essi piaiiî si dicono piani  prijtcipali d i  p~~ess ione ,  e le pressioni relative, 

si chiamano pressioni pvincipnli. 
Nelle varie direzioiii usceiiti da M, si pub nvei'e, a def~rnin~zioiie avvenotn: 

a) solo tensione; 
h) solo compi*essione; 
c) iina zona di tensione ed una di coinpressione, separate da. uiia z o m  

d i  azione ~zzclla, costituita da1 cono quadrico definito da. 

III corrispoiideiiz:~ ai pi'iini due casi la forma qundratica rp sarh defiiiita 
positivn O iiegntiva (ellissoide i'eale O iiniimginario) e . ilel secoiido caso sark 
un iperbolide (ad uiio O a due fdde), aveiite il cono (26) coiiie cono asintotico. 

Si pu6 esteiidere l ' a~~a log ia  formale fra rappresentazione geometrica della 
dist,ribuzioiie degli sforzi e quella delle deformnzioni, mercè l'iiitroduzioiie del 
vettore V,  , , definito da 
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68 R. ARIANO : Deformueioni finite di sistemi contintci 

dove A, p, v sono i coseni direttori della direzione norninle all'eleineiito cui 
si riferisce il vettore T l ,  

Il significato fisico di y,, si ricava subito sostituendo iiella (27) a T:, i ;  

Vi , j ;  V, , , i loro valori. Difatti si ricava : 

cioé il vettore V, , , è i l  v e l t w e  dell 'azione che s i  esel.citel.ic, a defomrazione 
auvenuta, sull' elenzento nef-male ad S. 

Consideriaino le due quadriche defiiiité da 

La priina è analogtx thmalniente all'ellissoide di dilatazione. 
Ln, secoiida, a,naloga alla quadricn delle V, gode la proprieta di essere 

iin ellissoide, in quaiito è una quadrica priva di puiiti all'infiiiito, esseiido 
privo di senso Vi,, = CO. Essa d& l'azioiie che si dester& su ogiii eleiiieiito 
del mezzo, a deformazioiie avveiiuta. 

La chiameremo ellissoide d i  Laud O eElissoide d i  elnsticità. 

9. Compoiîenti degli sforzi. - Aiialoganiente alle funzioiii E e y del 1" CR- 
pitolo, possinnlo qui considerare le funzioiii G, i' definite d a :  

Grazie ad esse si pub dare ad eseiupio :tll'equazione della qwidrica (30) 
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1 i ~  foiinn segueiite : 

vi, + V, , j e q q  v, , k - j ; d  + 4 r J i  + 4r2j;e -4- 4 r  5 3 ~ -  - 1 

clle è evitleiiteineiite aiialoga a quelln dell'ellissoide di dil;itnzioiie. 
Clii;i.iiîeremo a componenli degli sfol-zi 3 le sei fiiiizioiii tlefiiiite ddle (02). 

Lit loro iinportniiza sarA mostritta subito dopo. Iiitniito vogliaiiio iiotwe clic 
con riigioiiiiii~eiito totalineiite coincideiite con qiiello fd to  trattaiido delle E e 
delle y si piib diinostrare ctie se dalla teriln .2, j ,  lî si passa alla teriiti. if, .jf, 7d, 
tale che i coseiii direttori soiio dnti da1 quadro segueiite 

i coefficieiiti G e F si trasforiiînno 'iiegli nltri Gf e I" defiiiiti da:  

\ e due aiialoghe per 6,' e 6,' 

l ' , '=G,B,C,iG,B,C2 i-G3B,C3 t -  I',(B,C, + B , C , ) i -  I',(B,C,+B,C,) i- 

+ r,(qc2 4- B ~ C , )  
e due aiinloghe per I',' e F a f .  

Nei riguardi dei coefficienti G e I' possiaino dimostrare il seguente teorema: 
Noti i sei coeflcienti G,, 6,, G,,  l',, I',, I', ?.elutivi ad unn te1.m 

d'nssi & nota la dist~.ibuzione delle 1-earioni a me1z.o d i  zmn ~.otnzione di  
ussieme. Viceuwsn nota questn sono delernzinati i detti coeflzcieriti. 

Infatti noti i detti sei coeflcienti è nota l'eqiiazioiie dell'ellissoide di 
LAME che pu6 essere tracciato per puiiti, e quindi soiio iioti gli sforzi che i i i  

virtii della deformazione si destano nelle varie direzioiii. Iiioltie questa dipeii- 
deiizn degli sforzi dai detti coefficienti è tale che ad ogiii sisteinn di valori 
di questi non pub che corrispoiidere un unico valore degli sforzi i i i  ogiii di- 
rezioiie; e iiifatti Ic (32) coiiseiitoiio di ricavnre uii uiiico sis te in:^ di ralori - 
per T i ,  i ;  I: , J  ; VI , , e quiiidi per Vi,, . 

Wotimio perb qiii esplicitamente che le (32) coiiseiitoilo la, deter~niiiazioiie 
dei iiloduli dei trc vettori V ,  , ,; 7, , j ;  V, , e de@ arigoli che essi forinario 
fra loro, sicchè I'ellissoide resta, ricnvato a. meno di uns rotnzione rigida. 
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fi evidente anche percib l'nnalogia col teorenla anstlogo diniostrato per 
le E e le y. 

Viceversa, è ovvio che iiota la distribiizione degli sforzi, le (32) coiiseiitono 
il cnlcolo delle G e delle I'. 

Priina di chiudere qiiesto paragrafo vogliamo riotare die  il sigiiiticato 
fisico delle 6 e delle r risiilta ddla loro stessa defiiiizioiie. Èl iiifatti: 

a) (34  niodv,,, =\ 1 +26, 

(relazioiii analoghe valgoiio per T.', , , j  e V,, k) il che inostra che le G caratte- 
riznano gli sforzi che si esercitaiio su eleinenti piani che iiello stato iiiiziale 
eraiio normali agli assi coordiiiati, cosi coiile le E cniatterizzaiio le dila tnziorii 
lineari relative agli assi coordinati 

espressioiii aiialoghe valgaiio per 

O (  i , c o ~ ( V , , j ,  v i , ~ )  

quiiidi le r caratterizzaiio gli aiigoli che formaiio frit loro le direzioiii delle 
azioiii clie si esercitiuio su eleineiiti piaiii che allo stato iiiiziale erano pariilleli 
ni piniii coordiiinti ; cos1 coine le y cnratterizznviiiio gli iiiigoli clie foriii;mo 
fra loro i detti piani a deforinnzioiie avveiiuta. 

L'nna,logia delle coiisidernzioiii ciiiernatiche con quelle stntiche siiggeri- 
rebbe la presa i i i  esaine delle espressioiii: 

, A . (e simili); v,,i A Vi , .j x 17, k 
analoghe da1 putito di vista formale alla dilntaeione superficiale e n quella 
cubicn. Esse perb - pure coinpiweiido, coine si vedrà in espressioiii iiiva- 
riaiitive - lion Liaiiiio uii particolarc sigiiificiito fiçico. 

Notereino iiifiiie che coi1 procediineiito clel tutto iiiii~logo a qiiello indicato 
per le E e le y si pub riciivare le segiieiiti relazioni cui clevoiio sotidisfare 
le G e le I' perche esse caratterizziiio i i i i ; ~  distrib~izioiie di sforzi corrispoii- 
denti d l '  eqiiilibrio (1) 

IZ, A,' B,  A, H, A, =v (  A ,  A,  A ,  ) - 6( A2' A 3  II:+ ') 
J e due relazioni simili, 

\ e due reliizioiii simili, 
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dove 

(37) 

y, z )  è la reciproca di $(x, y, z) do 

A H  - A 2r3 
A2Hl - ASA, 1 -t-?i', OP, 
A,H, - H,A, 2r, 

i +ZG, A,A,! - A;H, zr2 I -t-26, 2 ~ ,  A , A ,  - A,'A,' I 
+ 2r3 A ~ A ~ ~  - A,H, 2r, 1 +2g2 A ~ A ~  - A ~ A , '  

12r2 A3A: - H3H, 1 + 26, 1 2F, 2ri ASAi - H3ALt 
e d u e  simili 

1 1 +- 2G1 B8@, - A3A2' 2F2 B,O, - H3A2' 
B26,  - A i  2I', 1 -4- 2G3 - H3b3 
B,@, - A3H3 1 + 2G2 1 B303 .- 1 

e d u e  simili. (co?ztinutr) 
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Théorie (les deiisités di~11~ le déplacement géiiéral 

par V. HLAVATY (& Prague). 

INTRODUCTION 

Le développement du calcul diffkreiitiel absolu trouve sa raisoii d'être 
et dans la théorie des invariants et dans les recherches théoriques du principe 
de la relativité. En regardant de près ces études, on y voit intervenir des 
grandeurs qui correspondent aux iiivariaoh relatifs de la théorie des inva- 
riants. Il est donc bien naturel d'introduire i'analyse différentielle des inva- 
riants relatifs dans le doniaine du calcul différentiel. absolu. C'est ce qu'a 
fait M. WEYL dans son excellent livre Rnum-Zeit-Matel-ie sous le nom des 
densites pour le déplacement spécial. 

Mais pour considérer la question des densités par rapport au calciil diffé- 
ren tiel absolu comme question résolue, il me semble nécessaire de constituer 
son algorithme, en fondant : 

1) son algébre, 
II) son analyse différentielle, 

dans le déplacement général. Dans les lignes qui suiveiit, nous nous occupons 
de cette étude. Il résulte de la nature de ce problème que l'nlgorithine de 
l'analyse différentielle des densités doit être superposé 5L l'algorithnle du calcul 
différentiel absolu, parce que aelui-ci est restreint aux études des expressions 
CO-et contrevariantes de poids nul. Nous nous proposons de trouver un tel 
algorithme qui nous permet de traiter n'importe quel probléine touchant 
des expressions CO-et contrevariantes de poids quelconque positif, négatif, nul 
pour le déplacement général qui lie détruit pas les incidences vectorielles. 

Quant & la syinbolique, nous nous servons de celle de M. Rrcc~, remaniée 
par M. SCHOUTEN daiis soli important livre Ricci-Kalkül, Springer, 1924, dont 
nous supposoiis la connaissance parfaite.œ~es résultats dans 11.4 ne sont pas 
naturelleineiit nouveaux et le lecteur iiitéressé les trouve exposés dans toute 
l'ampleur dans le livre cité. 

A m a l i  di Matematica, Serie IV, Tomo V. 10 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



74 V. HLAVATY: Théorie des d e ~ s i t é s  daas le déplucenmwt gémiral 

1. Notion des densités. - Désignons par rr;' les n paramètres de la va- 
riété Lt n dimensions, par 1 A 1 la valeur absolue d u  jacobien 

de la transforiiîation 'x ='$(a). Nous supposerons que A ne se réduit pas a 
k 

une constante. Une fonction V qui se transforme d'après 

sera dite dens i t é  scn1ni1.e d e  poids (posi t i f )  k. 
-k 

Ln valeur réciproque 0 = V se transforme d' après 
k 

Uiie telle foiiction sera dite densi te  s c a l a i ~ v  d e  poids (négatil") k. L'eii- 
k 

semble des fonctions '0:""'' ... hp vi".v"ui se transforment d'après 

sern dit densitt? nf ino,- ie i le  d e  poids (positif ') k. L'ensemble des fonctions 
..... . V A  S. .  Vs 

A i  -h qui se transforment dl après 

sern dit dens i t è  a f i n o r i e i l e  d e  poids (négat i f )  k. 
Nous désignerons les densitks p i r  ilne lettre allemande, en supprimaiit 

l'indice latin qui désigne le poids, s'il égale B + 1. Les vecteurs (affineurs) 
seront écrits en types latins avec les indices grecs. Les types latins sans 
indices désignent des fonctions scalaires. 
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V. HLAVATY :-Théorie des dermités dans le déplacemertt géméral 75 

2. Jaiigeage. - Le principe de M. KLEIN rious permet de a jauger » toute 
densité scalaire moyeiinaiit uiie densité a imité :, f2 et sa valeur réciproque e-'. 

k 

Si v, (tu) est la fonction scalaire bien déterminée, les densith O, W peuvent 
k 

être mises sous ln forme 

Daiis ek, e-h, h resp. - h est l'exposmit. D'aprBs le iiiênie principe, 
toute deiisité affiiiorielle peut être a jaugée B de la inniiiére suivniitc 

oi, Y, ... Y$ resp. ;..... Y, ... 'I, 

... A?$ i ... 8 
est l'affiiieur bien détermii-ié qui est du même 

ordre de CO-et contrevariance que la densité eii questioii. Le jaugeage iious 
sera utile au cours du calcul nnstlytiquc. S'il n'y a auciiiie ainbiguité B craindre, 
nous désignoiis même le poids iiégatif p,ar l'ii-idice latin, affecté au-dessus de 

k 

la lettre. (Pas ex.: V pour k < O  est de poids négatif). 

3. Opérations fondamentales de l'algèbre des deneités sont l'addition, 
soustractioii et la multiplicntion. - S'il ne s'agit que des densités scalaives, 
on peut aussi introduire la divisioii. Ces opérntioiis ii'oiit pas besoiii d'être 
éclaircies, si l'on tient compte du a jaugeage m .  Elles se réduisent niix ope- 
rations fondamentales de l'algèbre affinorielle pour les deiisités affiiiorielles. 
Dans ce cas aussi bien que dalis le cas des deiisités scalaires, l'adtlitioii la 
soiis traction lie s' effectue que pour les densi tés de inêine poids. 

II. 

4. Notes prélinlinaires. - La diflérentiellc covariairte (6) et ln  dérivée 
cov~riallte (vP) d'un vecteur arbitraire vv ,  (tux) sont cloiiiiées par 
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Les nhoef ic ien  ts rip se transformeii t d' après 

Il s' ensuit que les coefficients Fr = I'& se transforme11 t d' iipi.6~ 

Le inode de transforinatioii de ri., nous fait voir que 

est un affineur. 

5. Déplacenient de e. - Pour coiiiiaître la difléreii tielle covarinii te ou 
1 ; ~  dérivée covarit\iite d'une densité quelconque, l'esseiitiel est de trouver 
celle de e et de C i .  Cette densité e étant arbitraire, oii peut la construire 
;LU moyeu du déterininniit u des composantes uV des 18 vecteurs coi1trevari:~iits 

a 

zl(n = 1, ... n). 0 1 1  choisit une coiistnnte arbitraire E + O et oii pose e = 1 EU\. 
a 

II s' ensuit 

et d'autre part, si l'on prend pour u, le vecteur covariant dont lcs coiripo- 
santes égalent les coinplémeiits algébriques de uv divisés par u 

a 

1 
a " ( "  ) l a  

a 
- vpt4 z : , ~ ~ ~ ~ ~  = z ? , ~  - Z P  + r ; + t ~ ~  = -- - + r,=e-< - e + r,. 
U a a a a u a x ~  a s  i. 
Il s' ensuit 

(3) 
a - - e + rre et 6e = de + l',edxp. vpe - a x p  

a 
L'expression -- e + T,e se trniisforine d'npr6s 

3 % ~  
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V. HLAVATY: Théorie des densités dans  le déplacement yénérccl 77 

a 
C' est donc une deiisité et - log e + I', = e, est 1111 vecteur. Nous pou- 

~ X P  

vons écrire 

'(4) 7,e = e,e = e, ,  et Ge = ee,dxp = e ,dxr .  

011 déduit de la, mnniére analogue, ou en se servaiit d u  fait que ( ~ , e ) e - '  i- 
+ ( ~ , , e - ~ ) e  = O, 

Eii tenniit compte de l'équntion 

oii pnrvient h 
, . 

aek 
(7) v,ek = keke - - 

axr 
+ hr,ek et Gek = keke,dxr = dek + krrehdxp, (k Z O ) .  

Ces équations, aussi bieii que (3)-(6) nous représenteiit ce que iious ap-  
pelons le déplacement des deiisités e k ( k s O ) .  

6. Déplacement d'une densité scalaire. - Eii appliquaiit l'opérateur vr 
A ( i ) ,  (a), oii obtieiit 

1. 

Ces équations soiit de même valables pour k < O .  
k 

La dérivée et ln différeiitielle covariante de la densité V\V se calcule 
1 

d'nprés ln  règle 
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Si e décrit un coiitour iiifinitésimal fermé, elle revient & son poiiit de 
départ avec le chaiigeiiient qui se calcule nu moyen de la formiile 

a 
7. Rivecteur Vu,. - NOUS désigiierons le bivecteur 2 - rai par Vu, et 

a x r P  

par U),, la densité eV,,. Il s'ensliit pour (10) 

011 peut doiiiier A V,, uiie autre forme qui rappelle la iiotioii de la c Stre- 
ckeiikrüminung w de M. WEYL. Si g)., est un affiiie~ir quelcoiiqiie syinétriqiie, 
g le détermiiiaiit de gxv et gA"e coinplénieiit algébrique de (lails g, divisé 
par g, oii obtient sniis diîfic~ilt6 

a 
S ~ ~ ~ V , ~ ~ . ~  = log g - 217,. 

Or eii désigiia.iit par Q,, le vecteur g'.",g~., 011 petit écrire 

1 
Il est évident que si ~ , q ) . ~  = - Qrglv et S&' = 0, 1' affiiieiir F7,, correspoiid 

12 

essen tiellemeii t A la Streckenkrüininiiiig W .  

L' opérateur 6,6, - 63, sntisfai t 1' équation syinbolique 

Eii l'appliquant à (Il) ,  on obtient 

Les équations (11) et (14) iious pcrinetteiit d'écrire pour une densite sca- 
laire quelcoiiqiie 
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k 

8. I)éplaceiiie~it des densités sffinoriellrs. - Soit Vu = uvek une deiisi té  
vectorielle coiitrevariaiite de poids positif, ou nègntif. L'ripplication de l'opè- 
rateur V, A cette èquntion nous donne 

et par suite aussi 

Eii cas que 1' oii a affaire au déplacement symétrique (FI,, = I'Ll, ou bieii, 
d'après M. CARTAN, au déplacemeut h torsion nulle B) In formule (16) nous 
doniie 

Si k = - 1 on obtient ln formule bien connue 

On déduit da le manière aiialogue pour une densité vectorielle cova- 
k 

riante wx = wxek 

L'alternation sur p, h nous donne 
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Dans ce cas, on a d'aprbs (14), U),, = 0. Et au contraire, si U),, = O, 
e, est le vecteur-gradient, coinme il suit de 1' Bquation (14) qui d' aprks (20) 
est équivalente & 

En effet, si Du,= O on a v[,e,l= S;;*ea, c'est-à-dire 

Si el, est le vecteur gradient, e ,  = v,,f, on peut toujours trouver une clen- 
site stationnaire, dont la dif., ainsi que In dérivée cov:wiante est iiulle. Il suffit, 
B cet effet, de poser 

V = ve avec v = e-r const. 
Or 

60 = edv + vSe = e(&v + ve,dxi") = 0. 

On pourrait même prendre cette densité pour la densité e unité S .  Dans 
ce cas l'analyse des densités est bien simple. En designant cette densité station- 

k k 

naire par 'e, on a pour chaque densité W=w'ek, W"""' vim-vs - - tu* ""' ' Yi ... vs  tek 
h i  ... I p  h, ... lp 

En posant 

on trouve sans difficulté 

v,,, = Rd;;" 0 

R&iV est la quantité de courbure de déplacement étudié. La condition R;;;" = O 
est bien connue comme suffisante et nécessaire pour que ce déplaceinent soit 
isométrique ( l ) .  D'aprés ce que nous avons démontré, on peut donc dire: 

L'isowdtrie du d6placement est n&cessaire et sufisante pouv que la 
densilé unité puisse 6h.e supposée stntiomaiw. 

(l) Le déplacement est dit isométrique, si un rt-vecteur arbitraire revient sans chan- 
gement à son point de depart, après avoir décrit un contour infinitésimal fermé. Pour la 
condition citée ci-dessus, voir le livre de M. SCHOUTEN, page 89. 
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Les relations (12) et (SI) nous donnent 

Or, q,, est un vecteur-gradient, q,, = v,q et oii peut le supposer toujours 
nul. En effet, si l'on opère sur sgbl,='g).,, s-'g)-v='gi.v, on obtient 

'q, = 'Q, t 2e, = nv, log s i- q,,. 

B -- 

Or eii posant s = e " coiist., on obtient 'q,,=O, et en supprimant 1' accent 
on parvient au résultat cherché. 011 peut doiic poser 

1 
Il s'eiisuit que le déplacement conforme v,gl,=- Ql,glv et isomètrique n 

est nécessairement f~zétrique sans être riemannieii, en général. En effet, l'iso- 
métrie a pour consAquence que e peut être supposée stationnaire, c'est-a-dire 
dl après (22) Q,, = 0, et on obtient vPgx, =O, ce qui caractérise le déplacement 
métrique. 

Les formules (16)-(18) nous servent b établir la différentielle et la dé- 
rivée covariante de chaque densité affinorielle. On déduit par exemple pour 

Si le déplacemei~t est symétrique, oii déduit pour k = -- 1 la formule 
bien coniiue 

9. Transformation du deplacement. - Désignons par rip, *I').,L les coeffi- 
cients de deux déplacements divers dans la variété étudiée. L'équation b) 
nous apprend que la différence *ri, - I'l, est un afineul- 

Aiiaali di  dfatematica, Yerie IV, 'l'oouio V 
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En designant par A, le vecteur A;,", on trouve sans difficulté 

Or, pour que pendant la transformation du déplacement l'affineur V,,, lie 
change pas, i l  est nécessaire et suffisant que A, soit 1111 vecteur-gradient. Si 
la traiisfol-mation du déplacemeiit est isohodoïque (c'est-A.-dire si elle conserve 
les lignes géodésiques), l'ttffineur Ail, est de la forme A).p,, + AY,q). (i). Or, la 
t ? .ans fo~wia t ion  isohodoïque n' altère pas la densité U),,,, si  A,, = iip,, -t- q,, est 
le vecteuv-g~miient (2). 

L 
10. Courbures. - Si une densité vectorielle W), = zo,.eh décrit uii contour 

fermé infiniment petit, elle revient A son poiiit de départ avec le chaiigement 
qui se calcule A l'aide de 

L'applicatioii de l'équation symbolique (13) B (23) nous donne 

Spécialement pour k = 1, \Yk = ex 

Mais d'aulre part, l'applicatioii de l'opérateur v,. B (14) et l'alternation 
des indices o, p, h nous donne 

(,) WEYL, Mathematische Analyse des Rau1î2pvoblewzs, Springer 1023, pour le cléplacement 
symétrique, page 64. Dans cette formule Ai est l 'affineur unit6 

1 - 1, A = v (sans sommation). A v - l  A*v 

c2) Ponr  le  deplacement affine isométrique un théoréme analogue se trouve dans le livre 
de M. SCHOUTEN, page 129. Pour le  cas l e  plus général voir aussi: HLAVATP, S u v  le dépla. 
eements isohodoi'ques. (« L'Enseignement Mathématique a, XXVI, 1937, n.' 1-3). 
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Or, eii tenant compte de l'équation 

RI;,$' = 4SL;,;,"Si1;' + 2v,, Si;.; (7 

on déduit de (23) et (26) 

Cette équation iious représente l'analogie de l'identité de RIANCHI pour 
vrtR;pi,'. Elle devieiit 

~[>.u"y, = ed'p1, 

pour le déplacement syniétriqne, non-isométrique. Si le déplacement est iso- 
niétrique, elle se réduit R l'identité 0 = 0. 

On déduit de même pour une densité vectorielle contrevariante : 

k 

et en géiieral pour une densité quelconque affiiiorielle, par exemple w i V :  

Nous espéroiis, par les brèves indicatioiis précédeiites, avoir siiffisammeiit 
démoiitié lit cohérence du calcul tensoriel et de celui des deiisités. 011 s'aperçoit 
que celui-là est un cas spécial de celui-ci. 

Prague, juin 1926. 

(') SCHOUTEN, Ricci-Kalkül, page 88. 
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Siilla pressoflessioiie del ceineiito armaio. 

Mrmorin di A. SIGNORINI (a Napoli). 

5 1 .  Sunto della Memoria. Il teorema di riduzione. 

1. La resisteiiza a trazione dei congloinerati (e delle murature iii geiiere) 
è molto scarsa ed incerta : e questn costitiiisce il principale motivo per cui 
la risoluzioiie dei piobleini della statica del cemento armato (e delle mura- 
ture semplici) non pu0 essere sistemnticameiite domandata alla teoria del- 
1' elasticith ('). 

Gih da tempo i teciiici hanno coricesso uri'incondizioriata patente d'eser- 
cizio ad uix teoria della pressoflessioiie del ceinento armato (e delle morn- 
ture semplici) costruita combiiiando alcune proprieth dei solidi perfettaineiite 
elastici coll' ipotesi estreniamerite schematica di assoluta maiicanza, di resisteiiza 
a trazione ne1 conglomernto (e di perfetta vnlidith della legge di HOOKE nelln 
sollecitaaione a con~pressioiie del10 stesso materiale). 

1 fondamenti di tale teoria non sono stati finora sottoposti ad una prova 
di resistenza in riguardo alla loro capacith a ridurre il problema tecriico ad 
uiin questione puramente aiialitica: cioé, in riguardo alla loro capacith ad 
individuare una ed unn sola soluzione del problema per qualunque tipo di 
trave (O pilastro) in cemeiito armato ed in qualunque caso di sollecitazione a 
pressoflessione. 

Il desiderio di colmare tale lacuna mi iiidusse ad iiiiziare gli studi esposti 
nella preseiite Memoria, studi che i n  definitiva si sono infornlati a l  doppio 

(') Cfr. ad  es. A. SIGNORINI, Sulla statica del cemento al-mato. [Rend. del Seminario 
Maternatico della R. Universith di Roina (1924-25)) serie 5ta, vol. III]. I n  questa conferenza 
sono enunciati quasi tutti i ' r isnltati  della Mernoria. Un sunto delle d i r n ~ s t ~ a ~ i o n i  relative 
al caso particolare delle muratnre semplici è già stato pubblicato nelle due Note: Un 
teorerna d'esistenza ed unicità nella statica dei rnateriali poco resistenti a trazione e Sulla 
pressoflessione delle murature [Rend. della R.  Accademia dei Lincei, vol. II, serie 6" 
( 2 O  semestre 1925), pagg. 401.406 e 484-4891, 1 risultati della Memoria fiirono pure esposti in  
iina comunicazione a l  2 O  Congresso internaeionale di Meccanica applicata [V. . Verhancllungen 
des zweiten internationalon Kongresses fiir Technische Mechanik *, pagg. 278-283 (Orel1 Fiissli, 
Zurigo, 1927)l. 
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scopo di corisolidare i fondamenti della teoria ordiiiaria e di mettere iii evi- 
denza tutta la sua portata. 

Ho cercato di raggiungere il primo scopo sviluppaiido rielle sue parti 
essenziali la teoria che risulta dall'abbandono dell'usude schema di rappre- 
sentazione delle prove di resistenza dei conglonrerati (e  delle murature). - 

Successivamente ho stabilito dei teoreini di confronto che riconducono i 
calcoli di stabilita relativi alla teoria geiieralizzata iiell'ambito della teoria 
ordinaria, iii modo semplice 'e faceiido iiitervenire soltanto elemeiiti facilinente 
e sicurameiite dediicibili diti diagrmnmi delle psove di resiuteiiza: ed un 
teorema di riduzioiie che iinplica la perfetta equivaleiiza analitica della teoria 
ordinaria colla teoria nieiio semplicista iii cui il conglomerato obbedisce alla 
legge di HOOKE (lion solo nella sollecitazioiie a compressione, ma anche) fino 
ad uii certo alluiigamerito uiiitario positivo, a pnrtire da1 quale la tensiorie 
uiiitaria si conserva costaiite. 

Si possono immagiiiare dei casi iiei q i d i  il presciridere dalla resisteiiza 
a trazioiie ne1 coiigloinerato risulta sfavorevole alla st:ibilitit: ove essi presen- 
tn.ssero un efiettivo iiiteresse pratico, il teorema di ridimione foriiirebbe il 
procediinento più coiiveiiieiite per i relativi calcoli di verifica e di progetto. 

1 titoli dei singoli iiumeri del preseiite paragrafo possoiio servire coine 
uii indice quasi completo. 

2. Costituzione e sollecitazione del sistema. - Sia C uii ciliiidro setto iii 

ceinento armnto (trave O pilastre): precisanieiite supponiaino C costituito per 
una parte, Cc, d a  materiale omogeiieo poco resisteiite a trazioiie (congloinerato) 
e per la parte residua, Ca, da uii':lrilîatura inetallica, piire oinogeiiea, risul- 
taiite da un certo numero d i  ciliiidri ogiiuiio dei qiinli nbbin in comune con C 
tanto la direzioiie delle generatiici qiianto l'altezzn. 

Dette 8, S' le due basi di C, rappreseiitereino con Sc, Sa le due regioni 
di S rispettivninerite spettanti a Cc e Ca, cioè Ecc s e o i w ~ e  t l d  conglomet~nto e 
la sezione d e l l ' w ~ ~ z n l u ~ - a  : con G, e G, i bmiceiitri di IC, ed Sa. II caso 
particolare delle niurature seinplici corrispoiiderit ad Sa - O. Non pi16 esclu- 
dersi clie l'asea pii~iii~ S sia molteplicemerite connessa O, pur esseiido seinpli- 
cenieiite coiinessa, non sia corivessa (travi a. T, etc.) : i i i  relazioiie a ci0 risulta 
conveiiieiite definire coine couto?+no col-retlo di S la curvn. piana convcssa s 
iiiviluppatn dalle tangeiiti ad S che noil tagliaiio S. Sempre per ;more di 
brevitA, coiiverr8 pure - i n  corrispondeiiza alla regioiie geiiei-ica oc d i  Sc e 
ad uii qualunque vnlore positivo del pnrriirietro v - adottare i l  siinbolo 
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per indici~re la superficie piana non oinoge~iea otteiiuta attribuendo a oc ed Sa 
densith rispettivainerite eguali ad 1 e v.  

La piii geiierale sollecit,zzioiie a pressoflessione del nostro cilindro corri- 
spoiide all'ipotesi che su S agisca uii sisteinsi. di forze superficiali B equiva- 
lente alla pressioiie normale P applicata iii uii certo punto O del piano di S 
- ce~ttl-o d i  p~*essione - ; su S' (O direttameiite, O per effetto di uii viiicolo 
opportiirio) sin distribuito uii sisteina di forze superficiali equivalente a - Z ; 
si;~no trxwurabili le forze di inassa e le forze ngenti sulla superficie laterale 
(anche se il vincolo di S' corrisponde ad uii iricastro). 

Per ridursi al caso della flessione senzplice basterk supporre P iiifinite- 
sinia ed O iiifinitainente loiitaiio, in modo perb che il monieiito risi~ltante 
di Z (rispetto ad un puiito qualuiique di S )  abbia un valore fiiiito e + O .  Le 
coiidiziorii che cnratterizzaiio il caso della p~.ess iom semplice saranno speci- 
ficate in appresso (V. n.' 3 e 7). 

Contrassegiieremo colla qualifica di sirnmetiaico il caso che Sc ed Sa a.b- 
biano in comune ii i i  asse di simmetria (ortogoiinle od obliqua) passante per 0: 
asse che evidentemente conterra tutti e tre i puiiti 0, G,, Ga. 

3. Ipotesi della teoria ordinaria. - Rappresentiamo con A il puiito gene- 
rico di C: con (x, y, Z )  una terna trirettangola di origine O nvente l'asse 
positivo z orientato come la normale interna. a C ;  con S, la  sezione normale 
generica del ciliiidro; con E, il coefficiente di dilatazioiie lineare nella dire- 

zioue z (') e con O,, o,, oz, T,, T,, T, le cnratteristiche del10 stress in A ; 
con E ~ , ,  ed E,,~,, i valori algebrici del massirno e del minitno assoluto di E, 

in tutto C ;  con k ,  il carico di sicurezza a compressioi-ie pel congloinerato; 
con kp e k t  i carichi di sicurezza dell'arniatura, rispettivamente a coinpres- 
sione ed a trazione. 

Con queste notazioni le ipotesi della teoria ordinaria, qunndo debbano 
essere espresse in forma precisa e coinpleta, possorio enunciarsi ne1 modo 
appresso iiidicato. 

A,) Indipendenza dello stvess dalla d i s t~~ ibuz ione  locale delle forze 
ngenti sulle bnsi (Postulato d i  Saint-Venant).  

Per la base S le coridizioni d'eqiiilibrio possono ideiitificarsi colle condi- 
ziorii d'equivalenza tra la forza - P a,pplicata in O ed il sistema delle forze 
interne applicate ai singoli eleinenti di 5 ' :  ed aiialogamente per S. 

(') Le altre caratteristiche del10 d r a i n  rimangono ignorate in tutta la teoria. 
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A,) ln tutto C 8 - cot~le nella p~~essofiessione d i  un cililldt-O elastico - 

A,) Pei-felta adel-enzn t i n  n ~ ~ r n n t u ~ * a  e conglon~e~.atci e conseructzioile 
delle sezioizi piane (Postulato d i  Bej.noulli). 

In tutto C i valori di E, sono gli stessi che si avrebbero ove nella defor- 
mazioiie del ciliiidro ogni S, ruotasse rigidaineiite di uii angolo infinitesirno 
proporzionale a z attorno ad uno stesso nsse 1 da scegliersi opportunanlente 
ne1 piano di S - nsse limite -. 

A,) ValMità della legge d i  Hooke nella sollecitnzio?ze delle avnlatuve. 
In Ca (qualuiique sia il segno di E,) 

con E, = cost. positiva = modulo di elasticith (normale) dell'armntura. 
A,) Condizioni d i  stnbilità per 1' a~.irzatu~-a 

b,) Validità della legge d i  Hooke nella sollecitazione n comp~.essioue 
del conglouzerato e sua assolula mnncanza d i  ?=esistenza a tmzione.  

In ogni puiito di Cc ove sia E, < O ,  

con E,,, = cost. positivit = nlodulo medio di elasticith (normale) del conglome- 
rato : meiitre iii ogni punto di Cc ove sia E, > 0, 

b,) Condiaione d i  stabilità pel conglomerato 

L a  denoininazione asse limite è forse preferibile ad altre in us0 per 
indicare la retta 1, anche pel fatto che spoiitaneamente viene suggerita da1 
teorerna enunciato a1 n.' 12 e diinostrato al  n." 33. 

Invece, data in geiierale uiia superficie piaria K (anche non omogeneaj 
ed un punto A del suo piano, niaiiterreino l a  denominazione classica asse 
m u t ? - o  d i  A 9.ispetto ( 1  K per iiidicare la. retta aiitipolnre di A rispetto al- 
1' ellisse centrale di IL 

Non è escluso che l'asse limite possa ridiirsi alla retta all'iiifiiiito del 
piano (x, y) (caso della pl-essionc semplice) e eorrispoiideiitenleiite l a  rotazioiie 
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degeneri in una traslazione. Ad ogni modo, se l'asse neutro di O rispetto ad 
r, Sc +-a Sa non taglia Sc, 1 coincide con tale asse neutro, l'intera sezioiie è 
En 

sollecitata a coinpressione, 1' ipotesi b,) rimane inav verti ta. E pure ben noto 
che se fosse perfettainente elastico anche il materiale costituente Cc [cioè, al 
posto di b,) si avesse o, = Erne, per ogni valore di e Z ]  rasse  limite non diffe- 

Ea rirebbe inai dall'asse neutro di O rispetto ad Sc -1- -- Sa : del resto tutto ci6 
Em 

risulterh dalle considerazioni del 11." 27. 

4. Ipotesi della teoria generale e relative notazioni. - Chiameremo teovia 
generale quella che risulta dalla sostituzione delle ipotesi b) colle segueiiti B). 

B,) Contportarnento del conglonzerato. 
In ogni punto di Cc B 

0, = 1 '[E,] 

ove 1 ,  rappresenta una funzione caratteristica del materiale - fu~zzione resi- 
stente -- che per e, + O ha selnpre il segrio di  e, ; per E ,  < di un certo va- 
lore E,> O h a  sempre derivata r' finita (< r',,,) e 2 ad una certa costante 
positiva rfmi,, ('); é continua anche per E ,  = E ,  e per E, > E, é costante ed 
eguale ad un certo valore T (2 0). 

B,) Condizione d i  stabilità pel conglowerato. 

In corrispondenza alle ipotesi suindicate sarb comodo introdurre subito 
le notazioni 

ed osservare che in corrispondenza ad ogni a, < O risulta 

- - 

Inoltre chiameremo funzione 9-esistente 1-idotla la funzione - p [ -  E,] 
rappresentata da1 diagramma della gs[c,] quarido, con una traslazione, ai primi- 

(') Da1 lato fisico non si guadagnerebbe nulla in generalità permettendo alla r di ten. 
dei- asintoticamente a r per EL=+ w : mentre la forma adottata ne1 testo rende piii agili 
aloune locuzioni e dimostrazioni. 

Annali d i  Matematica. Serie I V ,  Tomo V. 19 
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tivi assi coordinati (E,, 1')  si sostitui~cat~o gli assi (Ë,, 1') di origiiie (E,, 2)  : ci6 
che equivale a porre 

Evidentemente sark = O per Ëz > O : mentre per E, < 0, poneiido 

La funzione resistente ridotta non differisce dalla funzione resistente effet- 
tiva tutte le volte che si prescinda dalla resistenza a trazione del conglomerato. 

5. Casi particolari interessanti. - Le ipotesi B) si riducono alle b) non 
appena si supponga pf = cost. -- E,, z = O : ed offrono un larghissimo mar- 
gine per la  piu fedele rappresentazione dei risuliati delle prove di resistenza, 
perché non ritraggono neppure tutte le proprieth della 9- che sono suggerite 
dalle meno delicate esperienze. 

Cosi, su1 diagramma della funzione resistente di un qualunque coiiglome- 
rat0 (O muratura in genere) si constata che Ec sempre decresce al crescere 
di 1 E, 1 : in particolare che, posto 

ke Eo= lim Ec=rf[-O], k C = p [ e , ] ,  E s = - ,  
l ~ * l = O  Es 

[non solo sussiste la (l), ma anche] per - E, < E, < O è sempre 

Ne1 seguito useremo spesso anche le notazioni 

Per i materiali ordinari é 

inoltre z è sempre abbastanza piccolo in confronto a1 carico di rottura 
a compressione del conglomerato e la condizione d i  slabilità B,) assorbe 
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la 1" delle condiniovzi A,), perché m 11) non è mai 
kc 

molto discosto da 30 ( i ) .  

Per quanto la cosa non possa avere grande interesse pratico, non sarà 
superflu0 il rilevare che le ipotesi A), B) si adattano non soltanto alle rnura- 

ture semplici (,Ta c, O) ed ai materiali elastici 

anche (Sa r O, r = CO) ai m;~teriali che, coine la ghisa, resistono a trazione 
meno che a compressione, senza che si possa trattpxli coine mriteriali assolii- 
tamente privi di resistenza a trazione (Cfr. la nota al r i ."  23). 

Ne1 seguito avremo ripetiitnmente a riferirci, oltre che alla teoria ordi- 
naria, ai seguenti casi particolari della teoria generale. 

Teoria senzilineave : 

~ [ E , ] = - ~ [ I E , I ]  per E,<O, r[~,]= E0€, per O < E , < E ,  > 0, 
T[E,] = 7: = E,,E, per E, 2 E,. 

Teoria r idot ta : 

Teovia lineare : 

Y[E,] = Eo€, per - oc ( E, < E, > O, ?*[E,] = T = E0€, per E, 2 E,. 

Teovia elastica : 

r[~,]  = E,,E, per - rn < E, < + 00 .  

È evidente che la teoria ridotta e la teoria ordinaria rispettivaineiite si 
ricavitno dalla teoria generale e dalla teoria linenre presc inde~~do  dalla ?sesi- 
stenza a tl-azione (t = 0) : inentre la teoria semiliiieai'e 8 quella che, in rela- 
zione alla scarsezza ed incertezza di dati circa la resistenza a trazione dei 
conglomerati (e delle murature in genere) si presenta corne l'uiiica a cui ci 
si possa attgnere iii un qualunque concret0 apprezzamento quantitative sugli 
effetti della resistenza a trazione. 

Si noti che, posto 

(i) E un pa anche perchè, per o w i e  ragioni costruttive, l'arniatiira è sempre protetta 
da un certo strato di conglomerato. 
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iiella teoria semiliiieare [subordinatamente alla (G)] risulta 

tutte le volte che -- E, - E, II < 0. 

6. Condizioni d'equilibrio nella teoria generale. - Sin L il piede della 
perpendicolare condotta da O all'asse limite 1, (6, T )  ln xoppin ortogonnle di 
origirie 0, complnnare e coiigruente ad (x, y), aveiite il su0 asse positivo 5 
sovrapposto al raggio 01; ('). 

Ponendo 
X=lOLI,  

l' ipotesi As)  pub tradursi iiell' eguaglimza 

(4) E, = w ( j  - E), 

pur d'iiitendere che o sin una costante da scegliersi opportunamente. 
Invero, se per un moment0 si rappresenta con ,j il versore di y (che é 

parnllelo ad 1) l'ipotesi in questione eqiiivale ad ammettere che E, risulti Io 
stesso che si avrebbe ove 10 spostameiito del punto generico A di C fosse 
del tipo (?) 

- w ~ j  !\ LA. 

Ora ad un tale spostainento corrispondono secoiido la terna (5, q ;  z) le 
componenti 

U = - oz2, v = O, ?O = wz(6 - E) : 

onde per convincersi dell'nsserto basta ricordare che 

Da (4) ed A,), B,) segue che in tutto C 

iiaturnltnente la stessa 4) rende evideiite clie il cnso della pressioiie sen?- 
plice - X = oo - é cnratterizzato sin da o = O sin ddl'essere E ,  iiidipen- 
dente da  A.  

(i) O non pub appartcnwe ad 2 (Cfr. qiiesto stesso niinwro, i n  fine). 
(e) Con questa notazione risulta w 2 0  (Cfr. qiiesto stesso numero, in fine). 
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Iti conseguenza di A,) e (5), le equazioni indefinite della statica dei si- 
stemi coiitiiiui in assenza di forze di massa, cioè 

sono soddisfatte in tutto C indipendentemente da1 valore di w e dalla posizione 
di 2 :  al tempo stesso, per solo effetto di A,) restano soddisfatte le coiidizioiii 
ai liiniti su tutta la superficie laterale di C, e di Ca.  

Vu01 dire che - fznché si pvescinde dalle condizioni d i  stabilità - le 
condizioni d'equilibrio di C si riassumono in quelle che traducono la A,), 
cioé nelle tre equazioni 

ove 0, = Euw(S - E) oppure a, = ~*[w([ - X)] a seconda che A appartiene ad Sa 
O a d  Sc. 

Osserviamo subito che da  queste equazioni, pel solo fatto che in ogni punto 
di S la a, deve nvere il segno di 4 5  - X) = E,, necessariamente segue che : 

ln) iii S esiste sempre una regione 8 sollecitata a compressione (E, I O) ; 
2") z > o ;  
3") rispetto ad 1 la 8 giace dalla banda di O ;  
4") oz ) 0, cioé (noil esseridosi aiicora escluso il caso della pressione 

semplice) o 2 0. 

7. Prewione seniplice. - Sia ~p il numero positive definito dall' equazione 

GP il haricentro di $ + -- Sa, Nelia teoria litleare (e quiiidi anche iiella 
P [ E P ~  
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teoria ordiiiaria) G p  coincider8 col baricentro G di Sc + nS, : cos1 pure ne1 
cas0 delle murnture seinplici Gp non potrk differire da G = G,: invece in 
generale la posiziorie di GP dipeiider8 dalla grandezza di P. 

Il caso della, pressione semplice richiede la coiiicidenza di O con Gp.  
Invero basta supporre 

E, =  COS^. = - c, 

perché la (6 ) ,  fornisca c > O ,  e qulndi da (6) si& permesso dedurre 

Da (8)' e (7) segue 
C = Op, 

uib che indica che ilel c:tso della pressione seinplice in tutto C deve essere 
E,= - E P :  successivame~~te le (8), e (S), si identificai-io colle equazioni che 
esprimono 1' asserto. 

Ne1 seguito escluderemo il caso della pressione semplice suppoiiendo 
sempre O + Gr, w > O : ed iiitenderemo che si sin disposto dell' arbitrarietk 
dell'orientaineiito deli'asse positivo r; faceiidolo coiiicidere col raggio OGp.  

Evidentemente iiel caso simmetrico 1' asse di simmetria non potrh diffe- 
rire da x. 

8. Eniinciato del teorema d'esistenza ed unicità. - Sia ( 5 , ,  yi) la coppia 
ortogoiiale di origine 0, complnii~re e coiigriierite ad (x, y), definita da1 va- 
lore i dell' anonialia del suo asse positivo Si rispetto ad (x, y) (') : i i i  inodo 
che, ponendo 

x = p cos 8, y = p siii 9 ( p r o ;  -x<$<x), 
si abbia 

(9) <i=pcos(9-i) ,  q ,=ps in (9- i ) .  

Indichiamo con 3 i l  valore di i pel ragg-io OL (?). 1 due parainetri X, 3 
bastano ad iiidividuare la posizioiie di 1 ne1 piano di S :  e col coiicorso di o 

(i) È sottintesa la condizione consueta - x 5 i < n. 
(2) Onde = 17 = '73. 
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perfettn.ineiite caratterizzaiio 10 stress di C. Anzi, se - i i i  corrispoiidenzn a 
valori qualunque delle tre variabili i7 q, 6 - poiiiamo 

le condizioni d'equilibrio di C si riducoiio a 

Ne1 5 2 dimostreremo il Teo~-e.rncc d'esiutem,,rcr, etl vcnicità. Escluso i l  
caso delle nluf.ntzc~-e semplici (Sa G 0, T quantità fiizita), quctlunque sin l n  
posizioue d i  O m l  pitwo d i  S e Zn g~ .andezza  d i  P ,  i l  sistema (S) ne21e 
tve imogni te  3, o, X  ammet te  u n a  ed u n a  solrr. soluzione che soddisp nlle 
cond i z ioni  

(@) - n < J < x ,  @ > O ,  X > O .  

Nello stabilire questo teorema sarii anche diinostrato che 

Ne1 caso delle murature semplici il teorema orn enunciato - insienle a 
tutte le conclusioni della Memoria - sussiste ancora, corne subito precise- 
remo ( ' ) ,  subordinatainente ad uii ben prevedibile vincolo per la posizione 
di O (vincolo che, per ~ = 0 ,  si riduce a l  dover essere O interno ad s). 

9. Nello stabilire i l  teerema d'esistenza ed unicith si dimostra (cfr. n.' 19 
e 26) che, pensarido fissato il carico P ed invece disponibile la posizione del 

n n: 
ceritro di pressioiie, per tutti i valori di i tra - - e - - e soltanto per essi - 

2 2 
esiste una sollecitazione Li del nostro ciliridro che sirnultaneamente soddisfa 
alle due condizioni : 

1") che il suo centro di pressione O, appartenga alla retta q i ;  
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27 che il suo asse limite Ji sia norinale ed incidente all'ztsse posi- 
tivo 5,. 

Al tempo stesso si dimostra che per ogiiuao dei considerati valori di i tale 
sollecitazione è unica: e che E ,  si piib anche iiiterpretare come l'asse limite 
corrispondente al caso i n  cui, lasciando il centro di pressione i n  O, si tra- 
sformi S in una sezione Si simmetrica rispetto alla retta Si ,  imprimerido alle 
singole striscie irifinitesime di Sa e di Sc parallele ad y i  uiia coiiveriiente tra- 
slazione nella direzione qi. 

La semplice infinità di punti 0; è proprio quella che nella teoria ordi- 
naria viene presa i n  esame dai teciiici per la riduzioue del problenla da1 
cas0 generale al caso simmetrico (Cfr. IL" 27). 

La diinostrazioqe del teorema di esistenza ed unicith si completa stabi- 
Tt n: 

lendo che al variare di i da - - a il punto 0; descrive uila curva chiusa c, 
2 2 

partendo dalla posizione G p  e ritornandovi dopo essersi sovrapposto una 
ed uiia sola volta ad O (per i = 3) : la tangente iii O alla c risulta parallela 
all'asse limite, etc. (Cfr. n." 26). 

10. Il teorema di riduzione ('). - Vogliamo subito mettere in evidenza 
che da1 lnto analitico ln teoria genernle è perfettamente equivaleute alla 
teoria ridotta - in particolare, la teoria lineare é perfettamente equivaleiite 
alla teoria ordinarin -. 

Sin G, il bariceiitro di Sc + h$ Sa. Nella leoria semilineare (in partico- 

lare, nella teoria lineare) sarà E,E,= n7 e G, coinciderit col baricentro G 
di Sc + nS,: cosi pure iiel caso delle murature semplici G, non potrh diffe- 
rire da G = Ge. 

Chiamiamo carico jaidotto il vettore P orientato corne P, di grandezza 

cent?*o d i  pl-essione g-idotto il baricentro 3 dei due punti O e G, rispettiva- 
mente caricati dei pesi P ed E,o,Sa ++Sc : asse l imite  9-idolto la retta 7 del 
piano di S (parallela ad 1 e situata rispetto ad 1 dalla banda opposta di O) 
d' equazione 

(') Si esclude il caso S n  O, r = m. (Cf+. n.O 5). 
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Faceildo iiitervenire anche la funzione resistente ridotta, il sistema (5) si 
pu0 scrivere 

ovvero (ricordando la definizione di O e coinbiiiaiido la 2" e 3" equazione 
colla la) 

ed anche, rappressntando con (3, '13) la coppia di assi in cui si trasporta 
- 

(Sa ,  y%) per la tritslazione 00 e con X il valore di Ea coniune a tutti i punti 

- 
Vu01 dire che 3, w, X rendono soddisfatto il sistema che si ricava da (S) 

sostituendo funzione resistente, carico e centro di pressione effettivi coi corri- 
spondenti elementi ridotti: e soddisfano anche a tutte le ((2) perché, subordi- 

- 
natamente all'essere w > O, delle (11) stesse si pub trarre X > O (Cfr. n." 6, 
in fine). 

Antaali di Matsmatica, Serie IV, Tomo V. 13 
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Le precedenti osservazioni si riassumono ne1 seguente 
Yetwernn d i  gaiduxione. - Assegnati P ed O, la detemzinnzione del10 

stress pub senlpve ere t tunrs i  1-ifel-endosi alla teoria vidotta invece che alla 
- - 

teoria genep-ale: bpsta sostituire P, O con P, O e simultanea.mente assumere 
corne funzione resistente la funzione jBesistente ?+dotta. 

Applicando il teorema di riduzione, 1 resta sostituito da  & E, dn Ë, = E, - E,, 

a, da 
- 

us=5s - z ... S c ,  
- 

az = rsZ - E a ~ ,  ... S a :  

onde le condizioni di stabilità assunioiio la forma 

La teoria ridotta delle murature semplici esclude l'equilibrio di C se il 
centro di pressione é esterno al contorno corretto di S (0; invece nello stabi- 
lire il teorema d'esistenza ed unicith si dimostra (V. n." 23) che se il centro 
di  pressione é interno ad s la  stessa teoria (ed anche la  corrispondente teoria 
generale) fornisce una ed uiia sola espressione per 10 stress. Riferendoci alla 
teoria generale delle murature semplici e supponendo O esterno a d  s, indi- 
chiamo con 1 il punto comune ad s ed al segment0 OG = OG,. Il centro di 
pressione ridotto O sarA iriterno ad s allora ed allora soltanto che sia ' 

'In base a l  teorema di riduzione (ed al fatto che se O è interno ad s, O è 

senz'altro interno ad s )  la (bm) dCt la condizioiie necessaria e sufficiente per 
Yesistenza ed unicità della soluzione del sistelna (S)-(@) nella teoritt, generale 
delle murature semplici. 

11. Un teorema di  massimo nella teoria lineare. - Ne1 corso della dimo- 
strazione del teorema d'esistenza ed unicit8, si stabilisce una certa relazioiie 

( 4 )  Infatti il centro di un sistema di foize parallele e concordi applicate ad S necessa- . 
riamente & interno ad S. 
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che ne1 caso particolare della teoria ordinaria mette in evidenia come t r a  
tutte le sollecitazioni Li la 2 3  (cioé la sollecilaAone effetttva) è quella cu i  
corrisponde la innssima p~.essione uni tar ia  in O. 

Ma, sempre restando ne1 campo della teoria ordinaria, per ognuna delle 
sollecitazioni Li il vdore della pressione uriitaria in O risulta proporzionale 
a1 lavoro di deformazione. Onde resta stabilito un teorema che ricorda ( l )  il 
celebre teorema di MENARREA riella statica elastica : 

Tva  tutte le sollecitazioni L, è la sollecitaoione e f e t t i v a  quella cu i  
cor~isponde  i l  massimo 1avo1.0 d i  deformazione. 

Il teorema di riduzioiie permette l'immediata generalizzazione dei prece- 
denti teoremi dalla teoria ordinaria alla teoria lineare. 

12. L'asse limite come limite dell'asse neutro. - Nella teoria ordinaria 
si haiino, come e noto, var1 procedimenti grafici per la determinazione del- 
l'asse limite di una sezione qualunque, comunque sollecitata. Un procedimento 
specialmeiite adatto pel calcolo numerico risulta da1 teorerna che ora enuiicio 
riferendomi a l  caso simmetrico. 

E'z Sia ni l'asse neutro di O rispetto a d  ,Sc + -- 8,. Se n, non taglia Se, 
E m  

notoriamente 2 coincide con n,. Ponendoci ne1 caso contrario, rappresentiamo 
con gB, ci6 che resta di Sc quando se ne soppritna tutta la regione situata 
rispetto ad n, dalla banda opposta, di O :  e sia 22,  l 'asse neutro di O rispetto 

Si dimostra (V. n." 33) che n, taglia SB, e dopo questo,.pensando costruita 
con procedimento ricorrente tutta la successioiie di assi rieutri ni ,  n,, ..., n,, ... 
si riconosce che al crescere indefinito di s l'asse neutro n, va costantemente 
(ma non indefinitamente) npprossimandosi ad O : da1 che si ricava che esiste 
per esso una posizione limite la  quale non differisce dall'asse limite 1 della 
sezione inizialmente assegnata. 

Naturttlmente, quarido si voglia eliminare i l  passaggio al limite e ci si 
acconteriti di conoscere una sottile striscia nella quale sia compreso l'asse 
limite, i l  procedirnento ora indicato si pub ridurre alla costruzioiie di un certo 
numero d' assi neutri. 

(,) Ij'analogia è piiramente formale. Ne1 teorema di MENABREA si considerano infiniti 
valori di un certo integrale in corrispondenza ad un'unica sollecitaaione attiva : qui invece 
si prendono in esarne ai sollecitazioni, le Zi,  a ciascuna delle quali viene coordinat0 il solo 
valore del corrispondente lavoro di defoi-maeione effettivo. 
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13. Teoria ordinaria e teoria elastica : un apparente paradosso. - 11 
teorema del nuinero precedente implica che - ove  2 noii coiiicida con n, - 
O giace rispetto ad E dalla. banda opposta di 12 ,  : cioè, En sostituzione della 
teovia elastica allu teo?,icc o~.dinnf*ia  (a pitvità d i  O,  P, S,, S,, E,, E,) 
nllontana l'asse limite dnE centro d i  pîessio~&e ('). 

La stessa sostituzione (V. il." 35) i.i,lpiccolisce il massimo della timzione 
unita?-ia nell' arr~aatura : favorendo cosi il verificsrsi della seconda coiidizioiie 
di stabilith A,). Onde resta messo iii evidenza che pel ceinento armnto l'ado- 
zione sistematica della teoria elastica, non solo darebbe luogo ad uii' appros- 
simiwione molto piu grossolana di quella inerente alla teoria ordinaria, m s  
sarebbe pure da, ritenersi nociva alla stabilith. 

Lo stesso pu6 dirsi pet- le murature semplici perché (indipendeiltemente 
dall'essere Sa+O) si stnbilisca (V. n." 36) che se O è intelvzo ad s, la sosti- 
tuzione della teoria elastica alla teoria o?*din,wia (nonostaiite cht: allontani 
17asse limite da1 centro di pressione) impiccolisce i l  massirno 63 della pves- 
sione unita?-ia ne2 conglonze?,ato. 

Invece (per Sa+O) se O 6 esterno ad s pub darsi che il valore di (5 

fornito dalla teoria ordinaria risulti ininore di qiiello fornito dalla teoria ela- 
stica e d  anche dalla teoria lineare: cioè, si possono immsgiiiare dei casi 
(V. ii." 36) nei quali il prescindere dalla resistenza :L trazioiie iiel conglome- 
rato risulta sfavorevole alla stabilith. 

Questa conclusione perde ogni appareriza di paradosso quaiido si rifletta 
che l'ipotesi di assoliitit mancanza di resisteiizn a kazioiie ne1 conglomerato 
porta ad  equilibrare il carico P con un sistema di sforzi paralleli che ne1 
conglomernto hanno tut t i  il senso della 101.0 risultante. 

14. Primo teorema d i  confronto: O interno ad a. - Stabilito il teorema 
generale d'esistenza ed  uiiicità, noii ho affatto pensato a riaavare dalla sua 
diniostrazione un esatto procedimeiito di calcolo pcr le t re  incognite o, X, 3 
e per i coiisegueriti vnlori dei inassimi di tensione da  introdurre nelle condi- 
zioiij di stabilitk. ,Un tale procediineiito siireblne risultato troppo coinplesso per 
una qualuiique applicazioiie alla tecnica: ed anche dit1 lato puraniente teorico 
la  sua complessitA sii.i.ebbe apparsa iiigiustificatn in causa del neccssario inter- 
verito d i  un'espressioiie esatta per ambedue le funzioni sperimeiitali p e t .  Ho 
quiiidi preferito cercare se e ra  possibile ottcnere coiidizioni sufficienti per il 

(i) Questo risultato pub essere esteso al confronto della teoria generale colla teoria 
ordinaria. [V. n.' 39, (83) e n.' 42, (96)]. 
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verificarsi delle condizioiii di stabilith in riguardo alla teoria geiierale, col 
semplice uso della teoria ordinaria riferita, rioii ni dati effettivi della questione, 
ma a dati ausiliaii; precisamente a dati ausiliari ricavati dni dati effettivi con 
qualche semplice correzioiie che lion facesse intervenire altro che elementi 
facilmeiite e sicurameiite deducibili dai diagrammi delle prove di resistenza. 

Naturalmeiite in uiia simile ricerca mi sono limitato al caso simiiietrico, 
che da1 lato teorico è forse il solo che interessi e del resto è seiiipre qiiello 
cui in ultima aiialisi ci si trova ricondotti partendo da1 caso geiierale; ed 
ho anche potuto valerrni sistematicamente della (G), proprieta comune a tutti 
i materinli ordinari, e noii preoccuparmi affatto della prima delle condizioiii 
di stabilita A,) (Cfr. 11." 5). 

1 risultati si predentniio in forma notevolmente diversa n seconda che il 
centro di pressione è iiiterno oppiire esterno ad S. Per le inurature semplici 
è solo il primo caso che iuteressn: invece pel ceinento armato è specialmerite 
il secoiido, in quaiito include il caso della flessioiie semplice. 

Supposto O interiio ad s ed S simmetrica rispetto all'asse O G p ,  sia S* 
la sezioiie in cui si trasforina la sezioiie effettiva quando - sema, distruggeriie 

E 
la simmetria rispetto ad O G p  - si accorcino ne1 rapporto p = 2 tutte le 

EO 
corde della sezione del conglomerato parallele ad y e corrispondenti a valori 
iiegativi di x (cioè, situate rispetto ad O dalla banda opposta di GP) ('). Chia- 
miam; problema ausiliare quel10 che corrisponde all' applicazione della teoria 
ordirinrin alla sezione S* sollecitatn in O da1 solito carico P, ove si assuma 
E, =?-'[- O] = E, e si sostituisca kt con pk,: lasciarido naturalmente la deno- 
rninazione di problema effettivo all'applicazio~le della teoria gerierale alla se- 
zione e sollecitazione effettiva. 

Sussiste allora il 
P r i m o  t e w e m n  d i  confr*o)tto: O irrtevno atZ S. - Basta che siano 

soddisfutte le condizioni d i  stubilila ne1 pl-oblenza ausilia?.e, perchè lo stesso 
si vel-ifichi nel p ~ o b l e n m  r f e l t i v o .  

Le correzioni che interveiigono in qiiesto teoreina noii fanno uso di alcun 
clemeiito relativo ~il ' iiicerto diagranima delle t, ma si servono solo del rap- 
porto p ,  di cui é facile iicava,re da.lle prove di resistenza un valore molto 
approssirimto, O alineno uii buon limite inferiore, che serve egualineiite per 
10 scopo voluto. La stessa correzione è di ta1 forma che si adatta non solo 
alle verifiche di stabilith, ma anche ai calcoli di progetto. 

(*) Nella teoria lineare S* non differisce da S. 
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15. Secondo teorema di confronta: O esterno ad S. - Abbiamo gih avver- 
tito (Cfr. n." 13, in fiiie) cEie quando il ceiitro di pressione è esteriio al con- 
torno corretto di S non sempre il presciiiderc dalla resisteiiza n trnzione del 
conglomerato risulta favorevole alla stabilità. Quarido O è esterno ad s non 
si pub dunque pretendere di stabilire un teorenia di coiifronto che ricoriduca 
in  ogni caso le verifiche di stabilith d e l h  teoria gerierale nell'ambito della 
teoria ordinaria, seiiza alcuii iiitervento della resistcnza a trazione del con- 
glomerato. 

D'altro canto basta apportare ad O, P, k,, kt ed alla funzione resistente 
le semplici correzioni specificate a1 II.' 10 perche la teoria generale resti auto- 
maticamente sostituita dalla teoria ridotta ('). 

Sembra dunque perfettamente soddisfacentc segiiare il termine della iiostra 
ricerca col seguen te 

Secoudo teoresnu d.2 confronlo: O estemwo cccl S .  - Basta che la 
P 

sezione S sollecitata iu  O dicl carico - sia stabile in ~-iguagdo alla teol-ia 
P 

ol-dinal-ia (ove s i  assuma E, = E,) pe~xlzè 10 slesso s i  ue~i f ichi  peg* la sezione 
e sollecitazione eptèttiva in ~ i g u a v d o  alla teolsin 9-idottn. 

9 2. II teorema d'esistenza ed unicifà. 

16. I n  corrispondeiiza a vdori  qualunque delle tre variabili i, q, 6 poniaino 

rilevando subito che se la rettn h (del piano (xy)) d' equaziorie q(& - 6) = E, 

taglia Sc, la s.' 8 discoiitinua in 8,: in quailto allora h divide Se in due re- 
gioni, in una delle quali 1.' 2 T',~,, > 0, meiitre nell'altra g.' r O. Noilostante 
cib, l'incondizionata continuitA della fuiiaioiie resistente permette seiupre di 
derivare le (10) coine se la 7.' non prese'ritasse alcui-ia singolarith. ~recisamente, 
derivaiido (10) rispetto a q e coiifroiitando il risiiltato otteiioto con (12,), si trova 
subito 

(') Partendo dalla teoria semilincare (Cfr. n.' 6) alla (6) yicne a coriispendere la (G). 
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17. Assuinendo 

risulta 

Ne segue che la forma quadratica nelle tre variabili x,, xi, x,, 

è definita (') positiva: e cib basta per affermare ehe, oltre alla diseguaglinnza 
evidente 

(16) f a , ,  3 0 

ed alla diseguaglianza di SCHWARZ 

f o , o  f , , a  A , = /  f i , ,  f 2 . 0  j>0, 

18. ApparirLt maiiifesto che (16), (17), (18) devono intervenire in modo . 

essenziale nella dimostrazione del teorema d' esistenza ed unicita, non appena 

sussiste anche l' altra 

(1) Se 8-0, k è identicamente niilla i n  S tutte le volte che i n  ogni punto di S è 
q(gi - 8) 2 E~ : ma risulta del tutto siiperfluo il preoccuparsi d i  iina tale eventiialit& [Cfr. 
n." 20, (26)l. 

(18) A,= 
f o , ,  f , , o  f 0 , i  

fi., f 2 , O  f i . ,  

f,,, f,,, f,,, 
> O -  
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si rilevi che da (13), (14), (15) segue 

ed anche 

onde basta che sia q > O ed 3,, ,, 3,, , abbiamo valori nulli (O conveniente- 
mente prossimi a zero) perchè risulti '3 < 0. 

Ma non si pub ricavare da questa osservazione uiia dimostrazione imme- 
diata, se pure non perfettamente rigorosa, del teorema di esistenza ed unicith: 
perchè in ambedue i casi in cui la risoluzioiie del sistema (5) si effettua a 
vista (cioè qunndo P= O e quando O = Gp) risulta o = O, CD = 0. 

19. Pensiamo fissato il valore di i e consideriamo il sistema in q, 6 

Basandoci sulle (16) e (l?), ricorrendo anche direttamerite alle proprieth 
della 1- specificate sotto Bi) ed approfittando del fatto che la convenzione 

'IF 'IC 
= O, X G ~  > O  d& luogo a ( S i ) ( t ,  > O quando e soltanto quando - < i < - 

2 2 ' 
dimostreremo che (conformeinente a quanto abbiamo affermato a l  n." 9) sus- 
siste il seguente 

Lemma. - Se i non è interno all'intervallo (- :, i) il sisterna (20) non 

ammette alcuna soluzione; ilel caso opposto 10 stesso sisteina ammette una 
ed una sola solizione 

q=0 ,>0 ,  6 = E , ,  

la quale gode delle proprieth seguenti 

liin O, = O  
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Successivamente, per ogni valore di i iiitarno a (- i, il, porremo 

men tre 

Questi risultati implicnno l' esistenza [ eiitro ( - IT S ,  31 di una ed unn sola 

radice dell' equazione mi = O e quindi corrispondono ad una simultanea dimo- 
strazione della (3) e del teoreina d'esistenza ed unicith: perché il Lemma 
garaiitisce che è perfettamente legittimo sostituire le (5)  e ((9) con 

20. Inlroduciamo le notazioni - a,, Pi per rappresentare i valori algebrici 
del minirno e del massinio di ci nell'intera S: per ogni valore di i interno a 

sL 2, i] pi risulterh positivo e 10 stesso accndrii di ai ove O non sia esterno 

ad S. 
Attribuito a q uli valore positivo (e pensando i comunque fissato) pren- 

diamo in esaine l'equazioiie in 6, 

(25) P = a,, di, q, 8,)- 

Basta aver presenti le proprieth specificate per la  funzione resistente 
sotto Bi) per riconoscere che (per opni valore positivo di q) 

onde ricordando la (19), si pub asserire che per ogiii valore positivo di q la (25) 
ammette uiia ed una sola radice 6, la, quale soddisfa seinpre alla condizioiie 
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Anzi da (25) si ricava 

Successivameiite dalla stessa (25) si trae 

Osserveremo infine che derivando (25) rispetto a q si ottiene [Cfr. (13) e (15)] 

a 3 0 9 0  + -- dsq a303 - O = Zqfo,  Ji, cl, Eq) - f, , di, cl, b) + - d b  qfo, a(i, * Y  4J- =(an),=, del ( as ),, d q 

Piti concisamente scriveremo 

21. Sempre pensaildo i arbitrariainente fissato, consideriamo la furizione 
della variabile q 

(30) 5(4) = ai, o(i, 4, 84). 

Procedendo corne alla fine del numero precedente si trova 

e successivamente [Cfr. (29) e (17)] 

d 

D'altra parte da (30) e (27) segue 

onde basta aver presenti la definizione di Gp e la conveiizioiie in base alla 
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A. SIGNORINI: Salla pressoflessiolze del cemento armato 107 

quale si é fissato l'orientamento dell'asse positivo x, per riconoscere che 

Tt 7C 
e Rsulta positivo qunndo e soltanto quando i è interno all'iiilervallo (---2, ) .  

Dopo questo la (31) rende evidente che:  

1"j se i non é interrio rt (- :, i) il sisteina (20) non ammette alouna 

soluzione ; 

2") se i é interno a (- z ,  g) ln condisione 

5, = lim 5(qj < O 
g=ca 

è necessaria e sufficiente affilichè l'equazione G ( q ) =  O ammetta una ed una 
sola radice positiva wi e siinultaneamente il sistemw (20) ammetta una ed 
una sola soluzione 

n 
q = mi > O, a, = [6,]p=rui. 

98. Sia la regione di Sc compresn tra le rette 51 = - a i ,  = 6; Z i , s  
la regione residua di Sc ('). Rappresentiamo con C i , $ ,  con C i ,  con ,4, il mo- 
mento d'irierzia di g i , s ,  di Sc, di Sa rispetto a1 p > o p . i o  asse baricentrale 
parallelo a Si : e con cm,, , Cmin , AWi,,  , Snzilz rispettivamen te il miiiimo valore 

7C 71; 

assunto da Ci , ,  , C i ,  A, e dell' area Si,, al variare di i da - - a - Inoltre 
2 2 '  

teniamo yresente che assumendo 

risul ta 

e, per un niomento, poiiiamo 

(') Naturalmente si deve intendere 33,g =3, Si, ssO se 6 < - ai, Di, 6=Sc se 6 > pi, etc. 
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L'applicazione ripetuta di un celebre teorema di EULERO dA 

D' altra, parte, esseiido in generale 

ci6 che implica che per tutti i valori di q pei quali è Q(q) > O deve essere 
6, > O. 

Si pu6 dunque affermare che per gli stessi valori di q 

Successivamente la (31) porta a coiicludere che, indipendentemente da1 
valore di i, fin quando è @(q) > O é pure 

23 ('). L a  (37) rende evidente che la ( 3 3 )  è soddisfrttta per ogni valore 
n n 

di i tra -- e - tanto iiel caso del cemeiito armato (S ,+O)  quanto in quel10 
2 2 

delle murature senîplici se O è interiio ad s [perché la condizione che O sia 
interiio ad  s equivale all'essere ai ad una certa costniite positiva per ogni 
valore di i e quindi ha come necessaria coiiseguenza 3,,,, > O, crni,, > O]. 

( 1 )  l i e  conclusioni di questo numero si applicano anche al easo Sa =O, r = ce (Cfr. n.O 5) 
perchè riprendendo le considerasioni del niimero precedente si riconosce subito clle nelle (34, 
(36) si possono sostituiro Si, s,, Ci, s,, Si,, Ci,, rispettivamente con Sc, Ci, Sc, Ci ,  arrivando 

0% alla conclusione che T',,,,, - < - rr?,,,i, C,,i,, . 
& 
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Inoltre, sia nell' uno che nell'altro caso, esseiido (Cfr. (32)) 

lim 63, = O, 
'X 

i = ' ~ ~  

la (37) rigorosamente fornisce 

Pl), lim w, = O : 
+-n -+z 

dopodichè ln semplice ripetizione delle consideraeioni usate per stabilire (27) 
e (28) porta a (21),, ci06 al termine della dimostrazione del Lernma [perche (21), 
è evidente conseguenza di g(q) < PB,]. 

24. Iniziamo Io studio del comportamento della funzione '?Xi. 
7t 

Evidentemente per i = =j= - è y,  = + x. Quindi da (22) - in base a (21), , 
2 

(21), ed alla definieione di GP - segue 

Richiamando ancora (21), si conclude 

25. Per provare la  (23) deriviamo rispetto ad i tutte e tre le equazioni 

i p = aO, Ui? '3i) 

(39) i 0 = 3,. o(i, mi, a 
r 

%* = 30, ,(i, mi, ai). 

Ricorrendo a (13), (14), (15) [e tenendo conto delle stesse (39)] si trova, 
con evidente significato dei simboli, 
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d ( q z i )  ciut 
Risolvendo le prime due di queste equazioni rispetto a -- e -- 

di di ' 
si ottiene 

rnentre dali'intero sistema risulta 

(42) 

per 

(43) 

Basta allora osservare che 

concludere [Cfr. (42) e (41)J 

Quest7 equazione rende evidente la (23) non appena si ripensi a (17) e (18). 
Il teorema d' esistenza ed unicith resta cosi completamente dimostrato. 

26. Sin 1, la retta d7 equazione Si = Zi ed ai(&) [ovvero c&)] la somma 
delle lunghezze dei segmenti eventunlinerite coinuni ad Sa (ovvero ad Se) ed 
alla retta normale all'asse Si ne1 punto di ascissa 5, ('). 

Dimostrato il teorema d'esiuteiiza ed unicitk, i'osservaziorie filiale del n." 7 
- combinata col fatto che nelle (S), ed (S), rion figura la - permette di 

affern~are che l t  6 la posizione assunta dall'asse limite quando - lasciando 
invariati il carico, il centro di pressione, la ai(Q e la  c&) - si trasformi 
la S in una sezione Si simmetricn rispetto all'asse E , .  

Un7,zltra sernplice proprieth degli assi li pub mettersi in evidenza faceiido 

corrispondere a1 valore generico di i in ( -  ) il piirito O, di eoordinate 

(L) Ciù che implica a&) = O ,  ci([,) = O non appena sia [i < - x i  oppure Ez > Bi - 
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Si = O, yi - H(i), dove 

Invero, chiamando (Yi, y',) la coppia ortogonale in cui si trasporta (Si, qi)  
per effetto della traslazione O- Oi, si ha 

Ci = Si, y'i = qi - H(i) : 

e, tenuto conto di (22), (20), e (IO), la (44) pub scriversi 

Vu01 dire che Z, rappresenta la posizione dell'asse limite nella sollecita- 
zione Li del cilindro C, corrispondente al solito carico P, ma al centro di 
pressione Oi . 

Risultando H ( i )  = O  allora ed allora soltanto che i = 3 ed avendosi [Cfr. (38)] 

7C n 
al variare di i da - - a - il punto O, partira dalla posizione G p  per ritor- 

2 2 
narvi dopo essersi sovrapposto ad O una ed una sola volta (per i = 3). Ri- 
spetto alla curva c luogo di Oi, la retta y, - in quanto congiunge O con Oi - 
rappresenta la generica secante per 0 : onde la tangente in O alla c (coincide 
colla retta ?a, ciob) é parallela all'asse limite. \ 

Restano cos1 giustificate tutte le affermazioni del n." 9. 
La curva c gode di altre proprieth interessanti. Ad es. si pub stabilire 

che la sua tangente in G p  13 ortogonale alla retta O G p  allora ed allora soltanto 

K a  che questa, coincide con uno degli assi priricipali d'inerzia di Sc + - 
 pl 

sa 
rispetto ad 0, ecc. 

5 -3. Teoremi della teoria lineare. 

27. Il teorema di riduzione (n." 10) stabilisce una perfetta equivalenza 
analitica tra la teoria ordinaria e la teoria lineare: motivo per cui nelle dimo- 
strazioni e negli enunciati di questo paragrafo ci atterrerno alla teoria ordi- 
naria, con tutto vantaggio della semplicith. 
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Passando dalla teoria generale alla teoria ordinaria [p = - E,E,, t r O ]  
il sistema (S) si riduce alla forma (') 

7 

si riduce cioé ad un sistema di due equazioni per le due incognite (') 3, a. 
Posto 6 = C: - 5 = distanza del punto generico di S da Z, le ultime due 

equazioni esprimorio che O coincide col centro del sisterna di forze-momeriti 

E a  Ea statici (3)  6dSc, 6 -- dSa applicate ai singoli elementi di 3gSx +.--Sa: ne ri- 
Em Euh 

Ea sulta notoriamente l'identità di 1 coll'asse neutro di O rispetto a 3~~~ -+-Sa 
En, 

Ea che non differisce da Sc +--Sa se 1 non taglia Sc 
Em 

In particolare resta stabilito che li coincide sempre coll'asse rieutro di Oi 

Ea rispetto a 34s ,  t -Sa : e sirnultaneamente (Cfr. n." 26) che li rappresenta 
E m  

anche l'asse neutro di O rispetto alla superficie non omogenea (simmetrica 

Ea rispetto a Si) ottenuta attribuendo densità rispettivamente eguali ad 1 ed --, 
Em 

alle due regioni di Si che (nella trasformazione di S in Si) rispettivamente 
corrispondono a ed Sa. 

(') Nella teoria elastica varrebbero ancora le (45) purchè si identificasse con Sc; 

Ea donde deriverebbe l'identità di I coll'asse neutro di O rispetto ad Sc + -Sa. 
En, 

(2) La stessa circostanza semplificativa si  presenterebbe nella teoria delle mnrature 
semplici assumendo t = O, p proporeionale ad iina qiialunque potenza di 1 E Z  1 (corne, ad es., 
quando si adotta la legge di BACH). 

(3) Cfr. ad es. Gurur, Lezioni su l l a  Scienza delle Costruzioni ,  vol. 1 (Sa edie., Torino, 1917) 
pag. 112 e segg. 
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28. Nella teoria ordinaria le equnüioni che definiscoiio wi,  Es (Cfr. 11." 19) 
possono scriversi 

(46) 
P = w i  1 f*003, - f",, \ 
O = f*iO%i - f e Z 0  

COI1 

Simultarieainente si ha [Cfr. (22)] 

(48) mi = m i  1 f e o , , S i -  f * , , ,  \ : 
7c 

mentre da  (46), risultn naturalmente, per  - - < i < - 
2 . ") 2 

Combinando (48) con (49): si ottiene 

ci6 che permette di dedurre da  (41), che 

in particolare [Cfr. (17) e (49),] che eiitro h a  sempre il 

segno di 92,. 
D'al tra  parte, per  i'nttuale X i ,  (OJO 11011 differisce d a  (E, ) ,  = - altro 

che per  un fattore costante ( i ) .  

Si pua dunque concludere che : 
u Tra  tutte le' sollecitnzioni 2, la sol leci tazi~ne effettiva (cioé L3) B carat- 

terizzata da1 fatto che rende massiina ln pressione unitaria in O (2). 

(') Non val la pena d'insistere su1 fatto che O pub non apputenere ad S. 
(2) Invece in generale Eg non dà il minimo di &. Perchè cib si verifichi è necessario 

Ea che uno dogli assi centrali di P3 + - Sa passi per O :  condiaione che nella teoria elastica - En, 

si riduce all'appartenenaa di O ad iino dogli assi centrdi di &+ '5 Su. 
Em 

Annali di Matrmatica, Serie IV, Tomo V. 15 
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29. Riferendosi a 2,  (ed all'unita di lunghezza del nostro ciliiidro) poniarno 

1 2, = - ~ C , ~ J S ,  + a k z D z d ~ ,  = Iavoro di deforrnazione. 
2 ,  
3i, 8, 

Avremo [Cfr. (47)] 

ed infine [Cfr. (46)] 

Il teorerna or ora dimostrato si pub dunque enunciare anche nella forma 
segueii te : 

a tra tutte le 'sollecitazioiii Zi, la sollecitazione effettiva & caratterizzata 
da1 fatto che rende ntassimo il lavoro di deformazione B. 

30. Volerido approfondire l a  trattazione del caso siinmetrico, conviene 
introdurre le  notazioni sempiificative 88 = 80,87 C ( X )  r c,(!,), a ( x )  = ao(go) 
(V. n.' 22 e 26) ed anche le seguenti - in  corrispondenza ad  ogni valore 
positivo del parametro v e deli'intero 1 ,  -: 

mo(O, v ) ,  m,(8, Y ) ,  rn,(8, v )  vengono cos1 a rappresentare rispettivamente l'area, 
il mornento stntico ed il moment0 d'inerzia di gs + vSa rispetto dl' iiüse y :  
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mentre 
dnz . 
-I = Erc(6), 

d6 

Risultando 

resta stabilita - per ogtii 6 - la  diseguaglianza [Cfr. (%)] 

31. Passando da1 caso generale al caso sinimetrico della teoria ordinaria 
(3 =O) le (45) forniscono 

pur d' intendere 

ci6 che riduce l'espressione di E ,  e le condizioni di stabilith (") alla, forma 
rispettivs 

Ea P(po - E) T = - ----- F k t  (coudizione di stabilitk per l'nrniatura) 
Em E',(E) 

- P(3 -1- a") 
w = -- < k, (condizione di stabilith pel coiiglomerato). 

F m  

(i) Non val la pena d'insistere su1 fatto che nelle (53) e (34) p r  Sa = O e 6 < - x i  il 
segno > va sostitiiito con - [Cfr. (26)). 

(%) Si prescinde dalla la delle As) (Cir. n.O 5). 
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Al tempo stesso la convenzione xo, ) O resta espressa da 

32. Verifichiamo che 1' equazione fondamentale 

= O, 

subordinatameiite all' essere mi@,) > O, aininette uiia ed iiria sola radice posi- 
tiva, che per a, < O é seinpre compresa tra - a, e Bo. 

Poichè 

al variare di 6 da O a + m la P1,(6) non potrh cainbiar di segrio pih di uiia 
volta e per 6 2 p, coiiicidera sempre con F',(P,) = wi(Po) > 0. 

D'altra parte (') 
Pi(0) = - m,(O) < O: 

onde resta verificato che l'equazione fondainentale ainmette uiia ed uiia sola 
radice positiva, E. Se a, < O tale radice è certaineiite compresa tra - a, e Po 
perché 

ed A 1' unica radice deli' equanione fondamentale perché per 6 < O < - a, 

I n  ogiii caso, almerio per 6 > 0, sara 

(57) Fi(6) >( 0 a seconda che 6 4 8 .  

La (58) reiide agevole il calcolo numerico di E :  ami, quando 

- 

(4 )  Naturalmente si esclnde il caso Sa =O,  a, < 0. 
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essa fornisce Z > Bo e successivameiite 

h il caso in cui la Sc non è tagliata dall'asse neutro n, di O rispetto ad 
Sc + vSa e quiiidi 1 2 ,  coincide con 1. 

33. Sempre restando ne1 caso simmetrico della teoria ordiiiaria, ripren- 
diaino in esame l'equazione fondamentale Fi@) = O ,  supponendo 

% < B o )  , < p o .  P,(Po)>O, cioé B o > -  
n%(Po> ' 

Definian10 In successione p i ,  pz,  ... , p,, ... mediante la relazione ricorrente 

cid che equivale a considerare la successione n,, n,, ... , n,, ... degli assi neutri 
di O rispetto ad 

J% E a  0 K z  Kz S c - t - S a =  8p,+ESa,  d ~ , - t  -Sa,  8ps-l+-Sa,-*s 
Ew n2 Em En, 

Risulterk 

(60) P o >  pi > > > Ps > .:.>o. 
Infatti, essendo 

sarh pure 

ci oè 

e quindi 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



118 A. SIGNORINI: SZGZZCC pressofiessiome del cemertto arnsato 

meiitre p, > O. Ne seguc 

IL confronta di (62) con (61) bastn per nlettere iii evidenza che la (60) 
pub essere coinpletamente din~ostrata per indiizioiie. 

Da (60) segue l' esisteiiza di uii limite per P, al crescere iiidefiiiito di s :  
successivamente (59) e (57) dimostraiio che 

lim ps = E, 
s = w  

cioh che P al variare di s da 1 ad m, l'asse iieutro n, si npprossiiiia costari- 
temente ed indefinitainerite all' asse limite B .  

34. Pel seguito, conviene fare i'osservazioiie seguente. 
Determinnto 3,  modifichinino cornunque i vnlori della fuiizione posi- 

tiva c(x) iiell'intervullo (3, Po), senza toccare i vnloii della stessa fuiizione 
nell'iiitervallo (ao, Z) e iieppur quel!i della cl(%) i i i  tutto l'intervallo (a,, Po). 
Per ln seziorie iuodificata l'asse limite corrispondente al centro di pressioiie O 
sarà ancora la retta x = 3 .  Da1 lato ineccaiiico, la cosa è intuitiva: ma è 

rem evideiite miche da1 teoretna d'unicit8, non appena si ricordi che l'equa- 
zione che definisce X pub scriversi 

5 4. Teoremi di confronto. 

35. Mailteiieiido le iiotazioni del iiuinero precedeiite e l'ipotesi (58) appli- 
l7 

chiamo la teoria elastica alla sezioiie Sp,-, +-Sa sollecitata da1 solito ca- 
l<,,, 

rico P applicato iii O. Coine asse limite troverenio l'asse iieutro di O rispetto 
n 
fi 

a 3p,+ + 2- Sa, ci06 la. retta x = p, : onde il innssimo T, della trazioiie uiii- 
Em 

taria nell'armatul'a ed il iiîassin~o 9, della pressione uiiitaria ilel coiigloinc- 
rato snrariiio rispettivarneiite rappreseritati dn 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A. SIGNORINI: Sz612cç pressoflessione del  cencento ccrnzrcto 119 

III coiiseguenza di (54) si trova subito 

Essendo senlpre [Cfr. (53)] 

(Ge) F m  < 6F0(6) 

da (65) segue che quando X < 6 < Po certamente 

Ricordnndo allorn le (64),, (60) e (63) si conclude 

in particolnre che sostitutindo alla teof-ia o ? - d i ~ z a k x  la teolaia elastica (') i l  
massi??zo della tg-azione unitatnia izell'a~wzalul-a i~rzpiccolisce sempve. 

36. Carnbiando in  (65) Po iii - a ,  si ottiene 

donde risulta che se a, > O  ln condizione 6 > 3 e sufficiente perche sin 

Vu01 dire che quando a,  > O dalle (64), (60) e (63) discende 

e si pu15 affermnre che se O è interqzo ad s, sostituendd alla teol-ia ordiuarin 
la teol-ia elnstica (') il massimo della pressione unitaria nel coîzglo~îze~.alo 
dirnin uisce. 
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lnvece quando a, < O  - e quindi Y < P,, (') - se pure non é 

@SI O, > O, 

é sempre possibile modifioare Sc - seiiza distruggere la coiinessione~di S - 
in modo da render soddisfatta la (68). 

Per  convjncerci di questo riprendiamo la (67) ponendo - a, = a > 0 1  ed 
M(6) = F,(6) - aFo(F) : in guisa da avere 

Risultando 

6 e 
M(F) =J(x - a)(F - x))c((x)dx + -j(x - a) (6 - x ) a ( x ) d x  

E m  

insieme ad 
MiX) = Fi@) - aFo(E) = - aFo(Z) < O 

d M  
si avrA M(P) > O e per 6 > a (in particolare, per 6 > Y) - > 0. 

d6 
Cib basta per asserire che nell'intervallo (%, 6) esiste uno ed un sol 

valore E' pel quale M(X') = O  e (ne110 stesso intervallo) é 

(70) M(6) 5 0  a seconda che 6 S E ' .  

Ami, tale vnlore 3' (Cfr. n." 34) resta invariato comunque si modifichi ln 
funzione positiva c(x) ne1 priinitivo intervallo (Sr, a) :  naturalmeiite posseggono 
la  stessa invarianza 

= m, ('%, + n@) 
D(Yt) 

ed h = 0 ' - 0 .  
Integrando (69) da Z a X' e ricordando la (70) si trova 

h > O :  

integrando la stessa (69) da E: a Po 

(') Cfr. n . O  32. 
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Ora (Cfr. 11." 30) per E' < 6 < P 

onde da (71) si pub trarre 

Partendo da una qualunque sezione, si potrh dunque sempre ottenere che 
risulti 5 ,  - 6 > 0, semplicemente riducendo convenientemente piccoln l'area 
Se -- SE, - senza toccare i valori della c(x) nell'intervallo (a,  2') e neppure 
quelli della a(%) nell'intero intervallo (a, Po) -. 

La conclusione é indipendente daIl valore di P: in modo che, scegliendo P 
convenientemente piccolo, si potr& anche ottenere che la trazione massima 
ilel conglomerato risulti < z. 

Con ci6 agli effetti della sollecitazione presa in esame la teoria elastica 
verr& a confondersi (') colla teoria lineare e si potrit affermare che se O é 
es temo ad s, anche la sostiluzione della teoria lineave alla leovia elastica 
pub fare iq1.audi7.e i l  nzassilno della pressione uni tal- ia nel  conglornerato. 

37. Ne1 caso simmetrico della teoria generale i valori di o e Y, subordi- 
natamente alla condizione di esser positivi, restano individuttti da1 sistema (2). 

(') Si ripensi al teorema d'unicità. 
(7 Cfr. (S), per 3 = 0. 

Annali di hfatsmatica, Serie IV ,  Tomo V. 
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Coiitemporaneameiite, ove si riteiiga la 1" delle A,) assorbita da B,), le 
condizioni di stabilith si riducoiio a 

(73) O - ) < kt  (condizioiie di stabilità per l'armatura), 

(74) p[w(% + a,)] < k,  (coiidizioiie di stabilitk pel conglomerato). 

Abbiamo p i r e  già avvertito che nella diinostrazioiie dei due teoreini di 
confrorito sistetnaticainente supporremo verificata la 

38. Passando alla dimostrazione del 1" teorema di confronto (') coiitrasse- 
gneremo con * tutti gli elementi del relativo problenla ausiliare, che diffe- 
riscono O possoiio differire dai loro corrispondenti ne1 problerna effettivo 
(applicazione della teoria generale alla sezione e sollecitazioiie effettive): in 
pitrticolare porremo 

E* \ c*(s) - - C(S) per x < O 
(. Eo 
( c j s )  = c(m) per 2 > O 

e successivamente 

11zY*(B, V )  = s r c B ( s ) d s  + v x7'a(x)ds, ecc. J? 
-ao 

Ja 
-a0 

Procediamo per assurdo, aminetteiido in un prinio tempo che, pur essendo 
verificate le condizioni di stabilità rie1 problema ausiliare, ne1 problema effet- 
tivo risulti h, = p[~(k: + cc,)], cioe 

in corrisporideiiza ad una grandezza del carico iniiiore di quella assegnata: 
grandezza che continueremo a rappreseiitare con P, manteiiendo in relazione 
ad 'essa tutte le riotazioiii abituali. Evidentemente le condizioni di stabilith 
ne1 problema ausiliare non cesseranno di esser soddisfatte per una tale dimi- 
nuzione del carico. 

Nell'ipotesi (75), anzi, neli'ipotesi meno restrittiva 

(') Enuiiciato al n . O  14 (a, > 0). 
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la (6) permette di nsserire che per ogni valore di x i n  (-ao,  9 )  é 

In conseguenza, scrivendo L (72), nelln forma 

si riconosce che 

E, cioè - essendo w > O, - = n - 
EO 

39. Da (78), poichè Z > 0, segue 

Invero se Z 2 Po la (79) s'identifica colla (80) : mentre se C; < Po da 
dm * 2- 

d6 
- 6c(6) si  pu6 siciiramente trarre rn,*(Z, n) < %?.,*(Bo, n)  e ricoridiirre cosi 

ancora la (80) alla (79). 
La (80) - in quanto afferma che l'asse positivo s risulta orientato da O 

verso il baricentro di ScX 3- nS, - dB la condizione voluta per poter scrivere 
le relaziotii foiidarnentali del problema ausiliare iielln forma (') 

a P o  - * )  < , PP* 4- a,) < k, - 
& F,,YZ*,n) E,, Fo*(%*, n) - 

(') Cfr. n . O  31. 
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Da1 confronto di (al),  con (78) segue (Cfr. (57) del paragrafo precedente) 

(83) X >p: 

cii, che corrispoilde all' affermare che 1' asse limite del probleina ausiliilre 
risults compreso tra O e l'nsse limite del problema effettivo. 

Anche in questo iiumero non abbinmo supposto riecessariaineiite verificata 
la  (75), ma solo la (76). 

40. Moltiplichiamo (72), per 9 e successivainente sottrngghian~o membro 
n membro (72),. Avremo cosi 

Tenendo conto che la t è sempre positiva e che da (75) ed (6) - oltre 
che (77) - discende 

per ogni x in (-a,,  X), dalla (84) si trae 

ciok (Cfr. 11." 30) 

dq Tenendo presente che - -2Fo(6), si trova subito 
d6- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A. SIGNORINI: SU~ZCL yressoflessiolze del  cenzelzto urnzato  125 

Ora [Cfr. (g l ) , ]  per 6 > %* ) 0, non solo è F,*(6, n)  > O, ina anche [Cfr. (66) 
O (53)] F0*(6, n)  > O :  onde si coiiclude (') che alineiio per 6 > S* 

Cid permette di dedurre d a  (83) 

Osservaiido infine che q,(E,, n) = X*FO*(X*, n) - F,*(XX, n) = X,Fo*(E,, n), 
si riesce a sostituire alla (85) la diveguaglianza 

la quale è in coritrasto colla (82),. 
Vu01 dire che il verificczrsi della condiziorie di stabilitA pel conglomerato 

ilel problernn ausiliare, é sutTiciente perché ne1 problema effettivo, in corri- 
spondeiiza al carico assegiiato e ad ogni carico minore, sin 

(87) p[@ 4- a011 < k,  

ed insieme vnlgano tutte le proprieta indicate ai n.' 38 e 39 corne conseguenze 
delr ipo tesi (76). 

41. Completiamo l a  dimostrazione del 1" teorema di coiifronto, stabilendo 
che il verificarsi della (82),, jnsieme ad 

(87) p[@ + a,)] < k,  

(83) % > %*, 
è sufficiente perché risulti 

(73) Eaw(P, - 5 )  < k t :  

anche se E < P o .  

(1) In  questo punto è essenziale l'ipotesi a, > 0:  nell'ipotesi opposta, almeno per b con- 
d 8(o + a,) 

renientemente prossirno a E* risiilta - - > o. 
q*P, *n) 
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Anche qui procederenio per assurdo, ammettendo che i n  cori~ispondeiiza 
ad una grandezza del carico minore di quella-assegnata sussista 1' eguaglinnza 

Riprendendo la (84) - che ha vnlidith generale - i i i  consegueiizti. di (87) 
si trova ' - 

& 

PZ 3 w / E$l? - x)'c(~i)dx + E, (3 - x)'a(s)dx [ > J 

onde si riconosce che la (88) non puB sussistere seiiza che sin 

D'-itltra parte [Cfr. (52)] 

mentre per ô > Z* si ha simultaneamente F,*(€) ) 0, €&*(ô) ) 0. 
Vu01 dire che -- seiiza neppur bisogno di utilizzare direttameiite 1' ipotesi 

a, > O - si arriva a coiicludere che per 6 > 3" 

in particolare [Cfr. (83)J 

Questa diseguaglianza permette di  dedurre da (89) [Cfr. ancora (83)] 

cib che é in contrasto con (82),, c. d. d. 
Cosi il 1Veorema di confi~onto resta coiilpletiiiiieiite dimostrato. 
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42. Passiaino a trattare il caso che O sia esterno ad S, cioè - a, == a ) O. 
Attualmente, essendo la x positiva in tutta S, risulta evidente la dise- 

guaglianza 

(92) n~,(p,,, n) > O : 

mentre il solo ricorso alla (6) permette di trarre da (72), 

E B,, 

a a 

O < Fi@, n). 

Verificandosi la (92)  le equazioni foiidameritali del problema ausiliare - 
applicazione della teorin ordinarin alla sezione effettiva sollecitata in O da1 

P 
carico - , per E, = Eo - possono scriversi nella forma (') 

P 

Ea P Po - Es P Z,-a - -  < k t ,  - < k , .  
E, P FOP*, n) P FOP*, n) 

Il semplice confronta di (93) con (94),  fornisce (2) 

43. Volendo dimostrare il 2" teorema di confronlo, limitiamoci alla teoria 
ridottn e procediamo per assurdo (3) aminettendo che - in corrisporidenza 
alla grandezza efféttiva del carico P O ad uiia grandezzit minore - la (95), 
possa coesistere con 

(97) w(E: - a)  = E, . 
E1, Posto nt = -, lirnitando la (72) ,  alla teoria ridotta [t O], ricordniido che 
Es 

attualmente x >  O in tuttn S, utilizzando irifine la (97)  e la (G), si trova 

- x ) c ( x ) d x  + 

(') Cfr. n.i 15 e 31. 
(a) Cfr. n . O  32, (67). 
(3) Cfr. n.i 38 e 41. 
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- --- 

Se dunque si rappreseiita con E, la radice [certameiite positiva' (')] del- 
1' equazione 

O = Fi(Z1*, 12.7, 

si pu6 asserire che 

(98) z < zl*. 

D7 altra parte la (97), coinbinata come di solito colla (G), perinette pure 
di dedurre da (84) (Cfr. n." 40) 

.mentre (Cfr. n." 41) per 6 > a, 

in particolare 

Da (99), (98) e (100) segue 

Ne1 numero seguente diinostreremo che 

Questa diseguaglianza mette in evidenza l'iiicornpatibilit& di (101) con (95),: 
cioè prova che il verificarsi della condizione di stabilita pel conglomerato ne1 
problema ausiliare è sufficiente affinch&, applicando la teoria ridotta alla sezione 
effettiva sollecitata in O da1 carico P O da un carico miiiore, risulti 

Dopo questo per giungere alla cornpleta dinîostraxione del 2" teorema di 

(4) Cfr. ancora n . O  32. 
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confronto basta riprendere le considerazioni del n." 41, sostitueiido (82),, (87), 
(83) con (95),, (103), (96). 

44. Riprendiamo iii esame la  solita equazione 

per un qualunque valore positivo di v :  l a  sua radice 6, sempre > a > 0, per  
n n t  v = n e v = n' ) n rispettivamente s'identifica con a, e a *. 

Derivando (104) rispetto a v si trova 

equazione che combinata colla (104) stessa fornisce 

d8 
in particolare - > 0, conformemente a 3, < Er,. 

dv 

Ma (104) pub anche scriversi 

a 

mentre 

Sottraendo (107) da  (106) si trova 

Annali di Matematica, Seria IV,  Tomo V. 
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e successivamente [Cfr. ancora (104)] 

Basta allora dividere (105) per (108) per trovare 

cioé 
d 6 - a  
- log - 
dv 

< O: 
v 

in particolare 

(102) 
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Sui veli elnstici. 

Memoria di B. PINZI (a Milano). 

Un pezzo di superficie elastica., isotropa, che diremo o, sia in equilibrio 
sotto l'azione di un dato sisteina di forze. Lo spostamento di un generico 
puiito P di o sia iufinitesiino e tangente n o in P. Tale condizione si verifica, 
ad esempio, se un velo elastico é tes0 su di una superficie rigida ('). 

Mi propongo di caratterizzare deformazioiii e sforzi in un generico punto P 
di a. Se o é superficie piana, il problema coincide con quel10 della deforma- 
zioiie elastica piaiia, ed è problema questo di cui si conosce la soluzione (z). 
Non mi risulta invece che sia nota la soluzione del problema (piu generale) 
del quale mi voglio occupare. 

8 1. Equazioni indefinite. 

Sia s Io spostamento elastico di un punto P di a, A e p le due costanti 
d'isotropia di LAMÉ. L' ornografin degli sforzi sarh (3) 

Sia F la forza unitaria di massa, p la densit8: l'equazione vettoriale iride- 
finita di equilibrio sark (') 

(1)  p F = grad P, 
ci06 (5) 

(1') pP+(A + 2p)grad d i v y -  p r o t 2 s = 0 .  

(') Iio studio generale dei veli flessibili fu fatto da1 prof. B. CALDONAZZO, Sulla mecca- 
nica della superficie. Monitore lecnico, n. 1 e 2, 1920. 

(2) J. CL. NAXWELL, Edinburgh Roy. Soc. Trans. 26 (1872)) p. 1; M. LEVY, Paris, C. R. 
26 (1898), p. 1236; J. H. MICHELL, London Math. Soc.  roc.' 31 (1899), p. 100. Cfr. anche 
Encyk. der math. Wiss. Band IV, Teilband 4, p. 161. 

(3) C. BURALI-FORTI e R. MA,RCOLONGO, Analyse vectorielle générale. I I ,  Pavia 1913, p. 29. 
j4) C. BURALI-PORTI e R. MARCOLONGO, loc. cit., p. 26. 
( 5 )  C. BURALI-FORTI e R. MARCOLONGO, loc. cit., pag. 31. 
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Sia 

(2 

il quadrato dell'elemeiito liiieare su o. Consideriamo altresi 10 spazio definito 
dalla seguen te forma differeiizit~le quadratica : 

L e  superficie x, = cost. siaiio parallele a o. L e  loro traiettorie ortogoriali 
sararino ret te:  le rette x,. Se (ad esempio) la  superficie x, = O coiilcide con a, 

si avrA: 

biA=aik  per x, = O (i, k = 1, 2), h, ,  = O (i = 1, 2), b,, = 1 .  

Definiscano u,, u,, u, covarinntemente nella metrica (3) il vettore Y ('). 
Poichè il sistema u, é definito soltanto riei puiiti di a, le equazioiii indefinite 
dell'equilibrio elastico della superficie o si otterranno dalla (1') poriendo in 
essa x, = O e supponendo iiulla. ogni dipeiidenzn da  x, : quindi ui indipen- 
dente d a  x,. Ricordando che s è tangente a a, dovreino dunque porre nella (1'): 

Siano a', w2, a3 le compoiienti coiltrovarianti di rot 8 :  nei punti di o si 

e quindi (ricordando le  note relazioni tra le componenti 
trovarianti di uno stesso vettore): 

covarisnti e le con- 

Il vettore r o t s  è dunqiie normale il a, e il suo modulo é dnto da1 valore 
assoluto di w, essendo o definito dalla seguente relazione: 

(1) T .  LEVI-CIVITA, Leziolzi di calcolo cliffevenziale assoluto. Roma 1B5,  p. 113 e 139. 
(2) T. LEVI-CIVITA, loc. cit., p. 183. 
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Le compoiienti coritrovarianti di rot2& sarariiio allora (sempre nei punti di a): 

Osserviamo ora che il coefficiente di dilntazione, che chininiaino 0, non 8 
a0 

altro che div S. L e  çomponenti covarinriti di g radd iv  s sarariiio nllora ;- ('). 
ux i 

Aiia1og;iinente al caso della deforinazione piaria, supponiarno che le forze 
unitarie di massa abbiano coinponente tangenziale a a nulla ('). Ne segue 
F, = F, = O .  D a l h  (1') si otterraiiiio wllorw, ne1 cnso iii esame, le seguenti due 
relazioiii : 

Queste saranno le  equazioni indefinite d'equilibrio elastico della super- 
ficie a (,). 

Per  procedere oltre, è opportuiio purre il ds2, defiriito dalla (2)) sotto forma 
isoterina: se xi -t ix, è variabile cornplessa su  0, sark 

(6) 
essendo 

Le (5) allora assumono la  seguente forma: 

(1) T. LEVI-CIVITA, loc. cit., p. 176. 
(') Ne1 caso del velo elastico teso su di  una superficie rigida, e non soggetto ad alcuna 

forsa attira, tale condizione equivale a considerare la superficie rigida liscia. 
(3) La terza equazione che si ottiene dalla (1') proiettando sulla normale a O, definisce F3. 

Ne1 caso di un velo teso su di  una superficie rigida, essa determinera la reaeione del rin- 
colo. Di questa rea~ione ci occuperemo in appendice al g 3. 

(') L. BIANCHI, Lerioni cli yeomet~ia clifferenziale. Pisa 1920, 1, p. 124. 
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Queste due relazioni ci dicono che w = (1 + 2p)O -i- ipu e funzionc della 
variabile complessa si + ix2. Direnio allora - qualunque sin il sistema coor- 
d i n a t ~  x,, x, (anche non isoterino) - che w é furizione di variabile cornplessa 
su CS, e quindi O, + 2p)0 e pw sono soluzio~li coriiugate deli' equazione A,@ = 0, 

2 

essendo A,@ il ben iioto itivariante Li,alk@i,. Duilque 
1 

Iii particolare, riferendoci 

(9) 

alla forma (6), si avr& ('): 

corne, del resto, si poteva tosto dedurre dalle (7). 

g 2, Punzioni ausiliarie. 

Iiitroduciamo due fiiiizioiii ausiliarie cp e +, tali che 

Riferiamoci alla metricn (6): in virtii della (4) si a n & :  

Ricordando che 0 = div s, e quindi ( 3 )  

( l )  Cfr. ad es. L. BIANCHI, loc. cit., p. 86. 
(") Cfr. ad es. L. B I A N C I ~ I ,  loc. cit., p. 86. 
(3) 111. LEVI-CIVITA, loc. cit., p. 174, cfr. formula 17". 
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cioé 

(12) 

Ma, in virtù delln prima. delle (S), A,0 = 0 :  dunque A,A2cp = 0; cioé, 
ponendo A, = A,A, : 
(13) A,y = o. 

Ma anche A p  = O ;  dunque 

(14) A,+ = o. 
Le funzioni ausiliarie cp e 4 sono dunque biarinoniche sulla superficie ('): 

soluzioni cioé dellWequazione differeiiziale di quarto ordine: 

In piii le due funzioni rp e + non sono indipendenti, perché le due fuii- 

zioni armoniche A,+ e - + 2B A2y sono coniugate. 
P 

5 3. Sforzi. 

Consideriaino un solido elastico. II sia il potenziale elastico. Lo sforzo che 
si esercita su di una superficie di normale n, ha per proiezione ortogonale 
secondo la tangente alla linea x, (riferendoci alla metrica (3)) la seguente 
espressione : 

IIqS rappresenta la derivata controvariante di 

(1) B. FINZI, Fulzzioni biarmoniche sopra ulza superficie. Rend. R. Acc. Naz. dei Lincei, 
serie VI, vol. VI (1927), p. 210. 

(2) Questa formula e le seguenti, fino alla (15), sono state tolte dalle leeioni di teoila 
dell'elasticith che il compianto prof. RICCI svolse all' Università di Padova. 
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- 
Se la superficie considerata B m a  superficie x,. = cost., sara cos nx, = O 

1 
per s + r, cos nx, = -- per s = r ('). Allors la proiezione ortogonale se- 

~br, .brr 
condo la linea xg del10 sforzo esercitantesi su di uiia superficie tr;, sarh: 

Se I?, è il tensore che caratterizza tale sforzo, sarh 

e quindi 

Sulla superficie o allora, il tensore che caratterizzs gli sforzi sar& definito 
dalla seguente relazione 

(p, 2' = 1, 2). 

In particolare poi, riferendoci alla forma isotermr, (6), si avrh: 

Deriviamo covariantemente u, : se [ y  ] rappresenta un simbolo di CHRI- 

STOFFEL di seconda specie, si avrà (7: 

(')fCfr. ad es. E. BELTRAMI, Sull'uso delle coordinate c u r v i l i ~ e e  lzelle teorie del poten- 
ziale e dell'elasticità. Memorie della R. Acc. delle Scienze del171stituto di Bologna, serie IV, 
tomo VI, p. 405, formula (2)a. 

(') 'P. LEVI-CIVITA, loc. cit., p. 168. 
(3) Anche questa formiila è stata tratta dalle citate lenioni di Rrccr. Essa B tosto dedotta 

dm 
se si ricorda che IIrs - - - e 211 - - hV- 2pJ dove la dilataeione 8 = ZPna"ll&,s, e J -  qq&Epq. 

dgTS 
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Io virtu delle (l6), (17), (18), si avr8: 

Valutiamo oru 1' invarinri te lineare del temore r,,. (p, 1- = 1, 2) : 

Riferendoci alla metrica (6), si avr&: 

dunque 
I'= - 2(A + p)0; 

e, in virtu della (12) 

(20) r=-- + A#. I-L 

L'invariante del tensore degli sforzi su a è dunque uguale (a meno di un 
fnttore costante) all'iiiv&riaiite differenziale secondo della funzione ausiliaria cp. 

, Esprimiamo ora le componeiiti covarianti del tensore degli sforzi mediante 
le fuiizioni rg e $: 

Riferendoci alla metrica (6), e derivando çovariantèmente u,, si avr8:  

p- 

(1) II. LEVI-CIVITA, loc. cit., p. 174, formula 17. 

Annali dé hfatematioo, Serie IV, Tomo V. 
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Le (19), ricordando la (12), le (21) e le (IO), si scriveranno dunque cosi: 

Queste relazioni determinano r, mediante espressio~ii lineari iielle deri- 
vate prime e seconde delle funzioiii biarmoniche rg e JC.  

Velo teso su di una superficie liscia. - Lo stato di teiisione di un velo 
tes0 su di una superficie liscia sara defiiiito dalle (22) cor1 la limitazioiie pero 
che gli sforzi abbiano in ogni puiito del velo carattere di teiisione. Determi- 
niamo ora la reazione opposta da1 vincolo: 

Il Prof. CALDONAZZO (') stabili le equazioiii indefinite di equilibrio di un 
velo flessibile qualsiasi. Egli ottenrie tre equazioni indefinite (3) di cui le prime 
due non sono altro che la proiezioiie sulle linee xi e x, della nostra (1): ad 
esse la nostrn soluzione - riguardante i veli elastici - manifestamente sod- 
disfa. La  terza delle (15) di CALDONAZZO ci perinettei'à di calcolare la reazione 
che il vincolo liscio esercita su1 velo. Tale reazione sarA diretta corne la. rior- 
male alla superficie a :  indichiamoln con F. Poiché nessuria forza nttiva agisce 
su1 velo, sarA P= P3, cioé, in virtù della terza delle (15) di CALDONAZZO: 

1 1  
In questa formula le linee x;, e x, sono supposte ortogonali, - e - sono 

RI R2 

(1) Se cph ,  +ik rappresentano le derivate seconde covarianti di  cp e $, si pi113 dare alle (22) 
l a  seguente forma: 

(') &oc. cit. 
(3) Loc. cit.,~formula (15). 
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1 
l le curvature normali delle linee x, e x,, e - è la  torsioiie geodetica delle 

T 

linee 'stesse. Le coinponenti di tensione Ti, sono definite dalla relazione 

Sia 

quella che è nota con il nome di seconda forma differeiiziale quadratica, rela- 
tiva alla superficie a ('). Sarh (') : 

e quindi 

In particolare, riferendoci alla forma (6), si avr8:  

Questn relazione, ricordando le (22), risolve il problema propostoci. 

5. 4. Condizioni al conforno. 

Sia HP il sisterria covariante che definisce le coinponenti del10 sforzo che 
si esercita su di una superficie di normale *a. In  virth di unjt formula già 
ricordata (tratta dalle lezioni di Rrccr), si avrk: 

e sulla superficie o: 

COS nx, 
HP = fq8  

V ass 

(1) L. BIANCHI, loc. cit., capitolo IV. 
(") Ii BIANCHI, loc. cit., p. 192 e p. 297. 
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Se d n  è l'elemento di linea nppai'teriente a a e normale n una data 
- 

vGdxs, e quiiidi lo sforzo su y sara definito da liiiea y di O, cos nx, = - - 
ci 22 

Nella metrica (6) allorn 

Sia ora y il contorno di o: se son date le forze al contorno di o, sara 
(su y): 

dx dx, 
H, = rd* -( + rz2 - , 

d n  d n  

O anche, ricordando le (22), 

A queste due relazioni, lineari nelle derivate prime e seconde, debbono 

soddisfare al contorno le due funzioni biarmoniche cp e 4. 

(') Ricordando le (229, ed indicando con p l  e pz i parametri della dirczione n,  scrire- 
rem0 le (23) cosi: 
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Osserviamo che le  due coudiziorii a l  coiitorno, pur individuaiido 24 ,  e U, 
su O, non individuano pero le due fuiizioiii cp e S,. Infatti: ci vogliono due coii- 
dizioni al  contorno per  iiidividuare la funzioiie biarmonica cp (ad esempio) ( I ) ,  

e ricordando che l'arrnonica A,cp é coiiiugata di L A , $ ,  ci verra una ulte- 
X + 2p 

riore condizione al contorno per individuare +: in totale t re  coiidizioni. L e  (23) 
lasciano dunque arbitraria uria condizioiie al  contorno. 

Caratterizziaino l'arbitrarieth delle funzioni cp e S :  Dimostriaino intanto 
che se y' e S,' sono soluzioiii del problema, 10 sono anche cpU=y'+f, +"=$'+g, 

se f e g sono fuiizioni armoiiiche coriiugate. Infatti: se  y' e +' sono soliizioiii, 

sar& A41p1 =O, Ad+' = O, e A2y1 sara  arinonica coni ugata di --- ' A,$. Essendo, 2p 4- h 

per le ipotesi fatte, A2f= A,y =O, sa ra  dunque ancora A,yl'=A,t)"=O, e A,$' 

sarA coniugatn di -_-A,+". I n  piii, se  al contoriio le  (23) sono soddisfatte 
1 + 2p 

per cp .= cp', + = +', 10 saranno ancora per rp = cp" = cp' + f i  S, = $" = +' + g : 
bnsta infatti ricordare che, essendo 

sllorchè si poile rielle (22) a l  posto di rp, f i  a l  posto di S, g, il corrispondente r,., 
si annulla. Coli esso si ariiiulltt il corrispondeiite HP.  L a  liiiearith delle equa- 
zioni (23) dimostra allora l a  tesi. 

Dinlostriamo orn che la soluzioiie trovatn é la  pih generale: dimostriamo 
cioè che se y', é uiia soluzione particolare, l a  soluziorie piii generale è la  
seguen te : 

(24) Cp=y'-1- f i  + = + ' - k g ;  

dove f + ig è funzione della variabile complessa x, + ix,. Siano, iiifatti, 1;; 1; 
due soluzioiii distinte del problema: in virth delle (10) si avrk :  

(') B. FINZI, loc. cit. 
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Se le condizioni al contorno individuttno un unico valore per I r ,  e pcr u?, 
sar& zc', = u", , zc', = u", , ci06 

Ma queste noil sono altro che le condizioni di inoiiogeiiitA per le due fun- 
zioni cp" - y' e $" --- q. Ne segue allora che 

Le (24) ra.ppresentano dunque la soluzione piii generale del nostro pro- 
blema. Diremo dunque che, in geiierale, cp e + soiio definite a meiio di una 
funzioiie di variabile complessa su o. Per assegnare qiiesta fuiizione occorre- 
rebbe dare una. terza condiziorie al contoriio da unirsi alle (23). Quest'ultirna 
coridizione snrebbe peri, inessenziale per la determiiinzione di spostamenti e 
sforzi elastici, iii quanto che - qualuiique sia f (e  quiiidi g) - unico 8 il 
valore di ui, definito dalle (IO), e uiiico quel10 di r,,, defiiiito dalle (22). 

5 5. Superficie sviluppabili. 

Sapponiamo, in particolare, che la superficie o sin sviluppabile. In ta1 caso 
é sernpre determinabile un sistenia isoteriiio per cui 1 = 1. Mostreremo corne 
possn deteriiiinarsi una funzione 9 tale Che, pur essendo essa biarrnoiiica insieme 

a y, e tale che A,$ sia coniugato nrmonico di If A2y, ~ielle (2%) eompaia 
P 

soltanto l i t  funzioiie biarinoiiica y, da deteriniiiarsi inediaiite le (23). 
Poniaino, infatti, 

(l'indice 1 O 2 rappresenta la derivazioiie rispetto ad n;, O ad x,). La (11) e 
la  (12) di verraniio allora : 
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Ricordinmo che w = (1 + 2p)O + i p w  è funzione della variabile cornplessa 
z = xi + ix, : lie segue che, pur  essendo e rl soluzioni delle (26), potremo 
prendere + iv fuiizione di z. All'uopo dovr& essere 

cioè (ricordando la  posizione (25)) : 

In virtii delle (27), le  (26) ci permetteranno di cnlcolare S i - i q .  Sarh: 

e quindi (dalle (25)) 

Queste relazioni determinaiio (a meno di costaiiti inessenziali) la  fuiizione 
biarmoiiica +, una volta riota la  funzione biarmonica p. 

Calcoliamo ora gli sforzi: in virtU della seconda delle (28), le  (22) diver- 
rtlnno : 

CL +l La funzione -- rp non é altro dunque che la funzione x di AIRY ('). 
P 

Scriveremo dunque : 

Poste le (22) sotto la forma (29), le condizioni a l  contorno (le (23)) ci per- 
metteranno, notoriamente ('), di caratterizzare i valori che x e la sua derivata 

(') Brit. Ass. Report, 1862. 
(z) J. H. MICHELL, loc. oit. 
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normale assuniono al contoriio. Precisamente si avrA a l  contorno: 

Y 

- -@ d Y ]  dy -1- Am, + Bx, + C, 
d~ o 

( A ,  B, C costanti). 

Osserviamo che, essendo biarmonica cp, 10 sarh pure X. Sar& dunque, 
essendo ds2 = dx: + dxe, 

ci06 x 8 biarmonica ne1 piaiio su cui o pub svilupparsi ( j ) .  1 valori che x 
d x e - assumono al contorno determineranno allora la funzione x in ogni punto 
d n  

di a, e quindi le condizioni al contorno individueranno la biarmouica rp. 
Osserviamo che le (261, (29), (30) sono del tutto identiche alle relazioni 

arialoghe relative alla deformazione elastica piana. Concludendo, potremo allora 
dire: dnto uu velo elastico sviluppabile, 10 stato di deformi~ziorie e di tensioiie 
é dato dalle stesse formule che caratterizzano deformazioni e tensioni di uii 

velo piano, pusché si scelga on ta1 sistema coordinnto sulla sviluppabile che 
il quadrato del suo elemento 1ineai.e abbia ln. forina dse = d@ i- d x i .  

Esempio. - A ino' d'illustrazione delle considerazioni precedenti consi- 
deriamo il seguente semplice esempio : 

In un velo elastico piano sia praticato ~ i i i  for0 circolare. O sia il centro 
del foro, R ne sia il raggio. Consideriamo due assi cartesiani ortogonali di 
centro 0, che diciamo x e y. Supponiamo il velo indefinitamente esteso in 
ogni senso; e supponiamo ancora che per [ S I -  CO sia nul10 10 sforzo che si 
esercita su di una parallela all'nsse x, e 10 sforzo che si esercita su di una 
parallela all'asse y sia diretto come l'asse x, abbia modulo costante T, e 
carattere di tensione. 

Assumiamo l'asse x come asse polare, O come polo: siano r e 9 le coor- 
dinate polari di un punto del piano. La fuiizioiie di AIRY, per il problema ela- 

('1 Cfr. B. FINZI, loc. cit. 
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stico piano in esame, sark ('): 

Corisiderianio ora, una superficie cilindrica: se dx, è l'elemento di diret- 
trice e dx, l'elernento di gelleratrice, sar&: ds2 = d x i  f- d~u;;. 

Iininaginiaino di avvolgere il velo piano precedentemeiite considerato 
sulla superficie ciliiidrica, che supporremo rigida. e liscia. L'avvolgimerito 
avveriga in modo tale che l'asse delle x si avvolga su di una linea xi ,  e 
quindi l'asse delle y su di i ~ i i t t  liiiea x,. La funzione x relativa al  velo ela- 
stico ciliridi'ico sarh ideiitica a quella defiiiita dalla (31), purch6 si sostituisca 
in essa. ad x, xi ,  ad y, x,. Sarh dunque: 

Le (29) allora ci permetteranrio di determiriare 10 stato di tensiorie in ogni 
panto del velo el:~stico cilindrico, purché in esse si ponga per x l'espressione 
foriiita dalla (31') (2).  

Da quarito constatammo precedenternerite si deduce allora çhe, in un 
punto P del velo, 10 stato di tensioiie é 1.0 stesso, sia se il velo e tes0 su di 
un piano, sin se esso e teso su di una superficie cilindrica. 

Quanto constatammo ne1 caso particolare precedente pub estendersi in 
genei'ale, osservando che 10 stato di tensione e di deformazioiie di un velo 
elnstico dipende unicaniente dalle coridizioni al contorrio e dalla prima forma 
differenziale qiiadratica, caratterizzante la nletrica del velo (3). Diremo allora 
che 10 stato di tensiorie e di deformazione d i  iin velo a' in un suo puiito P, 
iion muta se si tende il velo su di uiia superficie G" applicabile su or, purch6 
- ben si intende - restiiio inalterate le condizioiii al  contorno. 

Milano, 31 ottobre 1927. 

(') G. CASTELFRAKCHI, Sulla rletewninazione de@ sfovzi nelle mocleme caldaie a vapore 
ad  altissima pressione. Milano, Hoepli 1926, pp. 45-56. 

(?) La reazione F esercitata da1 vincolo sar& (corne constatammo in appendice al 9 3) 
1 r4 < 

F= & c d & .  Ma se O la curvatura della dirottrice, ssr& ci, = ;, c,* = i2, = û, e quindi P= -. 
P P 

(3) Solo la reaxione del vincolo dipende dalla seconda forma Ciifforemiale qiiadratica, 
non 10 stato di tensione e di deformaxione del velo. 

dnnali d i  diateniatica, Serie IV, Tomo V. 19 
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Teoria delle sostituzioni che operano su una infinità 

numerabile di elementi. 

Memoria 2* (*) di L U I  G I  O N  O F  R I  (a Bologna). 

CAPITOLO III. 

I S O M O R F I S M I  

A) Isomorfismo oloedrico. 

59. Due gruppi O pseudogruppi U, 33 aventi il rnedesimo ordine si dicorio 
isomoî.fi oloed~.icanzente qiiwiido si pub stabilire fra l e  loro operazioni uria 
corrispondenza biunivoca tale che al prodotto di due sostituzioni qualsiasi di U 
corrisponda in 83 il prodotto delle corrispoiideiiti. 

Pe r  indicare che due complessi e, 9, appartenenti rispettivamente a d  U 
e 8, sono formati con operazioni corrispondenti scriveremo: 

60. Due cornplessi a, 83 isornovfi oloed?-icamente sono entmnzbi  p u p p i ,  
oppw-e sona pseudogmppi della medesirna gpecie. 

Supponiamo che in esista I'operazione identica ; d d l a  corrisporideriza 

discende : 

oiide anche in $3 esiste l'identith. 
Sia poi cc u i ~ a  operazione di El che possiede l'iiiversli. in E l ;  dalle corri- 

spondenze : 
a m b ,  a - 'wb ,  

(*) Vedi Memoria la, a Annnli di Matematica ., Serie IV, Tomo IV, Fasc. 1-2, p. 73. 
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si dediicoiio le altre : 
( t . n - ' = l m b . b , ,  bi=b-', 

e qiiindi l'operaziorie h possiede l ' inversa in 8. 
In particolare, se U e 8 sono rispettivainerite gli pseiidogriippi coinposli 

G t- G', I' + I", si ha  : 
G m r, G' m r'. 

61. Ad esempio, i coinplessi U e t-' . U .  t soiio isoinorfi oloedricainente 
secorido i a  corrispoiideiiza : 

( 0 )  a m t-'.a-t. 

Se  é iiivariante per t, la  (O) defiiiisce uii isoinorfismo fra U e sé stesso, 
se iiivece U 6 riducibile (ampliabile) mediarite t, la, (O) defiiiisce un isoinorfisino 
fra ed una sua parte propria (fra U ed un coinplesso che 10 coiitiene). 

62. Siano @, 9 due complessi apparteneriti rispettivameiite ad  U, 8 e 
tali che @ v, 9. 

Vogliaino dimostrare che : se @ 2 invn19iarzle in a, 9 t? it~umici~zle il$ 8. 
Inver6, prese due operazioiii qualsiasi b, d di 8, 9 e posto : 

si ha, per l ' invarianza di @ in U :  

da  cui, per il supposto isomoi'fismo : 

b . d = d , . b ,  d.b=h.d, .  

In  modo analogo si prova la  riducibilit8 (ll~mplinbilit&) di 9 meditiiite 8, 
aminesso che @ sia riducibile (arnpliabile) niediaiite a. 

k iiifine da iiotare che se @ è iiivariaiite inassirrio iii U, CD è pure iriva- 
riante massimo iii 8. 

63. L e  proposizioiii dei precedeiiti 11.' 60, 62 diinostraiio l'eqiiivalenza dei 
due complessi isomorfi U e 23 rispetto al modo con cui le operazioiii di 
ciascun coiiiplesso si conîpoiigoiio t ra  loro. È pertmito lecito di riportarsi, per. 
10 studio di uii coinplesso a, ad uii coinplesso 8 isornorfo a d  a. 

Ad eseinpio, si piid sostituire ad U uno speciale coinplesso, detto con- 
giunto di El, forinato coi] sostituziorii i ciii e1eii:eriti soiio le oper;izioiii del 

gruppo (a, El-'). 
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- 

Per  effettuare in ogiii cas0 la costruzione d i  questo coinplesso è necessario 
introdurre delle operazioiii diverse da  quelle fiiiora considerate, e precisamente 
delle sostitiizioiii su  irisienîi di eleineiîti aveiiti poteiize diverse da1 numerabile. 

L a  definizione di qiieste iiuove operazioni si ottiene d a  quella del 11.' 1 

sostitueiido ali' iiisieine numerabile un iiisieme qualuiique. Tutte  le proprietA e 
le defiiiizioiii che abbiamo ditto, e che non siano inerenti alla iiatura delle 
sostituzioiii, restaiio valide per  queste iiuove operazioni ('). 

64. Dltto uii complesso cX, formiaino il gruppo G = (U, a - ' )  e facciamo 
corrispondere alla sostituzioiie gerierica g di G quella. operazioiie h che  sosti- 
tuisce ad ogni x di G l 'operazione x.g pure di G. Scriveremo: 

Il coinplesso K di tutte qiieste opernxioni h ha., evideiitemente, la mede- 
sima potenza di G ed è isoinorfo a G secondo la  corrispondenza superiorinente 
defiiiita. 

Iiifatti a l  prodotto g - g ,  corrisponde 1' operazioiie : 

Coiisideriamo ora i l  coinplesso 8 format0 con le operazioni di K che cor- 
rispoiidono alle operazioni di U. 

Tale coinplesso è isomorfo a d  a, è della sua stessa specie, e prende il 
nome di congiunto a destra d i  U. 

Il congizmto a siuistva si ottiene in modo analogo moltiplicando le opera- 

zioni di G a sinistra anziché a destra, e poneiido l a  corrispondenza : g m 
(g-y. x) . 

B) Isomorfismo meriedrico. 

65. Dati due y i ipp i  O pse~idogruppi a, 33 direino che  U e isofno~.fo we- 
~.ietZvicamei~te a 83 qiiando : 

a) ad ogni sostituzioiie di U rie corrispotide uiia ed uiia sola in $3, nîeiitre 
ad una di $3 ne corrispondono diverse in U ;  

( l )  LO st~ldio sisternatico di queste sostitiizioni esce dai limiti imposti alla presente Teoria: 
esse s e ï ~ i r a n n o  escliisivaniente per la costruzione di cornplessi isoinorfi a coinplessi dati (vcdi 
anche i S.i 70, 76). 
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b) a l  prodotto di due qualsiasi sostituzioni di U corrisponde il prodotto 
delle corrispondenti di 8. 

Il  simbolo v, introdotto a l  n." 59 servirk, aiiche per questo isomorfismo, 
ad iiidicare l a  corrispondenza fra le operazioni di a e quelle di 83. 

66. Con un ragionamento aiialogo a quello fatto a l  11." 60, si prova per 
l 'attuale isomorfismo che : 

a) Se in. U figura E'opernzione identica, la sua cor).ispondente i n  
é puve E'identith. 

p) Se a t! una opes-azione d i  U che ha ZJinve?-sa i n  U ,  la. comispon- 
dente b d i  $3 h a  E' invesasn in $3. 

Poichè alla ideiititk in 33 corrispoiidor~o varie operazioni di a, le propo- 
sizioni precedenti nori sono generalmente invertibili; e cioè : 

a') l'esisteriea della identitk in $3 non porta all' esistenza della identit& 
il1 a ;  

p') il complesso 33 pub conteiiere simultaneameiite le operaziorii 6, 6-' 
senza che le operazioiii di U corrispondeiiti n b abbiano 1' inversa in a. 

D a  queste coiisiderazioni si deduce conle 1' isomorfismo meriedrico per- 
metta, a differeiiza di quello oloedrico, la, diversith di specie riei complessi 
corrispondeiiti U, 3, e come sittrio solameiite possibili i seguenti tipi d' iso- 
niorfismo : 

pseudogruppo coinposto v, ( gruppo 
1 pseudogruppo composto 

j gruppo 
pseudogruppo semplice cn ( pseudogruppo composto 

! pseudogruppo sernplice 

Pih avaiiti studieremo singolnrineiite questi vari isomorfisini e daremo 
degli esempi per ciascuno di essi. 

67. Siano @, CD due complessi apparteneiiti rispettivameiite ad a, 33 e tali 
che (9 CO 6. 

Se (2 b inva~.innte i n  U, CD è i ~ ~ v ~ t ~ ' i ( t u t e  in  $3 (per l a  diinostr. vedi n." 62), 
rnentre s e  9 é invariante iii 33, (2 pub ,non essere txle in a. 
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Ci6 si verifica ne1 segueiite : 
ESEMPIO. Con il gruppo totale A sugli elementi O, 1, 2 ,..., n ,.... e con il ciclo : 

g = (  ...., n -,,,..., a-,, O, 1 ,...., n ,....) 

si formino gli pseudogruppi : 

LA corrispondeiiza g r .  A v, gr stabilisce fra ï" e A" un isomorfismo tale che 
alla identitB in A" corrisponde il gruppo riducibile A (il." 50). 

Se @ é g.iducibile, 6 è iyzvaj-iante O riducibile. 
Infatti, se  b, d sono due operazioiii qualsiasi di a, '$3 e s e :  

si h a :  
a m b ,  c m d ,  

c - a  = a-c, ,  da  cui d - b  = b - d i .  

In  modo simile si prova che se @ é ampliabile, 6 8 invaviante od am-  
pliabile. 

68. Studiamo dapprima 1' isomorfismo meriedrico fra due gruppi A e B. 
Sin 6 un complesso contenuto in B, e sia @ il complesso di tutte le ope- 

razioni di A corrispondenti a 6. 
Mediante facilissime considerazioni si dimostra che : 

O) 1 complessi @, 9 sono entlqambi gruppi,  oppure sono pseudogruppi 
della stessa specie. 

w) Se 9 é invariante i n  B, @ é invaviante in A. 
Questa proposizione è degna di rilievo perché, corne si é visto al  n." 67, 

essa pu6 cadere in difetto quando i complessi isomorfi soiio degli pseudogruppi. 
Dalle O), o) si deduce, ponendo 9 = 1, che tutte le operazioni di A cor- 

rispondenti a1l1unitA in B formano un gruppo invariante K. In conseguenza 
di ci6 a d  ogni operazione di B corrispondono in A tutte e sole le  operazioni 
di un quasi-gruppo di una decomposizione di A rispetto a K. 

L'ordine del gruppo K si dira yrado d i  nzeried~.ia. 

69. Consideriamo ora l'isomorfismo fra uno pseudogruppo composto 

ed un gruppo B. 
Sia a' una operazione qualunque di A' e sia b l a  sua corrispondente 

in  B; d a :  
a' m b, a" m b-', at.'a" m 1 
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consegue che : le oper.aziovzi d i  A" c o l w 3 p o d e n t i  n l l 7 u 7 ~ i t a  in B costi tui-  
scono u n o  p s e u d o g m p p o  conzposto Ku. 

Indichiamo poi con B, il gruppo format0 coi1 le operazioni di B corrispoii- 
denti alle operazioni di A, e coi1 A," 10 pseudogruppo coinposto forinato con 
tutte le operazioni di A" a cui corrispondono le  operazioiii di B i .  

Vogliamo dimostrare che : 
a)  10 pseudogî-uppo A," 2 decontpoî,ibile il-ispetto a Kr'; 
b)  a d  ogn i  opeil-aaione d i  B, co~.î . ispondono i l 1  A t u t t e  e sole le ope- 

razioilzi d i  un quas i -pseudogmppo  d i  drtttr decowposiz ione.  
Sia b,  una operazione di B, e siaiio a , ,  a due operazioiii di A,", A corii- 

spondenti a b, .  Da : 

a -  CO b a ,  m b,  segue a-,. a ,  = k CA 1, 

onde tutte le operazioni di A," corrispondeiiti a b, appartengono al  complesso 
a - K u .  

L'insieme di tutti i cornplessi del tipo di a.K" costituisce percii, uiin 
decoinposizioiie a siiiistra di A," rispetto a K". I i i  modo aiialogo si prova la 
decomporiibilith a destra di A," rispetto a Kt'. 

Inoltre, poichè ciascuna di queste decomposizioni ha per potenza 1' ordine 
di Bi, si  pub asserire c h e :  gl i  i n d i c i  d i  K" in A," sono egual i .  

ESEMPIO. Siano A e B due gruppi isomorfi oloedricamente e sia y una 
operazione senza periodo o con periodo iiifiiiito cornmutabile con tutte le ope- 
raziorii di A. 

Ponendo : 
[a, a -y ,  ...., a-yl; .... ] m b, 

dove a o, b 11el17 isomorfismo fra A e B, si vieiie rt stabilire uii isomoifismo 
riieriedrico frs 10 pseudogruppo : 

A" = A + A - y  + .... + A-yr + .... 
ed il gruppo B. 

70. Siano A" = A +A' e B" == B + B' due pseudogruppi coinposti isornorfi 
ineriedricameiite. 

L e  operazioni di A" corrispondeiiti alle operazioiii di B costituiscoiio un 
gruppo od uiio pseudogruppo cornposto U ;  ed il gruppo A ,  corrispoiideiido ad 
uii sottogruppo di B, deve essere coiiteiiuto iii a. 

Si ha yertaiito, se  U è un gruppo, U= A. 
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Se a è uno pseudogruppo compos t~ ,  l'isomorfisiiio fra & e U è sicura- 
meute meriedrico (n." 69), mentre se  El = A il siiddetto isomorfismo pu6 essere 
anche oloedrico (vedi esempi al 11." 74). 

Sia A,' 10 pseudogruppo semplice forinato coi1 le operazioiii di A" che 
corrisporidono a quelle di B'. 

L' isomorfisino che  intercede frit A,' e B' è del tipo di quelli che verratino 
studiati a l  II ."  73; esso deve risu1t:rre necessariaiilente ineriedrico se si vuole 
che tale sia 1' isomorfismo fra A" e B". 

Iiivero, se fra  A,' e B' v i  fosse isoinorfisino oloedrico, alla ideiitith in B" 
corrispoiiderebbe l a  sola idetitit,à iii A" e perci6 ad ogrii operazione di B' cor- 
iispoiiderebbe uria sola operazioiie di A". 

71. Studiamo ora gli isoinorfismi fra uiio pseudogruppo seinplice A' ed un 
gruppo fi, oppure frn il suddetto pseudogruppo ed uri altro pseudogruppo com- 
posto O seinplice. 

Esaminiamo dapprima l'isomorfismo fra A' e B. 
Le  operazioiii di A' che haiiiio per  corrispondente l 'identità in B costitui- 

scono uiio pseudogruppo semplice Kr. 
Irtoltre, dalle corrispoiidenze : 

K ' m l ,  a m b ,  K t . a m b ,  

si deduce che ad  ogiii operazione b di B corrispondoiio iiifiiiite operazioni di A'. 
E importante iiotare che  il complesso Kr-a ,  iion conteneiido a, è formrito 

soltaiito coi1 uiia parte dell' insieme delle operazioiii di A' che corrispondono a b. 

ESEMPIO. 1 cornplessi : 

A' = [a, u" ...., a", .... 1, B = [1, b] (b" 1) 

sono isoiiiorfi secondo le  corrispondeiize : 

[az,  a4 ,...., a2" ,.... ] cl, 1, [a, n3 ,...., am-' ,....] cl, b. 

72. Passiaino d l '  isomorfisino t ra  uiio pseudogruppo semplice A' ed uno 
composta Br' = B + B I .  

All'uiiith iii 13" corrispotide uno pseudogrup~io sernplice K' di A', e cou- 
seguenteineiite ad ogiii operazione di B" corrispondono infiiiite operazioni di A'. 

1 complessi C' e C,', formati con le operaxioiii di A' che corrispondono 
iispettiv;inietite a B ed a B', soiio due pseudogruppi semplici. 
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Ecco un esempio di questo isoinorfismo : 

.... ..... 7 a', cc'., 
,...., ,.... h - a ,  h - a 2  h . a r  

. . . . . . . . . . . . . . . .  m g r =  ( h - a  = a .  h). 

hs.a,  hca", .  ..., hs.ar ,.... 
. . . . . . . . . . . . . . . .  

73. Resta d a  esaminare 1' isoniorfismo fra d ~ i e  pseiidogruppi semplici A' e Br. 
Negli isomorfismi fiiiora stiidiati tra due complessi U, 8 ( a  parte quel10 

del II." 70 che, coine nbbiamo detto, dipende da1 presente isoniorfismo) ad ogni 
operazione di 83 corrispondoiio in El operazioni in numero infinito oppure in 
egual numero finito. 

Nell'attimle isoniorfismo pub invece darsi che il nuinero delle operazioni 
di A' corrispondenti alle operazioiii di Br varf da  operazioiie ad  operazione. 

ESEMPIO 1. Sin: 

B r =  [b, b" ...., bS ,... 1. 

Ponendo la corrispondenza : 

si viene a stabilire fra A' e Br un isomorfismo tale che alla operazione bm 
di B' corrispondono in A', WL operazioiii. 

ESEMPIO II. Sia A,' 10 pseudogruppo che si ottiene togliendo da1 prece- 
dente A' le operazioni h e u ,  h2-a ,...., hs.u ,.... . 

Le corrispondenze : 

definiscono un isomorfistno fra A,' e B' in cui a 6 corrisponde la  sola a e ad 
ogrii a l t ra  potenza di b corrispondono infinite operazioni. 
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74. Torniamo a l  cas0 studiato al n." 70. 
L'isoinorfismo fra  A,' e B' pub essere di uno qualurique dei tipi or ora 

acceniiati ; percib le operazioni di A", corrispouderiti a d  ogni operazione di Bu, 
possoiio variare in numero d a  operazione ad  operazioiie. 

Si ottengono facilmente degli esempi di questo isomorfismo aggiungendo 
1' identità a i  complessi costruiti al  il." 73, ed unendo alle corrispondeiize 1Lt 
poste l a  1 o, 1 .  

Iii questi esempi si  ha a = A, meiitre ne1 caso seguente : 

75. Al ri." 63 abbiamo iiitrodotto delle sostituzioni su insiemi non nume- 
rabili di elemeiiti e ci siaino serviti di esse per costruire dei complessi iso- 
inorfi oloedricameiite a dati complessi di sostituziorii. 

Vogliamo ora costruire, dato un gruppo O pseudogruppo EI, uii complesso IIC. 
di queste operazioiii isonlorfo heriedricamente ad a. 

Sia L ( H . g )  una decoinposizioiie del gruppo G = (a, a-') rispetto a d  un 
suo sottogruppo qualsiasi H. 

Alla operazione generica y di G facciamo corrispondere quella operazione k 
che sost;ituisce a d  ogui quasi-gruppo Q il quasi-gruppo Q - y .  Scriveremo : 

Poichè a1 prodotto y. y, corrispoiide l'operazione : 

si pub asserire clie C* è isomorfo a l  gruppo Kformnto coi1 tutte le operazioni k. 
Vediamo quali sono le  operazioni di G corrispoiideiiti all'uiiit8 in K. 
Se 6 è una di queste operazioni, deve aversi per  uii geilerico Q = H - g  : 
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L'operazioiie 6 è dunque coinoiie n tutti i trasformati di H mediaiite G 
e quiiidi f a  parte del loro sottogruppo coinurie A .  

Inversainente, se  6 appartiene a A e se Q -= H.g è i i i i  quasi-gruppo ge- 
iierico, si h a  : 

Q.6 = H.g.6 = H . g . g - ' - h . g = H . g = Q ,  

cioè a 6 corrisponde l'ideritith in K. 
Concludendo : 1' isomo~-fisnzo che intel-cede fiw G e K h a  pe7* grndo d i  

Coiisideiiamo ora il complesso X formato con le opera.zioiii di K che cor- 
rispondono d l e  operazioni di U.  

Il coniplesso X è isoinorfo a d  El e, secoiido la sua specie, p e n d e  il iioine 

Scriveremo : 

X =  B 
H ' 

76. Partendo d a  una decoinposiziorie a sinistra, aiiziché da  iiiia a destra,, 

facerido corrispondere a y l'operazione (y-ff.Q)7 ed operondo per tutto il resto 

iii inodo analogo, si ottieiie un conlplesso 8, isoiiioifo ad a e detto comple- 
înentave n s i n ~ s t ? ~ a .  

1 conlplessi 3C e LIC, sono oloedricaniente isomorfi. 

a 77. Se i l  complesso El nori è un gruppo, vi è diibbio circa l a  specie di -. H' 
essa dipeiide anche da1 gruppo H che si è scelto. 

a 
Af luchè  - sia un gisuppo occo~v-e e hnsta che ogni quasi-gmppo d i  unn H 

decowposiziotle Z(A .gf ) d i  G 9.ispelto a A abbia qunlche operazione in c o m m e  
con a. 

a 
Invero, se - è un gruppo, il complesso G,, formato con tutte le  opera- 

H 
a 

zioni di G corrisponderiti a è pure uii gruppo (II." 68) ; e poiche U é con- 
H f  

tenuto in  G , ,  dovrk essere : 

G,  = (a, a-') = G. 

L a  coiidizioiie e poi iiianifestainente sufficieiite. 
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Se iiivece vi é qualche quasi-gruppo A .gr  che iioii ha. operazioiii iii comune 
a 

con a,, il cornplesso - è uno pseudogruppo semplice O composto. E precisa.. 
H 

a 
mente: se U e A hanno operazioiii comurii, - é uno pseudogruppo composto, 

H 
u 

altrimenti, - é seniplice. 
H 

a 78. TEOBEMA. Afi l~chè - siu obeliano occow-e e basta che H contenga 21 
H 

co~l~mutntol.e G, . d i  G = (8, a-'). 
a G 

Si osservi alizitiitto che se - è nbeliaiio, tale è anche - e reciproca- 
H H 

merite. 
a 

Nell' ipotesi che - sin abeliano, ad uria corninutatrice di G corrisponde 
H 

G 
iii - 1' identita, onde G, appartiene ad H. 

H 
Inversamente, se G, appartiene ad H, A contieiie G, (n.' 52, 58), e percib 

G 
ogiii coinmutatrîce di - è eguale all' unit&. 

H 
G a 

Cib prova che - e - soiio abeliani. 
H H 

CAPITOLO IV. 

LE S E R I E  D I  'COMPOSIZIONE 

A) 1 complessi invarianfi. 

70. Se un dato coinplesso U è invariante per le operazioni di un com- 
plesso Z, il complesso a-', fornlii.to cou le inverse delle operazioni di a, B 

pure invariante per Z. 
Da cib consegue 1' itivariariza per "G dei cornplessi (a) e (U, U-l) generati 

dalle operazioiii di U e di a-'. 
Iiioltre, per cose note (II." 51), i complessi ( a )  e ( a ,  a-') soiio irivarianti 

aiiche per il gruppo (Z, "G-'). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



158 L. ONOFRI : Teoda delle sostituaiolzi 

Corisideriamo ora i gruppi chiiisi ( U, El-'], 1%) Z-' 1. 
M 

Uiia operaziorie qua.lunque T = II t,. di  1 Z, Z-' trasforma l' oper:czione 

generica n di (U, a-') in uria operazioiie di j U, a-' 1 perché In trasformata 
T - ' - ~ - T  è il limite della successione : 

i cui termini, pei. quarito s 'è  detto superiormente, appartengono ad (U, a-'). 
00 

Sin poi h = II a,. un prodotto iiifiiiito coiivsrgente formato con operaxioni 
7-1 

di (U, El-'). La trasformata d i  h inediante T appartiene a d  (a, U-' 1 peichè 
i fattori del prodotto : 

Co 

IIT- ' .~, .T = 2-'.ksi 
r=l 

appartengono, come giA s ' è  visto, a l  gruppo chiuso \ U, a-'\. 
Possiamo dunque affermare c h e :  se 15 é i~zval'iante pej. Z, i l  g ~ u p p o  

U, U-L è i?zvaviaute p e ~ .  /Z, "G-' 1. 
. OSSERVAZIOXE. 1 coinplessi ( a ) ,  (8, a-'), iiivarianti per (%, Z-'), lion soiio, 

i i i  gerier;ile, invilriaiiti per  \ "G, "G-' \. 
III vero, la  trasfoi~mata T-' . a .T ,  esseiido il villore di uii prodot,to infini to 

di operazioiii d i  (a, a- ' ) ,  non seinpre nppartieiie ad  ( a )  e ad (a, a-'). 

80. Dalle precedeiiti proposizioni si deduce iminediataineiite che : 
I conzplessi : 

sono inval-ianti pej. (Z, Z-') ed i l  g ~ u p p o  .- 

IV4 a-% { % Y  %-'Il 

è i~zanriaizte per 1 "G, Z-' 1. 

Per  le ipotesi fatte la  cornmutatrice di tr e t : 
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appartieiie a i  gruppi (a, LI-'), (Z, Z-')  e percii, ttppartiene a D. Posto quiiidi 
CI= a- ' - t -"a- t ,  si ha:  

a. t  = t . a - d .  

82. TEOREMA II. Se  U é invar ia~zle  per  %, i conlplessi:  

sono i sovm*fS o1oeh" icaweule .  
Poriiarno, per sein plici ta di scri ttura : 

Se nella eguaglianza : 
' L = A - T  

sostituiamo a l  gruppo T una sua decomposizioiie: 

rispetto a D, otteniamo : 

L T 
Dalle (O) e (a) discende che i gruppi coinplementari - hanno il mede- 

A' D 
simo ordine e che fra essi si  pub stabilire un isomorfisino oloedrico ponendo 
in corrispondenza quelle loro operazioiii che corrispoiidono rispettivamerite ai 
quasi-gruppi A.2 e D.T. 

Consideriamo ora una operazione t = d . ~  appartenerite a Z ed  al quasi- 
gruppo D - z  di ( O ) .  I l  prodotto: 

a. t  = a-d .2 ,  

di una qualsiasi operazione n di a per t, appartiene a1 complesso r) ed a l  quasi- 
gruppo A-T di (w). 

Inversamente, s e  1' operazione a . t  di 2 appartiene al quasi-gruppo A.2, 
si h a  : 

a . t = a . ~ ,  a - ' . a = t . ~ - ' = d ,  d . ~ = t ,  

e cioè ne1 quasi-gruppo D- r  figura l 'operazione t di Z. 
L) Z D a  cib coiisegue- che le operttzioni dei cornplessi - e - si corrispoiidono 
A D  
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A T !2 'G 
nell' isomorfismo che iritercede fra - e -, e che percii, - e - sono oloedri- 

L D  A D  
camen te isomorfi. 

83. Sia G,, un sottogruppo iiivariaiite massimo di un gruppo G, e sia 1' 

un altro sottogruppo invariante di G non coriteiiuto i n  12,. 
Da1 teorema precedente, applicato ai cornplessi & = G,, 'G = I', si deduce 

G 1 .' che i gruppi -, - , sono isomorfi oloedricamente. 
6, II', G m  1 t r , r, noii pc6 nvere sot- Inoltre, poichè G,, è massiino in G, i l  gruppo ---- 

togruppi invariariti all'infuori della. identità, e quindi 1 I', G, 1 è massimo in r. 

84. Dato un gruppo O pseudogruppo @, direrno che esso animette una serie 
d i  composizione quando esiste una successione di complessi : 

(a) c e , , @  ,,...., e ,,.... 
tale che : 

a) ciascun @,, sia della stessa specie di @ e sin invariante nlassinlo ne1 
preceden te ; 

b) presa uiia operazione qualsiasi c di @ (esclusa 1' identità se esiste i n  C?) 
esista un cornplesso (2; tale che esso ed i segueiiti non coritengano c. 

85. I complessi cornpleinentari : 

e @2 -- -- @, 
((Ja, (?ijl)' (es, @;l)'""' (Ckl, e1L:i)'"" 

verraiino chiamati complessi fatto?.iali ed i loro ordini si diranno fatto9.i di 
composizione. 

Se @ é un gruppo, i fitttori di composizione coincidono con gli indici di 
ez i n  @, @, in C?,, ecc. 

86. Se in (a)  esistono dei complessi 
primo di essi : (2,. , e si pub scri vere : 

(a') @, (32 ," ' ,  

Iii t;i.l CiLSO si dirB che aininette 

eguali ad 1, la serie pui, arrestarsi al 
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Uno pseudogriippo iioii pub aminettere uiia serie fiiiiti~ perche ciascun coin- 
plesso di  ( a )  é uno pseudogruppo e, coine tale, ilon pu6 ridursi alla identit&. 

87. Per  un complesso @ di irifinite operazioiii, a differenzn di quanto 
avviene per i gruppi fiiiiti, :loti é seinpre possibile di costruire delle serie di 
composizioiie. Questa impossibilità si preseiita quando per  il coinplesso @ non 
si pub soddisfare ad  unn delle coridizioni u) e h) del ri." 84. 

Ad esempio, i complessi costruiti al  11.' 55, noii possedendo complessi inva-  
riaiiti inassimi, non soddisfaiio alla condizione a) e percii, non ammettono serie 
di composiziorie. 

In  altri casi pub invece essere soddisfatta la,. a) ma  iiori l a  b) : cib si ve- 
rifica per  il gruppo costruito iiel seguente: 

ESEMPIO. Sia G il gruppo dell' Es. 1, II." 55, e sin h uria operazioiie a 
periodo infiiiito O senza periodo, commutabile con le opernzioni di G. 

Con il gruppo G e con 1' operazioiie lz formiamo il nuovo gruppo abeliano : 

Indichiaino con Hm un sottogruppo iiivariaiite n~ass imo di  H e con G ,  il 
gruppo comune a G e ad H,,. 

Se  nella decomposizione : 

di Hm rispetto a G , ,  sostituia,nlo a G ,  uii sottogruppo G, di G conteilente 
G, (n.' 555 otteniamo il  gruppo : 

che contiene H,, ed é invariante iii H. 
Il gruppo Hm deve duiique, per essere niassirno, contenere tutto G. Inoltre, 

poichè H è abeliaiio, il gruppo Hm dovrit avere  indice primo p in H (n." 56) 
e quindi dovrh preseiitarsi sotto la forma:  

Dalla (O) si deduce, ponendo h p  = Z, che il gruppo Hm 6 del10 stesso tipo 
di  H e quindi che un sottogruppo massirno di Hm deve avere  uiia forma ana- 
loga alla (O). E pertanto possibile di costruire per  H delle successioni di gruppi 
conteneriti G e cinscuiio dei quali è invariante nlassimo ne1 precedente. 

Queste successioiii, soddisfaceiido alla condizione a) m a  non alla b) del 
11.' 84, noii costituiscoiio serie di composizione di H. 

Annali di Matematica. Yerie IV. Tomo V. a1 
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16.2 L. ONOPRI : Teoria delle sostituaio.ni 

88. Siano @ e X due coinplessi isomorfi oloedri&mente, e sia: 

(4 e, , . @ ,,.... 
uiia serie di composizione di (2. 

La successiorie : 

c Pl Lx, x*7 -... > gjt7 .... 7 

ottenuta sostituendo i n  (aj ad ogiii @,, il corrispondente A,, di 3, è una serie 
di composizione di X. 

Jnvero, ciascun a,, è jnvnrjaiite massimo ilel precedente 3,-, (n." 62), e 
una operazione k, scelta ad arbitrio in  X, appartiene solo a quei prirni 9- com- 
plessi di (P) che corrispondono agli r cornplessi di (a) conteiienti l'opera- 
zione c CO k. 

89. Considerianio ora un griippo C isomorfo meriedricameiite ad un altro 
gruppo Pi, e indichiamo con H quel sottogruppo di C che corrisponde alla 
identi th in K. 

Afinché esistn una selvie d i  co~uposizione di C contenente H, occowe e 
hasta che H e K ahhiano cinscum unn seqsie d i  composizio~ze e che la serie 
di K sia finila. 

Se 

(al C , ,  . C r , H , H  ,,.... 
è una serie di C' coiiteiiente H7 ln successione : 

(Pl K7 7 Kr7 1, 

formata con i sottogruppi di K corrispondeiiti a C, C,, ...., è una serie finita 
di composizione per K. 

Inoltre, é evidente Che, per 1' esisteiiza di (a), il gruppo H deve possedere 
una serie di composizione. 

Inversamente, amniesso l'esisteiiza di (p) e di una serie per H, nella suc- 
cessione corrisponderite a (P)  : 
(a') C, C27..7 C,. H 

ciascun gruppo è invariante massimo ne1 precedente, e percib, completando 
la (a') con la, serie di H, si ottieiie una serie per C. 

OSSERVAZIONE 1. Voleiido verificare se per un gruppo C esiste uria serie 
di composizione contenente un suo sottogruppo invariante H, baster& porre 

C 
K= - e riferirsi al  teoreina ora diinostrato. 

H 
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che oyerafio su uuza i~fiuzitci ~znnzerabile di ebnzeuzti 163 

OSSERVAZIONE II. Questo teorema cade generalmente in difetto se, in luogo 
del gruppo C, si considera uno pseudogruppo @. 

Prendiamo, per esempio, i complessi : 

= [  g... g r , . . ,  1, K = [ l ,  k ]  (kZ = 1) 

isomorfi meriedricamente secoiido le corrispoiidenze : 

Poichè H" e K ainiiiettono rispettivainerite le segueiiti serie di compo- 
sizione : 

H", [l, g4 ,...., gZt2 ,.,., 1, [l, g6, ..., > gen ,.,,. ] ,,..., 
.Y, 1; 

le coridizioni del precedente teorema sono soddisfatte; nonostante ci6 il corn- 
plesso H" non figura in nessuna serie di composizione di C". 

Invero, un cornplesso Ci" di C" contenente Hl' e necessariainente del tipo : 

C U -  
4 - 

e corne tale non ammette H" per sottopseudogruppo invariante massimo. 

90. Sia 
G = [l, g ,.... , g p  ,... . ; g-!? .... , g-'.? .... ] 

il gruppo generato da una operazione g senza periodo O con periodo infinito. 
Poichè G è abelinno, un suo qualsiasi sottogruppo : 

Gp, = [l, gpi, ..,., gnpl ,.... ; g-1, ...., g-npl ,.... 1, 
avente indice primo p i ,  è invariante massimo in G (ri." 56). 

11 gruppo Gp,, essendo generato dalla operaxione gpl, è della iiledesima 
specie di G, e percio un suo qualsiasi sottogruppo Gp,, aveii te ,indice primo p,, 

sar& massimo in G,,. 
Continuando in ta1 guisa sj vede agevolmeiite che una successione di 

gruppi : 

(a> G, G,,, GpZ1...., Gpv7...., 

ciascuno dei quali ha indice primo ne1 precederite, costituisce una serie di 
coinposizioiie di G. 

Poiche la scelta della successione dei fattori di composizioile di (cc): 
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161 II. ONOFRI : Teoria delle sostitusiorci 

é in iiostro arbitrio, l 'esenîpio ora po rh to  ci mostra coine un gruppo iiifiiiito 
possa avere infinite serie di composizioiie, e conie per esso iion sin general- 
ineiite vdido  il noto teorema di JORDAN-HOLDER che assicura 1' iiivariaiizn dei 
fii.ttori di coinposizioiie e l'isoniorfisnio dei gruppi fattoriali in due diverse 
serie di on gruppo finito. 

91. Vogliaino ora fw vedere che questo teoremn pub cnderc iii difetto 
soltttrito per quei coinplessi che haniio serie forinatn coii iiifiiiiti terinini od, 
in altre pa.role, vogliaino dimostrare il seguente : 

TEOHEMA. Sia G ~ 7 1 .  g ~ u p p o  infinito avente ulza serie finiltr d i  compo- 
sizione : 

(a )  G ,  , G m - , , l .  

Una qualsiasi a l t m  successione d i  ggwppi : 

tale clze ciascuno d i  essi sia i w a v i a n t e  wassimo nel plsecedente, è uvzu selie 
d i  composizione d i  G fol-muta d i  ni t e rmin i  (cioè Hm = l), ed i g l u p p i  fat- 
tm*iuli d i  (a )  sono isom01'fi oZoetll.icnn,ente n i  g m p p i  f a t t o r id i  d i  @). 

I l  teoreina é evidente per  quei griippi che hanno serie formate coii due 
soli termini. 

Supporiiamo ora che il teoreina sia dimostrato per  tutîi quei gruppi che 
ainnlettono una serie di coinposizioiie formata con 7 n  - 1 terinini, e sotto tale 
ipotesi, dimostriainolo per un gruppo G qualunque che abbia uiia serie di l n  

termini. 
Anzitutto osserviamo che il griippo H, pub supporsi diverso d a  G, perché, 

in caso coiitrario, aveiido G ,  uiia serie di n1 - 1' terinini, il teorema sarebbe 
gi& dimostrato. 

Costruiaino poi i' griippi : 

Il gruppo C, 13 invariante rnnssimo in G ,  e H,, perché questi sono tali 
in G (n." 83), il gruppo C, è, per la medesiinn ragione, massiino in C, e G,, 
ed il gruppo generico C,., nrninesso clic C,.-, sia inassiino in C,.-,, G,., risiilta 
invariante rnassi~no i n  C ,..-, e G,.,, . 
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Possit~ino dunque afferninre che C ~ ~ L S C U ~  C,. A ilivtlriante inassirno ilel pre- 
cedente C,.-, . 

Iiioltre, affiiichè uii giuppo C, si riduca alla sola opern.zioiie identica è 
riecessario che : 

G,+i = Gm-i, 

onde l'unico C, eguale .ad  1 6 il gruppo ultimo C,,-,. 
Da ci6 coiisegue che le due successioni : 

costituiscono due serie di composizione di G. 
1 gruppi fattoriali di queste serie sono isomorfi oloedricainente perché 

(n: 83) : 

Dalla (b) si deduce che il gruppo H, possiede una serie di  nt - 1 termini, 
e percib (essendo il teorema vero per  quei gruppi che hanno serie di nh - 1 
terinini) che il gruppo H,,, deve  ridursi alla ideiitith. 

L a  (p) nippreseiita qiiiiidi uiia serie di G formata. con rn gruppi. 
P e r  le giti, note ipotesi fatte circa la  validitk del teorema, i gruppi fatto- 

riali di (a) e di (p) sono rispettivamente isomorfi a quelli di (a) e di  (b), e poiché, 
corne abbianlo visto, i gruppi fattoriali di (a) e di (6) sono fra  loro isomorfi, 
saranno pure tali i gruppi di  ( a )  e di ($). 

I n  virtu di questi risultati e per  il principio d'induzione, il teorema enun- 
cinto pu0 ritenersi vero in geriernle. 

92. Diremo che un gruppo O pseudogruppo @ è risolzcOile se esiste uiia 
serie di coinposizione di C? i cui fattori sono niimeri primi. 

ESEMPIO 1. II gruppo G costruito al 11.0 90 è risolubile. 
ESEMPIO II. Lo pseudogruppo : 

è risolubile poichè nmmette la ser ie:  

i cui fattori sono tutti egunli a d  1. 
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93. TEOREMA 1. Un compltsso abeliano @, ave~bte una serie d i  composi- 
z i o ~ z e ,  é ?.isolubile. 

Se  e è un gruppo, il teorema disceiide immediatnmeiite dalla proposizione 
del n." 56. 

Suppoiiiaino invece che C? sia uuo pseudogruppo semplice O composto e 
indichiaino con (3, un suo sottopseudogruppo invariante massirno. 

Sia c una operazione di @ noii appartenerite a @, e seiiza, inversa, in @. 
Uria sua, qualsiasi potenza cr, con 1 -  2 2, deve apparteiiere a @, perché, se  ci0 
non fosse, 10 pseudogruppo : 

(e2, c r )  

conterrebbe @, e non coinciderebbe con (9. 
D A  cii) consegue che il gruppo : 

conteiiendo le operazioiii cr+', C-", contieile ti.riche il loro prodotto c = c''+~-c+. 
Si pi16 dunque nffermare che ne1 gruppo G figura, qualsiasi operazione 

di C? seiiza inversa in (2. 
Sia poi k iina operiizioiie di (2 con l ' inversa in e. Il prodotto k-c ,  non 

avendo l ' inversa in e, appartieiie a l  gruppo G, e percio in questo gruppo figura 
anche 1' opermione h = k .c. ci. 

Ne1 gruppo G é duiique compreso tutto il complesso @, e poichè (2, é 

conteiiuto iii @, dovrk nversi : 

In  modo analogo si prova, essendo : 

l a  serie di composizione di (3, c h e :  

cioè che  i fattori di composizione di (pr) sono tutti eguali ad  1. 

94. TEOREMA I I .  Se un glBuppo G è vBisolubile, é p w e  9-isoluhile qunlu~zque 
suo solkog7-uppo H.  

Sia 

(a> G, G , ,  G3, .".) G,,, .... 
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una scrie di composiziotie di G e siano: 

Pi $32 ,..--, Pn-i ,.-.. 
i fattori di composizione che, per ipotesi, soiio tutti numeri primi. 

Coi1 il gruppo dnto E-I e con il primo gruppo Gi di (a )  che non contiene 
per intero H si formi il nuovo gruppo : 

F r a  l'indice q di K in Gi-, e l'indice 1- di Gi i n  K passa evideiitemente 
la relazione : 

pi- ,  = 4-7';  

la  quale, per essere pi-,  primo, è soddisfittta soltanto da. q = 1, r = p i - ,  . Cid 
prova che il gruppo R coiricide coi] G,-, . 

Gi- i Iiioltre, essendo - 
H 

isomorfo oloedricamente a ---- (Teor. r ie0  82), il 
Gi I Gi, Hi 

gruppo Hl = 1 Gi,  Hl ha  indice primo eguale a pi-,  in H e percib Hi é inva- 
riante massiino in H. 

In modo del tutto analogo si pu0 mostmre l'esistenza di un sottogruppo 
H, invariante massimo di HL ed avente indice primo, e cosi continuando si 
viei:e a costruire una serie di composizione di H i  cui fattori sono tutti nutneïi 
primi. II gruppo H é dunque risolubile. 

95. Dato un gruppo O pseudogruppo @, direino che esso ammette uria sel-ie 
principale d i  composizione quando esiste uiin successioiie di complessi : 

soddisfacente alla condizione b) del n." 84 e tale Che: 
LL) ciasci~ii @ ,  sin della stessa specie di @ e sia invariante in @ ;  
b) non esista alcuii complesso 9 di invariante per @ e corite- 

nente (3,. 

96. Come gik abbiaino fatto per le  serie ordinarie di composizione, distiii- 
gueremo le  serie principali in finite ed infi?zite, e chiameremo conzplessi fat- 
toviali  pri?zcipnli i complessi : 
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168 L. ONOFRI : Teoricc delle sosfituxio.ni, ecc. 

Il teorema di JORDAN-HOLDER, che abbiaino dato per le serie ordinarie, 

si pub dirnostrare in modo del tutto aiialogo e sotto le niedesime ipotesi per 
le serie principali. 

la successione dei g?'uppi c o ~ . ~ i s p o n d e n t i  d i  Gr : 

G,, G!?, ...., G"1) G r - h  

è tale che due gvuppi  qualsinsi : 

sono isomorfi oloedricanzente. 
La dirnostraz.ione di questo teorema, che q u i  per brevitlt omettiamo, é del 

tutto identica alla dimostrazione dell'analoga proposizione relativa ai gruppi 
finiti. 

Se poi tutti i gruppi fattoriali principali di (or) hanno serie ordiliarie finite, 
è possibile, per ilgTeor. del n." 89, costruire una serie ordinaria di composi- 
zione di G contenente tutti i gruppi di ( a ) ;  ed inversamente, se esiste una tale 
serie 'ordinaria, i gruppi fattoriali principali di ( a )  hailno serie finite. 

DR tutto ci0-segue che : 
Se un p-uppo G amnzette una sevie plsincipale (a) ,  in qzcalsiasi sevie 

ovdinnriü d i  G contenente t u t t i  i gg-uppi d i  (a ) :  

G ;  G,, G:), Gr) ,....; G G . . . ;  .... ; G ,  G , . .  G ; G,, .... 
Gr GY) 

i compbss i  fattoriuii  da q) a - sono iso?uo,~& oloed~icauntinte. 
Gr+, 
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Sulle superficie niiu ime proiettive 

Mernoria di G. THOMSEN (a Hainbiirg) 

Nella classica teoria delle superficie la famiglia delle superficie minime 
è caratterimata da un gran numero di propriet8 geometriche iiotevoli. Cid 
sta in rapport0 col fatto, che le superficie minime sono le estreinali del 
più semplice problemti, variazionale, che sin invariante per il gruppo dei 
moviinen ti. 

In niodo aiialogo nella geometria proiettiva differenziale (') gode di pro- 
prieta riotevoli la  famiglia delle superficie estremdi del problema variazio- 
nale piii semplice invariante per proiettivith. Queste superficie le direnio 

le d ~ i e  forme foiidainentali del PUBINI (2), e poniamo 

Al1oi.a l'integrnle doppio piil semplice invariante rispetto a1 gruppo projet- 
tivo é dato da 

( l )  1 fondamenti della geometri~ proiettiva differenziale si trovano rappresentati nei 
due tomi del libro di G. PUBINI e E. CECH : Geornetricc pvoiettiva cliffeve~zziale, Bologna, Ni- 
cola Baiiichelli. I n  seguito qiiesti diio tomi sono oitati per F-C, 1 e F-C, Il.  

(') Cir. F.C, 1, pag. 65 le formule (5), (A) che valgono nelle coordinnte oniogenee del 
piinto x della superficie, normate arbitrariamente. 

A?mala <Ir Jlute,nul%c<r, Serie IV, Tuwo \'. 23 
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170 G. THONSEN : Sulle stcpet-ficie mifiiwze proiettive 

Questo iiitegrale dipende come le dalle derivate fi110 al terz'ordiiie 
delle coordiiiate del punto x della superficie. Escludendo il ctiso S= O delle 
superficie rigate (') iioi troviaino, come vedremo ne1 5 2, uiia famiglia di 
superficie, caratterimata da uii'equaziorie differenziale del sesto ordine rielle 
coordinate del puiito x. Ne1 5 cartltterizzeremo queste a superficie iniiiiine 
proiettive s esseiizialinente colla, proprietà geometrica seguente : 

Secondo il DEMOULIN ('), il sistema delle quadrictie di LIE ( 3 )  appartenenti 
ad uiitl superficie ~ ( u ,  v) possiede ilel caso geiierale, oltre alla superficie x 
stessa, 4 falde dell'inviluppo, coinplessivanieiite 5 falde. 01.n le superficie rni- 
ninze pt'oiettioe si camttevizzano - prescisulendo da una certa eccezione - 
mediante le proprieta, che le linee asintotiche si cowispoîzdono su tu t te  le 
fulde focali esistenti del sistenaa delle qundriche di  Lie. (Nel caso genernle 
la corrispondeiiza sussiste per tutte 5 le falde focali) ('). 

5 1. Simo x" (a --- 1, 2, 3, 4) le quattro coordiiiate omogenee del punto 
della superficie x"(u, u). Poiiiamo in (3) 

Poiché in F eiitrano le derivate della x* fiiio al  terz'ordiiie, devoiio 
valere per le estremali del problerna varinzioriale SQ = O  le seguetiti equa- 
zioni di EULERO e LAGRANGE : 

dov' è posto u = u', v = ue. 
Dopo aver sostitiiito rielle ( 5 )  l'espressione di F formata in coordinate e 

parametri generali, iinmaginiamo introdotti in questa equazione (5) i parametri 

( 1 )  Cfr. F-C, 1, pag. 85. 
(7 CC-. A. DENOULIN, Comptes Rendus *, Paris, 147 (1008), pagg. 4V3-496. 
(9 Cfr. per l'informazione su questo concctto, P-C, 1, pag. 120. 
(') Un'altra caratteiizzazione geoiiietiica delle siiperficic minime ln-oiettire si trova in 

un  lavoro di G. S H O ~ E N  nelle x Bbhan(l1ungen des Mathematisuhen Serninars der Univer. 
sitiit Hamburg 2, tomo IV, ln%, pag. 233. 
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asiiitotici, per i quali vale iiotoriameiite 

e i i iol t~~e per il puiito x le coordiiiate iiormali del FUBIKI (I), iii inodo ohe 
oltre alla (6) valga aiiche 

(7) a,,,%, = a,;. 

Da ci6 si traggono per il calcolo le semplificaziorii seguenti : 
Fer forrnare le equnxioili (5) si devono calcolare espressioni della forina 

aF 
G7 dove y indica una delle coordiiiate sZ od uiirt delle loro derivate fiiio a1 

terx'ordiiie. Secoiido la (6) si ha 

as 
Se iiniiiaginiaino formata la -, differeiiziaiido il determiiiaiite (2) e intro- 

ay 
duceiido dopo i parametri tisiiitotici (Ci), l'espressioiie si riduce a tre termiiîi 
soltaiito : 

aA 
Nella stessa maniera l'espressioiie di - .si riduce n 

2~ 

doiide ricaviaino secondo la (4) 

Corne è noto, iiella teoria proiettiva delle superficie valgoiio le equa- 

zioni segueiiti i') per parametri qualsiasi e per coordinate non iiecessarin- 

(') Cfr. pag. 88, F-C, 1. 
(") Cfr. P-C, 1, pagg. 66-66. 
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173 6. THOMSEN : Sdle  superficie minime proiettive 

mente normali : 

1 3aa 3 a i g ( a a - j a 2 q  
(12) ) ail  = 1 ' ~ ~ x u ~ ~ ~ u u u ~  - - - 1 2 aa + s a  au vas - JB' I 

1 -- 5 aa 3 a ig (na - J I ~ ~ )  1 
azer = 4 ! ~ x x u x v x v v v ~  - - P - a u  +-sa  av 

t ~ l a - j e J  \ ?  

dove é posto 

e dove ogni linea dei determinanti 1 xxUx,xu, 1, ecc. è formata coi] le sin- 
gole quattro coordinate e le  loio derivate. 

Fo rmmdo  ora le  derivate di O,,, a,,,, a,,, rispetto ad y e iiitroduceiido 
alla filie parainetri asiiitocici e coordiiiate iiormali, si i icava:  

e per - a"2" uuii eqqunaioiie ciel tutto niialogii,. 
3~ 

Mettendo le espressioiii (14), (15) ecc. riella ( I l ) ,  si trova 
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G. THONSEN : Sulle superficie miwîme proiettive 173 

dove si 6 posto in accord0 colle notazioni del FUBINI (') : 

5 2. Adesso dobbiamo formare i' espressiorie (16) per le diverse gran- 
dezee y, rispetto alle quali la fuiizione F deve essere derivata, e iiitrodurre 

aP 
queste - nella (5).  

ay 
Perci6 facciamo ancora 1' osservaeione seguerite : Essendo a, b,, b,,; b,,, , 

quattro punti colle coordiriate omogenee aZ, b?, ecc., le quattro grandezze yz,  
\ 

defiiiite da. 

(19) 
a 

Y "-aa -?/a, bI, bII, bIII( 

sono i complementi algebrici del determinante 1 a, 
agli elementi a, della prima colonna O anche i minori della matrice J I  b,, b,,, b,,,lJ, 
presi con uii corrisponderite fattore & 1. Simbolicainente scriveremo invece 
di (19): 

(20) =IlbIr bn, bnll. 

Le grandezze 7" rappresentaiio le coordinate ;mogenee del piano passante 
per i tre punti b,, b,,, b,,,, (almeno se le b sono linearmente iiidipendenti). Le az 
nell' equazione (19), che dk il significato dell' equazione siinbolica (20), sono 
gra.iideeze puramente ausiliarie e del tutto arbitrarie. 

E essenziale solnmente la  posizione ne1 deteriniuante del .: punto ausi- 
liario a 8. Se per eseinpio poniamo 

in causa della nostrn defiriizione (19) dell'equazioiie simbolica (21). 

(1) Cfr. F-C, 1, pag. 89. 
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174 G. THOMSEN: Sulle superficie minime proiettive 

Usaiido queste iiotazioni, si trae dalla (5) mediante la (16) 

Mediante le equazioiii fondalneiitali : 

valide per parainetri asintotici e coordinate normali, si possono espriinere 
nella teoria proiettiva delle superficie tutte le derivate del punto x corne 
combina.zioni linenri delle quattro : 

$ 7  x u ,  S v ,  xuv. 

Secondo la regola 

valida per ogiii quaterna di puiiti 8, b, C, b e per coefficienti A, L3 qualsiasi, 
iioi possiarno orinai rappresentare tutti i nostri piani (che sono rappresentnti 
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in (22) con inatrici), corne combiiiazioiii lineari dei quattro piani segueriti: 

hdesso dobbiamo aiicora eseguire le differenziazioni nella (25). A questo 
soopo giovano le equszioni 

che si ricavano per differenziazione delle (24) mediante le (23). 
Ora., eseguendo i i i  (23) 1s differenziaziorii, si possoiio esprimere seii1pi.e 

le derivate delle 23, 33, 6 - (le derivate della h) non v i  coinptbiono) - i m -  

diante le El, SB, a, D stesse in modo da ricavare uiia combinazione liiieare 
di questi quattro piani, nella quale si annulleraiiiio i quattro coefficienti. Il 
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176 G. THOMSEN : Sulle superficie nzinime proiettive 

calcolo diBe che i coefficienti delle JB, a, svaiiiscono ideilticamente. Po- 
nendo il coefficiente di eguale a zero, si ricava l'eqiiazioiie differenziale 
delle superficie minime proiettive 

Poichè i coefficienti p , , ,  p,, della terza forma fondamentale del FUBINI ('), 

formata per l e  coordinnte iiormali, diperidoiio dalle derivate quinte di x, 
mentre p, y e O dipeiidono dalle terze derivate, questa equazioiie è del sesto 
ordine. 

5 3. Ora vogliamo ridurre la nostra equazione differenziale (27) ad  una 
forma piii semplice. Poriiamo 

Allora esegueiido uiia sostituzioiie dei parametri asiiitotici: 

l e  1, h si trasformario secoiido 

@ d f .  h=A*:-, A=A":- 
du' t l  u 

Ora, essendo T 1111 invariante differenziale della superficie, si possono 
formare inediaiite le  prime derivate di T e le  1, a causa della loro legge 
di trnsformazione (30), due nuove graiidezze 

(1) Cfr. F-C, 1, pag. 78. 
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che sono anch'esse invarianti, a meno di fattori puramente numerici. Noi 
chiameremo T, e T, le derivate invarianti di T ('). Dunque mediante, l e  1, )i 
si possono ikicavare d a  uii invariante dato sempre altri  iiivariaiiti formati con 
derivate. Per  esempio .s i  possono formare gli iiivariaiiti : 

Per  una superficie esistoiio due iiivarianti differeilziali proiettivi, che 1 di- 
pendono dalle derivate fiiio al  quarto ordine. Noi possiaino rappresentarli 
mediante i due iiivarianti irrazionali : 

(invarianti sempre a meno di coefficienti numerici). Formando secondo le  (31) 
- - 

q,, q,, q 4 ,  qz e introducendo inoltre 

- - - 
i sei iiivariaiiti q,, q,, p,, q,, zo, w possono servire, come si diniostra facil- 
mente, alla raljpresentazione dei sei invarianti indipendenti del quinto ordine, 
esistenti oltre l e  q, stesse. 

Ora si pub provare per il calcolo çhe l a  nostra equwzione delle superficie 
minime proiettive (Si'), nelle nostre nuove notazioni, assume la  forma 

dov'è  posto 

Notoriamente per le equazioni fondamentali (23) valgono le  t re  condi- 

(1) Riguardo all'uso di queste derivate inrarianti, cfr. G. THOMSEN, 1. C. Un metodo 
simile per la costruzione d'invarianti si trova da E. BOMPIANI. Appendice di F-C, II, pag. 6% 
e seguenti. 

Annali d i  Malematica, &rie IV, l o m o  V.  23 
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zioni d' integrabilith 

(35) 

che risultnno dnll' ideiitith xu,,, = x ,,,,. 
3 ~ 2 2  ap 

a'piî e anche - s -' in (351 e 1 rnediante le (35) Sostituendo -- e - 
~ U V V *  au av - 

a e b per le sole p, y, O e le loro derivate, si ricavano tre equazioni, con- -1 -1 
tenenti soltanto le prime derivate delle p l ,  e p,,. 

Esse si scrivono coi nostri invariariti (33) nella forma sernplice 

dove é posto 

le h, h essendo invarianti, diperideriti solamente dalle P, y e le loro derivate. 
A citusa della condizione d'integi'abilità (36) c 1 la nostra equazione (34) - 

delle sriperficie. minime proiettive si pu6 sorivere i i i  una delle due forme 
seguen ti : 

/ tu,  +4gw = O  

Per l'introduzione delle derivate invarianti, usate in questo paragrafo, non 6 necessario 
che la superficie sia data a priori riferita in forma esplicita ai suoi parametri asintotici. 
Essendo data la superficie in parametri qualsiasi, e indicando con a,,, a,t i coefficienti delle 

( i )  Cfr. F-C, 1, pag. 94. 
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due prime forme di FUBINI, si pone 

Mediante questa equaaione le due forme lineari irrazionali En,.dur e 2nrrEuV sono fissate 
v r 

a meno di un fattore arbitrario x,  pel quale si possono ancora le n,, mentre le i, si devono 
moltiplicare ne110 stesso tempo pel fattore 1 : x. 

Questo fattore x si  pub determinare a meno di un fattore numerico radice cubica del- 
l'unità, se si suppone che sia anche: 

e allo1.a anche le n,, 12, sono determinate a meno di un fattore numerico. Introducendo me- 
diante le equazioni - 

Znrnr=l; Znrn,=O 
- - 

i n r n r = i ;  &rnr=O 
- 

le nuove grandezze nt; nr si  pub definire la derivazione invariante di  T per merro delle: 

aT ar 
T i = z n r E ;  v T ~ = ~ L + - -  au.' 

- - - 
Se le us sono parametri asintotici, si ha n, = n, = O e ponendo lz, = 1 ; n, = A, si rica- 

vano le formule date poco sopra in questo stesso paragrafo. 
Le  formule della teoria proiettiva delle superficie si possono anche scrivere facendo 

uso soltanto di derivarioni invarianti. Si devono considerare sempre anche per il punto x 
le derivate invarianti x, x i ,  x2, xii ecc. Percib si deve osservare che la condiaione d'inte- 
grabilith 

PT av --- 
&& - &au ' 

colle derivate invarianti, assume la forma : 

q e essendo i nostri invarianti (32). 
Le equazioni (23) si sci-ivono nella forma 

e le equaaioni.d'integrabilit& (36) si possono ricavare direttamente scrivendo la condizione 
xUum =xWU mediante la (*) in derivate invarianti e applicandola alla (*").' 

5 4. La qundrica di LIE, appartenente ad un punto u, v della superficie 
~ ( u ,  v), si puo rappreseiitare medimite due parametri p e p riella forma (') 

(i) Cfr. F-C, 1, pag. 125. 
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dove x é il piinto generale della quadrica e hl h A, h sono le grandezze in- 
trodotte iiel § 3. 

Nella rappresentazione parametrica (39) della quadrica di LIE non sono 
inclusi per valori finiti di p e di p nè ii punto x, né  i punti delle due tangenti 
asiutotiche, uscenii d a  x, le quali sono generatrici della quadrica di LIE. Quindi 
calcolando da (39) i punti delle falde focali del sistema delle quadriche di LIE, 
non si ricava la  superficie di partenza. 

Un punto della quadrica di LIE è allora e soltanto allora un punto d 'una 
falda focale, se  esso nppartierie anche alle quadriche di LIE infinitamente vi- 
cine. Noi dobbiamo determinare p e in funzione di u e v in modo che per 
il punto u - u,, o = v,, che noi stiamo osservando, siano 

(40) z, e z, proporzionali a x.  

Da (40) si ricavano mediante (39) sei eqnazioni nelle p, p. Due di quelle 
si possono scrivere nella forma 

colle q, q, 20, 20 determinate ne1 8 3. 
L e  altre quattro equazioni, che servono alln determinazione delle pu,  p,, - - 

pu, pv rie1 punto u, u, non hanno interesse per  noi, perché vogliamo determinare 
soltanto le due coordinate p e i, che fissano un punto d7 uria falda focale sopra 
la nostra quadrica di LIE (39), e non i valori delle coordinate corrispondenti, 
che fissano 10 stnsso punto sopra le quadriclie iiifiiiitamente vicine. General- 
mente l a  (41) lia due soluzioni p, e pz e anche la  (42) ha  due soluzioni g, e e,, 
pertanto abbiamo quattro punti 

che descrivono qiiattro falde focali. 
P e r  w = O coincidono le due radici p e per zÜ= O le due radici P. Per 

[ w = O, &+ O \ 0 [ w + O, = 0 1 abbiamo d~inque  oltre alla superficie x 
stessa soltanto 2 falde focali, ma, per  w =W = O  solamente una. In  questo 
ultimo caso l a  quadrica di LIE é notorianiente anche per  questa seconda su- 
perficie focale ln quadrica di LIE. 
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- 
Questo caso w = zo = 0 è l'uriico, per il quale le quadriche di LIE di 

una superficie sono ancora quadriche di LIE per piu di una falda focale. 
Dalle (36) e (38) vedinmo, che le superficie 

con meno di Cinque falde focali appartengono alla nostra classe delle superficie 
minime proiettive. 

La quadrica di LIE in  coordinate 5 di piano tangente si presenta in una 
maniera del tutto corrispondente alla equa.zione (39) in coordinate di punto. Si ha  

dove le 5 sono le coordinate normali (') di FURINI del piaiio tangente alla su- 
perficie x. 

Per queste coordinate vnlgorio le equazioni foiidamentali ('), duali alle (23): 

Ai quattro sistemi di soluzioni delle equaziorii (41), (42) corrispondono 
in (45) i quattro piani tangeiiti 

delle superficie focali. 

5. Se si corrispondono le linee asintotiche su tutte le superficie focali 
del sisteina delle quadriche di LIE della nostra superficie x, allora devono 
valere per i parnmetri asintotici u, v di x le equazioni 

- [prese per tutte e quattro le coppie d'indici (i, k)=(l, 1); (1,2); (2, 1 ) ;  (2,2)] - 
dove per un punto z e un piano 5 il simbolo (an indica la forma bilineare delle 
loro coordinate. 

( i )  Cfr. F-C,  1, pag. 86. 
(7 Cfr. F-C, 1, pag. 90. 
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Dalle otto equmioni (48) si ricavano le quattro condixioni indipendenti 

Noi dis tinguiarno due casi. 
A) w, + 4Qzo = O. Allora si trae dalla (36) c 1 ,  che anche w, + 4qw = O 

e tutte le  equazioni (49) sono soddisfatte. A causndella (38) abbiaino iii questo 
caso le superficie minime proiettive. 

Si vede Che, ne1 caso in cui esistono meno di Cinque falde focali del 
sistema delle quadriche di LIE (44), si corrispondono seinpre sulle falde esi- 
stenti le liriee asiiitotiche. 

B )  w, i- 4qzu+O. In questo caso deve essere, a causa della (36) c 1 - 
anche w, -+ 4qw + 0. 

Da (49) c 1 e (49) d 1 segue - - 

Allora perd si trae dalle (36) a ( e (36) KI, che anche (49) a 1 e (49) bl 
- - 

sono soddisfatte spontaneamente. 
Naturalmente il caso B) é molto più speciale del caso A), perche la 

classe delle superficie B é caratterizzatn d a  due equazioni differenziali simul- 
tanee 

(50) 

le quali, secondo (37), sono del quint'ordine, mentre le superficie A sorio 
caratterizzate da una sola equaziono del sest'ordine (34), che equivale alle 
due (38) a causa delle condizioni d'integrabilith. 

Dalle (37) e (32) si calcola che il sistema (50) é equivalente al seguente: 

Quindi a causa del 5 18, c)  del libro F-C, 1, noi abbiamo le superficie, 
di cui tutte le asiiitotiche appartengono a cornplessi lineari. 

Cerchiamo le superficie che appartengono e al cnso A) e al cizso B). Noi 
abbiamo 
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e a causa delle (36) anche 

Se noi per le due eqnazioni 

valide per la funzione zu, calcoliamo la condizione d'integrabilith wu,- to,,=O, 
noi troviamo 

w(8q2 - q ,  + q q )  = O. 

L'ultimo fattore perb a causa delle (37) è uguale a. 1 - h e a causa 
della h = O  é diverso da  zero. Donde segue zo = 0 e in una maniera ana- 
loga si deduce = 0. 

Quiiidi le sole superficie minime proiettive di cui le asi'ntotiche appar- 
tengono a cornplessi lineari, sono superficie speciali del tipo zo=z  = 0, che 
corrisponde al  caso, in cui esistono in somma soltanto due superficie focali ('). 

Dunque iiel caso di cinque diverse falde focali nessuna superficie colle 
asintotiche in complessi lineari pub essere anche superficie miniina proiettiva; 
ne1 caso di due O tre falde focali, corne giB sappiamo, tutte !e superficie sono 
superficie minime proiettive. 

Terminiamo enunciando due proposizioni su superficie minime proiettive 
speciali : 

1") Il TEIZRACIN~ ha mostrato, corne si possano costruire geometricn- 
mente le superficie, sulle quali le asintotiche di uno dei due sistemi appar- 
tengono a conîplessi lineari (cfr. F-C, II, pag. 773). Cercando le superficie di 
questa classe, che sono nello stesso tempo superficie minime proiettive, noi 
troviamo superficie speciali della classe w z = 0 .  Mentre il TERRACINI ne1 
suo caso generale prende pei. la costruzione unn schiern di complessi lirieari, 
del tutto arbitraria, dipendente da. un parametro, ne1 nostro caso speciale 
dobbiamo prendere una schiera di complessi lineari, tale che due coinplessi 

,(') In questo caso la seconda falda focale è un piano e si i-icavano le cosidette R Unei- 
gentlichen Affinspharen B di W. BLASCHKE (Vorles. tib. Diff. Geom., II, Berlin, 1923, tj 78), 
le 101-0 trasformate per proiettività e le superficie duali. 
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consecutivi determinano una congruenza lineare speciale (con una sola diret- 
trice). Per il rimaiiente la costruzioiie é la stessa. 

2") Le sole superficie minime proiettive, che sono ne110 stesso tempo 
superficie minime affini (') sono le cosidette a Uneigentlichen Affinsphareii . (2) 

di W. BLASCEKE. 

(1) S u  questo concetto cfr. W. BLASCHKE (Vorlesungen über Differential Geometrie, II, 
Berlin, 1923, 3 68. 

(2) Cfr. W. BLASCHKE, 1, c., 8 78. Gih H. BEHNCKE ha osservato, che queste siiperficie 
e anche le cosidette Eigentlichen Affinsppharen 0 sono estremali del nostro problema valia. 
zionale. Cfr. W. BLASCHKE, 1. c., 3 76 e anche pag. 24û, n.' 7. 
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Sulla dimensiotie dei sistemi liiieari 
sopra le varietà algebriche a 7;: -i- 1 dirnensioni 

coiiteiienti un fttscio di Sk. 

Nemoria di ARTURO M A R O N I  (a Firenze). 

L'estensione del teorema RIEMANN-ROCH alle varieth di dimensione mag- 
giore di 2 senibi'a offrire difficoltlt non lievi ('). Non sembrerk percii, inutile 
10 stabilire una limitazione per la  dimensione dei sistemi lineari, sopra classi 
pni'ticolari di varie&. I n  questo lavoro stabilisco appunto una tale limitazione 
per i sistemi lineari (irriducibili e privi di gruppo-base assegnato) sopra le 
varieta A&+! (a k + 1 dimensioni) sulle quali esistono ooi Sk, costituenti un 
fascio di genere p (v. formula (9)). 

La formula che da tale limitazione viene ulteriormente precisata sulle 
varieth rkfi, che rappresentano, senza eccezione, le coppie di punti di un Sk 
e di una curva di genere p ;  inoltre su tali varieta viene anche deterrninato 
come si compongono tutti i sistemi lineari (v. 10, 11, 12, 13). 

Ne segue che su queste medesime varieta resta stabilito il significato 
della sovrabbondanza per un sistema lineare qualunque, privo di gruppo 
base, in perfetta analogia di quel10 che accade sopra una rigata algebrica 
contenente un fascio di curve direttrici, privo di punti fissi. 

Nell' ultima parte del lavoro esprimo il rninimo della dimensione di un 
sistema lineare, dato su di una varietà Mk+i, mediante i generi aritmetici 
virtuali ( 2 )  delle varieth del sistema e delle varieth dei sistemi caratteristici, 
giungendo cosi a quella forma del teorema RIEMANN-ROCH che il prof. SEVERI 
ha intuito in generale per le varieta a piu dimensioni y). 

(') Si veda la Mernoria del prof, SEVERI: B'ondamenti per la yeometria sulle varieth 
alyebriche. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, tom0 XXVIII. 1909; neUa quale 
il teorema RIEMANN-ROCH è ottenuto per i sistemi aggiunti sulle varietà a tre dimensioni. 

(%) Per genere aritmetico virtuale di una varietà si intende, in questo lavoro, il numero 
definito al n . O  4 della Mernoria citata (1) do1 prof. SEVERI. 

(3) SEVERI, Memoria citata (i), § 31. 

Annali di Matsmatica, Serie IV. Tom0 V. 24 
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Sistemi lineari di varietà linearmente seganti. 

1. Indicheremo con Mk+, una variet& a k + 1 dimensioni sulla quale esiste 
un fascio, di  genere p, di spazi, SR, a k dimensioni. Questi Sk si diranno gli 
spazi generatori della Mk+i. La quale si indicher& anche con quando 
occorra metterne in evidenza 1' ordine n. 

Sulla si abbia un sistema lineare 1 MkI, di varieth a k dirnensioni, 
ciascuna delle quali seghi ogni spazio generatore della M L 1  in un Sk-, ; 
direrno brevemente che tali varietb sono linearmente seganti. E noto (') che 
se r e d sono la dimensione e il grado del sistema completo 1 M k l ,  si ha  la 
relazione : 

(1) r z d - ( k t 1 ) p  + k  

nella quale vale il segno di uguaglianza allorché il üistema 1 Mk 1 sega, su di 
una curva y incontrante ogni Sk della Mk+i in k t 1  punti indipendenti, una 
serie lineare non speciale. Cib avviene certamente se l'ordine m delle va- 
riet8 MA, oppure il grado d del sistema 1 Mkl, sono sufficientemente elevati : 
basterk che na O d siano tali che il nurnero dei punti d'iiitersezione di una Mk 
con la y superi 27c-2, essendo 7c il genere della y stessa (5). Quando nella (1) 
vale il segno = diremo che il sistema 1 M,I é ?-egolave. 

2. Dalle ricerche del SEGRE risulta che per la validith della (1) si deve 
supporre che il sistema 1 Mk 1 abbia dimensione non inferiore a k + 1, che non 
abbia gruppo base, e che non sin composto. Ma è facile mostrare che la (1) 

(4) V. SEGRE, Introduzione alla yeometria sopra un ente alyebrico semplicemente infinito. 
Annali di Matematica, seiie II, tom0 XXII, n.O 91. 

(5) Ricordiamo che 1' oidine della intersezione di due varietà Vi e Vz esistenti sulla M L l  
B dato dalla formula: 

v,mi + vim, - viv,n 

ove ln, ed m, sono gli ordini rispettivi delle varietà V, e V, e vi, v ,  sono, rispettivamente. 
gli ordini delle varieth in cui Vi  e V2 incontrano un Sh geneiico della Mnwl. (V. BEPPO LEVI, 
Dell'intersezione di due varietà, contenute in una ,variet& semplicemente infinita di spazi. 
Atti delia R. Accad. di Torino, vol. XXXIV, 1899). Se ne deduce che è:  

d ='(k i- 1)m - kn 

e che, se p B l'ordine della curva y, il numero i delie interseaioni di questa con una MfE" 8: 

i = ( k + l ) r n + y - ( k + l ) n = d + p - n ;  

percib si pub supporre i > 2n - 2  quando m e d siano abbastanaa grandi. 
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vale per qudunque sistemx irriducibile, privo di gruppo base assegnato. In- 
fatti, sia 1 Mk 1 un t d e  sistema. Si consideri sulla M;+l un altro sistema 1 MIk 1 
di varieth linearinente seganti, il cui grado d' e la cui dimeiisione 9.' veiifi- 
chino la relazione: 

(2) Y' 2 d' - ( k  + 1)p i- k .  

Sin Mk una variet& non spezzata di 1 Mk 1, e sia 1 Mk-, 1 il sistema segato 
su di eSSib da 1 M t k / :  diremo r ,  e d ,  la dimensione e il grado di 1 Mk-, 1. Se m  
ed m' sono rispettivarnente gli ordini delle varietk IV, ed M t k ,  abbiamo 
(v. nota ( 5 ) )  : 

d = (k  c 1  ) î n  - k n ;  d' = ( k  t 1)m' -  IL; 

iiioltre l'ordiiie, nh,, delle varieth del sistema 1 MA-, 1 6 :  

mi = nt + nt' - n. 
Risulta auindi : 

d + kd' 
di = km, - ( k  - 1)m = ---- . 

k + l  

Percib, se si suppone d' sufficeiiternente elevato, anche d, sarh abbastanza 
grande perclik il sistema 1 Mk-, 1 sia regolnre ( 6 ) .  Ne segue che sarit: 

1 - ,  < d ,  - k.p+ k -  1 

e quiiidi 1 W k  1 coiiterrà parzialinente 1 Mk 1 qumdo sia : 

d ' - ( k + l ) p +  k > d , - k p + k - 1  
ossia : 

d' > d  + (k  + l)(p - 1). 

Suppoiiiamo che dl' sia tale da  soddisfare anche questa relazione (vedi 
riota ( 6 ) ) .  Le varieth del sistema residuo 1 M  - M 1 sono gruppi di 

8 - d  
nz' - 111 = - Sk generatori. Ora, l'imporre alle varietR di il pas- 

k t 1  
saggio per un Sk generatore equivale ad imporre a1 inassirno k + 1 condi- 
zioni, quindi sas& : 

Da questa, in virtii della (2), segue nppunto: 

( 6 )  Se  cib non awenisse, potremmo sempre metterci in questa condi~ione sommando 1 Mk' 
con un niimero convenienternente grande di Sk generatori. 
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Sistemi lineari di vrtrietàl plurisegrtnti. 

3. Passiamo a considerare, sulla iM;+, , varieth di dimensione k segnnti 
ogni S,, generatore in uua ipersuperficie di ordine v (> 1). Diremo che queste 
variet& sono v-seganti; e se rn è l'ordine di una di esse, l a  indicheremo col 
simbolo MF' '. 

Si consideri il sistema lineare segato sulla MLl da tutte le forme Fv (di 
ordine v )  del10 spazio S, a cui appartiene la Mk+i; sia 1 Mln"'l questo sistema. 
Esso é di grado: 

(3) D = vk+i .n 

e sega ogni Sk della M;+I ne1 sistema lirieare con?pleto delle forme di or- 
dine v dell' Sk stesso, il quale ha la diinensione: 

ed il grado vk. 
Dettn R la  dimensione del sistema 1 MY" 1 ,  riferinmo proiettivanlente le 

sue varietk agli iperpiani di uii S B .  Avremo in Sa una varieth v ~ + I ,  di or- 
D dine D e dimensione k + 1, immagiiie della M?+l, la quale Vk+l  sara il luogo 

di mi  varieth rnxionali Lik,  di dimensione k e di ordine v k ,  corrispondenti 
agli SA della M2+1. Ciascuna delle varieth ~ l % a ~ ~ , z r t i e n e  ad un 8,:. abbiamo 
dunque, in SB, una varietA a t + 1 dimeiisiorii, M?+I, riempita dagli m i s t  
cui nppartengono le 00' varieth Li'. 

4. Valutiamo l'ordine N della M E  l .  Esso é il numero dei punti comuni 
N 

alla Mt+i e ad un SR-tl generico di SR, ed è anche il numero che indicn 
quanti sono gli iperpiani di SR appartenenti alla stella che ha per sostegiio 

N un SRAt-l e contenenti un S, della Mt+, . Questo riumero N è quindi uguale 
al numero delle forme di ordine v di S, appartenenti ad un sistema lineare oot 

(nessuna forma del quale passi per la Mkkl) e contenenti un SR generatore 
della ~v?+I. 

Per determinare questo numero, si prenda a considerare, in Sv, un 
che non incoiitri la Mr+l, e un Sk+i non incidente con 1' ST-A-e. In  questo 
spazio Sktl si fissino 1 punti: A , ,  A, ,... A , ,  essendo: 
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1 punti A,, A,, ... A, siano scelti in modo che per essi non passi una 
forma di ordine v - 1 dell' SR+, ; aliora essi irnpongono condizioni indipendenti 
alle forme di ordine v dell'Sk+, che debbano contenerli Il) .  

Ne segae che la dimensione del sistema, 1 al, delle forme di ordine v 
di Sk+i, passanti pei punti A,, A, ,... A, 6 :  

1 coni che dallo spazio S,.-k-p sopra considerato proiettano le forme del 
sistema 1 @ 1 ,  costituiscono dunque un sistema lineare oot di forme di ordine v 
del17S7., nessuna delle quali contiene la MI+l. Se uno di questi coni contiene 
uno spazio generatore, Sk*, della ME,1, esso contiene anche 1' 8,-, che pro- 
ietta lo spazio Sk* ddl '  Sr-,-,, e sega quindi lo spazio &+, in una forma 
del sisterna spezzata in uria forma di ordirie v - 1 ed in un SR, proiezione 
del10 SR*. Tale SR devra passare per uno alrneno dei punti A , ,  A,, ... A, ,  
perché non esistono forme di ordine v - 1 passanti per gli 1 punti. Se esso 
passa per A,,  10 spazio Sk* della Mk+l incontra allora Io spazio A!?,.+-, che 
dall' proietta A,. Inversamente, si consideri 10 spazio S,--k-i ~ h e  si  
ottiene proiettando dall' S,.-k-2 uno qualunque, A i ,  degli 1 punti A,, A, ,... A t ,  
e sia Sk* uno degli n spazi generatori della M:,i incontranti questo . 
Tale Sk* appartiene al cono di ordine v che dall' AS,.-,-, proietta la forma 
del sistema 1 a1 spezzata nell' Sk (passante per Ai) proiezione del10 SR*, e 
nella forma di ordine v - 1 dell' Sk+, che passa per gli 1 - 1 rimanenti dei 
punti A, ,  A,, ... A,. Il nurnero cercato N é percib uguale al numero dei punti 
in cui gli Z Sr-k-L, proiettanti dall' i punti A , ,  A ,,... A,,, incontrano 
complessivamente la  MF+l. Si ha dunque : 

5. Sin M F v  uiia variet& v-segante, di ordine rn, della Mt+, . Alla MF 
corrisponde, sulla di SB, una varieth Vk', di ordine: 

avente cornune con' ogni St della M E I  una sezione della corrispondente ~ f ~ ,  
fatta con un S,,, dell' 8,. II luogo di questi CG' S+, é una varieth M r ,  linear- 

C) Infatti la forma di ordine v - 1 passante per 2 -1 qualunque di quei punti, insieme 
con un Sk che non passi per il punto rimanente, costituisce una forma di ordine v la qualo 
passa per 1 - 1 qualunque dei punti stessi e non per l'ulteriore. 
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mente segante della ML,,  e segante la v&, nella Vp'. Per deterininare l'or- 
dine y di questa M r  si applichi la formula di BEPPO LEVI (citata nella nota ( 5 ) ) ,  

per trovare l'ordine della intersezione delle varieth Mr e v;+~, contenute 
nella M ~ I  e segantisi nella Vr'. Si ha:  

da cui, ricordando le (3), (5), (6), si ricava: 

6. Se alla varietk MT' facciamo percorrere, sulla M L , ,  un sistema lineare 
completo ( Mhl' 1 ,  anche la  varieth Vk', corrispondente sulla v:, alla M y ' " ,  
percorre un sistema lineare completo 1 Vk'l. Le  varieth Mt, linearmente se- 
ganti della M L I ,  le quali segano sulla V ~ I  le varieta del sistema 1 V?' l ,  
percorrono allora sulla M ~ V , ~  un sistema algebrico. Vogliamo p r o v a w  che 
questo sistema algebrico é anch'esso l ineare e completo. 

Coininciamo col dimostrare che : ogni sistema l ineare completo 1 Mt 1 ,  d i  
varietà l inearmente seganti della MF, 1 ,  irriducibile e privo d i  g m q ~ p o  base 
assegnato, sega sulla v ~ D , I  un sisterna l ineare 1 Vkl, che 2 pure completo. 

Supporremo dapprima che il sistema 1 Mt 1 abbia una dimensione r ,  2 t -1- 1 ,  

che non sia composto, e che non abbia punti fissi nemmeno accidentali. Sotto 
quest'ultima ipotesi il sistema 1 Mt 1 sega su ogni S, della M ~ I  il sistema conz- 
pleto degli St-,. Se riferiamo proiettivamente le varietk di 1 Mt 1 agli iperpiani 
di un Sv,, la  M ~ I  viene trasformata in una Ml,,, di Sr,, e contemporanea- 

mente la  V;+I viene trasformata in una V',,, segante ogni S, della Mtt+, in 
una varieth razionale normale Lfk (corrispondente di una L L ~ ) ,  appag8tenente 
al l 'St .  Se il sistenia 1 Vkl non é completo, la varietk Vrk+,  non 8 normale e 
pud considerarsi corne proiexione di una v ; É + ~  appartenente ad uno spazio 
( Y ~ )  Y,), fatta da un S,,,,-I non incontrante l a  vR+~.  Ciascuna L; risulta 

allora la  proiexione di una Lk ,  della V;+I, appartenente pur essa ad un St 
(perché le L', sono normali); questi S, riempiono una varieth M;:~, apparte- 
nente ad Sv,, della quale la Mrt+, é la  proiezione in Sr, fatta dallo spazio Sv,-,,-1. 
Ora, questo S,.+,-I non pub incontrare la M ~ + I ;  perché se esso fosse incidente 
con un St della M;,.I, questo S, verrebbe proiettato, in Sv,, in uno spazio di 
dimensione inferiore a t ,  al quale apparterrebbe la relativa Id1,,  mentre, per 
le ipotesi fatte, ciascuiia L I k  (nessuna esclusa) deve appartenere ad uii Si. Ne 
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segue che la varieta Mtt+, non è normale se noil 10 è la V f k + , ,  e percio il 
sistema 1 M t  1 non è completo se non 10 è 1 V k  1 .  Se dunque 1 M t  1 è completo, 
anche 1 V ,  1 10 è. 

Se poi il sistema 1 M t  1 ha dimensione minore di t + 1, O é composto, O 

ha un gruppo base accidentale, esso pub considerarsi come residuo di un 
certo numero h di S, generatori, rispetto ad un sistema 1 Mt 1 che non abbia 
piU tali particolarith (confr. no 2). Il sistema completo 1Bt1 sega allora sulla 
V ~ + I  un sistema lineare completo 1 & 1 .  Se 161,1 é completo, il sistema \ V,I 

é il residuo, rispetto a 1 T/', 1 ,  delle h J A ~  appartenenti agli h S ,  surinominati, 
e quindi é anch'esso completo. 

Ci6 premesso, torniamo a considerare il sistema lineare completo 1 T'Tl 1 ,  
di cui al principio del presente numero. Sia M t  una varietà linearmente se- 

D gante della M:~, segante una V r '  sulla V k ,  1, e sia 1 Mr 1 i l  sistema lineare 
completo della M L ~ ,  a l  quale essa appartiene. Questo sistema 1 M l 1  sega la 

V ~ + I  ne1 sisternn lineare completo con tenente to talmente la Vhl considerata, 
cioé ne1 sistema 1 V k l  1 ,  e percib coincide col sistema algebrico delle variet& 

M! seganti le varietà del sistema 1 Vml 1 .  Cosi resta dimostrata la proposizione 
enunciata al principio del presente numero. 

7. La  dimensione 1.  del sistema 1 VB'I (corrispondente al sistema com- 
pleto 1 Mk' 1 della M E  ,.i) uguaglia dunque la dimensione del sistema completo 

D 1 dl': 1 della  ME^, il quale sega il sisterna 1 E' 1 sulla Vk+l. Essendo 1 M g  / un 
sistema di varieth linearmente seganti, se d è il suo grado abbiamo ( v .  iiO. 1): 

Ossia, per le (4), (5), (7):  

d = ( t  + l)(m + N - vn) - t,V= (t + ?)m - (t + 1)vn + N =  
v t k  v + k  ' l t k  I n =  m - k  v + k  

= ( k ) ' " - I ( k ) ~ - ( k + l ) !  ( k )  ( k - 1 1 ) ~ '  

Sostituenào nella (8) si ha  dunque la  relazione: 

la  quale lega i caratteri di un qualunque sistema lineare completo 1 ~ll?"/  7 

della varielà ME+i purchè sia irriducibile e privo di gruppo base assegnato. 
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Poichè nella (8) vale il segno di uguaglianza quando il grado d sin suffi- 
centemente elevato, cos1 anche nella (9) varrh il segno di uguaglianza per 
valori abbastanza alti dell'ordine nz delle varieth M T v .  Si dirà in ta1 caso 
che il sistema 1 M T  1 e regolare; altrimenti diremo che è sovrabbondante. 

8. Terminiamo questo capitolo con alcune brevi considerazioui relative 
al modo di costruire i sistemi linenri (di varieta di ordine suEcentemente 
elevato) su di una M k C I .  

Su di una Mkti consideriamo due varieth v-seganti: Mk'" ed M?", 
Poichè queste segano varieth equivaleiiti sugli Sk generatori (cioè sulle va- 
rieth di un fascio), ne segue che esse O sono equivalenti O differiscono per SR 
generatori In ogni caso potremo porre: 

G,, e G1 essendo gruppi, rispektivaniente, di h e di 1 S, generatori; i quali 
npparterranno totalmente alla medesima serie lineare allora e solo allora che 
MT'* e M y  siano equivalenti. Evidentemente sarà sempre: 

La (10) pu6 anche scriversi: 

Se ora supponiamo che sia: 

cioè : 

la serie lineare deterinitiata da1 gruppo Gh contiene parzialmente G , .  Indi- 
cando con 1 Gh-l 1 = 1 Gm,-m, 1 la serie residua, la (10') diviene : 

Questa relazione (11) seguita sempre a valere (se e m, 2 111, + p)  quando 
si tenga fisso il sistema 1 ,Vk""I e si faccia variare 1 M;'"I entro il sistema 
continuo, { M"" 1 , di tutte le varieth v-seganti dell' ordine m, ; sicchè tutti i 
sistemi lineari di tale sistema continuo possono ottenersi da un unico sistema 

(8) V. SEVERI, Osseruazioni ,ouvie cli geowzetriu sopvu unu superficie algebrica e sopm 
ana uarietà. Atti del R. Istituto Veneto di Sc. lett. ed arti, 1906, tom0 LXV, parte seçonda. 
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lineare, 1 IC1;E"" 1 ,  mediante addizione di serie lineari (dell' ordine m, - m,) di 
Sk generatori. 

Viceversa, è evidente che la  somma di 1 M;e"" 1 con una serie lineare di 
Sk generatori dell'ordine nz, - ln,, dB appunto un sistema lineare di varietà 

v-seganti dell' ordine rn, . Il sistema continuo { M r "  1, quando m, sia abbastanza 
elevato, contiene dunque ooP sistemi lineari; quante, cioè, sono le serie lineari 
di ordine m, - rut, contenute nell'eute CO' format0 dagli Sk generatori. 

Ne segue (v. (9)) che la dimeiisione R del sistema continuo { MF1' sod- 
disfa la relazione seguente, quando ?ni é abbastanza elevato: 

Osservazione I. Il procedimento esposto in questo numero con particolare 
riferimento alle Mk+i rientra ne1 concetto generale che si segue per la costru- 
zione del sistema contiiiuo completo contenente una data Vk- ,  sopra una V , ,  
quarido si conosca gia uit sistema continuo completo sulla V k .  

Osservazione II.  Siano MF" ed M F v a  due varieta a k dimensioni della 

ih'"~. Dette MZn"', MYan"'' le intersezioni della Mk+i con due forme, rispet- 
tivamente degli ordirii v, e v, ,  avremo: 

ove Ghl, Gll, Gàa, Gt, indicano rispettivamente gruppi di ' h l ,  l , ,  h,, 1, spazi 
generatori. Ne segue che l'ordine i della varieta d'intersezioiie delle due 

varietà Mk"' ed MyaVa è dato da : 

Si ha cosi la formula di B. LEVI, citata nella nota ( 5 ) .  

(9) Ne1 caso particolare di v -- 1, la (1'3) diviene : 

R z ( b + l ) t n - k n - k p +  k. 

Qiiesta formula trovasi nella Mernoria del sig. PAGLIANO: Sulle varietù algebriche a tre 
dimensicmi costitzcite da zcna semplice infinitb di piani. Annali di Matematica, tomo V, serie III. 

An9iali da Malsmatica. Serie IV. Tomo V. 25 
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1 sistemi lineari sulla verietà rappresenfanf e,  senza eccezioni, 
le coppie di punti di un sL e di una curva di genere p. 

9. Sopra uria vitrieth rkci, la quale rappresenti, senzn eccezione, le coppie 
di puiiti di uno spazio Sk e di uiia curva C di genere p, si pub facilmente 
stabilire come si compongono i sistemi lineari, e si puo precisare la formula (9). 
Questo appunto voglianlo mostrare ne1 preserite capitolo. 

E ovvio che una tale varieth rk+, contiene 1111 fascio, di genere p, di  

varieta razionali, Nk,  a k dimensiorii (ciascuna Nk essendo immagine della 
totalith delle coppie di punti che hanno un puiito fisso sulla curva C); e cori- 
tiene inoltre un sistema mh di curve, r i ,  birazionalmente identiche alla C 
(ciascuna i', essen.do immagine della totalitb delle coppie di punti che hanno 

un punto fisso sulll&), il qua1 sistema è di indice 1 e privo di punti base. 
Percii, la  rk+, è birazionalmente identica ad ogiii Mk+,  contenente un fascio 
di Sk riferibile hirazionalmeiite (come ente ou') alla curva C. 

Le varieta rk, della rk+,, le quali rappreseritano le coppie di punti della 

curvn C e  di un SkPi dello &, formano un sistema ook, di grado 0, compmto 
con 19 curve I',. 

Un mode110 proiettivo della rkfi, in cui le varieta Nk sono degli Sk, si 
pub facilmente costruire ne1 modo seguente (iO). Sulla curva C si consideri 

una serie lineare completa non speciale g",-p; poi in uno spazio di dimensione 
p = (k + l ) (n ,  -- p )  + k si prendano k + 1 S,,, indipendenti e si riferiscnno 

proiettivamente gli iperpiani di ciascuno di questi Srt,-, ai gruppi della 
Si avranno k + 1 curve di ordine n, : G,, C,, ... Ck+, ,  contenute riei h + 1 
SM,,, immagini della curva C, le quali risulteranno fra, loro in corrispondenza 
proiettiva. Gli SR congiungenti i ljunti delle curve Ci, C,, ... Ckti corrispon- 
denti ad un  medesimo punto della çurva C generario una varieta a h +  1 

dimensioiii, che indicheremo con i l  cui ovdine B n = ( k  -t l )n , .  Infatti, 
la proposizione è ben rioth per k = 1, e facilmente la si prova per un valore 
arbitrario di k, supponendola vera pel valoie k - 1. Basta osservare che un 
8,-1 passante per le curve C,, C, ... Ck sega la rk+, nella varietk F R  luogo 
degli Sk-, che uniscono i punti corrsponderiti delle curve C, ,  C,, ... Ck (lit 
quale rk ha, per il supposto, l'ordine kn,) e negli n, Sk generatori passaiiti 
per gli n ,  punti d'iiicoiitro dell'Sp-i coi1 la ulteriore curva Ck+,. 

('O) Ne1 caso k = 1 la costruzione & indicata da1 SEGRE : lZicerche gerterali sulle curve e 
le superficie rigate algebriche. Math. Annalen, Bd. 32. parte 1, n . O  6. 
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Gli n, Sk generatori della FE+, uscenti dagli n,, punti di una sezione 

iperpiana di una delle curve Ci, C,, ... CA+, ( e  quiridi incontranti ciascuna di 
queste curve nei punti di una sezione iperpiana) appartengono ad uiio spazio 
di dimensione (k + l)(n, - p)  -. 1 ( j i ) .  Gli iperpiani di S ,  passanti per questo 
spazio sono 6 o k  e segano la r:+, in varietà liiiearmente seganti, I',, dell'ordine 
kn,, formanti un sistema lineare completo lrkl ( l e ) ,  la  cui dimerisione é k, 
ed il c ~ i i  grado è 0. 11 sistema Irk] non ha  punti fissi accidentali, appunto 
perché il suo grado. e O. Esso é composto con un sistema di wk curve di 
ordine l a ,  (curve che chiameremo ri), tale che per ogni punto della ïk+, passa 
uns ed una sola di tali curve. Infatti, per un punto A preso ad nrbitrio sulla 
rkfi passano ook-' varietà di 1 Th 1, le  quali passano tutte per la curva, I',, 
intersezione di k indipendenti di esse, curva che ha appunto i'ordine ni. A1 
sistema delle curve ri appartengono anche le curve C,, C,, ... Ch+,. 

Evidentemerite, ad ogni punto A della rk+, qcorrisponde un punto della 
curva C ed un punto di un Sk gelleratore fissato a piacere (il punto in cui 
questo Sk é incontrato dalla ri uscente da A) ,  e viceversa; e questa corri- 
spondenza non h a  eccezioni. 

L a  intersezione di i +  1 r, indipendenti ( i  < k) è una rk+ tlell'ordine 

(k - i)ni, analoga alla rk+i, rappresentante, senza eccezione, le coppie di 
punti di un Sk-,-i e della curva C. 

10. Osserviamo ohe la I',,, costruita ne1 numero precedente non ha  punti 

singolari, se si ha  cura di scegliere la serie in modo che le curve Ci, 
C,, ... CR+( non abbiano punti multipli (i3). Per un punto multiplo della Tk+, 
dovrebbero infatti passare pih Sk generatori: ma due Sk generatori qualunque 
di questa variet& non possono incontrarsi, altrimenti i 2(k -1- 1 )  punti in cui 
essi si appoggiano alle curve Ci, C,, ... Ck+, non sarebbero indipendenti, e 
allora non sarebbero indipendenti nemmeno i k + 1 Sa,, cui appartengono 
le curve medesime. 

Da questa osservazione, e da1 fzttto che ogni é birazionalmente 

(") Tale B la dimensione del10 spazio cui appartengono k i- 1 Sw,-p-i se essi sono indi- 
pendenti ; e ne1 nostro caso 10 sono, altrimenti non sarebbero indipendenti i k+ 1 
contenenti le cume C , ,  C ,,... Ck+,. 

('7 I l  sistema rk ( è completo, perchè 10 è il sistema di tutte le seeioni iperpiane della 
rk+,, la quale è normale in S:, essendo normali le c u r e  C,, Cz, ... Ckti, e contenute in 
spazi indipendenti. 

(13) Basta a ta1 uopo prendere mi > 2p. Vedi SEGRE, Memoria citata ('O), na0 1% 
parte 1. 
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identica ad una rkfr, (v. n.' 9), segue che ogni Mk.+, pub essere trasformata 
birazionalmente in una varieth analoga priva di punti singolari. 

11. Si vu01 dimostrare che: sulla l'k+i, ogni sistema l ineare d i  va?-ietà 
v-segnnti 1 M F v  1 ,  priuo d i  g ~ u p p o  hase assegnato, è ln  somma del sistema 1 v rk  / 
con u n a  sel ie  linetrs-e d i  Sk generatovi. 

La relazione (10) del n." 8, applicata ad un sistema qualsiasi 1 M T v  1 di 
varieta, v-seganti della rk+, , ed al sistema 1 VI', 1 ,  pub scriversi: 

Ora su di una I', , il sistema 1 M?' + Gz 1 segna una serie lirieare di cui 
fan parte i gruppi che si ottengono sommando i puiiti in cui la r, é incon- 

trata da una M T  ' con i gruppi segnati dalla serie ( Gz 1; e siccome, d'altra 
parte, il sistema 1 VI', + Gh 1 segn la I', iiella serie segnata da 1 G,, I(perchè le 
i', che non conterigono la r, non haririo con essa punti cornuni), si conclude 

che la serie 1 Gl  1 è contenuta parzialmeiite iiella ( G ,  1 .  Indicando con 1 Gh-,I 
la serie residua, abbittrno dunque: 

che é quanto volevasi dimostrare (14) .  

12. 12 sistema l ineare I ïMk- l l ,  segato su d i  u n a  rk da un sistema li- 
nea9.e cornpleto lMkl d i  va?-ietà v-seganti, é anche esso completo. 

Infatti, consideriamo untt qualunque varietà igk-, del sistema completo 
- 

i MA-, 1 ,  cui appartiene 1 MkMi 1 ,  e fissiamo sulla una ri non giaceiite 
sulla rk considerata. Da  un purito A della I', si proietti la varieth, di dimen- 

sione k - 2 e di ordine v, intersezione della %,-, con 1'27, della FR+, uscente 
da A ;  e 10 stesso si faccia per ogni altro punto della r,.  Si otterigono m i  

coni di ordine v e dimensione k - 1, i quali riempiono una varieth a k di- 

mensioni, che diremo Mtk .  Mentre la K-,  percorre il sistema 1 gk-, 1 ,  la 

varieth M', percorre anch'essa un sistema lineare 1 M t k [ .  Sia (v. 11." 11) g# la 
serie lineare di SR generatori, la quale sommata col sistema Ivrkl da il si- 
stema 1 Mk 1 ; si abbia cioè: 
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Allora anche fra le varieth di 1 Mk-< 1 ve ne sono di quelle spezxate in 

v rk-, ed in h Sk-< costituenti nell'ente ao' uii gruppo della gL .  Le varieth 
di 1 Mtk  1 ,  ottenute ne1 modo sopra indicato dalle Mk-,   COS^ spezzate risultano 
formate da, v rk e da h Sk generatori della FA+, costituenti un gruppo della 

gL. Ne segue clie il sisteina 1 h lrk 1 è coritenuto totalmeiite i n  1 Mk 1 ;  e siccome 

1 M tk  1 sega sulla I', il sistema completo 1 Uk-< 1, questo coincide duiique con 
1 Mrei 1, C. V. d. 

13. Dato sulla rk+, il sistema lineare completo: 

IMkI = Ivrk+gk( 

indichiamo con qnk, ,  la sua dimeiisione. Si vual dimost~.are che, supposta conz- 

pleta la se~.ie gh, si ha: 

La proposizione è vera, per k = 1 (15); basterà percib dimostrare che 8 
vera per uii valore di k, suppoiieiidola vera pel valore k - 1. Il sistema. 1 M ,  1 
sega, su di uiia r,, il sisteina completo (11." 12) / Mk-11 = I v r k - l +  g i  1 ,  la cui 
dimensione è, per il supposto: 

ha per dirnensioiie r . k , , - ~ .  Si ha duriqiie la relazione: 

Si scriva v volte questa relazione, dimiiiuendo, ogiii volta, di unn uiiità 
il valore di v, e si sommi, tenendo conto che: 

(perché, se il sistema 1 MkI é di varieth liiiearmente segaiiti, la differenza 

1 Mk. - r k  1 è la serie gg degli Sk generatori). 

(9 Si veda la mia Nota : Intntorno nlln determinazione dei sistelni 1ineal.i di cume sopm 
le superficie viynte nlgebriche. Rendiconti do1 R. Istitiito Lombardo di Sc. e lett., serie II, 
Y O ~ .  xxavI, 1908. 
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Si ottiene: 

14. Sulla consideriamo un sistema lineare completo ( M T w  1 di varieth 

v-segnnti, di ordirie 112, privo di gruppo base assegnato. Sin: 

IM?")=(vrk+gRI.  

Se l'ordirie della r2+l é : 
n = ( k  i- l)n, ,  

e quindi 1' ordine di una rk è k n , ,  abbiamo: 

Detto i l'indice di specialith della serie g g  si ha, durique: 

vkn 
p = h - p + i = n z - - - p + i .  

k-t-1 

Sostituendo questa espressione di p nella formula (13)) che dB, per la di- 

mensiorie r del sistema 1 M T "  : 

si ottiene: 

Confrontando questa formula con l a  (9) si vede che, sulla la diffe- 
renza fra il primo ed il secoiido membro della (9) stessa (la sovrabbondaiiza 

del sistema) 8 uguale a (V ' ) i .  Se, dunque, la serie liiieare di & generatori, 

la  quale entra a comporre il sisteina 1 M T v /  è non speciale (i = O), il sistema 
è regolare. 

Genere rtritmetico di una H,, 1. 

15. Ci proponinrno, om, di trasformare il secorido membro delle relazioni 
(9) e (14)) introducendovi i generi aritinetici virtuali delle varieth del sistema 

1 M T v i ,  al  quale le dette relazioiii si riferiscono, ed i generi aritmetici virtuali 
delle varieth dei i-elittivi sistemi caratteristici. 
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Incomincerenio col calcolare il genere aritmetico virtuale di  una Mk+1. 
Premettiamo 1' osservazione che il genere arittnetico virtuale di una Mk+i 

uguaglia quel10 della r k + i  priva di singolarita, alla quaie la Mk+l 6 riferibile 
birazionalniente (v. n." 10) (16). Ne segue che i l  genere aritmetico virtuale ed  
il genere aritnietico effettivo di una Mk,i coincidono; percio d'ora in poi, a 
proposito delle M k + i ,  parleremo di genel-e al-itmetico, senz'altro. 

16. Voglianio dimostrare che: il genere ag.ittnetico, pk+l ,  di una &+l, i 

cui Sk siano gli elementi di  un ente oo' di genew p, é dtcto dalla forrizula: 

Ln proposizione è vera per k = 1, essendo - p ,  corne è ben noto, il ge- 
nere aritmetico di una superficie rigata la quale, coine ente sernplicemente 
infinito, sia di geiiere p. Inoltre, la proposizione stessa è vera anche per k = 2, 

(1" L'uguaglianza dei goneri aritmetici di due varietà in coi~ispondenza birazionale è 
stata dimostrata da P. SEVERI (Mcmoria citata (1)) per le varietà a tre dimensioni, e da 
G. ALBANESE per le varietà a piii di tre dimensioni. V. Rendiconti Lincei, Marzo 1924, pag. 211 
(per le varietà a quattro dimensioni) ; e Annali delle Università Toscane, 1924 (perle varieta 
ad un numero qualunque di dimensioni). 

Ne1 caso di  due Mk+, rifei-ibili biraaionalmente, l'uguaglianaa dei loiw geneil aritnietici 
virtiiali pub anche essere dimostrata sempliccmente ne1 modo che segue, senza bisogno di 
ricoi-rere ai teoremi generali ~ ~ ~ ~ ' A L B A N E S E .  

Si osservi, in primo luogo, che tutte le Mk+i linearmente seganti CI% una medesima &+2 

hanno lo stesso genere aritmetico virtuale. Infatti, se Mk+, ed M'kt, sono due varietà linear- 
mente seganti di  una medesima MktO, i sistemi lineai-i 1 Mk+, 1 ed IM'k+il, determinati 
snlla Mk+2 dalle due date varietà, possono ottenersi 1' uno dall'altro mediante somma e 
sottraaione di Sk+, generatori (v. n.O 8). Allora, dalla formula che dà il genere aritmetico 
lrirtbale di una varieth speaaata (Y. SEVERI, Memoria citata (l), n.O 5) segue subito che Mk+l 
ed Mfk+, hanno 10 stesso genere aritmetico virtuale. 

Ci6 visto, mostriamo che una qzcalsiasi Mk+i ha lo stesso genere aritmetico virtuale di 
una i'k+l ad essa viferibile birazionalmelzte. Sulla Mk+i si consideri una Mk linearmente 
segante, e sulla r k + i  si considerino k cui-ve Ti, che chiamerorno ci, CI, ... Ch, incontranti 
ogni Sk della rk+, in k punti indipendenti. Stabilita una corrispondenza birazionale fra 
gli Sk generatori della Mkt1 e quelli della r k + , ,  resta stabilita una corrispondenaa birazio- 
nale anche fra i punti della ciii-va Cl e gli S k P 4  generatori della Mk, essendo corrispondenti 
un punto della C, ed un Sk-i della Mk quando si tmvano in S k  corrispondenti. Projettando 
da ogni punto della Ci l'Sk.-i corrispondente della Mk, si ottengono =O' S k  che formano una 
variet& Mlk+, (avente comune con la Tb+, la curva Ci) : gli spazi generatori di questa M'k,, 
codspondono biunivocamente a qiielli della data Mkli in modo che nn Sk di quest'ultima 
e l'Sk corrispondente della Mfk.+, hanno in comune un Sk-, della Mk, ed appartengoiio 
quindi ad un Skti. 11 luogo di  questi S k C l  è una Mk+e alla quale appartengono la fi&-, e 
la Mls+, : hanno dunque 10 stesso genei-e aiitmetico virtuale, per l'osservaeione pre- 
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come si rileva (facendovi p ,  = O) dalla formula : 

la quale dB i l  genere aritmetico della vmietk a tre dimerisiorii che rappre- 
senta le coppie di puiiti di una superficie di genere aritmetico p,  e di uiia 
curva di genere p. 

Basterà dunque dimostrare il teorema yer le Mk+l, suppo~iendolo ver0 
per le M~,I  (h < k). E per provare che esso vale per una qualunque M ~ , I ,  

basterk provarlo per le r k ,  1 prive di singolarita. Consideriamo dunque una rk+i 
priva di singolarit$ (v. n.' 9 e IO), cor1 n = (k + 1) ni, appartenente ad un 
Sr [r = ( k  + 1) (n, - p) + hl, la quale sin di geriere p, se si coilsiderano corne 
elementi i suoi S k  geiieratori. Su di esslt le forme di ordine 1 dell'S, segano 

un sistema lineare ( ~ k ' l l ,  che, non avendo ln I'z+l punti singolari, sarà com- 

pleto se Z é sufficenternente elevato (la).  Inoltre, il sistema 1 ~ n l ' l l  sarà anche 

regolare per Z abbnstanza alto. Infatti, se 1 ME1 è il sistema segato sulln I ' ~+ I  
dagli iperpiani dell' S,., avremo (n." 11) : 

ove g$ indica la serie lineare niultipla secondo il numero 1 della &. Per 1 

abbastanza grande (basterà che sia hl > 2p - 2), la g$ sarh non speciale; e 

messa. Si consideri, ora, sulla M1kt17 una M1k linearmente segante che passi per la curva C,, 
e da ciascun punto della & si proietti  SR-^ corrispondente della M'k: si ottiene una nuova 
varietà la quale si trova, rispetto alla M'kt,, nella stessa relasione che la M'A+, ri- 

spetto alla Mksi, e percia la M;+~ ha 10 stesso genere aritmetico virtuale della Mri;+,.  

Inoltre, la M ; ~ ,  ha in comune con la r k + ,  la r2 passante per Cl e C z .  . - 
Si prosegua ora nello stesso modo ; si prenda, cioè, sulla M ;  iina M L  lineai-mente 

segante che passi per Cl e per C,, e si poietti da ogni punto di C, 1' Sk-, corrispondente 
l , ,  

della ML : si otterra una Mktl avente 10 stesso genere aritmetico virtiiale detla M: , l ,  e 
avente comune con la rk+i la r3 passante per le cwve Ci, Ci, C,. Cosi seguitando, si viene 
a costriiire iina successione di varietà,: Mk+,, Mrk+, , M:+~,... ciascuna delle quali ha 

il genere aritmetico virtuale ugiiale a quel10 della precedente. L1ultima di esse, la MP! l, ha 

cornune con la r k c l  la rb determinata dalle curve Ci, Cs, ... Ch. Allora anche la M ~ L ~  e la 
rk+, appartengono ad una medesima Mkce (perchè due 101-0 S k  corrispondenti si segano in 
un Sk-i generatore della ï'k, e percib stanno in un S k + J  : ne segue che la r k + ,  ha 10 stesso 
genere aritmetico virtuale della M ~ T ~ ,  e quindi anche della data Mkli. 

('7) V. SEVERI, Memoria citata (t), n.' 28. 
(18)  SEVERI^ Memoria citata (i), nao 2, 
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d 1 0 i . i ~  il sistenîa (dl"'[ risiilter& regolare (v. ii." 14). Cib posto, la ditnensioiie 

del sistema 1 i~"'1~ è espressn da (v .  (14)): 

e percib la post~ilazione y(1) della rk+i per le forme di ordine 1 che debbano 
con tenerla é : 

D'altra parte si ha  anche, per Z abbastanza graiide (lQ): 

ove p , (=  n - 1 ) ,  p , ,  p ,,..., ~7%-1 ,  pk soi10 i geiieri aritmetici delle sezioiii 
della r k k i  coi1 spazi delle rispettive diinensioni 1 ,  - k - 1; 9 . -  k ;  1.- k t  1; ...; 
1.-2; r - 1. Per l'ipotesi fatta (che, cioè, la proposizione da dimostrare sia 
vera per le vitrieth luogo di spazi, di dimensione inferiore a k + 1) si ha :  

Da1 coiifrotito delle formule (16) e (18) risiilta appunto: 

Caratteri aritmetici di un sistema lineare- dato sulla M;+I.  

17. Dato, S U  di uiia ME+i, un sistema lineare 1 M p v ( ,  di varietà v-seganti 
dell'ordiiie m, voglinmo ora calcolarne i cal-attel-i ai-itmetici, e 'cioé: il ge- 

nere aritinetico virtuale di uiia M P v ;  il genere iiritmetico virtuale della 

variet& iiitersezioiie di due A4TV; qiiello della iiitersezione di tre MTY; ecc. 

SEVERI, Memoria citata ('), n . O  4. 
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Iiicoininciamo col calcolare il geiiere aritrnetico virtuale di iii~a M F v ,  
che iiidicheremo col sinibolo 1)k(?)i, Y). Si vu01 diinostrare che vale ln formula: 

Osserviamo, in primo luogo, che soininando il sisteina 1 M T Y  1 con h Sk 
m t h , v  generatori si ottieiie uii sistema,, 1 M k  1 ,  di varieth v-segaiiti dell' ordiiie 

nz+h; e che il geiiere nritinetioo virtuale di uiia M T t h "  risulta espresso da:  

corne si ottieiie dalla forinula che d a  il genere aritnîetico virtunle di una 
varietk spezzata, teiieiido coiito che i l  geiiere aritmetico virtuale d i  una fornia 

dell'ordine v di un S k  e 

Pissata uiia varieth liiiearineiite segante della ME+i, per es. uiia sezione 

iperpiniia M E ,  si sommi il sistenia 1 Mm'v 1 con iiiia serie lineare gL di S k  ge- 

neratori, tale che il sistema ottenuto [ M P ' ~ " ' ~  coiiterign parxiitlineiite In M E ,  
ci6 che è sempre possibilo ( 'O) .  

Si consideri una M ? + ~ , "  spexzata ~iella M k  ed in uiia varieth residua 
Mm+h-n, v-1 

k , e si applichi ad essa la formula che dk  il genere aritmetico 
virtuale di u n a  varietà composta, ricordando che il geiiere aritinetico vjrtuale 

della M E  è (- l ) k - ' . p  (v. 11." 16), ed osservaiido chs l'iiitersexioiie della 211; 
con la M"+h--"'v-l 6 uiia ~ " + h - - " , v - l  

IC k-1 . Si ha  : 

ossia, tenendo corito della (20) : 

Da questa relazione e facile ricavare che se la (19 )  vale per un certo 
valore di k (e per ogni v ) ,  essa vale anche pel vnlore successive di k e 
per v qualuiique. Allora, siccome la (19) stessa è vera per k = 1 (qualuilque 
sin v) ,  perche in t d  caso essa riducesi alla nota forinula che da il genere di 

('O) Infatti da1 na0 8 risiilta che soinmando il sistenia / M F v  1 con una certa serie lineare 
di  Sk generatori, si pub far si che il sistema somma contenga pareialmente una varieth 
V-segante formata dalla M g  e da una arbitraria varietà (v -1)-segante. 
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uiia curva senza puiiti inultipli tracciata su di uiia superficie rigata ("), si 
conclude che la (19) è vera in getierde. 

18. Indicheremo can Mk-6 la varietk intersezioiîe di i + 1 MT" del si- 

stemn 1 Mm'"l, e indicheretno coi1 pk-i(m, v )  il suo genere aritmetico virtuale 
(che talvolta verrk anche iiidicato seinpliceineiite con ~ k - ~ ) .  Direnlo, poi, 

1 M ~ ! + I  il sistema liiieare segato su di un:l l l / l ~ + ~ + ~  da1 sistema 1 tMr1"1 (mul- 

liplo secoiido il iiuinero 1 del sistema 1 ~lr"  '(), e iiidicheremo con Y, t) 
(O anche, seinpliceinente, coi1 pk+(t)) i l  geiiere aritinetico virtuale delle va- 

riet& ME; . Per i = O, s' iriteiiderk che pd911, Y, t )  = pk(t) indichi il genere 

nritmetico virtuale delle varietk del sisteina 1 thdr'" 1 .  Iiioltre, sara inaiiifestn- 
ineiite : p b i ( l ~ l ,  V, 1) = ~k-i(l/!, Y), ci06 : pk-i(1) 1 pk-i. 

Applicaiido la forinula che dk il geiiere aritinetico virtuale di uiia va- 
rietk composta,, alla i.elti.zioiie : 

Da. questa si trae Iacilineiite, per iiiduzioiie : 

iiella qunle il simbolo { p d l )  - 1 \ci) iiidicn il poliiiomio che si ottieiie dallo 
sviluppo binomiale della poteiiza. { pk(t) - 1 I i ,  sostitueiido pk(t + 1) a1 posto 
di {pk(t) 1" Inoltre, ilel caso i i i  cui t =O,  si deve porre, dopo fatto 10 svi- 

luppo, pk(0) = O, 
Dalla (22 )  si ha, per t = 1 : 

I I I  questa forinula, si ricordi, nl posto di pk(i + 1 - 1) si deve porre i l  
vnlore foriiito didl;~ (19), ilella quale si poiiga ( i  + 1 - 1)171 a l  posto di 711 ed 
(i 4- 1 - l)v iii luogo di v .  

(lL) V. SEGRE, Mernoria citata ('O), parte II, n.O 1. (liath. Annalen, Bd. 34. La formula 
del SECRE per le rigate potrebbe anch'essa ricararsi dalla (21) procedendo per induzione 
da v - 1 a v, osservando che, in ta1 caso, la varietà ~ m ~ f - ~ j  "-' si riduce ad m. + h - 12 

punti e che, perciù, PL,  (m t h - n, v - 1) = ln + h - n - 1. 
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19. Seinpre riferendoci al sistema 1 I M ~ ' ~  1 sulla M n ,  1, e coiiservniido le 
notnzioiii del iiuinero precedente, consideriaino i'espressioiie : 

iii cui pkt1 ilidica (corne a1 I I , "  16) il genere aritlnetico virtuale della ME+i ,  
ossin è pk+l= (- 1)%- p .  

Si ha, dalla formula (23) : 

k i i - t l  
6 -  i=o k i - z (  1=o ) p d i +  1 1 ) - p + k + 1 .  

Poiieiido i n  quest'ultima le espressioni di pk(h i- 1 - l ) ,  foriiite dalla (19), 

vieiie : 
6 = a m  - hbn + c(p  - 1) + iip - $1 -1- k -t- 1 

ove : 
k 

) ( k t 1  - 1 )  
z=0 

. k + l  
k 

h 
Ic k + 2  

1-0 

Osa, si t rov ;~  senzrt difficoltk che è iclerilicameiite : 

Percio, sostitiieiido iiell'espressioiie di 8, abbitzmo: 
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ossia : 

L'espressione 6 é duiiqiie uguale id secando inembro della (9)) In quale 
pei'cib pub sci'i versi : 

ed assume qiiiiidi, pei' le Mk+i, In forma del teorelna RIEMANN-ROCH prevjsta 
da1 prof. SEVERI. 

Faceiido l'annloga sostituzioiie iiella f'oriiîula (14), si ha d i e :  
Su di una rk+i7 l a  dimemio?ze 1' di U ~ Z  qualsiasi sistenzu linenre conz- 

pleto di  varietd v-segnnti, p i v o  d i  g m p p o  base, è d l ~ t a  d a :  

ove i è l'indice d i  specialità della se?*ie lifteare d i  Sk genevatoî-i, Zn quale 
sommata col sislenin Ivrk  1 dà il sistemn considerato ; e p,, p l ,  p,,. .. sono i 
geue>*i uritmetiei vil-tuuli. dei sistemi cal*atte~.istici. 
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S u r  une classe de fonctioiis croissarites 

Memoria di N. PODTIAGUINE (a Pibaga) 

M. E. BOBTOLOTTI dans sa Note, insérée dans les Rendiconti della 
R. Accademin dei Lincei . (') a donné une définition nouvelle de l'ordre de 
la croissance des fonctions. Cette définition est assez féconde et conduit b des 
résultats intéressants. J e  ine propose ici d'indiquer ceux qui sont les plus 
reinnrquables. 

1. L'ordre de la croissance. - Soient y= y(%) et y ,  =y,($) deux fonctioiis 
d'uiie variable réelle x. Supposons que ces fonctions, étant finies pour toutes 
valeurs finies de x, teildent vers 4- ao avec x et admettent des dérivées 
positives y' et y,'. Nous dirons, avec M. BORTOLOTTI, que 1' ol-dl-e de gmîzdeut* 
de la fonction y pal- 7.appo1.t à la fonction y, est égal à k, si la foiiction 

tend vers uiie limite k finie et différente de zéro quaiid z tend vers l'infini. 
Nous diroiis de même que cet ordre est égal A wUk, si toutes les foiictions 

terideiit vers + ao avec x, mais la fonction 

teiid vers uiie limite k fiiiie et différente de zéro. 
Eiifin, nous dirons que l'ordre de grandeur de y par rapport tl y, est 

égal b h-'w-+, si l'ordre de grandeur d e  y, par rapport A y est Bgal wnh. 

(1) Vol. XVII, serie 5", Io Sem., pp. 244-245. 
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Par exemple; 1' ordre de 'grandeiir de ' ln foiictioiî 

y = x n ~ e a s A  

par rapport a la foiiction 
yl = bxp, 

k 
oii a, b, m, 'k et p sont des nombres positifs quelcoiiques, est égal R w -, 

P 
puisque on a dans ce cas 

et, par coiiséquen t, 
k 

lim v = t oo, liin v ,  = -. 
z=-03 x = w  iu 

Supposons maintenant que l'ordre de grandeur de la fonction y par 
rapport A la foiictioi~ y, soit égal 8 onk. Les fonctions 

définies plus haut possédeiit quelques propriétés msez re~na~rquables. 
PIZOPRIÉTÉ 1. Le rappoiSt  de chacune des fonctions ( 1 )  à la puissance 

quelcouque d e  la  fo?zction p ~ x W d e n t e  tend v e m  zero quand x tend vers 
Z' znfinz. 

On a., tout d'abord, 

qiielque petit que soit le noinbre positif E, car 

lim v ,  = k, liin va-, = + 00. 
z=Xi 2=3U 

On trouve, par la règle connue 

II existe, par coiiséquent, une valeur de x, A partir de laquelle on w 

log Y,-, 

E log vn-, < € 1 ,  
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quelque petit que soit le iioinbre positif E,. Nous aurons doiic, partir de  
cette valeur de a, 

Il en résulte que 

car iious pouvons toujours prendre E, tellement petit que la différence E, - 1 
soit négative. . 

011 démontrera de même que 

v ~ z - ~  - V n - 3  - v lirn -O,   lin^^ - 0  ,...., l in-=O.  
~ = m  VW-3 X=W Vn-4 x=m ,yE 

PILOPHIÉTÉ 2. Chacun des 2-appel-ls 

V V , V  ,.... V,, V , V 2 V  ,.,.. Y,, v,v,v ,.... Y, - 
9 ? )....) '492 

Y v ", "21-1 

z&.o quand x teqzd vevs +- oo. 
d'apres ln propriétk 1 

Y' v r  V I  A%-, -+' t-+ ...+ 
lim 1% (v y ,  v, m..- vn-4) = lim V V, V2 Vn-4 -- -- 
X I ~  log Y x=m Y' - 

v i + v 2 + v , +  .... + Y , _  = lim - O. 
m=oo v 

Il en résulte que 
Y V , V  %.... Y,-, lim = O  

x=co Y 
et, par coiiséquen t, 

v Y, v 2  .... Y, 
lim - - = O, 
x=m y 

car la fonctioii v ,  telid vers une limite fiiiie k. 
La démonstration est la même pour tous les autres rapports (2). 
PROPRIÉTÉ 3. Le rctppovt de chacune des fo?zctions 

Y, V i  V27- . - -7 Vn-z 

nu logarithme de  ln fonction préc6dente croit indt?finiment avec x. 

AunaLi d i  .Matematioa, Serie IV.  'I'GI~o T. 
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Pour la preinidre d'entre elles, on a 

La déinonstr:i.tioii est aiialogiie pour toutes les expressiotis suivaiites, sauf 
la deriiière. On n pour elle 

car la, proprikté 5 iious dorme 

Pno~arÉ~rÉ 7.  Chacune des expvessions 

log v logv, log v, log v ,*-, log v ,,-, 
-- -- - 
log, y ' log, v log, v ,  1""' log, y,,-, ' log, y,,-* ' 

log V I  logv, log v,,-, log Y,-, 
-- - 

log, y ' log, v '""' log, y,,-, log3 vn-3  ' 

log,,,, y 
tend vej8s l 'u~zi té  quagld x tend v e w  t CO. 

Pour I l t  preiniére des ces expressioiis nous ~ V O I I S ,  en teiiaiit coinpte de ln 
propriété 6, 

vf 
, logv . v . V I  log. 

11111 -- = 111n - - - lin1 - = 1. 
x=oo log, y x-M 21' x-oo '4 

Y 1% Y 

 POLI^ p = 1, 2, 3 ,...., 1 1  - 1, I I O U S  avons de même 

log v, 
litil == lin1 V P + ,  1% VP-1 = 1. 
azx. log2 vp--, x=00 v~ 
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Coiisidérons mairiteiiant uii des rapports 

1%' v, "?, . V,+, log v,-, log, VDL2 - lim = lim = 111n - - 
x=oo log3 v,-, x = m  v'D-2 x=oo "D- i 

va-, log v,-, log, v,-, 

- - lim V"+' log "P=! . ,il,l v, logvp-, .liin log 2 v P - Z - -  
- 1) 

x= 00 VP "=O0 vp-, x = w  10gvp-, 

car, A cause de ln propriéte 6, oii a. 

et, coinrne rious veiioiis de voir, on a aussi 

log, v,-, liin -- - - 1. 
x = m  log 

Le reste se démontre d'une maniére aiinlogue. 
PROPRIETÉ 8. Chaczme des exp3ess iom 

v ,  log y v, log y log, y v, log y log, y log3 y v,, log y log, y .... log,, y 
-- 

v '  7 ,...., 
V v v 

tend vers I'unilé quand x l e d  ve2.s l ' i j z f i~~i .  
En effet, oii a pour p = 2 ,  3, 4 ,...., 92 

v log y . 10.. log, Y 1% Y , 
liin . lirn ha. liiii -- ..., l i i ~  - - .  
x i m  V x=m log Y x z m  log V ,  x  cc l o f f ~ , - ~  

log y log, y .... log,, y 

tend ve1.s k q u a n d  x terjd vws + m. 

Eii effet, oii a d'ilpi.ès la proprieté précédeiite 
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PROPI~IÉTÉ 10. Quelque soit le n o m b r e  e d i e l -  posit i f  p et  quelque pe t i t  
que soit le 91.omh)-e posit i f  E, l ' e x p w s s i o n  

v 
log y log, y .... logp-, y (logp y)1+" 

te1u.l vers zt!l-o quand  x t end  vers  1' in f iu i .  
Supposoiis d'abord que p I 1 2 .  Dam ce cas l'expressioii (3) peut se mettre 

sous la forine 
v .-- 

VP 1% Y log, y ...a log, y (log, y)' - 

' Or, d'après la propriété 8, on a 

v 
liin = 1.  
,=, v, log y log, y -... log, y 

Nous allons montrer, d'autre part, que 

VP liin --= O. 
a=oo (logp y)o 

C'est évident, si p = 12. Pour p < n, on a 

log v, 
liiu 

1 = - lin1 log vp - - - 1 ljm X E  . liln 1°gD+2 - Y - 
, 00 log (log, y)-Lx =m log,+, Y E ,=Co logp+* Y log,-, Y 

- 0, 

car ln propriété 7 nous dorine 

Il en résulte l'égalité (4). 
Dans le cas, ou  p > 91, l'expression (3) peut se mettre sous la forme sui- 

v v ,, 
v, log y log, y . a . .  log, y ' log,,,, y log,,+2 y ....( log, 

Nous avoiis vu que la première des ces fractioiis teiid vers l'uiiité. La se- 
conde teiid évidenmerit vers zéro, puisque la f'oiiotion v,, est fiiiie. 

PROPIXIÉTÉ 1 1 .  L 'ordre  de  grc tn t i ew d u  l o g a r i t l m e  d e  chncugte des fo~zct ions  

pn7- 9.appol.l à In fonct io?~ su ivan le  est  cigcil à l 'unild. 
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Eii effet, l'ordre de graiideur de la foiictioii log vp-, par rapport A la. foiic- 
tioii vp (p = 1 ,  2, 3, ...., il - 1) par définition est égal k la liiiîite de l'expressioii 

Or, cette expressioii est égale 

' - 4  - . P V P  . . - vp+i = 
V P A i  log v,-, vp  log v,-, V,+i @v,-, 

et teiid, par suite, vers l'unité (propriété 6). 
PROPILIETE 12. L'ov-d2.e de glandeur de log, y ( p  = 2, 3, 4, ...., il) palv ?Sap- 

po2.t à la fonction v,-, est égal à l'unit&. 
011 :L, eii effet, 

1 = lim 1 Y' - -  . vlg- i 
x=w y log y log, y .... log, y ' vp-, 

v = liin = 1. 
z=,v, log y log, y .... log, y 

II. Croissance régulière. - Daris le cas, oili y,(x)= x, c'est-a-dire quaiid 
oii coiiipare la croissance de la foiiction y,,) A celle de x, les foiictioiis v, v , ,  
v ,,...., v ,  preniierit In fornie plus simple: 

Nous diroiis que la croissailce de la. foiictioii y est i-éguli&v, si 1' ordre de 
graiideur de y par rapport & x est égal & k, ou wnk, ou eiicore k - ' ~ - ~ .  La 
foiiction doiit la croissniice est r8gulière sera nppelke par nous aussi ~ @ , m l i è ~ ' ~ .  

Tolite fonction régulière daiis le seiis que iious veiions de doiiiier est ré- 
gulière aussi dans le sens de 11. E. BOREL ('). Eii effet, supposoiis d'abord que 
l'ordre de graiideur de la foiictioii y soit égal a wnk. Noiis aurons daiis ce cas 

liin v - + w, liin v ,  = + oo, liin v ,  = -+ no ,...., liin v ,,-, = -I- w 
%=cc x=m x=m X 00 

liin v ? ~  = k .  
x=w 

(l) Leçons sur l a  théorie de la cvoissawe. Paris, 1910, pp.  36, 3940; Leçom sur les 
fo?zctions entières. Paris, 1900, p. 107. 
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et, par suite, 

]il* lWn-+, Y(%)  = linl XY' = liin v  = k ,  
,=, l ogx  x - y log y log, y .o.. log,, y ,=,log y log, y .... log,, y 

A cause de la propriété 9. Il existe donc toujours une valeur de x, A partir 
de laquelle on a coiistainmeiit 

quelque petit que soit le nombre positif o. Doiic la foiictioii y est uiie foiictioii 
régulière au sens de M. BOREL. 

Si l'ordre de grandeur de la foiictioii y est égal h km-)', on aura, A partir 
d'une valeur de a, les iiiégalités 

(log, < y < (log,, x)~+'.  

Nous allons inaiiiteiiant démoiitrer quelques théorèmes coiicertiaiit les fon- 
ctioils réguliéres dkfiiiies plus liaut. Ces tliéorèmes caractérisent bien la régu- 
larit6 de leur croissance. 

THEOREME 1. Si la fonctio~z y = y(x) ne déc~.oît jamais et si ln fonclion 

est finie pour x = + oo, on a toujours 

liin Y[x+Y~(x)L 1,  
,=, y@) 

y,(x) dtcwt une fonction positive quelcouque, vdtifinut l'&galitt? 

Reinarqiioiis que ce théorème n'exige point que la foiictioii y  soit régu- 
lière: il faut seulement que la fonction v ( x )  soit fiiiie pour x = 00. 

Supposoiis donc que nous ayons pour toutes les valeurs de x l'iiiégalité 

k étant un noinbre fini. En posant 

(') Ce theorème a ét6 demontre par M. BORTOLOTTI pour le cas yi(x) = 1. ( n  Annali di 
Matematica 2 ,  tom0 XXI, serie III, pag. 295). 
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nous pouvons écrire 

où 0 < 0 < 1 .  
Mais la foiiçtion y($) ne décroît jamais. Doiic 

et I'kgali té ci-dessus nous dome 

d'ou 

si la différence 

est supérieure B zero. Mais A cause de l'hypothese faite sur la foiiction y, (s), 
cette différence tend vers l'unité quand x tend vers l'ii~fini. Nous avoiis donc, 
B partir d'une certaine valeur de x, 

quelque petit que soit le nombre positif E doririé c?, l'avance. Il eii résulte que 

car on n toujours 

lim ~ ( x )  = 1, 
x r m  

2: 1. 

Cela rksulte du fait que, si 

$Y'@) lim - - - kl 
==O0 y(@ 
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et, par conséqueiit, A partir d'une certaine valeur de x, nuroiit lieu les iiiégalilés 

quelque petit que soit le iioinbre positif E doiiiié R 17a,vaiice. Puisque h < 1, oii 
aura doiic 

%(Y) l i m  = O .  
x-a0 X 

THÉOR~ME 2. Toute fonction ~ .égul iè?~e  y(x) dont l ' o rdw de & . c w d e u ~ ~  est 
bgal (i ~ " k ,  II &ml 2 ~ 1 2  ~&onzb~*e  eldie?, et positif e t  k u u  ? ~ o m b ~ - e  positif quel- 
conque, v é ~ i f i e  Z'égalilC 

y,(x) &tant u?ze fonction positive quelconque, v&.ifia?zt la comlition 

Supposons d'abord que 11 = 1. En posant 

on trouve coinine tout-b-l'heure 

Ambali d i  Matematioa, Serie IV ,  l o m o  V. 
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D'autre part, nous pouvons écrire 

L'ordre de grandeur de la foiiction y(x) étant égal à ok, on a 

En outre, le théoréme 1 nous donne 

citr l'ordre de grandeur de la fonction réguliére v(x) est égal au nombre fini k 
et on a, d'autre part, 

O n  a donc 

L'inégalité (5) nous donne alors, & partir d'une certaine valeur de x, 
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Il existe donc toujours une valeur de x B partir de laquelle on a con- 
stainnient 

c f J m  < 1 + E,  

quelque petit que soit le nombre positif E doiiné A l'avance. Il en résulte que 

lim y(*) = 1, 
x = w  

car on a toujours 
22 1 - 

Notre théorème est donc démontré pour n = 1. Supposons maintenant qu'il 
soit vrai pour ?z égal & un nombre positif entier quelcoiique p et d6montrons 
que dans ce cas il sera vrai pour n égal a p t 1. 

Supposons donc que la fonction y(%) soit une fonction réguliére dont l'ordre 
de grandeur soit égal wP+'k. En posant 

on trouve coinnie plus haut 

si la différence 

1 - Y,($) v [ a  t fla(x)] 
x + Oz(%) log y ( x )  log2 y(%) .... logp+, y ( x )  

est supérieure & zéro. Or, 

lim Y Lx) = O. 
x=cU X + O Z ( % )  

D'autre part, nous pouvons écrire 

Mais la fonction v(x) est une fonctioii régulière et son ordre de grandeur 
est égal 5L wPh. Nous avons supposé que notre théorème est vrai pour ces fonc- 
tioiis, Noiis devons donc avoir 

v[* + Y,(%) 
log y(*) log2 y(%) .... log, v(x) 

lin1 
xi00 v ( x )  
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011 a, d'autre pnrt, 

v X -1- l ! / i ( ~ )  

V [ X  + OZ(%) 1 log v(x) log, v(x) .... logp v(x) 
l <  v(x) < 

v(x) 
1 , 

car la foiiction V ( X )  croît toujours avec x et on a, k partir d'iiiie certaiiie va- 
leur de s, 

Y(@ > v(x), 10gp+i Y(@ > 1. 

Il en résulte que 

Nous avons eiisuite (Propriéte 9) 

lim v(x) = k .  
z-m log y(x) log* y(x) .... log,,, y(x) 

Donc l'égalité (7) nous dorme 

V [ X  1- 0z(x)] 
lim = k ,  

x=ao log yix) log, y(x) .... log,,, y(x) 

et les illégalités (6) iious moiitrent que 

liin cp(x) = 1,  

Notre theoréine est donc vrai pour chaque valeur éiitière et positive de  11. 

COROLLAII~E. Toute folzctio?i régulièr.e y(x)  d'oj.d~+e de g7.awh.w &al a 
onk vél-ifze ZYéyalit& 

quelque petit que soit le ~ ~ o m b ~ ~ e  positif E dolz~r& d l'avance, p &tant un ~zoi~rbl-e 
entie?. et positif quelcowque et yi(x) une fomtiou positive quelco~rqzie vé?-ilt;aut 
I'dgalilé 

Eii effet, quelque soit le nombre positif eiitier p et qiielqiie petit que soit 
le nombre positif E, oii a toujorirs, A partir d'une certaine valeur de x, 
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si k > 1, el les inégnlilés 

si k < 1 ,  quelque petit que soit le ~ ~ o m h - e  positif E donné & l'avance. 
En effet, posons 

et cherchoiis la. limite d u  rapport 

si les deriiiéres limites existent. 
or, 

v ( @  - k - ' liin - - 1. 
Z=.m V ( S )  k 

Nous nvoiis ensuite 

Donc si iious supposons que k, >. 1, iious aurons 

XX'(%) 
liin -- = hl, 
z=00 X ( S )  

car l'egali té. 

iious doiiiie 
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et, par conséquent, il existe toujoiirs une valeur de x B partir de laquelle on 
a coiistninment 

(9) YI(") < %Li-" E l  Xkl-l-~l < - 
X 

quelque petit que soit le iiombre positif E,. IL en résulte que 

et, par conséquent, 

En supposant maintenant k < 1, nous aurons 

car dans ce cas les inégalit8s (9) nous donnent 

Enfin, si k, = 1, nous aurons aussi 

puisque on a toujours 

D'après ce que nous venons de voir, l'égalité (8) nous donne, daiis le 
cas k ,  > 1, 

Il existe donc toujours dans ce cas une valeur de x partir de laquelle oii a 

quelque petit que soit le  nombre positif t. 
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Si maintenant k < 1, la même égalité (8) nous donnë 

1% Y (4 - lim - 1. 
O=- log Y @ )  

Nous aurons donc, k partir d'une certaine valeur de x ,  

[ Y ( x ) I ' - ~  < Y b  + y,(x)l < Y(xY+', 
quelque petit que soit le nombre positif E donné & l'avance. Le théorème est 
donc bien démontré. 

COROLLAIRE. Toute fonction y(x) a croissance d g u l i é r e  dont l'oî*dre de 
g m n d e u r  est fini v&rifie, à partil- d'une certaine valeu?, de x, les inégalit&s 

[y(x)IbE < Y[% + YWI -= I Y ( ~ ) l k i  € 9 .  

quelque petit que soit le nombre positif E,, k &tant l'ovdre de grundeuv de  la 
fonction y(x) ou un, si cet ordve est in fér ieur  a l'unité. 

THEOREME 4. Toute fonclion ~ d g u l i é r e  y(x) dont l'ordve de  gmndeu l*  est 
kgal à w k ,  où k est u n  nombve positif 'quelconque, vérifie, à pa?*tig* d'une 
certaine valeu?. de  x, l'inégalité 

Y [ X  3- y,(x)l < [ Y ~ x ) I ' + ~ ,  
quelque petit que soit le  nombre positif E, y,(x) étant  une  fonction positive 

- 

V&I-ifiant la condition 

Y,(";) - lim - - O. 
a=ca 

En posant, en effet, 

on trouve, d'après la propriété 5 de la fonction v(x), 

La fonction log y(%) est donc réguliére et son ordre de grandeur est égal 
A un nombre fini k. Nous pouvoiis, par conséquent, appliquer A. cette fonction 
le théorème 1 qui donne 

d'oh résulte immediatemeilt l'inégalité cherchée. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



224 N. PODTIA~~UINE : Sur wne classe de fonctions croissantes 

THEOR~ME 5. l'oute fonction ~.èguliéve y(x) dont 1'0d1.e de glandeur est 
égal a onk, n étant u n  nornb~~e positif e?ztielV et k u u  nomb~.e positif quel- 
conque, vévifie, 6 pal-tiv d'une cet-taine valeuv d e  x, Z'indgalité 

quelque petit que soit le nonzb~.e posilif E, y,(x) dta~t t  une fonction régulidre 
dont l ' o l - d ~ ~ e  de g j - a ~ ~ d e t c ~ ~  est égal ci un ~tombs-e positif ij?fétsieuv à l'uuité. 

P osoiis 

Y, (x) u(x) = log, y(@ log, y(x) .... log,, y(%) ; z(x) = x -1- u(x 1 
et considérons le rapport 

1% Y(@ 
log y(&' 

0ii a 

. v(2, . xz'(x) 
(10) log Y(') = Lini 1 [l(z) . &?j] . zf(x) I = llm - . liln -, li in ---- ,;, log y(@ ,=, y(@ - y@) ) 3F-a>v(s) ,=O0 Z ( X )  

Nous savoiis (Propriété 7) que 

lim 1% Y($) = 1, 
m=m log v(x) 

Il en résulte que 

Il existe donc toujours une valeur de x B partir de laquelle on n con- 
staminen t 

log, y(x) >. (1 - a,) log v(x), 

log, Y(%) > (1 - E,) log, v(x), 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  

quelque petit que soit le nombre positif E donné St l'avance. Eii multipliant ces 
iilégnli tés entre elles iious troiivoiis 

lon~z Y(%) log, Y@) .... log,, y@) > (1 - E , ) ~ - ~  log v(x) log, v(x) .... log,,-, v(x). 
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La. foiiction v ( x )  étniit toujours croissaiite, nous RVOIIS d o i ~  

Mais la  fonctioii v ( x )  est, en  outre, uiie foiictioii régulière dorit l'ordre d e  
grandeur est égttl à wn-'k.  NOUS P O U V O I ~ S  donc lui appliquer le théorème 2 
qui doiiiie 

v x-l- Y,@) 
(1 - log V ( X )  log, v ( x )  .a . .  log,-, v ( x )  

1 i rri 
x=m V ( X )  

 CR^ on R évideinment 

lorsque l'ordre de  g smdeur  de y,(x) est iiiférieur A l'iiiiité. 
Les  iiiégnlités (1 1) iious doriiieiit alors 

Cherchons inaintenaiit la limite de l'expressioii 

Puisque l'ordre de graiideur de  la foiictioii y,(%) est positif et iiifkrieiir A 
i'uiiité, on a 

e t  l'expressioii 

tend vers iiiie limite positive iiioiiidre que iiii o ~ i  vers z6ro quaiid x augmeiite 
iiidéfitlimeri t. 

Awia l i  di Maletaalioa, Serie I V .  'i'oiuo V. 29 
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Vautre  part, nous avons 

Y' Y' Y ' 1 &=%[ 1- $- .... + 
u" y log y log, y y log y log, y log, y y log y log, y log,, y 

XU' - V - 1 + .... + 1 

7 h g  y log, 21 .... log,, y [' logl ?/ -+ 108. y log3 y log, 2/ log, y .... log,, 2/ 1. 
Or, (propriété 9) 

v 
li m - = h. 
z-00 log y log, y .... log, y 

. ZU' 
l m  -- = 0. 
a-oa 

L'kgalité (12) nous doiiiie, par coiiséqueiit, 

et d'aprbs l'égalité (IO), iious trouvons 

1% Y(Z) - l i m -  1. 
a=50 log y(@ 

Il eii résulte l'inégalité cherchée. 
COROLLAIRE. Toute f o n c t i o ~ ~  12guliè1.e y(x) dont 1'01.dj.e de  grandeul. est 

égal a wnk u&~.ifie, à part ir  d'une ce]-taine valeur de x, L'inégalité 

quelques petits que soient les ~lo?~ibl.es posilifs y et E, y,(x) élant une fonction 
1.éguliére dont l Y o ~ - d ~ . e  de g m n d e u r  est egal à un 1iou1bl'e positif i u fdr i eu~ .  
h l'unité et p u n  nomb7.e positif enLiel* quelconque. 

TEÉOREME 6. Toute fonction 7.éguliè1.e y(x) dont I'ord?v d e  gj*andeur est 

kgal h kw-', OU k est u n  ?aonzbl+e positif quelco~tqz~e,  vé~- i f i e  l'égalilé 

li m y ( x  + a x )  
= 1, 

Y (3) 

a &tant un nombre positif que lcoque ,  

En posaiit 
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on trouve comme auparavant  

Mais pa r  suppositioii 
lin1 v ( x )  = O. 

Nous pouvons donc 6crii.e 

liin cp(x) = 1, 
a=00 

puisque oii a toujours 

> 1. 

THEOREME 7. l 'oute fonctiou ~ $ g u l i t ~ v  y(x) dout  I'ovtE~~e de  g r - a u d e w  est 
égnl km+', où k est uu ~lonzbve positif quelconque e t  n un nombl-e positif 
entier, v.&*ifze l'kga2itd 

y(x + nx log s log, .... log ,,-, x) - 
liin 

Y (x) - 1, 
z300 

a é tan t  zuz  n o m b r e  positi f  quelconque. 
En p.osant 

y[x + nmz(x)] 
log x log, x .... log ,,-, x = z(x), y(x) = -- 

Y($) 

nous trouvons comme toujours 

si la différence 

est siipérieure h zéro. Mais, en  posaiit 
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1 
lim y,,(%) = - 
x=ca h 

e t  (propriéte 9) 

(14) 
W) - 1 

lim - -- 
,=,log x log, x .... log,, x k ' 

D'autre part, nous pouvons écrire 

On n toujours, A pitrtir d'une certaine valeur de x, 

Donc l'expressioii 

est finie. Nous avons, en outre, 

as) z(m) < - 
P [ X  + enxzi~j] ~ ( x )  ' 

ca r  In foiiction p(x) croît toujours avec  x. Mais 011 a d'aprés l'égalité (14) 

4s) . log x log, x . a . .  log ,,-, x log,, x liin -- = Iiin 
1 

liin -- = O. 
s = m  p(x) x=oo P ( X )  s=no log,, x 

Les inégalités (13) nous montrent alors que 

liin rq(x) = 1. 
m=oo 

III. Remarque. M. TH. VAIIOPOUI,OS (') a démontré le théorème suivant sur  
les foiictioiis croissaiites y().)  quelcoiiques : 

~ t a l ~ t  donné un nomhve  0 posit i f  et s u p h i e u j 8  à Z'urlzilL q u e l c o m p e ,  s'il 
e s i s t e  des  valezm de i. ?te sutisfaisant pas a l'indgcdité 

1 
B[l. + - log p(?-) log, y(?-) .... log, ~ ( 7 , )  .] 0P(?-1, 

(1) Comptes Rendus, tome 1'74, 1922, p. 1323; Thèse, Paris, 1923, pp. 6-11. 
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n > 1 quelconque, et v u n  n0mb1.e entier aussi gl-aud que 1'on veut niais fixe, 
ces valeuts  exceptio~melles  ?'emplissent des intervalles d'éteudue totnle fiuie. 

Ce théorèiiie n'est autre chose qiie le théorème cliissiqiie de BI. É. BOREL (') 
perfectioiiiié : 

file fouction c?-oissm~te qzcelco?zque mhSi&e l'inégalité 

I j [NI-)IiiC, ' " + [log p(+ 

qrcelques petits que soient les ?zonibl.es positifs y et E, pal-tout, s m f ,  nu plus, 
d(cm des iilte~.vnlles exceptionnels d'étendue iotale finie. 

M .  BLUMEKTHAL a m0iiti.é sur 1111 exemple (y que peuvent exister eii 
réalité de tels iiilervalles exceptioiiiiels. Eii d';iiitiBes teriiies, les foiictions crois- 
sniites yeuveiit bieii préseiiter des vitesses de croissniice exceptioiiiielles. 

Or, le coiollnire d u  théoréme 2 nous inoiitre que les foiiction régulières, 
comme nous les avons défiiiies, ii'oiit piis des iiitervalles exceptioiiiiels et l'iné- 
galité (15) de M. VAI~OPOULOS se vérifie partout, B pn.rtir d'uiie certniiie valeur 
de 7.. Ln croissniice de ilos foiictioiis réguliéres, k ce poiiit de viie, est doiic 

bieii réguliére. 

( ' )  Acta Mathematica, tome XX, pp. 375-377. 
(:) Principes de la théorie des fovzctiom entières d'orrl~.e iwfini. Paris, 1910, pp. 39-21. 
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Iiit,oi~iio alle co~~griieiize sulle ciii superficie focnli 

si corrii~ipoi~doii~ le linee di curvatiirti. 

l!!emoria di PASQUALE CALAPSO (a Messina) 

Ne1 presaiite lavoro lui propoiigo la forniazioiie delle congruenze rettiliiiee 
sulle cui superficie focali si corrispondono le liiiee di curvatura (co?&gme12ze B). 

Se si escludoiio le congrueiize di GUICHABD (vedasi BIANCHI, Lezio~zi, vol. 1, 
aririo 1902, pag. 323), sulle focali di uiia coiigruenza B si corrispoiidono due 
sistetni coniugati distiiiti (quello corrispoiideiite nlle sviluppabili e quello delle 
linee di curvatura) e percio lutti i sistetni coniugati'; frattanto la B è uiia 
conpuenza W .  

Per questa considerazioiie ho richiamato dapprima alcuiie proprieth delle 
congruenze W in geiierale. 

Deiiotaiido con S ed S' le superficie focali di uiia qu;rlunque congruenza W, 
è iioto che S è suscettibile di una deformazioiie iiifinitesimn nella qiiale 10 
spostamerito di ogiii punto nvviene piirallelameiite alla normale ne1 punto 
corrispondeiite di 5" ;  similinente S' è suscettibile di uiia analogn deforina- 
zioiie infiiiitesiina; ne risultaiio due superficie 2 e 2' che (rispettivaineiite) 
corrispondoiio per ortogoiinlitlt di eleinenti nd S ed 8'. 

E noto altresl che la fu~zziont, cwatterislica Q, della deforinazioiie iiifi- 
nitesiina di S ora coiisiderata è la distanza dell'origirie da1 piaiio taiigeiite 
ad uiia superficie S,,, corrispoiidente ad S per parallelismo di normali ; simil- 
mente la. fu?tzio)te ca?.atleristica iTî della deformazioiie analogil di S' è ln 
distanza deli' origiiie da1 piaiio tmgeiite ad iiiin superficie S,' corrispoiidente 
ad Sr per parallelismo di iiortnali. Le  superficie S ed S, sono associate per 
deformazioiie iiifiiiitesima; similrnente S' ed 8,'; ed anche Z e 2'. 

Ln congriieiizn W avente S ed S' corne focali è determinata da uiia qua- 
luiique delle dette coppie di superficie associnte; ma è drl osservare che se 
ln congruenza W coiisiderata è geiierale, le superficie Z e 2' t'orriiniio uiia 
coppia qualunque di superficie associate. 

E anche noto che alle asiiitotiche di S coi-risponde in L e L' il loro si- 
stemn coiiiugato coinune; se 11 e v sono i parametri di tnl sistema, iii p~inti 
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corrispondenti di Z e 2 '  le tangenti alle linee u e le taiigeiiti nlle linee v 
sorio parallele. Diciaino pal-aZlali i detti sisteini corrispoildetiti di Z e 2'. 

Ma qui, doveiido guardare i i i  particolar modo le liiiee di curvatura delle 
focali, occorre ailzitutto vedere come si coinportano in 2 e 2' le liiiee corri- 
spondenti ad un sisteiua coniugato di S. 

Per il sisteina coiiiugato di S, che corrisponde alle asinloticlie di S,, la 
proprieth é nota (BIANCHI, Lezioni, vol. I I ,  aiiiio 1903, pa;. 14); a l  sistema 
coniugato comune ad S ed S, corrispoiide i l  sistema delle asiiitotiche di 2 ed 
un sistemn coiiiugato di 8'. Ma la proprieth generale che qui è o . ~ e i v a t a  e 
che iiiteressa particolarmente le preseiiti ricerche é clle nd ztu qualz~11que 
sistemn colziugalo di  S C O ~ ~ ~ ~ S ~ O ~ L L E O ~  iiz 2 e 2' sistenti nrati-paî~alleli (cioè 
in puiiti corrispondeiiti la taiigeiite alla liiiea u di L è parallela alla taiigeiite 
alla liiiea v di  Z' e la tangente alla liiiea v di Z è pixrallelii. alla taiigeiite alla 
liiiea u di 2'). Anzi se i l  sisteiiia coiiiugato su S è geiierale, i sisteini corri- 
spoiideiiti in B e Zr formnno uiia coppia qualunque di sistemi aiiti-paralleii. 

Si preseiita allora il probleina di carattcrizziire i sisteini di L e 2' che 
corrispondono alle liiiee di curvatura. delle focali. 

Per venire alla coiidizioiie richiesta ho considerato il purito (x, y, z )  che 
geiiera la superficie 2 ,  coine proiezioiie di I I I ~  puiito (x, y, z, t )  di uiio spazio 
a qunttro diineiisioni che geiiera uii sisteina ( H )  isotl-opo ; uii sisteina di linee 
di 2 l'ho chiaiiiato p~.incipale (rispetto a 2') se è nnti-pai.nllelo al sisteinn 
corrispoiideiite di Zr, e se aininette come corrispoiideiite in (II) u i i  sistenia 
ortogonnle. 

Defiiieiido i n  modo aiinlogo il sistenia principale di L' si ha :  
Alle linee di cul-vatuw di S col.iispontie i l  sistema pvi~zcipnle d i  2, 

ed alle l i m e  d i  cu~~unturcc d i  Sr cor~-isponde il sistenzn pl-i~zcipnle di  L.  
Pieinesse queste genernlitA sulle coiigrueiize W, ho trattato il caso iii cui 

sulle superficie focdi si corrispoiidoiio le liiiee di curvntura, ossia il caso in 
cui sulle superficie X e 2' ~i corri~po~ido~io i sistemi ptincipiili; la coiidizioiie 
di tiile corrispoiideiiza si trnduce i i i  iinil relazioiie differeiiziale tra le funzioiii 
c w ~ t  teristiche, cioè 

iiella quale a, e k ,  indicaiio le curvatiire di S ed S', ed zc, v soiio i paralnetri 
delle liiiee di curvatura di queste superficie. 

E qui è opportuiio sicordnre che in rigiiwdo al probleina della forinnzioiie 
delle coiigruenze B, soiio state segnalate le classi seguenti: 
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Le cong~~uenze  pseudosferiche; le congrueme d i  Tlzyimut; le colz- 
gmenze  W d i  cui uim ficale é mza sfej-cc ; ina iiulla si è saputo se le dette 
classi esauriscano (O iio) la soluzioiie del probleina. 

Risulta dalle preseiit,i ricerche che i casi segiialati soiio solt:wto soluxioni 
pai*ticola~i del proble i~~a;  la soluzioiie geiiernle dipeiide da quattro funzioni 
arbitrqrie di uiia SOIR variabile. 

Il inetodo seguito mi ha. diito occasioiie di osservare iina classe nziova di 
coiigrueiize B, in cui le defoi~iuazioiii iiifiiiilesiine delle superficie focali si ri- 
ducc~no ad un inoviineiito; t d i  coiigruenze soiio c:watterizzate da uii'equazione 
alle derivate parziali seconde a cui deve soddisfare la superficie focale. 

La ricerca si chiude coii la disciissioiie delle propriet8 che caratterizzano 
le coiigruenze pseudosferiche e le coiigruenze di THYBAUT come congruenze B. 

5 1 .  Sisferni an ti-paralleli. 

1. Due sistemi (x, y, z)  e ( X ,  Z), dipenderiti da due parametri a, P, 
si dicoiio anti-pamlleli se iii punti corrisponderiti la tnngeiite alla linea a 

dell'un sisteina è parallela alla tangente alla liiiea P deli'altro sisteina, e 
la tangente alla liiiea, /3 del primo é parallela alla tangente alla liiiea a 

dell' altro. 
La superficie luogo del puiito (x, y, z )  e l'altra luogo del punto (X, Y, 2)  

si corrispoiidoiio per parnllelismo di noriiiali, ma rielle preseliti ipotesi non for- 
maiio niia coppin qualunque di superficie corrispondeiitisi per pnrallelisrno di 
norinali. 

Si presenta cosi ln questioi-ie date che siano due superficie 2 e L', corri- 
spoîzdeutisi pet. p a ~ d l e l i s ~ ~ l o  di  normnli, decidere se a~ imet tano  s i s l e i ~ ~ i  anti- 
pavalleli. 

2. Partiaino dalle equai;iorii generali i i i  coordiiiate- curviliriee qualiinque 

espriiiieiiti soltniito che le iior~iiali alle due superficie soiio parallele, e cer- 
cliiii.ino quando esiste uiia trasform;~zione 

Annal; d i  Maternahoa, Serie I\-. Samo V 
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i i i  guisa da aversi 

(3) 
ax 2% ax -- - ax 
aa -"? ap-r, 

Espriii~eiido le (1) nelle iiuove variabili a e P ed osservando le (3) troviamo 

donde risultaiio le equazioiii sepasate 

Eliiiliiiaiido fra queste A e y utteniaino 

donde 

("Y "BW) ( A t N )  ----- - O  
au av 

Inversamente se questa 15 soddisfatta, basta assumere su Z il sistema di 
linee dato dnli'equazioile differenziale 

(5) 8,du" tQ,dudv t Q,du2 = O 
in cui 

(6) BQ, - Mn, +- 2A8, = 0 ; 

il sisteina di linee coiisiderato ed il sistema corrispoiideiite di 27 sono aiiti- 
pardleli. 
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3. La iriterpretazioiie delln (4) è facile ; essa esprime che le superficie Z 
e L' sono nssociate per deformazioiie iiifiiiitesima ( '); in tali condizioni esi- 
stoiio i~zfitziti sisteini aiiti-pnralleli corrispondeiiteii?eiite alle soluzioiii Q,,  Q,,  Q, 
dell'equazione (6 ) ,  e fra. questi si ha il sisteinlt delle asiiitotiche di 2 ed il 
sistema corrispondeiite di 2' ed ancora il sisteiiia delle asiiitotiche di 2' ed il 
sisteina corrispoiideiite di L. 

5 2. Sistemi principali. 

P. Al puiito (x, y, x) che descrive la superficie 2 facciaino corrispoiidere 
i l  puiito (x, y, z, t )  dello spnzio a quattro diiileiisioiii d i e  descrive ii i i  si- 
stema (H) isotl-opo, percib 

(7) X? -t- yt  + z' + t 2  = O  

ed iiitroduciamo l'elemeiito lineare di (H) d i e  scriviamo sotto la forina 

Un sistema di liiiee siilla superficie E si dira principale (rispetto a L') 
se è aiiti-parallelo i d  sisteina corrispondeiite di 2, e di piii aminette corne 
corrispondente i n  (H) un sistema ortogoiiale. 

Espriineiido le due coiidizioiii abbiamo i l  sistema 

da cui si deducono i rapporti delle quaiititk iiicogiiite Q,, !J2, &, ; clopo cib 
l'equazioiie del sistenia priiicipale di B 6 

( 10) (BQ,  + AP,)duZ + (BA,  t -  MP,)dudv + ( M Q ,  - AR,)dv2 = 0. 

5. Similmente al  puiito (X, Y, 2) che descrive la superficie 2' fi~ccirtino 
corrispoiidere il punto (X, Y, 2, 2') dello spazio a qunttro diiileiisioiii, clle 
descrive un sistema isotg-opo (Hf) il cui elenieiito liiieare iiidichinmo coii 

defiiiiaino in inodo analogo il sistema priiicipale di 2', dopo di clie trovereiiio 
per tale sisteina I'equazioiie differeiizinle 

(12) ( B Q  i- AP)du2 +(BR + MP)dudv + ( M Q  - AR)duY = 0. 

(O) BIAS(<HI, Leeioni .  rol. II, ;iririo 1903, png. O .  
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3 3. Le  congruenze W in generale. 

6. Uiia coiigrueiiza W é seinpre deducibile da uiia coppia di superficie 
2~ssocinte Z e 2' col metodo di DARBOUX ('). 

Riscriviaiiio il sisteina (l), teneiido coiito della (4), sotto la foi-iiin 

e deduciaino iper quadrntura) uiia nuova, siiperficit: S, porieiido 

il che è lecito, giacchè per le (13) le coiidizioiii d'iritegr;ibililà soiio soddi- 
sfatte; poscia forniiamo ancora. uiia superficie S' defiiiita dalle foriniile 

(15) X' = x  + Yz- Y z ;  

le superficie S ed S' soiio focali di UII:L coiigriienza W. 
Dalle (15) per derivazioiie si ricavniio le formule 

che per le (13) si possoiio anche scrivere 
- 

Si sa (e per altro si verifica s~ibito) che le qzccigltilà X, Y ,  Z S O ~ Z ~  i 
p a ~ - a n z e t ~ i  di7.ettoj.i della normale alla supe~-ficie S, e s in l i l~ l l e~~te  x, y, z 

(1) DARBOUX, Leçons, qiiatrihrne partie, 1896, chapitre III. 
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sono i pamnzet i . i  di7-etloisi de l la  n o r m a l e  a l la  superf ic ie  S';  d i  più Z e 2' 
coi-~.ispondolio pel .  ovtogonalità d i  e leuient i  a d  S ed S' r ispet l ivnmeiz te .  

7. Qui occorre formare gli eleineirti relativi alle due superficie focali. 
Iiidicliiaino secoiido 1' ~iso con 

h') F) G 

D, D', Dff  

P,  I; g 

i coefficienti della priiiia, secoiida e terza forma foiidaineiitale della super- 
ficie S7 e COQ la notazione n.nalop muiiita di un indice gli elementi relativi 
alla superficie Sr .  

Le (14)) ove si teiig:~ coiito delle (13)) si scrivoiio lie1 modo segueiite 

dalle quali segue fi~cilmerite 

TE = A9P + 2ABQ + B2R 
TB= A M I >  + (BM - A?)Q - ABR 1 TG= d12P- PAMQ + A2H 

Per il calcolo dei coefficienti D, D', D" basta tenere presente che i coseni 
direttori della normale sono 

X Y Z  - - - 
i T 7  i 2" iT 

ed osservaiido le (13) e (14) si trova coi1 facile cnlcolo 

(19) 
i n  cui 
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oppure, iiitrodiiceiido i coefficienti delln terza forma foiidaineiitale, nvreino 

doirtle s e p e  1'espi.essione della ciirvntura di S sotto ln f'oriiia 

K =- A" BBM 
TA ' 

8. Pe r  l 'nltra superficie focale S' si otteiigono con procediineiito aiidogo 
le espressioni foridnineiitali, e si trovn 

riEi = AePi i- 2ABQ, + B'R, 

! 
T ~ F ~  = AMPi + ( B M  - At)Ql - ABRI (rl = - i) 

, 2, Gi = M2Pi - 2AMQi + A2R,  

Di =- PB, D,' = PA, D," = pi44 

Di -- - Bt2, 
Di1/ 

- = Ml', n, ' = Al" 

l'eigi - I;" - f i L  ei.9, - fi2 

doiide segue niicorn i'espi-essioiie della. c u r v a t u r ~  di 8' sotto ln forina 

(25)  
1 

h, = - -- (A" B~l4)l' ' 

Da questa e d;illa (21) si ottieiie altresi 

§ 4. Ulteriori proprieth delle congruenze JI'. 

9. A compleiiieiito dei risultati precedeiiti foi.ini;iino le f'uiizioiii caratteri- 
stiche delle clefornînzioiii iiifiiii tcsiine delle supei.ficie focil li. 
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fi iioto che S è suscet,tibile di uiia deforrnazioiie iiifiiiitesima iiella qiiale 
10 spostameiito di ogni puiito avvieiie parallelniiieiite alla iiorinale iiel puiito 
corrispoiidente di 5"; siinilmente Sr é suscettibile di uii'malogn deforiiiazioiie 
iiifiiiitesiina. 

Cerchiaino la fiiiizioiie caratteristica Y relativa alla deforinazioiie iiifiiii- 
tesiina di S. A tale scopo osserviamo che dalla fuiizioiie ricliiesta è dediici- 
bile la superficie Z' corrispondeiite ad S' per ortogoiialit8 di eleineiiti ; percib 
si dovrk avere 

e coiifrontaiido colla priina delle (13), troviaino 

Similineilte la fuiizione caratteristica Q>, relativa alla def'orinazioiie iiifiiii- 
tesima di S, è data dalla forniiila 

dopo ci0 ln (26) prende la' forma 

(29) B4Y4 = K,& 

10. E iioto altresi (') che la funzione camtteristic:r @ è ln distaiizit del- 
l'origine da1 piano tangente ad uiia superficie Sn, associata ad S; siinil- 
ineiite Y! é la distailza de117 origine dit1 piano tangente ad uria superficie S,', 
associata ad 8'. Se ne deducoiio le coordinate del puiito che descrive S,, e 
le coordinate del puiito che descrive Sn' sotto la forma 

(l)  BIANCHI, Lezioni, Spoerri 1903, vol. II, 3 225. 
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doride risultaiio i teoreini di DARBOUX, ci06 : L e  supel-ficic! S,, e X' ( e  le s z ~ p r r -  
ficie S,' e L) soao po1al.i 1-ecipvoche I - ispet to  a l l n  sfe9.n 

X" yy* + zL 4- 1 = 0) 

e risultit a i ~ c o r a  il teoreina c h  ine stabilito in una precedeiite Mei i îor i~  ('), 
cioè : I p u ~ z t i  cowisponde?zt i  d i  S, ed S,' sono a l l inen t i  cou  ulz puu to  fisso. 

11. Notiaino iiifiiie ;ilcuiie iiuove proprietk a coinplemeiito del teorema 
riportato da1 BIANCHI (loc. cit., pag. 14). 

Se  le  liiiec u, v soiio coiiiugnte su  S, si ha. 

segue : a d  un qualunque  s is tema coniugato s u  S c o w i s p o n d o u o  in Z e 2' 
sistenzi an t i -pa~ .a l l e l i .  

Se  piii particolarmeiite u, v soiio le liiiee di curvatura di S, sark con- 
temporaiîeaiiîente 

A=O,  P=O; 
segue allora 

& = O ;  - 

quindi nl le  l i m e  d i  c w ~ a t z ~ ~ n  d i  S cow*isponde in Z' i l  s i s t enm princi-  
pale; s i m i l m e n t e  ul le  l i m e  d i  cu13vatura d i  S' col-risponde iu I; i l  s is tema 
pvi~rcipale .  

5 5. Le congruenze B. 

12. I n  questo paragrafo ci occiipereino in particolai. modo del caso in 
c i i  sulle superficie focali A' ed  8' si corrispoiidoiio le  liiiee di curvatura. 
Dopo i risultati del iiuinero precedeiite occorre esprimere che sulle super- 
ficie Z e Z' si corrispoiidono i sistenii priiicipali. 

Tenendo preseilti la (10) e la  (12), la corrispoiideiiza dei detti sistemi 
principali si traduce nell' uriica relazioiie 

(1) Sulle re t i  e co+cyrue?zze coniuyate e sulle trasfovmazioni delle superfici peg' co?~-  
gmenze W .  Serie IV, tom0 I V  (1936-1937), p. 136. 
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oppure 
(33) B(P'R, GQ,)  -6 A(ER, GP, )  M ( E Q ,  - Fi',) -1 O 

gincchè i priini iiieiiibrl iioii differiscoiio clie per il fattore A"- BAI. 

13. Se i i i  particolare u e v sono i p;irni~etri del sisteiii;~ priiicipale di Z 
e d i  Y ,  si i t ~ r h  

e l'ortogoiialith delle liiiee v e v sui sisteini isotropi (15) etl (IT) da l n  relazioiie 

a77 a77 
-- -- 

at  at 
= Bill - -. 

a r c  au C ) Z L  av 

oppure, introduceiido le fiiiizioiii cariitterisliche, si seriver& 

D'a1ti.a parte dalla (21) e (25) segue 

Limitaiidoci al caso reale togliamo l'iiicertezza del segno, osservando che 
le curvnture delle focdi di una coiigrueiiza W sono sempre eiitrainbe posi- 
tive od eiitrstrnbe iiegative; dovremo allora considerare due casi : 

1") K,, K ,  positive, il che importa che il prodotto BM 6 iiegntivo ; 
aliora se \IF, Vz indicano i valori aritinetici si dovrii scrivere 

ed eliiiiiiiaiido BM fra qiiesta e la (36) si ottieiie 

27 ,Y,, K, iiegative, i l  che importa B M  positivo ; allora iiidicaiido coii 

\'%, quatitith purariieiite iiiiinagiiiarie a coefficieiite positivo, la (37) si 
dovrk scrivere 

mn t = BAI vK,w 
doiide 
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Frattai~to uiin coiigriierim B é uiia coiigrueiiza TT, i i i  cui le  ciirvatiire 
delle focali e le fiiiizioiii cni'ntteristiclie soddisftiiio ln (38) [O la, (39) secoiido 
il  segiio delle curvntiire], u, e v esseiido i parninetri delle liiiee di curvaturn 
di una focale. 

5 6. Teorema di esistenztt. 

14. qu i  il caso di discutere l'esislenza ed i l  gmdo d i  generalitd delle 
coiigrueiize B. 

h tale scopo, propoiiianioci la foriilazioiie delle superficie Z e 2' assu- 
mendo le quattro fuiizioiii iiicogiiite 

X = X ( x  y), Y = Yixy) ,  z -- Z(xy) ,  z = z  ( x y ) ,  

1' ultiina delle qud i  d8 1' equazione cartesiaiin della superficie 2 ; nlloi'a le 
espressioiii di 13, F, G, Pi, Q,,  R, si dovraiino calcolare faceiido 

(40) 
a~ az az a2 - t " & , = ( x 2 + y 2 ) -  - y z - - Z X - - x y  
ax ay ax ay 

az 
- t", = (x2 + y?) - - 2zy  -- + + z2 Y a ,  

inoltre si dovr& porre 

sicchè espi.iineiitlo d i e  le superficie L, Z' soiio associ;ilc, e clie e sodilisfiitta 
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ln (33), perveiiinino nl sisteinn segoeiite 

d;i cui dipciicle la soluzioiic! del probleiiia. 
Pe r  l'iiitegrazioiie, scri\.iaino qiiesto sistema solto forina piii coinoda iiel 

a~ 
segueiite inodo : ricaviarno dalla priina --, cioh 

al/ 

e sostitiieiido questa espressioiie iielln q~ni.ti i ,  risolviiiiiîo quest'ultimn rispetto 
ax a~ ax 

a - ; cosl (it conveiiieiiti valori iiiizinli) la prima e la quarta  daiiiio - e - 
ay a!/ ay 

espresse iii fzcnzio~li  olonzo~.f@ degli nrgoineiiti 

aY az 
poscia la sccoiirl;t e lit terza dniiiia - 

2y' a z / .  
Per  i teoreiui gcnerali di CAUCHY sesiit: alloix d i e  r r s s q m t e  crd al.- 

h i /?- io  q u n t h o  f i m z i o n i  della solo x 
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5 7.  Soliizioni particolari del problema. 

16. Il inetodo qui esposto per la  fornlazione delle corigrueiize B perinette 

di osserviire uiin cltisse di tilli congruenze, caratterizzata (la1 fiitto clie le 
deformnzioiii iiifiiiitesiine delle superficie focdi  si riducoiio a d  uii nioviineiito. 

Vedreiiio subito che tutte le coiigriieiize B soddisfaceiiii la de t t :~  coiidi- 
zioiie dipendoiio da  due fuiizioi~i arbitrarie. 

Si è visto che la fuiizioiie caratteristica relativa alla deformazioire iiifiiii- 

tesiina di S è 

ed i coseiii direttori della normale ad  S soiio 

clovendo 1% tleforninzioiie infiiiitesiina ridiirsi ad iiii moviineiito, baster$ porre 

esseiido a costarite arbitraria, percio 

Z-= a ;  

dopo ci6 le (42) daririo pare  z -1 cost., e iioi porremo 

Con questi valori le (40) e (41) preiidono la, forma 

ed il sisteina (42) preiide la foriiia seguente 
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s i  corrispondorzo le linee d i  c u r v a t u r a  245 

16. Questo sisteinli è riduci bile ad uiin solt~ eqiiazione che tara tteibizzn 
le superficie focdi. 

Iiifatti le (14) danno . 

doiide segue iiitaiito 
- - 

x - - n y  ) Z J = C I X ;  

poscia, poiieiido iielle solite riotazioiii di ~ ~ I O N G E ,  

si lia : 

e le (43) si  riducoiio alla sola eqiiiizioiie 

Per ogiii superficie integrde 5' di questn equnzione si ha unn coii- 
grueiiza B, di ciii S e focalc; la sccoiida focale S' è iiiia iiiiovn superficie 
i iitegrnle della stessa equnzione. 

II' applicadone del  metodo esposto per la formazione delle congrnense B, aventi corne 
focale iina snperficie integrale della (44), richiede che la superficie integrale s i  formi a 
convenienti valori iniziali a fine di escludere i casi degeneri. 

Per osservare a fondo tale circostanza introduciamo i parametri direttori del raggio 

e formiamo il determinante 
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-- 

P e r  il calcolo d i  questo determinante, scriviamo le  espressioni delle d r r i m t e  delle (G), 
cioè 

Sostituendo in A ed  effettuando Io sviluppo, troviamo 

Coiisideriamo ancora 1' espressione 

ed i valori (20). (24) di À e p che ne1 caso presente sono 

Ora nell'integrazione del sistema (43) i valori iniziali di 

sono arbitrari ; per evitare i casi degeneri qiiesti dovranno prendersi in  guisa che le  qiiaiitith 

e le  (46) e (47) siano diverse da  zero. 
Si vede pure senza difficoltà che, disponendo convenientemente dei valori iniziali, 

nessuna delle superficie focali è iina sfera. 

5 8. Ide congruenze pseudosfericlie 
e le congruenze di Thybaut;, corne congruenze IZ. 

17. Teriniiiiaiuo yiiesto 1nvoi.o carntterizzairdo le coiigi.iieiize pseudosfe- 
riche e le coiigriieiize cli THYBAUT coine particolari coiigiwliize B. 

E qui coiiviciie i.icoi.di\i*e il teorcin:i di PICONE (') che c:ti-:~l.terizzn. le 
coiigrueiize pseudosfei6iche coiiie coiigi-ueiize W ;  cioè : 

UIZU cong~uenzcc TV pe7- ln quale zmu delle fcdde locccli è m n  szqe.l*- 
ficie psezcdosfw*ica ed 4 costntite i l  t ~ a t t o  focale, 8 mra c o ~ l ; g i + ~ w ~ z a  p ~ e i r d o -  
sff??~icf l .  

(') PICOSE, Szdle co~zyruenze rettilitzee II'. Reiicliconti del Circolo Alwteinatico d i  PN~PI-1110, 

1-01. 37 (anno 1914) ppag. 234. 
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Poichè i i i i i i  ooiigriieiizw pseudosferica è B, iiivertii~n~o sotto certo aspetto 
i l  teorenia d i  PICONE iicl segueiite nlodo : 

U~za congrueuzn B, per la qzinle é costante i l  segmento focale, é 
pseudosfel*ica. 

Per la di~îiostrazioiie iiidichianîo con T il segmeiito focale e, faceiido uso 
delle (15), espriiîiiaiiio che è costailte; avreiilo 

(49) 6"'- ( x X t  yY-t- zZ)'= c (c = cost). 

Deriviaino queuta rispetto ad u e rispetto ii, v, e facoiaino uso delle (13) 
rieli'ipotesi che 14  e v siaiio i parainetri delle liiiee di curvaturn delle focdi 
(il che importa A = 0) ;  ZLvremo cosi 

D'altra parte per la, (35) si pub scrivere 

dopo di che le precedeiiti dsiiiio 

a a 
Ma nessuno dei moltiplioatori di -(tT) e - ( tT)  pu0 essere iiullo, avendo 

au a v 
escluso che la coiigruenza sin generata dalle taiigeiiti alle linee d i  curvaturn 
di un sistenia di iinn superficie focale; segue 

21'= cost 
e per la (27) e (28) 

(5') @Y = cost. 

Si coiiclade, per la (29), che il prodotto delle ciirvature delle focali è 
costante ; ina teiiendo coiito della (39) e della (51) le curvnture soi10 uguali, 
diiiique la coiigrueiîza, é pseudosferica. 
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Al10 stesso modo si dimostra che se in uun co?igj.ueuzn B è costaute 
1'a.rlgolo dei piclni focali, ltc conglwenza è psciudosfe~-ica. 

18. Veniamo ora alle congruenze di T H Y B A U ~ .  
Io ho gih stnbilito (') che le coiigrueiize di  THYBAUT ~oiio coiigrueiize 6' 

lier le quali il segrneiito focale e i':~iigolo dei yiaiii focali sono legati clalla 
relazioiie 

1 .O T=-tg- (112 = CO&). 
,1& 2 

' 1  
Per trasforinazioiie oiiiotetica possiamo supporre T I  = e coiisidoraiido 

2 

le espressioiii di z e O, che si deducoiio dal!e forinule precedeiiti, cioè: 

risulta la relazioiie 

(h2) t T + L x X = 2 .  

Se ora deriviniiio questa. rispetto ad u e rispetto a v, osservnndo le (50) 
e le (34) troviaino sema difficolth 

w = 1 ,  

e rioiieiido le (34) e (50) otteiiiamo il sistema 

i ax -- a~ aT a t = B --,..., -- = B - 
a u  a u  att  au 

ax -- a~ aT = M . .  -- = h l - - .  at a v au au 326 

Iiiversaineiite se queste soiio soddisfatte, uiiit:iiiieiite alle relazioni 

il primo inembso della (52) ha. iiiille le desivate rispetto ad u e u e percio si 
pub disporre delle coiidizioiii iiiiziali i n  guisa che essa sin soddisfiltta. 

19. Se operinino uiin trasforinazioiie di coordiiiate curviliiiee, preiidendo 
a iiuove coordiiiate le liiiee integrali dell'eqiiazioiie 

(') « dnnnli di Nateniatica », tonio S S I V ,  serie III, pag. 31. 
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e coiitiiiuiaiilo a chiaiiinre u e v i p m m e t r i  delle iiiiove liiiee, le (53) preii- 
doiio la forma 

ax -- a~ a T  = A -  -- - at 
au 7 - . 7  

- A -  
(55) 

au au au 
ax - 2% - aT -- at 

- A  a;,.., a u  = - A -  a U a O 

ed il sistema attaale I L ,  v è ortogoiinle, perchè la ciirvnturit media delle 
superficie focali è iiulla. 

Poiiiaino 

X = x j , + i x 1 , ,  x=x,,-ix2, 
- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (i = 11- 1) 

T =  xi4 + ix,,, t = si4 - ixZ4 

ed inteiyretiaino (x , , ,  xi?, xi3, xi4) ed (x,,, x,,, x,,, x,,) conle coordiimte 
(di WEIERSTRASS) di punto in uiio spazio ellittico; tali puiiti descrivoiio due 
reti O di taie spazio, polari l'uiia dell' nltra. 

Ne risulta che le coordiiiate xii, xZi sono caratterizzate da uii determi- 
iiitiite ortogoiinle di quarto ordine di GUICHARD 

$ 4 ,  $12 x,, Xi, 

2 3722 x,, $2, 

5, 5 2  5, 5, 
'I 1 '1 2 Y/ 3 '1 4 

i cai elementi soddisfaiio ad equazioiii della forilla 

e le cui coiidizioni d' integrabilitk sono 

d<i?iali di Matumatioa, Serie I V ,  Toioo V. 
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- 

Espriineiido ora che soiio soddisfi~tte le (55), trovi:~ino 

a,  i- in, = A(a, - ia,) 
b,  + ib, = - A(b, - ih,) 

doiide 

(59 1 

Si ottiene cosi il risultato (noto per altra via) che la fol-ninzione delle 

congruenze d i  Tlzyhaut equivcile alla fovmazione delle g8eti 0, a cu~.vatzwa 
assoluta nul la,  d i  uno spazio ellittico ('). 

Per la simmetria che preseiita i l  cas0 attuale, dalla detta rete O si dedu- 
coiio q~iattro congruenze di THYBAUT e percid otto superficie miiiiine del10 
spazio euclideo, che soiio focali delle dette congrueiize. 

Messina, 8 yenlzaio 1927. 

(i) BIAXCHI, Lezioni. Vol. 1, anno 1002, pag. 49'2. 
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Il lutto g r a ~ k i m o  che, nella triste iîotte fra il 5 ed il 6 Giii- 

gno 1928 colpiva la. Scienza italiaiin colla, morte del Senatore 

L U I G I  B I A N C H I  

è particolarrnente seiitito dalla Direzione degli « Annali di Mate- 

matica ,, ciii Egli ayparteneva da lunghi anni e alla quale lia 

atteso con opera costante, illuminata ed efficace. 

Dello Scienziato, del Maesti:~, dell'uomo insigne parler& negli 

« Annali » uno dei piii distinti ed affezionnti Suoi discepoli: intanto 

vada alla desolata Sua Pamiglia e ai Suoi colleghi di Pisa il seiiso 

di profondo cornpimto, alla Sua menioria il saluto affet,tuovo e rive- 

rente dei Siioi collaboïatoïi nella Direzioiie. 
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Complénreiit au Mémoire 
(( Sur la Géométrie des groupes siinples N 

par E. CARTAN (a Paris) 

Dans mon Mémoire intitulé Ltr Cféoljlél~.ie des gg-oupes simples, paru 
récemment dans les Aniiali di Matematica ('), j'ai introduit ce  que j'ai 
appelé le polyèdre fondameri ta1 ( P) du groupe adjoiii t d' un groupe simple. 
J 'ai  vérifié dans chaque cas particulier que ce polyèdre, supposé situé dans 
l'espace euclidien 6 1 dimensions, 1 désigntimt le rang d u  groupe, est limité 
par 1 + 1 faces hyperplaiies (7. I l  y a iiitérêt à donner de ce théorème une 
démonstration générale ; c' est ce que je ine propose de faire ici. J e  montrerai 
en même temps comment ce théorème se relie 5L un autre théorème général 
relatif k l a  représentation liiiéaire des groupes semi-simples. 

1. Une première propriété A démontrer est que le domaine que j'ai 
appelé (0)  est limité par 1 faces hyperplaiies (y). Ici il sla.git d'uii théorème 
qui peut être énoncé iiidépendanzizient de soli rapport :Ive(: la  théorie des 
groupes siinples, e t  qui est le suivant: 

Etant  doîzné, dans l'espace euclidiefz à 1 dimensions, u n  gvoupe discon- 
t i u u  fini C7 e n g e n d d  par u n  cel'tain non$b~.e de symétj ies  plsises pal. r a p p o ~ ~ t  
à des hypei-plans passant par  l'oj-igiqte (et pur  les opél-ations qui s 'en  de- 
duisent e n  les composant de  toutes les mani8res possibles un nomb~.e quel- 
conque de fois), les hypevplans pal- rappovt  auxquels  s'effectuent les sy- 
nzétries contenues dans le groupe pal-tagent l'espace e n  u n  certain nontbv-e 
de regions (angles polyédi-es) dont chncu~ze est l imitée exactement Pa?. 1 faces. 

Remarquons en passant que toutes ces régions sont égales entre elles et 
que le groupe G' admet comme opérations génératrices les symétries prises 
par rapport aux faces qui limitent 'une des régions. 

(') T. IV, 1927, pp. 200-256. 
(9 hoc. cit., p. 218 et suivantes. 
p) Loo. cit., p. 215. 

Am~ali di Matrirratica. Yerie IV. 'Porno V. 
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2. Supposons que l'une des régions (D) soit limitée par L > 1 faces. Elle 
peut être définie par un système de t. inégalités 

les cpi étant des formes linéaires par rapport aux coordoniiées courantes. 
Je vais d'abord déinoiitrer que diiris l'équatioii 

de l'hyperplari syn~étrique de c p i = O  par rappoit à ( p z  = O ,  le coefficient m ne 
peut être positif. Supposoiis en effet 1 1 1  > O .  Les inégalités 

ne peuveiit pas eiitraîiier l'ègaliti! (2), puisque l'hyperplaii (2) ne peut avoir 
aucun point intérieur a (D); elles confèreiit donc A la  forme .gL - mcp2 uii signe 
coiista~it. Le même raisonneineiit peut se faire eii partant des iiiépilités 

(41 (pl > O, y" O,..., ( p L  > O. 

Du reste la forme y' - my"rend le même signe coiistant eii vertu des iné- 
galités (3) ou en vertu des inégalités (4); c'est en effet le signe qu'elle prend 
pour un point particulier iiitérieur à (D). Supposoiis que ce soit le  signe +. 
Il eii résulte que les iiiégalités (3) entraînent cpi > O. Par  suite la région (D) 
est limitée seulement par L - 1 faces, coiitrairemerit à l'hypothèse. 

3. Cela posé, supposoris que les 1 premières fornies cpl, cp', ..., cp' soient 
indépeiidantes, et  prenoiis-les pour coordoniiées cartésiennes. Soit 

la forme foridamentale qui représente le carré de la distaiice d 'un  point A 
l'origine. Uii calcul facile inoiitre que le symétrique de l'hyperplan 

P f zuicpt = 0 
6 

p a r  rapport it l'hyperplan 

a pour équation 

avec 
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- 

oii l'on a désigiié par  uk e t  vk les coniposaiites coiitravariaiites des vecteurs 
covariarits l l k  e t  v,. 011 peut remarquer du reste que si P t A& Lwicpi, oii a 

i 

Ewkwk -= ~ u ~ u ~ .  
k k 

Appliquoris la formule (5) au cas  où les deux hÿperplaiis P = 0, 62 = 0 
sont deux des hyperplaiis de  coordoritiées; iious eii tléduisoiis que les compo- 
sn?ates c~nt?~avcwiautes gij du teusezu- fo~ldunteitlal sont toutes ~zéyatices ou 
nulles, s i  i + j. 

Appliquons mairiteiiaiit la forinule (5) a u x  deux hyperplaiis cpi = O e t  

vZ+I = a,cpi 1- u,cp" ... + uly! = 0; 

nous en  déduisons que les q t~a~t t i t&s ai  sont loutes ~leyatives o u  ~azclles. 

4. Cela posé, les coefficients ai ne sont pas tous iiégatifs ou iiiils, saiis quoi 
les illégalités (1) seraient incompatibles. Supposoiis que les $3 preiiiiei.~ soieiit 
positifs, les autres étant négatifs ou nuls. 011 aurait  alors 

Mais cet te  coiiclusiori est  absurde, 
positive. 

parce que la forme Lgi4c,uj  est défilaie 
i ,  i 

011 ne peut échapper a la contradiction qu 'en supposant L = 1, ce  qu7 il 
fallait démontrer. 

5.  Dans le cas  particulier 1 = 3, la première partie de la. démoiistration 
revient B montrer que les faces de  l 'angle polyèdre (D) ont tous leurs dièdres 
aigus ou droits; o r  on sait que l a  s o n m e  des dièdres dluii  angle polyèdre 
convexe d e  I, faces est  supérieure à 2(L - 2) droits; on doit donc avoir 

2 ( L - 2 ) < L ,  ou L < 4 ,  L = 3 .  

II ÿ aurai t  intérêt à voir si une dén~onstrntioii d e  c e  geiire pourrait s 'étendre 
à uii nombre quelconque de dimensions. 

g II. 

6. Avant d 'arr iver  au  théorème définitif que iious avoiis en vue, rappelons 
que dniis la  théorie des groupes semi-simples il s'introduit un certain iiombre 
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de ?mines w* deux A deux égales et opposées, combinaisons linéaires A coef- 
ficients rationiiels de 1 d'entre elles, qui sont linéaireinerit indépetidantes. Si 
l'on prend ces 1 racines coinine coordonnées cartésiennes d'un poiiit dans r i i i  

espace euclidien A 1 dimensions, les équations m a =  O représentent les hyper- 
plans de symétrie du groupe fini g. Si o* et wP sont deux racines quelconques, 
il existe uii entier a; tel que w* + aFwP soit égaleineiit racine, et l'hjperplaii 
wa + aFwP=O n'est autre que le symétrique de w a = O  par rapport k oB=0. 
De plus, tous les termes de la progression arithmétique de raison op et ad- 
inettarit pour termes extrêmes wa et o* + aFwP sont aussi des racines. 

7. Ces propriétés étant rappelées (1), nous pouvons supposer que les 1 
coordonnées y',..., cp2 iiitroduites préc8deintnent soiit les 2 racines w', w2, ..., wz. 

Toute racine wS, exprimée liiiéairemerit au inoyeit de y',..., cpz7 aura tous ses 
coefficients de même sigue, sans quoi 1' hyperplaii o* = O  traverserait la région 
(D). Nous dirons que la racine w* est positive si aucun de ses coefficients 
n'est négatif, négative dans le cas contraire. 

Les hyperplnns obteiius en égalant les racines w* k cles eiitiers arbitraires 
partagent l'espace eii une infiiiité de polyèdres, dont l'un peut être défiiii par 
les inégalités (1) et les inég:i.li tés 

ou on remplace successiveinent wZ pas toutes les racines positives. Nous 
voulons montrer que le polyèdre (P) ainsi obtenu peut être défini uniquement 
par 1 + 1 inégalités (dont les inégalités (1)). 

8. Rangeons en effet les indices 1, 2, ..., 1 dans un ordre déterminé, par 
exemple 1' ordre naturel, et considérons celles des racines positives pour les- 
quelles le coefficient de cp' est le plus grand possible, puis, parmi celles-lA, 
celles pour lesquelles le coefficient de cp2 est le plus grand possible, et ainsi 
de suite. Nous arrivons ainsi k une certaine racine positive dominante, soit 

il est clair que les entiers nrl ( i= l ,  2, ..., 1) doiveiit être tous négatifs ou nuls, 
et par suite, d' après (5), le vecteur coiitravariaiit mi est situé à, 1' intérieur 
de (D) ou sur sa frontière. 

(l)  Elles imposent des conditions au choix du groupe g'. 
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Supposons maintenant que nous rangions les indices dans un autre ordre 
et que iious arrivions ainsi tt uiie autre racine doiniiiante 

pour laquelle les n h e r o n t  tous positifs ou nuls. 

9. Plusieurs cas sont possibles. Si l'on trouve wrs = wrl quel que soit 
l'ordre dans lequel on raiige les indices 1, 2, ..., 2, cela prouve que, dans les 
différentes racines, le coefficient de cpi est au plus égal à, sa valeur mi pour 
la racine dominante wZ1. Dans ce cas il est clair que les inégalités (1) et (6) 
sont des coriséquences des 1 +- 1 inégalités 

et le théoreme est démolitré. 

10. Supposoiis iiiaiiiteiiaiit que oZa soit difîkrent de wal; la différence 
wza - wzl ne peut être uiie racine, car elle serait tt 1-a fois positive (puisqu'on 
aurilit soit mi = n,,  soit w, - ? a 4 ,  n l z  > n,, etc.) et n&gative (pour une raison 
analogue). L'entier a:: doit donc être positif ou nul, et par suite, d'après (5), on a 

Comme tous les nombres qui s'introduisent dans le premier membre sont 
positifs ou nuls, on a, pour chaque indice i < 1, 

soit nz, = O, soit nt= O. 

Si aucun des coefficients nzi n'était nul, tous les nhera ien t  nuls, ce qui est 
absurde. L'hypothèse faite exige donc qu'un certain nombre des coefficients 
mi soient nuls; supposons que ce soient les Z - p derniers. Les formules 

montrent, nP+j étant positif ou nul, qne les gi>*+j sont tous nuls, autrement 
dlt que les p premières faces de (D) sont toutes perpendiculaires aux 1 - p 
derniétes; par suite les coefficients a:+' et sont tous nuls, et le gvoupe 
est semi-simple. 

Dans ce cas i l  est facile de voir qu'il y a lieu de considérer autant de 
racines doiniiiantes qu' il y a de sous-groupes invariants simples daiis le groupe 
doiiiié. Si 12 est le nombre de ces sous-groupes, et si oz{, wze, ..., wZ. sont les 
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racines dorniiiitiites correspoiidaiites, le polyèdre (P) est litnité exactement 
par 1 + 12 f i ~ ~ e s ,  et  peut être défini par les inégalités 

Nous avoiis ainsi démontré a p , . i o ~ i  le théorème qui avait été, daiis mon 
Mémoire, vérifié pour chaque structure simple particulière; mais nous voyons 
de plus coinmeiit ce théoréme doit être modifié dniis le cas d' uii groupe seini- 
si iiiple. 

5 III. 

11. Les considérations précédeiites permettent égaleineiit de démontrer 
d'une inztfiiére générale un tti6oreme qui a une grande importance dans la 
théorie de la représeiitntioii linéaire des groupes seini-simples. Dans cette 
théorie oii est amené k considérer (') des formes 3 linéaires en cp', cq"..., cpz et 
qui soiit les poids des variables transformées par le groupe liiiéaire considéré. 
Elles jouissent de la propriété que le  syr118t1.ique de 1 ' I z y p e ~ y l n n  13 = O  pnv 
 apport d ZCIL quelco~que des hypely lans  w 2 = 0  a SOIL équa t io~  de la f o l v ~ e  

ii) + c,wZ = 0, avec u11 coeflcient c,  elhtielb. 
Supposoiis d'abord que cette propriété ait lieu pour les 1 premières ra- 

cines w k  cpi. Je dis qu'elle a lieu pour toutes les autres. 
Prenoiis eii effet uiie racine 

elle peut se déduire d'une des 1- premieres racines, cpi par exemple, par iiiie 
suite de symétries effectuées par rapport aux faces de (D); oii a alors, dla.pi.ès 
une reinarque faite plus haut (il. 3), 

Si 1' on pose 
W = u,cpi + u9Cp2 + ... 4- ulcp2, 

on a, d' après (5), 

(1) Voir E .  CARTAN, Les gvoupes qui ne laissent i m ~ a v i a ~ l t e  auczcne multiplicité 
plane. (Bull. Soc. Math. de France, 41, 1913, pp. 5596). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



« Sur la Géométrie des groupes simples B 259 

011 a, d'autre part, pour h < 1, 

mk qkk Il nous suffit donc de démontrer que chacune des quantités k est un 
gZi 

nombre entier. C' est évideiit pour k = i. Si k + i, et que ntk ne soit pas nul, 
c'est que, parmi les symétries qui ont fait passer de la raciiie rqi la racine wa, 
s'est reiicontrée au moiiis une fois la symétrie par rapport fi l'hyperplaii cpk = O. 

Ln dernière fois que cette symétrie s'est effectuée, elle a fait passer d' iiiie 
certaine racine 

W B  = n ,y1 + nn$ + ... nly2 

à la raciiie wp i- ; c1 est dorie qu' on a 

l zkqkk 
Nous sommes doiic rainenés a démontrer que le nombre A est entier. Nous 

g i i  
pourrons airisi, en reinoiitaiit de proche eii proche, nous raineiier B la raciiie wr 
obteiiue immédiatement avant d'effectuer la première symétrie pax rapport 
A rpk = O ;  inais, pour cette racine, le coeficieiit c p k  ast nul, ce qui rend le théo- 
rème évideiit. 

12. La formule (7) montre donc, d'aprks ce qui précède, que la forme 61 
la plus générale satisfaisant aux conditioiis données s'obtiendra eii posaiit 

les pi désig-iiaiit 1 entiers arbitraires. Autrenient dit, les extrétnités des vecteurs 
contritvariants ui forment un v&seau .% ('); ce rkseau est manifestement invariant 
par les opérations de 9', puisque la symétrie par rapport 5t rqt=O fait passer 
de la forme W A la forme W + cicpi qui jouit elle-même des propriétés voulues. 

(1) '11 &ait Qvident a priori (H. WEYL, Math. Eeitschr., 24, 1925, p. 369) que ces points 
devaient former un réseau; ce qui est montré ici, c'est qu'on peut trouver 1 points g6né- 
rateurs du r6seau sur les arêtes du domaine (D). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



260 E. CARTAN : Complément au Mémoire, etc. 

Donnons en particulier aux entiers pi des valeurs toutes positives ou nul- 
les; nous aurons un point du réseau 6% iiitérieur A la  région (D) ou situé sur 
sa frontière; tous les autres points honlologues par le groupe G' sont exté- 
rieurs b (D). Réciproquement, si l 'on prend les homologues par rapport a G' 
d'un point quelconque de .% autre que l'origine, un de ces homologues e t  un 
seul est intérieur à (D) ou sur sa frontière; le  poids correspoiidant est le poids 
dominant de 1' ensemble des poids homologues considérés. 

13. Dans la thAorie de la représentation liiiéaire des groupes semi-simples, 
,b toute représentation linéaire irréductible correspond un poids domiiinnt et  
un seul, et réciproquement. Le fait que ces poids dominants engendrent uii 
réseau A coordonnées positives o u  ~zu l l es  est équivalent au thèorkme d'après 
lequel il existe 1 groupes linéaires fondamentaux irréductibles permettant d'en- 
gendrer tous les autres ('), théorème que, dans un mémoire dé,@ ancien, j'ni 
vérifié pour chaque structure simple. L a  recherche des 1 poids doniiiiaiits foii- 
damentaux est, comme on le voit, immédiat; une fois qu'on a construit le 
domaine (D). 

14. On peut ajouter une remarque intéressante. Il résulte des belles recher- 
ches de H. WEYL (7 que le nombre des variables d' une représentation linéaire 
irréductible peut s'obtenir de la manibre suivante. Soit (p,, p,, ..., pl)  le  sommet 
du réseau 6% qui représente le poids dominant correspondant, et  ooiisidéroris 
les deux sommets A(l ,  1 ,..., 1) et  P(p, + 1, p, i- 1 ,..., pl + 1 )  du même réseau. 
Le nombre cherché est le quotient du produit des distances du point P aux 
différents hyperplnns ma= O par le produit des distances du point A A ces 
mêmes hyperplans. II résulte aussi indirectement des mêmes recherches que, 
si l 'on désigne par F la forme fondamentale, la forme  l inéa i re  

est  égale d la s o m m e  des ~ a c i n e s  on posit ives: on voit difficilement comment 
cette propriété pourrait se démontrer directement. 

(') E. CARTAN, Buli. SOC. Math. de France, 41, 1913; loc. cit., n. 12. 
(I) H. WEYL, Theorie der Darstellztng kontinztierlicher halb-einfacher Gruppen, III (Math. 

Zeitschr., 24, 1925, pp. 382-389). 
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Nets of mniiifolds i i i  i dimensions ('). 

TEMPLE RICE HOLLCROFT (to Wells College, Aurora, New York) 

1. Introduction. 

Iii the plane, the properties of nets of curves with or without basis 
points have been fully determined. In ordinary space, aside from finding the 
properties of the Jacobian of a, net of surfaces, very little has been done 
and in higher dimensions 1 have found no mention of nets except as special 
cases of linear systems of manifolds. 

The purpose of this paper is to determine the characteristic properties 
of a net of (i - 1)-dinlensional manifolds of order n with or without basis 
points of multiplicity 1 -  in a space of i dimensions. The formulas expressing 
these properties will al1 be stated in terms of i, n and T,  so that they may 
be immediately specialized for nets of any order in a space of any number 
of dimensions. 

2. The Jacobian, tact-invariant and discriminant. 

A net of ( i  - 1)-dimensioiial manifolds of order n in i dimensions may 
be represented by the equation 

Since one invariant condition iii sufficient that an (i - 1)-dimensional 
manifold iii i dimensions have a hypernode, a single infinity of manifolds of 
the net have a hyperiiode. The locus of these hypernodes is a one-dimerisional 
manifold or  hypercurve, the Jacobian of the net. The Jacobian is defined 
by a, matrix containing i - 1 indepeiident determinants of the third order 
each of which represents an ( i  - 1)-dimerisional nmiifold of order 3(n - 1). 

(') Presented to the American Mathematical Society, October 29, 1927. 

dntiali di dialematica. Serie IV,  Tomo V. 
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The hypercurve common to this set of i - 1 manifolds is the Jacobian and 
is of order 

The Jacobian will be represented by the symbol J(x) and any (i - 1)-dimen- 
sional maiiifold of order n of the net by f,. 

Since one condition is sufficient to express the relation that one f, have 
simple contact with another f,, there is n single infiiiity of the f, that have 
contact with each other. The locus of these contacts is also J(x). 

The condition that two f, have simple contact with each other is cz~lled 
the tact-invariant of the two f,. The order of this condition in the coefficients 
of either f, will be detcrrnined. Since the contacts must lie on the Jacobian, 
tho nuinber possible for any manifold f, is the riumber of points of inter- 
section of that f, and the Jacobian. This is the product of the orders of the 
Jacobian and the f,, which gives 

as the order of the tact-invariant of two f ,  in the coefficients of either. 
The order of the condition that an f, have a hypernode is equal to the 

nurnber of such f, of a pencil that have a hypernode. This invariant con- 
dition is the discriminant of the f,. I t  is the elilninant of i+ 1 equations 
esch of order n - 1 in i + 1 homogeneous variables. The discriminant of 
an f, is therefore of order 

(3) (i i- 1Xn - 1)$ 

in the coefficients of that f,. 

3. Properties of the net found by trasformation. 

In a way similar to that used by ENEIQUES (') for a net of curves in 
the plane, the properties of the net of fm may be found by transforiil a t' ion. 

Consider that the f, of the net in i-space (x) are in (1, 1) correspon- 
dence with the lines of the plane (y). This transformation is expressed by 

(') F .  ENRIQUES, Lezioni sulla teoria geometrica delle equazioni e delle funzioni alge- 
briche. Bologna, 1918, vol. II, pp. 177-180. 
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the equations 

2/i=fn, j7 j = l ,  27 3. 

Since A point P of (y) is determined by a pencil of lines of (y), the ilnage 
of P is aii (i - 2)-ciimeiisional maiiifold of order 7zZ, which is the coi11n1oii 
iiitersectioii of al1 the fn that are images of liiies ttirough P. 

Of the net of fn of (a), we have seeii that a siiigle iiifiiiity have a 
hyperiiode. Correspoiidiiig to these f, that have n, .hyperiiode, there is a 
siiigle iiifinity of lines in (y) that envelop a curve called the branchpoint 
curve of (y). Also to the single infiiiity of contacts of the f, of (3) correspond 
points of (y) that geiierate the sanle braiichpoiiit curve. This branchpoiiit 
curve will be repi'eseiited by the sytnbol L(y). 

The image of aiiy point P of L(y) is the basis (i - 2)-dimeiisiorial ma- 
iiifold of order n2 of a. pencil of surfaces that have contact 'at th point P'. 
Iiivei.sely, to P' correspoiids P. The poiiits P aiid P' are therefore iii (1, 1) 
corresporidence. But P' is on J(x) silice i t  lies at a c o ~ ~ t a c t  of two f m .  There- 
fore the plaiie curve L(y) aiid the hypercurve J(x) are in (1, 1) correspon- 
dence. 

Since to a point of [,(y) corresponds a coiitact of two f,, the equation 
of L(y) in point coordinates is the conditioii that two f, have a contact, which 
is the tact-invariant (2). The order of L(y)  is, therefore, 

Since to a tangent to L(y) corresponds ail f, which has a hypernode, the 
equatiaii of L(y) iii line coordinates is the condition that an f, ha.ve a hyper- 
node, which i s  the discriniinaiit (3). The class of L(y) is, therefore, 

Silice there are two indeperideiit paranieters iii the net of inaiiifolds, a 
finite iiiimber of manifolds f, cati be found that will satisfy two conditioiis 
on these paranleters. Sii'ice one invariaiit is iiecessary aiid suffioieiit for each 
hyperiiode, two iiivariants for each hyperbinode, one invariaiit for each simple 
contact aiid two iiivariants for each statioiiary contact, there are a finite 
iiumber of f, that have:  

a) two hyperiiodes, 
b) one hyperbinode, 
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c) two simple contacts with another f,, 
d) one statioriary contact with another f,. 

To each f, with a hypernode corresponds a tangeiit to L(y), aiid conver- 
sely. Then to each f, with two hypernodes or a hyperbinocle corresponds 
respectively a bitaugent or a statioiiary tangent of L(y) and conversely. Since 
to R simple coiîlact of two f, corresponds a poiiit of L(y) and conversely, to 
two- simple contacts of turo j'; corresponds a node of L(y) and conversely. 
TVhen the two contacts of the two f, unite to form a statioiiary contact, the 
node of L(y) becomes a cusp, so the cusps of L(y)  are iii (1, 1) correspon- 
dence with the statioiiary coiitacts of the f, of (x). 

The niiinbers of the f, that sntisfy the invarinlit coiiditioiîs a), fi), c), (1) 
cati therefore be respectively deteriniiied if the iiuinber of bitaiigei:ts z,, 

iiiflections L,, nodes 6, and cusps .ni of [,(y) can be found. Since the order 
and class of Lfy) is known, al1 of its characteristics caii be determiiied by 
PLÜCKER'S equatioris if its genus caii be obtained. Sirice i t  is i n  (1, 1) corre- 
spondence witli J~Lc), the genus of L(y) is the sanie as that of J(x) so Ive 
need now to find the genus of the hypercurve J(x). 

SEGRE (') derives the following expression for the geiius of' a liyperciirve 
wi thout singularities : 

wherein N is the order of the hypercurve and il: the order of its first oscu- 
Ming developable. 

For J(x), N is defined by (1) ia section 2 niiù N, lias the value 

The genus of J(x) is, therefore, 

(i) C .  SEGRE, Mehrdiw?nsionale Raume, Encyklopüdie  de^ Math. Wissenschaften, 
Band. III,, Heft. 7, S .  8E13. 
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The characteristics of L(y) are therefore as  follows: 

The iiumber of (i - 1)-diineiisioiial iiianifolds of order n of a net in i di- 
mensions that have 

a) two hyperiiodes, 
b) one hyperbinode, 
c) two simple contacts with another manifold of the net, 
d) one stationary contact with another manifold of the net, 

are therefore the values found above for T,, ri, a , ,  x ,  respectively. 
The factor n - 2 occurs explicitly in L, and implicitly in T,. I t  does iiot 

occur in x ,  and occurs in 6, only for i= 1 or 2,' This defines these chara- 
cteristics when the net is of order 2. 

,The points of L(y) are in ( 1 ,  1) correspondence with the points of J ( x ) ,  
but the complete image of L(y) is an (i - 1)-diinensional manifold of order 

To each poiiit of L(y) corresponds an (i - 2)-dimensioiial manifold with a 
liyperiiode on J(x) .  The complete image of [.(y) is, therefore, the locus of a 
siiigle infinity of such maiiifolds which is a manifold of i - 1 dimensions, of 
the above order and coiitaiiiing the hypercurve J ( x )  as a double curve. 

The coinplete image of L(y )  will be d e n 0 t e d . b ~  J1(x) and may be called 
the co-Jacobiaii of the net. For two dimensions, the CO-Jacobian is the residut~l 
curve after J(x)  is taken twice from the complete image of /,(y), but for i > 2, the 
CO-Jitcobian is an (i- 1)-dimensional manifold containing J ( x )  as a double curve. 
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4. The effect of basis points of the net. 

For .  i + 3, a genernl net of inaiiifolds has no isolnted basis points. 
Fo r  i = 3, a net  of surfaces of orùer 11 i~ lways  liiis IL" siinple basis points or  
their equivalent. So loiig a s  these basis pojnts a re  simple and distinct, they  
are  iiot fouiid oii the Jacobian aiid do iiot affect in any  m-ay the siiigulnr 
surfaces of the net except that these n3 points a r e  cominoii to al1 siirf;ices 
of the net and to al1 curves which are  iiitersectioiis of these surfaces. Contacts 
of surfaces of the net do not occur nt these points. 

In  general, for any  i 2 3, a net of manifolh always has  a basis (i - 3)-di- 
mensional manifold of order  n?  This (i - 3j-dimensioiial maiiifold lies in al1 of 
the ( i  - 2)-dimerisional manifolds of order n2 which are  iiitersectioiis of ina- 
nifolds of the net, but i t  has no points in common with the Jtlcobiaii. However, 
silice it is coininon to al1 the (i - 2)-dimensional manifolds which are  iinnges 
of poiiits of L(y),  it is coiitairied in the (i - 1)-diineiisioiial manifold J1(x). 

In  the followiiig, the net of (i- 1)-dimensional nîaiiifolds fa in i dimensions 
wili be  assumed to have oiie 1--fold basis point P which is 1.-fold on al1 f,. 
The results cati be extended to any  iiumber of basis poiiits of orders 1 5  by 
makiiig the same rediiction for esich ~ * ~ - f o l d  point that is giveii for the 
9.-folci poiiit. 

If a net of f% has an ~ f o l d  basis point P, the order of J ( x )  is not affected, 
but d l  the other characteristics of the net a re  changed when 1- 2 1, ,i ) 2 
or 7 . 2  1, i = 2. The  order of P on J(x) is 

The  genus of J(x) becomes 

1 
pi = - { (i + 1 )(n - l)+' [(i - 1) (i i- 4)(n - 2) + 2(i - 2)] 

4 

The order of the tact-iiivariant of two f, in the coefficients of eilher is 

(1) The expression (r - 1)i-2 is indetcrmin~de whon i = 2 and r = 1 simultaneously, 
but it approaches unity as a limit when i and r approach the values 2 and 1 respectively 
dong algebraic curves whose equalions are of the form i - f ( r )  or r - F ( i ) .  This expression 
will tlierefore be assigned the value unity when i = 2 and T = 1 simultaneously. 
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the number of iiitersections, exclusive of those a t  P, of J(x) and an f,. ~ h i a  
nuinber is 

An 1.-fold basis point of a pencil of (i- 1)-dimensional manifolds of order 12 

in i dimensions reduces the'number of manifolds of the penOil by the number 

The order of the discriminant of an f, with an r-fold point is, therefore, 

Th'e order, class aiid geiius of L(y) wheii the net of f, has an 1--fold point 
are given by the above values of n , ,  rn, aiid pi respectively. The singula- 
rities of L(y), fouiid by PLÜCKER' s equatioi~s, are as follows : 

- (i - 2)(r - 1 )e-e [(i - 3)(1* - 2) - 4i] 1 . 

Therefore, when the net of (i - 1)-dimensional manifolds of order n in i 
dimensions has a basis point of multiplicity 9-, the nurnber of manifolds of 
the net that have two hyperriodes or one hyperbinode are given by the 
values of 7, and c, respectively, and the number of manifolds of the iiet that 
have two simple conctacts or one statioiiary contact with aiiother member of 
the net are given by the values of 6, and xi respectively. 

(1) The expressions for 6 ,  and x ,  are more involved than the others and are not so 
important, so they are not given in  terms of a, i and r. They can be found readily for 
any particular case. 
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Foilctions à croissance régulière e t  i téi-ati~ii  

(1' ordre fractioiiii;tire 

par PACL LEVY (à, Paris) 

CHAPITRE 1. 

Notions générales sur les fonctions régulières. 

1. La iiotioii de foiiction a croissance régulière est une de ces iiotioiis 
iiituitives qui seinbleiit d'abord parfaiteineiit claires, mais dont la difficulté 
apparaît A la réflexion; les remarques simples que l'on peut faire sur les rai- 
sons qui nous font considérer certaiiies fonctioiis conlme régulières ne suggèrent 
en effet aucune définition précise de la régularité. Le présent travail contient 
l'exposé de recherches dolit le but est d'obtenir ui~e telle définilion. 

Je  me suis laissé guider dans ces recherches par des coiisidérations intui- 
tives, et forcément subjectives, basées d' uiie part sur la iiotioii esthétique de 
coiirbe r6giilière (c' est-a-dire siliis sinuosités), d' autre part sur la iiotion d' in- 
ductioii, les remarques que l'on peut faire sur les exemples simples de courbes 
régulières semblant susceptibles d' être généralisées. Des coiisidérations de 
cette riature iie peuvent être iiivoqiiées qu'ail point de vue heuristique; il 
s'agit ensuite de déirioiitrer les résultats que l'on a été conduit à éiioiicer. 

Dms le cas particulier, j'ai ainsi été conduit St énoncer des résultats que je 
n'ni pas réussi & démontrer; après quelques tentatives iilfr~ictueuses, je crois 
utile, daiis l'intérêt de la science, de faire connaître tout de inênie l'eiiseinble 
de In théorie St laquelle j'ni été coiidiiit. Le lecteur trouvera doiic, B côté de 
certains résultats précis et démontrés, d'autres énoncés doiit l'exactitude n'est 
que probable. Je serais heureux si cette lecture pouvait provoquer de nouvelles 
recherches, destinées k déinontrer les résiiltats qua je n'ai fait qu'énoncer: 
c'est un sujet de recherches difficile, inais même ut] résultat partiel ne serait 
pas sans iinportaiice. 

Des résumés de mes recherches ont déjA été présentés B IfAcadénlie des 
Scieiices de 1'Iiistitiit de Frniice (1926 et lYd'i), aii Coiigrès pour 1'Avaiicemeiit 
des Scieiices de Poitiers (1926), et au Coiigrès Iiiteriiational des Mathématiciens 
de Bologiie (i928). Eofiii, sous le titre o:Iiitroductioii B une théorie des fonctions 
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A croissance régiiliére D, j'ai publié dans le Journal de Mathématiques (1928) 
une étude sur les échelles complètes de croissance, étude qui est liée aux 
recherclies dout j'expose ici le résultat; je r;ippellerai d'ailleurs ce qui 
est iiécessaire pour éviter au lecteur d'avoir ;t se reporter au Mémoire eii 
question. 

B. Pour iiidiquer ce qui nie pa.ra.ît être un des cnriictères esseiitiels de la 
notioii de régularité, je preiidrai l'exemple d' une foiictioii telle que ex t sin x ;  
nous la considérons comme irrégulière, parce qu'elle oscille iiidéfiiiimei;t entre les 
foiictioiis plus simples ex i- 1 et ex - 1 ; de inêine 1 ; ~  foiictioii ex + e-" sin log x, 
inalgré la lenteur et la petitesse de ses oscillatioiis, est isréguliere, parce 
qu'elle oscille uiie infinité de fois entre les fonctioiis plus simples 2 cli x et 2 sh x. 
Au contraire, l'uiie quelconque de ces fonctioiis plus siinples, 2 ch x par exemple, 
est régulière, parce qu'il n'existe aucurie foiictioii plus simple qu'elle q u i  lui 
soit égale une iiifinité de fois, pour des valeurs de x indéfiiiimeiit croissantes. 

De ces premières remarques, nous lie poiivoiis pas déduire une détiiiition; 
il seiiible même qiie nous ayoiis nugineiité la. dificulté du problème, car il 
doit être plus difficile de défiiiir la plus o u  iiioiiis gr;iiide siinplicit6 (ou eii d'autres 
termes la+pliis ou nioiiis graiide régularité) des foiictioiis qiie de définir la 
r&gzda~~ité pal-fuite qui caractérise les foiictioiis que iioiis appelons 1-éguli&-es 
(ou ù ~ ~ ~ o i s s a ~ l c e  ~&pdié~.e). Il résulte pourtaiit de ces remarques uiie propriété 
précise de l'enseii~ble des fonctions régulières, qui doit vérifier les deus con- 
ditions suivantes : 

Coud i t ion  a):  si deux fonctions distinctes f(x)  et g ( x )  appartieiiiieiit a cet 
ensemble, leur différence est pour x assez grand différente de zéro et d'uri 
signe déterminé; l'uiie d'elles est alors supérieure A l'autre, pour x assez 
graiid; nous diroiis qu'elle croît plus vite que l'autre. 

Condition 6): si une fonction g(x) n'appartient pas h cet ensemble, oti 
peut trouver au nioiiis uiie foiictioii f (nb)  de cet eiiseiiible telle que la. diffé- 
reiice f(x) -- g(x) lie soit i i i  constaiiiine~it positive, ni constamment riéga.tive, 
pour x assez graiid; cela revient B dire qu'oii ne peut ajouter à. l'eiiseinble 
aucune fonction nouvelle sans quc la coiidition rr cesse d'être vérifiée. 

Les eiiseinbles vérifiant ces coiiditioiis coiistitueiit ce que j'appelle des 
échelles complè t e s  de ciwissn~tce; si la première coiiditioii est vérifiée, niais 
iioii la seconde, l'échelle est iiiconiplète. Les échelles, complètes ou iiiconîplètes, 
ont été étudiées d'uiie inaiiiere gbiiérale daiis mon Mémoire cité plus haut. 

On observe que s'il s'agit de foiictions continues (et les fonctions régulières 
seroiit bien entendu des forictions contiiiiies), 1' énortcé de la condition b peut 
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se simplifier: il suffit d'écrire que les foiictions f(x) et g(xj sont une infinité 
de fois égales, pour des valeurs de x iiidéfiuimeiit croissantes. 

L' existelice d' échelles complètes est évideiite, au point de vue idéaliste. 
L'eiiseinble des forictions coiitinues étant supposé bieii ordoiin6, oii n'a qu'A 
exainiiier toutes les foiictioiis 1' une ilpi-ès 1' autre et classer dans un  ensemble G 
tout,es celles qui peuvent l'être, c'est-A-dire qui croissent, soit plus vite, soit 
inoiiis vite, qiie I I '  iinporte quelle fonciioii classée daiis G ;  l'eiisenîble G fina- 
leineiit obteiiii sera une Bclielle coniplète. 

\ 
011 reinarque que, chnque fois que dans l'appllcatioii de ce procédé on 

obtieiit uiie foiictiori f ( x )  acceptable, oii peut soit la classer elle-inême dans 
l'eiisemble G, soit choisir, poiir la classer dans 6, uiie autre foiictioii, égale 
uiie iiifiiiité de fois à f(x), et acceptable, c'est-&-dire croissant, soit plus vite, 
soit iiioiiis vite, que ii'iniporte laquelle des fonctioiis choisies initialement. De 
toute façoii, l'ensemble niiisi fornié sera une échelle complète. 

3. Les fonctioiis régulikres doivent donc coi!stiiiiei. uiie &chelle co~nplète 
de croissance. Mais il s'agit de distinguer i'eiisemble de ces foiictioiis des 
autres échelles complètes. Daiis ce but, on peut d'abord se proposer de faire 
iiitervciiir certains caractères siinples des fonctions. 011 sait que des dérivations 

1 s i i i x  
peuvent accentuer les irrégularités des foiictioiis; ainsi la fonction - + 

X X'O 

est positive pour x > O  et chacuiie de ses 9 premières dérivées a -un  signe 
coiistant pour x assez grand, inais la dixièiiie a une infinité de chaiigements 
de sigiies; c'est là une circonstance que iious coiisidéroiis coinine une preuve 
de l'irrégularité de cette fonction. 

Une deiixiéine condition imposée B la définition de la régulsrrité sera doiic 
que les foiictioiis régulières soieiit continues, iiidéfinimeiit dérivables, chacuiie 
de leurs dérivées ayant un signe coristaiit pour x assez graiid, c'est-a-dire SL 
partir d'une certaine valeur de x qui peut n'être pas la même pour toutes 
les dérivée's. Aiiisi la foiictioii e-x2 est régulière; sa dêrivée de iaiig 7z est, 
pour x assez grand, d u  signe de (- l ) n ;  inais la. valeur x,, à partir de laquelle 
il eii est ainsi augineiite iridéfiiiiinent avec n ;  oii ne peut pas trouver un in- 
tervalle déteriniiié daiis lequel toutes les dérivées nieiit uii sigiie constant, 
et soieiit pa,r suite moiiotoiies ('). 

(1) On sait par un résultat de RI. SERGE BERNSTEIN que, s'il en &ait ainsi, la condition 
du  texte entrainemit 1' analyticitt! des fonctions considér6es ; mais le fai t  que les x,, ne soient 
pas bornes empêche l'application d e  ce résultat. L a  question se  pose de  savoir s i  on peut le  
g6nCraliser au cas qui nous O-cupe. J e  considère d' ail leu?^ au'il  n'sst pas douteux que les 
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Reinarqiioris d'ailleurs que cette conditioii d'existeiice et de iiioiiotoiiie 
de toutes les dérivées, si elle est iiécessaire, ii'est sûreineiit pas siiffisaiite pour 
la régularité. Aiiisi la fonction ex + siii x est irrégulière, bieii que toiites ses 
dérivées soient positives pour x positif; de même 1 8  foiictioii 

1 1 (1 + :I sin log log x 
x log x 1 

n. chacuiie de ses dérivées inoiiotoiies pour x assez graiid et est irréguliSi-e. 
Observoiis que cette condition de monotoiiie, joiiite A Li, piécédeiiie, doiiiie 

uii résultat positif: tous les polyiiomes soiit des foiictioiis ré;uli&res. Si eii effet 
uii polyiiome Pfx) de degré n ii7étnlt pas régulier, oii devrait trouver uiie 
fonctioii régulière f(x) égale une infinité de fois à ce polyiioiiie; cela ii'est 
pas possible, le théorème de ROLLE iious inoiitraiit que 1 : ~  dérivée d'ordre 11 t- 1 

de f(x) devrait chaiiger de sigiie uiie infinité de fois. 
Nous avoiis dit tout A l 'heure qu'une foiictioii iious iippaiaît cointne paln- 

Jiiite./i&eut ~.t?gulière si oii lie peut pas e n  trouver une plus ?.&guli&'t> qui lui 
soit égale uiie iiifiiiité de fois; dans le cas des polyiioines, cet éiioiicé preiitl 
u i i  seiis très précis. 

4. L' iiis~ifisance de In propriété précédente, et 1' nbseiice de toute autre 
opération de l'analyse élémeiitaire qui soit plus efficace que la dérivatioii pour 
déceler les irrégularités des fonctioiis, conduit à iiitroduire des considérations 
d'un tout aiitre ordre, basées sur la nature des opératioiis aiialytiques qui 
coiiduiseiit à definir les foiictioiis coiisidérées. Aii lieu de chercher A mettre 
eii évidence une propriété iiitrii~séque des foiictioiis qui pourrait caractériser 
l i ~  régularité, iious soiiîiiies coiiduits à former de proche eii proche de iioiivelles 
foiictioiis régulières par des opératioiis aiialytiques qui lie soieiit par elles- 
mêmes susceptibles d'introduire a,ucuiie irrégularité; de telles opératioiis sont 
ce que iious appelleroiis des o p é ~ . a t i o ? ~ s  ~@.quliè?-es. Eii partaiit des polyiioines, on 
pourra par ces opératioiis former des eiiseiiibles éteiidus de fonctions régulières. 

Ces opérations régulières doivent coiiipreiidre s u  moiiis la dérivation, 
l'iiitégratioii, les quatre opérations élémentaires, et, dans le cas d'uiie foiictiaii 
y = f(x) iiidéfiiiirneiit croissante, la foriiîatioii de la foiictioii inverse x = {-,(y) 

fonctions régulières soient analytiques ; mais cela ne résulte peut-être pas necessairement 
des conditions déjh indiqnées. 

Il est probable qu'inversement, toute fonction analytique, réelle pour x trés grand, et 
méromorphe h l'infini, est 'égulière. Mais les fonctions ayant à l'infini un point singulier 
essentiel peuvent être régulières on irrégulières. 
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et des foiictioiis régulières de f(x). Ces opéra,tions et leurs coii~biiiaisoiis sont 
ce  qiie iious appelleroiis les opPt-utions ?.egulièl.es dlé,,teutai~*es. 

Pa r  ces opératioris répétées un nombre fiiii 12 de fois, en  partant d 'un  
polÿiioriie de degré p, on ne peut obtenir que des fonctioiis dépendaiit d7 une 
inniiiére continue d' un nombre fini de paramètres; même eii augmentant indé- 
fiiiiineiit n e t  11, inêine en défiiiissmt de iioiivelles opérations régiilières, on 
ne peut pas a r r iver  b former a i n ~ i  toutes les foiictioiis régulières. On n' obtiendra, 
sûreineiit pas uii eiisemble conteiiarit des forictioiis plus sapidement croissantes 
que n' importe quelle fonction donnée. Pourtant déjh une question se pose : 
la troisième coiidition ainsi imposée 5t In définilion de la régulmité est-elle 
compat,ible avec  les précédentes; est-on notamment a.ssuré que deux fonctions 
distiiictes formées par des opér:ttioiis régulières lie peuvent pas ê t r e  uiie infi- 

nité de  fois égales? 
La réponse iie seinble pas douteuse; il semble même que l 'on puisse 

arr iver  A uiie démoiistr;~tioii par  uiie classifica,tioii méthodique des divers infi- 
iiiinent petits ou iiifinimeiit grands introduits par  les opérations indiquées, e t  
par des développeiiîeiits en sésies de forme suffisainn~eiit &riérttlc. Mais la 
qraiide variété des co~iibiiiaisons A prévoir rend la déinoiistrnt,ion rigoureuse 
difficile. Disons donc seulement, pour résumer les résultats obtenus jusqii'ici, 
que des coiisidératioiis i~it~uitives iious ont conduit A peiiser qu'il  était  possible 
de définir un enseinble de  fonctioris régulières vérifiant les coiiditioris suivantes: 

1) Cet ensemble coiistitue une échelle complète de croissante. 
2) Toutes les fonctions de cet eiisemble sont continues, iiidéfiriiineiit 

dérivables, e t  sont inonotones pour x assez graiid; (la n~oiiotoiiie des dérivées 
resiilte alors da l a  condition suivtiiite). 

3) Cet eiisemble est fermé par  ra,pport aux  opérations régulières élé- 
ineiitaires défiiiies ci-dessus. 

5. Il .  est essentiel ds définir d ' a~ i t r e s  opératioiis régulières; les résultats 
priiicipaux de ce travail reposeroiit sur  l 'é tude de  1' ité)wlion 9-égulière. Mais 
quelques reinarques préalables seroii t utiles. 

Coiisidéroiis uiie foiictioii de deux variables- f ( x ,  y), e t  supposoiis que, 
pour y constant, ce soit iine fonction régiilière de x, et que d 'au t re  part  
elle dépende d ' une  manière coiitiiiue de  y ;  il y a, lieu de peiiser qu'  on peut 
la coiisidérer comme régulière en x e t  y, e t  que par suite uiie foiiction d e  la 
forme J['9(1), +(t) ]  est régulière eii t si c p ( t )  e t  +(t)  sont des foiictioiis régulières 
iiidéfiiiiinent croissaiites de  t ;  si cette propriété est vérifiée, nous dirons que 
f(x, y) est une fonction 1-dg~1ièr.e des deux vmkrbles x e t  y. Pour montrer 
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qiie cette régularité par rapport aux deux variables résulte bien de la régu- 
larité par rapport 5L chacune des variables, il suffit d'établir que 1 ; ~  régulmité 
par rapport à chacune des variables entraliie celle de f(x, x); eii appliquniit 

r ce résultat Lt la fonctim P(t, u) = f[cp(t), +(u)], oii obtieiit le résultat plus géiiéral 
coiiceriiair t la régularité de f [cp(t), +(t)], 

La dérivatioii et l'iiitégrntioii d' uiie foiictioii de deux variables doiveiit 
alors être ajoutées a la liste des opérations régulières. Observoiis ~iotammerit 
qu'uiie intégrale du type 

doit être uiie fonctioii régulière de x si F(x, y) et cp y) soiit des foi~ctioiis 
réguliéres. 

Il faut aussi admettre la régularité de chaque braiiclie de foiictioii défiiiie 
par l'équsttioii implicite f(x, y) = O, si la foiictioii f(x, y) est régulière. Il en 
résulte que toute détei'iniiiatioii, réelle pour x assez graiid, d'une foiictioii 
algébrique, est régulière; il- eii est doiic de même pour toute fonction algé- 
brique de x, e", logx. 

Il faut d'autre p i~ ï t  éviter d7 étendre aux séries la reniarque faite sui' 
1' intégi.de ( 1 ) .  Ainsi daris la série 

ainsi que dans les séries que 1'011 eii déduit eii ne coiiservaiit qiie les termes 
x97D 

de rangs multiples d' un etit,iei. p, le terme de rang n, soit - dépend d'une 
( 1 1 ~ )  ! ' 

manière régulibre de x et de n ;  pourta.iit la somme, réguliere pour p = 1 

ou 2, est irrégulière pour p > 2;  pour p = 4, par exemple, elle n In valeur 
ch x; + cos x 

2 
La rwisoii en est facile à coinprendre; dmis la série (2), x croissaiit, le 

rang du plus grand terme croît; chaque terme joue à. soi1 tour uii rôle pré- 
l)oiid6rant; les différents terines déterminent successivei-iîeiit l'ordre de graiideur 
de ln  foiictioii comine les poteaux successifs 11' une ligne télégraphique soiitieii- 
iieiit cette ligne, qui s'abaisse chaque fois eiitre deux poten.ux. 011 a doiic des 
irrégularités d';buta~it plus inarquées que les terines coiiservés sont plus espacés, 
même si leurs rangs forment une suite régulière. 
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Du moiiis, l'image qui précède serait exacte si 1' oii prenait les termes 
de raiigs 12 = 1, 22,..., O U  d' uiie suite de iiombres croissant plus rapide- 
ineiit eiicore. Eii prenant des termes doiit les r;iiigs constitueiit une progressio~i 
arithmétique, on a uii noiiîbre croissant (coinine vF) de terines qui sont sen- 
siblement du inême ordre de grandeur, et le cas simple D U  il n'y a qu'un terme 
prépondérant (ou ui i  petit iioinbre de tels termes) n'est pas réalisé. L'irré- 
gularité de la série ii'est pas certaine dans ces conditioiis; inais la remarque 
que dans la serie ex, eii prenaiit la somine des terines de p en p, on obtieiit 
u:ie foiictioii régulière si p= 1 ou 2 et irrégulière si p = 3  ou 4 montre bien la 
difficulté d' uiie théorie géiiérale. Reteiioiis seulement qii' on lie sera pas certain 
a p?*iol.i, quelle que soit IN, régularité de la formatiori des termes d'une série, 
que sa soiiiine soit régulière, et souveiit oii établira au coiitraire aisémeiit 
qu'elle est irrégulière; au contraire, daiis le cas d'une iiitdgrale, qui ii'n pas 
la même cibuse de discoiitiiiuité, oii est sQr de lit régularite. 

6. Il existe uii lieii évideiit eiitre la notion de foiiction régulière et celle 
d' une sui te régulière de iiombres y, , y ,,..., y,, ,...; si une foiictioii f  ( a )  est 
régulière, la suite (les iiombres y,, = f o l )  est régulière, et sa doriri8e détermine 
parfaiteinerit la t'onction f (x ) ,  puisqu' il est iinpossible que deux foiictioiis ré- 
gulières tlistiiictes soieiit égdes pour toutes les vc~leurs eiitiéres de x; la 
clétermiriatioii de f ( x )  coiinaissaiit les iiombres y,, = f(9~) est ce que iious 
appelleroiis 2' intel-polation 9-6guliére de cette suite de nombres. 

II ii'est guére douteux que toute suite qui n'est pas régulière oscille 
iiidéfiiiimeiit entre deux suites régulières bieii détermiiiées, ou, ce qui revieiit 
nu inême, eiitre les foiictioiis correspoiidarites. 

Par uiie exteiisioii naturelle de la notion d'opération régulière, on peut 
admettre que toute formule permettant de défiiiir uiie suite, si elle 11' introduit 
aucune cause d'irrégularité, ne peut défiiiir qu'une suite régulière. Il doit 
eii être aiiisi iiotainineiit dniis le cas d' uiie relatiou de récurreiice de la forme 

si la foiictioii y($, y) est régulière. On obtieiit alors iiiie suit,e régulière dont 
17iiiterpolatio1i régulière défiiiit aile foiictiori bieii détermiiiée f(cv). Il est im- 
portarit d'observer que, bieii que cette iiiterpolatioii puisse être définie indé- 
pendamment de la relatioii de récurrence (3), la fonctioii obteiiue vérifie sfire- 
ment cette relatioii &tendue ail cas des valeurs lion entiéres de x, c'est-A-dire 
que l'oii a 

f(x> = y[%, f ( ~  - 1% 
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Les deux membres soiit en effet des fonctions régulières, égales pour toutes 
les valeurs entières de x ;  ils sont donc égaux. 

Ce priiicipe a de iionibreuses applicntioris. Il suffit de mentionner le pro- 
blème de l'interpolation régulière des sommes successives d'une série, et 
l'étude de la fonctioii eulérienne qu'on peut déduire d'une telle interpolation. 
Nous l'appliquerons au cas oit l'on doriiie une fonction régulière f(x), mono- 
tone et supérieure à x;; la suite des nombre itérés 

est une suite régulière de nombres iiidéfinimeiit croissants; 17i1iterpolatioii 
régulière de cette suite permet de définir une foiiction régulière fa($,) d' uiie 
variable a, et, bien que cette fonction puisse être obtenue salis tenir compte 
des relations de récurrence (4), elle vérifie sûrement ln relation 

qui généralise les relations (4). 
Il faut d' ailleurs observer que le raisonnement qui précède n' est utile que 

pour établir, au point de vue idéaliste, l'existence de la foiictioii itérée régu- 
lière fa(%,). Les déterininations effectives de cette fonction reposeront au con- 
traire sur la relation de récurrence (5) et sur une étude asyinptotiq~ie qui per- 
mettra de distinguer des autres la solution réguliére de cette équation. 

CHAPITRE II. 

L'itération régulière. 

7. Pour 1' étude de l'itération, nous supposerons esseiitielleinent la fonction 
f (x)  étudiée contiuue, monotone, et croissant indéfiniment avec x ,  et de plus 
soit constaininent supérieure, soit constaminent inférieure ti. x ;  l'un de ces cas 
se ramenant $ l'autre par les relations entre les forictions iiiverses, nous suppo- 
seroiis pour fixer les idées f(x) > x. Doiic, en définitive, pour x supérieur 
k uiie certaine valeur a, In. fonctioii f(x) est coritiiiue, croissaiite, et supé- 
rieure A x. 

Le problème de l'it,ératioii coiisiste dalis la recherche d'uiie t011cIioii 
f3(x) vérifi;i.nt 1' équation fonctionnelle 

(6) f*+p(x) = fdfm(x)l, 

et se réduisant ft f (x;)  pour a = 1; i l  en résulte évideinment que pour a 
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entier, f,(x) se réduit aux itérées d'ordres entiers bien définies par In formule 
de récurrence 

fn+,(x) = f [fn(m>l. 

Nous iinposeroiis de plus B la foiictioii f,(x) d'être continue et croissante aussi 
bien par rapport & m que prtr rn.pport Si. or. Enfiii nous supposeroiis toujours 
x > a et a > O (le CM o i ~  a est négatif se traitant ensuite sans difficulté, 
puisque f, et f-, sont des fonctions iiiverses l'iiiie de l'autre). 

011 peut se placer B deux points de vue différents selon qu'on considére 
ou noii a coinme uiie variable. Malgré la plus graiide portée de la première 
iiiéthode, dont le principe a d6,jà été indiqué .k la fiii du Chapitre 1, iious pré- 
seiiteroiis d'abord quelques remarques relatives nu cas oii l'on ne considère 
pas a comme ime variable, et o h  1' on déduit fa(x) des déterminations suc- 

1 1  1 
cessives des itérées d' ordres 47 %, ..., etc. 

1 
8. L' itèrée d' ordre -, fi(%) = g(x), doit être solution de 1' équation foiic- 

2 
tionnelle 

qui est un CRS particulier de l'éqiiatioii (6). Montrons d'abord qu'il existe une 
infiiiité de solutioiis de cette équation. 

Choisissons une valeur x, de x, et pour y, =g(x,) uiie valeur quelconque 
eiitre x,, et xi = f(S,). NOUS pouvons prendre pour g(x), dans l'intervalle 
(x,, y , )  une fonction coiitinue, croissante, preiiant aux extrémités de cet inter- 
valle les valeurs y, = g(x,) et s, = g(y,), et A cela près quelconque. Si y = g(x), 
la relatioii (7) doiine g(y) = f(x), et cette relatioii détermille successivement g(x) 
dans les iiitervalles (Y,, Si), (xi, yi), (y, ,  xe) ,...; 011 & aimi une fonction toujours 
continue et croissante, solutioii de 1' équation (7). On voit qu' on peut la choisir 
arbitrairement dans une demi-période, en appelant période l'intervalle q u i  
sépare x; et f(x),  ou encore fa(x) et fdi(x), c'est-à-dire l'intervalle pendaiit 
lequel 1' iildice d' i tératioil augmente d' une unité. 

Considéroiis deux solutions distinctes g,(x) et g,(x) de 1' équation (7): il 
est impossible que l'une d' elles soit constaminent supérieure h l'autre; si en 
effet oii avait g,(x) > g,(x), oii aurait 

ce qui est i[npossible, les deux membres devant être égaux k f (x ) ;  d'une 
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maniére plus précise, si pour x = x, 

Y 0  = gi(x0) > g o  = g2(30), 

dans l'intervalle (z,, y,) on a 

et pour xi = f(xo), g,(x) est de iiouveiiu supérieur CL f(x). Le signe de la 
différence g,(x) - g,(x) chaiige doiic au moins denx fois par période et se 
reproduit périodiquement. Il rés!ilte de ces remarques qii' il y a au plus une 
détermination régulière de g(x). 

La condition iiécessaire et suffisante pour l'existence de cette itérée régu- 
1 

libre d' ordre - est d'ailleurs que la fonctioii doiiiiéc f(x) soit elle-même 
2 

régulière. La nécessité de cette coiidition est évidente, d'après la foriiiule (7)) 
une fonction régulière de fonction r&gulière étant elle-même régulière. La 
réciproque est plus délicate, et je n'ai pas pu en obtenir de démonstration 
rigoureuse. Observons seuleineiit que ln formule (7) définit une conpure daiis 

l'eiisemble des fonctions régulières, les fonctioiis y(%) telles que tp[y(x)] croît 
plus vite que f(x) étant au-dessus de la conpure et celles doiit l'itérée croît 
nioins vite étant au-dessous; c'est de l'étnde des conpures dans les échelles 
de croissance, doiit on trouvera les éléments dans moi1 mémoire déjh cité, 
que l'on peut espérer déduire une démonstration de ll.existeiice de la fonction 
g(x), indépendante de l'étude de f,(x) considérée corne foiiction de a. 

1 
Après avoir défiiii l'itérée d'ordre -, oii définit successivenient de la 

2 

même maniere les itérées d'ordres - et ainsi de suite; on introduit ainsi 
4 '  8' 

de nouvelles fonctions choisies arbitrairement dans un  quart, puis 1111 huitième 
de période, et ainsi de suite. Tout compte fait, la détermination compléte de 
f,(x) dépend d'une foiiction choisie arbitrarienient dstiis une période; mais 
il n'y a qu'une fonction f,(x) qui soit réguliére par rapport à x. 

9. Pla~ons-nous mainteiiant au second point de vue, qui consiste a consi- 
dérer u comme variable. Désignant par x, une valeur particulière de x, nous 
poserons x = f2(xo) = y(a); la forniule (6) prend alors la forme 

et nous nio~itre que la coniiaissance de y(&) détermine coinplèteii~ent fa($). 
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Si d'ailleurs on ne connaît pas f ( x ) ,  on peut prendre pour cp(a), de zéro b 
l'iiifiiii, 11' importe quelle foiiction contiiiue, moiiotoiie, et iiidéfiniineiit croissaiite; 
la formule (4 ou x = cp(aj, définit alors une fonctioii f p ( x )  solutioii de l'équation 
foiictioiiiielle (6),  et qui est l'itérée de la fonction f ( x )  obteiiue en faisant 
/3 = 1. Si nu contraire cette foiictioii f (x;)  est doiinée, ln foiictioii y(a) ne peut 
être choisie arbiti.nireineiit que de O B 1, les valeurs extrêmes x, = cp (O)  et 

x, = cp (1) devant être liées par la relation x, = f(x,). Les valeurs de y(a) 
pour a > 1 rksultent alors de la, fouinule 

oii 18 est uii entier positif qiielconqi~e. L'itération d' uiie foiiction f(x) doiiiiée lie 
dépeiid doiic bieii que d' une foiictioii choisie arbi trairemeil t dans uiie période. 

Nous désigiieroiis p:lr a = h,(y), et appellerons indice d'it&rntion ou 
10g(17'2t/2)/lc? d'ild~.nlion de y par rapport B x, le iiombre a tel que y = f,(x); 
si y > .X > a, c'est uii iiombre positif bieii déteriniii& Les logarithines d'ité- 
ratioli de x et y par rapport B x, seront désig~iés par h ( x )  et A(y), sans indice 
inférieur; A(%) est la fonctioii iiiverse de cp(u), et de iliême a = X,(y) et y =fa($)  
sont des foiictioiis iiiverscs l'une de l'autre, x étant constant et l'iilversioii 
portant sur a et y. Avec ces iiotations, 1' équstioii fonctioiiiielle (6)  prend la forme. 

et nous voyoiis d'une iilaiiière plus claire encore que le problèine de l'itération 
se rainèiie A la détermiii~~tioii de la seule foiictioii h(x ) ,  iiiverse de la fonctioii 
?(a);  f(x) étant donné, l(x) doit croître d'une manière contiiiue de h(x,)  = O, 
b A($,)  = 1, et est A cela près quelcoiique de x ,  h x,;  pour x > x,, cette 
fonction est bieii déterminée par la formule 

qui equivaut k la formi~le (9). 
Comparoiis deux déterininatioiis différeiites de In foiictioii itérée, déduites 

de deux détermiiiatioiis y(a) et +(a) de fm(x,); pour les valeurs eiitières 7 1  de a, 
ces deux foiictioiis soiit égales 5L x,, =f,,(x,), et par suite égales eiilre elles; 
17 uiie de ces foiictioiis a u  plus peut doiic être régulière. Leur irrégularité 
relative est ci' ailleurs mieux mise en évidence quaiid ori compare les fonctions 
iiiverses A(x) et p(x); elles :iugmeiitent simultaiiémeiit d' une niiité quand on 
passe de x a f ( x ) ;  il eii 1-ésulte que la différence A - p est une foiiction 

dh 
périodique aussi bieii.de h que de p; le rapport - varie aussi péiiodiqueineiit: 

d t ~  
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si de x, à xi on a pris pour h(x) et \L(x) des fonctioiis dont les dérivées 
une liinite iiiférieure positive et une limite supérieure fiiiie, on est doiic 

d h  
assuré qiie - est, de x, à l'infini, boriié iiiférieiireineiit et supérieureineiit, 

P 

Il existe doiic au plus une 
libre y(a). Observoiis d' ailleurs 
fp(x) est régulière aussi bieii 
rapport à l'eiiseinble des deux 
formule (8), qui peut s' écrire 

Si x et y croissent i~idéfiiiiinerit, la partie eritibre de h(y)  - A($) étaiit bien 
eiitendu indépeiidailte du choix de la foilction itérée, la partie fractioiiiiaire de 
cette différeiice a aussi soi1 ordre de grandeur indépeiidniit de ce choix. 

itérée régulière, définie par uiie fonctioii régit- 
que si la foiictioii y(a) est régulière, la foiictioii 

par rapport à x que par rapport à P ou par 
variables; cela résulte iiiiinédiateineiit de la. 

la, foiictioii cl = A(x) étaiit régulière en même temps qiie la foiictioii inverse 
cp(a). Donc, snns admettre rien d'autre que la coiiservntioii de la régularité 
par une partie des opératioiis régulières éléineiitaires indiquées a11 11." 4, nous 
soinines assui& que la régularité de cp(a) eiitraîiie celle de fJx) aussi bieii 
par rapport 5i, a que par rapport a x, et celle de foiictioiis telles que f,(x) (i). 
Nous soinines arrivés aiilsi à un résultat plus coiilplet qu'au n." précédent, 
ou rious ne si~vioiis pas que l'itérée réguliére en m était aussi régnlière eii a 

Il est d'ailleurs toiijours bien eiiteiidu que la condition iikcessaire et suf- 
fisante pour 1' existeiice de cette itérée régulière est la régularité de ltt  foiiction 
f(x). Elle est nécessaire, la régularité de f&) iiiipliquaiit celle de f,(x)= f~x ) ;  
elle est suffismite, la fonction y(a) résilltalit coiiiine 'nous 1' ILVOIIS dit au 1 i . O  6 
de l'iiiterpolation régulière de la suite des x, = f,,(x,), et la fonction fg(x), 
que l'on en déduit par ln formule (8) ou la formule équivalente (12), étant 
régulière. 

Il faiit toutefois observer que cette réciproque, comme par la méthode 
du 11.' 8, repose sur des coiisidératio~w non rigoureuses; même si 1'011 admet 
la compatibilité des conditions d u  il." 4 iiiiposee à la défiiiitioii de  la régularité, 

(l) Si f (s) est une fonction rapidement croissante, cette fonction f,(z) est une fonction 
croissant plus rapidement qne tous les f,(x). Ce point est important, l a  fonction 

donnée par P. DU BOIS REYMONL) et M. E. BOREL comme exemple de fonction croissant plus 
rapidement que tous les f,(z) n'étant évidemment pas régulière. 
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le résultat éiioiicé ;lu n." C concernaiit la possibi1it.é de réaliser l'iiiterpola- 
tion régulière des suites régulieres, en particulier de la suite des nombres 
.1;, = J;,(x,), II'  est qu' 1111 résultat probable pour des P;L~SOIIS intuitives; ou 
peut le coiisidérer comme une quatrième coiidition imposée A la définition de 
1% répultwité, et dont l7 exactitude sera A vérifier lorsque 1'011 proposera une 
défiiiitioii précise. 

10. Des coiisidératioiis idéalistes établissant l'existence d'une itérée régo- 
lière, inêiiîe si elles étaieiit rigoureuses, rie peuvent dispenser d'indiquer des 
formules qui perruetteiit de défiiiir effectivenierit cette foiiction. Nous alloiis 
iiidiquer ces formules, obteiiaes en utilisaiit d'une pmt la relation fonctioii- 
iielle foiidamentale, d'autre part une expressioii asyiiîptotique des fonctions 
coiisiderées, periiiettant de distinguer des autres foiictions considérées celle 
qui est régulière k Y iiîfiiii ; ces formules s' appliqueroiit d' ailleurs non seiile- 
ment aux fonctioiis parfaitement régulières, mais B celles qui ne seront pas 
trop irrégulières. Il y aura plusieurs cas A distiiiguer, suivant la rapidité de 
la croissance de f(x).  Daiis tous les cas, ilous prendrons ia relation fonction- 
iielle de l ' i l é r~ t io~l  SOUS la forme 

oii x,, = f,(x), y, = f,,(y). Il s' agit de définir a, et comme x,, et y, nugineii- 
terit iiidéfiiiimeiit avec 11, oii peut y arriver par des forinules asyiiîptotiques ('). 

Supposons d'abord f(sj de la fornie 

w ( x )  étant iule foiictioii positive, doiil 11% dérivée wl(n;) teiide vers zé-ro. 011 

remarque que 
w(x,) = O(%) f (x, - s)w'([) = w(x)(l + E), 

5 étant compris entre x et xi ,  de sorte que E = d ( E )  tend vers zéro pour .r;. 

infini. Par suite 
f2(x) - X = W(X) t w(x,) N 2w(x ) .  

De même f,(x)- x t~ pour valeur principale po(x), ce qui coiid~iit a penser 
que, pour lJitérée réguliére, oii aura 

(1) I l  est à peine utile de rappeler que l'origine de ces formiiles se trouve dans un 
mémoire de M. KOESIGS (Ann. Éc. Norrn. Sup., 1884). 
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Il eii est riécessairerneiit ainsi pour toute itérée assez régiili&e pour que sa 
dérivée par rn.pp0i.t à x teiide pour x iiifiiii vers uiie limite, qui lie peut 
inaiiifesteiileiit être que 1' uiiité; car oii peut dans ce cas a.ppliquer h Ja(x) le 

résultat établi pour f(x);  si :ilors a = la vnleiir priiicipale de fJx) - x 
Y 1  

doit être égale, d'une part A p[f(x) - x], d'autre part A q[f,(x) -- x]. 
Eii coinparniit les formules (13) et (15), il vieiit 

formule qui définit parfaitemeiit a eii fonctioii de x et y, et par suite y = f,(x 
eii foiictioii de a et x. 

Or il est facile de irio~itrer que cette forinule coiiverge effectivemeiit toutes 
les fois que wf(x)  tend vers zéro d'uiie inaiiière moiiotoiie, ou iiîêine est a 

variatioi~ boriiée de x, k l'iiifiiii. Désigiia.iit en effet par a,, le rapport dont oii 
cliei'clie la limite, oii obtient par u i i  calclil facile 

ail E,, et El,' sont compris eiitre x,, et x,,,,. Au second iileinbre, le premier 
facteur est compris eiitre O et 1 si (ce qu'on pe~it  supposer) y est compris 
eiitre x et xi; le second teiid vers l'uiiité, et le troisièine est le terme d'uiie 
série absoliiineiit coiivergeiile. La convergence de la, série L(a,+, a,,), c'est- 
h-dire l'existeiice de ln limite de a,,, en résulte. Nous tivoiis doiic établi d'une 
inaiiière rigoureuse, sous ln seule coiiditioii que wr(x) teiide vers zéro et soit 
h variatioii boriiée, 1' existence d'uiie foiictioii itérée verifinut la relation 
asymptotique (15); s'il s'agit de foiictions parhiteineiit régulières, il est clair 
que c' est 1' i térée ainsi définie qui est régulière. Pour toute autre dktermi- 
iiatioii de fa(%), B cause de ce q~i i  a été dit sur le caractère périodique de la 
va.rintioii relative de deux déteriniiiatioiis différentes, il faudrait a ~ l  second 
ineinbre de la relation (15) remplacer a par a -t P[A(x)j, P désigiiaiit uiie fonc- 
tion périodique, et l'oii obtiendrait une foiictioii inniiifestenient irrékulière. 

Coiisidéroiis maiiiteiiaiit le cas de foiictioi~s f(x), toujoiirs supérieures k x, 
et de la forme xQ(x), la foiictioii-' P(x) iie teiidaiit pas iiécess:lireinent vers 
1' unité, pouvaiit même devenir infinie, inais moiiis rapidement que n'importe 
quelle puissaiice de x. On est alors ri~ineiié au cas précédent eii coiisidérant 
log f (x )  comme foiictioii de log x (1111 même chaiigeiiient de variable effectué 
sur la. variable et la foiiction ne cliaiigeaiit pas l'équatioii foiictioiinelle de 
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l'itération). Doiic, sous la coiiditioii que la foiictioii Q(x) soit assez régulière 

pour que tende vers zéro et soit 8 variation boriiée, on ob tieii t une 

itérée, bien déterminée par la coiiditioii que f,(x) soit de la forme xQz~E(x), 
E tendmit vers zéro pour x i i i f i i i i ;  c'est celle-lk qui est régulière si la foiic- 
tion f(x) est régulière, et pour toute autre itérée il faudrait remplacer 
a -t- E par a + P[h(x)] + E, la fonctioii P étant périodique. 

Le cas de foiictioiis B croissame uii peu pliis rapide, croissniit par exemple 
coinine uiie puissaiice de 5,  se traite de même par iirie deuxième applic' CL t '  1011 

du même chaiigeineiit de variable. Mais 1s portée de cette méthode est limitée; 
pour traiter par un cliaiigemeiit simultané de variable et de foiictioii le cas 
oii f (x )  croft coinine ex, piir exemple, il faudrait coiiiiaître uiie fonction régu- 
lière croissant plus leiitemeiil; que toutes les itérées de log m, et 1'011 lie 
peut précisémeiit y iirriver que par l'itération régulière de ex (ou de la fonction 
iiiverse log x). 

11. Il faut donc introduire des considératioiis d' uu autre ordre. Nous allons 
d'abord moiitrer que, quelque rapide que soit In. croi~~iiiice des foiictioiis 
considérées (que iious supposerons toujours coiitinues, croissantes? et supé- 
rieures à x, pour x > a), on peut les réunir en groupes tels qu'A chaque 
itérée f,(xj d' uiie foiictioii f (x)  d' un groupe, oii peut, par une forinule nsymp- 
totique analogue la forinule 116), faire correspoiidre uiie itérée g,(x) de 
ti'iinporte quelle foiictioii du même groupe: si d'ailleurs les forictioiis f(x) et 
g(x) sont régulières, à l'itérée régulière $(x) correspoiidra airisi l'itérée régu- 
lière g,(x). ' 

Nous diroiis que les foiictioiis d'uii mêine groupe sont &quivnle~zLtis n u  

poezt  de vue de  l'itération. 
Nous désigneroiis par h(x) et p(x) les logarithmes d'itératioii correspoii- 

daiit respectivemeii t  LUX fonctioiis f(x) et g(x), c' est-&dire que les formules 

Nous posèroiis eii outre 
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Ceci posé, l a  condition essentielle pour que les fonctions f ( x )  et g(x)  
soient équivalentes au point de  vue de l'itération est que w(x) tende vers 
zéro pour x infini, c'est-&-dire que g ( s )  soit de'la forme fi+,(x), E étant iiifirii- 
meiit petit. Supposant de plus que w(x) soit A variation boriiée dans uii iiiter- 
valle (t, oo), nous allons moiitrer que, fa(%) étant connu, on peut détermiiier 
la fonction lterée gp(x) par la condition qu'elle soit de la forme fP+Jx), E étant 
infiniment petit; en d'autres termes la différence P - a des deux iioinbres a et P 
definis par les formules (17) et (18) doit tendre vers zéro pour x i r i f i i i i  et P 
constant ; cette convergence sera même uniforme par rapport k P, pourvu 
que O < < 1, c'est-&dire que x < y < g(x);  si donc x et  y augineiiteiit 
indéfiniment en satisfaisant h cette double inégalité, P - a tendra vers zéro. 
Iiiversement, cette condition déterminera. f,(x) si gp(x)  est coiinu. 

Observons d'abord que cette condition conduit niséineiit A des formules 
permettant de déduire l'une de l'autre les fonctions A(x) et  p(x). Il suffit de 
remplacer x et  y dans les formules (18), d' une part par x ,  = f,,(x) et y ,  = f, (y), 
d'autre part par Xn =g,,(s) et  Y,, =gn(y). Dans le premier cas; a est indé- 
pendant de n, et P prend une valeur P, qui tend vers a pour n infini; dans 
le second, l'inverse a lieu, /3 étant indépendant de  71. e t  a prenant une valeur 
a, qui teiid vers p. 0ii a ainsi les formules cherchées 

Montrons inaiiiteiiaiit, en supposant pour fixer les idées que l'on c~iiiia~isse h(x) 
et que x < y < g ( x ) ,  que la seconde de ces formules converge bien, et définit 
une foiictioii p = p(y) - p(x) t~yant  bien les propriétés indiquées. On a en effet 

Il en résulte que la série de ternie général a,,+, a,, est a~bsolii~i~eiit conver- 
geiite, et  que sa soinme p - a (puisque a = a,, P = lin1 a,) est a11 plus égale 
en valeur i~bsolue ii la vnriatioii totale de w ( x )  entre x et  l'infini. (2oiniiie de 
plus P croît avec y depuis O pour y = x jusqu' A 1 ~)our y = g(x), oii a bien 
une fonction susceptible d'être prise pour logirithiiie d'itération et de définir 
une fonction itérée gF(x), et  telle qae /3 - a teiide uniforménient vers zéro 
quand x auginente indéfiiiinieiit. 
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12. Nous avons siipposé que w(x)  tende vers zéro et soit à variation 
bornée; cette hypothèse fait, du inoiiis & première vue, intervenir-le choix 
d'une itérée particuliére f,(x). Nous alloiis montrer que le résultat obtenu 
subsiste pour les autres foiictioiis itérée FJx) de f(x), c'est-&-dire que par les 
foriiiiiles (20) toute itérée Pz(%) de f (x )  correspond iuie itérée Gg(x) de 
g(x), qui est de la forme Fa,  ,(x). Nous verrons ensuite qiie les hypothèses 
niêines faites sur w(x) soiit en partie iiidépendaiites di1 choix de l'itérée par- 
ticulière fa(x). 

Nous snvoiis qiie, si 1'011 pose 

la relation ainsi établie entre a et a' (pour x fixe et y variable) est telle que 
ce deux variables croisseiit d'iiiie manière continue avec y, la différence 
a - a = P(a) ne chaiigeaiit pas quand a aiigineiite d'une uiiité. Posoiis de 
inême p' = P t P@), et défiiiissoiis une foiiction itérée Ger(x) de g(x) par la 
relation 

SB(%) = Gd%). 

En égalaiit ces expressioris aux précédeiites, c'est-à-dire eii posant 

nous savons que la relation aiiisi établie entre a et p, pour x < y < g(x), 
est telle. que - a  tend vers zéro; alors p'-a' tend aussi vers zéro, c'est-8- 
dire que les foiictioiis Fm,(%) et Gpt(x) entre elles la inêine relation asymptotique 
que f,(x) et gg(x), c. q. f. d .  

Si d'ailleurs [(x) et g(x) soiit des foiiclioiis regiilières, et si fa($) est l'itérée 
régulière de flx), la relatioii P' = a' + E' = a -1- P(a) + E', [E' tendant vers zéro 
et P(a)  étant périodique] iious iiioiitre que a et P' lie peuvent pas être des 
foiictioiis régulières d' uiie inêine variable y ;  1s foiiction y =fa($) étant régu- 
lière, la fonction y = Gp,(x) lie saurait être uiie fonctioii régulière de p. L'itérée 
régulière de g(x)  ne peut donc être qiie la foiictioii ge(x)  déduite de fa(x) par 
la seconde formule (20). 

Reveiiaiit maintenant aux hypothèses faites sur w ( x ) ,  il est facile de voir 
que le fait que cette fonction teiide vers zéro est indépendant du choix de la 
foiictioii iréisée f,(x); eii effet o(x) est de l i ~  forme h(z) - h(y), et nous avoiis 
vu au n." 9 que quand oii passait d'une déteriniiiatioii de la foiiction itérée 
k une autre, une expression de cette nature se trouve multipliée par un 
facteur limité inférieureinent et supérieureineiit. 

Awial i  di Matematica, Serie IV. Tomo T. 37 
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On peut d'ailleurs doiiiier k Ict coiiditioii que E =- CO($) tende vers zéro uiie 
forme lie faisant pas interveiiir fa(%). Il est coininode & cet effet d'iiitroduire 
les foiictions y(%) et $(x) définies par 

et d'observer que 

en posant x, = f(x), et a =s w@). Considérons alors deux nombres x et y et  ln 
suite des nombres itéi-és -x, = f,(x), y, = f,(y). 0 1 1  n'a pas besoiii dc con- 
naître cc = A(y) - A(x) pour savoir que ce nombre est très petit si y est voisiii 
de x, et  ne change pas qiiaiid on remplace x et y par xrz et  yPz; dire que 
w ( x )  devient inférieur b n'importe quel nombre positif a, si petit soit-il, 

revient donc 5L dire que S(x,) est inférieur, pour 12 assez graiid, à $(y,,), x 
étant quelco~ique et y - x étaiit positif e t  arbitrairement petit; le mêine ré- 
sultat s'applique eii remplaqaiit cp(x) par S(x). 

A coiiditioii d'exclure les foiictions assez irrégulières pour que o(x) soit 
tantôt très petit et tantôt fini,  cette fonctioi-i,'ou bien tendra vers zéro, ou 
bien restera supérieure B un iioinbre fixe, et l'on peut eiicore très simple- 
ment caractériser le premier CRS par la  condition qiie la fonction cp(x) ait 
toutes ses ithrées croissant moins rapidement que f (x) ;  [au lieu de c&x) on peut 
considérer $(LX)]; cela résulte immédiatement des expressions (23) de ces 
fonctions. 

Supposoiis en particulier que la fonctioii f ( x )  soit assez rq idement  crois- 

sante pour que - f(x) augmente indéfinimelit; elle crolt alors plus vite que 
X 

toutes les itérées de cr.x t b, l'itérée d' ordre 71 de cette fonction étant équi- 
valente A anx;  011 peut donc, du moins si la  fonction f(x) ii'est pas trop 
irrégulière, prendre pour cp(x) ou pour $(x) une fonction linéaire; les foiictioiis 
obtenues g(x)  = nf (x )  -t 13 et f (ux + b) seront éqiiivalentes B f (x) au poiiit de 
vue de l'itération; on peut naturelleineiit combiner ces deux remarques et  
faire k l a  fois .an changement de variable liiiéaire sur x et  un autre sur In 
foiictiori. Si a = 1, et  que le changement de variable ne consiste que dans 
1' addition d' une constante, il suffit même que f(x) - x aiignîeilte indéfiniment. 

Nous insisteroils inoiiis sur la seconde condition imposée B w(x) d'être ii 

variation bornée; elle est siirement vérifiée si les fonctions f(x), f,(x), et g(x) 
sont régulières, car alors w(x) est nîoiiotorie. Disons seulement que si w ( x )  tend 
assez rapidement vers zéro, cette condition reste vérifiée quand on remplaca 
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f,(x) par une autre foiictioii itérée P,(x); il ii'eii est pas de même si w(x) 
teiid leiiterneiit vers zéro. 

13. Le fait que x et  f(x) devieiiiieiit iiifiiiis en niêine temps, et  que 
par suite x, = f,(x) augmeiite iiidéfiiiiineiit avec IL, a joué uii rôle esseiitiel 
d i ~ i i ~  les coiisidératioiis que iious vciioiis d'exposer. Siipposoiis nîniiiteiiaiit que 
1' oii ait /'(a) = a, la  foiictioii /(x) étant t o i i j o u ~  coiitiiiue, croissrtiite, et  siipé- 
rieure A x, pour x > a .  Alors, taudis que les x, d'iiidices positifs très grands 
augineiiteiit iudéfiiiiineiit, ceux d'i;iclices négatifs très graiids teiideiit vers u, 

et  1'011 peut se proposer de détermiiier iiiie itérée par des coiiditioiis de régu- 
larité nsyinptotiqiie en ce poiiit, aiialogiies aux coiiditioiis relatives A l'allure 
de lit forictioii k 1' i i i f i i i i  que iioiis avoiis iitilisées au 11." 10. 

Siipposoiis cl':i,borcl f ' ( t r ) =  1, de sorte que f(x) -.x: est d'iiii ordre i i i f i i i i -  

tésiiiial supérieur :LU preinier par rapport à 1' iiifiiiiineiit petit priiicipal x - u.  

Ce c:ls est aiialogue au premier des cas étudiés au 11." 10; il existe uiie 
itérée f,(x), bien déteriiiiiiée par la coiiditioii qii'oii ait, x teiidaiit vers a ,  

e t  011 l'obtieiit eii calculaiit le logarithme d'itér:tl.ioii par la formule 

mialogue à la  fornîule (16). La coiivergeiice de cette formule e'st d'ailleurs 
assurée quand f(x)  telid vers 1' uiiité d' uiie iiiniiière iiloiiotoiie, ou même est 
A variatioii boriiée. 

Si f ' ( i1 )  est bien défiiii k droite du poiiit a, et  a uiie valeur k > 1, on 
obtient de mêine uiie itérée bien défiiiie par l a  coiiditioii que J,(x) - ic soit 
équivalente à IP(x - a); des formules é1émeiit:~ires s'appliqueiil encore quaiid 
f(x) -- n se comporte nu poiiit 11 coinine une puissaiice de x - a. 

14. La questioii se pose nîaiiiteiiaiit de savoir si i'itérée obtenue par les 
formiiles du II." précédeiit, qui supposeiit la régularité au voisinage du poiiit 
x i n, est ideiitique B 1' i térée réguliére à 1' iiifirii, que iious nvoiis défiiiie ou 
cherclié B défiiiir (suirniit les cas), aux. i i . O S  9 B 12. Pour uiie foiiction qiiel- 
coiiqiie, oii lie snurait espérer qu'il eii soit aiiisi. Mais les coiisidérations iiitui- 
tives déjh iitilisées 11 plusieurs reprises coiiduiseiit il pciiser que pou?. les folle- 
tiorls ?&julières, c' est la n ~ ê ~ ~ i e  il&& qui est 12gulié1.e tlaus tout 1' intel.- 
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vnlle (cc, oo), et qui pu?. suite est asymptotiquement ii*&ulière aussi bien nid 

point x = a qu' à 1' infini. 
Coiîsidéroiis en effet la suite des nombres itérés 

iious avons vu que deux déteriniiiatioiis distinctes oiit l'uiie par rapport 51 

1' autre des variatioiis périodiques (eii appelant période l'iiitervalle qui sépare 
les nombres x,, et x,,,). Une fonction itérée qui ne serait pas réguliére a u  

point x = a aiirait donc des oscillatioiis périodiques; oii pourrait coiicevoir que 
ces oscillatioiis s'attéiiueiit progressiveiiîeiit pour disparaîire a l'infiiii; mais la 
foiictioii obteiiue l ie serait pas parfa.iternent réguliére. 0 1 1  se souvieiit eii etfet 
qu'au début de cette étude lit notion de fonctioii pmfaiteineiit régulière a, été 
déduite de cette remarque qu' une foiictioii comiiie ex -1- e-" siil log x, inalgré 
la petitesse et la leiiteiir de ses oscillatioiis, n'était pas parfaitemeiit régulière, 
et qu'il existait uiie courbe plus régulière recoupaiit uiie iiifinite de fois la 
courbe représentative de cette foiiclion. Cette notioii iinpliyiie doiic qiie l'itérée 
régulière I I '  ait inelne pas des oscillatioiis qui s' évniiouisseiit h 1' inf ini  ou 
au point x =a. Il faut doiic admettre qiie o' est la iiiêinc itérée qui est régulière 
aux deux extrémités de l'intervalle (a ,  CO). 

Iiidépeiidainineiit de ces considératioiis idéalistes, l'exactitude de ce 
principe est facile 8 vérifier dans des cas siinples. Si f(x) = lzx, (k  > O), 
fa(x) = kax, et cette foiictioii est réguliére R L ~ S S ~  bien pour x; nu1 qiie pour 
x infini. De iilêine, POLU f (x )  = xk, foiictioi~ pour laq~~el le  il y a. lieu de 
distiiiguer les deux intervalles (0, 1) et (1, os), la, iileine itésée est régulière 
aux points 0, 1, oo. Un exeiiiple un peu moins élénieiitaire est celui de la 
foiictioii f(x) = x2 -- 2, étudiée par M. PINCHEKLE('). EI; posant 

et la foiictioii itérée cherchée est 

(0 S .  PINCHERLE, L'iteraziorze covnpleta di x2 - 2 .  Atti della R. Accadeiiiia dei Lincei, 
vol. XXIX (1920), pp. 329-333. 
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elle est régulière aussi bieii au poiiit double ( l )  x = 2, qui correspoiid B t = 1, 
qu' A l'infini. La mêine reiiîarque s'applique à la fonction f (%)  = 4 s  + sZ, 
qui se déduit de la précédente en ramenant le poiiit double à l'origine. 

Admettant doiic la légitimité du priilcipe éiioiicé, oii observe que, quoique 
étaiit la coilséqiieiice iiaturelle de ceux n.dinis jiisqo'ici, il introduit quelque 
chose d' assez nouveau daiis lit iiotioii de fonctioii régulière. Les deux premières 
propriétés foiidaineiitales (coiistit~itioii d' uiie échelle complète et moiiotoiiie 
des  dérivé?^), ii'iinpliquaieiit que des propriétés vérifiées pour x; assez graiid; 
deux foiictioiis, égales pour x supérieur à uiie certaiiie valeur X, lie devaieiit 
pas être considérées comme distiiictes, et 1' on ne savait pas laquelle était le 
prolorigeineiit naturel de la foiictioii définie pour les graiides valeurs de LE. Il 
est clair que cette ilidéter~niii:i.tioii iie proveiinit que de l'iiisiiffisaiice des deux 
premières propriétés eii questioii pour caractériser d' uiie inaiiiére satisfaisante 
les foiictioiis régulières; le proloiigemeiit d' uiie courbe régulière (et sans doute 
niialytiqiie) iie peut pas être iiidéterniiiié. La troisiéine propriété, rel a t' ive aux 
opératioiis aiialytiqiies défiiiissaiit des foiictioiis régulières, faisait bien déjà 
dispan~ître cette iiidéteriuinntion; inais des opérations, choisies parmi un 
iioinbre f in i  d' opéra,tioiis, et répélées un iioinbre fini de fois, lie peiiveiit pas 
doiiiier toutes les foiictioiis régulieres. La propriété iiitxoduite maiiiteiiaiit a uiie 
plus grande portée. Etaiit doiiiiée une fonction (succession de valeurs de x 
dont on rie sait pas le mode de défiiiitioii malytique), par uiie opératioii 
effectuée sur cette fonctioii, mettant doiic en éviderice ses propriétés iiitrinsèques 
et iioii celles de l' opération par laquelle oii l ' a  obtenue, nous obtenons une 
\lérificatioti possible de la régul;i.rité, et iious voyons que la régularité implique 
iiiie solidarité entre toutes les parties de la courbe représeiitative, depuis le 
poiiit x = n jiisqu'& 1' infini. 

15. Nous sommes maintenant en mesure d'effectuer l'itération régulière 
de II' importe quelle fonction régulière. Parmi les foiictions croissaiit pllis rapi- 
deineiit que x (et A cause de la relation entre des fonctions iiiverses il suffit 
de considérer ces forictioiis), le seul cas laissé de côté jusqu'ici est celui des 
foiictioiis qui, coinme ex, croissent trop rapidement pour qu'on puisse leur 
appliquer les forniules du II." 10, et auxquelles oit ne peut pas appliquer les 
inéthodes d u  1i.O 13 parce que 1' équation f(x) = x n'a pas de raciiie. Mais on 
pourr;L toiijours, et iiiêine d'uiie iiifiiiité de inaiiières, lrouver une fonctioii 

(1)  Nous entendons par point doiible les points x, y pour lesquels y = x = f(x) ; ces 
points sont les points limites de f,(x), soit pour n infini positif, soit polir .n infini négatif. 
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régulière g (x), éqiiivalerite k f (x) au point de vue de 1' it'èratioii, A laquelle 
oii pourra appliquer les procédés du 11." 13; l'itérée règiilikre g,(xj de  g(x) 
étaiit coiinup, oii en déduira celle de f ( x )  par la preiniere forinule (20)  du n." 11. 

Precisoiis ln maiiiere doiit oii peut former y ( x ) ,  eii suppossrit que f(x)- x 
augtneiite iiidéfiiiiineiit, c'est-A-dire en ii'escluaiit que des cas oh la formule (16) 
s';~pplique directement k fjx). A cause de la régularité de f(x), cette hypothèse 
implique f(x) > 1 pour ~ x ;  > <. Choisiss~-tnt i~~lors une valeur t ) E, iious preii- 
droiis pour y ( x )  1' expression 

qui reprherite bieii uiie foiiction coiitiiiue, croissante, et supérieure à x poiir 
x posii.if; pour x = O, cette foiictioii est iiulle et sa dérivée a la vdeur 
11 = f f ( t )  > 1. Dans ces coiiditioiis, d' :tprès la reiiiarque fiiiale dii n."3, oii 
défiiiit le logizrittiine d'itéiatioii relatif a cette foiictioii par 

p( y )  - p(x)  = li tn 
1% g,,(y) - log g , , ( x )  

n--w log k 

qui n'est autre que lit forinule (24), ou l'on a rempln.qé x, 
log g. 011 obtient eiisui te A(y) - A(x) par la formule (20). 

Ceth méthode revieiit, eii termes géoinétriques, rairieiier le poiiit t ,  f ( 1 )  

h l'origiiie par uiic trniislation; la droite raineliée sur la preiiiiere bissectrice 
se trouve doiic être la paritllèle k cette bissectrice passant par le point eii 
questioii. Il est peut-être plus iiaturel de coiisidérer la tarigeiite en ce poiiit, 
et de la riunelier siir ln preiniere bissectrice par des changements linéaires 
coiivenables effectués sur x et y. Eii effectuant par exeiiiple la inkine trmslatiori 
que précédeinmeiit, et faisant un changemeiit d'unité soit sur x, soit sur y, 
cela coiiduit a prendre pour g ( l )  i'uiie des expressions 

D' ailleurs, d' aprés le ri." 12, les changeinerits 1inSaires effectués sur x et 

sur y soiit légitimes si f ( m )  -- wugtneiite indéfiiiiineiit, c' est-A-dire eii I I '  excluaiit 
X 

que des cas oii l'itérntioii régulière est défiiiie pili 1ii f'orinule (16) appliquée, 
soit directeineiit a f(x), soit iL log f ( x )  coiisidéi.6 coinine foiictioii de logx. 
D~LIIS ces coiiditioiis la, régularité implique que {"(x) soit positif dès que x 
dépasse iiiie certaiiie valeur 5 ;  si dors  on preiicl t > 5, et si 1'011 pi.eiid pour 
détiiiir y(x) une des exyressioiis (27), oii a uiie foiictioii k dérivée secoiicle 
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positive pour x et tangeiite à l'origiiie à In première bissectrice. On définira 
dors  p(x) par la formule (24), puis A($) par la foriiiule (20). ' 

Nous avons bien ainsi défini daiis tous les (:as l'it,ération régulière des 
fonctioiis régulières. Il est A reinnrqiier que la régidarité parfaite, qui n'est 
pas nécessaire pour l'application des formules asymptotiques du II." 10, l'est 
pour l'applicatioii des formiiles du préseiit II.", la régularité parfaite de f(x) 
étaiit éqiiivalente k celle de la foiictioii g(z) définie par l'uiie des expressions (27). 
Mais une fois qu'on a défiiii 1' itérée régulière d' une foiictioii régulière f (x), 
la formule (20) perinet, pour toutes les fonctions équiviilentes à f(s) nu poiiit 
de vue de l'itération, même si elles lie soiit pas parfaitement régulières, de 
définir l'itérée asymptotiquement régulière. Le champ d'applicatioii de ilos 
formules asymptotiques, iiiêine pour les fonctioiis rapide~iierit croissmtes, est 
doiic fiiialeineiit bien plus éteiidu que celui des foiictions régulières. 

16. Les résultats qui précèdent comportent la possibilité d' uii grand 
nombre de vérificatioiis, à défaut d'une détnoiistratiori générale établissant 

. la compatibilité des différents principes intuitifs utilisés, et par suite l'exis- 
teiice d' un eiisemble de fonctions régulières ayant toutes les propriétés 
indiquées. 

Il peut d'abord a.rriver que les procédés du 11." 15 s' nppliqueiit B m e  
foiiction f(x) dont on connaît déjà l'itérée régulière par les forniules éléineii- 
taires d u  11". 10; tel est le cas pour les foiictions croisstiiit coinine uire piiissaiice 
de LE. II sla,git alors de démontrer qu'oii retrouve bien In iiiême itérée régulière 
par les formules du 11." 15; cela revient h. montrer que, pour la fonction 
auxiliaire g(x) que 1'011 utilise, A laquelle on peut appliqiier A la fois les 
forniiiles asymptotiques du n." 10 relatives aux grandes valeurs de x, o u  celles 
du 11." 13 .relative nu poiiit x = n (a citaiit niil pour les foiictions coiisidérées 
au 11." 15), ces deux formules coiiduiseiit au même résultat. Noiis hvoiis déjA 
effectué cette vérificatioii daiis des cas particuliers. 

Coiisidéroiis d'autre part le cas ou l'on lie dispose pns d'aiitres procédés 
que ceux du 11." 15, ou du inoiiis oti l'on il' utilise que ces prochdés. Il s'agit 
dors de montrer que le résultat est iiidépeiidant d u  choix de In fonction 
auxiliaire g(x ) ;  que 1'011 prenne l'une on l'autre des expressioiis (25) et (27), 
que l'on doniie une valeur ou une autre a u  paramètre auxiliaire t, que tnêiiie 
l'on prenne des expressioiis différeiites, oii doit trouver le nlême résultat. 
Ainsi, daiis le cas de la fonction f(x) = ex, oii petit preiidre comme foiictioii 
auxiliaire ex - 1; mais on peut aussi preiidre comiiie foiictioii atlxi1ia.ir.e 
ex - e-" ou eiicofe sh x. 
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En principe, pour les foiictioiis régulières auxquelles les forinoles élé- 
inentaires du 11." 10 lie s'appliqueiit pas, nous défiiiirons l'itérée régu- 
lière eii preii:~iit 1' uiie des foiictioiis auxiliaires défiiiies par les forinules (27); 
les deux procédés sont sûi.eineiit équivaleiits, car si g(x) a pour foiictioii 

augmeiitali t indéfi- itérée g,(x),  kg a pour foiictioii itérée 

niineiit, ces foiictioiis sont équivaleiites au poiiit de vue de l'itération; elles 
coiiduiseiit donc B la, même défiriitioii de f,(x). Mais il reste R vérifier que le 
résultat est indépeiidaiit du choix du parainétre t. 

Cette vérificatioii est immédiate daiis deux cas particuliers; le premier 
est celui ou f(x) =ex;  alors ln foiictioii auxiliaire définie par la seconde 
forinule (27) est ex - 1;  elle est iiidépeiidante de t. Le second cas est celui 
oh f(x) = nx" 2hx i- c ;  or1 peut d'abord faire disparaître le terme du 
premier degré eii ajoutant une même coiistrtnte it x et y ;  en appliquant ensuite 

x 
le seconde forinule (27), on trouve coinme foiiction auxiliaire x - t  -, qui est 

2 t 

; son itérée est doiic de la forme tg, , et, comme il s'agit 

de foiictions croissant coinme des puissaiices de x (l'exposant étaiit lié A a), 
uii changement du parainétre t est iiégligeable a côté d' un chaiigeineiit de 
cet expomiit; tontes ces foiictions sont équivalentes au point de vue de 
1' itération ; elles conduisent nécessaireiaeiit à la tnême i térée f,(x) ((l). 

17. L'itératioii régulière nous doiiiie uii nouveau procédé pour défiiiir des 
fonctioiis régulières, Le cas OU f(x) = ex est particulièreineiit important; la 

foiictioii ez obtenue par l'itération régulière de la foiictioii expoiientielle comble 
des lacunes importniites daiis l'échelle des foiictioiis régulières que l'oii peut 
obteiiir par les opérations régulieres élémentaires. Toutes celles de ces fonctions 

qui augineiiteiit iiidéfiiiiineiit sont en effet de la forme eZ(,,, la foiictioii o(x) 

teiidaiit vers uii nombre entier. Doiinaiit alors A a des valeurs comprises 

(i) 11 est à remarquer que, dans le cas du polynome du second degré, le point de vue 
élémentaire nous apprend que pour x infini 

log f,(2) Y, 2.r log 2, 

et les considérations du texte, montrant que l'itérée deduite de la fonction auxiliaire y(%) 
est indépendante de t, ne proiivent pas d'une manière rigoureuse que ce soit la mème que 

x2 

par les formules élémentaires. I l  faudrait montrer que pour y(x) = x + - , c' est la mème 
2 

it6ree qui est régulière à l'origine et à l'infini. 
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eiitre O et 1, on obtient des fonctions e l  coinblaiit uiie large lacune dans 
1' échelle des croissances entre les fonctions de croissance algébrique (ou telles 
que log y croisse coimie uiie puissance de logx,  ou log log y cointne une 
puissaiice de log log x, et ainsi de suite) et les fonctions de croissance expo- 

iieiitielle. D'autre part e i  et ez (c é t i n t  une constante) sont des foiictioiis 
régulières croissaii t plus rapidement que toutes les itérées d' ordre eii tier de ex. 
011 a ainsi placé de nouvelles foiictioiis, à 1:b fois par extrapolntioii et par 

.iiitrapolation, dans l'ensemble des fonctioiis régulières connues. 
Désignons par @ l'opération fonctioniielle 

En la répétant, on obtient de iioiivelles foiictions de plus en plus rapidemeiit 
croissantes @Plex; x]. Pour obtenir des foiict,ions eiicore plus rapidement 
croissaii tes, et qui soieii t régulières, i l  faiidrnit réaliser 1' iiiterpolatioii régu- 
lière de la suite des nombres obtenus eii doiitiaiit b p des valeurs eiitières, 
et remplacer p par X. AU point de vue tliéorique, cette iiiterpolatioii réguliére 
est possible, d'aprés le II ."  9. Mais pour ln réaliser effectivetnent, il faudrait 
effectuer uiie étude asymptotique beaucoup plus difficile que dails le cas de 
l'itératioii siinple, et l'on ii'aiirait fait que reculer lit difficulté. Nous savons 

eii effet qii'eii cherchmit B défiiiir l'eiisemble des fonctioiis régulières par la 
forinatioii successive de iiouvelles fonctioiis, il n'est pas possible d'éclinpper 
aux difficultés du traiisfiiii. 

18. Une défiiiition iiitriiisèqae de la régularitè préseii terait bien pliis d' iii- 

térêt. Or  les coiisidératioiis du n." 1b sembleiit bien conduire a uiie telle défi- 
nitioii, et c'est sur ce résultat que je voudrais surtout attirer l'attention. 

Dmis les cas oh iious n'avorls pu définir l'itérée réguliére que par appli- 
cation des procédés exposés au n." 16, nous nous trouvons avoir le choix 
eiitre uii griliid nombre de définitions possibles. Poiir les fonctioiis parfaitement 
régulières, il y a, coinine nous l'avoiis exposé, bien des raisoiis de peiiser 
que toutes ces définitions coiiduiseiit t i l t  niênîe résultat; oit ne peut au coii- 
traire pas peiiser qu'il eii serait de même pour les autres foiictioiis. On a 

doiic bien probablement ainsi des propriétés caractéristiques des foiictioiis 
régulières. 

En prenant, pour fixer les idées, le cas oii l'on peut prendre les expres- 

f(W sioiis (27) pour l i ~  foiiction auxi1itiii.e g(x), c'est-à.-dire celui ou - augmente 
X 

iiidéfiiiiiiieiit, on obtient le résultat siiivsii t : uiie condi tioii iiécessaire de la. 

Amrali di Matamatica. Serie IV, Tomo V. 38 
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régularité est qiie f'(x) soit inoiiotone quand r: dépasse uiie certaiiie valeur a ;  
en auginentant aa besoiii a, f'(x) sera positif et croissant pour x > a. Choi- 
sissons alors arbitrairemeiit uiie valeur t > a, et posons 

011 obtient eii géiiéral pour a  une viiIeur qui dépend de la valeur choisie 
pour t, et les considérations développées :iux ii.Os 14 b 15 coiiduiseiit k peiiser 
que, pour les foiictioiis réguliéres, a  est iiidépeiidant de t. Cette propriété sem- 
blaiit assez restrictive, oii peut geiiser qu'il est possible d e  dPfijt i~* la réguZa~W 
de f(x) p a r  le  filit que cette l imite ne depende  pas de t. 

On se rappelle que iious avons ét6 conduits k ce inésultn.t par l'idée que 
ln  fonction g(x) était régulière en inêine temps qiie f(x), et qu'étaiit régulière 
de zéro B l'infiiii, elle avait une itérée régulière aussi bieii pour x iiul que 
pour z iiifiiii. Uiie remarque tout à fait differeiite apparaît coinnie uiie coiifir- 
inatioii de cette idée: c'est que, dans toute autre hypothése qiie celle ou a  
lie dépend pas de t, cette q~iaiititk est de la forme A(y, t)  - A(x, t), cette foiic- 
tioii A étant inaiiifesten~eiit irrégulière. Eii effet, sa partie entière ne pouvaiit 
donner lieu & aucune ainbiguité, ou bieii a  tend vers une limite A(y) - A(x) 
quaiid t augmente iiidéfiiiiinent, ou bien elle oscille iiidéfiiiiiiieiit entre deux 
valeurs limites différentes. Daiis ce dernier cas l'irrégularité est évidente; 
dans le  preinier, St cause de la périodicité des variatioiis relatives de deux 
déterininatioiis différeiites du logarithme d'itératioii, a ( t )  = l(y, t )  - (z, t) tend 
vers a = A(y) - A(x) par valeurs tan tôt plus petites, tail tô t plus grandes; pour 
fixer les idées, si a é tmt  corist~lnt, on fait augmenter x indéfiniment, y devient 
une fonction f,(x) de r:, et a( t )  devient uiie foiictioii de x et t  qui, pour t 
iiitini, tend vers cc par valeurs plus petites ou plus graiides suivaiit 1ii valeur 
de x; il y a, aiiisi uiie iiifiiiité d'oscillatioiis quand x augmeiite indéfiniment. 
De toute frtgoi~, à moiiis que a soit iiidépendant de 1, les formules (28) coii- 
duisent B une foiictioii irrégulière, et il est iiaturel de penser que, les opéra- 
tions effectuées apparaissaiil, coinme r6gulières, ces irrégularités prouvent 
l'irrégularité de f(x). Sans doute ce raisoiineineiit est-il discutable, mais il est 
iiitéressnnt de noter que des coiisidératioiis iiituitives assez différentes les unes 
des autres conduisent au même résultat. 
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La définition de la régularité étaiit aiiisi précisée quand - f(x) augmeiite 
LE 

iiidéfiiiiment, oii peut aiseinent définir la régularité dans les autres cas: si 

f j m )  aiigiiiente iiidéfiiiimeiit mais noii @), la foiictioii f(x) sera régulikre si le 
x 

prudilit xf(x) est régulier (i); si f(x) tend vers - CO, la foiictio~i [(LE) sera 
régulière si - f(xj l'est; si eiifiii elle n'augmente pas iiidéfiiiimeiit, elle sera 

1 
régulière si elle tend vers uiie limite c et si est régulier. La régu- 

f (x )  - c 
larité est ainsi définie daiis tous les cas. 

Telle est la définition que nous proposoiis; nous y avons été conduit par 
des coiisidératioris iiituitives. Mais on peut se proposer de prendre cette défi- 
iiitioii comme point de départ, et de moiitrer que 1' eiisenible des fonctions régu- 
lières ainsi définies a bien les propriétés considérées au début de cette étude, et 
iiotaiiîinerit qu'il constitue uiie échelle complète, qiie ces foiictioiis sont continues 
et inoilotoiies pour x assez graiid, et que la régulili'i té se conserve par les opé- 
rations régulières élémentaires. Il y a 18 un champ de recherches qui p:i.raît fort 
difficile ; mais même uii résultat partiel peut preséii ter de 1' intérêt. 

Il iious reste, pour inoiitrer l'iinportaiice pratique de cette théorie, A indi- 
quer deux applications. 

CHAPITRE III. 

Applications.  

19. La preinière est relative 1i, l n  sominatioii des séries divergentes, ou, ce 
qui revient nu iiîêine, A la défliiitioil de la limite généralisée d'uiie foiictioii 
~ ( 2 )  d' ilne variable x iiidéfiiiimerit croissante; iious supposerons cette foiictioii 
bornée. Si elle n'a pas de limite, il peut exister uiie limite g6iiérnlisée définie 
par 1' une des expressioiis 

X 

( l )  Peut être serait-il plus naturel de n' adopter cette definition qiie si f (z)  > x ; si f(x) < x, 
la fonction f ( x )  serait régulière en même temps que la fonction inverse. 
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la fonction f(x) augmentant indéfiniment. D'ailleurs, si la première de ces 
formules est applicable, la deuxième s'applique a fortiori et doiiiie la, mêtne 
limite toutes les fois que f(x) est une foiictioii iiiferieure k x, et inoiiotoiie 
t~insi que sa dérivée fl(x). Mais si la formule (29)  lie doiiiie pas uiie liinite 
déterminée, oit peut en obtetiir utle par la formule (30), et l'on a d' autant 
plus de chaiices d' en obtenir uiie qu'oii a pris pour f(x) uiie fonction plus 
len terneri t croissali te. 

La question se pose alors de savoir si l'oti lie risque pas d'obtenir deux 
limites différentes en preriant deux fonctions différentes 

Or le remplacement de y par z par la formule z = rp(y) est aiialogue a celui 
de x par y= f(x) qui fait passer de ln formule (29) 5i. la formule (30). Il eii 
résulte que l'on ne risquera pas d'avoir des résultats coiitradictoires si cp(y) 
est une fonction iiiférieure h y, ii,ugmeiitatit indéfiiiimerit, et moiiotoiie aiiisi 
que sa dérivée. Ce r é ~ d t i ~ t  est bien coiiiiu. Au contraire, si y et z oiit des 
irrégularités relati ves sensibles, si par exeniple 

on voit aisément que les foiictioris f(x) et g(x), mises dan's la fortnule (30), 
peuvent doiiiier des résultats différents; tel est le cas si u(x)= sin2 f(x). 

0ti expliquera sans doute cette circoiistance en disant qu' utle des foii- 
ctions f(x) et g(x) est irrégulière et lie convient pas coinine fonctioti soiilinatrice. 
Mais ;a difficulté est de savoir laquelle. Dans un Mémoire publié en 1926 dans 
le Bulletin de la Société Mathématique, j'ai montré que ln. difficulté existe 
surtout pour les fonctions A croissalice lente comme log log x,  ou a fortiori 
pour celles qui croissent plus lentement encore. Ainsi eii preiiaiît 

1 1 
f l (x )  = Ks, gr($) = -_- 1 (1 - sin2 log log x , x log x 1 

on obtient des foiictioiis f(x) et g(x) nioiiotoiies, pour x assez graiid aiiisi que 
toutes leurs dérivé$.a. Salis doute, dans ce cas particulier, nous savoiis que 
nous devons considérer que /'(x) est régulier et rioil g(x). Mais cet exemple 
nous nîoiitre que même des fonctions doiit toutes les dérivées sont nionotones 
pour x assez grand lie sont pas toujours assez régulières pour être utilisées 
comme foiictioiis sommatrices. Le problème de trouver uiie conditioii siiffisarite 
pour qu'il en soit ainsi, cette condition lie faisant iiitervenir que la régularité 
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des fonctioiis coiisidérées et s'appliquant même aux foiictioiis A croissance, 
très lente, est un probléme difficile, non résoluble par des procédés élémentaires. 

Je  n'avais pas sans doute été assez clair dons la rédaction de moi1 
Méinoire de 1926, car, peu après sa publicatioii, M. le Professeur E. BORTOLOTTI, 
rappelaiit air résultat publié par lui en 1921, disait avoir résolu d' uiie maniére 
éléineiitaire le problème posé. Mais les conditioiis iinposées par lui A f(x) 
exclueii t le cas des fonctions len teinent croissaiites; c' est précisénient dans 
ce  cas que j'avais voul~i poser le problème, sachant qu'il n'est difficile que 
dans ce cas, et qu'il ne faut pas écarter ce cas si l'on veut une formule de 
sommation a,pplicable dans des conditions aussi larges que possible. 

Or ce problème, noil résolu jusqu'ici, l 'est par la, théorie des fonctions 
parfaitement régulières. Si en effet y et ,Y sont deux forictioirs régulières de x, 
indéfinimerit croissantes, et si pour fixer les idées y > x, on a z = cp(y), la 
fonction y étant régulière, et  par suite inoiiotoiie airisi que sa dérivée; si alors 
on obtient une limite en preiiniit y =  J ( x )  coinine foiictioii soinrnatrice, le 
résultat i'i~ppelé ci dessus s' applique et  1' on obtient la  iiîêiiie limite en pre- 
iiaii t z = cp(y) = g(x). 

On ne risq~ie donc pas d'obtenir de  contradictioii en appliquaiit la formule 
(30) avec différentes fonctioris régulières f(x). 

20. L'autre application est liée à ce que j'ni appelé une correspoedaiice 
hoî~téomorplze  dans mon Mémoire déj8 cité sur !es échelles complètes de 
croissaiice'. C'est une correspondance biuiiivoque entre les foiictioiis f(x) de 
la première échelle, de  croissaiices intermédiaires entre celles de deux foiictions 
doniiées f,(x) et f.(x), et les foiictions g(x) de la secoiide échelle, iiitertnédiaires 
eiitre deux fonctions g , ( x )  e t  g , ( x ) ;  de plus à des fonctions f (x )  de plus eii 
plus rapidement croissantes correspondent des foiictioiis g(x) de plus en plus 
rapidement croissantes. Cette correspoiidaiice biuiiivoque est aiinlogue A celle 
qui existe entre deux variables x et  y quand l'.une est une fonction continue 
et  croissante de l 'autre; la possibilité de l'inversion résulte du principe de 
con tiniiité. 

Le cas de la correspondance hoinéomorplie entre deux foiictioiis ix5piilières 
est particulieremeiit important. 

Coiisidéroiis, pour fixer les idées, ln relation 

Si In fonctioii y(%, y) est régulière, la régularité de 9(y)  eiitraîiie celle de  {(x), 
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comme nons 17avoiis déjk observé au 11.0 5 .  Si de plus y(x, y) est positif, et 

cp(x Y )  si, pour Y >  y, le rapport A augmeiite indéfiiiimeiit aveu x, 5t des foiic- 
Y(% Y) 

tions g(x) de pliis eii plus rapidenient croissaiites correspondeiit des foiictioiis 
f (x) de plus eii plus rapidement croissniites, le sigiie de f,(x) - CL!%) pour x 
très graiid étant celui de g , ( x )  -g,(x). Li1 question se pose n1oi.s de savoir si 
B toute fonction régulière f(x) correspond iine foiictioii g(x). 

S'il ii'eii est pas ainsi, les foiictions régulières g(x) se divisent eii cleiix 
catégories, suivant que l'intégrale 

croît plus vite ou inoiiis vite que f[x), et 5i. la foiictioii f(x) correspondrait 
ainsi, noil uiie foiictioii y(%) détermiiiée, inais uiie coupure dtiiis l'eiiseinble 
des foiictions régulières; on peut dire que cette coupure défiiiit uiie fonctio!~ 
idéale '3(x). 

Il existe effectivemeiit des foiictioiis idbales de cette ~iature; a.iiisi on 
définit une foiiction idéale séparaiit les foiictioiis g(x) qui restent fiiiies de 
celles qui augineiiteiit iiidéfiiiimeiit. Mais il senible bieii que ces fonctions 
idéales ne risqiieiit pas d'être coiifondues avec les fonciioiis véritables; que 
iiotainineiit uiie coupiire correspoiidaiit à, une foiictioii véritable soit caractérisée 
par cette propriété que l'on peut trouver deux fonctioiis séparées par cette 
coupure tloiit la différeiice teiide vers zéro plus rapideiiieiit que ii'iinporte 
quelle foiictioii doiiiiée. 011 peut alors dire eii termes peu précis que toute 
coupure qui seiiible iie pas préseiiter les caractères- d'iiiie foiictioii idéale 
défiiiit uiie foiictioii véritable. 

Je  lie peux q~ ie  reiivoyer k iiioii inéinoire cité le lecteur désireux d' avoir 
une idée plus précise des difficultés que soulève cette question. A défaut 
de solution géiiérnle pour les échelles de croisssiice que j'ni appelées nor- 
males, oii peut chercher a les résoudre poiir les foiictioiis rég~ilières. Il eii 
résulterait alors que I'équatioii (31) dkfiiiit uiie coi.respoiidarice hoinéomorphe 
et peut être résolue par rapport k y(x), la solution étaiit uiiiqiie dms  le chainp 
des foiictioiis régulières. 

Le méine priiicipe de continuité, s'il était établi d'une m:i.iiière satisfaisniite, 
inoiiti.erait l'existence et l'unicité, daiis le chainp des foiiclioiis régulières, 
des solutioiis d'équatioiis foiictioriiielles trés g&iiérales, coiiipreiiiiiit eii parti- 
culier celle qui defiiiit l' itérée d' ordre ratioiiiiel do:iiié d' uiie foiictioii doiiiiée. 
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$ull:il con iiessione delle superficie ii,lgebi*iclie re;tli. 

Mernoria di ANNIBALE COMESSATTI (a Padova) 

T m  i risultati delle mie passate ricerche sulle superficie ~ a z i o n a l i  w a l i  (l), 

si segiiala, quasi a ino' di concliisioiie, la formula 

che l e p  170?.tline di cou?tessione totale Z d' una di quelle superficie? cioe tiella 
suit pal je  ~ m l e  (composta di U ~ A  O pih fdde) al relativo nume)ao base 7-eale p 
ed ail' invnria12.te 1 di ZEUTHEN-SEG~. 

Il carattere siiitetico della (l), coiiferitole dit1 pregio di superare tutte le 
distiiizioiii, pur abbastaiiza coinplesse, iiiereiiti ~ l l i ~  classificazioiie delle suyer- 
ficie razioiiali iiel campo ieale, ni'iiidilceva., fiii da allorn, a prevedere la pos- 
sibilitA di far rieiitr:ire qiiella forinu1,z ii i  riiia reliizioiie piu geiierale utrlitla 
pel. lutle le szrper.ficiti algebl-iche ~aenli. 

Il preseiite lavoro vuole appiiii to conferinare ta1 previsioiie, inostraiido 
che pela agni s~cpe?~&cici nlgebr.ica 1.ealci F del l ;~  quale coi1 p, p si desigiiiiio i 
cliie tzumeri base, complesso e reale, e coi1 R, l'og*di~ze di co?znessione Didi- 
~rle~~siollnlri (riferito, beii s' iiiteiide, alla, .~~ienta?tr~i~r;l t t  Y), si lia, 

poteiidosi sc r ivqe  l'egu~~~gliaiizn alineiio quaiido tutti i cicli a due dir~telisioni 
delIa V soiio algebrici, cioè F è prica d' i n t e p d i  doppz" di  seconda specie (2); 

(1) Vedi le Memorie, 2) Fondamenti per l a  geometria sopva 2e superficie r a ~ i o n a l i  rial 
punto d i  v k t a  reale [Mathem. Annalen 73 (1912) pp. 1-72], P) Sulla contiessioize cZelle superficie 
razionali reali [Questi Annali (3) 23 (1915) pp. 215-2841. L a  dimostrazione della (1) è in p), § 6. 

(:) Ricordiamo. che, per una formula di PICARD, il  numero p, degl'integrali doppi di 
2% specie vale Rg - p ; quindi se tutti i cicli bidimensionali di  V sono algebrici (Rp = P) si ha 
p, - O e viceversa. L'espressione di p, trovasi ne1 trattato d i  E. PICAKD-G. SIMART, Théorie 
des fonctions algébriques ,de deux val-iables indépetzdaiztes [Paris, Gauthier-Villars (1897-1906)], 
'J!. ZO, Cap. 1 2 O ,  n. 18, e, sotto la forma qni scritta, nella monografig di S. IAEFSCHETZ, L'Analpsis 
situs et la géometrie algéb~ique [Paris, Gauthier-Villars (Collec. Borel) (19-4)] Nota 1, n. 15, 
alla quale (Cap. IV, aegnatamente 55 VI, VII) rinviamo anche per quel che - rig~iarda i cicli 
algehrici. Si osservi poi che qiiando ?, = O(R2 = p) la (2) pub scriversi Z = 22 - 7. 
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in particolare per tzctte le szcpev@cie d i  gene9.e geonset~.ico ze7.o (7. Ne1 caso 
delle super-ficie 7-azionali, appena si ricordi che p = R, = I S- 2 (4), si vede 
che la (2) si riduce alla (1). 

La conclusioiie eiiuiiciata vieil cliii raggiunta attraverso ad uii'analisi, abba- 
stanza intima, dei ~"appol- t i  topologici che iiitercedono tra la riemrtniiiaiia V 
di F, e la varieth, pure a quattro dimeiisioiii, W, immagiiie delle coppie di 
punti associati, in V, dalla siiilinetria S che ivi rappreseiita il coniugio di F. 
Quest'aiialisi conduce prima alla relazione, pure notevole 

nella quale h esprime i l  massiino di cicli a due dimensioni !recili (ci08 tra- 
sformati in cicli omologhi da 8, della V,) tra di loro indipendenti, cioé il nu- 
mero aiinlogo ad IZ, per i cicli reali ; e dalla (3) si pervieiie alla (2) piecisniido 
il coiitributo portato al iiuiiiero h dai cicli algebrici, ch' é appi~iito ,O - p. Resta 
cosi p:.ecisnto anche il sigiiificato della relativa deficie~zza, cioé dell'intero 
s = h - (p - p) per cui 

(4) Z = K, - 2(p - p + z), 
e precisainente si vede ch'esso eguaglin il ii~assimo iiuinero di cicli cc due 
dirnemioni ~ e a l i ,  indipendenti t m  d i  lof80 e dni  cicli algebl-ici, che posson 
coiisiderarsi en tro alla V. 

Ulteriori studi iiitorno a questo carattere 2, potraniio condurre a deterini- 
iiare maggiorinente la (2). Cotnuiique, è certo che si tratta d'un invar-iante 
(nssoluto) ~beule, cioè I L O ~  espl-inzibile j~tedinnte i soli i ~ z v m ~ i a u t i  conzplessi 
della E; giacchè due diversi inodelli reali (relati vi a siinmetrie non equivalenli) 
delle superficie d' uila stessa classe coinpless~i,, possoiio dar luogo a valori affatto 
diversi per T. k quel che inostro alla fine del lavoro sopra opportuiii esempf, 

(3) Secondo u n  teoreina fondamentale del LEFSCHETZ (cfr. loco cit. (9, Cap. IV, 8 VII) 
i cicli algebrici son caratterieeati dal l 'a iz~ul lars i  dei relativi periodi degl'idegrali doppt di 
pr ima specie; quindi, sepy  = O, mancando addirittura tali integrali, tutti i cicli sono algebrici. 
Non è ancor certo se, viceversa, una superficie priva d'integrali doppi di 2" specie sia anche 
priva d'integrali doppi di la specie (pg = O), cioè se  possano c ~ i s t e r e  integrali doppi d i  la specic 
coi periodi tutti nulli (impropri). Cfr. S. LEFSC'HETZ, 012  cei'taiw numerical i w a r i a g ~ t s  of alye- 
braie varieties, with upplication to abelian varieties, (Pr ix  Bordin, 1919) [Trans. of the Amer. 
Math. Soc. 22 (1921) pp. 527.48.21, n. 26; F. SETEKI, Confere+zcia geneval sobre l a  geometvia 
algebraica [Revista Mat. Hispano-Americana (1926) n. 81. 

(+) L a  K ,  = I + 2 rientra nella foriurila genernle di PICARD-ALEXASDER, Rz = I t 4p -+ 2 
(q  i~r 'egolarità di F ) .  Cfr. LEFSCHETZ, loco cit. (') Cap. III, n. 10. P e r  l a  p = I + 2  vedi l a  
JLem. cit. (0 p), 5 G, od anche P. SEVERI, Sulla  totalitic delle curve algebviche tracciate s o p a  
u n a  superficie algebi'ica [Xatli. Annalen, 62 (1906) pp. 194-2231 n. 13. 
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che, riferendosi a siiperfiuie la cui coniiessioiie totale Z è stata determinata 
diretiameiite ( 5 ) ,  dkniio aiiche, con altri, 1111 inultiplo coiitrollo delle foriniile 
otteiiute. 

Anche in queste ricerche, relative ai probleiili di realtk per le superficie 
algebriche, si rivela la fecoiidità della teoria della base, dovuta a1 SEVERI, 
specie ora, che, attraverso al  LEFSCHETZ, soiio stati aiiiiodati iiitimi rspporti 
fra quella teoria e 1' ancilysis situs. 

1 .  Preliminari sulle riemanniane delle superficie 
algebriche reali. 

1. Sia F iiiia supevficie algeblica ?*enle, apparteiiente ad ~iiio spazio qun- 
Ilinque? dotata d' ut1 certo nuinero nl (eveiitualmente iiullo) di falde jvali  
FI, F 2,..., Fm.  

La distiiizioiie fra le varie falde resta precis;~ta senz1ainbig'uitA~, qualiinque 
siano le singolaritb di F, ricorrendo ad uiin t~wsfo~ .wa la  reale F' di F priva 
d i  p m t i  .rnultipli, per c ~ i i  la  distiiizioiie stessa si poile i i i  inodo evidente. 

È pure pressoché evideiite la possibilità di sciogliere la siiigolarità di F 
mediante una /~usformazione bimzio?zale 1.enEe. Coinunque, ecco coine si 
pub procedere: Siipposto dapprima che F iioii sia razioiiale né riferibile a 
rigata, la si muti :~rizitutto iii una E"' di Sh priva di punti inultipli e di cu1-w 
eccezionali, seiiza, preoccuparsi della realtk della trasformazio~ie; e si dica s 
la  s i m m e t ~ i a  (trasf. antibirazioiiale iiivolutoria) di F", iinmagine del coniugio 
di F. Il sistema liiieare 1 A + A'I individuato su F" da una sezione iperpiaiia 
e dalla, sua trttsforrnata Ar inediante s, è niutato iii sè da s e dotato di curve 
unite, onde si pub  riferirlo proiettivamente al sistema degl'iperpiani d'uii Sk 
i i i  inodo che all'aiitipi'oiettività indotta fra i suoi elemeiiti da s corrisponda il 
coniiigio di quel10 spazio Teneiido coiito che la s iioi-i ha punti fondainen- 
tali su P" il1 quanto questa è priva di c i ~ r \ ~ e  eccezioiiali ( l ) ,  si vede che cos1 
si passa ad una F' priva di piiiiti iiliiltipli riferita senza ecceziorii ad P" ed 
iii corrispondeiixa birazioiiale reale con P. 

( 5 )  I n  un lavoro, Sulle viemanuiu?ze alylebviele, in corso di puhblicazione iiei Rendiconti 
del Circolo Matematico di Palernio, 

(6) Cfr. loco cit. (1) x ) ,  nn. 8, 12. 
( l )  Se iina trasforinazione a9ztibivaziomle S. d'iiria oiiperficie QI di Sh i n  se stessa, milta 

un piinto P in nna çiirva. y, qiiesta è eccezio~iale lzel selzso orrli~taq.io della puvoln. Difatti se k 
è il coniiigio di SIL, la superfivie coningata di a), P il panto coniiigato cli Y, la ks è iina 
trasforniazione biraziouule di @ in  a d i e  iniit i i  P in  y. 

denali di Yatainatica, Ya i ie  I V ,  Touu V. 39 
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Se la F è razionale O riferibile ad uiia rigata, non si pub escludere sulla 
F" priva di puiiti rnultipli l'esisteiiza di punti foiidainentali per s; ma essi si 
potraiiiio fslr sparire ad uiio ad uiio trasforinniido F" inediante il sisteina di 
tutte le forme d'ordine abbastaiiza alto passanti per il punto che si coiisidera, 
e dopo cid si sarh ricondotti al caso precedente (8). 

Indicheremo con Z,, Z,, ..., Z,, gli 01-tlini di connessione delle falde 4 ,  
m 

PZ, ..., F,, di F. Il iiumero Z =  Z Zi - 2111 -1 2 si dira old ine  di co?z~tessione 
i=l 

totale della superficie (g). 

Per fissare seiiz'nmbigiiità i valori delle Zi giova anche qui il riferimento 
alla Pt, piirché si1 questa s i  ?*ip~-ist inino le cu,.ve eccexiol2ali (di la specie) 
della F. La possi)>ilitA di ta1 ripristiiio inediante una trasforinazione birazio- 
iiale reale che non introduca siri,oolaritk è innnifesta, da1 inoinento chc su F 
quelle curve son reali O a due a due coiiiugate e quiiidi devoii dedursi da 
punti reali O da coppie di puiiti coiiiugati della Fr (iO). 

D' altra parte quel ripristino e necessario perche la coiiiiessioiie delle falde 
di P' sia fissata in modo coiifaceiite alla F e perché resti iiidividuata seiizst 
ambiguitii la  co?z?aessio~ze bidinzensionale della rieinaniiiaiîa V che aiidiamo a 
considernre ( I i ) .  

La superficie F' cos1 modificata 1' indicherà con @, e le sue falde con @, , 

2. Trasportiamoci ora alla ~iemann in?za  V di F ch'è ormai defiiiita topo- 
logicaniente in modo preciso, coine l'ente i cui elemeiiti (puiiti) sono in cor- 
rispondenza biuiiivoca, coiitiiiua, e seiiza ecceziorii, coi punti reali e coinplessi 

Avvertasi che F pub possedere lilmee O punti isolati reali, ma in ogni caso rnultipli e 
di rnolteplicit8 pari; perb in senso invariantivo quei punti O i punti di quelle linee nolz devon 
consiclerarsi corne ~ e a l i ,  i n  quanto spariscono sulla P. 

(9) Cfr. loco cit. ( 4 )  p) n. 8. Notiaino che la nostra definiaione per 1' ordine di connessione 
d'una falda è in pieno accorda con quella generale del LEFSCHETZ (10~0 eit. (P), Cap. 1, n. 6) 
relativa agli ordini di connessione di  varietà qiialunque, ai quali si riferisce la formzcla di  
Eulero generalizzata (ibid., n. 8) sotto la forma che poi dovremo applicare. 

('O) Il caso delle superficie razionali O riferibili a rigate domanderebbe qualche comple- 
mento su ciii crediamo di poter sorvolare. Ad ogni modo il primo è esaurientemente conside- 
rato al n. 13 della Xem, P) citata in (2). 

(l') Si ricordi (loco cit. (') p), 5 3) che mutando un punto d'una falda in una cuma ecce- 
zionale se ne altera la connessione e che la V non è individuata di fronte alla relazione 
d'orneomorfismo se non qiiando su B B fissato il regilne delle curve eccezionali (qnindi gl'in- 
varia?zti relativi). 
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di CD. Al coniugio di @ (e di P)  corrisponde in V una sinimetria S, cioè una 
tri~sformazioiie involutoria, dappertutto biuiiivoca e priva di punti fondameiitali, 
che possiede ,lia superficie V,, V,, ..., V,, luogo di punti uiiiti, iniinagirii delle 
falde ai ,  quiiidi omeomo?.fe ad esse, oiiiogenee, chiuse, prive di siiigolnrità. 
e di punti coiiiuni. 

Notoriaineiite la V é bilnte~-a, quiiidi possianio supporla o?*ientata, fissan- 
doiie la fuccia positiua, O, cib ch'è 10 stesso, il verso positivo d'uii'indicn- 
tjice (quiiidi di tutte le altre). Ricordinino che i~ldicatl-ice 01-iegztata rela- 
tiva ad uii punto P s'iiiteiide iiiia piccolu cellula (pentned9.0) contetiente iiel 
su0 interiio P, per i cui vertici sia fissatn la classe delle pet-nzubuzioui 
positive. 

Se P' è il puiito di V associato a P da S, ad una iiidicatrice positiva di 
P resta associata uii'indicatrice relativa a P' che pub avere i l  verso positivo 
O l'opposto. Vogliain far vedere che, cont?.a?.iamente a quel che ha luogo 
szdle supel@cie rr.iea~anniane, la iiuova iiidicatrice è aiicor positiva, cioè che 
ln simnetvia S é unu tmsfo)w~azione d i ~ v l t n  peg- ln vnrietà V. 

La divergenza fra i due casi bi-e quadri-dimensionale si rivela chia- 
rainente negli esenîpf elementari relativi alle riemaniiiaiie della retta 
z(= x t iy) e del piano z, w(w = u f iu).  Ne1 primo cas0 si pub assumere 
coine rieinaniiiana il piano xy (noii disturbaiido i'eccezioiie all'iiifinito) ove il 
coniugio di s e rappresentato dalla, simmetria y'= - y rispetto all'asse x, 
ne1 secoiido 10 8, reale x, y, u, v, ove si ha aria.loganiente la sinimetria 
y' = - . y, v' = - v rispetto a1 piano y == v = 0. Due iiidic~,trici (triangoli, risp. 
pentaedri) associate sono, ne1 primo caso, cont7-aue~.se, ne1 secondo equive?*se, 
perché i detei'tninaiiti 

hanno segno contrario iiell' ano, segno eguale nell'altro. 
Quaiido la P ha punti  gwli ,  si pub sempre ricoiidursi al caso del piano, 

bnstaiido limitarsi a consiclerare l'effetto di S sui punti prossimi ad uii puiito 
unito, ed osservare d i e  l ' i ~ l t o ~ v ~ o  ~ o ~ ~ i p l e s s o  d' 1111 generico puiito reale di F 
pub riferirsi biuiiivocanlente all'nnalogo iiitoriio d' uii puiito reale d' uii piaiio n 
per proiezioiie da un punto reale 0. Oppure si pub osservare che, in V, la S nel- 
l'iiitoriio d' un puiito (uiiito) d'uiia delle superficie Vi ha i l  carattere d'uii'onzo- 
glwjic~ i n ~ ' o I ~ t o i i ( ~  d i  Sr, quiiidi, attesti. lit dilneiisioiie di Vi, d' una s i ~ u n ~ e t ~ ~ i a  
rispetto ad un pialzo, die, conle s ' è  visto, è una trasfornmzione diretta.  
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Ad esube?.anza valga infiiie la segueiite dimostrazioiie, indipendente dal- 
l'ipotesi che F conteriga puiiti reali : 

Si fissino su F, coin1& seinpre possibile, due cuvve algebviche 9.enli C, D 
che abbiaiio due fra le iiitersezioni p, pf iinmaginarie coriiugnte, ad eseinpio 
le intersezioiii di P con due forme reali del relativo spnzio opportuiiainerite 
scelte; e siaiio y, 6 i corrispondenti cicli n due dimemioni di V segantisi nei 
punti P, P' associati in S. Per uii teorenla di LEFSCHETZ, orientati opportri- 
ilamente y, 6 ,  il iiumero effe ttivo (nritmetico) delle loro intersezioiii coiiicide 
col ?zu?îzel.o algebvico (y, 6 )  di KRONECKER-POINCARE ( l e ) ,  onde ciascui~o dei puiiti 
P, Pr porterà quest' ~iltimo contributo + 1. Pertaiito se PQR, PST, soli due 
indicatrici positive di y,  6 ,  sarà PQRST un'indicatrice positiva della V ( 1 3 ) .  

Ma su1 ciclo y, ch ' è  rien~aniiiana di C, la  s iumet r ia  iiidotta da S (imina- 
gine del coniiigio di C)  è uiia trasformazione inrmsn,  quiridi detti Q', R' i cor- 
rispondeiiti di Q, R, sarà P'R'Q' u:il iiidicatrice positiva di y ed aiinlogaiilente 
P'T'S uii'indicatrice positiva di 6; onde per il fatto che anche P' porta a 
(y, 6 )  contributo t 1 ,  la P'R'Q'7"S' sarA un'indicatrice positiva di V. Dopo cib 
basta osservare che la. perniiitazione P'K'Q'TfS è della stessa classe della 
P'Q'RfST' relativa all'iridicatrice trasformata di PQIZSl' inediaiite S per con- 
cludere clie aiiche quell'indiçatrice è positiva. per V, c. d. d. 

5 2.  Rappresentazione della riemanniana simmetrica V, sopra 
iina variefà doppia W. Relazionc fra i Cinque ordini di 
connessione a * , ,  v,, R,, tt,, 2. 

3. Indicheremo con W l'ente a quattro diiiiensioili i cai elenienti (punti) rap- 
presentano s e m a  eccezioni le coppie dei punti di V associnti in S. La varielà W 
e topologicamente beii definita, e non ha  interesse fissarne un qualsiasi modello. 

Le variet& W, V son legate da uiia corrispoiidenza (1,2), T, che ha  su W 
come elementi di d i ~ a ) ~ ~ a z i o n e  911. falde W, riferi te biunivocamen te senza 
eccezioni alle V ,  (ed alle falde Fi di P)  quiirdi o~~jeonio?.fe ad esse, prive di 
puiiti multipli e di punti cornuni, ecc. 

Proviamo che anche la val-ietà W è bi2atel.a 

(") LEFHCHETZ, loco cit. (7, Cap. II, n. 6. 
('3) Ibid., Cap. 1, n. 12. 
(14) Invece nell'analogo caso relativo alle curT7e, è noto da KLEIS e WEICHOLD che la 

supevficie W è ùtcilatera o bilatera, a seconda che V (colla simmeti-in S )  è diasiwmetrica od 
ortosimmetrica. Cfr. F .  KLEIN,  Riewzann'sche Fliichen [Leipzig, Teubner (1906) Parte  3") 1, B, 
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Sia P un piiiito di TV, iiumagine della coppia f', , P, . di V, o uii camiiiiiio 
chiiiso qiimlunqiie di W clle parta da P e vi ritoriii, J un'indicatrice (orieil- 
tain) di W relativa a P. Si tratta di fhr vedere Che, qiimdo un punto Q di W 
descrive o in uii verso a pnrtire da P portaiido seco la J, quell'iiidicatrice 
iioii pu0 mai, al ritorno, risultare invertita. 

Alla J  corrispoiidoiio in V due iiidicatrici J,, J,, relative a P,,P, e tra- 
sforiiiate 1' uiia nell'altra da S. Poichè S è diretta, le J,  , J,, saraiiiio equiverse, 
a d  es. entrambe posilive per V. 

Cio preiiiesso, e supposto inoltre, com'è lecito a meiio d' uiia piccola 
deformazioiie, che o non iiicoiitii le W, (del resto tale ipotesi non è esseii- 
ziale) posson darsi due casi: 

a )  Al ritoriio di Q i n  P i due punti corrispondenti Q I ,  Q,, che parloiio 
da P,, I', sitosnalio pure alle posizioiii iiiiziali; allora a o coirispondono su V 
d ~ i e  caintiliiii o,, o,, distiiiti, e privi di punti comuiii, l'uiio descritto da Q , ,  
1' altro da Q,. Quaiido &, descrive o,, 1' indicatrice J, associata ad J  ritorna 
in P, col verso iiiiziale perché V e bilatera; diiiique 10 stesso accade di J 
al ritorno in P. 

b) 1 due puiiti i', , I', ritoriiniio scambiati tra di loro; t~llorc?, meiitre Q 
descrive a, QI, descrive un cc~muino apei*to O ,  coll' origine in  P, e l'estrenio 
iii Pz. Duraiite il percorso l'indicatrice Ji relativa a Q, ed associata ad J 
resta sempre positiva per V, dunque all'arrivo i i i  P,, si trova concorde 
con J,; e ci0 vieiie a. dire che J al ritorno i i i  P lia aiicora i l  verso di parteiiza. 

Iiifiiie è ovvio che aizche lu W é chiustc, da1 inoineiito che le Wi essendo 
supevficie, lion possono produrvi fiwntie?v. 

4. Iinmaginiamo ora tracciata su ciascuna W,  uiia ti.iangolazione Ai con 
utJ  vertici, al' lati, ut' facce, e ricordiaino che per ln  fojamula di EULERO a 
cui pub affidarsi (anche se W ,  e uiiilatera) la  definizioiie di Zi si ha 

Fissiamo poi anche in W una tvinilgolazione A, cioè uiia deco~nposixio~ze 
il& cellule (senzn piiiiti iiiteini comuni, ecc.) clze conlenga le d i ,  ci06 abbia 
fra i suoi vertici, I ~ t i ,  facce a due dimensioiii, quelli delle Ai ed indichiaino 
COLI a,, a , ,  ..., n,  i iiiiiileri dei relativi elenlenti delle diverse dinieiisioni. 

nn. 3-5 ; G. WEICHOLD, Ueber sy?n~netvisehe Riemanlz'sclze Plachelz und die Perioclicitats~no. 
dullz, ecc. [Zeitsoh. ftir Math. 11 Phys. 28 (1883)' pp. 321-3511 SS 3-4. Per la relaaione tra B 
e IV ne1 caso delle ciirre vedi anche i l  lavoro (j), n. 5. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



306 A. COMESSATTI : 8 ~ 1 1 ~ ~  connessione delle superficie algebriche rerrli 

Ad una cellula K della triaiigolazioiie A corrispondono in V due cellule 
K i ,  Ke, che, come si vede subito teiieiido coiito della coniiessioiie semplice 
di K, iioii haiiiio p m t i  ?:)zter)zi coiniini. La  sovsnpposizioiie pub pseseiitarsi 
soltanto per e l e m e n t i  d i  ? ~ - o u t i e r x  di cliineiisioiie iioii siiperiore .a due, e pre- 
cisameiite si verifica per qiiegli eleineiiti che corrispondoiio agli (eveiituali) 
elemeiiti di K apparteiieiiti alle A, .  

Si vede cosi che A iiidiice in  V un'aiialogn triniigolnzioiie A', e poichè 
ilel passa.ggio da W a V ciascuii elemento s i  sdoppia ,  ineiio quelli che appar- 
teiigoiio alle A,, lie vieiie, che, iiidicaiidosi coi1 Ai  i iiunîeri aiinloghi agli ai  
per la A' sarh 

Se  ora s'iiitrodiicono gli o v d i ? ~ i  di con?zessione Ri (i = 0, 1, ..., 4; R, = R, = 1, 

h?, = R,) delle diverse dimeiisioiii, relativi a V, e gli analoghi îai relativi a W, 
e si combiiimio le relaziorii 

scritte a iiorinn. della fo?.??~ula d i  Ez'zrlero qene)anl izzatc l  ('j), colle precedeiiti 
(5) (6) e colla forinula 

che esprinie l'osdiiie di coniiessioiie totale di k' iii fuiizioiie degli Z,, si ottieiie 
l a  rel trz ioue foudar~zentnle 

((5) Cfr. LEFSCHETZ, loco cit. ('), Cap. 1, n. 8. 
((6) S e  le Wi mancano, cioè se F non ha punti reali, le srci) della (5) devon porsi eguali 

allo zero, ed allora s i  rede  che la (9) sussiste ancora purchè si ponga Z =  2. Circa l'oppor- 
tunith d i  attribuire convenzionalmente ordine d i  connessione 2 alle superficie per cosi dire 
i~zesistelzti  (topologicamente) vedi la nota del lavoro citato in (j). 
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gj 3. Confronto tra le  connessioni di Ir, W. Relazione Ri = 2 1 8 ,  

tra le  connessioni lineari, e prima forma delle conclu- 
sione. 

5. Il secondo meinbro de1l:i. (9) dipende oltre che dai caratteri topologici 
R,, R, della V, iiotorinineiite espriinibili mediaiite gli iiivariniiti (assoliiti e 
relativi) di 17, iliiche dagl'iiicogiiiti caratteri I . , ,  Y, della IV. Si polie pertaiito 
il problenla di e l i )n imj -e  tali caratteri i i i  base ad  un' ulteriore aiialisi dei 

rapporti topologici tra le diie varietk V, W. 
Sin C LUI cL'cIo, p. es. lineare della varieth V. Esso potrh risultare da1 

l'iiisienîe di piii parti, anche coiitate piu volte; ma in ogni cas0 niediante 
una piccola deformazioiie e 1' aggiuiila di segiiienti percorsi iiei due sensi, che 
poi si sciiideraiiiio ciascuno in due archi distiiiti, si potrA ridurre C ad  uii 
uiiico contiiiuo og*ientnto, tutto costituito da  purili seinplici. Aiinlogamente 
per i cicli a diie diniensioiii, salvo l'eventuale presenza d'uii griippo discreto 
di puiiti i i i  cui il ciclo nt t7~xve~-sa  se stesso, che iioii porta nlciin pregiudizio 
al seguito. 

Seinpre a meiio d' una piccola deformazione si pots& supporre che C iioii 
abbia punti comuiii (O lie abbia un gruppo discreto se é a due dinieiisioni) 
col s ~ i o  corrispondeiite C secondo S. In tali coildizioiii è ovvio che l'insieiiie 
dei punti di W omologhi (in T-i) n quelli di C, 8 un ciclo y (orieiitato) di W 
i cui puiiti sono i i i  coriispondeiiza biunivoca. con quelli di C e di C. Si dirA 
che y é i l  ciclo col -r i spondple  a Cl oppure a C ;  ,ed è pure ovvio ctie se ai  
cicli C, D corrispondoco y, 6, a C + D corrispoiide y + 6, ecc. 

Partinmoci invece d a  un ciclo y di W, ridotto, corne prima C, ad un 
uiiico contiiiuo orientnto, ecc., e consideriamo in  V la  figura I' costit~iita dai 
punti P,,  P, oinologhi dei punti P di y. E chinro che  possoiio dami diie casi : 

o) Al variare t l i  P su  y i due punti P,, I', descrivoiio due coiitiiiiii 
distinti ; nllora qiiesti son due cicli C, (Y di V associali i i i  S e riferiti (ciasouno) 
biuiiivocnmeiite a y coine soprti, ; 

h) 1 puiiti Pi,  Pz descrivoiio uii uiiico coiitiiiiio l? iii corrispoiideiiza (2, 1 ) 

con y e trasforiiiato in sè da S. Allora la  bioiiivocitA della corrispoiideiiza 
pub ristnbilirsi co~ztando due volte ciasczm pmzlo di y, O, meglio ancorn, pro- 
cedendo corne segue : Con uiia piccola deformazione si nluti r in uii ciclo r, 
distiiito dnl corrispoiideiite r,' (in S) e si dica y, il ciclo corrispondeiite d i  W. 
Si vede allora subito che ne1 passaggio da  y a y, ciascuii puiito di y si sdoppicr, 
restaiido le due parti (archi od aree) di y, prossiine ad  uiia parte di y concor- 
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demente orientate; sicché. iii defiriitiva si pub dire che al  ciclo Y,, O, il che 
6 10 stesso, a l  silo omologo Il, coriisponde i i i  W il ciclo 2y ('7. 

Biassuinendo, si h a  che ogni ciclo C di 17 (assieme al siio associnto Cr) ha  
un determiiiato corrispondente y in W; iriversnrneiite, un y di W puo non 
avere corrispoiidente iii V, nia 10 h a  certo 2y. 

6. Siano C e y corrispoiideiiti ne1 senso ora chiarito, C' l'associato di C. 
Premesso che per  esprimere la relazioiio u omologo a D faremo uso del segiio = 
dimostriamo i seguen ti l e n m i  : 

A) Se C = O, anche y = O ; 
R) Se y==O, C +  C'=O.  

Ragioneremo per semplicitk ne1 cnso dei cicli l i n e a l i  
A) Se C =  O, esiste uiia superficie bi lateva aperta  8 di cui C costitiiisce 

la  fi.olrtie?*cc. Ad 9 corrisponde in W una superficie w pure bilntera riferita 
biunivoc:i.mente ad (poteiidosi siipporre che 52 sia distiiita da  Q' ed abbia 
con essa in comuiie solo uii gruppo discret0 di punti) ed avente per  or10 y ;  
duiique y  = 0. 

B) Se y=O, si ha aiialogainente in W una superficie bilatera aperta w, 

che potremo raffigurarci intuitivameiite sotto la forma d' uii disco avente per 
or10 y. Considerando per ogiii punto P di w i due puiiti corrispoiideiiti P,, P, 
di V posson darsi due casi : 

6,) Al variare di P su o, P, ,  P, descrivorio due continui distiiiti. Allora 
ciascuno di essi 6 un disco, onzeonlo~.fo a d  w avente per 01-10 C, O C'; dutique 
C = O, C' = O, ed iiifine C+ C' = O. 

b,) Al variare di P su  h, P,, P, descrivono un uiiico continuo (2. Al- 
lorn SJ è uua superficie bilatera, della fornîa d'uii tubo avente per or10 C i -  C'; 
duiique C +  Cr=O. 

Il c w n t t e l * e  bilntero di 51 si mette i i i  evideiizti fi~cilineiite, notaiiclo che, 
orientata. la  w, i i i  ogiii priiito P, di 8 è defiiiita un' indicatrice positiva che è 
quella corrispondeiite all'iiidicatrice positiva J di w iiel punto P coii~ispoii- 
dente a P,. Ne il caso che Pi coiilcida coi1 P,, cioè che P sia una delle 
eventuali intersezioni (isolnte) di w colle lVi da luogo a d  ainbigoitk, per quanto 
a d  J corrispoad:ino due indicatrici J,, J 2  relative a. P, rz Il2 ; si tratta iiivero 
d' iridicatiqici c o m o r d i  perché la  S ha, su 9, iiell' iiitorno di Pi = P, cn~-ct t lwt!  
d i ~ . e t t o ,  non esseiidovi di?*ez io f l i  ulzite per Pi. 

(Il) Per gli scopi finali, se C e y son corrispondenti, 6 indifferente sostitiiirli con cicli 
otnoloyhi. Ma nelle con~iderazioni del prossirno nuinero giova siipporre clle C e y siano effet- 
tiumnente corrispondenti, cioè associati dalla l'. 
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Importa poi precisnr bene che Zn f~'onlie?*a conzpletli d i  Q è C - t -  C', non  
C -C', iiiteiidendosi clie si parli di froutie7.a o~.ie/ztntit ( ln ) ,  altriineiiti lit 
questioiie 11011 avrebbe seiiso. Ora se 170rienta~ioiie di w è fissata i i i  iiiodo 
che y (col suo verso) ne sin froiitiera orieiitata, detta F C  uii'indicatrice posi- 
tiva cii y ed A uii punto iiiteriio ad w e prossirno a. B, C sark ABC iin'iiidi- 
catrice positiva di w ;  quindi col solito sigiiificato dei siniboli saraiiiio A,B,C, ,  

A,B,C, iiidicatrici positive di 52 adeve~zti  a Cl C'. M n  d' altra parte B, C,, B,C, 
sono indicatrici positive di C, C' dunque ln froiitiera orieiitata di 8 è proprio 
C + C' conie asseri to. 

.. 
7. Coiisideristmo ora due ordini di coniiessioiie associstti (cioè del medesinîo 

'indice) di V, W, che, soppriineiido provvisoriamente g17i1idici, iiidichereino 
coi1 R, 9- e proviaino aiizitutto che 9 . 1  R. 

Fissiimo al10 scopo, i i i  Ir, R cicli iiidipeiideiiti C,, C,, ..., CE della diiiiensioiie 
desiderah, ed :tttribiiiaiiio ai siiilboli y,, Ci' il solito sigiiificato. A provn del- 
l'nsserto inostrereino che o p i  ciclo 6 di W è dipenderite da y , ,  y,, ..., y ~ .  

Difittti, se iioii 6, certo 26 è il corrisponcieiite d7 LUI ciclo D di V ;  e poichè 
i Ci dkiino unit base su V, cosi si avrà uii'oinologin 

dalla quale per i l  1.einnia A segue la 

che espriiiie qiiaiito asseri to. 
Dopo ci6 è ctiiaro che il valore di 9 .  snrebbe pieiiaiiieiite deteriiiiiiato se 

10 fosse il riuiiiero delle o i i ~ o l o ~ i e  iiidipeiidenti che legaiio i cicli y , ,  y,, ..., y ~ .  

Ora si vede clle se ad eseinpio Ci = -- Ci, cioè se G, + C i  = 0, uiia di tali 
oinologie, è, per il lemma A, yl -1- y, = O, cioè 2y, =O, e ci6 suggerisce il 
segiiente precediinento che conduce a deteriniiiare, almeno iii uii cei'to senso, 
il valore cercato, in quanto ne iriette i i i  vistn i i i i  sigiiificato iinportaiite: 

Si coiisiderino gli R cicli Ci + C,', che la S muta iii se stessi (in cicli 
oniologhi) e che percio, segueiido iiiin teriiiiiiologia iiitrodotta altrove, direino 
cicli vecdi (IV, e si supporiga che fra, essi iiitercedaiio K - h e iioii piu oiilologie 

(ln) Cfr. LEYRUIIETZ, loco cit. ('), Cap. 1, nn. 3, 2, ed anche 0. VEBLEX, A~~ulys i s  Situs 
(The Canibridge colloqiiiurn 1916) [Piibl. by the Anlei.. Math. Soc., New York (1922)], Cap. IV, 
lin. 10, 25. 

([y Vedi la prima delle Meinorio, Sulle uarbetic ubelia?ta reali. [Qiiesti Anridi (4) 2 (1954-%), 
pp. 67-106, e 3 (1925-%), pp. 27-71], n. 3. 

Aanali di  diateinat~ca, Yarie I V ,  'l'mm V. PO 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



310 A. CONESSATTI : Sulla w.n~essiome delle superficie cclgebriche reali 

iiidipeiidenti, di guisa che, sceltine opportuiiameiite h, siaiio ad esempio i primi, 
tutti gli altri siaii dipendenti da essi. Posto A,  = Ci i- Ci  (i= 1, 2, ..., Jz)  è facile 
vedere che A,, Al ,  ..., A, dkiiiio una base pel -  i cicli 1-eali di V, cioè che ogiii 
ciclo reale di quella riemanniana dipeiide dagli A, .  

Ed iiivero se D è un ta1 ciclo, legato ai Ci dalla (IO), trasforinaiido me- 
diante S e teiiendo coiito che D =  D' si avrB anche 

4- A ,  G,' + h,C,' + ... t I R ~ R '  = 0, 

quindi somniando 

da  cui, ricordando che tutti i C;+ Ci' dipeiidono dagli A, ,  segue subito l'asserto. 
Indichiaino con a , ,  a,, ..., a, i cicli di W corrispoiideiiti agli A,. Vog1i:m 

provare che tali cicli d à m w  u n a  base in W ,  cioh che j - =  h. 
Intanto gli ai soiio indipendenti ,  perche se  fosse 

risulterebbe per il leinma B 

h,(A, -i- A,') + A,(A, + A,') + ... +- ih(Ah + A i )  = 0, 

cioè, tenuto conto che gli Ai son reali e quindi A,'= Ai 

incompatibile coll' indipendenza degli Ai .  
Sia poi /3 un ciclo qualunque di TF7. Se iion P, certo 2P è il corrispondente 

d' un ciclo B di V, e poichè B + B' è un ciclo reale quiiidi dipendente dagli A, ,  
cosi sussistera an'  omologia 

y(B t B') + A,A, + A,A, + ... + AhAh = 0. 

(con y + O )  dalla quale per il lemina A (e ricordarido che anche a B' corri- 

sporide 2$) segue 
4 ~ / 3  +Aiai +A,a, + ... t hhuh =O,  

col risultato che ogui ciclo p d i  W dipende dagli a,. Ricordando il sigiiificato 
di h si h a  quindi in definitiva che: 

L'ordine  di connessione 9- della vnrieta W é eguale al ntussinzo nuuteg*o 
d i  cicli rea l i  indipendenti ,  della relat iva dimensione, che appag$engono alla 
7-ienzanniann V, 
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8. Non B coiiseiitito proceder oltre senza separare i due casi fin qui acco- 
inuii~ti, faceiido appel10 a proprieth di carattere piu speçifico. Rivolgeiidoci 
dapprima alla co7znessione linenre, per cui le circostaiize si preseii tano più 

R favorevoli, posto R, = 2q (q  i1.1-egolavità di P )  inostriamo che h = v q ,  = q =-l. 
2 

Percib fissiaino i i i  F, q ititegrnli picardiani di 1" specie u,, u,, ..., u, iiidi- 

peiideriti e g-eali, e ricordiaino che i periodi d'uiio di essi, presi luiigo due 
cicli C, Cf associati iii S sono coiiiugati, quiiidi quelli relativi ai cicli redi  soiio 
reali ('O). Iiioltre aggreghiaino ad A , ,  A ,  ,..., Ah al tri R, - h = 2q - h cicli B , ,  
B,, ..., ilIQ+, iii i ~ o d o  dit forinare uiia base per i cicli lineari di V, 

Basta ora rti.gioiiare cosi: Se fosse h > q, quiiidi 2q - h < q, dai periodi 
d' uiia opportuiia combiiiazioiie liiieare a coefficieii ti reali u degli ut ,  relativi 
ai cicli 4, si potrebbero far sparire le parti iinina,giiiarie; e cosl si otterrebbe 
1111 iiitegrale coi pei-iodi tutti veali. Se poi fosse 72 < q  si potrebbe fitr si che 
i periodi di u relativi agli A i ,  e quiiidi a tutti i cicli renli di V fossero iiulli; 
ma allora, qualuiique fosse il ciclo C, sarebbe iiullo i l  periodo di zt relntivo 
a C +  Cf, quindi quello lungo C iiniilngiiiario piiro, ed in definitiva sarebbero 
imu~aginaj$ puri  tutti i pel-iodi d i  u ("). In eiitrambi i casi si cade in assurdo. 

111 forza della relazioiie R, = 21., i'espressioiie entro pareiitesi a secondo 
membro della (9) è iiulla, oride, posto 7 - ,  = h, si ha col significato stabilito per 
quel carattere 

(13) Z =  R, - 2h. 

8 4. Interverito dei nu&ri base e loro contributo alla con- 
nessione bidimensionale h = 9*, di W. Seconda forma della 
conclusione. 

9. A forinare l'iiisieme dei cicli a due diineiisioiii reali di V, coiitribuisce, 
parzialmeiite O totalinente, la classe dei cicli algebrici. Ci propoiiii~ino di 
diinostrare che il covatvibuto d i  qrcestn classe al wmzevo h é espresso d a  p - p, 
cioé che iii V si possoiio trovnre p - p e iioii pih cicli algebrici ?-eali fra di 
loro ifldipendenti. Ne conseguirti che h 2 p - p, e, posto h = p - p + z si 
avraiiiio le (2 )  (4) della prefazioiie coll'avvertito sigiiificato di T. 

F~~einettiairio alcurie osserv:;zioiii sui cicli algebvici della riemanniaiia 17 e 
sui loro rapporti colle curve tracciate sulla superficie F. 

('O) Vedi loco cit. ('7, Blem. la, nn, 1-3. 
(") Si  è ripetuto in  sostanza i l  ragionamento della succitata Mernoria, n. 2, e, con qualche 

aggiunta, si  potrebbe proprio ricondursi a quello. 
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Siaiio A, B due curve irriducibili di F, e supponiaiiio che il sisteilin 
liiieare 1 A + H 1 sia iiariducibile ed iiifiiiito, qiiiiidi conteriga qurtlclie curva 
irriducibile C; iiiclicliirtnio iiioltre con a, P, y i cicli n due dimeiisioiii iiniilagiiii 
di A, K, C iii V, or-ieatuti per ora iii inodo u~.bitg.al*io.  Tri1 a, /3, y iiiterceclerk 
certameiite uiia delle oiiiologie y = t a & P, ina iioii si potrh asserire cli' essa 
sin proprio la y = a +- /3 fiiichè ad a e iioii si attribiiiscoiio le orieiitiizioiii 
clie derivaiio per continzcilti da quelln d i  y, yiinndo C, variaiido iiel propi-io 
sisteina liiieare, va a spezzarsi i i i  A + B. 

E perb facile vedere, che, se le orieiitnzioni dei cicli a iiiiiiiagiiii di curve 
effettive A, si fissaiio i i i  base al ermite)-io unifol'ille del LEFSCRETZ (Yc), secoiido 
il qiitile quelle orientazioiii restaii ;issegiiate ii i  inodo c-lic (orieiitt~ta opportu- 
iiainente la V) il iiuinero effettivo (AB) delle iiitersexiorii di due curve risulti 
egiiale al nuwe?-o  nZgeb?,ico (a!), allora quaiido sia C = ,4 4- B (O piii i i i  

geiierale C= i l  -1- B) è seiiipre y = a i- P. Per persuade.i.neiie basta segare le 
curve considerate con una curva effettiva D a cui corrispondri. il ciclo ô, e teiier 
presente che ( A  -1- B, il) = (AB) + (BD), (a i- P, ô) = (a6) -+ (P6). 

E d' altroiide -solo i l ;  base a ta1 criterio clic si pub parlnre seiiz'aiobigui tk 

del ciclo di V associato ad u i i w  czu.vn 7-itlucibilt! di If'. 

Cib premesso, suppoiigasi che la A, irriducibile, sia 9.ertle. Il ciclo a coiiici- 
der& inaterialmente col silo trasformato a' mediante S ;  [na poichè a è riemaii- 
iiiana di A, la trasformaeioiie indotta ivi da S  è iîlvel-sa, onde, coi1 riguardo 
aile orieiitazioni, S R ~ A  rigorosnnieiite a' = - a. III altre parole, secoiido la 
nostra terininologia, a è un ciclo inzmnyiîza?.io pz~7'0 della V. 

La conclusione sussiste rtriche se A è riducibile; e per persuaderseiie 
basta aggiurigere ad A iiiin B irricliicibile e reale, ad es. la. sezioiie di F con 
uiin fornia reale. d'ordiiie nbbastanza elevnto, per guisa che iiel sistema li- 
iieare 1 A + B 1 esista qiiitlche cwva C irriducibile e reale (e3) .  Iiivero allora, 
col solito sigiiificato dei simboli, si ha y = a  +P, P' = - P, y'= - y, y'= a'+P: 
quiildi a' =; - a. 

Iiivece se A è qualunqrie (iila effettiva) in V, ed 2 è ln ciirva coiii~ignta, 
i due cicli a, ü son trasforini~ti materialmente uiio iiell'nltro da 8, perb, con 
riguardo alle orieiitazioiii, è a'= - ü; bastnndo per ci6 osservare che la 
cwva A -+A è reale, quiridi i l  ciclo a + ü è trasforinato da S nel17 opposto, 

Vedi la nota ('8). 

vq Un sistema lineare reale pnb non contenere curve reali, ma quando ne contiene una 
ne contiene iiifinite, tra cui v e  n'è certo di irriducibili se  lo è il sistema: e qui una curva 
reale è la fitessa A t -  B. In aigoiuento, cfr. loco cit. ('), z, n. 2. 
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il che appuiito si verifica quaildo a '= -a, iioii quniido a'-=&. Iii coiiclusione 
si ha duiiqiie che : 

U ~ l a  curva qSenle dellu supe~$cie P é 1-nppnesentnta entro alla .deman- 
n i m a  V da un ciclo immnginavio p)uqso, e due c u m e  couiugnte son ?*appi*e- 
sentate (la due cicli ciascu~io dei qunli è o~,tologo al1' opposto dell' altro. 

10. Partiainoci ora da p ciirve C,, C2 ,..., C?, costitueiiti iiiia hase (coimplessn) 
solln superficie F. 'Per qu;iiito iioii sia strettameiite iiecessario, suppoiiiamole 
scelte iiella iiiaiiiera pili geiiernle, quiiidi susce ttibili di va riare iii sisteini 
lineari i i i f i i i i t i  di dir)ze?isionr vil-tuale positiva, ecc. 

Le ciirve $*rtrli Ci + C,, C2 -1- C, ,..., C, i- C,, non saimiiio, i n  genei.de, 
tutte algebi'icameiite iirdipeiideiiti, ion. di tali se' ne potraiiiio trovni'e nl piii I ,  
simo le priiiie, pcr guisa che ogiii altra s w à  algebricaineiite dipeiideiite da 

- 

esse. Posto Ai i= (A -1- C, ( i  = 1, 2, ..., l ) ,  b:~sta ripetere uii rngioiian~eiito del 11." 7 
per deduriie clie A , ,  ,4,,..., A ,  dkiiiio s u  F una hase 7.eale (cioè per le czu-ve 
l'ênli) oiide 1 d t r o  11011 è che il nuntero hnse 1.enle p. 

III dettnglio, se D é iiiin curva (effettiva) renle di F, la relazioiie 

the ne esprime la dipeiideiiza dai Ci sussiste assieiiie alla 

frn le curve coiiiugate, e dalle due, sommsndo, discende 

donde, posto ch-: tutte le Cj -+ Cf dipeiidono dalle A,, si trae la coiiclusioiie. 
Ora ripristiiiiamo su P uiia base complessu iucludente le A, aggregaildo 

a queste certe o = p -- p curve B,, B,, ..., B, scelte adeguatnineiite, ina per il 

resto ilel modo piii geiierale; ed iiidicate, al solito coi1 B , ,  ..., B, le coiiiiigate, 

inettiaino iii evideiiza che le ciirve reali B, t B, dipeiidoiio dalle A i  scrirendo 
le relazioiii 

con pt + O. Passando ai corrispoiidenti cicli ai,  p t ,  Ft della V, avremo intanto, 

(") Per la maniera generale con cui furono scelti i Cj, Bt & da escludersi clie sia neces- 
sario aggilingere ai due membri una stessa cuma E, ohe del resto non darebbe alcun incomodo. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



314 A. COMESSATTI : Su l la  cownessione cklle sqcperficie algebt-iche rectli 

perché le Ai soli r e d i  a,'= - a, ed iiioltre, per quel che s' é visto P,'= - Pt onde 
dalle (14) si dedurranno le oinologie 

ed aiiche, dopo nver inoltiplicato i due menibri per 2, e teiiuto coiito ctie ai= -a,' 

Queste veiigoiio a dire che i o cicli algebrici 

soli trasforiimti i i i  cicli oinologhi da  S, vale a dire son reali;  e d' a,ltroiide, 
come iiiostraiio le (17), essi possoii sostitiiirsi ai Pt,  cioè presi nssieiiie agli a ,  

dhiiiio ~ i i i  sistema di  p cicli algebl-ici i n d i p a n d e ~ ~ t i ,  su ciii la siininetria S opera 
colla sosti tuzioiie 

( 1  8) a i = - a , ,  y j = y t  (05), ( i=1 ,  2 ,,.. (j; t = 1 , 2  ,..., a). 

Ogiii ciclo nlgebrico 6 é pertnnto dipeiideiite dagli a,, y,, cioe legato ad 
essi d a  uii1 01tî010gii~ 

(v + O) che, trnsforiiiatn inediatite S, dB, a iiorma delle (18) 1' altisa 

ed iiifiiie soniiiistiido porge 

In particolare se 6 e reale si ha 6 = 6' ed allora ln (19) diniostra che 6 
dipeiide diti y,. Resta cos1 provato che ogni ciclo nlgebrico ?.cale d i  V di- 
p e d e  rlagli umloghi  cicli i d i p e n d e n t i  y,, y,, ..., y,, quiiidi che i cicli nlge- 
b~.ici  ~ O ? ' ~ ( G I Z O  al numevo h co7~l?~ibuto o = p - p ,  c. d. d. 

Termiiiereino iiolaiido che l'i7~on1.innxa assolula del ci~rattere r = 
1 

= (11, - 2) + p - p (ne1 campo reale) pub i i i  geiierale desumersi, oltrechè 
2 

da1 suo sigiiificato, niiclie cial valiltare l'infliieiiza che l'iiitrod~izione di curve 

(9 Si noti che ad un eielo alyebrieo male y(yl =y )  won pub cmrispondere su P una 
curva effettiua r. Difatti detta f la coniugata, sarebbe y' = - f, quindi y + y = O ed allora 
alla euwa effettiva l' t corrisponderebbe iin eiclo nullo, il che è assurdo (LEFSCHETZ, loco 
cit. ('), Cap. II, n. 6). Inrece ad una eurça cirtuale come la A - A  corrisponde effettivamente 

- 
un ciclo cr - 1 = 1 + 1' reale. 

- 
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eccezionali di l a  specie ha sulla relativil espressione; bastando, al10 scopo, 
osservare, che per l'iiiterveiito d'una (iiuova) curva eccezioiiale ~.eiile, t~itti  i 
numeri R,, 2, p, p aumeiitano d'uiia uiiitit; meiitre l'iiitrodiizioiie di due 
curve eccezionali inzmnginicl~ie coniugate non altera 2, produce in p 1' au- 
meiito d' uiia uiiitit ed in IZ,, p quel10 di due unith. 

5. Esempî e controlli. 

11. Per i varî casi relativi alle superficie ~.aziouali ,  riiiviaino ai lavori 
ricordati. Qui esnmirieremo i segueiiti casi iiuovi : 

a) Rigate i1v.cizionnli d i  geneve q. - Ci riferireino ad una rigata 
r e d e  F d'uno spazio Sh priva di curve eccezioiiali di la  specie (e di punti 
multipli). Il rdativo genere geoinetrico 6 iiullo, quiiidi si deve avere 
Z =  R, -- 2(p - p ) .  

Poichè su F la base è costitiiitit da una generatrice e da una sezione 
iperpiaiia, eiitrambe curve reali ("1, cosi si ha p = p  = 2 ;  d':iltroiide I= - 49, 
R, = I i- 4q -t- 2 = 2, e pertanto secondo la foi.tl~ulil dev'essere Z = 2. 

Di fatto la F consta d'un certo numero p 2 O di falde (egiiale al nuinero 
dei raini della sezione iperpiana) ciascuiia delle quali ha la  coiinessione d' utia 
quadrica rignta, vale a dire 2. E ta1 valore ha  pure la coniiessioiie totale Z 
corne risulta dall'espressione che la definisce (cfr. miche ( 1 6 ) ) .  

b) Slcpe~.ficie delle coppie 01-dinate di punti  d ' m a  c u n m  2-eale C di' 
geneve p (> O) .  - D' m a  ta1 superficie si possono considerare due niodelli 
reali O, a', distinti per trasforinazioiii birazionali reali, e legati alle siin- 
inetrie ('") ( P ,  Q)-(Q, P), (P, &)-ql,, Q).  

Ne1 citato lavoro abbiarno trovato, mediante iiivestigaziaie diretta, clie 
Z = 2p per la a, e Z = 2 per la W .  Verifichiamo con tali valori la formula 
Z =  R, - 211, determinando il valore di h ed attribuendo ad R2 il valore noto 
4p2 + 2 (28) ; dovreino trovare nei due casi h = 2pZ - p -1- 1, h -1 2p2. 

Ove poi si teiiga presente, che, supposta la C a .  modiili geiieritli, si ha 
p =  2 ( Y g ) 7  mentre p vale rispettivamente 1 e 2 i n  quaiito iiel primo caso i 

("6 La generatrice pub anche non esser reale, ma appartiene ad un sistema algebrico 
reale, il che è equivalente. 

(9) Vedi il lavoro citato (j), n. 5. 
(28) Vedi, anche per i cicli ("O), LEFSCHETZ, loco cit. ('), Cap. III, 5 '711. 
(29)  F. SEVERI, Sulle cowi.spondelzze fra i punti d'una cuwa algebrica, ecc. [Mernorie 

della R. Acc. di S o h o ,  64 (1903)' pp. 1-49], Parte 2". 
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due fasci uiiisecariti sono iinrnngiiiarî coiiiugati, iiel secondo repli, si vede che 
risulterk rispettivainente T = 2p" p, -c = 21)" di guisa Che, corne avvertito, 
i valori di 2 saraiiiio nffiitto diversi. 

Desigiiata con R la riemariniaiia, di C, coi1 yl,  6, (i= 1, 2, ..., 2 p )  dile sisteini 
di cicli indipendenti (ma non necessariaineiite pl-inzitivi) di R, e con P, Q due 
punti ivi fissati, si possono considerare iii V gli R, cicli n due d i i~ens ioni  
iiidipendenti indicati dalle 

(20) M=(P, 12)) N = ( R ,  Q), r,R=(yi, 6,), (i) k = 1, 2,..., 2p1, 

con ovvio significato dei simboli. 
Orientata l a  R, !O sono seiiz'altro i cicli A4, N;  le orientazioiii dei ri, si 

fisseraniio ne1 modo segueiite : Scelto su yi  un puiito H f ,  e su 6, un puiito Kk, 
si considerino su I',, i due cicli (orieiitati perché 10 sono i y,, 6,) ci=(y,, KR), 
d , = ( H , ,  6,) che s'incontraiio ne1 punto (Hi, KR), iiidi si orieiiti ri, in modo 
che quel piiiito porti a l  numero ulgebl-ico (c,, d, )  contributo t 1. 

A questo puiit,o conviene procedere sepnrataineiite : 
b , )  Pr imo modello. Scelti corne Zi i couiugnti dei yi, si vede facilinente, 

tenendo conto del modo coine veiinero fissste le  orieiitazioiii, che la sim- 
rnetria S di V produce sui cicli (20) la  sostituzione 

onde si ottengono subito i cicli rea2i indipendeizti 

l%! - N, r iA - rRi ( Z  < k), 

e coll'aiuto delle (21) si trova che ogiii altro ciclo rettle due diineiisioiii di V 

dipende da essi. Diiiiqiie lz -- 1 + = 2p2 - p + 1 corne previsto. (2) 
b,) Secondo modt?llo. Si scelgano i yi in modo che l a  sirrimetria, s di R 

immagine del coniugio di C produca sii essi l a  sostituzione 

ed -i Zi ideiitioi ai  y, ; allora si trova che la  sostituzione indotta da  S sui 
cicli (20) è 

(22) M ' = - A ! ! ,  N ' = - N ,  r r ,  r;s=-rT8, 
dove gl'iiidici i ,  k assuinono valori eiitrainbi iion inaggiori O maggiori di p, 

(3) Cfr. loco cit. (IY), IIeinoris 1, prime riglie del n.. 3. Qui nulla importa aver cicli %on 

priwitivi. 
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e gl'indici r, s i rimanenti. Ne viene che stavolta il sistema fondamentale 
pell i cicli algeb?ici ?-eali é dato dai rik, talche, conformemente alla previ- 
sione, si ha h = 2 p 2 .  

C) Superficie delle coppie non ordinate d i  punti della curva p-ece-  
dent& - Se la C 13 a moduli generali, si ha 1111 solo inodello reale Y7 corri- 

- - 
spondente alla simmetrin (P, Q)-(P, Q), che supporremo privo di ciirve ecce- 
zionali. La connessione, totale Z della sua parte reale, determinata diretta- 
mente ne1 lavoro testé ri~1iordat0, ha il valore p t 1. 

Per 1s nostra Y7 si ha I=  2p2 -- 5p  - 1 (."), q = p, quindi R, = 2p" p + 1 ; 

inoltre p = p = 1, onde si dovrh trovare h = z = %,). 
5 ,  

Scelti corne in b2) i y,, 4, si banno ndesso iii  V gli R, = 1 -+ (y )  cicli 

a due diinensioiii indipendenti indicati dai siiiiboli 

dove ad i ,  k si diano i valori delle combi~zuzio~ai binarie degli elernenti 1, 
2, ..., 2 p ;  e ln sostituzione su essi indotta da S è 

gl'indici variando come nelle (22) (coll'avverteiiza che ora rik = rki). Il 
sistema fondamentale pev i cicli algebvici gmeali è dato dai I l i k ,  che sono 

appunto, come previsto, in nun~ero di 2 . (2) 
Padova, febbraio 1928. 

(31) F. SEVERI, Sulle mperficie che ~appresentano le coppie di punti d ' m a  cumia alge- 
brica. [Atti della R. Acc. di lorino, 38 (1903)], n. 6. 

Aniiali di Malematica. Serie IV, Tomo V. 
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CONGRESSO INTERNAZIONALE D E I  MATEMATICI 
. . 

SOTTO L'ALTO P A T R O N A T 0  DI S. M. IL RE D ' I T A L I A  

PRESIDENTE D' ONORE 

S. E. BENITO MUSSOLINI,  CAPO DEL GOVERNO 

AUSPICE I L  RET!i!OR,E MAGNIFICO DELLA R. UNIVERSITÀ DI BOLOGNA 

BOLOGNA, 3-10 SETTEMBRE 1928 (ANNO VI) 

Programma Provvisorio. 

ORDINIC DEI LAVORI. - Al Congresso Internazionale dei Matematici, indetto dall'unione Mate- 
matica Internazionale, che si terrà a Bologna da1 3 al 10 Settembre 1928 sotto gli auspici della 
R. Università, sono invitati senza alcuna eccezione tutti i cultori delle scienze matematiche pure 
ed applicate. 

I l  Congrosso si svolgerà con sedute plenarie ed adunanze di Sezione. 
Nelle sedute pIenai+e, da autorevoli cultori dei vari rami di scienza si leggeranno conferenze di  

interesse generale; nelle adunanze di Sezione si leggeranno comunicazioni su materie pertinenti al  
titolo della Sezione. Ogni Sezione potrà essere suddivisa in più Sottosezioni. 

l u t t e  le sedute e le adunanze si terranno ne1 palazzo della Università e negli istituti scientifici 
ad essa adiacenti. 

Nella prima seduta plenaria si procederh alla costituzione del Seggio definitivo, il quale coni- 
prenderà: un Presidente effettivo; alcuni Vice-presidenti; un Segretario generale; alcuni Segretari 
aggiunti. 

Le  sedute plenarie successive saranno presiedute da1 Presidente effettivo o da uno dei Tice- 
presidenti. 

L a  prima adunanza di ciascuna Sezione sarà presieduta da iino degli Introduttori designato da1 
Comitato ordinatore. 

I n  qucsta seduta la Sezione deciderà la suddivisione ' i n  Sottosezioni, e nominer& uno O piii 
Segretari che resteranno in carica per tutta la durata del Congresso. 

Alla fine di ogni adunanza di Sezione, i membri prescnti eleggeranno il Presidente della seduta 
snccessiva. 

L' ordine delle letture risulterà, di norma, dalla pubblicazione del fascicolo contenente gli argo- 
menti delle comunicazioni; ma potrà essere modificato da1 voto della Sezione O della Sottosezione 
rispettiva. 

1 Congressisti che intendono fare comunicazioni sono pregati di fare conoscere il titolo e 1' argo- 
rnento delle loro lettiire ad uno degli I n t r ~ d u t t o ~ i  della Sezione rispettiva, entro il Maggio 1928. 

L e  Conferenze e le Comimicazioni lette al Congresso saranno raccolte nei volumi degli Atti. 
Si pmgano gli Autori di volere consegnare il testo delle loro letture ad uno degli Introduttori 

od al Segretario generale del Congresso, non più tardi del 30 Settembre 1928. 
Per gli scritti in lingue straniere (francese, inglese, spagnolo, tedesco), in latino classico ed in 

latino sine f lexime, è richiesto l'uso della macchina da sci-ivere (eccettuato per le fwmule). Se vi  
sono figure, i relativi clichés dovranno essere forniti dagli hutori. 

Ogni Congressista avrà diritto di ricevere una copia dei volumi degli Atti del Congresso. 
Nei giorni del Congresso saranno esposti manoscritti ed altri cimeli riguardanti la Storia della 

Matematica in Bologna, e si inaugiirerà lin modesto ricordo nella facciata della casa pateima di 
Scipione Da1 Ferro. 

RICIEVIXENTI UFFICIALI. - La cittB di Bologna, 1'Unione Matematica Italiana, il Comitato ordi- 
natore del Congresso organizzeranno ricevimenti ufficiali ad onore degli ospiti. Altrettanto hanno 
in animo di fare le citth di Ravenna e di Firenze. 

Al loro arrivo in Bologna i Congressisti troveranno i programmi dettagliati di  questi ricevimenti. 

ESCURSIONI E VISITE. - Il Comitato organiazerà visite alle città di Ravenna, di Ferïara e di 
Firenze, ad interessanti lavori d'ingegneria sull'Appennino ed all'impianto idroelettrico del Iiago 
di Ledro. 

VIAGGI E SOGGIORNO IN BOLOGNA. - Il Comitato provveder& perchè ai Congressisti ed alle 
persone di loro famiglia che verranne in  loro compagnia sia concessa sui prezzi di transito sulle 
ferrovie e sui piroscafi di navivazione italiani, una riduaione che per le ferrovie sarà almeno del 30 O/, . 

Nei giorni del Congresso fluizionerà alla stazione ferroviaria di Bologna un Ufficio del Con- 
gresso, ove i Congressisti troveranno indicazioni ed assistenza. 

Una apposita Commissione si incaricher& degli alloggi negli alberghi, in pensioni O presso piivati. 
Un Comitato di Signore accoglierà le Signore e le Signorine che prenderanno parte al Congresso 

O che interveri.anno come appartenenti alla famiglia di un Congressista, ed organizzerà visite nella 
Città e negli immediati dintorni. 

QUOTA DI ISCRIZIOBE. - La quota di  iscriaione è fisaata in L. 50 per ogni congrensista, da versare al Tesoriere-Economo 
Comm. G-. BORSARI, presso la R. Università di Bologna. Le persone appartenenti alla famiglia di un Congressista, 
versando una quota di L. 25, acquisteranno tutti i diritti dei Congressisti, tolto quello del gratuito ricevimenento 
di  un esemplare degli Atti del Congresso. 
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Errata to P. DIENES : On temor  geometry. « Annali di Matematica », serie IV, 
tom0 3, pag. 247. 

Pag. 249, form. 4th and 5th, replace AN by A2N. - Pag. 250, form. 4th repl. 1. A -  
@) i ~ )  

by 1 -  A2 - 1 .  - Pag. 235, form. (9.1), repl. A)X by A X). - Pag. 256, form. (9.3), border second 
(1). ( P )  

determinant by A"p+i ... A "YI, last coliimn and by Xi1 ... Ti$X'$+i, last line. - Pag. 233, 
,- 

form. 2  from below, ssuppress V(ii (twice). - Pap. 259, fom.  3, from belon-, replace 1 OUI 
lJ 

by 2 / EijI - Pag. 259, line 2 from below, replace rvhere by hence. - Pag. 260, form. 2, 
i=l 

repl. &Ali by Bjj?,~ and lkjBkk by l k j .  - Pag. 262, line 1, replace normal by nor)ned. - 
Pag. 263, form. (14.3) and (14.4), repl. 6i by Ee; form. (14.5), repl. by pjBtjj; form. (14.6), 
repl. c i ,  - p, c,, - p, c ,,,, - p, by ci, - ph',,, cg2 - (;8',,, cmm - @ ' m m .  - Pag. 264, form. lst, 

(9 (4 
repl. fi', by 6',; three following formulae, repl. y, by p,3',,; line 12, suppress the phrase in 

(4 (il ( t )  ( j )  
italics ; form. 5th and last, repl. 6t by 816, 1 -  AE-1 by 1- AE-jttt; last, Qr) by 2 from belon., 

(1) (1) 
ommit the words: is orthogonal alzd. - Pag. 266, foim. (15.1), replace ] -AB  - 1  by 1- A B-1 +. - 
Pag. 287, last but one, repl. (- l)i+p by (- l)i+pAip. - Pag. 274, form. 3, repl. (D by D(; 
form. (19.13), repl. Ci, by O. - Pag. 575, from here on )( is replaced by J I .  - Pag. 278, 

A t  A 
line 1, replace A by A ;  line 2, repl. - by -. - Pag. 279, line 7, repl. gen by get. - 

A A t  
(2) 

Pag. 280, line 4 f .  b., replace N by N. - Pag. 281, form. (23.2), repl. eio by eioek' ... ekw. - 
Pag. 282, line 12, repl. v by y ;  form. 6th, righthand side, I-epl. by a ;  last forin., repl. oc,,, 

by . - Pag. 283, line 5, repl. (23.13) and (23.14) by (24.1) and (24.2); foim. (24.3), repl. o 

by p. - Pag. 284, form. (25.1), lefthand side, repl. k by i .  - Pag. 2û5, form. (25.2), repl. A% 
(i) 

by A, ; line 8, repl. 1 by e ;  line 6 from below, repl. nead by need. - Pag. 286, line 13, 
i i )  

repl. series by this series. - Pag. 287, line 6, repl. avery  by everg. - Pag. 288, line il, 
repl. function by func t io~s .  - Pag. 289, line 4, repl. (26.2) and (27.2) by (26.1) and (27.1) ; 
foi-m. last (twice) repl. A by AB. - Pag. 290, line 6, repl. i .  e .  by i .  e., by (19.19) ; form. 
last. but one, repl. gFz by gPz. - Pag. 291, line 15, repl. are  by m a y  be. - Pag. 291, 

[-il [P-11 
line 5, repl. only by 4% o n l y ;  line 9, repl. i n  by i s ;  line 11, repl. A by A ;  line 14, 

(i) ( j )  
repl. i - 2  by i ;  line 16, repl. N by N ;  form. last, in brackets, 3 times, repl. A by A%. - 
Pag. 295, line 4, from below, repl. teoly by tlteol-y. 
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