
COLLt GTION DE MONOGRAPHIES SLR LA THEOHIË DES FONCTIONS, 

F I J B 1 . I È E S O I S L A M R E I . T I O N D F M . E M I L E B O H K L . 

L E Ç O N S 

S U R L A 

T H É O R I E D E L A C R O I S S A N C E 

P R O I E S S E F S A LA F A C U L T É DES SCIENCES DE P A R I S 

PAR 

E M I L E B O R E L , 

RECUEILLIES ET RÉDIGÉES 

P A R 

A R N A U D D E N J O Y , 

Ancien é é e de 1 Ecole Normale supérieure, 

Maîlre de Conferances à riJairersité de Montpellier. 

PARIS , 

GAUTHIER-V1LLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU B U R E A U DES L O N G I T U D E S , D E L ' É C O L E P O L Y T E C H N I Q U E , 

Q u a i d e s G r a n d s - A u g u s t i n s , 5 5 . 

1910 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



LEÇONS 

T H É O R I E D E L A C R O I S S A N C E 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A LA M Ê M E I, I H H A I R I E 

COLLI'XT'IO.V D E A l O X O G H V P H I E S SUR L A THÉOlUli DES FONCTIONS 

P U B L I É E S O U S L A D I R E C T I O N D E M . E M I L E B O H E L , 

P R O F E S S E U R , D E T H É O R I E D E S F O N C T I O N S A L ' U N I V E R S I T É D E P A U L S . 

L e ç o n s s u r l a t h é o r i e des f o n c t i o n s (Éléments de la théorie des 
ensembles et applications), p u r Al. E M I L E B O R E L ; I 8 9 8 3 fr. So 

L e ç o n s s u r les f o n c t i o n s e n t i è r e s , p a r M. E Ï I I L E B O I I E L ; i y o o 3 fr. 5o 

L e ç o n s s u r les sé r ies d i v e r g e n t e s , p a r M. E M I L E B O R E L ; 1901 4 fr. on 

L e ç o n s sur l es s é r i e s à t e r m e s p o s i t i f s , p r o f e s s é e s a u C o l l è g e d e 

F r a n c e p a r M . E M I L E B O R E L , r é d i g é e s p a r M. H. d'Adhëmar; 1 9 0 2 . . 3 ( r . 5o 

L e ç o n s s u r l e s f o n c t i o n s m é r o m o r p h e s , p r o f e s s é e s a u C o l l è g e d e 
F r a n c e p a r M . E M I L E B O R E L , r é d i g é e s p a r M. f.udovic Zoretti; i i}o3 . . 3 fr. 5o 

L e ç o n s s u r l ' i n t é g r a t i o n et l a r e c h e r c h e des f o n c t i o n s p r i m i 
t i v e s , p r o f e s s é e s a u C o l l è g e d e F r a n c e p a r M. H E N R I L E H E S G U E ; i t jo^. 3 fr. 5o 

L e ç o n s s u r l es f o n c t i o n s d e v a r i a b l e s r é e l l e s et les d é v e l o p 
p e m e n t s e n s é r i e s de p o l y n ô m e s , p r o f e s s é e s a l ' E c o l e ¡ \ o r m n l e 
p a r M. E M I L E B O R E L , r é d i g é e s p a r M . Maurice Fréchet, a v e c d e s IVules 
d e M . P A U L P A I N L E V É e t d e M. H E N H I L E B E S Û U E ; i g o j 4 ^° 

L e ç o n s s u r l es f o n c t i o n s d i s c o n t i n u e s , p r o f e s s é e s a u C o l l è g e d e 
F r a n c e p a r AI. R E N É B A I K H , r é d i g é e s p a r M . A. Denjoy; 1900 3 fr. 5o 

L e c a l c u l des r é s i d u s et ses a p p l i c a t i o n s à l a t h é o r i e des f o n c 
t i o n s , p a r .M. E R N S T L I N D E I . Ô F ; ig'i.ï 3 fr. 5o 

L e ç o n s s u r l es sér ies t r i g o n o m é t r i q u e s , p r o f e s s é e s a u C o l l è g e d e 
F r a n c e p a r M. H E N R I L E H E S G U E ; 1906 3 fr. 5o 

L e ç o n s s u r les f o n c t i o n s dé f i n i es p a r les é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s 
d u p r e m i e r o r d r e , p r o f e s s é e s a u C o l l è g e de F r a n c e p a r M. P I E R R E 

H O L T R O U X , a v e c u n e ISnle d e M . P A U L P A I N L E V É ; 1908 6 fr. ï o 

P r i n c i p e s de l a t h é o r i e des f o n c t i o n s e n t i è r e s d ' o r d r e i n f i n i , 
p a r M. O T T O B I . U M E N T H A L ; 191a 5 fr. 5o 

sous n iKssK : 

L e ç o n s s u r l es sé r ies d e p o l y n ô m e s à u n e v a r i a b l e c o m p l e x e , p a r 
M . P A U L M O N T E L . 

L e ç o n s s u r le p r o l o n g e m e n t a n a l y t i q u e , p r o f e s s é e s au C o l l è g e d e F r a n c e , 
p a r M , L U D O V I C Z O H E T T I . 

E N P I ; K I ' A M A T I O N : 

S u r l ' i n v e r s i o n des i n t é g r a l e s dé f i n i es , p a r M . V I T O Y O I . T K I U M . 

Q u e l q u e s p r i n c i p e s f o n d a m e n t a u x d e l a t h é o r i e des f o n c t i o n s d e p l u 
s ieu rs v a r i a b l e s c o m p l e x e s , p a r AJ. P I E I U I E C O U S I N . 

L e ç o n s s u r les c o r r e s p o n d a n c e s e n t r e v a r i a b l e s r é e l l e s , p a r M . J U L E S 

DnAt:H. 

L e ç o n s s u r l a f o n c t i o n d e R i e m a n n et s o n a p p l i c a t i o n à la t h é o r i e 
des n o m b r e s p r e m i e r s , p a r VI. H E I . G E V O N hor . i i . 

L e ç o n s s u r q u e l q u e s q u e s t i o n s cVAnalysis sitns, par M. H E N m L K D K S B U E . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



COLLECTION DE MONOGRAPHIES SUK LA THÉORIE DES FONCTIONS, 

P U B L I É E S O U S L A O I H E C T I O N D E M. É . M I L E B Û H E L . 

LEÇONS 

S U R L A 

T H É O R I E D E L A C R O I S S A N C E 

P R O F E S S É E S A LA F A C U L T É D E S SCIENCES DE P A R I S 

P A B 

E M I L E B O R E L , 

RECUEILLIES ET RÉDIGÉES 

A R N A U D D E N J O Y , 

ANCIEN ÉLÈRE àe l'Écola NORMALE SUPÉRIEURE, 

MOÎLRN DE (CONFÉRENCES À L'UNIVERSITÉ ÎLE MONTPELLIER, 

PARIS, 

G A U T J 1 I E R - V I L L A R S , I M P R I . Y I E U H - LI B R A I H E 

D U B U R E A U D E S L O N G I T U D E S . 1 ) LI I . ' É C 0 L K P O L V T E C H .N I Q V E · 

Q u a i des G r a n d s - A u g u s t i ns , 55. 

1910 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T o u s d r o i t s d e t r a d u c t i o n e t de r e p r o d u c t i o n r é s e r v e s . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



PRÉFACE. 

L a t h é o r i e de la c r o i s s a n c e m ' a p p a r a î t c h a q u e j o u r d a v a n t a g e 

c o m m e le f o n d e m e n t e s sen t i e l de la T h é o r i e d e s f o n c t i o n s . Ce 

L i v r e a u r a i t d o n c d û , d a n s l ' o r d r e l o g i q u e , ê t r e le p r e m i e r d e c e t t e 

C o l l e c t i o n d e M o n o g r a p h i e s . Ma i s l ' o r d r e le p l u s l o g i q u e n ' e s t pas 

n é c e s s a i r e m e n t le m e i l l e u r , e t i l s e m b l e p r é f é r a b l e d ' a t t e n d r e 

e n c o r e q u e l q u e s a n n é e s p o u r e n t r e p r e n d r e u n e e x p o s i t i o n s y s t é 

m a t i q u e d e la T h é o r i e des f o n c t i o n s où la t h é o r i e d e la c r o i s s a n c e 

j o u e r a le r ô l e d ' u n e I n t r o d u c t i o n d o n t le's r é s u l t a t s e s s e n t i e l s 

s e r o n t c o n s t a m m e n t i n v o q u é s . Ce m o d e d ' e x p o s i t i o n e n t r a î 

n e r a u n e s i m p l i f i c a t i o n c o n s i d é r a b l e , m a i s e x i g e r a l ' e m p l o i 

d ' e x p r e s s i o n s e t d e n o t a t i o n s n o u v e l l e s , q u ' o n n e s a u r a i t i n t r o 

d u i r e avec t r o p d e p r u d e n c e . D a n s c e L i v r e m ô m e , les C h a p i t r e s 

d ' a p p l i c a t i o n s o n t é té r é d i g é s d e m a n i è r e q u e l e u r s r é s u l t a t s e s sen 

t ie ls p u i s s e n t ê t r e c o m p r i s i n d é p e n d a m m e n t d u s y s t è m e de n o t a 

t i o n s e x p o s é d a n s les p r e m i e r s C h a p i t r e s . 

L e s m a t i è r e s t r a i t é e s d a n s c e t O u v r a g e o n t é t é , avec q u e l q u e s 

a u t r e s , l ' o b j e t d e m o n e n s e i g n e m e n t à la F a c u l t é d e s S c i e n c e s de 

l ' U n i v e r s i t é d e P a r i s p e n d a n t les s e m e s t r e s d ' h i v e r i a o - - i g o 8 

et i y o 8 - i o , o u . M . A r n a u d D e n j o y a b i e n v o u l u a s s u m e r la t â c h e 

dé l i c a t e d e c o o r d o n n e r ces d e u x C o u r s , d o n t c h a c u n avai t dû c o n s 

t i t u e r u n t o u t c o m p l e t et i n d é p e n d a n t . 

O n sai t q u e M . D e n j o y s 'es t dé jà d i s t i n g u é p a r de p r o f o n d e s 
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VI PRKKACK. 

r e c h e r c h e s p e r s o n n e l l e s s u r d e s m a t i è r e s l o u c h a n t d e t r è s p r è s à 

c e l l e s q u i s o n t t r a i t é e s i c i ; c ' e s t d i r e à q u e l p o i n t sa c o l l a b o r a t i o n 

m ' a é t é p r é c i e u s e ; j e t i e n s à l ' e n r e m e r c i e r b i e n c o r d i a l e m e n t e t à 

p r i e r n o s l e c t e u r s , s ' i l s t r o u v e n t q u e l q u e m é r i t e à c e L i v r e , d e 

v o u l o i r b i e n lu i e n a t t r i b u e r la p l u s g r a n d e p a r t . 

K l i n g e n t i i a l - O l l r o L l , 8 s e p t e m b r e 1909. 
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LEÇONS 
S L R L \ 

T H É O R I E D E L A C R O I S S A N C E . 

INTRODUCTION. 
N O T I O N S S U R L E S S U I T E S E T S U R L A C R O I S S A N C E . 

Objet d'une étude de la croissance. — L a n o t i o n d e c r o i s s a n c e 

e s t l ' u n e d e s p l u s s i m p l e s e t d e s p l u s i m m é d i a t e s d e l ' A n a l y s e . 

L a s u i t e d e s n o m b r e s e n t i e r s e s t , p a r d é f i n i t i o n , u n e s u i t e c r o i s 

s a n t e . C'est, d i r e q u ' o n y c o n s i d è r e c h a q u e t e r m e c o m m e p l u s 

g r a n d q u e t o u s c e u x q u i le p r é c è d e n t e t , p a r s u i t e , m o i n s 

g r a n d ( o u p l u s p e t i t ) q u e c h a c u n d e c e u x q u i le s u i v e n t . 

L e s e n s d e s e x p r e s s i o n s plus grand e t plus petit é t a n t dé f in i 

p o u r u n c o u p l e q u e l c o n q u e d e n o m b r e s r é e l s , r a t i o n n e l s o u i r r a 

t i o n n e l s , p o s i t i f s , n é g a t i f s o u n u l s , u n e s u i t e u , , u,, . . . , u„, . . . 

e s t d i t e croissante s ' i l y a e n t r e d e u x n o m b r e s q u e l c o n q u e s d e la 

s u i t e u n e i n é g a l i t é d e m ê m e s e n s q u ' e n t r e l e u r s i n d i c e s . 

P a r a l l è l e m e n t a u x s u i t e s de. n o m b r e s , n o u s e n v i s a g e r o n s des 

f o n c t i o n s d ' u n e v a r i a b l e c o n t i n u e c r o i s s a n t i n d é f i n i m e n t . 

U n e f o n c t i o n J\x) e s t d i t e croissante, s 'il y a e n t r e d e u x 

v a l e u r s q u e l c o n q u e s d e la f o n c t i o n , f(x') e t f[x"), u n e i n é g a 

l i t é d e m ê m e s e n s q u ' e n t r e les n o m b r e s x' e t x", o u , e n l a n g a g e 

é q u i v a l e n t , si Lk^LÏ f(x ) e s t p o s i t i f , q u e l s q u e s o i e n t les 

T. — x 

n o m b r e s d i s t i n c t s x' e t x". 

Cec i d é f i n i t f{x) = x c o m m e la f o n c t i o n e s s e n t i e l l e m e n t 

c r o i s s a n t e . 
E . H. • 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



>. INTRODUCTION. 

U n e s u i t e u„, u n e f o n c t i o n /(x) s o n t d i t e s décroissantes, si 

la s u i t e — u „ , l a f o n c t i o n —f(%) s o n t c r o i s s a n t e s . 

L e b u t d e la t h é o r i e d e la c r o i s s a n c e e s t d e c o m p a r e r la c r o i s 

s a n c e d u t e r m e u„ d ' u n e s u i t e , o u d e la v a l e u r J (x) d ' u n e f o n c 

t i o n à l a c r o i s s a n c e d e s s u i t e o u f o n c t i o n t y p e s n e t x, c ' e s t - à -

d i r e d e c o m p a r e r , p o u r u n e s u i t e , la v a l e u r d ' u n t e r m e à s o n r a n g , 

e t p o u r u n e f o n c t i o n sa v a l e u r à ce l le d e s o n a r g u m e n t , q u a n d 

le r a n g o u l ' a r g u m e n t c r o i s s e n t i n d é f i n i m e n t . 

M a l g r é l a g é n é r a l i t é d e l ' é n o n c é p r é c é d e n t , n o u s p a r v i e n d r o n s 

à d e s r é s u l t a t s s i m p l e s , c o m m e d a n s les a u t r e s b r a n c h e s d e s 

M a t h é m a t i q u e s . L a r a i s o n c o m m u n e e n e s t q u e t o u s les ê t r e s 

m a t h é m a t i q u e s d é s i g n a b l e s le s o n t a v e c u n n o m b r e fini d e 

m o t s [voir p l u s l o i n , p . 1 2 0 e t s u i v a n t e s ) . 

P a r e x e m p l e , p o u r d é f i n i r u n e s é r i e , il f a u t d o n n e r la v a l e u r 

d e u,, p o u r t o u t e s les v a l e u r s d e n. Il n ' e s t p a s p o s s i b l e d e d é f i n i r 

t o u s les n o m b r e s u„ a v e c u n n o m b r e l i m i t é d e m o t s , s 'il n ' e x i s t e 

p a s u n e loi g é n é r a l e p e r m e t t a n t d e c a l c u l e r c h a q u e t e r m e a u 

m o y e n d e s o n r a n g , e t e l l e - m ê m e e x p r i m a b l e e n u n n o m b r e fini 

d e m o t s . U n e r e m a r q u e a n a l o g u e s ' a p p l i q u e a u x f o n c t i o n s 

c r o i s s a n t e s d o n t n o u s n o u s o c c u p e r o n s . Il e s t n a t u r e l q u ' e n t r e 

c e t t e i n f i n i t é d ' é l é m e n t s dé f i n i s a v e c u n n o m b r e l i m i t é d e m o t s , 

il y a i t u n g r a n d n o m b r e d e r e l a t i o n s s i m p l e s . 

L e s s e u l e s f o n c t i o n s q u e n o u s a y o n s à e n v i s a g e r s o n t ce l les 

v a r i a n t t o u j o u r s d a n s le m ê m e s e n s ( ' ) , s o i t c r o i s s a n t e s , s o i t 

d é c r o i s s a n t e s . N o u s p o u r r o n s r a m e n e r l e u r é t u d e à cel le d ' u n e 

f o n c t i o n c r o i s s a n t i n d é f i n i m e n t , la v a r i a b l e c r o i s s a n t a u s s i 

i n d é f i n i m e n t . 

C a r , si u n e v a r i a b l e z t e n d v e r s u n e l i m i t e finie c, en v a r i a n t 

t o u j o u r s d a n s le m ê m e s e n s , l ' u n e d e s t r a n s f o r m a t i o n s z, = — 

si z e s t d é c r o i s s a n t , z., = —'— si z e s t c r o i s s a n t , l a t r a n s f o r m e 
c — J 

e n u n e v a r i a b l e c r o i s s a n t i n d é f i n i m e n t . S i z d é c r o î t i n d é f i n i m e n t 

p a r v a l e u r s n é g a t i v e s , o n a t t e i n t le m ê m e b u t e n s u b s t i t u a n t 

à z, z ;, = — z. 

Cela é t a n t , e n a p p l i q u a n t à c h a c u n e d e s v a r i a b l e s y e t x, q u i 

n e c r o î t p a s i n d é f i n i m e n t p a r v a l e u r s p o s i t i v e s , l ' u n e d e s t r a n s -

( ' ) O U monotones S E L O N U N E E X P R E S S I O N S U R T O U T U S I T É E E N A L L E M A G N E . 
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( 1 ) P O U R A B R É G E R LE L A N G A G E , N O U A N O U S S U P P O S E R O N S P L A C É S D E T E L L E S O R T E 

Q U ' U N M O B I L S , P A R C O U R A N T L A D R O I T E D A N S L E S E N S P O S I T I F , A I L L E D E N O T R E G A U C H E 

V E R S N O T R E D R O I T E . 

f o r m a t i o n s p r é c é d e n t e s , la f o n c t i o n y d e x s e r a t r a n s f o r m é e e n 

u n e f o n c t i o n y' d e x', r ' é t a n t u n e f o n c t i o n c r o i s s a n t e e t i n f i 

n i m e n t g r a n d e a v e c x'. 

Ce s e r a l ' o r d r e d e g r a n d e u r d e la f o n c t i o n r ' r e l a t i v e m e n t à a;' 

q u i f e r a , e n p a r e i l c a s , l ' o b j e t d e n o t r e é t u d e . 

Limites d'une suite. — A f i n d e m i e u x p r é c i s e r la c r o i s s a n c e 

d ' u n e f o n c t i o n ou d ' u n e s u i t e , n o u s s e r o n s f r é q u e m m e n t a m e n é s 

à e n d é d u i r e d ' a u t r e s f o n c t i o n s o u s u i t e s d o n t la v a r i a t i o n n e 

s e r a p a s , e n g é n é r a l , m o n o t o n e e t a u s u j e t d e s q u e l l e s n o u s u t i l i 

s e r o n s les n o t i o n s s u i v a n t e s . 

S o i t u n e s u i t e d e n o m b r e s u , , u,, . . ., u„, . . . s u p p o s é s t o u s 

r é e l s . 

P o u r s i m p l i f i e r l ' e x p o s é , n o u s r e p r é s e n t e r o n s c h a c u n d e ces 

n o m b r e s p a r u n p o i n t d ' u n e d r o i t e , s u r l a q u e l l e a é t é c h o i s i e 

u n e o r i g i n e e t le p o i n t -f~ i ( ' ) . Si O A ^ = u„, A„ e s t le p o i n t 

r e p r é s e n t a t i f ou affixe d e un. N o u s a l l o n s é t u d i e r la d i s t r i b u t i o n 

d e ces p o i n t s s u r l ' a x e Ou. S u p p o s o n s q u ' i l e x i s t e u n p o i n t P 

q u i s o i t à d r o i t e de A „ , q u e l q u e s o i t n. N o u s d i r o n s q u e l ' e n 

s e m b l e A e s t b o r n é à d r o i t e . O n s a i t q u ' i l e x i s t e a l o r s u n p o i n t M, 

a p p e l é borne à droite d e l ' e n s e m b l e A „ , t e l q u e : 1 0 l ' e n s e m b l e A H 

n e p o s s è d e a u c u n p o i n t à d r o i t e d e A„ ; a 0 q u e l q u e s o i t le 

p o i n t B à g a u c h e d e M, il e x i s t e a u m o i n s u n p o i n t d e l ' e n 

s e m b l e A„ à d r o i t e d e B . 

Si M e s t l ' a f f ixe d e u., UI e s t d i t la borne supérieure d e l ' e n 

s e m b l e u„. Ce n o m b r e u e s t t e l q u e , q u e l q u e s o i t n, u.^.uin e t , 

p o u r u n e v a l e u r a u m o i n s d e n, u „ ^ > u — e, q u e l q u e p e t i t q u e 

s o i t le n o m b r e p o s i t i f t. 

O n d é f i n i t d e m ê m e , q u a n d il e x i s t e u n p o i n t à g a u c h e d e 

t o u s les A„ , u n e borne à gauche, N , d e l ' e n s e m b l e A „ . Si N e s t ce 

p o i n t , e t s ' i l e s t l 'a f f ixe d e v, / e s t la b o r n e s u p é r i e u r e d e 

l ' e n s e m b l e — u „ . 

R a p p e l o n s la d é f i n i t i o n d u p o i n t l i m i t e e t c e r t a i n e s d e ses 

p r o p r i é t é s . 
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O n d i t q u e A e s t un point limite de Vensemble A„ si , d a n s le 

v o i s i n a g e d e A , il y a u n e i n f i n i t é d e p o i n t s A „ ; d ' u n e f a ç o n p l u s 

p r é c i s e , si t o u t s e g m e n t c o n t e n a n t le p o i n t A à s o n i n t é r i e u r 

c o n t i e n t u n e i n f i n i t é d e p o i n t s d e l ' e n s e m b l e . 

D ' a p r è s c e t t e d é f i n i t i o n , si u n e i n f i n i t é d e p o i n t s d e l ' e n s e m b l e 

c o ï n c i d e n t a v e c u n p o i n t A ' , A ' d o i t ê t r e c o n s i d é r é c o m m e u n 

p o i n t l i m i t e d e c e t e n s e m b l e . 

S u p p o s o n s d ' a b o r d q u e t o u s les p o i n t s A„ se t r o u v e n t s u r u n 

s e g m e n t P Q . 

D ' a p r è s u n t h é o r è m e c l a s s i q u e , P Q c o n t i e n t a u m o i n s u n 

p o i n t l i m i t e ( p o u v a n t c o ï n c i d e r a v e c P o u Q ) . E n v o i c i la 

d é m o n s t r a t i o n . 

D i v i s o n s P Q e n p a r t i e s é g a l e s , p é t a n t u n e n t i e r d é t e r m i n é . 

P a r m i les ?.p s e g m e n t s o b t e n u s , il y e n a a u m o i n s u n q u i c o n t i e n t 

u n e i n f i n i t é d e p o i n t s . J e d é s i g n e p a r P ^ Q / J le p r e m i e r s e g m e n t 

j o u i s s a n t d e c e t t e p r o p r i é t é q u ' o n r e n c o n t r e e n p a r c o u r a n t P Q 

d e P v e r s Q. O n c o n s t a t e i m m é d i a t e m e n t q u e la s u i t e d e s 

s e g m e n t s PyjQ,, o ù p c r o î t i n d é f i n i m e n t e s t t e l l e q u e c h a c u n 
, . . P O 

d ' e u x s o i t c o n t e n u d a n s le p r é c é d e n t . D e p l u s , P / , Q / J = -j^ t e n d 

v e r s z é r o . D o n c , les p o i n t s P p e t Q,, t e n d e n t v e r s u n p o i n t A 

t o u j o u r s c o m p r i s e n t r e e u x . Ce p o i n t A e s t u n p o i n t l i m i t e 

p o u r l ' e n s e m b l e , c a r il e s t é v i d e n t q u e t o u t i n t e r v a l l e c o n t e 

n a n t A à s o n i n t é r i e u r c o n t i e n t t o u s les s e g m e n t s P / jQ / , à 

p a r t i r d ' u n e c e r t a i n e v a l e u r d e p e t , p a r s u i t e , c o n t i e n t u n e 

i n f i n i t é d e p o i n t s d e l ' e n s e m b l e . 

L e c a s le p l u s s i m p l e e s t c e l u i où le p o i n t l i m i t e A e s t u n i q u e . 

O n d i t a l o r s q u e les p o i n t s A„ o n t p o u r l i m i t e A e t , e n p o s a n t 

O A = u, q u e u.t a p o u r l i m i t e u. Il e s t a i sé d e d é m o n t r e r l ' i d e n t i t é 

d e s d e u x d é f i n i t i o n s a n a l y t i q u e e t g é o m é t r i q u e d e la l i m i t e . 

D i r e q u e le p o i n t l i m i t e A e s t u n i q u e c ' e s t d i r e q u e , q u e l q u e 

p e t i t q u e soit, l ' i n t e r v a l l e M M ' d e l o n g u e u r r:it a y a n t s o n m i l i e u 

a u p o i n t A , si n o u s r e t r a n c h o n s d e P Q t o u s les p o i n t s i n t é r i e u r s 

à c e t i n t e r v a l l e , le o u les s e g m e n t s c o n s e r v é s n e p o s s è d e n t d e 

p o i n t l i m i t e d e l ' e i ï s e m b l e n i à l e u r i n t é r i e u r n i à l e u r s e x t r é m i t é s . 

Ils n e c o n t i e n n e n t d o n c q u ' u n n o m b r e l i m i t é d e p o i n t s de 

l ' e n s e m b l e . P a r m i ces p o i n t s , l ' u n d ' e u x a u n i n d i c e p l u s é l e v é 

q u e t o u s les a u t r e s . S o i t m c e t i n d i c e . Si n^> m , A„ e s t i n t é r i e u r 
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à l ' i n t e r v a l l e M M ' . P a r s u i t e 

1 Un — « | < E . 

D o n c , j é t a n t u n n o m b r e p o s i t i f d o n n é d ' a v a n c e , il e s t p o s s i b l e 

d e t r o u v e r u n n o m b r e m t e l q u e , p o u r n ^> m, 

I "i, — K | < E . 

D ' a p r è s la d é f i n i t i o n a n a l y t i q u e d e la l i m i t e , c ' e s t d i r e q u e url 

t e n d v e r s u. 

R é c i p r o q u e m e n t , si u„ a p o u r l i m i t e u, j e d i s q u e le p o i n t A , 

t e l q u e O A = u, e s t p o i n t l i m i t e u n i q u e d e l ' e n s e m b l e d e s 

p o i n t s A „ . 

S o i t , e n effet , B u n p o i n t d i s t i n c t d e A . S o i t l la d i s t a n c e A B ; 

il e x i s t e u n n o m b r e m t e l q u e , p o u r t o u t e s les v a l e u r s d e n s u p é 

r i e u r e s à m, o n a i t 

l 

I " n — » I < - ' 

D o n c , l e s e g m e n t d e m i l i e u B e t d e l o n g u e u r ' n e c o n t i e n t p a s d e 

p o i n t s d e l ' e n s e m b l e A n q u i n e s o i t d a n s la s u i t e l i m i t é e A , , 

A j , . . . , A,„. I l n ' e n c o n t i e n t d o n c p a s u n e i n f i n i t é , e t B n ' e s t 

p a s u n p o i n t l i m i t e . A e s t d o n c le s e u l p o i n t l i m i t e . 

D o n c , d a n s le c a s d ' u n e l i m i t e u n i q u e , il y a i d e n t i t é e n t r e la 

d é f i n i t i o n g é o m é t r i q u e e t la d é f i n i t i o n a n a l y t i q u e . 

L o r s q u ' i l n ' y a p a s u n e l i m i t e u n i q u e , l a r e p r é s e n t a t i o n 

g é o m é t r i q u e r e n d p l u s i n t u i t i f le s e n s d e c e r t a i n e s n o t i o n s . 

S u p p o s o n s q u e l ' e n s e m b l e d e s p o i n t s A „ a i t u n n o m b r e fini 

d e p o i n t s l i m i t e s , A , B , . . . , K , q u i s o n t l e s aff ixes d e a, b, ..., k. 

S o i e n t 2I l a p l u s p e t i t e d e s d i s t a n c e s m u t u e l l e s d e s p o i n t s A , 

B , K , e t s u n n o m b r e p o s i t i f q u e l c o n q u e i n f é r i e u r à l. Si 

l ' o n c o n s t r u i t l es i n t e r v a l l e s , e x t é r i e u r s les u n s a u x a u t r e s , d e 

l o n g u e u r a s e t d e m i l i e u x r e s p e c t i f s A , B , K , l e s s e g m e n t s q u i 

r e s t e n t , l o r s q u ' o n r e t r a n c h e d e P Q les p o i n t s i n t é r i e u r s à c h a c u n 

d e ces i n t e r v a l l e s , n e p o s s è d e n t p a s d e p o i n t s l i m i t e s à l e u r i n t é 

r i e u r n i e n l e u r s e x t r é m i t é s e t , p a r s u i t e , n e c o n t i e n n e n t q u ' u n 

n o m b r e fini d e p o i n t s d e l ' e n s e m b l e . S o i t m le p l u s g r a n d d e 

l e u r s i n d i c e s . T o u s les p o i n t s d o n t l ' i n d i c e e s t s u p é r i e u r à m 

s o n t à u n e d i s t a n c e d e l ' u n d e s p o i n t s A, B , K ( e t d ' u n s e u l ) 
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6 INTRODUCTION. 

i n f é r i e u r e à s, e t p a r s u i t e , q u e l q u e s o i t n )> m, o n a l ' u n e d e s 

i n é g a l i t é s ( e t l ' u n e d ' e l l e s s e u l e m e n t ) 

! «,[— a [ < E, J « „ — 6 I < ; e, . . . . , Î«„ — A: | < E. 

L a s u i t e c o n s i d é r é e se c o m p o s e d o n c d e p l u s i e u r s s u i t e s p a r 

t i e l l e s a y a n t c h a c u n e u n p o i n t l i m i t e u n i q u e . O n o b t i e n t ces 

s u i t e s e n d o n n a n t à s u n e v a l e u r p a r t i c u l i è r e , - p a r e x e m p l e . 

A l o r s , c h a c u n e d e s i n é g a l i t é s c i - d e s s u s d é t e r m i n e u n e s u i t e 

t e n d a n t v e r s u n e l i m i t e u n i q u e , e t t o u s les t e r m e s de la s u i t e un 

se r a n g e n t d a n s l ' u n e d e ces s u i t e s p a r t i e l l e s , s a u f u n n o m b r e 

fini d ' e n t r e e u x q u ' o n p e u t r é p a r t i r a r b i t r a i r e m e n t e n t r e ces 

s u i t e s . O n p e u t d i r e q u e la s u i t e t o t a l e a p l u s i e u r s l i m i t e s . 

P a r e x e m p l e , é t a n t d o n n é e l a s u i t e vu a i n s i dé f i n i e : 

I ! 

M," 3 " 2 " 3 " — ' 

p o s o n s 

Un = 

O n a 
i _ i 
3 2 

L a s u i t e u„ d o n t les t e r m e s s o n t a l t e r n a t i v e m e n t ~ e t - a d e u x 

p o i n t s l i m i t e s , ^ e t 

D e s c i r c o n s t a n c e s b e a u c o u p p l u s c o m p l i q u é e s p e u v e n t se 

p r é s e n t e r , q u a n d l ' e n s e m b l e d e s p o i n t s l i m i t e s d e A „ , o u ensemble 

dérivé, c o n t i e n t u n e i n f i n i t é d e p o i n t s , s a n s c o u v r i r u n i n t e r 

v a l l e ( 1 ). N o u s n o u s c o n t e n t o n s d e s i g n a l e r ce c a s s a n s l ' e x a m i n e r , 

s o n é t u d e é t a n t é t r a n g è r e à n o t r e o b j e t . 

E n l i n , le d é r i v é de l ' e n s e m b l e d o n n é , A „ , p e u t c o n t e n i r t o u s 

les p o i n t s d ' u n i n t e r v a l l e , b i e n q u ' i l s o i t i m p o s s i b l e q u e t o u s ces 

p o i n t s a p p a r t i e n n e n t à l ' e n s e m b l e A „ . D o n n o n s u n e x e m p l e d e 

ce cas .S 

N o u s p o u v o n s r a n g e r d a n s u n e s u i t e i n d é f i n i e t o u t e s les f r a c 

t i o n s c o m p r i s e s e n t r e o e t î , e t d o n t le d é n o m i n a t e u r e s t u n e 

(') Pour l'étude de ces questions voir B A I H E , Leçons sur les fonctions 

discontinues. 
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3 
u>=v 

L a lo i e s t é v i d e n t e . 

T o u t p o i n t d e l ' i n t e r v a l l e 0 1 e s t u n p o i n t l i m i t e p o u r l ' e n 

s e m b l e d e s aff ixes d e s u. E n effet , si l ' o n é c r i t l ' a b s c i s s e d e ce 

p o i n t d a n s le s y s t è m e d e n u m é r a t i o n b i n a i r e , o n p e u t t o u j o u r s 

s u p p o s e r q u e le d é v e l o p p e m e n t a i t u n n o m b r e i n f i n i d e ch i f f res . 

O r , si o n le l i m i t e a u p " " 1 " ch i f f re , l e n o m b r e c o n s e r v é e s t u n e 

f r a c t i o n d e d é n o m i n a t e u r — . e t c e t t e f r a c t i o n t e n d v e r s l e 

n o m b r e c o n s i d é r é . O u e n c o r e , les f r a c t i o n s a p p r o c h é e s à ^ p r è s 

p a r d é f a u t e t p a r e x c è s d u n o m b r e c o n s i d é r é f i g u r e n t d a n s l a 

s u i t e . O r , e l les d i f f è r e n t d u n o m b r e c o n s i d é r é | d e ^ a u p l u s . 

I l e s t à r e m a r q u e r q u e les p o i n t s o e t i s o n t a u s s i d e s p o i n t s 

l i m i t e s . Ce s o n t é v i d e m m e n t l e s p o i n t s l i m i t e s e x t r ê m e s d e 

l ' i n t e r v a l l e . L e s v a l e u r s o e t i s o n t a p p e l é e s , d ' a p r è s C a u c h y , l a 

plus petite e t la plus grande des limites d e l a s u i t e u„. 

Extrêmes limites d'une suite. — Ces n o t i o n s , d u e s à C a u c h y , 

o n t é t é é t u d i é e s e n s u i t e p a r P a u l d u B o i s - R e y m o n d , q u i a 

e m p l o y é les n o m s d e limites supérieure et inférieure d'indé

termination, p u i s p a r M. H a d a m a r d d a n s sa T h è s e ( ' ) . N o u s a l l o n s 

les e x p o s e r , d ' a p r è s ce d e r n i e r a u t e u r , d a n s t o u t e l e u r g é n é 

r a l i t é . 

C o n s i d é r o n s l a s u i t e d e s af f ixes A , , A 2 , . . . , A „ , . . . d e s t e r m e s 

d ' u n e s u i t e . S u p p o s o n s q u e t o u s l es p o i n t s A„ s o i e n t c o m p r i s 

e n t r e d e u x p o i n t s fixes P e t Q. N o u s r a n g e o n s les p o i n t s d e P Q 

(') M. Hadamard emploie la locution '• plus grande (ou plus petite) 
limite pour ni infini. 

p u i s s a n c e d e a, s a n s q u ' u n e m ê m e f r a c t i o n s o i t r é p é t é e p l u s d e 

d e u x fois . N o u s a d o p t e r o n s p a r e x e m p l e l ' o r d r e 
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e n d e u x c a t é g o r i e s C, e t C 5 d e l a f a ç o n s u i v a n t e . U n p o i n t M 

f e r a p a r t i e d e d , s i l ' e n s e m b l e A „ p o s s è d e , u n e i n f i n i t é d ' é l é 

m e n t s à d r o i t e d e M . U n p o i n t IS" f e r a p a r t i e d e C>, s ' i l n ' y a 

q u ' u n n o m b r e f i n i d e p o i n t s d e A „ à d r o i t e d e N . 

T o u t p o i n t d e P Q a p p a r t i e n t à l ' u n e o u à l ' a u t r e d e c e s d e u x 

c a t é g o r i e s . T o u t p o i n t à g a u c h e d ' u n p o i n t d e C, a p p a r t i e n t à C , . 

T o u t p o i n t à d r o i t e d ' u n p o i n t d e C-2 a p p a r t i e n t à C-2. D a n s c e s 

c o n d i t i o n s n o u s s a v o n s q u e C, e t Co d é f i n i s s e n t u n p o i n t y., t e l 

q u e t o u t p o i n t à g a u c h e d e M a p p a r t i e n t à C , . t o u t p o i n t à d r o i t e 

d e a a p p a r t i e n t à C-,. R a p p e l o n s b r i è v e m e n t c e r a i s o n n e m e n t 

c l a s s i q u e . 

P u i s q u e t o u s l e s p o i n t s d e C, s o n t à g a u c h e d ' u n p o i n t q u e l 

c o n q u e d e C, , i l s o n t u n e b o r n e à d r o i t e u . e t u n ' e s t à d r o i t e 

d ' a u c u n p o i n t d e Co. D o n c , t o u t p o i n t à g a u c h e d e \j. a p p a r t i e n t 

à C , , e t d ' a i l l e u r s t o u t p o i n t à d r o i t e d e ;J. a p p a r t i e n t à C 2 , 

p u i s q u e <x e s t l a b o r n e à d r o i t e d e s p o i n t s d e C, . ( c . o . F. n . ) 

Q u a n t à u , i l p e u t a p p a r t e n i r s e l o n l e s c a s à C, o u à CL>. 

Q u e l q u e p e t i t q u e s o i t z , l ' i n t e r v a l l e d e m i l i e u UL e t d e l o n 

g u e u r a s c o n t i e n t u n e i n f i n i t é d e p o i n t s d e l ' e n s e m b l e A „ , 

t a n d i s q u e , a u d e l à d e c e t i n t e r v a l l e v e r s l a d r o i t e , i l n ' y a 

q u ' u n n o m b r e f i n i d e c e s p o i n t s . 

D o n c , a e s t u n p o i n t l i m i t e d e l ' e n s e m b l e A „ , e t c e t e n s e m b l e 

n e p o s s è d e a u c u n p o i n t l i m i t e à d r o i t e d e 'x. D o n c , u e s t l e p o i n t 

l i m i t e l e p l u s à d r o i t e . 

E n g é n é r a l , é t a n t d o n n é s u n e i n f i n i t é d e p o i n t s s u r u n s e g 

m e n t P Q , i l n ' e s t p a s s û r q u ' i l y e n a i t u n à d r o i t e d e t o u s l e s 

a u t r e s ; m a i s , q u a n d c e s p o i n t s f o r m e n t l e d é r i v é d ' u n e n s e m b l e , 

o n e s t , a priori, c e r t a i n q u ' i l e n e s t a i n s i , c a r t o u t , p o i n t l i m i t e 

d u d é r i v é e s t u n p o i n t l i m i t e d e l ' e n s e m b l e A „ e t , p a r s u i t e , 

a p p a r t i e n t a u s s i a u d é r i v é . E n p a r t i c u l i e r , l a b o r n e à d r o i t e d u 

d é r i v é d e A „ a p p a r t i e n t à c e d é r i v é e t e n e s t p a r s u i t e l e p o i n t l e 

p l u s à d r o i t e . 

R e l a t i v e m e n t à l a s u i t e a, l a d é f i n i t i o n a n a l y t i q u e d e l a p l u s 

g r a n d e l i m i t e L s e r a l a s u i v a n t e . Q u e l q u e p e t i t q u e s o i t l e 

n o m b r e p o s i t i f d o n n é E, l ' i n é g a l i t é 

u „ > L -r- E 

n ' e s t v é r i f i é e q u e p o u r u n n o m b r e fini o u n u l d e v a l e u r s d e n e t 
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l ' i n é g a l i t é 
Un > L — E 

e s t s a t i s f a i t e p o u r u n e i n f i n i t é d e v a l e u r s d e n. 

S o i t p a r e x e m p l e l a s u i t e 

I 1 I I I 1 
_ , 1 + ., 7 -.- j I --H T ' · • · ' > I H ; 

J. J 4 - · , ! V / I -t- I 

L ' e n s e m b l e d e ses affixes a d e u x p o i n t s l i m i t e s o e t i . L a p l u s 

. g r a n d e l i m i t e d e l a s u i t e e s t i . 

O n p e u t d o n n e r d e s d é f i n i t i o n s a n a l o g u e s d e l a plus petite 

limite d e l a s u i t e u„. N o u s n o u s c o n t e n t e r o n s d e la s u i v a n t e , q u i 

les r é s u m e t o u t e s : 

Si — l e s t l a p l u s g r a n d e l i m i t e d e l a s u i t e 

l e s t , p a r d é f i n i t i o n , la p l u s p e t i t e l i m i t e d e l a s u i t e 

il [, lt-1, . . . , Un , . . . . 

O n e m p l o i e f r é q u e m m e n t les n o t a t i o n s s u i v a n t e s , d u e s à 

M. P r i n g s h e i m : 

l i m u n = L, l i m u„ = l. 

O n a a l o r s 

I i m ( - « „ ) = - l, l i m ( - — « n ' ) = — L . 

N o u s a v o n s j u s q u ' i c i s u p p o s é q u e t o u s l es t e r m e s d e la s u i t e 

r e s t a i e n t c o m p r i s e n t r e d e u x n o m b r e s d é t e r m i n é s . S'i l n ' e n e s t 

p a s a i n s i , a f in d e p o u v o i r c o n s e r v e r d e s é n o n c é s g é n é r a u x , n o u s 

a j o u t e r o n s , à l ' e n s e m b l e d e s n o m b r e s r é e l s , p o s i t i f s , n é g a t i f s e t 

n u l , l es é l é m e n t s - f x e t — C E . P a r d é f i n i t i o n , le n o m b r e - F - C E e s t 

s u p é r i e u r à t o u t n o m b r e r é e l , e t le n o m b r e — C O e s t i n f é r i e u r 

à t o u t n o m b r e r é e l . D e m ê m e , s u r u n a x e p o r t a n t , les aff ixes d e 

ces n o m b r e s , n o u s e n v i s a g e o n s l es p o i n t s - F - O C e t — C E . M é t a n t 

u n p o i n t q u e l c o n q u e d e c e t a x e , le p o i n t - F - O C e s t à l a d r o i t e 

d e M, e t — C E à sa g a u c h e . A l ' i n v e r s e d e ce q u i a l i e u e n G é o 

m é t r i e p r o j e c t i v e , l es p o i n t s - F - C E e t — C O s o n t c o n s i d é r é s c o m m e 

e s s e n t i e l l e m e n t d i s t i n c t s . 

N o u s d i r o n s q u ' u n e s u i t e u„ a p o u r l i m i t e - F - C E , s i , q u e l q u e 
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g r a n d q u e s o i t le n o m b r e d o n n é X , il e x i s t e u n e n t i e r m t e l 

q u ' o n a i t ua ] > X , s o u s la s e u l e c o n d i t i o n n~^>m. 

N o u s d i r o n s q u e + oc e s t l ' u n e d e s l i m i t e s d ' u n e s u i t e u„, si , 

q u e l q u e s o i t le n o m b r e d o n n é X , il y a u n e i n f i n i t é d e v a l e u r s 

d e n , t e l l e s q u e utl ^> X , s a n s q u e u„ a i t p o u r l i m i t e -f-oo. 

Si u n e s u i t e a d m e t p l u s i e u r s l i m i t e s p a r m i l e s q u e l l e s -f- o c , 

n o u s d i r o n s q u e la p l u s g r a n d e l i m i t e d e c e t t e s u i t e e s t + oc . 

N o u s d i r o n s q u e — o c e s t , s e l o n les c a s , la l i m i t e o u l ' u n e d e s 

l i m i t e s ( e t a l o r s la p l u s p e t i t e ) d e l a s u i t e u„, si - f - o c e s t la 

l i m i t e o u l ' u n e d e s l i m i t e s ( e t a l o r s l a p l u s g r a n d e ) d e la 

s u i t e — u„. 

O n p r é v o i t q u e , l o r s q u e n o u s a u r o n s à e n v i s a g e r la p l u s g r a n d e 

e t l a p l u s p e t i t e l i m i t e d ' u n e s u i t e , n o u s r e n c o n t r e r o n s les q u a t r e 

t y p e s d e cas s u i v a n t s : L e t l é t a n t d e u x n o m b r e s f inis , les p l u s 

g r a n d e e t p l u s p e t i t e l i m i t e s s o n t r e s p e c t i v e m e n t : i ° L e t l; 

2 ° L e t — o c ; 3° + oc e t l; 4° + oc e t — o c . 

Extrêmes limites d'une fonction. — O n p e u t d é f i n i r d e s 

n o m b r e s a n a l o g u e s p o u r u n e f o n c t i o n d e x d o n t la v a r i a t i o n 

e s t a r b i t r a i r e q u a n d x t e n d v e r s u n e v a l e u r , q u e n o u s s u p p o 

s e r o n s ê t r e - j - o c . 

N o u s d i r o n s q u e J(x) a p o u r plus grande limite L , q u a n d x 

t e n d v e r s -f- o c , s i , q u e l q u e p e t i t q u e s o i t le n o m b r e d o n n é s : 

i ° les v a l e u r s d e x, t e l l e s q u e 

f ( r ) > L + E , 

s o n t t o u t e s i n f é r i e u r e s à u n c e r t a i n n o m b r e ; J ° il y a d e s v a 

l e u r s d e x s u p é r i e u r e s à t o u t n o m b r e d o n n é à l ' a v a n c e e t t e l l e s 

q u e 

f { x ) > L - z . 

O n é c r i t a l o r s 

l i i n f(sc) = L . 

L a p l u s p e t i t e l i m i t e d e f(x), q u a n d x t e n d v e r s + o c , e s t l, 

si — l e s t l a p l u s g r a n d e l i m i t e d e — f { x ) i p o u r x=-\-zc. O n 

é c r i t 
l ira = l, 
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NOTIONS SIR LES SUITES ET SUR LA CROISSANCE. Il 

e t l e s t d é f i n i p a r l ' é g a l i t é 

l i m / ( 2 > ) = — lira [ — / ( a r ) J -

O n p e u t r a t t a c h e r l ' u n e à l ' a u t r e les n o t i o n s d e p l u s g r a n d e 

e t d e p l u s p e t i t e l i m i t e p o u r u n e f o n c t i o n d e v a r i a b l e c o n t i n u e e t 

p o u r u n e s u i t e d e n o m b r e s d é p e n d a n t d ' u n i n d i c e e n t i e r . 

C o n s i d é r o n s u n e s u i t e d e n o m b r e s « t e n d a n t v e r s -f- oc p a r 

v a l e u r s t o u j o u r s c r o i s s a n t e s , N | , N 2 , . . . , N , , , . . . / p a r e x e m p l e 

u n e s u i t e d ' e n t i e r s c r o i s s a n t s . S o i e n t M.p e t mp l a b o r n e s u p é 

r i e u r e e t l a b o r n e i n f é r i e u r e d e s v a l e u r s d e / ( a ; ) j p o u r 

J e d i s q u ' o n a 

l i m f{ , r ) = l i m M ; , 

e t 
l i m f{x) — l i m mP. 

D é m o n t r o n s , p a r e x e m p l e , la p r e m i è r e d e ces d e u x é g a l i t é s . 

S o i t L l a p l u s g r a n d e l i m i t e d e l a s u i t e Mp. J e d is q u e 

I. = TTm" f(x). 
.f = oo 

J e v a i s m o n t r e r q u e , q u e l q u e p e t i t q u e s o i t le n o m b r e p o s i t i f 

d o n n é s : 

i° L e s v a l e u r s d e x, t e l l e s q u e 

/ ( r ) > L r - e , 

n e d é p a s s e n t p a s u n c e r t a i n n o m b r e f ini . E n effet , p u i s q u e 

L - T T m M y „ 

il e x i s t e u n e n t i e r m , t e l q u e l a c o n d i t i o n p ^> m e n t r a î n e 

M P < L - ( - £ . . 

C o m m e p o u r 

o n a 
/ ( * ) ^ M „ , 

p o u r 
x ï N m + 1 

o n a 
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19. INTROm.'CTION'. 

D o n c , les v a l e u r s d e x q u i d o n n e n t à f(x) u n e v a l e u r s u p é 

r i e u r e à L + Î s o n t i n f é r i e u r e s à u n n o m b r e fini , a u p l u s é g a l 

î° I l y a d e s v a l e u r s d e x d é p a s s a n t t o u t n o m b r e d o n n é e t 

t e l l e s q u e 
f(x) > L — E. 

E n effe t , d ' a p r è s la s e c o n d e p r o p r i é t é c a r a c t é r i s t i q u e d e L , 

e x p r i m é e p a r 

L = K m M, , , 

il y a u n e i n f i n i t é d e v a l e u r s d e p, t e l l e s q u e 

D ' a i l l e u r s , p u i s q u e Mp e s t , p o u r N ^ ^ î ^ N ^ , , la b o r n e s u p é 

r i e u r e d e /(x), il e x i s t e u n e v a l e u r xp d e x s a t i s f a i s a n t à 

e t t e l l e q u e 

/ ( . r „ ) > . M „ - \ -

O n a d o n c 
/(:*•„)> L - s . 

C o m m e ? N / ; , e t q u e p p e u t p r e n d r e u n e i n f i n i t é d e v a l e u r s , 

il e n r é s u l t e q u e les n o m b r e s x t e l s q u e 

d é p a s s e n t t o u t n o m b r e d o n n é à l ' a v a n c e . 

Il e s t à r e m a r q u e r q u e c e t t e d e r n i è r e d é m o n s t r a t i o n n e s u p 

p o s e n u l l e m e n t /\x) c o n t i n u e . S i l ' o n i n t r o d u i t c e l t e h y p o t h è s e , 

o n p e u t f a i r e ;i 
/ ( . r / , ) = M / J , 

ce q u i s i m p l i f i e l é g è r e m e n t la d é m o n s t r a t i o n . 

L e s m ê m e s o p é r a t i o n s p e u v e n t s ' a p p l i q u e r a u c a l c u l d e s 

l i m i t e s e x t r ê m e s d ' i n d é t e r m i n a t i o n d ' u n e s u i t e . Ce la r e v i e n t f à 

r e m p l a c e r , d a n s c e t t e s u i t e , d e s g r o u p e s d ' u n n o m b r e l i m i t é d e 

t e r m e s c o n s é c u t i f s , s o i t p a r le p l u s g r a n d , s o i t p a r le p l u s p e t i t 

d e ces t e r m e s . 

E n f i n , s i g n a l o n s u n e d e r n i è r e d é f i n i t i o n q u i n ' e s t p a s s a n s 
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a n a l o g i e a v e c l a p r é c é d e n t e . C o n s i d é r o n s l a s u i t e u„, u„+i, . . . . 

S o i e n t M„ e t mn les b o r n e s s u p é r i e u r e e t i n f é r i e u r e d e c e t t e s u i t e , 

b o r n e s q u i p e u v e n t ê t r e -{--o o u — o c . L e s n o m b r e s M „ n e v o n t 

j a m a i s e n c r o i s s a n t a v e c n, e t d ' a i l l e u r s ils r e s t e n t s u p é r i e u r s à 

l ' u n q u e l c o n q u e d e s n o m b r e s mp. L e s n o m b r e s M„ t e n d e n t 

d o n c v e r s l e u r b o r n e i n f é r i e u r e L . Ce n o m b r e L e s t la p l u s 

g r a n d e l i m i t e d e la s u i t e u„. P a r e i l l e m e n t , l a b o r n e s u p é r i e u r e l 

d e la s u i t e m„ e s t la p l u s p e t i t e l i m i t e d e la s u i t e w„. 

Si l ' o n é t u d i e u n e f o n c t i o n f{x), o n d é f i n i t les d e u x f o n c t i o n s 

M (x) e t m (a;) q u i s o n t les b o r n e s s u p é r i e u r e e t i n f é r i e u r e d e 

/ ' ( X ) , p o u r X.>x. L a f o n c t i o n M (a;) n e c r o î t j a m a i s e t e s t 

b o r n é e i n f é r i e u r e m e n t . S a b o r n e e s t sa l i m i t e . C e t t e l i m i t e L e s t 

la p l u s g r a n d e l i m i t e d e f(x). D e m ê m e l a b o r n e s u p é r i e u r e l d e 

m(x), q u i e s t e n m ê m e t e m p s sa l i m i t e , e s t l a p l u s p e t i t e l i m i t e 

d e J(x). 
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CHAPITRE I. 
LA NOTATION DES ORDRES TYPES DE CROISSANCE. 

S a n s q u ' i l s o i t p r é a l a b l e m e n t n é c e s s a i r e d e p u i s e r d e s 

e x e m p l e s d a n s l es t r è s n o m b r e u s e s q u e s t i o n s o ù i n t e r v i e n t l a 

n o t i o n d e c r o i s s a n c e , le l e c t e u r a d m e t t r a l ' i n t é r ê t a c t u e l d ' u n e 

t h é o r i e g é n é r a l e e t a b s t r a i t e d e s o r d r e s d e c r o i s s a n c e . S o n u t i l i t é 

s e r a a u r e s t e d é m o n t r é e p a r l es a p p l i c a t i o n s q u e n o u s e n f e r o n s 

e t a u x q u e l l e s s e r o n t c o n s a c r é s l es d e u x d e r n i e r s C h a p i t r e s d e ces 

Leçons, d o n t l es t r o i s p r e m i e r s s o n t e m p l o y é s à l ' é t a b l i s s e m e n t 

d e l a t h é o r i e . . 

N o u s a l l o n s d ' a b o r d e n v i s a g e r c e r t a i n s types fondamentaux 

d e f o n c t i o n s c r o i s s a n t e s . A c h a c u n e d e ces f o n c t i o n s n o u s a d j o i n 

d r o n s u n s i g n e q u i n o u s s e r v i r a à n o t e r s o n o r d r e d e c r o i s s a n c e . 

N o u s d é f i n i r o n s e n s u i t e d e s o p é r a t i o n s s u r les o r d r e s , q u i n o u s 

p e r m e t t r o n t d e n o t e r , p a r d e s c o m b i n a i s o n s d e s s i g n e s é l é m e n 

t a i r e s , les o r d r e s d e f o n c t i o n s f o r m a n t d e s c l a s s e s d e p l u s e n 

p l u s é t e n d u e s . A c h a c u n e d e ces c o m b i n a i s o n s c o r r e s p o n d r a u n e 

f o n c t i o n u n i q u e , e t r é c i p r o q u e m e n t . A i n s i se t r o u v e b o r n é e l a 

m a t i è r e d e n o t r e p r e m i e r C h a p i t r e . 

M a i s , p a r m i les f o n c t i o n s , b e a u c o u p p l u s g é n é r a l e s , d o n t les 

p r o c é d é s p r é c é d e n t s n e n o u s p e r m e t t e n t p a s d e n o t e r l ' o r d r e , 

n o u s r e t i e n d r o n s ce l les d o n t la c r o i s s a n c e e s t l a p l u s v o i s i n e d e s 

p r e m i è r e s , e t s e r a a p p e l é e p a r n o u s régulière. N o u s n o t e r o n s l e u r 

o r d r e a u m o y e n m ê m e d e s e x p r e s s i o n s s e r v a n t p o u r les f o n c t i o n s 

t y p e s v o i s i n e s , m a i s e n a d j o i g n a n t à ces e x p r e s s i o n s u n s i g n e 

d i s t i n c t i f ( p a r e n t h è s e ) . L ' é t u d e d e ces c r o i s s a n c e s f e r a l ' o b j e t 

d u s e c o n d C h a p i t r e . 

E n f i n le t r o i s i è m e C h a p i t r e s e r a c o n s a c r é a u x m o d i f i c a t i o n s 

a p p o r t é e s à l ' o r d r e d e c r o i s s a n c e d ' u n e f o n c t i o n p a r l ' i n t é g r a t i o n 

e t la d i f ï é r e n t i a t i o n d e c e t t e f o n c t i o n . 
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l o g y 
l i m = 2 . 

l o g a ? 

L e s g é n é r a l i t é s e x p o s é e s d a n s l ' I n t r o d u c t i o n é t a i e n t i n d i s 

p e n s a b l e s p o u r i n t r o d u i r e c e r t a i n s nombres caractérisant la crois

sance des fonctions. Ces n o m b r e s s e r o n t d é f i n i s c o m m e d e s l i m i t e s 

d e f o n c t i o n s o u d e s u i t e s . L o r s q u e n o u s a u r o n s d e s f o n c t i o n s 

o u d e s s u i t e s n e t e n d a n t p a s v e r s u n e l i m i t e u n i q u e , ce s e r o n t 

la p l u s g r a n d e e t la p l u s p e t i t e l i m i t e q u e n o u s e n v i s a g e r o n s . 

M o n t r o n s p a r u n e x e m p l e c o m m e n t la c o n n a i s s a n c e d e ce r 

t a i n s n o m b r e s e t d e l e u r s i g n i f i c a t i o n p e u t n o u s f o u r n i r , a v e c 

p r é c i s i o n , c e r t a i n s r e n s e i g n e m e n t s e s s e n t i e l s s u r l a c r o i s s a n c e 

d ' u n e f o n c t i o n , r e l a t i v e m e n t à l a c r o i s s a n c e d e la v a r i a b l e x, 

p r i s e p o u r é t a l o n d e c r o i s s a n c e . 

S o i t la f o n c t i o n 

-j = A-S LOGx (A -+- SINA-) 1 0 "! R . 

( N o u s c o n v i e n d r o n s d e n o t e r 

l o g l o g . r = l o g o a ; , l o g l n g ^ a ? = l o g ^ , .T. ) 

L e f a c t e u r le p l u s c r o i s s a n t d a n s y e s t é v i d e m m e n t x - . F o r 

m o n s le r a p p o r t 

l o g a ? ' 

o n a 
l o g y = l o g a ? - H l o g 2 a ? + l o g 3 a - x l o g ( s -+- s i n a ? ) . 

D o n c 
l o g y l o g 2 3 7 l o g 3 a ? x l o g ( 2 i - s i n . r ) 

l o g x l o g x l o g a ? 

e t , p a r s u i t e , 

( 0 

Ce n o m b r e a n o u s r e n s e i g n e d é j à u t i l e m e n t s u r la c r o i s s a n c e 

d e la f o n c t i o n . M a i s les f o n c t i o n s 

J>'i = x"1 l o g 2 . r , y\-= j 

n o u s a u r a i e n t c o n d u i t p a r l a m ê m e o p é r a t i o n à la m ê m e l i m i t e 2 . 

F o r m o n s la d i f f é r e n c e log y — a loga ; e t c h e r c h o n s si s o n r a p 

p o r t à logo.r t e n d v e r s u n e l i m i t e . Il e n e s t e f f e c t i v e m e n t a i n s i e t 

. , . l o g y — a l o g a ? 
( 2 ) LI M — - — : — = i . 

.r = -i-=o l o g » a ? 
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Ce n o m b r e 1 n o u s d o n n e u n e s e c o n d e a p p r o x i m a t i o n t r è s 

p r é c i s e s u r l a c r o i s s a n c e d e y . Il e s t m a i n t e n a n t n a t u r e l d e c h e r 

c h e r si 
l o g y - - a lo° ; . r — l o g , ^ 

t e n d v e r s u n e l i m i t e . 

Ce r a p p o r t e s t é g a l à 

l o g ( 2 - 4 - s i n a " ) . 

I l osc i l l e e n t r e o e t l o g 3 . Ic i n o u s n ' a v o n s p l u s d e r é s u l t a t 

p r é c i s . N o u s c o n n a i s s o n s c e p e n d a n t l a p l u s g r a n d e e t l a p l u s 

p e t i t e l i m i t e d u t r o i s i è m e r a p p o r t e x a m i n é , m a i s il n o u s e s t 

i m p o s s i b l e d e t e n t e r u n e q u a t r i è m e a p p r o x i m a t i o n . 

E n t o u s c a s , les p r o p r i é t é s e s s e n t i e l l e s d e la f o n c t i o n r e l a t i 

v e m e n t à la c r o i s s a n c e s o n t i n d i q u é e s p a r la s i g n i f i c a t i o n e t l a 

v a l e u r d e s n o m b r e s t r o u v é s 2 , 1 e t o, log 3. 

•Ordres fondamentaux de croissance. — L e s f o n c t i o n s q u e n o u s 

é t u d i e r o n s d ' a b o r d e t q u i n o u s f o u r n i r o n t les é t a l o n s f o n d a 

m e n t a u x d e c r o i s s a n c e s o n t l es p u i s s a n c e s d e la v a r i a h l e e t l e s 

f o n c t i o n s e x p o n e n t i e l l e e t l o g a r i t h m i q u e . 

N o u s e n v i s a g e r o n s e n s u i t e l es f o n c t i o n s se d é d u i s a n t d e s p r e 

m i è r e s p a r c o m p o s i t i o n d e ces f o n c t i o n s e n t r e e l l e s , p u i s 

( C h a p i t r e I I I ) p a r i n t é g r a t i o n e t d i f f é r e n t i a t i o n . 

L a f o n c t i o n l o g a r i t h m i q u e se r a t t a c h e a i n s i a u x p u i s s a n c e s 

d e la v a r i a b l e , p u i s q u ' e l l e e s t la p r i m i t i v e d e - • L ' i m p o r t a n c e 

d e la f o n c t i o n e x p o n e n t i e l l e r é s u l t e r a p o u r n o u s , d ' a b o r d d u 

f a i t q u ' e l l e e s t l ' i n v e r s e d e la f o n c t i o n l o g a r i t h m i q u e e t e n 

s u i t e d u f a i t q u e sa d é r i v é e l u i e s t é g a l e e t a , p a r s u i t e , u n e 

c r o i s s a n c e i d e n t i q u e à la s i e n n e . 

N o u s r a p p e l o n s , u n e fois p o u r t o u t e s , q u e la f o n c t i o n e t l a 

v a r i a b l e s o n t t o u t e s d e u x d e s i n f i n i m e n t g r a n d s p o s i t i f s . N o u s 

p r e n o n s p o u r i n f i n i m e n t g r a n d p r i n c i p a l la v a r i a b l e x, e t n o u s 

c o n v e n o n s d e d i r e q u e s o n o r d r e d e g r a n d e u r e s t identique à 1 . 

N o u s d i r o n s de m ô m e q u e , n é t a n t u n n o m b r e p o s i t i f fixe q u e l 

c o n q u e , l ' o r d r e d e g r a n d e u r d e x" e s t identique à n. D a n s la 

s u i t e , n o u s c o n s e r v e r o n s c e t t e d é f i n i t i o n , si n e s t n é g a t i f o u 

n u l . 
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L a f o n c t i o n e x p o n e n t i e l l e ex c r o î t p l u s r a p i d e m e n t q u e n ' i m 

p o r t e q u e l l e p u i s s a n c e d e x. O n a 

e z 

l i m — = oc, 
y il 

,T' = -+- 00 

q u e l q u e s o i t le n o m b r e rc. N o u s a v o n s l à u n p r e m i e r e x e m p l e 

d ' u n f a i t g é n é r a l , e t q u i c o n s t i t u e u n e d i f f é r e n c e e s s e n t i e l l e 

e n t r e les s u i t e s d e n o m b r e s e t les s u i t e s d e f o n c t i o n s . C o n s i 

d é r o n s la s u i t e d e f o n c t i o n s x, x1, x', x", . . . . C h a c u n e 

d ' e l l e s c r o î t p l u s r a p i d e m e n t q u e t o i f t e s ce l les q u i la p r é c è d e n t . 

S i l ' o n d o n n e à x u n e v a l e u r p a r t i c u l i è r e s u p é r i e u r e à i , p a r 

e x e m p l e 2 , o n o b t i e n t la s u i t e 2 , 4j 8, 2 " , . . . . A u c u n 

n o m b r e A , d o n n é , n ' e s t s u p é r i e u r à t o u s les t e r m e s d e c e t t e 

s u i t e , p u i s q u ' e l l e t e n d v e r s - j - oc . 

E t c e p e n d a n t , ex a la p r o p r i é t é d ' a u g m e n t e r p l u s r a p i d e m e n t 

q u e t o u t e s les f o n c t i o n s d e la s u i t e . D o n c , d ' u n e p a r t , q u e l l e 

q u e s o i t la v a l e u r f ixe a d o n n é e à x, il e s t p o s s i b l e d e t r o u v e r 

u n e v a l e u r na t e l l e q u e p o u r n^>n0, o n a 

e t d ' a u t r e p a r t , q u e l q u e s o i t le n o m b r e f ixe n c h o i s i , il e x i s t e 

u n e v a l e u r b d e x, t e l l e q u e x^> b e n t r a î n e x" <^ er. 

N o u s p o u v o n s d i r e , e n u n c e r t a i n s e n s , q u e p o u r x = -)- as, 

er e s t p l u s g r a n d q u e c h a c u n e d e s f o n c t i o n s d e la s u i t e , b i e n 

q u e , p o u r t o u t e v a l e u r f inie d e x, ec n e s u r p a s s e q u ' u n n o m b r e 

l i m i t é d ' e n t r e e l l es . 

E n u t i l i s a n t la r e p r é s e n t a t i o n g é o m é t r i q u e d e s f o n c t i o n s , la 

c o u r b e y — ex, p o u r c e r t a i n e s v a l e u r s d e x, e s t s i t u é e a u - d e s s o u s 

d e la c o u r b e y = x", n a y a n t u n e v a l e u r f ixe , m a i s f in i t p a r la 

d é p a s s e r . 

O n d é s i g n e r a l ' o r d r e d e c r o i s s a n c e d e ec p a r le s y m b o l e <o, à 

c a u s e d ' é v i d e n t e s a n a l o g i e s e n t r e c e t t e t h é o r i e e t ce l le d e s 

n o m b r e s t r a n s f i n i s d e C a n t o r . L ' o r d r e d e c r o i s s a n c e d e x" e s t n. 

L e f a i t q u e 

\ I m = r - — 3C 

s ' e x p r i m e p a r ru ^> n. 
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L e n o m b r e q u e n o u s i n t r o d u i s o n s d a n s l a n u m é r a t i o n d e s 

o r d r e s d e c r o i s s a n c e e s t d o n c s u p é r i e u r à t o u t e n t i e r . N o u s 

d i r o n s q u e <o n o t e identiquement l ' o r d r e d e ex. 

Les opérations sur les ordres de croissance. — N o u s a l l o n s 

d é f i n i r d e s o p é r a t i o n s s u r les o r d r e s d e c r o i s s a n c e . Ces d é f i n i 

t i o n s s e r o n t v a l a b l e s q u e l l e s q u e s o i e n t les n o t a t i o n s q u e n o u s 

s e r o n s c o n d u i t s à a d o p t e r p a r la s u i t e . 

M a i s , d è s m a i n t e n a n t , i n d i q u o n s la d i s t i n c t i o n f o n d a m e n t a l e 

q u e n o u s f e r o n s e n t r e d e u x s o r t e s d e n o t a t i o n s : i ° u n e n o t a t i o n 

s e r a d i t e d é s i g n e r identiquement u n o r d r e d e c r o i s s a n c e q u a n d 

el le d é s i g n e r a l ' o r d r e d e c r o i s s a n c e d ' u n e f o n c t i o n u n i q u e p a r 

f a i t e m e n t d é t e r m i n é e ; a i n s i , n e t o> n o t e n t i d e n t i q u e m e n t l e s 

o r d r e s d e xn e t d e eT r e s p e c t i v e m e n t ; c ' e s t d e ces n o t a t i o n s 

u n i q u e m e n t q u e n o u s n o u s o c c u p e r o n s d a n s ce C h a p i t r e ; 

2 ° n o u s i n t r o d u i r o n s a u s e c o n d C h a p i t r e d e s n o t a t i o n s d o n t 

c h a c u n e d é s i g n e r a n o n p l u s u n e f o n c t i o n u n i q u e , m a i s t o u t e 

u n e c l a s s e d e f o n c t i o n s p o s s é d a n t e n c o m m u n u n e m ê m e a l l u r e 

d e c r o i s s a n c e . 

S o i e n t a , , eu, . . . , a.p d e s e x p r e s s i o n s d é s i g n a n t i d e n t i q u e m e n t 

d i v e r s o r d r e s d e c r o i s s a n c e . I l e x i s t e , p o u r c h a c u n d e ces o r d r e s , 

u n e f o n c t i o n e t u n e s e u l e p o s s é d a n t i d e n t i q u e m e n t c e t o r d r e . 

S o i e n t f\,fx, • • - ,fP ces f o n c t i o n s . 

E f f e c t u o n s s u r / , , f2, . . ., fp u n e o p é r a t i o n d é t e r m i n é e A , t e l l e 

q u e p r o d u i t , d é r i v a t i o n , o p é r a t i o n f o n c t i o n n e l l e q u e l c o n q u e . 

S o i t F l a f o n c t i o n r é s u l t a t d e c e t t e o p é r a t i o n . N o u s d i r o n s 

q u e n o u s a v o n s e f f e c t u é u n e c e r t a i n e o p é r a t i o n A ' s u r l es 

o r d r e s a , , a 2 , . . . , v.p e t q u e l ' o r d r e a d e F e s t identique a u 

r é s u l t a t d e c e t t e o p é r a t i o n . N o u s d é f i n i r o n s A ' e n d é f i n i s s a n t A . 

N o u s a d o p t e r o n s u n e t e r m i n o l o g i e p o u r d é s i g n e r l es d i v e r s e s 

o p é r a t i o n s A ' , e t d e s s i g n e s d ' o p é r a t i o n p o u r r e p r é s e n t e r , p a r 

u n e e x p r e s s i o n c o m p o s é e a v e c a , , a o , . . . , y.p, le r é s u l t a t d ' u n e 

o p é r a t i o n A ' e f f e c t u é e s u r ces o r d r e s . P a r c o n v e n t i o n c e t t e 

e x p r e s s i o n notera identiquement l ' o r d r e d e F . 

C o n s i d é r o n s " d ' a b o r d , c o m m e o p é r a t i o n A , l e p r o d u i t . N o u s 

p o s o n s Y=fKf., . . . fp. N o u s a p p e l l e r o n s l ' o p é r a t i o n A ' c o r 

r e s p o n d a n t e l'addition d e s o r d r e s d e c r o i s s a n c e , e t l ' o r d r e a 

d e F s e r a a p p e l é la somme d e s o r d r e s a 2 , . . . , i.p, s o m m e 
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q u i s e r a r e p r é s e n t é e p a r 

Xi -+• a, - h . . . - 1 - a p . 

Si d o n c f\,f%, • • •, fP s o n t d e s f o n c t i o n s p a r f a i t e m e n t d é t e r 

m i n é e s p a r la c o n n a i s s a n c e d e s o r d r e s m , , a..,, a.p, n o u s 

d i r o n s q u e la n o t a t i o n a t -(— oc2 -f- . . . -(- â , d é s i g n e i d e n t i q u e m e n t 

l ' o r d r e d e F . N o u s é c r i r o n s 

i = ! Z i ^ - a 2 - t - . . . - + - a p . 

D a n s le c a s o ù a , , a 5 , . . ., olp s o n t d e s n o m b r e s a r i t h m é t i q u e s , 

l ' o r d r e d e F e s t a priori u n n o m b r e d e m ê m e n a t u r e , q u e n o u s 

p o u v o n s c a l c u l e r d i r e c t e m e n t d ' a p r è s l ' é g a l i t é F =f, J., . . . . fp. 

S o i e n t d o n c n , , n 2 , . . · , n p l es o r d r e s i d e n t i q u e s d e f \ , f > , • • - ,fP 

O n a 

A = x"<, fi = x">, 

D o n c 
F = a r " i - i -

A i n s i l ' o r d r e d e F se t r o u v e ê t r e i d e n t i q u e a u n o m b r e a r i t h 

m é t i q u e effectué nK - j - n-, -\- · • • + n p . O r , d ' a p r è s les c o n v e n t i o n s 

r e l a t i v e s à l ' a d d i t i o n d e s o r d r e s , l ' o r d r e d e F se n o t e a u s s i 

i d e n t i q u e m e n t n ( + n - , + . . . + n p . D o n c , d a n s c e t t e e x p r e s s i o n , 

o ù c h a q u e t e r m e d é s i g n e u n o r d r e d e g r a n d e u r , e t o ù , a priori, 

les s i g n e s -(- u t i l i s é s n ' o n t r i e n d e c o m m u n a v e c c e u x d e l ' A l g è b r e , 

il e s t l o i s i b l e d e p r o c é d e r c o m m e s ' i ls a v a i e n t le m ê m e s e n s , 

q u a n d n , , n . 2 , . . ., n p s o n t d e s n o m b r e s a r i t h m é t i q u e s , e t d e r e m 

p l a c e r l ' e x p r e s s i o n p a r la s o m m e a r i t h m é t i q u e e f f e c t u é e . 

L a d é f i n i t i o n d o n n é e d e l ' a d d i t i o n d e s o r d r e s d e c r o i s s a n c e 

m o n t r e i m m é d i a t e m e n t q u e c e t t e o p é r a t i o n e s t c o m m u t a t i v e , 

c ' e s t - à - d i r e q u e d a n s u n e s o m m e d ' o r d r e s o n p e u t i n t e r v e r t i r 

l ' o r d r e d e s t e r m e s , e t a s s o c i a t i v e , c ' e s t - à - d i r e q u ' o n p e u t r e m 

p l a c e r p l u s i e u r s d ' e n t r e e u x p a r l e u r s o m m e e f f e c t u é e , o u i n v e r 

s e m e n t d é c o m p o s e r c e r t a i n s d ' e n t r e e u x e n u n e s o m m e d ' a u t r e s . 

T o u t cec i e s t u n e c o n s é q u e n c e i m m é d i a t e d u f a i t q u e le 

p r o d u i t J ' i fa · · · fP j o u i t d e s p r o p r i é t é s c o m m u t a t i v e e t a s s o c i a 

t i v e . 

E n p a r t i c u l i e r , o n p o u r r a g r o u p e r c e u x d e s t e r m e s q u i s o n t 

d e s n o m b r e s a r i t h m é t i q u e s , e t les r e m p l a c e r p a r l e u r s o m m e 
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e f f e c t u é e . D a n s l a d é f i n i t i o n d o n n é e d e l ' a d d i t i o n d e s o r d r e s , 

r i e n n e s ' o p p o s e à ce q u e c e r t a i n s d e ces o r d r e s , o u m ê m e t o u s , 

s o i e n t n é g a t i f s . O n p o u r r a g r o u p e r t o u s les o r d r e s p o s i t i f s o u 

n é g a t i f s e t l es r é d u i r e à u n s e u l p a r v o i e d ' a d d i t i o n a l g é b r i q u e . 

A t i t r e s d ' e x e m p l e s , l ' o r d r e d e x" ex e s t i d e n t i q u e à n -f- w 

o u d) -f- n. Ce lu i d e — e s t i d e n t i q u e à o) — n. Ce lu i d e ex X ev 

e s t (o -)- t o . L ' o p é r a t i o n q u e n o u s a l l o n s i m m é d i a t e m e n t d é f i n i r 

n o u s j p e r m e t t r a d ' é c r i r e 

u + m s 2 x i» 

( m a i s n o n p a s : w - f u = u X 2 ) . 

P a s s o n s à la m u l t i p l i c a t i o n d e s o r d r e s de c r o i s s a n c e . P r e n o n s 

c o m m e o p é r a t i o n A l a c o m p o s i t i o n d e s f o n c t i o n s . S o i e n t , t o u t 

d ' a b o r d , d e u x o r d r e s s e u l e m e n t a, e t a 2 , / ( e t f-, l es f o n c t i o n s 

u n i q u e s d o n t les o r d r e s s o n t i d e n t i q u e m e n t d é s i g n é s p a r a, 

e t a 2 . N o u s p o s o n s 

F = / i r • 

D ' u n e f a ç o n p r é c i s e , d a n s la f o n c t i o n F = f\(y), n o u s c o n s i 

d é r o n s y c o m m e l a f o n c t i o n d e x é g a l e à f2(x). F e s t a l o r s u n e 

f o n c t i o n d e x, e t , p o u r la c a l c u l e r p o u r c h a q u e v a l e u r d e x, n o u s 

y r e m p l a ç o n s y p a r s o n e x p r e s s i o n e n x, ce q u i n o u s c o n d u i t à 

l ' é c r i r e 

F = / i [ / « ( * ) ! • 

O n d i t e n c o r e q u e F e s t le r é s u l t a t d e l ' o p é r a t i o n f o n c t i o n 

n e l l e / , a p p l i q u é e à f2(x). 

N o u s a p p e l l e r o n s l ' o p é r a t i o n A ' c o r r e s p o n d a n t e la multipli

cation d e s o r d r e s d e c r o i s s a n c e , e t l ' o r d r e a d e F s e r a a p p e l é le 

produit d e l ' o r d r e a, p a r l ' o r d r e a 2 ( e t n o n p a s a 2 p a r a, ) , p r o 

d u i t q u i s e r a r e p r é s e n t é p a r a, X x 2 o u a , . a 2 o u m ê m e xt a 2 

s ' i l n e p e u t p a s e n r é s u l t e r d e c o n f u s i o n . 

L a m u l t i p l i c a t i o n d e s o r d r e s d o n n e l i e u à d e s r e m a r q u e s 

a n a l o g u e s à ce l les d e l ' a d d i t i o n . 

Si f\,f-i s o n t p a r f a i t e m e n t d é t e r m i n é e s p a r la c o n n a i s s a n c e 

d e s o r d r e s a , , x2, n o u s d i r o n s q u e l a n o t a t i o n a, X a 2 d é s i g n e iden

tiquement l ' o r d r e d e F . N o u s é c r i r o n s 
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E x a m i n o n s le c a s o ù a, e t a 2 s o n t d e s n o m b r e s a r i t h m é t i q u e s : 

Si AI = n , , su = n2, o n a 

fx(y) =y"'> Mx) = x">. 
D o n c 

F = 3 7 ™ ! " . . 

L ' o r d r e d e F se t r o u v e ê t r e i d e n t i q u e a u n o m b r e a r i t h m é 

t i q u e effectué ri\ n2. D o n c , d a n s l ' e x p r e s s i o n ns X 7 I 2 , o ù n¡ et. n., 

d é s i g n e n t d e s o r d r e s d e g r a n d e u r s a r i t h m é t i q u e s , e l o ù a priori 

le s i g n e X u t i l i s é n ' a r i e n d e c o m m u n a v e c c e l u i d e l ' A l g è b r e , 

il e s t l o i s i b l e d e p r o c é d e r c o m m e s ' i l a v a i t le m ê m e s e n s e t d e 

r e m p l a c e r l ' e x p r e s s i o n p a r le p r o d u i t a r i t h m é t i q u e e f f e c t u é . 

L a m u l t i p l i c a t i o n d e s d e u x o r d r e s e s t c o m m u t a t i v e q u a n d ces 

o r d r e s s o n t d e s n o m b r e s a r i t h m é t i q u e s . M a i s d a n s le cas g é n é r a l 

e l le n e p o s s è d e p a s c e t t e p r o p r i é t é . 

O N n ' a p a s 

* [ < ? ( * ) ] ^ [ L - C A O L . 

A i n s i 

S I N E * y £ e 5 '" ' ' . 

O N d é f i n i t d ' u n e m a n i è r e e n t i è r e m e n t a n a l o g u e le p r o d u i t 

d e p l u s i e u r s o r d r e s a , , a 2 , . . . , r a n g é s d a n s l ' o r d r e i n d i q u é . 

D ' u n e f a ç o n g é n é r a l e , ce p r o d u i t e s t le p r o d u i t d e l ' o r d r e a, 

p a r l ' o r d r e a , X a , X . . . X tj.p. L e p r o d u i t d e d e u x o r d r e s é t a n t 

d é f i n i , c ec i f a i t c o n n a î t r e le p r o d u i t d e t r o i s , q u a t r e , . . . o r d r e s , 

q u e l q u e s o i t l ' e n t i e r p. 

D a n s u n p r o d u i t d e p l u s i e u r s o r d r e s o n n e p e u t p a s i n t e r v e r t i r 

l ' o r d r e d e s f a c t e u r s , m a i s o n p e u t g r o u p e r p l u s i e u r s f a c t e u r s 

c o n s é c u t i f s , e t l e s r e m p l a c e r p a r l e u r p r o d u i t e f f e c t u é , si l ' o n s a i t 

n o t e r ce p r o d u i t . 

E N effet , p r e n o n s p a r e x e m p l e le c a s d e q u a t r e f a c t e u r s OT,, A 3 , 

a 3 , a.,. P o s o n s 

F = / I ( 7 ) , y = M * ) , * = M n , '=/.(*)• 

F , y, z, t s o n t d e s f o n c t i o n s d e x. L ' o r d r e d e t e s t 7.4, c e l u i 

d e z, a 3 X A 4 , c e l u i d e y, Ï O Ï J J , , c e l u i d e F , a, a 2 a 3 a 4 . . O r , il e s t 

é v i d e n t q u e , si 

? ( ' ) = / . [ / 3 ( 0 ] , 
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les d e u x é g a l i t é s où figure z p e u v e n t ê tre r e m p l a c é e s par 

s a n s q u e l ' e x p r e s s i o n d e F e n a: c h a n g e . Or, l 'ordre de f2 [fi(x)] 

e s t a 2 . a 3 . D o n c l 'ordre d e F e s t a u s s i 

C'est p a r e i l l e m e n t 

al s , X j j X st4 

et p a r s u i t e 

C'est a u s s i p a r d é f i n i t i o n 

a, x as x a3 .a t et i i X i j i j i j , 

A u p o i n t d e v u e d e la d i s t r i b u t i v i t é , l ' e x p r e s s i o n 

2l X oej-t- a s - t - . . . - H olp 

n e p o s s è d e p a s , e n g é n é r a l , c e t t e p r o p r i é t é , c ' e s t -à -d ire q u e 

c e t ordre n e d é f i n i t p a s la m ê m e f o n c t i o n q u e 

I | X O ! + 3 l X J ! + . . . . 

E n effet , si 

F = / i ( r ) e t
 y = A ( * ) X / i < > ) X - . . x f P ( x ) , 

o n a e n g é n é r a l 

Mais l ' e x p r e s s i o n 
3 5 I - 3.3 t - . . . ->i- Xj, X « 1 

e s t d i s t r i b u t i v e . Car, si 

F = / 2 ( r ) X / 3 ( r ) X . . . 

e t si 
y = / J O ) , 

o n a 

F = / , [ / , ( * ) ] x / , [ / i ( * ) J x . . . , 

d o n t l 'ordre e s t a u s s i 
I [ X ot,H- i , X ot i -H. . . . 
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LA NOTATION DES ORDRES ÏTL'F-S DE CK01SSANXE. 7 3 

A la m u l t i p l i c a t i o n d e p l u s i e u r s o r d r e s se r a t t a c h e n t l ' i t é 

r a t i o n e t l ' i n v e r s i o n d e s f o n c t i o n s . L ' i t é r a t i o n d ' u n e f o n c t i o n <p 

e s t le p r o d u i t d e p l u s i e u r s o p é r a t i o n s f o n c t i o n n e l l e s i d e n t i q u e s 

à a. L a f o n c t i o n o b t e n u e e s t à l a f o n c t i o n d e f o n c t i o n ce q u e 

la p u i s s a n c e d ' u n n o m b r e e s t a u p r o d u i t d e d e u x n o m b r e s 

d i s t i n c t s . 

N o u s é c r i r o n s 

'?A(X) a p o u r o r d r e l ' o r d r e d e a ( a ) é l e v é à l a p u i s s a n c e h. Si 

o[x) a s o n o r d r e i d e n t i q u e m e n t n o t é p a r a, n o u s c o n v i e n d r o n s 

d e n o t e r i d e n t i q u e m e n t p a r ah l ' o r d r e d e U A ( : E ) . E n p a r t i c u l i e r , 

si l ' o r d r e d e a e s t u n n o m b r e a r i t h m é t i q u e n, c e t t e c o n v e n t i o n 

c o n d u i t à n o t e r nA l ' o r d r e d e a;*. C o m m e <z = x", vn = x"''. 

N o t r e c o n v e n t i o n s e t r o u v e d o n c d a n s ce c a s p a r t i c u l i e r se 

r é d u i r e à u n e c o n v e n t i o n a n t é r i e u r e . 

Il e s t a i s é d ' é t e n d r e les d é f i n i t i o n s e t les f o r m u l e s a u c a s o ù h 

e s t u n e n t i e r n é g a t i f o u n u l . I l suff i ra d e c o n v e n i r q u e la r e l a t i o n 

? [ ? A - I T ^ ) ] = <?/i(x) 

s u b s i s t e r a , m ê m e si h—i e s t n é g a t i f o u n u l , e t a l o r s o n p e u t 

d é f i n i r d e p r o c h e e n p r o c h e a/, p o u r l es v a l e u r s d é c r o i s s a n t e s e t 

n é g a t i v e s d e h. 

O n a 

? O O ) = x, 

e n f a i s a n t h = I . 

O n c o n s t a t e a i n s i la v a l i d i t é d e la n o t a t i o n a ° = I , q u e l q u e 

s o i t l ' o r d r e a. 

L a f o n c t i o n a _, (a;) e s t d é f i n i e p a r l ' é g a l i t é 

ç [ o _ , ( a r ) J — X. 

O r , si l ' é g a l i t é ^ = a (a;) r é s o l u e p a r r a p p o r t à x d o n n e x = $(y), 

o n s a i t q u e la f o n c t i o n 9 e s t a p p e l é e la fonction inverse d e a. 

D o n c 
0 ( A 7 ) — œ__j ( a ; ) . 

L ' o r d r e d e e s t a p p e l é l ' i n v e r s e d e l ' o r d r e d e a e t si ce 
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d e r n i e r e s t a., le p r e m i e r se n o t e ^ o u a - 1 . E n p a r t i c u l i e r , 

l ' i n v e r s e d e l ' o r d r e n e s t i d e n t i q u e à ^ -

E n i t é r a n t la f o n c t i o n i n v e r s e , o n o b t i e n t les f o n c t i o n s 

e t l ' o r d r e d e cp_^(a;) e s t a~ A . 

S o i t à t r o u v e r l ' o r d r e d e la f o n c t i o n i n v e r s e d e tp [TL(a;)], s a c h a n t 

q u e a e t ¡3 s o n t r e s p e c t i v e m e n t l es o r d r e s i d e n t i q u e s d e o e t '^. 

Si tp [ '}(#)! = F[x)i si t p i i F ( s o n t les f o n c t i o n s i n v e r s e s d e 

tp, '1, F, o n a 

< M ? i ( * ) ] = F l ( » , 

c o m m e o n le v é r i f i e p a r 

F [ F 1 ( a r ) l = a". 

L ' o r d r e d e F e s t a X 3 . Ce lu i d e F ( e s t d o n c — M a i s l ' e x -
1 a X ¡3 

• p r e s s i o n d e F , m o n t r e q u e c e t o r d r e e s t a u s s i ^ X ' • 

D o n c 
T I I 

e t , e n g é n é r a l , 

i i i 

Z a notation des ordres usuels. — A p p l i q u o n s à la c o m p o s i t i o n 

e n t r e e l les e t à l ' i t é r a t i o n r e s p e c t i v e d e s f o n c t i o n s eT e t x" l e s 

r è g l e s d e la m u l t i p l i c a t i o n d e s o r d r e s . 

L ' i t é r a t i o n d e la f o n c t i o n ex d o n n e d ' a b o r d eeT d o n t l ' o r d r e 

e s t t o - , p u i s er" d o n t l ' o r d r e e s t w 3 , e t c . N o u s s a v o n s d o n c ce 

q u e r e p r é s e n t e t o " , n é t a n t u n e n t i e r q u e l c o n q u e . O n o b t i e n t 

a i n s i u n e s u i t e d e f o n c t i o n s d e p l u s e n p l u s r a p i d e m e n t 

c r o i s s a n t e s . 

C e p e n d a n t , il e s t p o s s i b l e d e t r o u v e r u n e f o n c t i o n d o n t la 

c r o i s s a n c e d é p a s s e ce l l e d e c h a c u n e d e ces f o n c t i o n s . C ' e s t u n e 

a p p l i c a t i o n p a r t i c u l i è r e d u t h é o r è m e s u i v a n t , d û à P . d u B o i s -

R e y m o n d : Si l'on considère une suite dénombrable de fonctions 
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I , \ N O T A T I O N I ) i : S O K D I V K 3 T Y I ' K S D K C R O I S S A N T E . ï 5 

ç,(x), . . . , '3„(x), . . . , on peut trouver une fonction f(x) telle que 

l i m — = - h o o , 

quel que soit n. 

E n effet , p o u r x = n, c h o i s i s s o n s f{n) é g a l a u p l u s g r a n d d e s 

n o m b r e s 

Mavï.+ ] ?. O ) Max.',';' <p„(a;), 

e n d é s i g n a n t p a r Max§CP(a ; ) la b o r n e s u p é r i e u r e d e s(x) d a n s 

l ' i n t e r v a l l e «¡3. O n a 

fin) > ?,(>), 

p o u r 
< a ; < n - + - I ( t = 1 , 2 , . . . , « . ) ; 

e t é v i d e m m e n t 

/ ( * - + -

Si d o n c f(x) e s t c h o i s i p o u r n <Cx <Cn -)- i s i m p l e m e n t c r o i s 

s a n t , v a r i a n t l i n é a i r e m e n t p a r e x e m p l e , l a f o n c t i o n f[x) e s t 

a u s s i dé f i n i e p o u r t o u t e v a l e u r d e x e t l ' o n a 

/ ( .*) > •f«( : r) P n u r ^ = «-

Si, q u e l q u e s o i t n, il e x i s t e u n n o m b r e p t e l q u e î / ^ ' X F L 1 

t e n d e v e r s + œ a v e c a;, il e n s e r a d e m ê m e d e C e t t e 

h y p o t h è s e e s t d ' a i l l e u r s s u p e r f l u e , c a r , H (a;) é t a n t u n e f o n c t i o n 

t e n d a n t v e r s -f- oo, e n p o s a n t 

F ( » = / 0 ) x U(x), 

.. F(x) 
l i m : — - = - t - » 

q u e l q u e s o i t l ' i n d i c e n . 

E n p a r t i c u l i e r , il e x i s t e d e s f o n c t i o n s c r o i s s a n t p l u s r a p i d e 

m e n t q u e ce l les d ' o r d r e to, o>3, . . . , a " , . . . . 

Ces f o n c t i o n s r e s t e r o n t e x t é r i e u r e s a u c a d r e d e n o t r e é t u d e . 

N o u s n e les r e n c o n t r e r o n s q u ' e x c e p t i o n n e l l e m e n t d a n s les 

t h é o r i e s g é n é r a l e s q u i s u i v r o n t , e t j a m a i s d a n s les a p p l i c a t i o n s 

q u e n o u s d o n n e r o n s d e ces t h é o r i e s . Ces f o n c t i o n s l i m i t e n t le 

c h a m p d e n o s r e c h e r c h e s d e la m ê m e f a ç o n q u e d a n s les s c i e n c e s 
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( ' ) C 'es t là la di f férence avec les sciences d ' o b s e r v a t i o n : on p o u r r a i t 

cho is i r une au t re l i m i t a t i o n ; mais i l est nécessaire d 'en cho is i r une . 

d ' o b s e r v a t i o n ; l ' e x p é r i m e n t a t i o n se l i m i t e a c t u e l l e m e n t a u x p h é 

n o m è n e s o b s e r v a b l e s p a r le m i c r o s c o p e d ' u n e p a r t e t p a r le t é l e s 

c o p e d ' a u t r e p a r t . E n s o m m e , n o u s d e v o n s i m p o s e r u n e b o r n e 

a u x o r d r e s d e c r o i s s a n c e o b j e t d e n o t r e é t u d e , c e t t e b o r n e 

é t a n t d ' a i l l e u r s l a i s s é e à n o t r e c h o i x ( ' ). Ce f a i t e s t u n e c o n s é 

q u e n c e n é c e s s a i r e d u t h é o r è m e d e P . d u B o i s - R e y r n o n d . P o u r 

é p u i s e r les o r d r e s d e c r o i s s a n c e , il f a u d r a i t d é t e r m i n e r u n e s u i t e 

d e f o n c t i o n s t e l l e s q u e t o u t e f o n c t i o n s o i t d é p a s s é e p a r l ' u n e 

d ' e n t r e e l l es . O r , cec i n ' e s t p a s p o s s i b l e . I l f a u t d o n c se b o r n e r . 

Q u a n d o n c h e r c h e à r e n d r e c o n c r è t e l a t h é o r i e d e s n o m b r e s 

t r a n s f i n i s , o n se h e u r t e d e m ê m e à l ' i m p o s s i b i l i t é d e d é s i g n e r 

t o u s ces n o m b r e s p a r u n n o m b r e fini d e m o t s , o u d e s y m b o l e s , 

p a r c e q u ' à u n n o m b r e fini d e m o t s o u d e s y m b o l e s n e c o r r e s 

p o n d q u ' u n e s u i t e d é n o m b r a b l e d e n o m b r e s t r a n s f i n i s , e t a l o r s 

il e x i s t e u n n o m b r e n o n e n c o r e n o m m é q u i e s t s u p é r i e u r à t o u s 

l e s n o m b r e s d e l a s u i t e . 

N o t r e l i m i t a t i o n c o n s i s t e r a à n ' e n v i s a g e r q u e d e s f o n c t i o n s 

d ' o r d r e i n f é r i e u r à 10" , n é t a n t u n n o m b r e e n t i e r fini. 

L e s p u i s s a n c e s n é g a t i v e s d e TO se d é f i n i s s e n t i m m é d i a t e m e n t . 

A I N S I i l ) - 1 e s t l ' o r d r e d e la f o n c t i o n i n v e r s e d e e r , q u i e s t l og x . 

D e m ê m e , w~- e s t l ' o r d r e d e l o g l o g x o u log^a;, w p e s t l ' o r d r e 

d e \ogpX. 

Ces f o n c t i o n s l o g x , l o g 2 a : , l o g / ; ; r , . . . a u g m e n t e n t d e p l u s 

E N p l u s l e n t e m e n t . I l e x i s t e c e p e n d a n t d e s f o n c t i o n s c r o i s s a n t e s 

e t c r o i s s a n t p l u s l e n t e m e n t q u e c h a c u n e d e s f o n c t i o n s d e c e t t e 

s u i t e . E n effet , d é s i g n o n s p a r e,p{x) l a f o n c t i o n i n v e r s e d e 

l o g p X , e t c o n s i d é r o n s u n e f o n c t i o n / ( x ) c r o i s s a n t p l u s v i t e q u e 

e p ( x ) q u e l q u e s o i t l ' e n t i e r p . L a f o n c t i o n i n v e r s e d e f c r o î t 

p l u s l e n t e m e n t q u e l a f o n c t i o n i n v e r s e d e ep, c ' e s t - à - d i r e q u e 

l o g ^ x . R a p p e l o n s b r i è v e m e n t p o u r q u o i , é t a n t d o n n é e s d e u x 

f o n c t i o n s f e t o , c r o i s s a n t e s e t t e l l e s q u e j \ x ) ] > s ( x ) , p o u r 

t o u t e v a l e u r d e x , l e u r s i n v e r s e s f ¡ e t 3 , d o n n e n t l i e u à l ' i n é g a 

l i t é j \ ( x ) <C s , [ x ) . O n a 

fí/iixj] = ? [ < ? i i > ) ] = x-
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D O N N O N S À x U N E VALEUR PARTICULIÈRE. IL EST I M P O S S I B L E Q U E 

f\ { % ) = 'fi (x)- CAR, S'IL EN ÉTAIT A I N S I , ON AURAIT 

O R <?[fi(x)] <I/[/i(̂ )] P A R H Y P O T H È S E . O N EN CONCLURAIT 

?[<?!(*)] </r/i(*)]. 
CE Q U I EST INEXACT, P U I S Q U E LES D E U X M E M B R E S SONT É G A U X À x . 

D O N C , 

fdx) < ?iO)-
L A D É M O N S T R A T I O N Q U I P R É C È D E SE GÉNÉRALISERAIT É V I D E M M E N T 

PAR LE T H É O R È M E S U I V A N T : 

Étant données une suite a , , o-2, O« de fonctions I N D É F I 

N I M E N T CROISSANTES, il existe une fonction f indéfiniment croissante 

et telle que 

,· / ( * ) 
I I M — ; — = O , 

quel que soit l'entier n choisi. 

E N V O I C I U N E D É M O N S T R A T I O N DIRECTE. 

P U I S Q U E LES FONCTIONS a,, O 3 , A „ EN N O M B R E FINI CROISSENT 

I N D É F I N I M E N T , IL EXISTE U N N O M B R E x „ TEL Q U E , P O U R x ^ l x , , , O N AIT 

"?<•> « -+- · , 

P O U R TOUTES LES VALEURS 1 , 2 , . . . , n DE L ' I N D I C E i. 

J E P O S E 

= n. 

J E CHOISIS M A I N T E N A N T LES VALEURS d e f(x) P O U R x ^ L x n EN LEUR 

I M P O S A N T LA SEULE C O N D I T I O N D'ÊTRE CROISSANTES, CE Q U I EST P O S 

SIBLE, P U I S Q U E /(*K + L ) . 

J E DIS Q U E LA FONCTION f ( x ) A I N S I D É F I N I E EST TELLE Q U E 

f ( x ) < _ a „ ( x ) , P O U R x > x „ . 

E N EFFET, SOIT p U N ENTIER S U P É R I E U R O U ÉGAL À n . D A N S L ' INTER

VALLE X p S x £ x p + l , on A 

T « 0 ) > p -+-1 
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t e n d e v e r s z é r o a v e c —. o n a u r a a fortiori 
x ' 

l i m y——'— - o . 

Si l ' o n n e v e u t p a s i n t r o d u i r e c e t t e h y p o t h è s e , il suffi t d e 

c o n s i d é r e r l a f o n c t i o n \Jf. 

O n a 

l i m ^ 2 L = o , 

p u i s q u e — <^ — p o u r a; £ a;„. 
? » V ? 

E n p a r t i c u l i e r , l a f o n c t i o n / é g a l e à p p o u r x p = e p ( p ) et c r o i s 

s a n t s e l o n u n e lo i a r b i t r a i r e , e n t r e d e u x p o i n t s x p c o n s é c u t i f s , 

c r o î t m o i n s v i t e q u e log^cc, q u e l q u e s o i t p , e t p a r s u i t e , p u i s q u e 

' e s t i n f i n i m e n t p e t i t si p <Cç, r t e n d v e r s z é r o , q u e l q u e 

g r a n d q u e s o i t l ' e n t i e r p c h o i s i . 

R e m a r q u o n s , p o u r t e r m i n e r l ' é t u d e d e l ' i t é r a t i o n d e l a f o n c 

t i o n ex, q u e les o r d r e s d e c r o i s s a n c e d o n n e n t l i e u à l ' i d e n t i t é 

d ' a p r è s le p r i n c i p e d e l ' a s s o c i a t i v i t é d e s e x p o s a n t s s u p e r 

p o s é s . 

L a m u l t i p l i c a t i o n d e s o r d r e s d e g r a n d e u r o ù f igu re t o p r é s e n t e 

d e p l u s g r a n d e s d i f f i cu l t é s . E l l e n ' e s t p l u s c o m m u t a t i v e , c o m m e 

ce l l e d e s o r d r e s a r i t h m é t i q u e s . 

C o n s i d é r o n s la m u l t i p l i c a t i o n d e s o r d r e s n e t t o . 

C h e r c h o n s l a f o n c t i o n d ' o r d r e rue. D a n s la f o n c t i o n y™, j e d o i s 

r e m p l a c e r y p a r eT. D o n c , n t o e s t i d e n t i q u e m e n t l ' o r d r e d e e"T-

C h e r c h o n s la f o n c t i o n d o n t l ' o r d r e e s t i d e n t i q u e à t o n . D a n s 

3a f o n c t i o n e ? , j e d o i s r e m p l a c e r y p a r x " . J ' o b t i e n s l a f o n c 

t i o n er". 

L a f o n c t i o n d ' o r d r e pion e s t ePx". D e s d e u x f a c t e u r s p e t n , 

s é p a r é s p a r u , c ' e s t m a n i f e s t e m e n t le s e c o n d q u i e s t l e p l u s 

i m p o r t a n t . Q u e l q u e p e t i t q u e s o i t le n o m b r e fixe a, e t q u e l 

•Do n e c p „ ( a ; ) ] > f ( x ) , p u i s q u e f d a n s c e t i n t e r v a l l e v a r i e e n 

c r o i s s a n t d e p à p -f- i . 

Si , q u e l q u e s o i t n , il e x i s t e u n n o m b r e p , t e l q u e 
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LA NOTATION DES ORDRES TYPES DE CROISSANCE. 2 g 

q u e s o i t le n o m b r e p o s i t i f p, o n a 

O J X n — a ·< tu n < a> x « - t - et. 

N o u s a l l o n s v o i r a u c o n t r a i r e q u e , d e d e u x f a c t e u r s n u m é 

r i q u e s s é p a r é s p a r —, le p l u s i m p o r t a n t e s l le p r e m i e r . 

F a i s o n s le p r o d u i t d e n p a r O n o b t i e n t c o m m e f o n c t i o n 

c o r r e s p o n d a n t e (logx)". L e p r o d u i t d e — p a r p d o n n e 

logx/' — p logx. 

D e m ê m e n^p e s t l ' o r d r e d e p" (logx)". O n a, q u e l q u e s o i t le 

n o m b r e p o s i t i f a, 

i i i 

n — a X — — P < 1 1 a " ' 
co CD Ci> 

Ces r e m a r q u e s n o u s s e r o n t u t i l e s p o u r la n o t a t i o n d e s 

o r d r e s p a r e n t h è s e s ( C h a p . I I ) . 

L a c o m b i n a i s o n d e co a v e c les o r d r e s a r i t h m é t i q u e s p e r m e t 

d e n o t e r la m o d i f i c a t i o n q u ' i n t r o d u i t d a n s u n e f o n c t i o n 

la m u l t i p l i c a t i o n p a r u n f a c t e u r c o n s t a n t o u m ê m e l ' a d d i t i o n 

p u r e e t s i m p l e d ' u n e c o n s t a n t e . 

S o i t à n o t e r l ' o r d r e d e ax". O n a 

ax'l= l o g e » * " — l o g ( e i , " ) a . 

L ' o r d r e d e l a f o n c t i o n ax'1 e s t d o n c i d e n t i q u e à - a u n . Si 
1 CO 

a = î , c e t t e e x p r e s s i o n d e v i e n t — - n o n . C o m m e — • i . u = i ! ' ) , 
r w to ^ ' 

(1 ) Pour la généra l i té des no ta t ions il c o n v i e n t d ' exam ine r les cas où , 

dans une express ion d 'o rd re , u n n o m b r e a r i t hmét ique dev ien t égal à i ou 

à o. i est l 'o rdre de i ; o est celu i de I ( = I . Dans un p r o d u i t un f ac teu r égal 

à i peu t être supp r imé . Un f ac teu r égal à o r e n d inut i les tous les fac teurs 

su i van ts et en t ra îne la constance de la f o n c t i o n d o n t on exp r ime l ' o rd re . 

Si l'on accepte ne t temen t l ' u t i l i sa t ion de o comme signe d 'o rd re , o n a l ' a v a n 

tage que la mu l t i p l i ca t i on d 'une f onc t i on par une constante ne fa i t q u ' a j o u 

ter u n te rme à l 'o rd re de cet te foucL ion sans mod i f i e r les termes déjà écr i ts . 

Au l ieu d 'écr i re l ' o rdre de atp (x), tp {x) a y a n t son ordre noté i den t i quemen t 

pa r a sous la fo rme — a i " ' , on peu t le no te r oc 4- — acoo. D 'a i l leurs . t a ut 

— a (oo = — e" _ 1
 OJ* o =.. . . 

1 0 co2 
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Un C H A P I T H K I . 

el le se r é d u i t à n. M a i s , si a ^ i , l ' e x p r e s s i o n n e p e u t p a s se s i m 

p l i f i e r . 

O n p e u t a l l e r p l u s l o i n e t d i s t i n g u e r u n e f o n c l i o n d e ce l le 

q u i n ' e n d i f fè re q u e p a r u n e c o n s t a n t e a d d i t i v e a. C h e r c h o n s 

u n o r d r e q u i s o i t i d e n t i q u e m e n t c e l u i d e x" -)- a. O n a 

x"-. (_ a = \o%e*n+a = loge" X ex" = log, e"-1"**" = ] o g 2 ( e e * " ) e a . 

C e t o r d r e e s t 

i 
— e a tu 2 n. 
m 2 

Si a = o , c e t t e e x p r e s s i o n se r é d u i t à n. Si a 52= o , el le n e se 

s i m p l i f i e p a s e t la f o n c t i o n d o n t l ' o r d r e l u i e s t i d e n t i q u e m e n t 

é g a l e s t x" - j - a. 

U n e i n t e r v e r s i o n d a n s l ' o r d r e d e s f a c t e u r s m o d i f i e p r o f o n d é 

m e n t l ' o r d r e d e c r o i s s a n c e . A i n s i , l a f o n c t i o n d ' o r d r e u a - n 

e s t e''"'"-*"'". Si a ~> i , c e t t e f o n c t i o n c r o î t p l u s v i t e q u e xf, 

q u e l q u e g r a n d q u e s o i t le n o m b r e f ixe p. Si a u c o n t r a i r e a <^ i , 

u f l - n < - > q u e l q u e g r a n d q u e s o i t p , e t c e p e n d a n t , c o m m e 

c e t t e f o n c t i o n , si a e s t pos i t i f , e s t p l u s c r o i s s a n t e q u e loga; , o n a 

I I 1 

- < w a — n < —, 
uj m p 

a v e c o < ^ a < ^ i e t y 5 ^ > o . 

D o n n o n s q u e l q u e s e x e m p l e s , a f i n d e f a m i l i a r i s e r le l e c t e u r 

a v e c le s y s t è m e d e n o t a t i o n s e x p o s é . 

O n a 

L ' o r d r e d e xx e s t d o n c 

C e c i e s t é v i d e m m e n t d i f f é r e n t d e < o + ' q u i e s t l ' o r d r e d e xex. 

O n a d e m ê m e : y x — e'k'3y. Si d o n c a e s t i d e n t i q u e m e n t 

l ' o r d r e d e y, l ' o r d r e d e yx e s t i d e n t i q u e à w £ i - j - — 

L ' o r d r e de y x " e s t d e m ê m e w n a 
(JÛ 

S o i t y = e3 7"'. L ' o r d r e 
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L A N O T A T I O N D E S O R D R E S T Y P E S D E C R O I S S A N C E . 3 | 

^ e yX" e s t w -f- ^ c o m j , ce q u i se r é d u i t à io X m -\- n, r é s u l t a t 

é v i d e n t a priori p u i s q u e (ex")x" = ex™". 

e\'['"iî a p o u r o r d r e i d e n t i q u e 0 , - ^ - ( | ) - D e m ê m e , à e ! 1 ^ ? ^ c o r 

r e s p o n d iop~y., a é t a n t l ' o r d r e d e a. 

L ' o r d r e d e g r a n d e u r d e o + 'h e s t 

1 U 

— X ma - I - A ) ¡3 

(cp e t >i a y a n t r e s p e c t i v e m e n t p o u r o r d r e s i d e n t i q u e s a e t p)> 

d ' a p r è s 
o -+- = log(e? x e'V). 

L ' o r d r e ( 1 ) d e 

[ A a 7 ( l o g a 7 - l - fi l n g 2 : r - + - l o g B ) * ] P , 

A , R , ?j, a, p é t a n t d e s c o n s t a n t e s , e s t i d e n t i q u e m e n t 

' T ' » ' 1 r, n
 1 1 

- - A l i ) 4 - 1 - X - B l l ) + S - -
p [ tti (JJ OI I l I J 

C e t e x e m p l e , e n t r e b e a u c o u p d ' a u t r e s , m o n t r e q u ' o n s a u r a 

n o t e r i d e n t i q u e m e n t l ' o r d r e d e c r o i s s a n c e d e t o u t e s les f o n c 

t i o n s f o r m é e s a u m o y e n d e s f o n c t i o n s f o n d a m e n t a l e s x", ex e t 

d e c o n s t a n t e s a r b i t r a i r e s , t o u s ces é l é m e n t s é t a n t c o m b i n é s 

e n t r e e u x u n n o m b r e fini q u e l c o n q u e d e fo is , p a r a d d i t i o n , 

m u l t i p l i c a t i o n , i t é r a t i o n , i n v e r s i o n o u c o m p o s i t i o n . 

É t a n t d o n n é q u ' à c h a c u n e d e s f o n c t i o n s d e n e t t e c l a s se c o r r e s 

p o n d u n e e x p r e s s i o n d ' o r d r e e t q u e , r é c i p r o q u e m e n t , u n e 

e x p r e s s i o n q u e l c o n q u e f o r m é e a u m o y e n d e s n o m b r e s a r i t h m é 

t i q u e s e t d u s y m b o l e co, r é u n i s p a r les s i g n e s d e l ' A l g è b r e , n o t e 

i d e n t i q u e m e n t l ' o r d r e d ' u n e s e u l e f o n c t i o n d e c e t t e c l a s s e , o n 

p e u t d i r e q u e n o u s a v o n s l à u n s e c o n d m o y e n d ' é c r i t u r e p o u r 

d é s i g n e r e x p l i c i t e m e n t ces f o n c t i o n s . Il y a é c o n o m i e d ' é c r i 

t u r e e n ce s e n s q u e l a v a r i a b l e n ' e s t p a s s p é c i f i é e , q u ' u n e s e u l e 

l e t t r e w p e r m e t à e l le s e u l e d e d é s i g n e r les d e u x f o n c t i o n s ex 

{ 1 ) L I N D E L O F , Mémoire sur les fonctions entières de genre fini, p. 3 6 [Acta 
societatis scienliarum fennicx). 
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3 2 CHAPITRE I. — LA NOTATION DES ORDRES TYPES DE CROISSANCE. 

E T L O G x , E T E N F I N Q U E L ' E X P R E S S I O N D ' U N E F O N C T I O N P E U T S ' É C R I R E 

S U R U N E S E U L E L I G N E , A U L I E U D ' E X I G E R D E S É C H A F A U D A G E S D E N O 

T A T I O N S ( ' ) . M A I S L E P R I N C I P A L A V A N T A G E D E C E T T E E X P R E S S I O N E S T 

D E D É C R I R E L A F O R M E M Ê M E D E L A F O N C T I O N , P U I S Q U E L A V A R I A B L E 

I N D É P E N D A N T E N ' E S T P A S S T I P U L É E , E T D E M E T T R E E N É V I D E N C E S O N 

M O D E D E C R O I S S A N C E . 

C H E R C H O N S C E C R U E R E P R É S E N T E L ' O R D R E P — q — R O O S U I I . 
1 r Uï 11} 

U N C A L C U L I M M É D I A T N O U S D O N N E 

(q logr -r- qsx1 )P . 

N O U S C O N S T A T O N S Q U E ! E T P O N T S E N S I B L E M E N T L A M Ê M E I M 

P O R T A N C E , D E M Ê M E G E T S ; R J O U E L E R Ô L E L E P L U S E F F A C É . I N V E R S E 

M E N T , L ' O R D R E D E ( A A ^ - F - B ) P S E N O T E 

esxA

} C O N T I E N T U N P A R A M È T R E q, Q U ' O N P E U T M O D I F I E R À V O L O N T É , 

S A N S C H A N G E R L A V A L E U R D E L ' O R D R E . S ' I L S ' A G I T D E M U L T I P L I E R W P A R 

C E T T E E X P R E S S I O N , N O U S F E R O N S q = 1 . S I N O U S V O U L O N S M U L T I P L I E R 

C E T T E E X P R E S S I O N P A R ̂  A , N O U S S I M P L I F I E R O N S E N F A I S A N T q = A . 

1 

P A R E I L L E M E N T t - U J - A * E S T I N D É P E N D A N T D E / E T E S T L ' O R D R E 

D E E A L ' ° B J ' " . 

( 1 ) C o m m e i l sera i t nécessaire p o u r écr i re pa r exemple la fonc t i on d 'o rd re 

mp tu q OJ r. 
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CHAPITRE II. 
LES FONCTIONS A CROISSANCE RÉGULIÈRE. 

L e s f o n c t i o n s d o n t n o u s a v o n s a p p r i s d a n s le p r é c é d e n t 

C h a p i t r e à n o t e r la c r o i s s a n c e f o r m e n t u n e c l a s s e b e a u c o u p 

t r o p r e s t r e i n t e p o u r suff ire à t o u t e s les a p p l i c a t i o n s . Ce s e r o n t 

s i m p l e m e n t p o u r n o u s d e s m o d è l e s d e f o n c t i o n s c r o i s s a n t e s , 

d e s q u e l s n o u s r a p p r o c h e r o n s l es a u t r e s f o n c t i o n s . 

N o u s a v o n s é n o n c é d a n s le C h a p i t r e p r é c é d e n t q u e d e u x 

o r d r e s d e c r o i s s a n c e n e p o u r r a i e n t ê t r e a p p e l é s identiques q u ' à 

la c o n d i t i o n d e d é s i g n e r l es o r d r e s d e d e u x f o n c t i o n s i d e n t i q u e s , 

c ' e s t - à - d i r e c o ï n c i d a n t p o u r t o u t e s les v a l e u r s d e l a v a r i a b l e . : 

M a i s n o u s c o n v i e n d r o n s c e p e n d a n t d e c o n s i d é r e r c o m m e 

a y a n t d e s o r d r e s égaux d e s f o n c t i o n s n e c o ï n c i d a n t p a s p a r t o u t , 

m a i s a y a n t d e s c r o i s s a n c e s a s s e z v o i s i n e s . V o i c i la d é f i n i t i o n q u e 

n o u s c h o i s i r o n s : 

Égalité des ordres. — É t a n t d o n n é e s d e u x f o n c t i o n s / , e t f2, 

si l e r a p p o r t ~ a, p o u r x i n f i n i , d e s l i m i t e s e x t r ê m e s d ' i n d é t e r -

m i n a t i o n finies, c ' e s t - à - d i r e d i f f é r e n t e s à l a fois d e o e t d e -f- ce, 

n o u s d i r o n s q u e / , e t f-, o n t d e s o r d r e s d e g r a n d e u r égaux, o u 

e n c o r e , s o n t du même ordre de grandeur, e t , s i ces o r d r e s s o n t 

d é s i g n é s p a r les n o t a t i o n s a, e t eu, n o u s é c r i r o n s 

L a r e l a t i o n x ( = eu, q u e n o u s é n o n ç o n s « a, identique à su », 

s i g n i f i e r a i t q u e a, e t eu d é s i g n e n t c h a c u n s a n s a m b i g u ï t é l e s 

o r d r e s d e d e u x f o n c t i o n s c o ï n c i d a n t p o u r t o u t e s l es v a l e u r s d e x. 

Si le r a p p o r t ~ t e n d v e r s -I- co p o u r l i m t = -\- co, n o u s d i r o n s 

q u e l ' o r d r e d e g r a n d e u r d e / ( e s t s u p é r i e u r à c e l u i d e f2. D a n s ' 

E . b . ' 3 
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3.{ CHAPITRE II. 

f 

ce cas t e n d v e r s o e t n o u s é c r i r o n s i n d i f f é r e m m e n t a, "> a 2 ou 

a 2 < a,. 
f 

Si le r a p p o r t =^ a des l i m i t e s d ' i n d é t e r m i n a t i o n d i f f é r e n t e s 

e t d o n t l ' u n e a u m o i n s e s t -f- <x> o u o, n o u s d i r o n s q u e f\ e t j . , 

s o n t d a n s u n ordre re la t i f de g r a n d e u r i n d é t e r m i n é . 

C o m m e a p p l i c a t i o n de ce qu i p r é c è d e , si n o u s c o n s i d é r o n s d e u x 

f o n c t i o n s p o s i t i v e s c r o i s s a n t e s / " , e t / 2 , t e l l e s q u e J7

l so i t d ' u n ordre 

d e g r a n d e u r s u p é r i e u r o u éga l à ce lu i d e flt l ' ordre de g r a n d e u r 

d e / , -\- fi = F e s t éga l à ce lu i d e / ( . Car, j = i -f- o u b i e n 

t e n d v e r s i , o u b i e n a d e s l i m i t e s e x t r ê m e s d ' i n d é t e r m i n a t i o n s 

finies, à s a v o i r ce l l e s de ^ a u g m e n t é e s d e i . 

Si fK e t fi s o n t d a n s u n ordre re la t i f de g r a n d e u r i n d é t e r m i n é 

e t si a e s t , p o u r c h a q u e v a l e u r de x, le p l u s g r a n d des n o m b r e s f\ 

e t f2, l 'ordre d e F e s t éga l à ce lu i de » ; car i < ~ = 2 . 

N o u s s o m m e s d o n c à m ê m e de d é s i g n e r u n o r d r e é g a l à ce lu i 

de t o u t e s l es f o n c t i o n s qui s o n t d a n s u n r a p p o r t c o n s t a n t a v e c 

ce l les e n v i s a g é e s d a n s le C h a p i t r e I. É t e n d o n s le c h a m p d e s 

ordres . 

Ordres parenthèse. — C o n s i d é r o n s u n e f o n c t i o n f (x) d o n t 

l 'ordre e s t i n f é r i e u r à u n n o m b r e a r i t h m é t i q u e d é t e r m i n é . 

f o r m o n s l e r a p p o r t —p e t s u p p o s o n s q u e p o u r a: — x ce 

r a p p o r t t e n d e v e r s u n e l i m i t e n. S i r e s t e c o m p r i s e n t r e des 

l i m i t e s d ' i n d é t e r m i n a t i o n f inies , d ' a p r è s ce q u i p r é c è d e , n o u s 

d i r o n s q u e l 'ordre d e f(x) e s t éga l à ce lu i d e a;", c ' e s t - à - d i r e à n. 

M a i s il p e u t se faire q u e ' t p o s s è d e , p o u r u n e s u i t e i n d é 

finiment c r o i s s a n t e d e v a l e u r s de x, u n e s u i t e d e v a l e u r s t e n d a n t 

v e r s o o u v e r s -f- o o . C'est p a r e x e m p l e le c a s d e 

/ O ) = x"{ l o g z - ) ! + s i n - r . 

D ' a i l l e u r s l 'ordre d e g r a n d e u r d e /(x) e s t d a n s c e c a s in fér ieur 

à ce lu i de x"+s, e t s u p é r i e u r à ce lu i d e x"~E, s i s e s t pos i t i f . 

C o m m e les p r i n c i p e s p o s é s c i - d e s s u s n e n o u s p e r m e t t e n t p a s d e 
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d i r e q u e l ' o r d r e d e f e s t é g a l à « , n o u s d e v o n s i n t r o d u i r e u n 

n o u v e a u s y m b o l e . N o u s d i r o n s q u e l ' o r d r e d e / e s t é g a l à ( n ) 

q u e n o u s é n o n c e r o n s : « n parenthèse ». 

Ic i n o u s n e p o u v o n s p a s p a r l e r d e l a f o n c t i o n d o n t l ' o r d r e 

e s t i d e n t i q u e à (rc), p a r c e q u ' i l y a u n e i n f i n i t é d e f o n c t i o n s 

d ' o r d r e (n), t o u t e s c o m p r i s e s d a n s l ' e x p r e s s i o n : f(x) = x"+gU), 

E [x) é t a n t u n e f o n c t i o n a r b i t r a i r e d e x t e n d a n t v e r s z é r o . 

M a i s , d e p l u s , t a n d i s q u e d e u x f o n c t i o n s a y a n t c h a c u n e s o n 

o r d r e é g a l à n, s o n t d u m ê m e o r d r e d e g r a n d e u r , il n ' e s t p a s 

e x a c t q u ' u n e f o n c t i o n y , d ' o r d r e é g a l à ( n ) s o i t n é c e s s a i r e m e n t 

d u m ê m e o r d r e d e g r a n d e u r q u ' u n e a u t r e f o n c t i o n f2 d ' o r d r e 

é g a l à (n), c ' e s t - à - d i r e q u e le r a p p o r t ~- r e s t e e n t r e d e s l i m i t e s 

finies d ' i n d é t e r m i n a t i o n . P o u r e x e m p l e , 

/ i = r ^ — > / a = a ; * l o g ' a 7 . 

T o u t ce q u ' o n p e u t a f f i r m e r c ' e s t q u e logf, e t l o g f-, s o n t d u 

m ê m e o r d r e d e g r a n d e u r e t s o n t m ê m e e n t r e e u x d a n s u n 

r a p p o r t t e n d a n t v e r s u n ( ' ) . 

E n r é s u m é , u n e f o n c t i o n d ' o r d r e i d e n t i q u e à n e s t e x a c t e m e n t 

l a f o n c t i o n x". U n e f o n c t i o n d ' o r d r e é g a l à n e s t é g a l e à hx", 

h r e s t a n t s u p é r i e u r à u n n o m b r e A ^ > o e t i n f é r i e u r à u n n o m b r e B 

fixe, q u a n d x v a r i e d e xa à + o c . U n e f o n c t i o n d ' o r d r e é g a l 

à (n) e s t é g a l e à x"+z(-T), a v e c l i m s ( a ; ) = o. 

c f ' 0 K f ( r I 1 • • 

s u p p o s o n s e n f i n q u e — \ U „ T

 n e t e n d e p a s v e r s u n e l i m i t e 

q u a n d x t e n d v e r s -)- oc, m a i s p o s s è d e d e u x l i m i t e s e x t r ê m e s 

d ' i n d é t e r m i n a t i o n p e t q ( p <C <7), p p o u v a n t ê t r e é g a l à o e t q 

à -)- oc. 

N o u s n o t e r o n s l ' o r d r e d e g r a n d e u r d e c e t t e f o n c t i o n 'p, q). 

Si g e s t é g a l à p, ^ t e n d v e r s p. L e s d e u x n o t a t i o n s (p, p) 

( 1 ) S i l ' on se t r o u v a i t choqué p a r la fo rme de cet énoncé que d e u x fonc

t ions d 'o rd res égaux à u n même t ro is ième (n) n ' on t pas nécessairement 

leurs ordres é g a u x ent re eux , on p o u r r a i t réserver a u x ordres parenthèse 

l 'express ion d'équivalent au l ieu d'égal. N o u s d i r ions alors : i d e u x fonct ions 

a y a n t chacune son ordre équ i va len t à [n) n 'on t pas nécessairement leurs 

ordres é g a u x entre eux . » 
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e t ( p ) o n t d o n c l e m ê m e s e n s . N o u s n e c o n s e r v e r o n s q u e la 

s e c o n d e . 

N o u s d i r o n s q u e les f o n c t i o n s d ' o r d r e é g a l à ( f i ) s o n t régu

lières r e l a t i v e m e n t a u x o r d r e s a r i t h m é t i q u e s o u d u t y p e n. 

L e s f o n c t i o n s d ' o r d r e é g a l à (p, q), p^q, s e r o n t d i t e s irrégu

lières r e l a t i v e m e n t a u x m ê m e s o r d r e s n. 

I l e s t fac i l e d e se r e n d r e c o m p t e p o u r q u o i il e s t n é c e s s a i r e 

d e d i s t i n g u e r l es d e u x s o r t e s d e r e l a t i o n s e n t r e les o r d r e s , i d e n 

t i t é o u é g a l i t é . Si l ' o n n e f a i t p a s c e t t e d i s t i n c t i o n , si l ' o n se 

b o r n e à d é f i n i r d a n s q u e l c a s d e u x f o n c t i o n s f\ e t f2 d o i v e n t ê t r e 

c o n s i d é r é e s c o m m e a y a n t l e u r s o r d r e s comparables, si c e t t e dé f i 

n i t i o n d ' o r d r e s c o m p a r a b l e s e s t i n d é p e n d a n t e d e l ' é l é v a t i o n 

d e s o r d r e s d e f, e t d e f2, p a r e x e m p l e , si el le n e f a i t i n t e r v e n i r 

q u e le r a p p o r t d e f2 à f{, o u l e u r d i f f é r e n c e , e t c . , il e s t t o u j o u r s 

p o s s i b l e , à m o i n s q u e l a d é f i n i t i o n d e c o m p a r a b i l i t é n e s o i t p r é c i 

s é m e n t ce l l e d e l ' i d e n t i t é , d e d é t e r m i n e r p o u r c h a q u e d é f i n i t i o n 

d e s o p é r a t i o n s t e l l e s q u e l ' u n e q u e l c o n q u e d ' e l l e s , a p p l i q u é e 

s i m u l t a n é m e n t à c e r t a i n e s f o n c t i o n s / , e t f-2 c o m p a r a b l e s s u i v a n t 

c e t t e d é f i n i t i o n , c o n d u i s e à d e s f o n c t i o n s F , e t F 2 q u i n e l e 

s o i e n t p l u s , s u i v a n t l a m ê m e d é f i n i t i o n . Cec i p e u t ê t r e d é 

m o n t r é m o y e n n a n t d e s h y p o t h è s e s t r è s l a r g e s c a r a c t é r i s a n t l es 

d é f i n i t i o n s . U n e x e m p l e f e ra s a i s i r le s e n s d e c e t t e a f f i r m a t i o n . 

S u p p o s o n s q u e l ' o n c o n s i d è r e c o m m e comparables d e u x 

o r d r e s q u e n o u s a v o n s p r é c é d e m m e n t c o n s i d é r é s c o m m e égaux. 

Ce s e r o n t , p a r e x e m p l e , l es o r d r e s d e f(x) e t d e kf{x), / é t a n t 

u n e f o n c t i o n a r b i t r a i r e e t k u n e c o n s t a n t e d i f f é r e n t e d e u n . Il 

e s t b i e n fac i le d e d é t e r m i n e r u n e o p é r a t i o n q u i , e f f e c t u é e 

s i m u l t a n é m e n t s u r ces d e u x f o n c t i o n s , c o n d u i s e à d e n o u v e l l e s 

f o n c t i o n s d ' o r d r e s n o n c o m p a r a b l e s s u i v a n t l a m ê m e d é f i n i t i o n . 

L e s d e u x f o n c t i o n s ef{x¡ e t e*/ '* ' c e s s e n t , e n ef fe t , d ' ê t r e e n t r e 

e l les d a n s u n r a p p o r t fini. 

I n v e r s e m e n t , s i , p a r e x e m p l e , n d é s i g n e i n d i f f é r e m m e n t 

l ' o r d r e d e t o u t e s l es f o n c t i o n s d e la f o r m e hx", h o s c i l l a n t p o u r 

x i n f i n i e n t r e d e s l i m i t e s finies, si u n d é s i g n a i t i n d i f f é r e m m e n t 

l ' o r d r e d e t o u t e s l es f o n c t i o n s d e la f o r m e heœ'\ il s e r a i t f a u x 

d e d i r e q u e l ' o p é r a t i o n f o n c t i o n n e l l e d ' o r d r e w, a p p l i q u é e à u n e 

f o n c t i o n d ' o r d r e n, d o n n e u n e f o n c t i o n d ' o r d r e t±>n. 

L ' a v a n t a g e d e s n o t a t i o n s i d e n t i q u e s , c ' e s t q u e d e u x e x p r è s -
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s i o n s d i f f é r e n t e s d ' a s p e c t , m a i s r e p r é s e n t a n t i d e n t i q u e m e n t l e 

m ê m e o r d r e , d o n n e r o n t p a r la m ê m e t r a n s f o r m a t i o n d e s e x p r e s 

s i o n s d ' o r d r e s e n c o r e i d e n t i q u e s . U n e i d e n t i t é e n t r e d e s o r d r e s 

s u b s i s t e , si l ' o n f a i t s u b i r la m ô m e o p é r a t i o n a u x d e u x m e m b r e s . 

U n e é g a l i t é e n t r e d e s o r d r e s p e u t e n p a r e i l c a s n e p a s s u b s i s t e r . 

D e là l ' i n t é r ê t p o u r la c l a r t é d u l a n g a g e e t d e s n o t a t i o n s d e 

l a d i s t i n c t i o n e n t r e l es d e u x r e l a t i o n s d ' i d e n t i t é e t d ' é g a l i t é . 

Opérations sur les ordres approchés. — L e s o p é r a t i o n s s u r l es 

o r d r e s d e c r o i s s a n c e i d e n t i q u e s d é f i n i s d a n s le p r e m i e r C h a p i t r e 

s ' e f f e c t u e n t a v e c u n e l é g è r e m o d i f i c a t i o n s u r l es o r d r e s d e c r o i s 

s a n c e a p p r o c h é s , c ' e s t - à - d i r e c o r r e s p o n d a n t à d e s f o n c t i o n s 

n o n e n t i è r e m e n t p r é c i s é e s . R e p r e n o n s l ' e x p o s é d e s g é n é r a l i t é s . 

S o i e n t a , , ci.,,, a p d i v e r s o r d r e s d e g r a n d e u r d o n t l ' u n a u 

m o i n s n e r e p r é s e n t e i d e n t i q u e m e n t l ' o r d r e d ' a u c u n e f o n c t i o n . 

S o i t fh la f o n c t i o n d ' o r d r e i d e n t i q u e à a.^ t o u t e s les fois q u ' e l l e 

e x i s l e , s i n o n l ' u n e q u e l c o n q u e d e s f o n c t i o n s d ' o r d r e é g a l à a ¿ . 

E f f e c t u o n s s u r f\,f-¿, • • •, fp u n e o p é r a t i o n d é t e r m i n é e A , t e l l e 

q u e p r o d u i t , d é r i v a t i o n , o p é r a t i o n f o n c t i o n n e l l e q u e l c o n q u e . 

S o i t F la f o n c t i o n r é s u l t a t d e c e t t e o p é r a t i o n . N o u s d i r o n s q u e 

n o u s a v o n s e f f e c t u é u n e c e r t a i n e o p é r a t i o n A ' s u r les o r d r e s 

a , , a-j, ap. L ' o p é r a t i o n A é t a n t c h o i s i e , l ' o p é r a t i o n A ' c o n s e r 

v e r a le m ê m e n o m e t l es m ê m e s s i g n e s q u e d a n s le c a s d e s 

o r d r e s i d e n t i q u e s . L a f o n c t i o n F a u r a e n c o r e s o n o r d r e n o t é 

p a r u n e e x p r e s s i o n c o m p o s é e a v e c a. (, a 2 , olp, c o m m e si ces 

o r d r e s é t a i e n t i d e n t i q u e s . S e u l e m e n t , c e t t e fo is , c e t t e e x p r e s s i o n 

n e d é s i g n e r a p a s l ' o r d r e d ' u n e f o n c t i o n u n i q u e , m a i s c e l u i d e 

t o u t e la c l a s s e d e f o n c t i o n s F q u ' o n o b t i e n t e n l a i s s a n t à 

c h a c u n e d e s f o n c t i o n s /,,/•,, ...,fp t o u t e l ' i n d é t e r m i n a t i o n 

d o n t e l le e s t s u s c e p t i b l e . 

A p p l i q u o n s cec i à Yaddition d e s o r d r e s d e c r o i s s a n c e . L ' o p é 

r a t i o n A e s t le p r o d u i t . N o u s p o s o n s F = f',/•<...fp. L ' o r d r e 

a d e F s e r a a p p e l é la somme d e s o r d r e s a , , a , , y.p, s o m m e 

q u i s e r a r e p r é s e n t é e p a r a, -(- x2 + . . . + a.p. 

L ' u n a u m o i n s d e s o r d r e s ap d é t e r m i n a n t n o n p a s u n e f o n c t i o n 

u n i q u e , m a i s u n e c l a s s e d e f o n c t i o n s , a d é s i g n e r a l ' o r d r e d e l a 

c l a s s e d e f o n c t i o n s q u ' o n o b t i e n t e n r e m p l a ç a n t , d a n s le 

p r o d u i t /, /·>·.. fp, c h a c u n e d e s f o n c t i o n s n o n p r é c i s é e s 
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q u i y figurent p a r t o u t e s ses a c c e p t i o n s p o s s i b l e s . N o u s éc r i 

r o n s a = a, -|- 7.0 + . . . -|- oip. 

S u p p o s o n s q u e c e r t a i n s d e s o r d r e s a, s o i e n t d e s n o m b r e s a r i t h 

m é t i q u e s a v e c p a r e n t h è s e s . L e n o m b r e ( n ) r e p r é s e n t e la c l a s s e 

d e f o n c t i o n s a ;" + E ( - r ' , o ù l i m £ ( a ; ) = o. O n c o n s t a t e i m m é d i a t e 

m e n t q u e si a , , a 2 , · • - , vP s o n t l es n o m b r e s n , , n 2 , . . . , np, 

p a r m i l e s q u e l s c e r t a i n s s o n t p o u r v u s d e p a r e n t h è s e s , o n a 

F = x"i+n^+...-wi(,+c-i.r) a v e c l i m £ ' ( a ; ) = o. L e s f o n c t i o n s F a i n s i o b 

t e n u e s s o n t ce l les q u e d é f i n i t l ' o r d r e ( n , + n, + . . . + np), o ù , 

e n t r e p a r e n t h è s e s , figure l a s o m m e effectuée d e s n o m b r e s a r i t h 

m é t i q u e s n,, n.j, . . . , np. D o n c , d a n s u n e e x p r e s s i o n t e l l e q u e 

( n , ) -+- [ ?u) -+-. . . - * - ( H P ) , 

o n p r o c é d e r a c o m m e si l e s s i g n e s + é t a i e n t d e s s i g n e s d ' a d d i 

t i o n s a r i t h m é t i q u e s , a p r è s a v o i r e n l e v é l e s p a r e n t h è s e s à 

t o u s les n o m b r e s n q u i en p o s s è d e n t , e t e n r é t a b l i s s a n t l es 

p a r e n t h è s e s a u t o u r d u r é s u l t a t f ina l . 

L e s r e m a r q u e s r e l a t i v e s à l ' a s s o c i a t i v i t é e t à la c o m m u t a t i v i t é 

d e l ' a d d i t i o n s u b s i s t e n t p o u r les o r d r e s n o n p r é c i s é s . O n p e u t 

g r o u p e r d a n s u n e s o m m e d ' e x p r e s s i o n s d ' o r d r e s t o u s les t e r m e s 

q u i s o n t d e s o r d r e s a r i t h m é t i q u e s (ou m ê m e a l g é b r i q u e s ) a v e c 

o u s a n s p a r e n t h è s e s , e t les r e m p l a c e r p a r l e u r s o m m e a l g é b r i q u e 

e f f e c t u é e , la p r é s e n c e d ' u n e s e u l e p a r e n t h è s e p a r m i les t e r m e s 

c o m b i n é s e n t r a î n a n t la p r é s e n c e d e p a r e n t h è s e s d a n s le r é s u l t a t 

f ina l . 

L a multiplication d e s o r d r e s n o n p r é c i s é s se d é f i n i t a u s s i 

c o m m o d é m e n t . D a n s le c a s o ù l ' u n a u m o i n s d e s o r d r e s a, e t eu 

d é t e r m i n e n o n p a s u n e f o n c t i o n u n i q u e , m a i s u n e c l a s s e d e 

f o n c t i o n s , l a n o t a t i o n a , X s , d é t e r m i n e r a la c l a s s e d e f o n c t i o n s 

q u ' o n o b t i e n t e n r e m p l a ç a n t , d a n s l ' e x p r e s s i o n /, [f->(x)], c h a 

c u n e d e s f o n c t i o n s n o n e n t i è r e m e n t d é t e r m i n é e s q u i y figurent 

p a r t o u t e s ses d é t e r m i n a t i o n s p o s s i b l e s . N o u s é c r i r o n s a = a, X eu. 

S u p p o s o n s q u e a, e t a 2 s o i e n t d e s n o m b r e s a r i t h m é t i q u e s , 

l ' u n a u m o i n s é t a n t p o u r v u d e p a r e n t h è s e s . N o s s e u l e s h y p o 

t h è s e s s o n t 
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a p o u r l i m i t e ra, n2. D ' a i l l e u r s , c o m m e l ' u n a u m o i n s d e s n o m b r e s 

( r i , ) X 7 i a , ( n , ) X (n2) o n t p o u r r é s u l t a t re2). 

L a m u l t i p l i c a t i o n d e s o r d r e s a r i t h m é t i q u e s a v e c p a r e n t h è s e s 

e s t c o m m u t a t i v e . E l l e n e l ' e s t p a s e n g é n é r a l p o u r l es o r d r e s 

n o n a r i t h m é t i q u e s , m a i s el le est, t o u j o u r s a s s o c i a t i v e . E n f i n , le 

p r e m i e r f a c t e u r a, p e u t ê t r e d i s t r i b u é . 

N o u s a l l o n s m a i n t e n a n t n o t e r d e s o r d r e s n o n i d e n t i q u e s 

s u r p a s s é s p a r w v , à p a r t i r d ' u n e v a l e u r c e r t a i n e d e v. 

L e s y m b o l e OJ l u i - m ê m e n e s e r a j a m a i s e n t o u r é d e p a r e n 

t h è s e s . 

Si u n e f o n c t i o n p e u t se m e t t r e s o u s l a f o r m e ex', v n ' é t a n t 

p a s c o n s t a n t , m a i s a y a n t p o u r l i m i t e n, s o n o r d r e s e r a ( u ( r i ) , 

d ' a p r è s le p r i n c i p e d e l a m u l t i p l i c a t i o n d e s o r d r e s . 

C o n s i d é r o n s la f o n c t i o n e 2 r P . Si a = p, ¡3 = n , p e t n é t a n t f i xe s , 

l ' o r d r e d e c e t t e f o n c t i o n e s t i d e n t i q u e à pu>n. Si rp = n e t si x 

v a r i a n t a v e c a; a p o u r l i m i t e p, l ' o r d r e d e la f o n c t i o n e s t ( p ) t o n . 

Si ¡3 v a r i e a v e c x e t si l i m ( 3 — n, l ' o r d r e de la f o n c t i o n c o n s i 

d é r é e s e r a o u ( p ) w ( r c ) s u i v a n t q u e a e s t c o n s t a n t o u 

v a r i e a v e c x a v e c la c o n d i t i o n l i m a = p. 

M a i s il e s t a i s é d e se r e n d r e c o m p t e q u e l a p r é s e n c e a p r è s o> 

d u f a c t e u r [n) r e n d é q u i v a l e n t e s les e x p r e s s i o n s (p)M{n), 

pio(n) e t m ê m e io(n). On a e n effet 

e t c o m m e 

t e n d v e r s s a l i m i t e d ' u n e f a ç o n a r b i t r a i r e , il 

d e D o n c , l es p r o d u i t s n, X ( r a 2 ) , 

s e l o n n o s c o n v e n t i o n s , l ' o r d r e d e la f o n c t i o n e s t c o m p r i s p a r m i 

les o r d r e s q u e l q u e s o i t p. 

L e s f o n c t i o n s d o n t l ' o r d r e p e u t se n o t e r p a r u n e e x p r e s s i o n 
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4 0 CHAPITRE II. 

t e l l e q u e w(n) s e r o n t d i t e s à croissance régulière r e l a t i v e m e n t 

a u x o r d r e s T O N . L e s f o n c t i o n s d o n t l ' o r d r e p e u t se n o t e r ( p ) O J N , 

p e t n é t a n t d e s n o m b r e s a r i t h m é t i q u e s , s e r o n t d i t e s régulières 

r e l a t i v e m e n t a u x o r d r e s p u s . 

Ces f o n c t i o n s d ' o r d r e <o(n.), q u i j o u e n t u n r ô l e t r è s i m p o r t a n t 

d a n s d i v e r s e s q u e s t i o n s d ' A n a l y s e , e n p a r t i c u l i e r d a n s l a 

t h é o r i e d e s f o n c t i o n s e n t i è r e s d e g e n r e f ini ( ' ), o n t r e ç u s o u v e n t 

l e n o m d e f o n c t i o n s d e t y p e exponentiel simple. 

N o u s v e n o n s d e v o i r q u e l ' i n d é t e r m i n a t i o n d u f a c t e u r (n), 

v e n a n t a p r è s w, r e n d i n d i f f é r e n t e l a p r é s e n c e d u f a c t e u r p p l a c é 

d e v a n t . D ' u n e f a ç o n g é n é r a l e , les f a c t e u r s q u i s u i v e n t <o s o n t 

b e a u c o u p p l u s i m p o r t a n t s q u e c e u x q u i le p r é c è d e n t . 

P a r e i l l e m e n t , u n o r d r e d e la f o r m e n . - ) - ( p ) t o e s t é q u i v a l e n t 

à l ' o r d r e ( p ) w. 

L ' o r d r e n + ( p ) w e s t , e n effet , c e l u i d e x"e*x o ù I i m a = j o , 
Jt'ao 

a v a r i a n t a v e c x. O r , c e t t e f o n c t i o n e s t é g a l e à 

e t p a r s u i t e s o n o r d r e e s t a u s s i (p)w. 

P l u s g é n é r a l e m e n t , l a p r é s e n c e d ' u n t e r m e d a n s l ' e x p r e s s i o n 

d ' u n o r d r e n ' a p p o r t e a u c u n e p r é c i s i o n n o u v e l l e , s 'il s ' a j o u t e à 

u n a u t r e c o n t e n a n t u n f a c t e u r TO d e p l u s , e t o ù f i gu re u n f a c t e u r 

p a r e n t h è s e . 

Ordre de régularité. — D a n s u n p r o d u i t t e l q u e 

A I TU OU A ) . . . X / ; — I C U A ^ , 

c o n t e n a n t p — i f a c t e u r s w a l t e r n a n t a v e c p f a c t e u r s a r i t h 

m é t i q u e s , si h e s t le p l u s h a u t r a n g d e s f a c t e u r s ae- p o u r v u s d e 

p a r e n t h è s e s , l ' e x p r e s s i o n c i - d e s s u s e s t é q u i v a l e n t e à 

iah-' (nA)wnh , i . . . n,,^t IÛ/I.,,, S I A A = ( r c A ) , 2 A + I . = n h + k . 

Si l ' o n a j o u t e à ce p r o d u i t d ' a u t r e s e x p r e s s i o n s , ce l les d o n t 

l ' o r d r e e s t i n f é r i e u r à ce p r o d u i t p e u v e n t ê t r e c o n s i d é r é e s c o m m e 

(') Voir B O R E R . , Leçons sur les fonctions entières: Notes II et III. 
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n o n e x i s t a n t e s . Cel les d o n t l ' o r d r e e s t s u p é r i e u r à c e l u i - c i D O I 

v e n t ê t r e c o n s e r v é e s , a n n u l a n t le p r e m i e r p r o d u i t si e l les c o n 

t i e n n e n t u n e p a r e n t h è s e , s ' a j o u t a n t s i m p l e m e n t s i e l l e s r e p r é 

s e n t e n t u n o r d r e i d e n t i q u e . D a n s u n e e x p r e s s i o n o u u n e s o m m e 

d ' e x p r e s s i o n s o ù t o u t e s l e s r é d u c t i o n s o n t é t é FAITESJ o n d i t q u e 

le t e r m e a d d i t i f le p l u s f a i b l e , d é b a r r a s s é d e ses p a r e n t h è s e s , 

m e s u r e l a r é g u l a r i t é d e la f o n c t i o n , o u , i n v e r s e m e n t , q u e la 

f o n c t i o n e s t r é g u l i è r e r e l a t i v e m e n t à l ' o r d r e d e ce t e r m e a d d i t i f . 

P a r e x e m p l e , u n e f o n c t i o n r é g u l i è r e r e l a t i v e m e n t à l ' o r d r e 

w 3 X a e s t é g a l e à e 3 ( x 2 + E ) x « ( a ; ) , £ t e n d a n t v e r s z é r o a v e c ^ 

e t 'f(x) é t a n t u n e f o n c t i o n d o n t l ' o r d r e s ' e x p r i m e i d e n t i q u e 

m e n t , les f a c t e u r s d ' o r d r e i n f é r i e u r à w : î . 2 n ' o f f r a n t d ' a i l l e u r s 

a u c u n i n t é r ê t à ê t r e c o n s e r v é s . E x e m p l e : 

S ( 3 7 ) = E V ( / R ) . 

U n e f o n c t i o n r é g u l i è r e r e l a t i v e m e n t à l ' o r d r e 2 . OJ. 3 . to. 4 e s t 

é g a l e à , I BL 

U n e f o n c t i o n r é g u l i è r e r e l a t i v e m e n t à l ' o r d r e I 

_ . — j . — . e 5 . ui. 4 . eu . 7 
·>. O> CO 

e s t é g a l e , a u f a c t e u r w(x) p r è s , à \J12x'' -\- 3 ( 5 4 - E ) , p a r c e q u e 

le f a c t e u r le m o i n s i m p o r t a n t e s t e s . S i l es n o m b r e s 3 o u 4 

n ' é t a i e n t q u ' a p p r o c h é s , e 5 d e v r a i t ê t r e s u p p r i m é ( o u r e m p l a c é 

p a r 1 p o u r la c l a r t é d u l a n g a g e ) . L e s r ô l e s d e s n o m b r e s 3 e t 4 

é t a n t é q u i v a l e n t s , la f o n c t i o n e n v i s a g é e s e r a i t r é g u l i è r e r e l a t i 

v e m e n t à l ' o r d r e 
1 I 

1 2 . 0 1 . 7 ; 
2 OJ 

ce s e r a i t 

( / î ^ - r - s ) * * -

E n f i n , si 7 o u ~ n ' é t a i e n t q u ' a p p r o c h é s , la r é g u l a r i t é d e v r a i t 

ê t r e e n v i s a g é e r e l a t i v e m e n t à l ' o r d r e f- L a f o n c t i o n s e r a i t 
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CHAPITRE TH. 
DIFFERENTIATION ET INTÉGRATION DES ORDRES 

DE CROISSANCE. 

Le p r o b l è m e qu i v a n o u s o c c u p e r d a n s ce C h a p i t r e , e t qu i se 

p o s e f r é q u e m m e n t , e s t h a b i t u e l l e m e n t r é s o l u p a r d e s m é t h o d e s 

p a r t i c u l i è r e s à c h a q u e cas . N o u s n o u s p r o p o s o n s u n i q u e m e n t 

d e d é g a g e r d e s fa i t s g é n é r a u x . N o u s é t u d i e r o n s s u c c e s s i v e m e n t 

la d i f ï é r e n t i a t i o n e t l ' i n t é g r a t i o n des ordres d e c r o i s s a n c e 

d ' a b o r d i d e n t i q u e s , p u i s a p p r o c h é s , ce s e c o n d c a s se s u b d i 

v i s a n t e n d e u x s u i v a n t q u ' o n i n t è g r e u n ordre ( p ) o u u n 

ordre ( p , g ) . E n f i n , n o u s é t u d i e r o n s l 'ordre d e c e r t a i n e s i n t é 

gra les ^prises e n t r e d e s l i m i t e s fixes, r e l a t i v e m e n t a u x p a r a 

m è t r e s qu 'e l l e s c o n t i e n n e n t . 

Cas des ordres identiques. — C o n s i d é r o n s u n e f o n c t i o n d 'ordre 

i d e n t i q u e à n. D é s i g n o n s p a r D « l 'ordre de sa d é r i v é e . C e t t e 

d é r i v é e e s t nx"~\ D o n c , p o u r n^ío, o n a Dn = n — i , m a i s 

n o n p a s D n = n — i. 

Si l 'ordre n e s t i d e n t i q u e à o, la f o r m u l e e s t i n e x a c t e . Si 

n < C ¡ e t o, la d é r i v é e a u n ordre négat i f , ce qu i e s t s a n s i m p o r 

t a n c e , l e fa i t e s s e n t i e l é t a n t q u e la v a r i a t i o n se f a s s e t o u j o u r s 

d a n s l e m ê m e s e n s . P a s s o n s à l ' i n t é g r a t i o n . C o n s i d é r o n s la 

f o n c t i o n d 'ordre i d e n t i q u e à n, n é t a n t s u p p o s é d i f férent 

d e — i . Si n _ > — i , / xndx e s t u n i n f i n i m e n t g r a n d a v e c x, 
•A) 

é g a l à -^—j-y e t d o n t l 'ordre sera n o t é i d e n t i q u e m e n t p a r / n. 

L ' o r d r e de J x" dx e s t a lors éga l à Jn. Si n <i—• i, J" x" dx 

t e n d v e r s u n e l i m i t e quand^a; cro î t i n d é f i n i m e n t , A é t a n t fixe, 
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D I F F É R E N T ! A T I O N E T I N T É G R A T I O N D E S O R D R E S D E C R O I S S A N C E . 4 3 

t a n d i s q u e J c r o î t i n d é f i n i m e n t , p o u r x i n f i n i m e n t p e t i t . O n a 

R - R - R -

L a f o n c t i o n J x" dx e s t u n i n f i n i m e n t p e t i t d o n t n o u s d é s i 

g n o n s e n c o r e i d e n t i q u e m e n t l ' o r d r e p a r j'n. 

O n a d a n s t o u s l e s c a s , s a u f p o u r n = — 1 , 

J" n — n -s- i . 

F a i s o n s n = — i . 

—- i l ' o r d r e i d e n t i q u e d e / —> o n 
J \ X 

t r o u v e 

N o u s a l l o n s m a i n t e n a n t é t u d i e r l es m o d i f i c a t i o n s q u ' a p p o r 

t e n t , à u n o r d r e s u p é r i e u r à t o u t e n t i e r , la d i f f é r e n t i a t i o n e t 

l ' i n t é g r a t i o n . Nous nous bornons pour la diff érentiation a u x 

f o n c t i o n s d o n t n o u s p o u v o n s identiquement e x p r i m e r l ' o r d r e 

a u m o y e n d e s n o m b r e s a r i t h m é t i q u e s e t d u s y m b o l e o>. 

P o u r l a f o n c t i o n d ' o r d r e i d e n t i q u e à w, ex, l a d é r i v é e q u i 

e s t ex a. a u s s i i d e n t i q u e m e n t p o u r o r d r e 1 0 . L o r s q u e l ' o rd re^de^ l a 

f o n c t i o n e s t s u p é r i e u r à u>, l ' o r d r e d e la d é r i v é e e s t s u p é r i e u r 

à c e l u i d e l a f o n c t i o n . 

P a r e x e m p l e , l a d é r i v é e d e l a f o n c t i o n d ' o r d r e p u n , à s a v o i r 

ePT", é t a n t é g a l e à pnx"~ ' e / , c ' ' , ^ a [ s o n ^ o r d r e ^ é g a l a > à p w / i - f - n—i. 

D u £ c a l c u l r e l a t i f à la d é r i v é e , il e s t fac i le d e ^ d é d u i r e l ' o r d r e 

d é c r o i s s a n c e d e l ' i n t é g r a l e . Ce l le -c i , p o u r i , n e p e u t p a s ê t r e 

c a l c u l é e ^ e n t e r m e s f in i s . M a i s n o u s p o u v o n s ^ a v o i r a i s é m e n t 

s a p a r t i e p r i n c i p a l e . P o s o n s 

a ( x ) — — - ex". 
T^ ' nx"--i 

O n a 

o (x) = e x . 

D o n c , tp ' (x) n e d i f fè re d e ex" q u e p a r u n f a c t e u r t e n d a n t v e r s i . 
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U n r a i s o n n e m e n t s i m p l e , e t q u e n o u s d é v e l o p p e r o n s d a n s u n cas 

u n p e u p l u s difficile, m o n t r e q u e le r a p p o r t des d e u x f o n c t i o n s 

^\(x) = / ex"dx e t a (a;) t e n d v e r s i . 
• / A 

E n d é s i g n a n t p a r j TON l 'ordre de '\{x), o n a d o n c 

^ tu n = tan — n -f- i . 

Ce r é s u l t a t e s t u n e e x p r e s s i o n p a r t i c u l i è r e d u fa i t t rès généra l 

s u i v a n t : 

Si l'on passe de l'ordre de la fonction à celui de sa dérivée en 

ajoutant une certaine quantité, on passera de l'ordre de la 

fonction à l'ordre de son intégrale en retranchant la même quan

tité. L e s é g a l i t é s s u i v a n t e s c o r r o b o r e n t c e t t e r e m a r q u e : 

Y " p eu 71 = pio n — n 

La s e c o n d e s ' é t a b l i t c o m m e cel le qu i n o u s d o n n e j wn. 

E n v o i c i l ' e x p l i c a t i o n P g é n é r a l e . 

M o n t r o n s q u e , si y' = yu, u, c r o i s s a n t r é g u l i è r e m e n t , ^ * y dx 

e s t égal à — à u n f a c t e u r près t e n d a n t v e r s 1 : 

D o n c j ^ ; 

D 1 \ -J (y 
I L \ dx = ' J dx u 1 \u 

I 

ce qui d é m o n t r e la p r o p o s i t i o n dans le cas où - qui tend vers 

zéro est tel que sa dérivée tende également vers zéro. 

Si l 'on c o n v i e n t d e r e m p l a c e r la n o t a t i o n j" p a r D 
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DIFFÉRENTIATION ET INTÉGRATION DES ORDRES DE CHOISSANfE. 4 5 

p a r D 2 , e t c . , il r e s t e l ' u n i q u e f o r m u l e s u i v a n t e : 

Y>*pu}n=piùn-+-in — i , 

d o n t il e s t b i e n a i sé d e d é m o n t r e r la v a l i d i t é p o u r t o u t e s l e s 

v a l e u r s e n t i è r e s , p o s i t i v e s o u n é g a t i v e s , de et. 

Q u a n d o n c o n s i d è r e des f o n c t i o n s d 'ordre e n c o r e p l u s é l e v é , 

o n c o n s t a t e q u e la d é r i v é e cro î t p l u s v i t e q u e la f o n c t i o n e t q u e 

la d i f f érence des ordres e s t d e p l u s en p l u s g r a n d e . 

A i n s i , la d é r i v é e d e e0* é t a n t e v e e ' , on a 

D ( o 2 = u ) 2 + < u . 

C o n s i d é r o n s d e m ê m e la f o n c t i o n d 'ordre p a j u n , à s a v o i r : 

ei'c^ x peix" x nqx"~l. 

L ' e x c è s d e l 'ordre de la d é r i v é e sur ce lu i de la f o n c t i o n es t 

é g a l à ç u ) n -\- n — i . 

D ' u n e f a ç o n g é n é r a l e , c o n s i d é r o n s la f o n c t i o n y , d 'ordre 

i d e n t i q u e à 

Si l ' on p o s e 

y i = a?"., y , = ei'>y>, . . . , y t = e w - , 

o n a 

y = y /<•' 

D ' a p r è s la f o r m u l e 

y ' i = p / y ' i - i yi> 

p o u r i > i e t y t = p t ^ > o n a 

y \ r i • • . yk 
y =yk = pipi • • •i>k 

D o n c , l 'ordre de g r a n d e u r de y' e s t éga l k\ 

p/ciji . . . tapi -hp/c-t m . . . pi - ! - . . . - t - p t wOi -hjpi — i . 

Calcu lons en p a r t i c u l i e r l 'ordre d e la d é r i v é e de y = e"'''. 
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D a t i } 2 / > = in-p — i top — et p — r , 

p o u r t o u t e s les v a l e u r s e n t i è r e s p o s i t i v e s d e a. 

C o n s i d é r o n s la f o n c t i o n d'ordre a > [ n - f - t o p ] . C 'es t la fonc 

t i o n e 

O n a y = y x e:,J' x pxi' -1, 

D o)2p — (o2/) -+- io/> •+- p — i. 

P o u r d é d u i r e de là l 'ordre de D - m-p, n o u s u t i l i s e r o n s la r e m a r 

q u e s u i v a n t e : 

Quand l'ordre d'une fonction est une somme de plusieurs 

termes, la quantité dont il faut modifier l'ordre de la fonction 

pour avoir celui de sa dérivée est le même que si l'ordre était 

réduit à son terme prépondérant ( en s u p p o s a n t p r é a l a b l e m e n t 

e f f e c t u é e s t o u t e s l e s r é d u c t i o n s p o s s i b l e s ) . 

V o i c i u n r a i s o n n e m e n t e x p l i q u a n t le fa i t é n o n c é , e t qui 

m o n t r e l'hypothèse suffisante p o u r q u e l e p r i n c i p e p r é c é d e n t 

p u i s s e s ' a p p l i q u e r : 

S o i e n t y = A B , A ' = A a , e t B ' = B & , . 

La d é r i v é e de A B e s t 

A B ' - f - B A ' = A B ( « ! -+- 6 , ) . 

S u p p o s o n s q u e — s o i t i n f i n i m e n t p e t i t ; ce la e x i g e q u e '.J le so i t 

aus s i , si A e s t u n i n f i n i m e n t g r a n d , ou si B e s t u n i n f i n i m e n t 

p e t i t . Mais , r é c i p r o q u e m e n t , p o u r les f o n c t i o n s à c r o i s s a n c e 

régu l i ère d o n t n o u s n o u s o c c u p o n s , il se t r o u v e q u e , si — es t u n 

i n f i n i m e n t g r a n d , — l 'es t auss i . Si n o u s s u p p o s o n s 

i - b ' 
n m — — o , 

..·=» "\ 
n o u s a v o n s 

4 - A B = A ] i a , ( / | + - M -

dx \ a, / 

D o n c , l ' o r d r e d u p r e m i e r m e m b r e e s t ce lu i de A B a , . L'ordre 

de y' e s t d o n c éga l à l 'ordre de y a u g m e n t é de l 'ordre de a , . 

P a r a p p l i c a t i o n d e ce p r i n c i p e , 

D 2 Ui2p == tïi'p -+- ïliip -4- 'ip 2 . 
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U n c a l c u l fac i le d o n n e 

D u [ « + wyo] = a ) [ / i - H ( j ) / ) ] + ( 0 / ? - r - n - H p — l . 

O n a u r a , p a r a p p l i c a t i o n d u p r i n c i p e g é n é r a l , 

D a u> [ n - H < j / j ] = • w[n -\- i»p] -+- aw/; + i x n -+- p — t. 

N o u s a l l o n s é t e n d r e c e t t e f o r m u l e a u cas o ù a e s t u n e n t i e r 

négat i f . 

N o u s p r o u v o n s i m m é d i a t e m e n t qu 'e l l e e s t v r a i e p o u r a = — i , 

e n r e m a r q u a n t q u e , s i 
c—i' p 

< ? 0 ) = T : R X E * 1 * 8 * , 

n e diffère d e e^"'' q u e p a r u n f a c t e u r t e n d a n t v e r s un. 

D o n c , il e n e s t de m ê m e p o u r o(x) e t / e1""^dx, ce qu i d o n n e 

l ' é g a l i t é 

D — 1 W F N - T - I O Y P ] = u ) [ / i - T - t M / ? ] — wp — n -t p — 1 . 

P o u r p a s s e r a u cas de a e n t i e r n é g a t i f q u e l c o n q u e , n o u s r e m a r 

q u e r o n s q u e , étant donnée una fonction dont l'ordre est la 

somme de plusieurs termes, il suffît, pour avoir l'ordre de son 

intégrale, de modifier l'ordre de la fonction de la même quantité 

que s'il était réduit à son terme prépondérant. 

E n effet , so i t f(x) = A B , A e t B t e n d a n t v e r s + oc. P o s o n s 

/ A dx=—, B ' = B 6 , . 

On a 

/ A B d a : = ( ) ' — / — B dx, 

J r ù \ « 1 I Jj.t « i 

O U 

Si ~ est un infiniment petit, ce qu i se p r o d u i r a t o u j o u r s a v e c 

les f o n c t i o n s régu l i ère s q u e n o u s c o n s i d é r o n s , f A B dx ne 

" '•. 
diffère de — que p a r u n f a c t e u r t e n d a n t v e r s i. 

a l 

D o n n o n s u n e x e m p l e . P o s o n s 
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q u e ce lu i d e = ~ Ce d e r n i e r e s t l e m ê m e q u e si y é t a i t r é d u i t à 

L'ordre de — es t d o n c ce lu i de 
z 

^logil(27)= [a: 2fIoga7) îe- r]. 

T o u j o u r s p a r a p p l i c a t i o n d u m ê m e p r i n c i p e , l 'ordre de c e t t e 

d é r i v é e n e diffère d e l 'ordre d e x-{\ogx)2ex q u e de la q u a n t i t é 

c o r r e s p o n d a n t a u f a c t e u r p r é p o n d é r a n t . Ce f a c t e u r é t a n t eT, 

la d i f férence e n v i s a g é e e s t n u l l e . D o n c , l 'ordre de l o g } ( a ; ) 

i 6 ' 
é t a n t 2 + 2 — -f- io, c e t ordre e s t aussi ce lu i de -j-> e t p a r s u i t e 

.3 
de —• L'ordre de y é t a n t i d e n t i q u e à 

ce lu i d e z e s t égal à 

(O X 2 -t- 2 h 10 -+- (O. S (0 2 
10 (0 

Ca s des ordres approchés. — Q u a n d o n c o n s i d è r e d e s ordres 

notés avec des parenthèses o u m ê m e égaux, sans être identiques 

à u n ordre n o t é s a n s p a r e n t h è s e s , il est impossible a priori 

de savoir comment varie la dérivée. 

S o i t , par e x e m p l e , la f o n c t i o n d 'ordre éga l à n 

f(x) = {i - t - %\i\xm)xn. 
O n a 

f'{x) = x"~1 [ n( •>. - + - s i n r ' " ) -t- m x ' n c o s j r " 1 ] . 

S u p p o s o n s m pos i t i f . P o u r les v a l e u r s de x, t e l l e s q u e x'" so i t 

égal à 
2 / ( T : , 

A é t a n t u n e n t i e r pos i t i f c r o i s s a n t , f { x ) , t e n d r a v e r s + ' ; 

p o u r xm = ( y h -f- i ) TU, le m ê m e r a p p o r t t e n d r a v e r s —i. 

e t c h e r c h o n s l 'ordre d e z = / y dx. L 'ordre d e ^ e s t l e m ê m e 

y 
y 

s o n f a c t e u r p r i n c i p a l 
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DUFKRENTIATION ET INTÉGRATION DES ORDRES DE CROISSANCE. 4() 

J'(x) osc i l l e d o n c e n t r e d e s v a l e u r s p o s i t i v e s e t n é g a t i v e s 

c r o i s s a n t e n v a l e u r a b s o l u e a u d e l à d e t o u t e l i m i t e . 

C ' e s t u n f a i t e s s e n t i e l à s i g n a l e r d a n s t o u t e s les t h é o r i e s o ù 

i n t e r v i e n n e n t l es q u e s t i o n s d e c r o i s s a n c e , q u e l a c o n n a i s s a n c e 

d e l ' o r d r e d e c r o i s s a n c e d ' u n e f o n c t i o n (si c e t t e f o n c t i o n n ' e s t 

p a s c o n n u e i d e n t i q u e m e n t , e n c h a q u e v a l e u r d e l a v a r i a b l e ) n e 

p e r m e t d e p r é j u g e r d e r i e n s u r l ' a l l u r e d e sa d é r i v é e , ni e n p a r t i 

c u l i e r s u r l a r é g u l a r i t é d e sa c r o i s s a n c e . C ' e s t p a r ce f a i t q u e les 

s é r i e s u n i f o r m é m e n t c o n v e r g e n t e s n e p e u v e n t , d a n s l e c a s 

g é n é r a l , ê t r e d é r i v é e s t e r m e à t e r m e , les h y p o t h è s e s f a i t e s s u r 

l ' o r d r e d e g r a n d e u r d e s t e r m e s d e la s é r i e n e p e r m e t t a n t d e r i e n 

a f f i r m e r s u r l ' o r d r e d e g r a n d e u r d e s t e r m e s d e l a sé r i e d é r i v é e . 

Ce q u ' o n s a i t s e u l e m e n t , c ' e s t q u e l es l i m i t e s d ' i n d é t e r 

m i n a t i o n , d a n s l ' o r d r e d e l a d é r i v é e , c o m p r e n n e n t e n t r e e l les 

d e s n o m b r e s q u ' o n p e u t fixer c o n n a i s s a n t l ' o r d r e d e g r a n d e u r 

d e la f o n c t i o n e l l e - m ê m e , e t , si l ' o n s a i t par ailleurs q u e ces 

l i m i t e s c o ï n c i d e n t , o n p e u t a priori c a l c u l e r l e u r v a l e u r c o m m u n e . 

L e d é t o u r s u i v i e s t c l a s s i q u e . O n p a s s e p a r l ' i n t é g r a t i o n , l a q u e l l e 

n e d é t r u i t p a s l a f o r m e d e la c r o i s s a n c e . L e s p r o p o s i t i o n s q u e 

n o u s o b t i e n d r o n s s u r l a d i f f é r e n t i a t i o n a u r o n t d o n c u n c a r a c 

t è r e e s s e n t i e l l e m e n t r e l a t i f , p u i s q u e l e u r v a l i d i t é s e r a s u b o r d o n 

n é e à l a c o n n a i s s a n c e ( o b t e n u e p a r u n e a u t r e v o i e , g r â c e à u n e 

é t u d e d i r e c t e d e l a f o n c t i o n ) q u ' o n s u p p o s e r a a c q u i s e , d e l a 

r é g u l a r i t é d e l a d é r i v é e ; m a i s ces p r o p o s i t i o n s n ' e n s e r o n t p a s 

m o i n s p r é c i e u s e s d a n s l es a p p l i c a t i o n s , p a r c e q u e l a p l u p a r t d e s 

f o n c t i o n s q u e n o u s a u r o n s à e n v i s a g e r m o n t r e r o n t a i s é m e n t 

la r é g u l a r i t é d e l e u r d é r i v é e . 

S o i t '¿(x) u n e f o n c t i o n d ' o r d r e ( n ) e t s u p p o s o n s d ' a b o r d 

n^>—i. P o u r les v a l e u r s n é g a t i v e s d e n, t e n d v e r s z é r o 

a v e c m a i s sa p r i m i t i v e c r o î t i n d é f i n i m e n t . S o i t d o n c à 

é v a l u e r l ' o r d r e d e / v(x) dx = ó (x ) . O n a p a r h y p o t h è s e , 
J A 

l o e u f a r ) . . i j , , , , - . . . 
I im — - = n. A t o u t n o m b r e s d o n n e a 1 a v a n c e l e p e u x l a i r e 

l o g a ? 

c o r r e s p o n d r e u n n o m b r e xB, t e l q u e l ' i n é g a l i t é x^>x0 e n t r a î n e 

l o g ^ ( a r ) 
n — s < — 7 - - < n -r £ 

logx 

E . B. 1 
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O U 

(i) x"-*- < 9 ( 3 ? ) < x"+t. 

O n a 

^(z)— / z(x)dx = ! if (x) dx -+• Hyf <to)-

O r , e n i n t é g r a n t la d o u b l e i n é g a l i t é ( 1 ) e n t r e les l i m i t e s 

xu e t x o ù e l le e s t s a t i s f a i t e , 

<C I <?{x) dx <l " 
N - t - 1 — e . ' . /L + M - E 

ou e n c o r e 

X" ^ 1 " - a ; " + l "+--
(••>-) — H Ci<ty(x) < h C | , 

71 -t- 1 — s ft-r-i-i-e 

C, = ^(Xg) -
/ t —r- I — £ 

n-l-L-l-I 
^ n 

« + I + E 

O r , i l ^ e s t p o s s i b l e d e t r o u v e r u n n o m b r e x,, q u ' o n p e u t 

m ê m e s u p p o s e r s u p é r i e u r à x„, te l q u e p o u r t o u t e s les v a l e u r s d e 

x s u p é r i e u r e s à x,, le p r e m i e r m e m b r e d e la d o u b l e i n é g a l i t é (a) 

r e s t e s u p é r i e u r à a ; ' '+ '~- £ e t q u e le d e u x i è m e r e s t e i n f é r i e u r 

à x"+,+-z e n s u p p o s a n t ra-f- 1 -)- o , ce q u i a u r a l i e u si 

n - ) - 1 ] > o. 

D o n c , p o u r x o n a 

I o p A ( X, ) 
71 - + - 1 — •>. e < - — i < / i - t - 1 - 1 - a : . 

l O g 3 7 

L e n o m b r e a s a y a n t é t é c h o i s i a u s s i p e t i t q u ' o n v e u t , l ' e x i s 

t e n c e d u n o m b r e x, m o n t r e q u e * 0 " ^ ^ x ^ t e n d v e r s n -\- \. D o n c , 
1 l o g . r 

p o u r n ~> — 1 , 

I"(il) — (/L -+- [ ) . 

U n e d é m o n s t r a t i o n a n a l o g u e e t u n p e u p l u s s i m p l e p r o u v e 
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q u e , si l ' o r d r e a d ' u n e f o n c t i o n e s t égal k n^>— i, o n a 

A p p l i q u o n s ces r é s u l t a t s à l a d é r i v a t i o n . 

L e s f o r m u l e s q u i p r é c è d e n t m o n t r e n t q u e , si l a d é r i v é e d ' u n e 

f o n c t i o n d ' o r d r e a = ( n ) p o s s è d e u n o r d r e p a r e n t h è s e d é t e r m i n é , 

c e t o r d r e e s t c e r t a i n e m e n t ( n — i ). D e m ê m e , si rj. = n, e t si l a 

d é r i v é e e s t d ' u n o r d r e é g a l à u n n o m b r e a r i t h m é t i q u e , ce d e r n i e r 

e s t c e r t a i n e m e n t n — i . 

Cec i s u p p o s e , b i e n e n t e n d u , n ^> o. 

C o m m e a p p l i c a t i o n d e s r é s u l t a t s p r é c é d e n t s , p o s o n s 

<I(X) 

O » - i - i ) v / a 

L ' o r d r e d e cp(-'c) e s t é g a l à 

3 
2 -

1 

D o n c , l ' o r d r e d e J <s(x)dx e s t é g a l à ~--

S o i t e n c o r e 

<pO) = a'e""*-''. 

L ' o r d r e d e c e t t e f o n c t i o n p e u t ê t r e d é s i g n é p a r ( 2 ) , c a r 
l ( > ! i o { x 1 

l i m 

D o n c , c e l u i d e j " a (x) dx e s t ( .3). 

D a n s l e s d e u x e x e m p l e s p r é c é d e n t s , l e s o r d r e s d e l a d é r i v é e 

s o n t é g a u x , d a n s le p r e m i e r c a s , à - e t , d a n s le s e c o n d , à ( i ) . 

P o u r s ' e n a s s u r e r , il suff i t d e r e m a r q u e r q u e , d a n s c h a c u n d& 

ces c a s , la d é r i v é e l o g a r i t h m i q u e a u n o r d r e é g a l à — 1 . 

M a i s , p o u r 

if (X ) = a7 2 ( •>. - + - s i n ExYK'x, 

l ' o r d r e d e / o(x)dx e s t t o u j o u r s é g a l à ( 3 ) ; m a i s c e l u i d e 
* 

'Y{x) n ' e s t p a s d é t e r m i n é . 
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C o n s i d é r o n s m a i n t e n a n t l es f o n c t i o n s d ' o r d r e a = n o u a = ( « ) , 

s a n s q u ' o n a i t a = n, n é t a n t i n f é r i e u r à — i . 

N o u s p o s o n s 

e t <p(a^) e s t u n i n f i n i m e n t p e t i t d o n t n o u s c h e r c h o n s l ' o r d r e . 

D ' a p r è s l ' é g a l i t é , 

x " - , 
— ( i + n ) 

o n m o n t r e , c o m m e d a n s le c a s o ù n^>— i , q u e , si a. — n, l ' o r d r e 

d e :i(x) e s t é g a l à 71 + 1 e t q u e , si 7. = ( n ) , l ' o r d r e d e à(x) 

e s t ( n -f- 1 ) · 

E n r é s u m é , p o u r t o u t e s les v a l e u r s d e n, s a u f n =— 1, on a 

J n = n + 1 , j a. = n + 1, 

/ " (71) = (71 + 1). 

s i a = n, 

Q u a n t à l ' o r d r e d e la d é r i v é e , il e s t e n g é n é r a l i n d é t e r m i n é , 

d a n s le c a s o ù l ' o r d r e d e ^(x) n ' e s t p a s i d e n t i q u e à n 7 ^ o. 

M a i s si ^— t e n d v e r s u n e l i m i t e , d a n s le c a s où l ' o r d r e a. 

10 g a; 

d e 3 e s t é g a l à n o u à ( n ) , c e t t e l i m i t e e s t c e r t a i n e m e n t n — 1, 

e n s u p p o s a n t t o u j o u r s n o. 

P a s s o n s a u c a s d e s o r d r e s n o t é s a u m o y e n d u s y m b o l e w e t d e 

n o m b r e s a r i t h m é t i q u e s p o u r v u s d e p a r e n t h è s e s . 

L e s - f o r m u l e s r e l a t i v e s à l ' i n t é g r a t i o n c o m p o r t e n t l e s m ê m e s 

t e r m e s s o u s t r a c t i f s q u ' e n l ' a b s e n c e d e s p a r e n t h è s e s . M a i s , à 

c a u s e d e ces p a r e n t h è s e s , il e s t i n u t i l e d ' i n t r o d u i r e ce t e r m e , 

c o m m e il a é t é v u p l u s h a u t . 

S o i t , p a r e x e m p l e , à c a l c u l e r Çw(n). U n e f o n c t i o n 'f(x) 

d ' o r d r e ( O ( t i ) e s t é g a l e à ex" a v e c l i m v = n. P o s o n s 

- A 

£ é t a n t u n n o m b r e p o s i t i f a r b i t r a i r e , n o u s p o u v o n s m o n t r e r q u e 
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O I F F E H E N T I A T I O N E T I N T E G R A T I O N D E S O R D R E S D E C R O I S S A N C E . 5 3 

l ' o r d r e d e ¿ ( 3 ; ) e s t c o m p r i s e n t r e 

j~to X N — e el J TO X N 

C a r , v t e n d a n t v e r s n, il e s t p o s s i b l e d e t r o u v e r u n n o m b r e x0 

t e l q u e , p o u r x^>x„, 

n < » < n H 
2 2 

P o u r xy>x„, o n a d o n c 

I n t é g r o n s c h a q u e t e r m e d e xa à x. I l v i e n t · 

/ " r f a ; < i ( a ; ) < / ex ' d.c + 6 ( r 0 ) . 

e e t aj 0 é t a n t fixes, le p r e m i e r m e m b r e n e d i f fè re d e 1 — q u e 
a~ 1 

X 2 

p a r u n f a c t e u r f ini . D e m ê m e , le d e r n i e r n e d i f fère q u e p a r u n 

f a c t e u r f ini d e 1 I l e s t p o s s i b l e d e t r o u v e r u n n o m b r e s ; , t e l 

q u e p o u r x~^>XI,le p r e m i e r m e m b r e s o i t s u p é r i e u r à / eT"~'dx 

e t le s e c o n d i n f é r i e u r à / ex"+t dx. D o n c , l ' o r d r e d e -p{x) e s t 

c o m p r i s e n t r e 

J u x N — s et ^ 1 0 X n H - Î , 

c ' e s t - à - d i r e e n t r e 

u X / i — e — N — s — 1 ' e t W X / I - I E — N 1 - E - - 1 . 

C e t o r d r e e s t é g a l à C J Û ( n ) — (n—-1 ) q u i e s t é q u i v a l e n t à u ( r e ) . 

I l n ' y a p a s d e f o r m u l e g é n é r a l e p o u r l a d é r i v a t i o n . S e u l e m e n t , 

s i l ' o n s a i t q u e l ' o r d r e d e la d é r i v é e p e u t se m e t t r e s o u s la f o r m e 

w ( p , q), o n p e u t a f f i r m e r q u ' o n a p^nSq, e t s i p = 5 o n p e u t 

a f f i r m e r q u e l ' o r d r e d e l a d é r i v é e e s t M a i s il e s t i n d i s 

p e n s a b l e d ' i n t r o d u i r e d e s h y p o t h è s e s c o m p l é m e n t a i r e s s u r u n e 
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f o n c t i o n d o n t o n sa i t s e u l e m e n t q u e s o n ordre e s t <I)(ra), p o u r 

e n d é d u i r e ce lu i de sa d é r i v é e . 

Dérivation des ordres zéro et intégration des ordres moins un. — 

N o u s a v o n s j u s q u ' i c i s y s t é m a t i q u e m e n t d é l a i s s é l ' é t u d e d e la 

•dér iva t ion d e s f o n c t i o n s d 'ordre (o) e t de l ' i n t é g r a t i o n des fonc 

t i o n s d 'ordre ( — i ) . N o u s a l l ons c o n s t a t e r que si n o u s e n v i s a 

g e o n s d e s f o n c t i o n s d o n t les ordres s o i e n t de p l u s e n p l u s v o i s i n s 

•de o, f o n c t i o n s q u e n o u s s a c h i o n s d 'a i l leurs t o u j o u r s n o t e r i d e n t i 

q u e m e n t , l ' e x c è s d e l 'ordre de la f o n c t i o n sur ce lu i de sa d é r i v é e 

a u g m e n t e d e p l u s e n p l u s , e t d ' u n e f a ç o n e x t r ê m e m e n t r a p i d e , 

s i n o u s p r e n o n s la f o n c t i o n p o u r i n f i n i m e n t g r a n d p r i n c i p a l . 

C a l c u l o n s l 'ordre d e g r a n d e u r de la d é r i v é e de yP = l o g p a ; . 

JVous a v o n s 

y,< = I U S J K ; , - I 

e t , p a r s u i t e , 

C o m m e y, = loga;, o n a 

y^ 

•d 'où, p a r u n c a l c u l i m m é d i a t , 

y)-
ryiVi- • • y>_i 

D o n c , y' e s t u n i n f i n i m e n t p e t i t d o n t l 'ordre e s t i d e n t i q u e à 

e t l ' e x c è s d e l 'ordre d e yp sur l 'ordre de y e s t 

1 

N o u s a l l o n s v o i r q u e , r e l a t i v e m e n t à yp, c e t ordre e s t n é g a t i f 

•et t r è s g r a n d ; e n effet , si n o u s c o n s i d é r o n s y'p c o m m e f o n c t i o n 

d e yp, l 'ordre de j*^ , , r e l a t i v e m e n t à yp, e s t i d e n t i q u e a u p r o d u i t 

•de l 'ordre de y' r e l a t i v e m e n t à x p a r l 'ordre d e x r e l a t i v e 

m e n t à yp, d ' a p r è s la d é f i n i t i o n m ê m e d u p r o d u i t d e d e u x 

•ordres. Ce dern ier ordre es t ce lu i d e la f o n c t i o n i n v e r s e d e y p . 
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C'est d o n c wP. D o n c l 'ordre de y ' r e l a t i v e m e n t à y p e s t 

I i i 
I . . . ( ! > / ' . 

t o t O * ( o / J — 1 

C o m m e le f a c t e u r p l a c é à d r o i t e de la s o m m e p e u t m u l t i p l i e r 

d i s t r i b u t i v e m e n t t o u s les t e r m e s d e la s o m m e , l 'ordre c h e r c h é 

e s t 

— t o / ' — t o / ' — 1 — . . . - - t o . 

C a l c u l o n s : 

» . i i 

t) *o - H *i r . . . - I - « tuP 

l es a,- é t a n t des n o m b r e s a r i t h m é t i q u e s s a n s p a r e n t h è s e s , p o s i t i f s , 

n é g a t i f s o u n u l s . N o u s p o u v o n s a p p l i q u e r u n e r e m a r q u e r e l a t i v e 

à la v a r i a t i o n p a r la d é r i v a t i o n de l 'ordre d ' u n p r o d u i t de 

p l u s i e u r s f a c t e u r s A , B , . . . , L i n é g a l e m e n t c r o i s s a n t s . Si 

A ' = A a, B' = \ib, . . . , V = Ll, 

o n a 

4 - A B . . . L = A B . . . L ( a - f - i + . . . + . ) . 
d.s 

Si b, I s o n t i n f i n i m e n t p e t i t s p a r r a p p o r t à a (ce qui e n t r a î n e , 

a u cas o ù A, B , . . . , L n e t e n d e n t p a s vers des l i m i t e s f inies , que 

B , . . . , L s o n t i n f i n i m e n t p e t i t s p a r r a p p o r t à A ) , o n v o i t q u e la 

v a r i a t i o n d 'ordre de A B . . . L p a r la d é r i v a t i o n e s t la m ê m e que 

p o u r A . Or, si 

A = a-*., B = (loga?J<*., 

on a 

' loga- x log.T. . . log;,a: 

D o n c , h , c, . . . , l s o n t i n f i n i m e n t p e t i t s r e l a t i v e m e n t à a e t la 

d i m i n u t i o n d 'ordre de A B . . . L e s t la m ê m e q u e cel le d u pre 

mier f a c t e u r . Il e n s era i t de m ê m e si » „ = x, = . . . = a , - . = u, 

a v e c a,-jzé o. D a n s ce c a s , la d i m i n u t i o n d 'ordre es t éga le à 
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D o n c 

D a,· — -+- « , 0 - ! — — - + - . . . - + - 3.P — 

r 1 

Où d ) ' - ' I l ) ' O j ' J 

o n s u p p o s e e s s e n t i e l l e m e n t a , - ^ o . 

L e s e n s de la f o r m u l e e s t clair p o u r « ' ^ i . P o u r i = o, il r e s t e 

a u s e c o n d m e m b r e 
i 

a„ — i - ) - a, 
CD 

E n p a r t i c u l i e r , p o u r i ^ i , 

( 1 ) ' LU U j ' " 1 

le s i g n e = p o u v a n t ic i ê tre r e m p l a c é par 

C o n s i d é r o n s m a i n t e n a n t l ' i n t é g r a t i o n d ' u n e f o n c t i o n f(x) 

d'ordre v o i s i n de — i . 

N o u s p o s o n s 

<Sf(3r)= j f(x)dx, 

si c e t t e i n t é g r a l e a u n s e n s , e t d a n s le cas c o n t r a i r e 

<\>(x) = f f(x)dx, 

J A 

o ù A e s t u n n o m b r e f ixe arb i tra ire . D a n s le p r e m i e r c a s , , , » 
6 ( A R ) 

d a n s le s e c o n d ¿ ( 3 ; ) s o n t d e s i n f i n i m e n t g r a n d s a v e c x. L e r a p 

p o r t j^jpj p e u t d e v e n i r u n i n f i n i m e n t g r a n d d'ordre s u p é r i e u r 

à 1 e t d ' u n ordre a r b i t r a i r e m e n t g r a n d par r a p p o r t à l ' inf ini -

2nt g r a n d -r-̂ — 

O n a d ' a b o r d 

m e n t g r a n d ——> o u 'i(x), s u i v a n t l e s cas . 

1 

L a f o r m u l e r e l a t i v e à la d é r i v a t i o n n o u s e n f o u r n i t u n e c o n 

c e r n a n t l ' in t égra l e . É n o n ç o n s le r é s u l t a t : 

S o i t u n e f o n c t i o n f(x) d 'ordre égal à 
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P U , 3 , , fip é t a n t des n o m b r e s a r i t h m é t i q u e s , p o s i t i f s , n é g a 

tifs o u n u l s , é v i d e m m e n t s a n s p a r e n t h è s e s . 

S i ¡3,,=^— i , l 'ordre de e s t éga l À 

% + i -+- 3 I — - + - - • - - t - 8 „ — • 

Si 

P 0 = P , = . . . = P / _ 1 ^ _ , I fr^-i, 

l 'ordre de '^(x) e s t égal À 

+ 7 - 7 7 7 + • • • - · - P P ; 

E n f i n , si t o u s l es [i s o n t é g a u x À — i , l 'ordre de ']> e s t • 

Si l 'un des n o m b r e s ¡3 e s t u n n o m b r e p o u r v u d e p a r e n t h è s e s , 

t o u s l es t e r m e s qu i s u i v e n t s o n t s u p e r f l u s . Si l ' u n a u m o i n s des 

coef f ic ients ¡3 n ' e s t p a s éga l à — i , la f o r m u l e s u b s i s t e , e n y d o n 

n a n t c e p e n d a n t u n e p a r e n t h è s e a u dern ier coef f ic ient . Si t o u s 

les [3 s o n t é g a u x À — i , o n a ' 

I K ' W ' V ' 11) ' 

Cas des croissances irrêgulières. — D a n s sa t h è s e ( ' ) , M. P . 

B o u t r o u x a d û r é s o u d r e le p r o b l è m e d ' é v a l u e r l 'ordre d ' u n e 

i n t é g r a l e de la f o r m e 

y?„ = f u(.r) 

e n l a ' c o m p a r a n t À - J ^ Y O U 'u(n) s u ^ v a t l t ^ e s c a s > s a n s s u p p o s e r 

q u e u(x) fût d ' u n ordre ( p ) , e t a v e c la s eu le h y p o t h è s e q u e s o n 

ordre fû t de la f o r m e ( p , q). 

D e u x cas se p r é s e n t e n t s u i v a n t q u e l ' on s u p p o s e q u e a u n 

s e n s o u n o s p o u r n — : 

i ° Si I n 'a p a s de s e n s p o u r n = =c, n o u s v o u l o n s o b t e n i r 

l 'ordre de g r a n d e u r de I p o u r m fini e t n très g r a n d ; 

>.° Si I a u n s e n s p o u r n = zc, n o u s c h e r c h o n s l 'ordre d e I 

p o u r m t rès g r a n d e t n = oc. 

(') Acta malhematica, I C J O Ï . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D o n c 

/·" dx n<* fn
 dx n* i a?2

 K ( 71 ) i -

n) [' ( « j / « r e s t a n t fixe e t « c r o i s s a n t i n d é f i n i m e n t , o n a m a n i f e s t e m e n t , 

à p a r t i r d ' u n e c e r t a i n e v a l e u r d e n, 

A' é t a n t u n n o m b r e pos i t i f arb i tra ire in f ér i eur à — - — 

- r x xfl 
D e m ê m e — — é t a n t c r o i s s a n t , p o u r i < C » , o n a 

K ( x ) 

/*" dx r " dx _ » 

D a n s le p r e m i e r c a s , M. B o u t r o u x a o b t e n u des c o n d i t i o n s 

su f f i santes p o u r q u e u(n) I so i t de m ê m e ordre quo n, 

o u q u e n l o g n , . . . , o u q u e n l o g n . . Aogpn. 

D a n s le s e c o n d c a s , le m ê m e a u t e u r a o b t e n u d e s c o n d i t i o n s 
F™ dx . „ 

suf f i santes p o u r q u e u[m) I — s o i t d e m ê m e ordre q u e m, 

in ^{ ̂  ) 
o u q u e mlogm, . . . . 

i ° S u p p o s o n s qu' i l e x i s t e d e u x n o m b r e s pos i t i f s a e t p t e l s 

hC ( 00 } 00 
q u e — — e t —- s o i e n t c r o i s s a n t s . 

1 xx u(x) 

É t u d i o n s d ' a b o r d le c a s o ù I(" n'a p a s d e s e n s . J e dis q u e , si 

l 'on a 

I > [i > », 
u(n)ï", r e s t e d a n s u n r a p p o r t fini a v e c n. 

E n ef fet , é t a n t c r o i s s a n t , p o u r x <C.n, on a 

u(x) u.{n) i n a i 
a.-* ^ ~ n* °" u(x) > u( n) X*' 
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DIFFERENTIATION ET INTEGRATION DES ORDRES DE CROISSANCE. )g 

a v e c l i ras = o. D o n c 
n qo 

I S . < A ' : " u(n) 

h!' é t a n t u n n o m b r e fixe. 

D o n c , 

h a y a n t d e s l i m i t e s d ' i n d é t e r m i n a t i o n finies q u a n d , m é t a n t 

f ixe , n cro î t i n d é f i n i m e n t . 

O n d é m o n t r e d ' u n e m a n i è r e i d e n t i q u e q u e , s i 1^ a u n s e n s , 

e t si les d e u x n o m b r e s a e t |3 déf in i s p l u s h a u t e x i s t e n t e t s o n t 

t e l s q u e i < et < (i, o n a ( 1 ) 

1̂ , ~ h ——•— ( h fini p o u r n i n f i n i ) . 
u(m) 1 

M. B o u t r o u x a v a i t e n v u e l ' é t u d e d e s i n t é g r a l e s de la f o r m e 

dx 

SI [>!,(x)]~>-

A p o u v a n t p r e n d r e d i v e r s e s v a l e u r s . S o i e n t p. e t v d e u x n o m b r e s , 
. . . , ty(ar) x ^ . 

a u s s i v o i s i n s q u e p o s s i b l e , t e l s q u e - e t -. s o i e n t c r o i s -
^ r 7 1 a- v y ( x ) 

( M O n p e u t m o n t r e r q u e l a c o n d i t i o n I" < k — e n t r a î n e 

^ u ( m ) 

u ( n ) V n H ' ^ * 

s i n > m , e n s o r t e q u e l a c o n d i t i o n n é c e s s a i r e e t s u f f i s a n t e p o u r q u e 

u(m) 
m m 

s o i t l i m i t é s u p é r i e u r e m e n t e s t 

a (m) \ m 

p o u r n > m , ht < I e t a > o é t a n t d e u x n o m b r e s fixes. L ' h y p o t h è s e u t i l i s é e 

p a r M . B o u t r o u x c o r r e s p o n d à /t| = i . O n p e u t d e m ê m e o b t e n i r d e s c o n 

d i t i o n s n é c e s s a i r e s e t s u f f i s a n t e s i m p o s é e s a u r a p p o r t — - — - j p o u r ] q u e 

u(m) J ^ 

c h a c u n d e s c r i t è r e s d e M . B o u t r o u x s o i t v é r i f i é . Voir D E N J O Y , Sur l inté

gration de certaines inéquations fonctionnelles {Comptes rendus, s é a n c e 

d u i 3 a v r i l 1 9 0 9 ) . 
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^{ïo^xy^t n (lu g n.)*i 

D ' o ù u n e l i m i t e in fér i eure p o u r —\—-, e t l ' i n é g a l i t é 
r u(x) 

m ^ u(n) J x(\o«x)° 

L ' i n t é g r a l e d u s e c o n d m e m b r e e s t , à u n f a c t e u r près , t e n d a n t 

v e r s u n : — l -— ( l o g n ) 1 ^ , D o n c ( l e s n o t a t i o n s h', h", h g a r d a n t 

l e u r s e n s ) 

E n u t i l i s a n t l ' h y p o t h è s e r e l a t i v e à 3 , , o n a u r a i t 

d ' o ù 
u{n) 

Si i < a , < 3 l 5 I* a u n s e n s e t e s t , c o m m e le m o n t r e r a i t u n 

ca l cu l t o u j o u r s le m ê m e , éga l à hOL^SJ^ 
u(rn) 

s a n t s . L e s n o m b r e s a e t 3 dé f in i s p l u s h a u t s o n t r e s p e c t i v e 

m e n t 

h'i et. Xu. (Xv < ^1«·)· 

P o u r l e s v a l e u r s d e \ t e l l e s q u e ~kv < >,ut < i , I"4 e s t éga l 

à /t P o u r l e s v a l e u r s de 7> t e l l e s q u e i<^~hj <^_\^t., Ï"L e s t 

é e a l à h -, , / " ^ · M a i s , si n o u s e n v i s a g e o n s les v a l e u r s d e X 

c o m p r i s e s e n t r e - e t - , n o u s n e p o u v o n s p l u s r i en a f f i r m e r 

sur 1^, n i si c e t t e i n t é g r a l e a u n s e n s , ni a fortiori que l e s t s o n 

ordre . 

M. B o u t r o u x é larg i t a lors les cr i tères qu'i l a p p l i q u e à [^(^OP 
o u « ( a ; ) . 

il ( JO^) 3 " ( l 0 £ T T ' S i f ^ i · r 

Si — - \ e t —-—b' ' s o n t c r o i s s a n t s , s u p p o s o n s a i < ; i i < C i . 
a ; ( l o g ; r ) » . K ( a?) > i - r i 

l~ n ' a p a s d e s e n s . É v a l u o n s 1,'^.Pour x <C n, 
u(x') . u(n) 
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Si a, < i n o u s n e p o u v o n s d e c i d e r n i si I," a u n s e n s , 

n i a fortiori q u e l e s t s o n o r d r e . 

M . B o u t r o u x e x a m i n e a l o r s u n c r i t è r e p l u s p r é c i s , l e q u e l c o m 

p o r t e e n c o r e u n c a s d ' e x c e p t i o n e t a i n s i s u c c e s s i v e m e n t . 

E x p o s o n s le p l i m e c r i t è r e . 

S u p p o s o n s q u ' i l e x i s t e d e u x n o m b r e s ct.p e t fip, t e l s q u e 

u(x ) x IOGA:. . . x LOG,,_i x LOGORAR 
e t '—•—• ' 

x Ioga?. . . log„_,37 log*ca: « ( ^ J 

s o i e n t d e u x f o n c t i o n s c r o i s s a n t e s . 

S i stp <C p/, < 1 1 , I " t e s t u n i n f i n i m e n t g r a n d . P o u r l ' é v a l u e r , 

o n u t i l i s e l ' é g a l i t é 

C-, d X , y ^ - ^ ( L O G W N - L O G W M ) ; 

J m a; Ioga;. . . log'a? 1 — ï 
d ' o ù 

j„ _ ^ " log/i. . . log,, 71 

" ' _ ££(71) 

Si i < C <^ o n a p o u r I ; " la m ê m e e x p r e s s i o n , o ù m r e m 

p l a c e n. 

L e c a s < C i < C P / ? c o n d u i t À l ' e x a m e n d u ( p + i ) ' " " ' c r i t è r e . 

Ces é v a l u a t i o n s d ' i n t é g r a l e s d é f i n i e s o n t s e r v i à M. B o u t r o u x 

d e p r é l i m i n a i r e s à u n e é t u d e t r è s p r o f o n d e d e s f o n c t i o n s e n t i è r e s 

d e g e n r e fini. E n p a r t i c u l i e r , l es c r i t è r e s s u c c e s s i f s l u i o n t p e r m i s 

d ' é l u c i d e r c e r t a i n s p r o b l è m e s difficiles s u r l es f o n c t i o n s d ' o r d r e 

e n t i e r . 

Ordre d'une intégrale relativement aux paramètres de l'élément 

différentiel. — N o u s a l l o n s e n f i n é t u d i e r l ' o r d r e d e g r a n d e u r d e 

c e r t a i n e s i n t é g r a l e s d é f i n i e s p r i s e s e n t r e d e s l i m i t e s fixes, r e l a 

t i v e m e n t a u x p a r a m è t r e s q u ' e l l e s c o n t i e n n e n t . 

i° S o i t l ' i n t é g r a l e 

r" dx 

7 
C e t t e i n t é g r a l e a u n s e n s t a n t q u e e s u p p o s é fixe e s t pos i t i f . 

P o u r s = o, e l le n ' a p l u s d e s e n s ; q u a n d £ t e n d v e r s z é r o , sa v a l e u r 

c r o î t i n d é f i n i m e n t . N o u s n o u s p r o p o s o n s d e c h e r c h e r s o n o r d r e 
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L e s t m i s s o u s la f o r m e d ' u n e s o m m e d e t r o i s i n t é g r a l e s d o n t 

d e g r a n d e u r r e l a t i v e m e n t à \ L ' i n t é g r a t i o n d o n n e i m m é d i a t e 

m e n t p o u r v a l e u r d e l ' i n t é g r a l e - — • C e t o r d r e e s t é g a l à c e l u i 

d e i . 

2 ° S o i t l ' i n t é g r a l e 

= f dx 

P o u r q u e l ' e x p r e s s i o n i n t é g r é e a i t u n s e n s a r i t h m é t i q u e , q u e l 

q u e s o i t a , n o u s s u p p o s e r o n s a i , d e f a ç o n q u e l o g a ^> o. 

S u p p o s o n s t o u t d ' a b o r d q u e , a. é t a n t fixe, n o u s f a s s i o n s t e n d r e 

s v e r s z é r o . N o u s c h e r c h o n s l a m o d i f i c a t i o n q u e l a p r é s e n c e d e 

l ' e x p o s a n t x i n t r o d u i t d a n s l ' o r d r e d e I r e l a t i v e m e n t à s. T o u t 

d ' a b o r d , si a > o, l ' i n t é g r a l e r e s t e f inie q u a n d £ t e n d v e r s z é r o . 

D o n c , d a n s ce c a s , il n ' y a p a s l i e u d e c h e r c h e r l ' o r d r e d ' i n f î n i -

t u d e d e I r e l a t i v e m e n t à e. S u p p o s o n s d o n c a <^ o p o u r c o m 

m e n c e r . N o u s é t u d i e r o n s e n s u i t e le c a s n. = o. 

L e c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e x = e' n o u s d o n n e 

e t , e n p o s a n t Et = u, 

, „ r " e -·<• du 

J- i " 1 H _ I 

a é t a n t n é g a t i f e t f ixe , l ' i n t é g r a l e t e n d v e r s u n e v a l e u r f in ie , 

q u a n d z t e n d v e r s z é r o . D o n c , L e s t d e l ' o r d r e d e s a . Si i = — - 1 , 

n o u s r e t r o u v o n s u n r é s u l t a t p r é c é d e n t . M a i s , si — i <C •'• <C o, 

l ' o r d r e d e I r e l a t i v e m e n t à £ e s t t o t a l e m e n t m o d i f i é . 

F a i s o n s e n f i n a = o. O n a 

L = / — ~ d t = l 

^ logrt - E log u 

E n é c r i v a n t 

\ i — Ç - — d u - h f - - du-\- f — » 
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la p r e m i è r e e s t c o n s t a n t e , la s e c o n d e t e n d v e r s u n e l i m i t e f inie , 

la t r o i s i è m e e s t éga l e à l o g ^ — l o g a . D o n c , l 'ordre de I , e s t 

c e t t e fo i s s e u l e m e n t ce lu i de l o g 1 · 

N o u s a l l o n s r é s o u d r e u n e q u e s t i o n u n p e u p l u s c o m p l e x e e t , 

e n la t r a i t a n t c o m p l è t e m e n t , m o n t r e r c o m m e n t o n d o i t p r o c é 

der p o u r é t u d i e r l 'ordre de s e m b l a b l e s i n t é g r a l e s . N o u s a l l o n s 

s u p p o s e r q u e a e t s t e n d e n t s i m u l t a n é m e n t v e r s zéro , e t cher

cher u n e e x p r e s s i o n d o n n a n t a s y m p t o t i q u e m e n t la v a l e u r de 

l ' i n t é g r a l e I 2 q u e l l e q u e so i t la f a ç o n d o n t a e t s d e v i e n n e n t 

i n d é p e n d a m m e n t i n f i n i m e n t p e t i t s . 

N o u s a v o n s t o u j o u r s 

( • ) 

Ici , a e s t pos i t i f o u ^ n é g a t i f ( d a n s la p r e m i è r e p a r t i e a.<^u)m 

Q u a n d a e t s t e n d e n t v e r s z é r o , l ' i n t é g r a l e d u s e c o n d m e m b r e 

de ( i ) d e v i e n t i n f i n i m e n t g r a n d e p a r sa l i m i t e in fér i eure . P o u r 

c e t t e l i m i t e in fér i eure , e" e s t d 'a i l l eurs très v o i s i n de t . 

S o i t d o n c r, u n n o m b r e d o n n é à l ' a v a n c e a r b i t r a i r e m e n t p e t i t . 

S o i t b u n n o m b r e pos i t i f , le p l u s g r a n d si l ' o n v e u t , te l q u e 

i — T , < e~b <Z i . 

E d e v a n t t e n d r e v e r s z é r o , ' n o u s n ' e n v i s a g e o n s q u e les v a l e u r s 

de £ in fér i eures à £ | , t e l q u e 

E, l o g a < b. 

N o u s é c r i v o n s 

r" f-'1 r b e-" 

Q u a n d a t e n d v e r s zéro p a r v a l e u r s p o s i t i v e s o u n é g a t i v e s , 

F t e n d v e r s 

f du = a ( 6 ) . 
b i l 

N o u s n ' e n v i s a g e o n s q u e les v a l e u r s d e a te l l e s que 
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Ceci aura l i eu dès q u e | » ] sera in fér ieur à u n c e r t a i n n o m b r e a , . 

P o u r I*, o n a 
e - " = i — 8 Ï | ( o < 6 < i ) . 

D o n c 

r d 

£ LOF RI 

o u 

( a ; J» = ( 1 - 6 1 5 ) ^ 2 _ J 

a 

P o u r a = o, l e q u o t i e n t d o i t s i m p l e m e n t ê tre r e m p l a c é p a r sa 

vraie valeur p o u r a = o, s o i t 

l o g ' l o g 2 a H l o g é . 

I* cro î t i n d é f i n i m e n t q u a n d s e t a t e n d e n t s i m u l t a n é m e n t 

vers zéro . D o n c 
I ' = 2 0 ' œ ( 6 ) ( o < 0 ' < i ) 

f init p a r ê tre n é g l i g e a b l e r e l a t i v e m e n t à I". M o n t r o n s à par t i r 

d e q u e l l e s l i m i t e s , p o u r s e t a, o n a c e r t a i n e m e n t 

o u p l u t ô t 

( 3 ) 2 ? ( £ ) < r i - r i _ L 

Q u e a s o i t posi t i f , n é g a t i f o u nu l , I" cro î t q u a n d E d é c r o î t . On 

, . . J » n ( E L O Ç A ) - * - -
v o i t a i s é m e n t q u il e n es t d e m ê m e de '• 

S o i t 

P r e n o n s 

E l o g a < s 2 l o g œ = 6e-M?<*> 
( n o u s s u p p o s o n s é g a l e m e n t E < ^ E ( ) . A l o r s , le s e c o n d m e m b r e 

d e ( 3 ) e s t s u p é r i e u r à 

ce qui , l o r s q u e a t e n d v e r s z é r o , t e n d v e r s T | M S ( & ) R = 4 : p ( / > ) . 

D o n c , il e x i s t e u n e v a l e u r a.2 t e l l e q u e p o u r | a | · < a 2

 e t E < E 2 , 

l e s e c o n d m e m b r e de ( 3 ) e s t supér i eur à 'is (6). 
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D o n c , | a ] e t E é t a n t i n f é r i e u r s r e s p e c t i v e m e n t à a , , a a e t s , , 

o n a 

| I , r = ( L - F - Ù T ) ) : ^ 

L e f a c t e u r p r i n c i p a l d e I 2 s ' é c r i t 

( 1, 

6-*-
f—Y 
\ logn / 

6̂ * t e n d v e r s i . D o n c , s i | x | < [ x 3 , 

b-* — I - T - 8 ' 7 ) . 

Q u a n d a e s t s u f f i s a m m e n t p e t i t ( p o u r | a [ <T a t ] 

i = i + /Va log ; , 
\ l o g « / ° logai 

/c é t a n t c o m p r i s e n t r e ^ e t D o n c , 

('—Y 
V log a / ( 5 ) : = — - + * i o D . 

a i o*r 

b 

O G L Z 

——— c r o î t q u a n d a e t £ d é c r o i s s e n t , m ê m e s é p a r é m e n t . Si d 

: < î ; I , M < X - , , 
i — E * i — = * < 

> — — 

Si n o u s p r e n o n s x ; i l o g — = h, h é t a n t t e l q u e 

e - h < i , 

e t 

E 3 » = e -><i log — 
^ - 3 

CI -1 Î . 

Si d o n c 
I 1 i loge 
- log— — — log—j— 
•>. B E , r " b 
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c e q u i d é t e r m i n e aussi a.Tj, p o u r E < ^ E 3 , | a | <^ a 5 , la v a l e u r c o m 

m u n e d e s d e u x m e m b r e s d e ( 5 ) e s t ( e n s u p p o s a n t b < ] l o g a ) 

1 — 
- ( L - O R , ) . 

E n r é s u m é , rt é t a n t c h o i s i , il e x i s t e d e u x n o m b r e s a 0 e t E „ 

t e l s q u e p o u r | a | <C a„ , s <C s,., o n a 

/" " f i r i — E 1 

D a n s la s e c o n d e p a r t i e d e l a d é m o n s t r a t i o n n o u s a v o n s s u p 

p o s é e x p l i c i t e m e n t a y ^ o. M a i s c o m m e l ' i n t é g r a l e e s t u n e f o n c 

t i o n c o n t i n u e d e a, t a n t q u e £ ^ ¿ 0 , la f o r m u l e (6) s u b s i s t e m ê m e 

p o u r x = o à la c o n d i t i o n d ' y r e m p l a c e r p a r sa v r a i e v a 

l e u r , l og - • 

L ' é g a l i t é ( 6 ) e x p r i m e q u e , si a e t s t e n d e n t v e r s z é r o s i m u l t a 

n é m e n t , le p r e m i e r p a r v a l e u r s p o s i t i v e s o u n é g a t i v e s , le s e c o n d 

p a r v a l e u r s p o s i t i v e s , d e q u e l q u e f a ç o n q u e s ' o p è r e d ' a i l l e u r s 

l e u r v a r i a t i o n q u ' o n p e u t s u p p o s e r t o t a l e m e n t i n d é p e n d a n t e , 

( ; ) M M - — - I . = I . 

Si E " t e n d v e r s h i ('log - d ' o r d r e é g a l à j-^-Y ] la v a l e u r 

a s y m p t o t i q u e d e Io e s t 

•h \ — li . i 
I I ) " 

* l o - A n
 E 

Si E * t e n d v e r s i ^ —̂-̂-̂—R i n f i n i m e n t g r a n d r e l a t i v e m e n t à l o g ~ ^ > 

I., e s t é q u i v a l e n t a l o g - · 

Si E j t e n d v e r s o pos i t i f , - i n f i n i m e n t p e t i t r e l a t i v e m e n t 

à 1°ST^)" l ' e x p r e s s i o n a s y m p t o t i q u e d e I j e s t ^ • 

Si s* c r o î t i n d é l i n i m e n t (y. n é g a t i f , —^—inf in iment p e t i t r e l a -
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t i v e m e n t à I o g | ^ > I a e s t é q u i v a l e n t à M a i s il e s t e s s e n t i e l 

d e r e m a r q u e r q u e la f o r m u l e ( 7 ) e s t d ' u n e g é n é r a l i t é b i e n s u p é 

r i e u r e à cel le d e t o u t e s ces h y p o t h è s e s ; c a r el le s u p p o s e s i m p l e 

m e n t q u e E e t a t e n d e n t s i m u l t a n é m e n t v e r s z é r o , q u e l s q u e 

s o i e n t l es o r d r e s d e g r a n d e u r r e l a t i f s d e ^— e t d e l o g - • 

| Ï J 0 z 

Si l ' o n s u p p o s a i t q u e a, pos i t i f , n e l e n d i t p a s v e r s z é r o , la for

m u l e ( 7 ) n o u s d o n n e r a i t p o u r E u n e l i m i t e f i n i e ; el le c e s s e r a i t 

d ' ê t r e e x a c t e b i e n q u e , e f f e c t i v e m e n t , \ , t e n d e v e r s u n e l i m i t e , 

m a i s c e t t e l i m i t e n e s e r a i t p a s d o n n é e p a r c e t t e f o r m u l e . 

Si l ' o n s u p p o s e a> n é g a t i f , n e t e n d a n t p a s v e r s z é r o , la for

m u l e ( 7 ) n o u s d o n n e le r é s u l t a t : I j e s t d e l ' o r d r e d e E + i , m a i s 

la l i m i t e d u r a p p o r t d e I > à E 2 , q u i e x i s t e e n r é a l i t é , n ' e s t p a s cel le 

d o n n é e p a r la f o r m u l e . O n v o i t e n s o m m e q u e la f o r m u l e ( 7 ) , 

v r a i e si , a v e c l i m s - = o, o n a 

LIIN S = O, 

r e s t e v r a i e si la v a l e u r o r e s t e e n d e h o r s d u c h a m p d ' i n d é t e r m i 

n a t i o n d e a , à la c o n d i t i o n d ' y r e m p l a c e r l ' u n i t é a u s e c o n d 

m e m b r e p a r u n n o m b r e à l i m i t e s d ' i n d é t e r m i n a t i o n f inies e n 

m ê m e t e m p s q u e ce l les d e a. 

3° S o i t à c h e r c h e r l ' o r d r e d e 

dx 

log.r logjx ' 

q u a n d s t e n d v e r s z é r o . 

N o u s s u p p o s o n s a ^> e p o u r q u e l o g ^ a s o i t r é e l . E n p o s a n t 

x = ee e t et = u, il v i e n t 

•« du 
I:,= / — 

C o m m e c i - d e s s u s , n o u s i n t r o d u i s o n s l e n o m b r e p o s i t i f b t e l 

q u e 
r,<e~ 

L ' i n t é g r a l e 

du. 
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t e n d v e r s z é r o a v e c s. D ' a u t r e p a r t , 

du = ( 1 — Or, 

a v e c 

- E LOS RI 

S " 

a = ' R ' G 2 -+- l o g / 1 H — 

Ê LOJF II 

r; , , b , i 1 i / 1 ° R * \ i 
L = LOG LOG L O G 3 A = L N G 2 + L O G / H • — \ — L O G : I A . 

D o n c — i — t e n d v e r s i , e t il e n e s t p a r s u i t e d e m ê m e d e —-— • 
i 1 i 1 

log , - logj-

4° L e s m é t h o d e s p r é c é d e n t e s sont , a p p l i c a b l e s d a n s b i e n 

d e s c a s . C e r t a i n s n e d i f f è r e n t d e s p r é c é d e n t s q u ' e n a p p a r e n c e . 

A i n s i l ' i n t é g r a l e 
r" du: 

e s t é g a l e à 
r" dr 

d o n t l ' o r d r e e s t c e l u i d e l o g 7 -

D e s c o n s i d é r a t i o n s a n a l o g u e s t r o u v e n t l e u r a p p l i c a t i o n a u 

c a s d e s i n t é g r a l e s d o u b l e s é t e n d u e s à d e s d o m a i n e s fixes, l ' é l é 

m e n t d i f f é r e n t i e l - d é p e n d a n t d e p a r a m è t r e s v a r i a b l e s . 

i ° S o i t l ' i n t é g r a l e 

L a c o n d i t i o n d e c o n v e r g e n c e d e c e t t e i n t é g r a l e e s t a ^ > i . 

E n p o s a n t a = i - j - s , p r o p o s o n s - n o u s d e c h e r c h e r l ' o r d r e d e c e t t e 

i n t é g r a l e r e l a t i v e m e n t à - • S o i t 

x = p e o s lu, y = p s i n w ; 

l ' i n t é g r a l e se r é d u i t à 
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L ' o r d r e e s t l e m ê m e q u e si l ' i n t é g r a t i o n à e f f e c t u e r é t a i t 

ce q u i s ' e x p l i q u e p a r ce f a i t q u e s e u l e s les g r a n d e s 

v a l e u r s d e p i n t e r v i e n n e n t p o u r d o n n e r l ' o r d r e d e l ' i n t é g r a l e e t 

q u e , si a e s t g r a n d , p 2 + i p e u t ê t r e r e m p l a c é p a r p - à u n f a c t e u r 

p r è s i n f i n i m e n t v o i s i n d e I . 

S o i t 

• '0 ••'h 

dx dy 

D ' a p r è s ce q u i p r é c è d e , l ' i n t é g r a l e n e s a u r a i t c o n v e r g e r 

SI A < ^ I . E l l e c o n v e r g e d ' a i l l e u r s si A ] > I . T o u t e la d i s c u s s i o n 

p o r t e s u r le c a s a = I . I n t é g r o n s d ' a b o r d p a r r a p p o r t à x : 

dx 

P o s o n s 
x — \JyL -+• 11. 

L a p r e m i è r e i n t é g r a t i o n à e f f e c t u e r n o u s d o n n e 

dt A 

(r 5 

Si A e s t v o i s i n d e 1, A e s t v o i s i n d ' u n n o m b r e FIXE. 

O n a e n s u i t e 

'.= */•" % 
L ' i n t é g r a l e c o n v e r g e , si a = i, à la c o n d i t i o n n é c e s s a i r e e t 

s u f f i s a n t e q u e 3 ] > I . P o u r a = I , 3 = I , e l le d i v e r g e . Si n o u s 

p o s o n s a = i + >̂ 3 = I -(- a', é t a n t d o n n é q u e l ' i n t é g r a l e J O n e 

d e v i e n t i n f i n i m e n t g r a n d e q u e d a n s le c h a m p d e s y i n f i n i m e n t 

g r a n d s , n o u s p o u v o n s , s a n s m o d i f i e r la v a l e u r p r i n c i p a l e d e J 2 , 

r e m p l a c e r y'1-\- i p a r y-. C e t t e v a l e u r p r i n c i p a l e e s t a l o r s 

dy •I 
e t p a r s u i t e 

L a r e m a r q u e e s s e n t i e l l e à s i g n a l e r e s t q u e l a m o d i f i c a t i o n 
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i n t r o d u i t e p a r l e f a c t e u r ( l o g r ) ? e s t i d e n t i q u e à ce l le q u e d o n 

n e r a i t le f a c t e u r ( l o g e ) ? . 

3" P l u s g é n é r a l e m e n t , e n v i s a g e o n s d e s i n t é g r a l e s d e la 

f o r m e 

' ·/, -h ï ' + j l " 

L a c o n d i t i o n p o u r q u e c e t t e i n t é g r a l e a i t u n s e n s e s t 

I I 

» ? < ' • 

Cec i se d é m o n t r e ( 1 ) on p r o u v a n t q u e 

Ht 

(c fini), a v e c 

r(; + 'jl'(3 
Si d o n c n o u s p o s o n s ^ - j - = r — E , le coe f f i c i en t A ' r e s t e 

c o m p r i s e n t r e d e s l i m i t e s a i s é e s à c a l c u l e r . Sa l i m i t e , q u a n d s 

t e n d v e r s z é r o , d é p e n d d e s l i m i t e s a„, ¡3« p o s i t i v e s e t v é r i f i a n t 

l a r e l a t i o n — -(- „' = i , v e r s l e s q u e l l e s t e n d e n t r e s p e c t i v e m e n t 

a e t ¡3. L ' o r d r e d e l ' i n t é g r a l e e s t e n t o u s cas c e l u i d e ' · P o u r 

a o = ¡3n= 2 , n o u s r e t r o u v e r i o n s l a m ê m e v a l e u r a s y m p t o t i q u e 

q u e p o u r l ' i n t é g r a l e j f T J ^ T J ^ Ï ' 

L ' e x t e n s i o n a u c a s d e s i n t é g r a l e s t r i p l e s , o u d e m u l t i p l i c i t é 

s u p é r i e u r e , se f e r a i t s a n s d i f f i c u l t é . O n u t i l i s e r a i t p o u r l ' i n t é 

g r a l e 

r ' r - r - dx,ty...dt 

./„ Jh x*-hy'¡i-h...-hfi 

la c o n d i t i o n d e c o n v e r g e n c e {_-) 

(1 ) Voir B O H E L , Leçons sur les séries à termes positifs-, p . 5 5. 

{ - ) B O H E L , toc. cit. 
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L e s m é t h o d e s p r é c é d e n t e s c o n s i s t e n t e s s e n t i e l l e m e n t à d é t e r 

m i n e r d ' a b o r d , d a n s le c h a m p d e s v a r i a b l e s , les p o i n t s a u t o u r 

d e s q u e l s l ' i n t é g r a l e d e v i e n t i n f i n i e ; d ' u n e f a ç o n p l u s p r é c i s e , 

les p o i n t s o u l i g n e s t e l s q u e , l e u r v o i s i n a g e é t a n t e x c l u d u c h a m p 

d e s v a r i a b l e s , l ' i n t é g r a l e r e s t e f inie . E n s ' e n t e n a n t a u x z o n e s 

e n t o u r a n t ces p o i n t s ( d o n t c e r t a i n s p e u v e n t ê t r e à l ' i n f i n i } , 

l ' e x p i e s s i o n d e l ' é l é m e n t d i f f é r e n t i e l a u r a g é n é r a l e m e n t u n e 

p a r t i e p r i n c i p a l e fac i l e à m e t t r e e n é v i d e n c e e t d e f o r m e b e a u 

c o u p p l u s s i m p l e q u e l ' é l é m e n l , l u i - m ê m e . C e t t e p a r t i e p r i n c i p a l e 

p o u r r a d ' a i l l e u r s r e v ê l i r d i v e r s e s f o r m e s , q u ' o n o b t i e n d r a , p a r 

e x e m p l e , e n s c i n d a n t les d i v e r s e s z o n e s c o n s e r v é e s e n p l u 

s i e u r s a u t r e s , t e l l e s q u e d a n s c h a c u n e d ' e l l e s u n t e r m e d e l ' é l é 

m e n t d i f f é r e n t i e l s o i t p r é p o n d é r a n t . O n n e r e t i e n d r a q u e ce 

t e r m e d a n s l ' i n t é g r a l e . 

N o u s a l l o n s c h e r c h e r , e n u t i l i s a n t ces p r i n c i p e s , les c o n d i t i o n s 

d e c o n v e r g e n c e d e l ' i n t é g r a l e 

L i m i t o n s d ' a b o r d l a z o n e o ù l ' i n t é g r a l e r i s q u e d e d e v e n i r 

i n f i n i e . S i n o u s d o n n o n s à y u n e v a l e u r c o n s t a n t e , a r b i t r a i r e 

m e n t g r a n d e , la c o n v e r g e n c e d e s é l é m e n t s d e l ' i n t é g r a l e c o r r e s 

p o n d a n t à b <Cy <CB e s t u n i q u e m e n t s u b o r d o n n é e à l a c o n d i 

t i o n a -f- a' > 1. I l n o u s f a u t d e m ê m e ¡3 + M a i s , à c a u s e 

d e ces c o n d i t i o n s , l ' i n t é g r a l e n e p e u t d i v e r g e r q u e d a n s u n 

c h a m p o ù x e t - v o n t s i m u l t a n é m e n t j u s q u ' à l ' i n f i n i . D o n c , 

n o u s p o u r r o n s n o u s d o n n e r d e s n o m b r e s a r b i t r a i r e m e n t g r a n d s 

A e t B , e t n ' é t u d i e r l a c o n d i t i o n d e c o n v e r g e n c e q u e d a n s le 

c h a m p i > A , y^>B. 

D a n s ce c h a m p , d i s t i n g u o n s d i v e r s e s z o n e s . C o n s t r u i s o n s l e s 

6 B' 
3 3 ' 

c o u r b e s x = y a , x=ya-'. S u p p o s o n s ^ < C la p r e m i è r e c o u r b e 

s e r a a u - d e s s u s d e la s e c o n d e . E l l e s d i v i s e n t le c h a m p e n t r o i s 

z o n e s ; d a n s l a p r e m i è r e _E*<CJ'P, x*' <Cy?. D ' o ù 

TJ>(.R, y) = (x*-hy?) (x*'^y?') = y?+?' X AI, 
a v e c i <Ch, <C4- D a n s l a d e u x i è m e 
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D a n s la t r o i s i è m e 

h-2 e t h-., é t a n t é g a l e m e n t c o m p r i s e n t r e i e t 4· E n f a i t , s e u l e s 

s o n t p r é p o n d é r a n t e s d a n s c h a q u e z o n e les r é g i o n s o ù h,, h2, h:, 

s o n t t r è s v o i s i n s d e i . L ' i n t é g r a l e d a n s le p r e m i e r c h a m p a d o n c 

p o u r v a l e u r 

dy < * " I r " d Y ^ y 

il y W 

L a q u e s t i o n d e l a c o n v e r g e n c e n e se p o s e q u e p o u r y t r è s 

g r a n d . I c i , n o u s p o u v o n s r e m p l a c e r B p a r u n e n o u v e l l e l i m i t e B , 

fixe,-sans c h a n g e r la c o n v e r g e n c e d e l ' i n t é g r a l e , d e f a ç o n q u e 

? P ? 
ya— X ^ ^ y ^ î i — 'hrj, 

•r, é t a n t p a r e x e m p l e i n f é r i e u r à - • L a c o n d i t i o n d e c o n v e r g e n c e 

e s t d o n c 
3 

3 + 3 ' —
 ?- > i . 

D a n s la s e c o n d e z o n e n o u s a v o n s 

R S' SI 

B é t a n t t r è s g r a n d , le s e c o n d t e r m e d e la d i f f é r ence e s t n é g l i 

g e a b l e p a r r a p p o r t a u p r e m i e r . L a c o n d i t i o n d e c o n v e r g e n c e e s t 

&' 
FJ '-M .a — i J S > i. 

SI 

E n f i n , la c o n d i t i o n d e c o n v e r g e n c e d a n s l a t r o i s i è m e z o n e e s t 

a' 
* -+- a — -n, > I -

P 

Ces t r o i s c o n d i t i o n s se r é d u i s e n t a u x d e u x e x t r ê m e s q u i p e u 

v e n t s ' é c r i r e 
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a v e c 

N o n s e u l e m e n t l a m é t h o d e p r é c é d e n t e , n o u s a d o n n é l e s c o n 

d i t i o n s d e c o n v e r g e n c e , m a i s e l le p e r m e t e n c o r e , si a, [i, a ' , S' 

t e n d e n t v e r s d e s v a l e u r s p o u r l e s q u e l l e s l es c o n d i t i o n s c e s s e n t 

d ' ê t r e v é r i f i é e s , d ' o b t e n i r l ' o r d r e d e g r a n d e u r d e l ' i n t é g r a l e 

r e l a t i v e m e n t a u x d i f f é r e n c e s i n f i n i m e n t p e t i t e s d é s p a r a m è t r e s 

e t d e l e u r s l i m i t e s . 
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A P P L I C A T I O N S A N A L Y T I Q U E S . 

N o u s a l l o n s a p p l i q u e r les r é s u l t a t s p r é c é d e m m e n t a c q u i s 

à l ' é t u d e d e s sé r i e s e t d e s p r o d u i t s i n f i n i s . 

N o u s n o u s p r o p o s e r o n s d e d é d u i r e d e l a c r o i s s a n c e d u t e r m e 

o u d u f a c t e u r g é n é r a l , u„ o u 1-{-u ,, r e l a t i v e m e n t à s o n r a n g , 

l a c r o i s s a n c e d e l a s o m m e d e s n p r e m i e r s t e r m e s , o u d u p r o d u i t 

d e s n p r e m i e r s f a c t e u r s . Si ces t e r m e s g é n é r a u x s o n t d e s f o n c 

t i o n s d ' u n e v a r i a b l e x, il y a u r a l i eu d e c o n s i d é r e r l a c r o i s s a n c e 

d e la sé r i e o u d u p r o d u i t r e l a t i v e m e n t à x. 

L e s p r o d u i t s i n f i n i s f o n c t i o n s d ' u n e v a r i a b l e , d o n t n o u s 

n o u s o c c u p e r o n s , s e r o n t d e s f o n c t i o n s e n t i è r e s d e c e t t e v a r i a b l e , 

e t la r e l a t i o n q u e n o u s n o u s t r o u v e r o n s e n v i s a g e r s e r a ce l l e 

q u i l ie la c r o i s s a n c e d e la f o n c t i o n e t l a c r o i s s a n c e d e s m o d u l e s 

d e ses z é r o s . 

A i n s i , n o u s é t u d i e r o n s d ' a b o r d les sé r i e s à t e r m e s c o n s t a n t s 

e t p o s i t i f s ; p u i s , p a r a p p l i c a t i o n d e s r é s u l t a t s o b t e n u s e t d e s m é 

t h o d e s e m p l o y é e s , n o u s d é t e r m i n e r o n s les t r è s u t i l e s f o r m u l e s 

d ' a p p r o x i m a t i o n d e la f o n c t i o n T. Ce l l e -c i , m i s e à s o n t o u r 

s o u s f o r m e d e p r o d u i t i n f i n i , n o u s d o n n e r a u n e x e m p l e e s s e n t i e l 

d e la r e l a t i o n e n t r e l a c r o i s s a n c e d ' u n e f o n c t i o n e n t i è r e e t ce l l e 

d e ses z é r o s . 

N o u s a n a l y s e r o n s d e p l u s p r è s , p a r les p r o d u i t s i n f i n i s , c e t t e 

r e l a t i o n q u a n d l es c r o i s s a n c e s s o n t r é g u l i è r e s . E l l e s e r a m i s e 

e n é v i d e n c e p_our les c r o i s s a n c e s i r r é g u l i è r e s s u r le d é v e l o p 

p e m e n t d e la f o n c t i o n e n t i è r e e n sé r i e d e T a y l o r . 

Séries à termes constants et positifs. — D a n s l ' é t u d e d e s s é r i e s , 

à l a q u e l l e se r a m è n e ce l le d e s p r o d u i t s i n f i n i s , se p o s e n t s u i v a n t 

les c a s d e u x p r o b l è m e s d i f f é r e n t s . 

É t a n t d o n n é e u n e s é r i e : i " si el le e s t d i v e r g e n t e , la s o m m e 
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e s t c o m p r i s e n t r e i u e t un. 

Cela é t a n t , f a i s o n s s u r l ' o r d r e d e s u c e r t a i n e s h y p o t h è s e s 

p a r t i c u l i è r e s . 

S u p p o s o n s d ' a b o r d q u e c e t o r d r e s o i t i d e n t i q u e à a ] > — i . 

d e s n p r e m i e r s t e r m e s , s o m m e q u i a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t 

a v e c n, p o s s è d e , r e l a t i v e m e n t à n, u n c e r t a i n o r d r e d e g r a n d e u r 

q u ' i l e s t u t i l e d e c o n n a î t r e . 

a" Si e l le esL c o n v e r g e n t e , la s o m m e d e s t e r m e s q u i s u i v e n t 

le n'è"":, o u n r e s t e , e s t u n i n f i n i m e n t p e t i t d o n t n o u s nous 
p r o p o s e r o n s é g a l e m e n t d e c a l c u l e r l ' o r d r e r e l a t i v e m e n t à n. 

Il e s t à r e m a r q u e r q u e , d a n s l e s d e u x c a s , l es o r d r e s d e g r a n 

d e u r e n v i s a g é s s o n t i n d é p e n d a n t s d e s m o d i f i c a t i o n s qu'on 
p o u r r a i t f a i r e s u b i r à u n n o m b r e fini d e t e r m e s d e la s é r i e . 

E t u d i o n s d ' a b o r d le p r e m i e r p r o b l è m e . So ienL u„ le t e r m e 

g é n é r a l d ' u n e s é r i e d i v e r g e n t e , S„ la s o m m e d e ses n p r e m i e r s 

t e r m e s . 

S u p p o s o n s q u e un s o i t p o u r n^>h u n n o m b r e jamais crois
s a n t . E n c o n s i d é r a n t n c o m m e u n e v a r i a b l e c o n t i n u e e t u„ 

c o m m e u n e f o n c t i o n u(n) c o n t i n u e j a m a i s c r o i s s a n t e , a s s u 

j e t t i e à c o ï n c i d e r a v e c le n"'"'u t e r m e d e l a s é r i e p o u r t o u t e s les 

v a l e u r s e n t i è r e s d e n, e t e n c o n s t r u i s a n t la c o u r b e y = u (x), on 

p r o u v e les i n é g a l i t é s 

n ^ n I 

^ « „ < / u(n) dn < u n , 

/i + i " ; ' n 
n 

( i ) / u(n) dn -+- u„ < ^ u„ < / u(n) dn-k-u/t. 
h ^T-

S u p p o s o n s q u e un p o u r n^>h s o i t u n n o m b r e j a m a i s d é c r o i s 

s a n t . O n t r o u v e , e n c o n s t r u i s a n t c o m m e c i - d e s s u s la c o u r b e 

y = u(x), la m ê m e d o u b l e i n é g a l i t é p r é c é d e n t e r e n v e r s é e 

(a) / u(n) dn m, < ^ M;i< / u{n)dn \- u„. ' 

D a n s les d e u x c a s 
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O n a a l o r s 
K „ = n.<*. 

n 

D o n c , e n p o s a n t ^ un = S „ , o n a la d o u b l e i n é g a l i t é 

• < S „ < 4 - n" 
a -+- i a -+- i 

si a "J> o, e t les i n é g a l i t é s i n v e r s e s S I A < ^ o. D a n s les d e u x ca s , 

^" t e n d v e r s —' L ' o r d r e d e S„ e s t d o n c é g a l à a - ( - I . 

L ' o r d r e d e S„ s e r a i t e n c o r e a -f- i, si l ' o n a v a i t 

u „ —- A „ n", 

A „ r e s t a n t e n t r e d e s l i m i t e s e x t r ê m e s d ' i n d é t e r m i n a t i o n f in ies . 

Si l ' o r d r e d e uu e s t ( a ) , a " " > — i , l ' o r d r e d e / uudn e s t 

( a -(- i ). Ce s e r a e n c o r e ici l ' o r d r e d e S„ . 

C i t o n s d e s e x e m p l e s . P o u r u = - ^ . d o n t l ' o r d r e e s t i d e n -
V" 

Tl 

t i q u e à — ' -, la s o m m e V e s t d ' o r d r e éga l à - • 

i T 

S o i t u,, = — ~*~ ' I c i , l ' o r d r e d e u . e s t é g a l à — ' • L ' o r d r e 
n1 v « -+- ' 

d e S / t e s t d o n c e n c o r e - · 

P o s o n s 

1 / , — H : L ( I — / I S I II - ) . 

« / 

P u i s q u e , d ' a p r è s le d é v e l o p p e m e n t e n sé r i e d e s in —, 

I I I . . 
i — n s in — — ( i - i - E ) 11111 E „ ~ n 

n l'i n1 „ „ 

W J , e s t d ' o r d r e é g a l à - |- i . 

D o n c S M e s t d ' o r d r e é g a l à a. 

P a s s o n s m a i n t e n a n t à d e s o r d r e s d e c r o i s s a n c e s u p é r i e u r s à 

t o u t e n t i e r . 

L ' i n é g a l i t é ( a ) p e u t s ' é c r i r e , en a j o u t a n t a u x t r o i s m e m b r e s . 

r h 

! u(n) du 
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APPLICATIONS ANALYTIQUES. 7 7 
< 

e t e n p o s a n t 
* 7 

un— / u(n)dn = C, 

î ' 1 

( 3 ) / u( n ) dn -+- « / , < S „ -+- « / i — G < / u ( n ) d n ^ - u„, 

• «A «A 

e t p a r s u i t e 

u.( n) dn <C S„—C < / ul_n) d n - h - u„. 

C e t t e d o u b l e i n é g a l i t é m o n t r e q u e , s e l o n la c r o i s s a n c e d e u, 

d e u x cas se p r é s e n t e r o n t : 

Si / u ( n ) dn e s t i n f i n i m e n t g r a n d p a r r a p p o r t à u,n a l o r s le 
•J1 

„ Il 

r a p p o r t d e S« à J u(n)dn t e n d v e r s i , e t l ' o n a 

S „ = j ~ u ( / i ) dn / i + 0 

J u{ n) dn 

8 é t a n t u n n o m b r e c o m p r i s e n t r e o e t i . 

Si a u c o n t r a i r e J" u(n)dnest i n f i n i m e n t p e t i t p a r r a p p o r t 

à u„, e n r e m p l a ç a n t l a p r e m i è r e d e s i n é g a l i t é s ( 3 ' ) p a r l ' i n é 

g a l i t é é v i d e n t e w , < ^ S , , o n v o i t q u e —̂ t e n d v e r s i e t l ' o n a 

( J" ' u ( n ) du \ 

i -i- 0' — / . 

E n f i n , d a n s le c a s i n t e r m é d i a i r e o ù le r a p p o r t — / u(n)dn 
r e s t e c o m p r i s e n t r e d e s l i m i t e s finies, l es d e u x f o r m u l e s ( ' j) 

e t ( 5 ) p e u v e n t ê t r e e m p l o y é e s c o n c u r r e m m e n t . S„ e s t c o m p a 

r a b l e à la fois à / u(n) dn e t à u . 
• I 

L e p r e m i e r c a s se t r o u v e r é a l i s é q u a n d la c r o i s s a n c e d e u ( 
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L e r a p p o r t — e s t d o n c fini e t l i m ~ = — 1.. 

u„ S „ a 

Si utl = e" ' , l a s o m m e e -f- e 1 -(- . . . -\- e" ' d i f fère f o r t p e u d e 

s o n d e r n i e r t e r m e . L e c a l c u l f a i t p o u r le c a s g é n é r a l n o u s d o n n e , 
S 

p o u r le r a p p o r t — > la v a l e u r 

u ( n ) du 
fi' 

a v e c o <d 6' <C 1 • 

j" e f t dn 

Si u,, = e^", c o m m e 1 — e s t é g a l à n ' n à u n f a c t e u r 
e v " 

p r è s t e n d a n t v e r s i (^ce f a c t e u r é t a n t p l u s p r é c i s é m e n t é g a l 

a s y m p t o t i q u e m e n t à i 7 = ) ' o n a 

S „ = e^' X 2 \/II I 1 : 

V ·>• \'n 

I c i e n c o r e , on a d o n c a v e c la v a l e u r d e l a s o m m e , à u n f a c t e u r 

p r è s t e n d a n t v e r s i , u n e l i m i t e s u p é r i e u r e d e l ' e r r e u r c o m m i s e . 

L e s e c o n d p r o b l è m e : o r d r e d e g r a n d e u r d u n'1'"" r e s t e d ' u n e 

sé r i e c o n v e r g e n t e , v a n o u s d o n n e r d e s r é s u l t a t s e n t i è r e m e n t 

a n a l o g u e s a u x p r é c é d e n t s . 

e s t i n f é r i e u r e à po>, q u e l q u e p e t i t q u e s o i t le n o m b r e p o s i t i f p ; 

le s e c o n d , q u a n d e l le e s t s u p é r i e u r e à p T O , q u e l q u e g r a n d q u e 

s o i t p ; le t r o i s i è m e , q u a n d el le e s t é g a l e à (p,q)<'>, p e t q é t a n t 

t e l s q u e o <^ p <T" q <^-(~ 3C-

C i t o n s q u e l q u e s e x e m p l e s . E x a m i n o n s d ' a b o r d c o m m e n t , 

d a n s le c a s i n t e r m é d i a i r e , le d e r n i e r t e r m e u„ e s t d é j à a s s e z 

p r é p o n d é r a n t p o u r ê t r e c o m p a r a b l e à l a s o m m e d e t o u s c e u x 

q u i le p r é c è d e n t . 

P o s o n s 
u„ = a", 

a é t a n t u n n o m b r e s u p é r i e u r à i. O n a 
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S u p p o s o n s q u ' à p a r t i r d ' u n c e r t a i n r a n g nn, w ;, q u i t e n d v e r s 

z é r o n e c r o i s s e j a m a i s . A l o r s , n o u s s a v o n s q u e , la s é r i e é t a n t 

c o n v e r g e n t e , nu,, t e n d v e r s z é r o , e t , p a r c o n s é q u e n t , l ' o r d r e d e 

g r a n d e u r d e u„, q u i e s t n é g a t i f , n e s a u r a i t ê t r e n i s u p é r i e u r n i 

é g a l à — 1 . 

C e t t e r e m a r q u e f a i t e , c o n s i d é r o n s les i n é g a l i t é s 

" » + 1 • + - " ; - M " ! - . . . < Ç " { H ) dll < tt..„i -+- " f - . . · 

'~ ' M l 

q u e n o u s é c r i r o n s : 

H „ — « „ + ] < j " n( ii ) dn < \ \ n . 

• « 4 - 1 

D e cec i r é s u l t e : 

(fi) / a ( n ) d n < R„ < / «(.n) tt„,-i. 
• H—i • /m-î 

Ic i e n c o r e d e u x c a s v o n t se p r é s e n t e r : 

Si l ' i n t é g r a l e / u {n) dn e s t d ' o r d r e s u p é r i e u r à w , , + -, a l o r s le 

r e s t e R „ e s t é g a l à Ç u (n) dn à u n f a c t e u r p r è s t e n d a n t v e r s i , 
"-' n-r-\ 

l ' e r r e u r r e l a t i v e é t a n t p a r d é f a u t e t i n f é r i e u r e à " 
/ u ( n j rf/i 

Si / u (n) e s t d ' o r d r e i n f é r i e u r à u„ f l , l ' i n é g a l i t é é v i d e n t e 

« . i - t - i ^ H . , , r e m p l a c e r a la p r e m i è r e d e s i n é g a l i t é s ( 6 ) e t R „ s e r a 

s e n s i b l e m e n t éga l à u„+i, l ' e r r e u r r e l a t i v e é t a n t i n f é r i e u r e à 

j u(n)dn 

1 e t p a r d é f a u t é v i d e m m e n t . 
Un t-1 

E n f i n , si / u (n) dn e t u . + , r e s t e n t d a n s u n r a p p o r t fini, il n e 

n o u s s e r a p a s p o s s i b l e d ' o b t e n i r p a r ce p r o c é d é u n e v a l e u r a p p r o 

c h é e d u r e s t e a v e c u n e e r r e u r r e l a t i v e t e n d a n t v e r s z é r o a v e c —; 
II 

m a i s n o u s c o n n a î t r o n s s o n o r d r e q u i e s t l ' o r d r e c o m m u n d e 

f u[n)dn e t d e u,,¥i. Ces t r o i s c a s s o n t r é a l i s é s , s u i v a n t q u e 
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I 

à u n f a c t e u r p r è s t e n d a n t v e r s i. 

Si u„=a~", le c a l c u l d i r e c t n o u s d o n n e p o u r R „ la v a l e u r 

• Ic i , o n a 
a - - i 

r* , a-'»->-'> 
I ut, n\ tin = — = j 
' ' L r t 

e n s o r t e q u e u „ + , e t / u(n)dn s o n t d e m ê m e o r d r e . L ' e r r e u r 

c o m m i s e s u r l a v a l e u r d e l a sé r i e e n s ' a r r ê t a n t a u t e r m e un 

e s t d o n c p r o p o r t i o n n e l l e a u d e r n i e r t e r m e c a l c u l é . 

O n t r o u v e u n r é s u l t a t a n a l o g u e c o n c e r n a n t la s é r i e 

d o n t la s o m m e e s t e. 

O n s a i t q u e l ' e r r e u r c o m m i s e s u r la v a l e u r d e e, e n a r r ê t a n t 

le d é v e l o p p e m e n t d e la s é r i e a u n"'""' t e r m e , s a v o i r u,, e s t d e 

l ' o r d r e d u p r e m i e r t e r m e n o n c a l c u l é u n + \ q u i e s t la n p a r t i e 

d u d e r n i e r t e r m e c a l c u l é u... L e s f o r m u l e s d ' a p p r o x i m a t i o n 

p o u r n ! p e r m e t t e n t d e c a l c u l e r / u„ dn, e t a p p o r t e r a i e n t la 

c o n f i r m a t i o n d e ce r é s u l t a t . 

D a n s t o u t ce q u i p r é c è d e n o u s a v o n s s y s t é m a t i q u e m e n t o m i s 

le c a s o ù l ' o r d r e d e u„ e s t — i o u ( — i ). L o r s q u e l ' o r d r e a d e un 

e s t s u p é r i e u r à u n n o m b r e fini p l u s g r a n d q u e — i , la s é r i e e s t 

c e r t a i n e m e n t d i v e r g e n t e . Q u a n d a e s t i n f é r i e u r à u n n o m b r e 

fini p l u s p e t i t q u e — i , la s é r i e e s t c o n v e r g e n t e . M a i s , si n o u s 

n ' a v o n s p a s d ' a u t r e i n d i c a t i o n s u r u„ q u e le f a i t l i m °^ = — i , 

n o u s n e p o u v o n s d é c i d e r si la s é r i e e s t c o n v e r g e n t e o u d i v e r 

g e n t e . O n s a i t , e n effet , q u e log^a ; d é s i g n a n t la f o n c t i o n loga; 

l ' o r d r e d e u„ e s t s u p é r i e u r à — p i o , q u e l q u e p e t i t q u e s o i L p , 

o u i n f é r i e u r à -^-pt'>, q u e l q u e g r a n d q u e s o i t p, o u é g a l à 

— (p,<?)('>, a v e c o < p < f 7 < + a > . 

E n p a r t i c u l i e r , si u„ e s t d ' o r d r e f ini , — a , o u ( — a ) , a v e c 

a ^ > i , l ' o r d r e d u r e s t e e s t — a -\- i , o u — (a — i ). E x e m p l e : 
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i t é r é e p fo is , si — e s t é g a l à n l o g n logi n. .. logp_,n ( l o g e r a ) , + < x , 

l a s é r i e u„ c o n v e r g e s i , p o u r n i n f i n i , a a sa p l u s p e t i t e l i m i t e p o 

s i t i v e e t d i v e r g e si ?. a sa p l u s g r a n d e l i m i t e n é g a t i v e . S i z é r o 

e s t c o m p r i s e n t r e les l i m i t e s e x t r ê m e s o u c o ï n c i d e a v e c l ' u n e 

d ' e l l e s , o n n e p e u t a f f i r m e r , s a n s a u t r e r e n s e i g n e m e n t s u r u,l} 

n i la c o n v e r g e n c e n i l a d i v e r g e n c e d e l a s é r i e . 

L a f o r m u l e ( i ) m o n t r e q u e la s o m m e S„ d e la sé r i e 

u,, = —; - — i n e d i i l è r e d e \oap^i n q u e p a r u n n o m b r e f ini . 

n. log/i. . .logera n > i n r -

D ' u n e f a ç o n g é n é r a l e , c o n s i d é r o n s u n e f o n c t i o n ' f (re) c r o i s s a n t 

i n d é f i n i m e n t e t t e l l e q u e sa d é r i v é e v a r i e t o u j o u r s d a n s le 

m ê m e s e n s , à p a r t i r d ' u n e c e r t a i n e v a l e u r d e n. Si a ( n ) n e r e s t e 

p a s p l u s g r a n d q u e Are, A é t a n t u n n o m b r e p o s i t i f f ixe , a u s s i 

p e t i t q u ' o n v o u d r a , il n e s e r a p a s p o s s i b l e q u e œ'(re) r e s t e s u p é 

r i e u r à A q u e l q u e p e t i t q u e s o i t A . D o n c ç ' ( r e ) q u i v a r i e t o u 

j o u r s d a n s le m ê m e s e n s t e n d v e r s z é r o . P o s o n s u„ = s ' ( n ) . L a 

s o m m e S„ d e c e t t e s é r i e e s t 

o.„ r e s t a n t f ini , ce q u i m o n t r e q u e l a sé r i e d i v e r g e e t q u e , à u n 

n o m b r e fini p r è s , S « = s ( re) . 

P o u r a v o i r d e s t e r m e s g é n é r a u x uu d e s é r i e s d i v e r g e n t e s , m a i s 

a u s s i l e n t e m e n t d i v e r g e n t e s q u ' o n v e u t , il suff i ra d e p r e n d r e 

i t „ = s ' ( r e ) , œ(re) é t a n t u n e f o n c t i o n c r o i s s a n t i n d é f i n i m e n t 

m a i s a u s s i l e n t e m e n t q u ' o n v e u t e t d o n t la d é r i v é e déc ro î t , 

s a n s ces se . I l a p p a r a î t " m a i n t e n a n t d ' u n e f a ç o n b i e n é v i d e n t e 

q u ' i l e s t i m p o s s i b l e de d o n n e r u n e s u i t e d e f o n c t i o n s d é p e n d a n t 

u n i q u e m e n t d ' u n i n d i c e e n t i e r : ^ , ( r e ) , '-lu (re), . . . , i p ( n ) , . . . 

s a t i s f a i s a n t a u x c o n d i t i o n s s u i v a n t e s : i " t o u t e f o n c t i o n òp d e 

la s u i t e e s t le t e r m e g é n é r a l d ' u n e s é r i e d i v e r g e n t e ; :i" le t e r m e 

g é n é r a l d ' u n e sér ie d i v e r g e n t e q u e l c o n q u e e s t i n f i n i m e n t g r a n d 

p a r r a p p o r t à l ' u n e a u m o i n s d e s f o n c t i o n s òp(n). 

E n effet 

! du = a, (n), / if,,dn= <?,,(«), 

s o n t d e s f o n c t i o n s c r o i s s a n t e s . Il e s t d o n c p o s s i b l e d e t r o u v e r 

u n e f o n c t i o n to c r o i s s a n t i n d é f i n i m e n t et. i n f i n i m e n t p e t i t e p a r 

E. Ii. 6 
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r a p p o r t à c h a c u n e d e s p r é c é d e n t e s ( ' ). JE p e u x s u p p o s e r q u e l a 
n 

d é r i v é e d e -J n e c r o i s s e j a m a i s . L a s é r i e ^ ( n ) 1n^- s e r a d i v e r -

1 
g e n t e n e s e r a c e r t a i n e m e n t p a s t e l l e q u e ^ ^ s o i t l i m i t é e i n -

f é r i e u r e m e n t p a r u n n o m b r e p o s i t i f f ixe p o u r u n e v a l e u r a s s e z 

g r a n d e d e p , p u i s q u e ;s (re) e s t i n f i n i m e n t p e t i t p a r r a p p o r t 

à Ç *!jp(n) dn. 

'- 1 
S o u s u n e a u t r e f o r m e , s o i e n t ^¿,(71), ^ ^ ( n . ) , . . . 

u n e s u i t e d e sé r i e s c h a c u n e d i v e r g e n t e , d o n t le t e r m e g é n é r a l 

NE c r o î t j a m a i s p o u r c h a c u n e d ' e l l e s e t t e l l e s q u e ^ | ^ " ^ t e n d 

VERS o a v e c ^ q u e l q u e s o i t p s u p p o s é FIXE. J e d i s q u ' i l e s t 

p o s s i b l e d e d é f i n i r u n t e r m e g é n é r a l 'J(n) t e l q u e -Ç- t e n d v e r s 

z é r o q u e l q u e s o i t p, e t t e l q u e ^ f ( " ) d i v e r g e . 

S o i t n/, l a v a l e u r d e n. t e l l e q u e , p o u r 

« = «A, Y/I+I(«) < T;(N) (T = I.-2. . . ., A). 
C e t t e v a l e u r e x i s t e , p u i s q u e la l i m i t e d e s h q u o t i e n t s e s t 

z é r o , p o u r n i n f i n i . 

Ce la é t a n t , p o u r n<in{, j e p o s e 

?(«) = <M«)> 
e t , si 'V ^ ( n ) <C i , j e c o n t i n u e à p r e n d r e 

1 
j u s q u ' à ce q u e s u r p a s s e i , d ' u n e q u a n t i t é q u e l c o n q u e 

d ' a i l l e u r s . J ' a p p e l l e v ( — i la v a l e u r d e n o ù j e m ' a r r ê t e . S i 

2 '}( > ·> J e p r e n d s 
1 v , = n , . 

(1 ) Les considérations de ce genre sont essentiellement dues à Paul du 
Bois-Reymond. Quelques précisions ont été ajoutées aux résultats fonda
mentaux de Paul du Bois-Reymond par M. Pringsheim et par M. Hada-
mard (voir l'article de M. PRINGSHEIM dans VEncyclopédie des Sciences 

mathématiques). 
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R . - ( « A ) = 
A » ' 

p o u r 1 = 1, 2, . . . , h. h é t a n t c h o i s i , re.t e x i s t e p u i s q u e , p o u r 

c h a c u n e d e s h s é r i e s R ; ( n ) t e n d v e r s z é r o a v e c j-

P o u r NA<N</I/1+I, j e p r e n d s a(n) é g a l a u p l u s g r a n d d e s 
« ' . + 1 

n o m b r e s <h,(n), ^ ç ( n ) e s t i n f é r i e u r à 

n/, -4- 1 
[̂•|I(N)-R-4-S(/I)-T-...-T-̂ /.(«)]. 

P o u r VJSÎÏ, je p o s e 

j u s q u ' à N = v 2 — I , v 2 é t a n t t e l q u e ^¿¡¡(N) s u r p a s s e I, c e 

q u i e s t p o s s i b l e p u i s q u e TJ/2 d i v e r g e , e t t e l q u e VJÏBJ. 
A i n s i d e s u i t e , v p é t a n t d é f i n i e t é t a n t s u p é r i e u r à n p ; j e 

v , + ,-I 
déf in i s v ^ ^ i p a r l es c o n d i t i o n s vp+i^Lnp+i e t ^ -̂H (N) 

''/> 

ce q u i e s t p o s s i b l e p u i s q u e ' ^ p + i d i v e r g e . P o u r vp"S n p + l , j e 

p o s e 

''/' 

L a s é r i e '-p(n) e s t d i v e r g e n t e , c a r ^ > p . D ' a i l l e u r s d ' a p r è s 
1 

vp>npt e n t r e ->p e t v p + i , ses t e r m e s s o n t i n f é r i e u r s à c e u x d e 

m ê m e r a n g d e s s é r i e s 'l,, ¿ 2 , . . . , , [ J p . D o n c , q u e l q u e s o i t p, 

p o u r n > v p , ¿ p ] > a ( M ) . D o n c , Ŷ- t e n d v e r s z é r o q u e l q u e s o i t p. 

C a s fie Za convergence. — S o i e n t ¿1,, 'L^, , . . , 'i^,, . . . d e s 

t e r m e s g é n é r a u x d e sé r i e s c o n v e r g e n t e s , s u r l e s q u e l l e s o n s u p -

p o s e q u e s o i t i n f i n i m e n t g r a n d a v e c n , p é t a n t fixe. J e 

v e u x c o n s t r u i r e u n e s é r i e '¿ (n) c o n v e r g e n t e a v e c K m ^- = ao, 

q u e l q u e s o i t p. J e d é f i n i s n/, p a r la c o n d i t i o n 
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e t d ' a p r è s <^ R (n/ , ) < ^- l a s o m m e e n q u e s t i o n e s t i n f é -

-T-1 

r i e u r e à D o n c , l a n o u v e l l e s é r i e e s t c o n v e r g e n t e e t el le a 

s e s t e r m e s s u p é r i e u r s o u é g a u x à c e u x d e p o u r n > n ·,. 

Ic i , l ' h y p o t h è s e d e l a d é c r o i s s a n c e i n f i n i e d u r a p p o r t d e s 

t e r m e s d e d e u x s é r i e s a p e u d ' i m p o r t a n c e . 

Les formules a"approximation de la fonction I \ — A v a n t d ' e n 

t r e p r e n d r e l ' é t u d e d e la c r o i s s a n c e d e s p r o d u i t s i n f in i s f o n c t i o n s 

d ' u n e v a r i a b l e , il n o u s s e r a u t i l e d ' é t a b l i r les p r o p r i é t é s f o n d a 

m e n t a l e s d e la f o n c t i o n T. N o u s les d é d u i r o n s t r è s s i m p l e m e n t 

d e s t h é o r i e s p r é c é d e n t e s . C o n s i d é r o n s la s é r i e h a r m o n i q u e 

u , = ·'- e t s o i t 
n 

i i 
<i ( H ) — I H h . . . H 
' '/ n 

O n a 

/ 1- - < o O ï < / • - 4 - i 

o u 

— < s( n) — ! , « < ! . 

P o s o n s ' f ( « ) — L n = / ~ ( n ) e t p r o p o s o n s - n o u s d ' é t u d i e r la 

f o n c t i o n /(n). 

N o u s a l l o n s t o u t d ' a b o r d m o n t r e r q u ' e l l e t e n d v e r s u n e l i m i t e 

q u a n d n c r o î t i n d é f i n i m e n t . 

Il n o u s suff ira p o u r ce la d e r e c h e r c h e r si la s é r i e 

'·., — fi n ) — f{ n - i ) 

e s t c o n v e r g e n t e , c a r 

f(n) — i -+- I ' A — C>3 h . . . - J - v„ ; 

o r 
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e t , d ' a p r è s l a f o r m u l e d e T a y l o r ( 1 ), 

L ( l - a ) = - g - a ( i ^ ( ) a ) i s . a < , . 

D o n c 
I I 

n 2(71 — 0) 2 

p o u r M 5 a . D o n c 

L a s é r i e <;„ e s t c o n v e r g e n t e , p u i s q u e n 2 j e „ | t e n d v e r s 

e t q u e l a sé r i e e s t c o n v e r g e n t e . 

D o n c , /(n) t e n d v e r s u n e l i m i t e C. L e n o m b r e C a r e ç u l e 

n o m d e constante d'Euler, 

O n a I X"1 I I v"< i 1 V 1 

l-. = i -i- ( ,

2 +- - . - h v n - i - . ..= i > — T > - — - 7 

C o n s i d é r o n s l ' é g a l i t é Ç(7ï) = L7i -+- G + [/f 71) G ]. 
P o s o n s 

R« = /{"•)- C 

R „ t e n d v e r s z é r o . C h e r c h o n s s o n o r d r e i n f i n i t é s i m a l . 

O n a 
Or 

d o n c 

R,1 = 2(-M = v_.b_. 
n-\- 1 1 

Σ I y i Y I TT* <.Zj (71 — 8) a ""̂J 7ÎÎ' m- 1 n+1 n 
X7" I XJ" I 0 

2-t ( n — 0)2 ~~ 2l~nî^ n* ' 

n 1 /T. - i - 1 

( 1 ) Dans les calculs suivants la signification de la notation 0 sera traduite 
par les mots « un certain nombre compris entre o et i ». En conséquence. 
0 dans une même expression pourra représenter deux nombres différents., 
mais compris dans ces limites. Le calcul des nombres 9 sera régi par des 
égalités telles que 6 - H 0 = -x 0, 0 — 9 =-= ± 0, 8 x 9 = 0. 
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dn » _ J 9_ . 

n 2
 ~~ n n 1 ' 

•in in* 

d o n c n R „ t e n d v e r s u n e l i m i t e , q u i e s t \ ' O n m o n t r e d ' u n e 

f a ç o n a n a l o g u e q u e , si l ' o n é c r i t 

i B, 
» ( n ) = L n + C H 1 -
' A n n 2 

B a t e n d v e r s u n e l i m i t e . E n effe t , p o s o n s 

J / ( n ) = v i n ) — hn — G — • 
i n 

O n 

= . [ | ( / i ) | ( « + i)]+...-l-[0(n-+-A)-4/(7H-A + i ) ] - i - . . . . Or 
i*-!)--Km) = - - ! - - T V I - - )- 1 f—1 -) 

m \ m j a \ m — i m J 

e t , d ' a p r è s l a f o r m u l e d e T a y l o r a r r ê t é e à u n r a n g c o n v e n a 

b l e m e n t c h o i s i , 
L( i - —) = - ' f i y | , 

/n — î m m2 (/n — G ) 3 

d ' o ù 

i j / ( m — i ) — i\i(m) • 
3 ( m — 0 )» a ( ;n — 0 )> 

O n e n d é d u i t c o m m e c i - d e s s u s q u e 

B, V r , . i h 

1 2 « 2 /t-" 

/i r e s t a n t f ini q u a n d n c r o î t i n d é f i n i m e n t . D o n c B . t e n d v e r s — • 
1 2 

L a m é t h o d e p r é c é d e n t e p e r m e t , p a r u n e g é n é r a l i s a t i o n i m m é -

O r 

i Ç dn 
2 I I

 =
 J 

d o n c 
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> ( n. ) = L n \ G A i , A , A , , _ i 

« ' ' - ' n P 

B p t e n d v e r s A p , q u a n d , p r e s t a n t f ixe , n c r o î t i n d é f i n i m e n t . 

P o u r le m o n t r e r , il suff i t e n c o r e d e p o s e r 

ù „ ( n ) = » ( n ) — L , i — C — . . . - ^ = 1 . 
• N P - I 

O n a 

^ = J £ l W m - l ) - ^ . ! > 2 ) ] . 

E n c a l c u l a n t p a r l a f o r m u l e d e T a y l o r a r r ê t é e a u t e r m e e n 

I 
c h a c u n d e s t e r m e s d o n t se c o m p o s e l a d i f f é r e n c e 

o n c o n s t a t e q u e la s o m m e d e la sé r i e ~^um e s t b i e n d ' o r d r e 

é g a l à c e l u i d e O n t r o u v e q u e les n o m b r e s A , , A 2 , . . . 

Ap, . . . se d é t e r m i n e n t d e p r o c h e e n p r o c h e p a r l es é q u a t i o n s 

A , = o, A ! - h '2 A - , , T = O , 

2 i 

a , - h c ; , _ , a , + . . . - i - C J L » A / , - . C ; : = î a ; , _ , - - = o , 

l es C é t a n t l es coe f f i c i en t s b i n o m i a u x . 

Ce s e r a i t c e p e n d a n t u n e e r r e u r d e c r o i r e q u e l a sé r i e d e t e r m e 

g é n é r a l up = ^ / ' r ? e s t c o n v e r g e n t e . E l l e d i v e r g e q u e l q u e s o i t n , 

m a i s p o s s è d e c e t t e p r o p r i é t é q u e s i o n la l i m i t e à ses p p r e 

m i e r s t e r m e s , q u e l q u e s o i t l ' e n t i e r f ixe p, l ' e x p r e s s i o n c o n s e r v é e 

r e p r é s e n t e sa p s e u d o - s o m m e , a ( n ) — L n , à u n i n f i n i m e n t p e t i t 

p r è s d e l ' o r d r e d e —— r- O n d o n n e à u n e t e l l e sé r ie le n o m d e 

développement asymptotique ('). 

0 ) Voir Leçons sur les séries divergentes, Chapitre I. 

d i a t e , d e d é m o n t r e r le f a i t s u i v a n t . I l e x i s t e u n e s u i t e d e n o m 

b r e s A i , A a , . . ., AP) . . . t e l s q u e , si l ' o n p o s e 
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L ' e x p r e s s i o n a s y m p t o t i q u e 

A 
•i ( n ) =. L n -+- C -+-

/ i 2 

(A fini ) n o u s é t a i t i n d i s p e n s a b l e p o u r o b t e n i r u n e f o r m u l e 

d ' a p p r o x i m a t i o n d e la f o n c t i o n I" d o n t l ' i n t é r ê t a é t é o r i g i n a i 

r e m e n t d e r é a l i s e r l ' i n t e r p o l a t i o n d e s f a c t o r i e l l e s , o u p r o d u i t s 

d e la f o r m e a . 3 . . . n , o ù n e s t u n e n t i e r pos i t i f , C ' e s t t o u t 

d ' a b o r d d e ces f a c t o r i e l l e s q u e n o u s a l l o n s c h e r c h e r u n e f o r m u l e 

d ' a p p r o x i m a t i o n , f o r m u l e d ' u n e g r a n d e u t i l i t é d a n s d e n o m 

b r e u s e s q u e s t i o n s , e n p a r t i c u l i e r d a n s l ' a n a l y s e c o m b i n a t o i r e 

d e s g r a n d s n o m b r e s . 

O n a 

Ln ! = L i + L 2 - h . . . - T - Ln. 

C e t t e s o m m e e s t c o m p r i s e e n t r e / L n t e r c e t / L n c J n - j - L n . 
J T J1 

O n a 

J" L n dn = n(Ln — 1 ) . 

P o s o n s 

Ln\ — n(Ln — i ) = 8(ra) . 

6 ( n ) e s t c o m p r i s e n t r e o e t L n . 

C h e r c h o n s u n e v a l e u r p l u s a p p r o c h é e d e G ( n ) . O n a 

0 ( n — 1 ) = I. ( n — 1 ) ! — ( n — 1 ) L ( n — 1 j -+- ( n — 1 ) 

= L ( n — 1 ) ! — n L n -+- L n — ( n — 1 ) L ^ 1 - j -T- ( / t — 1 ) 

= 8 ( / i ) — 1 — (n — 1) L ^ i — ^ 

D o n c 

fl(/i) — 0(n — 1) ^ — 

d o n c 

•M -M* 3IN — D)3' 

8 ( / Î ) = -J- ( 1 + ^ - 4 - . . .-h - ) + 2 , , , 

X„ é t a n t la s o m m e d e s n p r e m i e r s t e r m e s d ' u n e s é r i e c o n v e r 

g e n t e . L a d i f f é r e n c e G ( n ) — ' L n t e n d d o n c v e r s u n e l i m i t e A . 

E n r é u n i s s a n t t o u s les r é s u l t a t s t r o u v é s e t e n c o m p l é t a n t 
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l ' a p p r o x i m a t i o n c o m m e o n l ' a f a i t p o u r z> (n), o n a u r a i t 

Î F I N 

\ , n . ! = il ( L n — i ) -+- ' L B + A + - + 

B B" 
H 1 

Il 7L ! 

A e t R s o n t d e s c o n s t a n t e s , R ' e t B " t e n d e n t c h a c u n v e r s u n e 

l i m i t e . N o u s o b t i e n d r o n s u l t é r i e u r e m e n t p a r l ' é t u d e d e la f o n c 

t i o n r la v a l e u r d e la c o n s t a n t e e v q u i e s t é g a l e à \J'2tî. M a i s 

o n p o u r r a i t la c a l c u l e r p a r v o i e é l é m e n t a i r e e n u t i l i s a n t l es for 

m u l e s q u i c o n t i e n n e n t d e s f a c t o r i e l l e s , p a r e x e m p l e l a f o r m u l e 

d e W a l l i s . 

E u l e r a d o n n é d e la f o n c t i o n V l a d é f i n i t i o n s u i v a n t e : 

T ( a ) — -Ç e l x a 1 d . n . 

C e t t e i n t é g r a l e e s t c o n v e r g e n t e , r e l a t i v e m e n t à sa l i m i t e s u p é 

r i e u r e q u e l q u e s o i t a, e t , r e l a t i v e m e n t , à sa l i m i t e i n f é r i e u r e , 

S I a e s t p o s i t i f ( S I a e s t u n n o m b r e c o m p l e x e , il suff i t q u e a 

a i t sa p a r t i e r é e l l e p o s i t i v e ) . 

N o u s u t i l i s e r o n s c e t t e d é f i n i t i o n p o u r d é m o n t r e r l ' u n e d e s 

p r o p r i é t é s f o n d a m e n t a l e s d e la f o n c t i o n P. 

O n a 
d , 

CIT 

E n i n t é g r a n t e n t r e l e s l i m i t e s o e t a o , il v i e n t 

o = a R ( a ) — F ( a -+• i ) 

O U 

T ( a - H i ) = a R ( A ) . 

C e t t e é g a l i t é n o u s d o n n e les v a l e u r s d e Y p o u r les v a l e u r s e n 

t i è r e s d e l a v a r i a b l e . O n a e n effet 

T ( i ) = / e - x
 d x = i . 

o 

D o n c 
r ( « + i ) = 2 . ! l . . . n , 

p o u r n e n t i e r . 
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C e t t e f o r m u l e r a t t a c h e la f o n c t i o n Y a u x f a c t o r i e l l e s e t p e r m e t 

d ' u t i l i s e r p o u r s o n c a l c u l l a f o r m u l e d ' a p p r o x i m a t i o n t r o u v é e 

p l u s h a u t p o u r n ! 

G a u s s a e n v i s a g é c e t t e f o n c t i o n c o m m e la l i m i t e d ' u n p r o d u i t 

i n f i n i . L e p r o c é d é d ' i n t e r p o l a t i o n u t i l i s é p a r G a u s s se g é n é r a l i s e 

a i s é m e n t : 

S o i t u n e e x p r e s s i o n d e la f o r m e 

9 ( 1 ) t - ? ( a ) ! - . . . + <?(*·) = S(x), 

x é t a n t u n n o m b r e e n t i e r . S u p p o s o n s q u e l a f o n c t i o n <?(x) s o i t 

d é f i n i e p o u r t o u t e s les v a l e u r s d e x. O n a 

S ( 2 1 ) = s p ( i ) - i - ç ( a ) - ( - . . . + < p ( n - r - a ? ) — o ( a? - t - i ) — . . . — ^ ( . r + n) 

— 'i ( I ) — ç ( a ; - i - i ) - H . . . - t - ç ( r t ) — O(T -\- ri) 

- T - o ( « + I ) + o ( B + i ) + . , . + o ( i i + , r ) , 

q u e l q u e s o i t n. S u p p o s o n s q u ' o n s a c h e t r o u v e r u n e e x p r e s s i o n 

a s y m p t o t i q u e p o u r n = 0 0 d e la s o m m e c o m p o s é e d e x t e r m e s 

; p ( n , ; r ) = o ( n - i - i ) + o ( n + 2 ) - ( - . . . - i - o ( / i - l - a : ) 

e t s o i t y (n, x) c e t t e e x p r e s s i o n q u i n e d i f fè re d e o(n, x) q u e 

p a r u n e q u a n t i t é t e n d a n t v e r s z é r o . Si y(n,x) e s t u n e f o n c t i o n 

d é f i n i e p o u r t o u t e s les v a l e u r s d e x, n o u s a v o n s , e n p o s a n t 

n 

Zn(x) = y [ t p ( / l ) — cp (37 -+- A ) ] , 

S { a-) = l i m ^ ( 2 7 ) - + - 27) 

p o u r t o u t e s les v a l e u r s e n t i è r e s d e x. M a i s , d ' a p r è s les h y p o t h è s e s 

f a i t e s , S» e t y s o n t d e s f o n c t i o n s dé f i n i e s p o u r t o u t e v a l e u r d e x. 

L e s e c o n d m e m b r e q u i c o n v e r g e p o u r t o u t e v a l e u r e n t i è r e e t 

p o s i t i v e d e x d é f i n i t , d a n s t o u t s o n d o m a i n e d e c o n v e r g e n c e , 

u n e f o n c t i o n d e x q u i se t r o u v e r é a l i s e r l ' i n t e r p o l a t i o n d e la 

f o n c t i o n S [x) d o n n é e p o u r x e n t i e r . 

L e s h y p o t h è s e s q u e n o u s a v o n s s u c c e s s i v e m e n t i n t r o d u i t e s 

d a n s c e t e x p o s é se t r o u v e n t p r o b a b l e m e n t v é r i f i é e s d a n s t o u s 

les c a s u s u e l s . 

S'il s ' a g i t d ' i n t e r p o l e r u n p r o d u i t y^ ( 1 ) y ( 2 ) . . . y (x), il suffit 
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d'c 

. , , , , · 1 1 n — c . i - + - + . . . + -
L , ( . R ) = ] I M — • e 1 

n - » x x -I I x -+- n 

D ' a p r è s l a d é f i n i t i o n d e la v a l e u r d ' u n p r o d u i t i n f i n i , cec i 

é q u i v a u t à é c r i r e 

_ i _ = e c ^ ( I + ^ 1 ! - r ( I + j ) , - · · ( • · * ) - • 

J e d i s q u e ce p r o d u i t c o n v e r g e p o u r t o u t e v a l e u r r é e l l e o u 

c o m p l e x e d e x. P o u r u n e v a l e u r d e x e n t i è r e n é g a t i v e , la v a l e u r 

d u p r o d u i t e s t z é r o . P o u r t o u t e a u t r e v a l e u r d é t e r m i n é e d e x, 

la s é r i e d e s l o g a r i t h m e s d e s f a c t e u r s , à s a v o i r la sé r i e 

= l"ff ( 1 -+-

d e p o s e r 
o ( x ) = l o g x ( a r ) , 

p o u r se p l a c e r d a n s le c a s p r é c é d e n t . 

D é s i g n o n s p r o v i s o i r e m e n t p a r T, (x) la f o n c t i o n d e G a u s s . 

N o u s m o n t r e r o n s u l t é r i e u r e m e n t l ' i d e n t i t é d e V(x) e t d e T, (x). 

O n a, pour x entier, 

Fi(x) = 2 . 3 . . . ( x — i ) ; 

d ' o ù 

r , ( x ) = 1 • >. • 3 . • . ( n - h i ) ( n -+- 2 ) . . . ( n - h x ) . 

T ( Ï + I ) . . . ( J ; + B ) 

,-. 1 ( n ~\- 1). . .( n x ) , . I , . , 
Or, le r a p p o r t -, x é t a n t u n e n t i e r d é t e r m i n e , 

t e n d v e r s 1 q u a n d n c r o î t i n d é f i n i m e n t . D o n c 

, V , • 1 •>•• • n l = 11 m n x . 
n==c x ( x -r- I - - · -I X - t - n ) 

C ' e s t la d é f i n i t i o n d e G a u s s . 

J e d i s q u e , q u e l l e q u e s o i t l a v a l e u r f ixe d o n n é e ax, le s e c o n d 

m e m b r e t e n d v e r s u n e l i m i t e . E n effet 

nx= e " " 

p e u t ê t r e r e m p l a c é , à u n f a c t e u r p r è s t e n d a n t v e r s 1 , p a r 
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o ù j e c h o i s i s p o u r n | x [ la d é t e r m i n a t i o n d e u„ é g a l e à 

x~ in1 
in* 

e s l t e l le q u e rc-|u„[ t e n d p o u r n i n f in i v e r s la l i m i t e — ~ , 

e t p a r s u i t e e s t c o n v e r g e n t e . 

L e p r o d u i t i n f in i c o n v e r g e d o n c p o u r t o u t e v a l e u r d e x. 

J e dis q u ' i l e s t u n i f o r m é m e n t c o n v e r g e n t d a n s t o u t e a i r e finie. 

P r o u v o n s d ' a b o r d q u ' é t a n t d o n n é u n c o n t o u r d é t e r m i n é C, 

si s e s t u n n o m b r e p o s i t i f a r b i t r a i r e m e n t p e t i t , il e s t p o s s i b l e 

d e d é t e r m i n e r n, t e l q u e le p r o d u i t d e s f a c t e u r s q u i s u i v e n t le 

n i s o i t é g a l à e%, a v e c j a ] <̂î d a n s t o u t e l ' a i r e l i m i t é e p a r C. 

E n effet , s o i t R le r a y o n d ' u n ce rc l e a y a n t p o u r c e n t r e l ' o r i 

g i n e e t c o n t e n a n t à s o n i n t é r i e u r C. S o i t n„ u n e n t i e r s u p é 

r i e u r à a l i E n v i s a g e o n s le p r o d u i t f o r m é p a r les t e r m e s d e 

r a n g s u p é r i e u r à na. Il e s t p o s s i b l e d e d é t e r m i n e r u n n o m b r e n'a 

t e l q u e , p o u r n'u, n- \ un [ <C R-', p u i s q u e ri- [ un [ t e n d v e r s —-— 

O r , la s é r i e é t a n t c o n v e r g e n t e , j e p e u x d é t e r m i n e r nt^> n'a 

t e l q u e , p o u r n^lni. 
< 2. A v e c c e t t e m ê m e h y p o t h è s e n-ln.,, 

^, | un | <C s et finalement 
n V l = e « 

d a n s t o u t le c e r c l e d e r a y o n R . 

Ce la é t a n t , si l ' o n s u p p o s e s i n f é r i e u r à L2, d ' a p r è s 

o n a 

11 Y{x) n 
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APPLICATIONS ANALYTIQUES. <P 

L e t r o i s i è m e m e m b r e , n ' é t a n t f ixe , e s t le p r o d u i t d ' u n p o l y 

n ô m e p a r u n e e x p o n e n t i e l l e , d o n c u n e f o n c t i o n c o n t i n u e q u i 

p o s s è d e u n m a x i m u m ^ s u r le c e r c l e d e r a y o n R . 

D o n c , < *̂  e t <CM, p o u r n ^ > n t . 
\V(x) 

1 

D o n c , p o u r n s u p é r i e u r à ri\, 

1 1 \ n+ 1 / 1 

e s t i n f é r i e u r e n m o d u l e à M ( e E — î ) q u i e s t u n n o m b r e a r b i t r a i 

r e m e n t p e t i t . 

D o n c , la s u i t e d e f o n c t i o n s c o n v e r g e u n i f o r m é m e n t v e r s 

1 

rrr— d a n s t o u t e a i r e f in ie . 
I (x) 

D o n c , -rr-— e s t p a r t o u t h o l o m o r p h e . C ' e s t u n e f o n c t i o n e n -1 (./•) 
t i è r e . 

N o u s a l l o n s m o n t r e r l ' i d e n t i t é d e s d e u x f o n c t i o n s T ( a ) e t 

F , ( a ) p o u r a r é e l e t p o s i t i f . S i l ' o n a d m e t q u e la f o n c t i o n 

d ' E u l e r e n t o u s les p o i n t s o ù el le e s t d é f i n i e e s t le p r o l o n g e m e n t 

a n a l y t i q u e d e s v a l e u r s q u ' e l l e p r e n d s u r le d e m i - a x e r é e l e t 

pos i t i f , il e n r é s u l t e r a l ' i d e n t i t é d a n s t o u t l e u r d o m a i n e c o m 

m u n d ' e x i s t e n c e d e s d e u x f o n c t i o n s I" e t 1", . 

O n a 

r ' 

•h a 

R e m p l a ç o n s a p a r a-\- i e t r e t r a n c h o n s m e m b r e à m e m b r e . 

II v i e n t 

s: xa-ï ( i — T) dx = — · 
a ( a -+- 1 ; 

R e m p l a ç o n s a p a r a + i e t r e t r a n c h o n s m e m b r e à m e m b r e , 
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O n m o n t r e r a i t p a r vo i e d e r é c u r r e n c e la v a l i d i t é d e la r e l a t i o n 

•>..3... n 

a (a - H i ) . . . ( a -+- n) 

L a d é f i n i t i o n d e G a u s s é q u i v a u t d o n c à la s u i v a n t e : 

R , (a) = LIM n'1 f x a i ( i - x)" dx. 

F ; 
y 

A I S O N S x = — 

J e d i s q u e l ' i n t é g r a l e q u i f igu re a u s e c o n d m e m b r e t e n d v e r s 

j ~ e yya~K dv. 

E n effet , d o n n o n s à a u n e v a l e u r d é t e r m i n é e q u e n o u s l a i s 

s e r o n s f ixe . S o i t s u n n o m b r e p o s i t i f a r b i t r a i r e m e n t p e t i t e t fixe. 

P u i s q u e l ' i n t é g r a l e / ya~' e~-y dy a u n s e n s , je p e u x t r o u v e r 
«A 

u n n o m b r e A te l q u e Ç y"-' e >' dy < 

" k 

N ' e n v i s a g e o n s q u e 1-es v a l e u r s d e n s u p é r i e u r e s à A . O n a 

O r , p u i s q u e y r e s t e d a n s s o n i n t e r v a l l e d e v a r i a t i o n i n f é r i e u r 

à n o n a , d ' a p r è s l og ( i — a ) = . s i a < [ i , 

" 0 R 3 

D o n c 
- _ R ! _ / Y \ « 

e «-.-•< e> ( I — — I < I 
\ n I 

n — g n - UY 

L e p r e m i e r m e m b r e d é c r o î t q u a n d y c r o î t , e n r e s t a n t i n f é r i e u r 

à n. D o n c , si y S A., le p r e m i e r m e m b r e e s t s u p é r i e u r o u é g a l 
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/ ya~ie-rdy =\\m j ya 

o u 
l ' ( a ) = r , ( a ) , 

p o u r t o u t e s les v a l e u r s r é e l l e s e t p o s i t i v e s d e a. 

L a d é f i n i t i o n d e G a u s s v a n o u s p e r m e t t r e d e d é m o n t r e r la 

s e c o n d e p r o p r i é t é f o n d a m e n t a l e d e la f o n c t i o n T. O n a 

1 \ n ) r ( i — a) — a V( a ) f ^— a ) 

e C a a J J ^ i - i - -̂j e " x E - CA ĵJ __ " ) e 

à e " ~ A . D o n c , le r a p p o r t d e j y a " ~ ' — dy àJ- y"-1
 e~?dy 

A ' 0 0 

e s t c o m p r i s e n t r e e n — A e t i . Q u a n d n c r o î t i n d é f i n i m e n t , 

A é t a n t l a i s s é fixe, ce r a p p o r t t e n d v e r s i . D o n c , la p r e m i è r e 

d e ces d e u x i n t é g r a l e s t e n d v e r s l a s e c o n d e e t il e s t p o s s i b l e d e 

d é t e r m i n e r u n n o m b r e n, t e l q u e , p o u r n > f i i , 

°<j y"*1 e—r dy—(^i — — ̂  dy < £. 
D ' a i l l e u r s , d ' a p r è s ( 1 — — ) <Ce~r, 

j* y"~l (I — — j dy <y"--^ 6~y dy <. J ya~l e-y dy < E. 
D o n c 

°<f ya~leydy— Ç y-"1 — ^j"dy < z 
e t , p a r s u i t e , p o u r t o u t e s les v a l e u r s d e n s u r p a s s a n t n,, 

o<jT y-'eïdy—^ y-'(^I — dy<£-zs. 
L e n o m b r e E a y a n t é t é c h o i s i a r b i t r a i r e m e n t p e t i t , cec i 

e x p r i m e q u e 
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D o n c 

r ( a ) F ( i — a) = —— -

E n p a r t i c u l i e r 

D u d é v e l o p p e m e n t d o n n é p a r G a u s s d e la f o n c t i o n Y, o n p e u t 

en d é d u i r e d ' a u t r e s i m p o r t a n t s . 

T o u t d ' a b o r d , si n o u s d é v e l o p p o n s e n sé r i e d e M a c l a u r i n le 

l o g a r i t h m e de c h a c u n d e s f a c t e u r s d u p r o d u i t , le d é v e l o p 

p e m e n t e s t v a l a b l e p o u r t o u t e v a l e u r d e x t e l l e q u e \x''<C>. 

O n a 

( x \ x .T' x* xl' 
log H —- -)- . . . — (— I f 1 R - . . . = u n . 

" \ n. j r; •> u- in' 1 pal' 

l o g ^ — - — l o g x e s t u n e f o n c t i o n d e x h o l o m o r p h e a u t o u r 

d e l ' o r i g i n e d a n s le c e r c l e d e r a y o n i . C h e r c h o n s s o n d é v e l o p 

p e m e n t e n sé r i e d e M a c l a u r i n . J e d i s q u e l a sé r ie d o u b l e V 

1 
e s t a b s o l u m e n t c o n v e r g e n t e , p o u r | a ; [ < [ i . P o s o n s \ x \ = r , e t 

r e m p l a ç o n s d a n s la s é r i e d o u b l e c h a q u e t e r m e p a r s o n m o d u l e . 

11 n o u s suff i ra d e t r o u v e r u n o r d r e p a r t i c u l i e r d e s o m m a t i o n 

t e l q u e la sé r i e d e s m o d u l e s s o i t c o n v e r g e n t e . C e t t e s é r i e e e t 

y y ~ 

n — 1 p = 2 
S o m m o n s - l a d a n s l ' o r d r e i n d i q u é p a r les i n d i c e s d e s s i g n e s 

O n a 

pal' b \ n 1 n 

O r , la sé r i e 

2 [ ^ ( ' - £ ) ' J -

o ù r < 0 , e s t c o n v e r g e n t e e t é g a l e à — l o g — C r . L a sé r i e 
^ ' B ° ° / ' I I — 

d o u b l e ^ u„ é t a n t a b s o l u m e n t c o n v e r g e n t e , o n p e u t e f f e c t u e r sa 
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APPLICATIONS ANALYTIQUES. 97 

s o m m a t i o n e n c h o i s i s s a n t u n ordre arb i t ra i re p o u r les t e r m e s . 

O n a d o n c 

= losra7 + Ga7 > h . . . - t - ( — — 7 1-. .. 

Je dis q u ' o n a 

r'<>> 
( 0 .'W 
et 

(y) -f-io ?r(i) = - + y 
( x -+- n ) 5 

1 
La série q u i f igure a u s e c o n d m e m b r e de ( 2 ) e s t a b s o l u m e n t 

c o n v e r g e n t e , p u i s q u e le r a p p o r t de s o n t e r m e g é n é r a l à ^ t e n d 

v e r s +1 . L a v a l e u r de ce r a p p o r t m o n t r e q u ' e l l e e s t u n i f o r 

m é m e n t c o n v e r g e n t e d a n s t o u t d o m a i n e n e c o n t e n a n t p a s d e 

p o i n t rée l e n t i e r négat i f . Il e n r é s u l t e q u e le s e c o n d m e m b r e 

d e ( 1 ), qu i se d é d u i t de la série ( 2 ) e n i n t é g r a n t t e r m e à t e r m e , 

e s t a u s s i u n e série u n i f o r m é m e n t c o n v e r g e n t e d a n s l e m ê m e 

d o m a i n e e t q u e le s e c o n d m e m b r e d e ( a ) e s t sa d é r i v é e . L e 

s e c o n d m e m b r e de ( 1 ) , é t a n t u n e série u n i f o r m é m e n t c o n v e r 

g e n t e d a n s l e d o m a i n e é n o n c é , y r e p r é s e n t e la d é r i v é e de 

1 ogr ( a r ) = - C a : + l o B i - _ 2 l o g ( . + ; ) - î . 
1 

Les é g a l i t é s ( 1 ) e t ( a ) s o n t d o n c b i e n e x a c t e s . 

L ' é g a l i t é ( 1 ) m o n t r e q u e 

r ' ( . ) - - c . 

N o u s a l l o n s m a i n t e n a n t é tab l i r la f o r m u l e d ' a p p r o x i m a t i o n 

d e l ' ( o ) q u a n d a e s t u n g r a n d n o m b r e pos i t i f . P o s o n s 

log r(u) = — logez — a -t- <a(a). 

N o u s s a v o n s q u e ' f ( a ) , q u a n d a cro î t p a r v a l e u r s e n t i è r e s , 

t e n d v e r s u n e l i m i t e . N o u s a l l ons m o n t r e r q u e , si a t e n d v e r s 

- f - 0 0 d ' u n e f a ç o n arb i tra ire , 0 ( 0 ) t e n d v e r s c e t t e m ê m e l i m i t e . 
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Or 

et 

= - C ( , - . ) - 2 [ l o g ( - ^ ) - ^ ] -
1 

^ ( • + £ F ) = , 0 B ( ' + ^ ) + , 0 B ( 1 - ^ ) 

log 
n + p / n -+- /> 2(n -r p — Ö)5 

(8 < a et a fortiori 8 < i ) . 
D o n c 

L O G N J D - H i — a ) 

^ _ C / , + c a -
, V r i o g ( i - t - ^ V - ^ ^ + » _ ^ _ ? ! _ . ] . 

E n f a i s a n t a = o a u s e c o n d m e m b r e , il r e s t e logT(p - f - l ) \ 

n o u s p o u v o n s écrire 

log T(p + I - J ] 

• = i o ë r ( ^ + o + r c - - | : ( i - - ^ ) l , + ^ ( n + ; _ e ) 2 -

. D ' a u t r e p a r t 

-t- ^ — â ) log(/>-t- i — a) — p — i - t - a 

= ~ a ) [ 1 ° g ( ^ + ' ) ^ j 0 + ' _ a ] -Cp + :) + «. 

N o u s s a v o n s q u e » ( p + i ) t e n d v e r s u n e l i m i t e q u a n d p cro î t 

i n d é f i n i m e n t . Il suffit d e p r o u v e r q u e , si a v a r i e d ' u n e f a ç o n 

q u e l c o n q u e e n t r e o e t i , o ( p -)- i — a ) ·— a ( p - j - i ) t e n d v e r s zéro 

a v e c - · C e t t e d i f férence e s t 
P 

E n effet , s o i t a = p + i — a, a é t a n t u n n o m b r e pos i t i f i n f é 

r ieur à i . 

F o r m o n s cp (a). O n a d ' a b o r d 

l o g r ( > + i — a) = \ogV(p— a) H- logQo — a) 
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y ( - - — 

L a s o m m e des n p r e m i e r s t e r m e s d e c e t t e série e s t 

I 

I i p n ~ T - 1 n — p 

Q u a n d n cro î t i n d é f i n i m e n t , c e t t e s o m m e t e n d v e r s 
* 

1 I 
H H . . . - T- - i 

2 P 

qui e s t p a r c o n s é q u e n t la s o m m e d e la série . L e coef f ic ient 
d e a d e v i e n t 

I 
\ P +~ -

1 I \ I 2 

H H . . . 4 - - - F - log/? H S I R — 1 , 
2 / ) / ° ' p 6 p —I I 0 

e x p r e s s i o n qui t e n d v e r s zéro a v e c É t a n t d o n n é u n n o m b r e 

pos i t i f s a r b i t r a i r e m e n t p e t i t , il e x i s t e d o n c u n n o m b r e p, t e l 
q u e l ' i n é g a l i t é p^>p< r e n d e le coef f ic ient de a in fér ieur à e e n 
v a l e u r a b s o l u e . 

L e coef f ic ient de a 2 t e n d a u s s i v e r s z é r o . Car, d ' u n e p a r t , 
J- -a t e n d v e r s zéro e t , d ' a u t r e p a r t , 

p -+-1 — E ' f ' 

2 ; 
V 

1 

\{n+ p — 0 ) 2 

n 1 n /> 

La série — é t a n t c o n v e r g e n t e , l e s e c o n d m e m b r e de c e t t e i n é -

g a l i t é t e n d v e r s z é r o . Il e x i s t e d o n c u n n o m b r e p>, t e l q u e l ' iné
g a l i t é p > p^ r e n d le coef f ic ient de y.'1 in fér ieur à E e n v a l e u r 
a b s o l u e . Si p e s t s u p é r i e u r a u p l u s g r a n d des d e u x n o m b r e s 
p, e t p2, o n a 

I I — « ) — <F ( J D -+- l ) | < 2 2 F - 2 ' E < 2 Ô. 

La di f férence I — a) — <z(p-\- i ) t e n d d o n c v e r s zéro 

a v e c ~ j que l l e q u e s o i t la f a ç o n d o n t V A R I E a en tre o e t I , e t 

p a r s u i t e o ( a ) t e n d v e r s u n e l i m i t e q u a n d a cro î t i n d é f i n i m e n t . 

É v a l u o n s 
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IOO CHAPITRE IV. 

C a l c u l o n s c e t t e l i m i t e . P o s o n s 

T = 

O n a 

S o i t 
| ( a ) = e « P ( a ) . 

A = l i m 'If (a). 
1 

— 

o ( a - T - 1 ) « * e 

F a i s o n s 
r 

a = p 

M u l t i p l i o n s m e m b r e à m e m b r e les d i v e r s e s é g a l i t é s o b t e n u e s 

e n r e m p l a ç a n t d a n s ce l l e -c i p p a r 1 , 2 , . . ., p — 1 , 

• (0 -* ·* · 

, ' 2 / B - + - L ) ' J 

C o m m e 

1 

/ - , · Z " * " 2 3.5. . . ( - J / - ) — E ) 
A = WT. l im — 

Or, o n a 
1 

., - , ' / > ' • ( I / + ' R V A ( I - S , , ) » + I 
3 . . , . . . ( A / , - I ) = ^ = S ^ = » ^ E - / . ( 1 + A ; I ) 

a v e c 

J I M or,,, * „ , cc„ = O . 

1 \ / ' 

*P1 *•/!', "-p 

{ i p -t- I )l> = ••>.!> p l ' ^ 1 -H - ^ - j ' ' = i l ' p P e ï ( l - ï - ,3, ,) ( l i m ¡3,, = o ) . 

D o n c 
1 1 

. Y - / ! Î *pPH-l> . 

A = V'TC LIM - = v2~; 
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( . 7 7 = 1 - 0 -

d o n c 
l i m a (a) = l o g , 

V o i c i u n e a u t r e m é t h o d e c l a s s i q u e p e r m e t t a n t d ' o b t e n i r 

9 ( a ) . E l l e es t f o n d é e sur la c o n s i d é r a t i o n d e l ' i n t é g r a l e de 

R a a b e 
, . « - 4 - 1 

3(a)= I \ogT(x)dx 

e t sur la r e m a r q u e q u e si e ( a ) t e n d v e r s u n e l i m i t e p o u r a in f in i 

0 ( 2 : ) dx t e n d v e r s c e t t e m ê m e l i m i t e , p u i s q u e c e t t e i n t é -

grale e s t é g a l e à cp(a') , a' é t a n t u n n o m b r e c o m p r i s e n t r e les 

l i m i t e s d ' i n t é g r a t i o n o e t o - f i . C a l c u l o n s J ( a ) . O n a 

J ' ( a ) = l o g r ( a - t - i ) — l o g F ( a ) = l o g a . 

E n i n t é g r a n t , 
J ( a ) — a ( l o g a —• 1 ) -+- B , 

B é t a n t u n e c o n s t a n t e d o n t n o u s a u r o n s la Valeur e n d o n n a n t 

à a u n e v a l e u r p a r t i c u l i è r e . F a i s o n s 0 = 0 . 

B = f l o g r ( « ) dx. 

«AL 

F a i s o n s le c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e x = i — t, e n r é t a b l i s s a n t 

e n s u i t e à la p l a c e de t la v a r i a b l e d ' i n t é g r a t i o n x. Il v i e n t 

B = / l o g F ( i — x)dx, 
J 0 

d ' o ù 

2 B = f LOGTR(ar) R ( i — a : ) ] c f e = f W è ^ ~ ^ d x -

D o n c 
2 B = L O G 7 . — / l o g s i i m a ; dx 

Or 
1 

/
l o g s i n -kx dx = 2 / l o g s i n ttx dx — / l o g s i n ir — dx 

«^0 </o x 
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102 CHAPITRE IV. 

E n c h a n g e a n t d a n s l a d e r n i è r e a; e n i — x, 

.1 
/ log sinirrr dx = j log cosir -- « t e 
o •A> 2 

r l o g s i n i r a : dx = / l o g s i n n — a t e - 1 - / l o g c o s — ^ rfar 

=^y° i o g s î r 

D o n c , 

d o n c , 

; s in x a; « t e — l o g 2. 

s in te a? ¿¿37 = — l o g a ; 

e t finalement 

aB — logair 

B = log yAïï: 

J(a) = a ( 1 o g a — i) — log t/aTr. 

N o u s a l l o n s m a i n t e n a n t c a l c u l e r u n e e x p r e s s i o n d e J ( a ) 

a u m o y e n d u d é v e l o p p e m e n t a s y m p t o t i q u e d e l o g F ( a ; ) . O n a 

J ( a ) = / o(x)dx-¥- I (x \\ogxdx — x dx, 

] (a) — a (x) dx -h ^ 
x * — x 3a;2 x\"->-> 

log 37 ; 1 

D a n s la p a r t i e i n t é g r é e a u s e c o n d m e m b r e n o u s r e m p l a ç o n s 

l o g ( o + i ) p a r l o g a -p- l o g ( i - | - • N o u s d é v e l o p p o n s ce d e r 

n i e r t e r m e s u i v a n t les p u i s s a n c e s c r o i s s a n t e s d e — ( l a s é r i e c o n -

v e r g e p o u r a i ) e t n o u s o r d o n n o n s le r é s u l t a t f i n a l s u i v a n t 

l es p u i s s a n c e s c r o i s s a n t e s d e — · Il v i e n t 

ra — a H . . . 

lia 
] ! a) = I f(^) dx + a 1 o g 

•-a 

L e s t e r m e s n é g l i g é s f o r m a n t u n e s é r i e e n t i è r e e n ^ 
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APPLICATIONS ANALYTIQUES. Iû3 

L ' e x p r e s s i o n o b t e n u e p r é c é d e m m e n t p o u r J ( a ) n o u s d o n n e 

s 

L e s Ap s o n t d e s n o m b r e s , fixes e t la série q u i figure a u s e c o n d 

m e m b r e c o n v e r g e p o u r A ^ > I . 

Il r é s u l t e de là , c o m m e n o u s l ' a v o n s v u , q u e 

limtp(a) = log \ f i ^ • 

A l ' a ide de l ' é g a l i t é ( i ) n o u s p o u v o n s d é t e r m i n e r u n e s u i t e 

d e n o m b r e s C ( , C 2 , . . . , C^, . . . t e l s q u e , si l ' on p o s e 

? ( « ) = l o G V / ^ + J + § 

C ,̂ t e n d v e r s Cp q u a n d a cro î t i n d é f i n i m e n t , p é t a n t l a i s s é 

f ixe . M a i s , c o m m e d a n s u n e x e m p l e r e n c o n t r é p l u s h a u t , l a 
00 

série —? n ' e s t c o n v e r g e n t e p o u r a u c u n e v a l e u r de a ; c e p e n -

1 

d a n t , si o n la l i m i t e à u n t e r m e q u e l c o n q u e , m a i s f ixe , la v a 

leur a p p r o c h é e a ins i o b t e n u e p o u r C P ( a ) — l o g y / a r ; e n diffère 

d ' u n e q u a n t i t é qu i , l o r s q u e a cro î t i n d é f i n i m e n t , e s t i n f i n i 

m e n t p e t i t e p a r r a p p o r t a u dern ier ter'me c o n s e r v é . C e t t e s ér i e 

e s t d o n c d e cel les q u e n o u s a v o n s d é n o m m é e s développements 

asymptotiques. 

L e d é v e l o p p e m e n t d e es ( a ) p e r m e t de ca l cu ler a v e c b e a u c o u p 

d ' e x a c t i t u d e F ( a ) p o u r l es g r a n d e s v a l e u r s de a, l e s v a l e u r s 

e n t i è r e s é t a n t p a r t i c u l i è r e m e n t i n t é r e s s a n t e s . L a v a l e u r o b t e n u e 

e s t d ' a u t a n t p l u s a p p r o c h é e q u e a e s t p l u s g r a n d . O n a 

Y ( a ) = a°^ 'e « v^L 1 "*- e O ) ] = (jiy "+~ E ( " ) L 

E ( Û ) é t a n t u n e q u a n t i t é i n f i n i m e n t p e t i t e a v e c — e t q u ' o n p e u t 

d é t e r m i n e r à t o u t ordre i n f i n i t é s i m a l près d o n n é à l ' a v a n c e . 

Mais il f a u t r e m a r q u e r q u e si l 'erreur r e l a t i v e c o m m i s e s u r 

T ( a ) l o r s q u ' o n se b o r n e à la v a l e u r a p p r o c h é e écr i t e c i - d e s s u s 

e s t i n f i n i m e n t p e t i t e e t d 'ordre a u s s i p e t i t q u ' o n v o u d r a 
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l o i CHAPITRE IV. 

l ' e r r e u r a b s o l u e c o m m i s e s u r Y(a) e s t i n f i n i m e n t g r a n d e a v e c a; 

c a r , si 
l o g F ( a ) = 8 ( a ) -t- T M 

7i é t a n t u n i n f i n i m e n t p e t i t d ' o r d r e p d é t e r m i n é , a u s s i é l e v é 

q u ' o n le v o u d r a r e l a t i v e m e n t à a, o n a 

r ( a ) = e^"'- e 1 = e " ' « ' ( I -H ^ -H — -+-. 

L ' e r r e u r a b s o l u e c o m m i s e s u r F ( a ) e s t d u m ê m e o r d r e q u e 

7 - , e 0 ; a ' , e t , c o m m e ( j ( a ) > a , l ' e r r e u r a b s o l u e c o m m i s e e s t s u p é -

r i e u r e à — · E l l e e s t i n f i n i m e n t g r a n d e , q u e l q u e s o i t le n o m b r e 

s u p p o s é fixe d e t e r m e s p r i s d a n s l e d é v e l o p p e m e n t d e <s (a). 

A u s s i , a u c o n t r a i r e d e ce q u i a v a i t l i e u a v e c l o g r ( a ) , 

n ' o b t e n o n s - n o u s p a s p o u r T ( a ) u n d é v e l o p p e m e n t a s y m p t o -

t i q u e . 

La croissance des fonctions entières comparée à celle de leurs 

zéros. — L e s r é s u l t a t s q u i p r é c è d e n t p e r m e t t e n t d e d é t e r m i n e r 

l ' o r d r e d e g r a n d e u r m a x i m u m d e l a f o n c t i o n e n t i è r e 

1 x ( 1 -t- —\ e~", 
R{x) 

p o u r u n e v a l e u r d o n n é e r d u m o d u l e d e a;.-On a 

D o n c 

Si 

r ( i — x ) 
= T ( x ) s - ! ^ . 

F n 

D o n c Y ^ X Y p o u r c e r t a i n e s v a l e u r s n é g a t i v e s d e \x\, e s t d e 

l ' o r d r e d e g r a n d e u r d e [ x 1 C ' e s t l à u n r é s u l t a t t r è s i n t é r e s s a n t 

si o n le r a p p r o c h e d u f a i t q u e l e p r o d u i t d e s d e u x f o n c t i o n s e n -
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n x - s 

P o s o n s x = iy. I l v i e n t 

e r - y — e - * y 

n ( ~ S ) •i.T.y 

1 

o u , si y- = t, 

n ( ~ * ) -

D o n c la f o n c t i o n d e t, 1 f I t - f - —-— , o ù 'j(n) e s t d ' o r d r e 

1 

p a r r a p p o r t à n , e s t p a r r a p p o r t à t d ' o r d r e qj X ( -

t i è r e s —-— e t , , , ' , e s t d e l ' o r d r e d e g r a n d e u r d e e 7 1 1 1 ' 1 , 
T (x) l ( i — x) a ' 

d ' a p r è s sin-r:;z = •. 

A i n s i , le p r o d u i t ^ i — 'ij6'1 a s o r L m o ( l u l e m a x i m u m ( p o u r 

| x | c o n s t a n t ) d e l ' o r d r e d e g r a n d e u r d e e % u t a n d i s q u e le p r o 

d u i t o b t e n u e n p r e n a n t s e u l e m e n t u n e p a r t i e d e s f a c t e u r s , c e u x 

d é f i n i s p a r n ^> o (ou p a r n<Co), r e p r é s e n t e u n e f o n c t i o n d ' u n 

o r d r e b i e n s u p é r i e u r , c e l u i d e | x | | , r | . 

L a p r o p r i é t é d u p r o d u i t s i n rca; d e p o u v o i r se d é c o m p o s e r e n 

d e u x p r o d u i t s c r o i s s a n t c h a c u n p l u s v i t e q u e le p r e m i e r e s t 

t o u t à f a i t e x c e p t i o n n e l l e p o u r l es p r o d u i t s i n f i n i s d a n s l e s q u e l s 

l e f a c t e u r d e r a n g n d é p e n d d ' u n e v a r i a b l e t e t q u i r e p r é s e n t e n t 

u n e f o n c t i o n e n t i è r e d e t. 

Ce f a i t n e se p r é s e n t e p a s p o u r l es p r o d u i t s i n f i n i s c o n v e r g e n t s 

d e l a f o r m e f(t) = ^ ^ |^i + 7 ^ 7 ^ J > o u ®{n) e $ t u n e f o n c t i o n -

positive c r o i s s a n t e d e n. N o u s a l l o n s é t u d i e r ces p r o d u i t s a u 

p o i n t d e v u e d e l e u r c r o i s s a n c e r e l a t i v e m e n t à t. 

E x a m i n o n s t o u t d ' a b o r d le p r o d u i t 
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LOTI C H A P I T R E I V . 

D ' u n e f a ç o n g é n é r a l e , je dis q u e , si cp(M) = r a a ( a ] > i p o u r la 

c o n v e r g e n c e ) , l 'ordre de l o g / ( 0 p a r r a p p o r t à t e s t éga l à ^-

E n effet , h é t a n t u n e n t i e r q u e l c o n q u e , d é t e r m i n o n s n/, p a r 

les c o n d i t i o n s 

N * ^ na t < ( « • / , - ( - I ) « P O U R A H , 

e t s o i t re0 — o. N o u s a v o n s , e n p o s a n t = ^ | + y— 

71/, -T- I 

/ ( O = J J P * . 

Or, si 

a v e c h ^ o 

< H - < ! " + -
( / t - T - I )« (! - rc» A * * 

l ' é g a l i t é n e p o u v a n t avo ir l i eu q u e p o u r n = nh+\-

P A c o n t i e n t — f a c t e u r s , c ' e s t -à -d i re u n n o m b r e qu i 

( d ' a p r è s n/, = ht* + 8 J diffère d ' u n e u n i t é a u p l u s de 

1 1 1 

( h -+-1 ) — * = F A . 

D o n c 
I 

É v a l u o n s P „ . 

Si n £ n , , n a < î ; d o n c 

« t - t 
— < H < ». — , 

l ' é g a l i t é n e p o u v a n t a v o i r l i eu q u e p o u r le dern ier f a c t e u r . L e 
1 

n o m b r e de f a c t e u r s e s t à u n e u n i t é près tx. D o n c 

< P O < 2 " ' 
( 1 . 2 . . . « , ) « ^ " ^ f i . a . . . r a i ) a 

1 

É v a l u o n s le p r e m i e r m e m b r e . D ' a p r è s — ni -f- 6, l e n u m é 

r a t e u r e s t é g a l à [n, + O)1™', qu i a p o u r v a l e u r , à u n f a c t e u r 
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près t e n d a n t v e r s 1 , (nl^e 0 ) 5 ". Le p r e m i e r m e m b r e e s t d o n c éga l 

à ( ' [ I o u , d 'après les f o r m u l e s d ' a p p r o x i m a t i o n de la fonc 
EZ 

t i o n r, à e A " I X n , - , à u n f a c t e u r fini prè s . D o n c 

h é t a n t u n n o m b r e d o n t les l i m i t e s e x t r ê m e s d ' i n d é t e r m i n a t i o n 

p o u r t = oc s o n t c o m p r i s e s en tre a e t a -f- l o g 2 . 

D ' a i l l e u r s 

n(-£) "<np*< n(-* 
Les p r o d u i t s inf in is s i t u é s a u x m e m b r e s e x t r ê m e s s o n t e t 

/ ( i ) . D o n c 

k a y a n t des l i m i t e s e x t r ê m e s p o u r t inf in i , c e r t a i n e m e n t c o m 

prises e n t r e l o g / ( 1 ) e t l o g / ( 1 ) — l o g a. D o n c enf in 

1 

le n o m b r e h-\-k a y a n t ses l i m i t e s e x t r ê m e s n o n e x t é r i e u r e s à 

l ' i n t e r v a l l e 

a - 1 - l o g / ( i ) — l o g a -R- l o g / ( i ) + L O G 2 . 

Ceci d é m o n t r e la p r o p o s i t i o n . 

V o i c i u n a u t r e p r o c é d é , d ' i n t é r ê t a s s e z généra l , p e r m e t t a n t 

d 'avo ir a v e c b e a u c o u p p l u s d e p r é c i s i o n le d é v e l o p p e m e n t 

a s y m p t o t i q u e de l o g / ( f ) - O n a 

Or, c e t t e s o m m e , c o m m e n o u s l ' a v o n s v u s o u v e n t , e s t éga l e à 

N H ) dn -\- 6 l o g f i -R- t). 
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L O S C H A P I T R E I V . 

N o u s a l l o n s é v a l u e r la p r e m i è r e i n t é g r a l e . N o u s r e m a r q u o n s 

p o u r ce la q u e 

a u n sens e t q u e 

e s t de l 'ordre d e g r a n d e u r de l o g t. Car 

D E 

J l og (^i - dn = log t — rt J' l o g v i r f n + J" log ^ i -+- dri 

es t d a n s u n r a p p o r t fini a v e c l o g t, q u a n d t cro î t i n d é f i n i m e n t . 

D o n c , \og/(t)l à u n t e r m e de la f o r m e hlogt près , h é t a n t fini, 

e s t égal à 

P o s o n s 

t = na u. 

L ' i n t é g r a l e p r é c é d e n t e d e v i e n t 

1*1 - log(i -4- u) u a du. 
Jo 1 

1 

L ' i n t é g r a l e déf in ie qu i m u l t i p l i e f a a u n e c e r t a i n e v a l e u r d é t e r 

m i n é e J ( a ) . O n a d o n c 
1 

A é t a n t u n n o m b r e fini (si t ^ > 2 ) . 

N o t o n s e n p a s s a n t qu' i l e s t p o s s i b l e de d é m o n t r e r q u e la 

v a l e u r de l o g / ( t ) e s t d o n n é e par c e t t e f o r m u l e , d a n s t o u t le 

p l a n de la v a r i a b l e i m a g i n a i r e , si l ' on n é g l i g e d a n s /(t) le f a c t e u r 

d o n t le l o g a r i t h m e a sa p a r t i e rée l le la p l u s g r a n d e e n v a l e u r 

a b s o l u e . 
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A P P L I C A T I O N S ANALYTIQUES. I og 

L a v a l e u r d e J ( a ) e s t a i s é e à o b t e n i r . I n t é g r o n s p a r p a r t i e s 

J (a) — — logd -F- M ) " 31 o + / d u . 

_ 1 

L a p a r t i e t o u t i n t é g r é e e s t n u l l e , p a r c e q u e u a l o g u t e n d v e r s 

z é r o a v e c ^ - e t q u e , ^ é t a n t i n f é r i e u r à i , a u v o i s i n a g e d e z é r o , 

la f o n c t i o n e n t r e c r o c h e t s e s t c o m p a r a b l e à u a e t p a r s u i t e 

e s t i n f i n i m e n t p e t i t e . D o n c , J ( a ) se r é d u i t à l a p a r t i e n o n i n t é 

g r é e . P o s o n s 
i 

i-h n — ; 
V 

il v i e n t 

JO) = / ( i — < ' ) a v * dv. 

O r , o n d é m o n t r e q u e l ' i n t é g r a l e J " ( r — Ç ) P ~ ' VT~S DV e s t é g a l e 

à T < P W ' r K E n f a i s a n t 
• <r - t - 1 ) 

I I 

îl v i e n t 

' - H M 0 , 
J(a) = 

S I N -

L a f o r m u l e c o m p l é t é e d e v i e n t ( ' ) 

1 

LOG F(T) = - J L ~ T * + H L O S T . 

Si m a i n t e n a n t s ( n ) r e s t e , p o u r tt>n0, c o m p r i s e n t r e An"-1 

e t B n a , A e t B é t a n t d e u x n o m b r e s f ixes t e l s q u e A <^ B , o n a, 

p o u r n n„, d) , (i) 
I - + - < I - t - <T 1 H 1 

( ' ) V O I R I - I M > J : L " J K , Mémoire sur les fondions entières de genre fini, P . 49 

ET suivantes. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 10 C H A P I T R E IV. 

L e s t e r m e s d e r a n g i n f é r i e u r à n 0 f o r m e n t u n p o l y n ô m e 

D o n c , le r a p p o r t = * 0 > , - ^ f ^ a ses l i m i t e s e x t r ê m e s d ' i n d é -

— ^ — i * 

s i n -

t e r m i n a t i o n c e r t a i n e m e n t c o m p r i s e s d a n s l ' i n t e r v a l l e à -^r" 

B * A " 

D o n c , si ts(re) e s t d ' o r d r e é g a l à a r e l a t i v e m e n t à n , l o g / ( i ) 

e s t d ' o r d r e é g a l à -» r e l a t i v e m e n t à i. Si l i ï Û t e n d v e r s u n e 

l i m i t e C, l es n o m b r e s A e t B d u c a s p r é c é d e n t p e u v e n t ê t r e p r i s 

a u s s i v o i s i n s d e C, e t d e p a r t e t d ' a u t r e , q u e l ' o n v e u t . D o n c 

A (t) t e n d v e r s ~ -

C* 

Si le r a p p o r t l i ü i l a d e u x l i m i t e s e x t r ê m e s d ' i n d é t e r m i n a t i o n 

M e t m p o u r n i n f i n i , l es l i m i t e s e x t r ê m e s d ' i n d é t e r m i n a t i o n 

d u r a p p o r t <j> ( i ) , p o u r t i n f i n i , n e p e u v e n t ê t r e e x t é r i e u r e s à l ' i n 

t e r v a l l e —x— à — L a p l u s g r a n d e e s t d ' a i l l e u r s é g a l e à 

M" m 5
 m* 

E n f i n , s i a [n) e s t d ' o r d r e (a ) r e l a t i v e m e n t à n , l o g / * ( i ) s e r a 

d ' o r d r e r e l a t i v e m e n t à t. L a c r o i s s a n c e r é g u l i è r e d e 'f(n) 

r e l a t i v e a u x o r d r e s a r i t h m é t i q u e s a (a a é t é s u p p o s é s u p é r i e u r 

à u n ) , e n t r a î n e la c r o i s s a n c e r é g u l i è r e d e /(t) r e l a t i v e m e n t a u x 

o r d r e s to X - - Si l ' o n e n v i s a g e d e s z é r o s n o n p l u s t o u s r é e l s e t 

a ° r 

n é g a t i f s , m a i s d ' a r g u m e n t s q u e l c o n q u e s , l ' é n o n c é s u b s i s t e e n 

c o n s i d é r a n t f (t) c o m m e l e m o d u l e m a x i m u m d e la f o n c t i o n 

e n t i è r e s u r l e c e r c l e c o n c e n t r i q u e à l ' o r i g i n e d e r a y o n |f|. 

Cec i a é t é d é v e l o p p é a i l l e u r s ( ' ) , a i n s i q u e la r e l a t i o n r é c i 

p r o q u e q u i p e r m e t d e c o n c l u r e d e l a " r é g u l a r i t é d e c r o i s s a n c e 

d e f ( i ) r e l a t i v e m e n t a u x o r d r e s u x | à la r é g u l a r i t é d e c r o i s 

s a n c e d e cp(re) r e l a t i v e m e n t a u x o r d r e s a. C e t t e r e l a t i o n s u b 

s i s t e p o u r t o u t e s les v a l e u r s p o s i t i v e s fixes d e a, m ê m e i n f é 

r i e u r e s à un. 

f 1 ) B O H E L , Leçons sur les fondions entières, N o t e I I . 
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APPLICATIONS ANALYTIQUES, 1 I I 

D e c e t t e r e l a t i o n r é c i p r o q u e , d o n t n o u s a v o n s ic i d é m o n t r é 

s e u l e m e n t l a p r o p o s i t i o n d i r e c t e , e t e n c o r e d a n s u n c a s p a r t i c u 

l i e r [ z é r o s r é e l s , n é g a t i f s , d ' o r d r e ( a ) , a]>-i], il r é s u l t e q u ' u n e 

f o n c t i o n d o n t la c r o i s s a n c e n ' e s t p a s r é g u l i è r e r e l a t i v e m e n t 

a u x o r d r e s w X - a d e s z é r o s d o n t l es m o d u l e s c r o i s s e n t i r r é -

g u l i è r e m e n t r e l a t i v e m e n t a u x o r d r e s a. 

N o u s a l l o n s d o n n e r ( 1 ) u n e x e m p l e d ' i r r é g u l a r i t é d a n s la 

c r o i s s a n c e d ' u n e f o n c t i o n e n t i è r e e n t r a î n a n t u n e i r r é g u l a r i t é 

t r è s p r o f o n d e d a n s l a c r o i s s a n c e d e s z é r o s . L e d é v e l o p p e m e n t 

d e l a f o n c t i o n e n t i è r e s o u s f o r m e d e s é r i e d e T a y l o r n o u s s e r a 

p o u r c e t t e q u e s t i o n p l u s c o m m o d e q u e le d é v e l o p p e m e n t e n 

p r o d u i t i n f i n i . 

P r e n o n s c o m m e sé r i e t y p e l a s é r i e ex. N o u s p o s e r o n s 

<?(») = "-ri

d e t e l l e m a n i è r e q u e la s é r i e t y p e se p r é s e n t e s o u s la f o r m e 

e*=if(o)-Ht?(l)-f-...-t-<f(/i)H-<j>(ra-t-i)-t-

N o u s a l l o n s é t u d i e r l a f o n c t i o n e n t i è r e f(x) d é f i n i e p a r l a s é r i e 

à l a c u n e s : 

f(x) = çOo) + ?Ol )+...-+- <f f«/i) + <?0/>+l ) H T . . . , 

d a n s l a q u e l l e n0, n,, . . ., np d é s i g n e n t d e s e n t i e r s c r o i s s a n t s . 

E t u d i o n s t o u t d ' a b o r d les v a r i a t i o n s d e » ( w ) l o r s q u e x v a r i e 

a u v o i s i n a g e d e n. O n a 

logto(n) = n log# — (^n -h log/n- n -t- A„, 

A „ t e n d a n t v e r s — -̂ log2Tc l o r s q u e n t e n d v e r s l ' i n f i n i . 

Si l ' o n p o s e 

il v i e n t 

l u g ! p ( n ) = (an — n — —\ l o g n -+- n -+- A „ . 

( ' ) Borel, Sur quelques fonctions entières (Hendiconti del Circolo maie-

matico di Palermo, a v r i l l'jciy). 
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n logx (̂ i — ou de . 7 , , A ! ( ) • ; 

Ces r é s u l t a t s é t a n t a c q u i s , d é s i g n o n s p a r a u n n o m b r e s u p é 

r i e u r à l ' u n i t é e t s u p p o s o n s q u ' o n a i t , q u e l q u e s o i t p, 

1 1 jf F-1 - > l l p · 

Si n o u s d o n n o n s à i l a v a l e u r n p , ¡3 é t a n t u n n o m b r e f ixe 

c o m p r i s e n t r e î e t a, x s e r a c o m p r i s e n t r e n p e t n p + i , e t il e s t 

v i s i b l e q u e le t e r m e d e p l u s g r a n d m o d u l e d a n s la s é r i e f ( x ) 

s e r a le t e r m e a ( n p ) . D e p l u s , n o n s e u l e m e n t l es m o d u l e s d e s 

a u t r e s t e r m e s s e r o n t i n f é r i e u r s a u m o d u l e d e c e l u i - l à , m a i s ils 

s e r o n t c o m p l è t e m e n t n é g l i g e a b l e s p a r r a p p o r t à l u i . O n a, e n 

effet , e n p o s a n t x = n p , 

= "•!· l o s r —(jl/> 0 J ° S r "'' + A ' V 

l o S < ? ( " / M - I ) = [ W + i logn,,— {n-i,+\ j log«, J + , - H -+- A„ | 1 + 1 , 

logo(n,,_, ) = n,,_,Iogar + ^ j log«,,_i -h n^-, -+- A„(,_,, 

e t c o m m e 

o n v o i t q u e ! p ( r c p + i ) e s t t r è s v o i s i n d e z é r o , t a n d i s q u e ! S > ( n p ) 

e s t d e l ' o r d r e d e _cV'/' e t » ( n p _ , ) d e l ' o r d r e d e a ^ - . ' V - 1 ( f r ^ e t 

A^ î finis). D o n c , _ / ( . r ) e s t é g a l a u p r o d u i t d e ' ^ ( n p ) p a r i - ( - E ( P ) 

(¡5 e t a r e s t a n t fixes), e n d é s i g n a n t a v e c M. L i n d e l u f p a r s ( p ) 

u n e q u a n t i t é q u i t e n d v e r s z é r o a v e c O n a p a r s u i t e , e n s u p 

p o s a n t p o u r u n i n s t a n t x p o s i t i f e t p o s a n t 

f { . x ) = e*f, 

la r e l a t i o n 

xV = n v l o g a? — ( n , , - k - '-^ ^ l o g r + n , , — A „ f + E ( Z - ) ; 

D o n c , si a est. u n n o m b r e f ixe i n f é r i e u r à l ' u n i t é , t e n d v e r s 

z é r o l o r s q u e n a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t . Si a e s t s u p é r i e u r à 

l ' u n i t é , l o g - j ( n ) e s t d ' o r d r e é g a l à c e l u i d e 
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APPLICATIONS ANALYTIQUES. Il3 

1 

d'où l ' o n c o n c l u t , np é t a n t éga l à x?, 

V-= j -1-e, 

z t e n d a n t v e r s zéro l o r s q u e , a e t ¡3 r e s t a n t f ixes , np a u g m e n t e 

i n d é f i n i m e n t . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e l ' a r g u m e n t d e x s o i t que l 

c o n q u e ; o n o b t i e n d r a d e m ê m e 

! / ( * ) | = e w , 

[A é t a n t t o u j o u r s éga l à 4 + E-

Si d o n c o n fa i t var i er x d ' u n e m a n i è r e c o n t i n u e d e o à l ' inf ini 

p a r u n c h e m i n q u e l c o n q u e , le m o d u l e d e f(x) p o u r r a ê tre d é t e r 

m i n é d ' u n e m a n i è r e p r é c i s e p o u r les v a l e u r s de x c o m p r i s e s 

en tre n$p e t n^p", ¡3' e t ¡3" é t a n t d e u x n o m b r e s q u e l c o n q u e s ( 3'<[ ¡3" ) 

a s s u j e t t i s à la s eu le c o n d i t i o n d'être pos i t i f s e t c o m p r i s e n t r e i 

e t a. S i l ' on p o s e 

le m o d u l e d e /(x) p r e n d a ins i des v a l e u r s c o m p r i s e s e n t r e 

e' 1 1^"" e t e1 O n p e u t d 'a i l l eurs p r e n d r e ¡3' = i , d 'où U L ' = i r 

¡3* a u s s i v o i s i n q u ' o n v e u t d e a, de sor te q u e u" e s t a u s s i v o i 

s in q u ' o n v e u t de ^ = A . D è s lors , o n v o i t q u e \ f [x) } e s t égal 

t a n t ô t à e 1* 1 e t t a n t ô t à e , j ; 1 \ 

Il n ' e s t p a s super f lu d ' o b s e r v e r q u e la f o n c t i o n f(x), p o u r les 

v a l e u r s p o s i t i v e s d e x, e s t p o s i t i v e ainsi que toutes ses dérivées; 

c e t t e p r o p r i é t é n ' e s t n u l l e m e n t i n c o m p a t i b l e a v e c l es osc i l la 

t i o n s q u e n o u s v e n o n s d e m e t t r e e n é v i d e n c e . 

É t u d i o n s m a i n t e n a n t la d i s t r i b u t i o n des zéros de la f o n c t i o n 

e n t i è r e f [x). N o u s u t i l i s e r o n s u n t h é o r è m e b i e n e o n n u . 

Si l 'on a , sur u n c o n t o u r C, à l ' in tér ieur d u q u e l 's(x) e t 

à(x) s o n t h o l o m o r p h e s , 

les d e u x f o n c t i o n s à [x) e t /(x) = o (x) -f- à [x) o n t le m ê m e 

n o m b r e de zéros à l ' in tér i eur d e C. 

E . B» 8 
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I I RI CHAPITRE IV. 

D ' a p r è s ce q u i p r é c è d e , l es d e u x f o n c t i o n s 

+ (*) =o(np), ' <f(x)=f(x)~<f(np) 

v é r i f i e n t l ' h y p o t h è s e e x i g é e , le c o n t o u r C é t a n t le cerc le | x | —np. 

O n e n c o n c l u t q u e le n o m b r e des zéros d e f (x) à l ' in tér i eur du 

cercle C e s t éga l a u n o m b r e de zéros de i?(x), c ' e s t -à -d ire à np. 

Ce r é s u l t a t e s t le m ê m e , que l l e q u e so i t la v a l e u r d e ¡3 e n t r e 3' 

et 3*. O n e n c o n c l u t q u e la f o n c t i o n f(x) n'a p a s de zéros d a n s 

la c o u r o n n e c ircu la ire c o m p r i s e e n t r e les cerc les C'p e t Cp, 

( C / ; , ) r ..= „£-. 

D a n s la c o u r o n n e c i rcu la ire c o m p r i s e e n t r e l e cerc le C" e t le 

cerc le C / I + , , la f o n c t i o n f(x) a n p + t — np z é r o s . 

Il e s t p o s s i b l e d e resserrer d a v a n t a g e les c o u r o n n e s o ù s o n t 

c o m p r i s e s l e s zéros . Car, si n^x ^ n p + i , n o u s a v o n s 

zp e t zp d é p e n d a n t de x, m a i s a y a n t , q u a n d x v a r i e d a n s le d o 

m a i n e c o n s i d é r é , d e s l i m i t e s s u p é r i e u r e s à l eurs m o d u l e s n e dé

p e n d a n t q u e de p e t t e n d a n t v e r s z é r o a v e c '-• D o n c , p o u r u n 

zéro d e f (x) c o m p r i s d a n s c e t i n t e r v a l l e ( n o u s s a v o n s qu' i l y 

en a n p + f — np), le r a p p o r t 

i n f i n i m e n t p e t i t e a v e c ^ . Si d o n c r. e s t l e m o d u l e d ' u n zéro 

c o m p r i s e n t r e np e t n p + i , la d i f férence l o g v (np+i )—log'f(np) 

c o n n u e p o u r x = r e s t i n f i n i m e n t p e t i t e a v e c - • 
P 

P o s o n s 

II v i e n t 

L O 6 ; ? V = » / M - I > > — i l o g n , , . , - ! - H A „ J ; + 1 . 

O n a d o n c , e n f a i s a n t la d i f férence 

l o g ? ( » , - + i ) — l o g - f ( n ^ > = 4 

TP (np) 
di f fè ï e d e i d ' u n e q u a n t i t é 
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d ' o ù 

D o n c , q u e l q u e s o i t le n o m b r e 7] p o s i t i f fixe, il e x i s t e u n n o m 

b r e p,) t e l q u e , p o u r p^>p0, l es z é r o s d o n t l e m o d u l e e s t c o m 

p r i s e n t r e np e t n p + l , z é r o s q u i s o n t e n n o m b r e np+t— np, s o n t 

t o u s s i t u é s d a n s la c o u r o n n e l i m i t é e p a r les c e r c l e s d e r a y o n s 

L ' é p a i s s e u r d e c e t t e c o u r o n n e e s t i n f i n i m e n t p e t i t e a v e c 

p u i s q u ' e l l e e s t i n f é r i e u r e p o u r p^>Po, à 

- IH 

«/..-T-I — « , J 
' V + ' - "c X r,, 

e x p r e s s i o n q u i à p a r t i r d ' u n e c e r t a i n e v a l e u r d e p ( i n d é p e n d a n t e 

d e T| ) e s t c e r t a i n e m e n t i n f é r i e u r e à T , . 

O n p e u t a l l e r p l u s l o i n . E n d é s i g n a n t p l u s s p é c i a l e m e n t 

p a r <ï(n) l a v a l e u r d e p o u r x r é e l ( e t é g a l à r), p a r CP (n , 2 ) 

ce m ê m e n o m b r e p o u r x c o m p l e x e ( e t p l u s s p é c i a l e m e n t é g a l 

à u n zé ro d e m o d u l e r ) , la s o m m e CP [np, x) + o[np+l, x) e s t a u 

m o i n s é g a l e , e n m o d u l e , à u n f a c t e u r p r è s t e n d a n t v e r s 1 , à 

®{np, T) X | s" |. C a r , a v e c la m ê m e a p p r o x i m a t i o n , 

| S ( 1 / H - I , a?) 1 — ! <?(n.,„x) | = ? ( « ; > , > j X | e ' | „ 

C o m m e l ' e n s e m b l e d e s t e r m e s p r é c é d a n t '?(np) e s t 

il f a u t d o n c q u e , à u n f a c t e u r p r è s t e n d a n t v e r s u n , 

e"„ t e n d a n t v e r s z é r o a v e c -

i> p 
e n p o s a n t 
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J l6 C H A P I T R E I V . 

L e l o g a r i t h m e d u s e c o n d m e m b r e e s t c o m p a r a b l e à 

— { n p — « p _ i ) l o g n / ) + 1 ; 
d o n c , 

I I < « P + i k , 

h é t a n t u n n o m b r e t e n d a n t v e r s i q u a n d p t e n d v e r s l ' inf ini . 

P a r s u i t e la c o u r o n n e de r a n g ( p - f - 1 ) p e u t être pr ise à par t i r 

l_R, 

d ' u n e c e r t a i n e v a l e u r de p, in fér ieure à np+^
<'\ L 'a ire t o t a l e 

des c o u r o n n e s q u i s u i v e n t la p,éma e s t u n i n f i n i m e n t p e t i t é q u i -
I _ 

^ « T' 

v a l e n t a u p l u s à n p + ' £ \ O n v o i t à que l p o i n t e s t l a c u n a i r e la 

d i s p o s i t i o n des zéros . 

MM. L i n d e l o f ( ' ) e t P . B o u t r o u x ( - ) o n t é t u d i é a v e c u n e 

g r a n d e p r é c i s i o n la c o r r é l a t i o n e x i s t a n t e n t r e l 'ordre d e g r a n 

d e u r d u n , i , m B z éro e t c e lu i d u m o d u l e m a x i m u m d ' u n e f o n c t i o n 

e n t i è r e sur le cerc le d e r a y o n r. Ces a u t e u r s o n t d é m o n t r é q u e 

si l 'ordre du m o d u l e d u n l i n " zéro d 'une f o n c t i o n e n t i è r e e s t 

r é g u l i e r à l ' égard de n, r e l a t i v e m e n t à l 'ordre 

i a, i a s i i 

P P (il P U ) A " P tüP 

p é t a n t u n e n t i e r fini, p u n n o m b r e pos i t i f n o n e n t i e r , a , , a 2 , 

a ; i , . . . . , , a p d e s n o m b r e s pos i t i f s o u n é g a t i f s fixes, l 'ordre d u 

m o d u l e m a x i m u m de la f o n c t i o n e n t i è r e r e l a t i v e m e n t a u m o 

du le r de la v a r i a b l e e s t régu l i er p o u r l 'ordre 

I I I 

i a x p + H S ! - + . . . + i ! P 

e t r é c i p r o q u e m e n t . N o u s a v o n s e x p o s é d a n s u n a u t r e O u 

v r a g e ( 3 ) l ' i n é g a l i t é f o n d a m e n t a l e qu i e s t l ' i n s t r u m e n t d e re

c h e r c h e u t i l i s é p a r M. Lindelof . U n r é s u l t a t c o m m u n a u x d e u x 

( ' ) L I N D E L O F , Mémoire sur les fondions entières de genre fini {Acta Sociel. 

se. fenn., t. XXXI, 1 9 0 2 , n" 1 ) . 

(!) Voir P. B O U T R O U X , Thèse (Acta mathemalica, 1 9 0 : 1 . ) . 

( 3 ) E . B O R E T . , Leçons sur les fondions méromorphes, p. ~>'i (même Collec
tion que le présent Ouvrage). 
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( 1 ) P o u r u n e é t u d e p l u s p r é c i s e de la c o m p a r a i s o n e n t r e la c r o i s s a n c e d e s f o n c -

Lions e n t i è r e s e t la c r o i s s a n c e de l e u r s z é r o s , j e r e n v e r r a i a u L i v r e de M. B l u -

m e n t h a l : Leçons sur les fonctions entières d'ordre injîni, q u i para i t d a n s la 

Collection de monographies en m ê m e t e m p s q u e ce L i v r e - c i , e t à la T h è s e de 

M. D e n j o y : Sur les produits canoniques d'ordre infini, q u i p a r a i t a u s s i en 

m ê m e t e m p s à la l i b r a i r i e G a u l h i e i - V i l l a r s . 

a u t e u r s e s t q u ' i l e x i s t e d e s t y p e s d e c r o i s s a n c e p o u r les z é r o s e t 

le m o d u l e m a x i m u m d e s f o n c t i o n s e n t i è r e s d e g e n r e f ini , t e l s q u e 

la c o n n a i s s a n c e , à u n f a c t e u r f ini p r è s , d u n i é m e z é r o e n t r a î n e 

la c o n n a i s s a n c e à u n f a c t e u r f ini p r è s d u l o g a r i t h m e d u m o d u l e 

m a x i m u m d e l a f o n c t i o n e n t i è r e . 

P a r m i ces t y p e s d e c r o i s s a n c e f i g u r e n t p a r t i c u l i è r e m e n t les 

f o n c t i o n s d o n t n o u s s a v o n s n o t e r i d e n t i q u e m e n t l ' o r d r e . P o u r 

ces t y p e s s p é c i a u x , la p r o p o s i t i o n p o s s è d e u n e r é c i p r o q u e . 

M a i s M. B o u t r o u x a s i g n a l é u n e f o r m e d e c r o i s s a n c e d e r„ 

e n t i è r e m e n t d i s t i n c t e d e s p r é c é d e n t e s e t b e a u c o u p p l u s g é n é 

r a l e , p o u r l a q u e l l e l a p r o p r i é t é s u b s i s t e . C e t t e f o r m e d e c r o i s 

s a n c e e s t d é f i n i e p o u r les f o n c t i o n s d e g e n r e p p a r l es c o n d i t i o n s 

n r P + ' - x . . ' , 
crue - e t — s o i e n t d e s f o n c t i o n s c r o i s s a n t e s d e n , a é t a n t 

' Il 

u n n o m b r e p o s i t i f f ixe . Ce r é s u l t a t se d é d u i t d e s é v a l u a t i o n s 

d ' i n t é g r a l e s d é f i n i e s q u e n o u s a v o n s e x p o s é e s d ' a p r è s le m ê m e 

a u t e u r a u t r o i s i è m e C h a p i t r e ( 1 ). 
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CHAPITRE V. 
APPLICATIONS ARITHMÉTIQUES. 

L e C h a p i t r e a c t u e l a u r a p o u r o b j e t d ' u t i l i s e r la n o t i o n d e 

c r o i s s a n c e d a n s la c l a s s i f i c a t i o n d e s n o m b r e s i n c o m m e n s u 

r a b l e s . N o u s v e r r o n s a i n s i q u e les n o t i o n s d e c r o i s s a n c e e t d ' i n 

c o m m e n s u r a b i l i t é s o n t é t r o i t e m e n t s o l i d a i r e s 

N o u s a v o n s d é j à s i g n a l é le t h é o r è m e d e P a u l d u B o i s - R e y -

m o n d s u r l es s u i t e s d e f o n c t i o n s c r o i s s a n t e s . Il c o n d u i t à u n 

p a r a d o x e q u ' i l e s t b o n d e m e t t r e e n l u m i è r e . 

É t a n t d o n n é e u n e i n f i n i t é d é n o m b r a b l e d e f o n c t i o n s c r o i s 

s a n t e s , n o u s s a v o n s , d ' a p r è s c e t a u t e u r , f o r m e r u n e n o u v e l l e 

f o n c t i o n c r o i s s a n t p l u s v i t e q u e c h a c u n e d e s p r é c é d e n t e s . 

O r , il e s t é v i d e n t a priori q u e l ' e n s e m b l e d e s f o n c t i o n s q u e les 

m a t h é m a t i c i e n s o n t d é j à d é f i n i e s e t d e ce l les q u ' i l s d é f i n i r o n t 

d a n s la s u i t e e s t d é n o m b r a b l e . O n p e u t m ê m e v o i r q u e l ' e n 

s e m b l e d e t o u t e s l es f o n c t i o n s q u ' i l e s t possible d e d é f i n i r 

i n d i v i d u e l l e m e n t e s t d é n o m b r a b l e , c ' e s t - à - d i r e q u e c h a c u n e 

d ' e l l e s p e u t r e c e v o i r u n n u m é r o d ' o r d r e d é t e r m i n é . M a i s a l o r s , 

le t h é o r è m e d e P a u l d u B o i s - R e y m o n d n o u s f o u r n i t le m o y e n 

d e d é f i n i r u n e n o u v e l l e f o n c t i o n p l u s c r o i s s a n t e q u e t o u t e s ce l l e s 

d e c e t e n s e m b l e , e t q u i , p a r s u i t e , n e figure p a s d a n s c e t 

e n s e m b l e , ce q u i e s t a b s u r d e , p u i s q u ' i l c o n t i e n t p a r h y p o t h è s e 

t o u t e s les f o n c t i o n s q u ' o n p e u t d é f i n i r . 

M a i s il. suff i t d e s o n g e r a u p r i n c i p e d e la d é m o n s t r a t i o n p a r 

l a q u e l l e s ' é t a b l i r a i t l a d é n o m b r a b i l i t é d e c e t e n s e m b l e d e 

f o n c t i o n s , p o u r s ' a p e r c e v o i r i m m é d i a t e m e n t q u e l a n o u v e l l e 

f o n c t i o n q u ' o n a j o u t e r a i t , d ' a p r è s le t h é o r è m e r a p p e l é , a u r a i t 

une définition dont l'exposé prendrait un temps infiniment 

grand. O n n ' a r r i v e r a i t j a m a i s à b o u t d e la d é t e r m i n a t i o n c o m 

p l è t e d e c e t t e f o n c t i o n . 
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( ' ) M. J u l e s D r a c h a, d a n s VIntroduction à l'étude de la Théorie des nombres 

et de l'Algèbre supérieure ( IVony, i8g5) et. d a n s sa T h è s e : Essai sur l'inté

gration logique et la classification des transcendantes ( G a u t h i e r - V i l l a r s , 1898), 
p a r t i c u l i è r e m e n t i n s i s t é s u r l ' i m p o r t a n c e d e s d é f i n i t i o n s d e n a t u r e a l g é b r i q u e , 

m ê m e d a n s le d o m a i n e t r a n s c e n d a n t , c ' e s t - à - d i r e d a n s l ' é t u d e d e s é q u a t i o n s d i f f é 

r e n t i e l l e s e t a u x d é r i v é e s p a r t i e l l e s . S e s i d é e s o n t eu u n e g r a n d e i n f l u e n c e s u r la 

f o r m a t i o n p r é c i s e de la t h é o r i e q u e n o u s e x p o s o n s i c i . 

N o u s a l l o n s e x p o s e r a v e c p l u s d e d é t a i l les i d é e s q u e n o u s 

v e n o n s s o m m a i r e m e n t d ' i n d i q u e r , q u a n d n o u s a u r o n s c o n s t a t é 

q u ' u n p a r a d o x e a n a l o g u e e s t s u g g é r é p a r l ' a n a l y s e d e s n o m b r e s 

i n c o m m e n s u r a b l e s ( p a r a d o x e d e R i c h a r d ). 

L e s o p é r a t i o n s p e r m e t t a n t d e d é f i n i r u n n o m b r e i n c o m m e n 

s u r a b l e s o n t d e n a t u r e t r è s d i v e r s e . L e s p l u s u s u e l l e s s o n t 

d ' a b o r d l a r é s o l u t i o n d e s é q u a t i o n s a l g é b r i q u e s à coe f f i c i en t s 

e n t i e r s . L e u r s r a c i n e s , a p p e l é e s nombres algébriques, s o n t les p l u s 

s i m p l e s d e s n o m b r e s i n c o m m e n s u r a b l e s . P u i s , l a s o m m a t i o n 

d e s s é r i e s c o n v e r g e n t e s d o n t o n se d o n n e le n^"" t e r m e d e 

f a ç o n q u ' i l s o i t c a l c u l a b l e a v e c u n e p r é c i s i o n a r b i t r a i r e a u 

m o y e n d e s n o m b r e s d é j à c o n n u s . É g a l e m e n t , l ' i n t é g r a t i o n 

d ' é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s a l g é b r i q u e s à coe f f i c i en t s e n t i e r s ( 1 ). 

L e s n o m b r e s a l g é b r i q u e s f o r m e n t u n e n s e m b l e d é n o m b r a b l e . 

I l suff i t d e r e m a r q u e r q u e les é q u a t i o n s 

aax
11 -+- a¡ x'l~l

 - ! - . « . -H a n = o, 

o ù o 0 , a,, a,¡ s o n t d e s e n t i e r s p o s i t i f s , n é g a t i f s o u n u l s , 

a v e c o 0 ^ i , an^é o, e t o ù 

a„ + | a, [ -h | a s | -1 -... + | a» \ -+- n = h, 
h é t a n t u n e n t i e r d o n n é , s o n t e n n o m b r e fini. E n d o n n a n t à h 

s u c c e s s i v e m e n t t o u t e s l es v a l e u r s e n t i è r e s s u p é r i e u r e s à i , o n 

p e u t i m a g i n e r b i e n a i s é m e n t d e s c o n v e n t i o n s p e r m e t t a n t d e 

r a n g e r e n s u i t e s i m p l e t o u t e s les é q u a t i o n s a l g é b r i q u e s , e t a u s s i 

l e u r s r a c i n e s . L e r a n g d ' u n n o m b r e a l g é b r i q u e d a n s c e t t e s u i t e 

p o u r r a ê t r e - a p p e l é sa hauteur e t d o n n e r a u n e m e s u r e d e sa c o m 

p l e x i t é . 

P o u r ce q u i e s t d e s é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s , c o n s i d é r o n s p a r 

e x e m p l e l ' é q u a t i o n y' = y e t l ' i n t é g r a l e p a r t i c u l i è r e q u i p o u r 
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x — o e s t é g a l e à 1 : p o u r x = i , o n t r o u v e y = e; p o u r x = p, 

y=eP. 

O n p e u t a v e c d e s é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s à coe f f i c i en t s e n 

t i e r s d é f i n i r a i n s i d e n o u v e a u x n o m b r e s i n c o m m e n s u r a b l e s , q u i 

s e r o n t p a r e x e m p l e l e s v a l e u r s p r i s e s p a r u n e i n t é g r a l e c o r r e s 

p o n d a n t à u n s y s t è m e i n i t i a l (xa, j \ ) e n t i e r , p o u r les v a l e u r s 

e n t i è r e s d e l a v a r i a b l e . P o u r r a n g e r ces n o m b r e s a i n s i d é f i n i s 

e n s u i t e u n i l i n é a i r e , il suffi t d e r e m a r q u e r q u ' é t a n t c h o i s i u n 

e n t i e r p a r b i t r a i r e , il n ' y a q u ' u n n o m b r e fini d e t e l l e s é q u a 

t i o n s o ù p s u r p a s s e l a s o m m e d e l ' o r d r e , d u d e g r é p a r r a p p o r t 

a u x d é r i v é e s , à l a f o n c t i o n e t à la v a r i a b l e i n d é p e n d a n t e , d e s 

v a l e u r s a b s o l u e s d e s coe f f i c i en t s s u p p o s é s e n t i e r s , d e s v a l e u r s 

a b s o l u e s d e x0 e t ya é g a l e m e n t e n t i è r e s , d e l a v a l e u r a b s o l u e e n 

t i è r e d e x, p o u r l a q u e l l e o n c h e r c h e y. I l e n r é s u l t e q u ' o n 

o b t i e n t a i n s i u n e n s e m b l e d é n o m b r a b l e d e n o m b r e s p o u r c h a 

c u n d e s q u e l s o n p e u t d é f i n i r u n e h a u t e u r . 

P o u r d é f i n i r d e s nombres"00111106 s o m m e s d e s é r i e s , il f a u d r a 

q u e le t e r m e g é n é r a l s o i t u n e f o n c t i o n d e n, c a l c u l a b l e à p a r t i r 

d e s n o m b r e s e n t i e r s . O n p o u r r a d ' a b o r d e n v i s a g e r ce l les d o n t 

le t e r m e g é n é r a l n e c o n t i e n t q u e d e s o p é r a t i o n s r a t i o n n e l l e s 

e n n à coe f f i c ien t s fixes e n t i e r s , ce q u i p e r m e t t r a d e d é f i n i r u n e 

h a u t e u r p o u r le t e r m e g é n é r a l e t p a r s u i t e p o u r la s o m m e d e l a 

s é r i e . P u i s , o n p o u r r a p a s s e r à d e s ' t e r m e s g é n é r a u x e x p r i m é s 

a u m o y e n d e n p a r d e s o p é r a t i o n s a l g é b r i q u e s p o r t a n t s u r d e s 

n o m b r e s e n t i e r s , o u a l g é b r i q u e s , o u t r a n s c e n d a n t s d é j à d é f i n i s , 

m a i s a p p a r t e n a n t à d e s c l a s s e s o ù le m o t hauteur a u r a r e ç u 

u n s e n s p r é c i s , n u m é r i q u e . L a h a u t e u r d e ces t e r m e s g é n é r a u x , 

q u i s e r a a u s s i p a r d é f i n i t i o n ce l le d e la s o m m e d e 1k s é r i e , s e r a , 

si l ' o n v e u t , l a s o m m e d e s h a u t e u r s d e s n o m b r e s s u r l e s q u e l s 

p o r t e n t ces o p é r a t i o n s , a u g m e n t é e d ' e n t i e r s t e l s q u e l e d e g r é d e s 

o p é r a t i o n s a l g é b r i q u e s e f f e c t u é e s . O n c o n ç o i t q u ' i l s e r a t o u j o u r s 

p o s s i b l e , p o u r u n e c l a s s e d e t e r m e s g é n é r a u x s a t i s f a i s a n t à c e t t e 

d é f i n i t i o n , d e d é s i g n e r p a r h a u t e u r d e ce t e r m e g é n é r a l u n 

n o m b r e t e l q u e les t e r m e s g é n é r a u x i n f é r i e u r s à u n e h a u t e u r 

finie s o i e n t e n n o m b r e fini. 

A d m e t t o n s d o n c q u e c h a q u e p r o c é d é d e d é f i n i t i o n d e s 

n o m b r e s i n c o m m e n s u r a b l e s , a u m o y e n d ' e n t i e r s , o u d e n o m b r e s 

d é f i n i s p a r d e s p r o c é d é s a n t é r i e u r s , n ' i n t r o d u i s e q u ' u n e i n f i n i t é 
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d é n o m b r a b l e d e n o u v e a u x n o m b r e s i n c o m m e n s u r a b l e s . L e s p r o 

c é d é s s u c c e s s i f s p o s s i b l e s s o n t e u x - m ê m e s e n i n f i n i t é d é n o m 

b r a b l e . D o n c , e n t o u t , l ' e n s e m b l e d e s n o m b r e s i n c o m m e n s u 

r a b l e s q u ' o n a u r a d é f i n i à p a r t i r d e s e n t i e r s s e r a d é n o m b r a b l e . 

V o i c i o ù p a r a î t a l o r s s ' i n t r o d u i r e le p a r a d o x e q u e n o u s 

a v o n s s i g n a l é . L e s s e u l s n o m b r e s q u e n o u s p u i s s i o n s a r r i v e r à 

d é f i n i r p e u v e n t ê t r e r a n g é s e n u n e sé r i e u n i l i n é a i r e , u,, u-,, . . ., 

u,„ . . . . S u r le s e g m e n t (o, 1 ) , o ù ils f o r m e n t a priori u n e n 

s e m b l e d e n s e ( p u i s q u e t o u s les n o m b r e s r a t i o n n e l s e n p a r t i 

c u l i e r e n f o n t p a r t i e ) , il y e n a u n p o s s é d a n t u n i n d i c e p l u s 

p e t i t q u e les a u t r e s . S o i t uni ce n o m b r e . L e s a u t r e s n o m b r e s 

d e la s u i t e c o m p r i s e n t r e o e t i o n t u n i n d i c e s u p é r i e u r à « | . 

I l y e n a u n e i n f i n i t é c o m p r i s e e n t r e u „ i e t i . S o i t u n < c e l u i 

d ' e n t r e e u x q u i p o s s è d e le p l u s p e t i t i n d i c e . S o i t w„ s l e n o m b r e 

d e p l u s p e t i t i n d i c e c o m p r i s e n t r e w„ s e t un, e t c o n t i n u o n s a i n s i 

i n d é f i n i m e n t . u „ . + i e s t le n o m b r e a y a n t le p l u s p e t i t i n d i c e , 

c o m p r i s e n t r e u„. e t un . O n a 

L e s n o m b r e s u„. d ' i n d i c e i i m p a i r t e n d e n t v e r s u n n o m b r e a 

s u p é r i e u r à c h a c u n d ' e u x e t i n f é r i e u r à t o n t n o m b r e d ' i n d i c e i 

p a i r / 

D ' a i l l e u r s t o u s l es n o m b r e s un d u s e g m e n t un à i o n t u n 

i n d i c e n s u p é r i e u r à n,, d o n c n-,^> nt. T o u s les n o m b r e s d u 

s e g m e n t unun^ o n t u n i n d i c e s u p é r i e u r à n2, e t c . D o n c a, q u i 

e s t t o u j o u r s c o m p r i s e n t r e u„. e t un.^t, n e p e u t a p p a r t e n i r 

à l a s u i t e u„ p u i s q u e s o n i n d i c e d e v r a i t ê t r e s u p é r i e u r à n,; 

q u e l q u e f û t i. M a i s n o u s n o u s t r o u v o n s a v o i r d é f i n i a u m o y e n 

d e s un, c h a c u n d é f i n i à p a r t i r d u n o m b r e e n t i e r , u n n o m b r e 

n ' a p p a r t e n a n t p a s à l a s u i t e u„ q u i , p a r h y p o t h è s e , c o n t e n a i t , 

t o u s les nombres définissables à p a r t i r d u n o m b r e e n t i e r . 

L a r é p o n s e a u p a r a d o x e e s t a i s é e . P a r m i l es n o m b r e s «„ . , 

il y e n a d o n t la d é f i n i t i o n d e m a n d e u n t e m p s t r è s l o n g , m ê m e 

d ' u n e d u r é e s u r p a s s a n t t o u t e l i m i t e d o n n é e d ' a v a n c e . C o m m e 

c ' e s t la s u i t e ra„, u„t, . . . q u i d é f i n i t a , cette définition de a 

exigerait un temps infiniment grand, ce q u i s ign i f i e q u e j a m a i s 

n o u s n e p a r v i e n d r o n s à o b t e n i r m i e u x q u ' u n p e t i t i n t e r v a l l e 
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e n s e r r a n t x. ( L e s u„_ d ' i n d i c e i p a i r t e n d e n t a u s s i v e r s a, p u i s q u e 

l ' e n s e m b l e d e s u„ e s t p a r t o u t d e n s e . ) 

I n s i s t o n s u n p e u s u r ce p o i n t . 

C o n s i d é r o n s l ' e n s e m b l e d e s p h r a s e s q u i , t o u t e s r é u n i e s , dé f i 

n i s s e n t u n n o m b r e i n c o m m e n s u r a b l e , c ' e s t - à - d i r e q u i f o u r n i s s e n t 

le m o y e n d e le c a l c u l e r a v e c t e l l e a p p r o x i m a t i o n q u ' o n v o u d r a . 

P o u r d é s i g n e r c h a c u n d e ces e n s e m b l e s , s e s u f f i s a n t à l u i - m ê m e 

p o u r le c a l c u l i n d é f i n i m e n t a p p r o c h é d u n o m b r e e n q u e s t i o n , 

o n p e u t p o s e r u n e c o n v e n t i o n t e l l e q u e la s u i v a n t e : d o n n e r 

u n n u m é r o d ' o r d r e , à p a r t i r d e i e n s u i v a n t , a u x d i v e r s s i g n e s 

d e p o n c t u a t i o n ; p u i s à p a r t i r d e i ooo, e t e n s u i v a n t , d e s n u m é r o s 

d ' o r d r e à t o u s les m o t s d e l a l a n g u e u t i l i s é e , l e f r a n ç a i s p a r 

e x e m p l e , c e s m o t s é t a n t s u p p o s é s p r é a l a b l e m e n t r a n g é s d a n s 

l ' o r d r e a l p h a b é t i q u e , t o u t e f l e x i o n ( p a r c o n j u g a i s o n , d é c l i 

n a i s o n ) d ' u n m o t é t a n t c o n s i d é r é e c o m m e d i s t i n c t e d e c e m o t , 

d e u x l l e x i o n s d ' u n m ê m e m o t é t a n t a u s s i c o n s i d é r é e s c o m m e 

d i s t i n c t e s e n t r e e l les . A d m e t t o n s q u e les n u m é r o s d ' o r d r e 

a t t r i b u é s à t o u s ces m o t s r e s t e n t e n d e ç à d e u n m i l l i o n . N o u s 

d o n n e r o n s e n f i n a u x n o m b r e s e n t i e r s u n n u m é r o d ' o r d r e é g a l 

à l e u r v a l e u r a u g m e n t é e d ' u n m i l l i o n . Ce la é t a n t , si l ' o n c o n s i 

d è r e u n n o m b r e i n c o m m e n s u r a b l e p a r f a i t e m e n t d é f i n i , sa d é f i 

n i t i o n f o r m e l l e , q u e l l e q u ' e l l e s o i t , p o u r r a ê t r e t r a d u i t e d ' u n e 

f a ç o n u n i v o q u e , p a r u n e s u i t e d e n o m b r e s e n t i e r s . I n v e r s e m e n t , 

à t o u t e s u i t e d e n o m b r e s e n t i e r s ( c e u x i n f é r i e u r s à u n m i l l i o n 

d e v a n t é v i t e r c e r t a i n s i n t e r v a l l e s , p o u r a v o i r u n e i n t e r p r é t a t i o n ) 

c o r r e s p o n d p a r n o t r e c o n v e n t i o n u n e s u i t e d e p h r a s e s p a r f a i 

t e m e n t d é t e r m i n é e s . 

F o r m o n s les s u i t e s d e n o m b r e s e n t i e r s : 1 " d o n t l a s o m m e e s t 

i n f é r i e u r e à u n m i l l i a r d : 2 " d o n t l a s o m m e e s t a u m o i n s éga le 

à ios e t i n f é r i e u r e à io 1 2, e t c . L a niém" c l a s s e e s t f o r m é e d e 

s u i t e s d ' e n t i e r s d o n t l a s o m m e e s t a u m o i n s é g a l e à io3(/J+-> e t 

i n f é r i e u r e à io3'"4"3). C h a c u n e d e ces c l a s s e s d e s u i t e s f in ies 

d ' e n t i e r s n e r e n f e r m e q u ' u n n o m b r e f ini d e s u i t e s . Ces s u i t e s 

f o r m e n t u n e n s e m b l e d é n o m b r a b l e . D ' a i l l e u r s , u n n o m b r e e t sa 

v a l e u r s o n t d e u x c h o s e s i d e n t i q u e s . L e n o m b r e n ' e s t p a s d é 

s i g n é si sa v a l e u r n ' e s t p a s d é s i g n é e , c ' e s t - à - d i r e si l ' o n n ' a p a s 

i n d i q u é ( c e q u i n e p e u t ê t r e f a i t q u e p a r u n e n s e m b l e fini d e 
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p h r a s e s finies) le m o y e n d e c a l c u l e r c e t t e v a l e u r a v e c u n e a p 

p r o x i m a t i o n a r b i t r a i r e ( 1 ). 

D o n c t o u s les n o m b r e s a c t u e l l e m e n t d é f i n i s , e t u l t é r i e u r e m e n t 

d é f i n i s s a b l e s , o n t l e u r d é f i n i t i o n r e p r é s e n t é e d a n s le T a b l e a u 

i l l i m i t é d e s u i t e s d ' e n t i e r s q u e n o u s a v o n s c o n s t r u i t . D o n c t o u s 

ces n o m b r e s s o n t e n i n f i n i t é d é n o m b r a b l e . I l y a d o n c u n e 

i n f i n i t é ( b e a u c o u p p l u s d e n s e q u e l ' i n f i n i t é c o m p l é m e n t a i r e ) 

d e n o m b r e s i n c o m m e n s u r a b l e s q u i n ' o n t é t é n i n e p o u r r o n t 

j a m a i s ê t r e d é f i n i s . 

Cec i s ' e x p l i q u e si l ' o n s o n g e q u e , p o u r d é f i n i r l ' u n d e ces 

n o m b r e s , il f a u d r a i t d ' a b o r d l u i i m p o s e r u n e c o n d i t i o n l ' e m p ê 

c h a n t d ' ê t r e c o n f o n d u a v e c l ' u n q u e l c o n q u e d e s n o m b r e s dé f i 

n i s s a b l e s p a r l es p h r a s e s d e la p r e m i è r e c l a s s e ; p u i s l u i i m p o s e r 

u n e c o n d i t i o n l ' e m p ê c h a n t d ' ê t r e c o n f o n d u a v e c les n o m b r e s 

d e la s e c o n d e c l a s s e , e t c . Ce n o m b r e — l à se t r o u v e r a i t d é f i n i 

p a r u n e i n f i n i t é d e p h r a s e s , s ' a j o u t a n t à l a file s a n s q u e , a u 

p o i n t d e v u e d e l e u r s e n s , e l les p u i s s e n t se r é d u i r e à u n n o m b r e 

fini d ' e n t r e e l l e s . C ' e s t d i r e q u e ce n o m b r e n e se t r o u v e r a i t 

j a m a i s d é f i n i . 

P a r m i les e n s e m b l e s d e p h r a s e s d ' u n e c l a s s e q u e l c o n q u e , le 

p l u s g r a n d n o m b r e n ' a u r a a u c u n s e n s . O n p o u r r a i t se d e m a n d e r 

si c e r t a i n e s n ' e n p r é s e n t e r o n t p a s u n p a r la s u i t e , e t m ê m e 

s u c c e s s i v e m e n t p l u s i e u r s , m ê m e u n e i n f i n i t é d é n o m b r a b l e , 

g r â c e à d e s a c c e p t i o n s n o u v e l l e s d u s e n s d e s m o t s . M a i s il e s t 

é v i d e n t q u e , si u l t é r i e u r e m e n t u n n o m b r e se t r o u v e d é f i n i , 

g r â c e à u n e m o d i f i c a t i o n d a n s le s e n s d e c e r t a i n s m o t s , c e t t e 

m o d i f i c a t i o n d e s e n s p o u r r a ê t r e e x p o s é e a v e c les m o t s p r é c é 

d e m m e n t e m p l o y é s . L e s p h r a s e s e x p l i q u a n t s u c c e s s i v e m e n t 

les m o d i f i c a t i o n s d e s e n s d e s m o t s , j o i n t e s à l a d é f i n i t i o n d u 

n o m b r e c o n s i d é r é a u m o y e n d e ces m o t s , f o r m e n t u n e n s e m b l e 

c o m p r é h e n s i b l e a v e c le s e n s a c t u e l d e s m o t s f r a n ç a i s , e t ^ r e p r é -

s e n t é d a n s n o t r e T a b l e a u d e s u i t e s f in ies . D o n c , t o u s les n o m b r e s 

( ' ) S i une phrase dé f in i t s imu l tanémen t une in f in i té de nombres , ils ne 

p o u r r o n t être considérés c omme désignés i nd i v i due l l emen t que si l eu r dé f i 

n i t i o n permet d 'assigner à c h a c u n u n rang ent ier ( i l f a u t donc qu ' i l s 

soient en in f in i té d é n o m b r a b l e ) et s' i l est possible de les ca lcu ler c h a c u n à 

son rang avec une a p p r o x i m a t i o n a rb i t ra i re 
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( l ) J'ai d é v e l o p p é c e s i d é e s s o u s u n e f o r m e un peu di iFérente d a n s u n e C o m 

m u n i c a t i o n a u q u a t r i è m e C o n g r è s i n t e r n a t i o n a l d e s m a t h é m a t i c i e n s ( R o m e , 1 9 0 8 ) 

e t d a n s u n e c o u r t e N o t e : Sur tes paradoxes de la théorie des ensembles (Annales 

de l'École Normale supérieure, 1 0 0 8 ) . Je m e p e r m e t s d e s i g n a l e r a n s s i c o m m e se 

d é f i n i s s a b l e s u l t é r i e u r e m e n t , m ê m e a v e c m o d i f i c a t i o n d a n s le 

s e n s a c t u e l d e s m o t s , s o n t r e p r é s e n t é s d a n s n o t r e T a b l e a u , o ù 

l ' o n c o n v i e n t d e c o m p r e n d r e c h a q u e m o t a v e c s o n sens actuel. 

I l y a d o n c d e s n o m b r e s i n c o m m e n s u r a b l e s q u e l ' o n n e 

p o u r r a j a m a i s c o n c e v o i r , q u i r e s t e r o n t t o u j o u r s e x t é r i e u r s à 

t o u t e s l e s r e c h e r c h e s m a t h é m a t i q u e s , q u e l l e q u e s o i t l ' é v o 

l u t i o n q u e s u i v r a le s e n s d e s m o t s , c ' e s t - à - d i r e q u e l l e s q u e s o i e n t 

les n o t i o n s n o u v e l l e s i n t r o d u i t e s d a n s l ' é t u d e d e s n o m b r e s . 

L ' e n s e m b l e d e ces n o m b r e s i n c o m m e n s u r a b l e s n e p e u t ê t r e 

d é f i n i q u e g l o b a l e m e n t , p a r e x c l u s i o n u n à u n d e c e u x q u i 

n ' e n f o n t p a s p a r t i e , e t a u c u n d ' e u x n e p e u t ê t r e d é s i g n é i n d i 

v i d u e l l e m e n t . L ' a p p r o x i m a t i o n a v e c l a q u e l l e o n p e u t c a l c u l e r 

u n d e ces n o m b r e s p e u t ê t r e r e n d u e a u s s i f a i b l e q u ' o n le v e u t . 

M a i s le n o m b r e d e m o t s nécessaires p o u r e x p l i q u e r le c a l c u l d e 

ce n o m b r e , a v e c u n e a p p r o x i m a t i o n d o n n é e d ' a v a n c e , c r o î t 

i n d é f i n i m e n t q u a n d l ' a p p r o x i m a t i o n e s t d o n n é e d e p l u s e n 

p l u s p e t i t e e t t e n d v e r s z é r o . 

D a n s c e t e n s e m b l e , il e s t i m p o s s i b l e d e c a r a c t é r i s e r a u c u n 

é l é m e n t , c ' e s t - à - d i r e d e f o u r n i r u n m o y e n d e le d i s t i n g u e r d e 

t o u s l es a u t r e s . C h a c u n d e ces n o m b r e s e s t t e l q u ' i l f a u d r a i t u n 

t e m p s i n f i n i m e n t g r a n d p o u r le d é f i n i r à partir du nombre 

entier. C ' e s t d i r e q u e ces n o m b r e s n e p e u v e n t p a s ê t r e d é f i n i s 

à p a r t i r d u n o m b r e e n t i e r . Si l ' o n c o n v i e n t d e b o r n e r l es 

M a t h é m a t i q u e s à l ' a n a l y s e d e s n o m b r e s d é f i n i s s a b l e s à p a r t i r 

d u n o m b r e e n t i e r , e t il p a r a î t difficile d ' é c h a p p e r à c e t t e l i m i 

t a t i o n , l ' e n s e m b l e d e s é l é m e n t s , n o m b r e s , f o n c t i o n s , q u e p e u t 

a t t e i n d r e e t a n a l y s e r la p e n s é e m a t h é m a t i q u e e s t d é n o m b r a b l e . 

Q u e l s q u e s o i e n t les t r a v a u x d e s s a v a n t s f u t u r s , il e s t é v i d e n t , 

a priori, q u e l ' e n s e m b l e d e s n o m b r e s q u ' i l s d é f i n i r o n t i n d i v i 

d u e l l e m e n t e s t d é n o m b r a b l e ; m a i s ce q u i e s t e s s e n t i e l à r e m a r 

q u e r , c ' e s t q u e l ' e n s e m b l e q u ' i l s se t r o u v e r o n t a v o i r d é f i n i 

n e s o r t i r a p a s d ' u n c e r t a i n e n s e m b l e d é n o m b r a b l e q u ' o n p e u t 

c o n c e v o i r d è s m a i n t e n a n t ( 1 ). 
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Relation entre les nombres incommensurables et les fonctions 

croissantes. — S o i t u u n n o m b r e i r r a t i o n n e l . Q u e l q u e s o i t 

l ' e n t i e r n, o n p e u t t r o u v e r d e u x n o m b r e s p e t p-\- i , t e l s q u e 

e.<u. 
n 

D é s i g n o n s p a r a„ ce l le d e s d i f f é r e n c e s u — ^ , P + ' —u q u i e s t 
n ii ^ 

la p l u s p e t i t e . L a f o n c t i o n — n e s e r a p a s t o u j o u r s c r o i s s a n t e , 

m a i s el le t e n d r a v e r s l ' i n f i n i . O n a e n effet 

1 

I » < 
2 / 1 

P O S O N S 

ir = ?(«); 
o n a 

> 2 / 1 . 

D e a ( n ) il e s t fac i l e d e d é d u i r e u n e f o n c t i o n c o n s t a m m e n t c r o i s 

s a n t e 'l(x) t e l l e q u e ty(n) = 9 ( 7 1 ) p o u r u n e i n f i n i t é d e v a l e u r s 

d e n. 

R A T T A C H A N T A U M Ê M E O R D R E D ' I D É E S U N E ¿ L U D E S U R La théorie des ensembles et des 

progrès récents de la théorie des fonctions [Revue générale des Sciences, 190g ) 

ET U N A R T I C L E S U R Le continu mathématique et le continu physique ( Scientia, 

1 9 0 9 ) . P E N D A N T LA C O R R E C T I O N D E S É P R E U V E S , J E R E Ç O I S U N A R L I C L E D E M . P O I N C A V Ë 

\La logique de Vinfini [Revue de Métaphysique et de Morale, J U I L L E T 1 9 0 9 ) ] 

D A N S L E Q U E L L ' É M I N C N T A N A L Y S T E P R E N D D É C I D É M E N T P O S I T I O N C O N T R E 1 R S « D É F I N I T I O N S » 

E X I G E A N T U N E I N F I N I T É D E M O T S . 

I L I N T R O D U I T U N E D I S T I N C T I O N E N T R E LES C L A S S I F I C A T I O N S predicatives E T non predi

catives Q U I M E P A R A I T I D E N T I Q U E A V E C LA D I S T I N C T I O N Q U E J ' É T A B L I S S A I S D A N S M A N O I E 

C I T É E D E S Annales de l'École Normale E N T R E LES E N S E M B L E S effectivement enume

rables E T C E U X Q U I N E LE S O N T P A S . V O I C I , A U S U R P L U S , S E S C O N C L U S I O N S : a Q U A N T À 

M O I , J E P R O P O S E R A I S D E S ' E N L E N I R A U X R È G L E S S U I V A N T E S : I ° l \ E J A M A I S E N V I S A G E R Q U E 

D E S O B J E T S S U S C E P T I B L E S D ' Ê T R E D É F I N I S E N U N N O M B R E FINI D E M O T S ; 2° N E J A M A I S 

P E R D R E D E V U E Q U E T O U T E P R O P O S I T I O N S U R L ' I N F I N I N E D O I T Ê T R E Q U E LA T R A D U C T I O N , 

L ' É N O N C É A B R É G É D E P R O P O S I T I O N S S U R LE FINI"; 3° É V I T E R L E S C L A S S I F I C A T I O N S E T LES D É 

FINITIONS N O N P R E D I C A T I V E S . » J E C R O I S Q U E T O U S LES M A T H É M A T I C I E N S F R A N Ç A I S S ' É T A N L 

O C C U P É S D E C E S Q U E S T I O N S ( À L ' E X C E P T I O N P E U T - È I R E D E M . H A D A M A R D ) S O U S C R I R O N T 

S A N S R É S E R V E À C E S C O N C L U S I O N S D E R I . P O I N C A R É . J E C R O I S Q U E L ' A D O P T I O N D É F I N I T I V E 

D E C E S C O N C L U S I O N S E X E R C E R A U N E G R A N D E I N F L U E N C E S U R LE D É V E L O P P E M E N T U L T É R I E U R 

D E S M A T H É M A T I Q U E S . 
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i 
u = 

/(') "• A™> •"" 

o ù / ( m ) e s t u n n o m b r e e n t i e r c r o i s s a n t t r è s r a p i d e m e n t a v e c m, 

e t t e l e n t o u s c a s q u e le r e s t e d e la s é r i e a r r ê t é e à u n t e r m e 

q u e l c o n q u e s o i t i n f é r i e u r à ce t e r m e . C h e r c h o n s à a p p r o c h e r u 

p a r u n e f r a c t i o n d e d é n o m i n a t e u r n=f(\) .../(m). 

E n p o s a n t 
in 

p = V _ L 

D o n c 

* [ / ( • > . . . / ( » 0 ] > 

n /{ m -H i ) 

A m - H i ) 

O r , q u e l s q u e s o i e n t u n o r d r e d e c r o i s s a n c e d o n n é e t m ê m e u n e 

f a m i l l e d é n o m b r a b l e d ' o r d r e s d e c r o i s s a n c e , il e s t p o s s i b l e d e 

t r o u v e r /", t e l q u e f(m -F- I ) s o i t u n e f o n c t i o n d e n, p l u s c r o i s 

s a n t e q u e l ' o r d r e o u t o u t e la f a m i l l e d ' o r d r e s d o n n é s . 

Cec i m o n t r e q u e l a s i m p l e n o t i o n d e n o m b r e i r r a t i o n n e l 

c o n t i e n t e n el le a u t a n t d e d i f f i cu l t é s q u e l a n o t i o n d e f o n c t i o n à 

c r o i s s a n c e t r è s r a p i d e . 

L ' e x e m p l e p r é c é d e n t n o u s f a i t p r e s s e n t i r , e t la s u i t e n e f e r a 

q u e c o n f i r m e r c e t t e i n t u i t i o n , q u ' u n n o m b r e e s t d ' a u t a n t p l u s 

t r a n s c e n d a n t , o u p l u s é l o i g n é p a r sa n a t u r e d e s n o m b r e s r a 

t i o n n e l s , q u ' i l e s t p o s s i b l e d e l ' a p p r o c h e r d a v a n t a g e p a r d e s 

n o m b r e s r a t i o n n e l s . L e s n o m b r e s d o n t o n a p p r o c h e le m o i n s 

s o n t d ' a b o r d les n o m b r e s r a t i o n n e l s e u x - m ê m e s , q u a n d o n n ' a 

p a s c o ï n c i d e n c e e x a c t e , e n s u i t e l es n o m b r e s a l g é b r i q u e s . • 

P o u r é t u d i e r c o m m o d é m e n t l ' a p p r o x i m a t i o n d è s n o m b r e s 

i n c o m m e n s u r a b l e s p a r l es n o m b r e s r a t i o n n e l s , e t p a r s u i t e l a 

r e l a t i o n e n t r e l a n o t i o n d e c r o i s s a n c e e t ce l le d e c o m p l e x i t é 

d ' u n n o m b r e i n c o m m e n s u r a b l e , il f a u t a v o i r r e c o u r s à l a t h é o r i e 

I l e s t a i s é d e v o i r q u ' o n p e u t s u p p o s e r la c r o i s s a n c e d e la 

f o n c t i o n ^(n) a u s s i r a p i d e q u ' o n v e u t . D é f i n i s s o n s u n n o m b r e 

i n c o m m e n s u r a b l e p a r l a s é r i e 
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APPLICATIONS ARITHMÉTIQUES. I 2 7 

d e s f r a c t i o n s c o n t i n u e s , d o n t n o u s a l l o n s e x p o s e r b r i è v e m e n t 

les p r i n c i p e s e s s e n t i e l s ( 1 ) . 

Les fractions continues. — L ' i d é e d e s f r a c t i o n s c o n t i n u e s se 

p r é s e n t e d ' u n e m a n i è r e i m m é d i a t e , q u a n d o n se p r o p o s e d e 

m e s u r e r , l ' u n e a u m o y e n d e l ' a u t r e , d e u x g r a n d e u r s . L e p r o 

b l è m e r e v i e n t à c h e r c h e r l a g r a n d e u r q u i e s t le p l u s g r a n d c o m 

m u n d i v i s e u r d e s d e u x g r a n d e u r s d o n n é e s . L a s o l u t i o n p r a 

t i q u e e s t e n t i è r e m e n t a n a l o g u e à cel le u t i l i s é e p o u r les n o m b r e s 

e n t i e r s . S u p p o s o n s A > B . N o u s c h e r c h o n s c o m b i e n d e fois 

B e s t c o n t e n u d a n s A . S o i t o B ce n o m b r e d e fo is . Si R , e s t l ' e x c è s 

d e A s u r B , o n a. 

A = a 0 B - i - R ( . 

Si A e s t c o m m e n s u r a b l e a v e c B , il e n e s t d e m ê m e d e R , . 

R , é t a n t p l u s p e t i t q u e B , o n e s s a i e d e m e s u r e r B a v e c R , . S i 

la m e s u r e n e se f a i t p a s e x a c t e m e n t , e t si R , e s t c o n t e n u p l u s 

d e a , fois d a n s B e t m o i n s d e ( a , - j - r ) fo is , o n a 

B = a , R , - t - R î , R * < R , et a , 5 i . 

O n m e s u r e R 2 a v e c R | , q u i l u i e s t i n f é r i e u r , e t a i n s i d e s u i t e ; 

le d e r n i e r r e s t e e s t l a c o m m u n e m e s u r e à A e t B . L e c a s le p l u s 

i n t é r e s s a n t e s t c e l u i o ù l ' o p é r a t i o n n e se t e r m i n e p a s . O n a 

A R , i 

• Ul/ 
B i 

R ; - a , 4 " 7 i M ' 

D o n c 
A 

B 

( ' ) D e p u i s q u e l 'on a ( t r è s m a l e n c o n t r e u s e m e n t , à m o n a v i s ) s u p p r i m é la 

t h é o r i e d e s f r a c t i o n s c o n t i n u e s du p r o g r a m m e d e la c l a s s e d e M a t h é m a t i q u e s 

s p é c i a l e s , j 'a i d ù l u i fa ire u n e p l a c e d a n s m o n e n s e i g n e m e n t à l ' É c o l e N o r m a l e e t 

à la S o r b o n n e , c a r il n'est pas a d m i s s i b l e q u ' u n e d e s p l u s b e l l e s t h é o r i e s d e 

l ' A r i t h m é t i q u e s o i t i g n o r é e de t o u s n o s j e u n e s p r o f e s s e u r s d e M a t h é m a t i q u e s . 
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a, 

(S) 

L e s n o m b r e s a0, a,, a., d é f i n i s s e n t d e s v a l e u r s d e ^ d e p l u s e n 

p l u s a p p r o c h é e s . Si ^ e s t c o m m e n s u r a b l e , o n a u n e f r a c t i o n 

c o n t i n u e l i m i t é e , p u i s q u e les n o m b r e s a 0 , a t , a-,, . . . s o n t l e s 

q u o t i e n t s s u c c e s s i f s d a n s l a r e c h e r c h e d u p l u s g r a n d c o m m u n 

d i v i s e u r d u n u m é r a t e u r e t d u d é n o m i n a t e u r d e la f r a c t i o n q u i 

m e s u r e ^ - Ces n o m b r e s a a , a \ , . . . s o n t d a n s t o u s l es c a s a p p e l é s 

quotients incomplets. L a q u a n t i t é JR- 1 e s t le quotient complet c o r -
L ' 2 

r e s p o n d a n t à a-2, e t c . D o n c u n q u o t i e n t i n c o m p l e t e s t l a p a r t i e 

e n t i è r e d u q u o t i e n t c o m p l e t c o r r e s p o n d a n t . 

E x p o s o n s la t h é o r i e a priori d e s f r a c t i o n s c o n t i n u e s . 

S o i t u n e e x p r e s s i o n d e l a f o r m e 

a0-

q u e n o u s r e p r é s e n t e r o n s s u i v a n t l ' u s a g e p a r [a0, a,, a-,, a3, ...). 

L e s a s o n t d e s e n t i e r s p o s i t i f s , s a u f a u q u i p e u t ê t r e n u l . N o u s 

a l l o n s i n d i q u e r c o m m e n t il e s t p o s s i b l e d e f a i r e c o r r e s p o n d r e 

u n n o m b r e à c e t t e s u i t e , e t q u e l m o y e n e l le f o u r n i t d e le c a l 

c u l e r . 

. JP 

D é s i g n o n s p a r • - l a f r a c t i o n o b t e n u e e n l i m i t a n t l a f r a c t i o n 

c o n t i n u e a u q u o t i e n t i n c o m p l e t a„. O n a 

Ho _ « 0 f | S J O I + I 

Q O I Q I « i 

F , _ V • « 2 / _ ( « U ^ 1 + ! ) « ! + FIN 

Q 2 I «, œ,-r i 

e t 
A I 
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Ces d i v e r s e s f r a c t i o n s s o n t a p p e l é e s l e s réduites. I l e s t fac i l e 

d e t r o u v e r l e u r lo i d e f o r m a t i o n . 

L ' e x p r e s s i o n d e p e r m e t d ' é c r i r e 

P 2 = a , P , + P 0 ! 

Q ^ F L Î Q . - T - Q O . 

D ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e , j e d i s q u ' o n a s i m u l t a n é m e n t 

P „ = a„ P „ — I - + - P „ S , 

Q « — A « Q N - I + Q „ - 8 . 

S u p p o s o n s ces é g a l i t é s v r a i e s p o u r u n e v a l e u r d e n, e t d é m o n 

t r o n s - e n la v a l i d i t é p o u r l a v a l e u r s u i v a n t e . O n a 

l'„ i 

O R - " -

a 0 -

« i H 

E n v i s a g e o n s les a c o m m e d e s v a r i a b l e s i n d é p e n d a n t e s . P o u r 
P I ' I 

o b t e n i r _ , il s u i l i t d e r e m p l a c e r , d a n s ¡ ^ ¡ 1 aa p a r an -4 

O r , P „ _ I , P „ _ 2 , Q N _ I , Q « -i n e c o n t i e n n e n t p a s a„. D o n c 
/ P « - 1 Vn-l P n -+- • • P « — ] y, ' „ 

-+- — ) Q „ 1 - H Q „ - * Q „ - H — Q „ -
L _ r » A « + I Q » + Q „ - I 

d ' o ù l ' é g a l i t é é n o n c é e . L e t h é o r è m e é t a n t v r a i p o u r n = y, e s t 

g é n é r a l . 

Ces f o r m u l e s p e r m e t t e n t d ' o b t e n i r u n e r e l a t i o n i m p o r t a n t e 

e n t r e l es t e r m e s d e d e u x r é d u i t e s c o n s é c u t i v e s . O n a 

O r 

P 11 F n - 1 

Q „ Q « - i 

G-.i P / I I + F /* -3 P « 1 P / I i P « - L 

Q , » Q » - I 

. 1J1 — 
I . a , 1 . 

E . n 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I 3 U CIIAIMTUK V. 

d o n c 

Ceci p r o u v e q u e P „ e t Q,j s o n t p r e m i e r s e n t r e e u x . L e s r é 

d u i t e s se p r é s e n t e n t d o n c n a t u r e l l e m e n t s o u s f o r m e i r r é d u c 

t i b l e . 

L a v a l e u r d e D „ p e r m e t d e c a l c u l e r la d i f f é r e n c e e n t r e d e u x 

r é d u i t e s c o n s é c u t i v e s . O n a 

f\, ] \ _ . I - 1 1 " 1 

D e m ê m e 

Q « - I Q « - « Q „ - A > » - « 

Q » G U Q U Q , O , G . " " Q „ Q „ - I 

—- e s t l a s o m m e d e s n p r e m i e r s t e r m e s d ' u n e sé r i e m a n i f e s t e -

m e n t c o n v e r g e n t e ; c a r el le e s t a l t e r n é e e t ses t e r m e s d é c r o i s s e n t 

(Q« c r o î t ) e t t e n d e n t v e r s z é r o . D o n c - L — ' t e n d v e r s u n e l i m i t e . 

C ' e s t ce n o m b r e , l i m i t e d e l a n î f l m " r é d u i t e p o u r n i n f i n i , q u i e s t 

a p p e l é l a valeur,As la f r a c t i o n c o n t i n u e i l l i m i t é e . É t u d i o n s la 

r a p i d i t é d e l a c o n v e r g e n c e d e s r é d u i t e s v e r s l e u r l i m i t e . O n a 

Q » ! ; Q „ - - I - I - Q „ ^ > 2 Q N - J ; 

d o n c 

< (in (in l -¿(¿11- 1 Q J I - J 

C h a q u e t e r m e e s t p l u s p e t i t q u e la m o i t i é d u t e r m e p r é c é d e n t . 

N o n s e u l e m e n t l a s é r i e e s t c o n v e r g e n t e , m a i s m ê m e el le 

c o n v e r g e p l u s v i t e q u ' u n e p r o g r e s s i o n g é o m é t r i q u e d e r a i s o n 

C o m m e u „ < C ^ w 0 j le n}iu" r e s t e s„ = u „ + , + u„+-, -\- . . . e s t 

i n f é r i e u r à — « t . 

O n v o i t p a r l à q u e le c a l c u l d e s r é d u i t e s f o u r n i t r a p i d e m e n t 

u n e t r è s g r a n d e a p p r o x i m a t i o n d e la v a l e u r d e la f r a c t i o n c o n 

t i n u e 

P r é c i s o n s l a f a ç o n d o n t s ' o p è r e l ' a p p r o c h e d u n o m b r e p a r la 
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r é d u i t e . L ' e x p r e s s i o n t r o u v é e p o u r m o n t r e q u e les r é d u i t e s 

s o n t a l t e r n a t i v e m e n t s u p é r i e u r e s e t i n f é r i e u r e s à l e u r l i m i t e . 

Si d o n c , s u r u n e d r o i t e o ù n o u s a v o n s c h o i s i l es p o i n t s o e t i , 
P 

n o u s m a r q u o n s les p o i n t s M,„ d ' a b s c i s s e , M | e s t à d r o i t e 

d e M,„ M 2 e n t r e M„ e t M , , e t c . , M „ + , e n t r e M „ _ , e t M „ . L e 

p o i n t l i m i t e e s t c o n s t a m m e n t c o m p r i s e n t r e d e u x p o i n t s d ' i n 

d i c e s c o n s é c u t i f s . 

D e p l i i s , l ' i n é g a l i t é = — ' — R - <C - 7 ^ — — T T - e x p r i m e q u e 

P n P/i-t-l ^ I 

Q—1 Q« 

D o n c , Mn+I e s t p l u s r a p p r o c h é d e M „ q u e d e M „ _ ( . D o n c , 

M „ e s t à p l u s f o r t e r a i s o n p l u s a p p r o c h é d u p o i n t l i m i t e M q u e 

le p o i n t M „ ,, 

U n e p r o p r i é t é e s s e n t i e l l e d e s r é d u i t e s e s t la s u i v a n t e : 

T o u t e f r a c t i o n a p p r o c h a n t p l u s d ' u n n o m b r e d o n n é q u ' u n e 

r é d u i t e d e ce n o m b r e a ses t e r m e s r e s p e c t i v e m e n t s u p é r i e u r s 

à c e u x d e c e t t e r é d u i t e . 

E n effet , s u p p o s o n s p a r e x e m p l e q u e ^ a p p r o c h e a p a r e x c è s . 

L a f o r m e d u r a i s o n n e m e n t s e r a i t l a m ê m e si c ' é t a i t p a r d é f a u t . 

a P, 
N o u s s u p p o s o n s q u e ^ a p p r o c h e d e a p l u s q u e · 

P . • ' 
1 " Si j=p e s t é g a l e m e n t u n e r é d u i t e p a r e x c è s , o n a 

d o n c 

o u 

J L < - ! 

b Q/- Q/< ' 
N é t a n t u n e n t i e r n o n n u l . D o n c , b~> Q / J + I e t a ^> T~p+I, d ' a p r è s 
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D o n c , ^ a m ê m e ses t e r m e s s u p é r i e u r s à c e u x d e la r é d u i t e 

s u i v a n t e . 
P P 

2 ° •'- e s t a p p r o c h é p a r d é f a u t . A l o r s , p l ' e s t p a r e x c è s , 

e s t m o i n s a p p r o c h é q u e ^ e t p a r s u i t e q u e ^ ' L ' a p p l i c a t i o n 

d u r é s u l t a t p r é c é d e n t n o u s d o n n e a~^>Pp, b^>Qp. 

Ce t h é o r è m e m o n t r e q u e les f r a c t i o n s l es p l u s s i m p l e s f o u r 

n i s s a n t la p l u s g r a n d e a p p r o x i m a t i o n s o n t les r é d u i t e s . 

A i n s i , l ' u n e d e s p r e m i è r e s r é d u i t e s d e TC e s t -̂ 4 q u i d o n n e 
1 1 1 i ̂  

s i x d é c i m a l e s e x a c t e s e t p a r s u i t e l a m ê m e a p p r o x i m a t i o n q u e 

la t r a c t i o n — , d o n t l e s t e r m e s s o n t b i e n p l u s é l e v é s . 

Ce q u i p r é c è d e e x p l i q u e a v e c q u e l l e c o m m o d i t é l a t h é o r i e 

d e s f r a c t i o n s c o n t i n u e s p e r m e t d e c l a s s e r les n o m b r e s i n c o m 

m e n s u r a b l e s d ' a p r è s l a r a p i d i t é a v e c l a q u e l l e ils p e u v e n t ê t r e 

a p p r o c h é s p a r d e s n o m b r e s c o m m e n s u r a b l e s . 

O n n e r e t i e n t p a r m i t o u s l es n o m b r e s c o m m e n s u r a b l e s q u e 

c e u x q u i f o u r n i s s e n t la p l u s g r a n d e a p p r o x i m a t i o n , e u é g a r d à 

l e u r d é n o m i n a t e u r , l es s e u l e s v a l e u r s d e n a u x q u e l l e s l a f o n c t i o n 

'\{n) d o i t l ' a l l u r e d e sa c r o i s s a n c e . 

L a e r o i s s a n c e l a p l u s f a i b l e p o u r ' j ' ( n ) c o r r e s p o n d é v i d e m 

m e n t a u cas d e s q u o t i e n t s i n c o m p l e t s l i m i t é s e n g r a n d e u r . 

Approximation par les nombres rationnels de certaines classes 

ae nombres. — N o u s a p p e l l e r o n s nombres de la première classe 

l es v a l e u r s d e s f r a c t i o n s c o n t i n u e s p o u r l e s q u e l l e s l es q u o t i e n t s 

i n c o m p l e t s s o n t l i m i t é s ( a u p l u s é g a u x à i o , p o u r f ixe r l es i d é e s , 

a v e c i £ a ( , ) . L a c l a s s e d e s n o m b r e s a i n s i dé f i n i s e s t a u s s i r i c h e 

q u e l ' e n s e m b l e d e t o u s l es n o m b r e s p o s i t i f s ; c a r o n p e u t é t a 

b l i r u n e c o r r e s p o n d a n c e b i u n i v o q u e e n t r e ces d e u x c l a s s e s . 

E n effet , la t r a n s f o r m a t i o n x = 1 0 3 7 é t a b l i t d ' a b o r d u n e c o r -
X - + - 1 

r e s p o n d a n c e b i u n i v o q u e e t r é c i p r o q u e e n t r e l ' e n s e m b l e d e s 

n o m b r e s p o s i t i f s x' e t l ' e n s e m b l e d e s n o m b r e s x i n f é r i e u r s à i o. Il 

suffi t d o n c , p o u r n o t r e o b j e t , d ' é t a b l i r u n e c o r r e s p o n d a n c e e n t r e 

les n o m b r e s d e l a p r e m i è r e c l a s s e e t l es n o m b r e s p o s i t i f s i n f é r i e u r s 

à i o. A u n n o m b r e é c r i t d a n s le s y s t è m e d é c i m a l , i n f é r i e u r à i o, 

j e fais c o r r e s p o n d r e l a f r a c t i o n c o n t i n u e a y a n t p r é c i s é m e n t p o u r 
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a/l-h2 

Q « - ( - 2 ~ Q » Q « i - s 

Or , 
^ 7 1 + 2 <2/f-t-2 > I 

< ( a „ + , + [ ) Q , ^ u Q « ; 

(1 ) Voir mes Leçons sur la théorie des fonctions, N o t e I . 

q u o t i e n t s i n c o m p l e t s l es chi f f res s u c c e s s i f s d e ce n o m b r e , l e 

q u o t i e n t i n c o m p l e t c o r r e s p o n d a n t a u chiff re o é t a n t 1 0 e t 

r é c i p r o q u e m e n t ; à u n e f r a c t i o n d e la p r e m i è r e c l a s s e , j e fa i s 

c o r r e s p o n d r e le n o m b r e q u i a p o u r chi f f res d a n s le s y s t è m e 

d é c i m a l l es q u o t i e n t s i n c o m p l e t s s u c c e s s i f s d e l a f r a c t i o n , 

a u q u o t i e n t 1 0 c o r r e s p o n d a n t l e ch i f f re o. P a r e x e m p l e , 

à TI = 3 , 1 4 i 0 9 2 . . . j e fa i s c o r r e s p o n d r e l a f r a c t i o n 

( 3 , 1 , 4 , 1 , 5 , 9 , 2 , . . - . ) . 

A la f r a c t i o n ( i o , 1 0 , i , 4 , · · •) j e fais c o r r e s p o n d r e le n o m b r e 

0 , 0 1 4 . . • = / a — y 

C e t t e lo i r a t t a c h e d o n c à t o u t e f r a c t i o n c o n t i n u e d e l a p r e 

m i è r e c l a s s e u n n o m b r e u n i q u e p o s i t i f i n f é r i e u r à 1 0 . M a i s , s i 

u n n o m b r e d e l a p r e m i è r e c l a s s e n e p e u t ê t r e r e p r é s e n t é p a r 

u n e f r ac t i on , c o n t i n u e q u e d ' u n e s e u l e m a n i è r e , d a n s l ' e n 

s e m b l e d e s n o m b r e s p o s i t i f s , c e r t a i n s , les f r a c t i o n s d é c i m a l e s 

p e u v e n t ê t r e r e p r é s e n t é s d e d e u x f a ç o n s : 1 , 3 p e u t s ' é c r i r e 

i , 3 o o o . . . o u i , 2 < j q . . . . D o n c , à i , 3 n o t r e lo i f a i t c o r r e s p o n d r e 

l e s d e u x n o m b r e s d e l a p r e m i è r e c l a s s e 

f 1 , 3 , 1 0 , 1 0 , . . . ) et ( 1 , 2 , 9 , 9 . . . . ) . 

D o n c , à u n n o m b r e q u e l c o n q u e p o s i t i f i n f é r i e u r à 1 o c o r r e s p o n d 

a u m o i n s u n n o m b r e d e l a p r e m i è r e c l a s s e . L a p r e m i è r e c l a s s e e s t 

d o n c a u m o i n s a u s s i r i c h e q u e l ' e n s e m b l e d e s n o m b r e s p o s i t i f s 

i n f é r i e u r s à 1 0 . E l l e n e p e u t l ' ê t r e d a v a n t a g e , p u i s q u ' e l l e e s t 

i n c l u s e d a n s l ' e n s e m b l e des n o m b r e s c o m p r i s e n t r e 1 e t 1 1 . Ce 

s o n t d o n c d e u x e n s e m b l e s « d e m ê m e p u i s s a n c e » ( ' ). 

É t u d i o n s la f o n c t i o n 'b(n) p o u r l es n o m b r e s d e la p r e m i è r e 

c l a s s e . S u p p o s o n s d o n c < z „ < i o ( é v i d e m m e n t , on p o u r r a i t 

r e m p l a c e r 1 0 p a r t o u t a u t r e n o m b r e ) . O n a 
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I J I 

d o n c 

D ' a i l l e u r s 

p» 
Q- > 

< P/i+t p» < 

| 

p„ 1 
h 

L 
« — 

QJ w 

< 

h é t a n t c o m p r i s e n t r e des l i m i t e s i n d é p e n d a n t e s du n o m b r e a. 

e t de n . La f o n c t i o n '| ( n ) p e u t d o n c ê tre pr i se éga l e à / en 2 , /c é t a n t 

f ixe . 

P a r m i les n o m b r e s de c e t t e p r e m i è r e c lasse f igurent , c o m m e 

n o u s l e m o n t r e r o n s p l u s l o in , u n e p a r t i e des n o m b r e s a l g é 

b r i q u e s . É t u d i o n s la f o n c t i o n <\*(n) r e l a t i v e a u x n o m b r e s a l g é 

b r i q u e s q u e l c o n q u e s . 

U n n o m b r e i n c o m m e n s u r a b l e e s t d i t algébrique s'il e s t r a c i n e 

d ' u n e é q u a t i o n a l g é b r i q u e à coef f ic ients e n t i e r s (ou r a t i o n n e l s ) . 

Si l ' o n e n v i s a g e p é q u a t i o n s a l g é b r i q u e s à c o e f f i c i e n t s 

e n t i e r s , à p i n c o n n u e s , c h a c u n e d e s s o l u t i o n s de ce s y s t è m e 

e s t c o n s t i t u é e p a r des n o m b r e s a l g é b r i q u e s . Car c h a q u e 

i n c o n n u e e s t r a c i n e d u r é s u l t a n t o b t e n u e n é l i m i n a n t les ( p — i ) 

a u t r e s i n c o n n u e s e n t r e les p é q u a t i o n s e t ce r é s u l t a n t es t à 

coef f i c ients e n t i e r s . 

D ' a p r è s ce p r i n c i p e , l es r a c i n e s d ' u n e é q u a t i o n a l g é b r i q u e à 

coe f f i c i ents a l g é b r i q u e s s o n t e l l e s - m ê m e s des n o m b r e s a l g é 

b r i q u e s ; il e n es t de m ê m e des p a r t i e s rée l les e t i m a g i n a i r e s 

des r a c i n e s d ' u n e é q u a t i o n à coe f f i c i ents e n t i e r s . 

C h e r c h o n s l ' a p p r o x i m a t i o n q u ' o n p e u t o b t e n i r d ' u n n o m b r e 

a l g é b r i q u e ? a v e c u n n o m b r e c o m m e n s u r a b l e ^ \ e n d o n n a n t à q 

des v a l e u r s de p l u s e n p l u s g r a n d e s . 

S o i t 

l ' équat ion^- irréduct ib le d o n t \ e s t r a c i n e ; n e s t d i t l 'ordre du 

n o m b r e a l g é b r i q u e \. O n a 

f(i) = o 
d'où '(f) = (<-f)™ 
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> M q" 

ç — ^ I so i t in fér i eur à e 1, o u à e e l , p o u r u n e 

D o n c , é t a n t d o n n é u n n o m b r e a l g é b r i q u e \ d e d e g r é n, o n 

ne p e u t p a s e spérer t r o u v e r d e s v a l e u r s de q t e l l e s q u e sa v a l e u r 

a p p r o c h é e à ^ près e n diffère de m o i n s de (' ). 

Il e s t é v i d e n t qu' i l y a des n o m b r e s é c h a p p a n t à c e t t e l i m i 

t a t i o n , t e l s q u e 

i n f i n i t é de v a l e u r s de q. D o n c , à u n c e r t a i n p o i n t de v u e , l e s 

n o m b r e s a l g é b r i q u e s s o n t p a r m i les n o m b r e s l es p l u s é l o i g n é s 

des n o m b r e s r a t i o n n e l s , e t l ' é l o i g n e m e n t e s t d ' a u t a n t p l u s 

g r a n d ^ q u e le^degré d u n o m b r e e s t p l u s fa ib le . D ' a i l l e u r s , p o u r 

les n o m b r e s r a t i o n n e l s e u x - m ê m e s , si l ' on e x c l u t les f r a c t i o n s 

^ c o ï n c i d a n t a v e c £ = ^ , la d i f férence — — H e s t e n v a l e u r 
q S 9 
a b s o l u e s u p é r i e u r e o u éga le à ^ • 

N o u s a l l ons r e t r o u v e r p a r v o i e d i r e c t e l e r é s u l t a t p o u r n — a, 

e n l e r a t t a c h a n t à ce q u e n o u s a v o n s d é m o n t r é sur les f r a c t i o n s 

à q u o t i e n t s i n c o m p l e t s l i m i t é s , grâce à la p r o p r i é t é des n o m b r e s 

a l g é b r i q u e s d u s e c o n d d e g r é d 'ê tre d é v e l o p p a b l e s en f r a c t i o n 

c o n t i n u e p é r i o d i q u e ( L a g r a n g e ) . 

Les nombres du second ordre et les fractions continues pério

diques. — O n d i s t i n g u e l e s f r a c t i o n s c o n t i n u e s p é r i o d i q u e s e n 

d e u x e s p è c e s : l es simples, t e l l e s q u e l ' e n s e m b l e d e s q u o t i e n t s 

i n c o m p l e t s qu i se r e p r o d u i s e n t p é r i o d i q u e m e n t c o m m e n c e au 

p r e m i e r a0(a0y^- o); les mixtes, qu i , a v a n t la p r e m i è r e p é r i o d e , 

(') Voir la N o t e au bas de la p. 1 I J 4 . 

A é t a n t c o m p r i s e n t r e Ç e t Si ^ e s t la v a l e u r la p lus a p p r o 

c h é e de Sj à ^ près , | X — ? I <C ~ ' e s t t r è s v o i s i n de_/"'(!;) e t 

e n t o u s cas p o s s è d e u n e l i m i t e s u p é r i e u r e M a i s é e à o b t e n i r e t 

i n d é p e n d a n t e de q. E n r e m p l a ç a n t l e p r e m i e r m e m b r e par u n e 

q u a n t i t é in fér i eure e n v a l e u r a b s o l u e e t le s e c o n d par u n e 

q u a n t i t é s u p é r i e u r e , on t r o u v e 
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i 3 6 ciiAi'iTHK v. 

c o n t i e n n e n t u n c e r t a i n n o m b r e d e q u o t i e n t s i n c o m p l e t s i r r é g u 

l i e r s . L e s f o n c t i o n s p é r i o d i q u e s s i m p l e s s o n t t e l l e s q u e (A0, a , , 

aJt a,,, a„, a,, a„, ag, . . . ) , l e s m i x t e s t e l l e s q u e (b0, bt, 

bP, « H , OI, · · · J a,i, « H , OI, • • - , a„, an, . . . ) a v e c ba„. 

L e t h é o r è m e d e L a g r a n g e r é s u l t e d u s u i v a n t : La condition 

nécessaire et suffisante pour qu'un nombre positif, supérieur à 

UN, soit développable en Jraction continue périodique SIMPLE, 
est quii soit racine d'une équation du second degré à coefficients 

entiers dont l'autre racine sait négative et supérieure à MOINS UN. 
L a c o n d i t i o n e s t n é c e s s a i r e ; c a r s o i t 

y = ( a 0 , a,. . . ., a „ , a0, ...,«„,«„, . . .)-

Si 
P P 

( a „ , « , , . . . , « „ ) — — et ( « „ , . . . , « . „ _ , ) = - = - > 

P ) —- V 

y s ' o b t i e n t e n r e m p l a ç a n t , d a n s " "—. A s u c c e s s i v e m e n t 

p a r a„, au - j - — > ( a „ , a,, a,), à l a l i m i t e p a r la f r a c t i o n c o n -

t i n u e i n d é f i n i e q u i c o m m e n c e a u (n-\- 2 )"'"'" q u o t i e n t i n c o m 

p l e t , c ' e s t - à - d i r e p a r j r - . D o n c 

o u 

Q«7 2 - ( P " - Q« 1 )./ — F'« -I = °-

é q u a t i o n q u i a ses r a c i n e s d e s i g n e s c o n t r a i r e s , la p o s i t i v e é t a n t 
P • 

s u p é r i e u r e à 1, d ' a p r è s J-p̂ >AU<!I, la n é g a t i v e à —1. L a 

c o n d i t i o n e s t d o n c n é c e s s a i r e . 

R é c i p r o q u e m e n t , s o i t Ax-— lix— C = o u n e é q u a t i o n r e m 

p l i s s a n t les c o n d i t i o n s d e l ' é n o n c é : A , B , C s o n t p o s i t i f s e t 

l ' o n a, d ' a p r è s _/"(— 1 ) ^> o, f( 1 ) ] > o, 
B > | A - C |. 

D é v e l o p p o n s la r a c i n e p o s i t i v e e n f r a c t i o n c o n t i n u e . S o i t bu 

l a p a r t i e e n t i è r e d e l a r a c i n e p o s i t i v e . C ' e s t le p l u s g r a n d n o m b r e 

e n t i e r d o n t le r é s u l t a t d e s u b s t i t u t i o n s o i t n é g a t i f , P o u r d é t e r 

m i n e r le q u o t i e n t b, n o u s p o s o n s 
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b , e s t la p a r t i e e n t i è r e d e x , ; d 'après x { = —î -^—l 'équat ion e n x , 
X — OQ 

a sa r a c i n e c o r r e s p o n d a n t à la rac ine p o s i t i v e de l ' é q u a t i o n 

e n x , p o s i t i v e e t s u p é r i e u r e à i . La v a l e u r e n x , c o r r e s p o n d a n t 

à la r a c i n e n é g a t i v e e n a; es t n é g a t i v e e t s u p é r i e u r e à — i . 

L ' é q u a t i o n e n x t e s t d o n c d u m ê m e t y p e q u e la p r e m i è r e . Si o n 

la m e t sous la f o r m e 

Ai X\ — Bi XI — Ci — o, 
o n t r o u v e 

A, — — AiJ -t- B 6 0 - h C, 
B 1 = Ï A J , — B , 

d = A. 

Je d é t e r m i n e c o m m e c i - d e s s u s la p a r t i e e n t i è r e b , d e x , ; c o n 

n a i s s a n t bi, p o u r a v o i r b 2 , q u o t i e n t i n c o m p l e t s u i v a n t , j e p o s e 

XT = 6, H — - . 
X* 

L ' é q u a t i o n e n x . , sera d e la f o r m e 

A 2.r| — B2a"! — C2 = o 

et sa t i s f era e n c o r e a u x c o n d i t i o n s de l ' é n o n c é . A i n s i i n d é f i n i 

m e n t , je d é t e r m i n e s u c c e s s i v e m e n t a u t a n t d e q u o t i e n t s i n c o m 

p l e t s que je v o u d r a i . J e dis q u e les é q u a t i o n s s u c c e s s i v e s qui 

d é t e r m i n e n t ces q u o t i e n t s n e p e u v e n t p a s ê t r e i n d é f i n i m e n t 

d i s t i n c t e s . 

F o r m o n s le d i s c r i m i n a n t d e l ' é q u a t i o n e n x { ; o n t r o u v e 

Bf + 4 A 1 C 1 = Ba -4- 4 AC. 

Ceci d 'a i l leurs r é s u l t e d u fa i t q u ' e n r e n d a n t h o m o g è n e s les pre

m i e r s m e m b r e s des d e u x é q u a t i o n s , o n p a s s e de la f o r m e 

A X'- — B XY — GY* 

à la f o r m e 
A-IX] — B, X T Y I — C , / ^ , 

p ar la s u b s t i t u t i o n x = b„x, -f- J ' \ , y = X \ , s u b s t i t u t i o n d e m o 

d u l e éga l à · — i . 

L e d i s c r i m i n a n t d e s d e u x f o r m e s e s t d o n c a priori l e m ê m e . 

S o i t D sa v a l e u r . E n p a s s a n t d e l ' é q u a t i o n e n x , à l ' é q u a t i o n 
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en x,, o n n e c h a n g e r a p a s d a v a n t a g e l e d i s c r i m i n a n t , e t ainsi d e 

s u i t e . D o n c , q u e l q u e s o i t m, o n a 

•b« +- i A„, Cm — D. 

L e n o m b r e d e s s o l u t i o n s d e c e t t e é q u a t i o n e n n o m b r e s 

e n t i e r s p o s i t i f s , A,„ , B,, , , C,„, e s t é v i d e m m e n t l i m i t é ; il y a en 

p a r t i c u l i e r au p l u s \ / D v a l e u r s d e B , K ; la c o n d i t i o n [A,„ — C m ] = B„ , 

r é d u i t m ê m e ce n o m b r e d e s o l u t i o n s . S o i t q le n o m b r e d e ces 

s o l u t i o n s . Il e s t c e r t a i n q u e , p a r m i l es é q u a t i o n s d e r a n g i n 

f é r i e u r à q-\- il y e n a a u m o i n s d e u x i d e n t i q u e s . S o i t 

p - j - 2 le r a n g d e la p r e m i è r e é q u a t i o n q u i se r e p r o d u i t , e t 

p -f- n -f- 3 c e l u i d e la p r e m i è r e q u i l a r e p r o d u i t . P u i s q u e l e s 

r a c i n e s d e la ( p + •<)'""' é q u a t i o n s o n t i d e n t i q u e s à ce l les d e 

la ( p -f- n -f- 3)"'""•, l ' é q u a t i o n d e r a n g p + 3 s e r a i d e n t i q u e à 

cel le d e r a n g p -\- n -\- 4 , e t , d ' u n e f a ç o n g é n é r a l e , l es é q u a t i o n s 

d e r a n g p - j - h + À (w + i ) s e r o n t i d e n t i q u e s e n t r e e l les q u e l s 

q u e s o i e n t l ' e n t i e r \ p o s i t i f e t l ' e n t i e r h c o m p r i s i n c l u s i 

v e m e n t e n t r e 2 e t n -f- 2. 

D o n c , l a f r a c t i o n q u i d é v e l o p p e x e s t p é r i o d i q u e , l a p é r i o d e 

c o n t e n a n t n - j - 1 t e r m e s . On a 

x = ( 6 j , 6 1 , . . . , b,„ rtj, a,, . . . . a„, «j, . . ., a,„ a a , . . .). 

J e d i s qu ' iZ est impossible que le quotient ba ne soit pas le 

premier qui se reproduise. S u p p o s o n s p r ï o . L e s q u o t i e n t s 

b0, fe,, . . . , ^ s o n t p a r h y p o t h è s e i r r é g u l i e r s , c ' e s t - à - d i r e q u ' o n 

a b a „ . J e v a i s m o n t r e r q u e cec i c o n d u i t à u n e c o n t r a d i c t i o n . 

En effet , la f r a c t i o n [a;l, aa, ...,«„.,, a„, a0, . . ., a„ ( , . . . ) e s t 

p é r i o d i q u e s i m p l e , d e p é r i o d e an, an, . . . , an_l. S o i t 

g{z) = A ' . z 2 — n'z - c = o 

l ' é q u a t i o n q u i l ' a d m e t p o u r racine e t q u i s a t i s f a i t a u x c o n d i 

t i o n s d e l ' é n o n c é . On a 
i 

z = « , H 

y 

L ' é q u a t i o n e n y a p o u r r a c i n e la f r a c t i o n 

C ' e s t 
fi>+\\y) = B / < + i y — c / ' + i = 
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D a n s c e t t e é q u a t i o n (—· i ) > o, fp+, ( o ) < o , f P + \ ( + • ) < o . 

O n a 

É c r i v o n s q u e g ( z ) s a t i s f a i t a u x c o n d i t i o n s d e r e n o n c é . O n a, 

e n p a r t i c u l i e r , p o u r z = —• i , 3=0, 

Ces c o n d i t i o n s e x p r i m e n t q u e l a r a c i n e n é g a t i v e d e l ' é q u a t i o n 

e n y e s t c o m p r i s e e n t r e — e t — — -—-- an e s t d o n c la p a r t i e 

e n t i è r e d e • -, ; y' é t a n t l a RACINE n é g a t i v e d e l ' é q u a t i o n e n y. 

Ceci m o n t r e q u e si , d a n s l ' é q u a t i o n en y, o n f a i t la t r a n s f o r m a 

t i o n e n - ' , il n ' y a q u ' u n e s e u l e v a l e u r e n t i è r e d e b t e l l e q u e 

l ' é q u a t i o n e n z s a t i s f a s s e a u x c o n d i t i o n s d e l ' é n o n c é . C ' e s t a„. O r , 

d ' a p r è s xp= bp-\- ^, p o u r b= bp, n o u s o b t e n o n s l ' é q u a t i o n 

e n xp q u i s a t i s f a i t a u x c o n d i t i o n s d e l ' é n o n c é . D o n c , bp=a„. 

D o n c , bp n ' e s t p a s u n q u o t i e n t i r r é g u l i e r . Il n e p e u t p a s y 

a v o i r d e q u o t i e n t i r r é g u l i e r . L a f r a c t i o n e s t p é r i o d i q u e s i m p l e . 

Il n o u s s e r a f ac i l e m a i n t e n a n t d ' i n d i q u e r l a m a r c h e à s u i v r e 

p o u r d é v e l o p p e r u n e r a c i n e p a r t i c u l i è r e d ' u n e é q u a t i o n d u 

s e c o n d d e g r é à coef f i c ien t s e n t i e r s , i r r é d u c t i b l e . S o i e n t x la 

r a c i n e à d é v e l o p p e r , x' la s e c o n d e . 

V o i c i l es d i v e r s c a s p o s s i b l e s . P o u r c h a c u n d ' e u x e s t i n d i q u é 

le m o y e n d e p a s s e r à l ' u n d e s s u i v a n t s , le d e r n i e r c a s é t a n t c e l u i 

d e la f r a c t i o n p é r i o d i q u e s i m p l e : 

1" x <^ o. O n f a i t la t r a n s f o r m a t i o n e n — x . 

2" o <^x < 0 · O n t r a n s f o r m e e n 

3" x e t x' o n t m ê m e p a r t i e e n t i è r e . S o i t c e t t e p a r t i e 

e n t i è r e . O n t r a n s f o r m e e n bu-\- —• Si x t e t x \ o n t e n c o r e m ê m e 

p a r t i e e n t i è r e , o n r é p è t e l ' o p é r a t i o n e t a i n s i d e s u i t e . Il e s t 

i m p o s s i b l e d e t r o u v e r i n d é f i n i m e n t m ê m e p a r t i e e n t i è r e p o u r 

les r a c i n e s d e s é q u a t i o n s t r a n s f o r m é e s s u c c e s s i v e s , s a n s q u o i 

x e t x', a y a n t m ê m e d é v e l o p p e m e n t e n f r a c t i o n c o n t i n u e , c o i n -
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c i d e n L . M a i s a l o r s x e t x' s o n t r a t i o n n e l s , e t n o u s a b o u t i s s o n s à 

u n e c o n t r a d i c t i o n . I l a r r i v e d o n c u n m o m e n t o ù x e t x' s o n t 

s é p a r é s p a r u n e n t i e r : 

/ ¡ " i <ix<^x', x é t a n t s é p a r é d e x' p a r u n e n t i e r . S i b0 e s t la 

p a r t i e e n t i è r e d e x, o n t r a n s f o r m e e n ba -\——• X \ e s t s u p é r i e u r 
x \ 

à \, x \ e s t i n f é r i e u r à 1 . 

5" o<Cx'<Zx, x' e t x é t a n t s é p a r é s p a r u n e n t i e r a u m o i n s . 

O n t r a n s f o r m e e n ba-\—--• 

fi" a~^>\, x'<Z—i. L a m ê m e t r a n s f o r m é e n o u s c o n d u i t a u c a s 

final. 

7" x^>\, - — i < C a ; ' < [ o . x e s t d é v c l o p p a b l e e n f r a c t i o n c o n 

t i n u e p é r i o d i q u e s i m p l e . 

E n r é s u m é , n o u s n e s t a t i o n n e r o n s q u ' u n e fois a u p l u s d a n s 

c h a q u e c a s , s a u f a u t r o i s i è m e o ù l ' o n p e u t r e s t e r u n n o m b r e fini 

d e fo i s . E n t o u s c a s , a u b o u t d ' u n n o m b r e l i m i t é d e q u o t i e n t s 

i r r é g u l i e r s , o n a r r i v e à u n e f r a c t i o n p é r i o d i q u e s i m p l e . C ' e s t le 

t h é o r è m e d e L a g r a n g e . 

C e t t e p r o p r i é t é d e s n o m b r e s a l g é b r i q u e s d u s e c o n d o r d r e a 

d o n n é n a i s s a n c e à d e s r e c h e r c h e s a r i t h m é t i q u e s i n t é r e s s a n t e s , 

e n v u e d e l a g é n é r a l i s e r a u x o r d r e s s u p é r i e u r s . O n a e n p a r t i 

c u l i e r c h e r c h é p o u r c h a q u e d e g r é d e s a l g o r i t h m e s a n a l o g u e s a u x 

f r a c t i o n s c o n t i n u e s ( M i n k o w s k i ) a u m o y e n d e s q u e l s les n o m b r e s 

d e ces d e g r é s p o s s è d e n t u n e r e p r é s e n t a t i o n s i m p l e . N o u s n e 

n o u s o c c u p e r o n s p a s d e ces g é n é r a l i s a t i o n s q u i n ' o n t p a s u n 

r a p p o r t d i r e c t a v e c l ' o b j e t d e n o t r e é t u d e . 

L e t h é o r è m e d e L a g r a n g e , s u r la p é r i o d i c i t é d e s f r a c t i o n s c o n 

t i n u e s r e p r é s e n t a n t l es n o m b r e s d u s e c o n d o r d r e , n o u s m o n t r e 

e n p a r t i c u l i e r q u e les q u o t i e n t s i n c o m p l e t s p o u r u n e t e l l e f r a c 

t i o n s o n t l i m i t é s , e t , p a r s u i t e , l ' a p p r o x i m a t i o n d ' u n t e l n o m b r e 

p a r u n n o m b r e r a t i o n n e l — e s t é g a l e à 4> h é t a n t l i m i t é i n f é -

r q c q2 

r i e u r e m e n t i n d é p e n d a m m e n t d e q. C ' e s t le r é s u l t a t d e L i o u v i l l e 

p o u r les n o m b r e s a l g é b r i q u e s d u s e c o n d o r d r e . M a i s le t h é o r è m e 

d e L a g r a n g e n o u s f o u r n i t u n e c o n d i t i o n n é c e s s a i r e e t suffi

s a n t e p o u r q u ' u n n o m b r e s o i t d u s e c o n d o r d r e , t a n d i s q u e la 

c o n d i t i o n d e L i o u v i l l e , n é c e s s a i r e , n ' e s t n u l l e m e n t s u f f i s a n t e . 

E l l e e s t e n effet r e m p l i e p a r t o u s les n o m b r e s d e la p r e m i è r e 
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V / 2 = I + — 

Ceci n o u s d o n n e des .va leurs a p p r o c h é e s de \ /? . , par^des^frac-

t i o n s s i m p l e s . L e s r é d u i t e s s u c c e s s i v e s s o n t 

1 1 3 7 17 ii 0.9 a3o, 
- , - , - , , — , — , :— , — — , . . . . 
O I 2 .·) 1 /. 2 9 7 0 109 

S o i t — l ' u n e de ces r é d u i t e s . O n a ~] 

1 1 

El __ _ 

N é t a n t u n n o m b r e ent i er n o n nu l , ou 

P 

S*) 

(') Voir la N o t e p p . r z i et fsfi. 

c las se , d o n t l ' e n s e m b l e a la p u i s s a n c e d u c o n t i n u , t a n d i s que les 

n o m b r e s a l g é b r i q u e s d u s e c o n d ordre ( e t m ê m e d e t o u s les 

ordres r é u n i s ) s o n t e n in f in i té d é n o m b r a b l e e t m ê m e effective' 

ment énumérable ('). 

D o n n o n s q u e l q u e s e x e m p l e s de d é v e l o p p e m e n t e n f r a c t i o n 

c o n t i n u e de n o m b r e s d u s e c o n d ordre . 

S o i t à d é v e l o p p e r x-= a ( c ' e s t le cas 6"). N o u s p o s o n s 

I 
x •= i ! - — ; 

d ' o ù l ' é q u a t i o n 
x\ — 2 Ï | — I — O, 

qui p o s s è d e u n e rac ine e n t r e 2 e t 3 e t u n e n é g a t i v e s u p é r i e u r e 

à — 1 . L a p r e m i è r e es t d é v e l o p p a b l e en f r a c t i o n p é r i o d i q u e 

s i m p l e . L e n o m b r e de q u o t i e n t s i n c o m p l e t s d i s t i n c t s e s t a u p l u s 

égal à ce lu i d e s s o l u t i o n s d i s t i n c t e s de 

R J + , { A C = 8, | A — G | < B . ' 

U n e seu le s o l u t i o n 

B = 2 , A = G = 1. ' 

Il n 'y a d o n c q u ' u n q u o t i e n t à la p é r i o d e : c ' e s t ] 2 . O n a 

J~7. = 
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s t e n d a n t vers zéro q u a n d q cro î t i n d é f i n i m e n t . 

D 'a i l l eurs 

d 'après 

i 
< 7 

2 ^ 

d o r 

P [ 

^ — a ' 

D o n c N = i, d è s q u e e < y/a — i. D o n c , à par t i r d ' u n c e r t a i n 

r a n g ( q u i e s t d 'a i l l eurs le p r e m i e r , p o u r p = î, q = i ) , t o u t e s les 

r é d u i t e s ^ du d é v e l o p p e m e n t d e y/a s o n t te l l e s q u e 

C o n s i d é r o n s le cas où t o u s les q u o t i e n t s i n c o m p l e t s s o n t 

é g a u x à l ' u n i t é . O n a 
r 

C'est le n o m b r e i n c o m m e n s u r a b l e le p lus é l o i g n é des « o m b r e s 

r a t i o n n e l s a u p o i n t de v u e de l ' a p p r o x i m a t i o n . C h e r c h o n s sa 

v a l e u r . O n a 

i = H ( in x1— x — i = o ; 

d'où 

l I y/5 
x = 

2 

Ce n o m b r e se r a t t a c h e à y/o, b i e n q u e le d é v e l o p p e m e n t d e y/5 

n'ai t p a s la m ê m e p é r i o d e . O n t r o u v e en effet 

e t , c o m m e ^ e s t t rès v o i s i n de y/a, 

p ,-' N ( [ + e ) 

" " — I = 
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Il e s t fac i le d e se r e n d r e c o m p t e à q u e l l e c o n d i t i o n d e u x 

n o m b r e s i r r a t i o n n e l s p o u r r o n t n e d i f fé re r q u e p a r u n n o m b r e 

l i m i t é d e q u o t i e n t s i n c o m p l e t s . S o i e n t b0, . . ., bp l es q u o t i e n t s 

d u p r e m i e r , a n t é r i e u r s à l e u r p a r t i e c o m m u n e , £>[,, b' 

c e u x d u s e c o n d , x l ' i r r a t i o n n e l l e f o r m é e p a r l es q u o t i e n t s c o m -

I * X -+- P _ I' I' 
m u n s . L e p r e m i e r n o m b r e y e s t é g a l à — — i - R ~ ^ - e t ^ 

<-II.X — ij/'- i v · 

é t a n t l es d e u x d e r n i è r e s r é d u i t e s d e la f r a c t i o n (&„, . . . , b ,). 

D e m ê m e , y' — -'!—-—'—• O n a m a n i f e s t e m e n t 

Q , •'• -+- Q^-i 
, _ A y -u- R 

·'' ~ (^y • + - L I 

e t la t h é o r i e d e s s u b s t i t u t i o n s m o n t r e q u e 
A D — R C = ± 1 . 

Approximation des nombres quelconques par les nombres 

rationnels. — S o i e n t — e t - d e u x n o m b r e s r a t i o n n e l s v o i s i n s . Il 
7 

e s t n a t u r e l d e c o m p a r e r l e u r d i f f é r e n c e à l e u r s d é n o m i n a t e u r s . 

C o m m e n o u s a v o n s v u q u e l ' a p p r o x i m a t i o n p a r u n n o m b r e 

r a t i o n n e l n ' e s t r e m a r q u a b l e q u e d a n s les c a s o ù el le e s t i n f é r i e u r e 

à l ' i n v e r s e d u c a r r é d u d é n o m i n a t e u r , c ' e s t a u x i n v e r s e s d e ces 

c a r r é s q u e n o u s c o m p a r e r o n s la d i f f é r e n c e d e d e u x n o m b r e s 

r a t i o n n e l s . N o u s p o s e r o n s 

e t le n o m b r e ). s e r a a p p e l é p a r n o u s Y écart relatif d e s d e u x 

n o m b r e s — e t - • q s 
E n f a i s a n t t e n d r e ' v e r s u n n o m b r e i r r a t i o n n e l a, le d é n o -

s 

i n i t i a t e u r s t e n d v e r s l ' i n f i n i ; n o u s é c r i r o n s d o n c 

P - 1 

3. = A — . 

q q--
e t n o u s d o n n e r o n s à À le n o m d'écart relatif d e - e t d e 7 . . 

<l 

E x a m i n o n s l ' é c a r t r e l a t i f d e d e u x r é d u i t e s c o n s é c u t i v e s d ' u n e 
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1 U CHAPITRE V. 

f r a c t i o n c o n t i n u e . O n a 

= M 1 

e n p o s a n t 

Q - Q « - i " V Q Î " ' " Q Î - i ) ' 

i _ Q„_i ^ _ Q„ _ i 

Qn 

N o u s a l l o n s é t u d i e r l a l i m i t e i n f é r i e u r e d u s e c o n d m e m b r e . 

S o n m i n i m u m , p.,, é t a n t u n e v a r i a b l e a r b i t r a i r e , e s t 2, p o u r 

= 1 ; d o n c q u e l q u e s o i t N o u s a l l o n s c h e r c h e r u n e 

l i m i t e p l u s p r é c i s e . L a v a l e u r d e ^ c r o î t a v e c u. n d è s q u e I . 

O r , si 

Q « = A * Q « - i - L - ' Q F L - ï , 

I 

Un = "n -1 

S u p p o s o n s a„ > 2 . A l o r s , o n t r o u v e À<^ y * l i m i t e p r é f é r a b l e à la 

p r e m i è r e . C h e r c h o n s ce q u i se p a s s e p o u r l es q u o t i e n t s i n c o m 

p l e t s é g a u x à i . F a i s o n s a n = 1 . O n a 

1 

r"-n — " H 
, " » - 1 

P a r c e t t e r e l a t i o n , , e t JJL„, c o n s i d é r é s c o m m e v a r i a b l e s 

a r b i t r a i r e s , v a r i e n t e n s e n s i n v e r s e . Si c e t t e r e l a t i o n e s t s a t i s 

f a i t e p o u r u n e v a l e u r c o m m u n e d e s d e u x v a r i a b l e s , c e t t e v a l e u r 

s e r a t o u j o u r s i n f é r i e u r e à l ' u n e d ' e l l e s ( e t s u p é r i e u r e à l ' a u t r e ) . 

C e t t e v a l e u r c o m m u n e e s t d o n n é e p a r l ' é q u a t i o n u. = 1 4 - — ; 
n H. 

L a v a l e u r c o r r e s p o n d a n t e d e À e s t 

E n r é s u m é , si an e s t s u p é r i e u r o u é g a l à 2, l ' é c a r t d e d e u x 

P P — . • ' -x - i 
r é d u i t e s e t " 1 e s t i n f é r i e u r à - e t a fortiori à —-· Si a,, = 1, 

Q« Q » - i ^ ^5 
, P P - 1 i 

c e t é c a r t o u l ' é c a r t d e e t de» e s t i n f é r i e u r à — · . 

D o n c , o n p e u t a f f i r m e r q u e si l ' o n e n v i s a g e t r o i s r é d u i t e s c o n -
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APPLICATIONS ARITHMÉTIQUES. I 4 5 

s é c u L i v e s , si l ' o n c a l c u l e l ' é c a r t d e s d e u x p r e m i è r e s o u l ' é c a r t 

d e s d e u x d e r n i è r e s , l ' u n a u m o i n s d e ces é c a r t s e s t i n f é r i e u r à 
Y / 5 

E x a m i n o n s le c a s o ù an, a„+l, . . . = i. A l o r s , [ A „ + / ) e s t alter— 
• , , • . n - 1 / 5 • • . 

n a t i v e m e n t s u p é r i e u r o u i n t é r i e u r a 1 — J m a i s a r r i v e a e n 

d i f fé re r d ' a u s s i p e u q u ' o n v e u t . L a v a l e u r c o r r e s p o n d a n t e d e \ 

d o n n é e p a r \ , + p = ^/t+p H — t e n d v e r s e n o s c i l l a n t a u t o u r 

d ' e l l e . 

Ce f a i t m o n t r e q u ' i l s e r a i t i m p o s s i b l e d e r e m p l a c e r - ~ p a r 

u n a u t r e n o m b r e p o u r l i m i t e r s u p é r i e u r e m e n t e s t le p l u s 

p e t i t n o m b r e l i m i t a n t s u p é r i e u r e m e n t l ' é c a r t d ' u n c o u p l e d e 

r é d u i t e s c o n s é c u t i v e s ou d u c o u p l e s u i v a n L . 

N o u s a p p e l l e r o n s intervalle canonique a t t a c h é à u n n o m b r e 

r a t i o n n e l — l ' i n t e r v a l l e — - J— à ^ -1 -J 

N o u s c o n s i d é r e r o n s t o u s l e s n o m b r e s d e c e t i n t e r v a l l e e t 

en p a r t i c u l i e r les n o m b r e s i r r a t i o n n e l s d e c e t i n t e r v a l l e c o m m e 

normalement approchés p a r ^ -

S o i t a u n n o m b r e i r r a t i o n n e l q u e l c o n q u e . D é v e l o p p o n s - l e e n 

f r a c t i o n c o n t i n u e . N o u s s a v o n s q u e p o u r d e u x c o u p l e s c o n s é 

c u t i f s d e r é d u i t e s l ' é c a r t d e l ' u n d e s c o u p l e s a u m o i n s e s t i n f é 

r i e u r à - j - . • Soit. ~ — - , ce c o u p l e . S u p p o s o n s , p a r e x e m p l e , 
/ 5 K>n 

P . v - t „ P „ 
Q « - i ^ Q « " 

P„. P , , - ! i / i 

O n 

i ^ P , , - ^ ^ _ i 

Ceci m o n t r e q u e les i n t e r v a l l e s c a n o n i q u e s r e l a t i f s a u x r é -
P P 

d u i t e s —-» 1 e m p i è t e n t l ' u n s u r l ' a u t r e , a, é t a n t c o m p r i s 
< J II {¿11-1 

e n t r e l es d e u x r é d u i t e s , a p p a r t i e n t à l ' u n a u m o i n s d e s i n t e r -
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1^6 CHAPITRE V. 

v a l l e s . D o n c , sur tro i s r é d u i t e s c o n s é c u t i v e s , l 'une a u m o i n s , 

so i t J ^ - , d o n n e l ieu à l ' i n é g a l i t é 

D o n c , t o u t n o m b r e a a p p a r t i e n t à u n e in f in i t é d ' i n t e r v a l l e s 

c a n o n i q u e s . Il e s t e s s e n t i e l d e r e m a r q u e r q u e si l ' on e n v i s a g e a i t 

des i n t e r v a l l e s t e l s q u e — 1 £ à - -f- ' * , q u e l q u e p e t i t 

q u e s o i t le n o m b r e fixe Z, il y a u r a i t des n o m b r e s a q u i ne s e r a i e n t 

i n t é r i e u r s q u ' à u n n o m b r e fini de t e l s i n t e r v a l l e s . Ce s e r a i e n t 

les n o m b r e s d o n t t o u s les q u o t i e n t s i n c o m p l e t s s e r a i e n t é g a u x 

à i à p a r t i r d ' u n c e r t a i n r a n g . 

P o u r q u e les n o m b r e s r a t i o n n e l s e u x - m ê m e s s o i e n t i n t é r i e u r s 

à u n e i n f i n i t é d ' i n t e r v a l l e s c a n o n i q u e s , il e s t n é c e s s a i r e d ' e n v i 

s a g e r a u s s i d e s i n t e r v a l l e s c a n o n i q u e s re la t i f s à des f r a c t i o n s 

n o n i r r é d u c t i b l e s . E n effet , s o i e n t — e t - d e u x f r a c t i o n s . 
q s 

Si — — - ^É. o e t si P e t Q a d m e t t e n t p o u r p l u s g r a n d c o m m u n 
*7 s 

d i v i s e u r A, si P = K P ' , Q = Àç', 

P 

9 

> _ L . 
q s - g s 

Si d o n c le p r e m i e r m e m b r e e s t in fér ieur à ——•< o n a s <C —• 
y/à s'2 YJ5 

L e n o m b r e d e s f r a c t i o n s a p p r o c h a n t de — n o r m a l e m e n t sera i t 
<J 

fini. O n é v i t e c e t i n c o n v é n i e n t en n e s u p p o s a n t pas d a n s la 

d é f i n i t i o n d e s i n t e r v a l l e s c a n o n i q u e s la f r a c t i o n i r r é d u c t i b l e . 

Grâce à c e t t e c o n v e n t i o n , t o u t n o m b r e , r a t i o n n e l o u i r r a t i o n n e l , 

sera à l ' in t ér i eur d ' u n e i n f i n i t é d ' i n t e r v a l l e s c a n o n i q u e s . Il 

r é s u l t e p a r s u i t e , d ' u n t h é o r è m e g é n é r a l sur l e q u e l n o u s n ' in 

s i s t e r o n s p a s ( ( ) , qu' i l e s t p o s s i b l e d e r e c o u v r i r u n i n t e r v a l l e 

d é t e r m i n é , p a r e x e m p l e l ' i n t e r v a l l e de zéro à un, par u n n o m b r e 

fini d ' i n t e r v a l l e s c a n o n i q u e s , d e te l l e s o r t e q u e t o u t n o m b r e 

c o m p r i s e n t r e o e t i s o i t i n t é r i e u r à u n a u m o i n s de ces i n t e r 

v a l l e s . D e p l u s , c e t t e o p é r a t i o n p e u t ê tre f a i t e d ' u n e in f in i t é d e 

(') Voir Leçons sur les fonctions de variables réelles, p. 9 . 
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APPLICATIONS ARITHMÉTIQUES. I 4 7 

m a n i è r e s d i s t i n c t e s . E n d ' a u t r e s t e r m e s , s i n o u s d é s i g n o n s p a r 

système complet u n e n s e m b l e d ' i n t e r v a l l e s c a n o n i q u e s e n n o m b r e 

fini r e c o u v r a n t c o m p l è t e m e n t l e s e g m e n t zéro-un, il e x i s t e u n e 

i n f i n i t é d e s y s t è m e s c o m p l e t s , t e l s q u e d e u x q u e l c o n q u e s 

d ' e n t r e e u x n e p o s s è d e n t e n c o m m u n a u c u n i n t e r v a l l e c a n o 

n i q u e . 

N o u s d i r o n s crue d e u x f r a c t i o n s — e t - s o n t adjacentes e n t r e 1 q s 

e l l es l o r s q u e l e s i n t e r v a l l e s c a n o n i q u e s c o r r e s p o n d a n t s se 

r e c o u v r e n t p a r t i e l l e m e n t . E n d ' a u t r e s t e r m e s , l e u r é c a r t re la t i f 

• r , • 1 

e s t i n t é r i e u r a — ; o n a 

<7i 
N o u s a l l o n s d é t e r m i n e r e f f e c t i v e m e n t d e te l s s y s t è m e s . Il 

n o u s sera c o m m o d e p o u r ce la d 'u t i l i s er le t h é o r è m e s u i v a n t : 

T H È O K È M E I . — Étant donné un système limité de fractions 

(comprises entre o et i ) renfermant une fraction égale à zéro et 

une fraction égale à un, pour que ce système soit complet, il est 

nécessaire et suffisant que, étant donnée une fraction quelconque ? 

du système, il soit possible de trouver deux fractions '- et — du sys

tème, l'une supérieure, l'autre inférieure ou égale, ou identiques 

à — et adjacentes entre elles. ; 
9 

S o i t , e n effet , — la f r a c t i o n d u s y s t è m e q u i e s t é g a l e à z é r o , 

o u l ' u n e q u e l c o n q u e d ' en tre e l les s'il y e n a p l u s i e u r s . P a r h y p o 

t h è s e , il e x i s t e d e u x fractions adjacentes entre elles ~ e t — > t e l l e 

q u ' o n a i t 

( 0 £ } Û Z - < ^ -

D ' a i l l e u r s , c o m m e — = o ' e t q u e n e p e u t p a s ê tre n é g a t i f , 

o n a ici c e r t a i n e m e n t 
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D e m ê m e , à l a f r a c t i o n — c o r r e s p o n d e n t d e u x f r a c t i o n s a d j a -

c e n t e s e n t r e e l les e t —% t e l l e s q u ' o n a i t 

Ej: <El < El. 
lïi ~ q~ q-

O n é c r i r a d e m ê m e l a r e l a t i o n g é n é r a l e 

( a ) — < — > 

les f r a c t i o n s — — a p p a r t e n a n t a u s y s t è m e , q u e l q u e s o i t u., 
qv- qv-

e t l es t r a c t i o n s —-,— e t —-— é t a n t a d j a c e n t e s e n t r e e l l e s . 

L e s f r a c t i o n s — v o n t e n croissant a v e c u : c o m m e les f r a c -
qv. 1 

t i o n s d u s y s t è m e s o n t e n n o m b r e l i m i t é , e t q u e l a p l u s g r a n d e 

d ' e n t r e e l les e s t é g a l e à l ' u n i t é (il p e u t y e n a v o i r p l u s i e u r s 

é g a l e s à l ' u n i t é ) , il a r r i v e r a n é c e s s a i r e m e n t q u e , p o u r u n e 

c e r t a i n e v a l e u r d e u, l a f r a c t i o n — s e r a é g a l e à i : si n o u s d é s i -

g n o n s c e t t e v a l e u r p a r m, n o u s a u r o n s 

( 3 ) P ^ ^ P ^ i < Pm = 1 ; 

q ni q m-\ q>n 

l e s f r a c t i o n s e t — é t a n t a d j a c e n t e s . 
9 « I q>n 

Il s ' a g i t m a i n t e n a n t d e f a i r e v o i r q u e l ' e n s e m b l e d e s f r a c t i o n s 

, , P'v- Pv-
4) - F » (A = 1 , 2 , . . . , m ) 

9v. qv-

c o n s t i t u e u n s y s t è m e c o m p l e t . P o u r ce la il suff i t d e m o n t r e r 

q u e , q u e l q u e s o i t h, l ' e n s e m b l e d e s i n t e r v a l l e s c a n o n i q u e s 

r e l a t i f s à ce l les d e s f r a c t i o n s (4) p o u r l e s q u e l l e s u e s t i n f é r i e u r 

o u é g a l à h r e c o u v r e c o m p l è t e m e n t l ' i n t e r v a l l e c o m p r i s e n t r e 

o e t ^ C e t t e p r o p o s i t i o n e s t v r a i e p o u r h = \, c a r a l o r s c e t 

i n t e r v a l l e se r é d u i t a u s e u l p o i n t o ; il su f f i t d o n c d e m o n t r e r 

q u e , si la p r o p o s i t i o n e s t v r a i e p o u r u n e v a l e u r d e h, e l le 

s u b s i s t e p o u r la v a l e u r i m m é d i a t e m e n t s u p é r i e u r e h -\- i. 
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0 PL PH PHG 

P h " J e t ^ . é t a n t a d j a c e n t s , r e c o u v r e n t c o m p l è t e m e n t u n 

s e g m e n t A B t e l q u e A e s t à g a u c h e d e ( n o n c o ï n c i d a n t a v e c 

l u i ) e t , p a r s u i t e , à g a u c h e d e — , B é t a n t à d r o i t e d e I^lLtl ( n o n 

c o ï n c i d a n t a v e c l u i ) . Si d o n c o n a d j o i n t ces i n t e r v a l l e s a u x 

i n t e r v a l l e s ^ (a = i , a, . . . , h), l e s q u e l s s o n t s u p p o s é s r e c o u v r i r 

e n t i è r e m e n t l ' i n t e r v a l l e ( o, — on r e c o u v r i r a c o m p l è t e m e n t 

l ' i n t e r v a l l e ( o, ELLTL ) , e n d é b o r d a n t m ê m e a u d e l à d e s e x t r é m i t é s . 

I l suff i t d e f a i r e c r o î t r e le n o m b r e h j u s q u ' à l a v a l e u r m p o u r 

a v o i r le t h é o r è m e I. 

14. N o u s a l l o n s m a i n t e n a n t f o r m e r e f f e c t i v e m e n t d e s s y s 

t è m e s c o m p l e t s d e f r a c t i o n s ; o n e n o b t i e n t u n e i n f i n i t é p a r le 

t h é o r è m e s u i v a n t : 

T H É O R È M E I I . —• Si l'on désigne par A et B deux nombres 

positifs assujettis aux deux conditions \ ^^'^^ > i e s fractions 1 ' { A > i o ' 
dont le dénominateur est compris entre A c t B constituent un sys

tème complet. 

P o u r d é m o n t r e r ce t h é o r è m e , n o u s n o u s a p p u i e r o n s s u r le 

t h é o r è m e I ; p o u r c h a q u e f r a c t i o n — d e l ' e n s e m b l e n o u s d é m o n 

t r e r o n s l ' e x i s t e n c e d e f r a c t i o n s - e t — d e l ' e n s e m b l e s a t i s f a i s a n t 
s w 

a u x c o n d i t i o n s d u t h é o r è m e I ; p o u r c e l a , n o u s d i s t i n g u e r o n s 

d e u x c a s g é n é r a u x s u i v a n t q u e ^ e s t i r r é d u c t i b l e o u n o n ; 

c h a c u n d e ces c a s se s u b d i v i s e r a d ' a i l l e u r s e n p l u s i e u r s s u i v a n t 

l a v a l e u r r e l a t i v e d e q p a r r a p p o r t à A e t B . 

O r , cec i e s t é v i d e n t p o u r p e u q u ' o n y r é f l é c h i s s e e t d e v i e n t 

i n t u i t i f p a r u n e f i g u r e ; les i n t e r v a l l e s c a n o n i q u e s r e l a t i f s à 
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P_ 
1 

i ° On suppose 3 ç < ^ B . N o u s p r e n d r o n s a lors 

P R E M I E R C A S . — La fraction — est irréductible. 

1 

1 = P 
w q 

(le s i g n e = s i g n i f i a n t q u ' o n a v = p, w = q); q u a n t à la f rac 

t i o n n o u s la d é t e r m i n e r o n s c o m m e il s u i t : s o i e n t a e t 3 

les deux nombres inférieurs à — et tels ou on ait 
q 

p$ — qi — ± I 

on p e u t dire a u s s i q u e ^ e s t l ' a v a n t - d e r n i è r e r é d u i t e d u d é v e 

l o p p e m e n t de — en f r a c t i o n c o n t i n u e ; ^ e s t la d e r n i è r e ) . 

Si l ' on a 
p3 — q i = — I , 

o n p r e n d r a 
r — 9.]> - T - OL, 

Jt = 2 1 7 - + - {5 , 

e t l 'on a u r a 

( 5 ) 
r p o,p - H a / J V a —' P ß 1 T / 1 1 

R ? . , „ , ä~\ = TZ ~ 7 T T J Î — T 2 

car - e s t s u p é r i e u r a 2 e t , p a r s u i t e , s u p é r i e u r a — ~ — ; o n a 

d 'a i l l eurs 
s < $q < B ; 

la f r a c t i o n ^ s a t i s f a i t d o n c a u x c o n d i t i o n s r e q u i s e s . 

Si l ' o n a 

p ¡3 — « 7 2 = - 4 - 1 . 

o n p r e n d r a 

'" = 3 /> — 3 . 

s = 3q— P , 

et l ' on a u r a 

( 6 )
 r P =

 5P~* P = Pp — f* = < ^ l ( ' ! 
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e n n o u s a r r a n g e a n t , c o m m e il a é t é e x p l i q u é p l u s h a u t , de m a 

nière q u e le n o m b r e des q u o t i e n t s i n c o m p l e t s so i t p a i r ; dés i 

g n o n s p a r 

PO _ o PI _ J_ PI "> PJ» _ P_ 
QO l ' Q\ « i ' QI i - f - a , a 2 ' ' QLN Q' 

les r é d u i t e s de c e t t e f r a c t i o n c o n t i n u e ; n o u s c o n s i d é r e r o n s l e s 

tro i s dern ières r é d u i t e s 

PI,I-1 PÏN-L PIN _ P , , — — , 
Q^N-T QIN-\ QUI Q 

e t n o u s s u p p o s e r o n s d ' a b o r d q u e qln_1 e t qiTl_t s o n t s u p é 

r ieurs à A . 

D ' a p r è s ce q u e n o u s v u , o u b i e n y" 2"~' e t s o n t a d j a c e n t e s , 

Q^i—T Q-in 

n o u s p r e n o n s a lors 
Ï- -= E. 1 = P'n-l 
XV Q S Q-2n-l 

o u b i e n e t BLUZL s o n t a d j a c e n t e s , d a n s ce cas n o u s p r e n -
QM—\ QÏN—Ï 

d r o n s 
V_ ^ PI;- I R = P2n-T . 

w Q>„-i' - * y ^ - i ' 
d a n s les d e u x cas , o n v o i t v i s i b l e m e n t q u e les c o n d i t i o n s r e q u i s e s 

s o n t vér i f i ée s . 

car on a e n c o r e 

« i -+- J 5 , „ 
- > 2 > S<IQ<B\ 
Q a 

la f r a c t i o n ^ s a t i s f a i t e n c o r e a u x c o n d i t i o n s r e q u i s e s . 

2 ° On suppose 3q~>B, c'est-à-dire q^> — N o u s p o u v o n s 

d é v e l o p p e r a lors — e n f r a c t i o n c o n t i n u e l i m i t é e , 

P = ' 

1 „ 1 
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Il r e s t e à é t u d i e r le c a s o ù les n o m b r e s q-in_t e t q>„_i n e s o n t 

p a s t o u s les d e u x s u p é r i e u r s à A . 

S u p p o s o n s d ' a b o r d 

Ç i , i - i > A > q i n - , . 

É c r i v o n s la r e l a t i o n f o n d a m e n t a l e 

(7) q ï n = A ? „ - I < 7 , „ _ , - ( - 9 2 „ _ J . 

D a n s le c a s o ù a-,,, , e s t s u p é r i e u r à 1 , on a 

Qin I -H 
> 2 > : 

<Jln 1 ^ 

e t les f r a c t i o n s P " " 1 e t s o n t a d j a c e n t e s ; o n p r e n d r a a l o r s 
1ïn—\ Qui 

* 1 7 , , , - ! ' w q i n q 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t 

ai „ - 1 = 1 , 

c ' e s t - à - d i r e 

( 8 ) q * n = q - t n - \ ^ r q-ln-'l\ 

o n a, d e p l u s , 

(9) y 2 « > ^ ' 

(ro) y a „ _ , < A . 

D é s i g n o n s p a r p^j . j l e p l u s p e t i t n o m b r e e n t i e r , t e l q u ' i l 

s o i t s u p é r i e u r à A ; o n a u r a 

( H ) ? Ï ! » - ! > A 5 ( P - L ) j i „ _ , . 

P o s o n s 

r f i n I • P P i n - ! 
( 1 2 ) = , — — , 

s q->n--\ W ?</i,,-2 

N o u s a u r o n s 
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or o n a, d ' a p r è s (8), (9) , ( 1 o ) , ( 1 1 ) , ( 1 2 ) , 

p — i < — — < A , 
<Jln-i 

iv = —?— (p — \)q2l,~î= —— A i 'iA ; 
0 I Q 1 

d o n e 

( .4 ) J M . aACA^O _ ^ 

c a r c e t t e d e r n i è r e i n é g a l i t é r e v i e n t à 

M > 3 [ A - r - 2 ^ ( A ' - ( - A ) ] , 

e t elle e s t c e r t a i n e m e n t v é r i f i é e si l ' o n s u p p o s e B ^ > i ^ A - , a u 

m o i n s p o u r A ^ > i o . O r , l a r e l a t i o n ( L 4 ) p e u t s ' é c r i r e 

d ' o ù , a fortiori, 

O 1 I 

< -F —ï' 

- J — < — - ( 1 — 

SU' ^ / J J \ « > 2 S 2 

D o n c , d ' a p r è s ( i 3 ) , les f r a c t i o n s e t s o n t a d j a c e n t e s . 

I l r e s t e à e x a m i n e r le c a s o ù l ' o n a 

N o u s d é s i g n e r o n s a l o r s p a r p le n o m b r e e n t i e r t e l q u e 

P?!»+i> A?(p — i)fjm 1 , 

e t n o u s p r e n d r o n s 

V_ _ /' = ?p-2„-l 

w ~~ q-ln ~~ q * ~ ? ? 2 « - L 

Il v i e n d r a , c o m m e t o u t à l ' h e u r e , 

r v p 
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c 'e s t -à -d ire 
p I I i / i i 

L e s c a s o ù — e s t i r r é d u c t i b l e s o n t a ins i c o m p l è t e m e n t e x a -
9 

m i n é s . 

D e u x i è m e c a s . — La fraction — n'est pas irréductible. 

P . . , ^, p 
S o i t la f r a c t i o n i r r é d u c t i b l e é q u i v a l e n t e à — ; si Q ~> A, 

Q q 
P 

n o u s s a v o n s faire c o r r e s p o n d r e à c e t t e f r a c t i o n ^ d e u x f rac 

t i o n s — e t ' ; il e s t c lair q u e n o u s p o u v o n s faire c o r r e s p o n d r e 

tv s ^ r r 

P . 

1 
n o u s d é s i g n e r o n s a lors p a r p le n o m b r e e n t i e r te l q u ' o n ai t 

p Q > A > ( p - i ) Q , 

et n o u s p r e n d r o n s 

v_ = p_P _ p r = 3 p 8 P Q - H i 

w p Q q ' s i p 2 Q 2 

les m ê m e s à — • Il r e s t e à e x a m i n e r le c a s o ù Q e s t in fér ieur à A : 1 

N o u s a u r o n s 

O n a d'a i l leurs 

< 3 p « Q « i * * - v / ' . , 

s = 3 p ' Q * £ 3 3 ' • A " - < i a A * < B ; 

( p — I ) 2 

d o n c s e t w s o n t b i e n c o m p r i s d a n s l ' i n t e r v a l l e A , B . 

Le t h é o r è m e II e s t a ins i c o m p l è t e m e n t d é m o n t r é . 

Approximation par les nombres algébriques. Cas du nombre e_ 

— N o u s a l l o n s e n v i s a g e r m a i n t e n a n t l ' a p p r o x i m a t i o n par l e s 

e t 
B 

« . > 3 - A , 

DS ?. A ( A -+- i ) i 

" ' : , ! V "V-
3 
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/ e-xf(x)dx. 

O n t r o u v e , e n i n t é g r a n t m fois p a r p a r t i e s , si J(x) e s t u n p o l y 

n ô m e d e d e g r é m, 

f e-xf(x) dx = [ e - * . / \ » ] o - f (*W« - · . · - \ e - * f ^ ( x ) ] * . 

P o s o n s 

Il v i e n t 

d o n c 

F i » - + - / ' ( » - f - . . . - H / < " » ( * ; . 

f e -xf(x)dx= F ( o ) — r * r ( î ) ; 

ex F (o) = F(x) - 4 - f e~xf{x)dx. 

C ' e s t u n e i d e n t i t é v r a i e q u e l q u e s o i t le p o l y n ô m e f(x) e t q u e l 

n o m b r e s a l g é b r i q u e s . L a d é m o n s t r a t i o n d u f a i t q u ' u n n o m b r e 

n ' e s t p a s a l g é b r i q u e r e n c o n t r e d e t r è s g r a n d e s d i f f i cu l t é s . E l l e s 

o n t é t é s u r m o n t é e s p o u r l a p r e m i è r e fois p o u r le n o m b r e e, p u i s 

p o u r le n o m b r e TI , O n s a i t d ' a i l l e u r s q u e ces n o m b r e s s o n t r e n d u s 

s o l i d a i r e s p a r la r e l a t i o n 

e'~ = — i . 

L ' i m p o s s i b i l i t é d e l a q u a d r a t u r e d u c e r c l e , c ' e s t - à - d i r e d e l a 

c o n s t r u c t i o n p a r l a r è g l e e t le c o m p a s d u c ô t é d ' u n c a r r é é q u i 

v a l e n t à u n c e r c l e d o n n é , é q u i v a u t à l ' i m p o s s i b i l i l é , p o u r TT, 

d ' ê t r e r a c i n e d ' u n e é q u a t i o n à coe f f i c i en t s e n t i e r s d u s e c o n d 

d e g r é , o u r é d u c t i b l e a u s e c o n d d e g r é . 

L a d é m o n s t r a t i o n d e la t r a n s c e n d a n c e d e e a é t é d o n n é e p a r 

H e r m i t e e n 1 8 7 3 ; c ' é t a i t le p r e m i e r e x e m p l e d ' u n n o m b r e n o n 

a l g é b r i q u e d é f i n i p a r d e s p r o p r i é t é s a n a l y t i q u e s s i m p l e s . L a 

m é t h o d e f o r t r e m a r q u a b l e d ' H e r m i t e a é t é d e p u i s g é n é r a l i s é e 

e t t r a n s f o r m é e , m a i s e l le e s t r e s t é e l e f o n d e m e n t d e t o u s l e s 

t r a v a u x u l t é r i e u r s . E n 1882, M . L i n d e m a n n a d é m o n t r é p a r 

c e t t e m é t h o d e l a t r a n s c e n d a n c e d e rc; d ' a u t r e p a r t , la d é m o n 

s t r a t i o n d e l a t r a n s c e n d a n c e d e e a é t é c o n s i d é r a b l e m e n t 

s i m p l i f i é e , n o t a m m e n t p a r M. H u r w i t z . E n v o i c i le p r i n c i p e : 

S o i t l ' i n t é g r a l e 
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1 5 6 CHAPITHE V. 

q u e soit. x. E l l e v a n o u s m o n t r e r l ' i m p o s s i b i l i t é d ' u n e i d e n t i t é 

d e la f o r m e 

C„ + C,e + . . . + C„ e" = o, 

l es C é t a n t d e s e n t i e r s . 

S u p p o s o n s q u e n o u s a y o n s f a i t c h o i x d ' u n p o l y n ô m e f(x). 

N o u s n o u s r é s e r v o n s d ' a i l l e u r s d e d o n n e r s e u l e m e n t a posteriori 

le m o y e n d e le c h o i s i r . A u m o y e n d e ce p o l y n ô m e , / ( # ) , n o u s 

a l l o n s é v a l u e r les d i f f é r e n t e s p u i s s a n c e s d e e. O n a 

e* F(o) = F(A-) -+- e* f e~xf{x)dx, 
' o 

u n n k 

(F) F f o ) V C * e * = ' Y CA. !''(*) + Y G / ' E * / " e~*f(x)dx.' 

0 0 0 

N o u s p o s e r o n s 

P ( e 1 = 2 c * e * . 
o 

N o u s a l l o n s c h o i s i r / ( a ; ) d e f a ç o n à a b o u t i r à u n e c o n t r a d i c 

t i o n e n s u p p o s a n t P ( e ) = o. 

M . H u r w i t z p r e n d p o u r /(x) le p o l y n ô m e 

f(x) = ' r xi' ' ( i — x)''( i — x)i' . . . { n — r)i'. 

L ' i d é e f o n d a m e n t a l e d e ce c h o i x e s t d u e à H e r m i t e . M a i s sa 

d é m o n s t r a t i o n e s t s i m p l i f i é e p a r l ' h y p o t h è s e s u p p l é m e n t a i r e 

i n t r o d u i t e p a r M . H u r w i t z q u e p s o i t p r e m i e r . D e c e t t e f a ç o n , 

si ce n o m b r e p r e m i e r p e s t s u p é r i e u r à n , il n e p o u r r a d i v i 

se r i .-i. . . n. 

É t u d i o n s d ' a b o r d F ( o ) . O n a , les B é t a n t e n t i e r s , 

f(x)^- , p ^ _ l y \(n]-)i'x'-' -+- B , a r / ' - t - . . . ] . 

D o n c , 

/ ( o ) = o, fj, s (o ) = o, /[„_„(o) = [ n ' . ] / ' ; 

/ ( / , " ( o ) n ' e s t p a s d i v i s i b l e p a r p , si p e s t p r e m i e r e t s u p é 

r i e u r à n . 
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A P P L I C A T I O N S ARITHMKTIQrK». 

A u c o n t r a i r e , l e s d é r i v é e s s u i v a n t e s ftp) ( o ) f 

d r o n t t o u t e s p e n f a c t e u r ; car 

/ , f l ( » ) = J p B 1 , / ' ^ ( o ) = ; ( P + i ) B „ 
107 

c o n t i e n -

on t r o u v e a i n s i 

F(o) = A+ M/i, A n ' é t a n t p a s d i v i s i b l e par p . 

O n t r o u v e r a i t 

p a r c e q u e 

F(i) = >!,/>, F(a) = M l / . , 

si h = 1 , », . . . , « e t q u e f'P+V e s t m u l t i p l e d e p , p o u r k ^ > o . 

D o n c 

(1) V CtF(*) = C0A + N/l, N é t a n t e n t i e r . 

5 i (ione nous supposons p premier avec C„ ( l ' h y p o t h è s e d e 

M. I l u r w i t z p ^ > C 0 e s t p l u s r e s t r i c t i v e qu' i l n ' e s t n é c e s s a i r e ) , 

l ' e x p r e s s i o n ( 1 ) e s t c e r t a i n e m e n t d i f férente d e z é r o , e t , c o m m e 

c 'es t u n e n t i e r , o n a 

( I I ) 

D ' a u t r e p a r t , si x •<[ n, \f(x)\ e s t c e r t a i n e m e n t in fér ieur 

< A 
(P — V-

à n l " + , ' P - < . D o n c , 
W — ¡1'· 

f e~rf{x) dx 

i -K 

si d o n c n o u s p o s o n s 

o n a 

( I I I ) 

y C / , e * y e~* f(x) dx I 
< H 

(/> — I j f ' 
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O r , c o n n a i s s a n t H e t n q u i r é s u l t e n t d e P(a ; ) , n o u s p o u v o n s 

c h o i s i r le n o m b r e p , p r e m i e r e t n e d i v i s a n t p a s C 0 , a s s e z g r a n d 

p o u r q u e le s e c o n d m e m b r e s o i t i n f é r i e u r à ~- O n a a l o r s , d ' a p r è s 

l ' é g a l i t é ( I ) , 

( I V j | F ( o ) P ( e ) | > i . 

D o n c , P ( e ) ^ o , ce q u i m o n t r e q u e e n ' e s t p a s r a c i n e d e 

P(x) = o. 

C o m m e n o u s n ' a v o n s f a i t s u r P(x) a u c u n e h y p o t h è s e s p é 

c i a l e , cec i d é m o n t r e q u e e n ' e s t r a c i n e d ' a u c u n e é q u a t i o n a l g é 

b r i q u e à coe f f i c i en t s e n t i e r s . 

L a v a l e u r d e l a l i m i t e i n f é r i e u r e d e P ( e ) v a n o u s p e r m e t t r e , 

c o m m e p o u r l e t h é o r è m e d e L i o u v i l l e , d e déterminer, pour l'ap

proximation de e par les nombres algébriques, une limite qu'on 

ne peut pas dépasser. 

L a l i m i t e i n f é r i e u r e t r o u v é e p o u r I P ( e ) I e s t I l s ' a g i t 

d ' o b t e n i r l ' o r d r e d e g r a n d e u r d e c e t t e q u a n t i t é a u m o y e n d e s 

coe f f i c i en t s C 0 , Ci, C«, n étant supposé fixe, e t les coeffi

c i e n t s é t a n t p r i s d e p l u s e n p l u s g r a n d s . 

N o u s a l l o n s d o n n e r à p la p l u s p e t i t e v a l e u r c o m p a t i b l e a v e c 

l a v a l i d i t é d e l a d é m o n s t r a t i o n p r é c é d e n t e . R a p p e l o n s les c o n 

d i t i o n s t r o u v é e s : p e s t i " p r e m i e r ; a" s u p é r i e u r à n ; 3° p r e m i e r 

a v e c C „ ; 4" t e l q u e le s e c o n d m e m b r e d e ( I I I ) s o i t i n f é r i e u r à ^ -

E n v i s a g e o n s la q u a t r i è m e c o n d i t i o n . S o i t u l a l i m i t e s u p é 

r i e u r e d e s v a l e u r s a b s o l u e s d e t o u s les coe f f i c i en t s d u p o l y n ô m e 

P ( x ) . L a q u a n t i t é H q u i f i g u r e d a n s ( I I I ) e s t i n f é r i e u r e à 

» ( i + e + ' i e ! + . . . + « e " ) < n ( i + e + . . , + e l l ) « < ne"--*-1 u. 

I l suff i t d o n c , p o u r s a t i s f a i r e à l a c o n d i t i o n 4", d ' a v o i r 

«fi"+< <^ - • 
(p — I)l I 

(p—î) ! é q u i v a u t à p P e~P. L a r e l a t i o n d e v i e n t 
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(M n e d é p e n d a n t q u e d e n), o u 

p logp > log u -hp loge«" + 1 + logIVl. 

O n v é r i f i e r a t r è s a i s é m e n t q u e la c o n d i t i o n 

2 l o g U 

P > i 

suffî t , à p a r t i r d ' u n e a s s e z g r a n d e v a l e u r d e u , p o u r a s s u r e r l a 

q u a t r i è m e c o n d i t i o n . 

L a s e c o n d e c o n d i t i o n finira t o u j o u r s p a r ê t r e v é r i f i é e , p u i s q u e 

p c r o î t r a i n d é f i n i m e n t a v e c l ' a p p r o x i m a t i o n . O c c u p o n s - n o u s d e 

l a t r o i s i è m e . 

• S o i t À u n n o m b r e p r e m i e r t e l q u e le p r o d u i t a 3 . . . u . X d e s 

n o m b r e s p r e m i e r s s u p é r i e u r s à u n c e r t a i n n o m b r e A e t n e d é p a s 

s a n t p a s ~k s o i t s u p é r i e u r o u é g a l à u, le p r o d u i t a 3 . . . JJL é t a n t 

i n f é r i e u r à u. J e d i s q u e , si C„<Cw, C 0 e s t p r e m i e r a v e c l ' u n a u 

m o i n s d e s n o m b r e s a, 3 , y., 1. S a n s q u o i il s e r a i t d i v i s i b l e p a r 

l e u r p r o d u i t , ce q u i e s t i m p o s s i b l e , p u i s q u ' i l e s t i n f é r i e u r à c e 

p r o d u i t . D o n c , l ' u n d e s n o m b r e s p r e m i e r s c o m p r i s e n t r e A e t ~k, 

o u A l u i - m ê m e , e s t p r e m i e r a v e c C„. Si A = 2 — ^ , ce n o m b r e 
' 1 log, M 

p r e m i e r p o u r r a j o u e r l e r ô l e d e p . D o n c p p e u t ê t r e s u p p o s é 

i n f é r i e u r o u é g a l à 

É v a l u o n s l ' o r d r e d e "X r e l a t i v e m e n t à u . 

P o u r a t t e i n d r e ce b u t , il n o u s e s t n é c e s s a i r e d ' a d m e t t r e u n 

r é s u l t a t e s s e n t i e l d e l a t h é o r i e d e s n o m b r e s p r e m i e r s , à s a v o i r 

q u e le r a p p o r t d u m i é u i e n o m b r e p r e m i e r à m l o g m t e n d v e r s i. 

A d m e t t o n s c e t t e p r o p o s i t i o n . S o i t s u n n o m b r e a r b i t r a i r e m e n t 

p e t i t e t fixe. P o u r t o u t e s les v a l e u r s d e m s u p é r i e u r e s à u n c e r 

t a i n n o m b r e m0 o n a, d ' a p r è s le t h é o r è m e p r é c é d e n t , 

( I — Ï ) m l o g O T < / 3 J „ < ( I + E ) m I o g » I , , 

M 

p m é t a n t le m i È I "° n o m b r e p r e m i e r . É v a l u o n s ^ l o g p , , , . C e t t e 

M' 
s o m m e e s t c o m p r i s e e n t r e 

(m — m') log(i — E ) - f - ^ log(mlogm) 
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2 loS<°" = l o g M + 0 I o g A. 

D o n c , les l e t t r e s S e t 0 a y a n t l es s i g n i f i c a t i o n s m a i n t e s fo i s 

e x p o s é e s , 

À(i -+- SE) — ' L Q G M ( [ + SE)' 2 = l°ff" + 8 logX. 
log2 u 

Cec i é q u i v a u t , d è s q u e u s u r p a s s e u n e c e r t a i n e v a l e u r u , i n d é 

p e n d a n t e d e £, s i l ' o n s a i t s e u l e m e n t q u e E < ^ -, > à Â = / i l o g w , 
4 

a v e c - <Ch <C 2 . 

D o n c , n o u s p o u r r o n s s u p p o s e r p c o m p r i s e n t r e ] " e t 

2logu. Q u a n d u a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t , il y a e n t r e ces l i m i t e s 

u n n o m b r e d e p l u s e n p l u s g r a n d d e n o m b r e s p r e m i e r s . A 

p a r t i r d ' u n e c e r t a i n e v a l e u r d e u [n e s t t o u j o u r s f ixe , d a n s le 

c o u r s d e la d é m o n s t r a t i o n ) , n o u s s o m m e s c e r t a i n s q u e l e s 

q u a t r e c o n d i t i o n s i m p o s é e s à p s e r o n t s i m u l t a n é m e n t v é r i f i é e s . 

É v a l u o n s m a i n t e n a n t l ' o r d r e d e F ( o ) p o u r u t i l i s e r l ' i n é g a l i t é 

e t 
771 

{ m — m')log(i-+-s) - t - ^ i o g ( mlog/n). 
m' 

O r 

m · 

^ ( i o ë m
 + l o S 2

 m ) = / (logm-l-log,/re) dm 
m' m 

-+- 8(log/m -+- Iog2 m) — 6'( Iog m'=- Iog2 r n ' ) . 
Cec i e s t é g a l à 

m Iogm(i - ( - ot) — m' log/?i'(r + 3'E) 

( 3 » < I , 8 ' > < I ) ou Se)-/>,„.(!-(-«'£). 

F a i s o n s p m - = * a, pm = \. D ' a p r è s les d é f i n i t i o n s d e a e t d e X, 

e t la v a l e u r d e À = i . l o ë " 3 o n a 
log2 w 

Pm' = -,——([-(- Se), log 2« 
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APPLICATIONS ARITHMETIQUES. J 6 I 

On a 

F(o) = f e-*f{x)dv, 

| F ( o ) | < f e-"\f{x)\dx. 

P o u r i > n , o n a é v i d e m m e n t 

]/0)l< 
(p - iy-

P o u r x<Cn n o u s s a v o n s q u e 

N L / H - U P — I 

D o n c , 

I n [ l l + l ) l i - \ 

I F Co) I < r / e-xx[»+\)i>-\ dx -+- / e-* r f/.r. 

. . . , N ( / M - I J / I - L 

L e s e c o n d t e r m e e s t i n f é r i e u r à —. r e t t e n d v e r s z é r o 
( / ? - - ! ) ! 

I 

a v e c - • 
P 

T · (n - f - i p — i ) ! n 1 1 

L e p r e m i e r e s t — ^ , • d o n t I e x p r e s s i o n a s y m p t o t i q u e 

a p o u r p a r t i e p r i n c i p a l e 

[(n -+- i )y» ĴT/' X p-i' = -̂i-W-t-US^ 
d è s q u e p e s t a s s e z g r a n d . 

D o n c 
( 3 ) | P ( e ) | 

à p a r t i r d ' u n e c e r t a i n e v a l e u r d e p. 

C h e r c h o n s q u e l o r d r e d e g r a n d e u r m a x i m u m on d o i t d o n n e r 

à a , si l ' o n v e u t ê t r e c e r t a i n q u e P(e)j e s t s u p é r i e u r à 

Il suff i ra p o u r ce l a q u e 

, • I 

E . t i . 
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1 
l o g -

i i o + eo-. 

il 
Ceci a u r a l i e u a fortiori si 

a logu < -

« < -

/i é t a n t u n n o m b r e d o n t o n p e u t p r e n d r e e n r é a l i t é la v a l e u r 

a u s s i v o i s i n e q u ' o n v o u d r a d e — i m a i s i n f é r i e u r e à ce n o m b r e . 

Si u s a t i s f a i t à c e t t e c o n d i t i o n , o n a c e r t a i n e m e n t | P ( e ) | > T | . 

Cec i d o i t ê t r e r a p p r o c h é d u f a i t q u e , si l e d é n o m i n a t e u r d ' u n e 

f r a c t i o n r a t i o n n e l l e e s t i n f é r i e u r o u é g a l à q, il s e r a i m p o s s i b l e 

d ' a p p r o c h e r u n n o m b r e a l g é b r i q u e d e d e g r é n, d e m o i n s d e • 

I c i l ' a p p r o x i m a t i o n d e e p a r u n n o m b r e a l g é b r i q u e ; d e d e g r é n, 

p o u r l e q u e l c h a q u e coef f ic ien t d e l ' é q u a t i o n d o n t il e s t racine 
e s t i n f é r i e u r à u, n e p e u t ê t r e m o i n d r e q u e -,TL_JV „,8 , t- C e t t e e x p r e s 

s i o n s ' o b t i e n t e n r e m p l a ç a n t p p a r l o g w ( i-f-fh) d a n s l a fo r 

m u l e ( 3 ) e t e n r e m a r q u a n t q u e | P ( e ) | , s e n s i b l e m e n t é g a l 

à |5 — e | | P ' ( e ) | e s t i n f é r i e u r à ku | ! j — e |. L e p r i n c i p e q u i 

c o n d u i t à ces d i v e r s r é s u l t a t s se g é n é r a l i s e a i s é m e n t : 

a D e s c o n s i d é r a t i o n s a n a l o g u e s a u x p r é c é d e n t e s s ' a p p l i q u e 

r o n t t o u t e s les fois q u ' o n a u r a p r o u v é q u ' u n e é q u a t i o n n e 

p e u t a v o i r l i eu , e n s ' a p p u y a n t s u r ce q u ' u n n o m b r e e n t i e r n o n 

n u l d i f fè re d e z é r o d ' u n e q u a n t i t é f in ie . E n é t u d i a n t d e p r è s l a 

d é m o n s t r a t i o n , o n c o n s t a t e r a q u e n o n s e u l e m e n t elle p r o u v e 

q u e le p r e m i e r m e m b r e d e l ' é q u a t i o n c o n s i d é r é e d i f fère d e z é r o , 

mais q u ' e l l e d o n n e d e p l u s u n e l i m i t e i n f é r i e u r e d e c e t t e diffé

r e n c e ( 1 ). » 

d ' o ù 

NP l o g / j ( i -f- 6 E ) < l o g 
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A i n s i , l ' a p p r o x i m a t i o n p a r u n n o m b r e r a t i o n n e l d ' u n n o m b r e 

a l g é b r i q u e r a c i n e d e P ( a ; ) = o c o n d u i t à f o r m e r P (^^j ° i u '> 

é t a n t d i f f é r e n t d e z é r o , e s t s u p é r i e u r en v a l e u r a b s o l u e à — t- D e 

l à r é s u l t e q u ' o n a u r a P t a n t q u e q <i'r, "•> f o r m u l e à 

r a p p r o c h e r d e ce l le o b t e n u e d a n s l ' a p p r o x i m a t i o n d e e. 

U n e a u t r e a p p l i c a t i o n d e l a r e m a r q u e p r é c é d e n t e se t r o u v e 

d a n s l ' a p p r o x i m a t i o n d e s n o m b r e s a l g é b r i q u e s p a r d e s n o m b r e s 

d e d e g r é s m o i n d r e s . 

S o i e n t | 

/( x ) — aax"> - t - a, x"l~l - t - .. . -H am 

u n e é q u a t i o n d é t e r m i n é e i r r é d u c t i b l e à coe f f i c i en t s e n t i e r s ; 

g(x) = buxl'-t- b^xl'-A - t - . . br, 

u n e é q u a t i o n d e d e g r é f ixe p, d o n t o n a u g m e n t e d e p l u s e n p l u s 

la l i m i t e s u p é r i e u r e d e ses coe f f i c i en t s , d e f a ç o n q u e l ' u n e d e 

ses r a c i n e s se r a p p r o c h e d e p l u s e n p l u s d e l ' u n e d e s r a c i n e s 

d e J(x) = a. S o i e n t Ç|, . . . , £,„ l e s r a c i n e s d e c e t t e d e r n i è r e 

é q u a t i o n , x,, x>, xp les r a c i n e s d e g(x)—o. F o r m o n s l e 

r é s u l t a n t : 

• R = bj'f(x, ). . . f{xp). 

C ' e s t u n e f o n c t i o n s y m é t r i q u e e n t i è r e d e x,, x2>. . ., xp, q u ' o n 

p e u t m e t t r e é g a l e m e n t s o u s l a f o r m e 

R = ( - i ) ' « # - a î - - - F C U I -

R e s t d o n c u n p o l y n ô m e p a r r a p p o r t a u x a e t p a r r a p p o r t 

a u x b, e t à coef f i c ien t s e n t i e r s . 

D o n c R e s t u n n o m b r e e n t i e r . 

L ' é q u a t i o n J\x)~o é t a n t i r r é d u c t i b l e , si p<C>n, le r é s u l t a n t 

n ' e s t p a s n u l . C o m m e il e s t e n t i e r , il e s t e n v a l e u r a b s o l u e 

s u p é r i e u r o u é g a l à i . 

S u p p o s o n s q u e xt d é s i g n e la r a c i n e d e g t r è s v o i s i n e d e Ç,, 

si Ç| e s t l a r a c i n e d e f q u e n o u s v o u l o n s a p p r o c h e r . O n a 

g(^) = — xox'\xt-\- 0 (5 , - xt)]-
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164 CHAPITRE V. 

S o i t d o n c M la l i m i t e s u p é r i e u r e d e s n o m b r e s h |; 

q u a n d e s t t r è s v o i s i n d e Ï | , e s t i n f é r i e u r e n m o d u l e à 

D o n c 

LFI(LI)L<M|Ç.-ANL*I-
O n a 

I< M[| E, I"+ U, I"-1 -+-. • -I< t-,-M. 
D o n c 

/c é t a n t i n d é p e n d a n t d e s b. D o n c 

T e l l e e s t l a l i m i t e d e l ' a p p r o x i m a t i o n q u ' o n p e u t e s p é r e r 

a t t e i n d r e a v e c d e s n o m b r e s a l g é b r i q u e s d e d e g r é p. 

O n v o i t q u e ce d e g r é p n ' i n t e r v i e n t p a s d a n s la f o r m u l e 

d ' a p p r o x i m a t i o n . 

Ce r é s u l t a t n e s e m b l e p a s p l u s a v a n t a g e u x q u e c e l u i d e L i o u -

v i l l e , o b t e n u a v e c d e s i m p l e s n o m b r e s r a t i o n n e l s . Cec i t i e n t 

u n i q u e m e n t à ce q u e la l i m i t e i n f é r i e u r e d e l ' a p p r o x i m a t i o n 

t r o u v é e p a r L i o u v i l l e e s t b e a u c o u p p l u s f a i b l e q u e la v r a i e , 

c o m m e il r é s u l t e d e s t o u t r é c e n t s t r a v a u x d e M. A x e l T h u e . 

D ' a p r è s ce d e r n i e r a u t e u r o n p e u t , d a n s la f o r m u l e p r é c é d e n t e , 

r e m p l a c e r l ' e x p o s a n t m p a r y + i -\- s ( m ^ > 2), q u e l q u e p e t i t 

q u e s o i t le n o m b r e p o s i t i f z, si x, e s t r a t i o n n e l ( ' ) . 

( ' ) D a n s l ' i n t e r v a l l e q u i a s é p a r é la r é d a c t i o n d e c e C o u r s d e s o n i m p r e s s i o n 

o n t paru lr<iis M é m o i r e s de* M. A x e l T h u e , r e l a t i f s à l ' a p p r o x i m a t i o n d e s 

n o m b r e s a l g é b r i q u e s par d e s n o m b r e s r a t i o n n e l s . 

Le p r e m i e r en d a t e (Videnskabs-Selskabcts Hkrlfterl. Mat/i. Naturv. Klusse, 

1908, n" 6, C h r i s t i a n i a ) e s t c o n s a c r é à l ' a p p r o x i m a t i o n par d e s n o m b r e s r a t i o n 

n e l s d e s n o m b r e s x — yk, o ù /• e s t e n t i e r e t k r a t i o n n e l . D 'une é t u d e a p p r o f o n d i e 

de c e r t a i n e s f o n c t i o n s d o u é e s de p r o p r i é t é s a r i t h m é t i q u e s r e m a r q u a b l e s , é t u d e 

q u e n o u s ne p o u v o n s s o n g e r à r é s u m e r i c i , M. T h u e d é d u i t l ' a p p r o x i m a t i o n 

r e m a r q u a b l e f o u r n i e p o u r x par u n e c e r t a i n e f a m i l l e de n o m h r e s r a t i o n n e l s e t 

un t h é o r è m e c a p i t a l , d ' a i l l e u r s i n c l u s d a n s la d e r n i è r e p r o p n s i i i o n d u t r o i s i è m e 

M é m o i r e ; M . T h u e é n o r m e e n t r e a u t r e s r é s u l t a t s c e l u i - c i , d o n t l ' a n a l o g i e a v e c le 
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C h e r c h o n s u n e l i m i t e s u p é r i e u r e d e l ' a p p r o x i m a t i o n q u ' i l 

e s t p o s s i b l e d ' a t t e i n d r e a v e c p l u s i e u r s n o m b r e s a l g é b r i q u e s 

d ' o r d r e p. V o i c i c o m m e n t o n p e u t o b t e n i r c e t t e l i m i t e . 

S o i e n t Xi, x.,, . . . , X p , p n o m b r e s i n c o m m e n s u r a b l e s i n d é 

p e n d a n t s les u n s d e s a u t r e s , c ' e s t - à - d i r e t e l s q u ' i l n ' e x i s t e p a s 

e n t r e e u x u n e r e l a t i o n l i n é a i r e à coef f i c ien t s e n t i e r s . C o n s i d é 

r o n s l ' e x p r e s s i o n 

B — l>a -+- 6, x t •+-.. . - H b/,rp, 

o ù les b s o n t d e s e n t i e r s p o s i t i f s , n é g a t i f s o u n u l s . N o u s a l l o n s 

m o n t r e r , s a n s r i e n s u p p o s e r d ' a u t r e s u r les x , , q u ' o n p e u t 

r e n d r e B i n f é r i e u r à u n e q u a n t i t é n e d é p e n d a n t q u e d e l a l i 

m i t e s u p é r i e u r e d e b , . L ' i n é g a l i t é 6 , -<M n o u s d o n n e p o u r bi 

2 M + 1 v a l e u r s , — M , — ( M — 1 ) , — 1 , 0 , 1 , . . . , M. P o u r 

u n e v a l e u r d o n n é e d e M, les b p e u v e n t p r e n d r e ( 2 M + 1 ) P + > — i 

s y s t è m e s d e v a l e u r s , e n e x c e p t a n t le s y s t è m e d e t o u s les 6 n u l s . 

L e s e x p r e s s i o n s c o r r e s p o n d a n t e s B s o n t t o u j o u r s d i s t i n c t e s , 

t h é o r è m e de F e r m â t e s t é v i d e n t e : k e t n ^_ 3 é t a n t d e s e n t i e r s f ixes , l ' é q u a t i o n 

x'1 -+- ( x - h k )" = yn n'a q u ' u n n o m b r e l i m i t é de s o l u t i o n s en n o m b r e s x, y e n t i e r s . 

Le s e c o n d ( m ê m e p u b l i c a t i o n , 1 9 0 ? , n u 0 ) e s t c o n s a c r é à l ' a p p r o x i m a t i o n r a 

t i o n n e l l e d e s r a c i n e s de l ' é q u a t i o n du t r o i s i è m e d e g r é x3 — ax — b = 0 , o ù a 

et b sont e n t i e r s e t pos i t i f s . 

Le t r o i s i è m e (Journal für die reine und angew. Math., l i e f t 4, Bd C X X X V ) 

c o n t i e n t l e s r é s u l t a t s l e s p l u s c a r a c t é r i s t i q u e s e t les p l u s g é n é r a u x . Un p r e m i e r 

t h é o r è m e m a r q u e un p r o g r è s c o n s i d é r a b l e sur la p r o p o s i t i o n de L i o u v i l l e , d ' a p r è s 

l a q u e l l e \pp — Ç | > • ~ T ~ I ' s i P e s t o n n o m b r e a l g é b r i q u e de d e g r é /•, M étant. 

i n d é p e n d a n t de p et de q. D 'après M. T h u e , q u e l s q u e s o i e n t les n o m b r e s k et c T 

pos i t i f s fixes, l'inégalité \p?— q\ < — n'est vérifiée que par un nombre 

limité de nombres p et q entiers, e n s o r t e qu' i l e x i s t e un n o m b r e M' ne d é p e n 

d a n t q u e d e p et d e k tel q u e \po — q\ > — ^ — , q u e l s q u e s o i e n t p e t q. 

C i t o n s é g a l e m e n t , d a n s ce m ê m e M é m o i r e , le t h é o r è m e final : L'égalité 

U(p, q ) = c, où U est un polynôme en pet q, homogène et de degré supérieur 

à 2 , dont les coefficients, ainsi que c, sont entiers, n ' a d m e t q u ' u n n o m b r e 

l i m i t é d e s o l u t i o n s e n n o m b r e p, q entiers. D a n s le p r e m i e r M é m o i r e , M. T h u e 

a v a i t d é m o n t r é ce t h é o r è m e p o u r U = apr — bqr. 

Les r é s u l t a t s c o n t e n u s d a n s ces t r o i s M é m o i r e s s o n t o b t e n u s par u n e m é t h o d e 

u n i q u e : la f o r m a t i o n de p o l y n ô m e s en x, A , B , B , d é p e n d a n t d'un i n d i c e n, à 

c o e f f i c i e n t s e n t i e r s , s a t i s f a i s a n t à l ' i d e n t i t é p A ( ï ) - B ( s ) = ( 3 : — p ) " B ( j p ) , 

p é t a n t l e n o m b r e a l g é b r i q u e à a p p r o c h e r . 
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s i n o n l ' é g a l i t é R — B ' = o s e r a i t u n e r e l a t i o n l i n é a i r e à coeffi

c i e n t s e n t i e r s e n t r e l es x. D ' a u t r e p a r t , les n o m b r e s B s o n t t o u s 

c o m p r i s e n t r e — M [ i + | x | + . . . + | xn |] = — M H e t + M H 

( H n e d é p e n d p a s d e M ) . Ils s o n t a u n o m b r e d e ( a M -f- [)P+I — i . 

I l y e n a d o n c d e u x d ' e n t r e e u x q u i s o n t d i s t a n t s a u p l u s d e 

•t. M i l 

l 2 M -+- 1 — 2 ' 

S o i e n t b„, b,, . • - , bp; b'n, b\, . . ., bp l es v a l e u r s c o r r e s p o n 

d a n t e s d e s b. L ' e x p r e s s i o n B c o r r e s p o n d a n t à fe0— 6 , — b \ , ... 

s e r a i n f é r i e u r e a + I j f J _ i . . i 2 e t 1 o n a u r a 

D o n c , l ' i n é g a l i t é 6,·^ N e n t r a î n e l ' e x i s t e n c e d ' u n s y s t è m e d e 

n o m b r e s 6,-, t e l s q u e 

( d ' a p r è s c e t t e d é m o n s t r a t i o n , N e s t p a i r , m a i s o n se l i b è r e a i s é 

m e n t d e c e t t e c o n d i t i o n ) . O n a d o n c , p o u r u n c e r t a i n s y s t è m e 

d e n o m b r e s b,? 

H ' 
\ b l l + - b l x l + . . . + b , , x P \ < — , 

H ' é t a n t i n d é p e n d a n t d e N . 

A p p l i q u o n s cec i à l ' a p p r o x i m a t i o n d ' u n n o m b r e a l g é b r i q u e t , 

d e d e g r é n, p a r d e s n o m b r e s d e d e g r é p inférieur". L ' é q u a t i o n 

J(x) = o d o n t E( e s t r a c i n e é t a n t i r r é d u c t i b l e , les n o m b r e s Sjji, s o n t i n d é p e n d a n t s . Il e s t d o n c p o s s i b l e d e t r o u v e r 

u n s y s t è m e d e n o m b r e s b„, bl; . . ., bp, t e l s q u e 

l * o - t - 6 i 5 i - 4 - . - . + M?|< "i-

H ' n e d é p e n d a n t q u e d e l ' o r d r e d e g r a n d e u r d e e t n o n p a s 

d e N , q u i e s t l a l i m i t e s u p é r i e u r e d e s A d m e t t o n s q u e le 

p o l y n ô m e 

g{x) — 6 0 - r i i i ' + . . . + b„xi' 
a i t u n e r a c i n e d e p l u s e n p l u s v o i s i n e d e q,, q u a n d N a u g -

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



APPLICATIONS AIUTH.VÉTIOLKS. 1 6 - ; 

m e n t e . O n a 

I ï i - a r i II é f ' ( 5 . ) l < ^ 0.1 I t . - ^ K J l i - , 

H 2 e t H 3 é t a n t i n d é p e n d a n t s d e N . 

C e t t e l i m i t e n e c o ï n c i d e a v e c la l i m i t e i n f é r i e u r e ^ q u e si 

P = n. — 1. 

Si p = 1 , n o u s r e t r o u v o n s le r é s u l t a t d é d u i t d e la t h é o r i e d e s 

f r a c t i o n s c o n t i n u e s . 

A t i t r e d ' e x e m p l e , c o n s i d é r o n s l ' é q u a t i o n x3 = 2 . O n a 

PI 
V1 

A é t a n t u n e n t i e r , o u 

P 

P o u r q u e c e t t e a p p r o x i m a t i o n f û t d e l ' o r d r e d e — · il f au 

d r a i t q u e A r e s t â t f ini . Y a- t - i l u n e i n f i n i t é d e v a l e u r s d e p e t 

d e q, t e l l e s q u e p 3 — i q * r e s t e fini? C e t t e difficile q u e s t i o n v i e n t 

d ' ê t r e r é s o l u e n é g a t i v e m e n t p a r M. A x e l T h u e M a i s le 

r é s u l t a t q u e n o u s a v o n s o b t e n u p l u s h a u t n o u s a p p r e n d q u ' i l 

e s t p o s s i b l e d e t r o u v e r d e s e n t i e r s a, b, c, t e l s q u e 

I A ÎFT\ -t B iV 2 -4- c I < — - , 

| a |, | b | e t [ c [ é t a n t i n f é r i e u r s à q. 

D ' a p r è s la l i m i t a t i o n i n f é r i e u r e q u e n o u s a v o n s t r o u v é e p o u r 

u n p o l y n ô m e e n e à coe f f i c i en t s e n t i e r s , o n p e u t é t u d i e r , c o m m e 

n o u s v e n o n s d e le f a i r e , l ' a p p r o x i m a t i o n des n o m b r e s a l g é 

b r i q u e s e n e p a r d ' a u t r e s n o m b r e s a l g é b r i q u e s e n e, m a i s d ' o r d r e 

i n f é r i e u r . N o u s a p p e l o n s nombres algébriques e n e les n o m b r e s 

r a c i n e s d ' u n e é q u a t i o n a l g é b r i q u e d o n t les coe f f i c i en t s s o n t d e s 

p o l y n ô m e s e n e à coef f i c i en t s e n t i e r s . S o i e n t 

e) = o 
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u n e é q u a t i o n d é t e r m i n é e , e n t i è r e e n î e t e ; 

u n e é q u a t i o n d e d e g r é s f ixes e n x e t e, m a i s à coe f f i c i en t s v a 

r i a b l e s e t d e p l u s e n p l u s g r a n d s . L e r é s u l t a n t d e s d e u x é q u a 

t i o n s e s t u n p o l y n ô m e e n e à coe f f i c i en t s e n t i e r s . N o u s s a v o n s le 

l i m i t e r i n f c r i e u r e m c n t . N o s m é t h o d e s s ' a p p l i q u e n t d o n c p o u r 

n o u s d o n n e r u n e l i m i t e d e l ' a p p r o x i m a t i o n d ' u n e r a c i n e d e f 

p a r u n e r a c i n e d e g. 

O n p e u t e n f i n , c o m m e l ' a f a i t L i n d e m a n n , e n v i s a g e r d e s 

e x p r e s s i o n s d e la f o r m e aue%«-{- . . . - ( - ane^«, o ù les £ s o n t 

a l g é b r i q u e s e t les a e n t i e r s . L i n d e m a n n a m o n t r é q u ' u n e t e l l e 

e x p r e s s i o n n ' e s t p a s n u l l e . Il su f f i r a i t d ' e n c a l c u l e r u n e l i m i t e 

i n f é r i e u r e , e n f o n c t i o n d e l a h a u t e u r d e s n o m b r e s a l g é b r i q u e s \ 

e t d e s m o d u l e s d e s a p o u r p o u v o i r e n c o r e a p p l i q u e r les m ê m e s 

p r i n c i p e s . 

vm. 
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