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PREFACE.

La théorie de la croissance m’apparait chaque jour davantage
comme le fondement essentiel de la Théorie des fonctions. Ce
Livre aurait donc di, dans 'ordre logique, étre le premier de cette
Collection de Monographies. Mais 'ordre le plus logique n’est pas
nécessairement le meilleur, et il semble préférable d’attendre
encore quelques années pour entreprendre une exposition systé-
matique de la Théorie des fonctions ou la théorie de la croissance
jouera le rdle d’une Introduction dont les résultats essentiels
seront constamnment invoqués. Ce mode d’exposition entraj-
nera une simplification considérable, mais exigera ['emplor
d’expressions et de nolations nouvelles, qu'on ne saurait intro-
duire avec trop de prudence. Dans ce Livre méme, les Chapitres
d’applications ont été rédigés de maniére que leurs résullats essen-
tiels puissent étre compris indépendammment du systéme de nota-
tions exposé dans les prewmiers Chapitres.

Les matiéres traitées dans cet Ouvrage ont é1é, avec quelques
autres, l'objet de mon enseignement a la Faculté des Sciences de
I'Université de Paris pendant les semestres d’hiver 1goj-1go8
el 1g08-19oy. M. Arnaud Denjoy a bien voulu assumer la tiche
délicate de coordonner ces deux Cours, dont chacun avait dii cons-
lituer un tout complet et indépendant.

On sait que M. Denjoy s’est déja distingué par de profondes
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Vi PREFACE.

recherches personnelles sur des matiéres touchant de trés pres a
celles qui sont traitées ici; c'est dire & quel point sa collaboration
mm’a été précieuse; je liens & l'en remercier bien cordialementet &
prier nos lecteurs, s’ils trouvent quelque mérite a ce Livre, de
vouloir bien lui en attribuer la plus grande part.

Klingenthal-Otirott, 8 septembre 1gog.
. Emi.e BOREL,
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LECONS

SUR LA

TIEORIE DE LA CROISSANCE.

INTRODUCTION.

NOTIONS SUR LES SUITES ET SUR 1.A CROISSANCE.

Objet d’une étude de la croissance. — La notion de croissance
est 'une des plus simples et des plus immédiates de I’Analyse.
La suite des nombres entiers est, par définition, une suite crois-
sante. C’est dire qu’on v considére chaque terme comme plus
grand que tous ceux qui le précédent et, par suite, moins
grand (ou plus petit) que chacuu de ceux qui le suivent.

Le sens des expressions plus grand et plus petit étant défini
pour un couple quelconque de nombres réels, rationnels ou irra-
tionnels, positifs, négatifs ou nuls, une suite w,, u,, ..., Uy, - ..
est dite crotssante s’il y a entre deux nombres quelconques de la
suite une inégalité de méme sens qu’entre leurs indices.

Parallélement aux suites de nombres, nous envisagerons des
fonctions d’une variable continue croissant indéfiniment.

Une fonction f{x) est dite croissante, s’il y a entre deux
valeurs quelconques de la fonction, f(z’) et f(z”), une inéga-
lité de méme sens qu’entre les nombres 2’ et 2*, ou, en langage
&) — fla")

est positif, quels que solent les
r—T

équivalent, si

nombres distincts z° et z”.
Ceci définit f({z) =2« comme la fonection essentiellement
croissante.

E. B. 1
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Pl INTRODUCTION.

Une suite u,, une fonction f(z) sont dites décroissantes, si
la suite — u,, la fonction — f(z) sont croissantes.

Le but de la théarie de la croissance est de comparer la crois-
sance du terme u, d’une suite, ou de la valeur f(z) d’une fonc-
tion 4 la croissance des suite ou fonction types n et z, c’est-a-
dire de comparer, pour une suite, la valeur d’un terme 4 sonrang,
et pour une fonction sa valeur 4 celle de son argument, quand
le rang ou l'argument croissent indéfiniment.

Malgré la généralité de I’énoncé précédent, nous parviendrons
a des résultats simples, comme dans les autres branches des
Mathématiques. La raison commune en est que tous les Ctres
mathématiques désignables le sont avec un nombre fini de
mots (¢oir plus loin, p. 120 et suivantes).

Par exemple, pour définir une série, il faut donner la valeur
de u. pour toutes les valeurs de n. Il n’est pas possible de définir
tous les nombres u, avec un nombre limité de mots, s’il n’existe
pas une loi générale permettant de calculer chaque terme au
moyen de son rang, et elle-m&me exprimable en un nombre fini
de mots. Une remarque analogue s’applique aux fonctions
croissantes dont nous nous occuperons. 1l est naturel qu’entre
cette infinité d’éléments définis avec un nombre limité de mots,
il y ait un grand nombre de relations simples.

Les seules fonctions que nous ayons & envisager sont celles
variant toujours dans le méme sens ('), soit croissantes, soit
décroissantes. Nous pourrons ramener leur étude 4 celle d’une
fonction croissant indéfiniment, la variable croissant aussi
indéfiniment.

Car, si une variable z tend vers une limite finie ¢, en variant
1

toujours dans le méme sens, 'une des transformations z, =

I—¢C

sl z est déeroissant, z, — C_I - s1 z est croissant, la transforme
en une variable croissant indéfiniment. Si z décroit indéfiniment
par valeurs négatives, on atteint le méme but en substituant
az, z,=—2

Cela étant, en appliquant & chacune des variables y et z, qui
ne croit pas indéfiniment par valeurs positives, I’'une des trans-

(') Ou monoiones selon une expression surtout usitée en Allémagne.
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NOTIONS SUR LES SUITES ET SUR LA CROISSANCE. 3

formations précédentes, la fonction ) de z sera transformée en
une fonclion 3’ de z’, »* étanl une fonction croissante et infi-
niment grande avec z’.

Ce scral’ordre de grandeur de la fonction 3~ relativement a z’
qui fera, en pareil cas, 'objet de notre étude.

Limites d’une suite. — Afin de mieux préciser la croissance
d’une fonction ou d’une suite, nous serons fréquemment amenés
a2 en déduire d’autres fonctions ou suites dont la variation ne
sera pas, en général, monotone et au sujet desquelles nous utili-
serons les notions suivantes.

Soit une suite de nombres u,, sy ..., U,, ... supposés tous
réels.

Pour simplifier 'expos¢, nous représenterons chacun de ces
pombres par un poirt d’une droite, sur laquelle a été choisie
une origine et le point + 1 ('). 851 OA,=u,, A, est le point
représentatif ou affixe de u,. Nous allons étudier la distribution
de ces points sur I'axe Ou. Supposons qu’il existe un point P
qui soit & droite de A,, quel que soit n. Nous dirons que l'en-
semble A est borné & droite. On sait qu’il existe alors un point M,
appelé borne @ drotte de 'ensemble A, tel que: 12 'ensemble A,
ne posséde aucun point & droite de A,; 2° quel que soit le
point B & gauche de M, il existe au moins un point de 'en-
semble A, & droite de B.

Si M est laflixe de u, u est dit la borne supérieure de I’en-
semble u,. Ce nombre u est tel que, quel que soit n, w2 u,, et,
pour une valeur au moins de n, u,> uw—¢, quelque petit que
soit le nombre positif =

On définit de méme, quand il existe un point & gauche de
tous les A,, une borne a gauche, N, de I'ensemble A,. Si N est ce
point, et s’il est l'affixe de v, —v est la borne supérieure de
I'ensemble — u,,.

Rappelons la définition du point limile et certaines de ses
propriétés.

(') Pour abréger le langage, neus nous supposerons placés de telle sorte
qu’un mobile, parcourant la droite dans le sens positif, aille de notre gauche
vers notre droite.
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1 INTRODUCTION.

On dit que A est un point limite de ensemble A, si, dans le
voisinage de A, il y a une infinité de points A, ; d’une fagon plus
précise, si tout segment contenant le point A & son intérieur
contient une infinité de points de I'ensemble.

D’aprés cette définition, s1 une infinité de points de I’ensemble
coincident avec un point A, A' doit étre considéré comme un
point limite de cet ensemble.

Supposons d’abord que tous les points A, se trouvent sur un
secment PQ).

IV’aprés un théoréme classique, PQ contient au moins un
point limite (pouvant coincider avec P ou Q). En voicl la
démonstration.

Divisons PQ en 27 parties égales, p étant un entler déterminé.
Parmiles 27 segments obtenus, il y en a au moins un rui contient
une infinité de points. Je désigne par P,Q, le premier segment
jouissant de cette propriété qu’on rencontre en parcourant PQ
de P vers Q. On constate immédiatement que la suite des
segments P,Q, ou p croit indéfiniment est telle que chacun
PQ

Y4

d’eux soit contenu dans le précédent. De plus, P,Q,= tend

vers zéro. Done, les points P, et Q, tendent vers un point A
toujours compris entre eux. Ce point A est un point limite
pour l'ensemble, car il est évident que tout intervalle conte-
nant A & son intérieur contient tous les segments P,Q, a
partir d’'une certaine valeur de p et, par suite, contient une
infinité de points de ’ensemble.

Le cas le plus simple est celui oQ le point limite A est unique.
On dit alors que les points A, ont pour limite A et, en posant

OA = u, que u, a pour limite u. Il est aisé de démontrer I'identité
des deux définitions analytique et géométrique de la limite.

Dire que le point limite A est unique c’est dire que, quelque
petit que soit U'intervalle MM’ de longueur 2: ayant son milieu
au polint A, s1 nous retranchons de PQ tous les points intérieurs
a cet intervalle, le ou les segments conservés ne possédent de
point limite de 'ensemble ni 4 leur intérieur ni 4 leurs extrémités.
Ils ne contiennent donc qu’un nombre limité de points de
I'ensemble. Parmi ces points, 'un d’eux a un indice plus élevé
que tous les autres. Soit m cet indice. S1 n>m, A, est intérieur
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NOTIONS SUR LES SUITES ET SUR LA CROISSANCE. bl

a l'intervalle MM’, Par suite
lup—u| e,

Done, ¢ étant un nombre positif donné d’avance, 1l est possible
de trouver un nombre m tel que, pour n > m,

lwn— 1| <c.

D’apres la définition analytique de la limite, ¢’est dire que u,
tend vers wu.

Réciproquement, si u, a pour limite u, je dis que le point A,
tel que OA=u, est poinl limite unique de Pensemble des
points A,.

Soit, en effet, B un point distinct de A. Soit I la distance AB;
il existe un nombre m tel que, pour toutes les valeurs de n supé-
ricures 4 m, on ait

{
fup—u| < =+
2

- { .
Done, le segment de milieu B et de longueur , e contient pas de

points de I'ensemble A, qui ne soit dans la suite limitée A,
A,, ..., A, Il n’en contient donec pas une infinité, ct B n’est
_pas un point limite. A est donc le seul point limite.
Done, dans le cas d’une limite unique, il y a 1identité entre la
définition géométrique et la définition analytique.
Lorsqu’il n’y a pas une limite unique, la représentation
géométrique rend plus intuitif le sens de certaines notions.
Supposons que l'ensemble des points A, ait un nombre fini
de points limites, A, B, ..., K, qui sont les aflixes de a, b, ..., k.
Soient 2! la plus petite des distances mutuelles des points A,
B, ..., K, et = un nombre positif queleonque inférieur & 1. Si
T’on construit les intervalles, extérieurs les uns aux autres, de
longueur 2¢ et de milieux respectifs A, B, ..., K, les segments qui
restent, lorsqu’on retranche de PQ les points intérieurs a chacun
de ces intervalles, ne possédent pas de points limites a leur inté-
rieur ni en leurs extrémités et, par suite, ne contiennent qu’'un
nombre fini de points de I’ensemble. Soit m le plus grand de
leurs indices. Tous les points dont 1’indice est supérieur a m
sont & une distance de I'un des points A, B, ..., K (et d’'un seul)
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6 INTRODUCTION.

inféricure a ¢, et par suite, quel que soit n>>m, on a 'une des

inégalités (et I'une d’elles seulement)

w,— k| <e.

b, —al < e, |, — b | <k,

La suite considérée se compose donc de plusieurs suites par-
tielles ayant chacune un point limite unique. On obtient ces

. . T {
suites en donnant 4 = une valeur particuliére, - par exemple.
P

Alors, chacune des inégalités ci-dessus détermine une suite
tendant vers une limite unique, et tous les termes de la suite u,
se rangent dans 'une de ces suites partielles, sauf un nombre
fini d’entre eux qu’on peut répartir arbitrairement entre ces
suites. On peut dire que la suite totale a plusieurs limites.

Par exemple, étant donnée la suite ¢, ainsi définie :

14 1

Yoy = Yan41 ==

an 3!:’ 2/L3u~l’
pOSOUS
Yrty
Un =
vll
On a
- 1 1
Usy = 5 Uop+1==
n J‘ 2

. - 1 1
La suite u, dont les termes sont alternativement - et ;8 deux
3 et

points limites, % et -

Des circonstances beaucoup plus compliquées peuvent se
présenter, quand ’ensemble des points limites de A, ou ensemble
dérigé, contient une infinité de points, sans couvrir un inter-
valle (*). Nous nous contentons de signaler ce cas sans I’examiner,
son étude étant étrangére 4 notre objet.

Enfin, le dérivé de Vensemble donné, A,, peut contenir tous
les points d’un intervalle, bien qu’il soit impossible que tous ces
points appartiennent 4 ’ensemble A,. Donnons un exemple de
ce cas.}

Nous pouvons ranger dans une suite indéfinie toutes les frac-
tions comprises entre o et 1, et dont le dénominateur est une

(') Pour I'étude de ces questions voir Baire, Lecons sur les fonctions
discontinues.
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NOTIONS SUR LES SUITES ET SUR LA CROISSANCE. 7

puissance de 2, sans qu’une méme fraction soit répétée plus de
deux fois. Nous adopterons par exemple 'ordre

U=
uz—z‘ u:s—j,l;

] - 3 5 7.
ubzg’ g = g’ us—gs Itvzg,

La loi est évidente.

Tout point de P'intervalle o1 est un point limite pour I’en-
semble des affixes des u. En effet, si I'on écrit I’abscisse de ce
point dans le systéme de numération binaire, on peut toujours
supposer que le développement ait un nombre infini de chiffres,
Or, si on le limite au p'" ¢ chiffre, le nombre conservé est une

fraction de dénominateur

lpv et cette fraction tend vers le

nombre considéré. Ou encore, les fractions approchées & 57 prés

par défaut et par exceés du nombre considéré figurent dans la
. i T

suite. Or, elles différent du nombhre considéréide -5 AU plus.

Il est & remarquer que les points o et 1 sont aussi des points
limites. Ce sont évidemmient les points limites extrémes de
Iintervalle. Les valeurs o et 1 sont appelées, d’aprés Cauchy, la
plus petite et la plus grande des limites de la sulte u,,.

Extrémes limites d’une suite. — Ces notions, dues & Cauchy,
ont été étudiées ensuite par Paul du Bois-Reymond, qui a
employé les noms de limites supérieure et inférieure d’indé-
termination, puis par M. Hadamard dans sa Thése ('). Nous allons
les exposer, d’aprés ce dernier auteur, dans toute leur géné-
ralité.

Considérons la suite des alfixes A, A,,.. ., A,,... des termes
d’une suite. Supposons que tous les points A, soient compris
entre deux points fixes P et Q. Nous rangeons les points de PQ

(') M. Hadamard emploie la locution : plus grande (ou plus petite}
limite pour m infint.
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8 INTRODUCTION.

en deux catégories C, et C, de la facon suivante. Un point M
fera partie de C,, s1 'ensemble A, posséde une infinité d’élé-
ments & droite de M. Un point N fera partie de C,, s'il n'y a
qu'un nombre fini de points de A, a droite de N.

Tout point de PQ appartient & 'une ou & Pautre de ces deux
calégories. Tout point a gauche d’un point de C, appartient a C,.
Tout point & droite d’un point de C, appartient & C.. Dans ces
conditions nous savons que C, et C, définissent un point ., tel
que Lout point & gauche de x appartient a G, tout point a droite
de v appartient & C.. Rappelons briévement ce ralsonnement
classique.

Puisque tous les points de C, sont 4 gauche d’un point quel-
conque de C,, ils ont une borne & droite u, et u n’est a droite
d’aucun point de C,. Donge, tout point & gauche de u appartient
a C,, et d’ailleurs tout point & droite de p appartient & C,,
puisque 1 est la borne & droite des points de C,. (c. 0. F. D)

Quant & u, il peut appartenir selon les cas 4 C, ou 4 C..

Quelque pelit que soit =, Vintervalle de milieu u et de lon-
gueur 2: contient une infinité de points de P'ensemble A,
tandis que, au deld de cet intervalle vers la droite, 11 n’y a
qu’un nombre fini de ces points.

Donc, » est un point limite de 'ensemble A, et cet ensemble
ne posséde aucun point limite & droite de 4. Donc, u est le point
limite le plus 4 droite.

En général, étant donnés une infinité de points sur un seg-
ment PQ, il n’est pas sir qu’il y en ait un a droite de tous les
autres; mais, quand ces poinls forment le dérivé d’un ensemble,
on est, @ priori, certain qu'il en est ainsi, car tout point limite
du dérivé est un point limite de I'’ensemble A, et, par suite,
apparlient aussl au dérivé. Ln particulier, la borne 4 droite du
dérivé de A, appartient & ce dérivé et en est par suite le point le
plus a droite.

Relativement & la suite u, la définition analytlique de la plus
grande limite L sera la suivante. Quelque petit que soit le
nombre positif donné ¢, 'inégalité

w,>> L—¢

n’est vérifiée que pour un nombre fini ou nul de valeurs de n et
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NOTIONS SUR LES SUITES ET SUR L3 CROISSANCE. 9
Pinégalité
wp > —e

est satisfaite pour une infinité de valeurs de n.
Soit par exemple la suite

Lo,y o A, e

2 3 4 o] an 20+ 1
L’ensemble de ses affixes a deux points limites o et 1. La plus
.grande limite de la suite est 1.

On peut donner des définitions analogues de la plus petite
limite de la suite u,. Nous nous contenterons de la suivante, qun
les résume toutes :

Si — 1 est la plus grande limite de la suite

— Uy, — U3, vy — Uy, .y

I est, par définition, la plus petite limite de la suite

“y, U, -y Uiy

On emploie fréquemment les notations suivantes, dues a
M. Pringsheim :

lim w, = L, lim w, = (.
On a alors

m( “up) = I, him(-—u,)=— L.

Nous avons jusqu’ici supposé que tous les termes de la suite
restaient compris entre deux nombres déterminés. S’il n’en est
pas ainsi, afin de pouvoir conserver des énoncés généraux, nous
ajouterons, a 'ensemble des nombres réels, positifs, négatifs et
nul, les éléments 4+ x et — =, Par définition, le nombre 4+ =< est
supérieur a tout nombre réel, et le nombre — est inférieur
A tout nombre réel. De méme, sur un axe portant les affixes de
ces nombres, nous envisageons les points + oc et —oc. M étant
un point quelconque de cet axe, le point - o est & la droite
de M, et — = a sa gauche. A I'inverse de ce qui a lieu en Géo-
métrie projective, les points + o« et — o sont considérés comme
essentiellement distincts.

Nous dirons qu’une suite u, a pour limite 4 =, si, quelque
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10 INTRUDUCTION.

grand que soit le nombre donné X, il existe un entier m tel
qu’'on ait u, > X, sous la seule condition n > m.

Nous dirons que -} est 'une des limites d’une suite u,, si,
quel que soit le nombre donné X, il y a une infinité de valeurs
de n, telles que u, > X, sans que u, ait pour limite + .

5i une suite admet plusieurs limites parmi lesquelles 4 =,
nous dirons que la plus grande limite de cette suite est -+ =.

Nous dirons que ——ac'est, selon les cas, la limite ou I'une des
limites (et alors la plus petite) de la suite u,, si1 + o est la
limite ou l'une des limites (et alors la plus grande) de la
suite — u,,.

On prévoit que, lorsque nous aurons 4 envisager la plus grande
et la plus petite limite d’une suite, nous rencontrcrons les quatre
types de cas suivants : L et ! étant deux nombres finis, les plus
grande et plus petite limites sont respectivement : 1° L et [;
20 Let—oxc; 30 Lxwetl; 4° +xet —o,

Ezxtrémes limites d'une fonection. — On peut définir des
nombres analogues pour une fonction de z dont la variation
est arbitraire quand z tend vers une valeur, que nous suppo-
serons étre - ac.

Nous dirons que f(x) a pour plus grande limite L, quand z
tend vers - o, si, quelque petit que soit le nombre donné = :
19 les valeurs de z, telles que

f(x)> L +¢,

sont toutes inférieures & un certain nombre; 20 il y a des va-
leurs de z supérieures & tout nombre donné & 'avance et telles

que
flz)y>L—e
On écrit alors
lim f(x)=L.

La plus petite limite de f(z), quand z tend vers + =, est [,
si —1[ est la plus grande limite de — f{x), pour 2 =~+=. On
écrit

lim f(@)={,

T=-+ =
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etlest défini par l’égalité

lim f(z)=— lim [—/(z)].
M r=

On peut rattacher I'une a 'autre les notions de plus grande
et de plus petite limite pour une fonction de variable continue et
pour une suite de nombres dépendant d’un indice entier.

Considérons une suite de nombres stendant vers -~ par
valeurs toujours croissantes, N, N,, ..., N,, ..., ”par exemple
une suite d’entiers croissants. Solent M, et m, la borne supé-
rieure et la borne inférieure des valeurs de f(z), pour

NpSx Ny
Je dis qu’on a
lim fir)=1mM,
X =+ 2
et .
im f(z)=limm,.
r=+ -
Démontrons, par exemple, la premiére de ces deux égalités.
Soit L la plus grande limite de la suite M. Je dis que
L= Tim f(=x).
J= oo
Je vais montrer que, quelque petit que soit le nombre positif
donné ¢ :
1° Les valeurs de z, telles que

Sy > Lo,
ne dépassent pas un certain nombre fini. En effet, puisque
L —TlimM,,
il existe un entier m, tel que la condition p>>m entraine

Mp<<L+s.,
Comme pour
Np§x§1\p+l

on a
S(®)EM,,
pour
xZNm+I
on a
flz) <<L+e
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19 INTRODUCTION.

Done, les valeurs de z qui donnent a f(#) une valeur supé-
rieure 4 L +4: sont inférieures & un nombre fini, au plus égal
é‘iNm_Fl-

2% J1 v a des valeurs de z dépassant tout nombre donné et
telles que

Slz)y>L—c¢.

En effet, d’aprés la seconde propriété caractéristique de L,

exprimee par
L=TimM,,

il y a une infinité de valeurs de p, telles que
€
V> L=t

D’ailleurs, puisque M, est, pour N, Sz <N,.,, la borne supé-
rieure de f{z), il existe une valeur z, de z satisfaisant a

v <o <N
hIl:-"‘p%\p-ﬁ—l

et telle que
Slx) > M, — i

On a donc
f(xp)> L—e.

Comme z,” N, et que p peut prendre une infinité de valeurs,
il en résulte que les nombres z tels que

Slx)>1l —e¢

dépassent tout nombre donné & 'avance.
Il est 4 remarquer que cette derniére démonstration ne sup-
pose nullement /(z) continue. 51 ]'on introduit celte hypothése,

on peut faire N
Slrp) =My,

ce qui simplifie légerement la démonstration.

Les mémes opérations peuvent s appliquer au calcul des
limites extrémes d’indétermination d’une suite. Cela revient¥a
remplacer, dans cette suite, des groupes d’un nombre limité de
termes consécullfs, soit par le plus grand, soit par le plus petit
de ces termes.

Enfin, signalons une derniére définition qui n’est pas sans

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



NOTIONS SUR LES SUITES ET SUR LA CROISSANCE. 13

analogie avec la précédente. Considérons la suite w,, u, ., « ...
Solent M, et m, les bornes supérieure ct inférieure de cette suite,
bornes qui peuvent étre +x ou —x. Les nombres M, ne vont
jamals en croissant avec n, et d’ailleurs ils restent supérieurs a
I'un quelconque des nombres m,. Les nombres M, tendent
donc vers leur borne inférieure L. Ce nombre L est la plus
grande limite de la suite u,. Pareillement, la borne supérieure !
de la suite m, est la plus petite limite de la suite u,.

Si Pon étudie une fonction /f{z), on définit les deux fonctions
M (z) et m (x) qui sont les bornes supérieure et inférieure de
J(X), pour X2z, La fonetion M(z) ne croit jamais et est
bornée inférieurement. Sa borne est sa limite. Cette limite L est
la plus grande limite de f{z). De méme la borne supérieure [ de
m(zx), qui est en méme temps sa limite, est la plus petite limite

de f(z).
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CHAPITRE L.

LA NOTATION DES ORDRES TYPES DE CROISSANCE.

Sans qu’il soit préalablement nécessaire de puiser des
exemples dans les trés nombreuses questions ol intervient la
notion de croissance, le lecteur admettra I'intérét actuel d’une
théorie générale et abstraite des ordres de croissance. Son utilité
sera au reste démontrée par les applications que nous en ferons
et auxquelles seront consacrés les deux derniers Chapitres de ces
Legons, dont les trois premiers sont employés a I’établissement
de la théorie.

Nous allons d’abord envisager certains types fondamentaux
de fonctions croissantes. A chacune de ces fonctions nous adjoin-
drons un signe qui nous servira & noter son ordre de croissance.
Nous définirons ensuite des opérations sur les ordres, qui nous
permettiront de noter, par des combinaisons des signes élémen-
taires, les ordres de fonctlions formant des classes de plus en
plus étendues. A chacune de ces combinaisons correspondra une
fonction unique, et réciproquement. Ainsi se trouve bornée la
matiére de notre premier Chapitre.

Mais, parmi les fonctions, beaucoup plus générales, dont les
procédés précédents ne nous permettent pas de noter 'ordre,
nous retiendrons celles dont la croissance est la plus voisine des
premiéres, et sera appelée par nous réguliére. Nous noterons leur
ordre au moyen méme des expressions servant pour les fonctions
types volsines, mais en adjoignant a ces expressions un signe
distinctif (parenthése). L’étude de ces croissances fera I'objet
du second Chapitre.

LEnfin le troisitme Chapitre sera consacré aux modilications
apportées & I'ordre de croissance d’une fonction par I'intégration
et la différentiation de cette fonction.
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Les généralités exposées dans 1'Introduction étaient indis-
peunsables pour introduire certains nombres caractérisant la crois-
sance des fonctrons. Ces nombres seront définis comme des limites
de fonctions ou de suites. Lorsque nous aurons des fonclions
ou des suites ne tendant pas vers une limite unique, ce seront
la plus grande et la plus petite limite que nous envisagerons.

Montrons par un exemple comment la connaissance de cer-
tains nombres et de leur signification peut nous fournir, avec
précision, certains renseignements essentiels sur la croissance
d’une fonetion, relativement & la croissance de la variable z,
prise pour étalon de croissance.

Soit la fonction

7 =xtlogx (2 + sinz)lomnr,
(Nous conviendrons de noter
foglogr = logaz, loglngp,z = log,iq2.)

Le facteur le plus croissant dans j est évidemment z2 For-
mons le rapport

logy
logz’
on a
logy =alogx +logex + logyx < log(2 + sinz).
Donec
logy . log, 2z - log;z =< log(2 +sinz)
- = 2 +
logz logx logx
et, par suite,
.o
(1) lim —8Y .,
logx

Ce nombre 2 nous renseigne déja utilement sur la croissance
de la fonction. Mais les fonctions

5

B N r
yi=atlogie,  gw=

og

nous auratent conduit par la méme opération a la méme hmite 2.

Formons la différence log — 2 logz et cherchons si son rap-

port alog,z tend vers une limite. Il en est effectivement ainsi et
logy —a2logx

I} _— Y =
(2) .x:‘Tw logsx :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



16 CHAPITRE 1.

Ce nombre 1 nous donne une seconde approximation trés
précise sur la croissance de f. 11 est maintenant naturel de cher-

cher si
logv —-2loge —log,x

logyx
tend vers une limite.
Ce rapport est égal a

log{2 + sma). .

Il oscille entre o et log 3. el nous n’avons plus de résultat
précis. Nous connaissons cependant la plus grande et la plus
petite limite du troisiéme rapport examiné, mais il nous est
impossible de tenter une quatriéme approximation.

En tous cas, les propriétés essentielles de la fonction relati-
vement a la croissance sont indiquées par la signification et la
valeur des nombres trouvés 2, 1 et o, log 3.

Ordres fondamentaux de croissance. — Les [onclions que nous
_étudierons d’abord et qui nous fourniront les étalons fonda-
mentaux de croissance sont les puissances de la variable et les
fonctions exponentielle el logarithmique.

Nous envisagerons ensuite les fonctions se déduisant des pre-
miéres par composition de ces fonctions entre elles, puis
(Chapitre III) par intégration et différentiation.

La fonction logarithmique se rattache ainsi aux puissances

de la variable, puisqu’elle est la primitive de Jlr L’importance

de la fonction exponentielle résultera pour nous, d’abord du
fait qu’elle est I'inverse de la fonction logarithmique et en-
suite du fait que sa dérivée lui est égale et a, par suite, une
croissance identique & la sienne.

Nous rappelons, une fois pour toutes, que la fonction et la
variable sont toutes deux des infiniment grands positifs. Nous
prenons pour infiniment grand principal la variable z, et nous
convenons de dire que son ordre de grandeur est identique 4 1.
Nous dirons de méme que, n étant un nombre positif fixe quel-
conque, l'ordre de grandeur de z# est identigue 4 n. Dans la
suite, nous conserverons cette définition, si n est négatif ou
nul.
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LA NOTATION DES ORDRES TYPES DE CROISSANCE. 17

La fonction exponentielle % croit plus rapidement que n’im-

porte quelle puissance de z. On a

e

AP =T

quel que soit le nombre n. Nous avons 1a un premier exemple
d’un fait général, et qui constitue une -différence essentielle
entre les suites de nombres et les suites de fonctions. Consi-
dérons la sulte de fonctions z, 72, 2% ..., 27, .... Chacune
d’elles croit plus rapidement que towtes celles qui la précédent.
Si ’on donne & z une valeur particuliére supérieure 4 1, par
exemple 2, on obtient la suite 2, 4,8, ..., 2%, .... Aucun
nombre A, donné, n’est supérieur & tous les termes de cette
suite, puisqu’elle tend vers 4 oc.

Et cependant,er a [a propriété d’augmenter plus rapidement
que toutes les fonctions de la suite. Done, d’une part, quelle
que soit la valeur fixe a donnée & z, il est possible de trouver
une valeur n, telle que pour n>>ny, on a

a’ > ed,

et d’autre part, quel que soit le nombre fixe n choisi, 1l existe
une valeur b de z, telle que z > b entraine " < e,

Nous pouvons dire, en un certain sens, que pour z = - o,
e” est plus grand que chacune des fonctions de la suite, bien
que, pour toute valeur finie de z, e’ ne surpasse qu’'un nombre
limité d’entre elles.

En utilisant la représentation géométrique des fonctions, la
courbe y = e?, pour certaines valeurs de z, est située au-dessous
de la courbe y = x*, n ayant une valeur fixe, mais finit par la
dépasser.

On désignera 'ordre de croissance de e” par le symbole w, a
cause d’évidentes analogies entre cette théorie et celle des
nombres transfinis de Cantor. L’ordre de croissance de z/ est n.
Le fait que

. e
Im — =+ x
2z v L

s’exprime par w >>p,
E. B.
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Le nombre w que nous introduisons dans la numération des
ordres de croissance est donc supérieur a4 tout entier. Nous
dirons que w note identiquement 'ordre de e”.

Les opérations sur les ordres de croissance. — Nous allons
définir des opérations sur les ordres de croissance. Ces défini-
tions seront valables quelles que sorent les notations que nous
serons conduits 4 adopter par la suite.

Mais, dés maintenant, indiquons la distinction fondamentale
que nous ferons entre deux sortes de notations: 1% une notation
sera dite désigner identiquement un ordre de croissance quand
elle désignera I’ordre de croissance d’une fonction unique par-
faitement déterminée; ainsi, n et w notent identiquement les
ordres de z” et de e” respectivement; c’est de ces notations
uniquement que nous nous occuperons dans ce Chapitre;
29 nous introduirons au second Chapitre des notations dont
chacune désignera non plus une fonction unique, mais toute
une classe de fonctions possédant en commun une méme allure
de croissance.

Soient o, da, ..., o, des expressions désignant identiquement
divers ordres de croissance. Il existe, pour chacun de ces ordres,
une fonction et une seule possédant identiquement cet ordre.
Soient fi, f4, ..., fp ces fonctions.

Effectuons sur £, fa, .. ., fp unc opération déterminéc A, telle
que produit, dérivation, opération fonctionnelle quelconque.
Soit F la fonction résultat de cette opération. Nous dirons
que nous avons effectué une certaine opération A’ sur les
ordres oy, o, ..., 2, et que lordre o de F est identique au
résultat de cette opération. Nous définirons A’ en définissant A,
Nous adopterons une terminologie pour désigner les diverses
opérations A’, et des signes d’opération pour représenter, par
une expression composée avec oy, %, ..., %p, le résultat d’une
opération A’ effectuée sur ces ordres. Par convention cette
expression notera ideniiquement 'ordre de F.

Considérons ‘d’abord, comme opération A, le produit. Nous
posons F=f, fu ... f,. Nous appellerons l'opération A’ cor-
respondante l'addition des ordres de croissance, et l'ordre =«
de F sera appelé la somme des ordres a,, 2,4, ..., 25, somme
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qui sera représentée par

LT -2 T L R
Si done [y, fay - .., fp sont des fonetions parfaitement déter-
minées par la connaissance des ordres a,, o, ..., 2p, noOUS

dirons que la notation a4 a3+ ...+ «, désigne identiquement
l’ordre de F. Nous écrirons

A =04+ Ag+...+ Xp-

Dans le cas ol oy, &, ..., 2, sont des nombres arithmétiques,
I'ordre de F est a priort un nombre de méme nature, que nous
pouvons calculer directement d’aprés Pégalité F=f, f4 .. .. fp.
Soient donc ny, ry, ...,n,les ordres identiques de fy, /o, .- -, fp
On a

J1=xM, Jo =z, caen

Donc
F = i+ a+.. Sy,

Ainsi Pordre de F se trouve étre identique au nombre arith-

métique effectué n,+ n, +. ..+ np. Or, d’apres les conventions
relatives & l’addition des ordres, 'ordre de F se note aussi
identiquement n, 4+ ny4-...~4 n,. Done, dans cette expression,
ou chaque terme désigne un ordre de grandeur, et ou, a prior,
les signes + utilisés n’ont rien de commun avec ceux de ’Algebre,
il est loisible de procéder comme s’ils avaient le méme sens,
quand n,, ny, ..., n, sont des nombres arithmétiques, et de rem-
placer 'expression par la somme arithmétique eflectuée.

La définition donnée de Yaddition des ordres de croissance
montre immédiatement que cette opération est commutative,
¢’esl-a-dire que dans une somme d’ordres on peut intervertir
Pordre des termes, et associative, c’est-a-dire qu’on peut rem-
placer plusieurs d’entre eux par leur somme effectuée, ou inver-
sement décomposer certains d’entre eux en une somme d’autres.
Tout cecl est une conséquence immédiate du fait que le
produit f, f, ... f, jouit des propriétés commutative et associa-
tive.

En particulier, on pourra grouper ceux des lermes qui sont
des nombres arithmétiques, et les remplacer par leur somme
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effectuée. Dans la définition donnée de I'addition des ordres,
rien ne s’oppose 4 ce que certains de ces ordres, ou méme tous,
solent négatifs. On pourra grouper tous les ordres positifs ou
négatifs et les réduire & un seul par vole d’addition algébrique.

A titres d’exemples, ordre de z” e* est identique & n 4
ou w-- n. Celul de ; est identique a4 w— n. Celul de e? X e*

est w4 w. L’opération que nous allons immédiatement définir
nous}permettra d’écrire

W+w=72 Xt

(mais non pas : o+ w=w X 2).

Passons & la multiplication des ordres de croissance. Prenons
comme opération A la composition des fonctions. Soient, tout
d’abord, deux ordres seulement «, et «,, fi et f» les fonctions
uniques dont les ordres sont identiquement désignés par «,
et oy, Nous posons

F=/fi] flx)]

D’une fagon précise, dans la fonction F= f,(y), nous consi-
dérons y comme la fonction de z égale & fi(z). F est alors une
fonction de z, et, pour la calculer pour chaque valeur de z, nous

2 2 J
y remplagons y par son expression en z, ce qui nous conduit &
I’écrire

F = fil fa(x)).

On dit encore que F est le résultat de 'opération fonction-
nelle f, appliquée a /, (x).

Nous appellerons Popération A’ correspondante la multipli-
cation des ordres de croissance, et 'ordre 2 de ¥ sera appelé le
produit de 'ordre o, par I'ordre =, (et non pas a, par z, ), pro-
duit qul sera représenté par x,X 2, OU 2,.%, Ou méme %, %
s’1l ne peut pas en résulter de confusion.

La multiplication des ordres donne lieu 4 des remarques
analogues a celles de I'addition.

S1 fi, f2 sont parfaitement déterminées par la connaissance
des ordres o, x., nous dirons que la notation =, X a, désigne iden-
tiquement I'ordre de F. Nous écrirons

& =2y X %Ay.
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Examinons le cas ol 2, et o, sont des nombres arithmétiques:
Siay=n,, 2,=n, on a

Sily)=ym, Sa(z) = z™.
Donc
F = iy,

L’ordre de F se trouve étre identique au nombre arithmé-
tique effectué n,ns. Done, dans I'expression n, X n,, ol n, et n,
désignent des ordres de grandeurs arithmétiques, el ol a prior:
le signe X utilisé n’a rien de commun avec celui de 1’Algébre,
il est loisible de procéder comme s’il avait le méme sens ct de
remplacer Pexpression par le produit arithmétique effectué.

La multiplication des deux ordres est commutative quand ces
ordres sont des nombres arithmétiques. Mais dans le cas général
elle ne possede pas cette propriété.

On n’a pas

$lo(x)] =l (2]

Ainsi

sine¥ £ egsinr,

On définit d’une maniére entiérement analogue le produit
de plusieurs ordres ay, as, ..., 2,, rangés dans Uordre indiqué.
D’une facon générale, ce produit est le produit de l'ordre =z,
par 'ordre 23X 23X ... X 9,. Le produit de deux ordres étant
défini, ceci fait connaitre le produit de trois, quatre, ... ordres,
quel que soit I’entier p. .

Dans un produit de plusieurs ordres on ne peut pas intervertir
Yordre des facteurs, mais on peut grouper plusieurs facteurs
consécutifs, et les remplacer par leur produit effectué, sil’on sait
noter ce produit.

En effet, prenons par exemple le cas de quatre facteurs oy, .,
o3, 0;. Posons

F=Ffi(y) ¥ = fa(3), z=f3(1), t = fi(x).

F, y, z, t sont des fonctions de z. L’ordre de ¢ est a,, celui
de z, a3 X 2, celul de y, aouzay, celul de F, a,002;5a,. Or, il est
évident que, si

g(e) = /ol f5(0],
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les deux égalités ot figure z peuvent étre remplacées par
¥ =Lfa(2)],

sans que I'expression de F en z change. Or, Pordre de /. [ fi(z)]
est «,.a;. Done ordre de F est aussi

ap > Ay Ay X Ay

C’est pareillement

ay oy > ag X a

et par suite

oy g Ay Ay

(’est aussi par définition

Ay > g X ag.d, et a3 > apAgd,.
Au point de vue de la distributivité, 'expression
B Ry %3 .o %p

ne posséde pas, en général, cette propriété, c’est-a-dire que
cet ordre ne définit pas la méme fonction que

oy XX Ug— Ay X Az —a ...
FEn effet, si

F=/fi(y) e y=filz)xfi(z)x...xf,(z),
on a en général
F = Al (@] < fil fala)] <. ...
Mais ’expression
By b %y ..t g K
est distributive. Car, si

F=/faly)<faly)x...

et si
Y :f‘(x)1

F=/filfitz)] < fil filz)] ...,

on a

dont 'ordre est aussi

o XX Ay A3 XX Ap e an
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A la multiplication de plusieurs ordres se rattachent Pité-
ration et I'inversion des fonctions. L’itération d’une fonction ¢
est le produit de plusieurs opérations fonctionnelles identiques
a o. La fonction obtenue est a la fonction de fonction ce que
la puissance d’un nombre est au produit de deux nombres
distincts.

Nous écrirons

ole(z)]=2(=),  wlep(z)] =gper(2).

v4(z) a pour ordre Pordre de 2(z) élevé a la puissance h. Si
©(z) a son ordre identiquement noté par z, nous conviendrons
de noter identiquement par o* ordre de ¢x(z). En particulier,
si I'ordre de » est un nombre arithmétique n, cette convention
conduit & noter n*® Pordre de w,. Comme $=2z", 9, =gz,
Notre convention se trouve donc dans ce cas particulier se
réduire & une convention antérieure.

11 est aisé d’étendre les définitions ct les formules au cas ol A
est un entier négatif ou nul. Il suflira de convenir que la relation

¢len(2)] = eun(z)

subsistera, méme si A—1 cst négatif ou nul, et alors on peut
définir de proche en proche @4 pour les valeurs décroissantes et
négatives de h.

On a
¢o(2) =,
en faisant h=1.
On constate ainsi la validité de la notation 2°=1, quel que

soit Iordre a.
La fonetion ¢ () est définic par I’égalité
¢loa(x)] =z
Or, sil’égalité y = o (x) résolue par rapport a # donne z = 0(y),
on sait que la fonction § est appelée la fonction inverse de o.
Donec

8(z) == o1 (7).

I’ordre de »_, est appelé I'inverse de 'ordre de ¢ et si ce
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. - 1 - .
dernier est «, le premier se note - ou a~'. En particulier,
x

. - “ !
I'inverse de 'ordre n est 1dentique a -

En itérant la fonction inverse, on obtient les fonctions

?—"('T\.' R '77711(’11)

et Pordre de ¢ 4(z) est a2
Soit a trouver I’ordre dela fonction inverse de o [4(z)], sachant
que o et 3 sont respectivement les ordres identiques de o et .
Si o[¢(2)] = F(z), si o, 4, i sont les fonctions inverses de
o, %, F, on a
L‘;‘l[?l(x)] = Fx(»’”)»

comme on le vérifie par

FIF,(2)] = .

L’ordre de Fest X 3. Celui de F, est done ! 7" Mais 'ex-

. NS
- pression de F', montre que cet ordre est auss1 ; X
o 24

Donc
T 1 o 1
Ba B
et, en général,
Lo
8 a RES
La notation des ordres usuels. — Appliquons & la composition

entre clles et & I'itération respective des fonctions e” et z” les
régles de la multiplication des ordres.

L’itération de la fonction e# donne d’abord ec” dont I’ordre
est w?, puis e dont I'ordre est w3, etc. Nous savons done ce
que représente w”, n étant un entier quelconque. On obtient
ainsi une suite de fonctions de plus en plus rapidement
crolssantes.

Cependant, il est possible de trouver une fonction dont la
croissance dépasse celle de chacune de ces fonctions. C’est une
application particuliére du théoréme suivant, di a P. du Bois-
‘Reymond : 8¢ lon considére une suile dénombrable de fonctions
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i (2), -y Pu(Z), - - -, on peut trouver une fonction f(z) telle que
lim M = A4 ®, P
r=o ﬁ?u(x‘)

quel que soit n.
En effet, pour  — n, choisissons f(n) égal au plus grand des
nombres :

2+
MaxiH o (), ..., Max? o, (2),

en désignant par Max%o(z) la borne supérieure de 3 (z) dans
Pintervalle «3. On a

Jin)>oi(z)
pour
rolx < n+1 (i=1,2...,n);
et évidemment -
S(n+1)z f(a).

Si done f(z) est choisi pour n <z <{n+1 simplement crois-
sant, variant linéairement par exemple, la fonction f(x) ecst
aussi définie pour toute valeur de z et 'on a

S(x)Y> g, () pour r2n.

. - . . np (2
Si, quel que soit n, il existe un nombre p tel que ?w'[%
°n
tende vers 4 o avec-z, il en sera de méme de :(:;)) Cette
‘n

hypothése est d’ailleurs superflue, car, H (z) étant une fonction
tendant vers - o, en posant
F(z) = f(2)>x H(z),
on a
F(z)

re=t o () -

quel que soit 'indice n.

En particulier, 1l existe des fonctions croissant plus rapide-
ment que celles d’ordre w, w2, ..., w7, ,... )

Ces fonctions resteront extérieures au cadre de notre étude.
Nous ne les rencontrerons qu’exceptionnellement dans les
théories générales qui sulvront, et jamais dans les applications
que nous donnerons de ces théories, Ces fonctions limitent le
champ de nos recherches de la méme facon que dans les sciences

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



26 CHAPITRE 1.

d’observation;’expérimentation se limite actuellement aux phé-
noreénes observables parle microscope d’une part et par le téles-
cope d’autre part. En somme, nous devons imposer une borne
aux ordres de croissance objet de notre étude, cette borne
étant d’ailleurs laissée & notre choix ('). Ce fait est une consé-
quence nécessaire du théoréme de P. du Bois-Reymond. Pour
épuiser les ordres de croissance, il faudrait déterminer une suite
de fonctions telles que toute fonction soit dépassée par I'une
d’entre elles. Or, ceci n’est pas possible. Il faut done se borner.
Quand on cherche & rendre concréte la théorie des nombres
transfinis, on se heurte de méme & I'impossibilité de désigner
tous ces nombres par un nombre fini de mots, ou de symboles,
parce qu'a un nombre fini de mots ou de symboles ne corres-
pond qu’une suite dénombrable de nombres transfinis, et alors
il existe un nombre non encore nommé qui est supérieur 4 tous
les nombres de la suite.

Notre limitation consistera & n’envisager que des fonctions
d’ordre inférieur & w?, n étant un nombre entier fini.

Les puissances négatives de « se définissent immédiatement.
Ainsi w™! est I'ordre de la fonction inverse de e, qui est log x.
De méme, w2 est 'ordre de log log =z ou log,z, w7 est 'ordre
de log,=.

Ces fonections logz, log,z, ..., log,z, ... augmentent de plus
en plus lentement. Il existe cependant des fonctions croissantes
et croissant plus lentement que chacune des fonctions de cette
suite. En effet, désignons par e,(z) la fonction inverse de
log,z, et considérons une fonction /() croissant plus vite que
ep () quel que soit Pentier p. La fonction inverse de f croit
plus lentement que la fonction inverse de e,, ¢’est-a-dire que
log,z. Rappelons briévement pourquol, étant données deux
fonctions f et o, croissantes et telles que f(x)>¢(x), pour
toute valeur de z, leurs inverses f, et », donnent lieu a I'inéga-

lité fy(z) <ei(z). On a
SLS1(x)] = glo(x)] = =.

(') C’est 1a la différence avec les sciences d’observation : on pourrait
choisir une autre limitation ; mais il est nécessaire d’en choisir une.
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Donnons & z une valeur particuliére. Il est impossible que
Ji(z) 2%, (z). Car, 8’il en était ainsi, on aurait
elpu(@)] = e fi(2)].
Or o[fi (z)] <[f[/i(z)] par hypothése. On en conclurait
el (2)] < fSf1(2)],

ce qui est inexact, puisque les deux membres sont égaux a z.
Done,
Silz) <oy(x).

La démonstration qui précéde se généraliserait évidemment
par le théoréme sulvant :

Etant donnédes une suite Biy D2y ey Oa de fonctions indéfi-
niment croissantes, il existe une fonction f indéfiniment croissante
et telle que

tim 7,

r=-+n ‘{—u(z‘) -
guel que soit ’entier n choisi.

En voici une démonstration directe.
Puisque les fonctions o, ¢, ..., 2. en nombre fini croissent
indéfiniment, il existe un nombre z, tel que, pour = z,, on ait

'-?i> n-+1,
pour toutes les valeurs 1, 2, ..., n de I'indice z.
Je pose
S(xa)=n.

Je choisis maintenant les valeurs de f(z) pour z 2z, en leur
imposant la seule condition d’étre croissantes, ce qul est pos-
sible, puisque

f(z'n) < f(®na1)e

Je dis que la fonction f(z) ainsi définie est telle que
Sflz) <w,(z), pour x Zx,.
En effet, soit p un entier supérieur ou égal a n. Dans P'inter-
valle z,22%z,,,, on a
Pul(Z)> p+1.
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28 CHAPITRE 1.

Donc ©,(z) > f(z), puisque f dans cet intervalle varie en
croissantde pa p + 1.
S1, quel que soit n, 1l existe un nombre p, tel que %

’ 1 . .
tende vers zéro avee S’ onaurag fortiori

lim f(x) =0

M=+ w ':Pn(-z') o

S1 Ton ne veut pas introduire cette hypotheése, il suffit de

considérer la fonction /f.

Ona
lim Y/
X+ o ‘?n(x) ’
puisque g< \—'ffpour 2 x,.

En particulier,la fonction fégale 4 p pour 2, =e,(p) et crois-
sant selon une loi arbitraire, entre deux points z, consécutifs,
croit moins vite que log,z, quel que soit p, et par suite, puisque
log, > Sflax)

log, = log,z

grand que soit I’entier p choisi.

est infiniment petit st p <{gq,

tend vers zéro, quelque

Remarquons, pour terminer ’étude de I'itération de la fonc-
tion e%, que les ordres de croissance donnent lieu 4 I'identité

WX Wi = W+,

d’aprés le principe de Passoclativité des exposants super-
posés. N ’

La multiplication des ordres de grandeur ou figure w présente
de plus grandes difficultés. Elle n’est plus commutative, comme
celle des ordres arithmétiques.

Considérons la multiplication des ordres n et w.

Cherchons la fonction d’ordre nw,. Dans la fonction 7, je dois
remplacer y par e”. Donc, nw est identiquement I’ordre de e27.

Cherchons la fonction dont I'ordre est identique 4 wn. Dans
la fonction e’, je dois remplacer y par z”. Jobtiens la fonc-
tion e",

La fonction d’ordre pwn est e?*", Des deux facteurs p et n,
séparés par w, c’est manifestement le second qui est le plus
important. Quelque petit que soit le nombre fixe o, et quel

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LA NOTATION DES ORDRES TYPES DE CROISSANCE. 29

que soit le nombre positif p, on a
wXxXn—a pwn<wxXn-+ %

Nous allons voir au contraire que, de deux facteurs numé-

. ’ ’ [ . .
riques séparés par — le plus important est le premier.
Faisons le produit de n par (% On obtient comme fonction
correspondante (logz)”. Le produit de i par p donne
logzr = plogw.

De méme n&p est ordre de p”(logz)”. On a, quel que soit le

nombre positif «,

1 [ 1
n—axX — < Nn—p< n-+a-—:
. w (0]

g

Ces remarques nous seront utiles pour la notation des
ordres parenthéses (Chap. II).

La combinaison de w avec les ordres arithmétiques permet
de mnoter la modification qu’introduit dans une fonction
la multiplication par un facteur constant ou méme ’addition
pure et simple d’une constante.

Soit a noter 'ordre de az”. On a

axt = log ez = log(ex")a.
. . . L1 .
L’ordre de la fonction az” est donc identique & —awn. S1
[O)

. . I 1
a =1, cette expression devient —-1.wn. Comme —-1.0 =1 (1),
w w

(') Pour la généralité des notations il convient d’examiner les cas ou,
dans une expression d’ordre, un nombre arithmétique devient égal &4 1 ou
4 0. 1 est l'ordre de x; 0 est celui de z° =1, Dans un produit un facteur égal

, & 1 peut étre supprimé. Un facteur égal & o rend inutiles tous les facteurs
suivants et entraine la constance de la fonction dont on exprime l'ordre.
Sil’on accepte nettement 'utilisation de 0 comme signe d’ordre, on a 'avan-
tage que la multiplication d’une fonction par une constante ne fait qu'ajou-
ter un terme & l'ordre de cette fonction sans modifier les termes déja éerits.
Au lieu d’écrire l'ordre de a9 (z), ¢ (z) ayant son ordre noté identiquement

1 I .
par a, sous la forme —aw2, on peut le noter o 4+ —awo. D’ailleurs
. w w

1 I
—awo= — e lwly=,,,.
w w?
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elle se réduit & n, Mais, si @ 74 1, I’expression ne peut pas se sim-
plifier.

On peut aller plus loin et distinguer une fonclion de celle
qui n’en différe que par une constante additive a. Cherchons
un ordre qui soit identiquement celui de z# + a. On a

o T a
@+ a =logerra=loger > ex" = log, e xes = log,(ee™" )e?,

Cet ordre est

1
— e¢?win.
w2

St a = o, cette expression se réduit 4 n. 51 a * o, elle ne se
simplifie pas et la fonction dont 'ordre lui est identiquement
égal est 27+ a. '

Une interversion dans I'ordre des facteurs modilie profondé-

. “ - . [
ment 'ordre de croissance. Ainsi, la fonction d’ordre wa—n

est e, 51 a > 1, cette fonction croit plus vite que z#,
quelque grand que soit le nombre fixe p. 51 au contraire a <1,

malwn<é, quelque grand que soit p, et cependant, comme

cette fonction, si @ est positif, est plus croissante que logz, on a

.
1 1 1

Sl wa—n < —,

w w

avec o0<a <1 et p>o.
Donnons quelques exemples, afin de¢ familiariser le lecteur
avec le systéme de notations exposé.

On a

rx —= exlngx_

L’ordre de 2* est donc

I
w X[ —-
w

Cect est évidemment différent de w41 qui est 'ordre de ze?.
On a de méme : yo=¢""Y, 5i donc = est identiquement

(]

Pordre de y, Pordre de y* est identique a w [1 4 L aJ

L’ordre de ¥ est de méme w [n + &a] Soit y = e*”, L’ordre
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de )™ et © [n + ém m], ce qui se réduit & w X m 4 n, résultat

mEn

évideny g prior: puisque (e7")?" = e=™ ",
Toe . . I I A s
eV'°t% 3 pour ordre identique . S De méme, 4 e!'*89)* cor-
T ,
respond wp —a, a étant Pordre de o.

L’ordre de grandeur de o4 est

T -
-(;sz—f-m?
¢

(v et ) ayant respectivement pour ordres identiques a et 3

o Y= log(e?x e¥).

1
[Az(logz + Bloger + logB)2]P,

A, B, 3, ¢, o étant des constantes, est identiquement

[erAm+:zlL XLBw—O—ﬁl]-
sl w w T w w

Cet exemple, entre beaucoup d’autres, montre qu’on saura
noter identiquement 'ordre de croissance de toutes les fonc-
tions formées au moyen des fonctions fondamentales z#, ¢* et
de constantes arbitraires, tous ces éléments étant combinés
entre eux un nombre fini quelconque de fois, par addition,
multiplication, itération, inversion ou composition.

Ftant donné qu’a chacune des fonctions de cette classe corres-
pond une expression d’ordre et que, réciproquement, une
expression quelconque formée au moyen des nombres arithmé-
tiques et du symbole w, réunis par les signes de I’Algéhre, note
identiquement ordre d’une seule fonction de cette classe, on
peut dire que nous avons la un second moyen d’écriture pour
désigner explicitement ces fonctions. Il y a économie d’écri-
ture en ce sens que la variable n’est pas spécifiée, qu'une seule
letire w permet 4 elle seule de désigner les deux fonctions e®

{!) LiNDELOF, Mémoire sur les fonctions entiéres de genre fini, p. 36 (Acta
societatis scientiarum fennica).
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et log z, et enfin que I’expression d’une fonction peut s’écrire
sur une seule ligne, au lieu d’exiger des échafaudages de no-
tations ('). Mais le principal avantage de cette expression est
de décrire la forme méme de la fonction, puisque la variable
indépendante n’est pas stipulée, et de mettre en évidence son
mode de croissance.

Cherchons ce que représente 'ordre piqi—rwsmt.

Un calcul immeédiat nous donne
(qlogr — qszt)r.

Nous constatons que ¢ et p ont sensiblement la méme im-
portance, de méme g et s; r joue le role le plus eflacé. Inverse-
ment, ordre de (Az*+4 B)¢ se note

1)
11 2 A
p—qg—elw— wa,
w w g
: A

b étant arbitraire. L’expression gie’/wg, qui note l'ordre de
e®z*, contient un paramétre ¢, qu'on peut modifier & volonté,
sans changer la valeur de I'ordre. 5’1l s’agit de multiplier w par
cette expression, nous ferons g=1. Si nous voulons multiplier

. 1 - - - .
cette expression par — 2, nous simplifierons en faisant g = A.
w
A 1
. 1 . i -
Pareillement < wa ;).“ est indépendant de X et est 'ordre

A
de eh!lvs=,

(') Comme il serait nécessaire pour écrire par exemple la fonction d’ordre
(.UP (v} q wr,
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LES FONCTIONS A CROISSANCE REGULIERE.

Les fonctions dont nous avons appris dans le précédent
Chapitre a noter la croissance forment une classe beaucoup:
trop restreinte pour suffire 4 toutes les applications, Ce seront
simplecment pour nous des modeles de fonections croissantes,
desquels nous rapprocherons les autres fonctions.

Nous avons ¢énoncé dans le Chapilre précédent que deux
ordres de croissance ne pourraient étre appelés identiques qu’a
la condition de désigner les ordres de deux fonctions identiques,
c’est-a-dire coincidant pour toutes les valeurs de la variable., .

Mais nous conviendrons cependant de considérer comme
ayant des ordres égauz des fonctions ne coincidant pas partout,
mais ayant des croissances assez voisines. Voict la définition que
nous choisirons :

Egalité des ordres. — Ltant données deux fonctions f, et fu,

si le rapport §1 a, pour z infini, des limites extrémes d’inddter-
T

minatlion fintes, ¢’est-a-dire différentes 4 la fois de o et de -+ o,

nous dirons que f, et f, ont des ordres de grandeur égauz, ou

encore, sont du méme ordre de grandeur, et, si ces ordres sont
désignés par les notations 7, et ., nous écrirons

2y = Ay,

La relation z;==z,, que nous énongons « «, identique i &, »,
signifierait que «, et x, désignent chacun sans ambiguité les
ordres de deux fonctions coincidant pour toutes les valeurs de .

f

St le rapport 7’ tend vers + = pour limz = + =, nous dirons
2

ue I'ordre de grandeur de f, est supéricur a celul de £,. Dans®
2
q g p
E. B." 3
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ce cas 5.‘— tend vers o et nous écrirons indifféremment «, > «, ou
2
o, < oy,
Si le rapport in a des limites d’indétermination différentes
2

et dont 'une au moins est 4o ou o, nous dirons que f; et f,
sont dans un ordre relatif de grandeur indéterminé.

Comme application de ce qui précéde, si nous considérons deux
fonctions positives croissantes f, et f3, telles que £ soit d’un ordre
de grandeur supérieur ou égal & celui de /., ’ordre de grandeur

. . . F .
de fi,+ fo=F est égal & celui de fi. Car, 70 + 7@ ou bien
1 i
tend vers 1, ou bien a des limites extrémes d’indéterminations
finies, 4 savoir celles de -'? augmentées de 1.
1

Si f, et f2 sont dans un ordre relatif de grandeur indéterminé

et s1 3 est, pour chaque valeur de z, le plus grand des nombres f,
. . . K
et f», ordre de F est égal a celui de »; car 1 < P <a.

Nous sommes donc 4 méme de désigner un ordre égal a celui
de toutes les fonctions qui sont dans un rapport constant avec
celles envisagées dans le Chapitre I. Etendons le champ des
ordres.

Ordres parenthése. — Considérons une fonction /f(z) dont
Pordre est inférieur 4 un nombre arithmétique déterminé.

log f(x)

Formons le rapport
PP loga

et supposons que pour z -—= x ce

Slz)

rapport tende vers une limite n. 51 reste compris entre des

Fr AL
limites d’indétermination finies, d’aprés ce qui précéde, nous
dirons que 'ordre de /() est égal & celui de 2%, ¢’est-a-dire & n.

fla)

T

Mais il peut se faire que posstde, pour une suite indé-

finiment croissante de valeurs de z, une suite de valeurs tendant
vers o ou vers | oo. C’est par exemple le cas de

f(z.) =z l()gz-)'.l—f—sln.r.

D’ailleurs 'ordre de grandeur de f(z) est dans ce cas inférieur
a celui de x"*%, et supérieur a celui de =75, si ¢ est positif.
Comme les principes posés ci-dessus ne nous permettent pas de
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dire que lordre de fest égal & nr, nous devons introduire un
nouvcau symbole. Nous dirons que 'ordre de fest égal & (n)
que nous énoncerons : « n parenthése ».

Ici nous ne pouvons pas parler de la fonction dont Pordre
est identique & (n), parce qu’il y a une infinité de fonctions
d’ordre (n), toutes comprises dans l'expression : f(z) = z"+:0,
¢(z) étant une fonction arbitraire de = tendant vers zéro.

Mais, de plus, tandis que deux fonctions ayant chacune son
ordre égal & n, sont du méme ordre de grandeur, il n’est pas
exact qu'une fonction f, d’ordre égal 4 (n) soit nécessairement
du méme ordre de grandeur qu’une autre fonction f, d’ordre

égal 4 (n), c’est-a-dire que le rapport % reste entre des limites
2
finies d’indétermination. Pour exemple,
_z‘/l l 2
= — 9 — n L.
.fl logz’ fl z*log

Tout ce qu'on pcut affirmer c’est que log /| et log f, sont du
méme ordre de grandeur et sont méme entre eux dans un
rapport tendant vers un ().

En résumé, une fonction d’ordre identique & n est exactement
la fonction #”. Une fonction d’ordre égal & n est égale a hz”,
hrestant supérieur 4 un nombre A >0 et inférieur 4 un nombre B
fixe, quand z varie de z, & -+ x. Une fonction d’ordre égal
& (n) cst égale & z#+=(v), avee lim ¢ (z) = o.

¥ —

log f()

logx

quand z tend vers + =, mais posséde deux limites extrémes

Supposons enfin que ne tende pas vers une liumite

d’indétermination p et ¢ (p<{q), p pouvant étre égal 4 o et ¢
4 + oo,

Nous noterons I'ordre de grandeur de cette fonction (p, g)-
loe £

llig.T

Si g est égal 4 p,

tend vers p. Les deux notations (p, p)

(') Sil'on se trouvait choqué par la forme de cet énoncé que deux fonc-
tions d’ordres égaux & un méme troisiéme (n) n’ont pas nécessairement
leurs ordres égaux entre eux, on pourrait réserver aux ordres parenthése
I'expression d’équivalent au lieu d’égal. Nous dirions alors: « deux fonctions
ayant chacune son ordre équivalent & (n) n‘ont pas nécessairement leurs
ordres égaux entre eux. »
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et (p) ont donc le méme sens. Nous ne eonserverons que la
seconde.

Nous dirons que les fonctions d’ordre égal & (n) sont régu-
li¢res relativement aux ordres arithmétiques ou du type n.
Les fonctions d’ordre égal a (p, ¢), p#¢, seront dites irrégu-
li¢res relativement aux mémes ordres n.

Il est facile de se rendre compte pourquol il est nécessaire
de distinguer les deux sortes de relations entre les ordres, iden-
tité ou égalité. Si 'on ne fait pas cette distinction, st 'on se
borne 4 définir dans quel cas deux fonctions /) et f» doivent étre
considérées comme ayant leurs ordres comparables, si cette défi-
nition d’ordres comparables est indépendante de 1’élévation
des ordres de f, et de fu, par exemple, si elle ne fait intervenir
que le rapport de f, & /i, ou leur différence, etc., 1l est toujours
possible, & moins que la définition de comparabilité ne soit préci-
sément celle de I'identité, de déterminer pour chaque définition
des opérations telles que l'une quelconque d’elles, appliquée
simultanément & certaines fonctions /) et_f, eomparables suivant
cette définition, conduise & des fonctions F, et F, qui ne le.
sojent plus, suivant la méme définition. Ceci peut é&tre dé-
montré moyennant des hypothéses trés larges caractérisant les
définitions. Un exemple fera saisir le sens de cette affirmation.

Supposons que l'on considére comme comparables deux
ordres que nous avons précédemment considérés comme égauz.
Ce seront, par exemple, les ordres de f(z) et de k f(z), / étant
une fonetion arbitraire et k& une constante différente de un. Il
est bien facile de déterminer une opération qui, effectude
simultanément sur ces deux fonctions, conduise & de nouvelles
fonctions d’ordres non comparables suivant la méme définition,
Les deux fonctions ef ! et e#/(#) cessent, en effet, d’étre entre
elles dans un rapport fini.

Inversement, si, par exemple, n désigne indifféremment
Pordre de toutes les fonctions de la forme kz#, & oscillant pour
z infini entre des limites finies, si wn désignait indifféremment
Yordre de toutes les fonctions de la forme he®’, il serait faux
de dire que 'opération fonctionnelle d’ordre w, appliquée 4 une
fonction d’ordre n, donne une fonction d’ordre wn.

L’avantage des notations identiques, c’est que deux expres-
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sions différentes d’aspect, mais représentant identiquement le
méme ordre, donneront par Ja méme transformation des expres-
sions d’ordres encore identiques. Une identité entre des ordres
subsiste, si I’on fait subir la méme opération aux deux membres.
Unc égalité entre des ordres peut en parell cas ne pas subsister.

De la I'intérét pour la clarté du langage et des notations de
la distinction entre les deux relations d’identité et d’égalité.

Opérations sur les ordres approchés. — Les opérations sur les
ordres de croissance identiques définis dans le premier Chapitre
s’effectuent avec une légére modification sur les ordres de crois-
sance approchés, c’est-a-dire correspondant A des fonctions
non entiérement précisées. Reprenons 'exposé des généralités.

Solent o, s, ..., 2, divers ordres de grandeur dont 'un au
moins ne représente identiquement I'ordre d’aucune fonction.
Seoit /; la fonction d’ordre identique a ay toutes les fois qu’elle
exisle, sinon 'une quelconque des fonctions d’ordre égal & ay.
Effectuons sur f\, f,, ..., f/p une opération déterminée A, telle
que produit, dérivation, opération fonctionnelle quelconque.
Soit I' la fonction résultat de cette opération. Nous dirons que
nous avons eflectué¢ une certaine opération A’ sur les ordres
4y Ay, ..., %p. L'opération A étant choisie, 'opération A’ conser-
vera le méme nom et les mémes signes que dans le cas des
ordres identiques. La fonction F aura encore son ordre noté
par une expression comMposée AVeC oy, %y, ..., %p, COMME Sl CES
ordres étaient identiques. Seulement, cette fois, cette expression
ne désignera pas l'ordre d’une fonclion unique, mais celui de
toute la classe de fonctions I qu'on obtient en laissant a
chacune des fonctions fi, /s, ..., f» toute l'indétermination
dont elle est susceptible.

Appliquons ceci & ’addition des ordres de croissance. L’opé-
ration A est le produit. Nous posons F=f, f,... /, L'ordre
a de I sera appelé la somme des ordres oy, 2y, ..., 7,, somme
qui sera représentée par o, + o+ ...+ a,.

L’un au moins des ordres «, déterminant non pas une fonetion
unique, mais une classe de fonctions, « désignera l'ordre de la
classe de fonctions qu'on obtient en remplacant, dans le
produit f, f, ... f,, chacune des fonctions non précisées
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qui y figurent par toutes ses acceptions possibles. Nous écri-
rons o ==, 4 gt ... 4+ %p

Supposons que certains des ordres «; soient des nombres arith-

métiques avec parenthéses. Le nombre (n) représente la classe

de fonctions z#te), ot lime(w) = 0. On constate immeédiate-
e

ment que si &, %, --., 2p sOnt les nombres ny, n,, ..., 1y,
parmi lesquels certains sont pourvus de parenthéses, on a
B = gretm++m+art gyec lime’(z) = o, Les fonctions F ainsi ob-

R

tenues sont celles que définit ordre (n, + n,+4...+4n,), ot,
entre parenthéses, figure la somme effectuée des nombres arith-
métiques ny, n, ..., n,. Donc, dans une expression telle que

() 4+ na) +. .. (p),

on procédera comme siles signes + étaient des signes d’addi-
tions arithmétiques, aprés avoir enlevé les parentheses a
tous les nombres n qui en possédent, et en rétablissant les
parenthéses autour du résultat final.

Les remarques relatives a 'associativité et a la commutativité
de I’addition subsistent pour les ordres non précisés. On peut
grouper dans une somme d’expressions d’ordres tous les termes
qui sont des ordres arithmétiques (ou méme algébriques) avee
ou sans parenthéses, et les remplacer par leur somme algébrique
effectuée, la présence d’une seule parenthése parmi les termes
combinés entrainant la présence de parenthéses dans le résultat
final.

La multiplication des ordres non précisés se définit aussi
commodément. Dans le cas ol I’'un au moins des ordres =, et .,
détermine non pas une fonction unique, mais une classe de
fonctions, Ia notation o, X 2, déterminera la classe de fonctions
qu’on obtient en remplagant, dans expression f,[f.(z)], cha-
cune des fonctions non entiérement déterminées qui y figurent
par toutes ses déterminations possibles. Nous écrirons o= a; X a.,

Supposons que «, et @, solent des nombres arithmétiques,
Pun au moins étant pourvu de parenthéses. Nos seules hypo-
théses sont

log o
lim 08f1(7) = n,, Iimlonﬂ)_:nz_
yo logy o logz
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Done, si I'on pose y = f.(z), le quotient

logE(x) _ log f1(y) < log f3(x)
logx logy logz

a pour hmite n, n,. D’ailleurs, comme I’un au moins des nombres
log fi(y) o4 logfa(2)
log ¥ logz
en est de méme de

tend vers sa limite d’une fagon arbitraire, il
logF(x)_
log &
(ny) X ng, (n;) X (n,) ont pour résultat (n,n,).

La multiplication des ordres arithmétiques avec parenthéses
est commutative. Elle ne I'est pas en général pour les ordres
non arithmétiques, mais elle est toujours associative. Enfin, le

Done, les produits n, X (n.),

premier facteur «, peut étre distribué.

Nous allons maintenant noter des ordres non identiques
surpassés par ¥, a4 partir d’une valeur certaine de v.

Le symbole w lui-méme ne sera jamais entouré de paren-
théses,

Si une fonction peut se mettre sous la forme e*’, v n’étant
pas constant, mais ayant pour limite n, son ordre sera w(n),
d’aprés le principe de la multiplication des ordres.

Considérons la fonction ex*, Si a=p, B=n, p et n étant fixes,

€]

I’ordre de cette fonction est identique 4 pwn. Si 2 =n et si 2

)
variant avec z a pour limite p, 'ordre de la fonction est (p)wn.

Si 3 varie avec z et si lim? — n, 'ordre de la fonction consi-
T

dérée sera pw(n) ou (p)w(n) suivant que o est constant ou
varie avec z avec la condition limz = p.

¥ oe
Mais il est aisé de sc rendre compte que la présence aprés w
du facteur (n) rend équivalentes les expressions (p)w(n),
pw(n) et méme w(r). On a en effet

lagn

5 _ lug
exxrt — ar ,

lim ({3 + IUgi) =n,

logxr

et comme

selon nos conventions, 'ordre de la fonction est compris parmi
les ordres w(n), quel que soit p.
Les fonctions dont 'ordre peut se noter par une expression
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telle que w(n) seront dites & croissance réguliére relativement
aux ordres wn. Les fonctions dont 'ordre peut se noter (p)wn,
p et n étant des nombres arithmétiques, seront dites réguliéres
relativement aux ordres pwn.

Ces fonctions d’ordre w(n), qui jouent un role trés important
dans diverses questions d’Analyse, en particulier dans la
théorie des fonctions entiéres de genre fini ('), ont re¢u souvent
le nom de fonctions de type exponentiel simple.

Nous venons de voir que 'indétermination du facteur (n),
venant aprés », rend indifférente la présence du facteur p placé
devant. D’une facon générale, les facteurs qui suivent w sont
beaucoup plus importants que ceux qui le précédent.

Pareillement, un ordre de la forme n 4 (p)w est équivalent
a l'ordre (p)ew.

L’ordre n-(p)w est, en effet, celui de z%e** od lima= p,

T

a variant avec z. Or, cette fonction est égale &

log x
(1+ n ) x
e a2

et par snite son ordre est aussi (p)w.

Plus généralement, la présence d’un terme dans I’expression
d’un ordre n’apporie aucune précision nouvelle, s’il s’ajoute a
un autre contenant un facteur w de plus, et ot figure un facteur

parenthése.
Ordre de régularité. — Dans un produit tel que
A WA W o Ky Wy,
contenant p—1 facteurs w alternant avec p facteurs arith-

métiques, si & est le plus haut rang des facteurs «; pourvus de
parenthéses, 'expression ci-dessus est équivalente a

wh—1 ( ”/L)“’ Tt e Rpa g WAy, 51 24, = (np), Lyt b = )i e

51 I'on ajoute a ce produit d’autres expressions, celles dont
V’ordre est inférieur & ce produit peuvent étre considérées comme

(') Voir Borer, Legons sur les fonctions entiéres : Notes 1T et ITL
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non existantes. Celles dont ’ordre est supérieur & celui-ci doi-
vent étre conservées, annulant le premier produit si elles con-
tiennent une parenthése, s’ajoutant simplement si elles repré-
sentent un ordre identique. Dans une expression ou une somme
d’expressions ou toutes les réduclions ont été faites, on dit que
le terme additif le plus faible, débarrassé de ses parenthéses,
mesure la régularité de la fonction, ou, inversement, que la
fonction est réguliére relativement & ’ordre de ce terme additif.

Par exemple, une fonction réguliére relativement & Pordre
w? X 2 est égale 4 e;(z*te) X ¢ (z), ¢ tendant vers zéro avec 5‘
et ©(z) étant une fonction dont Pordre s’exprime identique-

ment, les facteurs d’ordre inférieur 4 w3 2 n’offrant d’ailleurs
aucun intérét & étre conservés. Exemple :

w(z) = eu(t/;‘>~

Une fonction réguliére relativement 4 ’ordre 2.w.3.w. 4 est
g )+ 4
égale 4 S
e@+e* 5 o ().

Une fonction réguliére relativement & Pordre ;

T

Nl

1
m-\‘;-a-e5.tu.4.w.7

est égale, au facteur w(z) prés, & 1227+ 3(5 + <), parce que
le facteur le moins important est e®. Si les nombres 3 ou 4
n’étaient qu'approchés, e® devrait étre supprimé (ou remplacé
par 1 pour la clarté du langage). Les roles des nombres 3 et 4
étant équivalents, la fonction envisagée serait régulidre relati-
vement & I'ordre

|-

i
--—-12.Ww.7
2 W 7

ce serait
1
(V 12 + s)xﬂ.
- I v - , . . .
Enfin, s1 7 ou 5 n’étaient qu’approchés, la régularité devrait
étre envisagée relativement i ’ordre i La fonection serait

7

- +E
2
-
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CHAPITRE TII.

DIFFERENTIATION ET INTEGRATION DES ORDRES
DE CROISSANCE.

Le probléme qui va nous occuper dans ce Chapitre, et qui se
pose fréquemment, est habituellement résclu par des méthodes
particuliéres 4 chaque cas. Nous nous proposons uniquement
de dégager des faits généraux. Nous étudierons successivement
la différentiation et Dintégration des ordres de croissance
d’abord idenliques, puis approchés, ce second cas se subdi-
visant en deux suivant qu’on intégre un ordre (p) ou un
ordre (p, ¢). Enfin, nous étudierons 'ordre de certaines inté-
grales ;prises enlre des limites fixes, relativement aux para-
métres qu’elles contiennent.

Cas des ordres identiques. — Considérons une fonction d’ordre
identique & n, Désignons par Dn P'ordre de sa dérivée. Cette
dérivée est nz' ', Donc, pour n Z0,ona Dn=n—1, mais
non pas Drn=n—1.

81 'ordre n est identique & o, la formule est inexacte. Si
n <1 et ;2 0, la dérivée a un ordre négatif, ce qui est sans impor-
tance, le fait essentiel étant que la variation se fasse toujours
dans le méme sens. Passons a l'intégration. Considérons la
fonction d’ordre identique a4 n, n étant supposé différent

x
de —1. 81 n>—1, / z*dz est un infiniment grand avec z,
o

, . xh+1
égal a
n+ 1

et dont I'ordre sera noté identiquement parfn.

I.’ordre def z” dz est alors égal z’afn. Sin <——x,f' z" dz
A

A
tend vers une limite quand_z croit indéfiniment, A étant fixe,
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A
tandis que/ croit indéfiniment, pour z infiniment petit. On a

S

La fonction L/ z” dz est un inliniment petit dont nous dési-
2

gnons encore identiquement 'ordre par /n.

On a dans tous les cas, sauf pour n =—1,

fn’——’ll+l.
Faisons n = —1.

x
En désignant par f—-l I'ordre identique de [ d?z-, on

trouve
I

—1=

Nous allons maintenant é¢tudier les modifications qu’appor-
tent, 4 un ordre supérieur i tout entier, la différentiation et
Pintégration. Nous nous bornons pour la différentiation aux
fonctions dont nous pouvons tdentiquement exprimer 1’ordre
au moyen des nombres arithmétiques et du symbole w.

Pour la fonction d’ordre identique a4 w, e?, la dérivée qui
est e* a aussi identiquement pour ordre w. Lorsque 'ordre dela
fonction est supérienr 4 w, I'ordre de la dérivée est supéricur
4 celui de la fonction.

Par exemple, la dérivée de la fonction d’ordre pwn, & savoir
eP™", étant égale & pna*'er”" falson’ordre égal d pwn - n—1.

Dugecalcul relatif a la dérivée, il est facile de déduire I'ordre
de_croissance de I’intégrale. Celle-ci, pour n>£ 1, ne peut pas étre
calculée en termes finis. Mais nous pouvons_avoir aisément
sa partie principale. Posons

— ! 7
plz) = ——qev

On a

n—1

()= ex" —
o' (2) prpen

Donc, ¢’(z) ne différe de e*” que par un facteur tendant vers 1.
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14 CHAPITRE 111.

Un raisonnement simple, et que nous développerons dans un cas
un peu plus difficile, montre que le rapport des deux fonctions
CY(=) :f e*"dz et u(z) tend vers 1,
A
En désignant par /u)n Pordre de L(z), on a done

D
f(l)ll,:(x)ll—ﬂ+l.

Ce résultat est une expression particuliére du fait trés général
suivant :

St Uon passe de Uordre de la fonction a celui de sa dérivée en
ajoutant une certaine gquantité, on passera de lordre de la
forction & l'ordre de son intégrale en retranchant la méme quan-
tité. Les égalités suivantes corroborent cette remarque :

Dpovrn=pwn+n—i,

/‘pwn:pwn*n—l.

La seconde s’établit comme celle qui nous donne /o)n.

En voici l'explicationfgénérale.

»
Montrons que, si ¥’ = yu, u, croissant réguliérement,f ydz
Xo

est égal a g 4 un facteur prés tendant vers 1 :
. i
x x yu o X _}" ¥ a x d ;
‘L‘ _}/d.z‘:lfrl 7 x:'/I ;d_zv:<;>“—~£ Vs ?l;dx'
Done ki

* d 1 A"
Lo (i) a= (1)
ce qui démontre la proposition dans le cas mli qui tend vers

2éro est tel que sa dérivée tende également vers zéro.

Si Ton convient de remplacer la notation / par D¢,
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ff par D 2, etc., il reste 'unique formule suivante :

D2pwn=pwn-+an—1i,

dont il est bien aisé de démontrer la validité pour toutes les
valeurs entiéres, positives ou négatives, de o.

Quand on considére des fonctions d’ordre encore plus élevé,
on constate que la dérivée croit plus vite que la fonection et que
la différence des ordres est de plus en plus grande.

_Ainsi, la dérivée de e°” étant e%¢®’, on a

Dw?2= w2+ w.

Considérons de méme la fonction d’ordre pwqgwn, a savoir :

4x"

et . Sa dérivée est

ere'” < per=" x ngar1.

L’excés de l'ordre de la dérivée sur celul de la fonection est
égal a qun + n—r.
D’une fagon générale, considérons la fonction y, d’ordre
identique a
PrOpr_iw ... Py Py,
Sil’on pose

Y11= &b, Y= el O Yi= ePri¥im, cey
on a
Y =Yk
D’apres la formule
Yi=PiViaVi
pour i >1ety, = Y ona
" yi P1 z 2
_},':J,'k__:pl/)z_“[}k.)’i}’z--.}’/;_

x
Donc, 'ordre de grandeur de ) est égal &
Prw .. QP+ pr .. Pr—. = pa D P — 1.

Calculons en particulier 'ordre de la dérivée de y == e*".
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46 CHAPITRE I
On a

‘7':‘}/ > g..y:"xpzp—11
Dulp —wlp+wp+p—1I.

Pour déduire de 13 'ordre de D*w? p, nous utiliserons la remar-
que sulvante :

Quand Uordre d’'une fonction est une somme de plusieurs
termes, la quantité dont il faut modifier Vordre de la fonction
pour avoir celut de sa dérivée est le méme que si lordre éiait
réduit & son terme prépondérant (en supposant préalablement
effectuées toutes les réductions possibles).

Voici un raisonnement expliquant le fait énoncé, et qui
montre ['hypothése suffisante pour que le principe précédent
puisse s’appliquer :

Soient ¥y = AB, A’= Aa, et B'=1DBb,.

La dérivée de AB est

AR 4 BA’ = AB(a;+ b,).

1 .. . . . B .
Supposons que ;11 soit infiniment petit; cela exige que A le soit
aussi, s1 A est un infiniment grand, ou si B est un infiniment
petit. Mais, réciproquement, pour les fonctions a croissance

. s . - B
réguliére dont nous nous occupons, il se trouve que, si 5 est un
P b - s
infiniment grand, -* Pest aussi. S nous supposons
a,

. by
[im — — o
r=w 1]

L]

nous avons

\

el / by

S AB =ABa (\r+ Ez[,)'

Done, 'ordre du premier membre est celul de ABa,. L’ordre

de y’ est donc égal & 'ordre de y augmenté de I’ordre de a,.
Par application de ce principe,

D2 wp = Wl 4 awp -ap —a,

Dewip = w2p —awp —ap — 1,

pour toutes les valeurs entiéres positives de .

Considérons la fonction d’ordre w[n 4 wp]. C'est la fone-
yrgxl

tion e .
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)

Un calcul facile donne
Dw[n+wp|=w[lant+wp]+wp+n+p—1.
On aura, par application du principe général,
Diw[n +wp|=w[n+wp|tawp+axXn+p—1.

Nous allons étendre cette formule au cas oll o est un entier
négatif.

Nous prouvons immédiatement qu’elle est vraie pour o = —1
b
en remarquant que, si
_ s arptd
¢(2) = part <O ;

<’(z) ne différe de ex’=” que par un facteur tendant vers un.

X
Dong, il en est de méme pour o(z) et ‘/ e dz, ce qui donne
A
I'égalité
D-lwln+wpl=w[n+wp]—wp—nrn+ p—1.

Pour passer au cas de « entier négatif quelconque, nous remar-
querons que, étant donnée une fonction dont Uordre est la
somme de plusieurs termes, il suffit, pour avoir Uordre de son
intégrale, de modifier I'ordre de la fonction de la méme quantité
que s’il était réduit & son terme prépondérant.

En effet, soit f(z) = AB, A ¢t B tendant vers + «. Posons

/ Adr—=2, B=Bb,.

J'n al

On a
f AB dz — (ﬂ)_f A B, dr,
o @y [/ x, r a,

ou

j' AB<1-‘T—1)—1> dr = <ﬂ>’
v a a, [,

S a—i est un infiniment petit, ce qui se produira toujours avec
1

x
les fonections régulitres que nous considérons, / ABdz ne
g

Cp AB
différe de 'u— que par un facteur tendant vers 1.
1
Donnons un exemple. Posons

y = xlerer?ilugr)ier
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18 CHAPITRE 111,

et cherchons ’ordre de z :J | ydz. L’ordre de % est le méme
A

P

ue celui de . Ce dernier est le méme que si y était réduit a
q y q Y

son facteur principal
l#(x) — e.r’(lugr)’(:fl

L’ordre de % est donc celui de

d d

zL"Iog iz)= Tz [22(logx)rex].

Toujours par application du méme principe, 'ordre de cette
dérivée ne differe de 'ordre de z*(logz)?e” que de la quantité
correspondant au facteur prépondérant. Ce facteur étant e?,

la différence envisagée est nulle. Donc, Pordre de logd(z)
1

y I . . ] -
étant o + 2 + w, cet ordre est aussi celu1 de = et par suite
Y
de % I’ordre de y étant identique &
R [}
2+ X34+ w242 — 4w,
tn
celul de z est égal &
1 . I
WwX2+2—+o+w3 —w—3—-
m w
Cas des ordres approchés, — Quand on considére des ordres

notés avec des parenthéses ou méme égauz, sans éire ideniiques
A un ordre noté sans parenthéses, il est impossible a prion
de savoir comment varte la dérivée.

Soit, par exemple, la fonction d’ordre égal & n
S(z) = (2 + sinzm)znr,

On a

S(z)y=ar—1[n(2+ sinz"_‘) -+ mx™mcosx™].

Supposons m positif. Pour les valeurs de =, telles que =™ soit
égal a
Y
Sf(z) tendra vers --1;

h étant un entier positif croissant, ———
marnta—l

pour z” = (a2h-1)x, le méme rapport tendra vers —1.
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/'(z) oscille donc entre des valeurs positives et négatives
croissant en valeur absolue au delad de toute limite.

C’est un fait essentiel & signaler dans toutes les théories ou
interviennent les questions de croissance, que la connaissance
de ordre de croissance d’une fonction (si cette fonction n’est
pas connue identiquement, en chaque valeur de la variable) ne
permet de préjuger de rien sur 'allure de sa dérivée, ni en parti-
culier sur la régularité de sa croissance. C’est par ce fait que les
séries uniformément convergentes ne peuvent, dans le cas
général, étre dérivées terme a terme, les hypothéses faites sur
Pordre de grandeur des termes de la série ne permettant de rien
affirmer sur I'ordre de grandeur des termes de la série dérivée.

Ce qu'on sait seulement, c¢’est que les limites d’indéter-
mination, dans ordre de la dérivée, comprennent entre elles
des nombres qu’on peut fixer connaissant I’ordre de grandeur
de la fonction clle-méme, et, si I'on sait par ailleurs que ces
limites coincident, on peut a priori calculer leur valeur commune.
Le détour suivi est classique. On passe par I'intégration, laquelle
ne détruit pas la forme de la croissance. Les propositions quc
nous obtiendrons sur la différentiation auront donc un carac-
tére essentiellement relatil, puisque leur validité sera subordon-
née 4 la connaissance (obtenue par une autre voie, grice 4 une
étude directe de la fonction) qu’on supposera acquise, de la
régulariié de la dérivée; mais ces propositions n’en seront pas
moins précieuses dans les applications, parce que la plupart des
fonctions que nous aurons a envisager montreront aisément
la régularité de leur dérivée.

Soit =z (z) une fonction d’ordre (n) et supposons d’abord
n>>—1, Pour les valeurs négatives de n, v () tend vers zéro

1 . « e o . , . . .
avec — mnais sa primitive croit indéfiniment. Soit done a

évaluer Pordre de f o(z)dz =J¢(z). On a par hypothése,

A

. logo(x r s - .

1 %( ) — n. A tout nombre « donné a Pavance je peux laire

[Bagr /s
=}

correspondre un nombre z,, tel que Pinégalité z >z, entraine

logo(z)

n—=< logz

<n-—+¢
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20 CHAPITRE 111

(I) .Z‘”*E<(f(1')<1"‘+5.
Ona
vy = [ elzydo= [ o(2)de+ bim).
0=, s °

Or, en intégrant la double inégalité (1) entre les limites
z, et = ou elle est satisfaite,

plHl-E__ gn+l1-2 x pntite . gptH1+E
- v p(x)dr < - v,
n+1—Ee I n—+1+-g
T
ou encore
phtl-< C aht1+s G
(2 —— + Gy < (> —_— +
) n+1—z el g )<nle—e "’
avec 1 R
41—
z
C = (.Z' —_— 4 £
! q‘ 0) n-—+—i—=¢
xn+1+£
Com d(zy) — =0,
n-+1-+¢c

Or, il est possible de trouver un nombre z,, qu'on peut
méme supposer supérieur a z,, tel que pour tautes les valeurs de
z supérieures a z,, le premier membre de la double inégalité (»)
reste supérieur 4 z*ti72¢ et que le deuxiéme reste inférieur
a z#t'*2¢ en supposant n-1 4 2:>> 0, ce qui aura lieu si
n4+1_>o

Done, pour £ >z, on a

logg ()

n -+ — e < lg
ogz

< n 414 2.

Le nombre 2¢ ayant été choisi aussi petit qu’on veut, exis-
logd(x)

tence du nombre z, montre que
logx

tend vers n + 1. Donc,
pour n >—1,

/‘(Il):(ﬂ-f—l).

Une démonstration analogue et un peu plus simple prouve
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DIFFERENTIATION ET INTEGHATION DES ORDRES DIi CROISSANCE. I

que, si'ordre « d’une fonction est égal a n>>—1,0n a

fl:ll+l.

Appliquons ces résultats 4 la dérivation.

Les formules qui précédent montrent que, si la dérivée d’une
fonction d’ordre « = (n) posséde un ordre parenthése déterminé,
cet ordre est certainement (rn—1). De méme, si = =n, et s1 la
dérivée est d’un ordre égal 4 un nombre arithmétique, ce dernier
est certainement n —1.

Ceci suppose, bien entendu, n > o,

Comme applicalion des résultats précédents, posons

()Y

s(x) = .
¥lw) (¥4 1) Var 4«

L’ordre de < (x) est égal &

N 3 5

D 4 — R—h = —-

2 2
A —_
Donc, 'ordre de f w(z)dr est égal & <.
. A *

Soit encore
e(x) 2tevls

L’ordre de cette fonction peut &tre désigné par (2), car

A lorols)
Ihm ——— =
r=—wo logz

Donc, celui de [ w(z)dz est (3).
<A

Dans les deux exemples précédents, les ordres de la dérivée

» . ') N
sont égaux, dans le premier cas, & © et, dans le second, & (1).
2

Pour s’en assurer, il suffit de remarquer que, dans chacun de
ces cas, la dérivée logarithmique a un ordre égal & — 1.
Mais, pour
o(x) = x(2 + sinex)ViEr,

X

Iordre de / o (z)dxz est toujours égal a4 (3); mais celui de
A

2’ (z) n’est pas déterminé.
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52 CHAPITKE III.

Considérons maintenant les fonctions d’ordre 2 = n ou o =(n),
sans qu’on ait o= n, n étant inférieur & —1.
Nous posons

Y@~ [ glarde

et L(z) est un infiniment petit dont nous cherchons 'ordre.
D’aprés 1'égalité,
- i+t
‘[ zrdry — ———
- —(1+n)

on montre, comme dans le cas ot n>>—1, que, si o= n, ’ordre
de 4(z) est égal & n+4 1 et que, si = (n), Vordre de 4(z)

est (n41).

En résumé, pour toutes les valeurs de n, sauf n = —1,0n a
fﬂ:fl*'&l, /a:n—+—1, si o= n,
[(n):(n+|).

Quant a4 V'ordre de la dérivée, il est en général indéterminé,
dams le cas ol 'ordre de = (z) n’est pas identique & n ;Z o.
loga' ()

loga
de z est égal & n ou & (n), cette limite est certainement n — 1,
en supposant toujours n = o.

Mais si tend vers une limite, dans le cas ot 'ordre «

Passons au cas des ordres notés au moyen du symbole w et de
nombres arithmétiques pourvus de parenthéses.

Les-formules relatives 4 I'intégration comportent les mémes
termes souslractifs qu’en Pabsence des parenthéses. Mais, &
cause de ces parenthéses, il est inutile d’introduire ce terme,
comme il a été vu plus haut.

.

Soit, par exemple, & calculer f(u(n). Une fonction g (z)

d’ordre w(n) est égale & e** avec limv == n. Posons

R
X

W(z) = [ o(2) d.

. <A -

¢ étant un nombre positil arbilraire, nous pouvons montrer que
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DIFFERENTIATION ET INTEGRATION DES ORDRES DE GROISSANCE. 53

Pordre de 4 (z) est compris entre

[mxn—g et fwxn+5.
.

Car, v tendant vers n, il est possible de trouver un nombre z,
tel que, pour z >z,

¢ -
n~—<v<n+:-
2 2

Pour z >z, on a done

w% nat
ex < ':2(.2) < ex

Intégrons chaque terme de z, 4 z. Il vient

x nl E x 3
f e ar <y < [ do Lo,

- 2

, . ey eT
¢ et z, étant fixes, le premier membre ne différe de ——— que
n—-—1
x 2

par un facteur fini. De méme, le dernier ne différe que par un

nr i
2

. ex ]

facteur fini de ———- Il est possible de trouver un nombre z, tel
_7’,‘"+ E —1

Na

que pour z >>7,,le premier membre soit supérieur éf e dzx

A

r
et le second inférieur éf er** dz. Donc, Pordre de 4 (z) est
A

fmxn—s ct [mxn-e—z,

c’est-a-dire entre

compris entre

WXn—e—n—:zs—r1'et WX n+4-e—n t-e--1.

Cet ordre est égal & w(n)—— (n—1) qui est équivalent & w(r).

Il n’y a pasde formule générale pour la dérivation. Seulement,
si l’on sait que I’ordre de la dérivée peut se mettre sous la forme
w(p,q), on peut affirmer qu'on a pEZnZg,etsip=gqon peut
affirmer que 'ordre de la dérivée est w(n). Mais il est indis-
pensable d’introduire des hypothéses complémentaires sur une
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D4 CUAPITRE 111,

fonction dont on sait seulement que son ordre est w(n), pour
en déduire celui de sa dérivée.

Dérivation des ordres zéro et intégration des ordres moins un, —
Nous avons jusqu’icl sysiématiquement délaissé 1'étude de la
dérivation des fonctions d’ordre (o) et de I'intégration des fone-
tions d’ordre (—1). Nous allons constater que si nous envisa-
geons des fonctions donlt les ordres soient de plus en plus voisins
de o, fonctions que nous sachions d’ailleurs toujours noter identi-
quement, 'excés de I'ordre de la fonction sur celui de sa dérivée
augmente de plus en plus, et d’une fagon extrémement rapide,
s1 nous prenons la fonction pour infiniment grand principal.

Calculons I'ordre de grandeur de la dérivée de y,=log,z.
Nous avons

Yp=1085 -
<t, par suite,
. o Yee
Fp= ﬁ
Comme y,=logz, on a
’ L
Y= 70

d’o1, par un calcul immédiat,
I

]Il— -7'_}’1}’2- . -)’[1—1

Donc, y), est un infiniment petit dont 'ordre est identique a

et Pexcés de 'ordre de y, sur I'ordre de y, est

I L

1
Lo — .. v —— —+
w wr—! wh

Nous allons voir que, relativement & y,, cet ordre est négatif
et trés grand ; en effet, si nous considérons y/, comme fonction
de y,,l’ordre de ¥, relativement A y,, est identique au produit
de l'ordre de y, relativement 4 z par Pordre de x relative-
ment & )p, d'aprés la définition méme du produit de deux
ordres. Ce dernier ordre est celui de la fonction inverse de y .
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C’est donc w?, Donc I’ordre de »/, relativement 4 y, est

Comme le facteur placé a droite de la somme peut multiplier
distributivement tous les termes de la somme, I'ordre cherché
est

— Wl h— -,

Calculons :

1 1
Dog+ 2y — —. .42, —,
w wr

les «; étant des nombres arithmétiques sans parenthéses, positifs,
négatifs ou nuls. Nous pouvons appliquer une remarque relative
a la variation par la dérivation de 'ordre d’un produit de
plusieurs facteurs A, B, ..., L inégalement croissants. Si

A'=Aa, B=Bb, ..., L=L1L

on a

d o ‘
TABLLL=AB...L(a+ b+l

S1b,...,1sont infiniment petits par rapport &4 a (ce qui entraine,
au cas ou A, B, ..., L ne tendent pas vers des limites finies, que
B, ..., L sont infiniment petits par rapport 4 A), on voit que la
variation d’ordre de AB. ..L par la dérivation est la méme que
pour A. Or, si

A = x%, B = (loga )%,
on a
_ % _ %y - _ Zp
=2, 1, R ! B—
x xlogxr zlogz... log,x
Donc, b, ¢, ..., I sont infiniment petits relativement a a et la

diminution d’ordre de AB...L est la méme que celle du pre-
mier facteur. Il en serait de méme si o= »,=...= o0, , = u,
avec a;>%4 0. Dans ce cas, la diminution d’ordre est égale a
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56 CHAPITRE III.

Donc

a2, —

I
Da;— ~+ %0y o

w! wi+!
1

W’

T 1 1
=l = — . — —— 4+, — | — + Ay
w!

- o et ol 9

wi+]

on suppose essentiellement «;54 o.
Le sens de la formule est clair pour ¢21. Pour i = o, il reste
au second membre

1
oy— Ay — . ...
w

En particulier, pour i 21,

le signe = pouvant ici étre remplacé par —
Considérons maintenant ’intégration d’une fonction f(z)

d’ordre voisin de —1.
Nous posons

vay= [ siw)da,
J,
s1 cette intégrale a un sens, et dans le cas contraire
»
vy = [ fiz)de,
A
olU A est un nombre fixe arbitraire. Dans le premier cas, ﬁ,

dans le second ¢(z) sont des infiniment grands avec z. Le rap-

Yiz)

port 7{7—) peut devenir un infiniment grand d’ordre supérieur
4 i1 et d’un ordre arbitrairement grand par rapport a I'infini-
ment grand QK(;Z')! ou 4(z), suivant les cas.

On a d’abord

' I
—_ = —
. w

La formule relative & la dérivation nous en fournit une con-
cernant 'intégrale. Enongons le résultat :
Soit une fonction f(z) d’ordre égal &

1 I
,80+§5,$ et 8,
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By, B4y -, Pp étant des nombres arithmétiques, positifs, néga-
tifs ou nuls, évidemment sans parenthéses.
Si 8y5£—1, Pordre de 4(«) est égal &
1

1
Bot+14-B1—+.. .+ B,—-
w (1)1,

5i
&O:al:"':pi——ir—l; ﬁi;é—',

Pordre de L (z) est égal &

—+Tl q 1 1
i E+'l+l_wi’1+"'+p”_—wp'

Enfin, si tous les  sont égaux 4 — 1, Pordre de |} est Eﬂl‘ﬂ'

Si I’'un des nombres 3 est un nombre pourvu de parenthéses,
tous les termes gui suivent sont superflus. Si I'un au moins des
coefficients 2 n’est pas égal & —1, la formule subsiste, en y don-

nant cependant une parenthése au dernier coefficient. Si tous

les B sont égaux & — 1, 0na ‘
& L T r 1
./ —l— e F+(‘I)E :(O)J'
Cas des croissances irréguliéres. — Dans sa these ('), M. P.

Boutroux a df résoudre le probléme d’évaluer I’ordre d’une

" — /‘" dx
" — ,L(.T)

“m

intégrale de la forme

en la comparant a suivant les cas, sans supposer

1 ]
que u(z) fat d’un ordre (p), et avec la seule hypothése que son
ordre fiit de la forme (p, ¢).

Deux cas se présentent suivant que I'on suppose que I, a un
Sens ou NOD PoOUr n =% :

19 Si I n’a pas de sens pour n =x, nous voulons obtemr
ordre de grandeur de I pour m fini et n trés grand;

20 81 1 a un sens pour n=x, nous cherchons 'ordre de I
pour m trés grand et n =z,

(') Acta maihematica, 1901,
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Dans le premier cas, M. Boutroux a obtenu des conditions

n
dx . N
suffisantes pour que u(n)/ wta) soit de méme ordre que r,
WA 21

ou que rlogn, ..., ou que nlogn...log,n.
Dans le second cas, le méme auteur a obtenu des conditions

* dr . R
suflisantes pour que u(m) f u—(:i) soit de méme ordre que m,
“in

ou que mlogm, ....
19 Supposons qu’il existe deux nombres positifs « et 3 tels

u(z) et @b solent croissants.
z% u(z)

Etudions d’abord le cas ot I2, n’a pas de sens. Je dis que, si

Ton a

que

.
1> 3>,

u(n)1% reste dans un rapport fini avec n.

En effet, u(x)

o étant croissant, pour z < n, on a

u(z) u(n) I n% I
% < n% ou u(r) u(n) e

Donc

" 3 n «
f dz n dx __n I (n1=2 — pi—)
"m

m—) u_(zs - z= u(n) 1—ua
=<rézr)bu(m['"<%l)lra]'

mrestant fixe et n croissant indéfiniment, on a manifestement,

&4 partir d’une certaine valeur de n,

n .

no~. !
I >Il. u(ﬂ),

"mn -

k' étant un nombre positif arbitraire inférieur a

8 .
De méme 17(7)' étant croissant, pour < n, on a

B nB
u(z) u(n)’

" dy nf Tdr n
‘ll u(z‘)<u(n) - x—{%‘(l—;ﬂ)u(n)(l‘ke)
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~r
(e}

avec lime = o, Done

nwo

n
u(n)’

I <A’
k" étant un nombre fixe,
Donc,
wu(n)1% = hn,
h ayant des limites d’indétermination finies quand, m étant
fixe, n croit indéfiniment.

On démontre d’une maniére identique que, si 12 a un sens,
et si les deux nombres « et § définis plus haut existent et sont
tels que 1 <Ta < 3, ona (')

.

uim)

| A (& fini pour n infini).

M. Boutroux avait en vue I'étude des intégrales de la forme

» pouvant prendre diverses valeurs. Soient p et v deux nombres,
$(z

aussi voisins que possibl Is que e solent crois—
oisins que possible, tels g = t¢($) c
e - m .
(1) On peut montrer que la condition I, <Xk () entraine

1
Ly
w(n) > n k
u(m) ni{y—+4)
81 n > m, en sorte que la condition nécessaire et suffisante pour que
w(m
- 1lm)
n
soit limité supérieurement est

u(n) < h, <£>i+a¢
w(m) m
pour n>m, h, <1 et @ >> 0 étant deux nombres fixes. L'hypothése utilisée
par M. Boutroux correspond & hy=1. On peut de méme obtenir des con-
w(n)
w(m)
chacun des critéres de M. Boutroux soit vérifié. Voir Dengoy, Sur l'inté-

gration de certaines inéquations fonctionnelles (Comptes rendus, séance
du 13 avril 1909).

ditions nécessaires et suffirzantes imposées au rapport

» pour] que
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gants. Les nombres « et 3 définis plus haut sont respective—
ment
hooet hu (dv < Ap).
Pour les valeurs de ) telles que v <{Jhu <1, I} est égal

a h— "~ Pour les valeurs de X telles que 1<Chv <y, I est

[¥(n)H]

m . - .
; 3 h————=- Mais, si nous envisageons les valeurs de A
égal & hW(mm R g
. T 1 .
comprises entre - et _, nous ne pouvons plus rien affirmer

sur [z, ni si cette intégrale a un sens, ni a fortior: quel est son
ordre.
M. Boutroux élargit alors les critéres qu’il applique a [{(z)]*
ou u(z).
w(x) _x(logm)h
! z(logz )% u(x)
I n’a pas de sens. Evaluons I7.Pour z <n,

sont croissants, supposons o, < 51<1.

w(x) B u(n)
z(loga )™ n(logn)x
D’ou une limite inféricure pour ﬁ;, et Uinégalité

17~ nilogn)% f" dz
> — ; :
" uin) . Zlogz )%

L’intégrale du second membre est, & un facteur prés, tendant
I

vers un : —— (logn)'~, Donc (les notations A’, A", 4 gardant
— 4
leur sens)
> #1087,
. n)

En utilisant ’hypothése relative a 3,, on aurait

nloan
n " ) .
[, << I

u(n) '’

d’ou
1= p2logn
(n)

Si 1<z <3, I; a un sens et est, comme le montrerait un

calcul toujours le méme, égal a A L[O@
w(m)
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Si a; <1 >§,, nous ne pouvons décider ni si I7 a un sens,
ni g fortiori quel est son ordre.

M. Boutroux examine alors un critére plus précis, lequel com-
porte encore un cas d’exception et ainsi successivement.
Exposans le pit™e critére. .

Supposons qu’il existe deux nombres «, et B, tels que

u(x) zlng.z‘,_.xlog,,ﬂzlogﬁu.z‘

- m et
xlugz‘...lugl,,lxlogpvz u(x)

solent deux fonctions croissantes.
Si 2, <Rp<C1, 1% est un infiniment grand. Pour Iévaluer,
on utilise ’égalité

™ dz T - -y, -
= ‘_{(logl, T —logh T m);
m

zlogz. loglx T

nlogn... log,n

11 —
" ll(n)

Si 1 <Ca,<C Bp, on a pour I7, la méme expression, o m rem-
place n.

Le cas a, <1 <{83, conduit a ’'examen du {(p 4 1)ime eritére.

Ces évaluations d’intégrales définies ont servi a M. Boutroux
de préliminaires & une étude trés profonde des fonctions entiéres
de genre fini. En particulier, les critéres successifs lui ont permis
d’élucider certains problémes difficiles sur les fonctions d’ordre
entler,

Ordre d’une intégrale relativement aux paramétres de I'élément
différentiel. — Nous allons enfin étudier I'ordre de grandeur de
certaines intégrales définies prises entre des limites fizes, rela-
tivement aux paramétires qu’elles contiennent.

19 Soit P'intégrale

e [
: e (>0
a

Cette intégrale a un sens tant que & supposé fixe est positil.
Pour ¢ = o, elle n’a plus de sens; quand ¢ tend vers zéro, sa valeur
croit indéfiniment. Nous nous proposons de chercher son ordre
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de grandeur relativement 4 - L’intégration donne immédiate-

o] -

ment pour valeur de I'intégrale % ::T Cet ordre est égal a celui

de .

29 Soit 'intégrale
. #f‘ dz
L . ate(loga)i+a

Pour que 'expression intégrée ait un sens arithmétique, quel
que solt o, nous supposerons a >>1, de fagon que loga > o.

Supposons tout d’abord que, « étant fixe, nous fassions tendre
¢ vers zéro. Nous cherchons la modification que la présence de
Iexposant x introduit dans 'ordre de I relativement a =. Tout
d’abord, si o >> o, 'intégrale reste finie quand ¢ tend vers zéro.
Donc, dans ce cas, il n’y a pas lieu de chercher I'ordre d’infini-
tude de I relativement & . Supposons done « < o pour com-
mencer. Nous étudierons ensuite le cas = = o.

Le changement de variable z = ¢! nous donne

| © e—tt dt
2 [TET

“loga

= —
Jy= ¢ ¢ du .
= pl+az
2 loga

2 étant négatif et fixe, I'intégrale tend vers une valeur finie,
quand ¢ tend vers zéro. Donc, I, est de 'ordre de <= Si a=—1,
nous retrouvons un résultat précédent. Mais, s1 —1 < = <o,
I'ordre de I relativement & = est totalement modifié.

Faisons enfin « = 0. On a

et, en posant ¢l = u,

PR -
e—&t e du
I, = dt = / _
loga ~Eloga u
En écrivant
= 1 1
e e—4—1 du
Ing du + —du + {‘ -—>
(241 tu s loga “gloga i

I. est mis sous la forme d’une somme de trois intégrales dont
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la premiére est constante, la seconde tend vers une limite finie,

la troisiéme est égale & logé —loga. Donc, 'ordre de I, est

cette fois seulement celui de log:__—-

Nous allons résoudre une question un peu plus complexe et,
en la traitant complétement, montrer comment on doit procé-
der pour étudier ’ordre de semblables intégrales. Nous allons
supposer que % et ¢ tendent simultanément vers zéro, et cher-
cher une expression donnant asymptotiquement la valeur de
I'intégrale I, quelle que soit la fagon dont = et = deviennent
indépendamment infiniment petits.

Nous avons toujours
(1) I, —ex {-w ___e*“du_

e toga #E

Ici, « est positif ou négatif (dans la premiére partie « <o),

Quand « et ¢ tendent vers zéro, 'intégrale du second membre

de (1) devient infiniment grande par sa limite inférieure. Pour
cette limite inférieure, ¢ % est d’ailleurs trés voisin de 1.

Soit done v, un nombre donné a 'avance arbitrairement petit.
Soit b un nombre positif, le plus grand si1’on veut, tel que

1 — 1 <leb<1.
¢ devant tendre vers zéro,"nous n’envisageons que les valeurs
de ¢ inférieures & ¢, tel que

g loga <L b.

Nous écrivons

e— i e

©

e2= — —d —_ =1+ 1"

28 piea e+ —E du =1+
/b 2 logn

Quand 2 tend vers zéro par valeurs positives ou négatives,

= et 3
.[ L—Ldu = ().

Nous n’envisageons que les valeurs de « telles que

I’ tend vers

“© p-u
‘[ mdu< 29(0).
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Ceci aura lieu dés que || sera inférieur & un certain nombre «,.
Pour 17, on a

e =1 — 0 (0 < 6 <).
Donec .
. ;
" du
€ logn
ou
(2) o (1 By E10BD)E b

a

Pour x = o, le quotient doit simplement étre remplacé par sa
yraie valeur pour a = o, soit

1
log - —logsa + logb.
€

I* croit indéfiniment quand ¢ et x tendent simultanément

vers zéro. Donc
I'=206(b) (o< 0 <)

finit par 8ire négligeable relativement & 1”. Montrons a partir
de quelles limites, pour ¢ et 2, on a certainement

et
ou plutdt

o X - H—
" by < o B0z * 0
ue z soit positif, négatif ou nul, 1’ croit quand = décroit. On
P g ’ q

voit aisément qu’il en est de méme de (
Soit

cloga)—=- - b %
2

S P

n
Premons
eloga <&y loga = be—M3)
(nous supposons également = <(¢,). Alors, le second membre
de (3) est supérieur a
b—sexMapll) __ ph—=

L
%

ce qul, lorsqu.e o tend vers zéro, tend vers n Mo (b) = 4= (4).
Done, il existe une valeur o, telle que pour || <=z, et ¢
le second membre de (3) est supérieur & 23 (b).
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Done, |« et = étant inférieurs respectivement a «,, 23 et ¢, ¢,
on a

| Le—z=1"+ 1”2[0”'q+(1—0n)](w )

0”
(/') ’ ’ ((:< >-
(loga)-—* —b-2e2 8t <1

Iy = (1+ 87) 2

Le facteur principal de I, s’écrit

h Na&
ha (l(l;ll} _.;zz-

a
b~* tend vers 1. Donc, si | 2| < 23,
b2 —14 8.

Quand » est suffisamment petit (pour |z | <Taz,),"

BN e b
loga = Ae 0°|()ga’

k étant compris entre ‘l et ». Donc,
+ klog

b\
—
loga 11— 3%
Lo}

2 2 l()ga'

Il

()

=%

croit quand o et ¢ décroissent, méme séparément. Si done

t <5y, l’-l<15a

Si nous prenons x;log — = h, h étant tel que
<3 _

h
e~ h 1 — —,
9
on a
&g luy — Ly I
e = R B [
i3
et
[— % 1
> loor —e
2 2 23
Sidone
1 2 loga
~log— = Z Jpog -2
2 éE;; 7 0 b

E. B.

w
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,
ce qui détermine aussi a;, pour ¢ < ¢y, |a|<2;, la valeur com-

mune des deux membres de (3) est (en supposant b< loga)

1 —

Ex(l—On)-

«

En résumé, v étant choisi, il existe deux nombres o, et g,
tels que pour |2]| <2y, ¢ <z, 0na

6) L= [

L]

dr wap F—E*
— = (t+ 3d"y)
_,’-A~*-Ekl(,%_z-)l+l. i

(0 < 8" <),

Dans la seconde partie de la démonstration nous avons sup-
posé explicitement o >4 0. Mals comme l'intégrale est une fonc-

tion continue de z, tant que =<0, la formule (6) subsiste méme
—z%

pour 2 = o & la condition d’y remplacer par sa vrale va-

leur, log é

L’égalité (6) exprime que, sl xet ¢ tendent vers zéro simulta-
nément, le premier par valeurs positives ou négatives, le second
par valeurs positives, de quelque fagon que s’opére d’ailleurs
leur variation qu’on peut supposer totalement indépendante,
ona

(7) lim

[121.
e=0,x=0l -E*

51 ¢ tend vers h 71 (loglg d’ordre égal & —'—> la valeur

E3
asymptotique de I, est
v —h 1 — 1

= — log
% logh

Si e* tend vers 1 (L infiniment grand relativement a log 1_>»

[ =

I, est équivalent & log

@ = -

51 =* tend vers o <7. positif, é infiniment petit relativement
. 1 , . . 1
a log j>- Pexpression asymptotique de I, est —-

. - S - , . 1 - . .
S1 ¢* eroit indéfiniment <7. négatif, — Infiniment petit rela-
—-z
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: 3 I ” . N 1 . . .
tivement i log E)’ I, est équivalent a _E—a Mais il est essentiel

de remarquer que la formule (7) est d’une généralité bien supé-

rieure 4 celle de toutes ces hypothéses ; car elle suppose simple-

ment que ¢ et 2 tendent simultanément vers zéro, quels que
. . 1

soient les ordres de grandeur relatifs de 7 et de log
Si I'on supposait que 2, positif, ne tendit pas vers zéro, la for-

mule (7) nous donnerait pour I, une limite finie; elle cesserait

d’&tre exacte bien que, effeciivement, I, tende vers une limite,

o~

mais cette limite ne serait pas donnée par cette formule.

8i 'on suppose « négatif, ne tendant pas vers zéro, la for-
mule (7 ) nous donne le résultat : I, est de l'ordre de ¢**, mais
la limite du rapport de I, 4 <, qui existe en réalité, n’est pas celle
donnée par la formule, On voit en somme que la formule (75),
vraice si, avec limz= 0, on a '

limz = o,

reste vraie si la valeur o reste en dehors du champ d’indétermi-
nation de ¢, 4 la condition d’y remplacer I'unité au second
membre par un nombre 4 limites d’indétermination finies en
méme temps que celles de o

39 Soit a chercher 'ordre de

I— [”" dr
8 ztElogw logsz’

~

quand ¢ tend vers zéro.
Nous supposons a >>e pour que log.a soit réel. En posant
= eet el = u, il vient

P et i

= L,
[{A
wlog—
g foge &
Comme ci-dessus, nous introduisons le nombre positif & tel
) P
que

1—7 < e b
L’intégrale

3 d
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68
tend vers zéro avec . D’autre part,

N
/ ———du = (1 —y)I",
77

ulog~=
e g loga &
avec
ol \
du uN\?
],: = <]0g2*) >
1 ULL 2 /elogn
112 ()D;

¢ Eloga

log# > —log;a.

{7 — loglog;b — logya= Ing22 +10g( | 4 -
10(7 —
\ °s

tend vers 1, et il en est par suite de méme de -
low, R

Donec
log,
4° Les méthodes précédentes sont applicables dans bien
des cas. Certaius ne dilférent des précédents qu’en apparence.

@ | -

Ainsi 'intégrale
) = d.e
Jo w(logz)itilogyx
est égule &
Y
R4
log yl—fE |0g}/

dont P'ordre est celui de log - -
Des considérations analogues trouvent leur application au

cas des intégrales doubles étendues a des domaines fixes, I’41é-
ment différentiel-dépendant de paramétres variables,

19 Soit 'intégrale
da dy

e [T
o o (TP yioa)

]

La condition de convergence de cette intégrale est a > 1.
En posant 2 =1} ¢, proposons—nous de chercher 'ordre de cetie

intégrale relativement a =" Soit

x = p cosm, ¥y =asinw;

Pintégrale se réduit a

/‘ pdo
(pt+4-1)1-2 7 4=
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L’ordre est le méme que si lintégration a effectuer était

-
P - y . . o , .
/ Srie? ce qui s’explique par ce fait que seules les grandes
~

valeurs de s interviennent pour donner ordre de 'intégrale et

1 2 & 5 52 4

que, si z est grand, p* - 1 peut étre remplacé par g* & un facteur
prés infiniment voisin de 1.

20 Soit
U @yt alogy )i

)

D’aprés ce qui précéde, Iintégrale ne saurait converger
si o <1. Elle converge d’ailleurs si « >>1. Toute la discussion
porte sur le cas o = 1. Intégrons d’abord par rapport a «:

] _f” dv ‘f" dx
T, Uogy)hl, @yt

r=yyi+il

La premiére intégration a effectuer nous donne

il

Jy G

Posons

(},'z_*_l)“fz

Si o est voisin de 1, A est voisin d’un nombre fixe.
On a ensuite

i d
Jo= A 24
*h (\)/2_1_ [)aiE(log.}/)ﬁ
1’intégrale converge, si x =, a4 la condition nécessaire et

suffisante que 3 >1. Pour a=1, 3=1, elle diverge. 51 nous

posons 2 ==1 4 g, B=1+4 2, étant donné que 'intégrale J. ne
devient infiniment grande que dans le champ des y infiniment
grands, nous pouvons, sans modifier la valeur principale de J.,
remplacer 3*4- 1 par 3+ Cette valcur principale est alors

A/” dy
- S yl—reuog‘},)larcx'

1— %
AT
a

et par suite

La remarque essentielle & signaler est que la modification
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introduite par le facteur (log1-)? est identique & celle que don-
nerait le facteur (logg )i
32 Plus généralement, envisageons des intégrales de Ia

* = daly
e [
Mt b ‘7’.“+J B

La condition pour que cette intégrale ait un sens est

forme

1
’}*f<|.
3

Ceci se démontre (')} en prouvant que

©
J!:A'[ —

(¢ finl), avec

) . ’
= 1—¢z, le coeflicient A’ reste

! !

25
compris entre des limites aisées & calculer. Sa limite, quand =
tend vers zéro, dépend des limites z,, 3, positives et vérifiant
1

Si donc nous posons

la relation - + ,' =1, vers lesquelles tendent respectivement

%p Po

- » - i
o et 9. L’ordre de P'intégrale est en tous cas celulr de . Pour
i g .

2,= 2, = 2, nous retrouverions la méme valeur asymptotique

dr d
que pour 'intégrale ff(lij_y{)1+5

L’extension au cas des Intégrales triples, ou de multiplicité
supérieure, se ferait sans difficulté. On utiliserait pour l'inté-

[,u [w /\,, dr oy, .. dt
J, PR

Id e

grale

la condition de convergence (*)

i<

R}~
W -

(1) Voir BorEer, Legons sur les séries @ termes positifs, p. 35.
(?) Borer, loc. cit.
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Les méthodes précédentes consistent essenticllement a déter-
miner d’abord, dans le champ des variables, les points autour
desquels I'intégrale devient infinie; d’une fagon plus précise,
les points ou lignes tels que, leur voisinage étant exclu du champ
des variables, I'intégrale reste finie. En s’en tenant aux zones
entourant ces points (dont certains peuvent étre 4 l'infini),
Pexpression de I'élément différentiel aura généralement une
partic principale facile & mettre en évidence et de forme beau-
coup plus simple que I’élément lui-méme. Cette partie principale
pourra d’ailleurs revétir diverses formes, qu’on obtiendra, par
exemple, en scindant les diverses zones conservées en plu-
sieurs autres, telles que dans chacune d’elles un terme de I’élé-
ment différentiel soit prépondérant. On ne retiendra que ce
terme dans I'intégrale.

Nous allons chercher, en utilisant ces principes,les conditions
de convergence de I'intégrale

/“” /”‘ drdy
u Sy (2B (2 -y B

Limitons d’abord la zone ou l'intégrale risque de devenir

infinie. Si nous donnons 4 y une valeur constante, arbitraire-
ment grande, la convergence des éléments de I'intégrale corres-
pondant & < ¥ <B est uniquement subordonnée a la condi-
tion a -} «’>> 1. Il nous faut de méme B+ 3’>> 1, Mais, 4 cause
de ces conditions, l'intégrale ne peut diverger que dans un
champ ol z et ¥ vont simultanément jusqu’a l'infini. Donc,
nous pourrons nous donner des nombres arbitrairement grands
A et B, et n’étudier la condition de convergence que dans le
champ z > A, » >B.

Dans ce champ, distinguons diverses zones, Construisons les

8 B g

courbes z = %, z = y*. Supposons g< f?’ la premiére courbe
sera au-dessus de la seconde. Elles divisent le champ en trois
zones; dans la premiére %< )-8, z¥' < y3. D’ou

gL, y)= (22 +y3) (a¥ + y8) = yB+B < Ay,
avec 1< h, < 4. Dans la deuxiéme

(. y) =zryd hy.
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Dans la troisiéme
= 2+« fg,

h, et h, étant également compris entre 1 et 4. En fait, seules
sont prépondérantes dans chaque zone les régions ol ky, h,, Ay
sont trés voisins de 1. I.”intégrale dans le premier champ a done

pour valeur

. 5o
! dy (£
A= ).

B

La question de la convergence ne se pose que pour v trés
grand. Icl, nous pouvons remplacer B par une nouvelle limite B,
fixe,sans changer la convergence de 'intégrale, de facon que

) (=] H

s 8 B
JE— A=y — ),

- La condition de convergence

s . s = L
7, 6tant par exemple inférieur 4 .

est done

>0

R W0

£ ns
B+id—

Dans la seconde zone nous avons

. g 8
1 dor v , * e e o O L

Jos f[_ =1 / =7 v = * (I, fini);
2. . A

:r“)iﬁ' yi

B étant trés grand, le second terme de la différence est négh-
geable par rapport au premier. La condition de convergence est

w

B+riz—n5S >0

N

Enfin, la condition de convergence dans la troisieme zone est

’

, o
x4+ 2 — =

p,>|.

Ces trois conditions se réduisent aux deux extrémes qui peu-

vent s'écrire
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avec
E_¢
x x
Non seulement la méthode précédente nous a donné les con-
ditions de convergence, mais elle permel encore, si ay B, af, B

tendent vers des valeurs pour lesquelles les conditions cessent
d’étre vérifiées, d’obtenir ['ordre de grandeur de I'intégrale
relativement aux différences infiniment petites des paramétres
et de feurs limites.
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APPLICATIONS ANALYTIQUES.

Nous allons appliquer les résultats précédemment acquis
a I’étude des séries et des produits infinis.

Nous nous propaserons de déduire de la croissance du terme
ou du facteur général, v, ou 14 u,, relativement A son rang,
la croissance de la somme des n premiers termes, ou du produit
des n premiers facteurs. 51 ces termes généraux sont des fone-
tions d’une variable z, il y aura lieu de considérer la croissance
de la série ou du produit relativement & z.

Les produits infinis fonctions d’une variable, dont nous
nous occuperons, seront des fonclions entiéres de celte variable,
et la relation que nous nous irouverons envisager sera celle
qui lie la croissance de la fonction et la croissance des modules
de ses zéros.

Ainsl, nous étudicrons d’abord les séries 4 termes constants
et positifs; puils, par application des résultats obtenus et des mé-
thodes employées, nous déterminerons les trés utiles formules
d’approximation de la fonction T. Celle-ci, mise &4 son tour
sous forme de produit infini, nous donnera un exemple essentiel
de la relation entre la croissance d’une fonction entiére et celle
de ses zéros. -

Nous analyserons de plus prés, par les produits infinis, cette
relation quand les croissances sont réguliéres. Elle sera mise
en évidence pour les croissances irréguliéres sur le dévelop-
pement de la fonction entiére en série de Taylor.

Séries ¢ termes constants et positifs. — Dans I'étude des séries,
a laquelle se rameéne celle des produits infinis, se posent suivant
les cas deux problémes différents.

Etant donnée une série : 1° si elle est divergente, la somme
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des n premiers termes, somme qui augmente indéfiniment
avec n, posseéde, relativement 4 n, un certain ordre de grandeur
qu’il est utile de connaitre.

2" B8i elle est convergente, la somme des termes qul suivent
Ie ni* ou n'*™* reste, est un infiniment petit dont nous nous
proposerons également de calculer I'ordre relativement a n.

Il est & remarquer que, dans les deux cas, les ordres de gran-
deur envisagés sont indépendants des modifications qu’on
pourrait faire subir 4 un nombre fini de termes de la série.

Etudions d’abord le premier probléme. Soient u, le terme
général d’une série divergente, S, la somme de ses n premiers
termes.

Supposons que u, soit pour n > A un nombre jamals crois-
sant. En considérant n comme une variable continue et u,
comme une fonction u(n) continue jamais croissante, assu-
jettie & coincider avec le n*™ terme de la série pour toutes les
valeurs entiéres de n, et en construisant la courbe y = u(z), on
prouve les inégalités

ﬁu,,<["u(n)dn<"2:um
Ja p

h+t

~ 72 2
~
(1 / u(n)dn+u,,<8 < [ u(n)dn + wy.
A it J,
,‘ g
Supposons que u, pour n >k soit un nombre Jamais décrois-
sant. On trouve, en construisant comme ci-dessus la courbe
y = u(z), la méme double inégalité précédente renversée

~

(2) , u(n)dn +u,,<2u,t</‘ u(n)dn - w,. -
- 4

vk

Dans les deux cas

,'; n
24””7 [ uin)dn
N L/ -
est compris entre u, et u,.
Cela étant, faisons sur I'ordre des u certaines hypothéses
particuliéres.
Supposons d’abord que cet ordre soit identique & a>—1.
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On a alors
i, = ne,
n
Donc, en posant Euﬂ =S,, on a la double inégalité
1

noe+l ne+l gy

— 1< S, < ——— + nv
a —+ a +1

sl a >> o0, et les inégalités inverses s1 a < o. Dans les deux cas,
S/l

”n+l

I , b
tend vers et 1 ordre de S, est donc égal & a + 1.
[220e o

L’ordre de S, serait encore a + 1, si 'on avait

Uy — Au na,

A, restant entre des limites extrémes d’indétermination finies,
Si l'ordre de u, est (a), a >-—1, l'ordre def u,dn est
A
(a +1). Ce sera encore ici I'ordre de S,.

. 1 -
Citons des exemples. Pour u = —. dont 'ordre est iden-
P
v 1"
rn
. < 1 ~ I , . b
tiquea — '»la somme ¥ — est d’ordre égal a -
2 e\ [ 14 "2
. nt41 . , . I
Soit u, = - Ici, Pordre de u, est égal & — . L’ordre
n? y/u —+ 2

T
de S, est donc encore --
A

; L1
u,,—,n-*(l—nsm 7)-

n

Posons

. . v y o= . 1
Puisque, d’aprés le développement en série de sin—
i

. 1 | 1 N .
1—nsing = — (14 g,), lime,=n
n

tioget !

nw

u, cst d’ordre égal & -4 1.

Donc S, est d’ordre égal a o.

Passons maintenant & des ordres de croissance supérieurs a
tout entier.

L’inégalité (2) peut s’écrire; en ajoutant aux trois membres,

h

‘/. win)dn
1
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f

~

et en posant
h
h

Zu,,—- /‘ u(n)dn = C,

1 s
n

(3).[

(8

w(n)ydn + u,<<S,;—+ up— C <f u(n)dn—-u,,
. 1

et par suite

n n
3 f 1L(11)dn<S,,—C<f uin)dn + u,.
1 1

Cette double inégalité montre que, selon la croissance de u,
deux cas se présenteront :

i

Si ‘/ u(n)dn est infiniment grand par rapport a u,, alors le
1

~n

rapport de S, & / u(n)dn tend vers 1, ct 'on a
=9

n
i,
(1) S,l:[ u(n)dn l+0—‘—”—— s
! / win)dn

1

f§ étant un nombre compris entre o et 1.
Si an contrairef u(n)dn est infiniment petit par rapport
i

4 u,, en remplacant la premiére des inégalités (3’) par I’iné.
e g e . . h
galité évidente u,<(S,, on voit que “* tend-vers 1 et 'on a
",
‘ n
ulndn

(3) S,,=u,,><<l+0'.l—~

Wy

n
Enfin, dans le cas intermédiaire ou le rapport L [ u(n)dn

i o/ 1
reste compris entre des limites finies, les deux formules (4)
ct (3) peuvent étre employées concurremment. 5, est compa-
n
rable 4 la fois & [ ulnydnetau .
o

Le premier cas se trouve réalisé quand la croissance de u,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



78 CHADNITRE IV.

est inférieure 4 pw, quelque petit que soit le nombre positif p;
le second, quand elle est supérieure 2 pw, quelque grand que
soit p; le troisiéme, quand elle est égale & (p,g)w, p et g étant
tels que o< p <qg<+ .

Citons quelques exemples. Examinons d’abord comment,
dans le cas Intermédiaire, le dernier terme u, est déj& assez
prépondérant pour étre comparable 4 la somme de tous ceux
qui le précédent.

Posons

w, = a’,

a étant un nombre supérieur & 1. On a

al+l g [ — q—n
S,,:a+a2+._.+a": —qgrttl— .
a—| a—1
Se . -y, a—1
Le rapport -~ est done finiet lim 2 = ——.
Uy b“ a

Si u,=e", la somme e+ e'+...+ e differe fort peu de
son dernier terme. Le calcul fait pour le cas général nous donne,

5,
pour le rapport = Ia valeur
n

n

win)dn

1 i)

1+ 0 —_—_—— =1+ —
et Y
avec o< < 1.
7
B / ev/n dn
Siu,— e\/“, comme ‘# est égal a zy/;z 4 un facteur
e n

prés tendant vers 1 (ce facteur étant plus précisément égal

asymptotiquement a 1—ﬁ) on a

S, = mxz/ﬂ(1—— 8 )

2y n

Iciencore, on a donc avec la valeur de la somme, & un facteur
prés tendant vers 1, une limite supérieure de I'erreur commise.

Le second probléme : ordre de grandeur du n'"* reste d’une
séric convergente, va nous donner des résultats enti¢rement
analogues aux précédents.
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Supposons qu’a partir d’un certain rang n,, u, qui tend vers
zéro ne croisse Jamais. Alors, nous savons que, la série étant
convergente, nu, tend vers zéro, et, par conséquent, 'ordre de
grandeur de u,, qui est négatif, ne saurait étre ni supérieur ni
¢égala —u.

Cette remarque faite, considérons les inégalités

o

WUpyy—+ 10y +o0a / wn) Wi < gy = Upypo tue

4l
que nous écrirons :

-
R,—eu,1<< [ u(nydn < R,,
Tn+l

De ceci résulte :

© ®©

{6) f u(ln)dn < R, < [ wln)dn + tupeq.

-1 n+1

Ici encore deux cas vont se présenter :

Si l’intégralef u(n)dn est d’ordre supérieur a u,,.., alors le

n+1

«
reste R, est égal & [ u(n)dn & un facteur prés tendant vers 1,
“ i+l

iy

Uerreur relative étant par défant et inférieure 8 —————-

[ u(n)dn

a4l
Si [ u(n)dn est d’ordre inférieur a u,, ., 'inégalité évidente
“n+i

w, <R, remplacera la premiétre des Inégalités (6) et R, sera
sensiblement égal & w, ., erreur relative étant inférieure &

e
/ w(n)dn
2 » et par défaut évidemment.

Upr
0

Enfin, si f u(n)dn ct u.,, restent dans un rapport fini, il ne

n+1

nous sera pas possible d’obtenir par ce procédé une valeur appro-
. . - [

chée dureste avec une erreur relative tendant vers zéro aveec —;
7t

malis nous connaitrons son ordre qui est I'ordre commun de

[ u(n)dn et de u,_,. Ces trois cas sont réalisés, suivant que
a4
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Sa CHAPITRE IV,

Pordre de u, est supérieur & — pw, quelque petit que soil p,
ou inférieur & — pw, quelque grand que soit p, ou égal a

—(p,q)w, avec o< p<{q<-+ =.

En particulier, si u, est d’ordre fini, —a, ou (—a), avec
a>1,Vordre dureste est —a 41, ou — (¢ — ). Exemple :
1 1
p= 5, Ryp=—>
n n

4 un facteur prés tendant vers 1.

Si u,=a~ ", le calcul direct nous donne pour R, la valeur
a -H
[2ARRE |

Iei, on a
® a— n+1

win)dn =
L

n+1

en sorte que U, et f u(n)dn sont de méme ordre. L’erreur

“au+l
commise sur la valeur de la série en s’arrétant au terme u,
est donc proportionnelle au dernier terme calculé.

On trouve un résultat analogue concernant la série

I
w, = V=
dont la somme est e.

On sait que 'erreur commise sur la valeur de ¢, en arrétant
le développement de la série au n'™* terme, savoir u , est de
PPordre du premier terme non calculé u,,, qui est la n*" partie
du dérnier terme calculé w . Les formules d’approximation
pour n! permettent de calculer [ u,dn, et apporteraient la

41
confirmation de ce résultat.

Dans tout. ce qui précéde nous avons systématiquement omis
le cas ou Pordre de u, est — 1 ou (—1). Lorsque ordre a de u,
est supérieur & un nombre fini plus grand que — 1, la série est
certainement divergente. Quand a est inférieur 4 un nombre
fini plus petit que — 1, la série est convergente. Mais, si nous

log e,

n’avons pas d’autre indication sur u, que le fait lim |,

logn
nous ne pouvons décider si la série est convergente ou diver-
gente. On sait, en effet, que log,z désignant la fonction logz
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itérée p fois, si — est égal a nlognlog.n. ..log, n(log,n)tte,
-

la série u, converge si, pour n infini, x a sa plus petite limite po-
sitive et diverge si 2 a sa plus grande limite négative. S1 zéro
est compris entre les limites extrémes ou coincide avec I'une
d’elles, on ne peut affirmer, sans autre renseignement sur u,,
ni la convergence ni la divergence de la série.

La formule (i) montre que la somme S, de la série

I

u, -
““nlogn.. logpn

ne difféere de log,.y n que par un nombre fini.

D’une fagon générale, considérons une fonction ¢ (n) croissant
indéfiniment et telle que sa dérivée varie toujours dans le
méme sens, 4 partir d’une certaine valeur de n. Si ¢ (n) ne reste
pas plus grand que Arn, A étant un nombre positif fixe, aussi
pelit qu’on voudra, il ne sera pas possible que ¢’ (n) reste supé-
rieur & A quelque petit que soit A. Done ¢’ (n) qui varie tou-
jours dans le méme sens tend vers zéro. Posons u,= 3"(n). La

somme S, de cette série est

Yn Lty

2, restant fini, ce qu1 montre que la série diverge et que, a un
nombre fini pres, 8, = =(n).

Pour avoir des termes généraux u, de séries divergentes, mais
aussi lentement divergentes qu’'on veut, 1l suflira de prendre
u,= %(n), ¢(n) étant une fonction croissant indéfiniment
mals aussi lentement qu’on veut et dont la dérivée décroit
sans cesse. Il apparalt‘maintenant d’une facon bien évidente
qu’il est impossible'de donner une suite de fonctions dépendant
uniquement d’un indice entier: y,(n), Ja(n), ..., Yu(n), ...
salisfaisant aux conditions suivantes : 1¢ toute fonction %, de
la suite est le terme général d’une série divergente; 2" le terme
cénéral d’une série divergente quelconque est infiniment grand
par rapport & 'une au-moins des fonctions %, (n).

En effet
n n
/ by dn = 2,(n), Ca / d,dn=1g9,(n), .
/1 L4

sont des fonctions croissantes. Il est donc possible de trouver
une fonction © croissant indéfiniment et infiniment petite par
E. B. 6
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84 CHAPITRE 1V,

rapport a chacune des précédentes ('). Je peux supposer que la
n
Pty - . - P W) . .
dérivée de » ne croisse jamais, La série Z:p’(n) qui sera diver-
1

soit limitée in-

' . &' (n
gente ne sera certainement pas telle que ¢ (”))
. oo o s
{érieurement par un nombre positif fixe pour une valeur assez
grande de p, puisque g(n) est infiniment petit par rapport
n
a [ Yp(n)dn.
-1
. O ~
Sous une autre forme, solent Zuz;,(n), SR Z%’(n)’
une sulte de séries chacune divergente, dont le terme général

. . . 3
ne croit jamais pour chacune d’elles et telles que %l tend
i

vers o avec 7'1 quel que soit p supposé fixe. Je dis qu'il est
possible de définir un terme général (n) tel que i tend vers
zéro quel que soit p, et tel queE'p(n) diverge.
Soit ny la valeur de n, telle que, pour
nznp bae(n)<<gi(n)  (E=102,.0 k),

l!‘/H—l

H‘J est

Cette valeur existe, puisque la limite des & quotients T2~
zéro, pour n infini. l
Cela étant, pour n<n,, je pose
o(n) =4i(n),
ne—1
et, si ‘\_ ¢, (n) <1, je continue 4 prendre
1

pin)=14,(n)
jusqu’a ce que 21"'(") surpasse 1, d’'une quantité quelconque
d’ailleurs. J’appelle v,— 1 la valeur de n ol je m’arréte. Si
ny, -1

2 4 >1, je prends
1 vy = ni.

(') Les considérations de ce genre sont essentiellement dues a Paul du
Bois-Reymond. Quelques précisions ont été ajoutées aux résultats fonda-
mentaux de Paul du Bois-Reymond par M. Pringsheim et par M. Hada-
mard (voir I'article de M. Prinesueim dans 'Encyclopédie des Sciences
mathématiques).
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Pour v;<n, e pose

vy -1

jusqu’a n=v,—1, v, étant tel que Z%(H) surpasse 1, ce
v

qui est possible puisque ¥, diverge, et tel que v,2n,.

Ainsi de suite, v, étant défini et étant supérieur & n,, je

Yyt
définis v,,, par les conditions v, Zn,,, et 2 Yo (n) >0,
N4
,

ce qui est possible puisque ¥, diverge. Pour v,Sn <lvp,,, je
pose

p(r)=dpi1(n).
‘I,)

, . . Y ’ X

La série »(n) est divergente, car >_‘>p. D’ailleurs d’aprés
1

up” R, entre v, et v, ses termes sont inférieurs 4 ceux de

méme rang des séries %, Ly, ..., Y, Donc, quel que soit p,
N . ) . .

pour n>v,, b, >=(n). Done, -~ tend vers zéro quel que soit p.
- M

/P

Cas de la convergence. — Soient 4, L,y .., ... des
Ty Y5 1 P

termes généraux de séries convergentes, sur lesquelles on sup-

'I - - . . ’
pose que fi’“ soit infiniment grand avec n, p étant fixe. Je
1
. L. .
veux construire une série = (n) convergente avec lim ;- = =,

B
quel que soit p. Je définis n, par la condition

Ri(nn) = ¥ de(n) < 755

n,+1
pour i=1, 2, ..., h. h étant choisi, n, existe puisque, pour
, . , I
chacune des A séries *4;(n), R;(n) tend vers zéro avec -

Pour nx<n<nu,,, je prends ©(n) égal au plus grand des

Ty
N . y ® N
nombres &, (n), ..., dy(n). L o(n) est inférieur &
ny-+1 \
Thyy
\
Z[%(_n)+¢2(n)+...+¢,L(;l)],
-+l
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Mhy
et d’aprés ‘\:‘ <R (ns)< Ii la somme en question est infé-
‘nhﬁ—l

. “ 1 s .
rieure & o Done, la nouvelle série est convergente et elle a

ses termes supérieurs ou égaux & ceux de Y, (n) pour n>n,.
Iei, 'hypothese de la décroissance infinie du rapport des
terwes de deux séries b a peu d’importance.

Les formules d’approximation de la jonction I'. — Avant d’en-
treprendre I'étude de la croissance des produits infinis fonctions
d’une variable, il nous sera utile d’établir les propriétés fonda-
mentales de la fonction T. Nous les déduirons trés simplement
des théories précédentes. Considérons la séric harmonique
u,= -Il; ¢t soit

1

1
G(R) =1+ - +.,. 5 —-
‘( ) 2 n

n

dn ¥ " dn

ou

I
— < wln)y—tn<1.
n

Posons ¢(r)—Ln= f(n) et proposons-nous d’étudier la

fonction f(ln).

Nous allons tout d’abord montrer qu’elle tend vers une limile
quand n croit indéfiniment.

Il nous suffira pour cela de rechercher si la série

chp==fin)y = f{n 1)
est convergente, car

flan)y=1+rpy— ez ... 29,

or
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et, d’aprés la formule de Taylor (),

a? .
Li—a)=—a — ———— s1 2 <.

2(1 — 0z)2
Donc

L(I~Y—> :rL—\l—;
n n 2(n—6)2
pour n 2. Done

I

fn= 2 — 02

r_ . [
La série ¢, est convergente, puisque n2|V,,.] tend vers - S

;s I
et que la séric —; est convergente.
n?

Done, f(r) tend vers une limite C. Le nombre C a regu le
nom de constante d’Euler.

On a
» w w
C 4 I QL IS‘ 1 I QR
=1+t Pp . =1 = :7,__,_, e = — —..
! " 2 n? 3 e 1} p ne
2 2 2

Considérons ’égalité

e(n)y=Ln+C+[fln)y—C]J.
Posons
R”:/‘(ﬂ)‘, C.

R, tend vers zéro. Cherchons son ordre infinitésimal.

On a
=N ey =N
R"WZ( on) d 2y 1t — 02
n+1 n+ 1
Or |
% 1 ’71 I {1 L
—_ P — —:
E/ﬂ \5 (n;6)2</-lnﬂ’
n+1 n
donc
< i " ! 0
(n—U)E—‘ZF n?
n+1 n+1

(') Dans les calculs suivants la signification de la notation f sera traduite
par les mots « un certain nombre compris entre o et 1 » En conséquence.
) dans une méme expression pourra représenter deux nombres différents,
mais compris dans ces limites. Le calcul des nombres 0 sera régi par des
égalités telles que 6 + 0 =20, 0. -8 =20, 60 =0,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



86 CHAPITRE 1V,

Or
®
Z T dn 0 1 ]
nt n? n? n n®’
n+1
done
[ [{]
R,— —=*x —;
" an a2nt?

. . . 1
donc nR, tend vers une limite, qui est = On montre d’une
fagon analogue que, si I'on écrit

1 B
o(n)=Ln+ C4+ — 4 —2,
' un n?

B, tend vers une limite. En effet, posons

1
[ . _ _ _ —
¢(n)=stn)—Ln—0C——

On

By

n2

Or

=>[¥(n) Y(n+D]+... [ n+h)—db(nd-A+1)]4-. ...

n m 2\mMm —1 m

L}/(m—l)**df(m):—ifL<17i>41< L '>

et, d'aprés la formule de Taylor arrétée 4 un rang convena-
blement choisi,

1 I I 1
=)= = — -,
m m 2m? 3(m- Gy

I 1 1 I .

m—y  m  mr (m—Gyp’

I i
—0) 2(m—0)

$(m—1) —d(m)= Sm
On en déduit comme ci-dessus que

1 h

-+ —
12n% n3

B— =N[4 —1)—y(m)] =—

n+41

h restant finiquand n croit indéfiniment. Donc B, tend vers — I'—
P

La méthode précédente permet, par une généralisation immé-
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diate, de démontrer le fait suivant. Il existe une suite de nom-

bres A\, As, ..., Ap, ... tels que, sil’on pose

A A A, B
o(n)=Ln C+ 2 ¢ 22 2est
‘ n n? nr—1 nr

B, tend vers A,, quand, p restant fixe, n croit mndéfiniment.
Pour le montrer, il suffit encore de poser

bp(n)y=v(n)—Ln—C—. .. - Ap—
' nt—1
On a . )
B, -
m = Dl bulm == (m).

n 1

En calculant par la formule de Taylor arrétée au terme en

—5+ chacun des termes dont se compose la différence

Up="Yp(m —1)—,(m),

©

on constate que la somme de la série Zum est bien d’ordre

n—+1

égal a celui de n_l,, On trouve que les nombres A, Ay, ...
A,, ... se déterminent de proche en proche par les équations

I I
A = 0, Al +24,— 5 =0, ey

5

A+ Gl Ay .+ Cz,}A/,——. ot C;ﬁ:%AI,_l - — =o0,

L
P
les C étant les coeflicients binomiaux.

Ce serait cependant une erreur de croire que la série de terme

Apa

i1 est convergente. Elle diverge quel que soit n,

général u,=

mais posséde cette propriété que sl on la limite 4 ses p pre-
miers termes, quel que soit 'entier fixe p, ’expression conservée
représente sa pseudo-somme, o (n)— Ln, 4 un infiniment petit

prés de Iordre de - On donne & une telle série le nom de

1
ny+i

développement asymptotique ().

(1) Voir Legons sur les séries divergenies, Chapitre 1.
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L’expression asymptotique

';(n):lln—k(l+ﬁ+,‘;—\2
(A fini) nous était indispensable pour obtenir une formule
d’approximation de la fonction I' dont I'iniérét a été originai-
rement de réaliser I'interpolation des factorielles, ou produits
de la forme 2.5...n, ol n cst un entier positif, C’est tout
d’abord de ces factorielles que nous allons chercher une formule
d’approximation, formule d’une grande utilité dans de nom-
breuses questions, en particulier dans ’analyse combinatoire
des grands nombres.
On a

Ln!'=Lt+ L2+...+ Ln.

n ) n
Cette somme est comprise entre [ Lndn et f Lndn -+ Ln.
1 1

On a
n
f Lndn=n(Lan—r1).
1

Lrl—na(ln—1)="8(n).

Posons

§(n) est compris entre o et Ln.
Cherchons une valeur plus approchée de 4(n). On a
(n—1)=L{n—1)!— (-n —nL(n—1)+(n-—1)

=L(n—1)!—nlLn—+ Lﬂf(ll—l)L(l)%) —+ (1 —1j

:6(n)—|—(n—|)[‘(1_%>.'

Done
T | n—1
ln)—f8(n—1) —= — - .
) ( 2 n " ant 3(n—06)
donc

I I 1
ﬁ(n):r—(l+7—+—...—+——>+2”,
2\ 2 n

¥, étant la somme des n premiers termes d’une série conver-
) . - I . .
gente. La différence 6(n)— Lz tend donc vers une limite A.

En réunissant tous les résultats trouvés et en’ complétant
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I'approximation comme on I’a fait pour 3(n), on aurait

I ’ B B’
La'l=n(Lrn—1)+ Lrn—+ A4+ —+ =,
2 n n?
ou enfin
nt
L BB
n!= eAl1+ — + = ;
en n n?/’

A et B sont des constantes, B’ et B” tendent chacun vers une
limite. Nous obtiendrons ultérieurement par I’étude de la fonc-
tion I' Ja valeur de la constante e qui est égale a \/';—T_I. Mais
on pourralt la calculer par voie élémentaire en utilisant les for-
mules qui contiennent des factorielles, par exemple la formule

de Wallis.

Euler a donné de la fonction ' la définition sulvante :

MNa)= /- e vx* \idr.
~'o

Cette intégrale est convergente, relativement a sa limite supé-
rieure quel que solt «, et, relativement & sa limite inférieure,
si a est positif (s1 @ est un nombre complexe, 1l suflit que a
ait sa partie réelle positive).

Nous utiliserons cette définition pour démontrer 1'une des
propriétés fondamentales de la fonction T

On a
d .
__(ef.zxa) — e Txa-l__ e—xTya,

dx

En intégrant entre les limites o et oo, 1l vient

o=al'(a) —T'(a+1)
Fa—+1)=al(a).

Cette égalité nous donne les valeurs de I pour les valeurs en-
tieres de la variable, On a en effet

(1) :'/‘we"‘dz: .

o
Donc
I'(r+1)=12.3...n,
pour n entier.
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Cette formule rattache la fonction I'" aux factorielles el permet
d’utiliser pour son calcul la formule d’approximation trouvée
plus haut pour n'!

Gauss a envisagé cette fonction comme la limite d’un produit
infini. Le procédé d’interpolation utilisé par Gauss se généralise
aisément : . -

Soit une expression de la forme
o(1) t-g(2) ...+ ¢(r)=S(=z),

z étant un nombre entier. Supposons que la fonction ¢ (z) soit
définie pour toutes les valeurs de z. On a

S(r)=9()+c(2)+... T o(n+z)—9(z+1)—...—v(r+n)
=u()~—2(x+1)+...+p(n)—o¢(r+n)
+o(n+1)+o(n+2)+...+oln+x),

quel que soit n. Supposons qu’on sache trouver une expression
asymptotique pour n == de la somme composée de z termes

e(n,x)=9(n+1)+o(n+2)+...+o(n+x)

et soit 7/ (n,x) cette expression qui ne différe de ¢ (n, z) que
par une quantité tendant vers zéro. 5i 7 (n,z) est une fonction
définie pour toutes les valeurs de @, nous avons, en posant

n

Zn(x) :2[‘?(/” —¢(z + h),

1

$(2) = lit [zu(x)+x(n,z)]

pour toutes les valeurs entlitres de . Mais, d’aprésles hypothéses
faites, X, et 7 sont des fonctions définies pour toute valeur de z.
Le second membre qui converge pour toute valeur entiére et
positive de z définit, dans tout son domaine de convergence,
une fonction de z qui se trouve réaliser l'interpolation de la
fonction S (z) donnée pour z entier.

Les hypothéses que nous avons successivement introduites
dans cet exposé se trouvent probablement vérifiées dans tous
les cas usuels.

S’il s’agit d’interpoler un produit 7 (1) % (2)...y(z), i suffit
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de poser
o(x) =logy(z),

pour se placer dans le cas précédent.

Désignons provisoirement par T, (z) la fonction de Gauss.

Nous montrerons ultérieurement l'identité de 1I'(z) et de T, (z).
On a, pour z entier,

Fi(z)=12.3...(z—1);
d’ou
1.2.3...n

r(x+1)...(x+n)

Ty(xr)= (n+1(n+2)...(n+x)
(n+1)...(n—+—x)
nxt

tend vers 1 quand »n croit indéfiniment. Done

Or, le rapport » & étant un entier déterminé,

. .2, .n
Ty(a)=lim — . - nx,
n=w (L 1,0 T)

C’est la définition de Gauss.
Je dis que, quelle que soit la valeur fixe donnée 4 z, le second
membre tend vers une limite. En effet

n+—=egiln
peut étre remplacé, & un facteur prés tendant vers 1, par

e‘r(1+%+...+;l—ﬂl\)_
. . !
d’ou

T W
. 1 1 n —Car+ — 4+ =
I'i(z)=1im — ! r,
new X T 11 X+ n
D’aprés la définition de la valeur d’un produit infini, ceci

équivaul & écrire

1 , xz - x -z x -z
—— =€+ —Je {1 —)e ... (14+=]e "....
I'i(z) 1 2 n

Je dis que ce produit converge pour toute valeur réelle ou
complexe de 2. Pour une valeur de = entiére négative, la valeur
du produit est zéro. Pour toute autre valeur déterminée de =,
la série des logarithmes des facteurs, & savoir la série

x x
u,=logl{ir+ —)——,
n, n
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ou je choisis pour n> |z | la détermination de u, égale a

E}

x? xr?
—
2n? 3n3

5

E3
P

>

est telle que n?*|{u,| tend pour n infini vers la limite
el par sulte est convergente.

Le produit infini converge done pour toute valeur de =z.
Je dis qu’il est uniformément convergent dans toute aire finie.

Prouvons d’abord qu’étant donné un contour déterminé C,
si ¢ est un nombre positif arbitrairement petit, il est possible
de déterminer n, tel que le praduit des facteurs qui suivent le
n, "™ soit égal a e* avec |a| <= dans toule 'aire limitée par C.

En effet, soit R le rayon d’un cercle ayant pour centre 1'ori-
gine et conienant a son intérieur C. Soit n, un entier supé-
rieur & 2R. Envisageons le produit formé par les termes de
rang supcérieur a ng Il est possible de déterminer un nombre »/,

, . ! 2
tel que, pour n> ny, n*|u,|<R? puisque n?| u,|tend vers %

o 1 . . . .
Or, la série — étant convergente, Je peux déterminer n.> n

B

tel que, pour n2n,,

Avec cette méme hypothése n2n,,

w . ®© x
n

Z|un[<s et finalement I I <|+%> e "= e

avec
[2[<e,

dans tout le cercle de rayon R.
Cela étant, sil’on suppose = inférieur & L2, d’aprés

o =L
on a

n*

X<l < TH] (22n)
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Le troisiéme membre, n' étant fixe, est le produit d’un poly-
nome par une exponentielle, donc une fonction continue qui

. . M
posséde un maximum — sur le cercle de rayon R.
i

Done,

ﬁl<‘7l et l§]<M, pour n >>n,.
1

Donc, pour n supérieur a n,,

) e

est inférieur en module & M (eS—1) qui est un nombre arbitrai-
rement petit.

Done, la suite de fonctions [I converge uniformément vers
1
l_‘(’l;r_) dans toute aire finie.

Donce, ﬁ est partout holomorphe. C’est une fonction en-
tiere.

Nous allons montrer I'identité des deux fonctions I'(a) et
I, (a) pour a réel et positif. Si I'on admet que la fonction
d’Euler en tous les points ou elle est définie est le prolongement
analytique des valeurs qu’elle prend sur le demi-axe réel et
positif, il en résultera I'identité dans tout leur domaine com-
mun d’existence des deux fonctions I et T,

On a

1

/ Fa—! dpr — L
A a

Remplacons a par a1 et retranchons membre 4 membre,
II vient

1
f =1 — ) dr = ! .
-Jo afa —+1)

Remplacons a par a -+ 1 et retranchons membre & membre,

i
2
f (1 —r) de = —————.
o a(e 1 I)(a--2,
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On montrerait par vole de récurrence la validité dela relation

!
[ Y P AT LLLL
a(a—+1)...(a+n)

0
I.a définition de Gauss équivaut done a la suivante :
1

T (@)= lim n+ [ -1 —az)" dx.

n= = 0

RERN

Faisons oz = :

I'y (@) = lim [_y“"(l——%)ud_}f.

n=—oa 0
Je dis que l'intégrale qui figure au second membre tend vers

/we Ty idy

]
En effet, donnons & a une valeur déterminée que nous lais-
serons fixe. Soit ¢ un nombre positif arbitrairement petit et fixe.

Puisque l’intégrale/ 9% te rdy a un sens, je peux trouver
’ 0

un nombre A tel que
[ yote Ydy <=

“A

N’envisageons que les valeurs de n supérieures 8 A. On a

n A 2
w 1 *Z " =
.[ v (r n> dy = -+ .
0 A

Or, puisque » reste dans son intervalle de variation inférieur
Y b — -
a nona, d’aprés log(1—2) = — . si <1,

¥

¥ \ 4 —_ —_
( 'y>”=e"“’"(‘7):g e T
N

Donc

Le premier membre décroit quand y crolt, en restant inférieur

a n. Done, si <A, le premier membre est supérieur ou égal
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A9

A A

4 e "2 Donc, lerapport de‘/; gt (1%%>"dy 5[ ya-ie rdy
s

est compris entre ¢ * * ¢t 1. Quand n croit indéfiniment,

A étant laissé fixe, ce rapport tend vers 1. Donc, la premiére

de ces deux intégrales tend vers la seconde et il est possible de

déterminer un nombre n, tel que, pour n >n,,

A A "
0<J y“*“e—fn’.y—f y“"(l—z) @y <z
0 o n

D’ailleurs, d’aprées (1 — Z>u <Le 7,
\ n

n s n Ll
[ ye! (' - Z) ay <f yeterdy <f yeterdy Le.
A n A A

\

Done
ac n
o N » 7Z n .
o</y te Ydy [_ya <1 n) dy <z

Y A

et, par suite, pour toutes les valeurs de n surpassant n,,

o<f yele Ydy — / )’“*‘<I—'ZL>”0!}’<2E-
7
0 o

Le nombre = ayant été choisi arbitrairement petit, ceci

/]“*hz*]’dy:limf _}’a*l<lﬁz\)”d)’
n=md/, n,

hal']

exprime que

ou
I'(a)=Ti(a),

pour toutes les valeurs réclles et positives de a.
La défimition de Gauss va nous permettre de démontrer la
seconde propriété fondamentale de la fonction I'. On a

' 1
I'e)l(i—a) —al{a)l'(—a)

w© . I3 x +n
i a~x —-= L a il
:eC“al[<r+—)8 "xe*bﬂl]<l——>6 6
113 R n
1 1
w
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94 CHAPITRE 1V.

Done
™

F(a)T{1—a)=

sinaxw

r(i) E—~

AN

En particulier

Du développement donné par Gauss de la fonction I', on peut
en déduire d’autres importants.
Tout d’abord, s1 nous développons en série de Maclaurin le

logarithme de chacun des facteurs du produit ﬁ—), le dévelop-
pement est valable pour toute valeur de z telle que |z !<C1.
On a

x x ke rd axr
loglt+— )] —— —— — - — —. ..+ (—1)f 1 . ™
n r PRI 3 e pnr

logf,;—T—)—logx' est une fonction de z holomorphe autour

de l'origine dans le cercle de rayon 1. Cherchons son dévelop-

ua
, . . . , . ~
pement en série de Maclaurin. Je dis que la série double Lu,
. 1
est absolument convergente, pour |z|<i. Posons |z|=r, et
remplagons dans la série double chaque terme par son module.
Il nous sullira de trouver un ordre particulier de sommation
tel que la série des modules soit convergente. Cette série est
« =
> X
pnr
n=1 p=2
5 . . , . . . \
Sommons-la dans Pordre indiqué par les indices des signes et

On a

Or, la série

N . . -1 ~ v
ou r <1, est convergente et égale & —log T Cr. La séric

double‘\:‘ u, étant absolument convergente, on peut eflectucer sa
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sommation en choisissant un ordre arbitraire pour les termes.
On a donc

1 x? 1 . rP T
[o Q——) - — J— n—1 -
lo"r(x) logz + Cx 2anﬂ—...%-( 1) > e
1 1
Je dis qu’on a
. () 1 A /1 1
—_— = — = - —
(0 () T+Z<n .z'+11>
1
et
. e 1 {1 !
) Elo°r(1‘)—;+ﬂ(m+nﬁ

La série qui figure au second membre de (2) est absolument
convergente, puisque le rapport de son terme général & n—[ tend

vers +1. La valeur de ce rapport montre qu'elle est unifor-
mément convergente dans tout domaine ne contenant pas de
point réel entier négatif. Il en résulte que le second membre
de (1), qui se déduit de la série (2) en intégrant terme a terme,
est aussi une série uniformément convergente dans le méme
domaine et que le second membre de (2) est sa dérivée. Le
second membre de (1), étant une série uniformément conver-
gente dans le domaine énoncé, y représente la dérivée de
logl‘(z-):-—Cx—f—log;‘——Elog(l%—%)—z-
1
Les égalités (1) et (2) sont donc bien exactes.
L’égalité (1) montre que

1" (1) = — C.
Nous allons maintenant établir la formule d’approximation
de I'(a) quand a est un grand nombre positif. Posons

I .
log T'(u) = (n.— ;) loga —a +g(a).

Nous savons que = (@), quand a croit par valeurs entiéres,
tend vers une limite. Nous allons montrer que, si a tend vers
+ o d’une fagon arbitraire, s (a) tend vers cette méme limite.

E. B, ’ 7
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En effet, soit a =p + 1— @, 2 étant un nombre positif infé-
rieur a 1.
Formons © (a). On a d’abord

logT(p+1—a)=logT(p—a)+ log(p —a)

=0 X o (1 £7) — 257

Or )

P2 on v fr— )
log<1+ ~ >_Iob<[-+—n>+log,<1 n’*‘[’)

| 4 . 3 a?
0°<1 n+p>~—n+p 2(n—+—p—0)
(8 < a et afortiori § <1).

et

Done

log T'(p +1—2)

@ o o?

. — el Py -2 & - :
=—Cp+Ca E[lo°<1+n) n n+p+n 2(n-+—p~6)2:l

r=1

En faisant o= o au second membre, il reste logl'(p + 1);
nous pouvons écrire

logI‘(p;*—l—a)

N T

n=\ n—=1

~D’autre part
(p—i—%—a) log(p+1—0a)—p—1+a

= <p+ L —a> [log(p+1)~

x

mj —(p+1)+a.

Nous savons que ¢(p~+-1) tend vers une limite quand p croit
indéfiniment. Il suffit de prouver que, si « varie d’une fagon
quelconque entre o et 1, o(p+1—a)—ae(p+1) tend vers zéro

avec [1) Cette différence est

/1 T p+;‘l;
L — — — : 3 —_—
= © 2<n nt—p}+lug(f)+l’+p»rl~0 !

n=—1
B O 1 1
e [;Z(n%—p—ﬂ)z [)~+—-I—(i]

n—1
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Evaluons

§1 _1__ 1
el \ T2 n-+—p
n=1

La somme des n premiers termes de cette série est

I i T 1 I
i el S P IE e .
I 2 P n—+1 n—p

Quand n croit indéfiniment, cette somme tend vers

-
I I
I+ = e =
2 P

qui est par conséquent la somme de la série. Le coefficient

de « devient
s

(o (P OUURL R —+ logp + LIS P
) 2 " p p—b pa+1—0

1,

. . , I 1= .
expression qui tend vers zéro avec ra Etant donné un nombre

positif ¢ arbitrairement petit, il existe donc un nombre p, tel
que l'inégalité p > p, rende le coefficient de « inférjeur & ¢ en
valeur absolue.

Le coefficienl de o tend aussi vers zéro, Car, d’une part,

Ppare— tend vers zéro et, d’autre part,

(R +p—0)2 " md n?
n—1

nop

;- o, L
La série _; ¢tant convergente, lc second membre de cette iné-

galité tend vers zéro. Il existe donc un nombre p., tel que I'iné-
galité p>> p» rend le coeflicient de =2 inférieur & € en valeur
absolue. 51 p est supérieur au plus grand des deux nombres
p. et pa, on a

le(p+1—a)—o(p+ )] 72 t-22e < 2s.
La différence v (p~+ 1—a)—¢(p+ 1) tend donc vers zéro
avec 1—;, quelle que soit la fagon dont varie a entre o et 1, et

par suite ¢ (a) tend vers une limite quand @ croit indéfiniment.
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i - .
Calculons cette limite. Posons

T'(a)ez

1 =q'(a)'
a“_i
On a
b(a) = etla),
Soit
A =limd(a)
1
ktJ((l%—[) (l"+;€
V(a ' L
vila) (a_*_l)n-o-2
Faisons
T
a=p-— ;

G

Multiplions membre 4 membre les diverses égalités obtenues
en remplacant dans celle-ci ppar 1,2, ..., p—1,

J N Py 5)2 'lp—l‘l"'(l) ,3.5. .(ap— 1)
\r(p+2>_¢<2>gl3<5, 2P+1) =) T o

Comme
(1Y =t
H—(Q> = yze?,
, .
Praq s _
A:‘/;limg 3.5...(2p l).
p=w (2p —1)®
Or, on a

1
P+ 1

W ap! (2p) 2e2p A(r—a,) P+ ,
3.3.__(2[)—!):2,)[)! == 7 =2 -[)I‘e*l'(1+1;‘
').I‘p’ e P A(1+al,)

avec
lim ap,, 2, 2}, = o.
’J:m
\

2 1
(2p +l)l':-').I'Pl'<1+ A_tll_) =2rpre?(1+ 3,) (lim3,=o0).

Donc
p-&—l p+1
. e 2 o prl‘f——[l
A= ﬁ ,h_nl _—_—L— = \/2-,-_;
7 .2;)1);162
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donc

lim g (a) = log yam,

Voici une autre méthode classique permettant d’obtenir
¢(a). Elle est fondée sur la considération de l'intégrale de
Raabe

La1
Ja)= / logT(z)dx

«
et sur la remarque que si ¢ (a) tend vers une limite pour g infint
a1
f ¢ (z)dr tend vers cette méme limite, puisque cette inté-
13

grale est égale 4 ¢(a’), @’ étant un nombre compris entre les
limites d’intégration a et @ 4- 1. Calculons J(a). Ona

J(a)=logT(a+1)—logI'(a) =loga.

En intégrant,
J(a) = a(loga —1) + B,

B étant une constante dont nous aurons la valeur en donnant
4 a une valeur particuliére. Faisons a = o.

1
B:f logT(®) dx.
[}

Faisons le changement de variable z=1—1, en rétablissant
ensuite & la place de ¢ la variable d’intégration . Il vient

1
B =f logI'(1-—z) d=,
0

d’ou
1 by ™
2B = [ log[T (@) r(1—o)]do = [ Tog gz de
0 a
Done
1
zB:log-r.—f log sintz d=.
[
Or

1
1 2 1 z
flugsinnzdz:zf logsinnxdx:/ log sint—d.r
2
o 0 0

(¢ =1—1).
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102 CHAPITRE 1V.

En changeant dans la derniére z en 1 — =z,

1 ) 1 z
log sintx dz = log cos® —dx
2
0 /o

d’ou
1 1 . 1 _xz
2 [ ]ugsinr.zdz.':f logsin—r:—dx—l—/‘logCOS——({z'
A A 2 A 2
1 .
___f logsinta de — log2.
0
Donc,
1
flogsinnxdx:——logz;
0
donc,
2B —=logo~
ou

B =logyux
J(a) =a(loga—r1) = logyam.

et finalement

Nous allons maintenant calculer une expression de J(a)
au moyen du développement asymptotique de logl'(z). On a

—+1 a-+1 1
J(a)::f g(x)(lz—}—f (z—;)logxdz—zdz;
" T

a+1 2 2 a+1
J(a)= [ q:(:z‘)dz+<x - xlogx—?”f +§> .
. d + a

I

Dans la partie intégrée au second membre nous remplagons
log (2 4 1) par loga 4 log(x + é) Nous développons ce der-
\ -

. - . . 1 ,
nier terme suivant les puissances croissantes de — (la série con-
verge pour @ >1) et nous ordonnons le résultat final suivant

. - I .
les puissances croissantes de —. Il vient
a

a+1
J(n):[ cp(x)dz—i—aloga—a—ﬁ—;—

3

Les termes négligés formant une série entiére en = 2
2

— A,
ar

v
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L’expression obtenue précédemment pour J(a) nous donne

a1 1 hd Ap
(N -[ q(z)dx:log\/zﬂ+m+2 .

arl
2
Les A, sont des nombres fixes et la série qui figure au second
membre converge pour a >1.
Il résulte de 13, comme nous ’avons vu, que

limg(a)=log yax.

A laide de I’égalité (1) nous pouvons déterminer une suite
de nombres C,, Cy, ..., Cp, ... tels que, si I'on pose

G, C, Cot  Cp
?(d)—log . 27‘7+;+a? S ar—1 ar’

C, tend vers C, quand a croit indéfiniment, p étant laissé
fixe. Mais, comme dans un exemple rencontré plus haut, la

=
. Cp s
série E - Dest convergente pour aucune valeur de &; cepen-
1

dant, si on la limite & un terme quelconque, mais fixe, la va-
leur approchée ainsi obtenue pour ¢(a)-—logy/2x en différe
d’une quantité qui, lorsque a croit indéfiniment, est infini-
ment petite par rapport au dernier terme conservé. Cette série
est donc de celles que nous avons dénommeées développements
asymptoliques. .

Le développement de ©(a) permet de calculer avec beaucoup
d’exactitude I'(a) pour les grandes valcurs de a, les valeurs
entiéres étant particuliérement intéressantes. La valeur obtenue
est d’autant plus approchée que a est plus grand. On a

I'(a) :aafée ayoam|i+e(a)] = (%‘)a\/%’g[lﬁ—s(a)],

e(a) étant une quantilé infiniment petite avec % et qu’on peut

déterminer & tout ordre infinitésimal prés donné i I'avance.
Mais 1l faut remarquer que si 'erreur relative commise sur
I'(a) lorsqu’on se borne & la valeur approchée écrite ci-dessus
est infiniment petite et d’ordre aussi petit qu'on voudra
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104 CHAPITRE 1V,

I’erreur absolue commise sur I'(a) est infiniment grande avec a;

car, si
logT(a)==0(a)+,

7, étant un infiniment petit d’ordre p déterminé, aussi élevé
qu’on le voudra relativement 4 a, ona

o Bla B n_n
I'(a) =ell@ eni= ¢ial L )

L’erreur absolue commise sur I'(a) est du méme ordre que
7,¢%2), et, comme G(a)>a, I'erreur absolue commise est supé-

. . c? . . .
rieure & - Elle est infiniment grande, quel que soit le nombre

supposé fixe de termes pris dans le développement de »(a).

Aussi, au contraire de ce qui avait lieu avec logl'(a),
n’obtenons-nous pas pour I'(a) un développement asympto-
tique.

La croissance des fonctions entiéres comparée a celle de leurs
zéros. — Les résultats qui précédent permettent de déterminer
I'ordre de grandeur maximum de la fonction entiére

: z\ —%
=eCrzr(14+=)e
L{x) n

pour une valeur donnée r du module de z.-On a

I _ sinmzr
T(z)Ta—=z) =
Danc
T SiNwTx
et :r -
rir—a) (=) b
Si
r=n-+ -,
2
_— n
S 1~<n+ ;) kb
T (—I —n> 2 h
\ 2
Donc ———, pour certaines valeurs négatives de [z], est de

L{z)
I'ordre de grandeur de |z|l#. C’est 12 un résultat trés intéressant
si on le rapproche du fait que le produit des deux fonctions en-
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titres est de l'ardre de grandeur de ™!+

1 1
et
[(x) I'(r—x)
. . eiTe __ p—inx
d’aprés sinrr = ——0r——.
2l

+ = 1

Ainsi, le produit I I <1 — %)9" a son module maximum (pour
|z ! constant) de Pordre de grandeur de ¢!, tandis que le pro-
duit obtenu en prenant seulement une partie des facteurs, ceux
définis par n >>o0 (ou par n <o), représente une fonction d’un
ordre bien supérieur, celui de |z |,

La propriété du produit sin =z de pouvoir se décomposer en
deux produits croissant chacun plus vite que le premier est
tout a fait exceptionnelle pour les produits infinis dans lesquels
le facteur de rang n dépend d’une variable ¢ et qui représentent
une fonction entiére de t.

Ce fait ne se présente pas pour les produits infinis convergents

de la forme f(2) 2["’[ [1 +

positive croissante de n. Nous allons étudier ces prodults au
point de vue de leur croissance relativement a t.
Examinons tout d’abord le produit

L -
H xt siInwL
| — — = .
n? TE

1

I3
()

], ol o(n) est une fonction .

Posons z = iy. 1l vient

it y2 eny — -7y
[1(+2)="m,
n* LTY
1

au, si y?=1,

17[< t> enVl__ g—T V2t
I+ =)=
nt 21/t

Donc la fonction de ¢, H[( + ?([n)], ol p(n) est d’ordre 2
1

par rapport a n, est par rapport a ¢ d’ordre w X <i>
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D’une fagon générale, je dis que, si o(n) =n%{x>1 pour la
convergence ), 'ordre de log f(t) par rapport a ¢ est égal & i

En effet, b étant un enticr quelconque, déterminons n, par
les conditions
ngs n%t < (np+1)% pour 421,

Rh+1

] ¢
et soit n,= o. Nous avons, en posant P, = I I (1 - ;L—1->:

np+1
St =I:IP/;-

h=o
Or, si
ny—+ Ié n é Rpt1,y

avec h 2o
L+ t S1+ £ <1+ d
(h+1)%t~ ne hxg’
I’égalité ne pouvant avoir lien que pour n =n,;.
P, contient n,, ,— n, facteurs, c’est-a-dire un nombre qui

1 \
<d’aprés ny= ht*+ 8/) différe d’une unité au plus de
1 1
(h+1)1%— ht*= (2.

Donec
l 1

[ oo : P\ E1
[I—+— (——_h'—rl)“jl < Pp <I+ m) .
Evaluons P,.
Si nfn,, n*<t; done

¢ to.
e ST S

I’égalité ne pouvant avoir lieu que pour le dernier facteur. Le
1

nombre de facteurs est & une unité prés t*. Donc

2y P

o) ny J— -
(X-2...nm4)% <Po<on (r.9...n)%

1
Evaluons le premier membre. D’aprés t* = n, 4 6, le numé-

rateur est égal & (n,4- )22, qui a pour valeur, & un facteur
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prés tendant vers 1, (n, e’} Le premier membre est donc égal

7y g0 . .
a (n ”; )1 ou, d’aprés les formules d’approximation de la fone-
ity .

R

tion [, & ex X n, *, & un facteur fini prés. Donc

1
y X
[o—ehl,

h étant un nombre dont les limites extrémes d’indétermination
pour { = sont comprises entre a et o + loga.
D’ailleurs

1
2| @ a® - zl;+1
) I
LTSI (DS ) (ES1
) 1 _ 1
Les produits infinis situés aux membres extrémes sont f(I)

f(1). Done
= 1
HPII == ek[lv
1

k ayant des limites extrémes pour ¢ infini, certainement com-
prises entre log /(1) et log (1) —log2. Donc enfin '
L
log f(t) = (h+ k)t*,

le nombre A4k ayant ses limites extrémes non extérieures a
Pintervalle

a +-log f(1) — log», o+ log f(1) +loga.

Cect démontre la proposition,

Voici un autre procédé, d’intérét asscz général, permettant
d’avoir avec beaucoup plus de précision le développement
asymptotique de log f(¢). On a

log f(¢t) —2 100(14- _> .

Or, cctte somme, comme nous ’avons vu souvent, est égale a

f 1og(x+ >dn4 8log(r ).
1
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Nous allons ‘évaluer la premiére intégrale. Nous remarquons

pour cela que
.[ Iog<r+ %) dn

1 N .
Ioﬂ([-,«-— dn
S o (i 55)

est de 'ordre de grandeur de log ¢. Car

a un sens et que

log( 1+ t> ] ot +log I—%—na
— ) =log — - — )
g n& ®na ° t

Done,

1 PN 1 1 o
Ilog(x—‘-m)dn:]ogt—u‘/o‘ logndn—+—‘f0 10g(1-+——t—)dn

est dans un rapport fini avec log ¢, quand ¢ croit indéfiniment.
Donc, log f(t), & un terme de la forme %logt prés, i étant fini,

est égal &
- t
L[ log(l -+ E) dn.

t = ntu.

Posons

L'intégrale précédente devient

1 < _1
l"f ! log(t+uw)u *  du.
p 2
1
L’intégrale définie qui multiplie t* a une certaine valeur déter-

minée J (2). On a donc
1
log f(t) = I(a)*+ hloge,

h étant un nombre fini (si ¢t > 2).

Notons en passant qu’il est possible de démontrer que la
valeur de log f(t) est donnée par cette formule, dans tout le
plan de la variable imaginaire, si’on néglige dans f(¢) le facteur
dont le logarithme a sa partie réelle la plus grande en valeur
absolue.
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La valeur de J () est aisée & obtenir. Intégrons par parties

L]

1
_1 =,
Ja)y=—loglr +u)u * o—i—[ (—+—ud“'
“o

1
La partie tout intégrée est nulle, parce que » *logu tend vers

e i | . ;. . . . ”
zéro avec ~- ct que, - ¢tant inférieur & 1, au voisinage de zéro,

1
- . 1—— -
la fonction entre crochets est comparable & u % et par suite

est inftniment petite. Done, J («) se réduit a la partie non inté-
grée. Posons

(1=

1 - -
J(l):f (1—¢) 0 ldv.
0

il vient

Q-
-

) 1
Or, on démontre que l’intégralef (1—)P~'o77 1 do est égale
0

o TTg)

S - En faisant
Lip—+gq)

il vient

J(i): - = .

La formule complétée devient (')

1
t*+ hloge.

Logf(t) = —
sin —
x

Si maintenant ¢(n) reste, pour n>n,, compris entre An*
et Bn*, A et B étant deux nombres fixes tels que A</B, on a,

pour n>>n,,
(L
\ H)
+ —

H* o) - nx

(') Voir LaxniLi¥, Mémoire sur les fonctions enticres de genre fini, p. 49
et suivantes.
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Les termes de rang inférieur &4 n, forment un polynome

log f(¢)
1
r b

Dong, le rapport §(t) = a ses limites extrémes d’indé-
sin =
A©

. . . . . ) Y I
termination certainement comprises dans l'intervalle — & —;-
’ B* A%

Done, si ¢(n) est d’ordre égal & a relativement 4 n, log f(¢)
=(n)

— tend vers une
n

est d’ordre égal a i, relativement a £ 51

hmite C, les nombres A et B du cas précédent peuvent étre pris
aussi voisins de C, et de part et d’autre, que ’on veut. Donc

1
% (t) tend vers —-

ce
Si le rapport f% a deux limites extrémes d’indétermination
M et m pour » infini, les limites extrémes d’indétermination

du rapport ¢ (¢), pour ¢ infini, ne peuvent étre extérieures a I'in-

1
M* m* m

Enfin, si o (n) est d’ordre (2) relativement a n, log f(¢) sera

tervalle - & ——. La plus grande est d’ailleurs égale & —-

]

d’ordre (2) rclativement & ¢. La croissance réguliére de % (n)

relative aux ordres arithmétiques = (= a été supposé supérieur
a un), entraine la croissance réguliére de f(t) relativement aux
ordres w X é SiI’on envisage des zéros non plus tous réels et
négatifs, mais d’arguments quelconques, I'énoncé subsiste en
considérant f(¢) comme le module maximum de la fonction
entiére sur le cercle concentrique & l'origine derayon |t].
Ceci a été développé ailleurs ('), ainsi que la relation réci-
proque qui permet de conclure de la -régularité de croissance

de f(t) relativement aux ordres w x 2 a la régularité de crois-

sance de ¢ (n) relativement aux ordres «. Cette relation sub-—
siste pour toutes lés valeurs positives fixes de o, méme infé-
rieures a un.

() Borev, Legons sur les fonctions entiéres, Note 1I.
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De cette relation réciproque, dont nous avons ici démontré
seulement la proposition directe, et entore dans un cas particu-
lier [zéros réels, négatifs, d’ordre (z), « >>1], il résulte qu'une
fonction dont la croissance n’est pas réguliére relativement

I , - - ,
aux ordres w X S8 des zéros dont les modules croissent irré-

gulierement relativement aux ordres x.

Nous allons donner (') un exemple d’irrégularité dans la
croissance d’une fonction cntiére entrainant une irrégularité
trés profonde dans la croissance des zéros. Le développement
de la fonction entiére sous forme de série de Taylor nous sera
pour cette question plus commode que le développement en
produit infini.

Prenons comme série type la série e, Nous poserons

‘z-IL
eln) =7

de telle maniére que la série type se présente sous la forme
eT=uw(0)+ () 4+...+e(R)+(rn+1)+....
Nous allons étudier la fonction entiére f(z) définie par la série
4 lacunes:
Sflz)=9(n)+o(n) +...+0lnp) +o(Npe )+, .,
dans laquelle ng, ny, ..., n, désignent des entiers croissants.

Ftudions tout d’abord les variations de ¢ (n) lorsque z varie
au voisinage de n. On a

loge(n)=nlogzx — <n+ ;[> logn+n—+A,,

1 . .
A, tendant vers — ;logzﬁ lorsque n tend vers l'infini.
51 I'on pose
z = n%,
il vient

1
logo(n) = (:zn—n— ;> logn+n+ A,.

(') BomeLr, Sur quelques fonctions entiéres (Rendiconti del Circolo mate-
matico di Palermo, avril 1907), - ’
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Done, si « est un nombre fixe inférieur 4 P'unité, < (n) tend vers
zéro lorsque n augmente indéfiniment. 51 « est supérieur a
I'unité, logz(n) est d’ordre égal a celui de

1
I !

n log.z‘(l — —> oude x*logx.
P

Ces résultats étant acquis, désignons par o un nombre supé-
rieur & I'unité et supposons qu’on ait, quel que soit p,

~. x
Ny 2> N,

£ étant un nombre fixe

compris entre 1 et z,  sera compris entre n, et npy,, et il est
visible que le terme de plus grand module dans la série f(z)

~ = . "
S1 nous donnons a z la valeur nf},

sera le terme ©(n,). De plus, non seulement les modules des
autres termes seront Inférieurs au module de celui-la, mais ils
seront complétement négligeables par rapport a lul. On a, en
effet, en posant z = n‘%,

| T\ 1 )
logo(n, = n, ogxr — | n, —§—; E’logx -+ 11, +A”}"

logs — By log per— ) logn,. - A
OnL_l(ll,;-H) = 13”'[?-{—1 ogn,— ;g + 5 OF N 1+ Apyqg + Ry

)
loge(n,—1)= n,_logz - (;1,,714—;) logn,,,l—i—n,,,,+A,,,,_I,

et comme

T R~

g > nl”f er n,y << n

on voit que ¢ (n,..) est trés voisin de zéro, tandis que @ (n,)
est de 'ordre de z%.7 et o(n, ) de l'ordre de zt~/— (h, et
hp_y finis). Donc, f(x) est égal au produit de v (n,) par 14 &(p)
(B et = restant fixes), en désignant avee M. Lindelif par ¢(p)

., . , 1 .
une quantité qui tend vers zéro avec —- On a par suite, en sup-
P

pesant pour un instant z positif et posant

f(’E) = e"“.:‘u
la relation

[N B
V= n,logz — (n,,—+— ;) E 10gx +n,+ Ap, +c(2);
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1
d’ou I'on conclut, n, étant égal a z3,

Hzl’}_av
8

¢ lendant vers zéro lorsque, « et 3 restant fixes, n, augmente
indéfiniment.

Supposons maintenant que Pargument de =z soit quel-
conque; on obtiendra de méme

|f(z)] = e,

» . . . I
i étant toujours égal & - - =.
rJ

Si done on fait varier z d’une maniére continue de o & U'infini
par un chemin quelconque, le module de f(2) pourra étre déter-
miné d’une maniére précise pour les valeurs de z comprises
entre nf et n?, @ et 3”étant deux nombres quelconques ( 3'< ')
assujettis a4 la seule condition d’étre positifs et compris entre 1
et o Silon pose

P-:g,’ P-:F;'

le module de f(z) prend ainsi des valeurs comprises entre
e 1" et ¢! 1", On peut d’ailleurs prendre 3'=, d’ou w'=1,

3” ausst voisin qu'on veut de a, de sorte que y” est aussi voi-

sin qu’on veut de 11 = A. Dés lors, on voit que | f(z) | est égal
tantdt a e'*! et tantdt & '™,

Il n’est pas superflu d’observer que la fonction f(x), pour les
valeurs positives de z, est positive ainsi que toutes ses dérivées;
cette propriété n’est nullement incompatible avec les oscilla-
tions que nous venons de mettre en évidence.

Etudions maintenant la distribution des zéros de la fonction
entiére f(z). Nous utiliserons un théoréme bien eonnu,

Si I'on a, sur un contour C, a lintérieur duquel o(z) et
4 (z) sont holomorphes,

{M

¢<x))<"

les deux fonctions Y(z) et f(z)=r2v(z)+ Y(z) ont le méme

nombre de zéros a I'intérieur de C.
E. B. 8
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D’aprés ce qui préciéde, les deux fonctions
Y@y =o(rp) (@) =flz)—e(n))

vérifientI’hypothese exigée, e contour C étant le cercle | 2 | = nf.

On en conclut que le nombre des zéros de f(z) a4 'intérieur du
cercle C est égal au nombre de zéros de L (z), c¢’est-a-dire & n.
Ce résultat est le méme, quelle que soit la valeur de B entre 3’
et $”. On en coneclut que la fonction f(z) n’a pas de zéros dans
la couronne circulaire comprise entre les cercles C, et €7,

(G x| = n?, ,
[ ' = nﬁ”
(cny z' = al
Dans la couronne circulaire comprise entre le cercle C), et le
, . .
cercle G, |, la fonetion f(x)a n,, ,— 1, zéros.

Il est possible de resserrer davantage les couronnes ol sont
comprises les zéros. Car, si np,Sx <np,q, nous avons

J(z) = 9(np) (1+2p) +9(Rp) ¢,
zp ot ¢, dépendant de 2, mais ayant, quand z varie dans le do-
maine considéré, des limites supérieures a leurs modules ne dé-
’ |
pendant que de p et tendant vers zéro avec Py Done, pour un

zéro de f(z) compris dans cet intervalle (nous savons qu’il y
) :P(.n[H'—l)

@)

. . - 1 . »
mfiniment petite avec n S1 done r est le module d’un zéro

en a np,; —np), le rapport difféve de 1 d’une quantité

compris entre n, et n,y,, la différence logo(n,, ) —logg(n,)

. - - 1
connue pour z = r ¢st infiniment petite avec -.
) I

Posons
r =gy e~i+A,
Il vient
N i
l()gc?,,P = np(logn, .y + i)— <u,,—+— :) logr,—+ A,,,,,
1
logen,,, = Rpy h— 5 log rpyq + LV

On a donc, en faisant la différence

logo(n, ) —logyp(n,)=-¢),
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: ¥ » T
(al’, tendant vers zéro avec l_7>’

Mrpei—np) = ¢(p) +¢p,

en posant
1 Mg R
l{f(p) == <111,+ :) logTﬂ" -+ AIIP_ Art,,+u
d’ou
L 49 BN S
Il,,+1—ﬂl, n'lH—l_ ”'/l

Done, quel que soit le nombre 7 positif fixe, il existe un noms-
bre p, tel que, pour p > p,, les zéros dont le module est com-
pris entre n, et npy., zéros qui sont en nombre ny,—n,, sont
tous situés dans la couronne limitée par les cercles de rayons

1

—1

Nyt € ”i""—""(li S — ) .
ypy—np

L’épaisseur de cette couronne est infiniment petite avec 11;’
puisqu’elle est inférieure pour p > p,, &

. Lo
n,,+1 e-* “+ ’——W = 7,
Npp— "'/) . R
expression qul & partir d’une certaine valeur de p (indépendante
de 7)) est certainement inférieure a 7.

On peut aller plus loin. En désignant plus spécialement

par ¢(n) la valeur de i‘—’: pour z réel (et égal & r), par o(n, z)

ce méme nombre pour z complexe (et plus spécialement égal

a un zéro de module r), la somme 3 (n,, )+ o(n,,, %) est au

moins égale, en module, & un facteur prés tendant vers 1, a
" . . .

©(np,r) X |<,|. Car, avec la méme approximation,

[3(npr, @) | —le(np,z)| =9(np, r) x|} |n
Comme I’ensemble des termes précédant =(n,) est
Gip1) < (1-+¢ep1),
il faut donc que, & un facteur prés tendant vers un, . ,

S{ 244 1)

a(ny)
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Le logarithme du second membre est comparable a

{(np—nrp_y)logn,y;

donc,
Ap—np_,

| EZI l < Npyg # ’

k étant un nombre tendant vers 1 quand p tend vers linfini.
Par suite la couronne de rang (p-1) peut étre prise a partir

—‘—Y
e
i1+ Llaire totale
des couronnes qui suivent la p™™ est un infiniment petit équi-
l—r
— s
) P+t
disposition des zéros.

MM. Lindelof (') et P. Boutroux (2) ont étudié avec une
grande précision la corrélation existant entre 'ordre de gran-

d’une certaine valeur de p, inférieurec & n

valent au plus a n . On voit & quel point est lacunaire la

deur du n'®®° zéro et celui du module maximum d’une fonction
entiére sur le cercle de rayon r. Ces auteurs ont démontré que
si ’ordre du module du n®' zéro d’une fonction entitre est
régulier 3 'égard de n, relativement & Pordre

p étant un entier fini, ¢ un nombre positif non entier, =, o4,
@3, -.., 0, des nombres positifs ou négatifs fixes, Iordre du
module maximum de la fonction entiére relativement au mo-
dule r de la variable est régulier pour I'ordre

1 [ 1
WX Pty A2y Ry —

w w wh
¢t réclproquement. Nous avons cxposé dans un autre Ou-
vrage (3) I'inégalité fondamentale qui est I'instrument de re-
cherche utilisé par M. Lindelof. Un résultat commun aux deux

(') LixpELGF, Mémoire sur les fonctions entiéres de genre fini (Acta Sociel.
sc. fenn., t. XXXI, 1902, n" 1).

(2) Voir P. Bourroux, Thése ( Acta mathematica, 1904)-

(3) E. Borxr, Legons sur les fonctions méromorphes, p. 52 {méme Collec-
tion que le présent Ouvrage).
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auteurs est qu’il existe des types de croissance pour les zéros et
Ie module maximum des fonctions entiéres de genre fini, tels que
la connaissance, 4 un facteur fini pres, du n'*™ zéro entraine
la connaissance & un facteur fini prés du logarithine du module
maximum de la fonction entiére.

Parmi ces types de croissance figurent particulierement les
fonctions dont nous savons noter identiquement ’ordre. Pour
ces types spéciaux, la proposition posséde une réciproque.

Mais M. Boutroux a signalé une forme de croissance de r,
entierement distincte des précédentes et beaucoup plus géné-
rale, pour laquelle la propriété subsiste. Cette forme de crois-

sance est définie pour les fonctions de genre p par les conditions
n i . . ' ,
que ——— et ———solent des fonctions croissantes de n, « étant
I.IL
un nombre positif fixe. Ce résultat se déduit des évaluations
d’intégrales définies que nous avons exposées d’aprés le méme

auteur au troisiéme Chapitre (').

(') Pour une étnde plus précise de la comparaison entre la croissance des fonc-
tions entiéres et la croissance de leurs zéros, je renverrai au Livre de M. Blu-
menthal : Lecons sur les fonctions entiéres d’ordre infini, qui parait dans la
Collection de monographies en méwne temps que ce Livre-ci, et 4 la Thése de
M. Denjoy : Sur les produits canoniques d’ordre infini, qui parait aussi en
méme temps a la librairie Gauthier-Villars.
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APPLICATIONS ARITHMETIQUES.

Le Chapitre actuel aura pour objet d’utiliser la notion de
croissance dans la classification des nombres Incommensu-
rables. Nous verrons ainsi que les notions de croissance et d’in-
commensurabilité sont étroitement solidaires

Nous avons déja signalé le théoréme de Paul du Bois-Rey-
mond sur les suites de fonctions eroissantes. Il conduit 4 un
paradoxe qu’ll est bon de mettre en lumitre.

Etant donnée une infinité dénombrable de fonctions crois-
santes, nous savons, d’aprés cet auteur, former une nouvelle
fonction croissant plus vite que chacune des précédentes.
Or, il est évident a priori que ’ensemble des fonctions que les
mathématiciens ont déja définies et de celles qu’ils définiront
dans la suite est dénombrable. On peut méme voir que I’en-
semble de toutes les fonetions qu’il est possible de définir
individuellement est dénombrable, c’est-a-dire que chacune
d’elles peut recevoir un numéro d’ordre déterminé. Mais alors,
le théoréme de Paul du Bois-Reymond nous fournit le moyen
de définir une nouvelle fonction plus croissante que toutes celles
de cet ensemble, et qui, par suite, ne figure pas dans cet
ensemble, ce qui est absurde, puisqu’il contient par hypothése
toutes les fonctions qu’on peut définir,

Mais 1l suffit de songer au principe de la démonstration par
laquelle s’établirait la dénombrabilité de cet ensemble de
fonctions, pour s’apercevoir immédiatement que la nouvelle
fonction qu’on ajouterait, d’aprés le théoréme rappelé, aurait
une définition dont lexposé prendrait un temps infiniment
grand. On n’arriverait jamais a bout de la détermination com-

plete de cette fonction.
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Nous allons exposer avec plus de détail les idées que nous
venons sommairement d’indiquer, quand nous aurons constaté
qu’un paradoxe analogue est suggéré par ’analyse des nombres
incommensurables (paradoxe de Richard).

Les opérations permettant de définir un nombre incommen-
surable sont de nature trés diverse. Les plus usuelles sont
d’abord la résolution des équations algébriques 4 coefficients
entiers. Leurs racines, appelécs nombres algébriques, sont les plus
simples des nombres incommensurables. Puis, la sommation
des séries convergentes dont on se donne le n®%¢ terme de
facon qu’il soit calculable avec une précision arbitraire au
moyen des nombres déja connus. Egalement, Pintégration
d’équations différentielles algébriques & coefficients entiers (*).

Les nombres algébriques forment un ensemble dénombrable.
Il suffit de remarquer que les équations

AT+ Ay VT -, - Ap = 0,

ol ag @y, ..., @, sont des entiers positifs, négatifs ou nuls,
avec a,2 1, a7 0, et ol

ot {ay|+]a| t-vatlay| +n=h,

h étant un entier donné, sont en nombre fini. En donnant a 2
successivement toutes les valeurs entiéres supérieures a 1, on
peul imaginer blen aisément des conventions permetlant de
ranger en suite simple toutes les équations algébriques, et aussi
leurs racines. Le rang d’un nombre algébrique dans cette suite
pourra étreappelé sa Aauteur et donnera une mesure de sa com-
plexité.

Pour ce qui est des équations différentielles, considérons par
exemple ’équation y’= 3 et l'intégrale particuliére qui pour

(') M. Jules Drach a, dans I"Introduction a I’étude de la Theorie des nombres
et de l’Algébre superieure (Nony, 1895) ct dans sa Thése : Essai sur ’inte-
gration logique et la classification des transcendantes ( Gauthier-Villars, 18g8),
;13rLicu]iéreﬁele insisté sur U'importance des définitions de nature algébrique,
méme dans le domaine transcendant, ¢’est-a-dire dans I'étude des équations diffé-
rentielles et aux dérivées partielles. Ses idées ont eu une grande influence sur la

formation précise de Ia théorie que nous exposons ici.
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z = o est égale & 1: pour z =1, on trouve y = ¢; pour & = p,
¥y =e’.

On peut avec des équations différentielles & coeflicients en-
tiers définir ainsi de nouveaux nombres incommensurables, qui
seront par exemple les valeurs prises par une intégrale corres-
pondant & un systéme initial (z,, ), ) entier, pour les valeurs
entiéres de la variable. Pour ranger ces nombres ainsi définis
en suite unilinéaire, il suffit de remarquer qu’étant choist un
entler p arbitraire, il n’y a qu'un nombre fini de telles équa-
tions ol p surpasse la somme de Pordre, du degré par rapport
aux dérivées, a la fonction et a la variable indépendante, des
valeurs absolues des coefficients supposés entiers, des valeurs
absolues de z, et 3, également entieres, de la valeur absolue en-
tiere de z, pour laquelle on cherche 3. Il en résulte qu’on
obtient ainsi un ensemble dénombrable de nombres pour cha-
cun desquels on peut définir une hauteur.

_Pour définir des nombres-comme sommes de séries, 1l {faudra
que le terme général soit une fonction de n, calculable a partir
des nombres entiers. On pourra d’abord envisager celles dont
le terme général ne contient que des opérations rationnelles
en n 4 coeflicients fixes entiers, ce qui permettra de définir une
hauteur pour le terme général et par suite pour la somme de la
série. Puis, on pourra passer i des’termes généraux exprimés
au moyen de n par des opérations algébriques portant sur des
nombres entiers, ou algébriques, ou transcendants déji définis,
mais appartenant a des classes ot le mot hauteur aura recu
un sens précis, numérique. L.a hauteur de ces termes généraux,
qui sera aussl par définition celle de la somme de Ia série, sera,
si 'on veut, la somme des hauteurs des nombres sur lesquels
portent ces opérations, augmentée d’entiers tels que le degré des
opérations algébriques effectuées. On congoit qu’il sera toujours
possible, pour une classe de termes généraux satisfaisant a cette
définition, de désigner par hauteur de ce terme général un
nombre tel que les termes généraux inférieurs a une hauteur
finie soient en nombre fini.

Admettons donc que chaque procédé de définition des
nombres incommensurables, au moyen d’entiers, ou de nombres
définis par des procédés antérieurs, n’introduise qu’une infinité

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



APPLICATIONS ARlTllMl:JTIQUIiS. 121

dénombrable de nouveaux nombres incommensurables. Les pro-
cédés successifs possibles sont eux-mémes en infinité dénom-
brable. Donc, en tout, ’ensemble des nombres incommensu-
rables qu’'on aura défini 4 partir des entiers sera dénombrable.

Voici ou parait alors s’introduire le paradoxe que nous
avons signalé. Les seuls nombres que nous puissions arriver &
définir peuvent étre rangés en une série unilinéaire, @, Uo, ...,
Un, -.-. Sur le segment {0, 1), ou ils forment a priori un en-
semmble dense {puisque tous les nombres rationnels en parti-
culier en font partie), il y en a un possédant un indice plus
petit que les autres. Soit u, ce nombre. Les autres nombres
de la suite compris entre o et 1 ont un indice supérieur 4 n,.
Il y en a une infinité comprise entre u, et 1. Soit u, celui
d’entre eux qui posséde le plus petit indice. Soit u, le nombre

de plus petit indice compris entre u, et u,, et conlinuons ainsi

ny

indéfiniment. u,, est le nombre ayant le plus petit indice,
compris entre u, et u, . Ona

p, < Un, <L u"“ﬁ’*‘< N un,’,< um;,,,, <...< un,‘< Upy.

Les nombres u,, d’indice ¢ impair tendent vers un nombre =
supérieur a chacun d’eux et inférieur & tout nombre d’indice ¢
pair.

D’ailleurs tous les nombres u, du segment u, & 1 ont un
indice n supérieur a n,, donc n.,>> n,. Tous les nombres dn
segment u, 4, ont un indice supérieur & 7n,, ele. Donc o, qui
ne peut appartenir
4 la suite u, puisque son indice devrait étre supérieur a n,

est toujours compris entré u, et u,,_,
quel que fit i. Mals nous nous trouvons avoir défini au moyen
des u,, chacun défini & partir du nombre entier, un nombre
n’appartenant pas a la sulte u, qui, par hypothése, contenait
tous les nombres définissables & partir du nombre entier.

La réponse au paradoxe est aisée. Parmi les nombres u,,
il y en a dont la définition demande un temps trés long, méme
d’une durée surpassant toute limite donnée d’avance. Comme
c’est la suite w,, w,, ... qui définit 2, cetie définition de =
exigerait un temps infiniment grand, ce qui signifie que jamais
nous ne parviendrons a obtenir mieux qu’un petit intervalle
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enserrant z. (Les u, d’indice ¢ pair tendent aussi vers o, puisque
I’ensemble des u, est partout dense.)

Insistons un peu sur ce point.

Considérons ensemble des phrases qui, loutes réunies, défi-
nissent un nombre incommensurable, ¢’est-4-dire qui fournissent
le moyen de le calculer avec telle approximation qu’on voudra.
Pour désigner chacun de ces ensembles, se suffisant & lui-méme
pour le calcul indéfiniment approché du nombre en question,
on peut poser une convention telle que la suivante : donner
un numéro d’ordre, & partir de 1 en sulvant, aux divers signes
de ponctuation; puis & partir de 1000, et en suivant, des numéros
d’ordre a tous les mots de la langue utilisée, le frangais par
exemple, ces mots étunt supposés préalablement rangés dans
Pordre alphabétique, toute flexion (par conjugaison, décli-
naison) d’'un mot étant considérée comme distincte de ce mot,
deux flexions d’un méme mot étant aussi considérées comme
distinctes entre elles. Admettons que les numéros d’ordre
attribués a tous ces mots restent en deca de un million. Nous
donnerons enfin aux nombres entiers un numéro d’ordre égal
4 leur valeur augmentée d’un million. Cela étant, si 'on consi-
dére un nombre incommensurable parfaitement défini, sa défi-
nition formelle, quelle qu’elle soit, pourra é&tre traduite d’une
fagon univoque, par une suite de nombres entiers. Inversement,
4 toute suite de nombres entiers (ceux inféricurs 4 un million
devant éviter certains intervalles, pour avoir une interprétation)
correspond par notre convention une suite de phrases parfai-
tement déterminées.

Formons les suites de nombres entiers: 1° dont la somme est
inférieure 4 un milliard; 2” dont la somme est au moins égale
4 10" et inférieure a 10'2, ete. La n'*™ classec est formée de
suites d’entiers dont la somme est au moins égale & 103(#+2) et
inférieure a 10%2+3), Chacune de ces classes de suites finies
d’entiers ne renferme qu’un nombre fini de suites. Ces suites
forment un ensemble dénombrable. D’ailleurs, un nombre et sa
valeur sont deux choses identiques. Le nombre n’est pas dé-
signé si sa valeur n’est pas désignée, c’est-a-dire si ’on n’a pas
indiqué (ce qui ne peut &tre fait que par un ensemble fini de
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phrases finies) le moyen de calculer cette valeur avec une ap-
proximation arbitraire ().

Donc tous les nombres actuellement définis, et ultérieurement
définissables, ont leur définition représentée dans le Tableau
illimité de suites d’entiers que nous avons construit. Donc tous
ces nombres sont en infinité dénombrable. 1l y a donec une
infinité (beaucoup plus dense que I'infinité complémentaire)
de nombres incommensurables qui n’ont été ni ne pourront
jamais étre définis.

Ceci s’explique sl 'on songe que, pour définir I'un de ces
nombres, il faudrait d’abord lui imposer une condition ’empé-
chant d’étre confondu avec 'un quelconque des nombres défi-
nissables par les phrases de la premiére classe; puis lui imposer
une condition 'empéchant d’étre confondu avec les nombres
de la seconde classe, etc. Ce nombre-1a se trouverait défini
par une infinité de phrascs, s’ajoutant & la file sans que, au
point de vue de leur sens, elles puissent se réduire 4 un nombre.
fini d’entre elles. C’est ‘dire que ce nombre ne se trouverait
jamais défini.

Parmi les ensembles de phrases d’une classe quelconque, le
plus grand nombre n’aura aucun sens. On pourrait se demander
si certaines n’en présenteront pas un par la suite, et méme
successivement plusieurs, méme une infinité dénembrable,
grice a4 des acceptions nouvelles du sens des mots. Mais 1l est
évident que, si ultérieurement un nombre se trouve défini,
grace 4 une modification dans le sens de certains mots, cette
modification de sens pourra étre exposée avec les mots précé-
demment employés. Les phrases expliquant successivement
les modifications de sens des mots, jointes a la définition du
nombre considéré au moyen de ces mots, forment un ensemble
compréhensible avec le sens actuel des mots frangais, et repré-
senté dans notre Tableau de suites finies. Donec, tous les nombres

() Si une phrase définit simultanément une infinité de nombres, ils ne
pourront étre considérés c omme désignés individuellement que si leur défi-
nition permet d’assigner 4 chacun un rang entier (il faut donec qu’'ils
soient en infinité dénombrable ) et s’il est possible de les calculer chacun &
son rang avec une approximation arbitraire
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définissables ultérieurement, méme avec modification dans le
sens actuel des mots, sont représentés dans notre Tableau, ot
Yon convient de comprendre chaque mot avec son sens actuel.

I v a donec des nombres incommensurables que l'on ne
pourra jamals concevoir, qui resteront toujours extérieurs a
toutes les recherches mathématiques, quelle que soit I'évo-
lution que suivra le sens des mots, c’est-a-dire quelles que soient
les notions nouvelles introduites dans 'étude des nombres.
L’enscmble de ces nombres incommensurables ne peut .éire
défini que globalement, par exclusion un & un de ceux qui
n’en font pas partie, et aucun d’eux ne peut étre désigné indi-
viduellement. L’approximation avec laquelle on peut calculer
un de ces nombres peut étre rendue aussi faible qu’on le veut.
Mais le nombre de mots nécessaires pour expliquer le calcul de
ce nombre, avec une approximation donnée d’avance, croit
indéfiniment quand P'approximation est donnée de plus en
plus petite et tend vers zéro.

Dans cet ensemble, il est impossible de caractériser aucun
élément, c’est-a-dire de fournir un moyen de le distinguer de
tous les autres. Chacun de ces nombres est tel qu’il faudrait un
temps infiniment grand pour le définir ¢ partir du nomébre
eniter. C'est dire que ces nombres ne peuvent pas étre définis
d partir du nombre entier. Si 'on convient de borner les
Mathématiques & I'analyse des nombres définissables & partir
du nombre entier, et il parait difficile d’échapper & cette limi-
tation, ’ensemble des éléments, nombres, fonctions, que peut
atteindre et analyser la pensée mathématique est dénombrable.

Quels que soient les travaux des savants futurs, il est évident,
a priori, que 'ensemble des nombres qu’ils définiront indivi-
duellement est dénombrable; mais ce quil est essentiel 4 remar-
quer, c’est que l’ensemble qu’ils se trouveront avoir défini
ne sortira pas d’un certain ensemble dénombrable qu’on peut
concevoir dés maintenant (').

(') Jai développé ces idées sous une forme un peu différente dans une Com-
munication au quatri¢me Congreés international des mathématiciens ( Rome, 1go8)
et dans une courte Note: Sur les paradozes de la theorie des ensembles (Anncles
de I'Fcole Normale supéricure, 1go8). Je me permets de signaler aussi comme se
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Relation enire les nombres incommensurables et les fonciions
croissantes, — Soit © un nombre irrationnel. Quel que soit
I'entier n, on peut trouver deux nombres p et p+ 1, tels que

> +1
Py P
n
s - ’ 23 +| .
Désignons par a, celle des différences u — ,LL, P — —u qui est

. - I - .
la plus petite. La fonction ,- he sera pas toujours croissante,

n

mais elle tendra vers 'infini. On a en effet

1
%y < v

Posons

on a
p(n)>2n.

De o (n)il est facile de déduire une fonction constamment crois-
sante ¢ (z) telle que Y (n) = ¢(n) pour une infinité de valeurs
de n

rattachant au méme ordre d'idées une éLude sur La theorie des ensembles et des
progres recents de la theorie des fonctions (Hevue generale des Sciences, 1909 )
ct un article sur Le continu mathématique et le continu physique ( Scientia,
1g0g). Pendant [a correction des épreuves, je recois un article de M. Poincaré
[La logique de I'infini ( Revue de Meétaphysique et de Morale, juillet 1909)]
danslequel I'éminent analyste prend décidément position contre les « définitions »
exigeant une inlinité de mots,

1l introduit une distinction entre les classificalions prédicatives et non predi-
catives qui me parait identique avec la distinclion que j’établissals dans ma Nowe
citée des Annales de I’Ecole Normale entre les cnsembles effectivement enumeé-
rables et ceux qui ne le sont pas. Voici, au surplus, ses conclusions : « Quant a
moi, je proposerais de s’en Lenir aux régies suivantes : 1° Ne jamnais envisager que
des objets susceptibles d'étre définis en un nombre fini de mots; 22 Ne jamais
perdre de vuc que toute proposition sur infini ne doit étre que la traduction,
I’énoncé abrégé de propositions sur le fini} 3¢ Eviter les classifications et les dé—
finilions non prédicatives. » Je crois que tous les mathématiciens frungais s'¢tant
occupés de ces guestions (& l'exceplion peut-géire de M. Hadamard) souscriront
sans réserve 4 ces conclusions de M. Poincaré. Je crois que P'adoption définitive
de ces conclusions exercera une grande influence sur le développement ultériear
des Malhiématiques.
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Il est aisé de voir qu'on peut supposer la croissance de la
fonction 4 (n) aussi rapide qu'on veut, Définissons un nombre
incommensurable par la série

1 1 1
u—m+m+...+‘m+...,

ou f(m) est un nombre entier croissant trés rapidement avec m,
et tel en tous cas que le reste de la série arrétée a4 un terme
quelconque soit inférieur 4 ce terme. Cherchons &4 approcher u
par une fraction de dénominateur n= f(1) ... f{m).

En posant

PN P
on a

P 2 .
E<_ﬂm—+—|)

w—

Done
tm —+1)

elS()... flm)] > L

2

Or, quels que soient un ordre de croissance donné et méme une
famille dénombrable d’ordres de croissance, il est possible de
trouver f, tel que f(m 4 1) soit une fonction de n, plus crois-
sante que l'ordre ou toute la famille d’ordres donnés.

Ceci montre que la simple notion de nombre irrationnel
contient en elle autant de difficultés que la notion de fonetion a
croissance trés rapide.

L’exemple précédent nous fait pressentir, et la suite ne fera
que confirmer cette intuition, qu'un nombre est d’autant plus
transcendant, ou plus éloigné par sa nature des nombres ra-
tionnels, qu’il est possible de 'approcher davantage par des
nombres rationnels. Les nombres dont on approche le moins
sont d’abord les nombres rationnels eux-mémes, quand on n’a
pas coincidence exacte, ensuité les nombres algébriques.

Pour étudier commodément Papproximation des nombres
incommensurables par les nombres rationnels, et par suite la
relation entre la notion de croissance et celle de complexité
d’un nombre incommensurable, il faut avoir recours a la théoric
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des fractions continues, dont nous allons exposer briévement
les principes essentiels (').

Les fractions continues. — L’idée des fractions continues se
présente d’une maniére immédiate, quand on se propose de
mesurer, I'une au moyen de 'autre, deux grandeurs. Le pro-
bléme revient & chercher la grandeur qui est le plus grand com-
mun diviseur des deux grandeurs données. La solution pra-
tique est entiérement analogue a celle utilisée pour les nombres
entiers. Supposons A >B. Nous cherchons combien de fois
B est contenu dans A. Soit a, ce nombre de fols. 51 R, est excés
de A sur B, on a

A= a(,B + Ry.

S1 A est commensurable avec B, 1l en est de méme de R,.
R, étant plus petit que B, on essaie de mesurer B avee R,. Si
la mesure ne se fait pas exactement, et st R, est contenu plus
de a, fois dans B et moins de (a, 4+ 1) fois, on a

B =a;R;+ Ry, R.< R, et ai2i.

On mesure R, avec Ry, qui lul est inférieur, et ainsi de suite;
le dernier reste est la commune mesure & A et B. Le cas le plus
intéressant est celui ot 'opération ne se termine pas. On a

A_a R, 1
—E_ 0+-g—a0+——8 )

- (x)
B N I
[T (R

i)

Donc .
A 1
—E'-:Hq)—** ] y
a, +

(&)

(') Depuis que Pon a (trés malcncontrcu.scmcnt, & mon avis) supprimé la
thiéorie des fractions continues du programme de la classe de Mathématiques
spéciales, j’ai d0 lui faire une place dans moa enscignement 4 ’Ecole Normale et
3 la Sorbonne, car il n'est pas aduwissible qu’une des plus belles théories de
I'Arithmétique soit ignorée d¢ tous nos jeuncs professeurs de Mathématiques.
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et

I

I
g+ *BT'
(=)
, . A
Les nombres a,, a,, a, définissent des valeurs de B de plus en

. A .
plus approchées. 5i % est commensurable, on a une fraction

continue limitée, puisque les nombres a,, @, @y, ... sont les
quotients successifs dans la recherche du plus grand commun
diviseur du numérateur et du dénominateur de la fraction qui

A ,
mesure - Ces nombres ag, @, ... sont dans tous les cas appelés

quottents incomplets. La quantité %’ est le quotient complet cor-
. 2 .

respondant & a,, etc. Done un quotient incomplet est la partie
entiére du quotient complet correspondant.

Exposons la théorie a priort des fractions continues.

Soit une expression de la forme

que nous représenterons suivant I'usage par (ao, @\, @2, @3y -..).
Les a sont des entiers positifs, sauf @, qui peut étre nul. Nous
allons indiquer comment il est possible de faire correspondre
un nombre & cette suite, et quel moyen elle fournit de le cal-
culer. -

, . P . .. -
Désignons par Qi‘ la fraction obtenue cn limitant la fraction
”n
continue au quotient incomplet a,. On a
’
Po  a P, a,a, —+1
Zo B ol -
Qo | Q ay ’
a (a —+ ! >+l
P, _ 0y T sy _{ayai+1)as+ aq
Q. 1 - @G as—1 -
ay + —
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Ces diverses fractions sont appelées les réduites. Il est facile
de trouver leur loi de formation.
. P ..
L’expression de Q_2 permet d’écrire
2
Py= a4 Py + Py,
Qs=a;Qy+ Q.

D’une maniére générale, je dis qu’on a simultanément
2
Pn —ay Pn~l -+ Pnf:'.-:
Qll —ay, Qnr—l -+ Qu -2

Supposons ces égalités vraies pour une valeur de n, et démon-
trons-en la validité pour la valeur suivante. On a ‘

P, B
[P i
nw . “l+__u,
as +. 1
e —
v An
| a 1
= ag¢+
Qnry w 1
! a; +. I
fe - p
) a, + .

Qp+1

Envisageons les @ comme des variables indépendantes. Pour

Py - i I
't il suflit de remplacer, dans 61- a, para, +
n

obtenir
an Apiy
Or, P,_y, P,_a, Qr1, Q. » ne contiennent pas a,. Done
1 1 !
<an -+ > P, i+ P, Po+——P.y >
P . A1 - . L+ . Aps1 P+ Ppy
Qu+t ) - ! T @ Qu+ Qo
n—+1 n+ " n-1
<an+ R Qu 1+ Q:‘l* 2 QIL+ P Qn.fl
[2 7 ey ) @n+1

d’on I’égalité énoncée, Le théoréme étant vrai pour n = u est

général.
Ces formules permettent d’obtenir une relation importante

entre les termes de deux réduites consécutives. On a

> .
ln 3’ I',,,1

D P, Paoy ) a,Ppy+P,5 Py ’ D
e == = E i
* Qu Q/x -1 ity Q.l 1+ QM*E (211 1 (2:1 2 anl "
Or
Vaya,+1 @
D=1 P =,
T B
E. B 0
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donc

THE V.,

,_[)n -1,

Ceci prouve que P, et Q, sont premiers entre eux. Les ré-

duites se présentent donc naturellement sous forme irréduc-

tible.

La valeur de D, permet de calculer la différence entre deux

réduites consécutives. On a

P, P
(!,ll (‘)”71 i
De méme
I, 1 P,
(\)"”l )“l -2
Po _Po 1
Qn Qv QuQ,
r,

— est la somme des n premie

(W}

g/

(— (B |

Q“Qu |
(— -1
- Qn--lel*?
1 (__l)n—l
— ...
QlQi - QuQufl

rs termes d’une série manifeste-

ment convergente ; car elle est alternée et ses termes décroissent

(Q. croit) et tendent vers zéro. Done

I ..
- tend vers unec limite.

er

C'est ce nombre, limite de la n'*™ réduite pour n infini, qui est

appelé la valeur de la fraction
rapidité de la convergence des

an Qn— -1 -+
done
1
U, <

continue illimitée. Ktudions la
réduites vers leur limite. On a

Qu-22> 2Qp-2;

1
2Q.,-1Que

Chaque terme est plus petit que la moitié du terme précédent.

Non seulement la série est
converge plus vite qu'une prog
1
Comme u, < o7 Yo le nltwe
- s . 1
inférieur & — u,.
)

On voit par la que le calcul

convergente, mais méme elle
. , , - . 1
ression géométrique de raison
. »

reste o, = W,y + Unyia+ ... €5t

des réduites fournit rapidement

une trés grande approximation de la valeur de la fraction con-

tinue

Précisons la fagon dont s’opére Vapproche du nombre par la
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:]

. - , P, g -
réduite. L’expression trouvée pour =~ montre que les réduites

2

sout allernativement supérieures et inférieures a leur limite.
Si done, sur une droite ol nous avons choisi les points o et 1,

. . P . .
nous marquons les points M,, d’abscisse ==, M, est & droite

n

de M,, M. entre My et My, ete.,, M, entre M, _, et M,. Le
point limite est constamment compris entre deux points d’in-
dices consécutifs.

exprime que

1t » s [ i 4
De plus, 'inégalité Qi a < : 00,

& _ Pn+|}(, 1 P,y _E s
QIJ (\’n—Fl Ta Qu~1 Qn
ou
1
)lILNIIL+l << ; Mu~1 Nln'

Done, M., est plus rapproché de M, que de M,_,. Done,
M, est & plus forie raison plus approché du point limite M que
le point M,_,

Une propriété essentielle des réduites est la suivante :

Toute fraction approchant plus d’un nombre donné qu’une
réduite de ce nombre a ses termes respectivement supérieurs
a ceux de cette réduite.

En effet, supposons par exemple que g approche z par excés.
La forme du raisonnement serait la méme si ¢’était par défaut.

n
.

Nous supposons que g approche de z plus que g—
P

- Py . Cyo \
1" 51 Q—’ est également une réduite par excés, on a
\ n
p/:+l a P/l
e T gy
(QI"‘*‘l - b QI’ ’
done
Po 2 Pu_ Proy
O P
ou
N 1

M L
bQ[l Q/l(\)/l+l ’
N étant un entier non nul. Done, 5> Qp,, et a >P, |, d’aprés

b
a>*~P.p+|-

p+1
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a . , . \ (7.
Done, ; a méme ses termes supérieurs a4 ceux de la réduite

b
swivante,
. 2° g’l" est approché par défaut. Alors, (I;:_: I’est par excés,
est moins approché que g—: et par suite que %- L’application

du résultat précédent nous donne a>P,, b>Q,.
Ce théoréme montre que les fractions les plus simples four-
nissant la plus grande approximation sont les réduites.
.. - 1. 335 .
Ainsi, Pune des premiéres réduites de w est —l:—;— qui donne

six décimales exactes et par suite la méme approximation que

31515092

la fraction ﬁ—_;.dnnt les termes sont bien plus élevés.
(3]

Ce qui précéde explique avec quelle commodité la théorie
des fractions continues permet de classer les nombres incom-
mensurables d’aprés la rapidité avec laquelle ils peuvent étre
approchés par des nombres commensurables. i

On ne retient parmi tous les nombres commensurables que
ceux qui fournissent la plus grande approximation, eu égard &
leur dénominateur, les seules valeurs de n auxquelles la fonction
4 (n) doit I'allure de sa croissance.
 La eroissance la plus faible pour 4(n) correspond évidem-
ment au cas des quotients incomplets limités en grandeur.

_ Approxzimation par les nombres rationnels de certaines classes
de nombres. — Nous appellecrons nombres de la premiére classe
les valeurs'des fractions continues pour lesquelles les quotients
incomplets sont limités (au plus égaux 4 10, pour fixer les idées,
avee 12a,). La classe des nombres ainsi définis est aussi riche
que l'ensemble de tous les nombres positifs; car on peut éta-

blir une correspondance biunivoque entre ces deux classes.
. oz’ .
En effet, la transformation z = e établit d’abord une cor-

respondance biunivoque et réciproque entre l'ensemble des

nombres positifs z’ et ensemble des nombres z inférieurs 4 10, 11
suffit done, pour notre objet, d’é¢tablir une correspondance entre
lesnombres dela premiere classe et les nombres positifs inférieurs

4 10. A un nombre écrit dans le systéme décimal, inférieur & 10,
je fais correspondre la fraction continue ayant précisé ment pour
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quotients incomplets les chiffres successifs de ce nombre, le
quotient incomplet correspondant au chiffre o étant 10 et
réciproquement ; 4 une fraction de la premiére classe, je fais
correspondre le nombre qui a pour chiffres dans le systéme
décimal les quotients incomplets successifs de la fraction,
an quotient 10 correspondant le chiffre o. Par exemple,

a == 3,141592... je fais correspondre la fraction
(3,1, 4, 1, 5, 0, 2, .. ).
A la fraction {10, 10, 1, 4, ...) je fais correspondre le nombre
0,014, = /2 — 7.

5

Cette loi rattache donc a4 toute fraction continue de la pre-
miére classe un nombre unique positif inférieur 4 1o, Mais, si
un nombre de la premiére classe ne peut étre représenté par
une fraction continue que d’une seule maniere, dans l'en-
semble des nombres positifs, certains, les fractions décimales
peuvent étre représentés de deux fagons : 1, 3 peut s’écrire
1,3000... ou 1,29¢g.... Donc, & 1,3 notre loi fait correspondre
les deux nombres de la premiére classe

(1,3, 10,10, ...) et (1,2,9,9....).

Donc, 4 un nombre quelconque positifinférieur a ro correspond
au moins un nombre de la premiére classe. La premitre classe est
donc au moins aussi riche que 'ensemble des nombres positifs
inférieurs a4 10, Elle ne peut 'éire davantage, puisqu’elle est
incluse dans ’ensemble des nombres compris entre 1 et 11. Ce
sont donc deux ensembles « de méme puissance » (*).

Etudions la fonction Y (n) pour les nombres de la premiére
classe. Supposons donc a,<10 (évidemment, on pourrait
remplacer 10 par tout autre nombre). On a

P,

o — ——

Q.

Ap+2

- Qrz Qn 2 '

47 pn

Qn+2 Qn

-~

Or,

(<28 ) 2] 1

>
= 2 ’
Qe Any2 Qa1+ Qun ™ Qa1+ Qp
Q:H‘l < (aypr+1) ng It Qu;

(') Voir mes Lecons sur la théorie des fonctions, Note I.
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donc
x P, 1
Qnl  12Q2
D’ailleurs p _
" Pi P, T,
T Q:;*m|< Q3
donc
- '_) -
Q" ;L,

h étant compris entre des limites indépendantes du nombre o
et de n. La fonction ¢ (n) peut donc étre prise égale a kn?, k étant
fixe,

Parmi les nombres de cetic premiére classe figurent, comme
nous le montrerons plus loin, une partie des nombres algé-
briques. Etudions la fonction ¢ (n) relative aux nombres algé-
briques quelconques.

Un nombre incommensurable est dit algébrique s’il est racine
d’une équation algébrique 4 coefficients entiers (ou rationnels).

Si l'on envisage p équations algébriques a coefficients
entiers, a p inconnues, chacune des solutions de ce systéme
est constituée par des nombres algébriques. Car chaque
inconnue est racine du résultant obtenu en éliminant les (p —1)
autres Inconnues entre les p équations et ce résultant est a
coeflicients entiers. :

D’aprés ce principe, les racines d’une équation algébrique a
coeflicients algébriques sont elles-mémes des nombres algé-
briques; il en est de méme des parties réelles et Imaginaires
des racines d’une équation & coeflicients entiers.

Cherchons Papproximation qu’on peut obtenir d’un nombre

14 - ’ s
algébrique £'avec un nombre commensurable é, en donnant a g

des valeurs de plus en plus grandes.
Soit
f(l) = @gxtt+-...+a,—o0

I'équation drréductible dont § est racine; n est dit I'ordre du
»

nombre algébrique z. On a

8y =o
s(2)=(z=L)r o,

g

d’oi
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7. étant compris entre £ et g Si gest la valeur la plus appro-
chée de £ & épr‘es, |h—% < (3, J7()) est trés voisin de f7(§) et
en tous cas posséde une limite supérieure M aisée a obtenir et
indépendante de ¢. En remplacant le premier membre par une

quantité inférieure en valeur absolue et le second par une
quantité supérieure, on trouve

p 13
| .
y q[>n\lq"

Done, étant donné un nombre algébrique § de degré n, on
ne peut pas espérer trouver des valeurs de g telles que sa valeur

AT T o . !
approchée & g présen différe de moins de Mg M.

Il est évident qu’il y a des nombres échappant 4 cette limi-
tation, tels que ’E— 5 ’ soit inférieur 4 e 7, ou & ™€, pour une

infinité de valeurs de ¢. Donc, & un certain point de vue, les
nombres algébriques sont parmi les nombres les plus éloignés
des nombres rationnels, et I’éloignement est d’autant plus
grand que le”degré du nombre est plus faible. D’ailleurs, pour
les nombres rationnels eux-mémes, si 'on exclut les fractions

P Iz

x - ”
, la différence & —=Z est en valeur
9

8
y_® r 1 I
absolue supérieure ou égule & —-

B
Nous allons retrouver par voie direcfe le résultat pour n= 1,

en le rattachant & ce que nous avons démontré sur les fractions

coincidant avee £ =

& quotients incomplets limités, grice & la propriété des nombres
algébriques du second degré d’&tre développables en fraction
continue périodique (Lagrange).

Les nombres du second ordre et les fractions continues pério-
digues. — On distingue les fractions continues périodiques en
deux espéces : les simples, telles que 'ensemble des quotients
incomplets qui se reproduisent périodiquement commence au
premier a,(a, 7 0); les mixztes, qui, avant la premitre période,

(1) Voir la Note au bas de la p. 104,
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136 CHAPITRE V.

contiennent un certain nombre de quotients incomplets irrégu-
liers, Les fonctions périodiques simples sont telles que (a,, a,
@iy oiny Guy Gy Byy ooy @y G, .0 )y Jos mixtes telles que (by, by, ..oy
bpan,a, ...,a, 0,0, ...,a,, a4, ...)avee b, Za,.

Le théoréme de Lagrange résulte du suivant : La condition
nécessaire et suffisante pour qu’'un nombre positif, supérieur a
UN, soil développable en fracition continue périodigue SIMPLE,
est qu’il soit racine d’une équation du second degré ¢ coefficients
entiers dont I’ autre racine soit négative el supérieure d MOINS UN.

La condition est nécessaire; car soit )

y=(aga. ..., 05 Ay ..., Uy, Qgy «.:)-

Si
>
P,

T

Pn 1
’
QI*I

(Ao, ttyy « .oy ay) et ((LU,...,H,,,l):

Pod+ P,
Q’I )‘ 4— Q“*l

1 . .. .
par a,, a, - —> (@, @, @,), ..., a la limite par la fraction con-
ay

y s’obtient en remplacant, dans ,» A successivement

tinue indéfinie qui commence au (n 4 2)"" quotient incom-
plet, c’est-4-dire par y. Donc
P ¥y + Py
¥y =- '17)
L\)ll_}/ - (\u {
ou
QH_)/2 —(P,— Qu 1)__V — P, =0,

équation qui a ses racines de signes contraires, la positive étant
fo- . \ P; , - N
supérieure i 1, d’aprés (—)’ >>a,>1, la négative a —i1. La
<t
condition est done nécessaire.
Réciproquement, soit Az*— Bz — C = o une équation rem-

plissant les conditions de I’énoncé : A, B, C sont positifs et
Pon a,d’aprés f(—1) >0, /(1) >0,
B> |A~ C

Développons la racine positive en fraction continue. Soit &,
la partie entiére de la racine positive. C’est le plus grand nombre
entier dont le résultat de substitution soit négatif, Pour déter-
miner le quotient b, nous posons

1
T =by+ —-
€y
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b, est la partie entiére de z,; d’aprés z,= — —1’équation en z,
P ! |3 xr— 0 q
Q

a sa racine correspondant 4 la racine positive de 'équation
en z, positive et supérieure a 1. La valeur en z, correspondant
4 la racine négative en zest négative et supérieure & —i.
L’équation en z, est donc du méme type que la premiére. Si on
la met sous la forme '

Az} —Byzy— Gi= o,

on trouve :
Ay =—Ab}+ Bby+ C,

By= 2A4,— B,
Cy=A.

Je détermine comme ci-dessus la partie entiére b, de z,; con-
_naissant b,, pour avoir b,, quotient incomplet suivant, je pose

I
.Z'izb1-+——.
a

a

I’équation en z, sera de la forme
Agri — Byry—Cy=o0

ct satisfcra encore aux conditions de 'énoncé. Ainsi indéfini-
ment, je détermine successivement autant de quotients incom-
plets que je voudrai, Je dis que les équations successives qui
déterminent ces quotients ne peuvent pas étre indéfiniment
distinctes.

Formons le discriminant de I’équation en z,; on trouve

B2+ 4A,Cy= B+ {AC.

Ceci d’ailleurs résulte du fait qu’en rendant homogeénes les pre-
micrs membres des deux équations, on passe de la forme

Az?*— Bay — Cy?

a la forme
Az — Brxyy,— Cyyi,

par la substitution z = b,2, -+ )y, y = z,, substitution de mo-
dule égal & —1, ‘

Le discriminant des deux formes est donc a priori le méme.
Soit D sa valeur. En passant de I'équation en «, & I’équation
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en z,, on ne changera pas davantage le discriminant, et ainsi de
suite. Donc, quel que soit m, on a

2 o
B+ 434,,Ca=D.

Le pnombre des solutions de cette équation en nombres
entiers positifs, A,, B,,, C., est évidemment limité; il y a en
particulier au plus y/D valeurs de B.»; la condition [A,,—C.|=B..
réduit méme ce nombre de solutions. Seit ¢ le nombre de ces
solutions. 1l est certain que, parmi les équations de rang in-
férieur 4 g+ 2, il y en a au moins deux identiques. Soit
p+ 2 le rang de la premiére équation qui se reproduit, et
p+ n-4 3 celui de la premiére qui la reproduit. Puisque les
racines de la (p 4+ =) équation sont identiques & celles de
la (p+ n+ 3), I'équation de rang p + 3 sera identique a
celle de rang p + n - 4, et, d’une lagon générale, les équations
de rang p+ 2+ A(n+41) seront identiques entre elles quels
que soient l’entier A positif et Pentier A compris inclusi-
vement entre 2 et n - a. ‘

Done, la fraction qui développe z est périodique, la période
contenant n + 1 termes. On a

z=(b6,,01,....b,, as, i, i,y Gy ooy Ty Qoy ona)

Je dis qu’itl est impossible que le quotient b, ne soit pas le
premier qui se reproduise. Supposons pZo. Les quotients
by, b, ..., b,sont par hypothése irréguliers, c’est-a-dire qu'on
a b, a,. Je vais montrer que ceci conduit & une contradiction,
En effet, la fraction (@., @uy vovy @n 1y Gy Goy oo vy @n 4y + .. ) €5
périodique simple, de période a,, aq, ..., Gn_,;. Soit

g(z)= Az2—B'z —-C=o0

I’équation qui I’admet pour racine et qui satisfait aux condi-

tions de ’énoncé. On a

[
F=a,+ —-
N

L’équation en y a pour racine la fraction
(oo @4y ooy @ty @y oo @y o) = Tpyy.
Clest
fp+1(_}’) :A/l+1)’z B/)+|_}’—cp+l:o-
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Dans cette équation fpy (—1)>0, fp,1(0)<<0, fopi(+1)<o.
Ona

N

7
1
gla)y=—(z—ax) fpn (_)

&— day

Fcrivons que g(z) satisfait aux conditions de I’énoncé. On a,

en particulier, pour z =-—1, 2 =0,

1

) S f : <
— 0 —Jprt|— ) <o
'\, - L] g «,

_f,1+l (_'
N
Ces conditions expriment que la racine négative de 'équation
. 1 1 .
en y est comprise entre — a— et — P a, est donc la partie
n n—

entiére de — —, y’ étant la racine négative de 'équation en ).
> .

Ceci montre que si, dans I’équation en y, on fait la transforma-

. I - s

tion en —— il n’y a qu’une seule valcur entiére de b telle que

I’équation en z satisfasse aux conditions de I'énoncé, C’est a,- Or,
s R I , .

d’aprés z,= b,4- 3’ pour b= b,, nous obtenons I’équation

en z, qui satisfait aux conditions de 1’énoncé. Donc, b,=a,.
Donc, b, n’est pas un quotient irrégulier. Il ne peut pas y
avoir de quotient irrégulier. La fraction est périodique simple.

Il nous sera facile maintenant d’indiquer la marche & suivre
pour développer une racine particulitre d’'une équation du
second degré a coeflicients entiers, irréductible. Soient z la
racine a développer, 2’ Ia seconde.

Voici les divers cas possibles. Pour chacun d’eux est indiqué
Ie moyen de passer 4 'un des suivants, le dernier cas étant celui
de la fraction périodique simple :

1° £ < 0. On fait 1a transformation en — z.

I
2* o <z <1. On transforme en 2

3° z et z” ont méme partie entiére. Soit b,>1 cette partie
1

entiere. On transforme en b,+ —- 51 z, et £ ont encore méme

Ty
partie entiére, on répéte l'opération et ainsi de suite. Il est
impossible de trouver indéfiniment méme partie entiére pour
les racines des équations transformées successives, sans quoi
z et ', ayant méme développement en fraction continue, coin-
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cident. Mais alors = el z’ sont rationnels, et nous aboultissons &
une contradiction. Il arrive donc un moment ol z ¢t 2’ sont
séparés par un entier :

4° 1<z <’y z étant séparé de z’ par un entier. Si b, est la

. .. 1 L .
partic entiére de z, on transforme en b, - - , est supérieur
1

a 1, z est inférieur & 1.

3" o<<z'< =z, ' et £ étant séparéds par un entier au moins.

1
On transforme en b,4 o

6" 3 >1, x'<—1. l.a méme transformée nous conduit au cas
final. '

= x>, —1<z'<o. ¢ est développable en fraction con-
tinue périodique simple.

En résumé, nous ne stationnerons qu’une fois au plus dans
chaque cas, sauf au troisitme ot I’on peut rester un nombre fini
de fois. En tous cas, au bout d’un nombre limité de quotients
irréguliers, on arrive a une fraction périodique simple. Cest le
théoréme de Lagrange.

Celte propriété des nombres algébriques du second ordre a
donné naissance 4 des recherches arithmétiques intéressantes,
en vue de la généraliser aux ordres supérieurs. On a en parti-
culier cherché pour chaque degré des algorithmes analogues aux
fractions continues (Minkowski) au moyen desquels les nombres
de ces degrés possédent une représentation simple. Nous ne
nous occuperons pas de ces généralisations qui n’ont pas un
rapport direct avec I'objet de notre étude.

Le théoré¢me de Lagrange, sur la périodicité des fractions con-
tinues représentant les nombres du second ordre, nous montre
en particulier que les quotients incomplets pour une telle frac-
tion soni limités, ct, par suite, 'approximation d'un tel nombre

. . . . s ey
par un nombre rationnel 5 est égale a (7127 h étant limité infé-

rieurement indépendamment de g. C’est le résultat de Liouville
pour les nombres algébriques du second ordre. Mais le théoréme
de Lagrange nous fournit une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'un nombre soit du second ordre, tandis que la
condition de Liouville, nécessaire, n’est nullement suffisante.
Elle est en effet remplie par ious les nombres de la premiére
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classe, dont I'ensemble a la puissance du continu, tandis que les
nombres algébriques du second ordre (¢t méme de tous les
ordres réunis) sont en infinité dénombrable et méme e fective-
ment énumérable (').

Donnons quelques exemples de dévcloppement en fractlon
continue de nombres du second ordre. :

Soit & développer z?= 2 (c’est le cas 6°). Nous poéons

d’ou Péquation
r}—o2xr —1—=o0,
qui posséde une racine entre 2 et 3 et une négative supérieure
- & — 1. La premiére est développable en fraction périodique
simple. I.e nombre de quotients incomplets distincts est au plus
égal a celui des solutions distinctes de

Bty jAC =8, |A—C|<B.

Une seule solution .
B =2, A=C=1.

II n’y a donc qu’un quotient & la période : c’est’a. On a
— 1
\/2 =1 - -
g
b |
Ceci nous donne des valeurs approchées de y/2, par2des frac-

tions simples. Les réduites successives sont
1 1 3 17 it ()() 25()

7
s - 4 R - -
0 1 2 3 12 29 —0 lhg

Soit gl’une de ces réduites. Ona
2
PN
q° q*

N étant un nombre entier non nul, ou
N

(7~

q

[ ——

(') Vourla Note lpp. 125 et 126.
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£

et, comme £ est trés voisin de /2,

Ly = MOE)
q J 2/ 2 gt

¢ tendant vers zéro quand ¢ croit indéfiniment.

D’ailleurs
L al<e L,
d’aprés
&L— — \/5 < —(- (22 Qn—L( = QQII_'}— Qrz~l> 'lQn;
Qn Quk’lH—l
donc,
N+e) 1
2y g1 2g*
Done N =1, dés que ¢ <\/;— 1. Done, 4 partir d’un certain
rang (qui est d’ailleurs le premier, pour p =1, ¢ = 1), toutes les
h)

réduites g du développement de /2 sont telles que

el

pr—2gt=

Considérons le cas ol tous les quotients incomplets sont

égaux 4 'unité. On a

C’est le nombre incommensurable le plus éloigné des nombres
rationnels au point de vue de I'approximation. Cherchons sa
valeur. On a

r=1-+ — ou rl—r —1=0;
d’ol
1+ \/5.

2

xr =

Ce nombre se rattache a /3, bien que le développement de /3
n’ait pas la méme période. On trouve en effet

Vi=o+ 1

i+

4 —+.
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1l est facile de se rendre compte & quelle condition deux
nombres irrationnels pourront ne différer que par un nombre
limité de quotients incomplets. Solent by, ..., b, les quotients
du premier, antérieurs a leur partie commune, b, ..., b,
ceux du second, z I'irrationnelle formée par les quotients com-

- I + I),;T+ I)/:41 |’I,,,, l),.
muns. Le premier nombre y est égal a

Q,x “‘J/ri, Qpt E
étant les deux derniéres réduites de la fraction (b,, ..., b)).
Pya + Py

De méme, y'= -Z—__"2". On a manifestement
: Qe+ Q,I_,

, _ Av+—B
= Gy +D

et la théorie des substitutions montre que

AD —i3C ==1.

Approzimation des nombres quelconques par les nombres
rationnels. — Soient g et ’: deux nombres rationnels yoisins. I

est naturel de comparer leur différence 4 leurs dénominateurs.
Comme nous avons vu que I'approximation par un nombre
rationnel n’est remarquable que dans les cas ol elle est inférieure
a 'inverse du carré du dénominateur, c’est aux inverses de ces
carrés que nous comparerons la différence de deux nombres
rationnels. Nous poserons

L_r
57

(b

et le nombre ) sera appelé par nous 'écart relatif des deux
nombres £ et ~.
q )
En faisant tendre ; vers un nombre irrationnel 2, le déno-
minateur s tend vers I'infini; nous écrirons done

[)
q

<1
— L= AK—

et nous donnerons a 4 le nom d’écart relatif de 5 et de =.

Examinons I’écart relatif de deux réduites consécutives d’une
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fraction continue. Qn a"

Fl . P,_, ‘_ f - 1 1
Qn’ Qupy ‘ T Q.0 <_,2: - Q?L—l)'
1 Q- Q. 1
e R Rl vt
en posant
Q” —
Qut

Nous allons étudier la limite inférieure du second membre.
Son minimum, g, étant une variable arbitraire, est 2, pour

B | - .
wp==1; done A%, quel que soit p,. Nous allons chercher une

.. . - 1 s \
limite plus précise. La valeur de 5 croit avee @, dés que p, > 1.
Or, si

Q.= a,LQ,,_,l—F'Q,!A,,

~

- . N 2 oqe e s px .
Supposons a, 2 2. Alors, on trouve 4 < 5 limite préférable ala

premiére. Cherchons ce qui se passe pour les quotients incom-
plets égaux & 1. Faisons @, = 1. On a

. Par cette relation, w, , et u,, considérés comme variables

arbitraires, varient en sens inverse. Si cette relation est satis-
faite pour une valeur commune des deux variables, cette valeur
sera toujours inférieure 4 I'une d’elles (et supérieure 3 'autre).

v . . 1
Cette valeur commune est donnée par Péquation w=1- o
dot u= 1Y v,
) DX [
’ N I
La valeur correspondante de 4 est 7;
o]

En résumé, si a, est supérieur ou égal 4 2, I’écart de deux

, . P, P, - e Ly 9 SR .
réduites =" et "' est inférieur A > et a fortiori & —=- Si a, =1,
(211 (‘)nfl 2 ¥

, : , [
cel écart ou V’écart de

et de: est inférieur 4 — .
(\)u -1 (\)n 2 V

Dorc, on peut affirmer que si 'on envisage trois réduites con-

b H
1 a—1 I n—2
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séculives, si I'on calcule 'écart des deux premiéres ou Pécart

des deux derniéres, I'un an moins de ces écarts est inférieur & —-
5
Examinons le cas ol a,, @,,,, ... =1. Alors, w,,, est alter-

1—+—V‘"3 : . Lo
—> Inals arrive a en

nativement supérieur ou inférieur a

différer d’aussi peu qu'on veut. La valeur correspondante de A
1

’ = T 3
donnée par i, p= Wy p+ tend vers 75 en oscillant autour

Ma+p 3
d’elle.
Ce fait montre qu’il serait 1mpossible de re mplacer -‘/I—T-par
o]
un autre nombre pour limiter supérieurement ). —— est le plus

Ve
petit nombre limitant supérieurement I’écart d’un couple de
réduites conséculives ou du couple suivant.
Nous appellerons intervalle canonique attaché a un nombre
1 . I
vkl v
Nous considérerons tous les nombres de cet intervalle et

rationnel 51—) Iintervalle £ —

en particulier les nombres irrationnels de cet intervalle comme

normalement approchés par ;—)

Soit e un nombre irrationnel quelconque. Développons-le en
fraction continue. Nous savons que pour deux couples consé-
cutifs de réduites I'écart de 'un des couples au moins est mfé-

rieur a ‘/L Soit %- ¥ ce couple. Supposons, par exemple,
i) n—1 n
- p”-

. <G,
On a ’ ’

& — Py L (L 4 ! >

Qn Qu 1 V& Qi A
ou

Ceci montre que les intervalles canoniques relatifs aux ré-

P, P,y
r
Qrz Qnﬂ

entre les deux réduites, appartient & I'un au moins des inter-

duites empiétent 'un sur autre. «, étant compris

E. B. 10
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valles. Done, sur trois réduiles consécutives, 'une au moins,

soit ==, donne lieu a I'inégalité
n

T

< =

v5Q3

Done, tout nombre « appartient & une infinité d’intervalles

canoniques. Il est essentiel de remarquer que sil'on envisageait

des intervalles tels que g—- N '—Z, quelque petit

Vigr 4 Vig

gue soit le nombre fixe ¢, 1l y aurait des nombres « qui ne seraient

intérieurs qu’a un nombre fini de tels intervalles. Ce seraient
les nombres dont tous les quotients incomplets seraient égaux
a 1 4 partir d’un certain rang.

Pour que les nombres rationnels eux-mémes soient intérieurs
a4 une infinité d’intervalles canoniques, il est nécessaire d’envi-
sager aussi des intervalles canoniques relatifs & des fractions
non irréductibles. En effet, soient £ et g deux fractions.

1

Si g — %‘ ~ 0 et sipetgadmettent pour plus grand commun

diviseur 2, s1 p =1p’, ¢ = iq’,

1
g's

r
7

v

r
§

s

’27:
q

. . < pgo- . 1 '
Si donc le premier membre est inférieur & ——, on a s<C L.
V5 s2 Vs
P

Le nombre des fractions approchant de 7 normalement serait

fini. On évite cet inconvénient en ne supposant pas dans la
définition des intervalles canoniques la fraction irréductible,
Gréce & cette convention, tout nombre, rationnel ou irratiohnel,
sera a l'intérieur d’une infinité d’intervalles canoniques. Il
résulte par suite, d'un théoréme général sur lequel nous n’in-
sisterons pas ('), qu’il est possible de recouvrir un intervalle
déterminé, par exemple I'intervalle de zéro a un, par un nombre
fini d’intervalles canoniques, de telle sorte que tout nombre
compris entre o et 1 soit intérieur i un au moins de ces inter-
valles, De plus, cette opération peut étre faite d’une infinité de

* (") Voir Legons sur les fonctions de variables réelles, p. 9.
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maniéres distinctes, En d’autres termes, sl nous désignons par
systéme complet un ensemble d’intervalles canoniques en nombre
fini recouvrant complétement le segment zéro-un, il existe une
- infinité de systémes complets, tels que dcux quelconques
d’entre eux ne possédent en commun aucun intervalle cano-
nique.
P

Nous dirons que deux fractions ;et i sont adjacentes entre

elles lorsque les intervalles canoniques correspondants se
recouvrent partiellement. En d’autres termes, leur écart relatif
e, .1 ’
est inférieur 3 7; on a
J
p r

q S

< ()

Nous allons déterminer effectivement de tels systémes. Il
nous sera commode pour cela d’utiliser le théoréme suivant :

Tutorime I. — Elant donné un systéme limité de fractions
(comprises entre o et 1) renfermant une fraction égale & zéro et
une fraction égale d un, pour que ce systéme soit complet, il est

nécessaire et suffisant que, étant donnée une fraction quelconque £

du systéme, il sott possible de trouver deuz fractions ;— et (% du sys-

téme, U'une supérieure, U'autre inféricure ou égale, ou identiques

a g et adjacentes entre elles.

Soit, en effet, % la fraction du systéme qui est égale & zéro,
1

ou 'une quelconque d’entre elles s’il y en a plusieurs. Par hypo-

!
these, il existe deux fractions adjacentes entre elles % et ? » telle
. ) \

qu’on ait
Pz
q2

<

21
(1 <

IR

D’ailleurs, comme % = o et que {;—f ne peut pas étre négatif,
1 2

on a icl certainement
F1

91

o~

»a‘lh
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De méme, a la fraction % correspondent deux fractions adja-
2

7
centes entre elles ;Q et 53- telles qu’on ait
3 3

Py P13,
93 42 73

On écrira de méme la relation générale

p;L#—l < Fu FPp+
o S

(2) — =
Qo+t qu Fuit

'

. P . .
les fractions —%, il appartenant au systéme, quel que soit u,
gp

43
. P .
et les fractions 2 et Lot
G y+1 Qu+1

étant adjacentes entre elles.

. Pu. .
Les fractions =% vont en croissant avec |+; comme les frac-
Tu

tions du systéme sont en nombre limité, et que la plus grande
d’entre elles est égale & I'unité (il peut y en avoir plusieurs
¢gales & I'unité), il arrivera nécessairecment que, pour une
: . Pu. . . . .
certaine valeur de u, la fraction ;/— sera égale 4 1; sl nous dési-
u
gnons cette valeur par m, nous aurons

(3) B < But o Pon
 m qm—1 qm

)

. | )
les fractions p—,’” et 2

I Gm

étant adjacentes.

Il s’agit maintenant de faire voir que ’ensemble des fractions

Pu e

(0 fl;l' qu.

(p=1,2,...,m)

constitue un systéme complet. Pour cela il suffit de montrer
que, quel que soit h, I'ensemble des intervalles canoniques
relatifs 4 celles des fractions (4) pour lesquelles . est inférieur
ou égal a k recouvre complétement Iintervalle compris entre

o et -:/‘-” Cette proposition est vrale pour h =1, car alors cet
L

intervalle se réduit au seul point oj il suffit donc de montrer

que, sl la proposition est vraie pour une valeur de h, elle

subsiste pour la valeur immédiatement supérieure b + 1.
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Or, ceci est évident pour peu qu’on y réfléchisse et devient
intuitif par une figure; les intervalles canoniques relatifs a

A , B
o] ) Pra P P
Yw T /9

Phor et Dot
9 het q -1
segment AB tel que A est &4 gauche de

étant adjacents, recouvrent complétement un

'
Py

(non coincidant avec
q he

lui) et, par suite, & gauche de 2%, B étant a droite de %ﬂ (non
qh fe+1

coincidant avec lui). Si donc on adjoint ces intervalles aux

intervalles 2% (u =1, 2, ..., &), lesquels sont supposés recouvrir
g s 2y s 1)y q

- . / 3 . N
entiérement l'intervalle (o, ’—[~'>. on recouvrira complétement

N h

. ) ’ A ] I3 cLr
Pintervalle (o, M» en débordant mémeaudela des extrémités.

\ q h+1
Il suffit de faire croitre le nombre h jusqu’a la valeur m pour

avoir le théoréme 1.

14. Nous allons maintenant former effectivement des sys-
témes complets de fractions; on en obtient une infinité par Je
théoréme suivant :

Tatorime II. — St Uon désigne par A et B deur nombres
( B>13A1
{ A> 10

dont le dénominateur est compris entre A et B constituent un sys-

posttifs assujelits aur deuz conditions » les fractions

téme complet.

Pour démontrer ce théoréme, nous nous appuilerons sur le

théoréme I; pour chaque fraction g de ’ensemble nous démon -

. N r (4] . .
trerons ’existence de fractions set— de ’ensemble satisfaisant

aux conditions du théoréme I; pour cela, nous distinguerons
deux cas généraux sulvant que g est irréductible ou non;
4

chacun de ces cas se subdivisera d’ailleurs en plusieurs suivant
la valeur relative de g par rapport 4 A et B.
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PreMiER cas. — La fraction 5 est trréductible,

1° On suppose 3q < B. Nous prendrons alors

P
q

)
w
(le signe = signifiant qu'on a v = p, w = ¢); quant a la frac-

. r , . . . . .
tion -, nous la déterminerons comme il suit : soient « et 3

les deux nombres inférieurs ;1/3 el tels qu’on ait

pl—gx==1

. . z [y ’ . v
<on peut dire aussi que 7 est I’avant-derniére réduite du déve-

p AN

loppement de P en fraction continue; £ est la derniére ).
¢ - F /

Sil'on a
Pr—4qa=—I,
on prendra
r—op—+a,
s =29+ B,
et I'on aura

. r p 2P+ 2 p ga—pB r Y(I [>
5 - — = =t = — < — =+ =
G 3 g 29+8 g qlg+B) g5 z\¢ )’
s . . . . - . 15
car 7 est supérieur & » et, par suite, supérieur & — ——; on a
d’ailleurs
‘ s << 3g < B;
la fraction ;r satisfait donc aux conditions requises.
Sil’ona
p?771:+l1
on prendra
r=3p—a=,
s=3g—8,
¢t 'on aura
r p_ Sp—aua P pPB—gnx 0 1/ 1
ORI S =Y BRI WY
b g dg—8 g qg3g—p) gs m(.q- s/’
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car on a cncore

/F
3>2> VI s< 3¢9 < B;

- r . - .. .
la fraction _satisfait encore aux conditions requises.

2° On suppose 3q >B, c’est-a-dire q>g Nous pouvons

développer alors -5— en fraction continue limitée,

Qap

en nous arrangeant, comme 1l a été expliqué plus haut, de ma-
niére que le nombre des quotients incomplets soit pair; dési-

gnons par

Po __ 0 P11 P2 a, o P _ P
q

- - = ] = ’
qo I q1 @, q2 [+ a a, gan

les réduites de cette fraction continue; nous considérerons les

trois derniéres réduites

Pz;z—'z P‘Z/(**l Pzn
— —
4an—2 on—1 qan

=2,
q
et nous supposerons d’abord que g.,_. et ¢., . sont supé—
rieurs a A.
D’aprés ce que nous vu, ou bien (/;u et ‘;ﬂ sont adjacentes,
20—t 10

nous prenons alors

" Pain—
=",
s Y42n—1

I
R |~

gle

ou bien £22-% et 22" 5ont adjacentes, dans ce cas nous pren-
g30—) f2n—g
drons

©  Pan-2 ro_ Pai—1,
— = = s
w Gan—1 =~ $ qarn—1

dans les deux cas, on voit visiblement que les conditions requises

sont vérifiées.
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Il reste 4 étudier le cas ou les nombres ¢2,_ et q.,_» ne sont
pas tous les deux supérieurs a A.
Supposons d’abord

G rn--1 > A > Fan-2.
Eecrivons la relation fondamentale
(7) Gon= Qaq—1Gon—1+ G2an-2-

Dans le cas 00 @.,. 4 est supérieur a 1, on a

n —+ B
Gin o eV
(]‘zu 1 2
et les fractions 227" et qp“ sont adjacentes ; on prendra alors
2n—1 2n
T Pan—t ot L P __ P
5 Gau—1 i w Yon - q
Supposons maintenant
Aop-1 =1,
c’est-a-dire
(8) Gon=Gon—1-t+ Gan—s;
on a, de plus,
B

(9) G > 3o
(ro) Gan—a<A.

Désignons par pq., » le plus petit nombre entier, tel qu’il
soit supérieur 4 A; on aura

(rr) pqan—a>AZ2(p—1)qa4 4.

Posons

(1) rz Pan 1’ ‘; - P[)zn—'z.
s Fon—1 w PYarn—2

Nous aurons

(13) —_—— = — =

s " Yan 1qz2n—2 sw’
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or on a, d’aprés (8), (g), (10), (11), (12),

R
Z A
s> 3 )
s ca,
Gan—2
e < <
w = P‘__I(P—l)’]m:fei\g%fxf')-‘k;
donc
(11) ‘OTWS)'—/},(A*I) <
2 Vo
3 A

car cette derniére inégalité revient &

B>3[A+ay3(A+A)],

et elle est certainement vérifiée si I'on suppose B>>15A2, au
moins pour A™> 10, Or, la relation (14) peut s’écrire

d’ou, a fortiori,

2 1 1 1
sw <:/§<uii - E)
Donc, d’apres (13), les fractions % et LW sont adjacentes.

Il reste & examiner le cas oti I’on a

Fan—1 < A
Nous désignerons alors par o le nombre entier tel que
0 Gant+1 > Az(? - ’){{zn 1,

et nous prendrons

S P _ P, -

w an {Z 5 P an.~l

Il viendra, comme tout a I'heure, '
r
$

p—15A,
2 A

A
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et
W>74A1
os 2A(A +1) T
w<TB S

c’est-a-dire

o 11<r [§|)
sw V5 s* 5\ 82 w?

Les cas ol g est irréductible sont ainsi complétement exa-
minés.

DeuxiiME cas. — La fraction £ n’est pas irréductible.
7 p

.. P . o . ;o s :
Soit 9 la fraction 1rréductible équivalente & g; st Q >A,
. s . P
nous savons faire correspondre a cette fraction -~ deux frac-

Q

« 14 . . .

tions - et _; il est clair que nous pouvons faire correspondre
les mémes & g Il reste 4 examiner le cas ot Q est inférieur a4 A;
nous désignerons alors par 5 le nombre entier tel qu'on ait

L)
et nous prendrons

v_sb_»p r_3pPQ s
v G T q’ s 3p2Q2 )
Nous aurons
r [4 I [ f 1 1
ST w3 3wz<—5(ﬁ+;@)'
On a d’ailleurs
s:szQ!Siﬂ—'AﬂﬁmA’<B:
Tlp— T '

donc s et w sont bien compris dans I'intervalle A, B.
Le théoréme II est ainsi complétement démontré,

Approzimation par les nombres algébriques. Cas du nombre e
— Nous allons envisager maintenant I'approximation par les
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nombres algébriques. La démonstration du fait qu’un nombre
n’est pas algébrique rencontre de trés grandes difficultés. Elles
ont été surmontées pour la premidre fois pour le nombre ¢, puis
pour le nombre w. On sait d’ailleurs que ces nombres sont rendus
solidaires par la relation

eim=—1.

L’impossibilité de la quadrature du cercle, c’est-a-dire de la
construction par la régle et le compas du ¢6té d’un carré équi-
valent & un cercle donné, équivaut a I'impossibilité, pour =,
d’étre racine d’une équation a coefficients entiers du second
degré, ou réductible au second degré.

La démonsiration de la transcendance de e a été donnée par
Hermite en 1873; c’était le premier exemple d’un nombre non
algébrique défini par des propriétés analytiques simples. La
méthode fort remarquable d’Hermite a été depuis généralisée
et transformée, mais elle est restée le fondement de tous les
travaux ultérieurs. En 1882, M. Lindemann a démontré par
cette méthode la transcendance de w; d’autre part, la démon-
stration de la transcendance de e a été considérablement
simplifiée, notamment par M. Hurwitz. En voici le principe :

Soit I'intégrale -

P

/0 re~xf(x)dx.

On trouve, en intégrant m fois par parties, si f(z) est un poly-
nome de degré m,

f‘ ez f(w)dr = -[e*flx)]f—[e=f(2)]f—... —[e*fiu(z)]§.
I
Posons
B(z)=flz)+f(z)+.. .+ ()
11 vient : .
f' e flz)dn = F(o)— e-*F(z);
donc ’

exF(o)=F(x)+ er /‘.re'ff(z-) dz.
<o

C’est une identité vraie quel que soit le polynomé S(z) et quel
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que soit z. Elle va nous montrer I'impossibilité d’une identité

de la forme

Co+Cie+...+Cher= o,

les C étant des entiers.

Supposons que nous ayons fait choix d’un polynome f(z).
Nous nous réservons d’ailleurs de donner seulement a posteriort
Ie moyen de le choisir. Au moyen de ce polynome f(z), nous
allons évaluer les différentes puissances de e. On a

&
e* Flo) =F (k) + e* f e~ flx) dx,

0
n n n i
(N F(O)Z Cke":E C;;]"(/-‘)A—E C/,-e’f[ e~ f(x) de.
0 ] 0 v
Nous poserons

P(e :2 Cper.
0

Nous allons choisir /(z) de fagon & aboutir & une contradic-
tion en supposant P(e) = o.

M. Hurwitz prend pour f(z) le polynome

Slzy= ﬁmﬂ 1 —x)i (o —a) ., . (n—1r)r

1’idée fondamentale de ce choix est due & Hermite. Mais sa
démonstration est simplifiée par hypothése supplémentaire
introduite par M. Ilurwitz que p soit premier. De cette facon,
si ce nombre premier p est supérieur a n, il ne pourra divi-
Ser 1.2... M.

Etudions d’abord F (o). On a, les B étant entiers,

flx) = ﬁ [(n1)pan—1+ Biap+. . .].
Donc,

f((‘):oy - fp 2(0) = o, f(llfl)(o):[n"]”;

fP1(0) n’est pas divisible par p, si p est premier et supé-
rieur  n.
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Au contraire, les dérivées suivantes f(»/(o), --. contien-
dront toutes p en facteur; car

S1Oley=pBy,  flrri(o)=p(p+1)By oo

on trouve ainsi
F(n)=A +Mp,

A n’étant pas divisible par p.
On trouverait

F()=M,p, F(2) =M, p, cey

parce que
f(PT“(}L) = o,
sih=1,2,...,net que f'/P*% est multiple de p, pour k >>o.
Done
( N CLFk) =Gy v
(0 N CiF (k) =CoA + Np,

0
N étant entier.

St donc nous supposons p premier avec C, (I’hypothése de
M. Hurwitz p >>C, est plus restrictive qu’il n’est nécessaire },
I'expression (1) est certainement différente de zéro, et, comme
c’est un entler, on a

>y,

(10

i C/;F(/:)
0

D’autre part, si z<{n, |f(z)] est certainement inférieur

a v net)p=1, Done
(p—1)l ’

1
< k _— nlr+p—1 .
(P ’

.
—-r d
s <kt

st done nous posons

(2) ' Zk‘ck\e’f:}{,
0

on a

nln+p—1

(Ix - .
) (p—1)!

k
0

i C/L-e’f./‘ e~ flz) dz “ < H
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Or, connaissant H et n qui résultent de P (z), nous pouvons
choisir le nombre p, premier et ne divisant pas G, assez grand

A, s . 1
pour que le second membre soit inférieur & . On a alors, d’aprés

Pégalité (1),
(IV) |F(o)P(e)|> o

Done, P(e)z£o0, ce qui montre que e n’est pas racine de
P(z)=o.

Comme nous n‘avons fait sur P(z) aucunc hypothése spé-
ciale, ceci démontre que e n’est racine d’aucune équation algé-
brique & coeflicients entiers.

- La valeur de Ia limite inférieure de P(e) va nous permettre,
comme pour le théoreme de Liouville, de déterminer, pour l'ap-
proximation de e par les nombres algébriques, une limite qu’on
ne peut pas dépasser.

La limite inférieure trouvée pour |P(e)| est )—\I*I(—o)y Il s’agit
d’obtenir ordre de grandeur de cette quantilé au moyen des
coeflicients Co, Cy, ..., Cu, n étant supposé fize, et les coefli-
clents étant pris de plus en plus grands.

Nous allons donner & p la plus petite valeur compatible avec
la validité de la démonstration précédente, Rappelons les con-

ditions trouvées : p est 1Y premier; 2° supérieur 4 n; 3° premier
. ,om I
avec Cy; 4° tel que le second membre de (I1I) soit inférieur a S

Envisageons la quatritme condition. Soit u la limite supé-
rieure des valeurs absolues dec tous les coefficients du polynome
P(z). La quantité H qui figure dans (I1I) est inférieure a

u(i+e+2el+...+ner)yZn(i+e+...+4er)u < nerriu,

Tl suffit done, pour satisfaire 4 la condition 4°, d’avoir

nin+tlp 1
uen+l -

7

< .
(p—r1)! 2-
(p—1)! équivaut & preP, La relation devient

[gn{n—H} ]p
[1[’

Mu

<1
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(M ne dépendant que de n), ou
plogp>logu + plogen+t+logM,
On vérifiera irés aisément que la condition

2logu
logsu

suflit, & partir d’une assez grande valeur de u, pour assurer la
quatriéme condition.

La seconde condition finira toujours par étre vérifiée, puisque
p croitra indéfiniment avee 'approximation. Occupons-nous de
la troisiéme, :

+ Soit A un nombre premier tel que le produit a3...uk des
nombres premiers supérieurs 4 un certain nombre A et ne dépas-
sant pas A soit supérieur ou égal a u, le produit «B...u étant
inférteur a u. Je dis que, si C,<Cu, C, est premier avec I'un au
moins des nombres o, 3, ..., v, .. Sans quoi il serait divisible par
leur produit, ce qui est impossible, puisqu’il est inférieur & ce
produit. Donc, 'un des nombres premiers compris entre A et i,
slogn
logau
premier pourra jouer le role de p. Donc p peut étre supposé

ou 4 lui-méme, est premier avec G, 81 A = » ce nombre

inférieur ou égal a A

Evaluons ordre de ) relativement a u.

Pour atteindre ce but, il nous est nécessaire d’admettre un
résultat essentiel de la théorie des nombres premiers, a savoir
que le rapport du m'*”¢ nombre premier a mlogm tend vers 1.
Admettons cette proposition. Soit = un nombre arbitrairement
petit et fixe. Pour toutes les valeurs de m supérieures a un cer-
tain nombre m, on a, d’aprés le théoréme précédent,

(I - a)mlngm <[)m< (l +5)mlogm! .

m

pm étant le m®"° nombre premier. Evaluonleogp,,,. Cette

m

somme est comprise entre

m

(m—m')log(i —e) +2 log(mlogm)
o
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et

(m—m'Ylog(1+¢) +2 log( mlogm).

m

Or

z(logm +logam) =f (logm ~+ logym) dm

+0(ogm +logym)—8'(logm'+—logsm’).
Ceci est égal a

mlogm(1+ 8e) — m logm/ (1 + &'¢)
(82<C1,82<C1) ou Pm(1+38) — p (1 + 8¢).

Taisons pn == a, p, = A, D’aprés les définitions de « et de },

| )
et la valeur de A = 228% . 5
logyu
2logu
P = ]ngu ([—}—5;),

m
Z log p,. =logu + tlogh.

i’

Done, les lettres & et 0 ayant les significations maintes fois
exposées,

lao
298" (4 gy = logu -+ B logh.

A1+ 88) — Togs 4

Ceci équivaut, dés que u surpasse une certaine valeur u, indé-

pendante de ¢, si I'on sait seulement que & < l,, a r=hlogu,
i
avec % <h <o.

. 2logu
DOnC, nous pOUI‘I‘OnS supposer p comprls entre -

— et
log,u

2logu. Quand u augmente indéfiniment, il y a entre ces limites
un nombre de plus en plus grand de nombres premiers. A
partir d’une certaine valeur de u (n est toujours fixe, dans le
cours de la démonstration), nous sommes certains que les
quatre conditions imposées 4 p seront simultanément vénfiées.

Evaluons maintenant 'ordre de F(o) pour utiliser 'inégalité

1

[PCe)| > oy
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Ona
F( ) = —r ( d ,
o ‘/0< e~ f(x)dr

[F(o)| < [ el ftz)| do.

Pour z > n, on a évidemment

plrert) p—1

]f(.Z‘)|< (p——l)l )
Pour z <'n nous savons que
. nla+yp—1
)< i .
| flz) ] VL
Donc,
I bt " nin+1p-1
[F(o)| < “,—./ e—xglutip -l dgp + [ e F ———— .
(p—10)ly, A (p—1):
e a . . (n+1p—1 .
Le second terme est inférieur & ﬁ et tend vers zéro
avec -
’ (Fip—1)
. —)! . .
Le premier est ~—— " dont 'expression asymptotique

(p—r)
a pour partie principale

[(n -1 )me/: > p—P = P-Ll1u+Us)’

dés que p est assez grand.
Donc '
B ~ I
(3) ) P(e } , = me
a partir d’une certaine valeur de p. )
Cherchons quel ordre de grandeur maximum on doit donner
au, si on veut &tre certain que P(e)| est supérieur & =.
Il suffira pour cela que '
. I
pepiie) < -
;

E. B. T
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d’ou
nplogp(1+8c) < log;—‘n

1

lOg—
1 0
n I
fog,

p< (14 0z)-1,

S

Ceci aura lieu a fortiori si

[
log —

ologu < — n

I{ I8
Jog, -
~

’

h

h étant un nombre dont on peut prendre en réalité la valeur
. .. [ e . . .
aussl voisine qu’'on voudra de —. mais inférieure & ce nombre.
n

Si u satisfait & cette condition, on a certainement |P(e)| > .
Ceel doit étre rapproché du fait que, sile dénominateur d’une
fraction rationnelle est inférieur ou égal a g, 1l sera 1mpossible

. . s . 1
d’approcher un nombre algébrique de degré n, de moins de — -

Ici Vapproximalion de e par un nombre algébrique £ de degré n
pp p g q g )
pour lequel chaque coeflicient de I’équation dont il est racine

estinférieur 4 u, ne peut étre moindre que
u

L+g) log,

- Cette expres-
ston s’obtient en remplagant p par logu(149:) dans la for-
mule (3) et en remarquant que |P(e)|, sensiblement égal
a |E—e||P"(e)| est inféricur & ku|§—e|. Le principe qui
conduit & ces divers résultats se généralise aisément :

« Des considérations analogues aux précédentes s’applique-
ront toutes les fols qu'on aura prouvé qu'une équation ne
peut avoir lieu, en s’appuyant sur ce qu un nombre entier non
pul différe de zéro d’une quantité finie. En étudiant de prés la
démonstration, on constatera que non seulement elle prouve
que le premier membre de I’équation considérée differe de zéro,
mais qu’elle donne de plus une limite inférieure de cette diffé-
rence (').»

. (') Borrr, Comptes rendus, t. CXXVIII, 6 mars 18yg, p. 3y8.
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Ainsl, Papproximation par un nombre rationnel d’un nombre

algébrique racine de P(z) = o conduit i former P(g) qui,

étant différent de zéro, est supérieur en valeur absolue & ;—L De
1

Ia résulte qu’on aura P (g) >, tant que g <7, 7, formule &

rapprocher de celle obtenue dans 'approximation de e.

Une autre application de la remarque précédente se irouve
dans 'approximation des nombres algébriques par des nombres
de degrés moindres.

Soient R

Sflx)=ax" +a,x" ' +...+a,

une équation déterminée irréductible & coeflicients entiers;
g(x)y="byxrt+byzr-14.. .+ b,

une équation de degré fixe p, dont on augmente de plus en plus
la limite supérieure de ses coefficients, de fagon que 'une de
ses racines se rapproche de plus en plus de l'une des racines

de f(z)=o. Soient &, ., ..., Ex les racines de cette derniére
équation, Z,, i, ..., T, les racines de g(x)=o0. Formons le
résultant :

“R=0blflz))... flzp).

C’est une fonction symétrique entiere de z,, %.,..., Z,, qu’on
peut mettre également sous la forme

R= (—])"l}!a{)’g(il)g(si)“_ g(&/ll)'

R est donc un polynome par rapport aux a et par rapport
aux b, et a coeflicients enticrs.

Donc R est un nombre entier. )

L’équation f{z)== o étant irréductible, si p<m, le résultant
n’est pas nul. Comme il est cntier, il est en valeur absolue
supérieur ou égal a 1.

Supposons que z, désigne la racine de g trés voisine de &,
si &, est la racine de / que nous voulons approcher. On a

gl = i—a ) g e+ 05 — z1)].
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164 CHAPITRE V.

Soit douc M la limite supérieure des nombres | b|;
&1+ 005 — )],
quand £, est irés voisin de x,, est inférieur en module 2

M(p [t = p—1 &P+ ..+ 2| & ]+ 1)

Donec
faB) | < Mg —a | ki
On a
18 (EN | < M[| &P B lr=t. . ] < ks M.
Donc

R < AM7| 5 —a],

k étant indépendant des b. Donc

Gz > oo

Telle est la limite de lapproximation qu'on peut espérer
atteindre avec des nombres algébriques de degré p.

On voit que ce degré p n'intervient pas dans la formule
d’approximation.

Ce résultat ne semble pas plus avantageux que celui de Liou-
ville, obtenu avec de simples nombres rationnels. Ceci tient
uniquement 4 ce que la limite inférieure de l'approximation
trouvée par Liouville est beaucoup plus faible que la vraie,
comme il résulte des tout récents travaux de M. Axel Thue.
D’aprés ce dernier auteur on peut, dans la formule précédente,

remplacer I'exposant m par '—:’ + 14z (m>>2), quelque petit

que soit le nombre positif ¢, s1 z, est rationnel (').

(") Dans I'intervalle qui a séparé la rédaclion de ce Cours de son impression
out paru trois Mémoires de” M. Axel Thue, relatifs & DPapproximulion des
nonibres algébriques par des nombres rationnels.

Le premier en date ( Videnskabs-Selskabets Skrifter I. Math. Naturv. Klasse,
1go8, n° 6, Christiania) est consacré & I'approximation par des nombres ration-
nels des nombres z = \'/",I;. ol r est entier et & rutionnel. D’une étude approfondie
de certaines fonetious douées de propriétés arithmétiques remarquables, étude
que nous ne pouvons songer A résumer ici, M. Thue déduit l'approximation
remarquable fourmie pour z par une certaine famille de noinbres rationnels et
un théoréme capital, d'willeurs inclus dans la derniére proposition du troisiéme
Mémoire; M. Thue énobce eutre aulres résultats celui-ci, dont Ianalogie avec le
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Cherchons une limite supérieure de I'approximation qu'’il
est possible d’atteindre avec plusieurs nombres algébriques
d’ordre p. Voicli comment on peut obtenir cette limite.

Soient =z, s, ..., Zp, p nombres Incommensurables indé-
pendants les uns des autres, c’est-a-dire tels qu’il n’existe pas
entre cux une relation linéaire 4 coefficients entiers, Considé-

rons 'expression
B—=bi+bzi+...+b,xp,

ot les b sont des entiers positifs, négatifs ou nuls. Nous allons
montrer, sans rien supposer d’autre sur les z; qu'on peut
rendre B inférieur & une quantité ne dépendant que dela li-
mite supérieure de b, L’inégalité b;<M nous donne pour b;
2M 41 valeurs, —M, — (M —1), ..., —1,0 ..., M. Pour
une valeur donnée de M, les & peuvent prendre (2 M + 1)PH—

1

7 7

systémes de valeurs, en excepiant le systéme de tous les b nuls.
Les expressions correspondantes B sont toujours distinetes,

théoréme de Kermnat est évidente : k et n >3 étant des entiers fixes, I'équation
z"* + (z + k)" = y"n’aqu’un nombre limité de solutions en nombres @, » entiers.

Le second (méme publication, 1908, n° (j) est consacré a Papproximation ra-
tionnelle des racines de l'équation du troisiéme degré z° —ax — & =0, ol a
et b sont enliers et positifs.

Le troisiéme (Journal fir die reine und angew. Math., Heft 4, Bd CXXXV)
-contient les résultats les plus caractéristiques et les plus généraux. Un premier
théoréeme marque un progrés considérable sur la proposition de Liouville, d’apres

laquelle |pp — g | > —M—I- si p est un nombre algébrique de degré r, M étant
7"

indépendaut de p et de ¢. D'aprés M. Thue, quels que soient les nombres 4 etc,
¢

positifs fixes, l’inégalite |pg—q| < — n'est verifice que par un pombre

Sk
q?

limité de nombres p et g entiers, en sorte qu’il existe un nombre M’ ne dépen-

'

dant que de p et de & tel que |po —g| > » quels que soient p et g.

> 3
q% "

Citons également, dans ce méme Mémoire, le théoréme final : L’égalite
U(p, g) =c, ou U est un polynome en pet g, homogene et de degre superieur
a 2, dont les coefficients, ainsi que c, sont entiers, n’admet qu'un nombre
limité de solutions en nombre p, ¢ entiers. Dans le premier Mémoire, M. Thue
avait démontré ce théoréme pour U = apr — bg".

Les résultats conlenus dans ces trois Mémoires sont obtenus par une méthode
unique : la formation de polynomes en z, A, B, B, dépendant d'un indice n, a
coefficients entiers, satisfaisant a l'identité pA(x) —B(z) = (x —p)"R(x),
p étant le nombre algébrique 3 approcher.
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166 CHAPITRE Vv,

sinon I’égalité B—B’= o scrait une relation linéaire a coeffi-
cients entiers entre les . D’autre part, les nombres B sont tous
compris entre —M[14|z|+...+ |z.|] =—MH et +MH
(H ne dépend pas de M). lls sont au nombre de (2 M - )P+ —1.
Il y en a donc deux d’entre eux qui sont distants au plus de

2 \1H
(21\1+1)1'*‘—2'
Soient by, by, - -, bp; by, by, ..., b, les valeurs correspon-

dantes des b. L’expression B correspondant & by—b,, b,—b/, ...

. pas R 2 MH ,
sera 1nfer1eure a m‘—_—l‘ et 'on aura
| 65— b2 2M.

Donc, I'inégalité 5;<N entraine l'existence d’un systéme de
nombres b;, tels que

HYN

[Bl< (N 1)+ — 2

(d’aprés cette démonstration, N est pair, mais on se libére aisé-
ment de cette condition). On a donc, pour un certain systéme
de nombres b1

HV

[ by+bray+...+ b,zr | < N5’

H’ ¢étant indépendant de N.

Appliquons ceci & Papproximation d’un nombre algébrique &,
de degré n, par des nombres de degré p inférieuf. L’équation
J(z) = o dont £, est racine étant irréductible, les nombres &,,

£, ..., £¥ sont indépendants. I est donc possible de trouver
un systéme de nombres b,, by, ..., by, tels que
H’

[ Do+ by 8+ .+ 0,80 | < N’

H’ ne dépendant que de 'ordre de grandeur de &, et non pas
de N, qui est la limite supérieure des b, Admettons que le
polynome

glx)y=bo—bijx +...+~b,x"

. . . r
ait une racine x, de plus en plus voisine de §,, quand N aug-
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mente. On a

H, H,

[o—z || CGOl<z,  on i — = | < oo

H, et H; étant indépendants de N,

”

Cette limite ne coincide avee la limite inférieure N» que si
p=n—1I.
Si p =1, nous retrouvons le résultat déduit de la théorie des

fractions continues.
A titre d’exemple, considérons I’équation = 2. On a
)

\[):\ ) - AY
e T T
A étant un entier, ou
<_1: S V5 NS N
7 . (35 2)g?

Pour que cette approximation {t de 'ordre de ?13 il fau-

drait que A restit fini. Y a-t-il une infinité de valeurs de p et
de g, telles que p3— 243 reste fini? Cette difficile question vient
d’éire résolue négativement par M. Axel Thue (*). Mais le
résultat que nous avons obtenu plus haut nous apprend qu’il
est possible de trouver des entiers a, b, ¢, tels que

3/ 3, H
|a\1/44 b€/2+ c|<ﬁ,

lal, |b| el |c| élant inférieurs & q.

D’apreés la limitation inférieure que nous avons trouvée pour
un polynome en e a coeflicients entiers, on peut étudier, comme
nous venons de le faire, I'approximation des nombres algé-
briques en e par d’autres nombres algébriques en e, mais d’ordre
inférieur. Nous appelons nombres algébriques en e les nombres
racines d’une équatlion algébrique dont les coeflicients sont des
polynomes en e 4 coefficients entiers. Solent

Sz, e)=o0

(') Voir la note au bas de la page 164.
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une équation déterminée, entiére en z et e;
gz, e)=o0

une équation de degrés fixes en z et e, mais a coefficients va-
riables et de plus en plus grands. Le résultant des deux équa-
tions est un polynome en e & coefficients entiers. Nous savons le
limiter inférieurement. Nos méthodes s’appliquent donc pour
nous donner une limite de approximation d’une racine de f
par une racine de g.

On peut enfin, comme ’a fait Lindemann, envisager des
expressions de la forme a,eb-f-...+ a,eb, oi les £ sont
algébriques et les a entiers. Lindemann a montré qu’une telle
expression n’est pas nulle. II suffirait d’en calculer une limite
inférieure, en fonction de la hauteur des nombres algébriques §
et des modules des a pour pouvoir encore appliquer Jes mémes

principes.

FIN,
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