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Nuova trattaeione della geoiuetria pi*oiettivo-di8'ereiizittle 
delle curve sghelnbe 

Nemoria la di GCSTAVO SANNIA (a Madena) 

INTRODUZIONE 

1 .  La geometria p?,oiettivo-di#'ere~tziale delle cuvve sghembe ('), fondata 
da HALPHEN (7, ha sicevuto da, WILCZYNSKI (3) un più sistematico sviluppo. 
In questa Memoria e in una successiva la presenteri, sotto una veste nuova 
e con nuovi risultati, ricostruendoln con un procediniento che, pur accostttadosi 
a quel10 del WIL~ZYNSKI, è piu intrimeco, quiiidi consente uno studio piii 
approfondit0 e con maggiore semplicità di mezzi. 

Costruiri, due metviche proiettiue differenti, una (generale) per le curve 
non appartenenti a un complesso lineare ed uiia per le riinanenti (9); ma 
le svilupperb contemporaneamente, e, mercè opportune convenzioni, con un 
solo algoritino. Questo algoritmo é tale che permette di studiare sistematica- 
mente insieine con ogni cuma v (varieth oo' di punti) anche la sviluppa- 
hile v (varietà degli CO' suoi piani osculatori) e senza nuovi calcoli ; cii, è 
importante, perché sernbra che, solo considerando l a  v in tale duplice n~odo, 
sin possibile di caratterizzare geometricaineiite inolti enti che si presentaiio 
spesso analiticamente definiti, come i tetraedri D, A ,  F (9 4), 0, P (5 6), che 
qui cornpaiono per la prima volta, iiisieme con le forvzole di Frenet-Sewet 
pl-oiettive (5 4), il punto S e il piano o (n." 37), ecc.. 

(1) Le ourve pintte saranno qui esolnae. Di esse ho gid  trstteto in un preoedente lrrvoro 
reoante un titolo :malogo (Rend. dalla R. Acoltd. dei Lincei: vol. XXXI, serie 5', 2' sem., 
pngg. 450-451 e 503-506; vol. XXXTI, serie 5a, 1' se~ii., psgg. 17-19 e 432-434). Coine lui lia 
fatto rilevare L. BEKWALD, tale ~ R V O ~ O  ha varî punti di contatto con la Sue Nota Zurpvoiectiven 
Difiret~tia2geometrie der Ebene. (Jaliresbericht der deutsehen Math. Vereinigung B. 30, pag. 110). 

(9 Swr lus invariants d(férelutieb des cozlvbes gauches (Oeuvres, t. I I ,  psg. 352). 
(3) Pvojective di$cirettt,inl geometry of  curveo alid ruled szlvfmee, Cap. XII1 e segg. (Teubner, 

Leipzig, 1906). 
(4) Escluse pevd le czcbiche sgkembe ohe si presentano oome linee di  lzcnghewa nulln in 

ambedue le metriolie. 

dnnali di Matcmatica, Serie IV, Tomo 1. 1 
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3 SANNIA : Nuova t~attuzione della geometria 

Supporro che la curva v sin defiiiita da equazioni pa~.arr~etriche 

essendo le x'"' coordinwte proiettive omogeiiee di 1111 suo pilnto generico P 
rispetto a un sistema fisso di riferimento. 

Nella definizioiie delle funzioni (1) ( 5 )  é dunqiie insito un fattore di propor- 
zionalità h = h(y) arbitrario; ma jo 10 fisses6 poi coii legge intrinseca (cioé 
indipendente dalla scelta del sistema di riferimeato e del parametro u) ed 
i n v a ~ i a n t e  per collineazioni (cioè che è la stessa per P e per il punto oniologo 
di ogni curva collineare a y) .  Questa. no~~mal i z zaz ione  delle coordinate onio- 
genee è uno dei capisaldi della iiuova trattazione (9; corne anche l'uso del 
Calcolo direg-enzialc! nssol?do con uncc cariabile ( 7 )  che ha  il merito di intro- 
durre nei calcoli soltanto funzioni che sono invarianti per ogni trasfo~wta- 
zione del pararnetro u (le sole ci06 che hanno interesse). 

2. Ecco in succiiito in che consiste. Con qualche legge corrisponda ad 
una fiinzione f di u uiia funzione f di Ü: se per ogni trasfosniazione u=u(u)  si - 
ha fdun = fdun (per un certo intero n) dico che f è un covar.iante d i  ordine n, 
che indico con f,. (Se ,n = O, f 15 invariante). E eviderite che fni-g,, f,,h,, 
f,, :hm sono covarianti di ordine n, n c rn, n - nz rispettivamerite. 

Cosi, se al coefficiente a ,  di un differenziale 

- - 
si fa corrispondere quel10 del trasforlnato a,du di A inediante u = u(G), a,  e 
covariante di ordine 1, quindi a: di ordiiie n. Se ad ogni funzione f si fa 
corrispondere la trasformata, ogni funzione e covariante di ordine O (invariante), 
e la sua derivata prima f' è covariante di ordine 1, che percib indico pure 
con f, ; ma non sono covarianti le derivate successive f", f"', .... 

Per ovviare a cib, iritroduco nei calcoli, invece delle derivate ordinarie fCn', 
le derivate covarianti f,, ~.ispetto ad un difevenziake (2) (perché sono covarianti) 
definite dalle 

(3) fn+, = fn' - nSfn, (n = 0, 1, 2,... ; S = cc,' : a,). 

( 5 )  Che s~ipporro finite e continue con tiitte le derivate clie coiupnrirrinno nei calcoli. 
In segiiito (a partira clal n.' 10) l e  indicherb più ueriiplieemente con x', x", x"', xrv. Cfr. (23). 

Che percib è da porsi arcrtnto a qnella ben nota del FUBINI  della gaometria delle 
varieth (G pi& d i  tmn dimsnsione. 

(7) Cho ho esposto in iins Nota degli Atti delln R. Accad. delle Scienze di Torino, 
vol. LXIT, 1922, pag. 293. 
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proiettivo-diffm-enziale delle curve sghembe 3 

L e  ordinarie f ' n )  non sono che  le  f, formate ?%petto al d i f e r e n -  
a i d e  du l a ,  = 1). 

L a  derivazione covariante si npplica ad  un covariante che sia funzione 
m z i o n a l e  di altri covnrianti, con le stesse ?-egole della devivazione ordinavia. 
Ed in tale operazione ln funzione a, va trat tata conze u n a  costante, essendo 
a2 = nif - Sa ,  = O. 

L e  f;, si esprimono liilearmente con le f ( n ) ,  e viceversa;  cosl:  

5 1. Arco e curvature proiettivi. 

3. Supporremo seinpre che l a  curva v sia p i v a  di piani osculato~*i 
staxiona?*t, e qriiiidi che non  sia piana (nell'arco che si considern), e percio 
che il wg-onskiano delle ( 1 )  non sia nullo: 

Allora, fissato che sin (con qualche legge) il fattore h (11.' l), le (1). costi- 
tuirailno un sistema fondanientale di soluzioiri di una ben determiliata equa- 
zione differenziwle del tipo 

Viceversa, ogni equaxione del tipo (6) definisce, coi suoi sistemi fondamen- 
tali di soluzioiii, ana  curva O e tutte le  sue collineari, ossia individua. una curva 
a nteno d i  u n n  colli?zeazione (corne è noto), il che basta per  la  Geometria 
proiettiva. Peri, non r i  è corrispondenza biunivoca tra le equazioiii del tipo (6) 
e i sistemi di c u r r e  collineari del10 spazio, dipendeiido l a  (6) dalla s c e l t ~  
arbitraria di u e di h. 

(9 11 1" membro indica il determinante di 4' ordine l e  ciii orizzontnli si ottangnno 
pnnendovi per a Ir funzioni (1) successivainente. Anrtlogo s ignif ic~to Iianno i simboli analoglii 
clle conipaiono iii altre hruiole ,  coiue le (7) e (7'). 
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4 SANNIA : Nuova hattazione della geornetrda 

4. Pe r  ovviare a ciQ, ii-iconiiiiciamo con I'introdurre i n  (6), a1 posto delle f n ) ,  

le fw prese rispetto ad  un differenziale (2) al-bit?-a?-io, mediarite le (4). Otte- 
riiamo cosi 1' equnzione 

(6') f, + 4b, f2 + 6c2f2 + h, f, + e,f = O, 
ove 

Tut t i  i t e î m i n i  d i  (6') sono covaî-innti d i  o ~ d i n e  4, essendo i coeficienti 
covap-ianti d i  ordine 1, 2, 3, 4 rispettivccmenfe. 

Cib risulta dalle formole 

La  priinitiva (6) é contenuta nella (6') per A = du ossia C I ,  z 1 (11.' 2). 
Ln (6') ha cmSntteî*e invariantivo rispetto alle trasfoi'niazioni del para- 

nletro 26. [Non cos1 la (6)] .  Essa pero dipende dai due elementi ~ r b i t r a r i i  Ib e A : 
?zorlîzulizzandoli, cioé fissandoli con legge intrinseca ed invariante per colli- 
nenzioni, perverrerno ad  una equazione nommle ,  in corrispondeiiza biunivoca 
con la  curva v (e le  sue collineari). 

5. Anxitutto, se si poile 

(9) f = LE, 
con 

(9) Aiinloglie alle (5) e (7). Si noti che 1 xpx,xrxs 1 è covariante di ordine pt-  q + Y  + s ;  
inoltre c h ,  qiiandu le (1) si sottopungono ed una sostituzione lineare oiiiogenea a ooeffioienti 
oostanti d i  nlodulo dff O (oollineazione non degenere) esso si riioltiplicn per M; infine clir, 
per le (4) è 

1 X X 1 X 2 Z 3  ( = 1 52 '~"~" '  1 = 20, 

sicohè 1 zx,x,x3 1 è un covariante d i  ordine 6 clle è indipendente da A (nia clipende de h). 
Infine per la detta sostituzione i coefficienti (7') di (6') non si nlterano e percib sono h v n -  
rianti per eollinenzioni. 

( ' 0 )  Alla costante e converrh t h r e  un vnlorr imiiiaginario puro qiiando a, < O  (se si è 
e si vu01 restare ne1 cnnipo renle). 
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1s (6') diventa 

(11') x4 + Rp2xP + 4q,x,  + Y ~ X  = 0, 

con coefficienti che valgono 

(12) 
( lis = C, - bf - b,, q3 = d3 - 3bic2 + 2bi - b 3 ,  

?*,= e,  - 4bid,  + 6(b:- b,)c, - 3?i:+ 6bib, + 3 b : -  h , ,  

e sono perci6 covarianti dell'ordine espresso da1 rispettivo indice. 
TaEi coeflicienti non dipendoqao da h (?na solo da A) ("). 

6. Esaminiamo corne essi variano a1 variare di A. Sia 

la (11') corrispondente ad A = du (quindi a derivate ordiiiarie). Poiché essa 
non é che una delle infinite forme che pu6 assumere ln (6) variando h, si 
deve poterla trasformare iiella (11') operando coine si è fatto sulla (6): si 

perviene cosi ad uii7equaxione del tipo (6'), con 

giusta le (8); e poi alla (Ilr), nelln quale, poichk per la (3) k 

i coefficlenti nvranno, giusta le (12)) i valori 

(") Corne h facile vederc. Cfr. In, diiriostrazione del17nnalogo risiiltnto di loc. cit. (l), n. 4. 
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6 SANNIA : Nuova trattazione della geometl-ia 

Le (15) most~-ano colne variano i coef/zcienti d i  (11') variando A 
(quindi S)  ('7. 

Se ne deducono dei covarianti indipendenti  da  A. Cosl, dalla 2" e dalla 

3 3 
segue che q, - - p,  = x - - d ;  or poichk i due membri sono formati con la 

2 2 
stessa legge, uno con A e i coefficieiiti di (11') e l'altro con du e i coeffi- 
cienti di (1 l), si conclude che : 

é un covariante di 3" ordine indipendente da A (oltre che da h) ('7. 
Poi, dalle (15) e (16), si deducono, derivando covarianteinente, i covarianti 

(ove s é un certo poliiiomio in 8, S, ....), i quali, combinati liiiearmente con pi 
ed Y, (15) (con coefficieiiti tali da eliminare S, S', ....), danno i l  coval-iante 
d i  4" ordine 

che è indipendente da A (oltre che da h) (14). 

(12) Della 1' segue che aila (11') si piih dnr ln forma 

~e si ~ c e g l i e  per 8 (dn ciii Ri detliice a , ,  qiiindi A, con iinn quadrature) linri. enluzione qua- 

porre n,du = dii, enmn ni trasforniri i n  ~ l t r n  clello R ~ ; ~ R R O  tipo, IUB nelle tlerivnta ordinerie 
rispetto R U, 
in') zlv + 4yxr + pa = O 

r clie è drt tn  fownn e m t . o n i e ~  d i  I ; n g r t e v r e - 0 1  della (6 )  ( t l a ' ~ r ~ . c z z . ~ s ~ r ,  clie ne lia fatto 
URO sistemetico). Perd esan. ?LON lin cnrnttere inrariaiitiro conie In ( a ) .  

(13) Anche dn 11, perchè i coefficienti di (Il'), coi qiiali è foriunto O,, non d i p e n h n o  
(la h (n.' 5).  

(14) Lo si dimostra conie prr  O z .  
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~~roiettivo-diferenziule delle curve sghembe 7 

7. Dunque per nornializzare A (n." 4) basta assumere in esso 

purohé risulti a,  + O  lungo l 'arc0 di v che si considera, affinchè la  (3) sin 
applicabile. 

In ainbo i casi la corrispondente equazione (11') sark la richiesta equa- 
sione nor.ma2e (11." 4) .  Un suo sisteina fondamentale di soluzioni sark costituito 
dalle coordinate (1) di un punto generico P di u ( O  di una sua collineare) ma 
col futto9.e di  propol-zionalità h fissato ( 'j)  in modo intriiiseco e invariante 
per collineazioni : le diremo coordinate normali di P.  

A sarB il differenziale di uiia funzioiie ci(&&) definita (a nieno di un& costnnte 
additiva) in modo in trinseco e invariaii te per collineazioiii : direrno ~ ( u )  - a@,) 
lunghezza psSoiettiva dell'arco di v limitato dai punti corrispondenti ai va- 
lori u, e u del parametro. 

Le assuiizioni (19) e (19') conducono a due metriche proiettive diverse; 
illa, poichè I'ordiiie massimo delle derivate delle (1) da cui dipeiidoiio 0, e 9, 
è evidei-itemente miiîore in 8, (cfr. 11." 9), e d'altra parte dev'essere a ,  +O, 15 
naturale rtpplicare : 

1") La prima metrica (19) ad ogni curva lungo la quale non sia identi- 
camente 0, = 0, cioè che non appnrtenga a un cotnplesso lineare, e limita- 
tamente ad archi privi di punti (isolati) nei quali sia 0, = O ,  ossia nei quali 
il corrzpkesso lineave osculato~v è szrrosculalore ('6) .  

(15) A presoindere da un fattore nicmevico (percib senza importanza) ohe è l a  costante c 
di  (10). 

(16) Per  o ra  diiuostrieiiio solo clie: se il, P é 8 ,  = 0, i v i  i l  complesso linenre oacalntore 
d i  v è s u ~ o s c ~ c l n t o ~ ~ e .  Da tale teoreiiia e da1 reciproco (clie risulterà poi d a  una formoln 
del ri." 27) segue che: l'ideiatitci O, = 0 crcrntterizsa le cuvve nppavteilenti a un oomplesso 
litbeave. 

Per  l a  dimoatraxione si pub éiupporre d i e  l'equxziorie a oui soddisfanno le  (1) sia l a  ( a )  
di (IP), che scriveremo 
(a") a, + 4xxi t P X  - 0, 

convenendo clie le  derivnte covarianti siano fatte rispetto a clzc (n.' 2). 
L7equnziçne lineare i n  ooordinate di rettn np('P'-+ ....- O del ooinplesso lineare osculatore 

d i  u i n  P è quelln clie è soddiefattw, dalle ordinate p(i ,k)  - x'i)xi(k)-x(k'xl(s) delln tangente di v 
i n  P e dalle loro derivate p , V )  ,...., prri,k) dei primi 4 ordirii. Orn, darivando ~uccessive- 
mente ed di ininando setiipre l e  derivate quarte delle 1;"') mediante la (a"), si perviene ad 
une espremione del tipo nx + bpi(+) i - c p ( W  per p 5 W ,  e se  rie dediice cbe, se x = 0 [cioè 
80 8, -0, Ver 1& (18) applicata ed (cc")], anche le  p,(i,k) soddisfanno l e  stessa equaxione, e 
percib clie il cooiplesso è surosculatore. 
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8 SANNIA : Nuova trattazione della geometria 

2") La  seconda metrica (19') solo alle curve apparterzenti a un corn- 
plesso lineare, escluse le cubiche sghernbe 

In anlbedue le meEriclie direino curwttu?-e proiettive (pvinza e secondn) 
di v in P gli iiivarianti 

i l  secondo dei quali v a r d  s e m p e  t 1 nella 2" metrica. 
Avverténza. D'ora in poi le derivnte covarianti si intenderanno sempre fatte 

rispetto all'elemento lineave proiettivo d o  = a,du, ove a ,  ha il valore (19) O (19'). 
E poiché 0, = ai O 0, = O (rispettivamente rielle due metriche) nellct devi- 

uazione covariante 0, dovrà esseqm tvattata come ufza costante (11." 2). 

8. Riassoiniaino il prouediinento da seguire per calcolare gli enti do, 
I e J di una 17 definita da equazioni parainetriche (1). 

Scelto ad arbitrio un differenziale A = (2), si costruisca 1' equazione (67, 
alle derivate covariaiiti rispetto ad A ,  a cui soddisfanno le (l), per es. me- 
diante le (7'); poi l'eq~iazione (11') mediante le (12); indi si calcolirio 0, e 8, 
mediante le (17) e (19) (prime espressioni); poi si costriiisca. l'elemento d ~ = n , d u ,  
calcolando a,  mediante la (19) (se 0,+0) O la (19') (se 0, = 0, 8-,+ O), ed l e J 
mediante le (20). Infine per ottenere le coordinate normali dei punti di 7.1, si 
moltiplichino quelle date (1) per h dato dalla (10) (prima espressione). 

Se, in particolare, si assume du come differenziale A :  si costruira l'equa- 
zioiie alle derivate ordinarie (6) a cui soddisfanno le ( 1 ) ;  poi la ( I l ) ,  i cui 
coefficienti varranno , 

indi 0, e 4, mediante le (17) e (18) (seconde espressioiii); ecc. 

il7) Perolié: i c t m  cichicn s!/hembn è cnv(~ttevizz<cl(c tilille i t7et l t i tr i  - 0, a)., - 0. 
Infatti, supposto clie ljrqiinsione w ciii soddisfano le ( 1 )  si:l 1% (a') di (17, ni l i a  H 3  - X ,  

8, - 2 - 2x1, par le (17) e (18): quiildi solo se 0, = O è ~ = , 3 = 0  t! prcib  la (a ')  aiiiinette 
il sisteina di soliizioni x(1) - 24 ~ ( 2 )  = 18. xLS) = ~ 3 ,  x ( ~ )  = 1 a1 quale corrisponde 1:1 piil generale 
cubics sglieinba, riferita a un opportune sisteiua di riferiiiiento. [Coule è noto; ofr. n.' 27, a)].  

(9 Infatti le (6') e (11') nelllipotesi d =du  si riduoono alle (6) e (Il), quindi It!  rela- 
zioiii (12) si riducono alle (21). 
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proiettiuo diffe~ettzinle delle crirve sghen~be 9 

9. Da questo ultiino processo si deduce quale e 1' oldine ~ m s s i î ~ ~ o  m delle 
derjvste o d h n ? * i e  rispetto ad u delle coordiiiate oinogenee qlcallmque (iion 
riorrnalizza.te) ( 1 )  dalle qunli dipendoiio i covarianti e gli invarianti foiida- 
mentali coiisiderati. 

Scrivendo i n  pareiitesi ciitscuno di essi e il 
si trova: ( S ,  1), (y, 4), (5, 4), ( e ,  4) per le (8) ;  poi 
quiiidi ( O , ,  6), (s4, 7) per le (17) e (18); poi (cc,, 
quiiidi (S, 7 O 8) per la ( 3 ) ;  poi (p , ,  8 O 9) per le 
conclude che 

corrispondente valore di ml 

( ~ 7  ')l ( ~ 7  ')7 (pl 7, per le (21); 
6 O 7) ('7 per le (19) e (19'); 
(15); e infine, per le (20), si 

(22) (a, ,  Go?) ,  (1, 8 0 9 ) ,  (J, 7 0 0 )  ("1. 

9 2 .  Teorema fondamentde. Equazioni intrinseche. 

10. Date le (l) ,  snppiaino (ri." 8) calcolare do, I e J. Ora è importante che, 
viceversa, dati do = a,du, I= I(u) e J =  J(u), possiamo ritrovare le (1). 

Allora infatti possiamo calcolare successivamente pz,  p,, p, dalla prima 
delle (do), q, e q, dalla (17), e Y, dalla (18) e dalla seconda delle (20): 

Sostituendo in (Il '), si ha l'equazione 

die,  integrata, dA le (1) normalizzate. Si ha cosi il teorema: 
U?z differenzinle do= a,du (a, +O)  e due funzioni I(LI) e J(u) (%') indiui- 

dunno (a nzeno d i  una collineazione) una cuvva v, pel- la quale essi sono 
?aispettivaînente 1' elemento Eineare e le curvatuve p?.oiettiui; s i  ottengono le 
coordinate notwzali d i  un p n t o  genrrico P d i  v espresse mediante u, pr-en- 
dendo quat tm soluzioni linear?uente indipenderzti dell'equazione (normale) 

('9 Il 1' nuinero si riferisce alla la metricil e il 2 O  alla 2". 
('O) Si rioordi clie iiella secoiida metriva J B cost,ante (IL' 7). 
(") drbitmrii;  pürb J =  r 1 nelln 2' iiietrica. 

d ~ m a l i  d i  Matematica, Serie IV,  Tomo 1. 
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10 SANNIA : N ~ t o v a  t ~ a t t a z i o n e  d e l l a  geontetrin 

ove 

(26) 

e O ,  vale a: o O secondo che si applica lcc la o la 2" naetî-ica. 
Ne segue che: Ogni U: inva~iayate proiettivo , d i  v é un couag.iante d i  

o).dine ze9.o formato con O, ,  a,, 1 e J ( o  K )  e le deîaivate couarianti d i  1 e J ( O  K )  
rispetto cc do = aidu ; e,  vicevel-sa, ogni tale covaria~zte  2  IL i n v a ~ i a n t e  
proiettivo. 

In particolare, per u = 5 ,  quiiidi CL, = 1, I e B diventano funaioni di o, 
e si ha, che: u n a  c u w a  v è individuntn (a  meno d i  ttnn collinearioue) dalle 
sue a epuazioni intrinseche proiettice D 1 = I(o), J = J(o) ; si ottengono le 
coo?.dinate n o ~ v n a l i  d i  un suo pugzto genei.-ico P esplvesse a ~ e d i n n t e  o pren- 
dendo guattvo soluzioni lbzea~.iize?zte indipendenti  dell'equazione (nomnale) 

e 0, vnle 1 o O secondo che si consideî-a ln la o la 2" nzet~icci ('7. 
Inoltre : gli inval-ianti proietti.vi d i  v sono le fccnzioni (al-bitral-ie) d i  o, 

1, J ( O  K) e delle derivate 07-dincrrie d i  1 e J ( O  K )  ?aispetto cc o ( ' I ) .  

11. S i  h a  
(29) 1 XX,X,X, 1 = O 
in coo?-dbznte normal i ;  queste si possono s u p p o ) . ~  l d i  che r isul t i  

ed u n a  collineazione é f7apprese?ztata d a  u n n  sostituzione 2inea1.e omogeneci 
zcniwaodula~.e. 

("2) L'introduzione d i  questo tevao (dopo 1 e J )  invn~.iante I l  in luogo di J seniplifira 
niolte formule; ti i t tavi:~ non uzirebbe opportilno uo~tituirlo a J corne ciirvsturn d i  v (ci& 
corne foiidamentale); perche, espresso mecliante le coordinate (1) e loro clerivnte ordinarie 
rispetto a u, dipewde d a  devivnte d i  o~dirhe ~ i ipe r io?~e  a quelle dalle pcali dipelade J,  e pre- 
cisawtei~te è ( X ,  10 o 11) (con le  notazioni del n.' 9). 

(28) Qui le derivate sono ordinarie, perchè covarimti  rispetto n d u  (n.' 2 ) ;  ttsttrcuin 
v,oi cotwe~viatno I r c  ~mtnzioiae c o t ~ a v i n ~ ~ t e .  E eosi in  tutto i l  sequito. Ed allora potreruo anche 
indicare con x', XI', x"', x ~ v  le coordinate (1) di P e con t', Et', Cu', @' quelle di n. 

('41 Si ouserver2i. clie gui gli invnvianti (p r~ ie t~ t iv i j  di  v si formano corne nelln geottbet~ia 
ordinavin. Noti cosi nalle precedanti trattazioni, citate in (9 e e3). 
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proiettivo-differenziale delle c w v e  sghembo 1 1  

La (29) segue dalla prima delle (7') applicata a (25). Poichè il suo 1" nieinbro 
è la derivata covariaiite del covariante di 6" ordine / xs,x,x, 1 ("), la  si pu6 

d 
scrivere - 1 xx,x,x, 1 - 65' / xx,x,z, 1 = 0 ; sostituendo ad S il suo valore (3) 

du 
ed integrando, se ne deduce / xx,x,x, 1 =cal  ossia la (30), se si rende uguale 
a 1 la costante c moltiplicanclo le coordinate norniali per il fattore nume- 

4/- rico \ c. Le (31) seguono poi da.lla (30) e dalle (7')  npplicate a (2.5). Infine, clie 
le collineazioiii siano rappreseiitate da sostituzioni unimodulu~i ,  risulta da1 
fntto clie, npplicando uiia sostituzione rappresentniite una collinenzioiie, il 
la inembro di (30) si nioltiplica per il inodulo della stessa, nientre clie il 2" 
(che gli 6 uguale) deve riiiiaiiere inalterato. 

Ossei-vazione. Le (26)) (30) e (31) permettoiio di esprimere du, 1, J e iT 
mediante le coordinate omogenee .~~o)-inciZizzate e loro derivate covclriunti 
1.ispatto a do. Il jjlassij~to ordine n di tali derivate è sempre minore del nu- 
mero 97% considerato ilel II." 9 ;  perchè, scrivendo in pnrentesi quadra ciascuii 
eleiuento e il corrispondeiite valore di n, si ha  

12.  Considerianio la sviluppabile v di cui cioè la curva 77 e spigolo di 
regresso, e siano 
(33) y.) = y ' (u )  (1' = 1, 2) 3, 4) 

le sue equaxioiii pnrametriche, essendo le S [ r )  coordinate omogenee del piano 
osculntore 7~ di v in P. 

7~ è il piano dei punti P - (x), (x'), (x") o anche, per le (4), quel10 dei 
puiiti (x), (x,), (x,) (efi);  quiiidi le 5"') sono proporziondi ai compleineriti alge- 
brici degli eleineiiti dell'ultiina colonna di (30): noi li assumelaenio uguali a 
t d i  complententi ulgeh~*ici divisi peg. ai (,"'), e diremo che soiio no.rwali 
quaiido tali sono le x"') (e  cosi sempre supporreino). 

(25)  Poichè un deterniinante A ilna funzione razionale (intera) dei uiioi elementi, la 
nua derivatrr c~variant~e si fornia conie quelln ordinaria (n.' 2). 

(?6) Q I I ~  e in  seguito, ucrivendo in parentesi una espressione contanente In letter3 x. 
vogliaiiio indicare il punto le cui coordinate sono i vnlori clie l'rupresuione :issiiiue 
p r  x = x"), TC-), "(31, ~ ( 4 ) .  Idem per E (piano). 

('7) Cosi tlivrntxno cornriaiiti i l i  ordint? nc2ro (inrari:iiiti). 
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12 SANNIA: N11ova trattazione della geomedria 

Tali coordinnte normali di 7c costituiraiino un sistema fbiidamentde di 
soluzioiii di una certa equazioiie differenziale lineare nelle derivate covarianti 
rispetto a do, che è facile costruire. Per definizione e 

derivando covariantemente quattro volte ed elimiiiando sempre r;, iiiediaiite 
ln, (25)) si deducono analoghe espressioiii per $[y, ...., ni[4', dalle qunli, elilni- 
nando i determinanti del tipo 1 sPx,x,. 1 ,  si trovn l'equnzione richiesta a cui 
soddisfa tLi) (e cos1 5'", ...., Ef4)). E si coiiclride clie: 

Le coovdi?%ate ?m-mal i  del piano sc della sviluppnBile v [il  clci spigolo 
d i  v epesso  2 Ln curm v definita d a  do = aidu, I(11) e J(ii)] sono qunlt7.o 
soluzioîzi lineal.nzente indipendenti  rlell'equnzione 

Si osservi d i e :  (35) difl'ey-isce da (25) solo pe7. lo scambio d i  8, i n  - O , ,  
e percib coincide con (25) solo qunndo v nppart iene a u12 complaso liueccî-e 
(2" me trica). 

E iiioltre che : Z'annulla~*si dell' inval-iante K cm.attej-iaza le val*iet& r 
le cool.dinate ~zogwzali dei  cui  punii P e piani .rr: sono le a I L O I L  olwyenee a .  

Perche solo se K= O le (25) e (35) amiiîettono la soluzione 1. 

L' ultiina uguagliailza di ciascun gruppo (36) e (37) segue dalla definizione 
delle (11." 12); le altre seguono dall'ultimn e da quelle che si ottengono 
derivando tutte le relazioni del gruppo precedeiite. Poi, derivando le (37), si ha  

(2%) In qiiesto breve cttlcolo indichiamo con 1 X,,X~.Y,. 1 il deterniintinte cli 3' ordine le 
oui orizzorit;ili si otteiigono ponendo anccessivrtmeiitr x = x(", ~ ( ~ 1 ,  d4). 

("9) Clle rie1 on80 tc=o(n4 = 1) ai riduce alln nggitciattc di (25). 
(30) 111 geiierale 2#&, sta per X#")E[*)~ + .. + xp'4)pg &)*. E cos? i n  seguito per siiuboli 

 nal log hi. 
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piwiettivo-difle~enzide delle c ~ w v e  sghombe 13 

ma per le (25), (36) e (37) è Lx,[ = O, quindi si Iianiio le (38). E cosi 
via ( 3 1 ) .  

14. Se si iiiterpretano le (33) come coordinate di un punto ', e qriiiidi 
le (1) corne coordinate di un piano T, si h a  una iiuova varieta (luogo di P 
e inviluppo di G) che é duale di o. 

Ora, poichè le  (25) e (35), alle quali soddisfanno le (1) e (33) rispettiva- 
mente, differiscono solo per Io scarnbio di O, in - O,, e q~iiildi coiiicidono 
solo se 0, = 0, è chiaro che v e hanno ugwxli czcl-vat~?~e ed elen,enli linen?-i 
ugunli O opposti secondo che appn?*te.ngono O non a un complesso lineare; 
quindi solo unn v aypa?-tenente a un co~nplessn l i n e n ~ e  (coincide con 7 ossia) 
2 azctoduale (32). 

Avvevtenzn. Noi perd ne1 seguito intenderemo l a  dualità in altro senso; 
cioè : converremo di riferirci senzpre cella stessa v ( e  iioii a v e a:) considerata 
O corne luogo di puiîti P O come inviluppo di piani 7 c ;  e di ogni ente sussi- 
diario che introdurremo per 10 studio della curva u considereremo l'ente duale 
(in senso ordinario) ma ve1atiz.o alla sviluppnbile v (e non 8. Questa pseudo- 
tlualitd coincide con l'ordinaria solo quando v appartiene n un complesso 
lineare (2" metrica.). 

L e  sole formole di cui faremo uso sono le (25), (35) e quelle del n." 13 ;  
ora., poichè il sistema costituito da  tali formule non si altera cccn~biantio O, 
in - O , ,  scambiando le coog*dinate d i  punto con quelle d i  piano e crrmbiando 
il segno alle une o alle altve, da  ogni equazione O espressione che otterremo 
potremo dedurre seiiz'nltro l a  dunle (ne1 senso spiegato) operando gli stessi 
cambiamenti (l'ultime dei quali il piu spesso non avrh nlcun effett0.e si potrà 
omettere) ("). 

("') Siissiatono poi foriiiule n.rinlog11e a, qiielle del n.' Il e nrlle sole (ma coi uecontli 
iiiembri c:i iiibinti di segno). 

i 3 ?  Cih è confermnto tlnl cnlcolo; perché ue si ceicnno par l i t  ?. gli eleinenti q,, 6 ,  7, 
- 

nnalwlii  R, quelli di v, si trovn clle è 8, = - O,, 9, = 9,', T = I, J = J. 
E il cnlrolo Ri e8egiie col yrocedimrnto ~8p08to ntii n.O 8, ne1 q n d e  convarrh nauiiniere 

A - d o  e aupporre cho le (33) sinno  tat te gih normnlimate conir ne1 n.O 12; perché nllorn 
llequnzione del  tipo (11') (clie, gi11nt:r i l  dtttto procedimento, ui deve nnzitutto coutriiire) 6 
la (35) giit nota. 

("3) Sinino partiti  dalla consitler.zsiniie della ocwn 21 e ainmo perrenuti nlla .vilzqprthila 1,. 

Se aveasinio opeinto in  Remo inveran (cioè se in qiianto precede nve~s imo oonaidernto le x 
coine le coordinate d i  pinno e le 5 coinr cnortlinnte di piinto) sarenimo ~ t a t i  condotti :igli 
stesui d5, 1 e J. anIo che ~a t rn i i i in  utnti intlotti a cliiminrli elestettfo nnqoln~e e otw~nf~cvr 
(proiett,ivi) della si~iltcppnbile v;  diiuyiie nulln di esaenzinlnieiite dirarso avreinnio tiovato. 
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14 SANNIR : Nuova trattazione della geometria 

g 4. Tetraedro fondamentale, 
Formole di Frenet-Serret proiettive. 

15. Qiiando le coordiiinte di 1' = (x) sono noi-mali, i puiiti Pl = (x,), 
P, = (x,), P, = (x,) risultnno indivicl~inti in modo iiitrinseco (37 ed invariante 
per collineazioiii (") ;  inoltre essi non sono coinplaiiari con Z', per l a  (30). 
Dunque:  P, P,, I'?, P, sono vertici di un t e t~*aedlw D definito il/ îiiodo 
int?inseco e inoaviante pel, collineazioni. Lo diremo tetvnedro no?malt? 
della curva v in P. 

Supponendo u = 5, le coordiiiate di P l ,  P,, P, sono le derivate ordinarie 
di quelle di P, Pl, Pz rispettiw~mente, quindi : in D 10 spigolo PP, e lic 

faccia PP,P, sono la tangente e i l  piano osculatol.e .n d i  v in P, lo spi- 
go10 P,P, e la  faccia PiP,P, sono la tangente e i l  piano osculato~.e i n  P ,  
alla cuvva luogo d i  Pi (variando P su v), 10 spigoio P,P3 d la tangente in P, 
alla cul-va luogo d i  Pz.  

Dualmente : I piani TC - (E), z i  =. (E l ) ,  z2 r (EP), TC, = (Sa)  sono le fmce d i  
u n  tetv-aedro A (tetvuedl-O no?-male della sviluppabile v in z) &fz?zito in 
modo intv.inseco e invaviante per collineazioni; 10 spigolo zx, è ln geneva- 
tr ice della sviluppabile v in 7c (ossin la tangente alla cu7.u~ v in P), i l  
punto min2 è P, 10 spigolo nixZ P la generatrice della sviluppabile descl-ittn 
da  ni e toccct 10 spigolo d i  regresso ne1 vel-tice min,, ecc. 

I due  t e t m e d r i  D e A hanno a cornune: i due vef=tici  P = z ~ ~ x ,  e 
P, r n,nsz3, le due  facce n: r PP,P, e TC, - PiP2P3, i due spigoli PP, = ml 
e PP, m,. 

Ci6 segue dalla definizione stessa oppure dalle (36), (37) e (38). 

16. Da D e A (fra loro duali) deduciamo un tereo tetraedro F clie ha  il 
vantaggio di essere autoduale. 

F nbbin i due  .oelutici P, P, e le due fmce n, z, (e quindi  gli spigoli 

PP, ml, PP, = zz,) cor~luni a D e a A ,  e poi : ' 
1") Corne tel-zo veqslice il  coniugato n ~ w ~ o n i c o  d i  P=(x) 13ispetlo a P, ~ ( x , )  

(34) Percliè le loro coordinxte, diviae pcr n i ,  a,', ni3 rispettivanirnte, sono cornrianti 
di or(1ine O (i nvnrimti). 

(3j) Poiclib le loro coordinnte Rono cngredienti n qiialle di P per ogni sontitiisione linrare 
oinogenrrt a coeffiüienti costanti (collinenzione). 
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proieit t ivo-direvenziale delle c w v e  sghembe 15 

e al punto PP,.n,, e che B P, =(5afIx+x,). Perché, P P , . n , = ( l O a ~ l ~ ~ + x , ) ,  
le sue coordinate dovendo essere del tipo (nx + bx,)  con a,  b tali che risulti 
X(ax  + bs&, = O ossia (n." 13) - th + 10aiIb = 0. 

Y )  (Dualinente) come t e r z a  faccia il piano nv = (5a:It + 5,) coni?&gato 
armonico d i  n vispetto a n, e al piano nx, . P,. 

3") Come q u a ~ t o  vel-tice i l  punto cornune rii piani  n, -(ci), nv =(5a:Ic+E2) 
e al coniugato a rn~on ico  d i  n ( 5 )  9"ispetto a n, r ( 6 , )  e al piano nn, . P,, 
e che k Pb - (20,x + 5aiIx, + x,). Infatti nn, P, = (40,c - t,), perché le 

sue coordiiiate debbono essere del tipo (a5 + S , )  coi] a, h tali che risulti 
B(ac + SJx, = O ossia (n.' 13) a -1- 40,b = O ; quindi il detto coiiiugato armo- 
riico sara (20& - t,), che incontra n, e n, appunto in Pa, conie si pub verificare. 

4") (Dualmente) come quai-ta f i~ccia i l  piuno q, = (- 20,5 + 5afIg, t t,) 
dei punt i  P i ,  P, e del coniuyato ag.~)~onico d i  P 78ispetto a P, e al punto PP,.n,. 

II tetraedro F cosi definito è invariccnte (per collii~eazioiii coine D e A, e)  
pef. dualità. Lo diremo te t laedl-O fondamentale di v in P (O in TC) assegnan- 
dogli il posto che nella geometrirt ordiiiaria ha i! tg.iedf.o fondanze.r~ttrle. 

Tra i suoi spigoli uscenti da P, quel10 che passa per il vertioe Pi (O Pt 
conle anche scriveremo) è l a  tangente a l; in P; rioi diren~o nornmle pl-in- 
cipale e binoî-male (pl-oiettive) quelli passanti rispettivainente per i vertici 
P, e Pb. 

Tra  le facce passanti per Pl In n E PPtP, è i l  piano osculalore di v 
in P ;  noi diremo piano normale e piano rettifzcccnte (proiettivi) ln, rima- 
nenti n, = PP,,Pb e ni = PP,Pb che indicheretno anche con nt .  Diremo inoltre 
che è zcna normale (proieltiva) di v in P ogni retta appartenente a P e a TL,. 

17. Le coordinate omogenee dei vertici Pl Pt, P,,, Po e delle facce 
x ,  x,, TC,, .np di P risultano da1 n." 16. Dividendole per potenze opportune 
di a , ,  si ottengono le seguenti coordinate omogenee normal izza te  

le quali sono intp-inseche e invar iant i  pet. collineazioizi ( 3 6 ) .  

(PI 
(36) Q I I ~  t  strt per (t" ' ,  .., P A ) ) ,  ove ter)=' , eoo. Ci6 d'stccordo con e6). 

ai 
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Osservaxioiie. I l  t e t~*aedro  D ( A )  dipeîzde dalle derivate le ,  2e e 3e couu- 
r iun t i  delle s (delle 5). Giusta le (40), F dipende a l ~ c h e  dcclle derivate 4e 
delle x (O delle 5); perche 1 lie dipende, per la la delle (31) ("). 

18. Le delniuute p?.ime (e quilzdi le successive) couu~*iunt i  delle coordinate 
normal i z zu t e  (10) dei  v e ~ t i c i  d i  F souo co)t~bigmsioui 1ineaj.i delle cooldi- 
un te  stesse : 

Idem petx le facce: 

(37) Bi tetinedri clte (üoine F) sitaiio de.fiibiti in ~8otlo iitti~iiiseco e ii~u<cri<citle per colliiien 
zioui, nbbiauu i vertici e le f<reüe coirtirwi d i  D e A ,  e s i m o  tciolotiunli ve the sur&ia iicfiiciti. 

Siiplionendo lier seiiiplicità u = 3,  qiiiritli ni = 1, i vertici e l e  f;wce di iiiio qiii~luiiq~ie 
d i  essi debbono essare del tipo 

ove le  a, b, c indicano tre invarianti proiettivi d i  u caicoiati i n  P, civè (n.' 10) Ire fiiiizioiii 
della costante 8, (die  vale 1 o O) r tlelle fuiizioni 1, J, Il, J,, 12, J?,.. . c ~ l c o l a t e  per a=O 

(se, coine è lecito, si  : L ~ R I I I U ~  P corne origine degli archi a si1 1 9 ) ;  le  r ,  p ,  y intlicaiio gli 
invarianti tliiali, cioè (ri.' 15, ossevv.) clie se dediicono cniiibimdovi 8, in - 0 , .  

Iriiponerido clie ciasciiii vertice npprtrteriga a tre tlelle f:tcce ~i trovx. ( in  virtii delle 
forniole del 11.' 13, con ni =1) clie tali invarianti debboiio sodtlisfwe le condizioiii 

e queste (coiiie ~ i i b i t o  si riconosce) si soddi8f;ino ne1 iiiodo piii genernle assumendo 

(e ver x ,  8, y i vnlori tliiali), ove L, Bi, IV sono ire invaîinibti pvoiettivi ntdodtrnli, puindi 
f u ~ m i o t ~ i  p a r i  d i  0, e qunluisqlre d i  1, J, Il, Ji ,.... 

Che se poi si vuole ohe i l  tetrnedro dipendn (corne P) tlalle derivate dei soli priiiii 
qiiattro ordini delle x ( O  delle g i  bisognn prendere L, LU, N fun~iolbi d i  03, 1 e J soltnnto 
(per l1 v~serv .  del n.O 11). 

Fra i tetrnedri siffittti nbbinmo presoelto P coine fuibdtcme~stnle, perchè è quello l a  cui 
tlefinizione n i  presenh piii seiuplice: ttnaliticninente. percliè coriisponde a L= ICI= N = O :  
georuetricnmeiitr, percliè si deduce da, D e A con sole costruzioni di quarti  arinonici (11." 16). 
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In particolare, per u = 5 ,  si hanno le forrnole di Frenet-Serret proiettive: 

Per il caritttere invariantivo delle (41) e (42) (tra loro duali) basta dimo. 
trare le (43). Ed infatti, dalle (40) con a ,  = 1, si ha 

per cui la  (27) diventa 

poi, derivando la (45), si ha 

Dalle (43), (46) e (47) seguono facilmente le (43). 

19. Fra le coordinate normalizzale (40) dei vew5ci e delle facce d i  F 
passano le relazioni : 

Essendo invariantive, basta dimostrarle per u = a (a, = 1). Allora le (48) 
si ottengono dalle (36) e (38), sostituendovi per x,, ..., x, i valori (45) e (16) e 
per k,, ..., 5, i valori duali Al10 stesso modo dalle (37) con a, = 1 seguono 
le (49). Irifine la 1" (per es.) delle (50) si verifica sostituendo i valori (40) 
con a, = 1 di s, t, TL, b ne1 determinante primo menibro e tenendo conto di (30). 

(3s) Del resto le (48) esprimono l'app~rtenersi di vertici e facce d i  T. 

A*nali di Mateinatica, Serie IV, Tomo 1. 
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18 SANNIA : NUOVCC t~nttazione della geontetria, ecc. 

20. Osservazione. Si pub suppowe peg. semplicitci che i l  pavanzetvo u 
sia l 'amo o (quindi a ,  = 1 e 0, = 1 O O), e allora le derivate, fin qui cova- 
rianti rispetto a do, si riducoiio a derivate ordiiiarie rispetto a 5 (9 

Na è importante osservare che poi, qiiando si voglia, si pub subito e in 
modo sentpiicissimo ?*ipristinare la genwalità del pst-ametvo u ( ' O ) .  Ed invero 
ogni espressione (seinpre invariante) O uguaglimza (sempre tra invarianti) che 
otterremo per 2.t =a sarit formata con le funzioni I ,  .I ( O  K ) ,  .x;, t ,  I r ,  0 ,  5 ,  r ,  v ,  S 
e loro derivate rispetto a 5 ;  e per ripristinare in essa la generalith del para- 
metro u, basterh: dividere 0, pel- ai e ogni derivnta di  ordine n pela a;, ed 
iuolt?-e a pensave 3 che la derivata stessa sia (no11 piu ordinaria rispetto a o, ma) 
cova?iante vispetto a do = a,du. 

21. Insieme con una curva c si possono considerare quante si voglioilo 
curve O sviluppabili definite in t r inseca~~wzte  e pl-oiettiua?uente, immaginan- 
dole generate d a  punti O piani mobili (con P su u) e definiti in ta1 inodo. 
Tali sono i vertici (le facce) di D, A ,  F e  in generale tale è ogni punlo (piano) 
le cui coordinate siano combinazioni l inea?i d i  quelli dei oertici (delle facce) 
d i  F con coeficienti invarianti pl-oiettivi qualunque (il." 10) ("). 

In particolare, si pub definire e studiare Eu sviluppabile 9-ettificante (polare) 
proiettiva come inviluppo del primo rettificante n, (normale n,). Poi la svilup- 
pabile generata da una iiorinale proiettiva mobile (n." 16), scelta con legge 
opportuna, e il cui spigolo di regresso si dirB zcnn evoluta pvoiettivn di v ;  
e si constata che la legge di scelta dipende da una equnzione d i  Riccati, 
sicchè nota una  evoluta proiettiva tutte le a1t1.e si hanno con quad~.ature,  
e lungo v è costante il bif0apporto delle tangenti a quattt-O evolute; e si 
constata inoltre che ogni evoluta giace sulln sviluppabile polnve. 

L'aiialogia di questi risultati con altri ben noti della geometria ordinaria 
e evidente ; ina per brevitti non insistiamo su di essi. 

(3g) Cfr. e3). 
('9 Non cos1 qiinntlo si ailoprrn i l  Ci~lcolo ort1iii;trio. fi qiiesto uii nltro (ofr. ln fine 

del n.' 1) dei iiieriti del  C;ilcolo aolioluto. 
(*") Non cosi seiiipliüe e iinnieùinta 15 la  foriiinziontt di piinti (piani) â i f i t t i  nalla pre- 

cedenti trrttkzioiii, citnte in (2) e (3). 
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Sui foiidttmenti logici della Matematic:j. 

secoiiclo le receiiti vedrite di Hilbert 

Conferenza tenuta da M. C1r0~r.a rt Catrtiiia il 7 aprile 1923 aila Sezione Matematica 
della XII Riuiiioiie delln ~oc i e tà  ltali~nrt per il Progressa delle Scieiim 

DAVID HILBERT, in diverse conferenze teriute 1'anno scorso a Copeiiaghen, 
ad Ainburgo, alla Deutschen iVntw*forsche~*-Gesellschnft, ha dato notizia delle 
sue ultime ricerche sui fondamenti logici della Matematica, eseguite in colla- 
borazione con PAUL BERNAYS, nell'infento, coin'Egli dice, di bandire defiiiiti- 
vamente da1 inondo ogiii dubbio sulla certezza delle coiiclusiorii matciiîatiche. 
Io mi riferirb d l '  ultiina delle dette conferenze, che è pubblicatn ne1 vol. 88 
dei Mnlh. Amalen,  e contieiie anche una dimostrazione del principio di 
ZEKRIELO delle infinite scelte per le classi d'insiemi di numeri restli. 

Tali ricerche dell'einii-iente matematico tedesco, che ha  dato alla Scienza 
tanti preziosi contributi, non soltanto nei suoi sviluppi superiori ma anche sui 
fondainenti, non possono non destare il più alto interesse, particolarmente fra 
i matematici italiani che da  più di un trentennio lavorniio sui principî logici 
della Matematicrt, adoperandosi, in special modo, a.d evitare nei loro ragiona- 
menti l'npplicazione del principio di ZERMELO. Deve In loro opera ritenersi 
oggi corne superflua, dopo i risultati di HILBERT? Viene diminuita 17iinportanz;;t 
dei PI-incipia rrtathenmticcc di RUSSELL e T \ T ~ ~ l ' ~ ~ ~ ~ ~  ('), l 'opera piii graiidiosn 
che, siilla base del I;o?.ïnuZa?.io del nostro PEANO, sia stata scritta fiiior'n sui 
fondaiueii ti logici della Matetna tica ? 

La risposta. ~ioii è afferinntiva, a inio giudizio, e le ragioiii oggi ho l'oiiore 
di esporre agli illustri Colleghi convenuti dalle v;i.rie parti d'Italia a questa 
graiide Riunioiie delle Scienze. 

1. Quali siano i coricetti e i principî logici che I~ILBERT pone a base della 
Mateinatica non C possibile dire con tutta precisionc, fintaiito clle non sarA 

(') Cnriibridgr. L-n,i?i~~.sit?/ Pr~sn,  v. 1 (19101, v. I l  r III (1913). Per un7e~pnsizione u o m -  
iiinrin si pi?) ( W I I R I I I ~ ~ L . ~  1% I ~ I ~ : L  A ~ t u l i s i  n/!jebvirn (2a et]., Pnlrrnio, 1921, rd. 1). C':ipo~ai). 
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20 CIPOLLA : Sui fot~damanti logici della Matematica 

pubblicata l a  sua teoria del ragionnmento. Ma nella conferenza cui mi riferisco, 
ho trovato sufficienti ceniii di essa per farnieiie uiia chiara idea. 

HILBERT assume, conle nozioni primitive, l'iinplicazione, l a  negazione e 
1' eguaglianza (ne1 seiiso leibniziano), assegnando quattro proposizioni primitive 
(nssiomi) per  la  prima di queste nozioni e due per  ciascuna delle altre. 

Pe r  indicare l'implicazione Egli pone una freccia. (-) t ra  ln premessa e 
la  conseguenza (in luogo del segno 9 di uso ormai geiierale) e per iridicare 
l a  contradittoria di una proposizione pone su questa un tratto rettilineo (-). 

La congiunzione (cioé l'affermazione siinultanea) di due proposizioni, indi- 
cata da1 simbolo & (che sta  per a e w ) ,  e la  disgiunzioiie di due proposizioni 
(cioè l'affermazione dell'uiia O dell'altra), indicatn col simbolo V (clîe sta per a O .) 
sono defiiiite mediante l'implicazione e la  negazione: 

U & 8  s ta  per U-83, 

UVS3 stn per Ü - 8 .  

Il metodo, fin qui, è inverso, in parte, a quel10 adottato iiei 1'1~zncipia 
di RUSSELL e WHITEHEAD, dove sono assunte come primitive l a  disgiunzione 
e l a  negazione, e definite, in base a queste, l'implicazione e la congiuiizione. 

Pe r  iiidicare che all'oggetto a si attribujsce il predicato A ,  HILBERT usa 
l a  notazioiie A(a); COS], a proposito del17egua.gliai1za, Egli introduce, dopo 
1' assiorna 

1' a l  tro 

Questi sono invece dimostrati nei Pr inc ip ia  come conseguenza della 
definizione d' eguagliaiizn : 

n = b w sta per qualunque sin A, A ( & ) -  A(b) B. 

Il  secondo assioma discende da  questa,definizione in virtù del principio 
di ARISTOTELE; il prinio si t rae dalla definizione stessa per il principio di 
identificazione : A(a)- A(n), ma per  potere affermare isolatameiite la  proyo- 
sizioiie cc = a, che e conseguenza nell'in~plicazione 

bisogna ricorrere a l  principio della deduzione : PoichP ln premessa è vesa, 
tale P la conseguenza, e pub nffeelma~~si separatamente.  

Quest'iiuportaiite priiicipio, messo ne1 dovuto riliero da  RUSSELL, rion é 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



secondo le vecenti vedrcte d i  Hilbert 21 

fra gli assiomi indicati da  HILBERT; di esso perO ho trovato traccirt lit dove 
Egli dice che una dimostrazioiie é una figura formata. da  affernîazioni secoiido 
10 scheina 

Qui il tratto non sta  per indicare l a  coiitradittoria di una proposizione, 
nm per  separare l a  conseguenza di un'implicazione d a  yuesta e dalla rela- 
tiva preinessa. 

Per  il numero naturale, HILBERT stabilisce questi due assiomi : 

Il primo dice che il successivo di un nuinero non e zero;  il secondo che 
il precedente di n + 1 è a. Questo secondo assionîa sostituisce la  proposizione 
prjmitivn di PEANO: Se i successivi d i  due numeri sono eguali, i numelei 
sono eguali. 

Il principio dell'infinito (Ogni nuwke9.o ha i l  successivo) e il principio di 
iriduzione sonq, a quarito pare, compresi uel17idea di numero che nasce d a  O 
con 1' ayplicaxione ripetuta dell'opera,zione di a successivo B. Secondo RUSSELL, 
iiivece, si pub giungere a,lla nozione di numero coii definizioni nonîinali, e 
introducendo una sola proposiaione primitiva : il principio deli'infinito. 

Non mi pare, dunque, che questa prima parte della teoria di HILBERT, 
che si riferisce alla deduzione elementare e ali'idea di iiumero i-iaturale, segni 
qualche passo innanzi rispetto alla teoria di PEANO-RUSSELL. 

2. Passiamo ora a d  esaminare quella parte della teoria che concerne l a  
deduzione non elementare e transfinita. a Quando avviene - si domanda 
HILBERT - che ci sollevian~o per la  prima volta dall'intuizioiie coiicreta e 
da1 finito? Quando applichiamo i concetti di tut60 ed esiste 2 .  

Egli osserva che per le totalitk finite questi concetti possono essere ricon- 
dotti rispettivamente alla congiunzione e alla disgiunzioiîe. Dicendo, ad es., 
che tutti i banchi di quest'aula sono di legno, s'intende dire : a questo banco 
é di legno, quel banco è di legno e.... e il banco li 8 di legno B. a Esiste in . 

quest'aula un uomo calvo B val  quanto dire a O quest'uomo è calvo O quel- 
1' uomo è calvo o...., O quell' uomo li è calvo , . 

HILBERT adotta i simboli (a), (Ea), usati nei Pl-incipia, per rappresentare 
le espressioiii: a per tutti gli a . ed a esiste un a B, e i simboli (a) e (E) per 
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22 CIPOLLA: Szii fondan~euti logici della Matematica 

rappresentare le espressioni a non per tutti gli a e a non esiste un cc. B. Ed 
osserva che per totalitk finite sono rigorosamente dimostrabili le equivalerize: 

( ( a ) ~ ( a )  equivale a ( ~ a ) A ( a ) ,  

i ( z ) A ( a )  D (&Ma) ; 

ma per totalith infinite non 6 lecito ricondurre i secondi membri alla disgiun- 
zione e alla congiunzione, rispettivamente, perche queste avrebbero infiniti 
termirii O infiniti fattori, e mancherebbero di significato preciso :' quarido alle 
somme logiche con iiifiriiti termini, O ai prodotti logici con infiniti fattori si 
applicano, senza scrupolo, gli stessi procedimenti che per  le totalith finite, si 
potrh arr ivare ai  risultati piu assurdi, n é  più né meno come quando alle serie 
numeriche iïlfinite e ai  prodotti numerici infiniti si applicano i procedimenti 
delle somme e dei prodotti ordinmi. 

Pa re  duiique che HILBERT veda in tali applicazioni illecite l a  fonte prima 
delle antinomie che  sono state rilevate nella teoria delle classi. Allo scopo di 
evitare le  antinomie, non solo, ma per fondare tutta l a  teoria della deduzione 
riori elementare, e in particolare per stabilire l e  equivalerize (1) anche per 
totalitk infinite e dimostrnre nltre proprieth generali, tra cui il principio di 
ZERMELO, HILBERT introduce una furrzione T clie fa corrispondere a ciascun 
predicato A un oggetto determinnto TA (la iunzione tmnsfi?zitcc), e soddisfit 
a l  seguente assioma (Z'assioma 2,mnsfinito) : 

in parole: Se i l  gwedicato A conviene all'oygetto TA, esso conviene a d  un 
oggetto qualunque a ;  cioé il semplice fatto c h i  TA possiede la proprietiL A 
implica che tutti gli n posseggono l a  proprietà stessn, ossia che la proposi- 
zione A(a) è sempre vern. Qui interviene l'idea di tutto, e il passaggio 
dell' nfferinazione gerierica A(n)  (proposizione con variabile reale) nll' nfferma- 
ziorie (n)A(a) (proposizione con variabile apparente) non p ~ i b  fi~rsi se  non in 
base ad  un principio logico (enunciato esplicitanlente dnl R u s s ~ r ~ l ,  ( e ) :  il 2" p s i ? , -  
cipio p e r  l a  trnsfo~waazione della vag-iahile 9-eale i n  apparenle),  d i e  pub 
enuncinrsi cosi : 

Assel4a  u n a  pwposizione (e1enzentm.e) gemv*icn A(a) s i  pub a s se r iw ,  
sepns.ata?,iente, che qunlunque sia a, A(a) 2 ve?.a. 
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Tale principio é sostituito, nella teoria di Hr~setm,  dall'assioma del tutto: 

(3) A ( d )  - (a)A(a) e da1 suo inverso (rr)A(n) - A(7A) 

( d d  quale, per I'assioma (2) e il sillogisnio, si trae il principio di ABISTOTELE: 
(a)A(a)- A(n), che cosi viene stabilito inediante la  fiulzione transfinita, da 
cui perb non dipeude). 

Uiiitamente ai due assiomi per il tutto, HILBERT pone i due assioiui del- 
1' esistere 

(4 4~x1 - (EI , )~~( IZ) ,  (E(r)A(a) - ~ ( ~ - 7 1 .  

II prinio sostituisce i l  1" p' incipio per la t ? ~ a s f o ~ w ~ n a i o n e  della vcwin- 
bile reale in nppavente : 

L'asserzione d i  u n a  proposizione (elementare) generica A(a) implica 
che esiste un valore d i  a soddisfncente alla proposizione A(a). 

L'altro assioma unito al secondo (3) permette di ridurre iina proposizione 
con variabile apparente in una proposizione eleineiitttre. La possibilita di una 
tale riduzione costituisce il cosidetto pvincipio d i  riducibilith nella teoria 
di RUSSELL (7: Data zcnu pvoposizione con variabili  appaventi ,  c ' è  senepre 
u n a  pvoposizione equivalente alla data,  che sia pviua d i  vaj iabi l i  appn- 
9-enti. 

L'assunxione di questo principio non costituisce una difficoltà. Conside- 
riamo, ad es., una funzione con iina variabile reale x e con una O piii variabili 
apparenti, denotiamola con @(a). Tutti i valori di x che soddisfiino a @(x) 
possiamo considerarli come costituenti un oggetto di nuovo tipo (oggetto-classe) 
completanlente determinato da @(a). Detto a tale oggetto-classe, possiaino dire 
che l'asserire @(x) equivale ad asserire che a x è un elemento di a D, propo- 
sizione che non contiene alcuna variabile apparente. 

Cosi, per es., In proposizione : 

a Penelope ha tutte le qualith di una donna virtuosa D, 

dove interviene l'idea di tutto e quindi una variabile apparente, equivale a 
quest' altra 

a Penelope è sirnbolo di virtii iniiliebre ., 
che 6 priva di variabili apparenti. 

Il principio di riducibilitk (la cui assunzione ci è consentita dalla facolta 

(3) Cfi: pure 1% wia Aiznlisi nlgebi.ien ( l ) ,  p. 15, prop. 1 ,  11. 
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di astrazioiie che ha  la  iiostra mente) pur essendo contenuto ne1 d o  assioma (3) 
e ne1 2" assioma (4), differisce da  essi profondamente, poichè non afferma, 
affatto l'esistenza di una legge, unica per tutte le  proposizioni con variabili 
apparenti, a l  fine della trasformazione di ciascuna di queste in un'altra ele- 
mentare, corne asseriscono invece gli assiomi (3) e (4) in base alla funzione 
transfinita T .  ' 

Questa funzione dunque, coi suoi cinque assiomi, incarna varî  principî 
logici conlunemente a n m e s s i ;  fra poco vedremo che essa incliide aiiche il 
principio di ZERMELO, che non è affatto evidente e che non riscuote il gene- 
rale consenso; si comprende quindi come e perchè essa costituisca l a  chiave 
di voltiz di tutta la teoria del ragionamento nella costruzioiie idsata da  
HILBERT. 

3. fila l'assunzione. della funzione transfinita T fra i concetti logici fonda- 
mentali pub farsi senz'altro ? 

Di essa non vien data una definizione; i relativi assiomi ci dicono sola- 
mente questo: l'elemento T A  corrispondente al  predicato z deve godere della 
proprieth ,4 allora e soltanto quando la proposizione A(a) è sempre vera 
(assiomi (1) e (3)), e deve godere della proprieta contraria A ne1 caso opposto 
(assiomi (4), dove sia niutato A in 2 e, per  conseguenza, 2 i i i  14). L'ele- 
mento T A  resta dunque imprecisato, mancando l'enunciazione di una legge 
che permetta di assegnarlo. 

Orbene, possiaino ammettere che ci sia questa legge? Possiamo accogliere, 
in altri termini, la  funzione T fra le nozioni primitive? Quale carattere di 
evideiiza, di semplicith essa possiede? Risponde ad uii fatto accessibile alla, 
nostra intu'izione ? 

Io cercherd di spiegitrla con l'esempio stesso di HILBERT: il predicato A 
sin a essere incorruttibile B ; allora per  T A  dobbiamo inteiidere - in base 
all'assioma (1) - un uomo di ta1 grado di rettitudine, che se  a lui si dovesse 
attribuire la qualifica d'incorruttibile, dovrebbero dirsi incorruttibili tutti gli 
uomini. 

Io non resto perplesso nella scelta di ta1 uomo : l a  visione daiitesca della 
Giudecca, mi trae subito d'impaccio, e fra i tre dannati che guazzano nella 
bocca di Satana, cavo il mio uoino : Giuda Iscariota ! 

Ma se  il predicato A e uii altro, io non so chi verrLt iii nlio soccorso; oh 
certo! me la  caverd con qualche altvo mezzo (che potrebbe non aver  niente a 
vedcre col precedente!); il guaio sarB se A dovesse descrivere una classe 
infinita di predicati, perchè, non potendo io fare infinite scelte arbitrarie, 
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non so coine potro definire l'insienie degli oggetti TA. Noii v' è dubbio: fintanto 
che la z non è definita, una frase come questa : 

a l'insieme degli elemeiiti T A ,  quaildo A descrive una classe ir,fiiiita di predicati 2 

è assolutameiite priva di senso. 
L'incertezza della scelta noii preoccupa afiatto IIILBERT : « Nella mia 

teoria del ragionaiiiento non è afferiiiato che la conceziorie di un oggetto fra 
infiniti altri possa senlpre effettuarsi, ma bensi che si pub, sema  rischio 
d'errori, operare come se la scelta. fosse fatta W .  

Donde trae HILUELZT una tale certezza ? Da1 fatto, stabilito con diniostra- 
zioiie, che l'assioma trctnsfiiiito (2) è compatibile cogli altri assionii della 
sua teoria. 

Tale diniostrazione della compatibilità degli assiomi costituisce una novità 
per la teoria della deduzione. Non è guari che HILBERT ha sollevato la questione 
della compatibilith degli assiomi della logica, questione ardua e finora rinlasta 
insoluta, sebbene il bisogno di risolverla non sia stato mai veranlente sentito, 
perchè gli assiomi sono scelti fra le leggi più seniplici del ragionamento. Ma, 
ad agni modo, e certamente importante che tale dimostrazione sia stata 
ottenuta. HILBERT ci dice, soinniariamente, come dev'essere condotta; si tratta 
di uno schema non facile iiè breve : le proposizioni veiigoiio trasformate in 
formule numeriche e si fa vedera che l'assurdo 0+0 non pub sorgere. Sebbene 
non mi senibri che da tale schema la dimostrazione ne esca chiara e luniinosa, 
iion ho motivo di dubitare della, sua esattezza. Io affermo iiivece che essa è 
superf u a  ed inutile iiei riguardi dell' assiorna tratisfinito. 

Infatti, non essendo definita la fiirizione s ,  l'aggruppamento di simboli A(TA) 
niawa  di sigiiificato; ebbene, io trasformo l'assioma (2) in una definizione 
di &TA) : 

( 5 )  A(zA) sta per (a)A(a)  ; 

in parole: a dicendo che sil ha la proprieta A s'intende dire che la proposi- 
zioiie A(u) é vera per tutti gli a S .  

1Iancando allora l'assiania, viene di per sè a cadere la questione della 
coinp~~tibilità di esso con gli altri assionii. Non è dunque su tale compatibilità 
che pub fondarsi l'asserzione dell'animissibilità della funzione transfinita. 

Ma se la definizione ( 5 )  pub giovare per la trasformazione forinale di una 
proposizione con variabili apparenti in un'altra che ne sia priva, non pub dnr 
valore all'assunzione della z, perchè non è lecito isolare zA dalla frase A(TA), 
che ha significato soltanto in se. 

A w a l i  di Malematica. Serie IV, Tomo 1. .I 
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Pare che HILBERT voglia prevenire tale obbiezioire quando dice : a Nella 
n i a  teoria del ragionamento sono aggiuiiti agli assioini fiiiiti gli assiomi transfi- 
iiiti, nello stesso modo coine in Andisi  si aggiiingoiio ai iiiimeri reali gl'iina- 
giiiari, e in Geometria agli eiiti efkttivi gl'ideali P. 

E difatti isolare td dalla defiriizioiie (5) richiama uii processo proprio delle 
definizioni per astrmioiie, nia la  (5) non ha  nemnieno il ciirattere di iina tale 
definizione, né  io per altro riteilgo necessario fermarmi alle difficoltà logiche cui 
clhrino luogo siffhtte defiiiizioiii. Osservo perb che le  diffideiize con le qiiali 
iii priiicipio furono accolti gl'iniagiiiari spsriroiio non appena di essi Su data 
lin' in terpretazione concreta. 

L'iiiterpretazione concreta. della t ne costitiiirebhe I N  defiiiizione; nia 
fiiitaiito che questa maiichi, le diffideiize sariiiiiio legittiiiie. Xè vale dire:  
.Indate imanai ,  ch8 ln  fiducin ~ P W Y ~ !  l o  posso accogliere 1' opinioiie di chi, 

z/z ad  es., mi dice : Verr& tempo in ciii i Mateinatici sapraiino se 2 è irrazio- 
nale. Potrb anche lodarne la  fede iiei futuri progressi della Scienzii; ma rioil 
potrb seguirlo se mi suggerirà di ammettere, come uiia verità di sentinieiito, 

che zv5 è irrazioniile ! 

4. Coine applicazione della sua teoria, HILLIEKT da  la diinostrazione del 
teoreiiis d'esistenza dell' estreino superiore di un iiisieine iiuiiierico, e la dimo- 
strazione dello stesso principio di ZERMELO per iina classe d'iiisienii di iiu- 
nieri reali. 

Inlrodotti i nurneri reali coiiie allineanienti di cifre O e 1 (rappreseiitazione 
bina ri;^), Egli dimostra 1' esisteiiza dell' estreiiio superiore per uiia successioiie 
di nurileri reali npparteneiiti all 'iiitervdlo (0, 1) e poi per un iiisieine qiialsiasi 
coiiteiiuto in quest'intervallo. Tale dimostrazione non è nuova ('), salvo nella 
rappresentazione siinbolica che mette iii rilievo l'uso di una funzioiie transfi- 
iiita. Questa perb ha, qui unit defiiiizioiie precisa. Il principio di ZEKMELO non 
v'interviene, coine del resto non iiitervieiie in siltre dimostrnzioni dello stesso 
teorema d'esisteiiza, che presuppongoiio iiiia diversa definizioiie del iiuiiiero 
r e d e .  

Invece uiîa f'uiizioiie transfiiiita t, aiialoga alla t ,  con un assiorna analogo 
al ( 2 ) ,  iiitervieiie iiella dimostrazione di HILUEKT del principio di Z m n r ~ ~ o  per una 

(9 Una diiiioslrnainiie :rnitlvga, supp.mLi i nuilleri redi rii,ppreseiit;iti in un sistenia di 
b n ~ e  fl qii;tliinqiie, è dntn, c h  G. ~ I I U N O S ~  nelie Esercitrtzioiti i~sccteirarttiçlte (Cirü. Natematico 
di Cat;tiiin,), a. 1 11921), p. 156. 
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classe 9 2  d' insieini 1. di numeri reali. La legge che fa corrispoiidere a ciascun 
insieine della classe un su0 elemento, non é data, ina é tncitalnente amwesscc, 
altrimenti iioii avrebbe senso 1' espressione : K l'insierne costituito dni mppre- 
sentanti r+- degli iiisiemi Y appartenenti alla classe 9llc B. Ma, io mi domando, 
non e quest'nininissione in contrasta con la dichiarazione, gih notatn, del10 
stesso HILRERT, e cioé clie nelln sua teoria del ragionaineiito noii è affernmto 
che la coiicezioiie di uii oçgetto frn infiniti altri possa seinpre effettuarsi, nia 
beiisi che si pub, sema  rischio d' errori, operare coine se la scelta fosse fattn? 

Se non c' è riscliio d' errori, c' é risclîio di dire dei non-sensi ! 
Del resto, aimiiettere l'esistenza della funzioiie transfinita T di HIIAE~LT 

eqînivrtle perfettamente ad amniettere il principio di ZERMELO nella sua forma 
piu generale, cioé che per ogiii cltxsse 9 2  d'insieini x esiste uns relnzioiie 
selettiva, clle permette di trarre da, ciascuii a uii suo eleineiito, si da costi- 
tuire Lin iiuovo insieine. 

Considerinnîo, iiifatti, per ciascuii predicato A la classe a degli eleiiiciiti 
cui quel preclicnto conviene. II leganie tra A ed z é dnto dalla relnzione E 

(secoiido ln notaxione di PEANO) cli appnrtenenza di un elemciito ad unil classe: 

A = essere un eleniento di a = EX.  

Deiiotiaiiio ora coi1 xa la classe a O la sua opposta ü secoiido clle a é il 
tutto O no (cioé secondo che la prop. (a)A(lc) é seinpre vera O 110). Ebbene ln 
funzione coinposta TEX e una funzionc selettiva, cioé fa corrispoiidere a ciascuii 
insieme a di 9lZ un silo elemento : 

\ rax = T A ,  se x é il tutto, 
TEXa = , - 1 TE& =-CA, se a non é il tutto, 

ne1 primo caso un elemento di a è TA, ne1 secondo 10 è TA. 
Inversamente, se o é una relazione selettiva clie fa corrispondere a cisscun 

insieme a di 9lZ uii siio elemento, osservaiido che la funzioiie inversa di x 

é x stessa, e usaiido (con PEANO) il simbolo 3 per indicare l'inversa di E ,  si 
pub affermare che la fiinzione composta 0x3 é uiia fuiixioiie traiisfiriita di 
HILBERT. Iiifatti, posta r = m3, risulta 

( oa, se x e il tutto, 
TA = ox3kî = onx = , 

/ Ga, se a noii é il tutto, 

ne1 primo caso é vera la prop. A(rA), ne1 secondo é vera la prop.  TA), 
sicché TA soddisfa all'assionin trnnsfinito e ii q~ielli del tutto e dell'esistere. 
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Data la perfetta equivalenza frn il priiicipio d'esistei-iza della relazioiie 
sclettiva o e il priiicipio d'esisteiiza della funxione transfinita T ,  possiaino 
coiiclîiudere che i tluhbi sull'n??zntissibilitil del p?vhcipio di  Z E I ~ E I , ~  si 
tmspo?.tano sull'a?i~lrlissibilitd dellcl funaione tvmzsfinita d i  HILBERT, 1.e- 

sta?zdo ta2i e qurcli. 

5. Da1 nostro esanle risulta dunque che la teoria del ragioiinnieiito se- 
coiido II~LRERT non segiia, nemineno per quest'altra partc clic si riferisce 
alla deduzione non eleinentare, alcuii progressa in coiifronto alla teoria di 
RUSSELL e WHITEHEAD ; aiizi 1' uso costante della funxioiie traiisfiiiitn, aiiclie 
iielle priinc e piu semplioi proposizioni, ln fa appnrire assai meiio liiiiiinosa 
di quella. 

Riinaiie duiique intcrn, e iiieglio afferiiint;~, l'iniportnnzn dei P~.incipia e 
delle ricercl-ie italiane sui foiidaiiieiiti logici della ltateiiiaticn. Ed io voglio 
terininare, riass~iniendo i risultati più reccnti, cioé quelli clie linii fatto seguito 
all'opera fondainentale e iiotissima di GIUSEPPE PEAXO e dclla sua Scuola (7). 

a )  Ln teorin. della deduzione non denieiltare, cioé q u ~ l l a  che si riferisce 
alle proposizioni con variabili appnreiiti, coine (a)A(rr), ( I<ï~)A(cc) ,  pu0 essere 
sbolta, coin'e fatto nei Pt-incipia (G), seiizn alcuiia distiiizione tra classi finite 
ed infinite, e in base R proposizioni primitive iiiolto semplici. III particolart?, 
le equivaleiize (1) clle nella teoria di HILBERT soiio diinostrate assuinendo 
conie priiuitivi i concetti espressi da (Ü) e (z), e con l'uso della fuiixioiie 
traiisfiiiitn T ,  non SOU altro, nei Pg*iszcipin, clie le defiiiizioiii di questi coiicetti 
O, pih esattainente, delle contraddittorie delle proposizioiii ((r)A(ïr), (Eu )A(n ) :  

(u)A(tr) sta per (~n)A(n) ,  (En)A(n) sta per ( ~ ) ~ l ( c i ) .  

4 

b )  Le varie antinomie costruite sull'iclea di classe (antiiioiiiie di Epiine- 
iiide, di Burali-Forti, di Richard, ccc.) soiio tutte risolte d:t RUSSELL coi1 uiii- 
t'orinitit di inetodo, iii base alla teorin gerarcliicn delle proposizioiii e delle 
classi (7). ' 

c) La iiozione di iiumero naturale, quella di iiumero razioiiale, di nu- 
mer0 reale, ecc. possoiio essere tutte iiitrodotte con definizioiii noininali; il 

(j) Essa è i l l~ l~ tr i l ta ,  a ~ s i a m e  ni riaiiiltati ottenuti da nltri iiiatenintici, nella pr~gevolr  
e recentissiriin opera di  ALPINOLO NATUCCI, II co~tcetlo d i  nuntel'o e le sue eslensioiii (To- 
rino, 1923, Pr. Roccn, editori). 

(=) Cfr. v .  1, p. 143, e la iniri Andis i  nl~yeb~iccc, 1. o. ('). 
( l )  Cfr. v. 1, p. 63. 
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concetto di estensione di un campo n~mer ico  è venuto, ii i  particolare, ad 
assuinere un significato rigoroso iii base alla relazioiie d'isomorfismo aritme- 
tico, la quale permette di risalire dalle definizioni coiicrete di numero all'idett 
astratta di esso, clle iilcariin tutte, e solo, le proprieth invarianti rispetto alla 
relazione d' isonîorfismo ('). 

d) La teoria dei liiniti delle funzioni che, niediante il principio di 
ZERMELO O ineglio 1' dtro,  mena ampio, d i  ARZELA-BAGNERA (che è limitata 
alle sole classi nuinerabili d'insiemi) é stnta elegantemeiite riannodata da alc~iiii 
matenîatici alla teoria dei liiniti delle successioni iiurilei.iche, pub con pari 
eleganza e seinplicitk, svolgersi senxa appel10 ai psiilcipl in paroln, riducen- 
dola, con poche corisidernzioi~i, alla teoria della convergeirm delle succes- 
sioni d' insieini (y. 

e )  Anche ln teorin della rnisurn degl'insiemi, secondo LERESBUE, e per 
coiiseguenza le varie teorie c h  su di essa si appoggiano, sono state liberate 
d:tll'npplic;tzioiie del priiicipio di ZERMELO, mediaiite le recenti ~nodificazioni 
iiitrodotte da LEONDA TONELLI ( ' O ) .  

Puo duiique orinai afferinarsi che 1' Analisi pura inatematica non richiede, 
oltre ai principî logici coiiluni n tutte le scienze, che un solo assiorna, quel10 
dell' infinito. 

Il principio di ZERMELO resta cos1 coiifiiiato a talune nstruse questioni 
della teoria degl'inaieini, in quelle parti di essn che sono aiicora in isviluppo 
ed hanno scarse applicnzioni. Non volendo dare 1' ostrncisino ai risultati 
ivi otteiiuti, si pub supporre, corne appunto é f'atto nei Pp-incipin, che le 
classi in qiiestione ammettano effettivamente u n s  relnzione selettivn. Resta il 
dubbio che una tale ipotesi importi ma restriaione ; ma è vaiio spcrare che 
tutti i dubbi possano essere definitivamente banditi. Le veritt'i innteinatiche 
non sono corne un continente che si va  a mano a niano scoprendo. Le sco- 
perte matenlatiche sono conseguenza di particolari creazioni della mente, 
varie e mutevoli nella diuturna, affannosa indagine che tien dietro all'iilces- 
sailte evolversi ed affiiiarsi dell'iiitelligenxa. È per questo che la Matematica, 
la piii luminosa fra tutte le Scienze, é coin'esse un perpet~io diveiiire. 

Cfr. la inin Annlisi cclgebricn ('), pp. 37, 40, 42, 193, 210, 386. 
(? Cfr. l n  iiiin Nota 8 7 6 1  postulntn d i  Zennelo e In teorin dei l i w i t i  delle ficnsioiai, Att i  

Arc.  Gioriiie, (Cntnnin), R. 55 v. 6', 1913;  e 17Aaoliei niyeh~ icn  ('), p. 274, Cap. VIII. 
('O) L. TONET,LI~ Fondnmenfi di (hlcolo delle ~~nrinziowi ,  v. 1 (Bologiia, N.  Znniclialli, 

editore). 
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Su1 inoto sferico vorticoso di un fluido iiicompressibile 

Nota, di BENIAB~INO ~ i r r ; i w  (a Torino) ( l )  

1. Nella preseiite Nota ci propoiiianio di studiare se e coine e possibile 
il 11ioto vorticoso di un fluido incoinpressibile, quando il  fluido si inuova 
sopra uii sistenia di supel-ficie pcwallele, in guisa tale che le liiiee vorticose 
siaiio traiettorie ortogonali di quelle. 

Nei $5 2 e 3 dimostriaino che se uiia superficie é tale che opzi inoto 
vorticoso di un fluido su di essa, per cui la rotazioiie le sia seinpre normale, 
possa esser subordiiiato da un moto vorticoso spnziale di quel tipo ad essa 
parallelo, la superficie stessa deve essere un piano od una sfwn. Sralasciando 
il caso iioto del moto piano, nei 95 successivi afioiitiaino la questione del 
moto sferico vorticoso. 

Introdotto ai $3 4 e 5 un acconcio sistema d i  coordiiiate, a l  ÿ 7 stabi- 
liarno uiia condizione rt cui deve soddisfare la rotazioiie riel campo vorticoso. 
Precisamente diinostriamo che i n  un 91~oto S ~ L ? Î - ~ C O  vo~~ticoso Z'intensit& totale 
dei vo~.tici deve! esse1.e nulla. 

Nei Sg- 8, 9, 10, 11, vedianlo corne dati i vortici (soddisfacenti alla, con- 
diaione necessaria di cui sopra), resta ben deterininato il moto sf'erico del 
lluido; studiaino qiiiiidi tale moto, deterininando la velocitii, le liiiee di cor- 
ronte, la forza viva totale, ecc. ecc. 

Nei 12, 1.3, 14, ci volgiaino a studinre in particolare il caso dei vortici 
puutimli, esainiilando poi, nei 33 successivi, corne tali vortici si spostino col 
tempo. 

Pucia ino notare che, per le note analogie I'ra idrodinamica ed eletlro- 
magiietisnio, il problema che trattiamo equivale al10 stiidio del campo ma- 
gnetico geiierato da correnti elettriche percorreiiti dei tratti rettilinei iiormali 
ad uila sfera. 

1 risultati a cui giiiiigiamo possoiio trovare applicazione in varie questioni 
di fisica. 

Si hniiiio intanto dei moti vorticosi del tipo che studiaino, nella stessa atino- 

(1) Quasto lavoro fu dsl17A. prtlsentato alla Iaursa, coule sottote~i di Pisica niatematica. 
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32 S X ~ R E  : Sul moto sferico vorticoso 

Coruportaniento dei venti ilai mesi di Genmio e Pebbrnio. 
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3 4 SEGRE : Sti1 moto sfevico vovticoso 

sfera terrestre; in essa si haiiiio preciswinente i cosi detti cicloui, i quali si spo- 
stano col tempo iii vario modo, e soiio seinpre accoiapagnati da. nnticicloni ('). 

Noii è perb a credersi che 11% iiostra trn,ttazioiie possa. clare iina rappre- 
seiitnzione coinpleta del f'eiioineno. Iiifatti i i i  qliesto eiitraiio troppi eleinenti 
di cui iloi rioii teiiiamo coiito, quali p. es. stttriti e viscosith, differeiize di tein- 
perdura e di pressione, trasformazioni del vapor acqiieo, i l  moto terrestre di 
rivoluzione, ecc. ecc. 

Notiamo pero che anche le piii receiiti trattltzioiii di dii~ainica ciclonica 
sono ii~coinplete e fra loro coiitrastaiiti; esse iiioltre seguoiio di  massima iin 
iildirizzo sperirnentale, usufruendo poco O iiulla del siissidio dell' aiialisi mate- 
matica. Per spiegare quei feiioineiii soiio state enlesse varie ipotesi, che ripo- 
sano tutte unicameilte sulla coiisidera.zioiie di  quegli agenti fisici ("). 

L'elemento puramente meccanico da iioi preso iii considerazioiie, ha lii 
sua importauza, e pub servire (alineno parzialmente e qualitativa~neiite) a 
spiegare qualcurio dei fatti acceiiiiati relativi ai moti vorticosi dell' aria. Si 
iioti a questo proposito che il teor. del 5 7, sernplicissiino in sè e per il niodo 
coine è stato otteiiuto, dB una coiiviiicente giustificazione della forinazione 
degli anticic2oni. 

Coilsiderazioni analoghe possono frtrsi relativainente ai moti vorticosi 
dell'atniosfera solare; l'esisteiixa di tali moti è posta in rilievo dai receiiti 
inetodi spettroeliografici ("); si crede anzi che le wacchie sola,.i non siaiio 
altro che vortici nell'atinosfera del sole (j). 

1 risultati a cui giuiigiaino possono anche essere utili per la teoria dei 
feiiornerii inagnetici che si svolgono su1 sole. 

Ne1 1908 G. E. HALE scopi-i che 10 spettro del sole presenta l'ciffetto 
Zeeman (6) .  Cio signifiça che ne1 sole vi soc0 dei caiiipi rnagiietici di grande 

(" Cfr. H. H i i . ~ l r n ~ ~ ~ u s s O ~  e L. ' I ' E I S G ~ ~ ~ E N C  ub: BORT, Les btssas de La mbtéorologitr 
dy)tmniqite, Pitris (1907) ; v. pure le carte dei zierdi unite :il testo : esse sono tratte ciitl libro 
Lüeté cit;ito, e mostrano bene l7audaiuento vortiooso delle liriee di corrente dei uenti alla 
siiperticie terrestre, rd inoltre corne vi sisno aeinpre zone con oyyociti sensi di rotacioiie. 

(3) Cfr. F. M. EXNEI~  e W. TRABER'P nellir E I L Ç I I ~ ~ .  der math. Ilriss., Bd. VI, 1 B, Heft. 3, 
11. à23 e seg.i, e apecinlnie~rte p. 236. 

(4) Cfr. P. ZEEMAN, i l ln~/ t~e1oopf i~cl ie  Un.tarsiccl~to~!lea, Leipzig, J .  A. Bart (1914), p. 133 
e aeg.i, fig. 55, 56. 

(j) È ben nota In tro~.ia di  EMDEN ç1ulle ~niwchie s d t ~ r i  : secondo talr teoriri le niitecliia 
solitri sono dovute a11 aruzioni di grandi mnsne d i  gim ad iiltimiine teiiiperitture, triiiinrrtr 
d a  moto vorticoso, r geiiernte ( h i  nioli tli convezioiie ülie si producono uel17interno del 
aole. Si Iianno nuinorosi d ~ t i  fiperimentali ralativi alle niwuhie s ih r i .  Cfr. W. H. JUI,IUE, 
H~itad~uortcrhtcch des Nnttcrtuiss, Bd. VIT, Pliy;iik der Sonne, l ~p .  824-852. 

(6) G. E. HAI.B, Astropl~. J<)&l.It., @Y), 1908, p. 310. 
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iiitelisitii. Per  spiegare cib HALE valeildosi dell'ipotesi di EMDEN sulle m ~ c c h i e  
solnri e di noti risultati sperirneiitali, aminette clle le erueioiii di gas che 
avvengono nelle macchie solari, data l'altissiiiia teinperntiira, siano accoinpa- 
gnate dall'eniissione da parte della niateria di una graiide quaiititli. di elettroiii; 
queste cariclie iiegative in  moviineiito equivalgoiio :id uiia corrente direttn 
radialniente, ed essa appuiito genera il caiilpo magiietico (7. Qiiest'ipotesi C 
stata suffragata dall' esperieiizn; si sono fatte carte nlagnetiche della cronio- 
sfera,, ed in esse è messo bene in rilievo l'nndainento vorticoso delle liiiee 
di forza,, e specialmeiite coiiie vi siano seiiipre niaccliie con sensi opposti di 
rotazione. HALE amniette clie si abbiano seiisi opposti di roti~aione iii corri- 
spondenza a campi magiietici di segrio opposto (Y). 

Orit tutto ci0 disceiide chinra~neiite dalle proprieth qui stabilite. Di piii 
il teor. 5 7, applicato al caso che stinino coiisideraiido, mostra beiic conie 
questi fenoineni inagnetici abbiano ad influire scarsatnente sui cosi detti ura- 
gani magiietici terrestri; per spiegare qucsto fatto si invoca solitaineiite la 
grande distanza. frn ln terra ed il sole: ci6 perd iioii sitrcbbc del tiitto sufficieiite. 

2. Consideriamo nello spnzio un sistemn di coordinate cnrvilinee ortogo- 
nali ( p ,  q, 1.).  Se ds e i'eleinento lineare del10 spneio, sark: 

essendo P, Q, fi' tre determinate funzioni delle p, q, 7'. 

L a  superficie 9- = O è una qualiiiique superficie del10 spazio. Dico che 
nffinchè ogni moto vorticoso di un fluido inconzpressibile sopra di essn, tale 
che la rotazioiie le sia seinpre normale, possa veiiir subordiiiato da un moto 
vorticoso spaziale del fluido sulle superficie 7 -  = cost., in guisa tale clle le 
liiiee vorticose siai10 linee p = cost., q = cost. (traiettorie ortogoiiali di quelle), 
è necessavio che P/Q non dipenda du r. 

Consideriamo un qualunque moto spazinle di quel tipo, e indichiaino con 
(u, v, w) le tre conipoiivnti secondo le liiiee coordiiiate della velocità con cui 
é animata la molecola iiel punto (p, q, v), ed inoltre con (n, X, p), le  coiiipo- 
nenti analoghe della rotazioiie elenlentare della niolecola ne1 campo vorticoso. 

t7) G .  E. HALE, Su+ les c lmt ips  1trngta8tiqlces des tnches nolrci~es. Joiirii. de P l i g ~ ,  4" w r i ~ ,  
t. VIII, 1900. 

(X)  Cfr. op. cil. i n  (4), 
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Affincliè le superficie 1. = cost. siano superficie di corrente, deve aversi : 

ed  affinchè le  liiiee vorticose siaiio linee p = cost., q = cost., deve essere : 

In genei.de, per l'iiicompressibilita del fluido, d e r e  esser i i i i l l a  In cliver- 
geiizn della velocit!~, c cioè ( 9 ) :  

1 i a  a I 
PQK I S p  (14QH) -+ i, (vII'P) +- ( I P P Q )  , -- 0: a 1 

iiioltre pe i  note formole si ha: 

1 \ a  a 1 ~y = - - (Pu)  - - (BI(') I 
' BI' I a l #  a~ \ 

a a ( Q I  - (Pt<) 1 . 2p =- 
PQ 1 C'p C'Y 

Ne1 iiostro caso quindi, per lc (2), (3), le cyunzioiii (41, (5) divengoiio: 

a -!! ( Q ~ 7 )  - (Pu)  ' - 2?. 
PQ I ap aq j -  

Posto : 

(101 C=Pu, 1/'=(2/7 

le  (71, (8) esprimono che U, V sono fu~zziolzi delle sole p, q. Le (6), (91, in 

( 9 )  Q n e s t ~  ben nota foriuola, in~ieme sl le  ~eguenti ,  risale rt  LAM^ Cfr. p. eB. A. E. H. I A 0 v ~ ,  
A trenfise 0 1 ;  tke atnthenmticnl tlreovie qf elnnticit?~, Cnii!britlgc (1920) : forni. (37) n 1). 54, r 

foriii. (38, a p. .S. 
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virth delle (IO), divengoiio : 

Afinché possa sussistere la (12) occorre che p P Q  sin funzione delle sole p, q. 
Che ci0 debba essere risiilta pure da1 noto teoreiiia sulln intensità di un vor- 
tice ('O). Infatti le superficie y * =  cost. soiio ortogonali alle linee vorticose, e 
su di esse, per  la  (l), l'elemento d'area vale do -7 PQdpdq;  ora il citato teo- 
reina afferma che preso 1111 filetto rorticoso, se do è uiia sua sezioiie iioriiiale, 
p l o  non varia  cambiaiido l a  sezioiie. Da  qui segiie appuiito che pPQ iioii pub 
dipendere da  7.. 

Pensiaino ora di aver  posto 7-  = 0 in tutti i precedenti sviluppi. L e  equa- 
zioni che coi1 tale posizione si harino dalle ( 1  I I ,  (12), sono le equazioni geiierali 
di un moto vorticoso sopra la  superficie ?.=O, e tale che la rotazioiie è 
costanteiiîeiite norinale alla superficie stessa. ARnclié un moto rorticoso siffatto 
sin senipre subordinato d a  un moto vorticoso del10 spazio del tipo iir esame, 
occorre che le equazioni che colla posizione g a =  0 si hailno dalle (Il),  (12), 
equivirlgaiio al  sistenia delle stesse due equa.zioiii differeiiziali (1 l), (12). 

Ponendo r = O ln (12) non varia, poiché U, T' e pPQ 11011 clipenclo~io da T .  

La (11) invece si scrive per disteso : 

e cioè : 

' (13) 

L'equazione clîe si ha dalla (13) poiieiido 1 .  = 0 non pub certo essere 
consegiienza della (12), poichè iii questa compare l a  f~inzioiie arbitraria p, 
che in essn non figura: clunqne l'equazioiie differenziale (13) non deve iiiutnre 
se vi si fa  v= 0, oiide effettivariiente P, & non deve dipendere d a  1,. 

3. Applicheremo il precedente risultato a l  caso delle superficie piirnllele. 
Data ne110 spazio unn superficie qualunque, preiidiamo su di esstt per 

('O) I ~ ~ v e r s ~ ~ n a n t e  IR precedente os~ervnzione fnriiiuce iinn diiiiontrnzion~ di quel tcoreiiin, 
ne1 CARO particolare clie utiniiio trnttrriido. 
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38 SEGRE : Sul moto sfevico vovticoao 

liiiee coordiriate p = cost., q = cost. le sue liiiee di ~ I I ~ V R ~ L I ~ N .  L'eleiiiei~to 
liiieare della superficie  sari^ del tipo : 

essendo I?, G f'uiizioiii delle sole p, y. 
Potrenlo limitare 10 spazio in cui operiamo a d  uiin porzioiic coiiveiiieiite, 

iii guisa che per ogni piiiito di questa esca uiin sola retta iioriii:~le alla data 
superficie. Preso u i i  puiito del10 spazio, si coiisideri la iioriiiale alla superficie 
clie passa per esso; s e  (p, q) sono le  coordiriate del piede di tale rioririale, 
ed 7 .  è la. disti~iiza. di questo puiito dnl punto prima coiisidernto, potreiiio tissu- 
inere coine coordiiiate curviliiiee di qiiest'ultiriio i iiuineri p, q, 7.. 

Le superficie 7. = cost. sono le superficie parallele alla data, e 1' eleiiieiito 
lineare del10 spazio è dato dalla 

ove LM, iV sono fuiizioni delle sole p, q, e sono precisameiite i rcciproci dei 
due raggi priiicipnli di curra. turs  della superficie data iiel puiito (p, y) ("). 

Coiifroiitaiido colla (l), iii questo cnso risultti : 

Duiique affiiichè Pl& rion dipenda da  Y, deve essere : 

Poiché una superficie aveiite' in ogiii suo puiito i duc raggi principnli di 
~ u r v a t u r a  uguali fra loro é un piano ad uiia sfern ('?), cosi abbiniilo Fer 
qunnto precede che : 

U l m  supeg.ficie tale clze ogni moto vo~ticoso d i  un fluido inco,itpî.essihil~ 
sopg~c d i  essa (a,veiite ln 1.olazione iiorinnle alln superficie stessn,), possa zwz i~ '  
subordinnto da u n  111020 vol-ticoso nello spnzio, pnmllelo n quelZn supe~.flcit~, 
etE avente pela linee am-licose le sue ?zovmali, P necessn~.in?nenie u n  pinno 
od u m  s fem.  
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Il. 

4. Il inoto piaiio vorticoso è iioto; occupiamoci quiiidi del moto sfc~. ico. 

A ta1 iiopo è bene che preinettiaino alcuiie coiisidernzioni d' iiidole geome- 
trica, che ci saranno iitili ilel seguito. 

Coiîsideriamo nello spazio un ordinario sisteina di coordinate cartesinne 
ortogonali (x ,  y, z), e la sfera di centro l'origine O, e rnggio 1. Diciamo @ il 
piinto (001) della sfera, ed eseguimlo la proiexioiie stereografica della sfern 
da1 piiiito @ su1 piano wu. Bd ogni punto (x, U, 3) della sfera verra cosi 
a corrispoiidere i in puiito del piano xy, di cui diremo (p, q) le coordinate 
cartesiane. 

j Si hanno le formole ('7 : 

che si invert0110 corne segue:  

Porremo : 

(16) F(P, q) = p2 -+ q2 + 1, 

oiide per le (15) risultit : 

Se (x, g, z), (x,, y,, z,) sono due puiiti della nostra sfera, e ( p ,  q), (p i ,  q , )  
gli otiiologhi del piaiio xy, vediaino coine si espriine, iii fiiiizioiie delle coordi- 
tinte dei primi, l a  distaiiza d dei secondi. Si ha  successivaniente teiieiitio 

p- 

('3) Cfr. L. BIANCHI, op. cit. i n  ( t2 ) ,  vol. 1, p. 503. 
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conto delle (14), (15) : 

e cioè: 

Se iiidichiamo con t) uiio dei due archi di cerchio iixtssiino della sfera 
che congiiiiigoiio i due puiiti coiisiderati (.x, y, :), (x,, y,, z,) ,  si ha:  

U'j) 
8 

2 sen2 = 1 - cos 0 = 1 - (zx, i- yy, -+ zz1), 
2 

doade tenerido presenti le (17), (18): 

5. Coiisideriamo ora uii qualuiique puiito A del10 spazio, di coordiiiate 
cartesinne ( x ,  y, s). Congiuilto A con 0, diciaino I .  la lulighezza del segineiito 
-10, ed iiidichiamo con ( p ,  q )  le coordinate sfericl-ie di quel10 dei due puiiti 
d'intersezione della iiostra sfera colla retta 0.4, che con A sta, da uiia stessa 

('4) Notiai~lo clle i l  punto @ è s i r~! /o lo~e  pel sisterua di ouordinate testè iiitrodutto. 
Se (.ci, ?lii ;i) cade in e, 1% ed f ip i ,  ql) vengoiio infinitaiiieiite grandi, ed il loro raliporto 
tende all'uriità. Pert:tnto se indichixiiiu cou +, Si i ' u r i ~  O 17:tltm dei diie arclii di cerüliio 
massimo clie da (2 vanno a i  due piinti considerati clelln sfera, wgue dalle ('20): 

onde la (20) pao anche ecriversi sutto In forma notevole: 

8811 

ti = 
2 

4J + sen - sen 2 
2 2 
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baiida rispetto ad O. Potreino assuinere i iiunieri ( p ,  q, v )  cosi determinati 
coine coordiiinte curviliiiee del puiito A. Sarh per le (14): 

L e  coordiiiate ( p ,  q, 1 , )  cosi introdotte non soddisfano alle condizioiii di 
coiitiriuita ne1 puiito 0 : iioi peri, potremo iitilixzarle Io stesso, poiche il 

puiito O ai1di.a sempre escluso dalle future considerazioiii. 
Dalle cil) segue differenziando : 

doiide, quadrando e soinmando : 

Dunque, indicando con ds 1' elemento liiieare del10 spazio, é : 

III. 

6. Per  studiare il moto sferico verticoso riferiainoci al  precedente sistems 
di coordinate : esse soiio ortogonali, le superficie sS=cost .  soiio le sfere di 
centro 0, le liiiee p = cost., q = cost. sono le semirette usceiiti da  O. 

A~inaZi di  Matematica, Serie IV,  'l'omo 1 .  O 
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42 SEGRE : Sul moto s f w i c o  vor.ticoso 

Poiché le linee vorticose d e v o n ~  essere raggi, niidrk escluso il piiiito O i n  
cui questi coiicorrano; qriiiidi per le coiidizioni al contoriio il fliiido douid 
essere estelx0 ad uiia sfern di ceiitro 0, potendo d'altroiide esteiidorsi fi10 
all'iiifinito, oppure essere liinitato da uiia seconda sfera coiiceiitrica. e piii 
ainpia della prima. 

21- 
Coiifioiitaiido lit (23) colla. (1) si ve'de che iielle ipotesi atliiali è :  P= Q= F ,  

1Z = 1, onde le (10)) ( I l ) ,  (12) foriiiscoiio: 

e si noti che, poichè U, V, ) . 'p /F2 soiio fiiiixioni delle sole p, g, iiel nostro 
caso la  1- non compare effettivameiite iielle equazioiii del iiioto (2.5), (26). 

Le  (26) mostrano che inuoveiidosi su di uiia seiiiiretta per 0, la velo- 
cita si maiitieiie parallela a se stessa, variaiido in modulo iii ragioiie inversa 
della distaiizn 1 .  del putito da O; la rotnzioiie iiivece varia iii ragioiie iiiversa 
del quadrato di tale rlistanza. 

Ci potreino quiiidi liiiiitare a studiare il moto su uiia sferrc di ceiitro 0, 
sfera che potselno a m i  supporre di raggio uiii tario. Detto ds 1' eleiileii to d' arc0 
di questa, do  l'elemento d'area, per le (23), (24), (Sj), (26), dovrà ctversi : 

Naturaliiieiite la (31) aiidrà verificnta entro l 'area vorticosa a, della iiostra 
sfera;  friori di o, varrk niicora la (31) intendendo clie quivi ltt p valga zero. 
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7.  Nel moto sferico vol-ticoso 1' intensità totale dei voldici é nulla. 
Coilsideriaino iiifatti sulla sfei'a uiia linea chiusa regolare 1; essa spezzerh 

la superficie sf'erica in due porzioiii E, 2' di coiitoriio 1. L' intensitii dei vortici 
coritenuti in S e : 

la quaiititii analoga relativa a 8' e : 

Teiieiido conto delle (28), (31), si ha pertanto : 

1 due intcgrali curvilinei hanno segno opposto, poichb il senso secondo 
cui si deve pcrcorrere 1 per lasciare Z alla proprin sinistra, é l'opposto del 
senso niialogo relativo a L'. Si iioti inoltre che ancorchk una delle due aree 2, Y' 
coiiteiigs il pixnto @ singolrtre pel nostro sistema di coordiiiate, il passaggio 
dali'iritegrale superficiale nli'iiitegrnle curvilineo é ancorn lecito, poiché @ 
rispetto al moto e un qualunque punto della sfera. 

Dalle due ultime equazioiii risulta: 

I + I ' = O  

che é ci6 che volevasi dimostrare. 
Da qui segue che sulla sfern noii é possibile un moto vorticoso coi1 un 

solo vortice di iiilterisith divers;, da zero. Dunqae: 
Se s i  crea un vog.tice non nullo, d o v u i  d i  conseguenzn pj,odt.cf,sene uno 

o pi& a l h i  

8. Siaino ora iii grado di affrontare la questione del moto sferico vorti- 
coso in tutta ln sua geiieralith. . 

Dimostrereino precisameiite clie data in una porzioiie 5, della iiostra sf'era 
la rotazioiie p(p,, q,), soddisfaceiite alla condizione 
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44 SEGRE : SUI moto sfevico vorticoso 

(condizioiie che è necessaria per il teoreinn dimostrato al 7) il moto sferico 
del fluido è deterrkmto, e quiiidi il vortice induce uiia certa velocith iiei 
puiiti esterni, velocith che effettivamente deterininereino. 

Potremo supporre che il purito @ cada esternnmente al campo vorti- 
coso O,. Se é ver0 quanto precede, dovranno esistere delle fuiizioni u, v, 
definite su tutta la sfera, finite e continue, e per cui valgano le equa- 
zioni (29), (30), (31), intendendo che nella, (31) la p valga la data rotazione 
per i puiiti dell'area vorticosa o,, e valga zero fuori di O,. Viceversa se 
facciamo vedere che tali funzioni u7 v esistono e sono ben deteriuiiinte, il 
nostro teorema i, dimostrato. 

La (30) si integra iiilinediatrtlileiite. Essa porge : 

iiidicando cori CD uiia qualunque fuiizione di p, q, fiiiita e continua colle sue 
deri vate priiiie. 

In virtii delle (33) ln (31) diveiita: 

colle precedenti conveiizioiii per la p. Dalla teoria dei poteiiziali logaritinici 
B noto che, per la (34), la furizione CD a meiio di unrt costante addittiva si 
esprime colla : 

iiidicsiido con (pl ,  q , )  le coordiiiate di un punto mobile iiell'area vorticosa a,, 

e con d l'espressione : 

(3  6) = V(P - Pi)? + (4 - 4h2. 

Ili virth della (28) la (35) si pub scrivere : 
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9. Dimostreremo ora che la f~inzione @ deterniirinta sopra risolve il 
problema. 

Per note proprieth dei potenziali logaritiiiici, quella fuiizioiie @(p,  y) 6 
definitn finita e continua coile sue derivate priiiie su tutta ln sfera, e~cluso 
tutt'al piii per ci6 che concerne il punto @. Per le (29), (33) le r r ,  v restaiio 
cos1 espresse colle : 

onde, poiché F é fiiiita e coiitiiiua su tutta la sfera, escluso il puiito @, queste 
funzioiii u, v verificaiio tutte le coiidizioni a cui devoiio soddisfare, escluso 
tutt' a1 pih per cib che coiicerne il piii-ito e. 

L' eventuale singolarit& che pub presentarsi ne1 puiito (I, d e r e  evidente- 
mente dipendere da1 sistcina di coordinate (p, q )  scelte sulla sfera: baster& 
quiiidi dimostrare che il vettore (u, 79) definito dalle (38) non r l ipmde  d r t l l ~  
coo~*dinnfe, per 1-aggiuiigere lo scopo propostoci. 

Indicando conie sopra con (p, y) le coordinate di uii puiito qu~lunque della 
sfera, e con ( p , ,  y,) le coordinate di un puiito variabile iiell' area vorticosa G , ,  

direrno 0 1' uiio O l'altro dei due arclii di 3erchio riiassiriio che coiigiuiigono 
questi due puiiti. È evideiite clie : 

é una costtliite finita, poiché @ noil cade iii G , ,  ed F noii si aiinulla mai ; 
iiioltre (in virtii della (32), vera per ipotesi) A palesenierite : 

Si ha quindi che la funzione: 
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46 SEGRE: SUI moto sferico vorticoso 

non differisce che per una costaiite dalla @(p, q)  data dalla (37) : 

(40) ' q p ,  q)  = @(p, q)  + cost. 

Potreino quiiidi sostituire Y a a> ilelle equazioiii (83), (34) e (RB). 
Orbeiie in virtii della (20) la (39) pu6 scriversi : 

1 ' 0 
(41) Y P ,  9) = JJ log seil P(P, ,  q , ~ o ,  , 

01 

e quindi la Y lia uiia definizione geometrica iiidipendeiite da ogiii sisteiiia di 
coordinate. Poichè, in virtii della (Yi), il vettore (u, v) dato dalle (38) noii 8 che 
il gradieiite di W(p, q )  ruotato di 90" iii un seiiso determiiiato iiel piano tan- 
gente alla sfern i i i  (p, q),  segue seiiz' altro la tesi. 

10. Le equazioiii (38) iiiostraiio clie le liiiee di 

nori soiio altro clle le liiiee: 

@ = cost. O w =  cost. 

Fuori del campo rort,icoso i l  inoto deve essere 
velocitA ( 1 6 ,  v, 20) deve essere il gradieiite cli uiia 

iioii vorticoso, e qiiiiidi la 
fiiiizioiie <Dl(?>, y, 1 . ) .  Per 

taiito @, dere  essere defiriita fuori del caiiipo roiticoso, e,  pei' le (2), (23),  (38), 
verificnre le equuioiii : 

aq F p  

- o. 

Poichè @ corne fiiiizione di ( p ,  q) per la (34) é nrinoiiicn fiiori di O , ,  sarA 
quivi determiiiata n, meiiu di uiin costaiite nddittiva In f'uiizione ariiioiiica 
coiiiugata: ebbeiie questa è la fiiiizioiie @, cercata. La relazione clie iiitercede 
fra e 0, si pub iiiiclie espriiiiere diceiido clie +- i@, t? f'uiieioiie inonogeiin 
della variabile coinplessa p + i y .  

II .  Poicliè, per quaiito si é tletto al $ 6, la relocità, spostaiidoci luiigo un 
raggio, varia i i i  inodiilo in ragioiie inversa della 1,) inentre d'altroiide l'elcineiito 
d' area di uiia sfera di raggio 7. 6 direttaineiite proporzioiiale ad 7 e 2 ,  segue che 
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l r c  foi'zn viva Z coi1 cui é aniniata l a  massa fluida esistente su  uiia sf'era del 
nostro sistenia di siiperficie di corrente, faon dipende da2 m g g i o  della iiiedesima. 

Calcoliaiiio l a  forza viva "G relativa alla sfera di raggio 1. 
Siipposto il fiiiido di densitk ~initaria, indicliiamo con X una qii;~luiiqiie 

porzione di superficie sferica non contenente il punto (2, liiiiitata da  una liiiea 
regolare 1 ;  direiiio 7~ quella direzione della norinaale ad  1 in ~ i i i  suo piinto, che 
tocca ivi la  sfera, ed è volta positivamente verso 1' iiiterno di 3. Se 1' e lit 
proieaione di X da  (3 su1 piano xy, essa sarh uiia porzione fiaita di questo 
piaiio, aveiite per coiitorno l a  liiiea 2' proiezioiie da 1 a ê. La  corrispondenza 
che iiitercede fra 2 e X' è isogonale, corne ~i lostra  la (27) : alla direzione di n 
corrispoiiderlt su1 piano xg la  direzione n' della iiorniale interna di 1'. 

Detta Zr, la  forza viva del fluido che occupa la regione X, si avrk 'i; al 
limite d a  Cs cluando X teiida a ricoprire 1' intera sfera; notiaiiio che itllora 
il contonio 2 di 2: tende a ridursi nl ptcnlo @. 

Ci6 posto si ha  : 

doiuie teneiido presenti le (28), (38), (10) : 

In virtii della corrispoiidenza confornie che intercede fra 3' e 'l, si h a  : 

Quaiido L tende a ricoprire tutta la sfera il suo coiitorno 1 si riduce ad un 

diIr piinto ; poichè per quanto si e detto al  $ 9 in questo punto Y e - sono 
d l ~  

finite, segue che a l  limite 1' integrale curviliiieo scritto sopra tende a zero. 
Per  l a  (28) e : 

d' altronde per  le (34), (-40) 1' espressione : 

p2 a2v . aw 
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48 S E ~ R E  : S d  nwto sferico oovticoso 

è diversa d a  zero solo ne11' area vorticosa a,, i i i  ciii vale la data rotazioiie p. 
Duilque per quniito precede se ': tende a ricoprire l'iiiterii. sfera, si lia dalla (42) 
passaiido al limite : 

01 

e cioè per la (41): 

Si ha quiiidi, conle era da aspettrtrsi, che la Z è derniincita uiia volta che 
sia data la p nell' area vorticosa a,. 

IV. 

12. Il moto sferico verticoso piu semplice è quel10 determinato da vortici 
puntuali. 

Sulla solita sfera di raggio iiiiitario si abbiaiio dei vortici iiegli 1 1  puiiti B,, 
L',,..., LI, , .  Iiidichiamo coi1 (x,, yi,  zi), (pi, qi) (per i = l ,  2 ,..., I L )  rispettivainente 
le coordiiiate cartesiaiie e sferiche di Bi; diciaino fi, uiio dei due archi di 
cerchio inassimo che coiigiungono Bi ad un punto q~ialunque (p, q) della sfera, 
e Oik la quaritità aiialoga relativa ai due punti Bi, E S , ;  poiiianio inoltre : 

Ne1 caso in questione 1' area vorticosa o, si spezza negli n intorni 

puiiti Bi. L' intensità, che direrno yi, del vortice Bi, vale JJ%ào ; 

0, dei vari 

per la (32) 

01 

deve essere : 

In un iiîtorno oi le d, 0 che coinpaiono nelle (Ti), (41) sono costanti rispetto 
alle integrazioni che ivi figurano, e valgono rispettivamente d i ,  8,. Pertaiito 
quelle relazioni (373, (41) forniscono bel nostro caso per 0, Y le espressioni : 

1 "  0 .  
Qp(p, q) = - Ly log sen ' . 

n I L 
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Le linee di corrente, Y =  cost., sono ora le curve di eqiiaxioiie 

e cioh per la (19) sono le linee segnate sulla sfera dalle superficie : 

Notianio che 1 - $xi - yy, - zxi = O non è che 1' equaziorie del piano mi 
tangente alla sfera ne1 pnnto Bi;  pertanto fra le superficie (46) (per i valori O 
ed oo della costante) vi A una superficie spezzata nei piani tangenti alla sfera 
nei vortici di intensith positiva, ed una spezzata nei piani tangenti alla sfera 
nei vortici di intensith negativa. Per ragioni di continuith segue quindi che le 
linee di corrente nelle vicinanze di un punto Bi devono avere un andamento 
vorticoso, il che A fisicamente evidente (15). 

13. Vogliaino ora vedere oome si esprima coi dati il modulo della velocith. 
Per le (38), (44) A : 

donde quadrando e sommando 

intendendo che nella L la somma vada estesa alle combii~azioni binnrie sem- 
6. E 

plici dei numeri da 1 ad pz. 
7b 

Ora e ne1 seguito indicheremo con 2") la somma dei termini che si hanno 
k=l 

('j) Le superficie (46) sono molto notevoli. Per ~ = 4  proprio ne1 cas0 die velga IR. (43) 
esse furono studiate dnl punto di vistn proiettivo da F. KLEIN e S. LIE, che l e  dissero 
superficie T. 

k facile di oostriiire la normale i n  un punto A generico alla superficie (46) che vi 
passa. Se Pi é i l  piede della perpendicolnre calata da A su1 piano wi, ed hi= APi, la 

soinmn degli IÛ vettori diretti da A verso i punti Pi, ed in iuodulo ugurtli a - è un vet- 
hi ' 

tore la ciii direxione è quella della normale ceroata. In base a oib si pub studiare la furinn 
delle l ime  di  corrente. 

Annali di Matevnatiaa, Serie IV, Tomo 1. 7 
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50 SEGRE : Sul moto sferico uorticoeo 

facerido assuinere a k successivamente tutti i valori da 1 ad 7 1 ,  tolto il  valoi'e i .  

111 base R ci6 la (43) si scrivere 
.L 

y .  - - -pYk 
e - 

k-1 

donde : 

Sommando inembro a membro le relazioni che cos1 si harino pei. i= 1, 2, ..., 7,, 

si ha : 

estesa anche q u i  la Z alle combiiiazioni biiiarie seinplici dei numeri da 1 ad ?L. 
6, 

Si verifica facilmente che é : 

onde dalla (47), tenendo presente la (48), segue : 

In base alla (20) è : 

sen ei h 

d t h  - 1 2 
&&-F Bi O , '  

sen - sen - 
2 2 

onde la (49) fornisce : 

questa relazione ci dk il modulo della velocittt con cui 15 animato il fluido i i i  

un qualunque piinto A(p, q) della sfera, sotto una forma che é indipendeiite 
da ogni sistema di coordinate ( 1 6 ) .  

(16) s e  consideri~111v i l  piano diainetraie cc nvrxui~le ad O A ,  tlatlto B,,' i l  puiito proieaiont: 
di Bh dlt A 811 a ,  ~i hn per qiinnto si è detto in  (14): 
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di un fluido incompressibile 5 1 

Dalla (50) risulta bene che, come deve essere, l a  velocitk in modulo é 
finita e coi:tinua su tutta la  sfera, esclusi i punti Bi nei quali ha delle singo- 
larith polari. 

14. Il caso piY senlplice si ha per n= 2. 1 due vortici B,, B,, hanno 
intensith opposte : y,  = - y, > O. Dalla (46) risulta che se si considera la rettn 
intersezione dei piani w,, w, che toccano la sfera in B,, B,, i cerchi sezioni 
della sfera coi piani per essa sono le linee di corrente. Le linee Qi = cost., 
traiettorie ortogoiiali di queste, sono i cerchi per i punti B,, B,.  

L a  velocith in modulo vale 

onde non si annulla mai. Si pub vedere che se Bi, B, non sono diainetralmetile 
opposti, il punto medio del piii lungo dei due archi di cerçhio mnssinîo della 
sfera che hanno B,, B, per estremi, e il punto della sfevn in cui il modulo della 
velocit& assume il valore piu basso; se invece B,, B, sono diainetralinente 
opposti, la velocith assume in nlodulo il suo valor minimo in tutti i punti del 
cerchio nlassimo il cui piano é perpeiidicolare a l  diainetro B,B,. La formola . 
stabilita nella nota (16) dh una semplice costruzione grafica della velocitit; ecc. 

15, Finora abbiamo studiato il moto e la distribuzione delle velocith in un 
determinato istante, e cioè considerando i vortici come fissi. Perb, poichè si 
è stnbilito che un vortice induce una certa velocith sui puiiti esterni, i vortici 
si influenzeranno rnutuamente, e quindi in generale cambieranno di forma, e 
si sposteraniio col tempo. 

Per semplicith di limiteremo a studiare gli spostamenti che avvengono 
ne1 caso dei vo?*tici puntuali. 

Mantenendo le notazioiii introdotte ne1 5 12, sia (u i ,  vi) la velocith con 
cui e animato il vortice Bi all'istante t ; Fer la (27) snrh: 
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52 SEGRE: SUI moto ereriw vwrticoso 

Il vortice Bi non sarA influeiizato da SB stesso per ragioni di siminetria, 
esso invece risentiisR delle axioni dei riinanenti n - 1 vortici; per le (38), (40), (45) 
è precisamente : 

Ora 15 palesemente: 

[ O k ] p = p i ,  4 - g i  = Oik, 

onde se introduciamo la fuiizione : 

1 
(53) 

0 i k  B = - L y,yk log sen -, 
77 i ,k 2 

le (52) si possoiio scrivere : 

Le equazioni del moto dei ponti Bi(p i ,  q,) si hanno allora subito confron- 
tando le (51), (54); esse sono : 

16. 11 sistema di equazioni differenziali (55) ainmette 4 inlegt-ali indi- 
pendenti, sotto forinn finita. 

Uno 8 :  
(56) S = cost. ; 

d q  d p .  
esso si ha moltiplicando ambo i membri delie (55) rispettivamente per - -2 2 

dt ' dt  ' 
sommando inembro a membro le due equazioni che cosi si ottengono, ed indi 
soiuimando fra loro le 11 equazioni che cos1 risultano per i = 1, 2, ..., 12, ed 
integrando. 
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Gli altri tre iritegrali si hanno in base a l  seguente teorema: 
Se  si indicano con si le dis tanze con segno dei  pu& Ri da  un qurrlu~ique 

piano fisso, la somma: 
11 

- - .  Eyi6i 
i=l 

12012 vavia COI t e m p o  ('7). 

Dimostreremo questo teorema fondandoci sulla seguente osservazione. L a  
funzione !2 per l a  (53) non dipende dai punti B che attraverso alle loro mutue 
distanze geodetiche O , , ,  onde uno spostamento rigido della sfera su sé stessn 
non deve mutare il valore di R. 

I l  piano fisso dell'enunciato si pu6 intanto supporre passante per l'ori- 
gine 0, poichè se 10 si sposta parallelamente a sé stesso la somma scritta 
sopra tion varia per l a  (43). Assunto quel piano fisso corne piano xy, ese- 
guiamo una rotazione infinitesima di ampiezza 60 attorno all'asse delle z ;  
la sfera si muove su  se  stessa: precisamente il punto di coordinate (pl q) si 
porta rie1 piinto di coordinate ( p  i - 6 p ,  q i- 6q), ove in virtu delle (15) è:  

Poiché corrispondentemente l a  9 non deve variare, sarii: 

cioè : 

donde per le (55): 

O se si vuole, tenendo presente la (16): 

Da  qui integrando si ha :  

(i7) Questo teoreinn espriine che se si dividono i punti B in due gruypi di intensith 
t o t ~ l i  non nulle, se  si considera il vettore clle lia per estrenii i baricentri di quei dile 
gruppi di punti, preso cirtscuno con messa uguale alla intensitlt del vortice corrispondente, 
tale vettore reatn invariato col tempo. 
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54 SEQRE : Su2 moto sferico V O T ~ ~ C O B O  

e ci06 per la (17): 
zytzi = cost., 

il che dimostra l'asserto. 
Il teorema teste dimostrato porge i tre integrali indipendenti: 

che in virtu delle (14), (15), (43), si possono scrivere: 

17. Il caso di due vortici puiituali si studia facilinente, esaurendolo com- 
pletamente. 

1 due vortici Il,, B, avranno intensita opposte y,  =y, y, = - y. Preso 
l'asse delle z parallelo alla posizione iniziale della retta U , B , ,  dettn 2a la 
distanza iniziale di questi punti, si avrk per le (57): 

e da qui quadrando e soinmando, poichè è : 

(60) X; + y; i- 2: = x; 4- y; + z; = 1, 
si ha : 

Z * =  a 
e parimenti . . 

(61) . .z, = + a. 
Si vede quindi che i due cortici Bi ,  B, si muovono su due piani pu?-al- 
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leli, equidistanti da1 cent9.0, n~antenendos i  sempre su unn stessa r e t t a  
normale a questi piani  (la). 

1 due vortici Il,,  B, saranno quindi aniinati da velocith uguali. Pcr  deter- 
miiiare tali velocith cdcoliamoci iiitnnio (1. Per la (53) ne1 nostro caso è : 

donde per le (19), (59), (60): 

I n  virtii delle (54) 15 quindi : 

donde per le (11),. (16), (61): 

Dutique il punto B, (e cosi pure B,) si muove d i  moto circolare uni- 
forme; Eu ,eelocità è in naodulo p ropo~z iona le  alla intensi tà y del vortice, 
ed alla cotangente deli'angolo che il piano del moto fa col vnggio OB,. 

Come si poteva prevedere per ragioni di simmetria, s e  i due vortici soiio 
diametralmente opposti essi restano fissi. 

18. Lo studio approfondit0 del moto dei punti Bi per n qualunque, 
ed in particolare per rc = 3, e certo di grande interesse. Esso equivale al10 
studio del sistema di equazioni diff&enziali (55), quando si tengano preseiiti 
le (16), (4.3, (53); di tale sistema sono stati determinati ne1 5 16 i 4 integrali 
iiidipendeii ti (56), (68). 

Una trattazione esauriente della questioiie potrà essere nrgomento di un 
prossimo lavoro. 

( l a )  CF. nota (17r. 
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Sulla defiiiizione dell' i li tegrale 

di B ~ P O  LEVI (a Parrnai 

La generalizzazione della nozione di integrale introdotta nella scienza 
dit1 LEBESGUE una veritina d ' a m i  fa, ha dato luogo a una numerosa ed inces- 
sante successione di ricerche dirette a variarne e a inigliorarne la definizione 
so tto vari avpe tti (ci to ad es. BOREL, YOUNG, RIFSZ, CAHATHEODORY, TONELLI). 
Egli e che, di fronte alla fondamentale importanza che la nuova nozione ha 
avuto negli sviluppi posteriori dell'analisi, stanno evideiiti dilXcolt8 program- 
matiche d'indole didattica ed in parte anche logica, connesse a una meno 
immediata iiituibilita in confronto alla definizione riemanniana e alla necessith 
di far precedere una teoria della misiira degli aggregati linenri. 

Vorrei esporre qui una definizione dell'integrale (') la quale mi pare 
ovviare alle suddette difficolth presentandosi del tutto conforme alla defini- 
zione riemanniana (nella forma di JORDAN) - e tale anzi che quest'ultima 
ne appare caso particolare immediato - ed evitando ogni precedente teoria 
della misura. 

Per le funzioni misurabili, l'integrale quale é qui definito coincide col- 
l'integrale del LEBESGUE: ma resta dubbio se non sia possibile immaginare 
1' applicazione della definizione a funzioni non misurabili (delle quali, com'é 
iioto, B assai difficile di offrire esempi concreti e analiticamente maneggiabili). 
E qui va osservato che sono nondimeno tutte soddisfatte le condizioni che il 
LEBESGUE impone corne definizione descrittiva dell'integrale : ne ci6 deve 
troppo stupire, perche l'identith affermata da1 LEBESGUE fra la  definizione 
descrittiva e la sua costruzione é da lui provata precisamente solo nell'ipo- 
tesi jmplicita della misurabilith delle funzioni (#). 

(l) Essa era deetiiiata a1 secondo volume della niia Introdzczio!ze all~Annlisi clle per varie 
congiuiiture non ha potuto finora ~ e d e r e  ln luce. Ne tenui una breve esposiaione due m n i  f a  
nelle adiinanze della Sezione d i  Parmn del17Associazione a Mnthesis o. 

(2) È chiaro neii7enuncinto medesima della definizione descrittiva del LEBESGUE (Leçons 
auv l'intSqration, p. 98) che l'itutore s i  riserva d i  attribuire alle funzioni considerate qualche 
liiiiitazione d i  carattere abbastanza ampio, poicliè egli chiede di attrdbzciva un wtnero ad 
agni funzione limitntn eee., meiitre poi il nuiuero è rtttribuibile O attribuito alle sole funzioni 
misurabili. 

Antiah di Matsmdica, Serie IV. Tomo 1. 8 
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Mi è iiecessario introdurre, iiicomi~iciaiido, qiiillche locuzione niiova: non 
vorrei che cib fosse di pi.egiiidizio all'accogliiiieiito della defiiiizioiie proposta : 
certo ogni locuzioiie riuova va, a diininuzioiie della iiriinedinta iinpressioiie di 
semplicith presso chi ha  diversa coiisuetudiiie; e potrehbe pp,iisarsi che gi5t 
iîella primitivs definizione del LEBESGUE e iii quelle snccessivaineiile pi'oposte 
le  difficolt8 pi'oveiiienti dalle considerazioiii di misura s i i~no da  attl'ibuirsi 
essenzialmente n questioni di linguaggio. Noii è precisanîeiite cosi:  perchè 
l a  teoria della inisura non entra., nell'~abitua1e defiiiizioiie dell'iiitegrale del 
LERESGUE, escl~isivamente come liiîguaggio, e, se  inai, coll'adnttare a iiozioiii 
relntivameiite complesse termini di comune intuizione seinplice ed iminediata, 
essa é - in quarito linguaggio - piuttosto adatta a nascoiidere taluiie diffi- 
coltà iii uiia fitlsa evideiiza che a dare ad esse eccessiva evideiizn. 

M a  io voglio ritenere che anche le locuzioiii qui iiitrodotte parraiino al 
lettore totalmente perspicue, s e  apperia egli vor rà  por mente alla iiituizione 
geometrica cui esse si riferiscono. 

1. Sin a 1111 aggregato di iiumeri positivi : sia S l 'aggregato di tiitte le  
somme di un illimero. fiiiito di elementi di a: chiamereiiio s o w m n  di  EI il 
limite superiore di S : 10 indicheremo con S(EI). 

Se S é illimitato, é S(U) = + 00. 111 caso contrario 8(EI) & tinito : asse- 
gnato arbitrarismente un E, esistono allora senlpre iii S eleineiiti s, tali che  

Assegnato arbitrariamente un gruppo fiiiito di elemeiiti di El, 

a,,  ? ,  a n ,  

esistono f ra  le  somme s, di  quelle di cui tutti qiiesti a,  sono addeiidi : s e  
infatti si fissa una s,, e sia i, e si indicano con cri quelli fra gli a,  che non 

- 
sono stati presi come addeiidi nella forrnazione di $ l a  somma s +  Eni e 
ancora una s,, perché 

o < s ( ~ ) - ( ~ + E ~ , ) < s ( ~ ) - ; < E .  

Osse~*vazio)ze. Nelle linee precedenti non si e voluto far questioiie della 
iiuinerabilità dell' agg-regato a, perchè iioii importer& niai di fur ie  ceniio iielle 

applicaziorii che seguono : é chiaro pero che se 8(U) é finito, l ' u g g ~ e g c ~ l o  
degl i  elernenti d i  U n o n  m l l i  è wume?-abile, perché, per  ogni YL, non esi- 
stono in El piu di n elementi '1, A'(U). 
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2. Se a, 83 sono aggregati, si chianla abitualmente loro somma Eogica, 
e si indica coi] U o 83, 1' aggregato che ha per elenlenti gli elementi coinuni e 
non comuni di U e di 83. A rioi occorrerh considerare aggregati contenenti 
elementi uguali (identici) da considerarsi come distinti : pot& doversi allora 
formare l'aggregato che ha per eleinenti tutti gli eleinenti di U e tutti gli 
elemeuti di 3, assumendo come distinti elementi uguali se provenieiiti da 
aggregati diversi : l'aggregato cosi formato si chiamerh il totale di EI e 33 
e si indicherh con U + 33. 

Se U + 33 = @, scriveremo pure 83 = @ - EI. 
Se a, 83 sono aggregati di numeri positivi, si ha subito S(U+ 83)=S(EI)+S(Z3). 
Se quindi U e un aggregato di riumeri positivi avente somma S(U) fiiiita, 

U' una sua parte finita avente somina s>S(U)- E, e U"=U - U', sarh S(~")<E, 
e ci06 ogni ctggvegato di  wunzevi positivi avente somma finitn si pub semplae 
spezza9.e in due part i  di cui I' unn finita, 1' a l tm  di  somma al-bitr.a13in- 
mente piccola. 

3. Si dirh che un aggregato di inter~alliwicop?~e un inte?vnll;, a-b, quand0 
ogni puiito di a-b (fatta al pih ecceziorie per gli estrenii o,  b) é interno o 
estremo ad uno almeno degl'iiitervalli dell'aggregato. 

Sara necessario tener presente il iioto teoreina di BOREL: Se un cLgg9.e- 
gato dJinte?,valli G 1.icop1.e l'inteî~vallo a-b la so.nzr?za delle ampiezze degli 
eienzenti di G é sempl*e < 1 h - a 1 (3). 

t3) Ln proposizioiie si eiiiincia a1)itualmente col17ipotesi clie & ~ i . z  iiiiiiirrabilr (cfr. Br)nicr., 
Treçons sur  ln théorie des foisctions, pp. 41-43 ; LI<BE~GUE,  Leçons stw 1'intégvntiof&, py. 101-105). 
Perb i l  lemiiia prelitiiinare il qimle afferma lm possibilith d i  estrnrre t1nll';iggregnto & t i i i  

:i.ggreynto fiiiito ricoprente l'intervalle a-b è diniowtrnto da1 LEBESGUE seiizn que& ipotewi 
iestrittivn, iiin con qnella ctie ogni punto di a-b & a  iriterno (non rstrenio) n, qtinlclie ale- 
inento di &. La stessri proposizione è ditiiostrata da: TONELLI (Cnlcolo delle u n h z i o ~ i i ,  vol. 1, 
pp. 111-112) con qualohe vctntnggio inetodologico, in  qunnto è defitiito un prooediiiieiito per 
Ir sudde th  estrazioiie. L7ipotesi della numerabilith è iillorn evitlenteiiiente siiperfltia i~iiclie 
prr lx proposizione del testo. 

SI: si nminette, come ne1 testo, clte i punti tli a-b possniio nncltr. essere soltxiito 
wtreini di qiislclre elt~mento d i  6 cessa di eseere vero i l  leniiiin citnto: iiin restx vern ln 
proposizione, perchè, se si ainmette, per nssurdo, clle l a  Roiiiinn delle ampiezze degli eleiiieiiti 
d i  & sia S = 1 7> - a 1 - O, si oostruieca un  nuovo nggregnto &' ninplinndo ogni elemento di G 

1 E 
taiito i l  destrn qiirnto a sinistrr,  per segtiienti di Itinglirnzn - A - ,  dove h è l'aiiipircen del- 

2 S 
l'elriiiento mede~imo B E < O .  Tiitti i pnnt i  di a-b sono sllorn intertii (e iioii e~trei i i i )  s 
qunlche eleineiito di &', ineutre l a  soiiirilx tlelle xinpiezze d i  q u e ~ t i  rintilterebhe =S+E < h - a 1 : 
a cowi unsce 1' :issurdo. 
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60 LEVI : Sulla definizione dell'integrale 

4. Sia 6 un aggregato di intervalli, e un suo elemento variabile, h(e) una 
funzione riumerica, X il domiriio di h (aggregato di nuineri) : noi diremo che 
l 'ngg~egato  ;te è disteso sopra G. 

Noi dovremo seinpre supporre che i nuineri h(e) siano tutti positivi: h(e) si 
chiamerh l 'nl tezza relativa ad e. 

Sia l(e) l'ampiezza di e, e sia 91 l 'aggregato dei numeri (positivi) I(e)h(e): 
noi scriveremo a= 8% e diremo che 8 è un aggvegato d i  1-ettangoii trppog- 
g ia t i  a d  G : (l'elemento I(e)h(e) di 6% h a  base e e altezza h(e)). 

L'interpretazione geometrica di queste nozioni é evidente: se l ' inter- 
vnllo n-b si immagiria segnato sopra l'asse delle x di un piano cartesiano, 
G snrk rappresentato d a  un sistema di segmenti dell'asse medesiino, i quali 
possoiio eventualmente ricoprirsi l 'uno l 'altro parzialmente O totalmerite con 
quante si vogliono ripetizioni ; nelle condizioni enunciate ne1 n." 3, che saranno 
quelle abituali ne1 segui to, il segmen to rappresen tativo di a-b é in terament e 
ricoperto dai segmenti rappresentanti gli elementi di G. Se  poi si portano in 
ordinate i segmenti h(e), l 'aggregato (e con esso X) sarh rappresentato d a  
un sistema di rettangoli (cadenti tutti su1 semi piano positivo) aven ti per  basi 
i siiigoli seginenti costituenti G. 

5. Si dirk che un aggregato G d'intervalli, ricoprente l'iiitervallo a-b, 
Io ricopre sewplicenzente, quando due elementi di 6 lion hnnno mai punti 
comuni se lion estremi, e nessun elenlento di G contiene punti fuori di a-b. 

Un aggregato G d'intervalli, ricoprente semplicemente a-b, si dirà 9-ieinan- 
n iano se é costituito di un numero fiiiito di elementi: per defiilire ni1 tale 
aggregato riemanniano basta assegnare un aistema di punti 

c o = a ,  c , ,  c . . . ,  c,, c,+,=b 

succedentisi ordinatamente sull'intervallo a-b e considerare gli intervalli cr-citi. 
Noi supporremo di regola a < b (e sarA sernpre sottinteso se non sark 

detto esplicitamente il contrario) : sarh allora c, < ci+, . 
Un aggregato di rettangoli appoggiato ad un aggregato riemanniano di 

intervalli si dirit esso pure viemanniano. 

II. 

6. Sin f(x) una funzione positiva limitata definita in un intervallo a-b 
(a < b : v. 11." 5). Direnlo che un aggregato 'de di numeri positivi (O nulli) disteso 
sopru un aggregato G di intervnlli ricoprente n-O (II. 4) 1-icopw f(x) il2 a-b 
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LEVI : Sulla dsfinizione dell' integrale 61 

quando, qualonque sia LE, in a-b, esiste in 6 un intervallo e a cui LE,  appar- 
tiene, alineno come estremo, e tale che h(e) 2 f(x,). 

Diremo allora che a= GX (il." 4) é un aggvegato d i  1-ettangoli vico- 
p e n t e  f(x) i n  a-b e che S ( 8 )  é una somma pevalente ad f(x) in a-b. 

Se  G, e quiiidi anche 8, é riemanniano, anche la  somma S(8)  si dirk 
~*ie.rîzanniana. 

7. Sia a= GJI un aggregato di rettangoli ricoprente f(x) in a-b. Si 
spezzi G in due parti, G =&Y + G" .(n. 2), e siano S1' = G'X, dl" = G"X le 
p x t i  corrispondenti in cui si spezza 8 (8 = 8' + X'). 

Siipponiamo che G' e quiiidi S1' constiiio di un numero fiiiito di elementi. 
Si pub allora deterrninnr3e un aggregalo tienzanniano 3 di segnzenti, rico- 
pvente a-b e u n  aggvegato X d i  numeri  positivi disteso sopva di  esso, 
tale che posto S = 38, l'aggvegato S + 8" ricopra ancom f(x) in a-b, 
e sin 

s(S -t 3 ') r S(8) .  

Indichiaino iiiftltti con c, ,  c, ,..., c, gli estreini, interiii ad  a-b, dei segmeiiti 
costituenti G' presi in ordine crescente, per inodo che 

e chiamisrno 3 17aggregato degli intervalli ci-ci+,: ciasciiiio di questi inter- 
valli è completarneiite conteiiuto O completameiite esterno a d  ogni eleiiîeiito 
di 6'; ponianlo allora 

( 0 se ci-ci+, é esterrio a tutti gli elementi di G', 
k(ci-cf+i)= 1 inassimo degli h ( é )  corrispondenti a tutti gli eleinenti e' di 8' çhe 

coiitengono ci-ci+,, se di tali elementi esistono. 

Definiamo cosi un aggregato 8 (1' aggregato dei valori di h) disteso 
sopra 3, e si vede subito che S = 38 soddisfa alle condizioni enunciate. 

III. 

8. Chiameremo integrale superiol-e d i  f(x) i n  a-b ed iiidiclieremo coi] 
b 

S f x d ~  il limite inferiore delle somme prevalenti ad f(x) in a-b (n.' 6). 
a 

Il limite iiiferiore delle sole somme prevaleiiti riemanniane si chiamerb 
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62 LEVI : Sulla drjitbiziotie dull'inteyrale 

integrale superiore r i e m n ~ m i a n o  (R) fxdx : si h~ quiridi siibito ( S  

!A Se M é un iiumero maggiore O uguale ad ogni valore di fx  i i i  (1-0, 

si vede subito che -- 

pih geiieralmente se fx e gx sono funsioui positive (O nulle) in a-b, e se 

perchè ogni aggregato di rettaiigoli ricoprente y x  i i i  a-0 ricopre pure f x .  
Iiioltre se in è un numero  positivo 

perchè frit gli aggregati di rettaiigoli ricopreiiti fx e quelli ricoprenti 7 ~ f x  
si pu0 sttibilire uiia corrispoiidenza biuriivoca in cui si cori~ispoiidano aggregati 
appogginti al10 stesso riggregato d'iritervalli ed ii i  cui le altezze corrispoiideiiti 
siaiio ne1 rapport0 1 :W.  

10. L'iulegl-ale supe~.io?'e d i  una f u ~ i s i o ~ ~ e  fx @ 2111a f u ~ u i o n e  ctdditivn 
dell' in te~*vnl lo  11.-b (aiizi, coiiipletarneirte ildditiva, iiella teriniiiologia del 
LA VALLEE YOUSSIK). 

Se iiivero si divide l'iiitervnllo n-b iii due parti mediarite un pririto c 

(a  < c < h) e se E, 8' sono aggregati di retl.angoli ricopieiiti fx rispettira,- 
meute i r i  (1-c e in C-h, 1.  iiii rettarigolo d'altezz;~ h>f(c) e di base (coiitenerite r), 
d' ainpiezza E : h, X +  éjt" i -  1. é 1111 aggregato di rettangoli ricopreiite fx in u-b. 
È S(% -1- 8i" 4- 1. )  = S(X) i- IV(%") + E. Ne segue 
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Se, inversamente, 3% é un tiggregato di rettangoli ricoprente a-b, ed G 
é 1' aggregato di intervalli cui esso è appoggiato, per modo che 33 = &Je, chia- 
iniaino 6' ed G" gli aggregati di intervalli costitiiiti dagli elementi di G e loro 
parti rispettivatnente esterni a c-6 e ad a-c. G' ed G" ricoprono rispetti- 
vainente a-c e c-b; e se a çiascun elemento di G', G" facciamo corrispon- 
dere il numero h(e) uhe gli appartiene conie elemento di G O come parte 
di un elemeiito, ~ ' i ~ ~ l t i ~  definito per ciascuno di essi un aggregato X', %" 
(rispettiv~ineiite) disteso su  di esso. 3%' = G'X', 33" = G 'Je ' saraiirio aggre- 
gati di rettangoli ricoprenti fx in a-c e in c-b rispettivainente, e si ha 

onde, colla disuguaglianza precedente, 

Il ragioiiamento si estende sema  difficoltit al  cas0 di uno spezaamento 
di ( ~ - b  iii iiitervalli parziali i i i  numero fiiiito qualunque od anche in una 
iiifiiiitCt di intervalli che 10 ricoprano semplicemente. 

11. Dalla proposizione del ii." 7 segue ora la seguente proposizione fon- 
damentale : 

Se fx è una  fimzione positivo linzitnta in a-b, assegnato a9.bitlBavia- 
melate un nut7iei.o d, esiste sernpl-e un agglqegato riemanniano d i  re t tan-  
goli 8, appoggiato ad u n  aggregato v ie îmnniano d' i~~t ,ovuall i  ricoplaente a-b, 
e tale che -- 

b 

e che basta aggiunget-e ad S zcn aggg-egato Z d i  1-etttcngoli d i  sowwza 

affzaché S + T. r i c o p m  fx i ~ a  a-b. 
Invero, per definizione, esiste un aggregato di rettangoli a, ricoprente fx 

in a-b e tale che 
-- 
b 
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64 LEVI . Sullu dePrzizione deEl' integrale 

ed esiste una parte X di 8. finita e tale che (n." 2) 

e posto 

sarb 

Colla costiuzione del 11. 7 si deduca allora da $ l'aggregato rieman- 
niano S (v. 11." 7 ) :  scrivendo Z 2 1 1  posto di Z nella proposizioiie di  detto 
numero, si ha 

b 

onde 

12. Possiamo ora subito nîostrare che se ni è un m m e i - o  posilioo 

S( iu + fx)dx = in(b - a)  + f s d x .  S 
Osservianlo percio che fra gli aggregati di rettangoli ricoprenti fx e quelli 

ricoprenti m + ftr; si pli6 stabilire una corrispondenza biunivoca, stabilendo 
che ad un aggregato %' ricoprerite nL -1- fx corrisponda l'aggregato % (rico- 
prente fx) che si ottiene diminuendo di r r k  l'altesea di ciascuno degli elementi 
di 6%' Fer cui detta altezxa sia > m. 

Osserviamo pure che si pub sempre supporre di non colisiderare che 
aggregati X a cui non appartengano rettangoli di altezz* < m, perche, 
sopprimendo tali rettangoli da  un aggregato che ne contenga, si ottiene un 
nuovo aggregato di somma minore (O uguale) ed ancora ricoprente m + fx. 
Se ora 8 e un tale aggregato, il corrispondente aggregato ricoprente fx, 
6 l'aggregato d'intervalli a cui entrambi sono a.ppoggiati, A la somma delle 
ampiezze degli intervalli di G, si ha  subito 

Tenendo presente che, pel teorema del BOREL, è sempre A 2 b - a, si 
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LEVI : Sulla definizions dell' integrale 65 

conclude intanto che 

J ( m  + fx)dro z fxdx i- m(b - a). J 
Ma é facile vedere che la, differenzrt fra il primo e il secondo meiiîbio 

é minore d'ogni numero positivo assegiiabile. Assumiamo percii, uii aggregato 
di rettangoli 8 ricoprente f x  in a-b e tale che 

e separiamone (n." 2) uiia parte GZe tale che S(%) < d e che la  parte residua 
sia finita ; nell'aggregato 6%' corrispondente a d  iiella corrispondenza sopra 
indicata, ad  @A corrisporiderà un aggregato U3e' da1 quale si potrA ancora 
separare uiia parte Z' tale che S(G') < d e che l a  parte residua sia finita. 
Sarh, pure finito l'aggregato 02>'=X-Z'. Chiamiamo Z la  parte di oZe corri- 
spondente a Z' : sark pure 

S(Q < S(%) < d 

e 3i - 'G = "V sarà  finito. Partendo da  questo spezzamento di 8, = 9 + 'G e 
di 8,' = 9' + 'G' ed operando come a l  numero precedente (e come al  n." 7) 
si determinario allora gli aggregati S, S' tali che 

b, S' sono riemanniani ed appoggiati al10 stesso aggregato riemanniano 
d'intervalli e gli elementi di S si ottengono diminuendo di HL l'altezza di quelli 
di S' pei quali tale altezza è m. Si h a  percii, 

S(S1) g Sis) + ?n(b - a), 

valendo il segno < quando esistono elementi di S' di altezza < m. 

dtanali di Matemalica, Serie IV, Tomo 1. 9 
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Da qiieste disuguagliarize si raccoglie 

< fxdx + m ( h  - n )  + 2d. l 
Poichè d pi10 scegliersi arbitrnriameiite piccolo, risulta provata la propo- 

sizione enunciatn. 

13. Ln proposizione del numero precedente inostra che se fx é una fun- 
aione limitata (non pi6 necessariamente positiva), qualunque sia il nunlelvo m 
tale ch0 i n  tu f to  Z'interva~lo a-b sia m 2 - fX, la diflCerenzu 

ha sempre 10 stesso valore. Questo valor costan te iioi chiamerenîo 1' in t~gra le  
b 

superiog-e d i  fx in a-b, e lo rappreseiiteremo colla stesso simbolo [fzdx.  
L1 

Per ta1 modo l'integrale superiore di uiîa funzione resta definito in agni 
inte?.vallo in cui questa sia limitata. 

IV. 

14. Se fx, gx sono due funzioni positive liinitate i n  n-6, tale è pure 
fs +gx. Vogliaino mostrare che 

La proposizioiie rientra i n  quella del n." I d  se g x  = l n ,  perché 

in ta1 cnso ami essa si precira perche al posio I deve scriversi = (cf'r. 11." 17). 
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Ne1 cas0 geiierale, indiclziamo coi1 S un aggregato rieiuanniano di rettnii- 
goli, soddisfaceiite, rispetto alla f'x, alla proposizione del n." 11 : siw (II." i) 

il sistema dei punti di divisioiie dell'intervallo a-b che defiiiiscouo l'aggre- 
gato riernanniario 3 d'iiitervalli su cui é disteso S. Si ha (11." 10) 

infine (n." 12) 

8(S)  + g x d x  = h(~,-c~+~Xc,+, - c,) + S i-0 

Nella determinazione dell' aggregato S, secoiido il procedimento del n." 11, 
resta una larga arbitrarieth; noi ce ne varrenlo in modo analogo a quaiito 
si é fatto a l  n." 12: fissato cioè un aggregato 3% di rettangoli ricoprente fx 
in a-b e tale che 

-- 
b 

O <  8(%) - f x d x  < d ,  s 
iminaginiamo di spezzare 8 in due parti, l 'una %, tale che 

l'altra 3, - OZe finita. Sin G l'aggregato d'intervalli a cui si appoggia 51, 6, la 
parte di esso costituita dalle basi degli elernenti di %. Indichiaino con 8 un 
aggregato di rettangoli ricoprente fx +gx ed appoggiato ad G, co'n "R la parte 
di esso appoggiata ad Go. Poichè S(@ e quindi s(%) sono numeri finiti, si 
sud ancorit estrarre da % una parte % tale che 
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e che l'aggregato residuo %! - "i3 sin fiiiito. Iridichinmo ancora con G '  ln 
parte di 6, cui esso si appoggia, ed assuininmo corne nggregato '72 (n." 11) la 
parte di OZE ( O  di a) che si appoggia ad G". 

Chiamiamo ora Sx la funzioiie che A uguale a fx + gx iiei punti di G" 
e nulla altrove, xx la funzione uguale a k(c,-c,,) i -gx  nei punti di ci-cf+, 
(per ogiii i), cpx la funzione che in ogni punto ha per valore il massimo di +x 
e xx. Poiché in ogni punto non coperto da G" k(ci-cf+,) 2 fx, sarh in ogni 
cas0 

cpxi fx -tg% 
onde 

D' altra parte il totale di un qualunque aggregato di rettangoli ricoprente +x 
e di un aggregato di rettangoli ricoprenta xx ricopre sempre cpx, onde 

JXxdx si scornpone iiella somma degli integrali estesi ai singoli inter- 
a 

valli c,-ci+, ; d' altra parte un aggregato di rettangoli ricoprente +x é 1' aggre- 
gato Z, acoresciuto di rettangoli di altezza O per ricoprire i punti esterni 
a G" dove la funzione è nulla: quindi ancora 

< fxdx + d + gxda + d .  S S 
Raccogliendo si ha 
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e, poiché d pub assumersi arbitrariamente piccolo, risulta provata la propo- 
sizioiie enunciata. 

15. La proposizioiie si estende iininediatarneiite alle funzioni limitate qua- 
lurique : se  infatti si suppone che, per ogiii x  iii n-b, 

m 2 - fx, n 2 - gx 
si ha  (na0 13) 

J(fx + gx)dx = + n + fx + p)dx  - ( i n  + n)(h - a)  
a 

16. Si ha, in particolare, 

O = Odx < fxdx + - fxdx. . C J S  
Noi porreino 

-j- fxdr = fsdx ; S 
l a  precedente relazione diviene 

fx in a-b. 

-- 
La proposizione dei n.' 14, 15 dB subito 
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Dalle proposizioiii del ii ." 9 si ha inoltre che se pet. ogni va1o1.e di s 

é pure 

se inoece m è negativo 

b b 

17. Diremo che la funzione fx t integmhile in  a-b quand0 i due iiite- 
grali superiore ed inferiore sono uguali: il comune valore dei due integrsli 
si chiamer$ sempliceniente I'integ~ale di fx in a-b e si indicherh, al solito, 

b 

Se una funxione è integrabile in  a-b, essu 4 i n t ~ g w d d e  in ogni in- 
tervallo contenuto in  a-b. Iiivero se 

e quindi, se fx e integrabile in n-b, 

cisscuno dei tre addendi del primo ineinbro lion potendo essere negntivo, essi 
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debbono essere tutti nulli ; in particolare 

Sc: fx è &ntegrabile in a-b, eti in è u n  nurnero qualur~que, sono pure 
iategmbili in  a-b le funzioni in + fx, infx, e si ha  

Iiioltre, se fx P integrabile i n  a-b e gx P unn fuuoione limitata qua- 
lunque, 

Invero, dai n.' 14, 15, 

ed anche 

Aiinlogamente per gli integrali iiiferiori. 
In particolare, se fx. gx sono entvambe integmbili in  a-b, tale B pure 

In loro somma e 
6 

18. Siaino ora in grado di stabilire il nesso fra l 'integrale, secondo la 
defiiiizione proposta, e 1' integrale del LEDESGUE. 

Sco~npoiiiamo l'iiitervallo CL-0 di defiiiizione della fuiizioiie fx: iii i i i i  i iu- 
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72 LEVI : Sulla defiuizione dell' irategrale 

inero finito di aggregati a,, a,,..., a,, s e m a  punti cornuni, e chiamiamo fix 
lit fuiiziorie che è = fx nei punti di LXi ed = O  negli alrri punti di rc-6. Si ha, 

f P )  = tjx 
3 

onde (n.' 14, 15, 16) 

Supponiaino fx positiva. Indichiamo con rgjx la  funzione che e = 1 nei 
punti di aj ed = O  negli altri punti (la funzione caratteristica di Elj secondo 
il LA VALLÉE POUSSIN); indicl-ii-an10 inoltre con Lj e 1,. due iiuineri (positivi) 
rispettivamente maggiore (O uguale) e minore (O agualo) a tutti i valori di fjx 
in E l j :  si ha  (n.' 9, 16) 

Si vede facilmente che y,?xdx e j 
esterna e la misiira interna di &Lj: 
con m,(Uj), rni(Uj), si ottiene infine 

S cpjxdx sono rispettivarnente la inisura 

se, come d'uso, li indicliianio quindi 

b 

L Lj??h,(d..) > f x d x  2 f x d x  2 Z l,n~,(c?,~). 
j 4 S i 

Se i due membri estremi hanno uguali i loro limiti rispettivamente infe- 
riore e superiore, a l  variare degli LIj, fx risulta integrabile in CL-6. 

Un aggregato El sailt rnisuî-abile quando la  sua funzione caratteristica é 
integrabile. Se  questo avviene per gli aggregati El j ,  e con I I L ( U ~ )  si iiidica il 
coinune valore della loro misura esteriia ed interna, non è piu necessario di 
supporre, nelle precedenti deduzioni, Lj e l j  positivi (11." 17), oiide l a  relazione 
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vale indipendenteinente dall' ipotesi della positività di fz. Inoltre i limiti infe- 
riore e superiore rispettivameiite dei due inembri estreiiii divengono allora 
uguali se si pub fare in modo che tutt e le  differenze Lj - l j  diveiigaiio arbi- 
trariamente piccole. A ci0 si riesce immediataniente se, segueiido il LEHESGUE, 
si divide l'intervallo di variabilitk della fx in intervalli parziali di ainpiezza 
arbitrariamente piccola e si defiiiiscoiio gli Uf come i dominii spettanti alla x 
aîîîiichè la  fx resti in detti intervalli. L a  coiidizioiie di iilisurabilitk di questi 
aggregati a, é quella che il LEBESGUE assume conie definizione della misu- 
r*nbilità deIla funzioiie. Si giunge cosi a d  un tempo alla definizione dell'inte- 
grale secondo il YOUNG e secondo il LEBESGUE e Si vede che l ' integ?-ale qui  
definito coincide colt' integvale del Lebesgtce in ogni caso iu cui  quest'ultimo 
integ?*ale esiste. 

10. E appena da  ricordare coine la  definizione dell'integrale, iina volta 
data per  1' ipotesi che l'intervallo sia assunto in senso diretto (a < b), si esteiida 
d ' i po te s i  opposta (a > b) mediante la posizione 

x d x  = - f x d x  JI S b 

e conle, con ovvii passaggi al  limite, si estendn al  caso di intervalli illimitati 
e di funzioni illimitate. 

In  seguito a queste estensioni immcdiate, si vede subito che l'iiitegrale, 
quale è stato ora definito, soddisfa a tutte le  proprietk assunte dal. LEBESGUE 
coine caratteristiche (definizione descrittiva dell'integrsle), fatta al  pih riserva 
per quella relativa all'integrale del limite: a se  una successione di funzioiii . . 
tende crescendo ad  una fuiizione fx, anche 1' integrale delle prime teiide 
all'integrale di fx W .  Riguardo a quest' ultima proprieth, si vede subito (fissando 
le idee sull'ipotesi a < b) che, se le funzioni fix tendono crescendo ad fx, 

b b 

tendono crescendo ad  un limite il quale è < le  conside- 

razioiii complementari che permettono di sostituire il segno = a l  I saraniio 
incluse come caso particolare in quelle dei prossiii~i paragrafi (v. 11.' 23-24). 

Ho gih osservato, iielle poche parole introduttorie, che queste osservazioiii 
non autorizzaiio a concludere circa l'identith del nostro ititegi.de con quel10 
del LEHESGUE nolla piii di quanto é detto nelle ultime liriee del niiinero pre- 
cedente. 

A s n o l i  di Natematka, Serie I V ,  Tome 1 .  10 
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b 

Non sarebbe ora diîficile inostrare coine, dalla dntit defiiiizioiie dell'iiite- 
grale, si possaiio dedurre tutte le note proprietii. Noii e qiiesto che vogliamo 
aiicora trattnre qui. Credo preferibile di nggiui;gere q~ialcl-ie mi~ggior partico- 
lare sopra le condizioni d'integrabilitk (n.' 20, d l )  e sopiw 1'iiitegi.azioiie per 
serie (n.' 22-24). 

20. Preinettiamo uri'osservazioiie : 
Sia a 1111 ztggregato di puiiti dell'iritervallo a-B, e sia qx la sua fiiii- 

zione carzttteristica, LM IR SLM misura esteriia 

Sia G un  aggregato di intervalli contenenti U, ne1 loro iiisieiiie, pel qiiale 
la somnia delle ampiezze di essi intervalli sia < M t p .  Puiiiamo G =6'+ G", 
dove G' A fiiiito, mentre la somma delle ampiezze degli eleiiieiiti di 6" è <p; 

per ta1 modo la somma delle ampiezze degli elemeiiti di 6' è ) hl - p. Siano 
a , ,  a,, ...., a, i piinti, estremi di eleineiiti di G', iiiteriii ad cc-b, ordinati, 
per modo che 

ao=u<CI I  < C I 2 <  .... < n p < f l p - + , = O .  

Ciascuno degli intervalli aj-aj+, é conipletaiiieiite interrio O coiiipleta- 
mente esterno a ciascuno degli elementi di G'; ne segue che la parte di U 
contenuta in qiielli fra questi iiitervnlli che 11011 apparteiigono ad elenieiiti 
di G' è interamerite ricoperta da  6''. Cosi, se si poile 

dove la somma L' si estende ngli intervalli interni ad elementi di G', e la. 
somma L" si estende agli intervalli esteriii, 
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Si noti ancora che 

essendo il primo 
degli elementi di 

tnembro minore (O al  piu uguale) della soinma delle ampiezze 
G' : ne segue elle 

Nella somma del primo meinbro cinscuii termine é positivo (O nnllo): 
percib se coi1 (2') si iridica uiia qualunque soinnia parziale, formata con ter- 
inini di essa, é ancora 

ni+( 

(Y) ( a  - ) - y m h  ' < B p .  J' 
(1.; 

21. Veniamo ora alla ricerca di uiia coiidizione d'integrabilith di uiia fun- 
zione fk, ~ssi ini labi le  alla coiidizioiie di RIEMANN per gi'iiitegrali rieinaiiniaiii. 

Supporremo, coine si pub, fx positiva. 
Supponiamo diviso l'intervalle L-1 di variabilitit della Lx in 92 inter- 

valli parziali mediante i numeri 

I = l , < I , < I , <  .... < E , =  L ( 1  < fs 7') 

e chiamiamo ai 1' aggregato dei valori della nc per cui I , - ,  <fi% l i ,  cpix la 
sua fuiizione caratteristica. Per  ciascuno degli aggregnti ai consideriaino gli 
aggregaki annloglii agli & Co' G" del numero precedente, che chi~imereino 
rispettirainente Gi &' &". Chiamiamo hi h, .... b, i puiiti estreiui degli  le- 

menti di tutti gli Gil, interni a.d a-h, ordinati, per inodo clie 

Si osserverit di nuovo che ciascuno degi'intervalli hj -h j+ , ,  é coinpleta- 
mente jnterno O cornpleta.meiite esterno a ciascun eleineiito di cinscuno degli G'i. 
Iiidicheremo ancora con Z' ogni somma estesa. a tutti g17iiiter\7alli hj-hj+, 
che ~~ppartengorio a d  eleineriti di qualche 6,' e con 9" ogni somma estesa iiivece 
a qiielli fi.a questi iiitervalli clic non appartengono a tali eleineiiti. 
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onde 

(a> 

Iiidichiamo con i ( , j )  i l  massirno de@ i per cui un elemeiito di fni '  contieiie 
1' in tervallo lij-hj+, e poiiiaino 

Si ha, in tutto h,i-b.i+i, 

onde 

Per linlitare superiorinente il valore dell'ultima parentesi { 1 pensiamo gli 
iiitervn,lli 4-hj+, ordinati in gruppi, ponendo in uao stesso gruppo quelli 
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per cui i ( j )  h a  10 stesso valore, ed  indichiaino con (Y')L l a  somma estesa agli 
iiitervalli del gruppo per  cui questo valore è i. Si lia 

e quiildi, per l a  relszioiie firiale del numero precedeiite, 

bj+ i 

Zr(bj+, - hj)Aj > Zjfxdx > Z'(hj+, - ) A  - 211Lp. 

bi 

Applicaiido la relaxioiie medesilna alla ,funziotre 1, - fx si ha che, iiidi- 
caiido coii i ' ( j )  il miiiimo degli i per cui un elemento di G,' contiene l7iiiter- 

Si h a  cosi irifine H 

onde, a causa della (a), 
b h 

Ricordiamo che, attribuendo un numero di elementi sufficientemente ele- 
vat0 agli aggregati Gl, si pu6 assumere p arbitrarianiente piccolo. Osserviamo 
aiicora che  

Z1(hj+, - bj)(Aj - ~ j )  - Lf(bj+, - bj)(Aj - M j )  = 2'(hj+l - b j )  1 (Aj  ?,) 1 (1.j  pjLj) 
pub essere reso arbitrariamente piccolo quaiido si reiidano suficieiiteineiite 
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piccoli gli iatervalli 1,-l,,, . Si ottiene che la d i rerenzn  f i a  gl i  integrali 
sztpej+io13e ed infe,j.iore d i  fx pub e s s e ~ e  resa p~ossiwza quctnto si vuole a 

e la condizione necessaria e sufficiente per l'integrabilith della fuilzione si riduce 
a chiedere che questa espressione possa rendersi arbitrariainente piccola. 

La differenza Aj - pJ e chiarameiite 1'osciZluzione della fumione fx nel- 
l'intervalle bj-bj+, quando siano stati esclusi i ualoli della fuwzione 
ntedesima in un aggvegato d i  punti d i  ~?zisuî*a es tema a?'bit,'ariamente 
piccola (nei punti ci06 appnrtenenti ad un aggregato conteauto nell'aggregato 
d'intervalli LGi"). Se con &,,, A,,, si indicano rispettivameiite le somme delle 
differenze bJ+, - bj estese a tutti i termini per cui tale oscillazione 15 2 w e 
a tutti quelli per cui essa é < w, si ha  

8 w ~  < X'(bj+i - bj)(Aj - p j )  < 8w(f, - 1) t A ~ w  
< 8,(L - Z )  + w(b - a). 

Aljrznché la funzione sia integvabile 2 quindi necessnrio e suficiente 
che, fissuta una divisione dell'intevvallo a-b in aggt.egati ai, ed sscluso 
quindi da a-b un conveniente aggl-egato B&" d i  nzisura a~abitv*a~*ia~~iefzte 
piccola, pssato poi avbit7ajoilxmente i l  nunzero positivo w,  si possa ancova 
esclude7.e da  a-b u n  agglvgato (finito) 3 d i  interualli d i  m i s w u  a9.bitva- 
riamente piccola a,,, per modo che la funaione, conside~.ata nei  punti 9.e- 
stanti d i  a-b c~bbia oscillazio?ze < w i n  ogizi intervalle suficienlenzente 
piccolo contenuto negli intemall i  cornplernentari d i  3. 

La proposizione deve nvvicinarsi ad uiia analoga di BOREL, LERESGIJE, 
VITALI sulla continuith quasi ovunque di agni fiinzioiie misurabile. 

Ne1 caso che la funzione fx sia misurabile, si pub, iiella diinostrnzione 
precedente, fare i i i  modo clic ciascuiio degli iii tervalli bj-hJ+, nppartengn 
ad iino solo degli aggregati 6,' e quindi le differeiize Aj - pj tetidoiio a. O 
coll'ainpiezza nîassiina degli iiitervalli 1,-li+, : la coiidizione di iiitegrnbilitt't 
si vede quindi irniilediataiileiite soddisfatta. 

22. Veniamo a considerare l'iiitegrazione per serie. 
Stnbiliremo nnzitutto che se f , ,  f,, ... è una successione di  f u n z i o ~ / i  l imi-  

tate, positive, i 9 7  un intervalio a-b, e lule c72e 

li m /'(x) = k .  (costaiite) 
(1-03 

b 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Diinostrerenîo la, proposizioiie per assurdo : dimostrereino cioe che se 

l i  111 f , ~ d x  4 1 )  - LI ) ,  [ 
esistoiio cei.taineiite valori di x; i i i  IL-b per c~i i  liin f,,.c < IL. 

- 

Suppoiiiaino duiique che sia 

= k(O - a )  - q = ( k  - p)(b - cc) (% P 0) : 

assegiiato un iiuiiîero positivo arbitrario e si pu0 nllora scegliere iuia succes- 
sioiie parsiale di funzioni /; 

e per ciasc~ina di queste fiiiizioiii si ljuo coiisiderare u i i  aggregato di rettaii- 
goli gnj che la ricopra e tale clle 

s(a, .) < ( k  - r, + 2e)(h - a). 
.1 

Chiainiaino , &' 1' aggregato degli elemeiiti di che Iiaaiio altexza 

2 h - /) + 4c ; sia Gj 1' aggregato dl intervalli cui esso si appoggia ed s , ~  la 
sotonla delle aiupiexze degli elemeiiti di G i :  e 

e 
k - p i  3c 

Noi supporremo e scelt,o i i i  modo che sia p - 3e = 1 , )  0 :  potremo allora 
scrivere pih semplicemeiite 

e potremo a.ffermai.e (ii."'3) che esistono i i i  n-b piiiiti i q u d i  noii apparteii- 
gono a nessuii eleinerito di b j :  per ciascuiio di questi priiiti sarli 

f,,j(.x) < k - 7.. 

È noto çhe esistono allora anche putiti x per cui cluesta disiig~iagliaiizn 
e verificata per infiniti valori di  j :  pare utile, per I'onlogeiieitk tlella tratta- 
zione, ripreiideriie la diiiîostrazione ne1 caso speciale. 
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80 LEVI : Sltlla definizione deLi' integrale 

Assegiiato, per ogni valore di j, lin nuinero positivo E ~ ,  di cui ci riser- 
vianio di disporre, si poiiga Gj = Gj' + Gjl', dove Gj' sin un aggrepto fiiiito 
e la somma delle aiiipiezze degli eleinenti di 6;' sis < E ~ .  Sia 3i l'aggre- 
gato (firiito) degli intervalli compleineiitari di i;; .rispetto ad a-/). La soinina 
delle ampiexze degli elemeiiti di 3.,. sartt 

La sominn logica degli aggregati Zj per j > 12 ricopre u i i  aggiegato di . 

intervalli G,, e la somma delle loro ainpiezze sarh 

24, > th .  

Poiiiaino aiicora Gh = G h ' f  G,," dove G,&' è fiiiito e In soinma delle ainpiezze 
degli elemeiiti di  '3," è ( E ,  . Chiainiaino ;beh 1' aggregato degli iritervnlli comple- 
mentari di Ç,'. Se u, è la soininn delle aiupiezze di questi intervalli 

uh < (b - a )  - (u, - E,) I (O - a )  - th + E, 

3 '1 Osserviaino che, per definizione, Gh+, è conteiiuto i i i  G ,  : quindi !3h+i - 9, 

è conteiiuto in Cih' e quindi ;te, è contenuto in If,,, o G,". Iiidichiamo coii (G,")', 
la soinnla logica degli tiggr'egati G," per tutti i valori di lz da 1 ;i 1 : aggiun- 
gendo (g,"):-l a Je, e a Seh+, o G h "  si conclude che 

l 

X , O ( Ç , ~ ' ) ~ - ~  é contenuto in 'Se,+,o(G,'')~. 

La somma iogica di tutti gii aggreguti jtho(G/):-' è d~lilque idellticil ai 
loro limite, ed e cosi 1111 aggregato di iiitervalli 8 pel qultle la soinina delle 
aiiîpiezze é 

Consideriamo iiifine 1' aggregato X + 26;' : la somma delle mipiexze dei 
suoi elementi sarii 

1 C 
e sark quindi < (b - a)  tosto che le E, siaiio scelte i n  modo che E s i  < - (b - a )  -. 

2 k 
Esso non copre quiiidi tutto 1' iiitervallo (1-0 ( I I . "  3). Se x è u n  puiito esterno 
a X + LG,", esso é esterno a tutti gli X, e quindi appi-irtieiie a tutti i Gh' e 
quiiidi a tutti i G, : qunluiique sin 1 esiste qiiindi u n  j , 1 tale che x appar- 
tieiie a e quindi è esterrio a Gj'. Ma LG è pure esteriio per definizioiie a 
tutti gli G j " :  per i detti valori di j, x é durique escerno a G j .  Poteiidosi pren- 
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LEVI : Sulla defhizione del11i?>t8gl'de 81 

dere 1 arbitrariainente grande, si conclude, corne si voleva, clle esistono infiiiiti 
valori di j per cui x è estertio a G,i e quindi 

Per tali vztlori di x e quitidi anche lim - f , , (x)  < k - 1 . .  

Ci6 contraddice all'ipotesi che lim f,,(s) = h. 
Jtediante la coiisidei'axioiie del il." 13 si puo togliere nella proposizioiie 

dimostratn la condizione della positivith delle f,,x, sostituendola con q~iella 
che le f, siano negativawente limitate ne1 101-0 insieme. 

Si pu6 fare k = O  e si ottiene la proposizioile, sostanzialinente equivalente, 
se f,, f,, ... B una successione d i  funzz'oni lirnitate in a-b, e negatioawenle 
limitate ne1 loro insierne, tale che 

lim f,adx 2 0. -S 
'13. Suppoiliaino allora che la  successione di funzioni f i ,  ,... abbia limite, 

e sia questo la funziorie fs, limitata nell'intervallo a-b; supponiamo inoltre 
che in a-b le flinziorii f,, siano pure limitate ne1 loro insietne. Sara 

e quindi, per la proposizioiie del numero precedente (v. anche n." 16) 

O g lin1 (fnx - fx)dx < lim f , x d ~  - f ~ d x  - S - 1s s 1 
u a a 

e cioé 
h 

onde 

(hl 

Del pari, considerando invece le funzioni fx - f,,x, 

dnnal i  di Matematica, Serie IV, Touio 1. 
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82 LEVI : Sitlla definizione dell' integrale 

Piu generalmeiite, senza aininettere i'esistenza di liiii f,x, 

fi J f?,x;dx 2 l i i i i  f , , xdx  J- 

lim f ,xdx 5 h f ,xdx -f 1 
Le relazioni (a), (b), (a'), (b') espriinoiro la proposizioiie che iioi possiamo 

sostituire alla nota e fondamentale proposizioiie del LEBESGUE clle afferma la 

comniutabilitk dei segni lin1 e . Seiiza ipotesi particolari iioii siaino in grado S 
di giuilgere, per il iiostro integrale, ad uiia proposizioiie altrettaiito precisa. 
Ma le (a), (b) ci daiino tosto che : 

Se  la sztccessione d i  fzcnzioni f i ,  f,,:.;, l imitate ne1 1ol.o insienze, ha per 
l imite  u n a  funzione fx, che sia integrnbile in a-b, a l l o ~ ~ a  i l  l imite  massinzo 
degli iuteyrali  infe?.io?*i delle f, ed i l  liluite minimo dei  loj-O itztegg8ali supe- 
?*iolai coincido~ho e sono uguali all ' integvale d i  tir. 

Se, in pai8t icola~-e,  anclze le f, sono integvabili, lu successio?ze dei  loro 
in t egml i  ha l imite  dete?wzi?lato, e questo é uguc~le n l l ' l n t egmle  della fx. 

94. La proposizioiie si completa leggermeiite iiell'ipotesi che le fia&- 
z ioni  f,, supposte integvabili, tendon0 a fx cl.escendo (O decrescendo). 

I n  ta1 caso si pu0 affermare che la  szcccessione degl'integrali ha l imite  
detemzinnto,  il  quale è uguale ctll'integ~*ale inferiove (O al superiore) della 
funxione limite. 

Invero da 

e dall'ipotesi che /;,x sin integrabile segue (il." 16) 

e quindi,  con la (a) del iluriîeio precedente 
b il b h 
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Sulle soluzioiii iioii ttnalitiche dell'eqiittzione fiiiieioilale 
f (x.') - [f(x)]" kx 

e su quelle aiiwliticht: dell'equaeioi~e 

j kU)  = A  [f (XI] 

Ne1 Bollettino dsll'U?%ione Matematiccc Itala'nnu (') e stata proposta (ripor- 
tata da uii periodico aineiicanu (9) la risoluzione dell'equazione fu~îzionale 
f ( xO)  -. [f(x)]' = 2x. 

I n  questa Qota mi propongo dappriina di studiare i' equazione pih generale : 

(1) f(.c" - [f(.c)]" 17zx (k costante) 

e di diinostrare che essa aiilniette iiifinite soluzioiii ne1 campo delle fuiizioiii 
noii analitiche di varinbile renle; che queste infinite soluzioiii hanno tutte 
(salvo un cas0 speciale) sicurainente uiia discoiitiiiuitk nei punti 0, 1 ; che 
esse dipeiidono da due fuiizioiii arbitrarie, da due costsiiti positive e arbi- 
trarie anch'esse e da ulla iilfiiiitA di scelte arbitrarie di segni positivi e 
negutivi. 

La soluzio~ie data 6 geiierale, e vale quiiidi anche per k = O .  
Perb, in una secoiida parte, assegneri, anche le soluzioni unulitiche del- 

1' altra. equazione funzionale 

flx;") - A l f ( x ; ) J b  = O 

che ha  jii comuiie con la precedente il cuso k = O ; a = b = 2 ; A = 1 ; e 
risulterB corne la soluzioiie ailalitica di questa equazioiie dipeiida da, una 
funzione periodica arbitraria. 

1. Sia assegnata duiique ln (1) e poniaino in essa f (x ; )~=~~(x)v\ lx ;  i i i  aiiibo 
i ineinbri della (1) compar i r~  un fattore x che soppresso dara la  iiuova eqult- 

.. 
(') Cfr. Bol!. Uniotte M d .  I t a l ,  aiino 1, r1.i 2-3, cliaeiiibre 1922, yrig. 94. 
('1 Cfr. dineriecm iUath. Alotclly, 1982. 
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zione funzionale 

( 2 )  g ( a 2 )  - Ig(a)]' = k 

Assegniaino ora due numeri positivi p <: 1 ; q > 1 e consideriaino nel- 
l 'intervnllo Po = ( p z ,  p )  estreino inferiore escliiso, iina clualuiiqne fuiizione 
arbitraria rr,(x), conveiienda che tale funzioile sia nulla t'uori di Po. Defiiiiaino 
poi nell'intervallo P, -= (p4 ,  p2 )  estr-emo infel.io?-e esclz~so una fuiizioiie n,(x) 
tale che 

c~,(x?) :-- k + [a,($)]- { p2 < x < p ; p4 <= x? < pz  1 
convenendo che a sua volta essa sia nulla fuori di Pi.  

Similmeii te defiiiiarno ancora nell' iiitervallo I', = (p" p4) estremo infe- 
rio1.e esclt~so uiia terza funzione 

che si8 nulla fuori di P,, e cosi via con fuiieioni a , ,  a,, .... rispettivstneiite 
negli intervnlli P, = (p t6 ,  ps) ; P4 5 (psZ, pLG),..,, estîae~?zi inferioi-i sempve 
escl usi. 

Defiiiiatno ora nell' iiitervallo P,' = estremo inferios-e escluso uiia 
fuiizione a , ' ( x )  tale che 

nI1(.x) = V n,(x2) - Ir 
1 

ed anche essa sin nulla fuori di Pi'. Si definisea poi in P i = ( p z ,  pf) e s t ~ w ~ i o  
infe?.iol*e escluso, la n,'(x) tale che 

nulla fuori di Pz' e si proceda analogarnente per defiriire a,', a,', .... in P,', P,' ..... 

2. III ta1 modo i ' i~~ te rva l lo  (0, 1) viene ricoverto totalmente dagli iiiter- 
vttlli P,, P,.' senza lacune, ne sovrapposizioni (avendo noi esclusi seinpre gli 
estremi inferiori d i  tali segmenti tutli contigui); e restano esclusi i punti 0, 1. 

ove 
uno 

la serie converge sicurameiite, poichè è formata di terinini tutti nulli, 
solo e s ~ l u s o  (in P,., a,. ; iii PT', a,.'). (contin&) 
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del2' equazione funzionale 85 

Ci6 vale a porre piii seinplicemente 

a,.(%) in P,. p2''+i < x < @'' 

9 ( x )  = 
a,.'(x) in P,' 2-r-i 

< x < p  

Similmente a partire da1 numero q >  1 si costruiscaiio gli intervalli 
escludendone senzps-e gli estremi infevioî-i - 

e definita che sia in Qo una funzione arbitraria bo(x), nulla fuori di esso, si 
definiranno poi successivamente a partire d a  essa negli intervalli Q, Q' delle 
altre funzioni 6, b' in modo aiialogo a quel10 seguito per le  a,, a, 0'. 

Si vede che gli intervalli Q ricoprono totalmente senza sovrapposizione 
l'intervalle 1, 00, es t ren~i  esclusi; e pertanto, si ponga, s e  1 < x < CC 

ove per l a  serie vale l a  stessa considerazione fatta poc'anzi. 
Fe r  il punto x 3 0 si dia ad x un qualunque valore firiito se dev'essere 

soddisfatta l a  (1 ) ;  mentre se vogliamo che sin soddisfatta anche l a  (2), osser- 
viamo che 0% 0 e quindi 

- [g(0)1" k 

cioè g(0) deve essere uno dei due vklori P' O /3" radici di 

Similmente, per x = 1, ,x2 = 1 e quindi anche g(1) = $' O P". 

3..Se poi scriviamo la (2) per un valore di x negativo essa d a  

g(x3) - Ig(- x)lZ = k $ > O ,  -x<O 

che confrontata con la (2), darB 

g(- x) = t- g(x). 

dnnali di Matcmatica, Serie IV, Tomo 1. 
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86 ANDRROIJ : Siille soluzioni non analitiche 

Cioé, potremo porre in generale 

ove E è una funzione assuineilte per valori iiegativi delle variitbili solo i 
valori t 1 ; e coiiverrerno che sia eguale a + 1, per valori positivi. 

Resta ora definita uiia fuiizione g(x), i i i  tutto il campo reale, per mezzo 
della serie, cui si possono ripetere le stesse osservazioni di poc'aiizi : 

4. Alost?-iamo che la fumione g ora depnita, risolue effetttivawente la ( 2 ) .  
Cib risulta conie conseguenza delle definizioni poste; ed invero se x appar- 
tiene ad esempio a P,, xe apparterrh a P,.,,; e siccome la serie scritta si 
riduce in sostanza ad a,. in P,., a,.,, in Pr+,, e queste sono scelte appunto 
ilel modo richiesto, sarà 

e quindi 

Resta cosi provata l'esistenza di irifinite soluzioni che dipendono dalle 
funzioni arbitrarie no, O, ; dalle costanti positive p,  q ; dalle iofinite scelte di 
segni dei radicali che si presentano e da quelli dovuti ad ~ ( x ) .  

5. Si osservi che la soluzione cosi costruita comprende corne casi parti- 
colari quelle date da 

g(x) = pr O p" (pz - p + k = 0) 

che si ottengono scegliendo proprio 6 ,  =a,  = P' O /3" e sempre gli stessi 
segni dei radicali. - 

Per x =O,  1, si vede che in qualsiasi intorno la funzione non & mai 
limi tata. 

Inoltre, in generale, la g assumera valori cornplessi in taluni iritervalli ; 
e precisainente risultn cornplessa. in Pr,.+,, Pf,.+,, .... se iii Pr,. si sceglie in 
valore negativo del radicale - e similinente per le Q':  cioè iii genorale vi 
Sarh un iiitervallo attorrio all'unitk, positiva e negativa, in cui la funzione 
assume valori con1 plessi. 
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minazioni positive dei radicali, solo 

x in Po;  ao(x) 
x in Q, ; bo(x) 

iterando 1. - 2 volte le parentesi ; 

Se poi si corivenisse di scegliere sernp1.e il valore positivo, vi potrrtnno 
ancora essere intervalli in cui ln funzione assuma valori complessi ; e preci- 
samente la  funzione assume valori reali in P',., Q',., anche scegliendo le deter- 

se 

; e si vede che se k 8 positivo, da  un 
certo 1. in poi, tale coridizione cessa di essere soddisfatta. 

6. Infine se vogliamo che la  g(x) risulti continua ovunque, salvo che nei 
punti O, 1, bisognerh scegliere E in modo che ~ ( x )  conservi a tratti 10 stesso 
segno, cambiandolo solo dove g(x) si annulli ; e che le n, (x) ,  b,(x) oltre che 
continue, siaiio anche soggette alle coridizioni 

lim ao(x) = [a,(p)12 + k 
x=p=-O 

Un'bltima osservazione ci permetterh di ricondurre le equaziorii 

al tipo (2) ; basta porre g ( x )  = - Y(") pemhk si abbia A 

y($') - [Y(x)]' = Ak. 

E poi ovvio che le soluzioni della 

g(xa) - C9(x>lb = k 

si possano ottenere in  modo perfettamente analogo a quel10 indicato per la (2). 

7. Passiamo ora a t r a th re  delle soluzioni analitiche di 

(3) d x a )  - W x ) I b  = 0 0; 

se poniamo 
1 

g(x) = A l - b Y [ ~ )  
la (3) diventa 

(4) . = [ y ( s ) l b .  
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88 ANDREOLI : Sulle soluzioni non analitiche 

In questa ponittrno ora 

avremo 

e se  indichiamo h(ez) con p(t), avremo : 

(5) ePtat) = ebmti 

la quale, derivata rispetto 'a t ,  darA 

da  cui iiifirie dividendo membro a rneinbro con (5) 

Ora se  q è la soluzione generale della. (7) e x una soluzione particolare, 
sarA 

b 
= 2 !?(LI 

Cioè il rapport0 ?.(t) fra  la  soluzioiie generale della (7) ed una sila solii- 
zione particolare soddisfa alla 

(8) r (a t )  = ~ ( t )  

epperb, la soluzione generale della ( 7 )  si o t te jwi  moltiplicanclone una  parti- 
colalBe, per l u  soluzione generale d i  (8). 

Si rede  subito che essn é uiia soluzione particolare di (7), poichè 
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Si osservi che se e b = a nou occorre scegliere per Ig b (che diventa lg a) 
la stessa determinazione che per Ig a che figura al denominatore. 

Per ricercare la soluzione generale di (S), poniamo t = eT, ottenendo 

e questa ci dice che p è una ficnkione pe~~iodica  avente il peviodo Ig a. 

8. Per riportarci alla y, soluzione di (4), seguiamo ora in senso iiiverso 
il cammino percorso. 

Sia a(s) iina qu:durique funzioiie aiialitica avente il periodo 1 ; la fun- 

avrA precisamente il periodo lg CL. 

Quirldi 

epperb avremo : 

&!a, a sua volta, per (8) e (9) 

ed essendo 

sarA aiiche 

. 
Se si vuole che sia soddisfatta la (5) bisogna scegliere a i n  modo che 

e quindi a verra determinata da 

ci0 che irnpone a a delle condiziorii, necessarie aîiiiich8 l'integrale esista. 
Poi a sua. volta t = Ig x ed J I ( % )  = h(et) = l i ( t)  ; quindi sarA, canibiando 
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90 ANDREOLI: S~tl le  solun'oni n o n  a n a l i t i c h e ,  ecc. 

nome alla variabile d'integrazione : 

Resla in ta2 wodo risolta convpletamente, ne1 campo delle funzioni 
annlitiche, la (4) e quindi la (3); la soluzione se esiste deoe avere la 

forma (Il), con o funzione a pej.iodo 1, e a determinata dal la (10). 
Si vede che in generale ln soluzione sark polidroma, 

9. Come esempio scegliamo o= costante = k ,  quiiidi sicurameiite periodica. 
Sarh 

(lg x)V+l 
p + 1  + l g C  ( C  dipende da a) 

a 

da cui 

ove C sia tale che 
C'b--1' = 1 

Infatti si avrA 

' g b  

ma, essendo aiga = b, sarà 

l ~ b  

k b .  l a ( l g * ) l e a  
ed essendo [y(3c)lb = 0 e lg , con Cb = C, si vede che, in  effetti, 

Ne1 caso particolare n = h l  si ritrovnno facilmente le soluzioni ovvie 
y(%) = zk. , 
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Un teorerna di lilirite 

1. Sin y(a, p, y ;  n) ilna, funzione reale delle quattro variabili a, fi, y, n, 

definita per i valori interi e non negntivi di queste variabili; e fissato per n 
un valore positivo arbitrario, si consideri la disuguagliarizzi: 

ed a,mmettinino che per  1' ilria O, rispettivamente, per l'ttltra di queste relazioni 
s i ~ n o  soddisfatte le condizioni seguenti : 

a) Per  ogni valore determinato di 12, la  ( 1 )  (la (2)) h a  un numero Jinito 
9(72) di soluzioni (upy) in nuineri iateri e non negativi; 

p) a d  ogni soluzione (apy) è associato, con una legge determinata, 
un numero reale e non n&pt ivo  pUpy  (oppure p,gy; se questo numero di- 
pende anche da1 nuinero 72) che si dira il peso della soluzione (apy); ed 
indichiarno con 

(3) H(n) - W&, (Mn) = Lpapy, ,,) 
(w (n) 

la  somma dei pesi delle soluzioni della (1) (O della (2)) corrispondenti a d  un 
valore determinato di n ;  ammettiamo che si abbia 

y) sia 12 un intero positivo arbitrario; ed indichiaino con &(n, h) le  
soluzioni della (l), O della (2), per le quali sono soddisfatte anche le  relazioni 
cornplemen tari 

(lh u > h ,  p > h ,  y 2 h ;  

(aggiutigia~no cioè le (l), alla ( 1 )  O alla (2)); e diciamo 
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92 NICOLETTI: Un kovema d i  limite 

la  somma dei pesi corrispondenti a queste soluzioni; amniettiamo che si abbia, 
per qualunque valore determinato di h :  

Wn, hl -- 1  lim - - 
,, - cD H(n) 

Facendo successivamente a  = n, n - 1, .... 2, 1, O, si h a  subito 

ed insieme per n 2 3h, 

se iiifatti valgono le ( l ) ,  , posto a = a' + h, P = + h, y = y'+ h, sarà  a'>O, 
f l ' 2 0 ,  y'>O ed cc1+ P'+y '=n - 3h. 

Se si pone quindi pZpy = 1, è H(n)  = Q(u), H(n, h )  = Q(n, h) e varranno le  
relazioni (4) e (5). 

Corne altro esempio sia ancora cp(a, p ,  y; n) = n - (cc + p +y), ma si abbia 
l a  disuguaglianza 

'9(u7 P ,  y ;  n > = n - ( a + P + y ) > O ;  

sia ancora papy = 1. Qiiesta disugiiaglianaa equivale alle n I -  1 relazioni 
a  + p + y = i(0 < i < n); si ha quindi ora 

ed ancora, per n 2 3h, Q(n, h)  = Q(n  - 3h) ; valgoiio quindi ancora le  relazioni 
(4) e ( 5 ) ;  etc. 

2. Sia ora  f ( x y z )  una funzione delle tye variabili (reali O complesse) x, y, z, 
la  quale sia definita in un campo C di queste variabili e sia lir-rzitatcr, in C, 
per tutti i punti ( x y z )  del campo C si abbia cioè 1 f ( x y z )  1 < A, dove A è un 
numero det,ermiiiato e finito; e, indicando con Po -(abc)  un punto del campo C, 
la  f(xyz), ,quand0 il punto P r  ( x y z )  tende, ne1 campo C, al punto Po =(abc), 
tendu ad un l imi te  de tmmina to  e  finito 1,. Questo accadrà in particolare 
quando la f l x y z )  sia continua iiel punto Po;  6 allora L = f (Po)  - f(abc). 
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Siano inoltre 

(6) tc, ,  b,, c , ,  (I, k ,  L=0, 1, 2 .... p ....) 

tre successioni, tali che il puiito (n,b,c,) appartenga sempre al campo C ;  e 
si stbbia inolcre 

(6') lima,, = a ,  litno,, = b, limc, = c ;  
n - w  91 1 00 n-cc 

e colle notazioni precedenti, poniamo : 

dove la somma B estesa, ancora, n tutte le soluzioni (apy) (in numeri iiiteri e 
non negativi) della (1) (O della (2)). 

In queste  ipotes i ,  s i  ha I' uguagliarzaa 

lim 0(n) = L 
n - w  

e, (quando la f sia continua net (punto Po = (abc)) 

Per dimostmre questo teorema, indichiamo con a un iiumero positivo a.rbi- 
trario; e determiniamo un numero iiitero h, tale che per i 2 h, k 2 h, 1 2  h, 
si abbia nelle (6) 

con 10 1 ,  10'1, 1811 < 1 ; e dividittmo ln somma del 2' membro della (7) in due 
parti L', L", la prima delle quali, L', contenga i termini corrispoadenti 
quelle soluzioni della (1) (O della (2)), nelle quali unn almeno delle a, p, y é 
minore di h, (2' conterrh quindi H(n) - H(n, h) termini), l'altra 8" contengn 
tutti gli altri termini; e poniamo corrispoudentemente 0(n)= A ,  t B,. 

Abbiamo allora, poiché 1 f(3cyz) ( < A ne1 campo C :  

sar& percib per la (5) lim A,, = O ;  preso quindi un iîumero E positivo nrbi- 
n - w  

trario, potrh determinarsi un intero ni (che dipenderh anche da h) tale che 
per 71 2 n, sarii 

(9') 1A,I < E .  
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94 NICOLEI'TI: un teorema di  limite 

Consideriamo ora uii termine qualuiiqiie della somma B,, ; si avraniio le (6' ') 
cioé il piinto (a,hpcy) sark (ne1 campo C e) nell'iiitoriio cubico I', di Iilto 20 del 

punto I', r (abc), e poiçhè si h a  lim f(P) = L, preso niicora E positivo ainbi- 
1'- Po 

trario, possiaino determiiinre o in guisn che in tutti i puiiti di C che appar: 
tengano a l',, si abbia 

(9") J i ayz )=L i - r j e  con l q l < l .  

Deternlinato cosi il nuinero o, determineremo h e poi n , ,  in guisa chc 
per . i ,  k, 1 2  h valgkno le  (6") e per  n 2  12, l a  disuguaglinnza (9'). 

È allora, con notazioili evidenti : 

e poichè le p,Br,9a sono reali e non negative, posto 

e Iy 1 < 1; potremo poi determiiiare un inter0 n, tale che per n > n, si 

H ( n  h) . E  abbia -1 = 1 i- q - con 17 1 < 1 ; sarA allora per  n 2 n, 
H ( n )  L 

(9"') B , , = L + w &  con I w l < 2 ;  

detto irifine no il mnggiore dei due numeri n ,  ed n,, sara per  1 ,  2 no 

donde, poiche E è arbitrario, segue la  (8). 
I l  teorema A cos1 dirnostrato. 

3. Osservazioni e coî~zpiemenli. 
a )  Si pub da re  al teorerrin dimostrato uiîa forma molto semplice. 

Nelle ipotesi precedenti i punti (n,bpcy) del campo C formano un gruppo 
infinito G, i l  quale h a  in Po= (abc)  lin punto limite ; e, ad  es., l a  disugua- 
glianza cp(a, P, y ;  n) 2 0  stacca da1 gruppo G, per ogni valore di n, un sotto- 
gruppo fiiiito I',,, di Q, punti ; sia iiioltre Q(n, h) il numero dei puiiti di I', 
che  cadono in un iiitorrio A,, assegnato arbitrariaineiite, del punto Po. Attri- 
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buiamo a ciascuno dei punti di r, un peso pXpy ,  ,,, r m l e  e non negativo, e 
detto H(n) i l  peso totale del gruppo I',, H(n, h) quel10 dei punti di I', che 

m n  h)  cadoiio nell'iiitorno A,, sin lim H(n)=+ oo, ed insieme liin -L = 1. 
n-w n - H(n)  

Diamo infine ad  ogni punto (tr,hpy) di I',, l a  nmssn f(aahpy) e conside- 
riamo la  media p o n d e m t n  0(?1) delle masse di I', . Il teorema dimostrato dice 
che questa media O(?%), quando n tende all'infinito, tende al  limite I, (O ad f(nbc)). 

6 )  Questa forma di enunciare il teoreina conduce facilmente ad alcune 
estensioni notevoli. 

Cosi, ad  esempio, invece di una, si abbin un sistema di g relazioni 

(1') (+'da, B, y ; pk1> n,-..., P )  2 0 (i= 1, 2, ...., 9) 

le quali contengano (oltre le a, P, y) k >  1 parametri wt, 7 ? ,  .... p ;  le  rqi sieiio 
definite per i valori ii~beri e rion negativi dei loro argomenti e soddisfino alle 
condizioiii (analoghe alle a), p), y) del n." 1): 

a') per ogiii sistema ( u t ,  u,.,.. p) di valoii interi non negativi le rela- 
zioiii ( 1 ' )  harino un numero finito Q(m, n,  .... p) di soluzioni (a ,  p, y) in iiuineri 
interi, non negativi. 

13') Ansegnata a d  ogni soliizione (a, 13, y) un peso, reale e non iiegativo, 

pap.( (O papyi m, p )  la  somnia dei pesi H(m, n ,.... p )  teiida all'infinito posi- 
tivo, quando ln, n, .... p teridono t u t t i  a + oo; preso ciob un numero positivo 
M arbitrario, si possa determinare un intero k ~ ,  tale che quando si abbia 
ni > k ~ ,  n. 2 k M  ,....,. p  2 kM, sia sempre 71(m7 71, ...., p) > M, scriveremo : 

y') Sia h un intero positivo arbitrario; e si icggiungano nlle (12) le disii- 
guaglianze a 2 h, P 2 h, y 2 h. Avendo i simboli 8(m, n ,.... p ;  h), H()I~, n ,.... p ;  h )  
significati evidenti, si abbia ancora 

(4')h limH(n?,7, ,...., p ; J 2 ) = + o o  ( n a - ~ , n - o c  ,...., p - m .  
ed insieme 

Posto allora 
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dove la somma è estesa a tutte le Q(m, 1 1 ,  ....,p) soliizioiii delle (l'), si ha 

(8") lim 0(?a,  ri ,...., p )  = L (nz - m, n - 00 ,...., p - 00). 
Possiarno anche suljporre che nelle successioiii (6) gli indici i, k, 1 possario 

prendere anche valori (iii teri) iiegativi, avendosi ora : 

(6'') lim a ,  = a, liin bk = b, liin cl = C ; 
[ i l  --+w [BI-4-00 Ill-+w 

e che nelle (1') sia le variabili a, /3, y sia le nt, n, ...., pl possano prendere 
anche valori interi negativi; e considerando in questa ipotesi le soluzioni 
delle (1') per le quali è ora 1 a 1 > h, 1 P 1 2 h ,  1 y 1 2 11, vnlgaiio ancora 
la (4')) (4'),, (5')) quaSndo i parnmetri 971, n ,...., p, tendon0 a f oo ; si avrà 
ancora la (8")) per nt, n ,...., p che teiidoiio ora a t m. 

c) Abbiamo siipposto che i pesi pApy ( O  pz$.(, ,,) siano numeri reali e lion 
negativi, ma è facile vedere che essi possoiio supporsi anche coinplessi, quando, 
iii luogo delle (4) e (5) si poiîgano le coiidizioiii seg~ieriti. 

Per seinplicith di scrittura) poiiiamo P ' , ? ~ =  pepyl ed iiitlichiiiiiio cogli 
accenti le quantith tutte relative alle pfap, ; ammettinino allorn che si abbiaiio 
le relazioni ; 

(3") 

H ' ( 7 1 ,  h)  
lim - = 1 ;  

n-w W?)) 

inoltre, indicando con A un numero positivo determiiiato, si abbin, per n 
qualunque, la disiiguaglianza 

(11) H1(7t) < A -  1 H(n) 1. 
Da. questa segue, che sarit 

lim /H(n) I=+ m ;  
n-w 

posto inoltre 

sark per h qualunque 

K'(n, h) = O 1 ( n  1 < K '  ; lim -i- 
n-w H ( 9 7 )  

ed anche per la (1 1) : 
KIM, h) 0, K(n, 12) lirn - lin1 - -  = O. 

n - m  H(78) n-do Iq??) 
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Riprendiamo ora l a  dimostrazione del n." 2; colle notazioni precedenti 
avremo 

Kt(% h)  ( A ,  ( < A---- 
l m j l  ' 

essendo ancora 

e quindi sar& 

si avranno percib ancora le (9'), (Y), (9"') e quindi la (IO), con 1 A 1  < 2 -i- A; 
e percii, var ra  ancora la  (8). 

cl) Invece di corisiderare una funziorie f(x yz) possiamo anche conside- 
rare una siiccession,e di funzioni F,,(xyz), (72 = 1, 2; ....) le qiiali siano ttncora 
definite e limitate iiel campo G (sia cioé, Per un puiito ( x y z )  arbitrario in C 
e pel. qucclunque n, (F , , ( xy z ) l  ( A ,  essendo A ut1 iiumero finito) e, quando i l  
punto (xyz) tende in C ad punto P, =(abc)  ed n tende a + oo, tendario 

,. ad un limite determinato e firiito L; posto allora: 
' 

si avrA ancora: 
(8"') liin 0,(n) = L, 

n-cc 

Riprendiamo infatti il ragionamento del n." 2 ;  varrh ancora In (9'). Con- 
sideriamo inoltre i'intorno cubico r,, di lato 20, del punto Po = (abc); fissato E: 

positivo arbitrario, potremo, per  le  ipotesi fatte, determinare 5 ed un intevo n,, 
tali che quando il punto (a,bpcy) é in I', ed  n 2 T Z , ,  si abbia 

dopodichè basta prendere per no il maggiore dei numeri n, , n, , n, , per avere  
ancora l a  (10) per n 2 n o ,  e quindi la (8"'). 

In  particolare potremo supporre che In successione F,(xya) tenda unifor- 
memente ne1 campo C a d  una funzione f ( x y z ) ,  l a  quale sin coritiriua rie1 piinto 
P, = (abc) ;  é allora L = f(crbc). 

e )  Abbiamo supposto che la  f f x ya )  tenda, per P-Po, ad un limite deter- 
miriato e finito L ;  ma, con alcune 1-est?-izioni essenz-iali, il teorema pu6 valere 
ancora, quarido la f (sya)  teiida all'infinito, per P-P, j i i  C. 
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Supponiamo, ad esempio, che la f(xyz) sia in C reale e positiva e sia 
lim flxyz) = + CO, i pesi p,py siano reali e non negativi e valgaiio aricora 
P- Po 

le  (3) e (4). 
agni termine di O(n) 6 allora positivo e quindi sark, colle natazioni del 

11." 2, 0(n)>B, .  Sia ora il4 positivo, grande n piacere; e si prenda h in 
guisa che per a 2 h, /3 2 h, y 2 h si abbia fia,bgcy) > M; è allora 

H(n, IL) 1 
e se la,  6 tale che per n 2 no sia ed es. -- > , sarit per n 2 H, 

H(u)  2 

e quindi sarh lin1 O(71) == + oo. 
91 8 

f )  Il teorema si estende poi subito al  caso di p ( 2  1)  successioiii 

a i ,  bh, cl .... et (i, h, 1, t = 1, 2 ....) 

convergenti a limiti determinati e finiti (1, b, c, ...., r,  e ad una funzione 
f(x,x ,.... x,) (od ad una successioiie I;,rx,x ,.... x,)) la. quale sia definita e 
limitata in un campo C del10 S, r (x ,x ,  .... x,), a1 qunle appartengairo tutti 
i punti (uib,c ,.... r , )  e che, quaiido il puiito P - (x,x ,.... x,) tende i n  C a l  
punto Po = q abc....^), terida ad un limite determinato e finito L. 

Se poi una O pih tra le successioiii ai, f ih ,  .... , et (ad es. la tri) tende ali'ill- 
1 

firiito, basta porre (L: = -, per ridursi a1 cas0 precedente. 
ai 

4. Esentpi. 
a )  Sia p = l ;  r p ( a , n ) = n - a 2 0 ,  a 2 1 ,  p , = l ;  è Q(lt)=H(n)=n; 

Q(n, h)  = H(n, h )  = 11 - h -+ 1. 
Poiiiaino î(x) = x; abbiamo il teorema di CAUCHY: 
Se  é 

a,+f12+ .... !-O,, 
lim cc, = a, 2 anche lim = a ;  

n-cc 11 - 00 72 

ed il teorema vale anche quando a,, sia reale e positiva e lim a,  = + W.  
n-00 

b) Sin ancorn p= 1, cp(a, ?a)=n -ct>O, a 2 l ;  e si poilga p ,=g , -g , - ,  , 
dove g ,  è uiia successioiie (realo O complessa) divergente, tale ci06 che sia 
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n 

lin1 g,, = w ; si abbia inoltre per essa, cou n qualunque L,I gi - gi-, ( < h ( g,, 1 ,  
1I - r X )  1 

esserido A un nuinero fiiiito. È allora, colle notazioni del ii." 3, c)  

e valgono le (3"), ( 4 )  e la (11). 
Posto ailcorn f(x)=x, si ha il teorema di JENSEN: 
Sin, lim a ,=  a ;  e sin g, m a  successione (î-eale O cornplessa) dive?-gente 

pe?. n-oc, pe?. la qunle si abbia, pe7. n qualunque 

essendo A u n  numero  finit0 ; posto 

è lim 6(n) = a. 
Ed il teoreina vale aticora, quaiido la successione a ,  sin positiva e diver- 

gente, e la g,, sia uiia successione reale, crescente e divergente a + W. 

b,I - b,,-4 
C )  Sia a, = b 

( n 2  1); è 0(n) = 2; si ha cos1 il teoreina: 
gn - gw-i S n  

Sin g ,  unrc successione divergente, per la  quale valga la (12); e sia b,, 

bn - bn-, - un' altt-a successione ; se si ha lim - a, essendo a u n  numero  deter-  
n - oo g'n - gn-, 
b, minato  e finito, è anche lim - = a. , n-cogn 

E se le successioni b,, g,, sono crescenti e divergenti ed é 

d )  Sia ora p = 2, ?(a, P) = 7% - (a + j) = O, a 1, p 2 1, p , ~  = 1. 
E B(n)  = H ( n )  = 12, e per 12 > 2h, Q(n, IL) = H(n, h )  = 9-2 - 2h + 1 ; sono 

quiridi soddisfatte le (3) e (4); sia poi f(x, y) = x y .  
Abbiarrio il teorema di  CAUCHY: 
Se a, 6 b,, (n = 1, P. . . . )  sono due successioni conve?-genti a due  l imi t i  

detel-minati e finiti a, b, si h a :  

lim a,hn i- a,b ,,-, + .... f- a,bn - 
- ab ; 

* a  -CO n 
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e, quando i termini delle due siiccessioni abbiano un segno costaiite ed una 
almerio di essa sia divergente e l'altra, se coiiverge, nbbia un limite diverso da 

r* h +a$,-,+ .... +tcnb, 
zero, il teorema vale ancora, in quanto l'espressione -Ln 

72 

ha in  questo cnso per limite l'infinito positivo O iiegiitivo. 
Piu generalmente, se f(x, y) è una fuiizione delle due variabili x, y, la  quale 

1 "  
ne1 punto (ab) sin continua, l'espressione 0(n)= - Lif (a i ,  b,+) tende al limite f(a,  b). 

n 1 

essendo Y, s due numeri reali, non riega,tivi. k aricora Q(n)=n, e per 71>2/2, 

1 " 
R(n,, h) = n - 2h + 1 ; H(7k) = B,iYn - ir ; e per n 1 2h : 

1 

1 
Ora pub scriyersi : H(n) = n.--- nr+p+i Lii9'(n - ir ed e per 1.2 0, s 2 O 

dove con B(r + 1, s + 1) abbiamo iiîdicato la funzione Euleriana di  1" specie ('); 
B quindi lim H(n)  = + oo ; ogni termine di K(n, h) é poi minore di 1, e 

12-m ~ - 

K(n h) quiudi é anche K(n, h) < 2h ;  ne segue: lim -L = O; le (3) e (4) sono ci06 - oo H ( n )  
soddisfatte. 

('\ Divideildo infntti l'intervalle (0.,..1) in n parti ugurtli, e posto 
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Poniamo ora 

si ha  il teorema (di CESARO): 
Siano .r, s dzce nulneri reali e non negativi, e si abbia 

a ,, Pn - lim - = a ,  lim - - b ;  
*-,nr n-a>na 

C anche: 

aiPn + a-zPn-i 1- ....-t anP lim y(n) = lim nr+s+i ' = B(?* + 1, s + l) .nb (') ; 
11 - Ca n - Ca 

ed il teorema vale anche quando ad  es. le a,, P ,  siano positive, unn delle 

due successioni 5 ' 2  sia divergente a + cm, e 17altra O sia divergente, o 
nr ' ns 

converga ad  un limite positivo; in questo caso i'espressiorie y(n) h a  infatti 
per limite 1' infinito positivo. 

g) Sin infine p= 2, y(a, p, n)=n - (a+P)>O, a>l, P>1, pZp= 1, f(xy)=xy. 

fi Q(n) = H(n) = e per n 2 2h, Q(n, h )  = H(n, h) = ; valgono 

quindi le  (3) e (4). Si h a  il teorema: 
Sia 

lim a,  = a ;  lim bn 3 b ;  
n-w n-00 

e s i  ponga 

lim 0(n) = ab, etc. 
n - oo 

5. a )  Consideriamo ora, in luogo delle successioni convergenti a,, b, , c,  ...., 
delle funzioni (reali O cornplesse) n(x), b(x),  c(s) .... di una variabile reale x, 

(') Un ragionameiito, un po' più niiniito, dimoatra Ir formula nnrhn prr r, 8 renii, 
mnggs'ori di - 1.  
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definite in un intervallo (x ,  m), dove x,  é un numero determiiiato, le  quah, 
quando x- + oo, tendano a dei limiti determinati e finiti a, b, c.... . 

b) Si abbia poi, ad  es. una relazioiie 

nelle quattro variabili retkli (a, P ,  y, x) (od un sistenia di tali relazioni) la  
quale, per ogiii valore renle x 2 x,, sia soddisfrttta da, tutti i punti di un 
campo fiizito C ,  dello S3 = (apy) (il quale campo C, potrà essere i~ t re  dimen- 
siorii od anche una superficie od una linea e) che appartengn ad  un campo 
determi nato C dello S3 r (apy). 

Sin p(apy, x )  una funzioiie, reale O cornplessa, delle quattro variabili renli 

a,  S, y, x, definita per x Z xo e per (a, P ,  y) ne1 campo C ;  e consideriamo l'in- 
tegrale 

dove dw è l'eleniento di spazio del campo C,; e amniettiamo che questo 
iiitegrale sia determinato e finito per ogni x 2 x,, e tenda all' iiifinito, qimiido 
X -  + 00; bosto inoltre, quando l a  p(aPy, x) non sia reale e positiva, 

ammettiamo che anche l'integrale 

sin deterrninato e finito per x 2 x,; sarh allora R(z) > 1 H ( z )  e quindi sark 
anche liin H t ( x )  = + ao ; ed ammettiamo ancora che si abbia, per ogni valore 
di x :  

( 1  4") H'(x)  < A H ( x ) ,  

essendo A un nulnero finito. 
Detto poi h un numero positivo arbitrwio, aggiungiamo alla (12) le rela- 

zioni a 12 IL, 1 P 2 I L ,  1 y 12 h, e diciamo C;jc, h, il campo ottenuto cosi da1 
campo C,; e poniamo: 
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- . -  

ed ammettiamo infine che si abbia, per h qualunque: 

A'(%, h) - lim I- - 1. 
.-+ce H (x)  

6) Sin ora f ( ~ ,  y, 5; x )  una funzione delle 4 variabili E, y, 5 ;  x, defiiiita 

per x 2 xo ed in un campo I' del10 spaxio 2 ,  - (E, y, 5) il quale coiitenga 

tutti i puilti (a(a), b@), c(y)), dove (apy) 8 un punto qualunque di C (éd anche 
il punto Po = (abc)) e quando il punto (sri<) tende in I' a Po ed  x- -1- oo, l a  
f(s, 7, 5; ~ r ; )  tenda ad  un limite determinato e finito L. 

Poiiiamo allora : 

un ragionamento affatto analogo a quel10 del ri." 2 dimostra la  forniula: 

s e  iri particolare la f ( ~ ,  7, 5;  x) è uiia funzioiie f ( ~ ,  ri, 5) delle sole varii~bili (E, 7, 5) 
definita ne1 campo I? e continua ne1 purito Po = (abc), ~ i ~ h  L = f(n, b, c); e la (18) 
si scriverh: 

( 18') iim O(%)  = /"(abc). 
x-+O0 L 

Ed hanno luogo delle osservnzioni affatto analoghe a quelle del n." 3. 
d) Cosi, per fare un esempio semplicissimo, sia a(a) una funzione della 

variabile reale a, definita per ogiii valore positivo della variabile a, integrabile 
in qualunque intervallo positivo finito, la. quale per a- + cc tenda a d  un 
limite determitiato e finito a ;  e sia p(a, x) unn funzione positiva delle due 
variabili reali a, x, definita ed  integrnbile per i valori positivi di queste 
variabili. 

Faccianio riella (13) cp = x - a, a 2 O ;  e l'iritegrale 

sia determinato e finito per x 2 O e, quando x - i- 00, tenda all' iiifinito po- 
sitivo. Posto 
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104 NICOLETTI: Un teorema di limite 

si ha la formula 
liin O ( K )  = a, 

x-4-00 

e la formula vale nncora, quaiido lim a(&) = a = + CO. 
n-00 

In particolare, per p(a, s) = 1, si ha l a  forrnola analoga a quella di CAUCHY 
(cfr. n." 4, a) : 
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Sulla nozione di in tegrale 

Memoria di LEONIDA TONELLI (a Rologiirt) 

INTRODUZIONE 

L a  teoria dell'integrazione secondo il LEBESGUE, nonostante la  grande 
iinportanza che, in questo ultinlo venteiinio, e venuta assuinendo rie1 campo 
delllAnalisi, non é ancora diventata familiare a tutti gli Analisti, inolti dei 
quali tralasciano sisteinaticamente di servirsene O poco si curano di questioni 
in ciii essa si presenta addirittura indispensabile. La ragione di tutto ci6 sta, 
coine ebbe già. ad  osservare F. RIESZ, ne1 fatto che ln teoria del LEBESGUE 
presuppone uno studio approfondito della misura dei gruppi di punti, studio 
che é come un'analisi inicroscopica di tali gruppi, e che  si fonda su  ragio- 
namenti di un' estrema delicatezza. 

Il presente lavol-O é u n  tentativo per rendere più semplice, dira cos1 
pi& elenzentare, e quindi più facilniente accettubile da  tutt i ,  la teol-ia del- 
Z' integtde del Lebesgue, liberandola completanzente dalla teol-ia della mi -  
sura dei gruppi d i  punti. 

Kiprendo qui le funzioni quasi-continue - gik da  ine definite nei miei 
Fondamenti d i  Calcolo delle Val-iazioni (') - che costituiscoiio una classe 
coincidente (se si ammette il noto postulato di ZERMELO (')) con quella delle 
funzioni nzisurabili del LEBESGUE. E occupandomi, dapprima, soltanto di quelle 
limitate, definisco per esse l'i?rtegrale definito come. limite dell'integrale di 
particolari funzioni ovunque continue - l a  cui defiiiizioiis scende naturalmente 
e immediatamente dalla stessa definizione di quasi-continuitk - le quali fun- 
zioni continue coincidono con quella quasi-continua, da  integrare, in tutto l'in- 
tervallo di integrazione, tranne a l  pih nei punti di un gruppo di intervalli di 
lunghezza complessiva piccoln a piacere. Dall' integrale delle funzioni limitate, 

(') Bologna, Zanichelli, 1922. 
(") Avverto che ln t e o r i ~  svoltn nella presente Mernoria è del tutto indiprndente da 

tale poatulato. 
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1 O6 TONELLI: SuEla nozione di integrale 

deduco poi 1' integrale delle funzioni illimitate, col noto procedimento del 
DE LA VALLÉE POUSSIN. 

L'integrale cos1 definito - che coincide numericameilte con quel10 del 
LEBESGUE, avendone anche l'identica portata, se si ainmette il postulato di 
ZERMELO - viene, pertanto, a presentarsi coine una nalurale estensione 
dell'integrale dato da CAUCHY per le funzioni coiitinue. 

Ho ritenuto opportuno svolgere tiitta ln teoria dell'iiitegrale, secoiido la 
nuova definizione, per darne un'idea completa, e perché si possa giudicare 
con maggior facilitit se essa corrisponde O no a quanto era  nei miei propositi. 
Il punto pih delicato di tutta la trattazione 15 ne110 studio dell'operazione di 
pltssaggio al limite, che 6 piecisamente quella che iinpone, in molte questioni, 
la consideraziorie dell'iritegrale del LEBESGUE, e sulla quale si pub ben dire 
che l'integrale del LEBESGUE ha saputo veramente trionfare. Iii tale studio, 
mi giovo esse~lzialinente del teorema dato da  TH. EGOROFF (7 per le succes- 
sioni convergenti di funzioni misurabili, che io dimostro, per le funzioiii quasi- 
continue, senza far uso della teoria della misiira. Un'aiialoga e riotevolissima 
dimostrazione dello stesso teorema fu pubblicata recentemerite da P. RIESZ (1); 
ma io mi lusiiigo di aver conseguito una maggiore semplificnzioiie. 

E ora doveroso rjchiamare i lavori, da altri gi& pubblicati, indirizzati al10 
stesso scopo che io qui mi sono prefisso. 

É. BOREL, in due Note molto suggestive dei Comptes vendus  del 1910, 
ha proposto unn definizione di integrde, che generalizzn. qiielln di RIEMANN 
e che rion fa uso del concetto di misura dei gruppi di puriti. Questa defiiiizione 
rion é eqaivalente a quella del LEHESGUE, ma si presta ad essere leggermeiite 
modificata, coine lianno niostra.to P. NALLI ( 5 )  e H. HAHN (6), in modo da rag- 
giungere l'equivalenza indicata e da dare il valore dell'iiitegrale coine limite 
dell'integrale di RIEMANN calcolato su uii insienie chiuso di piinti. Da questa 
nuova definizione con un' ulteriore modificazione si giunge a quella che di, qui, 
la qude mi seinbra, frn l'altro, offrire il vctiitaggio di evitare gli integrali su 
insierni e di niuovere invece da integrali di furiziorii continue sii'uii intervallo. 

(3)  Comptes vendus, t. 162 (1911), pag .  244. 
(4) Acta Liltevnvîc9n ne S c i e ~ ~ l i n ~ u m .  R. Ui~ivevsitntis  Hi~ngnricae Fr'1.ni1cisco-Josepl~inne, 

(Szeged), t. 1, 1922, pan. 18. 
(51 Rsposisione e c o i ~ f r o d o  eritiao delle d i w x e  dejil,iaioni pvoposte per 1' inteql .de defi- 

iiito fi; unn f i~i&eioiis  liinitnta o no. Palerma. 1014. 
( 6 )  Moiaotskefte f ü ~  Jlathemrctik 2 ~ .  t'hysik, 1915, yng. 3. 
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TONKLLI : Sulla ~tozione di  integrale 107 

Uri' altra definizione, proposta da1 BOREL ("), è fondata sulla nozione di cou- 
vei-genzri asintotica; ma tale iiozione é un po' difficile, ed io preferisco evitarla. 

In unn Nota dei Comptes rendrcs del 1912, e in uiia successiva Meinoria (8), 

F. RIESZ h a  dato una definizione generale di integrale, equivalente a quella 
del LEBESGUE, pei' inezzo deIl' integrale delle funzioni senzplici, ossia di fun- 
zioni che ammettono solo Lin numero finito di discontinuit8 e che sono costnn ti 
in tutti gli intervalli parziali che non conteiigono queste discontinuit8. Pe r  
qiianto tale definizione abbia molti pregi, mi senlbra piii naturale partire dalla 
considerazione dell'integrale di funzioiii continue, anzichk da  quel10 di funzioni 
discontinue anche molto semplici. 

O. PERRON (9) ha svolto un' elegante teoria dell' integrale, anch' esso senzn 
Far uso del concetto di inisura dei gruppi di punti, daiido una detinizione, 
basata tiitta sulla considerazione dei numeri derivati, la  quale, ne1 caso delle 
funzioni limitate, è equivalerite a quella del LEBESGUE. Questa definizioiie del 
PERRON presenta l'iiiconveniente di non essere costruttiva, vale a dire di non 
dare un effettivo procedimerito per il calcolo dell'integrale; e cosi, p. es., viene 
a mancnre un procedimento per risalire dalla derivata alla furizioiie primitiva. 
Non vi è poi, nella teoria svolta dit1 PERRON, il teoreina di iiitegrazioiie per  
serie, relativo alla convergenza non uniforme. 

Menzionerb, infiiie, un'interessante Nota dei Comptes 9-endus ('O), in cui 
W. H. YOUNG indicn il modo di dedurre la teoria dell'integrazione del LE- 
BESGUE da quella dell'integrazione delle funzioni se??~icontinue, evitando la 
niisura dei gruppi di punti. Ma siccoine i'integrazione delle funzioni semi- 
continue è nieno semplice di quella delle funzioni continue, anche iii confronto 
di questa definizione ritengo di dover preferire quella da me proposta ("). 

1. Le funzioni quasi-continue. 

1. Consideraeioni preliminari. 
Sia f(x) una fuiizione definita nel l ' interv~~llo (a, b), ed ivi avente un punto 

di discontinuith, c, ed uno solo. Se 6, é un intervallo parziale di (a ,  h), di 

(') Uompies ve~cdus, t. 154 (1912), png. 413, e J o z w m l  de Mathétnatiqî~es, t. 8 (1912)' pag. 159. 
d c t a  il[nthernaticrc, t. 42 (1920), pag. 191. 

('i 8i t~u18q~berichte  der Heidelberger Alcademie der JVissetmhoftew, 1914. 
('O) Vol.  162 (19161, png. 909. 
(IL) Un'altre Mernoria, snll 'srgomento che qui frattiariio, è statx recentissimimente pub- 

blicats da B. Lsvi, ne1 preoedèute fudcioolo di  qiiesti a Aiiiinli n. 
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1 08 TONELLI : Sulla nozione di integrale 

lesnghezza cotnunque piccola, contenente c come punto in terno  (i" O come 
est?-erno, a seconda che c 6 O no distinto d a  a e b, e se  si sopprimono i punti 
interni a d  esso intervallo, i n  cib che vesta di (a, b) l a  funxione f(x) 8 sempre 
continua. 

Altrettanto pub dirsi s e  i punti di discontinuits sono piii di uno, n, e si 
sopprimorio i punti interni ad  n intervalli parziali di (a, b), non sovrap- 
ponen tisi (13), d i  lunghezza complessiva cornunque piccola, e con tenenti, non 
come estremi - eccezion fatta per quei puriti di discontinuith eventualmente 
coincidenti con a O b - tutti gli n punti di discontinuitA. E cib poi si estende 
al caso in cui i punti di discontinuitb della f(x), in (a, b), non siano in  numero 
finito, m a  costituiscano una successione c,, c, ,..., c,, ,... . I n  questo caso, irifatti, 
s i  pub  costp-ui2.e zrna successione d i  interval l i  p a r z i a l i  d i  (a, b), non sowap-  
ponentisi e d i  lunghezza cowzplessi2ia piccola a piacere, in modo Che, t r a -  
scura t i  i pun t i  di (a, b) i n t e rn i  agl i  intelwalli  della successione, e con assi 
anche i valori corvispondenti delln f(x), tale  funzione r i su l t i  sempre continua. 

La  costruzione indicata pub, ad esempio, ottenersi ne1 seguente modo. 
Preso ad  arbitrio un numero E > O, si indichi con Ei il massirno iiitervallo 
di (a, b), di lunghezza < ~ : 2 ,  avente ci corne puiito medio O come estremo, 
secondochè ci é O no interno a d  (a, b); coii c,' il primo punto di ci,  c ,,..., c ,,...., 
che segue c i ,  che non è interno it ô,, e che non 15 contemporanenmente un 
estremo per (a, b) e per  6,, e con 8, i l  massimo intervallo di (a, b), di lun- 
ghezza < ~ : 2 , ,  privo di punti interni comurii con a , ,  e avente c,' come punto 
medio O estremo secondoch6 c,' non é oppure 8 un estremo di uno degli 
intervalli (a, b) e 6,. Si iiidichi poi con c,' il primo punto di ci, c ,,...., c, ,...., 
che segue c,', che non é interno ne a 6, ne  a 6,, e che non è estremo conlune 
a due degli intervalli ( a ,  b), 6, e 6,; e con 6, il massirno intervallo di (a, b), 
di lunghezza < E: 23, privo di punti interni comuni con 6, O con 6,, e nvente 
c,' come punto medio O estremo secondochè c,' non è oppure è un estremo 
di uno degli iritervalli (a, b), 6, e 6,. Cosi proseguendo indefinitamente, si 
costruisce l a  successione di intervalli parziali di (a, b), a,, 6 ,,...., ô ,,...., i quali 
sono non sovrapponentisi e di lunghezza complessiva 1 E ,  e contengono tutti 
i punti di discontinuith c, della f(x). E siccome ogni punto c, O é interno 
ad un ô, oppure, se non coincide con a O b, è estremo comune di due 6,,,, 
ne viene che la  f(x), considerata soltanto iiei punti di (a, b) non interrii ai 6,) 
risulta sempre continua. 

(fz) È punto anterno di un iutervallo ogni punto delllintervalIo distinto dagli eetremi 
('3) Aventi cioe, a due a dile, al più un punto (estreiuo) cornurie. 
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Possiamo aggiiingere che la proprieth ora stabilita per quelle funzioiii le 
cui discontinuità possorio ordinarsi in una successione, nppartiene anche a certe 
funzioni dotate di un'infiiiità non nuinerabile di discontiiiuitk. Cosl, per es., 
della proprieta indicnta gode 1:i. funzione che, it i  tutti i piiiiti rnzionali di (a,  b), 
ha il valore 1, e in tutti gli altri il valore 0, per la  q u d e  fuiizione tutti i 
piiiiti di (a, h) sono punti di discoiitiiiuitA (14). 

Da q~iaiito abbiaino siil qui esposto, risulta clle lit proprietà di cui ci 
siaino occupati appartieile ad uila vasta classe di funzioiii ('j). D'altra parte, 
tale proprieth assimila, üotto certi riguardi, le funzioiii ctie la nrnmettoao alle 
funzioni continue; in modo particolare, si intuisce facilmeilte corne essa con- 
senta, quando sia verificata, di trattare il problema dell'integrwzioiie i i i  giiisa 
da ricondurlo all'iiitegrazione delle fuilzioni continue. 

2. DeAnizione di funzione quasi-continua. 
Le considerazioni del n." precedente ci inducono a defiilire e stutliare 

quelle funzioiii che chiarnerenlo quasi-continue. A tale scopo e per maggiore 
.concisione di linguaggio, premetteremo alcune semplici definizioni. 

Chianierelno pluvintevvallo di (a, b) l'insieme di (un0 O) pih intervalli, 
non sovrapponentisi di (a, b), in riumero finito O costituenti una successione. 
Per iiidicare i pluriiitervalli adoprereino la lettera A, riserbando la 6 per gli 
intervalli. Un iiitervallo si dira, chiuso O aperto secondoch6 si penseranno 

(14) Siipposto, per fiesara le ider, (cc, b) = (0, l), e preso a d  itrbitrio i i i i  s > O a 5 1,  iiitli- 
chiamo con 8, I~ j r t t e rv ; r l l~  avünte i l  primo estremo iri O e la  cui lunghezert è = ~ S : R , ,  (love 8, è 
i l  iiiiniino intero positivo tale d i e  .\/2:8, < e:2; e con 6, 1lintervallo :iveiite il  ~ecotitlo estreino 
in 1 e la. ciii liingbezsn è =t/4:sz, <love sf B i l  iniiiiiiio intero positivo tale cht: d2:s, <E:Z~. 
Dopo di üib, ordiriati i niiiiiari rnzionali di (O, l), O ad 1 eselusi, i n  una eiicüessio~ie a,, C C ~ , . . . ,  a n .  ..., 
e iiiili<.i~to üori a,' i l  priiuo di ewi clie risulta eateriio e 61 e n 8?, s ia  a3 l'intarviillo di eentro a,' 
e di Iiingliezca -1/%s,, dove s3 è i l  ~niiiiiuo intero poaitivo eoddisfaernte aIIn 2 ' 2 : ~ 7 ~ < ~ : 2 ~  
t: tale c h  6, non abbiu piinti oomuui cou 8, ti 8,. Detto poi cc,' i l  primo degli a, ohe segue cc,' 
e clie rifliiltn, esteriio w. E,,  8, e 8,, ~ i a  B4 lliritervallo di centru a,' e di loiighresi~ = t/S:s,, 
dove s, è i l  iiiiuiino intero po~i t ivo  ~oddisfaeente alla d2:s4<e:2* e tale ohe B4 non ribbit~ 
punti coniuni con b,, 6, a 6,. E cod  via. Gli iiitervalli E , ,  O z ,  O,, ... hanno uiia liiiighazaa 
coiiiplessiva < E ,  sono non sovrappoiientisi e contengono corne punti interiii tutti  gli a, 
(perche tutti gli estrenii dei 8,,,, ecoettiinti O rd 1, sono nuineri irrazioiiali). Se duilque tra- 
scuriarno tutti i yuriti interiii ai 6,, e oon essi eiiche i corrisporidenti valori dalla f(x), 
qiiesta funxioue risult:b eoiitinti:r, perehè i valori oosi roxtsriti sono senipre uulli, eccettiiati 
qnelli nei yiii~ti  i s o l d i  O et1 1. 

(Is) S. LUSIN (Comptes vendsr, t. 154, 1912, pag. 1688) h a  diiiiostrato che di tale pwprietà 
gode ogni funzioiie niisuinbila, ne1 uencio del LEB~SGLJM. Possictiiio tiggiungere clte attiinl- 
rneritr noii si cofioscono fiiiiziorii eîfettiv:trnente defiiiite clle non godnno delia proprieth in 
qiiefltione. 

n?uiaE& di Notematicu. Serie I V ,  'L'omo 1. 15 
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appartenenti ad esso ainbedue i suoi eatreini O nessuno di essi. Uii plurin- 
tervallo si dirh chiuso se saraiino chiusi tutti gli iiitrrvalli che 10 costituiscoiio; 
apelSto, se tali ititervalli sarailno tutti apevti. Un pniito si dirà apparteneiite 
ad un pluriritervallo (apeito O chiuso) se e soltniito se appartert'it a d  uiio (IR) 

dei suoi intervalli (aperti O chiusi, iispettivan~erite). Si chiamerà lungkezza di 
un plusiiitervallo la somma della serie delle Iiinghrxze di tutti gli iiitervalli 
che compotigono il pluriiitervallo. 

Diremo, infine, che una funzioiie f(x), detiiiita iieli'intervallo (a, b), 6, in 
esso, continaa, a prescinde9.e da un dato plurinte?vallo A (apelato O chiuso), 
se risulta coritinua quaildo non si considerino affatto i puiiti di A e con essi si 
tsascuririo anche i valori corrispoiidenti della funzione; in altre parole, se, 
preso comuiique un punto x di (a, b), non apparteneiite a A, ed ni1 E > O, si 
pub poi sempre determinare un 5 > O, in modo che, esseiido x' un qualsiasi 
punto di (a, b), non apparteuente a A e suddisfacerite alla disuguagliaiiza 
1 x - X' 1 < o, si abbia necessariamente 1 f(x) - f(xl) 1 < E. 

Premesse queste definizioni, definirerno la quasi-conti~~uità ne1 segueiite modo: 
unn fumione f(x), data nell'intep-val10 (a, b), En dil-enzo qurcsi-coil- 

t i r r w c  nell' i~ztervallo medesinto, se esiste alnzeno una legge che faccia corri- 
spondeqae, ad ogni numero intel-O positivo n, un p lu~~ in te~~va l lo  aperto 
A(n)  $201)1.. . ,  , 6,.'"), .... ), di (a, b), di  lunghezza minore di  1 : i l ,  e tale che, 

a pescindere da esso, la f(x) visulti continua in (a, b). 
È evidente che ogni funzioiie continua, in (a, b), è ivi aiiche quasi-con- 

tinuln. Per quel10 che abbiamo detto al n." 1, sono poi quasi-coiitinue tutte le 
funzioni che ainmettoiio solo un numero finito di discontinuitit, ed anche quelle 
le cui discontiiiuitii si possono ordinare in una successioiie; ed é pure quasi- 
continua la funzione che ha il valore 1 in tutti i punti razioiiali di (a, b), ed 
il valore O iiegli altri. 

La classe delle fuiizioni quasi-continue e generalissiina. Una chiara idea 
di tale generalità ci sar& data dalla proposizione del n." 18 ('7. * 

Ogiii plurintervallo A di (a ,  b), tale che, a prescindere da esso, conside~eato 
ccpevto, la funzione f(x) risulti continua in (a,  O), sara chiamato plurintervallo 
associato della f(x); e se esso é di lunghezza minore di 1:n, sarà detto asso- 
ciato di O, dine 11, e sarii scritto A("). 

(16) Ad u16o ed OILO solo, se il pluriiitervsllo è rtperto; ad uiio nlmeiro, se  e chiuso. 
( I l )  0sst)rviaino clla ogrii fiiiieioiit: quitni-continua è inisiirabile, sacondo In tlefiiiizioiir 

del LEBESGOE. Viceversa, niiiiiiesso il priucipio delle infinite scelte arbitrarie, ngni funzione 
misurabile risulta climsi-continua. 
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3. Prinie proprietà delle funzioni quasi-continue. 
Risul ta imiuiediatainente che : 

se f(x) è una funxione quasi-coutinua in (a, b), sono iui quasi-continue 
anche 1 f(x)l e kf(x), doue k é ztna costante qualsiasi; 

se f(x) è quasi-continua, iu  (a, b), essa è quasi-coutinuu anche in  ogni 
inttiruallo pa~~z ia l e  di  (a, b); 

se é a < c < b, e se f(x) é quasi-conti~zua i n  (a, c) e in  (c, b), essa 13 
quasi-contillua anche in (a, b). 

4. Funzioni associate d i  una funzione quasi-continua. 
Data una funzione f(x), quasi-continua in (a, b), e considerato un plurin- 

tervallo aperto A, ad essa associnto, chiameremo funzione associata della f(x), 
secondo A, la funzione che è uguale alla [(x) in tutti i punti di .(a, b) che 11011 

appartengono a A, e che, in ciascuri iiitervallo di A, varia linearmente fra i 
valori che essa ha negli estreini dell'intervallo medesimo. Indicheremo tale 
funzione con la scrittura A f ( ~ ) .  

Dalla definizione ora posta, risulta che ogns funzione associata di una 
funzione quasi-continua è continua in  tutti i punti dell'intervallo (a, b). 
E, infiltti, evidente la  continuith iiei punti del plurintervallo aperto A , '  a cui 
la funzione associata corrisponde. Negli nltri punti, la  continuith risulta poi 
dall'osservare che, in essi, la funzione associata coincide con la funzione 
quasi-continua -- la quale é continua in (a, h), a presciiidere da A - e dal- 
17 osservare anche che, per costruzione, i valori della funzione associata, nei 
punti di uii iiitervallo di A, sono sempre compresi fra quelli che la funzione 
assume negli estremi dell'intervallo medesimo. 

Possiamo affermare, pertanto, che, scelta('') uua successione A('), A( ",..., 
di plurintervalli associati della funzione quasi-continua f(x), degli orditii rispet- 
tivi 1, 2, ..., 11, .., 1.a'sulta determinata .una successione 

di funxioni associate della f(x), ciascuna delle quali é continua, in  tutlo (a, b), 
e dif/èrisce dalla f(x) soltanto nei punti del plurintervallo apel-to A(n), co2v.i- 
spondente, la cui lunghezza, essendo minotue d i  1 : n, telade a ze9.o pe7- n - W. 

( ' 8 )  Cib ülie è senipre possibile cli fare, per la definizione stessa di quasi-conti~iiiith. 
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112 TONELLI: Sulla nozione di integraie 

5. Leinnia sulle ~uccessioni di  intervalli. 
Fer  studiare le  operazioni sulle funzioni quasi-coi1 tinue, ci occorre il se- 

guente lemina: 
Data u n a  successione 6,, 6 ,,..., 6 ,,,..., d i  in te?wt l l i  p n ~ x i a l i  d i  (a, b), B 

sernpre possibile d i  costl*uire un plurinte~.callo A d i  (a, b), ktle che ogni 6, 
appartenga in teramente  ad un i n t e ~ v a l l o  d i  A, e che ln Zzcnghezzn d i  A 
n o n  superi  la somma con~plessiva delle l~cnghexze  d i  t u i t i  i 6,. 

Per  dimostrare questa proposizione, dinino uii procediiiieiito di costruziorie 
del plurintervallo A .  

Considerato il primo intervallo 6, della siiccessione data, det&miiiiaino il 
massiino intervallo di (a ,  b) che gode delle due segueiiti pi.opi'ieth: 1") coii- 
tiene 6,; 2") ogiii sua parte h a  I~nigliezza non siiperiore alla soiniiia delle 
luiighezze di tutti qiiegli iiitervalli 6, e di tiitte quelle parti dei ô,, clle essa 
contiene. Iiidichiaino l'intervalle cosi deterniiiiato con 6,'. J$ evidente che iies- 

suno degli estremi di questo 6,' pub essere iiiteino ad un fi,,,, e che l'inter- 
val10 6, O é tutto contenuto in 6,' oppnre iioii h a  con esso alcuii puiito coiiiune. 
Consideriamo ora il primo dei 6,,, che non ha  ponti in Fi', e iiirlichiamolo con 6,. 
Fra gli intervalli otteniiti da (a, b) sopprimeiido i piinti iiiterni a 6,', v e  ii 'è 
uno che coiilieiie 6, : indichiamolo con (a', b'), e costruiamo 17 iiitervallo F,', 
relativainente ad (a', Ut) e O-2, come dianzi abbiamo fntto per ( r r ,  b) e 5 , .  E cosi 
proseguiamo indefiiiitanieiite. 

Gli intervalli 6,', a,', ..., En', ..., sono non sovrapponentisi e costituiscono, per- 
tanto, un pl~irintervallo A .  Ogni fi, apyartiene interamente ad un 6,,'; e sicconîe 
ln lunghezza di 6,' noil pu0 superare la somiiia delle lunghezze di tutti i 6, 
in esso contenuti, l a  lunghezza di A risulta non superiore alla soinma delle 
lurighezze di tutti i 6,. 

6. Operazioni sulla funzioni quasi-continue. 
La somma, la d i f a - e n z n  e i l  prodotto d i  due funzioni  quasi-continue, 

in (a, b), sono funzioni  quasi-continue. Lo stesso d i cmi  del quoziente, purclté 
i l  divisore sia srrnp7.e diveî-so da  zero  in (a, b). 

Siano f e y due funzioni quasi-continue in (a, b), e scegliamo due successioiii 

di plurintervalli associati, rispettivameiite della f e della g, degli ordini 1, 2, ..., n, .... 
Formata, con gli intervalli di Ai2*) e Ag(2n), Pnl ulîica saccessioiie, poneiido ai 
posti dispari ordiiiatnine~~te gli i~itervalli  di A p n ,  e ai posti pari 0i:diiiatainente 

7 
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quelli di Acn), indichiamo con A(n)  il pluriiitervallo che si ottiene applicando 
a questa successione il procediineiito costruttivo dnto a l  n." 5. Aïnbedue le 
funzioni. f e g risultano continue i i i  (a ,  O), a presciiidere da1 plurintervallo 
aperto A("); e poiché A(n)  ha  lunghezza iioii superiore alla soinina di quelle 
di At") e A,""), e quindi < l :n ,  ne vieiie che esso è un pl~iriiitervallo auso- 
ciato di ordine n, taiito della f qunnto della g. 

Le  due funzioni A(slf e * ~ g  soi10 continue in 'tutto (a, b), e quindi hnnno 
una somma piire coirtiiiua. in tale iiitervallo; ina questa sominlt coiiicide con 
f + g in tutti i punti di (a ,  b), eccettultti qiielli del A(n)  aperto, e pertanto la  
f + g risulta continua in (a, b), a presciiidere da1 pluriiitervallo aperto A(n). 
Ci6 prova la  quasi-contiiiuità di f + y. 

Altrettanto dicasi per la  differenza e per il prodotto. Pe r  qiiaiito riguaidit 
il quoziente, si osseiver8 che, siipposto g + O in tatto (a, b), *c,,~f:~c,L>g e con- 
tiiiiio in tutti i punti lion appartenenti al plurinterviillo apei to iiei quali 
piititi esso quozieiite è ugiiale n f : g. 

II. L'integrale per le funzioni quasi-continue limitate. 

7 .  L'integrale di Cauchy per le fiinzioni continue. 
Sia f(x) una funzioiie coiitinua iri tutto l'intervalle (0, b). Diviso qiiesto 

iritervallo in uri nuinero qualsiasi di parti, inediante i punti t r ,  < n,< ... < a,,-, , 
e posto n = a,, b = a,, , nioltiplichiamo l a  lunghezza a,. - a ,.-, , di ciasciinn 
parte, per il valore della f(s) iit Lin panto x,., arbitrariameiite scelto nella 
parte stessa, e facciamo la  soinina dei prodotti cosi otteiiuti 

che chiaineremo so~îznza d i  Cctuchy, relativa alla fiitizioiie f(x) ed alla suddi- 
visione adottata. Scelto ad  arbitrio un nuinero E > O, e determinatone un 
altro a > 0, in modo che, in ogni iiitervallo'di (a, b), di ainpiezza noil supe- 
riore a a ,  l'oscillazioiie della r(%) risulti mjnore di E ,  l a  somnia s, sopra 
scritta, differisce, quando si supponga seinpre a,. - ci,.-, < o, per meno di  
~ ( b  - a) da ogni altra qualsiasi somma di CAUCHY, relativa alla f(x;)  e ad una 
suddivisiorie di (a,  b) identica a quella cui corrisponde la  s, O da  qiiella dedotta 
con l'iiiserzioiie di iilteriori piinti di suddivisione. Ed allosa la differenza fra  
due somme di CAUCHY, relative alla f(x) e a due qiialsiasi suddivisioiii di (a, O) 
i i i  parti tutte iiiiiiori di o ,  risulta minore di 2 ~ ( h  - ( I ) ,  perché C ~ ~ S C L I I I ~  di tali 
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somme differisce, per ineuo di ~ ( b  - a), d a  ogni somrna relativn a d  una sud- 
divisione otteiiuta con tutti i punti a,. di ambedue le suddivisioni che daiino 
le  dile somme corisiderate. Da cib segue l'esisteriza di iiii nuinero, unico, da  
cui differiscoiio, per ineno di un s) O, fissato a d  arbitrio, tntte le  somme di 
CAUCHY relative alla f(x) e a d  ogiii suddivisione di (a, B )  in parti tutte di 
ampiezza minore di un certo 0 > 0, che risulta dipeiideiite da  8.  

I l  numero ora indicato fu defiiiito da  CAUCHY, e fu chiamato a i n t e g ~ x l e  
defînito B della funzione continua ~(Lc), nell'iiitervallo (a, b); esso si rappi'esenta 
con l a  scrittura 

0 

8. Considerazioni sulle fi~iizioni qiiasi-cou ti nue. 

Vogliatno ora veclere come sia possibile di estendere, alle fiiiizioiii quasi- 
continue, il coiicetto di iritegrale definito, posto da CAUCHY per le funziorii 
continue. 

Limitiamoci, per ora, alle funzioni quasi-continue limitate, vale a dire, 
soddisfaceriti, in tutto l'intervallo (a, b), in cui si consideratio, a d  uiia limita- 

zione del tipo 1 fjx) 1 < M. 
Per  giungere con tiitta naturalezza all'esteiisiorie voluta, coininciamo col 

oonsiderare, in (a,  b), UI IR  fiinzione f(x), limitata, che abbia 1111 solo piirito di, 
discoritinuith, 6.  Scelto un intervallo A di ( ( 1 ,  b), conteneiite c come punto 
iiiterno O come estremo, secondoché c 15 interno O no ad (n, h), la  furiziorie 
associata della f, secondo A - vale a dire, che coincide con f i n  tutti i punti 
non interni a A, e che varia  linearnieiite iii questo iiitervdlo - B uiia fun- 
zione sempre continua in ( cc ,  b), e per essa esiste i'iiitegrale definito, secorido 
CAUCHY, 

b 

I l  valore di questo integrale dipende evidenterneiite dall'intervallo A scelto; 
per altro, se  imponiamo al A un certo grado di piccolezza, le differenze che 

il9) A. L. CAUCHY, RdstmB des leçons dont&ées ii C'  Éoole royale Po ly t ech~éq t~e  sus. le Calcul 
infitbitésimale. T. 1 (Pitria, 1823), 2Libme e 2 W m e  Leçons. L7 integrale, tlefinito col procedimeiito 
idrnto da CAUCHY, esiste f nol lie se ln funsione non é continu:,, piiroliè ~odclisfi~cente a deter- 
ininnte condizioni. r ~ a  condizione necesmria e sufficiente rtfirio1iÀ iiiia fiinrione lirnitnta   in 
iiitegrnbilr, ne1 seriso indiciito, fii ~ t ~ b i l i t a ,  coine è iioto, dit RIII:MANN. 
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TONELLI : Sulla ?hosione di integrale 115 

pub presentare taie valore, ne1 passare da un A ad un altro i n t e r v a l l o ~ ~ ,  della 
stessa specie e del10 stesso grado di piccolezza, risultano anch'esse di uiia picco- 
lezza arbitrariainente prefissahile. Pih precisamente, se le ampiezze di A e A 
sono ainbediie riîinori di o (>O), si ha, indicando con (a','br) il minimo intervallo 
che coinprende A e h (intervallo che risulta di ampiezsa < 24,  

e qui 41Va 6 piccolo quanto si vuole, con o. Cib mostra uhe esiste un numero, 
unico, da cui 1' iritegrale (1) differisce per ineno di un E > O, fissato ad arbitrio, 
tutte le volte che I'ampiezza di A risuIta minore di un certo o > O, dipen- 
dente c'a E. Del numero indicato l'integrale (1) d&, pertanto, un valore a,ppros- 
simato; e l'approssiiilazione pu6 spingersi oltre ogni'limite. 

Qunnto si é detto, ne1 caso di una fiiiixione limitata con un solo punto 
di discontinuitti, si estende immediatamente alle funzioni liinitate con uii nu- 
mer0 fiiiito di discontinuith; e si estende poi anche, con facilitk, ad ogni 
.fiinzione litnitata. quasi-contiiiua. 

Consideriatno, iiifatti, due pluriiitervalli A e $ di (a, b), associati della 
furizione limitata c quasircontinua f(x). Per dimostrare che il primo membro 
della (2) è, anche qui, minore di i.lLo, formiamo le due somme di CAUCHY 

relative alle funzioni associate della f i  *f e gf, e ad una stessa suddivisione 
di (a, b) in parti (a ,-,, a,.), intendendo che il punto z,, d'i (a ,.-,, a,.), i n  cui 
sono calcolate ambedue le bf e sia, quando ci6 risulti possibile, scelto in 
modo da non appartenere né rtll'uno nB all'altro dei due plurintervalli 
apel$i A e d. Abbiamo, allora, 

dove la  sommatoria 2' é estesa soltanto a quelli degli intervslli (a,.-,, a,.) i 
cui punti sono tutti appartenenti ad almeno uno dei due pluriritervalli 
nperti A e a (?-O). Ma la somma cornplessiva di questi intervalli non pub supe- 

($O) Per gli alt,ri (a,-, , a,), le A,f e i.f lisnno entra.mbe 10 stesso valore della f, in xi;,. 
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116 TONELLI : Sulla nozione di integrale 

r a re  la  somma delle Iiinghezze di A e a ("); ed è percii, 

Se ora suppoiiiairio clie A e a siano entranlbi di lunghezza iniiiore di 5 ,  

e se  osserviaino che, per essere * f .  e A f  funzioni continue, prendendo le 
parti (a,.-, , a,.) sufficieiiteinente piccole? s e s difî'eriscono di quanto poco 
vogliamo dagli integrali delle A f  e estesi all'iiitervallo (a,  h), otteniamo, 
anche qui, 

b b 

9. Definisione di integrale per le funzioni quasi-continue limitate. 
Quanto abbiarno esposto a l  n." precedente ci coiiduce a porre 1;i seguente 

definizione : 
diremo iriteglwle def in i to ,  nell' inlewallo (a, b), della fumione quasi- 

continua, linzitata, f(x), e ?-app-esentel-erno con En scvittura i l  limite 

h 

e cui tende l'integrale de@nito (di Cauchy) JAf(~)dx, di  una gualsiasi f u n -  
a 

zione associata delln f(x), quando la lunghezza del plurintevvallo asso- 
ciato A tende a z e w .  

Il  limite qui considerato esiste sempre, in virtù di ci6 che si é dimostrato 
ne1 ri." precedente, cosicché, secondo la definizioiie ora posta, ogrii fuiizione 
quasi-continua e limitata, in (a, h) ,  ammette sernpre, in questo intervallo, 1' inte- 
grale definito. 

È evidente che la  definizione.qui data, applicztta ad iina funzioiie continua 
in tutto (a, b), conduce ad  u n  valore uguale it quel10 dell'integrale di CAUCHY. 

(") Se (a,-,, 0,) è un iiitervitiio della syecie considerrrta, p r r  rawre agni su0 piinto 
interno nd alineno u n  intervdlo di A e d ,  p r i  un nota teorema ( Y .  per 88. PINCHI<:RIX, Ce- 
s i o ~ ~ i  d i  C'nlcolo ii?fiizitesimnle, 2% rd., p. 61) n i  possoiio tiovarc degli intervnlli di A e A ,  in 
iiumeio firiito, che i,icoprnno tiitto (ar-,, a,.). Dniiqiie si posuono trovart: degli intervrtlli 
di A e A, in  iiilinero finito, che riooprnno interaniente tutti  gli (a,.-,, a,.), dellii. specit: indi- 
c ; h ,  a cl~t: hanno peroib una Iungliezxn ooinpleasiva non minore di quelle ooiiiplesaivii di 
qneati (nr-, , a,.). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



TONELLI: Sulla nozione di iritegrale 117 

10. Proprietà dell' integrale. 
u) Abbiaino, iinmediatainente, se  f ( ( x )  e u11a fuii.zioiie quasi-coritiiiua e 

limitata, in (a ,  h), 

b) Abbiamo anche, se f e y sono due funzioni quasi-continue e limitate, 

in (a ,  hl, 
b b b 

(1) J(f +g)dz = [ f d s  +J'gdm. 
a a a 

Ed infittti, costruito, corne si 6 gi5t fatto a l  n." 6, il plurintervnllo ACn', 
associato, di ordine n, tanto della f quaiito della g, e quindi anche della f +g ,  
abbiamo 

*(n)(f + g )  = A ( n , f  f ~cn>$', 

e percib, essendo qui tutte fuiizioni continue, 

doride, per n-ca, lit (1). 
Dalla (1) e dalla prima delle a), nbbiamo pure 

Annali di  Matematica, Serie IV,  Tomo 1. 
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c) SC f e !/ soiio fuiizioiii quasi-coirtiiiiie e liiiiilaie, i i i  (a ,  h),  e xe è seiiipre 
f 2 g, è ,pure 

b b 

Ed iiifritti, esseiido sempre, i i i  (a, h), f g>07 !e fuiizioni associate di f - 9 
sono anch'esse seinpre 2 O, e 2 O sol10 pure i loro integrdi definiti, in (n: b): 

dunque 
h 

donde, i i i  virtii della (2), la (3). 
cl) Teofmema della rnedjcr. Se f e g sono due fiirizioiii quasi-continue e 

limitate, in (a, b), ed è sempre nz < f < Ji, g > 0, è 

con 1~ < 0 < M. E, infatti, sernpre, in (a,  b),  m g  I fq < .\1,g7 e, per tc)  e c), 

donde lu (4). 

In particolare, se è g = 1, abbiaino 

S fdx - H(h - a). 

III. L'integrale per le funzioni quasi-continue illimitate. 

11. ~sservazione sulle funzioni quasi-continue. 
Ne1 ragionamento del 11." 8, uiio degli elemeiiti essenziali è l'ipotesi che 

le funzioiii a cui esso e applicato siaiio limitate. Maiicaiido tale ipotesi, noii 
solo noir pub piii ripetersi il ragiorianien to, ma, siciirameiite, noii vale piii 
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rieppure l a  conclusione a ciii esso conduce ("). La defiiiizione di  integrale del 
n." 9 iioii p ~ i h ,  pertanto, applicarsi alle funzioni quasi-continue il l imitate;  e p e r  
queste fiiiiaioiii la clefiiiizioiie di integraie potrA soltarito ottenersi generalizzarido. 
opportunaiiieiite qiiell i~ gi5t dttta. P e r  giurigere a questa  estensione, ci occoi-i-e 
iiri' osservnaioiie clie or;i esporreino. 

Sia  f(x) una fuiizione da ta  iiell 'intervallo (a, 6). Considerato un riiimero 
qualurique p, costruiatno l a  funzione f,(x), poilendola = f(x) nei piiiiti di (a, b) 
iii ciii è f(x) < pl  e = p in quelli in ciii è f(x) > p. E evidente che, s e  l a  f (x)  
è coiitinua iii (a,  h), tale è anche  la  f,(x); se  poi l a  f(x) è soltaiito qiiasi-coii- 
tiiiua, A facile p rovare  che  cmche ln f Js )  ~.rsultn. quasi-continua. 

Ed iiifatti, sin A un plur i i i te~~val lo  di ( ( 1 ,  h), associato delln f(x).  A presciii- 
de re  d a  esso, ooiisiderato nperto, la f(x) risultn coiitiiiua; diiiique p e r  ogrii 

punto X ,  non apparteneiite a l  plarintervallo nperto A, ecl iii ciii sin f(&) p 
O > pl esiste un iiitoriio in  cui, a presciiiclere da1 A apei-to, il valore della 
f(x) é sempre, rispettivaineiite < p O ) p. Ne1 primo caso, nei piiiiti consi- 

- 
desati, è f,(x) = f'(x), e, iiel secoiido, f,(x) = p, oiide; iii x, si ha, l a  ~ o i ~ t i ~ l i i i r h  
pure della f,(x), a presciiidere da1 A aperto.  E cib vale evideiitemente anche  s e  
è f (z )  = p. Se lie conclude c h e  A è un pluriiitervallo associato aiiche della f,(x), 
e, pertarito, die, se A('), A"), ..., A'"', ... é uiia siiccessioiie di pluriritesvalli asso- 
ciati della f(s), degli ordiiii 1, 2, ..., n, ..., rispettivameiite, essa  è clticlie iiiia 

siiccessioi~e di pliiriiitervalli associati della f,(x), degli stessi ordini. Coii ci6 
A provata  l a  qiiasi-contiiiuith della f;(x). 

Altrettaiito pub dirsi della furizione c h e  è ug-uale alla f(x) dove é f(x) > q, 
e = q  dove  f(x) < q ; e quindi aiiche dell' a l t r a  fiinzioiie = f (x)  dove  è 

p > q  (p>q) ,  = p  ove  f(x) > p, e = q ove  f(x) < q ;  e la successioiie 
A") 1 A'") , - a . ?  A'"), ..., sopra  indicata, è anche una successioiie di pliiriiitervalli asso- 
ciati di ambediie qiieste funzioni, qunliinque siaiio i niimeri p e q, con p > q. 

(2') Et1 infntti, sia 5 i i t i  punto di WEIRRSTRASS relativo a1 limite uiiperiore (O inferiore) 
delln fiiiieione f(.z), limite che snpponiaiiio itifinito. Considernto un qiialuinsi plnriiitervallo A ,  
rusociato della f ( x ) ,  e circond;ito Z cnn lin intervallo 8 di (a, h) ,  di Iiingliezzn, pic col:^ qiiniito 
8i vuole, e avente 2 colne estrenio solo ne1 caso clle si% P = a  oppure d =  hl uopprinli~ino 
in A t u t t i  quegli iiitwvalli o pirti di intervallo che appnrteiigorio a B, e nostitiiininoli coi 
due intervnlli in ciii 8 è diviso da i11i silo punto interno c. Otteiiirtino coui un niiovo pltirin- 
tervrtllo A', tli lnngheazrt snperiore n qiielln d i  A di tltnto poco quniito si vuole. E siccoiue c 
pub esserr scelto in modo che f(c) sirt maggiore (minore) di qii:~lunclue nuintro, 17iiitegrrtle 

fL ! fdx  piih assere faito anoli'eaw~ maggiore ( t i inor~i  di qualainsi nutiiai-o. Cih prorli qurnto 
C 

R ~ ~ ) ~ A I I I O  ~ifirnlato n r l  testo. 
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12. Deffnizione d i  integrale per le firnzioni qnasi-continue illiiiiitate. 
Sia f(x) una fiinzibne quasi-coiitiriua, in (n, A), e non limitata. Considerati 

due qualuiiqiie numeri interi, non negativi, p e q, iiidichiamo con f,,,(x) la  
funzione definita, in (a,  h), ne1 segueiite modo: 

Questa funzione é quasi-contii~ua, iii  ( O ,  b), per quaiito si è osservato ne1 
11." precedeiite; é poi l imitata. Esiste, qiiiiidi, per essa, l'iiitegixle defiiiito, 
in (a, b), secoiido la  defitlizione data. al I I . "  9. 

Ci6 posto, di,-enzo che la funzione quasi-conli~zun f(s) S irctegwchilc i n  (a, b), 
h 

se, al  tendere d i  p e q rill' inbnito, in qunlunque niodo, 1' i n t e p d e  Sf,, ,(n)ilr 
a 

tende s e j . i q ~ e  ad uno stesso l imite  finito. Clzinnreremo lalr liwrite, q i~ando 
esiste, iu teg~vcle  deflrritn della f(x), in (a, b), e lo 7~zpp1.esente7mto con l(c 

b 

soiita sci*i / twa J'f(x)dx. 
a 

Possimno ditnostrare subito che condizioîze necessaria e suficiente nf- 

finchè la funzione quccsi-continua f(x) siu integvabile, in (a, b), é clw 1' inte- 
O 

g?.ale f,, qdx 9-esti senzpre inferiol-e, in modulo, ad un ?2ur)zero fisso, indi-  S 
pendente da  p e q. 
. L a  condiaione è necessaria. Ed irifatti, esseiido la f(x) integrabilc, esiste 
un numero iritero positivo N, tale che se  é p 12 N e q 2 N, 6 pure 

Se e p > N e q < N, e, iri tutto ((1, b), 
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onde 

ed analogamente, se è p < e q 2 N. Se, infiiie, é p < N e q < N, 

6 f o , N ~ f p , p ~ f ~ , O ,  

La condizioiie è sufficiente. Ed infatti, poichè I'iiitegrale f,,,dx, lion J 
decresceiido al cresceie di p ,  e restaiido senzpre inferiore ad un iiumero fisso, 
telide,. per p -  CO, ad uu limite fiiiito I , ,  preso ad arbitrio i i i i  E > O ,  abbiaino, 
per'ogiii p iiiaggiore di uii certo 5, 

Analogamente, Jf,,,dx tende, per q - ml ad un limite fiiiito I,, e yer 
a 

ogni q iiiaggiore di un certo i, e 

E siccoine dalla f,, , = f p ,  i- f, , , segue, per i 1 ii ." 10, b), 

otteniamo, per ogni coppia. p, q, tale che p > y  e q ) 4, 
b 

il che prova che l'integrnle della fp,, tende a I ,  + I ,  col tendere all'infi- 

riito di $1 e y. 
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13. Proprietà dell' integi.de. 
n) Condizione necessaria e suficiente afinché la fimzione f(x), quasi- 

continua i r ~  (a, b), sia i v i  integvabile, t che, in (a, b), ?.isulli intep-abilc 1 f(x) 1 .  
La condizione 6 necessaria. Adottando le i!otaziorii del ii." precederite, 

flbbimno If l p , g  = f p , o  - f o ,p ,  

b 0 

J a  f I, , ,(lx =Il,, .dx -!fo 
a a U 

i l  che prova che la 1 f 1 è integrabile e che il SLIO integrale é da10 d ; ~  1, -- 1,. 
La coiidizioiie é sufficiente. Ed infatti, e 

e ln f risulta integrabile, per la. condizione di integrabilith stabilita ilel 11." 12. 

h) Poiché gli integrali della f e della , f i  sono dati, rispettivaineiite, 
da 1, -1- 1- e 1, - I,, ed è 1, > O  e I, < O ,  lie viene 

c) Da quaiito si é stabilito in a), segue che, se ln  fiinzione f ( x ) ,  quasi- 
continua. i i i  (a, /,), è ivi integrabile, essa é integrabile anche in ogni intervallo 
parssinle di (a; b); e se essa è iiitegrabile iii (0, c )  e in (c, b), con n < c < b, 
è integrabile pure iii (a,, b). 

Valgono poi, anche qui, iinmediabineiite, le proprieth date ne1 n." 10, O),  

per le funzioni quasi-continue limitate. 
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r i )  Se f e g sono due f u w i o ~ z i  quasi-continue i n  (a, b), e semp9.e 
soddisfacanti f l l h ,  1 f l  < 1 g ( ,  e se Zn g 8 integrabile i n  (il., b), ivi è integj.a- 

Basta., per questo, osservare che, essendo sempre 1 f l 1 .Q l p , * ,  é 

e) Se la f è qunsi-continua e integl-abile in (a, b), pl-eso ad avbitrio 
un s > O, s i  pub senspl-e deternzinare u j ~  0 > 0, tale cke, pe r  qgni plu9-in- 
teriallo A r (6 , ,  6, ,..., 6 ,,... ), d i  (a, b), d i  lunghezza < O, si abbia 

intendendo Che sia 

f d x  Y fdx; S S 
Basta, evidentemente, dimostrare la. proprietk per i pluriiitewalli che 

constano di un numero finito di iiitervalli. Sia A un0 di essi, e iridichiamo 
con A' i l  suo complern~nta.re rispetto ad (a, b). Scelto il piii piccolo intero 
positivo p, tale che 

b b 

poniamo 5 = E : 2p.  Abbittmo ( c ) )  

('3) Que& ~ e r i e  è assolutamentt: convergente, perché è 
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e, poichè le  due pareritesi del secorido membro soiio eiitrambe 2 0, 

Se, percio, supponiamo che la lunghezza di A sia < o, di qui e dalla 

A 
otteniamo la  (1). 

f) Per dimostrare il teorema relntivo all'iiitegrale della somma di due 
funzioni, ci occorre il seguente lemma: 

se f é u n a  funzione quasi-continua e lirnitata, i n  (8, b), e sempre 
nulla, tqVanne nei pun t i  d i  un plurinteruallo ape?.to (") A ,  è 

Posto A = (6,, 6 *,..., 6 ,,...) e preso ad arbitrio un E )  O, scegliamo un numero 
intero posi tivo Y, in modo che la  1~11ghezza del plurintervallo (z,.,,, , 6, .+,,...) ri- 
sulti < s. Indichiamo poi con A,. il plui.iiitervallo complementare di (6,) Fi,,..., z,), 
rispetto a d  (a, b). Poichè anche A,. è composto di uii numero firiito di inter- 
valli, & ( c ) )  

h 

Su ciascun intervallo di A,., assurnian10 un pluriiitcrvallo associato della f 
e calcolianlo l'integrale della corrispondente funzione associata come limite 
di somme di CAUCHY in cui i valori della funzione siano scelti, tutte le  volte 
che ci0 é possibile, in puiiti non interni n é  al plurintervallo associato r i e  a 
(6,-+,, 6,+,, ...), nei quali punti la funzione h a  dunque il valore zero. Siccome 
queste somme di CAUCHY haiino cosi, ciascuna, uii modulo non superiore a l  
massimo modulo M della f, in (a, b), moltiplicato per l a  lunghezza del plurin- 
tervallo associato aumentata della lunghezza della parte di (6,+,, 6,.+,, ....) 
conterluta nell'intervallo di A, .  che si considera, ne viene che del10 stesso 

(2" Poniaiiio che i l  plurintcrvnllo nia nperto soltanto per coiiiotlith di dimostrazione. 
11  1ernm:t vale noclie se, iiivece di supporre la f limitat:t, la supponiaiuo integrabile. 
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nuniero è non superiore anche l'integrale della funaione associata, e che 
l'integrnle della f ,  esteso a' tutto A,. ,  risulta., in modulo, ilon superiore ad M 
inoltiplicato per ln lunghezm di (a,.,,, 8,.+ ,,.... ), ossia non superiore a A I E .  E 
siccome la somiizntoria che figura iii (2) tende, per 1 . -  oo, nll'integrale della f 
in A, il lemma risulta provato. 

g)  Se f e' g sono d u e  funnioni quasi-continue e integmbili in  (a ,  b), 
la funzione quasi-continua f + g é anch'es'sa integrabile i n  (a, b), ed è 

Abbinmo, iiivero, 

e percib (n." 10, b) e c))  

e (n." 12) ld 1 f i -  g 1 risulta integrabile i n  (a, 6 )  ; risulta quindi integrabile anche 

la f +  g W)). 
Abbiamo poi, tenendo conto del n." 10, b), 

h b b 

dove E tende a zero, per p -?. Ma se A(n) è un plurintervallo associnto, di 
ordine n, tanto della f quanto della g (25), e se p é maggiore del massimo 

es)  L'esiskenza d i  A(*) è etatit provata ne1 n.' 6. 

binali di Mate~naticn, Seris IV, Tomo 1. 
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modulo delle funzioiii associate della f e della g, secoirdo A'"), 1' espi'essioiie 
f p S p  -+ { j p p P  - (f + g)21, ,2p è seinpre 1iii11a i i i  ( ( 1 ,  h), trniiiie iiei punti del pluririter- 
vallo aperto Al1'), eti il modulo del suo iiiteg.t.de, ii i  ( t r ,  h), 6 ( f ) )  iigude al  modulo 
del suo integrale i i i  A'"), e qiiindi è 

E sicconie l'ultimo 
temeri te grande, rie 

integrale sci.itto è (e)) miiiore di E, purchè I L  sia sufficien- 
vieiie 

e la (3) sisulta provata. 
h) Si esteride iminediatameiite, aiiclie al  caso delle fuiizioni quasi-continue 

integrabili, quanto si é provato al 11." 10, c ) ;  ed il teorema della media, dato 
in n." 10, d), va!e pure se la g, invece di essere liiriitata, si suppone soltanto 

integrabile, lliiitegrabilitA del prodotto fq sisultando qui dalla fq 1 < K g gl (dove 
K è un numero maggiore del nlassinîo modulo della f )  e da ci6 che si è pro- 
vato in a )  e c). 

IV. L'operazione di passaggio al limite. 

14. Lemma siille successioni di  ylurintervalli. 
$e A,,  A ,,... , A ,,,... è una successione d i  p l u ~ ~ i ~ t e ~ ~ v n l l i  di  (a,  b), cinscuno 

d i  lunghezzn nzaggiol*e di  1 > 0, e se, pes* ogni 11, tut t i  i punti d i  A,,, 
appartengono a A,,, esiste almeno un punto intel-no ("7 a tutt i  i A,,. 

Indichiaino con 6,  il primo intervallo di A ,  tale che la Iuughezza della 
parte di A,, in esso conteriuta (luiighezza che non cresce col crescere di n) 
abbia, per n - m, un limite > 0, che indichereino con 21,. Il 6 ,  esiste sicu- 
ramente: ed infatti, se 7 1 1  6 uii intero positive, tale Che la somma delle lun- 
ghezze di tutti gli intervalli di A, che seguono 1' mesrni0 sia < 1:2, iiei primi 

('9 Lliutegrabilith di 1 f 1-1 y ri~i i l ta  da quella di .f 1 t: I(, , per cih clle gih si é dinio- 
~ t l ' ~ t 0 .  

(2:) Cioè i n t e m o  ad un intervnllo di  A , ,  e cib per ogtii 1,. 
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nz inlervnlli di A,  deve essere contenuta uiia parte di A, di lurighezza > 1:2, 
e, pertanto, iri uno almeno di questi I ? E  intervalli, deve esservi uiia parte di 
ogni A,, di  luiighezza > 1:2m ('8). 

Rappreseiitiamo con 6,' 1' intervallo concentrico di 6, ,  avente lunghezza 
ugunle n quella di 6,  diminuita di 1,:2.  L'intervalle 6,' risulta inte?vzo a F , ,  e 
in esso vi è, di ciascun A,, una parte di lunghexza > 1,. 

Ragionando su qiieste pitrti, a coininciare da quella di A,, come dianzi 
abbiaino fatto sui A,,, otteiiinmo un iiitervallo 6,', contenuto in 6,', inte~ano ad 
un iiitervallo di A,, e hoiiteiieiite, di ciascun A,, uiia parte di lunghezza mag- 
giore di un riunlero 1, ) O. Cosl proseguerido indefinitamente, costruiamo In 
sdccessione 6,', 6,', ..., Zn', ... . Siccoiiie 6,' coritieiie 8, + ,', vi è almeno un puiito P 
conlune a tutti i 6,'; e siccoine poi 6,' é if~tet~no ad un iiitervallo di A,, i l  
lemmn B diinostrato. 

15. Convergenza pressochè uniforme. 
Data uiia successione I;, f,, ..., f,,... di fiiiiziorii defiriite in (tr, b), di)-emo che 

essa converge, in (a, b), in nrodo pve.woch.6 zcrrifomue o p ~ e ~ o c h è  ~ ~ ~ i f o v -  
iwer/~etrte, se esiste almeno zina lrgge che faccia cow~isponde~.e, ad ogni 
nunzsj-O inte9.o positivo n, un glurinte9.ncdlo ape.1-to A,, di (a, b), di lunghezza 
mino9.e di 1:  11, e tcde che, in tutti i pimti di  (a, b) non ad esso appal-telaenti, 
la co7aoergenza della successione 9.isulti mnifovme. 

Con cio, la corivergeiiza unif~7w~e è un cnso particolare di quelln pî-es- 
sochè uvzifoj-me. 

16. Teorema sulla convergenza d i  una siiccessione di  funzioni continue ("). 
Una successione f,, f ,,..., f, ,..., d i  funzdoni continue in (a, b), Ia quale cou- 

?le?ngcc in tutti i ~ u u t i  dell'intervallo, ivi converge pl.essoché u~~ifoq-menzente. 
Io) Siano nl ed n due numeri iiiteri, con n > 121 > 0, e indi~hiamo con 

v,,,(x) il lnnssimo di j.f,++.(x) - f,+,(~) 1, per tutte le coppie di numeri r e s, 
iiiteri positivi ed entrnrnbi < n - t ~ z .  La o,,,(x) 6 uiia furizione continua, in 
tutto (a, b), in ogiii puiito del qliale, e per ogrii nz, e non decrescente al cre- 

(z81 In oaso contrario, per ciascuno dagli m intervalli indicati, si potrebbe deteriiiinrre 
lin inter0 positivo tale clie, per n superiore nd esso, ln parte di A,, cootaiiut:~ iiell~interrallo 
risultasse di lunglieeza 5 1:2m. Detto N il iiiaggiore degli m iiiteri, oosi deterininttti, per 
n > N In parte di An conteiiuts nei piimi rn intervalli di A, sarrbbe 5 e non > di 1:2. 

(29)  Questo teorems, di cui, a1 1 i . O  segiient~, daremo I'crutensione alle fiinzioni qi in~i-  
continue, fu data, per le funzioni iiiisurabili del LEBESGUE, da TH. EGOROFF (100. cit. (3)). 
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scere di n. I l  suo limite, per n-m, è firiito, essendo convergente, per ipotesi, 
l a  successione delle f,,; e ponendo 

w,(x) = lim v, ,,(x), 
n-m 

abbiamo sempre 

Pe r  ogni m, e poi, in tutto (a, b), 

e siccome la  siiccessione delle f,,, coiiverge iii tutto (11, b), in tutto questo 
iiitervallo è 

2") 1\Iostri,zmo ora corne, presi ad srbitrio due iiuinieri positivi, E e 5, si  
possa determiiiare un % e costririre un pluriiitervallo ayerto A, di (a, b), di 
luiighezza < 5, in modo che, in tutti i punti di ( i f ,  b) non apparteiienti a A, sia 
sempre 

(4) to,,,(.x*) I O .  

Osservian~o, in primo luogo, che, se, per 1 7 1  fisso, x A un punto di ( n ,  h) 
tale che  sin zo,,(m) , E, questa disuguaglianza vale in tutto un intorno di x. Ed 
infatti, per  un n sufficientemente grande, avremo v,~,;(x) > E;  e siccome la  
v,,;(x) é una funzione continua, avremo anche v,,,;(x) > E ,  in tutto un intorno 
di & In  questo intorno varr8, itllora, per la (l), l a  zc,,(x) ) E, conle avevanlo 
affermato. D a  ci0 deduciamo che, se la  wm(x)  < E non A soddisfatta i n  tutto 
(a, b), l a  w,(x) > E é verificata in almeiio un intervallo di (n, b). 

Consideriamo tutti gli intervalli di (a, b), tali che ciascurio di essi risulti costi- 
tiiito di puiiti intel-ni tutti soddist'acenti alla zo,(a) > E, e non sia contenuto 
in nessuri altro intervallo piii ampio, della medesima specie. Diie qualuiique 
di questi intervalli possono avere, a l  piii, un solo piinto coinune (1111 estreino); 
possiamo percii, ordiiiare tutti questi intervalli in  uri'uiiica successione, po- 
nendo dapprima quelli (due, al piu) di ampiezza non inferiore a ( b  - a ) : 2  - e 
nell'ordiiie in cui si preseritano in (a, O) --, poi quelli rimanenti (quattro, a l  
piii) di ampiezza non inferiore a (b - a):2" ecc. ecc. Otteniaino cos1 un plu- 
rintervallo A, di (a,  b); e tutti i punti apparteiienti a qiiesto plurintei'viillo A,,, 
coiisiderato rrperto, e soltaiito essi, soddisfatio alla to,(:x) > E. 
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Osservato che, in virth della (2), ogiii puiito di A,,,,, appartiene a A,, 
rie viene che la lunghezza di A, tende al10 zero, per I I I  -co, perché, in caso 
contrario, esisterebbe, iii forza del leinina del 11." 14, aliileno un punto x' i~~tegwo 
n tutti , i  A,, ilel qiiale x' si avrebbe percid so,(x') > E,  pei' tutti gli nz, coii- 
)rltriarneiite alla (3). 

Scegliaino, .allorn, % uguale a1 piu piccolo valore di nz, tale che ln lun- 
ghezzn di  A,, risulti minore di 5, e prendiamo h coiiicidente con A,: con cib 
l a  luiighezxa di risulta < 5, e, in tutti i puiiti di (a, O) non apparteiienti 
a l  h ape?.tn, vhle sempre la (4). 

3") Posto E z 1 :n e O = 1:2", iiidichinino con m,, e h,,, rispettivaniente, 
il numero 73 e il pluriritervallo aperto K, deternîinati, secondo quando si 8 
detto in 2'1, iii corrispondenza degli attuali valori di E e a. Ordiniamo poi in 
uii' uiiicti successione (30) tutti gli intervalli degli infiniti plurintervalli aperti 
- 

A n ,  A;,+, ,..., e indichiaino con A, il pluriritervallo aperto dedotto, dalla suc- 
cessione cosi ottenuta, col procedimento dato al  n.O 5. Ogni puiito di ciascuno 
dei plurintervalli aperti A,, , h,,,, ,... appartiene allora al  pluriiitervallo aperto 
A,, e l a  lunghezza di questo A,, , non potendo, per oostrusioiie, superare la 
luiighezza cornplessiva di tutti gli intervalli della successione da  cui è stato 
dedotto, non SuperiL quelln coinplessiva di a,, , &+, ,..., e cioè è minore di 

Inoltre, preso a d  arbitrio 1111 rl ) O, e indicato con p un iiitei'o positive, 
tale che sia l : ( n  + p)  < y ,  in tutti i punti di (a, h) non appai'teiienti a1 plu- 
riiitervallo aperto A,,, - e quiiidi, (1 fol-tiol*i, in tutti qiielli di (a, O) non 
apparteiieiiti a l  pluriiitervallo aperto A, - è, ponendo m,, = nt', 

qualunqu& siano i numeri, interi e positivi, Y e S. Cid prova, la coiivergeliza 
ui!iforme della successioiie delle f,,,, in tutti i punti di (a, h) lion apparteneiiti 
al pliirintervallo aperto A,, (il quale, coine si 8 detto, è di liiiiglieeza < 1:n);  
ed è cosi diinostra ta  la  convergenm PI-essochè 
considerata. 

(30) Segiiendo un rnetotlo olit: coiiservereiiio iii~lterato 

unifo~wle della successione 

per tutt i  i vnlori di n. 
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17. Estensione del teorema precedente alle suecessioni di  funxioni quasi- 
continue. 

a) La proposizione dimostrata ne1 n." precedente vale anche se le fun- 
zioni f,,,, della successiorie considerata, anzichb essere continue, sono, in (a, O), 
soltanto quasi-continue. 

Premettiamo che, conside?.ando una successione f, , f, ,..., E, ,... di funzioni 
quasi-continue in  (a, b), intendevemo sen~p7.e che esistn alnzeno una 2egge la  
quale faccia col-).ispondes-e, ad 0gn.i coppia d i  n u m e ~ i  inte?-i pdsitivi, n e m, 
un  plurinte~*vallo aperto A,'"), d i  (a, b), associato, d i  01-dine n, della f,. 

Allora, se riuniamo in un' unica successione tutti gli intervalli degli infiniti 

plurintervalli A,(gn), A,@+'), ...., A,,,'"+"-'), .... , e indichiania con A(") il plurinter- 
val10 da essa dedotto,'col nietodo del ri." 5, questo plurintervallo risulta asso- 
ciato, di ordine n, di tutte le fuiizioni fm.  Costruita la successione delle fiinzioni 
associate delle f,, relative tutte al plurintervallo A',', 

questa sucoessioiie di fuiizioni contiiiue risulti~ convergente in tulto (a, b), se 
ivi 6 convergente la successiorie delle fw,, e, col nietodo dato a1 II." prece- 
dente, possiaino determinare la successione A,, ,  , , A,,, , ,...., A,, ,.,.... di pluriii- 
tervitlli aperti, tali che A,, ,. sia di luiighezza miilore di 1 : j -  e che, in tutti i 
punti di (cc, 6) non appizrtenenti ad esso, la convergenza della (1) sia uniforme. 

Formiamo, dopo di cib, un'unica successione con tutti gli iirtervalli di 
Aon) e A2,, e indichiamo con A, i l  plurintervallv da essa dedotto col metodo 
del n." 5. La lui~ghezza di A, riaulta minore di l :n,  e, nei puiiti di (a, b) non 
apparteneiiti a l  A, aperto, la fuiizione A<en,fm converge uiiiformeineiite per 
m-oo, nlentre resta sempre uguale a fm;  dunque, negli stessi punti, converge 
uniformemente miche la  siiccessione delle fm, la quale converge percib, in (a, b), 
in modo p).essochd unifovwe (3').  

b) Possiamo ottenere un'ulteriore estensione di quaiito abbiamo dimo- 
strato ne1 n." precedente. 

Preinettiamo uiia definizione. Diremo che una certa propriel8 e verificata 
i n  quasi-tutlo l'intervalle (a, b), se esiste alineno una legge che faccia corri- 
spondere, ad ogni riumero intero po'sitivo n, un plurintervallo aperto A , ,  di 
(a, b), di lunghezza miiiore di l : n ,  coiitenente tatti i punti di (a,'b) in cui la 

t3') Owervi~rno che, psr In sua costrcizioiie, A, é lin pliirintervallo I ~ R R O C ~ R ~ O ,  d70rililie n, 
di ogni fuiixiorie f,,. 
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proprietk i i i  qiiestione non é verificata, esclusi quelli eventualineiite coincidenti 
coii a O con 6, i quali dovraiino perà appartenere al  A,, coiisiderato chiiiso. 

Dopo di eib, possiaino dire che la  proposizioiie diniosti'ata i i i  a )  vale 
aiiche se la s~iccessioiie delle f,, aiiziché convergere in  tutto (n, h), converge 
soltanto i n  quasi-tutto l 'intervallo medesimo. Per  esserne certi, detto A,, il 
pluriiitervallo corrispondente, secondo la  definizioiie data sopra, alla conver- 
geiiza della successione delle f,, basta osservare clie, se, ne1 ragioiiamento 
fakto in a), i l  pluriiitervallo A(n' Io deduciamo, ne1 modo iiidicato, non da  

A ( 2 ~  A i ~ + ' )  , ma d A , ,n+c) ,.... , la  (1) (cambiando, ove OC- 1 7 2  
A (Pfi), * i ( ~  

corra, i valori delle f, in a e in b)  risulta ancora corivergeiite in tutto (a,  b). 
Possiamo duiique enunciare il seguente teorema generale : 
Una successione di funzioni quasi-coj~tinue in (a, b), la quale sia son- 

vergente i n  quasi-tut20 l'iîzlervallo, ivi  converge pressochè uniformemente. 

18:'Il pasxaggio al limite ne1 campo delle fiinzioni quasi-continue. 
Ln funzione limite f d i  una successione d i  funzioni quasi-continue in 

(a, b), f i ,  f, ,...., f,,, ,...., convelyente in quasi-tutto 1' intet~vallo, è anch'essa quasi- 
continua in (a, b) (9. 

Riprendiamo il piiiriiitervallo A,, , costruito ne1 n."precedeiite (tenendo 
corito di quanto ivi si é detto in 6))) e osserviamo che esso é un plurintervnllo 
associato, di ordine n, di ciascilna f,, e che l a  successione delle corrispon- 
denti futizioni associate h,,Jm (nz = 1, 2, ....) converge uniformemente in tutto 
(a, b). Queste funzioni associate esseiiùo continue, la loro funzione limite é 
pure continuai e poiché qnest' ultiina coincide, fuori del A,, , con l a  f, ne  viene 
che A, é un plurintervallo associato, di ordine n, anche della f i  e che tale 
fuiixione e qua si-coi1 tin un iii (a, O). 

Dalla propasizione orit dimostrata (teriendo preseiite quella del n." 6) segue 
che, pwtendo dtc funziolti quasi-continue (in pavticolaî7e, da funzioni con- 
tinue) in (a: b), e opelanndo, SU di esse e sulle fuvzioni che via via s i  vengono 
formando, un n u m w o  finit0 d i  addizioni, sottf3azioni, rnoltiplicazioni, divi- 
sioni (con dioisoîv $= O) e d i  passaggi al limite (i quali dinno sewpre valori 
finiti in quasi-tutto l'intervallo (a, b)), si ottengono senzp9.e funzioni quasi- 
continue. 

Qiiesto mostra quanto sia ampia la classe delle funzioiii quasi-continue. 

(2) La funzione .f risultar definita, corne liinito di f,>, iii quasi-tutto (n, b ) .  Nai punti 
iii  cui la succeseioue delle fol non coiiverge, si potrà assurnere par lii f un valore arbitrario. 
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19. Il passaggio a1 limite e l'integrale. 
a )  Se f, , f, ,...., f ,,.... è u n n  succe,ssione d i  f m z i o n i  quccsi-continue i n  

(a, b), i v i  convevgente, in quasi-tutto 1' i n t e ~ m l l o ,  v e n o  u m  funzione f, e 
se tut te  le funzioni qui considerate r e s t a ~ ~ o ,  i n  modula, sempre infejaioj-i  
ad uno stesso nurnevo M ,  allova é 

Osserviaino, in primo luogo, che la funzione f 6 quasi-continua in (a, h), 
pet- quaiito si è dimostrato ne1 n." precedente. Foi, considerato nuovainente il 
plurintervallo aperto A,, , gi8 adoperato al n.O citato, per quel10 che ivi abbiamo 
detto l a  successione delle funzioni associate h n f m ( ~  = 1, 2, ....) converge uni- 
formemente, in tutto (a, b), alla AnJ; ed è percib, per m-m,  

E siccome è, per il lemiiis del 11." 13, f ) ,  

ne viene, per ogiii ? ~ r  sufficieiit~einente grande, 

e quindi, n essendo arbitrario, l a  ( 1 ) .  

(33) Qiiesto teorema fu dato, per le funzioni soddisfacenti :dl% condizione di integrabilitk 
di RIEMANN, d:b C. ARZKLÀ (S~t11' i t~tegva~iol~e per eeris, Rand. H. Accad. Lincei, V. 1, 1885, 
p g .  532), e per quelle iiiisurabili secondo il LEBESGUR, da1 LRBESGUK iiiedesimo ( T i ~ t é g n t l e ,  
Lotogiteisr, aire, a Auiiali di Matumatica 3, 1902). 
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b) Se f, , f, ,..., f,, ... è unn successione d i  funxioni quasi-continue e inte- 
p-abili, in  (a, b), ivi convej.gente, in quasi-tutto I'intevvallo, veTsso una fun- 
zione f, e se, pveso, a d  nrhitrio, un O )  O, si pub semplv determinare u n  
0 ) 0, i n  modo che ln tlisuguaglianxct 

valga, qualunque sia mi pey tutl i  i plurintervalli d i  (a, b) d i  lunghezza 
minore d i  5, al lora la  f B integrabile i n  (a, b), ed è 

La funzione f è quasi-continna (n.O 18), e, considerati due numeri positivi 
qualunque, .p e q, 6 ,  per m- oo, [fmlr>, *- f,, , (85), in quasi-tutto (a, b), e percid, 
per il teorema dnto in  a), se  m-m, 

Sia A, ancora il plurintervallo adoperato in a), e indichiamo. con N il 
rnassimo modulo della funzione associata E, in virtii - della convergenza 

uniforme di *,fm, per ogni rn maggiore di un certo rn, e in tutti i punti di 
(a, h), , non appartenenti al plurintervallo aperto A,,  1 fm -. f [ < 1, e quindi, 
negli stessi punti, quarido sia p > N t  1 e q > N t  1, f, -- [f,],, , = O. E 
percib, in forzn del teorema del n." 13, f ), se e > 2, p > N t  1, q > N -1- 1, 

ed anche, p4r la (2), se é l:n < u, 

< 20. 
Abbiamo dunque 

b b 

(34) Queato teoremn €11 det80 per In prima volta (per le fiinzioni i i i iaur~bili  del Lebesgue), 
d:i. G .  VITAIJ tSzcll 'di~tegva~iotte pev s e l i e ,  Rend. Circolo Mnteni. di Palerino, t. XSIII, 1907). 

(s5) Notazioni da1 II." 12. 

ArmaZi di Matematica, Seria IV, Tomo 1. 18 
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134 TONELLI : Sulla nozione di i~rtegrale 

quaiido nz, p e q siano sufficientemeiite grandi. Da cib segue clie l'iiitegrale 
della. f,,, resta, qoaliinque siano p e q, inferiore, in mocIrilo, ad  ilri 1iiiiner.o 
fisso, e che percio (II." 12) l a  f è integrabile iii (n, h ) ;  c ,  per la detiiiizioiie 
stessa di integrale, segue pure 

I 
S f p l 1 t l ~  - f d x  1 < JE, 

la  quale disuguaglianza dimostra il teorema enunciato. 
c)  Notiamo che la condizione espressa dalla (2) 6 sicuiAan,ente sodtli- 

sfatta se esiste una  fu'nxione cp(x), quasi-continua e inteqvabile il& (a, b ) ,  
tale Che, in questo inte~wallo, si abbia sempre, pev ogui m, , f,(x) 1 < y(x) 1. 
Ed infatti, se o è sufficientemente piccolo, 6 (ne0 13, e) )  

qualunque sia il pluriiitervallo A di (a ,  b), puïchè di lunghezza < 1:n. Di qui 
segue, senz'altro, la (2). 

d) Altrettanto pua dir'si se la f,, i n  ogni punto d i  (a, b), é nota 12ega- 
tic; e va non decrescendo,al cresce9.e d i  m, e se, d i  pi6 esiste un n u n z e ~ o  L, 

O 

indipendente da m, tale che sia senzp9.e f,dx < L (36). In primo luogo, poichè S 
a 

l'integrale, in (a, b),  di f,, risulta non decrescente al  crescere di 172, esiste il 
limite di tale integrale, per ? I L - = .  Poi, sempre per 'ln-+ w ,  è [f&, q-+ fp,q, 

in quasi-tutto (a ,  b), e percio l'integrale in (a, b) di [f,],,, tende a quel10 
di f,,,. Dunque, per un na sufficientemeiite grande, é 

e la f risulta iiitegrabile. E siccoiiie 6, in tutto (a ,  b), fm < IC, non resta che 
npplicare Ia proposizioiie c) .  

(36) B. LEVI, Sopva 1 ' i i ~ t e y r a z i o ) ~ e  delle  r e l i e  (Rand. R. 1st. Lombardo, vol. XXXIX, 
(1906)), pag. 775. 
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TONELLI : Sulla nozione d i  integrale 130 

e)  Ln condizione ( 2 )  è ancova sicuramente soddisfatta se LP é inte-  
gvabile ed esiste u n  numero L, indipendente d u  m, tale che sin se?)~p?.e 

g f m 2 d x  < L ("). Ed infatti, h, se p > 0, 
a 

V. Integrazione -per parti e per sostitirzione. 

20. Integrazione p w  parti. 
Sc f ( s )  e g(x) souo dur  fuuzioni quasi-continue e i n t ~ g r n b i l i  i92  (a,  b), posto 

con c,  e c,  costanti, si ha 

1") Supponiamo, dapprima, che f(x) e g(x) siano entrambe limitate, in (a,b). 
Scelta una successione A'", A@',..., Atn), ... di plurintervalli, di (a, b), associati 
tanto della f (x)  quanto della g(x) (38), degli ordini rispettivi 1, 2, ..., 12, ..., dispo- 
niamo in un'unica successio~ie tutti gli intervalli degli infiniti pluriritervalli 

A@), AG"+'),*.., ,..., e iiidichiamo con A, il plurintervallo dedotto, da  tale 
successione, col metodo del n." 5. A, h a  lurighezza < l :n ,  ed è percib, e per 
la. sua costruzione, un pluriiitervallo associato, di ordine n, di entrambe le 
fuiizioni f(x) e g(x). Ogni punto del A,,,, aperto appartiene poi al A, aperto. 

(37i Fe RIESZ, iSur les syetèmes orthogonnzcx d e  fmcctions (Coiiiptes reiidii~, t. 144, 1907, 
yag. 615). 

(3*) Cfr. 11.' 6. 
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136 TONELLI : Sulla ttozione di  integrale 

Se dunque formiamo le funzioni associate *,%f e *,%g7 e le indichiamo con f,, e g,, , 
queste funzioni (continue) sono tali da convergere rispettivainente verso le 
f e g, in ogni punto di (a, b) che non appartiene a tutti i pluriritervalli 
A, (n = 1, 2, ...). Con cib possiamo dire che f,, e g n  convergono, in quasi-tutto 
(a, b), verso f e g, rispettivamente. E se poniamo 

le Fn e QG, convergono (n."9, a)), i i i  tutto (a, b), rispettivamente verso F e G. 
Ora la (1) vale per le fuiizioni f, e g,, e Gn, che sono tutte coritinue, e 
yuindi, passando a1 limite, per n-00, la (1) resta diinostrata, ne1 cas0 qui 
considerato, in virtu del teorema del ii." 19, a). 

2") Passiaino ora a1 cas0 generale delle funzioiii f e g supposte soltanto 
quasi-coiitinue e integrabili. Poiiiamo 

Le funzioni fPvp  e g,,* convergono, per p-w, in tutto (a, b), rispettivamente 
verso f e y ;  e Fp e G, convergono verso F e G, per l a  definizione stessa di 

integrale del n." 12. Ma  siccome f,,, e gp,, sono limitate, per esse e per le F, 
e G,, vale la (1)) in virtii di qumto abbianlo stabilito in 1"); dunque, passando 
a1 limite, per p-w,  otteniamo la (1), applicando il teorema del 11." 19, b), e 
teilendo preseiiti l'osservazione fatta in n." 19, c), e le  disuguaglianze 

valide in tutto (O, f i ) ,  se M iiidic:~ il miggiore dei due numeri 

21. Funzioni a integrale sempre nullo. 
Per stabilire il teorema di iiitegrazioiie per sostituzione, nella forina gene- 

rale iii cui 10 dareino al  n." seguente, ci occorre un leinrila, che ci serviih 
anche i i i  appresso. 
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TONELLI : Sulla nozione di integrate 131 

Se la funzione f(x), quasi-continua e integq-aOile in  (a, b), soddisfa, pe?, 
ogni s di  questo i1zte7-vall0, a l la  uguaglianza 

é f(x) = O, in quasi-tutto (a, b). 
Sia Act), A('), ..., A('), ... una siiucessione di pluriiitervalli di (a, b), associati 

della f(x), degli ordiiii rispettivi 1, 2, ..., 9 1 ,  ... Coiisiderato un numero intero 9% > 0, 
costruiaino il p1urititerv;tllo aperto A,,,, forinato con tutti i piiiiti, diversi d a  a 
e b, in  cui é > 1: 7.. Per la  (1)) 1' integrale della f(x), iri ogni iiiterrallo 

di (a, b), e seinpre iiullo; abbiailio percio 

dove abbiaino indicato coii A,.,,, e A'n) anche le lungheeze dei plurintervczlli 
coiisiderati. Scegliamo pz uguale al miniirio intero 2 41., e tale che 

' Avreino allora, dalla (y ) ,  

donde A, . ,  , < 1 : 2 ~ .  
Ogni puiito di (a, b), distinto da  a e 

uno almeno dei due pluriiitervalli apei'ti 

b, in cui è f(xj >. 1:jS, appartieiie ad 
A,.,,, e A(.), e quindi aiiche al pliirin- 

tervallo aperto A,, di lunghezza < 1 :Y, che otteniatno disponendo in un'iiiiica 
successione tutti gli intervalli di A,,, e A'%), e operando poi col procedimeiito 
del 11." 5. 

Dispoiiianio, ora, in un' uiiica successione tutti gli iiitervalli degli iiifiiiiti 
plurintervalli A,.,, A , ~ ~ ~ + i , .  ., e indichiaino coi1 A,,* il plurintervallo otteriuto ope- 
rniido poi col procedimento del ri." 5. L a  lungheeza di A,* è miiiore di l :nt,  
e tutti i puiiti di (a, b), distinti da a e b, in cui e f(x) > 0, tipparteiîgorio a l  A,* 
aperto;  dunque è, in quasi-tutto (a, h), f(x) < O .  E siccorne, ne110 stesso modo, 

si prova che  e, in quasi-tutto (a, b), f(x) 2 O, ne risiilta dimostrato il lemina 
enuiiciato. 
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138 TONELLI ! Qictla nozione di in tegrde  

22. Integrazione per sostituzione. 
Sia  rp(t) una  funzione quasi-continua e integrnbile in (t,, t,), e poslo 

s i  nbbia, i n  tutto (t,, t,), a < @(t) < b. Sin poi  f(x) zcna funzione quasi-continua 
e integmbile i n  (a, b). Se i l  p?-odotto f(@(t))cp(t) é integl.nbile i n  (t,, t,), posto 
@(t,) = x, e @(t,) = x, 2 

1") Supponiamo, dapprimn, che la  fuiizioiie f(x) sia continua e la cp(t) 
quasi-continua e limitata. Costruiamo (analoganiente a quanto nbbiamo fatto 
in n." 20, 1°), per le fuczioni f e g) ilna successioiie cp, ,  cp ,,..., cp ,,... di funzioni 
continue in (t,, t,), convergenti verso la rp in quasi-tutto questo intervallo, e 
tali da restare, in inodulo, sempre inferiori a d  urio stesso numero. La  fimzione 

converge (n." 19, a)), in tutto (t,, t,), verso l a  @(t); e siccoine la  (1) vale per f 
e cp entrambe continue (4'), posto il] essa 0, e y,, in luogo di @ e y, e paa- 
sando al limite, per n-oo (42), ottenialno (applicando il teoreina del n." 19, a)) 
la  (l), per  le funzioni f e y qui considerate. 

2") Sia ancora l a  f(s) continua, mentre la cp(t) sia soltanto quasi-cnn- 
tinua e integrabile. Poniamo 

a$,( t )  - C + (43) .  JI 
ta 

( ' O )  Qiiesto taoremn, nella . ~ 

forma geiiei.nle (le1 heuto, fil cliito, par Ir foiizioiii f e cp inte- 
grnbili ne1 seri8o da1 LBBESGGM, da ( J H .  J. DE r . ~  V A L L ~ K  POUSSIN (C'oîc.?.~ d7Antrlyse, 'r. r, 
3. édit., y. 283,. 

(") In ta1 cnso la forinilln (1) w i  prov;i. caiul~iaiido x, e t,, rispettivnmerite, in y(t) e t, e 
darivando i tliie inembri, rispctto a t. 

(&') Qualorn rion ~ i a  Rarripre n 5 mn 5 b, i n  (t,, t , ) ,  si porril, fuori di (a,  b), f(x) O .  
("3) Notazione (la1 r1.O 12. 
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TONELLI: Sulla l~ozioue tdi it~tegrale 139 

Per p -  w, cppYp e a, teiidoiio, rispettivamente a y e dl, e sicconle, per 
quaiito slbbiamo gih diinostrato, la (1) ~7ale pci. cp,,, e Q p ,  i i i  luogo di cp e @, 
~ ~ L S S R I ~ ~ O  id liinite, yer p-m, otteninino (per ci0 che si è stabilito ne1 il." 19, 
B )  e c)) la ( l ) ,  anche iiel caso attuale. 

3") Suppoiiiamo oi'a la. f(x) quasi-contiiiuit e liiiîitat;~, e la  cp(1) quasi- 
coiitiiiua e iritegrabile. Scegliamo uiia succesaione A('), A@) ,..., A(*), ... di pluriii- 
tervalli di (a ,  b), associati della f(x), rispettivamente degli ordini 1, 2,.. , n, ..., 
e tali che il A("+I), aperto, sia tutto contenuto ne1 A'n '  aperto (47. La corri- 
spondeiite successione delle fiiiizioiii associate, iiidichianiola con f i ,  f,, ..., f,,... 
È, per il caso precedente, 

Osserviaiilo ora che, con successive defornlazioni, possiamo passare, dalla fun- 
zione f,, , alla fuiizione f,,*, avente il valore 1 ne1 pl~irintervallo aperto A',) e 
coincidente con la f, iicgli altri punti, oppure ariclie alla funzione f,**, iiulla 
iiel pluriiitervallo aperto A(n) e coincidente con la f, altrove. E poichè, questo 
passaggio pub essere fatto in modo che le fuiizioni restiiio seinpre coinprese 

fra due linliti fissi, avremo 

La. differenza fra i priini nlenibri di queste disuguaglianze B < dx < 1 : n, e, J 
A h )  

pertitnto, sottraendo fra loro i secondi membri, abbiamo 

( *$)  Dntn rina successione di pluriiifervalli associ~ti  della ,1'(%), A , ,  A , ,  ..., i,,,, ..., degli ordini 
rispettivi 1 ,  2, ..., NL, ..., si fnriiii un7iiiiica successioiie con tutti gli intervdli di A,'&, AZn- I,... e 
si indichi con A(n) i l  plurintrrvallo da esun dedotto col procediiuanto del II." 5. La sueces- 
sioiie de i  A(&)  rispouda ai reqiiisiti di qualla del testo. 
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140 TONELLI: Sulla mozione di integrale 
-- -- - - 

dove Atcn' indica il plurintervallo aperto di (t,, t,), corrispondente, secoiido 
la x = O( t), a A'n'. 

Siccome A'n' cotitiene A"'+ll, anche A,'"' contieiie A,'"+'). Iiidichiarno, nllora, 
con E l'insieme dei punli che appnrtengono a tutti i Atc1') ( 1 ~  =; 1, 2...). Iiidi- 
chiamo poi con y,,(t) la funzione coincidente con cp(l) in A,'n), e nulla altrove, 
e con cp,(t) quella coiricidente con la y(t) in E; e iiulla mltrove. E, in  ogni punto 
di (t,, t,), cp,,(t)-y,(/), per n-oo, e perci6, essendo (11." 13, f)) 

Questa uguaglianza vale anche se, al posto di t,, poiiiamo un t qualsiasi 
di (t,, t,); dunque, per il teorema del n." pi'ecedente, la  cp,(t) è nulla in quasi- 
tutto (t,, 6,) .  

Dopo di ci6, ritornian10 alla (2), e, in essa, operiamo il passaggio al  limite, 
per 1 8 - 0 0 .  I l  primo membro tende all'iiitegrale, i n  (x;,, x,), della f(x), per la 
definizione stessa del n." 9. Ne1 secondo membro, la  funzione fn(@(t))cp(t) coii- 
verge verso la f(@(t))y(t) in tutti i punti non appartenenti a A,'"), e quindi in 
tutti quelli non apparterieuti ad E. E siccome, iiei punti di E, e rg = y,, e la cp, 
é nulla ifi quasi-tutto (t,,  t,), ne viene che f,,(@).g(t) converge, iii quasi-tutto ( t , , ,  t,), 
verso f(@)y(t), e che questo prodotto è una fuiizione quasi-contiiiua (11." 18). 
Essendo poi sempre 1 f,(@)y(t) 1 <. M 1 y(t) 1, dove M indica un numero maggiore 
del massimo modulo della f(x) in (a, b), il passaggio al limite, riella (2), dB 
la (1) (in virtill del n." 19, b) e c)). 

4") Supponiamo, infine, le  f(3c) e y(t) quasi-contiriue e integrabili, rispet- 
tivameiite, in (a, h) e (t,, t,). Abbiamo, per 37, 

dove f,,,, e, corne al solito, la  funzione coincidente con la f ove è - n < f < n, 
-- A 72 o\re f ( - n, = n ove f > 1 ~ .  Lqntegrale del primo membro di qiiesta 
uguagliariaa tende, per n - oo, all' integrale della /; Per la definizione stessa 
del 11." '12 ; e poiche f,,,,(@(O)p(t) converge, in tutto (t,, t,), verso f(@(l))p(t), 
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qiiesto prodotto è una funzioiie quasi-continua in (t,, t,). Essendo poi sempre 

1 f v , ,  ,,(@(l))?(t) 1 < 1 f(@(t))cp(t) 1 ,  1' ipotesi, aminessa nell' enunciato, che f(@(l)).9(l) 
sin integrabile, d&, (n." 19, b) e ç)) la (1). 

0sse~-vazione. Va iilevato che, se ln funzione qurcsi-conti~~i~cc f(s) è linii- 
tata, l'ipotesi che f(Q(t))cp(t) sin i~etegt*abile, in (t,, t,), B superflua, perche tale 
integrabilith risulta provata da quanto abbiaino detto i i i  3"). 

La stessa ipotesi r isulta superflua anche ne1 caso in  cui sia sempve 
cp(t) > O O serîzpre cp(t) < O (e quindi @(t)  sempre non decrescente O seinpre non 
crescente). Ed infatti, posto 1 f I l l  = 1 f 1 ove è 1 f 1 < n, e 1 f l n  = n altrove, 
abbiamo 

e siccome il primo inembro tende, non decrescendo, all'integrale della 1 f in 
(x,, x,), il secondo niembro resta sempre minore O uguale a tale integrale, 
mentre 1% funzione 1 f (0 )  I,,rp è senipre 2 O (oppure < O )  e tende non decre- 
scendo (oppure non crescendo), per n -cm, a ( f ( 0 )  1 y, in tutto ( t , ,  t,). Il pro- 
dotto 1 f(@) cp risulta, pertanto, integrabile, per quanto si e detto al n.' 19, d) ;  
e integrabile risulta anche f(@)cp. 

VI. Integrazione e derivazione. 

23. Funzioni a variazione limitata e funzioni assolutaniente coiitiniie. 
Rammentiamo che una funzione f\x;), data in (a, b), dicesi (JORDAN) a 

vat.iazione limitata, in tale iiitervallo, se, considerata una qiialsiasi suddi- 
visione di ( a ,  6) in parti, mediante i puiiti a, =a < a, < a, < ... < a, = b, la 

tL 

somma 2 1 f(n,) - f(a,-,) 1 resta sempre inferiore ad uno stesso numero L. Il 
1 

limite superiore di tutte le possibili somme cosi formate, dicesi variazione 
totale della'f(a), iii ia, b). Si dimostra (teorema di LEBESGUE) che ogni fun- 
zione continua, n variaaione limitata in (a, b), ammette derivata finita in 
quasi-tutto 1' intervallo indicato (45) .  

(45) Per nna dimostrazione diretta di ~ u I ~ B ~ R  proposiaione, indipendente dalla teorin della 
misura e dell'integrnle del LEBESGUR, vedi, Der es., i iniai Fondanienti di Onlcolo delle Va- 
rinaioni,  Vol. 1, pag. 58. 

Annali di  Mmtsnaattaa, Serie IV, Tomo 1. 19 
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RainrnenLiamo anche che iina fuiizione f(x), diita ii i  (a, b), dicesi (VITALT) 
assoluta~r&ente continzca, in tale intervallo, se, preso ad arbitrio il11 E > O, & 
sempre possibile di determiiiare un 5 > O ,  i i i  modo che, se (a,, b,) ( i =  1, 2,..., ru) 

é un gruppo di on nuinero qualunqu(~ di iiilervnlli di (a, b), 11011 sovrapponeiitisi, 
»I ?n 

e tali che sia L(b, - a,) < o, risulti sempre 2 1 f(bi) - f(ai) 1 < E.  Si dinlostra 
1 1 

facilmente che, se la f (x )  e assolutatnente contiiiua, in (a, b), è ivi anche 
continua e a variazione limitata. 

24. Integrabilità della derivata di una fuiixione continua, a variazione 
liitiitata. 

Sia f(x) una funzione continua e a variazioiie limitnta in (a, b), e indi- 
chiamo con f'(x) la f'unzione che e uguale alla derivata della Rx),  iii tutti i 
puiiti di (a, b) i n  cui tale derivata esiste finita, e uguale al10 zero altrove. 

I,a f '(x) 2 u m  funxione qunsi-continua, i r ~  (a, b). Ed ilifatti, essa 6 ,  per 
il teorenla del LEBESGUE, rammentato ne1 11." precedeiite, l a  funzione limite 

di f(3c + :J - f(x)] (funzione continua), in quasi-tutio (a, b), e la sua quasi- 

contiiiuitk sceiide da1 teorerna del II." 18. 
Ln f'(x) è integvabile, in  (a, b) (46). Dividiamo I'intervallo (a, b) in ? I L  

parti ugiiali, mediaiite i punti a, = a < a ,  < cc, < ... < a, = b, e iiidichiamo 
con y,($) 1' ordinata della poligonale II, iiiscrittn iiella curva y = Ax) ed 
avente i vertici successivi ordinatainente iiei puriti della curva di ascisse 
a,, a, ,  a, ,..., a,. L a  derivata cpmr(x) (che sark sostituita dalla derivata destra 
nei punti a,.), per 1 7 1 - a o ,  tende, in ogni punto di (a, b) in cui esiste la - - 
derivata f l (x),  a q u e s t ~  derivata. Ed infatti, corigiuiigiamo il purito (x, fia)) 
con i due vertici dellalII, da esso distinti, le cui ascisse sol10 le piu prossiine a x. 
Queste congiungeiiti, per m-m, teiidono k sovrapporsi alla taiigeiite in (x, f ( X ) )  
alla curva. y= f(x); e poiché fra le loro direzioiii k senîpre conlpresa quella 
del lato corrispondente di II,, ne viene, per 1 1 1 - 0 0 ,  ymr(&)-/"($). Dunque 
la cpmr(x) coiiverge verso la f'(x) in quasi-tutto (n ,  b), el ~ I I  tale intervallo, vi 
converge anche pressoché uniformente (n." 17).  

Sia, oral A , ,  A, ,..., A ,,,... uiia successione di pluriiitervalli aperti di ((1, b), 
tali che A,, abbia lunghezza < l :n,  e che, in tutti i punti di (a, b), rion ad 
esso apparteneiiti, la cp,'(x) converga uiiiformemeiite verso la f'(x). Preso ad 
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arbitrio un e > O, sia r i z , ,  il piii piccolo valore di rn tale che, fuori del A,, 
sia sempre Irpf,,,(x) - f f ( x )  < E.  Considerato poi un intero positivo p, qua- 

lunque, sia 1 f f l ,  l a  funzione = 1 f ' j  dove 1 f f (  ( p, e = p  dove f f l  > p. Fuori 
di A,, é' l f ' l ,<Iy 'mnl  + E ,  e in A,, è f f I , < p < p +  c p ' , , ( + ~ .  E dunque 

Ora l' integrale della 1 cp',,, 1, che qui figura, rappresenta l a  variazione totale 
della c p m n  in (a, b), la quale non pub superare quella V della f. Se dunque 
scegliamo n in modo che sia p : ? ~  < 1, abbiaino 

e siccoine il secondo membro di questa disuguaglianza e indipenderite d a  p, 
l a  f f  risulta iritegrabile in ( ( 1 ,  6). 

25. Integrale della deri vata di una funzione assoliitaniente continua. 
La  funzione f(x) sia supposta assolutaiiieiite continua iti (a ,  b). Riprer!diamo 

l a  poligonale II, e la  successione A , ,  A ,,,.., A ,,,..., considerate al  n," piece- 
dente. Scegliamo poi uri E > O e determiniaino un iiitero positivo ?., tale che, 
in ogni gruppo di un numero fiiiito di intervalli (a,, b,), di ( O ,  O), non sovrnp- 
ponentisi, di lunghezza cornplessiva < 1 :?., valga la  

Ci0 fatto, prendiamo un pluriiitervallo A di (a, b), associato, di ordine 21#, 
dellit f l ( x ) ,  e, indicato con N il massinîo modulo, in (a, O), della. fuiizioiie 
associata *fl(x),  determiniamo .i'iiitero positivo n in modo che sia 

Deterrniniamo, infine, un nz' tale che, in  tutti i puiiti di (a,  b )  rioii apparteiienti 
al A, apeito, sia 

(3) 1 f'(x) - cp',r(x) ' < E .  

1 punti del A, aperto possianio dividesli in  due categorie, poiiendo nella 

prima quelli in cui è cpfml(x) < N-1- s, e nella secoiida gli altri. 1 prirni co- 
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stituiscono uii pluriiitervallo; ed altrettanto i secondi ("1. 1 punti della prima 

categoria portano, in 1 1 dx, un contributo minore di ( N  + E) : n < 2 ~ .  Per S 
A% 

quelli della seconda categoria, osserviamo clie le proiezioni, su (a, b), dei lati 
delllt poligonale II&, che li contengoiio conle puriti interni O primi estrerni, 
possono coiiteriere, oltre ad essi, soltanto punti non nspartenenti al  A, aperto, 
e cioe punti in cui vale la (3) e quiodi la 1 f ' l  > 1 rp1,,l - E > N. Rla,.i punti in 
cui è 1  f ' l  > N appartengorio al plurinterva,llo aperto A, e, pertanto, i punti 

della seconda categoria portaiio, in 1 1 dx, un contributo minore dell' inte- S 
An 

grale della Iy',~l esteso alle proiezioni, su (a, O), di un certo numero di lati di 
II,,, proiezioni di langliezza complessiva <: A,, i A <  l:?.. E siccoirie su cia- 
scuna di .queste proiezioiii, l'integrale della 1 y',, / è ugiiale a 

il contributo iudicato é < E ,  in virtu della (1). Complessivameiite, abbiaino 
d un que 

Jlrp,,!ldX/ B E .  

A,, 

Ed allora, tenendo conto di questa disuguaglianza e delle (2) e (3), otte- 

E siccome 6 
b 

ne viene, essendo E arbitrario, che : 1' integrale della de?-ivata ff(s) della 
funzione f(x), assolutan~e?zte continua i n  (a, b), soddisfa al la 

(u) Si tenga presente die ln cp'mf h coatante in ogni intervnllo (rir, as+,), proiexione, su 
(a, b), di un lnto di n,r. 
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intendendo, come si è detto, di porre fl(x) = O dove la derivata non esiste 
finita (4s). 

26. Fanzione integrale. 
Sia f(x) una funzione quasi-continua e integrabile in (a, b).  La funzione 

considerata per ogni LC di (a, O), dicesi funxione integrale della f(x). 
Ln funzione integrale F(x) è assolutamente continua. Cib B uria conse- 

guenzit immediata del teoreiiia del n." 13, e), applicato alla 1 f(x)l. L a  F(x) è, 
pertanto, uiia fuiizione continua e a variazioiie limitata. 

Viceversa, ogni jùnzione assolutamente continua 2, all'infuori d i  una 
costante, unu fumzione integrale. Ci0 segue, senz'altro, dalla (4) del 11." pre- 
cedente, quando in essa si sostituisca b con x. 

Per quarito abbiamo detto nei n.' precedenti, le propriet& dell. J'(x), ora 
messe in evidenza, portano che tale funzione ha  derivata finita, in quasi-tutto 
(a, b), e integrnbile, e che, in tutto (a, b), vale i'uguaglinnza 

ossia la 

E dunque (n." 21) Pl($) = f(x), in quasi-tutto (a, b), vale a dire, la fun- 
xione integrale d i  una funzione quasi-continua e integrnbile, in (a, b), am- 
mette questa funzione corne derivata, in quasi-tutto l'intervalle 

(48) H, LEBESGUIF., loc. oit. (4E) e &CT I n  recherche des . fo id io~~s  primitives par 1' intdqratioit 
(Rend. R. Accnd. Lincei, 1907, pag. 283); G. VITAIJ, Slclle junzioni iniegrali (Atti R. Accnd. 
Scienze di Toriiio, Vol. XL, 1905) e & h i  gr'1~ppi (19 pumti e s îd l e  f tmz io~~ i  d i  ~iwinbil i  reali 
(ibidem, Vol. XLIII, 1908). 

(49) H. LEBESGUE, loc. cit. (9, pagg. 124-125. 
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La raypreseutitzione analitica 
di  uii ramo reale di curva algebrica 

Memorin del dotb. OSCAR CHISINI 

Introduzione. 

1. Si consideri una curva algebrica reale 

qui si suppoiie che siaiio reali i coefficieiiti del polinomio f, e che - per di 
piii - esistano effettivamente, e in numero infinito, dei punti reali P = (xy) 
soddisfaceiiti all'eqiiazione f = O ;  in t d i  ipotesi questi puiiti reali daniio ori- 
gine a. i i i i  certo numero (2 1) di rami O ci?-cuiti della curva f ('), dimodochè 
la funzione 

Y = ~(34, 

definita dall'equazione flxy) = 0, appare - entro il campo reale - viduci- 
hile in piii funziorii diverse, le quali saranno generalinente polidrome. 

Ora si presenta il problema di mpp?.esenta~.e i r ~  tutta la loro integ?,ità 
tali funzioni, cioè, prefissato un circuito I' della curva  algebrica reale, di 
costruire una coppin di funzioiii analitiche reali 

d i  un parametro t che per tutti i valori reali d i  esso siaiio vegolari (all'in- 
fuori di possibili poli) per modo che - entro tale campo di regohr i ta  - esse 
rappreseiitino l'intero circuito considerato r. 

11 problema appare in un certo modo analogo a quel10 della ricerca degli 
sviluppi di (TAYLOR O di) PUISEUX dei rami algebrici della furizione y= y(x) 

(1) Ne1 seguito cliiameretiio sempre col nome di civcuito uti raino raile delln -7; per 
lion coiifoiidere col r:iiiio (le!l:i rehtiva futizioiie rtlgabrica, polidroilia, y =y(.&). 
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nell'intorno di un punto, reale O coinplesso, x = x,: s e  si costringe m a va- 
riare solo riell'iiitorno del punto x;,, allora i valori della funzione y(xi si 
dividono iri un certo numero di funzioni distinte (contiriiirtbili perb analitica- 
mente l 'una iiell'altra qualora si ~ i luova  il puiito x,) che possono essere mo- 
nodrome O polidrome iiell'intorno stesso: ciascuiia di esse risulta, coine è 
noto, sviluppabile iii una serie d i  PUISEUX del tipo 

dove v, ordine del ramo, riesce v = 1 per i raini liiieari, avendosi allora 
l'usuale sviluppo del TAYLOR. 

2. L a  possibilittL e la natura del problema che ci siamo posto riesce illu- 
minata dai priini esenipi, iii cui anche si deterinitia subito l a  relativa soluzione. 

Si consideri iiifatti la cubica piaiia 

Fig. 1. Y = Y(%) 

che si comporie di un ovale r e di u n  circuito irnpari r, (fig. 1) ;  una 
retta j., uscente da  un puiito A dell'ovale, iiicontra questo iii un unico 

punto Y, e similmente incontra in un unico 

relativa al  circuit0 I' (e  siniilinente per i',) rappreseiitando biunivocanîente 
i puilti di questo coi valori reali di t :  si hanno cos1 le  due coordiiiate del 
punto P (variabile coniunque su l'inter0 circuito) date da  due funzioiii anali ticlie 
(anzi algebriche) 

x = x(t) 

Y 

p 
A m  

reali e r ego la~* i  pe?. tutti i valori ~ e d i  del parametro t. 
Cib posto 8 facile ottenere delle effettive espressiorii aiialitiche qhe rap- 

punto P' il circuit0 inipari. Pertanto P 
-- (e  similmente P') risulta funzione algebrica 

univoca del paranietro t (coefficiente ango- ----- 
lare di 7 . )  che vale a defiriire la  retta eritro 

x 
-1 O il relativo fascio. 

In  ta1 modo si riesce a uniforinizzare 
la  funzione reale 
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presentino queste due funzioni, usando della nota trasformazione 

la quale rappresenta biunivocamente la striscia del piano della variabile com- 
plessa t = t, t it,, di larghezza 2a, che lia per mediana l'asse reale t, = 0, 
su1 cerchio 1 .c 1 I 1, del piano della variabile coinplessa 7. Infatti le funzioni 
algebriche reali x(t) e y(t),  che sono ad un valore suli'asse renle della va- 
rinbile t, e non posseggono su questo punti di diraniazione, si mantengono 
regolari entro una striscia sufficietitemente piccola avente coine mediana 
l'asse medesirno, salvo - in generale - un nutne~o finit0 di  poli. Pertanto 
le dette x e y, concepite corne dipendenti dalla variabile z, danno due fun- 
zioni (analitiche, ma non pih algebriche) 

che, moltiplicate per un prodotto del tipo (z - a ) ( ~  - P) .... diverrnniio regolari 
ent9-O il cerchio (z / < 1, e perd saranno sviluppabili i n  serie di potenze di z 

convergeiiti entro l'iiitero cerchio. Si ottiene cos) la efettivu ~~appresenta-  
zione del circuito renle I' nella sua integvita, rnediante una sola coppia 
d i  sviluppi in  serie. 

3. Ma quando si passi a circuiti di forma piU complessa, non é possibile 
estendere senz'altro il procedimento iridicato: si trovano infatti facilmente dei 
circuiti di curva algebrica che non ammettono un fascio di rette unisecanti. 
Tuttavia si pu6 cercare di costruire per essi dei fasci di curve unisecanti di 
ordine maggiore al primo, e in qualche caso si riesce effettivamente: per es. 
qunlora la curva 

f p y )  = 0 

abbia il genere p e sin dotata di p t 1 circuiti (massimo numero compatibile 
col suo genere) la serie lineare gk+l costruita a partire da un gruppo di p + 1 
punti POP, .... P,, presi ciascuno sopra un circuito diverso, viene staccata 
sulla f da un fascio di curve unisecanti ciascuri circuito ('). 

4. 1 due esernpi sopra indiusti inducono a credere che in realtCl sia 
sempre possibile uniformizzare un circuito di curva algebrica, rapproseritan- 
dolo, ne1 modo anzidetto, sui punti di una retta reale, e questa credenza 

(9 Cfr. ENRIQCES-CHISINI, Teorin Geometviea delle equwioi~i .  Vol .  I I ,  pag. 268. 

Annali di Maternatica. Sarie IV, Tomo 1. 20 
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viene convalidata da una visione topologica, cui mi piace acceiinare, iinpe- 
rocchè, coiifortato da questa, ho ripreso fiducioso l'analisi del problema in 
questione, quantunque alcurie difficolt& avessero, qualclie tempo addietro, fatto 
fallire un primo teiitativo. 

Come 6 noto, i punti coinplessi della curva algebricn reale f ( x y )  = O ,  si 
corrispondoiio a coppie ne1 cos1 detto coniugio che associa a ciascuii piinto P 
di coordinate 

( x=x,+ix, 
i = y, + iyz 

il puiito I? di coordinnte 

Ora si rappresentino i punti reali e immaginari della curva dgebrica f 
mediante i puiiti di una superficie di RIEMANN F, e, alla sua volta, questa 
venga riferita a una superficie doppia F', i cui punti corrispondnno alle coppie 
di punti immaginari coniugati di f. 1 circuiti della ciirva f, costituiti dlii punti 
doppi del detto coniugio, verranno ora rappresentati dagli orli della l?': e si 
riconosce facilmente che ognuno di questi orli pu0 - per deformaxione coii- 
tinua della F' - ridursi infinitesimo; allora il corrispondente circuit0 si ri- 
durrh a un piccolo ovale, che ha per limite un punto isolato, riuscendo cosl 
rappresentabile sopra una retta reale. Pertanto l'assenza di caratteri i quali 
valgano a distinguere i circuiti che - come quelli considerati ii-iiianzi - 
sono uniformizzabili da altri circuiti che eventualmente non 10 fossero, induce 
a credere che tut t i  i circuiti possono ~ a p p r e s e n t a m i  biunivocarnente sui 
punti d i  u n a  .retta qSeale, s'intende ne1 modo sopra indicato, cioè e s p ~ i -  
mendo x e y nzediante u n a  soln coppia d i  funzioni i l  cui  campo di rego- 
la?-i fà dia Z' intevo va9no. 

5. In questa Memoria appunto mi propongo come prima cosa (Cap. II) di 
diinostrare tale teorema, precisaniente che : dato u n  ci?*cuito I', a f a t t o  ge- 
nerale, appadenente  ad una  c u ~ v a  algebvica veale f(xy) = O, questo -- nella 
sua i?~tag?*ità - pub rappresentarsi biunivocamente sop9.a la ?.etta renle 
su cui é steso un pnq-awcetm t ,  ponendo 
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dove x, y, y sono funxioni razionali, e + funzione algebl-ica vegoiare in 
tutti i punli  dellJa.sse v.eale della vmiabile conzplessa t, funzione clze, po- 
nendo 

(A cofficiente numerico) 

si  riduce a una  funzione analiticcz 

,vegolare ne2 cevchio 1 T 11: 1, pel. modo che i valoî-i d i  Y, relativi a l  cil-- 
cuilo l', ~ i s u l t a n o  dall'unico sviluppo in  sel-ie Lc,zn. 

Volendo restare invece entro il campo algebrico, con una conveniente 
proiettività si porti l'asse reale di t ne1 cerchio 17 1 = 1, e si atterra allora 
per la funzione algebv*ica Y ~ T )  urLo sviluppo in se?.ie d i  LAURENT. 

Ora il teorema enunciato mostra solo la possihilità di una rappresenta- 
zioiie del. ramo, e la sua dimostraziorie poggia su un noto teorerna (3 )  relativo 
all' esisteiiza di fuiizioni algebriche reali defitiite d a  un coiivenieute sisterna 
di punti di dirninazione, collocttti su1 piano della variabile cornplessa, coi] le 
relative sostituziorii; e si avrebbe una 9-appresentnzione ere t l iva  soltatito 
qualorn si costruisse - cosa coinplicata ma nota - effettivamente una delle 
suddette funzioni algebriche reali. A tale inconveniente pertanto vale a sop- 
perire ln seconda parte (Cap. III) di questo lavoro, ove, mediante l'uso di 
t~.asf'o?.mazio~zi clle chiamo distendenti, si riesce a diminuire il numero dei 
punti di dirainazione relativi al circuito T, distendendone, per cos1 dire, quasi 
materialmente le anse, fi110 a che - essendo 2 i detti punti di diramazione - 
il circuito 6 rappresentabile sopra una ellisse e quindi sopra una retta reale. 
Qui perb occorre notare che la rappresentazione ottenuta per ta1 via assai 
semplicemente, mentre ha il pregio di forriire una facile via efettiva, riesce 
solo iiriivoca, e non biunivoca; la. qua1 cosa non é essenziale per il nostro 
problema. 

Prima pero di venire alla dimostrttzione del teorema indicato, desidero 
richiamnre l'attenzione del lettore sopra I'aire,logia di concetto fra questa e 
il procedimento notissimo onde si costruiscoiio gli sviluppi in serie di PUISEUX. 
Dato un circuito F, e la corrispondente funzione algebrica y(x), si corisiderano 
i punti di diramazione reali di questa e le relative sostituzioiii; si castruisce 
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poi una funzione algebrica y,.(%), di genere p =O,  relativa quiridi a unn 
curva razionale 

(y i ,  rpz , +, , S2 , polinomi) dotata degli stessi puiiti di diramazione: allora, 
per x = x,, y riesce funzione aigebrica monodroma - ne1 campo reale - 
della y,., e quindi anche del parametro t ;  e iii ta1 modo si uriiforniizza il 
nostro circuito I'. 

CAPITOLO II. 

Curve razionali uniformizzanti un circuito 
di curva algebrica reale : rappresentazione di qiresto. 

6 

1. Vogliamo qui dimostrare come, dato un circuito I' appartenente ad 
curvn algebrica reale 

f@y) = O, 

sia sempre possibile costruire una curva reale di geiiere p = 0, cioé razionale, 

(yi, cp2, Si, 4Jz polinomi) tale che (per x = x,) la  y di un punto variabile 
su l? risulti funzione algebrica univoca - eiitro il campo reale - di y,., 
e quindi del parametro t .  

Per maggior chiarezza e semplicità comincieremo col supporre che il 
circuito l? sin un circuito pari, non secante ln retta impropria, e quindi tutto 
compreso fra due parallele ali'asse y, tangenti al circuito. Queste due tan- 
genti riusciranno a contatto senlplice, e similmente anche tutte le altre tan- 
genti del circuito parallele all'asse y saranno tangeiiti in punti generici (né 
flessi né punti multipli) iinperocchè e arbitrario 1' orieiitamento degli assi. 
Inoltre la curva f (e quindi I') pu6 supporsi avere come punti singolari solo 
dei nodi, in quanto è chiaro che una conveniente trasformazione birazioiiale 
- a coefficienti renli - pub mutare la f in una curva iperspnziale priva di 
singolarith da  cui, per proiezione, si ottiene unn curva, birazionalmente iden- 
tica alla priinitiva, dotata appunto di soli nodi. 
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2. Cib posto si considerino le nz (= 8 ne1 cas0 della nostra figura 2) tan- 
genti al circuito I? condotte parallelameiite all'asse y. Sia Ki il puiito di 
contatto dell'estrema tangente a destra e K2 ... i successivi punti di con- 
tatto che si incontrano percorrendo il circuito ne1 senso indicato dalla freccia. 
Chilzmeremo inoltre con A,A,  ... A,  le traccie delle tangenti considerate sopra 
1' asse x, e cor1 a,a, ... a,  le relative ascisse. 1 successivi punti KiK, ... Km 
dividono il nostro circuito in rn archi 

y,=K,K,, y,=K21i,  ..... ym=KmK,; 

ciascun arco yi riesce unisecato dalle parallele all'asse y, e definisce cosi 
- nell'intervallo aiai+, - una funzione 

Y = yd?) 
monodroma in detto intervallo. 

Ci interessa riconoscere che i l  
un numero pari: infatti si consideri 

nurne9.o m delle tangenti considerate é 
(fig. 2 )  1' angolo w che - in un puiito P - 

Fig. 2. 

il raggio tangente PT  fa con la direzione positiva P Y  dell'asse y: quant10 P, 
averido percorso il circuito I', ritorca alla posizione iniziale, l'sngolo w é ri- 
tornato a.1 valore priinitivo a meno di un multiplo di 2z. Ci6 sigiiifica che il 
raggio PT ha attraversltto uii numero pari di volte la retta PY, cioé che si 
sono incontrati uii numero pari di punti K. 

3. Ora da1 dato circuito I' passiamo ad un circuito I" (che costruiremo 
graficamente seiiza occuparci affatto se esso O qualche altro simile possa 
appartenere ad una curva algebrica) ne1 modo che segue. 

Vi é un estremo intervallo a destra ASAi (in figura s = 3) in cui le pa- 
rallele all'asse y bisecaiio il circuito r :  in corrispondeiiza a questo iritervallo 
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154 CHISINI : La rappresentazione ctnalitica 

nella prossimith di K, (in figura per necessit8 di chiarezza questa prossimith 
é molto ampia) sostituiamo una parte del circuito, precisamente la parte MK,N 
con la cur ra  aperta C = MLV, dotata di ln - 1 tangen ti (a contatto bipunto) 
parallele all'asse y, e iucontrata in m punti distinti da una retta x = x, pa- 
rallela al  detto asse. Otteniamo cosi la curva I" della. figura (fig. 3), che sup- 

Fig. 3. 

poniamo composta di archi analitici nell'intorno dei punti H ('), !a quale, 
ripetiainolo esplicitamerite, A segata in ?n punti reali (indicati in figura coi 
numeri 1, 2 ... 8) dallii retta x = x, parallela nll'asse y, ed a,minette ?riz - 2 
tarigenti (semplici) parallele al  detto asse: i punti di contatto di queste tan- 
genti sono successivamente 

e dividono ln curva I" in 2n2 archi 

Yi Y 2  -. Ym Dm-i an?-2 Ge 1 

essendosi posto 

i suddetti puiiti segati sulla I" dalla retta x=x, vengono ad appartenere 
agli archi y, am-, ... 0, y , ,  in modo che l'indice dell'arco uguaglia il nome del 
punto. 

Analogamente il quanto si e fatto per il circuito r, indicheremo con A ,  

(4) Qiiesta ipotesi è introdotts solo par poter parlare di tnngeriti n oontrttto bipunto. 
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le traccie delle tangenti relative ai punti Ki, con Bi quelle relative ai punti Hi 
e con a,  e hi le relative ascisse. 

4. Per proseguire dobbiamo porre una definizione ed un semplice teoreina 
ad essa relative. 

Definizione. Due circuiti' si diraniio equivalenti quando abbiano le stesse 
tangenti parallele all'asse y e i relativi piiiiti di contatto si susseguano nello 
stesso ordine sopra i due circuiti, i quali, nell'intorno dei punti di contatto 
con una almeno delle dette tangenti devon esser posti dalla stessa banda di 
questa (O, naturalinente, ci si possn ridurre a queste ipotesi con una trasfor- 
mazione proiettiva). Dicendo che i due circuiti abbiano le stesse tangenti, 
inteiidiamo dire anche che queste abbiano un contatto del10 stesso ordifie, e 
corrispondano cosi a punti di diramazione dotati di sostituzioni simili, in ge- 
nerale solamente di uno scambio. 

Fer  i circuiti equivalenti vale il seguente 
Teorema. Se due curve algebriche f e f' posseggono due ci).cuiti equi- 

ualenti C e C', fi-a i punti P e P' di  questi intercede una corvispondema 
algebrica che resta Oiunivoca al cariare del punto P ( O  d i  Pl) su1 circuit0 C 
O n e l l ' i n t o ~ z o  d i  questo (sopra la riemanniana relativa alla curva algebrica f ) .  

Tale proposizione é cosi ovvia che quasi non ha  bisogno di esser dimo- 
strata; tuttavia cio si ottiene semplicemente come segue. 

Siaiio Ti?\ ... Tl e Ti1T2' ... T; i punti di contatto (per seinplicita supposto 
bipuntor delle tangenti (parallele all'asse y) coinuni ai due circuiti C e C'; 
questi punti di contatto dividono i circuiti in 1 archi pi p, ... p, e pi' p,' ... p,', 
unisecati dalle parallele nll'asse y. Ora, per ipotesi, due almeiio di questi 
archi, diciamo pi e p,' sono dalla stessa banda della tangente di un 101.0 
estremo e quindi anche dell'altro. Si associno cosi due puiiti P e P' di questi 
archi i quali abbiano la medesima ascissa: la  corrispondeilza resta certo 
biunivoca finché P si muove entro l'arco pi; ma qualora P, giunto prossimo 
a un estremo dell' arco, sia esso T l ,  passa dall'arco p, ali'arco p,, altrettanto 
accadrà di Pr, imperocchè l'ascissa x di P (e di P') viene a descrivere ne1 
piano della corrispondente variabile cornplessa un cappio avvolgente il punto 
di diramaziorie x = a ,  (a ,  ascissa di Ti) il quale cappio si schiaccia ne1 seg- 
mento xa, peicorso due volte in senso contrario, ed un siinile cappio scambia 
similmente il ramo pi' ne1 raino p,'. In ta1 modo la corrispoiideiiza biuiiivoca 
fra i puiiti P e Pr si estendc anche alla corpia di archi p, e p,', e cosi di 
seguito agli interi circuiti; e 10 stesso si pub evidentemente ripetere anche 

I se qualche tangerit,e é a contatto lion semplice. fi poi ovvio che questa cor- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



rispondenza si pub estendere - entro il campo complesso - ai punti delle 
riemaniiiaiie di f e f che costituiscono l'intorno dei circuiti C e C', impe- 
rocchè quivi non si hanno altri punti di diramazione che i punti a,a, ... al 
corrisponderiti nlle tangenti iii T ,  T, ... Tl e T,' T,' ... T,'. 

5. Ora ritorniamo a l  nostro circuito ï' il quale, cosi come l'abbianio co- 
struito, non e affatto un circuito algebrico: vogliamo. riconoscere che esiste 
u n  circwito R', oppal-tenente ad una culva s*azionale, equivalente al civ- 
cuito I"; passeremo in seguito alla costruzioiie di un circuito R (ancora di 
curva razionale) equivalente a l  circuito dato I'. 

Per  dimostrare la proposizione enunciata dobbiamo ricorrere a d  un noto 
teoreina ( 5 )  che afferma l'esistenza di una funzione algebrica reale 

n un qualunque numero ru2 di raini quando: 
a )  In corrispondenza a un punto reale x = x, del piano della variabile 

complessa x si fissi quali fra gli m rami 

Yi Y à  Ym . 
della funzione y siano reali, e come gli altri si dividano in coppie di rami 
coniugati ; 

b) Sin data ad arbitrio lit riemanniana della IJ  purchè sirnnzet?.ica. Cib 
significa che la  riemanniana è trasfornlata in s e  stessa da1 coriiugio, il quale 
sostituisce s i  cappi (uscenti da  x,) cappi a questi simmetrici rispetto all'asse 
reale, e muta le  sostituzioni a d  essi relative nelle sostituzioni coniugate. Cosi 
i puiiti di diramazione devon essere O reali O a coppie irnmaginari coniugati; 
quanto alle relative sostituziorii, occorre, iiotare che il coniugio mod i f i a  il 
sistema dei cappi che vanno all'asse reale, e che - per iina medesima rie- 
manniana - cambiando i cappi si vengono a trasformare le relative sostitu- 
zioni, inediante gli scambi dati dai puriti di diramazione che  i cappi stessi 
attraversaiio ; 

c) Naturalmente l e  sostituzioni relative ai  cappi della riemanniana sim- 
metrica devono soddisfare alle condizioni generali per  1' esistenza della corri- 
spondente funzione algebrica, cioè: formare un gruppo transitivo, e il loro 
prodotto - preso nell' ordine in cui si susseguono i cappi intorno ad x, - 
riuscire 1' iden ti t&. 
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Ricordato cos1 il teorema di esistenza per le  funzioiii reali, ~,pplictiiarnolo 
al nostro caso. Consideriamo i punti ni e b, come punti di diramazione (posti 
sopra l 'asse reale della variabile x) e associamo a ciascuno di essi l a  sosti- 
tuziorie, 'che chiamiamo rispettivamente con ai e p,, data dagli iiidici dei due 
archi ctie si uniscono ne1 purito di coiitatto della corrispondente tangente: 
nelle due linee seguenti mettiatno in evidenza i detti punti e le  relative so- 
stituzioni 

Dimostriamo che : 
questi scarnbi presi nell'oj*dine seco?zdo cu i  i corrispondenti punt i  d i  

di?;arnazione si susseguono s o p m  l'asse reale della variabile x (precisamente 
percorrendo questo da  destra verso sinistra), danno come p ~ o d o t t o  Z'identità. 

Inh t t i  osserviamo che  : 
1)  1 punti ai e i punti bd non si separano (abbiamo costruito l a  parte 

del circuit0 iVHm_,H,-, ... H,N all 'estrema regione destra). 
2) Nell'intorno di H i  la  curva è alla. sinistra della tangente, nell'intorno 

di K, quindi é alla destra, nell' intorno di K3 e alla sinistra, ... nell' intorno 
di Km (ln pari) & alla destra, nell'intorno di Hm-, A alla sinistra ... 

3) Per  conseguenza 

a, (ascissa di K,) é alla sinistra di b, (ascissa di H,) 

a3 B alla destra di a, 

'34 é alla sinistra di a,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
4 é alla sinistra di b, 

à i A alla destra di b , ,  

cioé ogni a, (O bi) con i dispari 15 alla destra del precedente a,-, ( O  bi-i) e 
del seguente ni+, (O hi+,). 

4) Infine gli scambi ui e pi, relativi ai punti ai e bi, presi nell'ordine 
in  cui questi si susseguono sopra 1' asse reale (dalla destra alla sinistra) danno 
un prodotto uguale al  prodotto 

Imniaginiamo infatti il prodotto delle a nell'ordine dato 

Atinali di Matm,atica, Serie IV. Tcmo 1. 
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Cousideriaino a,; questo scambio è permutabile con tutti gli altri scambi a, 
all'infuori di a, che, per la precedenke osservazione 3), é alla destra di a,; 
pertaiito, ovunque sia a, rie1 prodotto x, possiaino portare a, a l  priino posto 
a siriistra. Similmente a, è permutabile con tutti gli scambi a, all'infuori 
di a, (Che è gi& stato portato al priino posto a sinistra) e di a, che, senlpre 
per l'osservazione 3), è a sinistra di a,, sicché a, stesso pub essere portato 
all'estremo posto di destra. Successivamente, in base al10 stesso ragionamento, 
si pot& portare a, subito alla destra di a,, e a ,  subito alla sinistra di a,, e 
cos1 continuando finchè il prodotto .n viene espresso nella forma . 

Lo stesso procedimento si potrebbe ripetere a proposito délle trasposi- 
zioni p; ma cid e inutile essendo i puiiti bi - la cui posizione dipende dalla, 
costruzione arbitraria niediante cui si è ottenuto il circuit0 I" - çiA disposti 
nell' ordine 

b,h, ... b , .  

Resta pertanto dimostrato che' il prodotto delle a e delle P, prese iiell'ordine 
stabilito, uguaglia il prodotto, 

onde ilel prodotto z le trasposizioni a coppie si elidono, sicché nppare 

quanto ci06 'volevamo dimostrare. 
Da ci6 che abbiamo premesso segue con facilita l'esistenza della ciirva 

razionale R', e la  sua realit&. 
Infatti si costruisca l a  rienianniana dotata dei punti di dirainazione a, e bi, 

i quali verranno circondati da cappi uscenti da1 puiito reale x, e susseguentisi 
nell'ordine in cui i punti stessi si susseguono 

a .  . , sull'asse reale della s; e si assegni che gli w 
valori della y in x, sian tutti reali e che ai  

Fig. 4. cappi includeriti i punti a, e bi corrispondano le 
sostituzioni ai e pi considerate innanzi. Tale ?.ienzanniana ?*isulta sinzmetvica. 

Si consideri infatti un punto a i  e il relativo cappio li. Si sostituisca (fig. 4) 
ad li il cappio d i ,  siininetrico di quel10 rispetto all' asse reale; ci6 equivale 
a rnuover 1, facendogli attr'aversare tutti i punti a e h compresi fra ai e x,, 
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onde l a  sostituzione ai viene trasformata mediante gli scainbi relativi a. questi 
ultimi punti. Ora distinguiamo due casi: 

1) L'iiidice i di a i  A dispari. Allora alla destra di ni  ci sono solo 
punti a, relativi a scambi permutabili con ai (i punti ni-, e ai+, sono alla 
sinistra) e vi sono (prima di x,) punti b, con pari i quali, essendo P, = a,.,,, 
danno ancora scambi permutabili con a , .  

2) L'indice i sia pari. Allora alla destra di n ,  (e prima di x,) ci sono 
i punti 

ai+, e a,-, , bi e 

cui corrispondono sostituzioni non permutabili con a i ;  ma, essendo 

il prodotto di questi quattio scambi (perrnutabili fra loro) lascia aiicora inva- 
riata a,. (Con osservazione uguale a quella usata poco soprn, qui si pub sup- 
porre che 'i punti a,. con r pari, siano stati portati alla sinistra di ai-, e 
a,,,, onde il nostio cappio li incontra tali cappi prima di essere trasforinato, 
e pero lion viene alterato da essi). 

Pertanto, coinunque sia i dispari O pari, a d  Ci corrisponde la  sostitu- 
- 

zione ai = a,. 

Lo stesso risultato, e assai pi& semplicemente, si ottiene per i punti ù i ,  
imperocch6 tarito ai  punti b, posti alla sinistra di x, (i pari) come a quelli 
posti alla destra (i dispari) corrispondono due gruppi di sostituzioni permutabili. 

Concludiamo ciunque che il coniugio, mentre lascia invariate l e  deternii- 
nazioni 1 2 ... m, che sono reali, trasporta i cappi nei cappi coiiiugati, cui viene 
a corrispondere l a  stessa sostituzione sia per  la  riemanniana data, come per 
quella a d  essa coniugata : la  nostra riemanniaria durique appa.re simmetrica. 

I n  fine, in base al teorema di esistenza sopra ricordato, possiamo dire 
che la nostra riemanniana definisce una curva reale R. E questa: 

1) 13 razionale essendo relativa a una funzioiie y(%) a d  nz. rami dotata 
di w = 2m - Y  punti di diramazione e quindi di genere 

2) É tagliata in ru puiiti reali dalla retta x = x,. 
3) Ha come tangenti parallele al17asse delle y le stesse tangenti del 

circuit0 I". 
4) 1 punti di contatto delle tangenti su R' e i" si segaoiio rie110 stesso 

oidine: infatti i detti punti di contatto djvidono la  curva IZ' in 2122 - 2 archi, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ciascuno dei quali pub essere contrnssegiiato da1 numero i conlime alle due 
sostituzioni 

( i -1 ,  i)  e (i, i+-1) 

relative ai due estremi, e quindi anche con 10 stesso nome con cui eraiio 
contrassegiiati gli archi del circiiito I", distiriguendo come in questo archi yi 
d a  archi oi, secoiido che gli estrerni corrispoiidorio a punti n O a punti b 
(cliiamando y,,' l 'arco corrispondente a a,  e Pm-, , e y,' l 'arco corrispondente 
a pi e a,); gli archi y,' e O,' che cosi si riscontraiio in K' dailrio luogo n coppie 
consecutive qbalora siaiio coiisecutive le corrispofidenti coppie di I"; 

5) La  tangente a = b,, corrispondeiite rt /3, = (12)' lascia la  ciirva Ri' 
nell' intorno del relati vo puiito di contatto, alla, propria sinistra, iiiiperocchè 
alla sinistra di 0, 8 il punto x,, cui corrisponde una parallela all'asse y se- 
cante R' in l ) ~  .puiiti reali distinti, e b, è il primo pulito di diramazione a 
destra di x, che operi sulle determinnzioni 1 O 2. 

f'ertanto resta dimostrato clie si pub costruire un circuito R', appartenente 
ad L L I ~ ~ L  ciirva razioriale reale, clle risulti equivalente al  circuito grafico l". 

6. Ma la costruzione del circuito IZ', equivalente a l  circuito I", é soltanto 
accessoria, importando invece costriiire 1111 circuito R equivnlente a l  circuito I', 
da1 quale avevaino dedotto artificiosamente Y'. La  ragioiie per cui abbiamo 
costruito anzitutto la curva  R' sta  in ci6 che d a  questa - per coritinuith - 
si ottiene In curva razionale, e quindi il circuito, R equivt~lente a l', rifacendo 
in senso opposto, le stesse modificazioni medinnte le quali siaino passati d a  r 
a I". Precisamente opereremo come segue. 

Muoviamo il puiito di diramazione 0,-, firio a portas10 a coinoidere 
con b,- , ;  al  limite avremo iri bVn-, un punto di diramazione doppio, corri- 
spoiiderite a un flesso della curva, relativa alla riemanniana cosi modificata; 
dopodichè i due punti b,,,-, e hm-, possono esses resi immaginari coniugati, 
portandoli - da baiide opposte - fuori dell'asse reale. Qui, a tutto rigore, 
basterebbe riconoscere che con ci6 è diminuito di 2 il numero dei punti reali 
staccati dalla ret ta  x = x, e che similmente sono spnriti i due punti di con- 
tatto Hm-, e H,+,, esseridosi quindi fusi in un unico arco i tre archi y,, 
0,-, , O,,-, . Ma - per maggior chiarezza e precisione - coriviene seguir 
pih da  vicino la varinzione subita dalla nostra rieinaiiniana simmetrica; e ci 
riferiremo al caso della figura ( m  = 8) che e del tutto caratteristico: potremo 
cos1 parlare in uria forma pih concreta, l a  quale acquista cliiarezza rnentre 
non perde affittto valore di generalith. 
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Quando h, 6 =.ut - 2) attraversa x, i due valori 7 e 6, che si scambiano 
per la fi,, diveiitailo iiiiinaginwri coiiiugati; quaiido b, coiiicide coi1 I I , ,  a 
questo puiito viene a corrispondere la sostituzione 

Consideria iiio (fifi. 5, 1) la riemanniaiia relati va al caso in cui b, é prossinio 
a b,. Da1 printo x, facciaiilo uscire i segueriti 7 cnppi successivi: l , ,  I , ,  I , ,  
che vaiino ai punti h i ,  b,, h,; 1, 
che va alla coppia di punti h, e 
h,; I , ,  /, che vaiino ai puiiti b, 
e h , ;  1 che va 81 pruppo dei (23) (45) (867) (56) (34) (12) 

7 piiriti n2 ... 0,; corrispoiideiite- 
mente avrerno le sostituxioni 

Dopo che 6 ,  è veiiiito a coiii- 
cidere con O, ,  i due punti tor- 
iieraiino a separarsi, diventaiido 

Il  

III 

iinmaginari coiiiugati, e :id essi corrisporideranno due cappi Z,' e 1,' e due 
sostituzioni p,' e P,' taii che 

1 = 1 '  + 1 ,  p,,  -2 p.,' p.,' 
e quindi, le due sostituzioni dovendo essere coniugate, 

si Iia iti coirispondenza la figura. 5, II. 

- Orn se voglinmo che i cnppi I , ,  I , ,  L i ,  vadano ai relativi puiiti di dira- 
maxione ijercorrendo la prossimi th dell' asse reale (iielle figure, per iiecessitA 
grafiche, occorre limitarci ad una assai grossolaiia prossirnith del detto asse 
reale) occorrerit far passare i detti cappi l , ,  l,, Z, dalla sinistrn alla destra 
del cappio 16', sicchè le relative trizsposizioiii verraiiiio trasformate mediante 
10 scainbio (86): P, e S, resteiaiino alloril invariate, mentre P, diventerCl 
ugtialr: a (58). Si arriva cos1 in fine alla rieinanuiaiia data dalla figura 5, III, 
in cui si haiino orditintainente i cappi e le sostituzioni qui itidicate 
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Sotto l 'aspetto grafico le successive modificazioni, a l  variare dei punti b, 
e b,, sono rappresentate dalla figura 6 : l a  linea in tratto contiiiuo d a  la  forma 
iiiiziale del circuit0 (nella sua parte che contiene i punti H,H,H, ) ;  la linea 

--- 1 - punteggiata corrisponde al momento in cui b, 
-----y 
.--.. .. --$? attraversa x, , divenendo allora i inmaginarie 'y% le determinazioni 6 e 7 ;  l a  linea tratteg- 

giata é relativa al momento in cui b, e 6 ,  

: ',\ coincidono, coincidendo allora H, e H, in 
; 1". %.,. ; ,  

:. -.;3 un flesso; l a  liiiea a larghi tratti rappresenta 
, . ,  

i 5  ! HE 
in fine il caso in cui i punti b, e b, sono gia 

. .... l,...... ;,;y 1 
-; . _ _ -  .---y 1 imnmginari coniugati. In questa posizione fi- 

----: + l I iiale i l  punto B, corrisponde al10 scambio (58); --+ I 
i I i  I in sostanza è sparita 1' aiisa relativa ai punti B, 
i i i  

I :  I x e B, e cosi i due archi O, e b,. 
Ba 2 0  B, B,. 

111 un secorido tempo faremu coiiicidere 
Fig. 6. 

i punti b,-, e b ,,-,, ne1 caso della figura i 
punti b, e b,, dove bisogna ora ricordare che la  trasposizione P,, relativa a h , ,  
é divenuta 10 scambio (58), e analogameiite al caso precedente muoveremo b,. 
Diventeranno allora immaginari coiiiugyiti i valori 5 e 4 (111  - 3 e nz - 4), e 
similniente i puiiti b, e b,, diveritati iininaginari coiiiugati dopo aver  coinciso, 
daraiino luogo a i  d ~ i e  scanibi (84) e (85) il cui prodotto eguiiglia il prodotto 
primiti vo : 

P,P, = (54185) = (83)(84). 

Anche ora, volendo che i cappi che  vanrio ai punti 0, e h ,  percorrano 
l a  prossimitA dell'asse reale, dovremo trasformare le relative sostituzioni con 
10 scambio (84), avendo dunque P, = (83). 

Corrispondenternente nella curva  reale verraiino, conîe inrianzi, ,a sparire 
i due puriti H,  e H,, essendo venuta, ineiio l a  coppia di archi a, e 5 , .  

In  un terzo tempo - ultiino ne1 nostro caso - porteremo hm-, a coiii- 
cidere con b,,-, , ricordando che a questo corrisponde Io scainbio P, = (83). 
I n  ta1 modo diverranno anzitutto inlinaginari coniugati i valori 3 e 2, poil 
dopo ave r  coinciso, diveiranno piire iininaginari coriiugati i puriti b, e b,, 
dando lnogo agli scanlbi (82) e (83), il cui prodotto uguaglja il prodotto pri- 
mitivo 

P,P, = (32)(83) = (83x82). 

Volendo aricora che il cappio che va a l  puiito b,  percorra la prossimith 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



di un gSamo  eul le d i  curvu algebrica 163 

dell'asse reale, dovremo trasforinare la relntiva sostituzioiie con 10 scambio 
(28), sicchè risulta p, = (81). 

Corrispoiidentemente nella curva reale verra a sparire !a coppia di 
archi O, e O,. 

La nostra rietnaiiiiiaiia cos1 inodificata diveiita come nella figura 7 dove 
i punti ai sono avvolti - iii figura - da un unico cappio cui corrisponde la 
sostituzioiie (-24687531) = a,x,a,x,z,a,a, qualunque sia 1' ordine in cui i punti ni 
si succedano sull'asse reale; ma 
nella realt4 si dovrebbero consi- 
derare 7 cappi distiiiti. (a468763 1) 

Assumendosi come valori (. . . . . .) (81) 

reitli, relativi al puri to x,, i va- 
lori 8 e l, c: coine coppie di 
valori cornplessi coniugati, le 

Fig. 7. 
coppie 6, 7 ; 4, 5 ; 2, 3, la 
nostra rieinanniana é simnietrica (il che si riconosce coine al 5 5)  e definisce 
durique una curva reale R (del resto l'esistenza di questa segue direttamente 
da1 modo con ciii la K è otteiiuta per continiiità dalla R'). La curva R pos- 
siede or& come piiirti di coiitatto per le tangenti parallele all'asse y solo 
gli nz punti H ,  = I i , ,  K,, ... &, di ascissa b, = a , ,  a, ... a,,  ed é chiaramente 
equivaleiite al circuito F da1 quale eravaino partiti. 

La curva R, data da una funzione y,.($) ad qn rami con tu = 2112 - 2 
punti di dirainazione e, come la R', aiicora razionale. La funzione y, potrh 
eventualinente avere qualche puiito di jiifinito (inteso per x reale), tuttavia 
ci6 non nuoce al fatto fondanientale che sia il circuito R equivalente al cir- 
cuito I'. 

7. Veniarno ora al nostro problema fondamentale, ci06 alla rappresenta- 
zione del circuito I'. 

Sia 
f(xy) = 0 

l'equazione della curva f cui appartiene I', e 

+,(O y,. = -- 
+2(4 

1' equazionr. parainetrica della curva razionale K 
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Espriinendo la y dei punti di i' in funzione del parametro t ,  relativo ai 
punti di R che ne hanno la  stessa ascissa (ed .appartengono all'arco corri- 
spondente), otterreino 

Y = Wt), 

con 0 funzione (algebrica) univoca. riell'intorno dell'asse reale di t ,  e quivi 
per di piu sprovvista di poli, giacchè - per ipotesi - il circuito ï é tutto 
a l  finito ; pertanto è anzitutto risolto il problema di rnppresenta2.e unifor- 
rnemente il circuito r 

In secondo luogo, 
sopra una retta reale. 
mediante la  trasformazione 

indicata nell'introduzione, l'iiitorno dell'asse reale di t si riduce al cerchio 
di raggio 1, e y riesce cosi funzione aiialitica 

regolare in detto cerchio; onde i valori di y, corrispondenti a l  nostro circuito, 
risultano tutti dall'unico sviluppo in serie Lc,zn. 

Possiamo ora riassumere i due aspetti del iiostro risultato enunciando che : 
Ento u n  circuito I' (pari e) tutto al f i d o ,  appartenente ad una curva 

questo, in  tutta la sua integ9-ità, pub 9.appresentarsi 
la retta reale su cui é steso il pnrametro t, ponendo 

biunivocamente sopra 

dove y ,  e rp, soiio dei poliiiorni, (J una fiinzioue analition regolare in tutto il 
cerchio 2 1 I; 1, che vale a rappresentare l'inter0 circuito r mediante i l  solo 

T t  
elemento Ec,~" relativo all' origine T = 0 ;  A = - è uii coefficiente nuinerico 

2u 
che dipende dalla larghezza. 2n della striscia circofittinte all'rtsse reale di t ,  
entro la quale resta uniforme la futizione y. (continua) 
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d i  un m m o  l e a l e  d i  curva a l g e b r i c a  

8. Fiiio ad  ora abbiamo supposto che il circuito dato r sia pari e tutto 
a l  fiiiito. Con qualche necessaria e senlplice variante si potrebbe ripetere la 
iiostra analisi neK'ipotesi clie l? tagliasse l i ~  retta iinpropria O fosse itnpari, 
pervenendo in sostanaa alla 
zioiie y(x) avere dei poli, si 

'dove +(L) è ancorn regolare 

stessa conclusioiie ove tuttavia, potendo l a  fuii- 
otterrh 

ne1 cercliio T 1 L 1, e +,, é i i i i  polinomio, le ciii 
radici ci~doiio entro qiiesto cerchio e danrio appunto i poli di y. 

Ne1 caso geiiernle occorrerebbe tener pli,rticolarmente coiito del fittto che r 
pu6 avvolgere, una O piu volte, il punto all'infinito dell'asse y, avendosi cosi 

.dirainazione quando x percorre tutto jntero l'asse rea,le, il che porta a con- 
siderare inizialmente punti di dirainazioiie iinmagiiiari. 

Ma ci possiamo risparmiare coinpletamente tutta qiiesta aiialisi, lunga se  
noii dificile, inercé uiia semplice osservazione. 

Si trasformi la  curva f mediante la  trasformnziorie 

dove 0, = 0 e i' equazioiie di una conica reale, e in particolare 0, = 0 rap- 
presenta una conica non secaiite in punti reali il circuito l? (supposto anche 
impari e dotato di piinti iinpropri). Allora l a  f viene trasformata in una curva 
piana in modo che il circuito l', segando in un riumero pari di puiiti le co- 
niche 0, diviene un circuito pari, ed esterno alla retta impropria, esserido 
0 ,  = O esteriia al  circuito I'. 

Qui t i ~ t t i t ~ i i ~  vi è luogo a teiiiere che la nostra trasformazione, pure ap- 
plicata ad una curva dotata di soli nodi, abbia a produrre singolarith piu 
elevate, e cib per qualurique posiaione delle coniche 0. Ad eliminare sitnile 
dubbio critioo basta ricordare che le coppie di puiiti del piano, neutre per 
un sistema liiieare ao3 di coiiiche passanti per uii puiito fisso, apparteiigono 
tutte a d  una retta. su cui determinano un'involuzioiie, le cui coppie posson 
supporsi non appartenere alla f. Pertanto si passi dalla f piana a d  una f' 

sgeniba inediante la  trasformazione: 

Antiali di Mafalematica, Serie IV, Tomo 1. 
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166 CHISINI : La rappvesentazione analitica 

le  B i  essendo coniche passanti per  un medesirno punto (esterno a f )  e 0, una 
conica non secante P. 

Per proiezione da  un punto generico del piano improprio (fuori dalla 
traccia su questo della rigata delle trisecanti e della rigata circoscritta), f' 
d& origine ad una curva pinna dotata solo di nodi, in cui il circuito I' è pari 
ed esterno alla ret ta  irnpropria. 

Eliminatn cos1 l'ipotesi restrittiva che abbiaino fatto iriizialineiite circa 
l a  natura del circuito I', mediaute l'uso di una seconda trasformazione bira- 
zioiinle della f ,  oltre a quella che valeva a liberar la. ciirva dalle singolarith 
più coniplesse del riodo, possiaino co?zclude?-e la nostr-a analisi col 

Teoiemn. Dnto u n  c i ~ v x i t o  r, nffatto genej-ale, appal.tenente ad una 
curaa algebrica 7,eale 

f ( x y )  = O, 

questo, in tuttn la sua inteyrita, pub rrwppwsentami biunivocc~wmate soplaa 
la vetta veale su cui è steso u n  pa~*ametro t, ponendo 

dove x, y, cp, sono funzioni 9*azionnli, e + è funzione algebl-ica 2-egolare in 
tutt i  i punti dell'asse reale della varinbile complessa t; ponendo poi 

la +(t) si viduce a una funzione analitica 

Y = O(T) =  ri^,^^ 

1-egolare ne1 ce2.chio 1 T 1 < 1, peq- modo clze tu t t i  i punti del mwzo ~.isultano 
da u n  unico sviluppo in serie; qui il coefficiente numerico A riesce dato 

X 
d a  A = - , essendo 2a 1' ampiezza della striscia circostante d l '  asse reale di t ,  

2n 
entro l a  quale resta uniforme l a  funzione Y. 

Nota. Volendo restare invece ilel campo algebrico, con una conveniente 
proiettivit& si porti l 'asse reale di t ne1 cerchio 1 z j = 1, e si otterrh allora 
per la funzione algebrica Y(r) uno sviluppo in  serie di  LAURENT. 
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di un vamo reale d i  cwva atgebrica 167 

CAPITOLO III. 

Trasformazioni distendenti : rappresentazione effettiva 
di un circuito d i  curva algebrica reale. 

1. Le considerazioni svolte ne1 capitolo prececlente, ci hanno condotto a 
dimostrare che ogni circuito di. curva algebrica reale pub venire rappresen- 
tato - iii tutta la  sua iiitegritk - mediante una sola coppia di fuiizoni uni- 
formi di un parametro reale t. Mil, per ottenere effettivamente tale rappre- 
setitazione, è necessaria la costruzione effettiva di una curva razionale reale, 
relntiva a una riemanniana simmetrica assegnata, la  quale costruxione pre- 
sen terebbe qualche difficoltà. 

Ora la richiesta rappresentazione del circuito si pub ottenere direttainente 
mediante la successiva ;~pplicazione di alcune semplici trasforinazioiii, che 
chiaino distendenti, imperocchè equivalgoiio quasi a distendere materialmente 
le anse del circuito fino a raddrizzarle, pervenendo in fine ad uiia specie di 
ovale (se si parte da un circuito pari yrivo di punti impropri, caso che 
- coine abbiamo visto - pu6 coiisider~rsi affatto generale) O pervenendo, 

invece, a un circuito impari unisecato dalle parallele all' asse y. In ciascano 
dei due casi si trova subito uiia curva razionale reale (conica O retta) in 
corrispondenza univoca col circuito, in base alla quale si ottiene la rappre- 
sentazione analitica di questo. 

Tuttavia importa qui osservare che la rappresentazione cos1 ottenuta del 
circuito, in funzione di un parametro t, é sernplicemente uniuoctc e non biu- 
nivoca; a ogni punto di t corrisponde un unico punto del circuito, ma non 
viceversa. La mancata biunivocit& lion infirma perb l a  soluzione del nostro 
problema, che implica la rappresentazione dell'intero circuito mediante esyres- 
sioni valevoli per qualunque valore del parametro reale, ma non l'univoca 
invertibilita di queste. 

, 2. Si consideri una cubica piana razionale R, dotata di punto doppio 
isolato: la pa.i.aboln punctata di NEWTON; con una proiettivitk possiamo col- 
locarne un flesso nell'origine degli assi, e la relativa polare armonicq far 
coincidere con l a  retta impropria: il raino reale della cubicn assumerà allora 
ln classica forma del seqen t ino  (fig. 8), avendo l'origine conîe centro di 
siminetria. Prendiamo l'equazione della R nella foriim 
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sar& punto isolat0 il punto all' irifinito dell' asse x e tangente di flesso la retta 

Y x + y = O. Le parallele all' asse y segaiio la R in tre 
punti, e due di queste parallele: x =a,, x = a , ,  rie- 
scoiio tniigenti reali. (Quantunque lion importi saper10 
si ha 

- 3 (V5 - 2) 
a, = - a,  = 

2dTa 2 '  

le due rette riuscendo cos1 sinlinetriche rispetto all'asse y). . ! 

L a  R, come si è detto, è razionale : pub esprimersi 
Fig. 8. parametricamente con 

3. Ora., dato un circuito I' di curva reale che - come abbiaino detto - 
possiamo supporre pari e a l  firiito, dovrcrno applicare ad esso la trasformn- 
zione che consiste ne1 lasciare inalterata la y di un suo puiito generico 
l '=(xy) ,  e ne1 sostituire alla x il valore che il parainetro t assume ne1 
punto (O nei purili) d i  R avente la stessa ascissa, cioè la trasforinazione 

, x , = t  t 3  -- t 
coi1 t legata ad x dalla relazione x = - 1 y' = y, t' -+ 1 ' 

E aiizitutto ovvio che la trasfgrmazione é biunivocu frlt i punti del piano 
(reale) estemi al la  ~t?~isc ia  coinpress fra le due rette t ,  e t , ,  di equazioiii 
x = (6, e x = a,, che sono le due tangenti ad R parallele all' asse y, iin- 
perocchè le rette x = k, per k > u,  O k < a ,  sono unisecanti il circuito R ;  
pertarito importa analizzare quel10 che accade per i punti della striscia sud- 
detta, O - per maggior chiarezza - per una striscia 2,  un poco piii ampia 
di quella, che la conteriga ilel suo interno: definiremo dunque la striscia Z 
con la disuguaglianza : 

n i - 6 < x < a 2 + 6  

con B piccolo e positive. 
Consideriaino ora un arco y, ap@rteneiite al  circuito l', che peiietri entro 

l a  striscia 2 :  distiiiguereino tre ca,si che soli ci interessano per l'appliçazioiie, 
quanturique non siano affatto gli unici possibili. 

a) L'arco y, del circuito l', :i.ttraversi la striscia Z (restaido al  fiiiito) 
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senza avere quivi tangenti parallele all'a.sse y, cioè riuscendo sempre uiiise- 
cato da tali parallele. 

Corne si trasformi l'arco y = ABCDE viene chiarainente itidicato dalla 
figura 9, dove importa notare che I'nrco y', trasforinato di y, é ancora unise- 

oato dalle parallele allJ asse y', meiitre sll'arco BCO vengono a corrispondere 
tre archi su y', precisamente gli archi : C,'C,'D,', D,' = Di1C,'B,', 23,' = B,'C,'D,', 
ciascuno relativo ai tre archi della R : T,H, ,  H , H , ,  H ,  T, . 

h )  L'arco y peiietri (per es. dalla destrn) entro la striscia 2, e ne esca 
dalla stessa parte, avendosi per esso una tangente, c, pztrallela all'asse y, col 

Fig. 10. 

yuiito di coritatto C: 1' arco y riesce cosi tutto alla destra di c e bisecato dalle 
parallele all' asse y. 
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Corne si trasformi 1' arco y = ABCDE viene indicato . chiaramente dalla 
figura 10. 

Qui importa osservare come l 'arco y dia origine a un ovale 7, corrispon- 
dente ai due nrchi di R :  K,H2 e B,K2, e a un ramo y' che pvpriarnente 
possiamo considerare come il tvasfo.r.rnato di y, imperocché esso si collega 
per  continuità a117altra parte del circuito r' che - corrispondendo alla parte 
di I' esterna a Z, é con questa in corrispondenza biunivoca. L' ovale y invece 
resta isolato, e quindi i suoi punti non appaiono tra gli oinologhi dei punti 
di r, ove ci si muova per continuità entro il campo ren le .  Infine osserveremo 
che l 'arco y', a l  pari dell' a.rco y con cui é in corrispondenza biunivc~ca, è 
bisecato dalle paraliele all'asse y' e h a  una tangente (in C,') parallela alla 
detta direzione. 

c) L'arc0 y attraversi (per es. entraiido dalla sinistra e uscendo dalla 
destra) l a  striscin Z, riuscendo tangente prima ad una poi all 'altra delle due 
tangenti t del circuito R ;  ne1 iiostro caso prima alla t, e poi alla t , ;  l 'arco y 
allora O av rà  un nodo entro 2, O assumera lit classica forma del serpentino, 
ipotesi per noi indifferaiti; in ogni caso l e  parallele all'asse y cornrirese 
fra t ,  e t ,  saranno trisecanti 17 arco, mentre quelle esterne solo unisecrtnti. 
Nelln figura, 11 noi abbiamo segnato i due archi (y) e y che corrispondono 

Pig. 11. 

ai due casi considerati; ci riferiremo per l a  trasformaxione nll'arco 
y =  ABOPCSDVLE dotato di nodo, per il quale potrebbe sernbrare che si 
presentassero maggiori difficoltà. 

LMarco y trasformato dB origine a 1111 arc0 y', che possiamo riteriere 
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come effettiuo trasformato di y, e a un circuito chiuso y", giacchè gli stessi 
punti di y, iiiteriii alla coppia di tangenti t ,  e t,, vengono trasformati in tre 
punti, i n  relazione ai tre archi T,H,, H,K, ,  H,T, del circuito R, cui coiri- 
spondono i tre segmenti con Io stesso nome dell'asse x'. La figura 11, ove si 
filccia attenziorie alle lettere e ai relativi iiidici, rende chiaro il modo con 
cui opera la trasforniazione; qui importa notare che alla curva T, fuori della 
striscia, 2,  corrisponde biunivocaineiite la curva I", e che quando un punto 
di I' si muove descrivendo y, il punto omologo viene a descrivere l'arco che 
abbiarno indicato con y', i l  quale e unisecato dalle parallele all'asse y'. Infatti, 
quaiido il detto punto di y descrivendo l'nrco ABOPC, giunto in C, inizia poi 
il percorso dell'ilrco CSOD (avendosi dunque dirarnazione per la relativa y) 
il corrispondente punto della cubica R descrive l 'arco MT,H,  e, giunto 
in  H,, prosegue a descrivere l'arco H,H, (avendosi diramazione anche per 
la relativw y = t = x'); e quel che accade in corrisponderiza al punto C si 
ripete in corrispondenza al putito D, riuscendo cos1 biunivoca la corrispon- 
denza fra i punti di r e quelli della R, e quindi anche fra i punti dell'arco y' 
e quelli dell'asse sr, onde appunto l'arco y' nppare unisecato dalle parallele 
all' asse y'. L' esistenza del circuito y", trasformato dell' arco HOPCSOD VL, e 
non collegantesi per continuith al circuito T', trasformato di r, non interessa 
affatto nella nostra analisi, e tanto meno interessano le sue particolarith; 
tuttavia, per maggior completezza, queste sono messe in chiaro dalla trasfor- 
mazione effettiva, rappresentata dalla figura 11, ed A assai facile giustificarne 
le relative circostanze. 

4. La  t?-asformazione che abbiamo indicato la  chiamerenlo distendente, 
e cosi pure diremo disten.dente la cuhica razionale R che serve ad attuarla. 

.ione Se si considerano i tre casi, in particolare l'ultimo, in cui la trasforma7' 
è stata applicata, ci si renderà facilmente conto della ragione del nome 
adottato: ne1 primo caso infatti l 'arco y, vetiendo trasformato nell'arco y', e 
corne stirato triplicandone quasi la lunghezza b - nell' ultimo caso che 6 il piu 
importante - l'arco y riesce effettivamente disteso togliendone il nodo e le 
due sinuositii corrispondenti alle tangenti t ,  e t , ;  ed ugiial effetto si sarebbe 
ottenuto applicnndo la trasformazione ad un serpentirio qiiale (y). 

5. Passiamo ad applicare le considerazioni svolte alla trrtsformnzioile di 
un circuito l': questo, come piu volte abbiaino detto, pu9 essere supposto 
pari, tutto a l  finito, privo di singolaritk piu complesse del nodo, e in posizione 
generica rispetto agli assi. 
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Consideriaino le tangenti t , t ,  ... t,,, del circuit~ F, parallele all'asse delle y, 
e sia 111  2. Queste taiigeiiti siano nuinerate secondo l'ordine coi1 cui i rela- 
tivi punti di contatto si susseguono sopra il circuito. 1 punti staccati sopra 
l'asse x dalle tangenti consecutive non riusciraniio, in generale, affatto coii- 
secutivi; tuttavia vi sararino due tarigenti consecutive per cui anche sono 
consecutive le traccie sull'asse x O - almeno - tali che entro il seginento 
da tali traccie determiriato non cada altra coppia di  tingenti consecutive. 
Chistminmo con t ,  e t ,  tali tangenti. 

Coii uiia pi'oiettivith che lasci fertni i puriti iinpropri degli assi a e y 
possiamo portare ln nostra cubica distendente El ad avere appunto come 
ta:igenti le t ,  e t ,  date, e coiiseguentemerite possiamo eseguire la relativa 
trasformazione del circuito l' iii iin circuito ï'. 

É chinro che il circuito I" avrh m - 2 tangenti parallele all'nsse y ;  
imperocchè la nostra trasformaaione distende l'arc0 di l! che dava origine 
alle due tangenti t ,  e t ,  [caso c) del 3 31 e non introduce nessuna riuova 
tangente, giacchè ogni arco di r che penetri entro la striscia t,t, corrispon- 
derà a uno dei due casi a)  O b) sopra considerati. 

Riapplicando al circuito I" una seconda trasformazione distendente, e 
nz 

cosi di seguito - - 1 volte, arrivereino al fine ad un circuito r, dotato di 2 
due sole tangenti (parallele ttll'asse y )  che potrenio supporre le rette 

x=o, x.=1. 
Si consideri ora l'ellisse 

yZ + X ( X  - l)=O, 

che possiamo rappresentare pii.ri~inetricainente con 

i i i  base al teoreina del Cap. II, $ 4, i puiiti di I', riusciranno funzioiii biuni- 
voche di qiielli dell'ellisse aventi la stessa ascissa, e quindi del parametro t ,  

Ora si osservi che applicando successivaineiite le iiostre trasforinazioni 
disteiidenti, si passa da uii circuito Fi) a un altro circuito r"+" i n  modo che 
a un punto di I'(i+') corrisponde un unico punto di I'(f) (ma non viceversa). 
Pertanto avremo iii fine che a ciascun punto reale di t corrisponde iin unico 
piinto di I' posto a1 finito, onde questo circuito pot?-a 7-iuscil-e ?-npp?-esentato 
pol~endo 

\ X = S J t )  
i y = s2,1) 
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con Si e +, funzioni algebviche  e ego la ri neli ' intorno dell'asse s-eale di t ,  
(e quivi sprovviste di poli) e quindi, mediante la trasformazione indicata 

funzioni  ?*egola~i  d i  z .  nell ' interno del cemhio 1 z 1 < 1. 
Anche qui, ove si voglia restare entro il campo algebrico, si trasformi 

con una proiettivita l'asse reale di t ne1 cerchio 1 z 1 = 1, e allora si avranno 
per x e y funzioni  algebriche sviluppabili in serie d i  LAURENT. 

A differenza della trasformazione indicata ne1 Cap. II, questa nostra se- 
' conda via d B  la risoluzione effettiva del problema; qui occorre soltanto la 

conoscenza delle m tangenti del circuit0 I' (parallele all' asse y), il che importa 
la risoluzione di un' equazione nlgebrica; e la dimostrazione della rappresen- 
tabilit& dell'intero circuit0 mediante funzioni analitiche (piii precisamente al- 
gebriche) regolari in tutti i punti dell'asse reale di un parametro t, e sta- 
bilita all'infuori del teorema rektivo all'esistenza di una funzione algebrica 
reale corrispondente ad una data riemanniana simmetrica, teoreina che invece 
è fondamentale per gli sviluppi del Cap. II. 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo 1. 
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Congruences avec les deux nappes de la surface focale 
applicables 1' une sur 1' autre par les points correspoudnnts 

S. FINIKOFF, profes8eur de 1~Université de Mosoou 

J e  me pose un probléme: déterminer toutes les congruences dont les deux 
nappes de la surface focale sont applicables l 'une sur l'aiitre par les points 
correspondants ; en d' autres termes, déterminer tous les couples de surfaces 
applicables qu' on peut placer dans 1' espace de  manikre que l a  droite qui joint 
les points correspondants soit leur tangente commune. 

Toutes les congruences de ce genre ont pour la surface des centres des 
rtiyons un héliooïde minimnm. Les rayons de la congruence sont dans les plans 
des normales et des génératrices rectilignes de cette surface et  font sur la 
même hélice le même angle avec les normales. Les deux nappes de la surface 
focale applicables sont des hélicoïdes communs. Tous les couples des surfaces 
qui divisent le segment focal dans des rapports constants et  inverses sont 
applicables l 'une sur l 'autre et  sur une surface de révolution. 

J' examine enfin le cas ou ces deux nappes sont égales. L a  congruence est 
sans doute celle de  M. BIANCHI. Deux cas se présentent alors: ou ce sont deux 
hélicoides minima égaux ou certaiiies surfaces de révolution symétriques par 
rapport au plan qui contient les milieux des segments focaux de  la congruence. 

Soit 

ds2 = A2duz + 2AB COS o d u d v  i- P d v 2  

1' élément linéaire de la représentation sphérique des surfaces développables 
de la congruence e t  2p la distance des points focaux. Alors les éléments linéaires 
des deux nappes de  la surface focale sont (BIANCHI, Lezioni di Geom. d i r a ,  
t. 1, p. 322) 
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176 S. FINIKOFF: Cong~uences avec le8 deus nappes de la s u ~ f a c e  focale . . 

et nous avons pour notre probléme les trois équations fondamentales 

Si = O, de 178quation (2) il suit que est nul aussi. On peut prendre 1'2"l 
alors A = B = 1. Les équations (1) et (3) se reduisent à, 

et l' équation de ,M. GUICHARD 

donne cos w = - 2, qui est impossible. 
/12'e 

Si j12\ et 11221 ne sont pas nuls nous multiplions (1) par / , (3) par [YI2 ( 1  
et retranchons; en vertu de (2) nous recevons 

en changeant 

(5') 

ou 

le signe de u nous pouvons poser 

a A -- ûB aB 
COSO-=-- COS 

av au  au 

3 A  ûB - -- a ~ -  au-  

En introduisant une fonction auxiliaire cp, nous aurons 
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L' équation (2) donne 

p est une fonction de y seul. 
Aux trois équations (l), (2), (3) on peut en ajonter une quatrième en égalant la 

courbure totale aux points correspondants des deux nappes de la surface focale 
(Lez., 1, p. 323) q u i  est sans doute une conséquence des trois premieres; l'éyun- 
tion de M. GUICHARD (4) e t  de l'équation de GAUSS pour ln sphère 

d'oh il suit 

~ 1 2 3 ~  ~ i 2  
A B ( 1  12' \ [ G - C - A ~ ~ \  ilz{ sin o] = A [au + ( 1 sin w] 

ou en vertu de (5') 

(9) 

ou 

w est une fonction .de tp seul. 
Prenons pour les dérivées de tp les notations de MONGE. L'equation (1) 

prend la forme 

S 
d'oh il suit que - est une fonction de tp seul 

P9 
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En intégrant, nous obtenons 

oii U, est une fonction de u seul. Après une seconde intégr a t' ion nous aurons 

U et V sont fonctions de u et de v seuls qui ne peuvent pas se reduire A 
des constantes. 

Prenons pour iiouvelles variables les u et v. Alors cp et par conséquent 
p et w sont fonctions d' une seule variable x = u t v. La  dérivation par 
rapport à x sera indiquée par l'accent. 

Pour p nous avons l'équation (10) et (4) 

(14) 
y" 1 - cos w 

pl2 + 2p'p 7 - p2y12 = O 
y sin2 w 

(15) 
, y" 1 - cos O ( 1 - c o s w '  

p" + 2p 7 
cp sinz w + [2(F sin2 1 + pl2 COS O = 0. 1 

En ontre pour déterminer p, w, rp nous avons seulement l'équation de 
GAUSS pour In sphère. 

En différentiant la (14) par x et éliminant p" & l'aide de (15) nous obtenons 

(16) [( ' )' + ptO(L + cos w )  pi + 2p ' 1 = O, $(l + cos w) 1 [ , $(l +cos O )  

Le second facteur rie peut être nul, car dans ce cas la (14) donnerait p'y" = 0. 
Donc 

" )'+ i2(i +- cos w) = O. 
(rp*(ï + cos o) 

Multiplions par Y'' et intégrons, nous aurons 
y'(1 i- cos w) 

a est coiistante d' intégration. 
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Introduisons une nouvelle fonction inconnue a par l'équation 

(18) . cp' = a sin a. 

Le double signe du radical (17') correspond au changement de a en n - a ;  

on peut Somettre. Nous prendrons le signe - et krirons,  en éliminant y', sous 
la forme 

(19) a' = - a sin a( l  + cos w). 

En choisissant convenablement le signe de a nous déduîsoris de (14) 

(20) p' = ap(1 + cos a). 

Sauf ces deux équations (19) et (20) pour determiner p, w, a nous n'avons 
que l'équaiioii de GAUSS pour la sphère. 

Les quantités fondamentales de la congruence seront: 
a)  l'élément linéaire de représentation sphérique de la congruence 

(21) dse = a2 sin2 a(du2 t- 2 cos wdudv + du2) 

b) l'élément linéaire des deux nappes de la surface focale 

ds; = 4a2p2(du% 2 COS a dudv -1- du2) 

c) et  leur secondes formes quadratiques (Lez., 1, p. 322) 

2ap sin a [a sin w d d  -- (w' - a cos a sin w)dv2] 
2ap sin a [(w' - a cos a sin w)du2 - a sin w du2]. 

,i nous prenons pour nouvelles variables x = u + v et ti, les 

mêmes formules prennent la forme 

w 
(21') 

w' - a sin w(1 + cos a) d x q  2 w' 4- a sin w(1- cos a) 
2 

d x d y  - 
2 

- o' - a sin w(1-i- COS cc) 

2 

w' + a sin w(1- cos a) w ' - a s i n w ( l + c ~ s a ) ~ ~ ?  + 2  - 
ap sin a [ - 2 d s d y  + 2 

w' - a sin w ( 1  -t- cos a) + 2 d y P ]  . 
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De l'équation (22') il suit que les deux nappes sont applicables sur une 
surface de révolution sur la quelle x = const et y = const sont paralléles et 
mkridiens; de plus les coefficients des secondes formes sont aussi des fon- 
ctions de x seul, d' oh il suit, en vertu d' un théoreme de M. STACKEL, que ce 
sont des hélicoldes généraux. 

Sur la sphère représentative x = const et y = const sont aussi des paral- 
lèles et méridiens. Si x et  + sont la  longitude et la latitude nous aurons 

Si nous posons by = x (b = const), 1' équation (24) se décompose en deux 

W 
b cos + = a sin a sin - 

2 

d' oh il suit pour w l'équation 

Les trois équation (19), (20) et (25) déterminent compléternent notre con- 
gruence. C'est une congruence de RIBAUCOUR car 

satisfont évidemment B l'équation de M. GUICHAI~D 

Pour la surface des centres de l a  congruence nous trouverons après un 
bref calcul : 

1' élément linéaire 

a 
dg= 4a2p2 sin2 (du2 + 2 cos /3 dudv  t due)  

(26) 
2 

=4aV2 sin2 - cos' 
2 
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O ii 

(27) 
a a 

cos p = - cos2 cos w - sin2 - 
2 2 

et la seconde forille fondamentale 

CC + a sin2 sin w 2 
a + a sin' - 

Si nous écrivoris 1' équation de CODAZZI pour cette surface, nous apercevons 
sans peine une intégrale de  l'équation (20) 

Douc la seconde forme sera 

La surface des centres est aussi applicable sur une surface de révolution 
et les lignes asymptotiques correspondent aux paralléles et inéridieiis. Donc 
c'est un hélicoïde gauche B plan directeur. 

La surface correspondante par orthogonalité d'élément 1iiiéair.e a la. cour- 
1 

bure totale K= - Ri determinée par les équations 

alR alR --- - = 2a cos a. 
au av 

En utilisant l'équation (20) nous obtenons, B un facteur constant près, 

e4ax 
k'=--. 

PI 

Les deux formes fondamentales sont 

ds - =  aaep' sino a e-4aX (du" 2 cos w dudv +- duZ) 

C'est une surface de révolution. 

Anliali d i  Matsniatiea, Serie IV ,  Tomo 1. 
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En utilisant les équations (24') nous obtenons pour nos surfwes les éqiin- 
tions: les deus iiappes de la surface focale 

C 
Xi = 1' COS (X + 9, y, = 9 %  sin (x + 0 s i  = - - 

Il2 
X i- p sin + 

(3') 
C 

2, = - 9 .  COS (X - L), y, = - 1 si: ( - ) a, = - x - p sin $ 

la, surface des centres de la congrueiice 

la surface correspondaute par orthogo~mlitd d'élément linéaire 

iz2 a u  
7." 4- pz sin' cos S + cos cos- sin $ -1- ,pz COS" 

6' 2 2 1' 
a w 

7- ,  = , p"-2ax sin a cos - 
L 2 

cos $ 
cos <=p. 

P 

La surface des centres et les deux nappes de la surface focale sont des 
hélicoïdes avec le même axe. Les rayons de Itt congruence soiit orthogonaus 
aux hélices de la surface des centres et srir la même hélice font avec les 
généri~trices rectilignes le inême angle. 

Considérons nîaintenaiit un cas particulier intéressant quand la congruence 
est une congruence W et par conséquent celle de M. BIANCHI. Dans ce cm les 
lignes asymptotiques sur les deux nappes de la surface focale se correspondent ; 
les surfaces sont donc lion seulement applicables mais encore égales ou symé- 
triques. Les éqixatioris (23) donnent une condition 

(34) (w' - a cos a sin w)" an" sin2 w 

qu '  i l  faut ajonter aux équatioiis (19) et (25). En extrayant In. racine carrée 
l l 0 U S  avons 

(34') a W' = Sa siil w cos" 
2 
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(3 4") 
a 

wf = - 2a sin w sin2 - 
2 ' 

En substituaiit W' dans le (23) nous aurons dans le premier cas 

a w 
a sin sin2 - = - - a2 sin2 a sin2 

2 

. a .  W sin - sin - = c 
.2 .2  

On démontre aisenierit que l'équation (35) satisfait 
et (34'). Pour les deux nappes de la surface focale nous 
formes quadratiques 

aux éqnation (19), (25) 
trouverons les mêmes 

2C cot - d x d y .  
2 

Donc les deux nappes sont des hélicoïdes minima égaux. 
Dans le cas de l'équation (34')  nous aurons par le même calcul 

W a 
sin 2 cos;=cos'=c L 2 

qui satisfait aux équations (19), (34") et par conséquent & la (25). Pour les deux 
nappes de la surhce focale nous obtenons des for&es fondamentales 

-t- a" sin a sin w(d$? -1- dy'). 

Ce sont donc deux surfaces de révolution; leurs lignes asyniptotiques sont 
imaginaires. La surface des centres de la, congruence est u n  plan, car sa 
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seconde forme fondamentale est identiquement nulle. En termes finis nous 
pouvons écrire leurs équations en posant 

li C Baooa' z 
x = a  sin pzj, Y=-- B~ 

COS - 
2 

deux nappes de la surface focale 
1 

la s u r f x e  des centres 

(40) 
P P X, = T sin - sin X ,  y, = - Y sin cos X ,  z, = 0. 
2 2 

C'est évidemment le plaii de symétrie pour la, surface focale. 
2n 

Par exemple, pour /3 =,, la surface focale se compose de deux partibo- 
;3 

loïdes de révolution égaux ayant un contact aux sommets; les points corre- 
7C 

spondants sont tournés d' un angle - 
3 ' 

En revenant au CRS général nous pouvons dire que non seulemerit les deux 
nappes de la surface focale, mais encore chaque couple des surfaces lieu des points 

17 1 
qui divisent les segments focaux de la congruence en un rapport constant - n 

It 
et  - sont des helicoïdes applicables 17 un sur l'autre. En effet si (xi, y,, z,) 

112 

et  (x,, y,, z2) sont les deux foyers de rayon, les coordonnées courantes de nos 
V I X ,  + mx, et 9i2x, + nx, 

surfaces sont etc. L' élément linéaire 
12 + 111 n i- rn 

de l 'autre est 

ndx, + IL~X,)~= (n - miP Sdx: + 
n + m  (1% + rn)" Sdx:  

de 1' une et 

oii (x,, y,, z,) est le milieu du segment focal. Le  théorème est évident si nous 

posons pour $3;: et &dx: les expressions (21') et (26). 
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Sulla costruzione delle f~inzioni algebriche di dile variabili 
possedenti rina data ciirva d i  diminazioiie 

1. Introduzione. 

I n  una Nota inserita nei a Comptes rendus B delllAccadeinia di Parigi, 
ne1 1912, ho aniiunciato un teorema d'esistenza per le  funzioni algebriche di 
due variabili; ma, qunlche difficolth d'ordine delicato nello sviluppo della di- 
mostrnzione avendomi fatto rimandare l a  pubblicazione della menloria diffusa 
che stavo preparando, altre occupazioni sopraggiunte mi hanno distolto fino 
ad oggi dall'argoinento. Lo riprendo ora e preciso il teoreina enunciato, for- 
nendone l a  diniossrazione. 

P e r  intendere 10 spirit0 del problema e il senso del resultato che qui 
viene stabilito, conviene ricordare Che, per  proiezione d a  un punto O (che 
pub essere esterno ovvero appartenere alla superficie con uiia certa  molte- 
plicitk) una superficie data, F, vieoe rappresentata sopra un piano multiplo, 
d 'un certo oidiiie PZ, con una certa curva diramazione C. L a  C é l'inlmagine 
della ciirva di contatto del cono circoscritto ad F d a  O, non coinputando in 
questo il Gono che proietta l a  curva doppia di F, supposta non cuspidale. 

L'ordine wt di C si esprinie iii funzione del genere 7~ delle curve sezioni 
di P coi piani per O e del nuinero delle intersesioni di P colle rette per 0, 
clie è I'oysdine n del p iano nzultiplo: 

&h la  C iiori è una ciirva generale dell' ordine n z .  Anzi in corrispondeiiza 
ad  una superficie F di moduli ge i ie rd i (dota ta  di curva doppia passante per O 
con una certa  molteplicitlt e possedente uii certo numero di punti tripli fuori 
di O), e del resto anche per uila P proiettivamente generale ne1 proprio or- 
dirie, essa possiede un certo nuinero di nodi e di cuspidi: i nodi nascono, il1 
generale, dalle bitarigenti di P per 0, e le cospidi dalle rette per  O aveiiti 
un contatto tripunto con F. In  funzione di n e n, e del numero dei nodi e 
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delle cuspidi di C, si esprimono con formule note di ZEUTHEN e NOTHER (') 
g-1' invariariti aritlnetici della superficie F. 

Ora sorge la questione d'esistenza: quand1& che una curva piana C, do- 
tata d'un certo numero di nodi e di cuspidi, pub assumersi conle curra  di 
dirainazione d'un piano multiplo 11-plo? 

Per rispondere, si assuma ad arbitrio una C, d'un certo ordine pari 
nt = 212 t 2n - 2, e si cerchi di costruire uila superficie P rapprosentata sopra 
un piano n-plo che abbia corne curva di diramazione C: a ta1 uopo si costruirh 
una curva algebrica, K, clle sin, rappresentata sopra una retta n-pla, a,  i cui 
puiiti' dirnniazione son dati come intersezioiii di n. con C, e - facendo va- 
riare a i i i  un fascio di rette, entro il piano di C - si considererh la superficie 
descritta da, K. Se la venisse razionalmente determinnta in furiziorie della 
retta a, il luogo di essa costituirebbe evidentemente 1:i cercata superficie li, 
riferita ad uri piano 11-plo che ha come curva di diramazioiie C. Ma, in ge- 
nerale, la IL nori verra determinata razionalinente in funzioiie di a, anzi i l  
gruppo dei punti dira~nazio:~e che viene assunto su a determinera uii iiuinero 
fiiiito di curve algebriclie, ossia di rette n-ple, birazionalinente distinte: le 
quali si scanibieranno l 'una iiell'altra quaildo la retcn. n, variando ne1 suo 
fascio, ritorna alla posizioiie iniziale. 

Or duilque l'aiialisi delle condiziorii d'esisteiiza d'un piano n-plo che 
debba avere come curva di  dirainazione una data curva C, coiiduce 

a)  ad esaniinare coine variano e si scanibiano fra loro le rette il-ple 
birazionalineiite distinte deterniinate i n  corrispondenza ad una retta del piano 
di C, varinbile in 1111 fascio y =  tx : percib conviene riferirsi alle corrisponclenti 
superficie di RIEMANN e al piano della variabile cornplessa che rappresenta 
il parametro t, ne1 quale piano occorre considerare i carninini chiusi elementari 
che rispondoiio alle taiîgenti semplici a C appartenenti a1 nostro fascio, ovvero 

a.lle rette che \7a1ino ai nodi e nlle cuspidi di C ;  
b) quiiidi ad enunciare le condizioni elementari d' invarinnza della noini- 

imtn retta i l-ph; 
c) iiifirie a diniostrare che codeste condizioni d' invarianzn., oltreché 

iiecessarie, sono anche sufficienti a determinare 1*azionalmente uua curva 
variabile K, descrivente la doinandata. superficie E". 

L'enunciato preciso del teorema d'esistenza si troverh al 5 V. Qui vo- 
gliarno rilevare esplicitainente un corollario importante, che fu da me avver- 
tito fino da1 1912, cioè il seguente : 

t') C f i .  Sweirr  : « A t t i  R. Acciid. Toriiio D, 37 (1902). 
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Dato ne2 piano un sistema continuo 1 C 1 di czwzle C, d' u n  ce7,to o~.dine  
in = 2n + 27~. - 2, dotnte d ' u n  certo nutîzevo d i  szodi e d i  cuspidi, se u n a  C 
8 curva d i  di~.amnzio~ze d ' u n  pialzo n-plo, 20 stesso accude pes- le altve 
c u w e  del sistenza 1 C 1. 

II. Condizioni' d' invarianza 
a cui soddisfano le rette n-ple di un piano n-plo. 

Poiigasi che la curva piana C - d' un certo ordine 112 = 212 + 27~ - 2, e 
dotata d 'un certo nuinero di nodi e di cuspidi - sia la curva di diranlazione 
d' un piano multiplo d' ordine n, e cosi rappreseiiti uiia superficie F, che potremo 
ritenere proiettata su1 detto piano, z = O, da1 punto all' infiriito dell'asse z. Si 
consideri ne1 piano z = O ,  un fascio generico di rette, e siz~ quel10 y -, tx, 
che ha per centro l'origine delle coordinate 0 = (000): dove si aminette, in 
païticola,re, che l'asse z seghi l a  superficie F in ?z punti distinti: 1, 2, .... 1 1 .  

Vogliaino studiare coine varia la  rierilanniaiin R,, rels t i rn ad una curva  Kt,  
sezione di F con un pial10 y = t x ,  a1 vnrinre del parainetro t .  

Distendiaino-i valori complessi della variabile t sopra un piano T, e coiisi- 
deriamo in questo un valore iniziale : 2 = 0. Avreino corrispondenteinente 
una curva K, 

z = m7,) = 

che (ne1 linguaggio della geometria algebrica) deve ritertersi proiettata da1 
punto O all'irifiriito dcli'asse z sopra una retttc 11-pla y =O,  i cui punti di 
dirainazione sono le  intersezioni 

A , , A  ,,.... A, 
di essa coii C. 

Ora, disteridendo i valori complessi della x sopra un piano di AI~GAND-GAUSS, 
codesta retta n-pla appare corne un piano su cui sono segiiati l'origine O e 
gli 12 punti A , ,  A , ,  .... A,, e la rieinanniana R, riesce definita in rapport0 ad 
un certo sistema, di cappi 

li = OAi ( i  = 1, 2 ,.... u2), 

cui risponderanno certe t~asposizioiii 

Si = (1,s) 

scambiaiiti due rami 1 -  e s della 
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Ricordiamo che i cappi 2 possono scegliersi a d  arbitrio ed assuinersi 
anche iii un ordiiie arbitrario, dopodiche l a  conosceiiza della curva K,, deter- 
mina il sistema S,, in coiifronto a d  altri che darebbero luogo a c w v e  bira- 
zionalmente diverse ; diguisache - yuando occorra - due qunluiique dei 
punti A, potranno ritenersi corrispondere a cappi coiitigui, salvo il conse- 
guente mutamento delle Si. 

Movian~oci ne1 piano T,  partendo d a  uri punto t = O  e descrivendo un 

giro chiuso, y, che vi ritorrii: allora R,, si proluiigherà riella riemanniana 
varinbile R,; cosi vedremo, ne1 piano della variabile complessa x, moversi 
i puiiti A,, e a questo inovimeiito dovremo acconlpagnare una variazione 
dei ca,ppi l i  di guisa che essi non vengano mai ad attraversarsi (il cammino 
di t suppoiiendosi tale che i puiiti Ai riinangano seinpre distinti). 

Quaiido al  termine del nostro movimento siamo ritornati a l  valore ini- 
ziale t = O, i l  gruppo dei punti A i  é ritoriiato in se stesso, subendo un8 certa  
permutazioiie y, 4 Al,* I; AylAyz  zdynt . 

colitemporaneameiite i cappi li sono divenuti dei nuovi cnppi lyi conservando 
il loro ordine e le relative sostituzioni Si, m a  l' estremo di 1 ,  non è piu Ai 
bensi Ari, e in ogni modo giova tener presente che anche un cappio che ri- 
torni al medesimo estremo pu0 aver cambiato esseiizialmente di forma. 

Tuttavia si yossono riportare i cappi lyi  agli 1,; durante questa trasfor- 
mazione i cappi dovrttniio attrnversare dei punti A e quindi verranno nîutate 
le  sostituzioni Si, e iri definitiva ai punti Ai corrisponderanno certe nuove 
sosti tuzioni 

sp. 
Ora iritroducinino l'ipotesi d'esistenza di F. Poichè al carninino chiuso y 

rispond.: una variazione continua della curvn Kt,  seziorie di F, che riporta 
l a  K, in se stessa, si deduce che: per qualunque cammirio y segnato ne1 
piano della variabile complessa t ,  le due riemanniane che rispondono ai  
cappi li e rispettivainante alle sostituzioni Si e S t y )  sono equivaleriti; ne1 
nostro caso ci0 importa che le sostituzioni Si e S,<Y) sieno riori soltarito simili 
(cioè trasformate una deIl' altra mediaii te uria sostituzione . che rappreseriti uii 
cûmbiamento di nome degli valori 1, 2, .... n) bensi identiche, poichè le  
intersezioni di F con l 'asse z sono rimasto ferme durarite tutto il movimento. 

Riassumereino la condizione precederite dicendo che : per 1' esistenza della 
superficie F l a  EZt deve soddisfare ad unn co?zdizio?ze d'inumsinnaa, l i ~  qltick 
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importa che le sostituzioni d i  Rb relative n i  punt i  Ai ~ ~ e s t i n o  invariate per 
qzcalunque giro y fatto ne1 piano z. 

III. Riduzione della condizione d' invarianza 
a condizioni elementari. 

Il significato della condixione d'invarianza di Rt, che abbiamo trovata 
ne1 precedeiite paragrafo, pu6 venir precisato riducendo per  contiriuith qua- 
lunque giro y, entro il piano 2, ad  una somma di cammini elementari (veri  
cappi ne1 detto piano) che racchiudono i punti critici in cui coincidono due  
pun ti A. 

Questi punti critici sono d i  tve specie: 
1) punti 

che rispondono alle tangenti semplici di C per O (la classe p h s  un valore 
che qui non importa calcolare); 

2) punti 
D l ,  D ?.... Da 

che rispondono ai 6 nodi di C e alle rette che li proiettano d a  O; e infine 
3) puiiti 

C s , ,  Q ,.... & 
che rispondoiio alle x cuspidi di C. 

Convieiie analizaare partitamente quale sia in generale l'efietto che pro- 
ducono sulle sostituzioiii di R, i giri elementari delle t re  specie. 

Ara. giova premetteie un'osservazione comune ai tre casi. 
Si consideri uii punto critico, t = t,, che sia un T O uii D O un Q, e 

poi~gasi che in esso coiifluiscano due puiiti A,. e A , .  Per l'osservazione fatta, 
innanzi, 6 senipre lecito riteriere che codesti due punti sieno due puiiti con- 
tigui, che potrenîo quiiidi iridioare con A, e A,. Perb i corrispondenti cappi 
1, = Od, e l2 = OA, , possono dar  luogo a due circostanze diverse che occorre 
tener presenti : 

a )  pub accadere che Z, e l , ,  per t = t,, diventino O possan farsi diven- 
tare onestamente vicini,  cioè tendenti a confondersi senza includere alcun 
altro punto A O attraversare altri cappi, 

b) all' opposto pu0 accadere che 1, e Z,, pure essendo contigui, non 
possano ritenersi corne vicini, in modo d a  riunirsi in un solo cappio indipen- 
dente dai riinanenti. 

Annali di Natamatica, Serie IV,  Tomo 1. 25 
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Le 
tare in 

figure 1 e 2 qui annesse 
cui fra 1, e 1, (gih resi 

illustrano questa circostanza ne1 
con tigui) verrebbe a frapporsi 

caso elemen- 
un cappio l i .  

0 
Pig. 1. Fig. 2. 

Ma, riferendoci per semplicith a questo caso elementare, possiamo dimo- 
strare che, in ogni caso, una conveniente tritsforinazione dei cappi, permette 
di ridursi al caso in cui 1,  e 1, diventino onestamente vicini. 

Fig. 1'. 
O 

Fig. 2'. 

A ta1 uopo si ricordi chc in un& riemanniana R, due qunlsiansi cnppi.1,. e 1, 
si possono rendere contigui facendo uso di due modi di trasformazi'one essen- 
zialmente diversi: cioè tenendoli ferini e facendo che i cappi intermedi attra- 
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versino A,, e allora le  sostituzioni 8,. e S, rimangono invarinte, O invece 
movendo, per esempio l,., in 'guisa che attraversi i punti di diramazioni: 
intermedi, ci6 che hm per effetto di alterare la sostituzione S,.. 

Orbene, ne1 nostro caso r = 1, s = 2, quando ci si avvicina al valare 
critico t = t,, 1, e 1, possono essere resi contigui e onestamente vicini purché 
si operi çonvenientemente coi due modi di trasformazione. ~ o s i '  ln riduzione 
dalla figura 1) alla 1') O dalla 2) alla 2') si effettua in due tempi, portando 
anzitutto 1, ad essere intermedio fra Z, e Z,, e poi movendo per esempio Z, in 
guisn che attraversi A,: si ottengono cos1 i due cappi 1,' e 1,' onestamente vicini, 

Dopo ci6 passiamo a svolgere la nostra analisi, in rapporto alle tre specie 
di punti critici, T, D e Q. 

1) Un punto T ( t  = te) é un punto di diramnzione che scambia due 
punti A (vicini ad x = x,). E, per 1' osservazione fattn innanzi, è sempre lecito 
ridursi al cnso che i punti scnmbiati sieno contigui, e perb indicabili con A, 
e A , ,  e che i cnppi contigui, 2, = OA, e Z, = OA, ,  diventino onestamente 
vicini per t = t , .  

Adottando codesta ipotesi, studinmo l'effetto che ha sulle sostituzioni 
di R,, un giro dementare intorno a l .  nostro punto critico T. E chiaro che 

0 
III 

tale effetto si riduce a que110 di un cerchio infinitesirno che circondi T, a cui 
risponde un cerchietto descritto dai punti A, e A , ,  ognuno dei quali percorre 
uno dei due archi A,AI,  indicati- nella fig. 3, 1: ci6 è significato dalla rela- 
zione analitica 

1 - 
$ - a?, = l ( t  - tdd -t- ,... 
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Ebbene, osserviamo nella fig. 3 i t re  disegni 1, II, III, che rnppresentano 
gli stnti successivi della tra.sforinaziorie, dove il passnggio d d l a  II alla III 
consiste ne1 trasportare 1, dalla destra alla sinistra di 1,: vediamo cos1 clie le  
sostituzioni Si e 8, si cainbiano rispettivaineiite in 

E, frattanto, gli altri cappi l,, .... nori lianno subito alcuii cnmbiainento. 
Fer  il iiostro scopo coiiviene esaminare successjvamente le  tre ipotesi 

che, a priori, si possono fare intorno alla natura degli scambi SI e 8,: 
a )  Cli scambi Si e S, sono uguali, e sia per  esempio 

SI = s, = (12). 
III questa ipotesi 

si9=s,, I<):'=S2, 

cioé la nostra condizione d'iiivarianza è soddisfatta.. 
b) Gli scainbi S, e S, sono diversi frn loro ma permutabili: e sin, per 

esempio 

si = (la), s* = (34). 

Iii guesta ipotesi resulterebbe 

contrariamente alla nostra condizione d'invariaiiza. Dunque questa condizione 
esclude il presentami dell'ipotesi b) g8ispetto ad u n  punto S. 

c) Gli scambi SI e S2 non sieno permutabili e perd sieno del tipo 

= ( 2 )  S,=(23). 
In  questa ipotesi 

S , '=( i3) ,  S*'=(lZ), 

cioé Sif e Sef sono rispettivameiite i trasforiiiati di Si e Si mediante la sosti- 
tuziorie prodotto 

S,SI = (123)-I. 

AIa questa conulusioiie e inconciliabile con l a  nostra condizione d'inva- 
9-ianza l a  quale esclude dunque anche Pipotesi c). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



possedenti una data curva d i  diraniazione 193 

Pertanto ln condizioiie d' invarianza di R, significa che, i n  col.?-ispondenza 
a i  punti  T ,  ciok alle tangenti semplici della curva di diramazione C, i due  
punti  contigui (eutremi di cappi onestamente vicini) che i v i  si scarnbiano, 
portano la rnedesima sostituzione sui rami della funzione z. 

2) Un punto D ( t  = t,) é un punto critico apparente in cui confluiscono 
due punti A, e A, (viciiii ad cw: = x,) che possiamo ritenere contigui ed estreini 
di cappi onestamente viciiii. Ora l'effetto di un giro elementare iiitorno a D 
si riduce n quel10 di un cerchio infiniéesirno circondante D, a cui rispondono 
due cerchi descritti ne110 stesso senso dai punti A, e A2,  coine B significato 
dagli sviluppi aiialitici 

X, - xc = A,(t - t,) -+ ... 
x,-x,=A,(t - te)+ ..., 

dove x, e x, designano le coordinate di A ,  e A , .  
Sottraendo mernbro a membro si ha 

da cui risulta che la  nostra trasformazione consiste ne1 far descrivere ad A. 
un cerchio intorno ad A , .  Cib equivale a compiere successivameiite due tra- 
sfor~nazioni del tipo 1) (relative a punti T): infatti una trasforinazione di quel 
tipo, dove si designano ancora con x, e x, le coordinate di A,  e A,,  da 

1 

X, - X, = 2A(t -- t,)" i- ... , 

e perb eqirivale alla rotazione di mezzo giro di A, iritorno ad A, .  E, del 
resto, l'equivalenza d'uii nodo di C a due tangeiiti è ben nota, secondo il 
prinuipio di continuith. 

Pertanto, senza bisogno di esaminare le figure di passaggio, si pub qui 
affermare a priori che un giro eleinentare intorno a D porta S, e S, rispet- 
tivamente in 

s,'=s,s,s,-l S2'=S,S,S,-'. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



194 3'. ENRIQUES:  Sulla costruzione delle funziolzi algebriche di  due val*iabili 

Ora si possono passare in rassegna le tre ipotesi a) b) c) considerate per 
i giri del tipo 1); e si arriva subito alla conclusione seguente : la  condizione 
d'invavianzn ralativn alle sostituzioni di R, significa che, i n  corvispondenza 
a i  punti  D, cioé alle rette che vanno ai nodi della curva di diramnzione C, 
i due punti  contigui che ivi (onestamente) corifluiscono portano soslituzioni 
permutabili, cioè sostituzioni identiche, corne (12) (12), ovvero sostituzioni del 
tipo (12) e (34). 

Ma conviene aggiungere che il caso delle sostituzioni identiche corrisponde 
a una particolarith della superficie Fr z = f (xy ) ,  cioé all' esistenza di un punto 
doppio, in generale conico 

3) Un punto Q (t = t,) é un punto di diramazione che scarnbia due 
punti A (vicini a d  x'= x,), i quali possono ritenersi contigui ed estremi di 
cappi onestamente 'vicini, che verrnniio indicati con A, e A , .  Ora l'effetto di 

' un giro elementare intorno a Q si riduce a quel10 d'un cerchio infinitesinlo 
che circondi Q: a cui risponde un cerchietto descritto dai punti A, e A , ,  
ognuno dei quali percorre ne110 stesso senso tre nrchi successivi A,A, ,  corne 
è' significato dallo sviluppo 

3 

( X  - 3,) = À ( t  - t,)g 1- .... 

Pertanto, la trasformazione relativa a questo caso equivale a1 prodotto di 
tre trasformazioni del tipo 1): d'accord0 col fatto che la cuspide assorbe tre 
tangenti infinitamente vicine. 

Dopo cib si vede senh'altro quale sin l'effetto di una trasformazione del 
tipo 3) nelle tre ipotesi a)  b) c), che si presentano a priori possibili. 

L'ipotesi b) in cui si abbisno sostituzioni permutabili non identiche è 
scartata. Dunque le condizioni d'invafianza per le sostituzioni di R significn 
che in corrispondenza ai punti Q, cioé alle rette che vanno alle cuspidi 
della curva di diramazione C, i due punti  contigui che ivi si permutano 
portano sostituzioni identiche ovvero sostituzioni concatenate, cioè non per- 
mutabili del tipo (12) e (23). 

niIn il caso delle sostituzioni identiche risponde all'esistenza di un punto 
doppio (biplnnnre) della superficie F. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



possedenti una data cuvua d i  divamazior~e 195 

IV. Ricapitolazione delle condizioni d'invarianza. 

Inuanzi di riassuiiiere i resultati della nostra analisi, giova iiitrodurre uiia 
coiiveniente nomericlatura, cui si accompagna 1111' osservazione essenziale per 
1' esatta comprensione dell' argomento. 

Si considerino due punti di diramazione A, e A,  della rieriianninna Rt e 

- facendo variare t lungo un certo caminino descritto ne1 piano z - si 
portino viciiii ad un puiito critico, che sin un T, O un D, O un Q; quindi si 
rendaiio contigui in modo che i relativi cappi diventino onestamente viciiii 
(cfr. 5 III). 

In seguito a questa trasfornmzioi~e le sostituzioni relative ad A,. e A,  
potranno diveilire 

identiche, corne (12) e (12), 

concatenate, come (12) e (23), 

disgiunte, corne (12) e (34): 

ne1 primo caso direnlo che nella rieinanniana R, le sostituzioni relat ive 
ad A, e A, sono identiclze, ne1 secondo e ne1 terzo che esse sono rispettiva- 
mente concatenate e disgiunte, in gaappog*to a l  punto critico t, e al cam- 
mino  che vi porta ne1 piano T. 

Ma, a giustificare questa definizione, conviene mostrare che: se le sosti- 
tuzioni portate da due punti di diramazione A, e A, della riemanniana R, di- 
ventano.identiche, concatenate O disgiunte, in relazione ad un cammino che 
vada a t,, per una certa trasformazione dei cappi, altrettanto accade per 
qualunque altra trasforinaxione dei cappi (che renda sempre contigui e one- 
stamente vicini 1, e 2,). 

Infatti se 1, e 1, sono contigui e onestainente vicini, rispetto ad ogni 
trasformazione che li conservi tali, essi possono sostituirsi con un unico 
cappio l,., che avvolga insieme A,. e A,,  ed allora, ogni qua1 volta l,, tra- 
versi un punto di diramaxione A , ,  le relative sostituzioni S, e S, sono egual- 
inente trasformate con Si, e quindi rimangono, come all'inizio, concatenate 
O disgiunte. 

Dopo ci6 possiamo riassumere i resultati della nostra analisi ilel seguente 
enunciato : 

Sia C la  cuvvk d i  divarnazione d ' u n  piagzo il-plo, rappreseiitativo d 'una 
superficie F e, nella riemanniana ad n fogli che risponde alla retta del fascio 
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y=  IX (da ritenere come retta n-pla i cui punti di diramazione sono le  inter- 
sezioiii A , A ,  ... A ,  con C) si considerino i due  punti  d i  diralnazione A, e A, 
che vengono a confondersi in un punto crilico t = t, : allora, pegm qualunque 
carpmino d i  t che vada al pzcnto cî-itico t,, le sostitusioni portate da  
A,. e A, dovianno essere 

1) identiche ~.ispetto ad ogni punto T ,  cioè ad  uiia tangente senaplice 
per 0 = (00) ; 

2) disgiunte rispetto ad ogni punto D,  cioè ad  ogni nodo di C, che 
non rispoilda ad  un punto doppio (conico) della superficie P (ed invece iden- 
tiche se  D rispoiide a d  un punto conico); 

3) concatenate rispdtto ad ogni punto Q, cioé ad  ogni cuspide di C, 
che non risponda a d  un punto doppio (biplanare) della s~iperficie P (ed invece 
identiche se  Q risponde a d  uri punto biplnnare). 

V. Teorema d'esistenza. 

I l  teorema enunciato ne1 precedente paragrafo s ' inverte e si hanno quiildi 
le condizioili, non più soltanto iiecessarie, m a  altresi sufficienti, perché la 
curva  pisna C sin curva di diramazione d'un piano ri-plo. 

Queste si possono enunciare dicendo che a fra le rieinaiiiiiane ad  n 
fogli Ilt  che si possoi-io costruire sopra un raggio y r= lx variabile per un 
punto generico 0 = (OOO), prendendo conle punti di dirainazione le  intersezioni 
con C, deve esserveiie una che riiiianga invariata per qualsiasi giro chiuso 
del parametro complesso i 3 .  

E spiegando poi tali condizioni d'invarianza, secondo l'analisi del prece- 
dente § IV, si av ra  il teos-ema d'esistenza, nella forma che gli daremo a 
conclusione di questo paragrafo. 

Cerchian~o intanto di dimostrare il iiostro asserto : partendo dall' ipotesi 
d'invarianza della R, faremo vedere che essa permette di costruire una su- 
perficie P rappresantata sopra un piario n-plo, che abbia come curva  di di- 
ramazione C. 

Invero la  nostra ipotesi porta che, in corrispoiidenza d' una retta a 
variabile per O (y = t z ,  z =O), si possa costruire una fainiçlin. di curve bira- 
zionalmente identiche, rappresentabili sopra una delle rette 11-ple che hanno 
coine punti di diramazione le  intersezioni di a con C (che viene distinta fra  
le  al t re  rette n-ple analoghe), l a  quale fainiglia ritorna iri se stessa quand0 a, 
variaiido coinunque entro il fascio, ritorni alla posizione iiiiszide. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



poeserlenti m a  data curvu di dirumazione 197 

Ora codesta fatniglia potrh essere proiettivamente realizzata mediante un 
sistema di curve K,,, , d' un ordine 92 + h abbastanza alto, giacenti ne1 piano 
verticale y = l x ,  e passanti h volte per il punto all'infinito dell'asse z ;  
inoltre a &+, si potrk anche inlporre di segare z in n punti 1, 2, ... n, 
che riniangano fissi al variare di t .  Aggiiingendo condizioni complementari, 
si determiner& in ta1 guisa un numero finito s di Knth, ossia s furizioni al- 
gebriche z = c p t ( t )  : 

z ' I '  = yt(l)(x), 
- - ~tw), 

. .  . . . . . . 
z[S' - -- cpt'"(x), 

ciascuna i ~ d  1~ rami. 
Quindi si deterinilier& razionalniente l a  funzione 

che risponderk ad una ICn+,, passante ancora per i punti fissi 1, 2, ... n. 
Al variare del piano y=  t x  ilel fascio che ha  per asse l 'asse z, co- 

desta K generera una superficie F, che a priori potra supporsi passare un 
certo numero 9- di volte per l 'asse z, e quindi avere  l'ordine n + h -t 9.. 
Per proiezione da1 puiito all'infinito dell'asse n questa P riesce rappreseiltata 
su1 piano n-plo che ha  corne curva di dirainazione C. 

L'affermazione precedente solleva soltanto il dubbio critico d i e ,  in cor- 
rispondenza a particolari piani del nostro fascio, In K,,+h - che si mantiene 
sempre algebricanzente iweducibile alineiio finchè IR. traccin del piano lion 
diventi tangente (propriamerite O impropriamente) a C - possa degene?.a?.e 
proiettivamcnte in una curva multipla, coi vada sommato l'asse z e forse 
qualche altra retta parallela ad esso: cii, che porterebbe a completare l a  
curva di diraniazione del piano n-plo rappresentativo di 13 aggiungendovi 
delle rette per 0. Ma questo dubbio si pub escludere osservando che, per IL 
abbastanza alto, l a  degenerazione proiettiva di una delle iiostre KTi+, esige 
piu che una condiziorie ('), dimodoche la costruziorie pni, f a s i  in modo che 
non si presenti ln circostaiizs sfitvorevole soprn aoceniiata. 

Dopo ci0 possianlo enunciare il teoreinit d'esistenza, coine segue: 
Tcof-erna d'esistenza. Sia C una curva piana (posta ne1 piano z=O), 

d 'un  certo ordine pari rn = 2n + 2n - 2, dotata d' un certo numero di nodi 

(') C f i .  ENRIQUES-CHISINI, Lezioioi stclln teorin geometricn de l l e  eqicnsiot~i é delle fios- 
ziotti nlgeb~iche.  L. 5, 4 33, Vol. III, pag. 363. 
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e di cuspidi, che ci  proponiaino di assumere corne ciirvn di diramazione d' una 
funzione algebrica di due variabili z = f txy).  La  condizione d 'esis tenza di 
questa funzioiie è clie: 

fra le riemaiiriiaiie Rt deteriniliate sopra uii raggio, a ,  variabile rie1 
fascio di ceiitro generico 0 = (OOO), prendeiido coine punti di  diramazione le 
iritersezioiii A,A, ... A,,, con C, ve ne sia una tale che : 

petm ogni giro elementave descritto da1 pm.anzet7.o co~~rplesso t, le 
sostituzioni îselnti.z;e a due qunlunque punt i  di diramazione, clze vadano a 
coincidere ne1 punto d i  contatto d ' u n a  tangente, sieno identiche ~ i s p e t t o  n 
questo ; 

le sostituzioni relative a due punti che vadano a coincidere in un nodo 
sieno, in relnzione a questo, disgiunte;  

ed irifine quelle di due punti che vadano a coincidere in una cuspide, 
sieno, i n  relazione ad essa, concatcnnle. 

Ora questo enunciato si pub semplificare osservarido che tutti i giri ele- 
mentari, descrivibili da  t - ne1 suo piano z - intorno ai-punti  critici giA 
desigiiati con T e D e Q, si lasciaiio comporre mercè un sistema primitivo 
di cappi che circondino codesti punti. Infatti se, per esempio, sl giri attorno 
ad  un certo punto T inedistnte due cainmini che avvolgano un punto Q, la  
coridizioiie d'iiivarianza di Rt essendo soddisfatta per il primo cainmino in 
rapporto a l  T e poi anche per il cappio che nvvolge il Q in rapporto al Q, 
ne segue che essa verrk soddisfatta anche per il secondo carnmino rispetto 
a l  T. ~ o s i  dunque potremo enunciare i l  

Teorelna d'esistenza nella forma semplificata. A f i n c I ~ é  la cu?.va piuna C 
p o s a  assuuze?-si conze cul-va d i  d i m m a z i o n e  d ' u n  piano n-plo, basta clw 
le sostitzczioni relative a i  punt i  d i  d i m m u z i o n e  d i  u n a  Rt sieno rispetti-  
vameale identiche, disgiunte O concatenate in ~*e lnx ione  alle tangenti  sent- 
plici O a i  nodi O alle cuspidi d i  C, per un cevto sisterna d i  gi?+ elerlzentari 
O cappi  avoolgenti quei punti  cri t ic i ,  ne1 piano della va?*iabile cornplessu t. 
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delle divisiorii successive per alcuiii corpi circolnri 

GAUSS, ne1 quarto dei frammeriti reh t iv i  alla teoria dei ~zuîïzes-i cornplessi, 
frammenti che cornpaiono ne1 2" volume delle sue opere, introdiice il concetto 
di rnisu9.a di  u n  numel-O colle seguenti considerazioiii: 

Sia n an  numero primo ed E una radice primitiva nma dell'unith. Sia poi 
a(€) = a  i- CL'E + + .... + ntn- un numero qualunque del corpo alge- 
brico geiierato da  E, D = u ( E ) . ~ ( E "  .... u(cn-') la sua norina, 

il prodotto, certamente positivo, dei due numeri cornplessi coiiiugati a(€), a(€-'); 

allora é 
ab' = ( a  - + (a' - a")" (a" - a"')" 
2b'' = ( a  - + (a' - + (a'' - a"")9 + 

Questi numeri razionali, manifestamente positivi, furono chiamati d a  GAUSS 
wzisuve parziali del numero a, mentre la loro somma: 

s = 2(b' + b" + b"' + ...) = n(a+ a'2 + a'j2 + ...) - (a -+ a' + rc" ...)' 

fu detta rnisug-a generale di a.  

(') Nel presentare a i  Lettori questo Iavoro, aiiniinciamo con vivo rnnimnrico che l'au- 
tore prof. TITO CHELCA è mancato ni vivi nelllottobre scorso (1923) n soli 42 anni. 11 Chelia 
percorse gl i  studî Universitnrii in  Pisa come allievo delln R. Souola Normale Superiore, 
presso cui si abilitb con una tesi: Si~gli i n v a h n t i  iihtegl-nli, pubblicatn ne1 Vol. XI  (1908) 
degli Arinali d i  questa Scuola. Fu vnloroso insegnente d i  mateinaticlie, prima nella Souolit 
Tecnic:~ di Spezia, poi negli Istitiiti Teonici d i  Foggia, Bari, Firenze e da iiltiiiio in qiiello 
d i  Pisa. Pure nggravato dallliusegnnmento secondnrio, e di salnte mal ferma, Egli lia cori- 
tinuato ad occuparsi d i  studi e ricerche proprie. Il presente Iavoro è soltaiito un primo snggio 
d i  ricerche sullrt teoria dei numeri algebrici, clle egli nveva ~ v v i n t o  con promettente suc- 
oasso, e ch: veniiero iualaugiiratrtinente interrotte dalla morte. Ln Divesione 
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Fer  quest'ultiiiia GAUSS dk la formula 2 P, i P, i- ... + P,,-i = s  dove i 2 1 
è Pt = a(Et)a(ct)  : si ha. dunque : 

In  uiia nota, receiiteinente pubblicata iiegli Atti della R. Accademia 
dei Lincei la Sig."" BRANCHINI, h a  utilizzato, lie1 caso di ?z = 5, la  prece- 
dente forinula, e, valendosi della proprieth che l a  media geometrica di piii 
qunntith positive è ininore O a l  piii uguale alla loro, media aritmetica 

$1-1 

steriza di un algoritnlo delle divisioiii successive per gli interi apparteneiiti 
a l  corpo delle radici quinte dell'uiiità. 

Ho ~ e n s a t o  d i  applicare il medesimo procedimeiito relativnmente agl7in- 
teri di altri corpi circolari ed ho potuto cos1 stabilire I'esistenza dell'algo- 
ritmo euclideo per i corpi delle radici ottave, settime, rione, dodicésime, 
sedicesime del!'unith, coine mi propongo di far  vedere iiella presente nota. 

Ne1 1" paragrafo inostro coine si possa rendere piii semplice il procedi- 
ri 

ineiito esposto dalla Sig."" BRANCHINI per il corpo c ( ~ I ) .  

g 1 .  Corpo delle radici quinte dell'unita. 

Posto il quoto di due interi y E: v sotto la forma: 

con A iiitero ed a = a -I- bo i- CE' + do3 + eo4, si potrit sempre supporre 
1 

seelto A in modo che i nuineri razionali a, b, c, d, e siano, in modulo <- 
2 - 

Delle 5 coordinctte a, b, c, d, e, t re  alnieno saranno di uno stesso segno; per 
fissare le  idee supporiiamo che  esse siano a, b, c e che il loro segno coinune 
sia il +. Si potra allora dare  a d  a l a  forma: 
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1 
dove le coordiiiate a - - b - 1 1 1 

4,  4 '  4 4 
c - - soiio in nlodulo < - . Quaiito alle 

1 1 
altre due coordinate d - - e - - , coll' aggiuiigere O togliere ad esse sepa- 

4' 4 
rataineiite, ove occorra, uiia uiiità, si potraiiiio di iiuovo ricoiidurre nell'in- 

tervallo - 2, . ( l 
PotrB dutique porsi: a = a  + a' dove oI è iui inter0 ed a' un iiuinero del 

1 '1  
quale tre almeno delle coordiiiate sono, in inodulo, < e le altre due < 

4 2 ' 
Resta cos1 dimostrato che riella (1) pub scegliersi l'inter0 A in modo che tre 

1 1 
delle coordinate di a abbiano moduli < e le altre due moduli ,- Ed 

4 ' 2 '  

allora, relativainente al numero a, avremo che è la sua misiira 

2P, + 2 P ,  <5(a2 + b2 +cP + d V  e2) 
11 

cioè < 5.- quindi 
16 

5 2. Corpo delle radici oftrtve dell'unità. 

Eia 

L' equaziorie irriducibile a cui soddisfa 5 = e V : z4 + 1 = O ; una. base 
del corpo è costituita d i~i  numeri, 1, 5, G2, 5" cioè qualuiique iiitero w del 
corpo si pub porre sotto la forma: w = (t + b6 f cc" dc3 con a ,  b, c, d iiiteri. 

Indicheremo con s, T le open~zioni segueiiti 

s = (i5, 5-'), T= (5, 5-7 = (5, - i5). 
Formiamo 

Pi = w sw = (a  + ZIG + cc" dC")(a i- 65-' + cc-"- d5-7). 
Si tro v a  

P, = w - sw = a2  i- b' + c2 + d' + (ab + bc + cd - acl)(L + L-') 
e cosi pure 

P, = T'o.  Tsw = a2 i- b2 + c2 i- dP +(ab + bc + cd - ad)(T(c  + L-i)); 
avremo percib 

P, + P, = 2(az + b2 + c2 + d2).  
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202 S. CHELLA : Dimostrazione deil' esistenza d i  un algoritmo 

Posto = Q t w, si potr& al solito scegliere l'inter0 Q in guis:\ che in w 
v 

1 
le coordinate a, b, C, d, positive O negative, siano iii triodulo <- 2 ' 

Escluso il caso che a, h, c, d sinno, coiiternporaneamerite, in modulo = 
1 
2 

ne1 qua1 caso possiatno anche supporle tutte e quattro positive, in tutti gli 
altri casi avremo : 

P, + P,<S + - + t - < 2, quindi norma di w = P, P,  < 1 .  ( ' 3  
1 

Per a = b = c = d = -  si ha 
2 

dove, indicando con N(a) la norma di a, si ha:  N(1 + i) = 25 N(l + 5) = 2 
q uindi 

2rci 

Per 1' algoritmo euclideo in ~ ( e " )  vale dunque questa regoln semplicissima: 
I l  resto della divisione deli'intero p per l'inter0 v si ottiene decompo- 

P nendo il quoto - nella somma di un intero Q e di un numero w colle coor- 
v 

1 
diiiate in modulo I - e moltiplicando v per o. 

2 

5 3. Corpo delle radici ge dell'unith. 

L' equnzione irreducibile d l a  qiiale, soddisfa 5 è questa volta. xGtx3+1 =O. 
Qiialunque iiumero o del corpo C(Q pu6 inettersi sotto lit forma 

Indicando sempre con s 1' operazione s - (5, 5-') nbbiamo : 
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Indichiamo ora con t i'operazione t = (cl ci), le cui potenze costitui- 
scono il gruppo di G ~ r , o ~ s  del corpo consideiato: tenendo coiito che 15 

~ + < - ' + ~ " t - < - 2 + c 4 + ~ - 4 = 0 ,  
si trova subito 

Da questa relaziorie risulta ne1 solito modo: 

I L ( * )  = P,tP. t'P < [a" d 2  - ad + b% e2 - be + c2 + f' - cfI3. 

1 
Supposte le sei coordi~late a, O, c, d, e, f in modulo < faremo vedere 

2 
che é possibile, togliendo da alcuiie di  esse, ove occorra, uiiitk positive O 

negntive, sottrarre da w 1111 tale intero, clie il resto w' soddisfi alla condizioiie: 

+ d'" a'd' + h'" $-!" + C'Z + f f2 - C1f < , 
e qiiindi si abbia n(w') < 1. 

Per questo bnstcrh far vedere che è possibile togliere ad n e d tali unità 
posit.ive e negntive ch(!: indicando con a' e d' i resti, si :ibbia 

l a". + d'' - a'd' < , 

perche allora iii inodo iiiidogo si avrà: 

se si eccettui il cnso che verrB esaniinako n parte, in cui nelle tre relmioni 
precedeiiti valga siinultaueamente il segiio uguale. 

Si consideri un sistema di assi cartesiarii ortogonali x ed y e a.d esso si 

riferisca la curva di equrczione : x2 + y? - xy = 
1 
3 ' 

Si vede facilmente che questa b l'equazione di una ellisse che ha per 
centro l'origine e i cui assi hanno le direzioni delle bisettrici S'OQ, SOQ' 
degli angoli forinati dagli assi coordinati. Il semiasse maggiore O A  13 situato 

su OQ ed è O A =  =0,8l6, il semiasse ininore OB è sitiiato su O S  ed è i 13  
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Se insieme con questa ellisse E, si considerano anche quelle che se ne 
ricavano con traslazione di uiia 

Fig. 1. 

unith di lunghezxa parallelainente agli assi 
coordiiiati, ellissi che hanno i centri rispet- 
tivamecte i n  P, P , ,  R, R' e che saraiino 
indicate con E,, E,, E3, E,, le loro equazioni 
sono 

Si vede subito che queste ellissi ricoprono tutto il quadrato ZLLMN a ciii 
1 

nppartengono i punti aventi coordinate in modulo < Che sin cos1 risulta 
2 ' 

iinmediatamente dall' osservare che E, E, , E, passano per 10 stesso piinto 

Se ora il punto di coordinate a e d (pos. O neg.) in inodulo < soddisfa 
2 

1 
alla condizione aZ + d Z  - ad < - , cadrà entro l' ellisse E; in cas0 contrario 3 
dovrh cadere O ilel triangolo I, 1'1" compreso tra l'ellisse E e le rette IL, IN 
oppure ne1 triangolo analogo MfM'M". Se l'ascissa n sarh positiva e 1' ordi- 
nata d negativa, saretno ne1 primo caso, e il puiito cor~siderato sarb deritro 
1' ellisse E, O dentro 1' ellisse E, secoridoché sia a + cl > O oppure a i- d < 0. 

Ne1 2" caso, cioé se è a negativo e b positivo, il punto sa& entro 
1' ellisse E, O dentro 1' ellisse E, ,  secoiidoché sia ancora a  + d > O op-. 
pure a + d < 0. 

E chiaro corne da queste considerazioni scaturisce una regoln assai sem- 
plice, e che si presta ad un rapido calcolo, per Ia deterininazione di un  
resto w' per il quale sin n(w') < 1. 

Resta da considerare il solo caso in ciii le coppie a, d ;  b, e ;  c, f coin- 

' ' ' In questo caso il resto w'  cidoiio, salvo l'ordine, con le coppie - 
3 ,  3' 3 ,  3 '  
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dovrh avere una delle segueiiti forme 

Noii teriendo. conto del segno rt, che noii ha influenza sulla iiorma, ab- 
biarno ne1 Io  caso 

Ne1 3" caso è 

ed é n ( l  + 5 - ce) = 10 quindi 

Ne1 4" caso infine con 

w =  (1 - LW - t; - 
3 9 

19 
per essere 1 - 5 - j2 = - cl(l +- Z;-' - f;-%) si trova n(wZ) = -. 

2 7 
[La possibilith di estrarre da due nuineri dati a e d due convenienti 

interi, in modo che per i resti a' e d' sia soddisfatta la condizione 

1 
a'% t- d'" a'd' (; - 3 

risulta implicitameiite dalle considerazioni svolte da GAUSS ne1 20 dei citati 
framinenti, A proposito dei nurneri del corpo delle radici cubiche dell1uiiitA]. 

IL procediinento teste esposto per determinare il m. c .  d. di due interi 
del corpo delle radici ge dell' uiiitit pub essere seguito anche per il corpo delle 
radici 12" delllunitA e ci permette aiizi di  asseanare ad w una forma tale d;i 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo 1. 27 
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5 4. Corpo delle radici 7% dell' unita 5 = e2xi:?. 

Si prenda un numero qiialunqiie fratto w di C(<) e si ponga sotto la foriiia: 

(1) w = bc + cg2 + de3 t eg4 + f c5 -1- gc6, 

1 
colle coordinate b, c, d, e, f ,  g in modulo <- (dopo aver nataralinente 

2 
estratto da1 nunlero considerato un conveniente intero 9 che si trascura). 

Si supponga che almeno quattlso delle quaiitità 6, c, d, e, f, g siano del 
medesimo segiio; per fissare le idee suppohiamo b, e, f i  g positive, senza 
fare alcuna ipotesi sui segni delle due riinanenti c, d. Si potrh sempre scri- 
vere w sotto la forma: 

1 
ed nllora le 5 coordinate - - 1 1 1 1 

4, b - - 9  4 e - 4 ,  f 7  y - 4  saranno in mo- 

l l l 
du10 < - , mentre le altre due c - - , d - - , aggiungendo ad w, ove occorra, 

4 4 4 
1 

interi della forma f CL, +- c3, f 5' - c3, si potranno ridurre, in modulo, 1 2 .  

Se i l  nuovo numero cos1 ottenuto, si iiidica con o' e le sue coordinate 
con a', b', ... g', sicchè: 

E poiche se si poile wl.sw' = P e si iiidica con t l'operazione t = (5, T3) 
[3 è radice prinlitiva del modiilo 7 ,  e quindi la sostituzione t ,  colle sue po- 
tenze genera il gruppo di GALOIS del corpo], per la inisura geiierale di o' si 
h a  la formula 2(P + t P  + 1"') = 7(ar" bb -t- .... + g") - (a' i- b' + .... + g')" 

Resta d s  considerare i l  cas0 in cui delle sei coordinate b, c, d, e, f, (l 
tre siano di un segno e le riinanenti del segno opposto. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle divisioni successiae per alcutii corpi ciwolari 207 

Per fissare le idee ammettiamo che b, c, d abbiano il segno +, e, f, g 
il segno -- e che sia inoltre: b > c > d ;  l e l > l f l > l g l .  

Faremo vedere che ci si pub seqpre ridurre a1 caso di un nuinero w 

1 
della forma (1), con tre coordinate su sei, in modulo I -  caso che sarà 

4 
trattato in seguito, oppure che si pub, estraendo eventualmente da o un con- 
veniente intero, ottenere un resto o' di norma inferiore ad 1. 

Si tenga ancora presente che, dato 10 suopo che voglinnzo raggiungere, 
è lecito non soltaiito separare dall' iiitero o delle parti intere da trascurarsi, 
ma si pud anche moltiplicare O dividere o (O la parte fratta rimasta) per 
una unitk qualunque E del corpo, perche sark ?z(o) < 1 tutte le volte che 
sia ?z(wE) < 1 oppure n(m: E) < 1. Noi inoltipliclieremo o, quando sarà il caso, 
per potenze di I;, e percio cominciamo col formare i prodotti dati dai se- 
guente quadro : 

1 
Se fosse d + 1 f 12 - potendosi sostituire ad o un numero (oc4) colle 

2' 
coorùinate -ci?, b - d, c - d, e - d, f - d, g - d, coordinate che debbono 

1 
poi rendersi in modulo 1 ?, coll'aggiungere, a quelle che 10 richiedono, =!= 1, 

'2 
si troverebbero quattro coordinate positive e cioè b - d, c - d; f - d + 1, 
e - d t 1, ricadendo cosi ne1 caso gi5t trattato. Possiamo durique supporre 

1 1 1 wfl<s e annlogamente c + 1 g 1 < $, per conseguenza anche d i -  1 g 1 < - 2 ' 
1 

Allora nori potranno essere b, c, d contemporaneainente 5- ove non 
4 

1 
s i ~ n o  f e g, in modulo < -, e annlogainente non potranno essere e, f, g in 

4 
1 1 

nlodulo 5 - ,  ove non siano c, d ainbedue <- . Percio, a ineno che non si 
4 4 

1 
abbitino tre O piu coordinate di modulo <- caso che sark trnttato per 

4 
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ultimo, rimangono da  esaininare i segueiiti casi : 

I l  2" e 3" di questi casi sono, corne é chiaro, da  trattarsi nello stesso 
modo. Comincianio da1 1". 

3 
Se fosse b 4 1 f 1 si potrebbe ottenere [sostitueiido a d  a>, cor" e ricon- 

ducendo poi nell' intervallo (- i, i) le coordiiiate di o<"con 1' aggiunta di 

unit& pos. O neg.] un nuniero di cui t re  coordiiiate [precisamente e - b, 
1 

e - b + 1, f - b + 11 sarebbero in modulo < - 
4 ' 

1 
allora, dovendo essere tutte e quattro queste coordiiinte di modulo 2 -, sara: 

4 

quindi 

e per coiiseguenza n(o') c < 1. (y 
Trattiaino ora i l  caso 

3 
Se fosse b i- 1 e 1 2 -, si potrebbe sostituire ad  o un intero colle coordi- 

4 
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3 
Si pub quiiidi supporre b + 1 e 1 < D' altra parte abbiatno già supposto 

4 '  

sarh quindi 

e percib 

3 
mentre per essere b t 1 e 1 < - , é 

4 

Non dobbiamo ormai studiare altro che il caso in cui tre delle sei coordi- 
1 1 

nate d i -  w siano di modulo <-. Siano e, f ,  g le 3 coordinnte di modulo 1 a ,  
4 

b, c, d le rimanenti. Si osservi che la' coridiziorie 

1 
noii potendo 1 b 1 ,  1 c 1 ,  1 d J superare , , ha  per  coiiseguenza che : 

2 

L a  cosa pub vedersi geometricmmite, oppure coi1 seikplici coiîsiderazioni 
algebriche. 

Si coiisideri nello spazio a t re  dimeiisioiii b, c, d, riferito ad un  sistema 
di assi cartesiiiiii ortogonali, .la regione limitata dai piani coordinati e d d  
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piano h + c + d = 1 + o che indichiaino con TC. Di qaesta regioiie si prenda 
n considerare soltanto queila parte R che è interna a1 parallelepipedo A 

1 1  
della regione EZ si ha b +  cc" + d k  - --t - + a?. 

. 4  4 

1 
averite le faccie parallele ai pimi coordinati e distanti di - dali'origiiie. (Il 

2 

+ P ' parallelepipedo è disegnato nelln figura). 

Avendosi ora, iiella nostra ipotesi : 

'D 

I l  
si coiiclude, son~maiido b' c c2 + d" ee? + f" g2 <, + o' e 

16 

w'" IL piano n inooiitrn. i tre spigoli del 

Potreiuio dunque supporre ( b 1 + 1 c 1 i- ( d 12 1,4118 cioé il piiiito h, c, d 
situato entro uno degli otto tetrnedri trirettangoli che si ottengoiio tagliimdo A 
coi piani intersecanti gli spigoli i n  tre punti distanti da uii medesirno vertice 
di A di 0,0882. Coll'aggiuiigere ad alcune O tutte e tre le coordiiiate b, c, d 
iina uiiith positiva O iiegntivn (ove sia necessario), si potrfi fare in modo 

É' M'" cubo A ,  Y I ; ,  LUL"', L"ZV in tre piinti, 

1 1  
I i =  - R E -  a -  

i - (?? 2. j - (  '9 :) 
l? evidente che, tra i puiiti appar- 

tenenti alla regione f i ;  quelli che hnnno 
dalla origine la massinla distanza sono 
Ri, R,, R,. Oia reridere massima la 

L' M' detta distanza significa reiidere massima 
Fig. 2. f 2  i- c2 + d2 ; quindi per tutti i punti 
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che b, c, d divengano dello stesso segilo, e che questo segno sia quel10 
di e + f +g. 1 detti auiiienti di t 1 corrispoiidono a traslazioiii del tetraeclro 
LMNP parallelainente agli assi coordinati, corne è indicato nella figura. 

Ne1 cas0 pih sfavorevole la distanza del punto 0, c, d dall'origirie ilon 

'potr& superare quella di P"' - (i , t, + 0,0882); quindi sarb 

< 0,50 + 0,3481 

< 0,8481 

e% f 2 + g 3 <  0,1875 

e per conseguenza: 

b' + c2 i- d2 + e2 + f 2  + gr < 1,0356 
insieme con 

1b- t  c + d + e + f + g I 2 1 , 4 1 .  
Ne segue: 

7(02 4- c2 i- d2  + e2 + fa  + 9%) - (0 + c + d i-. e -1- f + g)2 < 7,2492 - 1,9881 
< 5,2611 

e poiché é 

In co~zclusione: se indichiamo con 0, 1' operazione (da applicarsi ad w 
quando 4 su 6 delle coordinate sono dello stesso segno) che consiste nell'ag- 

giungere ad w l'espressione Is 
1 + 5 + 5" t3 + 5' + S5 + Se = (, ,i- 

4 4 

condurre, coii l'aggiiinta di f 1, nell'int~rvallo ( - S ,  i) quelle coordinate 

che ne fossero uscite: 
con 0, l'operazione che consiste ne1 sostituire oit ad o, riconducendo 

poi nell' intervallo (- i, k) tuttc le coordinate, 

con 0, l'operazione che consiste nell'aumentnre tre al massimo delle 
coordinate di * 1, facendole usciro fiiori del detto intervallo, vediaino che il 
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procedimento per  decomporre w in iina parte intera e in una parte fratta di 
norma < 1 si pub rinssumere cos1 : 

Se quattro delle coordinate (su sei) sono di uno stesso segno basta la sola 
applicazione dell' operazione 0, . 

Se tre sono di un segno e le altre t re  del segno contrario, ove non sin 
gi8 n(o) < 1, si pub, con 1' operazione O,, ottenere O un numero w' con 
4 coordinnte di uno stesso segno, O un numero o' di cui tre, su sei, delle 

coordii~ate sono in modulo < 1 
- 4 '  

1 
Se 3 delle coordinate di o' sono in modulo < - O è gi8 n(o') < 1, op- 

2 
pure, con l'applicazione di 0, pub ottenersi un nurnero w", per cui n(o") < 1. 

5 5. Corpo delle radioi 16"@ dell' unith 5 = eki:16. 

1. L'equnzione irreducibile clie definisce 5 è xb + 1 = 0;  una base del 
corpo è costituita dagl' iiiteri 1, 5, 5" .... c7. 

Ogni nurnero o di C(L) si pub inettere sotto la  forma: 

(1) w = n + b5 + 4% dC3 + e54 + fC5 i- gC6 + hC7, 

e se indichiamo con s la  sostituzione che cangia 5 in c-' si trova che 6 

P = w - s o = a 2 + b e + c 2 + d e + e ~ f 2 + g 2 i - h 2 +  

+ (ab + bc + cd i- de + ef -t- fg + g h  - hn)(S + I;-') + 
- + ( a c + b d t c e + d f + e g + f h - g a - h b ) ( ~ z + 5 - ~ ) +  

+ (ad  + be i- cf + dg + eh - fa - gO - hc)(S3 + 5 3 .  

Indichiaino ora con 7\, Y',, T, le sostitiizioni (del 4" O del 7" ordine) 

1' = 5 , 7'2 = (5, C5), T3 = (1;> Cl). 

Vediamo facilmente che 

S. Prima di proseguire ci occorre geiieralizzare in uii certo senso il pro- 
cedimento delle divisioiii successive. Si consideri un diito corpo C e si siip- 
poiiga di avere  scelto ne1 corpo stesso un determinato riumero s di numeri 
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delle divisioni  successive per alcuni co lp i  c ircola~é 213 

interi primi (cioé indecoinponibili anche se rijuardati come idehi) :  siano 
a,, a, .... a, tali interi. Siano poi y e v due interi qualunque del corpo dei 
qunli debbn ricercarsi il m.  c. d. (ben iiiteso che si suppone uguale ad 1 il 
numero delle classi d'ideali del corpo, affinchè questo in. c. d. sia esso stesso 

CL un ideale principale). Fino a d  ora ci si limitavn a considerare il quoto - e a 
v 

decomporlo in una somina, f L =  52 + o con Q intero e o di norma inferiore 
v .  

ad  1; qualche volta abbiamo anche dovuto primn moltiplicnre p per una 

EP unith $ decomponendo poi 3 nella somina - =Pr + ml, con & intero ed uu 
v v 

di norina, inferiore ad  1 (E imita di C); questa perb rion pub riguardarsi 
coine unn generalizznzione del procedimento, potendosi anche scrivere 

= E-IS t E-Io', cib che equivale a prendere 9 = E-'Q, o = E-'of. Fatto 
v 

cib, l'eguaglianza 9 + o si poneva sotto la  forma, p=v9 4- R, con R=ov 
v 

intero e ?z(K) < n(v);  IZ era il resto della prinia divisioiie. Possiamo geiiera- 
lizxnre questo procedimerito cosi: inlmaginiaino innanzi tutto di avere  spo- 
gliato y e v degli eventuali fattori primi oguali a qualcuno dei numeri 

I* a , ,  a,, ... a,. E'atto questo, si cerchi di decoinporre il quoto - in uiia espres- 
v 

51 
sione della forma != +a dove x è un prodotto di potenze dei numeri 

v X 

1 
a i ,  a,, ... a,, Q é un intero ed w é un numero tale che risulti n(w) < - 

n(x )  
Riducendo allora l a  precederite eguaglianza a forma jntera si trova 

n y  = vQ + R coi1 R = vno intero e n ( ~ )  < n(v) .  R sarA il vesto della pv imn 
operaziopze. Il m. c. d. dei numeri p. e v (primo con X )  sarh ailcora il m. c. d. 
di v e R. Si libererh poi R dagli eventuali fattori eguali ad a,, a, .... a, e poi 

v 
si procederit relativamente al  quoto - come si i: proceduto per il quoto e 

R v 
cosi si proseguirh. Naturaltnente sara  dimostrata l'esistenza dell'algoritmo se, 

per ogni coppia d'interi y e v primi col prodotto a,, a, .... a,, si riesce ad  

P accertare l a  possibilit& della decomposizione di - nella somma p= - -i- w 
v v 7c 

1 
con 52 intero e n(o) <- . 

q~(n) 
Questo procedimento si potrh chiamare algo,-itmo delle divisioni succes- 

sive generalizxato. 
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Per il corpo delle radici 161ne dell'unita diniostreremo l'esistenza di uii 
tale algoritnîo: il gruppo dei numeri a , ,  a, .... a, sarA costituito da1 solo nu- 
rnero primo l - <, numero primo di l" grado, la cui noima è 2. 

3. Partianio da  due interi p e v del corpo, d i e  siippoiiiamo liberati dagli 
eventuslli fattori primi eguali ad 1 - <, in n~odo da esser certi che il m. c. d. 

di p e v è priino con 1 - 5. Poniaino poi al solito il quoto sotto la forma 
v 

1 - = Q 4- o cori Q intero e o colle coordiiinte in modulo < ; . Si consideri la 
v 2 

Essa è egnale a 

Si potr& allora scrivi:re 

ed è evidente che il m. c. d. di p e v sark identico a quello di v e dell'in- 
tcro (1 - Qv(w - y ) .  Per poter assicurare l'esistenza dell'algoritnlo delle divi- 
sioni successive si dovrk perb far vedere che è possibile scegliere Q in modo 

1 
che sz(w -- y) < - , affinché si abbilt 

2 

Dician10 subito, per mnggior chiarema e per non doverci poi ripetere' 
che, qualche volta, sottrarremo da w, nnzicliè cp, un numero fratto della 

Y' foriiia - coi1 y' iiiteio, ed espriinererno il quoto mediante la soinina 
2 v 

CP , ossis, giiando si indichi 2 9  + y' cori Q*, o - - con a*; 
v 2 
mediante 
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delle diuisioni successive pet- nlcuui covpi circolari 21 5 

dove Q* è un intero. In ta1 caso, se vogliamo prendere 20*v come resto, in 

P guisa che risulti n(20ev) < qz(v), occorrerk che la decomposizione del quoto - 
v 

9 1 1 
nei due terinini - ed w* sia tale che n(oe) < < 2 n(4  

P 4. Prernesso questo, poniamo, al soliho, il quoto - sotto la  forma: f L =  Q +CO, 
v v 

con R intero ed avente le  coordiiiate (pos. O neg.) in inodulo < Ne1 
2 ' 

P nledesimo tempo decoinpoiiiaino - nella somma: = 1 4- 0, in modo che 
V v 

sia intero ed  o abbia le coordinate comprese nell'intervallo (0, 1). Potremo 

anche scrivere - = (a + y) + of con of = o - cp dove o' è un nuniero avente 
v 

1 
le coordinate (pos. O neg.) in modulo < - 

2 
1 .  

Dalle osservazioni premesse risulta che se qz(m) < 1 oppiire n(of) < - si 
2 

pub prendere rispettivamente come resto della prima operazione o v  oppure 
ofv(l -- t;). Se si pone 

tencndo conto di cib che si è ved~ito ne1 no 1, vedianîo che la  condizione 
n(o) < 1 sar& soddisfatta se è O < 1 e la condizione 

Possiamo. dunque supporre a 2 1 ; of > 0,84, poiclîè in cnso contrario, la  
prima operazione pub dirsi 'finita, iîel senso che si e trovato il primo resto. 

Prima di proseguire osservereino che le coordinate di o e di of sono 
legate dalle relazioni 

Della cosa ci si pub persuadere subito con una ovvia rappresentazione 
geometrica, oppure cosi : 
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216 T .  CHELLA : Dimostraziune dell'esistenza d i  un algoritmo 

Se a è positivo naturalmente < 

Se a  è negativo abbiamo 

Immaginiamo ora di rendere, con sottrazioni O aggiunte di  mezza unit&, 
1 

le coordinate di o (pos. O iieg.) di modulo < S'inteiide subito che, fatto 
4 '  

a 
questo, potreirio dare di ' la deoornposizione ' = + w", in due termini, dei 

' J  V 2 
1 

quali il secondo ha le coordinate che sono appunto di inodulo < nientre 
4 ' 

il l0 6 il quoto di un intero per il nuniero 2. Poniaiiio 

Si formino anche le seinidifferei~ze dei moduli 

e si indichino con a,", O,", ..., hi:', i inoduli di tali seinidifTerenze. Ci si con- 
vince subito che si ha 

Anche q~iesto fatto pub verificarsi ricorrendo ad una semplice rappresen- 
tazioirie geoinetrica, oppure cosi: 

1 
4 

- a ed inoltre Se è 1 a 1 < - ne segue ip primo luogo a" - 

1 Ia'I-Pl-'- 1 
l a  l = -  2 -lai, 2 - 4  1 a l ,  aii'=- 4 - l a 1  

quindi 
1 1 a'' ( -+ a," = - 
4 ' 
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1 1 
Se B inveee 1 a 1 > ne segue in primo luogo a" = a  r - secondoclie 

2 
1 

è u 2 0, 1 a'' 1 = - 1 a 1 ed inoltre 
2 

1 a'' 1 + a," - 
1 

-4  
Si osservi ora che si ha 

e che da questa uguaglianza, sommarido inetnbro a meiribro, risulta 

Avertdo indicato con a," la somma a," = n,"> f ~ , , " ~  + .... c,"'. 
E poiché si suppone oimai o >  1, O' ) 0,84, ddla  (2) ricaviarno 

1,84 < 1 + 2o,", cioè a," ) 0,42. 

D1 ~ltrit. parte, dalla relazioiie / fi" 1 + a," = ! abbianio 
4 

e ugualmente 

e sornmando a,'' + 5" < 0,50. Ed alloia da: a," > 0,42, segue a" < 0,08. E 
poichè è (coine si é visto al no 1) 

relazioiîe equivalente a 0,08 < viene ad essere cosi sod- 
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218 T .  CHELLA: Dimostrazione dell'esietenza d i  un algoritmo, ecc. 

1 
disfatta la condiaione n ( w i f )  < - che ci nssicura potersi preiidere o" corne 

n(2) 
resto della prima divisione. 

Concludendo : per ottenere il resto di  ciasculla operazione basterh cal- 
colare i numeri analoghi ad w ,  o ' ,  wu, e si calcolerlt w' soltanlo se n(o) > 1, 
w" soltanto quando sia di pih n ( w f )  > 0,84. 
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Fiiiizioiii sferiche polia.rmoniclie a, due  rariabili 

(di V I R G I I . ~ ~  GIULOTTO a Bargaino) 

Le fuiizioiîi alle qiiali GAUSS diede la denoiiliiiazione di sfeiiclîe fiii~oiio, 
coi i~ 'e  iioto, per 1:i. priina volta, e quasi coiitemporaneaiileiite, stiidiate da1 
LEGENDRE (') e da1 LAPLACE (2) riel 1785 iispettivanîeiite nelle Meinorie sull' attrit- 
zioiie degli sferoidi e siilla figura d'equilibsio dei piaiieti. 

Ili seguito fusoiio iiitrodotte iieli'aiia.lisi nîolte altre fiinzioni, alle qiiali 
acceiino brevemente, niialoghe O più gerierali delle funzioni sferiulie. 

Sali sono le furizioni toroidali che C. NEUMANN (7 studib pss primo lie1 1864 
e che, per la superficie del toro, coinpioiio 10 stesso iifficio delle funzioni sferictie 
in r:i.pporto alla sfera; le funzioni coniche alle quali il MEHLEIE (') peive~iiie 
ne1 1868 sviluppaiido in serie i'espressiorie della distanza di un punto della 
siiperficie di un coiio da uii punto situato sull'asse; le funzioni di LAME 
stiidiate per la priina volta ne1 1837 da questo nîatematico quaiido si propose 
di trattare per l'ellissoide il probleiiîa dell'equilibrio delle ternperature gi8 
tsattato per la sfera; le funzioni cilindriche (del cilindro circolare) introdotte 
da1 FOURIEH (O)  e d d  BESSEL ( 7  e che diedero poi origine agli studi solle 
funzioni del cilindro ellitt,ico e sulle funzioni del cilindro parabolico. 

I n  tempi piii receriti il NIELSEN si occupb, per circn dieci aniii, del10 
studio di m a  fuiizione Kv>?(x) di argomenti x, di parainetro v e d' indice p alla 

( l )  L E ~ I C N D R E ,  S w  1' nttmction des sphé~.oides. (hlé~t~oires Acd. SC., Paris 1785, p. 41 1-434). 
(") LAPLACE, Tlceorie des n t t ~ m t i o ~ i s  des sphhoides et de En Jigzwe des plaitètes. (Mémoires 

Acd. W., Pnris, 17851. Mécanique céleste. 
(3) C .  N E U M A N N .  Xheorie der Elektrizitiits u d  Wirrneleitibt~g in eiuein Riihge. (Leipzig 1864). 
(4) MEHLER, Ueher die Pertheilzciig der stntischen Blektricilat ité eilcen~ von met' Eugelka- 

lotten begremten Eiilyer.  (Joiirnnl für die rrine und angewniidte mntliematik 68 (1868) p. 140). 
( 5 )  LANIA, Xdmoire s w  les szcrfnces isothermes dans les corps solides I~o~iiogènas e n  é p i -  

libre de tempércctwe. (Joiirnal iiiath. piires appl., ( 1 )  2 (1837) p. 147-88). Leçons s~ lrs fonctioris 
iuriewes etc. Pnris, 1857. 

FOURIER, [rlLdorie-nicalytipe de ln chalew.  (Paris, 1822, p. 369). Oetwres p b l .  par 
G. DARBOUX. (1, P:lria, 1888, p. 332). 

(?) BESSEL, An~~Iyt i8ce  Aîlflost~ng der Keplerscheit Aufgnbe. (Abhandi i ingo~ A l i d .  Berlin 
(1816-17), éd. 1819, Math. klasse, p. 49; id.  (1825) éd.. 1826, Math. klasse, p. 1-52). 

(8) NIELSEN, Ponctions mélnsphériqrces. (Paris, Gantier-Villars, 1911i. 
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quale, ilel caso di v e p qualurique, diede il nome di funzione metasfericrt e 
ne1 caso di p iiitero, iioii negativo, di fuiizioiie ultrasferica. Essa 6 la soluzione 
pih generale di due equazioni funzionali ed 6 integrale di uii'equazione diffe- 
renziale lineare onlogenea del secondo ordiiie; per valori particolari del para- 
metro e dell' indice pub coincidere con 1' orciinaria funziorie di LEGENDRE e COH 

la fiinzioiie toroidale O con la  funzione conica. . 

Generalizzando l'espressione della fiiiizione di LEGENDRE (ordinariamente 
rappresentata col siinbo!~ X,,(.x)) J~cour  ( 9 ) ,  ne1 1839, introdusse nell'analisi i 
polinomi che porti~iïo il si10 nome ; stiidi analoghi furorio fatti iii seguito priina 
dd1' HERMITE ( ' O )  e da1 LAGUERRE (") (i quali pervennero a poliiiorni che pos- 
sono coiisiderarsi coine liiniti dei polinoini di JACOBI) e piu tardi clal DERUYW (le) 
che giunse a funzioiii trnsforinnbili in polinomi di JAcosr con un cambiamento 
lineare della variabile. Partendo dalla considerazioiie di f'unzioiii generatrici 
anaioghe a quella che dk origine ai  polinoini di T _ i ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ,  il GEGENUAUEL~ (13), 

il TISSERAND (14), ~'ESCAILY (15), il PINCHERLE ('6) pervennero n fuiizioni inte- 
ressaiiti che conservano or questa or quella proprietk degli ordinari polinumi 
di LEGENDRE, ~ 'HANSTED (9 ilivece giunse ad una gerieralizzazione di detti 
polinomi studiando gli integrali di una equazione differeiiziale clie si riduce 
a quella caratteristica dei polinoini di LEGENDRE per il valore uno dei para- 
nietri arbitrari che in essa figurano, il DINI ('8), applicaiido la teoria dei residui, 
estese formule e proprieth iiitegrali dei polinomi di LEGENDRE a fuiizioni molto 

(7 JACOHI, U~~tewechrf.n,qen iiber die L)i.fe~'e~~tinZyleiehtci~g dey Iiypeî-geometrisclm Beihe. 
(Joiiriinl reine nngew. hlntli. 56 (1859), p. 169-75; Werke 6, Herliri, 1891, p. 186-202). 

('O) H R R ~ I ~ T ~ I ,  B~GI '  WC n0111iem déue1oppeitien.t e,b série des foibctioits. (Conipte~ Raiitlus 
Acitd. SC., P : L ~ ~ R ,  58 (1864). p. 93-7, 266-73. Oeirvîes piibl. par  E. PICAI~D,  2, Pnris, 1908, p. 293). 

(11) LAGUERRE, S I W  l7 i s t é g d e  etc. ( H i i l l .  soc. iiiatli. Finncr, 7 (1878-79), p. 72; Oeîwves, 1, 
Paris, 1898, 1,. 428. 

(i2) DERUYTS, Srw m e  classe de pol!/taonoes cc~anlogices cttcx ,foactione de L e ! l e ~ d r e .  (Rléin. 
Sooieté Royale (les soiencen. Liege (2) 14 (1888), hlvm. no 2, p. 3-15 (1888)). 

('9) GEGRNBAUER, Ueber die Ressel'sehe~s f renctio~cet~. (Sitziingbericlite der Rniserliclieii Akitd 
der Wissanscli:~fteii, 70, 11 (1874), p. 6-16; 483-43 rcc.). 

(14) TISSRIIAND, SIC?' le dCveioppeme~ct de in fottctiolb perlrcvbrctl~ice etc. [Coinptes Reticius, 
A c d .  m., Paris, 97 (1883), p. 815-880). 

(i5) ESCAICY, Géisé~~nlisniion des foiwtioits X,, ecc. (Journal hlatli. pures et nppl., (3) 5 (187!ti, 
p. 47-68). 

(16) PINCHICRI .E ,  U ~ b a  m o v n  estensiot~e delle futszioui sfericlie. (Aleni. Int., Bologiis (5), 1, 
(1889-go), P. 337). 

( I l )  HANSTED, G é ~ ~ é r n l i s n t i o i ~  de ln  foiactiou Z, de Legeizdve. (Jouriinl sciencias iiiatli. 
nstroii. (Coïmbre) 4 (1888), p. 53-61. 

(LS)  DINI, C T ~ ~ ~ ( ~ p p l i c n ~ i o n e  delln teovin dei residui eee. (11. Am. Liiicei, Classe Scienco 
fisiclia mat. nnt., serie 5", vol. II, Ann. iiiat., toma 1, serie III, y. 39). 
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piu generali. Dall' HERMITE (i", da1 DIDON ( 2 0 )  e da altri furono estese, a 
funzioni a due variabili, la definizione e le proprieth della ordiilaria X,. 

0lt:e a queste copiose ricerche, legate al polinoinio di LEGENDRE e che 
affaticarono le menti di numerosi matematici, alcuni altri stiidi furono fatti 
che condussero a generalizzare non solo la funzione di LEGENDRE ma contem- 
poraiieamente tutto il coinplesso delle funzioni sferiche ordinarie ad una e a 
due variabili. Si tratta delle ricerche iniziate da1 CAYLEY sin da1 1848 e svilup- 
pate in seguito da CLEBSCH, MEHLEI~, HEINE e da vari geometri inglesi 
come HILL, HOBSON ecc. e che hanno a fondainento l'equazione di LAPLÀCE 
(alla quale soddisfa, moltiplicata per un conveniente fattore numerico la pih 
generale funzione sferica) considerata in un campo euclideo a p i -  1 dimen- 
sioni. Tali ricerche forniarono anche oggetto di una min Memoria (I') che 
contieiie cenni bibliografici su tale argomento, completati da1 prof. MARCO- 
LONGO (") in una nota più recente. 

I n  una Memoria, pubblicata sin da1 1903 (23), io dimostrai che si pub anche 
cercare la generalizzazione delle funzioni sferiche aumentando l'ordine del- 
l'equazione differenziale di LAPLACE e introdussi le  funzioni sferiche q-armo- 
niche O d'indice q ; pii2 tardi, ne1 1911 ('4), mostrai che ad una piii ampia 
estensione si poteva pervenire partendo dalla considerazione di funzioni armo- 
niche d'ordice superiore in un iperspazio euclideo. 

Ne1 presente lavoro, riprendendo le ricerche iniziate ne1 1903 e allora 
coridotte con riguardo alla sola funzione q-arinonica ad una variabile da  me 
rappresentata col simbolo X,$x), studio le proprieta delle funzioni sferiche 
q-armoniche a due variabili. 

Individuate 2n f- 1 funzioni sferiche q-armoniche fondamentali indipen- 
denti che per q = 1 si riducono alle 2n + 1 funzioni sferiche fondainentali 
ordinarie, con un procediinento che nella teorica ordinaria fu gik tracciato 
da1 THO~ISON nella secoiida edizione della a Natural Philosophy B e da1 prof. MAR- 

(9 HERMITE, S i ~ r  quelc/ties ddveloppenaeitts en série de foraotiom de  plilsieurs .iin,.iable~?. 
(C. II. Acd. sc., Paris, 60 (1863, p. 370, 432, 461, 512. 

("O) DIDON, i?le~norie varie. (Anri. École Norm., (1) 5 (1868), p. 229-310; ( 1 )  6 (1869), y. 7-26: 
(1) 7 (IWO), p. 247-298 ecc.). 

(") G l r l 1 . 0 ~ ~ 0 ,  Sirlle fu?asioiai sferiche simwietsiche de2 campo a d  !f dimeiisioni. (G .  Bath-  
glini, vol. 39 e 41). 

(") MAIKOI.ONGO, Sulla teorin delle f t~itzioit i  sfericlie. (Atti  AC CHI^. P e l o r i t ~ n ~ ,  anno XVII). 
(") GIUT,W~TO, 8oprn utia fataova estei~sioibe delle fuiuiotzi sfeviche d i  Leqeidre. (Rend. 

Circ. Mat,. Plilermo, t. XVIi (1903). 
('4) GIUI.OTTO, Ft~wio ic i  ipersferiche polinrmoi&he ad  ~ L I L ~  vnrinbile. (Anii. di Mat. pura 

e nppl., t. XIX della serie III (1911). 

Annali  di Matematiaa,  Serie IV,  Tomo 1. 29 
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COLONGO riprodotto nella Neinoria gih citata, ottengo per detti polinomi espres- 
sioni annliticlie interessenti che mi  conducono al10 studio di funzioiii che sono 
la generalizzazione delle note funzioiii aggiunte (Zugeordnete) considerate da 
HEINE delle quali stabilisco i'equazione differenziale caratteristica, e di tali 
risultati otteiiço poi la confernia per altrn via, e con procediinento completrt- 
inente originale, dopo aver stabilita 1' equazione differeiiziitle alla quale soddisfa 
l i ~  funzione sferica q-arinonica corrispoiidente alla nota fuiizioiie sfericn di 
LAPLACE; determiiio iirfiiie alcciiie relnzioni ricorrenti tra funzioni aggiuiite 
di diverso ordine ed indice e geiieralizzo la formula di addizioiie. 

Queste ricerche, e quelle iiiizinte ilel 1903, costituiscoiio, iiel loro iiisieine, 
iiiia geiiernlizzazioiie (condotta ad un termine relntivo) del cornplesso delle 
fiinzioni sferiche ordinarie e ci6 conferisce, a parer mio, uii particolare iiite- 
resse al presente lavoio dato che, coine si rileva da1 precedeiite riassuiito 
bibliografico, la quasi totalith delle gei~eralizznzioiii coiicernenti le funzioni in 
questione si limitano al poliiiomio di LEGESDRE. 

D ~ L  altimo osservo che, da1 confronta delle equazioiii differenziali carat- 
1 

teristiche, si rileva che per p = IL  e v = - (3 - 24) la Kvp?(x) coiiicide coi1 
2 

la Xl(.x) e faccio iiotare cIie il OEGENBAUEK e il NIELSEN estendono risptt i-  
vaineiite alla Cn(x) e RV~?(x)  il teoreina dell'addizione col solo scopo di dimo- 
strare uiia importante proprietk di tali fuiizioiii ad  uns, vasiilbile. 

1. Si dirh funzione sferica poliarnioiiica cl'ordine n e d'indice q una fun- 
zione f,,($yz) razionale, intera, onlogenea di grado n q-arn~oiiica (ossia soddi- 
sfaceii te all' equaxioiie .A: f,, = O) i l )  cui le variabili si pemino corne coordiriate 
di un puiito della sfera col ceiitro iieli'origine e raggio urio e si coiisiderino 
quindi legate dalla relazione : 

x2 +- y2 +z2 = 1. 

Nella Neinoria giC1 citata 4 Soprn. rina nuovn estensione delle fiinzioiii sfe- 
riche di LEGENDRE. al Cap. 1, 5 3 ho dimostrato che posto: 

quaiido vi s'iiitendano le variabili legate dalla relazione x" y" -t-z2 = 1 
(7h -1- l ) ( n  -t- 2) 

i n  iiumero di 
2 

per n < 2q e di (212 i- 3 - 29)  q per 1 ~ 2 2 q  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



V. GIULOTTO : ~uhzioni sfe19iche poliamnoniche a due varinbili 223 

nisce tutte le  funzioni sferiche poliarmoniche linearmente indipendenti, tali 
cioè che una loro coinbinazione liiieare rappresenta la più generale funzione 
sferica d'ordine n e d'indice q. 

Poniamo ora con THOMSON 

Le derivate di rispetto ad x ed y sono funzioni lineari delle derivate 
rispetto rt 5 e ad 7 ; sararino quiiidi polinomi sferici i nuineratori delle seguenti 
deriva te : 

anl.zq-3 anl .ep-s  anl.zq-s anqa2q-3 
-- - pp -- 

azn aga3n-i 2 a , t 3 , p - 2  ,-- agn 
3 ~ ~ 2 4 -  3 an1.2q-3 a?iyzq-a 

-- - 
a,aZ.-17 a Y ~ a z n - ~ > " "  a F .  

Essi sono in numero di 2n t 1 vnle n dire taiiti quante le funzioni sferiche 
ordinarie fondamentali d70rdiiie lz, e poichè i i i  seguito dinîostreremo che sono 
fra di loro linearinente iiidipeiideiiti, potremo considernrli come l'esteiisione, 
ne1 campo q-armonico, delle ordinarie funzioni sferiche foridaineiitali. Invece 
dei nunieratori delle precedenti derivate potremo considerare i riuineratori 
delle seruenti : 

con 

e poichè, a meno di un coefficiente riuinerico, la 
precedenti è uguale a 

an-m,,&-a-2m 

(5"' -+ qrn) 
a2 n-m 

seconda delle espsessioni 

potremo assuinere per polinomi sferici foiidamentali q-arinoiiici le funzioni 

inoltiplicate per 1-2"+3-2Q.  

Ora, COII  processo d'induzione, si trova: 
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Posto : 

deduciamo : 

Posto invece : 

p= - 2 r n - 1 - 2 q - 3  e d  s = n - m ,  
abbiaino : 

Sostituito j al posta di :, poiché l'espressioiie al sccondo membro della (2), 
1 

via a1 Cap. 1, 8 5 della citata Meiiioria, e l a  sonirnatoria. clie figura (-11 secondo 
inembro della (3) é l a  derivata. d' ordine m della soilîilmtorin. che figlirn nella (Z), 
teriendo presente l a  (l), potreino nssumere corne polinomi sferici fondaineiitnli 
i segueiiti 2)a -I- 1 : 

dmX: 
P X ; ( L )  e ~ ~ - ~ ( t ~  & ym)  -- (nt = 1, 2 ,.... 7b). 

dLm 
Passiaino alle coordiiiate polari. Poniamo : 

LG = ? A  sen 8 cos $, y = r sen 0 seii S .  
Deducin.ino : 

= 1 .  sen B(cos $ + i sen S )  
7 = 1- sen @(cos + - i sen 4)  

e posto sen 0 = v : 
Sm = rmvnl(cos na$ + i sen m+) 
qrn = ~ - m ~ n z ( ~ ~ ~  mrC) - i sen nt+) 

cm +- v m  = 2 r m v i M  cos nzS; cm - y m  = sen nt$ 

e i polinomi fondamentali q-armonici sono : 
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Posto infine : 
1 I 

v = sen 0 = (1 -- cosZ 0)" = (1 - 

e ricordando che siamo sulla sfera di raggio iiiio, possinino assumere per poli- 
iiomi sferici fondameatali q-arinoriici corrispoiidenti ai 211 + 1 poliiiomi sferici 
fondanîentali ordinari : 

(a> COS m+ Pi ,  ,,, sen m+Pz,,, ( 9 t h  = O ,  1, 2,.... 72) 
iiitendendo che sia : 

P:, = xn . 

In tali funzioiii fondninentali l'angolo 0 e la colatitudine del puiito vaiia- 
bile sulla sfera rispetto a l  polo deteriiiiiiato dall'intersezione dell'asse delle z 
con la superficie sferica e l'mg010 + è la loiigitudiue del10 stesso punto ri- 
spetto a l  piaiio xz. 

Itnporta perO provare l'indipeiidenza delle funzioni ( a )  dimostraiido clie 
per qualsivogli;~ valore di n è diversa da zero 

71 

(4) a - ~  2 (ASPE,, cos s+ -+ B,P.:,, sen s+) 

clove A ,  e B, soiio costaiiti arbitrarie. 
Per  questo ricoi.dizi.mo che a. se coi id:^ clie è 111 3 77, ni = 11 2 0, $ 1 ~  r= ?z = O 

ha  rispettivamente i 'valori 

per qualunque valore di m 

COS 111X COS I Z X ~ X  f= O 

zero, n, 27~ e che, nelle stesse ipotesi per i valori 

b e n  mx sen nxdx 
O 

zero, n, zero, mentre 

sen mx cos nxdx I" O 

ed n é sempre zero. 
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Moitiplicata 1' espressione (4) successivamente per cos r+d+ e per sen fmSdS, 
(Y compreso fra zero ed n gli estremi inclusi) e integrando fra zero e 2 x  ve- 
dremo, in virtii delle formule precedenti, che afiînché la (4) possa essere 
uguale a zero dovr& essere : 

A,=O, B,.O 

per tutti i valori di r da zero ad n (gli estreini iiiclusi), cib che dimostra 
appunto l'indipendenza delle n ~ s t r e  funzioiii. 

2. Le funzioni Pz,, che coinpariscono nella (a) sono evidentemente la 
generalizzazione delle note funzioni aggiuiite studiate da HEINE (25). 

Ecco corne si pub determiiiare l'equaziorie differenziale del 2" ordiiie alla 
qiide soddisfano. Fer metterci meglio in armoriia con le notazioiii usate nella 
Menioria a Sopra iina iiuova estensione delle funzioni sferiche di LEGENDRE w 

sostituireino alla variabile 5 la variabile x la  quale starh qiiitidi n rtippresen- 
tare il coseiio dell'angolo che il raggio che va  al punto mobile fa coii uiio 
degli assi coordinati, p. es. coi1 l'asse delle x, che da oia iiiiinrigiiiiarno pas- 
sante per il polo. 

Nelln solita nIetnoria (Cap. II, 5 2 )  si A trovato clie la X,, (sottintetidiamo 
l'indice q) è integrale della seguente eqiiazione differeiiziale : 

d ",, 
(1 - x?) --- dXm 

dx" 
+- 2(q - 2)x -- + n(n + 3 - 2 q ) X ,  = O 

d z  . 
dalla quale si ottiene, con processo d'induzione, l'equazione seguente: 

X ? ) i ( ~ a + B )  (ln +1) 

(2) 
( 1 -  ., - + 2 ( q - n t - 2 ) x X , ,  i- 

+ [72(12 + 3 - 2q) 3- lrl(2q - 171 - 3 ) ] ~ ? )  = 0 

dove, per le  derivate, si è usata la iiotazione di LAGRANGE e dove nz pub 
variare da zero ad n - 2  incluso. 

Dall'equazione che serve di defiuizione d l e  aggiunte: 

(anche qui sottintendi.amo l'indice q) derivando i due membri rispetto ad x 
e usando ancora per le derivate la notazione di LAGRANGE si ricava: 
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e qiiindi : 
rn 
-+l-9 (m+l) 

[(1 - x?)~!: +" '-1- 2(q - nt - 2 ) x X 7 ,  1 - 

e tenendo coiito della (2) e della (3) si ha infine : 

e posto: 

dalla relazioiie : 
:x = cos 0 

si ricava : 

e la (fi') si trasformn nelia seguente eqiiazione differeiiziale: 

Le (fi), ( P T ) ,  (fi") sono, sotto diversi aspetti, l'equazione caratteristica delle 
nostre fiinzioni aggiunte. 

3. Fra  le funzioni sferiche ha particolare interesse il coefficiente di LAPLACE, 
che in snstanza non e che la fuiizione nella quale si trasformn il poliiiomio di 
LEGENDRE quando si assuma coine polo un punto indeterminato qualsinsi della 
superficie sferica. Detti M' ed il1 i due punti variabili sulla sfera ed a, b, c ;  
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5, q ,  6 i coseni di direzioiie rispettivamente dei raggi OM', OM, y l'an- 
go10 MOM' sar8 : 

cos y = US + b ~ )  + CC (ae + b2 + c2 = 1) 

O anche, indicando coi] 0 la  colatitudine rispetto al  polo deteriniiiato dall'ioter- 
sezione dell'asse delle x con la  sfera, e con la  longitudine rispetto al  piano xy 
del puiito M, sar8 : 

La  differenza fra la funzione q - a r ~ o n i c a  di LEGENDRE, da  iioi rappreseri- 
tata col siinbolo X:, e l a  fuiizione q-arnionica di LAPLACE che rappreseiitiamo 
col sinibolo Y: sta  dutique in qyesto, che l a  priiiîi~ è fuiizioiie di cos 0 (con 0 
colatitudine del punto variabilo) e la  seconda di cos y defiiiito dalla (1). 

Dico che se introducianio la  variabile x a l  posto di cos 0, ne1 qua1 caso è 

COS y = ax -1- (b COS $ f c sen +)d 1 - x*, 

l a  f = Y i  che vierie a di2endere da  x e dit +, soddisfa di' equazione diffe- 
renziale : 

nella yuale il coefficieiite A dipende da  x, da S, dai coseni di direzione del 
rnggio 0M' e dall'iiidice di armoiiicitB. I l  procediineiito che seguiremo per 
la  dimostrazione ci coridurrk all'effettiva deterininazione di A.  

alla 

(3) 

Voleiido mantenere la massima generalith vediamo se si possa soddisfare 

(Y)  con 
f (u)  in cui sia zc = u(x4). 

af a y  a2r Sostitiieiido nelln (y) n - - - le espressioiii che si otteiigoiio dalla (3) ,  
am7 ax2? a+- 

Ora, percliè ln f sia effettivrtnieiite fiinzione di u e percliè l'uriica diffe- 
reiiza fra la  X : ( J )  e ln iiostrn fuiizioiie stia ne1 fatto che ineiitre la. priina 
varia al variare di LG =cos  0 ln secorida vari  al  varinre di u = cos y (con 
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cos y definito dalla (1)) appare chiaro, d d  confror!to della (4) con la (1) del 5 2, 
che dovranno inlanto essere soddisfatte le equazioni seguenti : 

Anlinessa per un moment~ la (y) da1 suo confronto con la seconda della (5) 
si deduce che la u dovrebbe essere funzione sferica q-armonica di primo grado 
vale a dire uria funzione lineare dei coseni 5, y ,  5 del tipo aE + by + c5 
(con a, 6, c  costanti qualunque) O del tipo : 

se ai coseni 5,  y ,  5 sostituiamo le variabili x e +. 
Ricavate : 

e fatte le debite sostituzioni e riduzioni nella seconda della ( 5 )  si vede che 
essa puo essere soddisfatta dalla (6) qualora si assuma: 

b cos + + c  sen 4 
A = ( q  -2)x+( l -q)  -- - 

- a V 1 - x 2 +  bx c o s + + c x  sen+ 

dove le costanti a, b, c  possono assumere qualsiasi valore. 
Per vedere se la u, definita dalla (6), soddisfa anche alla prima delle (5),  

sostituiamo in essa ad u ed alle derivate di u rispetto ad x ed a + le espres- 
sibni gis note. 

Fatte le riduzioni si ottiene : 

nz + (b cos 4 + c sen 4)" ( C  cos % - b sen $1' = 1 

O anche : 
.a2 + b2(cos2 + + sen2 +)'+ c2(6en2 + + cos2 %) = 1 

Amiali di Matemalica, Serie IV, Tomo 1.  
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e questa coiidizioiie è verificata se è u= cos y. 
Duiique le  fuiizioiie 

-- 

y , , ( ~ )  con u = c l ~  t (b cos + + c sen +) V 1 - x', (aZ + b2 -1- c2 = 1) 

soddisfa alla segi~eiitr eqiiazioiie differeiiziale : 

e dando ad a, b, c il preciso significato di coseiii degli angoli che il raggio OA!' 
fornia con gli assi, posto: 

dove x' e +' rappresentaiio per il raggio OM' cib che x e + rappresenta pel 
raggio ON, la fuiizione 

soddisfera d l '  equazione differenziale : 

O, in coordinate polari, alla seguente: 

sen 0' cos (+ - +') 
- cos 0'sen 0 + cos 0 sen 0' cos (+ - +') 

(6") . 
i a2p +sen'w + v ( n  + 3 - 2q)f = 0. 

k bene osservare che per q = 1 le (a) ,  (a'), (a") coiricidoiio con ln  nota 
equazione delle funzioiii sferiche di LAPLACE, che per a = 1, b = c = O (O cib 

a y 
che torna Io stesso per x'= 1 O 0'=0) quando sia anche , = O  ( i l  che accade as 
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se f è indipendente d a  +) l a  funzione varia  solo al  variare della colatitu- 
dine e le  equazioni precedenti cojncidoiio con l'equazioiie differenziale alla 
quale soddisfa la x(x) (solita Memoria, Cap. II, 3 2')). Si noti infiiie che le 
equazioni (a') e (a") riinangono invariate, iiisieine alla Y:,  scanibiando frii di 
loro coritemporaneamente x con x' (O 0 con 0') e + con +'. 

4. Soddisfiamo alln condizione a? + b2 -1- c2 = 1 col porre : 

con k iiideteriniiiata, ci6 che esclude d i e  Y: possa dipendeie da cos y 
L a  

soddisfertt ali' equazione : 

Sviluppiamo la f in serie di TAYLOR. Poichè In YN(x) = X ~ ( X )  è una fun- 
zione razionale intera di grado n, tali saranno i termini del10 sviluppo: 

Ne1 caso di q = 1, poichè si annulla nella ( E )  il termine ne1 quale figura 
l a  costante arbitraria k ,  la f definita dalla (l), riella quale figura detta costylte, 
non potrtt soddisfare alla (E) a meno che non v i  soddisfi ogni suo termine, i l  
che porta a concludere che sono funzioni sferiche 

ossia le 2n 4- 1 funzioni seguenti : 

Osserviamo che ne1 cnso particolare di k = l  ha  luogo la  seguente ugua- 
glianza : 
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Infatti dalla relaaione : 

(nella quale il termine corrispondente a m = O e XU), si dedace facilinente: 

inentre d'altra parte si ha: 

e da1 confronto delle (3) e (4) si deduce la (2). Ili virtù di dettn uguagliaiiza 
la (E), ne1 caso particolare di k -= 1, si muta tiella seguente equazione diffe-. 
renziale : 

a y a f 1 aef 2q -2 af 
( y )  (1 -x2), t- 2(q-2)x - -+ - - + ---- +n(n-2q t 3)f=0. a s  ax 1- xe asz (1-x2)i a+ 

Ebbene io dico che, qualunque sia q, sono integrali di detta equazioiie 
differenziale 

(nt = 1, 2, ... n). 

Che alla precedente equazione soddisfi la Xn appase evideiite qualora si 
ricordi l'equasioiie caratteristica del poliiiomio q - arnîoiiico di LEGENDRE e 
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si pensi che, essendo esso indipendente da  4, le derivate di X z  rispetto a 
detta variabile sono nulle. 

Pe r  dimostrare che anche le  altre funzioni definite dalla (5) sono integrali 
della (rp) cerchiaino, per mantenerci nella massima geiieralita, di soddisfare 
alla (cp) coi1 una 

(6) . f=@Y 

essendo @ funzione della sola x e Y funzione della sola S. 
Sostituendo la  (6) nella (y) e moltiplicati i termini per 1 - x2, si ottiene : 

e, separate le due variabili dividendo per am, deduciamo: 

dove C é una costante, e ciO in dipendenza da1 fatto che il primo inernbro 
dovrebbe essere funzione della sola x. e il secondo della sola r). Assunto ora :  

CD 
e sostituito n e l h  (7) a C il valore dato dalla (8) e n~oltiplicando per --- 

1 -cc2 
otteniamo 1' equazione : 

che 6 l 'equazione differenziale (p') caratteristica delle 

gik trovnta al § 2, il che porta. a concludere, considerando coine f~inzioiii 
sferiche poliarmoniche a due variabili indipendeuti gli integrali dell'equazione 
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differenziale (6) del paragrafo precedente, che le  (5) ,  qualunque sia q, sono 
funzioni sfericlie poliarmoniche. E poiche alla coridiziorie aZ + bZ + cz = 1 si 
pui, anche soddisfare ponendo a = 1, I, = k,  c = - ik ,  ci0 Che porta iilla con- 
clusione che sono funzioni sferiche poliarmoniche a due variabili anche le 

tn d m X q  
seguenti: (1 - ~ ' j " e - ~ ~ + ~ '  dX712 7 (wz = 1 ,2  ... n), e conseguentemente i 2n i- 1 po- 

linomi sferici foildan~entali definiti dalla (a) del 5 1, abbiamo qui, con un 
processo del tutto originale e che ci sembra iion meno interessante, ritrovati 
quei risultati stessi ai quali ne1 5 1 siamo pervenuti seguendo l a  via tracciata 
da1 THOMSON per le  funzioni sferiche ordinarie. 

5. L e  funzioiii aggiunte Pn,, sono legate fra  loro d a  notevoli relazioni 
ricorrenti facilmente deducibili dalla stessa formula di definizione O dalle rela- 
zioiii, clie sono una generalizzazione di quelle del BEL~IZAMI per le ordinarie x,, 
d a  noi determinate nl Cap. II, 5 4 della Menloria pih volte citnta. 

\ 

La  formula di definizione : 

1 

derivata rispetto ad  x e moltiplicata per (1 - x?)" conduce alla relazione 

l a  quale permette il calcolo deli' aggiunta P:, ,+, nota la 
precedente P:, ,, . 

La relazione (2), trovata a l  5 2, qualora sia moltiplicata 
condiice alla relazione seguente : 

immediatamen te 

In + 1 - 
per (1 - x?) 0 

la  quale legn fra  loro tre funzioiii aggiunte consecutive del10 stesso ordine 
e d  indice. 

Dalla relazione (c') (Cap. II, 5 4 della solita Mernoria) si ottiene, con pro- 
cesao d' induzione, l' uguaglianza : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



V. GIULOTTO : Funzioni sferiche poliamnoniclte a due va~ iab i l i  235 

m 

la quale, moltiplicata per (1 - s ~ ) ~ ,  conduce alla seguente relazione ricorrente : 

Orn la seconda delle relazioni (a') (Ca.p. II, 5 4 solita Memoria) derivata 
rispetto ad x conduce, con processo d'iiiduzione, idla seguente uguagliaiiza: 

dm-ixQ dmX,,-, - tlntX, 
(11 - n t  +,1)--+--- X- 

dxm-i dxm dxm 

111. 

la quale, inoltiplicata per (1 -- x - ) ~ ,  dB luogo alla relazione ricorrente: 

1 - 

(2) P (n - i- l)(l - x ' ) ~  Pi,  m-i -t P ,,-,, , = xP: ,,,,. 

Pertaiito se eliininiamo P m , , - ,  fsa la (1) e (2) ottenianio la seguente inte- 
ressati te relazione ricorren te : 

la quale lega fra loro tre aggiunte di indici successivi e per nL = O e q = 1 
si riduce alla ordinaria espressione di Gauss per le ordinarie x:. 

Alle precederiti relazioni possiamo aggiungere le segueriti facilmente dedu- 
cibili rjspettivamente dalle (a) (P) (y) (Cap. II, 5 4 solita Memoria) e che per- 
mettono il calcolo delle aggiunte di indice q per mezzo di quelle di indice q - 1 
e offrono il mezzo di poter ottenere P:,, con q qualunque mediante le ordi- 
narie P:, , 

Dall' ultima relazione del10 stesso paiagrafo (solita Nenioria) si ricava la 
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relazione seguerite molto semplice ed interessante : 

1 
PU::, , = (1 - 2q)(l - xZ)" PU, ,,-1. 

6. Dalla relazione seguente : 

trovata :LI cap. II, 5 4 della, solita ilIeinoria, si deduce : 

timxp, ' 
e qiiesta ugiiaglianza permette la deterrniiiazione di in fiiiizione di X:IG 

dx* 
mediari te la formula seguente : 

la  quale, qualora si ricordi il vnlore di X:(1) dato dall'espi.essione (1) (Cap. II, 
5 5 solita Mernoria.) dA il segrieiite valore per ln derivata al primo membro 
ne1 cas0 di x = 1 

e quest'espressione &.valida. per qualsiasi valore di nz. da  1 ad 1 1  purchè sia 
q = 1  oppure q > ? z + l .  

Cio premesso, vediamo se e per  quali ~ a l o r i  dei coefficieiiti indetermi- 
iiati A , ,  A,,, ,  B,,, l a  funzione sferica q-armonica a due vnriabili iiidipendenti: 

ottenuta inediante combinazione liiieare delie 272 + 1 funzioni sferiche fonda- 
inen tali, coincida con la furizioiie q-armoiiica di LAPLACE. 

Osserviamo che i coefficienti A e B si sono fatti dipeiidere dalle varia- 
bili x' e +' esseiido la  Y: (cos y) sostnnzialmente dipendente anche d a  x', +'. 
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Fer la simmetria della Y: (cos y) rispetto alle due coppie di variabili, insieme 
alln precedente relazione potremo considerare la seguente 

ottenuta dalla (1) scambiando fra di loro x ed x', 4 e +'. 
Dalla, coesistenza delle relazioni (1) e (2) si deducono le seguenti agua- 

glianze : 

B,(x'+') sen nz+ P z .  ,(x) = B,(x+) sen nz$'PE, ,,&(CC'). 

Ln prima di esse, essendo X: indipendente da + e da, +' non pu6 essere 
soddisfatta a meno che non sin A,  indipendeiite da 4 e da +', cib che conduce 
ali' uguaglinnza : 

con Co quantith costante. Le altre due relazioni poi conducono alle seguenti 
uguaglianze : 

'i,<x'+') - - Arn(xS)- = Cm 
cos m+'Pn, ,(x') cos tla+Pn, ,(x) 

Bm(xl+') -- - B,?(4J) - 
- C'm 

sen m+'Pn, ,(sr) sen nz+Pn, ,(x) . 

dove C,, e C',, sono pur esse delle quantità costanti. 
Per effetto delle (3)) (4), (5) avremo la seguente espressione per la nostra 

funzione c p :  

n 

y = C,X,(x)X,(x') + (Cm cos m+cos m+' + Cm sen ln+ sen 4 ~ ' ) P i ,  d x )  P i ,  rn(xl). 
'm=l 

a 
Osserviamo ora che, corne risulta dalle considerazioni svolte al 5 3 e dal- 

l'equazione differenziale (6') stabilita in detto paragrafo, la Y i  (cosy) dipende 
dalla differenza + - +' = Y. Perché dunque la cp possa rappresentare la  ~(N(c6s y) 
dovrh essa pure dipendere sostanzialmente da  detta differenza, ci0 che accadrA 
assumendo 

C,, = C ' ,  . 
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238 V. GIULOTTO : Rtnzio?ri sfdriche p o l i n ~ ~ m o i ~ i c h e  a due vn~iabi l i  

In  seguito a cib nvremo per In cp l 'espressione: 

Se  si osserva che per x'= 1 l a  furizione di LAPLACE deve ideiitificarsi 
col polinomio di LEGENDRE, e si tien presente che per le  corisiderazioni svolte 

[Id'j::] .-, in principio di questo paragrafo, almeno finchè sia O q= 1 O q > n + 1, 
h a  un valore fiiiito e determinato e che di conseguenza per tale valore di x 
è PE,,,, = O, e si tiene inoltre presente l'espressione che d à  il valore di ,Y:(l) 

(Ca.p. II, 5 5 solita Mernoria), è fi~cile otteiiere dalla precedente relazione il 
seguente valore di Co: 

Posto qiiiiidi 
Cm - 2G,l 

si avrh  fiii~lmente, inantenendo le solite liinitazioni per il valore di q, in virtii 
delle quali Co ha valore fiiii to, 

dove sono pero aiicora iiideternîii~ati gli 11 coefficienti c, , , ,?, .  
Per  procedere alla loro deterniiiiazioiie poiiiaino : 

Da. questa dediiciarilo: 

V l -  x 

e quindi: 
na 

2(1 - ~ ' ~ ) 2  cos mY = 
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V. GIULOTTO : Funzioni sfe~iche poliarntoiiiche a due variabili 239 

avremo la, relazione : 
1n 

2(1 d') cos nzW = ( 2 . ~ ) ~  + Sn* 
e per  ? I L  = 1 

e la (6) si trnsforma nella seguente relazione: 

Ora osservando che  per  x' = 1 è S = O, ricordando i l  valore di X:(1) e 

[c~X~']z=l si ottiene: quel10 di --- 

Orit osserviamo che coincidendo la  Pz con la X: per xl= 1, si ha per  
10 sviluppo di TAYLOR : 

qualunque sia h .  'Allora quest! ultiino sviluppo, quando sia h - a2. s, coin- 
ciderlt col precedente se sara.: 

(2 - q)(3 - q) ... ( m  + 1 - q)x(n - rn) 
Cl, , ,  = (3 -- 2q)(4 - 2q) ... (n -1- m + 2 - 2q)n(n?;) ' 

In virtii della (6) si avrh quindi: 
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e quest' espressione della funzioiie sferica q-armonicn di LAPLACE, corrispon- 
dente a quella che nelln teorica.ordinaria è conosciuti\, coi1 la  denoii~iiiazion~ 
di formula deli'addizione delle funzioni sferiche, nell'ipotesi di q = 1 è valida 
per  qualsivoglia valore di n, e nell'ipotesi di q ) 1 per ne< q - 1. Nell' ordi- 
naria teoria delle funzioni sferiche tale formula, data in forma inesatta da1 
LAPLACE (26) ne1 1782 e determiiiata con esattezza da1 LEGENDRE ("7) sette aiini 
dopo, ha importaima notevole, deducendosi d a  essa e dall'equnzioiie differen- 
ziale caratteristica le principali proprieth di dette fuiîzioni. 

('6) LAPLACE, Des tzttvntioi~s des sphévoides et de Zn $ g w e  des pl(ri&ètes. (Histoire, Acnd. W., 
Pnri~, 1782, ed. 1785, M. p. 142). 

(3) LEGENDRE, Des vechewhes S U I *  In $ p v e  des pla~&tes.  (Histoire, Acad. SC., Paris, 1789, 
ed. nn II, p. 432). 

Bergamo, febbvaio 1924. 
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Su alcuiie classi di coilgrueiize di rette 
t: su1 le t rasf~rrnitziou i clelle superficie R 

Questa mernoria studia specialinente i sisteini di m i  superficie S, i cui 
puiiti sono in corrisporidenza biuiiivoca tale che punti oinologhi siano allinenti 
e piaiii tangenti in punti omologhi formino fascio. Di questo studio si troverh 
in fine rina applicazione alla trasforinnzioiie (di JONAS) per congruenze I'l' 
delle superficie R di TZITZETCA e DESMOULINS. 

1. Indicheremo iin punto dandone una delle coordiimte omogeiiee x ;  
punti distiiiti saranno indicati con lettere differeriti, O con lettere variamente 
accentnte (x, y, z, oppiire x', x" ecc.); indicheremo i piani con lettere greclie. 
Se xi e Si sono le coordinate omogenee di un punto e di un piano, 

4 
(i = 1, 2, 3, 4), porrenio SSx = Zcixi. E useremo notazioni analoghe in casi 

1 
analoghi. 

Sia dato un sistema di ooi superficie soddisfacenti alla proprieth sopra 
eiiunciitta; scegliamoiie due S ed S' generiche, di cui indicheremo con s ed  x' 
le coordinnte di due punti omologhi çenerici, con [ e 5' le coordiimte dei cor- 
rispondenti piani tnngenti. L a  corrispondenza biunivocn t ra  i piinti di tali 
superficie sia definita dando le x, x', f ,  5' come funzioni degli stessi pnra- 
metri u, v. Ogni altra superficie del sisteina sark luogo di  1111 punto x i -  px', 
ove a v r à  un piano tangente f + 6t' (p, 6 essendo funzioni delle u, v). L e  re- 
laziorii t ra  punto e piano tniigente danno: 

P e r  (1) l e  (2) s i  ridiicono alle: 

dp che sono dile equazioni in p, 6. Eliminaiido 6, se  ne deduce il valore di  -. 
P 
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Se dunque pl é un valore di p, gli altri valori della p saranno p = kp, 
con k = cost. 

Scrivendo x' al  posto di p,x', potrenio dunque supporre p = k = cost. 
Cosi pure, inoltiplicaiido le t' per un tale fattore che SE'S = - Stx', 

potremo rendere anche 6 = p = k = cost. Qnindi : 
Pet- un sistema d i  supel.ficie del t ipo da noi  c ~ n s i d e ~ a t o  le puntegginte 

ddscl-itte da  p u d i  onzologhi e i fasci descvitti  da  piani  tangenti  ornologhi 
sono fonne 29-a l o ~ o  pl-oiettiue. 

Moltiplicando pegv oppo?.tuni fcittori le  coovdinate x', 5' d i  punto e 
piano tangente d i  Sr, pet- due superficie S ed S' del sistema valgono le:  

2. Per studiare le (4) indichiaino con Ii la corigrueiiza delle rette 9 -  con- 
giungenti punti omologlii, con R' ln congrueiiza delle rette ?.' intersezione di 
piani tangenti ornologhi, distiiiguendo poi varii cnsi ('). 

Caso 1.) Sia le sviluppabili di K, che quelle di K' sono indeterininate; 
cioh le rette 1 .  escono da un punto fisso P, le 7.' giacciono iii un piano fisso n. 

1. A)  P e n si appartengono. Usando coordinate cartesiane (O meglio 
non omogenee) in guisa che .rr: sin il piano all'm, e I'asse delle x passi per P, 
punti omologhi delle nostre superficie si troveraniio su nna parallela ali'asse 

\ 
delle x, piani tangenti omologhi saraiino paralleli. Le nostre superficie si 
otterranno da unn di esse cou trnslaziorii pnrallele all'nsse delle x. 

1. B) P e n non si appartengono. Assunto n ancora come piano nli'in- 
finito, si riconosce facilmente che il riostro sistema di siiperficie si riduce a 
un sistenia di superficie omotetiche, per cai P é il centro di oiiiotetia. 

Caso II.) Soltanto le sviluppabili di K' sono indetermiriate. Le  rette r' 
giacciono ci06 in un piano che, come sopra, asiumereino come piano all' oo. 
Se scegliarno come parametri u, v quelli corrispondenti alle sviluppabili di K, 
le tangenti alle linee u = cost (oppure v = cost) in punti oiiiologhi delle S, 8' 
saranno parallele. Varranno cioè per le c o o ~ d i n a t e  cal-lesiane equazioni del 
tipo 

( A )  x',, = hx, , x', = lxv (h,  Z funz. di 16, v) 

con IL =I= 1, percliè le sviluppabili di Ii non sono iiideterminate. 

(*)  Alcuui dei ~egiirnti risiiltati sono gi8 contenuti uelle Aeçoss di Daaeoux, clie cite- 
remo pih rtvnnti. La clii:~rezew. ci ha iiiiposto di r iport~rl i  in qiiesta M\leinorj:i. 
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e sulle trnsfomazioni delle superficie R 243 

Dalla x',, = x',, si deduce 

Cioè le u, u su S, e quindi su ogiiunrt delle nostre superficie forinaiio un 
sistema coniugnto. D t ~ t a  la S e su di essa il sislema coniugato u, v, sin 

l'equazioiie di LAPLACE relativa per le coordiiiate cartesinne (non oinogenee) 
di puiito. Identificando (5) e (6), posto h - Z = w, si ha:  

L a  condiaione d'integrabilità di queste equazioni nella 12 è: 

che é 17 equnnione nggiunta della (6). Fer ogiii soluzione w di questn, le pre- 
cedenti danno con sole quadrature h ed 1 a. ineno di unn medesir~la costnnte 
additiva k ;  con quadrature da ( A )  si ricava x ' ;  il punto xr+ k x  descrive 
una delle nostre superficie; a l  variare di h retta genera.to tiitto il sisteina di 
superficie da noi studiato. O 

Caso III.) Soltanto le sviluppabili di K sono indeterminate. È il caso 
duale del precedente. 

Caso IV.) Ne le sviluppabili di K7 nB quelle di h" sono indeterminate. 
Se, coine soprs, u = cost. e v = cost. sono le sviluppabili di Ii; allora In 

retta congiungente , x ad x' e la congiungente x -+ x,du ad x' + x',du 
giacciorio in  uii piano focale (v = cost.) di K ;  i puiiti x, x', x,,, x',, sono 
coinplanari e vale percib un'equazione 

s', = nx' i- Ax,, + yx ; 
aiialogamente sar& : 

x', = bx' + vx,, f PX. 
O 

L- 5 B 

Sosti tuendo in (4) si 'trova : 

SS'(x, - ax) = SS'(x, - bx) = 0. 

Il punto x, - ax è dunque il punto, ove l a  tangente (x, x,,) tirata ne1 
punto a alla linea v=cost. di 8 incontra il piano 5' tangente in x' ad S ' ;  
percib a,, - n a  coincide col punto Ax, + p x  = a', - nx', d i e  appartiene 
pure a tale retta (LE, LE,) e a tale piano 5' trtngenti. Percio: 

(BI 
( x:% - ax '  = h(x,, - nx;) e analogamente : 

1 - bxt = l(x, - b s )  
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244 G. PUBINI: Su a k u n e  classi d i  congvuenze di rette 

con h, 1 funzioni di u, v ed h + 1, perchè K non ha indeterminate le svi- 
luppabili. La coiidizioiie d'iiitegrabilità delle (B) d a :  

(8)  (bu -- a,)x'  = ( I l  - l)x,, i- termiiii in x,, x,, x. ( I L  =i= 1)  

IV. A) Se bu = a,, le sviluppubili di  K segnano su S ,  cioz su ogni 
supe~$cie del sistenza, u?z sistema coniugnto. 

IV. B )  Se b, + a, ,  il sistema delle u, v qzon pub  esse9.e co~ziugato 
szdle nostre supe,-@Le; perchè altiBimenti da (8)  seguirebbe che il puiito x' 
giace su1 piano tangente di S i n  x. Le rette (x, x'), cioè le rette 9, sarebbero 
taiigenti ad S e quiridi a tutte le superficie del sistemiz, cib che è assurdo. 
Posto : 

(9) ZJ = x' - hx, è : y, = - h,,x + a y ,  x' = h x  -1- y. 

Quindi la superficie ( y )  luogo del puiito y è falda focale di K. Suppo- 
n iawo dnppr ima h,, +O. Poiché le (4) restaiio inalterate qiiarido si n-ioltipli- 
cliino le x, s' per uno stesso fattore, iioi potreino, scrivendo x ed x' al posto 
di Iz,,x ed h,x', sostituire alle (9) le: 

ineiitre continueranno a valere le B, in cui siatio stati cambiati sodtanto i 
rniovi della a, b. Poichè sulla faldn focale ( y )  le u, v sono certaiileiite un 
sisteina coiiiugato, varrit un' equa7' ,]one : 

Si trova che le (10) soddisfano alla: 

h, ,' x', - = y(huu t- ah,,) = a ' (x f  - Izx), ove : a' = n -1---. 
K@ 11 u 

La pririm delle (U) è soddisfatta, quaiido ad (1 sin stato sostitixito (1'. Se 
indichiaino coii b' il nuovo valore della 74  la seconda delle (B) dice che la 
espressione : 

x', - b'x' - h(x, - b f x )  = h,(ay - y,) i- ylz,, + h,y, - Irfhuy 

v d e  (1 - h)(x - b'x) ,  cioè è proporxioiiale a :  

x ,  - h ' x  = ( L  -1- bl)yu -t (LM+ a ) y ,  -1- ( a ,  + "V- bfa)y. 

Deve dunque essere: 

ah, -i- h,, - b'h, -- - h W  = 1 - h .  
c r ,  + M- ba b'+ L - a + M  

(continua) 
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- 

Uiz modo (çhe lion è il piii semplice) d i  studial-e queste equazioni  é d i  
dave alla s u n  valo~.e arbi trario,  ~.icauave dagli ultirni t r e  membr i  i va- 
lori  d i  b' e d i  l, sostituive ne1 pîai?no rnembro alla b' i l  suo valore cosi 
tl.oçato, ottenendo cos1 u n a  equazione nella sola h; ciascuna delle inpilzite 
sue soluzioni dà un valo,*e d i  hl conzpatibile col valore prescelto della a. 
Aggiungendo ad h una  costante arbi trm.ia,  i l  punto x' definito da  (10) de- 
scrive zoan delle superbcie del nostro sistema, che var ierà  col var iare  d i  
tale c o s l a ~ ~ t e .  Corne si vede, si pub p),e/issn7-e u n a  qualsiasi congruenzn 
generica come congmenaa K,  e scegliere ad arbitrio u n a  supe~.ficie S del 
nostvo sistema; i comispondenti  sistenzi dipendojzo nncora da  un'equazione 
del second'ordi~ze in h, ciot  da  due  funzioni  avbitva?.ie d i  u n a  vnriabiie. 

Osservazione. Se fosse stato h, = O ,  il punto y avrebbe descritto una 
liiiea, perche per (9) y, = ay. In ta1 caso avremmo potuto rifare le prece- 
denti considerazioni, scambiando u con v e ricorrendo al secondo fuoco 
z = x' - lx della congruenza K. Qui si sarebbe presentato il caso eccezio- 
iiale che IV = O. Basterà dunque per noi studiare il caso h,, = 1, = 0. 

M.oltiplicando y e z per convenienti fattori, potremo rendere y = y(u) 
fuiizione della sola v, e z= a(u)  funzione della sola u. Indicando con Y ,  p 

fattori di proporzionalità, ricordando che lz = V è funzione della sola v ed 1 = U 
è funzione della sola u, avremo allora: 

ossia, moltiplicando x ed x' per 10 stesso fattore U- Y :  

Le ilostre superficie sararino luogo di un punto x; f kx' con k =  cost. 
Dovranno continuare a valere le (B) con altri valori a', h' della a ,  b, 

perché si sono moltiplicate le x, x' per uno stesso fattore. Sostituendo si 
vede che tali equazioni sono soddisfatte, quando si ponga: 

S i  possono dunque sceg2ieg-e ad arbih-io le curve ( y )  e (z) e la super- 
1" 

ficic S /perchè - è arbitrario . I cowispondenti  sisterni d i  supei-ficie S' di- 
\ P 1 

penderanno poi da  due fuxz ioni  a??~it?*a?-ie U della sola u, V della sola v ;  
risultato affatto a d o g o  al precederite. 
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Si riconosce facilmente che sulle superilcie S le 21, v descrivono lin si- 
steina coniugato (che cioè x, x,, x,, x,, sono complanari) soltnnto se 

I n  ta1 caso, moltiplicando x, y, z per convenienti fattori, potro rendere 
x = y@) -t z(u). Se si trattasse di coordinate non omogenee, ritroveremmo le 
superficie di trasliczione. 

Il caso IV A).  

Rimane da studiare il caso IV A in modo speciale: per quanto il silo 
studio sin incliiso iiei calcoli fi~tti teste, esso merita peri, una trattnzione 
a parte. In ta1 caso le u, v sono coniugate anche sulla superficie luogo del 
piinto x, cosicchè ln quantita a, che figura iii (10) non si pu0 scegliere ad 
nrbi trio. 

Il caso I V  A gode di una proprietà ioteressante, che cioé le sviiuppn- 
Oili di K K', si cowispo?zdono. Iiifatti, se v = cost. è ulza sviiuppabile d i  K, 
abbianlo già osservato che le tangenti i n  p u d i  omologhi nlle lince v = cost. 
delle nostre superficie fornzano u n  fascio; e vde  pure la proprietà reciproca. 
Dunlniente, se v = cost. sono sviluppabili di K', due ,piani tangenti ad una 
superficie ü in due punti consecutivi d'uiii-t liiien v = cost. deterininaiio unn 
retta che forma fascio con le rette intersezioni delle coppie di piani tangenti 
oinologhi alle nltre superficie del iiostro sisteina; cioè, se v = cost. sono svi- 
luppabili di  K', le tangenti in punti otîcologhi delle nostre supevficie co- 
niugate alle v = cost. formccno fascio; e vicevema. Se dunque le u = cost., 
c = cost. sono linee coniugnte, allorn, se esse corrispondono alle sviluppabili 
di K, corrispondono pure a quelle di h". Se questa sin O no una proprietà 
caratteristica del caso IV A é una questione che qui non ci interessa. (Da 
quaiito precede pnrrebbe che le sviluppabili di X, IL' si corrispondessero, 
anche se le u, v sono asintotiche sulle nostl-e superficie; ~ 2 a  questo cnso è 
assurdo (2)). Tornando al caso IV A con a,, = b ,  si vede che, moltiplicando 

(e) Iiibtti se è un piinto geiierico di iina delle nostre col superficie, su ciii le m, v - - - -  
sono nsintoticlie, esistono delle funzioni 8, P, y, pii, 8, p, y, pii t d i  clie: 

- - - - 
2,-ax=(h+G)(x,-nx); rv-bs=(~+O)(xv-bx) 
- - -  -- - -  
xuu = eux% t + p,,x ; xuu = 8uxu t pzv + p,,x (B md0gh0 in 8"") 

ove U è UIia cost:mte su ogiiunn delle iiostre superficie. Uerivrtiido la priinn rispetto ad u 
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le x, x per uiio stesso fattore si pu9 rendere a = b =O,  cosicchè le (B) 
e 

diventano 

('3 ~ ' ~ = h x , ,  x',=Izx,. 

Le (C) (valide per coordinate omogenee) sono analoghe alle (A)  (che si 
riferivano a coordinate n o n  omogenee). Posto: 

notisi che 2, = Y, 5 mu, (essendo u, v coniugate sulle superficie luogo di x) 
sono coinbinazioni lineari di x, = Y e x, = 2. Quindi Y e Z sono i fuoclzi 
della r e t t a  r' genevicn d i  K'; precisamente Y é un fuoco u = cost. (in cui 
ci06 concorrono due rette consecutive d'una sviluppabile u = cost. di R'), e 

Z é un fuoco v = cost. Il piano focale u = cost. d i  K (contenente cioé 2 rette 
consecutive di una svilappabile u = cost. di K) è il piano dei punti x, x', 
x, = 2, e contiene i l  fuoco Z,  ci02 i l  fuoco u = cost. d i  K'; viceversa i l  
piano focale v = cost. d i  K contiene i l  fuoco Y ci02 u = cost. d i  K'. Due 
sBette onzologhe r, r' d i  K, K' non  sono incidenti,  perché altrimenti, essendo 
X, x', x', = hx,, x', = l x v  punti cornplanari, ogni punto x' giacerebbe ne1 
piano tangente in x alla S luogo del pnnto x. Cioé le rette di sarebbero 
tangeiiti ad S, cioè ad una generica delle nostre superficie, ci9 che é assurdo. 

Viceversa: S e  K e K' sono due  cong~wenaci, le cui  re t te  r, r' sono in 
u n a  tale co~.rispondenza biunivoca che re t te  onzologlze n o n  si incontrino, 
che nlle sviluppabili dell' u n n  co~.rispondnno sviluppabili sull' a l t m ,  e che 
i piani  focali d i  K contengano i fuochi non  omologhi d i  Kr, allora esi- 
stono 00' supe7,fzcie S tnl i  che i l  piano tangente a d  unn S ne1 punto in cuz 
incontra una îmetta r d i  K contiene En vet ta omologa r' d i  Kr. Anlmetteremo 
che le falde focali di I< K' sinno effettive superficie. 

Sin z un fuoco u = cost. di K, sin Y un fuoco u = cost. di K'; le K, K' 
sono generate dalle rette (z, a,) ed (Y ,  Y,). 11 piano focale v = cost. di K 
sarà il piano dei punti z, z,, z,, z,, ossia dei punti z, z,, z,, che contiene 
certamente 

(13) zîdV = n z ,  + b z ,  + co, 

e ttrnrndo conto delle ultiina 2, ~i trovri iina relazione neces~ariamcnte identica in r, z', ru ,  Y,.. 
Parrtgonaiido in essct i terniini in zu si trne: 

11 
e u - R  -2 

- b, 
" - I L + C '  

die con 17analogn Dy - Oy = - z +  G' 

forma, qiialiinqiie sia lin sistema integrabile soltanto se h =  1 ;  cioè se le sviliippabili 
di K sono indeteriiiinctte contro l'ipoteei. 
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(equazione che dice essere le u, v coniugate sulla falda focale). Ma il piano 
focale v = cost. di Ii deve contenere il fuoco u = cost. della ret ta  omologa 
di K'. Percib Y giace su1 piano dei piiiiti z, z,, z,, ossia vale ona formola: 

doue, si iioti, le B, C sono d i v e n e  da zet.0. Infatti, esprimerido clie le  nostre 
due rette non sono coinplanari, cioè che il determinante forinato coi1 le  coor- 

dinate dei punti z, z,, Y, Y ,  è differeiite d a  zero, si trova appuiito BC+O. 
Notianio ora che il secondo fuoco Z della K' sarh un punto Y,  - pY, chc 
per ipotesi deve essere contenuto ne1 piano focale zc = cost. di K, cioè ne1 
piaiio dei punti z, z,, z,, . Quiiidi : 

Y,  - p Y = Cz,, + (-4 + Bb + C,  - pC)z, + ( B ,  + Ba - pB)z,, + (A,,- pA + Bc)z 

deve essere funzione l i n e ~ r e  di z, z,,  z,,. Cioé 

Ci basterk ora scrivere l a  condizione clle u, v siano anche le sviluppabili 
di K', clie cioè valga uii' equazione: 

ove p è dnto da  (15), inentre 6, T possono essere arbitrarie. Ora:  

1% = ( A  + Bu + C(i)z, + (Cb + C,,)z, + Bz,,, + (A,, t Cc)z 

Y,  = (B,  -+  BU)^, t (Bb + A + C,)Z, + C z , ,  + ( A ,  + B c ) ~  

Y,,= [ A ,  + B u ,  + (aC),  + (Ba),, -t An + Ca2 + B(ab + c ) ] z ,  d- 

+ [ A ,  i- C,, + (Ch), + (Bb), + Ab t- BbZ + C(ab + e ) ] ~ ,  + 
+ [A,, + Ac + (Bc)u + (Cc) ,  + Cac 4- Bbclz + 
+ (B, + 13d)zuu + (Cb + Cu)atm- 

Sostituendo in  (16), si trova di nuovo la (15) quando si paragonino nei 
due nieinbri i coefficienti di z,,; cosicché la condizione che i l  fuoco v= cost. 
d i  Kt (il punto 2) giaccia su1 piano focale u = cost. d i  K é conseguenza 
delle a l tm .  Paragonando poi i coefficienti di z,,, z,, z,, z si trova succes- 
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La (19) e sono due equazioni in A, che devono essere illimitata- 
mente integrabili, perche le superficie S cercate sono 00'. È facile ricono- 
scere che le (18) equivalgono appunto alle condizioni di illimitata integrabilitb. 
Il nostro teorema é cosi dimostritto. 

Congruenze H e K' in relazione simmetrica. 

Pare che devra avere inolto interesse per 10 sviluppo di alcuni capitoli 
di geoinetria differenziale 10 studio delle coppie di congriienze K, K' in cor- 
rispoiidenza biunivoca tale che esista un sistema mi  di superficie S, le quali 
ne1 punto ove incon trano una retta 9. di K hanno un piano tangente passante 
per la retta omologa 9.' di K' e insienie esista un altro sistema di superficie Z 
che ilel punto ove incontrano uiia retta 1-' di K' itbbiaiio un piano tangente 
che coiitenga In retta omologa di K. E, per riconoscere l'importanza di tale 
studio, si iioti che i teoremi di permutabilitA del BIANCHI coiidi~coiio appunto 
alla consideraxione di tadi sisterni in cui ogni superficie S insieme ad ogni 
superficie 1 forma le falde foctili di una congruenza W. 

Noi ci limitinrno qui a un caso particolare: quel10 ci06 che le sviluppabili 
della Ii segnino sulle S, e le sviluppabili di KI segnino sulle Z un sistema coniri- 
gato, cosicchk in particolare le sviluppabili di K e di si corrispo:idano. 
, I n  ta1 caso, oltre a valere tutte le formole precedenti del cnso IV A ,  
dovrft anche avvenire che x giace su1 piano tangente omologo alla superficie 
luogo di Y, ossia che vale una forinola: 

(l4his 2 = K Y +  B'Y,, + C ' Y ,  ( R ' C f + O )  

afhtto simile alla (14) e che z, - az giace iiel piano dei puriti Y, Y,, Y,, , 
ossia che vale una formola analoga alla (15): 

B', + p = a ossia (BB), = O 

ossia BB'= U, ove U è funzione della sola u. 
Ci basterebbe ora esprimers la compatibilitA delle (14) e (14),,,; ma é 

iinportaiite, prima di questo, espriinere che la ," definitn da (14),,, soddisfa 
a (13), cos1 coine precederiteinente abbiamo trovato rielle (17) e (18) le con- 
dizioni affliiche (14) sodclisfi a (16). .Troveremo cosi uii'equazioiie a.naloga 
alla (17) 
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ossia CC' = V con V funzione della sola u ;  cosicché, essendo B C +  O, 
l a  (14)bi, assume 1' aspetto : 

U v 
z = A f Y + -  Y,+-Y,, (U, V + O ) .  73 C 

Scrivendone la  coinpatibilità con (14) si trovn: 

U 
a = A'(Az + Ba, + Ca,) + ( A a  + BZ, i- C z , ) ,  + 

V + - (Az  + Ba, + Cz,),, C 
ossia, per (13) 

(21) Uz,, -i- Vz,, = coinbiiiazione lineare di z, a,, z, 

Ne segue che le linee Udv2 + Vdu2 = O  forn~ano corne le liiiee u, v un 
sistelna coriiugato sulla superficie luogo del puiito z, si1 cui dunque le asin- 

du2 dç2 
totiche sono le linee -- - -- 

U v =O. Duiiqiie: Nelle nostt-e ipotesi le  svilup- 

pabili u, v seg~zano sulle fulde focali delle I L O S ~ Y E  corzgruenze u n  sistema 
isote~-~?lo-coniugato (perchè ci0 che abbiamo diniostrato per  il fuoco z s i  pub 
iii inodo siinile dimostrare per  gli altri fuochi). 

Poichè il piano tangente alla superficie (2) coiitiene il corrispoiidente 
puiito Y, e un piano tangente alle superficie luogo di (Y) coiitiene il punto 
oinologo z, l e  superficie (2)  ed ( Y )  sono falde focali di uiia congruenza L 
che oltre a l  sistema. coriiugato u, v fa corrispoiidere sulle due superficie il 

sistema coniugato = O delle sue sviluppabili, cioé il 

du2 du2 
sisteiqa - + dudv  = O. Tale c o n g m e n z a  L é u n a  con- 

U 
gl-uenza TV; ed è pure  W la  congmmaza analogn L' delle ?nette congiun- 
gejzti gl i  n lh- i  fuochi z, - az, Y, -- pY. Le super&cie luogo de i  pun t i  
z, z, - az, Y, - pY, Y sono ciasczrna falda focale d i  due  delle congl-uenze 
K, Kr, L, L'. 

Le congmenze  L, L' sono congmenze  W ,  le cui sviluppabili tzon c o w i -  
spondono alle suiiuppabili u,  Y delle K ,  K'. 

P e r  esaurire la  trattazione dovremmo studiare insienle le  (18) e le  con- 
segueiize di (20). 1 calcoli diventano cos1 inestricabili che é ineglio seguire 
un'altra via, usufruendo perb dei risultati fin qui ottenuti. 
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Applicazione dei risiiltafi di Darboux. 

(Lecons su?- la thkovie des surfaces, Livre IV, Cha.p. X). 

Siano x ed x' punti analoghi di due delle superficie S, l e  ret te  di K con- 
giungenti z a a, tagliano le S in un sistema coniugato; percio, a meiio di lin 
inessenziale fattore di propomioiialitk, sa rh  (DARBOUX, loc. cit.) : 

x=Svz-.+zv, x'=cpvz-(pz,, 

ove y, 4 sono soluzioni d i  (13). 

Ponendo a = $2, cp = +i, sarh, con convenienti fattori di proporzioiialith, 
e, tralasciando l a  lineetta, 

(21) x = z .  v.yJv xr=z-cpx, 

ove cp e z soddisfano a un'equazione del tipo (13) con c = O ,  che scrivereino 
a11cosa : 

Se ne deduce tosto: 

da1 confronta di queste con le (C) si deduce poi: 

(24) Ycx,, z=xv ( 3 ) .  

Dobbiamo ora trovare quando il piano focale v = cost. di K', cioe il piano 
dei punti Y, Y,, Y, passa per x. 

Ora, essendo UV+ O, possiamo ca,mbiare i parainetri delle zt, u in guisn 
che U =  V =  1; e per  (21) varra  una relazione: 

( 2 5 )  z,, f z,, = Fz, i- Gav + Hz. 

11 piano dei punti Y, Y,, Y, evidentemente é il piano dei punti 

che contiene pes (25) il punto 

(3) 2 q~ieeta un8 foriniilrt (conteniitn loc. cit.) che è amai irnport~nte yer Io sviluppo 
della nostrn rioerca. 
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che coiiicider8 col puuto z se : 

Dobbiamo anoora scrivere la  condiaione che il piano focale u = cost. 
di K', cioè il piano dei punti Y, Y,, Y,,, ossia il piano dei punti 

contiene il punto zv - (tz, che è il fuoco v = cost. di una retta di K. 
Derivando (25) rispetto a v, e ricordamdo (23), si trae: 

(2 7 )  ~ V V V  + Nz,, + Pz, + Qz, + (a H - H,)z - Hz, = O 

(love, seiiza esplicitare N, P, Q, ci bast,i ossei'va,re che tali quatitith non 
dipeiidono d a  H, ma esclusivainente dalle a, Ei, 3') G, cosicché d a  (26) e (23) 
si trarrh siinilineiite : 

( 2 7 ) b i S  ~ v v v  + NvVv + + Q v v  = 0. 

Il piano precedeiite conterrh percib per le  (27) il punto: 

che coincide col punto z, - ax, se Hu = O. Noi dunque iinporremo Hu = O. 
Iiitroduciamo ora le variabili asintotiche u', v' definite dalle: 

Sarh per  (23)) (25): 

n cui potremo dare l a  forma 

Z U ~ î l ~  = azur + Pz,~ i- p,,Z, zv~vl = yZ,! + E2,r + p,,Z 
ove : 

Pi4 = P,, = H, 
che noi indicheremo con p. 

L e  condizioni d'integrabilith danno, t ra  l'altro, cc,, = E,,; quindi esiste 
uiia funzione 0 per coi O, ,  = a, O,, = E. 111 conclusione è:  

Annala d i  Maternotica. Serie IV, Tomo 1. 
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E la  cp soddisferh alle equazioiii ottenute poiiendo H = O : 

Queste equnzioni p e m e l t o n o  d i  detevrninajse tu t te  le coppie d i  con- 
g~.uenze  K ,  K' celBcate. Data lagsuperficie luogo del punto z, sono date le 
equazioni (28) e (28),, . Si deve cercare se esiste una funzione cp soddisfacente 
a (28),i,; se essa esiste, dn (22) si traggono con quadrature le x, x' e si 
determina quindi anche la  congruenza IL luogo delle rette (x;, m'); da (24) si 
traggono i fuochi Y, Z di iina retta di Kr, e quindi anche si determina K' 
luogo delle rette (Y, 2). Le (28) forinano certainente' un sistema illimitata- 
mente integrabile (perche sono soddisfakte dalle 4 coordiiiate oinogenee di 
un punto z). 

Tenuto conto the le condizioiii d'integrabilità di (28) sono identicamente 
soddisfatte, traendo dalle i valori di ((p, ,~,~) ,~,t  e di (cp,~,f),l,~, e scriveiido 

che sono uguali, si ottiene: 

Dunque, se non é pur  = pul = O, cioè se p =i= cost., d lorn  deve essere 
cplll= cpVr,  ci& (pu = O, cas0 Che sopra abbiamo gih tacitn.mente escluso, perche 
assurdo ('). Donque p = cost.; le coildizioni d' integrabilitii per (28) si riducono 

a due equazioni tra le 0, 8, y ed alla: 

p (pu~  - yu,) = O. 

Se fosse p = O, noi, senza linlitare ln generalith, potremmo supporre 
uguale ad 1 una delle quattro coordiiiate ornogenee del punto z, e la cp 
uguale ad una delle altre tre. La  congruenza W delle rette (z,  Y) si ridur- 
rebbe a uoa congruenza di nessun interesse, perchè il punto Y descriverebbe 
una retta ne1 piano all'infinito (ne1 piano che ha per equazione quella otte- 
nuta uguagliando a zero la coordinats che per i punti z vale 1). Dunque 

=y,!. Cioé: 
L'unico caso possibile è che ln  superficie z, ci02 una qualsiasi delle 

falde focali e quindi  tut te  e quattro le falde focali delle congmenze  K e K' 
sinno superficie R ;  la cong jwmza  L genemta  dnlln ~ e t t n  (z, Y )  è allova u n n  
çongruenza W avenle pev falde focaZi due supeg-ficie R luogo dei punti z ed Y ;  

Iiifatt'i la funzione clle ~i indics con 7 ern ne1 priiioipio di qiiasto pnrrtgirtfo indionta 

caii y .  Se essn fosse fiinxione dt.11:t solft U ,  i piiiiti z e11 2' non snrebbero piiiiti disliuti. + 
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proplieta analoga vale per la congruenza L'. Le congruenze K, K' hanno 
per suiluppabili le intmagini del sistema R isotel-îno-coîziugato u, v, che si 
corgisponde szclle qunttl-O falde focali. 

E questo 1' uiiico caso possibile d i  una congruenza W ,  tale che le tl-a- 
sfoivnate d i  LAPLACE delle sue faEde focaEi gispetto a u n  sistenta coniugato 
(distinto da quel10 delle sue sviluppabili) fowzano nnco?-a una cong?-uenza W.  

Appare ora evidente che le nostre cong?.uenze L ed L' devono esselme le 
congruenze W ,  con cui JONAS ha costruito ln teoria delle t~,asfomnazioni 
delle supevficie R. Irifatti, variarido il fattore di proporzionalit8, si pub scrivere: 

Y = 2(AzUl + Bz.,) ove BA = e-ecpv1, 2B = c e y u  . 

E quindi per (28),i, 

(29) A,, = - PB, B,r = - T A .  

Posto poi 

p. = - A -- A0,r - B - BO,,, 

(30) h=- A -  A0,t +- B+ BO,,, 

N = h p  + 2A(p,t + 2Ap,,) - 2B(pu, +- 2Bp2,), 

si ha:  

(31) p = O, N =  4p(A" BB") con p = cost. 

Applicando i risultati delle mie Note sulle congruenze W (Rend. della 
R. Accad. dei Lincei, 1923) si deduce che la I, é una congruenza W, e da (31) 
che essa è una congruenza di JONAS (5). La teorin analitica e geometrica di 
queste congruenze assume dunque un carattere di grande semplicith,, che 
potremo rendere ancora piii intuitive. Si noti che dalla p, = y, segue che 
anche le (28),,, forinano un sistema illimitatamente integrabile, che possiede 
quindi 4 soluzioni indipendenti Idi cui una uguale a cp ed una coslante), che 
potremo considerare corne coordinate omogenee di una superficie 3 proiet- 
tivarnenle applicabile sulla superficie a. Se deformiamo questa su s in giiisa 
che ogni suo elemento trascini con sé il raggio corrispondente della con- 

(=) Data iinn congruenza v, di cui a sia la prima faldn focale, ne110 note cit. si prova 
chu il secondo fiioco B dato (ln 
(32) Y= pz t 2 ( A w  + B w )  

ove valgono le (29), (30). Noi possirtiiio sempre sotldisfare le  s per 1111 tale fattore clie (piire 
rtlstando invrtrii~te le A,  B) risiil ti p = O. Esisterh d o r a  ana fanaione cp tale clie 2 A = e-erpr~, 
2B =- e & p u i .  Dalle (29) si drdiice che tale (F deve soddi~fnre alle (28)ais. D~iiique le (28)bi, 
rono applicnbili n qtrnlsinsi coi,gruenaa W (insienle nlle \28)rer, loro conseguenaa). 
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gruenza L, allora la  congruenza L si muta in una congruenza luogo delle 
- - - 

rette congiuiigenti z a cp,z, - rpvz,. 
Poichè una delle vale cp, un'altra è costante, la si riduce a una con- 

gruenza di cui la seconda falda focale è una retta (che nella rappresentazione 
scelta é ne1 piano ali'infinito). In conclusione si ha  dunque: 

Le conyvuenze d i  JONAS sono tal i  che, se sono t13ascinate in una oppor- 
t u n a  deforfliazione proiettiua d i  u n a  1oro falda focale, si q i d u c o ~ o  a u n a  
congvuenzcc d i  cu i  la  seconda falda focale 13 una  vet ta.  

Verifica diretta e applicazioni. 

Se z descrive una superficie di cui indichiamo con u, v (e non piii con u', v') 
le asintotiche, valgoiio equazioni del tipo : 

Il secondo fuoco Y di una coiigruenza IV, per cui z è i l  primo fuoco, è 
dato da 

Y = pz + 2(Az, + Bz,) 

ove A, B, p soddisfino a (29) e (30). Di pih, se la superficie z é M, e se la 
congruenza é di JONAS, la  N definita. da (30) soddisfa alla: 

N = k'(A2 - R2) con k' = cost. 

men tre p, s yu. La superficie descri tta da z é in ta1 caso applicabi!e proiet- 
tivamente su ogni superficie S aveiite gli stessi valori di O, j3, y, e per cui i 
valori delle p,,, p,, differiscono dai precedenti per una medesima costante h. 
Se deformianio la  superficie luogo di z su S in modo che trascini con sé la 
congruenza, questa conserverit gli stessi valori di A,  B, A, p, mentre (essendo 
variate le p di una stessa costante h) la  N aumenter8 di 41z(A2 - B2). Scelto 

k 
h = - - il nuovo valore di N sarb nullo; ci02 la seconda falda focale 

4 ' 
(luogo delle nuove posizioni de i  punt i  Y )  sarà degenejae, e qu indi  (trattan- 
dosi di congruenze TV) si r i dur rd  ad una  retta. 

S e  dunque si conosce in temnin i  finiti u n a  defovmata pvoiettiva d i  
u n a  supeg-ficie R, con sole derivazioni  si po t jwtno  ottenere le m4 con- 
g ruenze  d i  JONAS, d i  cu i  essa é falda focale (e di cui la seconda falda é an- 
corn R) cowispondenti  ad un detewninato valore della costante k=N:(A2 -B2). 
S e  d i  essa si conoscono tu t t e  le deformate proiettive in telwaini finiti, si  
conoscono anche tzctte le coj.rispondenti congp-uenze d i  JONAS. 
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Si noti ancora che, quando N =  O, noi possiamo scegliere coordinate 
ornogenee tali che l'ultima si annulli su un piano passante proprio per la 
retta seconda falda focale della coripruenza, e sia uguale ad una costante su 

un punto generico della prima falda focale. Sarh allora per questa faldn fo- 
cale pi, = p,, = O, p = 0, mentre 8, p, r avranno certi valori. 

Deformando l a  prima falda focale, si ottierie la pih generale superficie R 
e la pih generale congruenza di JONAS corrispondente. Poichè 0, y, P, y non 
variano nella deformazione, e le pi, auinentano di una costante, noi potremo 
sempre siipporre, quanto si studia una superficie R, che pi, =pz, =cost. e 
per una congruenza di JONAS che sia p = O, oltre che pi, = p z ,  = p = cost. 
per una sua falda focale. Ritroviamo cos1 completamente le formole da  cui 
eravamo partiti (6). 

('j) Diamo iin'applicazione alle congruenae pseudosfericlie, che naturaliiiente sono con- 
griienxe di JONAS particolari. Se 9-2w 6 l'angolo delle asintoticlie u, v di rina superficie S 
pseiidosfericri in  un silo printo generico che ha x, y, z par coordinate cartesinne ortogonali, e se 
du? + 2 cos Qdzdv + du? n e  è 17elt.mento linenre, è noto clle Qu, = sen 9, e che la  più generale 
congruenza pseudosferica di cui S è prima f d d a  focale ha per secondo fuoco i l  piinto le  
cui coordinnte ca r te~ iane  ortogonnli uono date  dalla: 

ove : 
a(w, - W) - 1+ sen 6 Ô(w + w,) 1 - sen 6 

6 =cent.; - - - sen@ -eu,); -=--- sen (uli - w). 
a u  COS 6 av COR 6 

Indicando con t = l  m a  qiiartn coordinnta del piinto x, y, 3, tnli formiile si possono scrivere: 

E = pz + 2! A x u  + Bx,) (e analoglie i n  y, s, t )  
ove 

sen ( W  - m i )  sen (W + w,) 
p=p,  2A=pc;sâ , 2 B = p c o s 6  

sen 62 sen 61 

80ddi~fa110 nlle (29), (30) se p soddisfti a l  sistenla integriibile 

Pu - 1 + sen6 1 - Reii 6 
COS (W 4- CO,), = - ---- COR (W - wi)  

P ' cos 6 P cos 6 

cioh se p ,è l7 ninpiesan della defovnznsiome (metricn) ilEfinitesimn cowispondente nlln con- 
gruewn W coicsidemtn. Da (30) si trae: 

L a  superficie proiettivamente apylicabile sulla superficie iniziale, la conoscenza clella 
quale t r w  coi1 sè la determiriaxioue della riostra oongrneiizn pseii~losferica, è cluiique la 
superficie Iiiogo dei piinti 36' s~>ddisfi~centi alla 

COR Qu 5' 
x U ,  = -- QuxL - - X: - - 

sen P sen cosz 6 
e alll:inalog.a Der x',,,. Snrebbe interessnnte studiarne le  proprieth iuatriclie. 
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Proprietà generali della ïa,ppïesentazi one puntua,le 

fra due superficie 

Le proprieth finora .note concernenti una trasformazione puntuale fra due 
superficie dello spazio ordinario soiio relative agli iiitorni del primo ordine 
di due punti corrispondenti e si riducono sostanzialmente a due fatti uno 
proiettivo i'altro metrico. I l  prinio consiste iiell'esser proiettiva la corrispori- . 
denza fra i fasci di tangenti aventi i centri in punti corrispondenti (quindi 
esistenza di un sistema coniugato che si conserva tale nella trasfortnazione) ; 
l 'altro (conseguenza metrica del primo) 6 enunciato da1 teorerna di Trsso~.  

Molte altre proprieth si coiioscono per. determinati tipi di corrispondenze; 
iiîa, ne1 caso generale, non mi consta che si sia passati all'esame d'intorni 
d' ordine superiore. 

Questo e un primo saggio dello studio di proprieth relative all'intorno 
del secondo ordine ('). 

L'idea nuova, sulla quale si fonda questo studio, é di uscire dalle super- 
ficie e portare la ricerca neli'ambiente (&) : la corrispondenza data dB origine 
a due congruenze di rette (che chiamo assi della corrispondenza) e queste a 
lor volta determinano su ciascuna superficie un sistema m2 di linee (che 
chiamo assiali) rtventi per la corrispondenza ufficio analogo a quel10 che le 
geodetiche hanno per l'applicabilità. 

Il lavoro é diviso in due parti in relazione al diverso carattere delle 
~jroprietk che si studiano, cioh al gruppo che le conserva: per adeguare i 
inezzi analitici alla ricerca e lasciare maggior latitudine alle applicazioni che 
se ne potranno fme ho adottato nelle due parti diversa rappresentazione 
analitica. 

Alla corrispondenza proiettiva fra gli intorni del 1" ordine fanno seguito, 
in quelli del 2" ordine, certe corrispondenze cremoniane fra stelle di piani e 

(') Una parte dei ~ i s u l t ~ t i  sono enunciati iii nnlt niia Notr~: Cowispoidenan p w t u a l e  
f m  &le stspe?ificie e rrcppresentnaione canfornze. (Rend. Acc. Lincei, vol. XXXII, 3923;; ivi 
è anclie detto d i  rtlciine coincideiize con risii1t:~ti ottenuti d : ~ i  proff. BIANCHI e C A ~ I ~ E I . N U ~ V O .  
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proiettive 'fra stelle di rette aventi per centri punti corrispondenti delle due 
superficie. 

Le liiiee assiali, iiitiinarnente collegate a queste corrispondeiize, permet- 
ton0 l'introdiizione di uii elenlento nietrico relativo ad uiia curva tracciata, 
sulla superficie, invariante nella tr~~sforniazione (che si riduce alla curvntura 
geodetica per le applicabilità). 

Dei risultati ottenuti in genernle e di quelli relativi alla rappresentazione 
conforme (e ii i  particolare sulla sfera) i l  lettore pub rendersi conto scorrerido 
il lavoro. Mi pare piii interessailte e piii utile accennme a qiiali altre ricerche 
possa dar luogo. 

Intanto, rimanendo nel campo studiato, converrlt esaminare le particolarita 
che possono presentare le congrueiize degli assi e le circostanze ch'esse 
determinano sia sulla na tu r i  delle due superficie che sulla loro corrispondenza. 
Poi potranno applicarsi le propriets trovate in generale a corrispondenze note- 
voli, corne qui s '& fatto per la rappresentazione conforme. 

Ma per raggiungere una teoria completa delle proprietlt del 2" ordiiie 
delle corrispondenze puntuali fra due superficie bisognerà, tiattandosi di pro- 
prietà relative all'anibieiite, uscire dallo spazio ordinario (poichè l'intorno 
superficide del 2' ordine appartiene in generale ad S, e solo in particolare 
ad S, O ad 8,) e vedere che cosa debba sostituirsi alle proprieth trovate. 

k un campo di ricerche che pub ancora dar luogo a risultati interessanti. 

PARTE PRIhIA 

Proprietà proiettive di una corrispondenza puntuale 
fra due superficie. 

1. Sia data una corrispondenza (contiiiua e generalnîente biunivoca) fra i 
punti di due superficie 5 e o di S,. Due punti corrispoiidenti P e di esse 
siano individuati si1 a e su a rispettivaiilente dalle stesse coordiiiate curvi- 
linee u, v. 

Voleiido studiare le proprietk che nascono dalla, post;~. corrispondenza in 
rapport0 al10 spazio ambiente 8, bisognerà anche dare i punti P e t> iii IS,, 
cioé mediante loro coordinate : e a seconda che si voglirtno studiare proprietà 
proiettive O proprietà inetriche sarà utile fa,r iiso di coordinnte proiettive 
omogenee O -di coordinate cartesimie ortogoiiali iiell' aubiente, 
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$ 1. CORRISPONDENZA CREMONIANA FRA LE SSELLE DI PIANI USCENTI 

DA PUNTI CORRISPONDENTI. 

2. Ad ogni tangente a 5 in P corrisponde una tangente a ;in P ;  ad  ogni 
elemento di 2" ordirie di curva (cioe a tre puiiti infinitamente vicini di essa) 
passalite regolarmente per P su o corrisponde un elemento di 2" ordine di 
c u r v i  per  P su  o. 

Ai piani della stella di centro P considerati come osculatori a d  elementi 
di 2" ordine di curve di O) corrispondono i piani della stella di centro P 
(considerati come osculatori agli eletnenti omologhi di curve di o): l a  corri- 
spondenza B evidentemente a1gebrica.e generalmente biunivoca. Cerchiamone 
l a  rappresentazione analiiica. 

3. Se i sistemi di linee u = cost. e v = cost. su o (e su a) sono generici 
(e  precisamente : se non formano un doppio sistema coniugato ; si vedono 
iuimediatamen te le modificazioni d a  fare nell' ipo tesi , opposta), per il fatto 
che o (e a) appartiene ad  uno S, le coordiaate proiettive oinogenee dei suoi 
punti, sia x(u, u) una 
deri vate parziali che 

ovvero 

generica di esse, soddisfano certo a due equazioiii a 
possono scriversi cosi : 

i coefficienti a, ... d, sono funzioni di u, v (a, =a,  = O  se  le liiiee coordinate 
sono asintotiche ; d ,  = cl, = O in coordinate non omogenee). 

Analogamente, l e  coordiiiate proiettive omogenee 2 dei punti P di o soddi- 
sfano ad  un sistema del tipo 

Si sslrebbe potuto scegliere invece, corne doppio sistema d u  =O,  du = O 
quel doppio sistema coiiiugato (generalmerite uiiico) di una superficie cui corri- 
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sponde un doppio sistema coniugsito dell'altra: cio avrebbe portato ora qualche 
semplificazione; m a  in vista delle applicazioiii 6 ineglio lascinre alle linee 
coordinate l a  maggiore generalith. 

4. Il piano osculatore ad  una linea v = V ( U )  di ü ne1 punto P(u, v), O a l  
suo elemeiito di 2" ordine definito d a  u, u, v', O", h a  per  equazione 

ove  si soiio indicati con W, Y!,, W, i t re  determinanti 

ottenuti dalla linea scritta apponendo un  indice, variabile (la 1 a 4, nlle 
coordiiiate di P e alle coordinate correnti X. 

Se indichiaino l'equazione precedente con 

in  modo da  poter assuinere So: 6 , :  Fe come coordiiiate oinogenee del piano 
nella stella si h a  

( ,O& = V" - b,d3 + clvf' - b,vf + ci 
(3) i pt, = azvS2 + 221' + a ,  

\ pFz = (a2vtP + 2v' + a,)vf, 

essendo p un fattore qualsiasi d'oinogeneith. 
Fe r  passare da. questo piano a l  corrispondeilte E0:5, :5, iiella stella di 

centro ) basta conservare nei secondi meinbri delle (3) i valori di u, v, v', v" 
- - -  

e sostituire alle fuiizioni ni 6, ci le corrispondenti funzioni ni bi c i ;  e porre in 
- -  - 

luogo dei primi membri Co, p t,, p F2. 
Segue facilmerite d a  cio che la corrispondenza cercata h a  le equazioiii 

O quelle, che segnaleremo con (4), che se  lie deducoiio scainbiando ovuiiqiie 
le lettere sopralineate con quelle clie non 10 sono. 

In questn co~v*ispondenzn b i~wz iona le  (c~*emoniana) del .?O ordine fm i 
piani ontaloghi delle due  stelle ad u n  piano genevico d i  u n n  cor?zisponde 
un piano deil' nltl-a. P m z m  solo eccezionc, e sono quindi  piani f ' o~ ldm~len-  
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ta l i  p. es. nella seconda stella d i  cent? -O P, quelli pev i quaii  5, = E ,  = 5,  = O ; 
essi sono : il piano tangente (5, = 1, 5 ,  = 5, = O ) ;  e tr1tl.i due  piani ,  gene- 
valmente de terminat i  e dist int i  dnl  precedente, che s i  otlengono pouendo 

- - - 

n,S: + 25, E2 + a,[: = O e t0 = O. 

5. Per non trascrivere formule eccessivamente lunghe, si pub riferire 
p. es. (3 aile sue linee asintotiche supposte distiiite ; con ci0 a, = 16, = O ; e 
allora i due piani fondamentali, oltre a quel10 tangente, sono rappresentati da 

Se si rappreserita una retta nelln stella di centro coi1 l'equazioiie 

- - - 
e si assumono a, : a, : a,(= V : Y, : V2) come coordinate omogeiiee di retta si ha, 
per la retta iiitersezioiie dei due piani precedeiiti (esseiido 7 un fattore d'omo- 
genei th) 

- - - - - - - - - - - - 

(6) 7 ~ 4 0  = al  a2 7 a, = aP(c,  - ci), T cc2 = - ni(b, - b,). 

Le (5) inettono di piii in evidenza quand' é che uno dei due (O tutt' e due i) 
piani fondamentali da esse deterrninati viene a coincidere col piniio tangente 
O diviene indeterminato. 

Infatti p. es. il primo dei piarii (5) viene a coincidere col piano tangente 
se e solo se Ü, = O  (ma b, - b, +O) : cib significa che sulle due superficie ad 
un sistema di asintotiche (ne1 iiostro cnso le du = O) corrisponde pure un 
sistema di asintotiche; che se poi oltre ad essere ;,=O 13 b,=& a.llora quel 
piano fondnmen tale diven ta indeterminato. 

Ne1 1" caso la retta (6) viene a trovarsi ne1 piano tangente (nell'interse- 
zione di questo con l'altro piano fondamentale), inentre ne1 2" caso A una retta 
qualurique, passante per P, del 2" piano fondamentale. 

Se poi tutt'e due i sistemi di asintotiche si corrispondono sulle due super- 
- - 

ficie, a ,  = a, = O ,  i due piani fondamentali0(5) O vnnno tutt'e due a coiricidere 
col piano tangente, O pu6 accadere che uno di essi O tutt'e due d iveng~no  
indeterminati. 

6. Per vedere pifi chiaramente, in modo geometrico, quando si presenti 
un0 di questi casi giova prendere in esame le curve aventi uii flesso iii P : 
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ci6 ci darh una nuova interpretazione della retta (6) in molti casi piii vantag- 
giosa della precedeiite. 

Gli elemeati di 2" ordine delle curve aventi in P, su o, un flesso sono 
quelli per i quali il piano (2) diviene indetermiiiato; per essi 

O, se si riferisce o alle sue linee asintotiche v'= O, v" = - c, (è da teiier 
presente che si 6 persa la simmetria in du, dv, e in d2u,  d'v essendosi assunta u 
corne variabile indipendente; ma ci6 ilon porta darino). 

Ad lin tale elemerito di 2" ordine corrisponde in 1-> il piano (le cui coordi- 
nate si ricaverebbero dalle (3)) 

quindi appunto il 2" dei piani (5) ; analogamente si avrebbe 1' altro come oscu- 
latore in I> agli eleinenti di 2" ordine di curve corrispondeiiti alle curve di o 
che hanno in P per tangente di flesso l'altra tangente asintotica (du=O). 
Cos1 abbiamo gl-iadagnata questa nuova interpretazione dei piani fondamen- 
taJi (5) nella corrispondenza (4) : essi sono i piani  osculatori in P aZle c u ~ v e  
cogv-ispondenti a quelle che hanno un flesso i n  P ;  quindi  l'esse?. zlno O due 
d i  assi inde terminat i  porta non  solo clze si  cor?.ispondano u n a  O tut t 'e  due  
le tangeîzti asintotiche, m a  che a curve  Che le hanno per t m g e n t i  d i  flesso 
in P corrispoîzdano curve aventi  pure un flesso in P. 

5 2. CORRISPONDENZE PHOIESTIVE FRA LE S'l'ELLE DI ItETTE USCENTI 

DA PUNTI CORRISPONDENSI. 

7. Nella corrispondenza cremoniaiia precedenteinerite stttbilita fra le due 
stelle di piaiii di centri P e Y, ad unsl retta della prima stella, considerata 
come asse di un fascio di piani corrisponde un inviluppo conico di 3" classe l',. 

Dalle equazioni (4) si ricava che alln retta di equazioni Wla, = Vilai = WJa, 
in coordinate di punti, O di equazione 

in coordiiiate di piaiii (nella stella di centro P) corrisponde l'inviluppo conico 
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di equazione 

ne1 quale il piano tangente iii P a <3 (E,=E,=O) e doppio ; quindi il con0 
di 3" classe aderente all'inviluppo é di 4" ordine. Esso possiede durique tre 
piani tangenti cuspidali passanti per  uiia stessa retta che diremo per  brevitk 
?*etta singolare del cono. 

Vogliaino porre in corrispondenza uiia retta uscente d a  P (considerata 
come asse di un fascio di piani) con la  retta singolare uscente da  F, del con0 
inviluppato dai piani omologhi a quelli del fascio. 

8. L a  retta singolare, relativa al con0 (7), si ottiene preiidendo 1' Hessiana 
della (7) stessn e cercando poi quella combinaziorie lineare delle equazioiii 
ora dette che contiene a fattore i,<S+ 2ti5, + i,?; il fattore residuo rappre- 
senta, uguagliato a zero, la retta voluta. 

Cosi faceiido si trova che alla retta a,c, + a , [ ,  + uzc, = 0, coiisiderata 
come asse d' un fascio di piarii, corrisponde, come retta singolare uscente da  1' 
la  retta &,tO -t- GE, + 45, = O  ove 

- - - - 
T a, = 4(l -a, a,)a, 
- -  - - - - - - 

, T a,=-[2(h, -b,)+a,(c,-cz)+3a,(c, -c,)]a,-t-[4-&,a, -3a,a,]a, 

") 1. + 2[ai - &]a, 
- - a, = [2(c, - c,) -t- a,(b, - 6, )  + 3Ü,(b2 - &)]a, + [4 - ;,a, - 3a,n,]a, 

+ 2[n2 - &]cc, . 

La cor-rispondenza cercata (clze fa passa9.e da u n n  ret ta asse d ' u n  
fascio in P alla ret ta singolare del con0 corrispondente i l z  P) è u n a  proiet- 
tività che indichereino con 52. 

Essa 6 degenere solo quando 

- - 
1 -a ,a ,  = O  

oppure quando 

Ne1 primo caso, sulla superficie o in F, le due tangenti asintotiche coinci- 
dono : e se cib avviene per ogni punto la superficie 8 sviluppabile. Scarte- 
remo questa ipotesi. 
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Per interpretare la seconda condizione convierie riferire una delle due 
- - 

superficie, p. es. o ,  alle sue linee asintotiche (per ipotesi distinte): a,  = a,=O. 
Si deve quindi avere 

a,az = 4. 

Il birapporto k formato dalle due tangenti asintotiche in P a a, a,du2+ 
+ 2dudu + n,dv" O, e dalle due taiigeriti (pure in P) corrispondenti alle due 
asintotiche di o, dudu = O vale 

e nell' ipotesi attuale k =  (- 1 q~ i 1/3)/2, cioe k è radice ($: 1) di k'3= 1. Questo 
fatto pub esprimersi cosi: le due tangenti du = du = 0 di o (corrispondenti 
alle tangenti asintotiche di o) uria tangente asintotica (sernpre di O )  e la coriiu- 
gata armoiiica dell'altra tangente asintotica rispetto alle due prime forinaiio 
un gruppo equianarmonico. 

S'intende che si pub ovunque scanîbiare a con à. 
Eschsi  questi due casi l a  proiettivith Q non é degenete e si pub quindi 

invertire: la  inversa Q-' ha le equazioiii clle si ottengono risolveiido le (8)  
rispetto ad a, a,  a,. 

Analogamente si pub considerare la proiettivitSi Q che fa passare da uiia 
retta asse di un fascio di piani nella stella di centro 1' alla retta sirigolare 
del cono, inviluppato dai piani ornologhi, uscente da P (e in generale la sua 
inversa): le equazioni di a, che indicheremo con (81, si otterigorio dalle (8 )  
scainbiandovi ovunque le lettere sopralineate con quelle che non 10 sono. 

9. Il prodotto Q G  è una proiettivith nella stella di rette di centro P in 
cui sono unite tutte le rette tnngenti in P a a :  si tratta quindi di un'oino- 
logia nella steiia; cerchiamone l'ulteriore rett,a unita. 

- - -  
Se Q fa passare dalla retta a, : a,  : a, allii retta a, : a ,  : a, e se da questa, 

- - - 
per mezzo di n, si passa alla retta a,': a,': a,' le equazioni dell' ornologin 8 a 
si scrivono : 

.- - 
s'a,'= 16(1 - a,a,)(l - a,cc,)a, 

- - - - - - - - 

T'u,'= 3 { [2(h, - OJn, - a,) - 2(h, - O,)(n, -a,) + (c, - c,)(a,n, - nia,)]n, + 
- - - - - 

t- (C - c , ) [ 4 ( a , n 2 )  -1- n.,(a,n, - n,n,)] 1 a, + 
- - - - + 1 [4 - a,(!,  - 3a1n,][4 -- nia,  - 3n,ai] - 4[a, - a , ] [ ~ ( ,  -a,] a ,  

, , - - - - - - 
T U ,  =31[-2(c,-c,)(a,-ni)+-2(c,- cJn,-n,)+(b,- b,)(a,n,-a,a,)ja,- 

- (h,-62)[4(a, - n i )  t G,(G,n,-a,;,)] 1 a ,  + 
- - - 

+{ [4-n ia , -3n i r i , , ] [4- i ,n2-3 i ,a , ]  - 4[n,-n,][n,--n,])a,  
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O con evidente abbreviazione 
, , s a0 = AOuO 

\ ,  s'a, =Ain ,  + Ba, 
I , 7 a, = A,a0 i- Bu,. 

Quest' omologia è degenere se A ,  =O, cioè se almeno una delle due super- 
ficie è sviluppabile ; oppure se B = O e allora si presenta il 2" dei casi d' ecce- 
zione (degenerazione di 9) gik discussi. Se cii, non accade, pei. i'ulteriore 
retta uiiita dell'o~uologia (oltre le tangenti i i i  P a o) si ha s'=Ao quindi 

Riferendo p. es. o alla sue linee asintoticlie (a, = Ü, = O )  si ha 

ora questa retta non è altro che quella che si ottiene dalle (6) scambiando 
ovunque le lettere sopralineate con quelle che non 10 sono ; quiiidi : l'ulte- 
rio2.e ?-elln unita nell' onzologia Q 8 è Z J  intet-sezione dci due piani fbrtda- 
nze~atali (diversi dal piano tangente) i n  P nella col-2-ispondenza cvemoniana 
f,.a i piani delle due stelle d i  cent?-i P e P. 

A questa retta, che fra poco ritrovereino da un altro punto di vista, 
daremo il nome di asse della col-vispondenza relativo a P ;  analogainente si 
ha un asse della corrispondenza relativo a l  punto P ed è rappresentato dalle (6). 

L'omologia diviene speciale se ad una tangente asintotica in P corrisponde 
uria tangente asiiitotica in P;  gi& conosciamo i casi nei quali l'asse diviene 
indeterminnto. 

Assunte su o le linee asintotiche come coordinate l e  equazioiii dell'omo- 
logia si scrivono 

i s'ao' = 4(1- a,a2)ao 
- 

i s'a,' = 3(c, - c,)a,u, + (4 - a,a,h, 

s'a,' = 3(h2 - , )a ,ao i (4 - a,a2)a2 
- 

e queste rappresentano i'identith soltanto se a ,  =O,  c, = ci ; oppure n, = 0, 
b, = b, ; oppure a ,  =a, = O  ; O in 'altre parole : 

Le due p30iettivith 8 e sono una inversa del l 'a l tm i n  uno d i  questi 
due casi: Io) quando ad uua tangente nsiwtotica d i  a corl-isponde una tan- 
gente asintotica di ; e a i  t re  punti (di O) infinitamente vicini su quella, 
t9.e punti appa9,tenedi n quesia ; 2") qumzrlo si co~.rispontlo~to tult' e due 
le tangenti asintoticl~e. 
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Ne1 caso generale si h a  un invariante della corrispondenza calcolando 
1' invariante dell' omologia 

10. Sia data per ogni punto P di una superficie o una ret ta  non giacente 
ne1 piano tangente (in P a O). Alla congruenzn di rette assegnata si pu6 asso- 
ciare su o un sisteina w2 di liliee dotate di questa proprietk: il piano oscula- 
tore ad  una qualsiasi di esse in P contiene la  retta della congrueiiza passante 
per  P. E chiaro infatti che dato P e una tangente in esso a o l a  condizione 
precedente individua il piano osculatore cioè un elemento di 2" ordine della 
cu rva ;  e cosi via. 

Se la  rettn per  P  hi^ l e  coordinate a ,  : a ,  : a, ,  cioè l e  equazioni 
Y / a ,  = Y , / a ,  = Y 2 / a , ,  affinchè il piano osculatore alla c u v a  in P, l a  cui 
equazione é (2), contenga questa ret ta  dovrk aversi 

C,  - biv' + c2v'" bb,vt% v" f a, + { a ,  + 2v' + a,v" ) { a, + v'a, 1 = O 

O se  si vuole 

Se invece di porre sulla curva  v = v(u) si  prendono u e v funzioni di un 
terzo parametro atto a d  individuarne i punti si h a  

si pu6 anche porre a, = 1 perché, la condizione che la retta non stia ne1 
piano tangente porta cc, + 0. 

La. (IO), O l a  (IO'), quando a, = a,(u, v) rappresentano il sistema di linee 
assiali di a associate alla corigruenza data. 

(') A propo~ito di questi sistemi di linee, oltre alla Nota Linma oihta in yrincipio, 
poasono vedersi le altre mie Note: Nociolti proiett ivo-diffe~en~inli  relative ad uncc superjicie 
del10 spnzio ordinario (Rend. Lincei, vol. XXXII1, 1924) e : Sistemi coniugnti e sistemi assinli 
cropra u m  sicper$cie (Bollettino di Matemntica, vol. III, 1924). 
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5 4. SISTEMI DI LINEE ASSIALI CORltISPONDENTI SOPRA DUE SUPERFICIE. 

I l .  Ora ci doinandiariio: data una corrispondeiiza generica fra due super- 
ficie 5 e : esiste qualche sisteina di liiiee assiali su 5 cui corrisponda su ; un 

- 

sisterna assiale? Se cib, avviene, posto a, = a,  = 1, dovrariiio trovarsi tslli 
- - 

valori di a , ,  a,, a, ,  a, da soddisfare alle condizioni 

Le ai, ai ricavate da questo sisteina di equazioni lineari definiscono, in 
generale, due congriienze di rette tali che i sisteini assiali associati alla prima 
di esse su o e ali'altra su o si corrispondono sulle due superficie. 

12. Assicurata, in generale, l'unicita dei sistemi assiali corrispondentisi 
, su a e o, conviene ancora determinare dette congruenze ed esaminare i casi 

d' eccezione. 
Riferendo p. es. la 1" superficie alle liriee asintotiche (a,=n,=O) si vede 

che il determinante dei coefficienti vale - 4a,a, ; quindi se nessuno dei due 
sistenii di asintotiche ii  corrispondono su  5 e o esiste un uriico sistema assiale 
dell' uiia cui corrisponda ut1 sistema assiale deli'altra ; e si ha 

- 
- C ,  - C ,  - b, - b, 
a , = ,  a,=--, 

ai a2 

O se si vuole 

cioè la retta (6). 
Quindi : le due colzgmenze, ,-elative n o e o, tali che le linee assiali 

ad esse ussocinte su 5 e o s i  corvispondano sono le cong2,uenze degli assi 
della cowispondenza 1-elatiui alle due supevficie. 
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. 
Che ci8 dovesse essere risultava geometricanieiite chiaro da quant0 si è 

detto precedeiiteinente sulla corrispondenza creiiioniana fra piani e sulle corri- 
spondenze proiettive fra rette uscenti da pu11 ti corrispondenti. 

Facilinente si discutono i casi d'eccezione. 
Se  2, = O  m a  a, + O  non  esistono sistemi ussiali corrispondenti se non  

è ci = 6, e Sz questa ipotesi (di cu i  già conos&mo i l  significato geonzetrico) 
gli ussi sono i n d e t e ~ w ~ i m x t i :  essi desc9-iuono per ciascuno dei  punti  P e P 
un fascio (il cui  piano si tl.oucc facilmente) e i due fasci 9.isultano proiettivi. 

- 

Se  poi a, = a, = O n o n  si hunno sistemi assiali co~.rispondenti ,  i n  gene- 
- 

r a l e :  m a  se inoltq-e c, = c i ,  b, = 6, ad ogni sistenza assicile corrisponde un 
sistema assiale e in ta1 caso, pet* i l  teorema d i  Cech ('), En cowispondenza  
fi-a 5 e o 2 un'applicabiiità proiettiva. 

PARTE SECONDA 

Proprieth mefriche della corrispondenza 
fra i punti di due superficie. 

13. Per 10 studio delle proprietk metriche della corrispondenza coiiviene 
rappresentare i punti delle due superficie mediante coordinate cartesiane orto- 
gonali e partire dalle equazioni foiidainentali della teoria delle superficie che 
qui si riportano per 5 

ove i simboli di CHRISTOFFEL di 2' ~ p e c i e  sono eostruiti per la forma 
/ i l  

dsZ = Edu9 + 2EZEudv -I- Gdv2 di o ; L, M, N sono i coefficienti della 2" forma 

('i E. CECH : Sui. In cowexpo~edcc~eee génivnle de deux szcflnces. (Bulletiii iiiterntttioiial de 
1'Acadétiiie des Sciences de 13oliènir, 1922). 
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fondamentale; e le X i uoseiii diretiori della normale a 5 ne1 punto P di 
coordinate x. 

, Se s' indicano con H, Hi, H, rispettivamente i determinanti z'- x, - 
au7% 

, l'equaziolie del piano osculutore ad una 

curva v = v(u) si scrive 

Se lz,H+ Hi = O, h,H t Hz = O (con h,, lz, funzïoni di u, v) rappresen- 
tano uiia congruenza di rette, le linee assiali ad essa associate sono rappre- 
sentate da 

In particolare, se si riferisce 5 alle sue linee di lunghezza nulla (E= G = 0 ) ,  
si trova subito conle curvatura geodetica di una di queste lïnee 

(3) iF 
(Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2)(h,du + h,dv) 

ds" 9 

poichè ln (2) si scrive 

a log P 
(2') v" = Lh, + Lh, -1- 2Mh, + alogB]v'+ - [ ~ h ,  +2Mh, - - v ' ~  + N l ~ p ' ~ .  

au av 

14, Di questn equazione si pu8 fnre un'applicazione inlmediata che dB 
una proprieth caratteristica della sfera. 

Consideriamo su  a un sisteina ooL di liiiee definito dall'equazioiie differen- 
ziale v' = ~ ( u ,  .v) e consideriarnone le m2 traiettorie isogonali (ogni traiettoria 
taglis le curve del sistema dato sotto 10 stesso angolo, variabile perbda traiet- 
toria a traiettoria). L'equaziorie differenziale del sisteina co2 & 

Quando accade che, qualunque sia il sisterna mi  dato, queste traiettorie 
formano sistemi assiali? Corifiontando l'equazioiie scritta osa cor1 lit (2') si 
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vede che dev'essere L = N =  0, cioè la superficie 8 una sfera, e in ta1 caso 
si ha 

Pg-op?-ietà camt te~ . i s t icn  della sfe?-a 2 che su d i  essa le tm ie t to r i e  isogo- 
nazi d i  u72 sistema qiuclsinsi mi d i  Einee costituiscono u n  sistema assiale ('). 

Con una rappreseiitazione stereografica della sfera su1 piano si ha il 
teoreina di CESARO (2) : 

Dato in un piano u n  sistenia m i  d i  linee, i celachi o scu la to~~ i  in un 
punto alle t?*aiettorie isogonali del sistema dato (passnnti per i l  punto) 
forrnano fascio. 

15. Ritornaildo alla (2) essa inostra che le linee assiali corrispondentisi 
sulle due superficie a e a sono associate alle due congruenze di rette per le 
quali h,h,, hi h, sono definite dalle equazioni 

che ammettono soluzione unica e ben determinata se non si corrispondono 
linee asintotiche su o e (J (la discussione é gih stata fatta). 

- 
11 

Interpretiamo 1' uguaglianza Lh, - 

16. Poiché non è stata particolarizzata la scelta delle linee coordinate u, v 
possiamo assuiuere corne linea v = cost. passante per un p~into P uria qual- 
siasi linea (per P).  

L'angolo o della normale principale a questa linea in P con la normale 

(1) La proprietk siilla sfera è stata osservata da CASTELNUO~O;  io ho trovato oli'assa 
è caratteristica. 

(9 Di qiiesto teorerua ui  è ripetutamente occiipnto G. SCHEPFERS; V. p. eA. nei Mntliem. 
Annalen, Bd. 60 (1905) 1:i Memoria: IsoyoimEkicrvelz, ir/t~itrcr~yeiitic~lk~~~ven und komnplezeZnhles. 
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alla superficie k dato da 

(111 

(essendo 121 H + LH, = O 1' equazione del suo piano osculîtore in P . La linea 1 
assiale tangente in P a quella considerata ha per piaiio osculatore hiH+ Hi = O ;  
quindi indicando w* 1' angolo della sua normale principale con la normale alla 
superficie, tg o* = - h, . Da ci0 

Lh, - 121 = L(tg o - tg o*). 

Se con l /R s'indica la curvatura normale delle linee di o usceiiti da P 
ds" 

in direzione d v  = O, di elemento lineare ds, si ha - Ldzte = - e per il 
R 

teorema di MEUSNIER se 9 -  e 9." sono i raggi di curvatura delle due curve 
cos O cos w* 1 - - - - - -; quindi 

r 1." - R 

1 due rapporti in parentesi sono le curvature geodetiche delle due linee 
considerate, ci06 indicando con d0 e de* gli angoli di contingenza geodetica 
in P di cjascuna di esse vediamo che é invariante, ne1 passaggio dall'una 
all' altra superficie, 1' espressione 

La differenza in parentesi rappresenh l'rtiigolo di contingenza della linea 
data rispetto alla linea assiale tangente ad essa in P:  se quest'angolo diviso 
per ds si chiama c u r û a t u m  assiale della linea data in P, e s' indica con l/ra si 
ha in  punti P e P corrispondenti di o e e per due linee corrispondenti 

I l  ~appo7- to  delle c u ~ v a t u 7 ~ e  assiali d i  due  linee coî-rispondenti in punt i  
cop.rispondenti P e P é uguale all'inveî*so del .~.npporto de i  quadla t i  dei  
107.0 elementi lineupi. 
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Se in particolare la rappresentazione di a su a é conforme si h a :  
In u n a  9-appt-esentnzione confornze i l  q*apporto delle cul.vature assiali  

d i  linee coîv-ispondenti dipende soltanto da1 punto ed è uguale all ' inverso 
del quadrato del modulo. 

Se infine si ha un'applicabilith ds2 = di2,  le curvature assiali divengono 
le curvature geodetiche delle linee considerate e si ritrova un teoreina 
notissimo. 

17. 1 teoremi dati finora valgono per una trasformazione generica fra a e 6 ; 
occupiamoci particolarmente del caso in cui si tratti di unib rappresentazione 
conforme. 

Riferite le due superficie alle loro linee isotrope i loro elementi lineari 
assumono la forma ds2 = 2Fdudv e d i2  = 2Fdudv = 2e2aP~Iudv.  Le equazioni 
determinanti gli assi della corrispondenza divengono 

L'angolo di contingenza geodetica di iina linea assiale di o si ottiene 
moltiplicando la  (3) per ds e vale 

se si calcola analogamente 1' angolo di contingenza geodetica della linea assiale 
di a corrispondente a quella ora considerata, tenuto oonto delle relazioni prece- 
denti si trova ch'esso vale 

- 

e in questa relazione non v ' è  pii2 traccia di L ,..., L ,.... 
Essa contiene il teoremn: 
Si considerino sulle due s?cpe~-ficie poste in v c ~ p p ~ e s e n t a z i o n e  conforme 

linee assiali col-rispondenti e ,  in punt i  corrispondenti,  i loro angoli d i  
contingenza geodetica. Se  si deformano per  applicabilita le  due  superficie 
variano i due sistemi assiali che si co~.~.ispondono ma la d i f ferenza  fra 
de t t i  angoli d i  contingenza r i m a n e  inal terata.  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



della rappvesentazione puntuale f ra due supeo-ficie 275 

Le Einee! assiali co~.1*ispondenti sulle due supel-ficie ha~zno 10 stesso angolo 
d i  contingenza i f 1  quei punti nei quali riescono ortogonnli nlle linee d i  
niodulo costa~zte (o = cost.). 

Si ha cosi una nuova proprieth di queste linee. 

18. Pi10 accadere che la congruenza degli assi relativa ad una superficie 
sia quella delle sue normnli ? 

- 

Se cib accade p. es. per o deve aversi h, = h, = O e le (5) si riducono 
in tale ipotesi alle segueiiti 

Se h, = h, = O dev' essere 0, = o, = O, o = cost., le due superficie sono 
isometrico-simili : cnso evidente. 

Se invece h, = O p. es. mit h, + O dev' essere L = O  cioè le linee u(du = 0) 
di lunghezza nulla sono anche asintotiche, quindi necessarianiente rette iso- 
trope: se la superficie è reale anche l'altro sistema di asintotiche dev'essere 
costituito da rette isotrope quindi la superficie 6 uiia sfera. 

Se infine L = N = O (caso della sfera) si hanno, per determinare 1' asse 
le due equaziorii 

Quiiidi : se in una rapp.esentnzione confovnze ftea due supeg-ficie la 
congruenza degli assi velativa ad una di  esse è nol-male alla supevficie 
stesscc allot-a: O avviene altg*ettanto pcr l'alt9.a e le due superficie sono 
isomet~ico-simili; oppul-e la seconda supel-pcie (se é ?.eule) é necessm-ia- 
mente una s f e m  : e 2;icenewx. 

19. Ne1 caso che una delle due siiperficie, p. es. a, sin una sfera, i teo- 
remi precedenti si possono ancora precisare e danno luogo ad altre interes- 
santi proprieta. 

Intanto, per l'ultimo teorema dato, la congriienzsi, degli assi relativa a o 
é quelia delle sue iiormnli. Deteriniiiinino la coiigrueiiza dcgli assi relativa a o. 
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Assumiamo per la sfera a (di raggio unitario) la  rappresentazione 

(7) 
u - t  v . u - v  uu-  1 .  

X = ---- y=-2--- z=  - 
UV+-1, u u + i 7  U U + I ~  

- Fu 
x u u  - FV - x x,, = - x,, xUv = - Fs- 

P P 

1 coseni direttori dell'asse relativo al  punto u, v di a sono 

dx da 
e su di essi si verifica subito che LI - /Llx;  = - - essendo ds l'elemento 

ds ds 
lineare di a in una direzione qunlsiasi uscente da1 punto. Se s'indica con h 
l'nngolo dell'asse con la direzione su cui si A eseguito 10 spostamento ds e 
con 0 l'angolo dell'asse stesso con il raggio della sfera passante per il punto x 
1' ultima relazione si scrive anche cos h / cos 0 = - d o /  ds. ' 

La proiezione ortogonale dell'asse su1 piano tangente alla sfera ne1 punto x 
da cui esce è definita da oUdrc - a,dv = O cioè le proiezioni ortogonali degli 
assi sulla sfera inviluppano le linee ortogonali a quelle di modulo costante 
(a = cost.). Se si prende 1' eleinentn ds  secondo la proiezione dell'asse si 

da 
ha tg 0 = - - cioè il gradiente del modulo a da l a  tangente dell' angolo che 

ds 
l 'asse forma col piano tangente alla sfera. 

Le relazioni trovate deterininano completamente l a  congruenza degli assi 
relativa alla sfera; e possono enunciarsi cosi: 

Ln congruenm degli assi (9-elativa alla sfera) pub ?-endersi normale 
con u n a  v i f raz ione  sulla sfera i l  cui indice sia uguale in ogni punto al 
coseno dell' angolo d' incidenza 0. 

U n a  saetta della congmenza  uscente da un punto della sfeva é i c i  nor- 
male alla linea d i  nzodulo costante che ui passa e i l  gradiente del rnodulo 
dà la tangente dell' angolo d' incidenza. 

Risulta dalle espressioni di h i ,  h, che l a  congruenza degli assi è deter- 
minata appena sin dato il modulo della rappresentazione conforme, cioé a ;  

anzi se si muta a in a* = f(a) varia soltanto 1' angolo d' incidenza 0 ina non 
il piano normale ne1 punto contenente il raggio della congruenza. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



della ~appresentaaione puntuale f ~ a  due superficie 277 

20. Ora ci domandiamo coine si possono caratterizzare le congruenze che 
si ottengono ne1 modo detto da una rappreseritazione conforme sulla sfera. 

Se la retta della congruenzn passante per jl punto x della sfera ha CO- 

seni direttori proporzionali a 

le svilnppabili della congruenza sono caratterizzate dalla condizione Idx,  E, d[I=O : 
e questa sviluppata si scrive 

rtLF+ ' h - )dudu + (Fh, ,  - hiF2)dv2 = 0. ( P h , ,  + hlP2)du2 + - 
a u  

Ne1 caso della congruenza degli assi di una rappresentazione conforme 
avendosi h,F = - a,, IL,P = a, 1' equazione precedente manca del termine 
in dudv, cioe il doppio sistema di curve segato sulla sfera dalle sviluppabili 
della congruenza è ortogonale, cioé la congruenza é armonica alla sfera. 

Viceversa: se ci6 accade pub sempre porsi h,P= - O,, h,F= o, ove o 
è determinata a meno di una costante addittiva, la quale ha per effetto sol- 
tanto di moltiplicare per una costante i'elemento lineare di una superficie 
rappresentata in modo coilforme sulla sfera; prescindendo dunque a l  piii da 
una similitudine (che in questa questione 6 affatto inessenziale) si ha:  

La congruema degZi assi d i  una  9-appresentazione conforme sulla sfera 
sega questa, con le sue sviluppabili, in  u n  doppio sistema ortogonale; e 
viceversa agni congruenza s i fa t ta  determina una rappresentazione con- 
fovme suila sfera. 

21. L'equazione differenziale del doppio sistema ortogonale segato dalle 
.sviluppabili della congruenza relativa a o 6 

questo è-generalmente distinto da1 doppio sistema formato dalle linee o=cost. 
e dalle loro traiettorie ortogonali ; coincidono allora e solo quando risulti F/o,o, 
funzione della soln 0. 

22. S e  visto che nella rappresentazione conforme sulla sfera (qualunque 
ne sia il modulo) la congruenza degli assi proiettata ortogonalinente sulla sfera 
(ciascuna retta su1 piano tangente ne1 punto al quale si riferisce) dlL liiogo 
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alla coiigruenza d h e  rette tangenti alle curve ortogonitli' a quelle di modulo 
costante. Questa proprieth è caratteristica delle rappresentazioni conformi 
sulla sfera? 

Per rispondere alla domanda ora posta si osservi che la proiezione orto- 
gonale dell'asse siil piano tangente alla superficie ha coseni direttori propor- 
zionali ad hix, - h,x,, cioè nella direzione voluta si ha  hidu + h,dv = 0. 

Affinchè questa i'isulti ortogonale alla direzione o,Ùu + a,dv = O dev' es- 
sere h,o, + h,o, = 0, ci06 introducendo un fattore di proporzionalith p non 
nul10 h, = pou, h,  = - pa, (se fosse invece p = O, si avrebbe hi = a, -= 0 ;  sap- 
piamo gih che ci6 accade per le applicabilith e per l e  rappresentazioni conformi 
sulla sfera). A norma delle priine due equazioni (5) hi = pLo,, 8 h, = - pNov; 
portando le espressioni trovate nelle ultime due delle (5)  ed eliminando p si 
ottiene 

( L N -  E N X Z ~ ~ + ~ M U ~ O ~ + N ~ ~ ) = O .  

Se è nullo il 2Vattore, le due superficie poste in corrispondenza con- 
forme possono essere qualsiansi, ma se per una di esse accade il fatto supposto 
per la congruema degli assi, sull'altra le linee di modulo costarite sono orto- 
gonali alle asintotiche di un sistema. 

Se invece è nullo il priino fattore il fatto voluto accade qualunque sia 
l a  rappresentazione conforme ; esso pub presentarsi : 1") quando L = N = O, 
oppure = fi= O e in ta1 caso uiia delle due superficie è uiia sfera (non 
tutt' e due altriinenti, corrispondendosi le asintotiche non si avrebbe più u n  
sisterna, nssiale determinato dalla corrispondenza); è il caso noto; 2") quando 

- 
p. es. L =  L = O: ma in questo caso, come mostrano le (5) e come del resto 
risulterebbe anche dai teoremi della Parte 1, non é piu determinato u n  si- 
stema assiale; quindi è da scartarai; 39 quando essendo L N ~  N+O riaulti 
LN= LN: e allora sulle due superficie si corrispoildono, oltre alle linee iso- 
trope, le linee di curvatura. 

Possiaino quindi eriunciare il 'rieultnto della discussione : 
Se i n  una ?qnpvesentazione confoivne accade che la congrueizza degli 

assi 9-elntiva ad ulza supep.ficie Izn pela p.oiezione ortogonale sui pinni tan- 
genti le ?-elte inviluppanti le traiettorie ortogonali alle linee d i  modulo 
costante, si pesen ta  una d i  queste eventualità : 

1" sul1'alt~-a superficie le linee d i  modulo costante sono o~fogonali  
alle nsintotiche d i  u n  sistema; 

2") il fatto accennato nvviene pet* le congwenze relative n tzctt'e due 
le supeq-ficie e qualunque sia il  modzdo della rapp.esentnzione; e a l lo fa  O 
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una delle due supep-ficie S tcna sfe?.a, oppuve sulle due supel-ficie si cowi- 
spondolto le linee d i  curvatura. 

23. Un esempio di quest'ultima eventualità si dà facilinente. Si consideri 
una superficie a curvatura media costante H+O (e curvntura gaussiana 
variabile), descritta da1 punto s. F r a  le superficie parnllele, descritte da1 
punto = s + aX (a  = cost.) ve 11' é una rappresentnta conformemente sulla 
prima assumendo corne corrispondenti 2 ed x. Iiifatti si ha Ë= - n(d - nH)L, 
G = - a(2 - nH)N (per E = G = O), quindi = G= O per a = 2 /  H. Iii ta1 

- - 
cas0 hi=-h, -a , /nKF,  h , = - h , =  - o,/aKB7, con e 2 0 = 1 - a 2 K .  

24. Dai teoremi precedenti risulta che ad ogni rappresentazioiie conforme 
sulla sfera sono intrinsecamente associate due congruenze: una e quella degii 
assi (relativa alla sfera); 1' altra è quella determinata dalle traiettorie isogonali 
delle linee di modulo costante (in base al teor. del n. 14). Le due rette delle 
due congruenze uscenti da uno stesso punto della sfera rkultano definite, a 
norma delle (4)  e (6), da 

Ogni elemento geonietrico relativo a-queste due congruenze dLt u11'immit- 
gine sensibile delle circostanze che si presentano riella ra,ppresentazione con- 
forme; ed ogrii particolarith, di quelle sveln particolarità di questa. Senza 
prendere in esame quegli elementi geonietrici O loro particolarit&, esame che 
pure potrebbe dar luogo a risultati interessanti, discutiamo due fatti di ilotevole 
rilievo : 1' indetermiiiazione delle sviluppabili della congruenza degli assi, la 
coincidenza delle due coiigruenze da ultimo riominate. 

25. Se le sviluppabili della congruenza degli assi sono indeterminate, cioè 
se questa si riduce ad una stella,,. la (8) dit 

a a 
- [log (ou/  F )  -- o] = O , - [log (av / F) - o] = O 
au av 
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quindi deve potersi porre 

e-"a, = FV, e-"a, = PU 

co!i U= U(u), V =  V(v). In forza delle condizioni d'iiitegrabilità si trova 

essendo a, b, k tre costailti. Uil'ulteriore integrazioiie dà 

e successivamente si ha 

essendo p definito dalla posizioiie fatta per e-'. 
1 coseni direttori dell'asse sono del tipo 

ove le a s'iiitendono tratte dalle (7) e cosi le loro derivate x,, x,. Il  calcolo 
effettivo di queste espressioni inostra che il centro S della stella ha per coor- 
dinate 

L'elemento lineare d i  della metrica conforine a quella della sfera deter- 
minata dalla stella, è data da, 

dudv  
di% 2e2aFdudv = 2pdudv = 

[au - bu + k + c(uu + 1)12 

e la sua curvatura è 

I a2 log P 
- = 4(kc t c2 + ab) 
F auav 

quindi costai-ite e precisamente uguale al discriminante dell'espressione in 
parentesi a deiioininatore del di2 : questa ultiina espressione uguagliata a zero 
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rappresenta l'sssoluto della metrica in esame ; la quale è percib iperbolica 
ellittica O parabolica secondo che il punto S è esterno O interno alla sfera O 

Qta suila sferrt. 

26. Si presenta ora con evidenza un mode110 di questa inetrica. Se il 
punto S, come vogliamo supporre, è reale si pu6 assuiiiere S sull'asse z del 
sistema cartesiano in cui è data la sfera di equazione x2 +- y% zZ = 1. Con 

k 
ci6 a = b = O  e - + l = -  

1 
l -tan sicchè, a meiio del fattore inessenziale - che 

C 1 - zo7 C 

fa passare ad una metricn simile, 

- dudv 
ds4 = -- 

1+z, Z' 
UV + 

1 -- z, 

Rappresentiamo ore stereograficainente ln sfern proietta.ndola da1 punto 
' 

(0, 0, l), su1 piano z = 0 ;  per il punto iminagine u = x + i y ,  v = x - i y  ; 
sicchè in queste coordinate si scrive 

Il eerehio z' -I- y' +%=O 6 la  proiezione stereografica di quel10 
1 -z, 

intersezione della sfera col piano polare di S. Possiamo quindi enunciare il 
teorema : 

Se la congmenza degli assi relativa ad una rappresentazione conforme 
è una stella di centro S (cioé le linee assiali che si conservano tali nella 
rappvesentuzione sono i cerchi della sfe?*a segati dai  piani per S)  la rnetrica 
confomze 2 necessaliamente a culavatuva costante. 

Utz ntodello di  questa metrica si ha proiettando stereogmficantente la 
sfcra data da uno dei punti appartenenti al d i a m e t ~ ~ o  pe?. S su1 piano dia- 
metrale normale e assunaendo in questo piano una met&a-proiettiva (ne1 
senso d i  Caylsy-Klein) avente per assoluto la proiezione stereografica del 
cerchio che sta ne1 piano polare d i  S .  

Cosi facendo si ottiene ne1 piano della proiezione stel*eografica una 
rnetj-ica i l  cui elenzento lineare è ridotto alla fornza norntale di  Riemantz (10). 

É poi ben noto come questa possa ottenersi dalla metrica euclidea 
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ne110 stesso piano attraverso uiia proiezione stereografica sulla sfera di 

raggio seguita da una proiezione ortogonnle di questa su1 piano. -Lo - 1 
Se S sta ne1 centro della sfera, a = b = k =O, si ha la rappresentazione 

geod'etica di BELTRAMI; la rappresentazione stereografica corrisponde ad 
a = b = c = O .  

27. Veniamo ora al problema di determinare quelle rappresentazioni 
conformi sulla sfera per le quali coincidono le due corigruenze gi8 studiate: 
per esse h, = h:, h, = h: cioè 

Da queste con uiia prima integrazione, introduceiido due funzioni U(u) 
e V(v) delle variabili in esse indicate, si ha 

da cui 

Quest'ultima s'interpreta immediatameiite, poichè essendo 

risulta il di2 a curvatura nulla: sicchè si tratta di rappresentazione conforme 
della sfera su1 piano. Peri, non per ogni tale rappresentazione accade il fatto 
da cui siamo partiti. 

Infatti U e V sono vincolate dalla condizione, risultante dalle (1 l), di 
rendere 
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della rappresentazione puntuale f ~ a  due superficie 283 

dalla quale coii successive derivazioni si trae 

(13) U"u - U' = V ' v  - V' = - k (costante). 

Gli integrali di queste equazioni (13) soddisfacenti alle (12) sono 

con a, 6 ,  k costanti arbitrarie. 
Avute U e V è determinata e20 quindi anche a,, a, cioè la congruenza 

degli assi. 

28. Anche di questa rappresentazione conforme della sfera su1 piano si 
pub dare una rappresentazione geonietrica semplice. 

Cerchiamo a questo scopo le linee di modulo costante sulla sfera. Per esse 

(A cost.) 

ovvero, per le (7), 

4(1 - ab) = [(b - a)x - i(a + b)y + kxI2 - k2 

cioè le linee di modulo costante sulla sfera appartengoiio ad un sistema di 
piani paralleli. 

Se questi, come vogliamo supporre, sono reali possiamo sempre disporre 
del sistema cnrtesiano (zyz)  al quale abbiamo riferita la sfera in modo che 
cluesti piani risultino paralleli al  piano z = O ;  il che equivale a porre a =  b=O, 
quindi U =  ku, V= kv, O anche, poiché k + O e in queste questioni si pub 
presciiidere da un fattore costante del di, a porre 

(15) 

- - 
con u = log u, v = log a. 

Con ci6 il valore e20 

uiia costan te moltiplicata 
sopra ogni cerehio di nîodulo costante è uguale ad 
per l'inversa de'l quadrato del raggio del cerchio. 

Se coii le espressioni di ou, o, spettaiiti al d? si determina l a  congruenza 
degli assi si trova che questa e costituita dalle rette diainetri dei cerchi di 
modulo costacte (sicchè e una congruenza lineare avente per direttrici il dia- 
inetro normale ai piani di qnei cerchi e la retta all'infinito di tali piani); le  
linee assiali sono, ~iaturalmente, le traiettorie isogona.li dei cerclii stessi. 
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284 E. BOMPIANI : Propriatà generali, ecc. 

Sicchè riassumendo : 
Se la congruenza degli assi ,-elativa ad unu rappresentaaione conforme 

della sfera e quella detemzinata dalle tmie t to~* ie  isogonali delle Einee d i  
~nodulo costante coincidono si tratta necessariamente d i  una (particola?-e) 
rapp-esentazione conforme della sfera sopra u n  piano. 

Condizione necessaria e suficiente nfinché cib nccada é che le linee d i  
modulo costante sulla sfera siano c e x h i  situati i n  piani paj.alleli e che il 
modulo (e2') SU ciascuno d i  essi sia uguale nllJinve,.so del quad~*ato del 
gaaggio (moltiplicato, se si vuole, per una costante). La cong7~enza  degli 
assi é costituita dai diarnetri d i  questi cerchi. 

Si costruisce la rappresentazione voluta pvoiettando la sfera stereogva- 
ficamente da uno dei suoi punti appartenenti al dianzetro nomtale ai  piani 
dei cevchi su1 piano equatoriale, sia xy, nownale a2 dia?netl*o 6etto; indi 
pnssando da questo al piano % y  con la trasformazione logavitmica 

- - 

x + i y  = log(% + iy). 
Bologtcn, décembw 1923. 
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Di due speciali iriodificazioiii alla legge di Newton, che, per 
10 spostarnento del perielio e In deflessioiie dei rnggi, 

conducono agli stessi risultati della Relatività. 

di CARLO BIGIAVI a Firenze 

Prima della RelativitA vari tentativi sono stati fatti per spiegare l'ano- 
malia di Mercurio con proposte di lievi modificazioni alla legge di NEWTON, 
consistenti specialmente nella considerazione di potei-iziali cinetici diperidenti 
non soltanto dalla distanza delle due masse, attrrztta ed attraente, ma anche 
dalla velocità relativa della prima rispetto alla seconda ('). 

Uno dei piu notevoli 6 quel10 di RIEMANN, esposto da1 TISSERAND e anche 
da1 LÉMERAY in un suo corso di lezioni, in considerazione della sua impor- 
ta.nza storica soltanto, giacchè praticamente non risolve nulla (7. 

Ma quando colla RelativitA si giunse alla risoluzione dei due problemi 
dello spostamento del perielio e della deflessione dei raggi cor1 risultati coin- 
cidenti O quasi 'con quelli dell'osservazione, questi due fenomeni furono con- 
siderati insieme e vennero riprese e continuate.le ricerche per la loro spie- 
gazione coi metodi della meccanica classica. 

Se ne occupo specialmente GASTON BERTRAND in due pubblicazioni (3) ,  

partendo riella seconda da1 potenziale cinetico giA considerato da RIEMANN, 
modificaudolo perb mediante l'introduzione di un paramete0 u e giungendo 
al risultato che per u = 2 si ha la coincidenza colla Relativitk ne1 caso della 
deflessione della luce e per a = 3 la  si ha. irivece per 10 spostanieiito del perielio. 

Ad altri teritativi, diretti peri, più specialineiite al solo caso dello sposta- 
mento del perielio, accenna il prof. PALATIN in una sua recente ed impor- 
taiitissiina pubblicazione (4) ,  segnalatami quando già avevo compiuto queste 

( I )  Vrdi TISSERAND, NéCailigue Céleste, vol. IV, Gautliier-Villars, Paris. 
(9 Leçor~s élémentrri~es sur Ln Gmi~itrction d'nprès Ln tlhéorie #EINSTEIN par E.-M. L$- 

MERAY, Gautllier-Villaru, Paris 1921. 
(3i GASTON REKTR.IND, « Conipte~ Reiidou », 29 ngouto 1921 e 26 giiigrio 1922. 
(*) ATTILIO PALATINI, S o p m  ln deviasiô~ae dei m y g i  luminosi secondo il  purcfo. d i  tjisf<a 

iaezutotcinrao. Me~norie dalla Societh Astrouoiiiioa Italians, Nuova Serie, Vol. I l .  

Aniiali di  Matatnatica, Surie IV, Tumu 1. 37 
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mie ricerche. F ra  essi egli ricorda quel10 notevole ~ ~ ~ ~ ' E I s E N H A ~ ~ T  (7, il quale 
risolve il problema con una forza che agisce secoiido la congiungente le due 
masse, attratta ed attraente, diretta verso questa, e iiella quale, a differenza 
delle altre ricerche, invece dell'intera velocith figura so!taiito la sua compo. 
nente normale alla detta congiungente, componente che il PALATINI chiama 
trasversa. 

Naturalmente il PALATINI, trovando logico che i due fenomeni dello spo- 
stamento e della deflessione debbniio considerarsi insieme, si è proposto ne1 
suo lavoro di vedere se la forza considerata ~ ~ ~ ~ ' E I S E N H A B T  coiiduce anche 
per la deflessione dei raggi a risultati coincidenti con quelli della Relatività, 
e giunge alla conclusiona che ci6 non avviene. 

Io pure ho tentato ed in piii modi (6) di risolvere il problema servendomi 
di un parametro, ma, non aveiido mai potuto ottenere la coincidenza nei dite 
casi assieme, mi sono proposto di ricercare se, ricorrendo n due parametri, 
invece che ad uno soltanto, e poi disponendorie in modo conveniente, si possa 
giungere a risulti~ti firiali eguali a quelli della RelativitA, eù ho trovato che 
ci6 è possibile per due lievi varianti alla legge di NEWTON. In ambedue, 
partendo dalla considerazione di una massa attraente M, concentrata in un 
punto O, da ritenersi coine fisso rispetto ad un altro punto materiale P, nio- 
bile per l'azione attrattiva di M, figurano due componenti della relocità v 
di P, che assieme la individuano, essendo l'una diretta secondo la coiigiun- 
gente P O  e l'altra, che denoteremo con u n ,  normale n questa direzione. 

Rifereiidoci ad un sistema cartesiano ortogonale (Oxyz) e ad uno polare 
legato al cartesiano dalle relazioni : 

x = 7 '  sen 0 cos y, y = 9 -  sen 0 sen y, z = 9. cos 0, 

e denotando con t il tempo e con c la 'velocitli. della luce a distanza infinita 
da corpi materiali, si pub rappresentare la prima modificazione sostituendo 

( 5 )  L. P. EISENHART, The Eiihstein equntions for the so lm .field front the .nawtonia,b 
p o i ~ t  of viezu. Scienüu 1922, vol. LV, 11. 1430, pag. 570-572. 

('j) In nn'nltra ricercu condotta R termine, ma poi nbbandonata, yerchè conduce r un 
risultato inferiore n quel10 già citato del BERTRAND, senzn 8 ~ ~ ~ 1 0 ,  prinln di lepgere In pub- 
blionzione del PALATINI, nvevo consideiitto ln ~ t r s s a  forza (Irlll EISENHART, perh con ut1 pit- 
rnmrtro 1 c h  inoit ipiicn il qiintir:ito d e l h  coiiipoiiaiite ~ ~ : ~ B v c ~ . R R  t l r l l ~  velocith. Confronhndo 
üollii, rrlatività, per X = 1 si hn la coirioidenen per il prriolio, nia iin:i voltn e mezzo i l  va- 

l 
lore della deflessiorie; invece per 1 = - si II:L l n  coiiicideiiaa per la deflessione, nin la  iiieth 

2 
del valore dello spostamento. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



alla tegge d i  Newton,  ecc. 287 

P all' ordinario potenziale newtoiiiano - - un potenzinle cinetico : 
Y 

dove p = fM,  e u, S designaiio i due parainetri. Nella seconda modificazione 
si rinunzia anche al potenzihle ciiietico, ammettendo che la, forza agisca nella 
direzione e ne1 senso P O ,  imprimerido a P 1' accelerazione : 

nella quale hl v soiio i due parametri. 
I n  atnbedue le modificaxioni il moto è piano, e perci6 si pu6 supporre 

I L  

z = 0, 0 = -. ma soltailto per la seconda sussiste il teorema delle aree: 
2 ' 

essendo h2 una costante arbitraria, chc possiamo introdiirre nell'espressioiie (2), 
eliminandone v,. La  (2) diviene quindi: 

Servendoci degli apici per denotare le derivate rispetto al tempo, ricor- 
diamo clle le equazioni del moto sono ne1 1" caso: 

Esse possono costruirsi senza difficoltA, partendo dalla (l), alla quale, valen- 
doci delle espressioni : 

potremo anche dare la forma: 

(?) Per h - 1 e v = O  si r i c ~ d e  nella forza coiieiderata ~ ~ ~ ~ ' E I S E N H A I ~ T .  
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e da esse con iiietodo beii noto si otteiigono facilmente le due relaziorii: 

Nella seconda possiamo ora sostituire a K e Ki  le loro espressioiii K=Y?~', 
K t  = 7 ~ ' ~  + rr". Allora le due precedenti relaziorii risultario integrabili e ci 
danno i due integrali primi: 

essendo 7 2 , ,  li le due costaiiti arbitrarie, dei quali il 2" rnppresenta. l'iiitegrale 
delle forze vive ed il 1" quel10 che sostituisce l'integrale delle aree. 

Nella seconda inodificazione le equazioiii del moto si costruiscorio subito, 
e da esse si ottiene l'integrale delle forze vive e anche quello delle aree, clîe 
del resto è giA stato considerato. Questi due iiitegrali sono: 

essendo h,, 1, le due costnnti arbitrarie.. 
Tanto nelle (5) quanto nelle (6) si pub fare l'eliminazione di t ,  e si ottiene 

nei due casi l'equazione differenziale della traiettoria, la quale, se ci riferiamo 
al  nostro sisteina planetario, supponendo quiiidi che M sia la  inassa del Sole, 
risulta vicinissima nelle due modificazioni, tanto per il moto dei pianeti, quanto 
per quello dei raggi lurilinosi, alla corrispondente traiettoria newtoniana, purché 
ai parametri a, /3; 1, v si attribuiscmo dei valori relativainente piccoli, il che 
nppunto avrerno occasione di fare. 

Ne1 caso del moto planetario possiamo esprimere le costaiiti d'iiitegra- 
zioiie h, , Z, ; h, , Z, in funzione della distanza perielica 1-, e di quella afelica t * ,  , 
e poi sostituire le espressioni trovate nell'equazione della traiettoria. Ma pos- 
siaino procedere piii speditamente, ponendo : 
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alla Zegge di Newton, ecc. 289 

e poi eliminando t ,  tarito dalle (5) quanto dalle (6). Dalle (5) avremo: 

'du 
[ 

( U E ~ ~ ~ I - ~ )  uwJ 
(7) ( l+ pEu)(q) = ( I + ~ E u )  - U  1--- + +(c2 +al,)+ 

1% 

e dalle (6) : 

L'eliminazioiie di h, e 1,  dalla (7) e di h, e 1, dalla (8) pub farsi osser- 
vando che, quando 9- assume il valore minimo r ,  e quel10 massiino Y,, si deve 

dl. du 
avere - = O e quindi anche - =O.  Percib i secondi membri della (7) e 

dcp d Y 

della (8) devono nnnullarsi per ZL = 1 e per u i-5 = q < 1. Quel10 della (7 )  
TZ . 

contiene un fattore di 1" grado in  u  e uno di 2"rado; ma, essendo E un 
numero piccolissirno, il fattore di 1" grado non pub annullarsi che per un 
valore grandissirno di u, se diamo ad a, come àppui-ito faremo, un valore 
relativameiite piccolo. Sm& quindi il fattore di 2" grado che dovr& possedere 
le due rrldici u== 1 e u = q. In  quttnto al  2" membro della (a), notiamo che 
esso e un polinoinio di 3" grado in u, che, dovendo annlillarsi per u = 1 e 

1 
u = q, dovrh possedere una terza radice reale, che sarA espressa da -- 1 - q, 

h ~  
e che risulterà grandissima, se daremo a X un valore relativamente piccolo. 
Queste osservazioni ci permettono di scrivere coine segue le equazioni (7) e (8) 
della traiettoria : 

e di determinare i valori di hi, Z,; h,, J, in funzione di r,, fm, eseguendo i 
prodotti nei secondi membri della (9) e della (10) ed eguagliando i coefficienti 
delle potenze di u  coi corrispondenti dei secondi membri della (7) e della (8). 
Questi valori sono: 
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290 C. BIGIAVI : Di due spisciali modijicazioni 

e ci possiatno servire di quel10 di hi per sostituirlo ne1 fattore costante del 
2" membro della (9), ove l'eliminazione non è stata ancora fatta. Ln (9) si 
trasforma cos1 nella : 

Per a, p; A, v relativamente piccoli le equazioni differeriziali (11) e (10) 
definiscono delle curve, le quali, quando si escludano da esse i rami a di- 
stanza piccolissima dall'origine rappreseiitano la traiettoria di P secoiido le 
due modificazioni proposte, la quale si avvicina tailto piii alla newtoniana, 
quanto più piccoli si prendono i valori dei parametri. 

Volendo dalle ( I I )  e (10) determinare Io epostnmento del perielio di P, 
coriviene invertirne la forma, prendendo u corne variabile iiidipendente, e 
considerare gl' iritegrali definiti : 

e in essi effettuare un cambiamento di variabile, ponendo: 

e facendo variare w da O a 7~ per avere il percorso di variabilit8 di u da q 
ad 1. Risultando in ta1 caso: 

du 
=do 

V(1 - uxu - q )  
avremo : 

In questi due integrali si trovano delle potenze frazionarie 
della forma 1 + eA con A' < 1, le  quali possono svilupparvi 

di espressioni 
in serie bino- 
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alla Eegge di Newton, ecc. 29 1 

miali, potendosi poi anche eseguire la moltiplicazione delle serie. Tutto ci6 é 
lecito ed anzi, esseiido E un numero piccolissimo, possiamo riegli sviluppi 
tralasciare le potenze di E superiori alla prima, perché trascurabili. Abbiamo 
allora : 

e sostituendo ad u la sua espressione in funzione di o si ottiene: 

Finalmente, denotando con e  lleccentricit& della traiettoria considerata 
come un' ellisse, abbiamo : 

1 - e  4=r?=- e quindi 1  i- q =  -- 2 
Y, 1 + e  l t e '  

Avreino quindi : 

e i due spostamenti 2 , ,  ri, del perielio saranno: 

Ne1 cas0 dei raggi luminosi 1' eliininazione di h, , 1, ;  h, ,  1, dalle ( 7 )  e (8) 
non pu6 piii effettuarsi come precedentemente, perche 7 * ,  = CO, ma i valori 
di queste costanti si possono determinare direttamerite dagl'integrali delle 
forze vive, osservando che per Y =  CO la  velocith V di P deve essere 
uguale a c, il che ci d& 1, = 1, = c2, rie1 mentre che per 9 .  = r ,  , doveiido 

dl - 
essere - = O ,  essa si riduce alla sola componente V,, = 7%- 

dt 
drp Otteiiiaino 
dt ' 

cosi dagl'integrali delle forze vive due relazioni che ci permettono di deter- 
minare anche i valori di hf e hi. Questi valori quando ci si serva ancora 
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delle precedenti espressioni di u ed E ,  risultano dati da: 

e sostituiti nelle (7) e (8)) ci danno per la traiettoria le equazioni differenziali: 

dalle quali, procedendo corne per il moto planetario, possiamo passare ai due 
integrali definiti : 

In R, poniamo u = sen o, faceiido variare o da 
i't 

O a ,  e in R, 
2 

7C 
facendo variare o da - o, = - arc sen (2 - 1 a , ed avrerno : 

du - do) e ne1 20 
du 

ne1 1" caso - - = do, 
J'l - uz 
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e qiiiiidi per  gl' inteçrali : 

Possiaino ora effettuare gli sviluppi coine precedeiiteinente, trnlasciando 
sempre i termini con poteiize di E soperiori alla prima. Abbiaino iii ta1 caso : 

-wo 
7t - 

XE A - Y  Xe AE 1 
l t - +  --eu----+- =si 2 2 

2(1 + E) 2(l + q2 1 
l + €  

+u 

-w O ido. 
e, teneiido conto dell'espressioiie di u in fuiizione di o, dalla quale risulta 
pure : 

1 1,; 
-+ 

+ 1~ = - (1 + sen w), 
l + e  

Annazi di Matematica, Serie IV, Tomo 1. 
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si pub scrivere, quarido si sopprimano vari termini O fattori che danno ori- 
gine a prodotti con E' corne moltiplicatore: 

- 7c h - v 
- 

hE 
2 

+ m o t -  2 
cos w, + - tallg 

2 

Finalinente, osservnndo che per ln  piccolezzi~ di E si pub prendere 

W E 
1 + t a n g o  l + a  

tang d+ - = (S 3 2 - - = 1, 
W E 

1 - tang" 1 - 
2 

abbiamo : 

Cosi le deflessioni A , ,  A, dei raggi luininosi risultaiio espresse da 

A ,  =2R, - - n ; = ( l +  P)E, A2 = 2Rz - n:= (1 + 2 1  - v ) ~ .  

Riassumendo abbiamo : 

e per la Relativith: 

Volendo quindi che le nostre modificazioni alla legge newtoniana coinci- 
dano nei risultati finali colla Relatività, dovremo faxe 

ossia prendere 
a = 2 ,  p = 1 ;  A = 2 ,  v = 3 .  
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La costiwzioiie geometrictt di Dctrboux 
delle superficie :cpplicnbili su1 yara,boloide rotondo 

Nota di LUIGI BIANCHI (') 

5 1. Superficie evolventi ed evolute. 

Dopo la scopertu foridarneiitale di MONGE della esisteriza, sopra una  super- 
ficie qunlunque E, del sistema doppio ortogoiiale delle liiiee di curvatura, si 
presentava 10 studio delle due superficie S i ,  S, che forniaiio le due fulde 
dell' euoluta di 2,  ed hanno per tarigeiiti conîuni le riormali della evolve~zle 2. 
Se M è il piede delln normale geiierica alla evolvente 2 ,  ed M,,  M, i due 
punti ove queuta iiorinale tocca rispettivainerite Si, S,, i valori (algebi'ici) dei 
due seginenti 

- - 
MiM=j., ,  M , M = r ,  

dàririo i due raggi pr inc ipa l i  d i  curvatura  della B ne1 punto M. 
Domaiidinmoci ora : 
P u b  u n a  delle due  falde dell' evoluta, p. es. S i ,  essen? data ad nrbitgsio ? 
Supposto che Si sia una falda dell' evoluta di una conveiiiente superficie 2 

(iridi anche delle superficie parallele a X ) ,  preiidiaino sulla Si  a liriee coordi- 
iiate v=cost. quelle inviluppate dalle normali a 2 ,  ed a l h e e  coordiiiate 
u = cost. le loro traiettorie ortogoriali. Denotando con xi, y,, z, le coordi- 
nate del purito M i ,  che descrive Si, sinno 

le equazioiii parnrnetriche di Si,  e sia 

ds: = Edue  + Gdv" 

( l )  Occnsione a questo scritto, di scopo puratiieiite espositivo, e stntn iinn couferenzrt 
tenuta dall' A. riel Seminario M:~tenintico di  Roiiia. Qui l'esposizioiie é resa più coiiipletn 
col premettere i teoremi fondailieritdi di WEINGARTEN. 
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il quadrato del suo elemento lineare, dove snrk 

L e  t a i ige~ t i  alle liiiee v - cost. soiio, per  ipotesi, le normali delle evol- 
venti L, ed  i loro coserii di direaione X, Y, 2, sono dati da  

Pe r  le  coordinate x, y, z del punto M ove la  detta tangente incontra 
normalmente una Z avremo 

(3) x=x, i-tx, y =  y, +tY,  z=z ,  + t Z ,  

dove t = I(zc, v) dovrà essere una tale fuiizione di u, v che, per qualuiique 
spostninento sopra 2 ,  sin soddisfattn la  condizione di iioriiidità 

SXdx = O, 

che, per l e  (3), si traduce nell'altra 

(4) d t  = -- S X d x ,  = - (Arlu -t- Bdv), 
avendo posto 

Dnlle (l), (2) si calcola subito 

aA aB 
e la condizione d'integrabilitii - = - porge subito, corne necessaria e suffi- 

au au 

a b 1  
cierite, la condizione -- = O .  Deve danque essere E funzione di ZL soltitnto ; 

av 
ed allora, cangiando il parametro u, possiamo fare E= 1, onde il ds: assume 
la forma geodetica 

(5) ds( = du2 -1- Gdvg, 

e dalla (4), integrando, abbiamo 

t = c - u  (c costante arbitraria). 

(,) Il segno ~ o i ~ ~ m n t o r i o  S indicit ln somma di tro termini ~ i m i l i  rispetto ngli  as^. 
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Abbianio cosi stabilita la ben nota proposizione : 
Le linee invi luppate soprBa una falda S ,  tlell' evolutn dalle nor.ri.zali della 

evolvente sono linee geodetiche della S , ,  ed insieine la proposizione inversa : 
Se  si tmccia, sopl-n unn q u a l m q u e  supevficie S , ,  un s i s ten~n a ~ ~ b i t m ~ i o  

d i  00' linee geodAiche (non rettil inee),  le ooZ lova tnngenti sono le no?.rnali 
d i  un sisterna d i  supe?.&cie pamllele  evolventi 2 .  

Queste oo' evolventi avranno le equazioni parametriche: 

Cerchiamo oral sulla stessa norinale M,M alle 2 ,  il secoiido centro di 
curvatura hl2 ( x , ,  y,, z,), cioè L'ulteriore piiiito in cui questa normale a Z 
riesce tangente seconda fnldn S, della evoluta. Avremo ancora 

dove l'incogriita T =r(u, v) (diversa da zero) sa& da deteiniinarsi dalla condi- 
zione che si annulli il determinante 

essendo,che le tre direzioni coi coseni proporzionali agli elementi delle tre 
ax 

linee debbono essere complanari. Ma, secondo le (7), averidosi X = 2, l' annul- 
au 

larsi del determinante equivale (supposto T $: O )  all' aanullarsi dell' altro 

Le due ultime linee di questo deterniinante non sono proporzionali (chè 
altrimenti le geodetiche v = cost. di S, sarebbero rettiliiiee coiitro l'ipotesi); 
Sara dunque la prima linea una combinazione liileare delle seconde due. 
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Cib premesso, osservaiido le identit8 : 

si vede che sussisterh anche l'altra 

ossia per le  (1) 

Di qui ricaviarno pel valore cercato di r 

che sostituito nelle (7) darh la seconda faldn S, della evolutn, alla quale si dh 
anche il nome di supel-Pcie complen~entnre della Si (rispetto al dato sistema 
di geodetiche v = cost.). 

Se confrontiamo poi le (B), (7)  colle formule che definiscono i raggi pririci- 
pali r , ,  r, di curvatura delle evolventi 2, e cioe : 

ne deduciamo pei valori di la , ,  I., : 

3 2. 1 due teoremi di Weingarten salle superficie W.  

Supponinmo ora che la superficie evolvente B debba avere i raggi princi- 
pali di curvatura q* ,  , r, funzioni l'uno dell' altl-O, cioé la Z appartenga a 
quella classe di superficie che, da1 nome di WEINGARTEN, furono dette supelB- 

aa 
( i )  Se fosse - = 0, risiilterabbe T = cc. Ma allorn ln superficie S, sarebbe sviluppnbile, 

a t ~  

e preoisainente le geodeticlie v = cost. sarebbero trasforni:~te di uii sisteiiia d i  rette par& 
lele ne1 piano. 
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ficie W .  Le formule (8) provano che la condizione necessaria e sufficiente sark 

che per la falda SI dell'evoluta riesca - - a log fuiizione di u soltnnto, onde 
2 au 

avremo . 
- 

v G = ~ ( u ) .  V, 

dove r (u)  e funzione di u, e V funzione di v soltanto. Disponendo del para- 
metro v, si pu0 fare senz'altro V= 1, e l'elemento lineare di S,  prende la 
forma 

dst = du? + F ( u ) d v 2 ,  

che é caratteristica delle superficie di rotazione, riferite ai  paralleli u = qost. 
ed ai meridiani v = cost. Dalle (8) si deduce ora 

ed integrando 

Per 1' elemento lineare ds ,  della prima falda Si dell'evoluta della super 
ficie W troviamo cos1 la formula fondamentale di WEINGAKTEN: 

e per la seconda falda S, vale naturalmente la  formula analoga 

È da notnrsi che queste formule (9), (9") restaiio invariate per tutte le 
superficie W i cui raggi principali di curvatiira siaiio legati da uria relazione 
fissa : 

y(?., , Y2) = 0. 

Abbiarno cosi stabilito il primo dei celebri teoreini di WEINGARTEN: 
1) Ciascuna falda del l 'evoluta  d i  u n n  superficie W è applicabile s o p V a  

una supevficie d i  1-otazione, In cui fol.nqa d ipende  unicarnevte  dal la  re la-  
z ione  y(?., , v,) = O, clze legn i 1-aggi priîzcipali  d i  cummtu) .a  del ln  evolvente.  
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Ed insieine resta dimostrato anche il teorema inverso, O secondo teorema 
di WEINGARTEN : 

I I )  Qualunque supes-ficie Si applicabile s o p ~ a  u n a  superficie d i  fSota- 
zione ( fat ta eccezione da1 caso in cui  sulla Si le deformate de i  mer id iani  
siano linee ret te)  (') pub rigua?.darsi come u n a  falda deil'euoluta d i  u n a  
supegsficie W ,  le cu i  norrnali sono le tangenti alle deformate de i  mel- idiani  
sulla Si.  

5 3. Le due classi particolari di superficie W. 

Colla scopertn dei due teoremi 1), II), WEINGARTEN veniva ad identificare 
la rioerca delle superficie applicabili sopra superficie di rotazione colla ricerca 
delle superficie W. 

Con un' idteriore ti-asformnziorie del probleina WEINGARTEN ridusse ancora 
tale ricerca ad  un' altra : quella dei particolari sisteini doppi ortogonali (u, v) 
sulla sfel-a che dknno a1 ds" sferico la forma caratteristica 

coi coefficienti e, g funzioni l'uno dell'altro, sistemi che costituiscono l'imma- 
gine sferica delle linee di curvatura delle superficie W. 

Due classi particolari di tali sistemi sferici (a),  completamente noti, pote- 
rono subito addursi da WEINGAIZTEN e sono : 

1") i sisterni of-togonali isotertni con e = g ;  
1 1  

2") i sistemi d i  ellissi ed iperboie geodetiche ontofocali con - + - = 1.  
e g  

Come superficie W corrisponderiti si ottengono, ne1 primo caso, le  super- 
ficie d ' a rea  min ima ,  coi raggi di curvatura legati dalla semplice relazione 

ne1 secondo caso invece la relazione che lega ri, Y, ha la forma trascendente 

(k costante). 

Tanto ne1 caso (A), quanto ne1 caso (B), le due falde dell'evoluta sono 
applicabili sopra una medesiina superficie di rotazione, di cui si vengorio quindi 
n conoscere tu t te  le deformate per flessione. 

( l )  LR classe di superficie cosi esclrisn si tlimostrn coiriciclerr coi1 yiiell:~ delle rignte 
luogo delle biiioriii:~li di iiii:t oiirvn a torsione costaute. 
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In riguardo alle superficie della seconda classe (B), i risultati analitici di 
WEINGAKTEN vennero completati ne1 modo geometrico più espressivo da 
DARBOUX colla elegante costruzione di cui tratta la presente nota. 

Per arrivare ne1 modo piu semplice alla costruzione di DARBOUX, con- 
viene legarla a quella data da SOPHUS LIE per le superficie d'area minima, 
O della classe (A), quale squivalente geometrico delle forinule, coinplicate 
d'immaginarii, colle quali MONGE a v e n  completamente iiitegrata l'equaziorie 
differeiiziale delle superficie d'area minima. Il LIE osservh che le forinule 
di MONGE si interpretavano iiel teorema: 

L e  superf ic ie  d ' a r e a  nz in ima  sono l u t t e  e sole le supel-ficie d i  t~ .as la -  
z i o n e  con culbue gene?*atr ic i  d i  l u n g h e z z a  nulla (a  t a n g e n t i  isotrope).  

Che ogni superficie di traslazione, con curve generatrici a taiigenti iso- 
trope, sin una superficie d'area minima si rileva subito dalle coiisiderazioni 
seguenti : In ogni superficie di traslazione le taiigenti alle curve generatrici per 
ogni punto sono coniugate ne1 senso di DUPIN, e dalle direzioiii asiiitotiche sono 
quindi divise armonicanieiite. Ne1 caso particolare in considerazione, quelle 
due tangenti sono le rette isotrope, e le due tangenti asintotiche sono percib 
ortogonali; l'indicatrice di DUPIN è un'iperbola equilatera e la superficie é 

quindi ad area minima. 
Inversamente per ogni superficie d'area miniina le linee di lunghezzn 

nulla (a ,  p) formano uii sisteina coniugato, e rielln corrispondente equazione 
di LAPLACE 

di cui sono soluzioni x, y, z risulta a = b = O  (0, e la superficie è quindi di 
traslazione. 

Ora osserviam0 Che le linee di luoghezza nulla di una (qualunque) super- 
ficie, conle linee geodetiche, hanno il piaiio osculatore ch& passa per la nor- 
male alla superficie. 

colle due analoglie yer y, n, nveudoni 8 2 
ax a22 a2 a " ~  ( & ) - O ,  ~ ( $ y = 0 ,  indi  8 -  - = O  S.- - = O ,  

risultrt subito in effetto a = b = 0. a% axa8 a~ a ~ î i p  

Plinazi di Matematica,  Serie I V ,  Tomo 1. 
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passano per ogni punto di S, s'incoiitrano secondo la normale alla superficie. 
Ed allorn formulinmo la questione seguerite : 

Esisto?zo a l t r e  clnssi d i  supeg-ficie d i  t l-aslazione p e r  l e  q u u l i  avvenga  
che  le ?-ette uscent i  d n i  punti dehla superficie,  e che  so220 le i n t e m e z i o n i  
d e i  p i m ~ i  o s c ~ l a t ~ v i  delle due  c u r v e  g e n e ~ x t r i c i  peE punto,  fat-mino u?2a 
c o n g r u e n z a  n o r m a l e  ? 

La risposta afferinativa coiiduce appunto alla costruzioiie di DARBOUX per 
la secoiida classe (B) di ~uperficie di WEINGARTEN. 

5 4. La costruzione di Ihrboux. 

Scriviamo le equazioni parametriche di unn superficie So di traslazione 
sotto la forma 

e supponiamo per semplicith che le curve geizeiatrici C G  (f,(u), f,(u), f,(u)), 
Ci - (cpI(v), cpz(v), cp,(v)) escano dall' origine O corrisponderite ad u = O, v = 0. 
Essendo ora escluso il caso che le curve C, Ci siano di lunghezza nulla, pren- 
diaiiio per parametri u, v r i~~ett ivain 'ente gli archi di C, C,, misiirati a par- 
tire da O. Ritenendo poi le consuete notazioni, indichiaino con 

x ,  p,. y i coseni di direzione della tangente alla C, 

5 ,  Y ,  5 > della normale principale, 

1,. C L ?  V 2 
B quelli della binorrnale, 

1 
infine con - la torsiorie di C ;  tutti questi elementi saranno funzioni della 

T 
sola u. Notszioni analoghe, affette dall'indice 1, usiamo per gli elementi corri- 
spondenti della curva Ci,  che saranno funzioni di v. Per i calcoli che seguono 
conviene tener presente le proprieta dei due determinanti ortogonali 

(') L'uno e l'altro dei due tleteriiiiiienti è =+1, e ciascuii eleiiieiito eguaglii~ i l  proprio 
coiuplemento algebrico. 
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insieme alle formule (del gruppo di FRENET): 

Iiidicando con Q i' angolo che formano ne1 puiito Po e (u, v) i piani oscu- 
latori delle due curve generatrici che vi passano, avrenio 

formula che, derivata rapport0 ad u, v d a  per le (11) 

Coiisideriamo ora la retta 9. iiitersezione dei due detti piani osculakori; 
ess:l avrh i coseni di direzione X, Y, Z dati da 

e le equazioiii parainetriche 

(15) x = x o + t X ,  y = y o + t Y ,  z=z,+tZ, 

dove t indica l'ascjssa SU ,Y, misurata. n partire da l',. L a  congrueriza di 
queste rette r sarh una congruenza nortnale, s e  si pub preiidere iielle ( 1 5 )  
per t unn tale funzione di u, v da soddisfare alla equazioiie 

SXdx = O. 

Come al  n." 1 se ne deduce 

d t  = - 8Xdxo = - (Ad?& + Bdv), 
avendo posto 

Ma dalle (10) abbiilino 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



iiidi 

Ricorrendo alle propriet,?, dei determinarili ortogonali, ne  risulta 

1 . A = - -  
1 

S[li7 B = - --- 
sen SZ sen Q SAS, 7 

ci06 per le (13) 

La coiidizioiie d' integrabili th 

diventa 
a2Q 

( T t  Ti)- =O, a u a ~  

aoB 
onde deve aniiullarsi O il primo fattore T+ Ti, O il secondo auau. -- M a  questo 

secondo caso è ecceziorirtle e lion da  luogo ad alcuiîa consegueiiza interessailte. 
L' annullarsi del primo, essendo T funzione della soln u7 e Ti della v,  avviene 

1 1  
soltaiîto quaiido le due torsioni - delle curve generatrici siano costanti T' T,  
eguali e di segiio contrario, scriviaino 

(a costante). 

Possianzo duilque enunciare questo primo risultato : 
Se le due curve genef.nt~.ici della superficie d i  traslazione S, lzanno 

torsioni costanti, egunli e d i  segno conhsario,  la congruenza delle ret te  r 
ijztevsezioni de i  due  piani  osculato?-i delle curve generatrici che escono da  
ogni punto Po d i  S, è u?un coizgi-uenza normale.  
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Questa nuova classe di superficie di traslazione (e questa soltanto) ha 
dunque a comune colle superficie d'area minima ln proprieth richiesta. È poi 
da riotarsi che aiiche l'intera classe di queste nuove superficie di traslazione 
é nota, perché sono note in termini finiti tutte le curve a torsione costante. 

g 5.  Le superficie orfogonali alla congruenza (1.) 
come superficie W della classe (B). 

Aildiamo ora a ricercare le superficie Z ortogonali alla congruenza delle 
rette r, ottenuta colla costruzione d i  Darboux ora indicata. 

Le loro equazioni parametriche saranno date dalle (15), ove per t si poriga 
la funxione di u, u data da 

cioè 
t=c+-aQ (c costan te arbitraria). 

Avremo dunque per queste superficie 8 : 

colle formule analoghe per gli altri due assi. 
Occorre orn calcolare in ogrii punto M = (3, y, z)  di Z i due raggi princi- 

pali di curvatura r,,  Y, determinando le coordinate ( x i ,  y,, z,), (m,, y,, z,) 
dei due centri Mi, M, di curvatura, ove la retta Y tocca rispettivamente le due 
falde Si, S, della evoluta. Queste saranno ancora date da formule come le (15) 

dove perb i'incognitn z sara ora da determinarsi dalla condizioiie (cfr. n.") 
che si annulli il determinante : 
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ossia che sussistano, per con venienti mol tiplicatori 1, rn, le formule : 

Se queste si moltiplicano ordiriatamente per 1, p, v e si somma, poi simil- 
mente per hi, p , ,  v , ,  si ottengono due equazioni lineari omogenee i n  2, uz, 

dalle quali si conclude che deve essere 

Pertnnto le due falde Si, S, dell' evoluta hanno le equazioni parametriche 

Una prima conseguenza si ha  nelle formule 

le quali ci dicono : 
Lu. superficie S, d i  traslazione é (conte ne2 caso delle superficie m in ime)  

la supevficie media  della congmenza  (r). 
Dalle formule precedmti, (17) e (16), si calcolano poi subito i raggi princi- 

pali di curvatura delle superficie 2 ortogonali alla congruenza ( 9 . )  della costru- 
zione di DARBOUX, e s i  ha 

Came si vede, i due raggi r i ,  Y, sono fiinzioni l'uno dell'altro ; precisa- 
mente la  relazione che li lega (ove si preiida in particolare c = O )  e la (B) 
n.' 3, e cioé 

Siamo cos1 arrivati al risultato principale: 
Le superficie Z; ortogonali a i  ?-aggi della congruenza (r) ottenuta colla 

cos€?-zczione d i  Darboux sono superficie W della secon.da classe (B)  d i  
Weingarten.  
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Non ci tratteniamo qui a diinostrare che, inversainente, questa costruzione 
di DARBOUX da tutte le superficie W della classe (B). 

La cosn peri, è giA resa plausibile da1 fatto che tali superficie W dipen- 
dono da un'equazioiie a derivate parziali del 2" ordiiie, e nelln costruzioiie 
di DARBOUX restano appunto dispoiiibili due funzioiii arbitrarie, di uiia varia- 
bile ciascuna. 

5 6. Le deformate del paraboloide rotondo 
(immaginario O male). 

Veliianio in fine a ricercare su quale superficie di rotazioiie è applicabile 
l'uiia O I'altra. falda, Si O S,, dell'evoluta. Bastit per cib applicrtre le formule 
di WEINGARTEN (9), (9*), le qua!i, a causa delle (Id), daiirio qui : 

1 due eleineiiti liiieaii sono equivalenti (bastalido aumentare !2 di TC per 
passare dall'iino all'altro) e resta solo a vedere quale forma pub scegliersi 
per la superficie cornuiie S di rotazioiie su cui S, ed 8, soiio applicabili. 

Iiidicando con t a  il raggio del parallelo nellit S, e con z = ((7.) l'equa- 
zioiie della curva meridiaria, il ds2 della S sarA 

ds2 = [1 + (2(~-)]d~-2 + v2d02 (0 longi tudine). 

Ideiitifichiaiuo questo ds". e. colla prima delle (19), ponendo 

Ne risulta 

e da1 coiifroiito : 

indi per 17equazione della curva meridima 

(k costante). 
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Qui si pub dare alla costante k un valore qualunque; ma si ottieiie la 
forma piil setilplice di curva meridiaiia (se anche iinmaginaria) assuineiido 
k = 4a, onde resta 

La curva meridiana B allora la parabola 

avente per asse l'asse di rotazione ed il parametro p puramente immagi- 
nario p = 4ia. 

Abbiamo cosi il risultato finale : 
Le due falde focaZi S,, S, della cong~~uema (r), ottenzcta colla costfw 

zione di  Da~boua, sono a.pplicabili su1 pal-aboloide rotondo di paramet~~o 
1 

puranlente imnaginag.io p = 4ia, essendo *- le torsioni costanti delle due 
a 

curve generatAci della supe~$cie di trashzione S,. 
E si noti ancorn (cfr. 11." precedente in fine) che la costruzioi-ie di DARBOUX 

d& tutte le deformate di questo paraboloide. 
Ma DARBOUX ha osservato di piu che, per ottenere invece le deformate 

del paraboloide rotorido 1-eale, basta analiticctmente caiigiare nei risultati 
precedenti a in ia. E adilrique, geometricamente, se prendiamo la curva C ' 

i 
(immaginaria) e di torsioiie costante - e per curva C, la sua coniugata imma- 

a' 
i 

ginaria, che avr& precisamente la torsione contraria - - la superficie di 
a' 

traslazione 8, sarB manifestamente reale, insieme alla congruenza (Y) ed alle 
due falde focali Si, S,, poichè le formule (17) che diventano ora 

d&11110 per (x,, y,, 2,)) (x,, y,, z,) valori rea,li, essendo A,, p,, v ,  le quantith 
coniugate di 1, y ,  v .  

E le superficie reali Si, S, sono cos1 le piii generali deformate del para- 
boloide rotondo reale. 
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Un teorema f o i i d ; t t i i e n t ; t l e  rela tivo alla, t r : ~ s f o r i i i : a z i o i i e  d i  

Petersou delle copl)ie di superficie i s o i n e t r i c h e .  

(Di HANS JONAS, a Berlino) 

Le segueriti righe sono tratte da uii ampio scritto mio, gid teriniiiato 
nlcuni anni or sono, la pubblicazioiie del quale venne sospesa per circostanze 
sfavorevoli. Qui mi limiter6 a dimostrare uii teorenia che mi pare fondaineii- 
tale, relativo alla trasformazioiie di PETEI~SON (') delle coppie di superficie 
isometriche, riserbando ad ulteriori occasioiii Io avolgere le varie applicazioni 
che riguardavano ilon soltnnto In t ~ m f o î v i z a z i o n e  Oialvnonicrt (') delle reti 
spplicabili, ma anche quella delle reti cicliche e delle superficie corrispon- 
dentisi 1' uiia all' altra per ortogorinlit8 d' elementi. 

--  - - 
1. Partiaino da un'?ssegnata coppia S(x, y, z), rS(x, y, z)  di reti applica- 

bili, vale a dire da due superficie isometriche 8, S riferite al sistema coiiiu- 
gato permanente (a, p), avendosi 

(') BIANCHI, Leaéoni d i  Geometvics d i f e ~ e w i n l e ,  2, (1903), 240. 
(9 Mi senibra utile a d o t t ~ r e  questn denominnzione pel pnssaggio d a  lin sisteill:~ coniu- 

gnto ad un nltro, carnt ter iez~to dalll essere i due sietenii nvmowiei (neconrlo In terminologin 
d i  GUICHARD) rinpetto nll:t congruenxn forinnt:i dalle interurzioni (14 pi:tiii tangenti, cioé 
dnlllineontr:wsi delle tnngrnti nri fiioclii della tlctt:~ congriirtizn le ciii ~viliippnbili  inoltre 
corriupontlono nllr riirve coniiigate. Qui%t:i opernzioiie, iiitrotlott:~ 80 th  il riome di Imfifor- 
mnzione h di iin7eqii:mione d i  LAI~I.ACE e delle nue soliixioni, 6 stato I1oggetto di iinn inia 
Notn cornparna ne1 1915 (Berl. M:itti. Gcuellnc1i:tft Ber. 14, 96), o r e  giiiiisi a ntabiliie nn 
teorenin di permiitiibilità pei sistemi roriiiignti, th1 qiinle dinceiidono pnrticolnri ts l i  teoreini 
dovuti a l  BIANCHI. ESPR venne anche d tu dia ta da1 sgr. EISENHART, il qii:tle dopo nverlr 
consideratn in  diversi cnni upecinli, se ne occupù dnl punto di &stn genrrale in  iina Meiuorin 
del 1917 (Amer. Mntli. Soc. Trniin. 18, 97), iiidicandoln col sinibolo Y'. 2 da not:irsi che ne1 
caso attunle delle reti applicnbiii ln trnsf, rin:taioiie birrnionicr rixultlt da1 coinporre la 
oprr:izione tlrl PRTRRSON colln iitaeniome cowpostn tlrl I>annoux (Leqows SUT Icc t h e o ~ i e  gén. 
des 8lrl:frcces 4, 8 4 ) .  U n  siff:itto nusetto le nnsiciirn ln piii gr:inile efficacin in rigii:trdo ni 
problenii nprciali, frn i qiinli citi:tiiio p. e. ln trnsforiii:i~.io~ie di GUICFIARI> delle qiiadrirlit~ 
11eform:tte. DR questa osserv:rziorie ris:tle l'iiiiportnnzn delln prolmaixione (18 diinostr:irsi nr l  
segiiito. 
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310 H. JONAS : Un teorenla fondamentale 

pel qiiadrato dell'eleinento liiienre comoiie. Coine si sa qiiesto sistema coiiiii- 
gato non pub .diventare itnmagiriario che ilel caso delle superficie a, punti 
iperbolici. Ricordiarno ancora un fatto beii iioto, cioè che 17 equazione di 

- 
LAPLACE cui soddisfano le coordinate x, ..., x, ... in fiinzione di a e j3 è la, 
stessn per le due superficie, scrivendosi : 

ed aminette la soluzione particolare 

Ora la trasformazione di PETERSON che fa passare ad una nuova coppia 
S'(LE', ...) S ' ( X I ,  ...) di reti applicabili, corrispondenti rispettivamente a S e S con 
parallelismo delle taiigenti coniugate e conseguetitemente con conservazione 
delle immagini sferiche é data dalle formule 

essendo p e q soluzioni del sistema differenziale : 

1 
il qiiale, col porre ( p -  q) = 6, si riduce all' aggiuilta dell' equazione diffe- 

renziale (2) : 

Ilatone un'integrale ô, formiamo mediante una quadratura 

in guisa che si abbitt : 

p=F;.+S, q=F;-6. 

t") Ci srrviremo, per brevitA, degli indici cr e B per indicare le derivxte ri~petto alle 
v:crii<ùili. 

(4) Di ogni terna di formule relntive ni tre asai coordiu.zti non scriverc) elle la priiiiri 
wnm f:w cenno al17nver liiogo delle due aiiriloghe. 
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- - -  
Si osservi che per calcolare le  coordinate x', y', x', x', y', z' occorre 

ancora eseguire le sei quadrature domandate dalle (3). 
Conviene intanto avvertire che, utilizzando i l  metodo delle coordiiiate 

tarigenziali per 1' uno dei sistemi coniugati d a  determinarsi, arriviaino a 

sopprimere h e  delle quadrature iii discorso. Pe r  questo scriviamo il quadrato 
dell' e len~ento lineare sferico della superficie S : 

ed indichiaino con i simboli di CHBISTOFFEL e le  derivate seconde cova- 
rianli prese rispetto alla forma (4). Ora supporigasi scelta una soliiaione zo 

dell' equazione titngeiiziale : 

verificatti. coine si s a  dai coseni di direzioiie X, Y, Z della norinale e dalla 
distariza W =  XxX del piaiio taiigente dall'origine; se ne  deduce un sistenla 
coiiiugat;~ parallelo S' dato da  : 

Di qui, derivaiido col tener conto della (5) e paragoiiando colle (3), si 
traggono le relazioni : 

in cui figurai10 i cocfficienti D, Du e (D)', ( D ) '  delle seconde forme fondaineii- 
tali di S e di S', D' e (D')' essendo iiulli. Si calcoleranno irifiiie le coordi- 
nate & y ,  2 di S' inedinnte le  (3), sostituitevi le espressioni ('i), coii tre 
quadrature che iiell'acceiiiiato procedimento noii si riesce a fare sparire. 

2. Cib premesso, volgianloci alla ricerca d 'un nuovo rnetodo l a  cui appli- 
cazioiie, pur fondamildosi sulla conosceiiza d'un integrale di un'equazione a 
derivate parzinli, iiori richieder& piu alcuna quadratura ilel calvolo delle 
coordinate. A tale uopo, iinmaginando per un nionlento gi8 effettuata la 
trnsformazione, consideriamo la  funzione 
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la quale, conforineinente ad un70sservazione fatta sopra, verifica l'equazioiie 
di LAPLACE relativa alla coppia trasforrnata S', s'. Derivando si h a :  

verri4 data uiin soluzioiie 9. della (2), calcolabile coii uiia quadrntura. 
Ora mi propongo di mostriire che, assiimeiido per 8 iina qualuiique solu- 

zione de117 equaziorie di LAPLACE 

- 

per la coppia trasformatn Sr, S', definita cosi dalla 9, le coordinate x', ..., x', ... 
si otteiigoiio per sole differenziazioiii ed operi~zioiii algebriche. Iiitroduceiido 
per ci6 iielln (6) col sussidio di relazioiii beii note le derivate di x invece di  

quelle di X, avremo per x' la formula seguente, aggiungendovi l'espressioiie 
di 2' del tutto analoga: 

tua W? - -- tu, - Zog - 
x ' = ~ u X - - X ~ - - X ~ ,  x ' = w X - - X ~ - = X ~ .  D DU D D " 

Sosti tuendo questi valori nelle (9), si trova : 

D' altronde, differenziando le (9) coll' aver rigunrdo alle formule della teoria 
generale delle superficie : 

deduciamo le relazioni : 
-- - - 

(13) 9,, = Dw - D w, B,, = O, 8.,, = D"w - D"w, 

uelle quali le derivazioni covarianti s'iiitendono eseguite rispetto al ds2 (1) 
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comune di S e $ la  8,, = O  del resto coincidendo colla (10). Dopo questi 
preparativi, traeiido dalle (13) : 

siamo ora in grado di enunciare la  proposizione voluta: 
Per assoggetta~e un.a coppiu S ,  d i  supe~ficie isometriche alla t?,asfor- 

wmzione di  Petelvon, Oasta ~icet3car.e un integl-ale 8 dell'equcrzione d i  
Laplace +,, =O,  relutiva al sistema coniugato cornune; con questa 8 ,  cnlco- 

, - - 
late w e w dalle (14), le coo3.dinate x', ... x', ... delle superficie S' e S' f o ~  
rnunti la coppia trasformata, s'ottengano pev mezzo delle formule (11) in 
termini finiti. 

Resta adunque da  diniostrarsi che nell'applicazione del inetodo d a  noi 
stnbilito, cioe in v i r t i ~  delle relazioni (10)) (14) e ( I l ) ,  risultario soddisfatte 
appuiito le  (3). Que& verifica si sciiide in due passi. Coininciereino da1 coii- 
vincerci che le equazioni tangenziali dei sistemi coniugati S e S anîinettono 
corne soluzioni le funzioiii w e & date dalle formule (14). Con cib sarà confer- 
mato l ' ave r  luogo di due gruppi di relazioni differenziali della forma: 

Pe r  secondo s a r i  necessario provare che si h a :  

3. Partiamo dalle due identith seguenti che vi~lgono rispetto ad  un'asse- 
giiata forma diflerenziale quadratica Eda2 + 2Fdadj + GdPz per una qualuiique 
funzione 9 delle variabili, indicandosi con K la curvaturn della forma: 

Notiamo che queste ne1 caso presente si semplificano per l'essere a,, = 0 
e che di più, esserido K la  curvaturn totale comune alle superficie applica- 

(7 Il  tlenominatore non pub essere nullo quando ln coppirt S, S é costituita da due 
superficie distinte (nè congruenti, nè siiniiietriche). 
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bili S e 3, si ha 1' uguaglianza : 

Sostituendo nelle (15) a i?-,,, a,, le espressioni (13)) risultanti nell'attuale 
ipoteei dalle (14), e serveridosi per la riduzione delle formule di CODAZZI : 

si giunge a stnbilire le relazioni: 

equivalenti alle (12) che venuero segnalate, per incidenza, nei preliminari al 11." 2. 
Indi, derivando la prima delle (16) rapporto a j, si t?ova dopo qualche 

semplificazione che esige di nuovo l'applicazione delle formule di CODAZZI e 
de119 relazioni (13) : 

Similmente, derivando la seconda rapporto a a ,  ricaviarno un'altra egua- 
1 1  

glianzn distinta dalla (17) per l'essere cangiati i fattori -, delle parentesi 
D D 

1 1  
rispettivainente in ,, -. Di qui, siccome si ha necessariamente DD"-D'~D+o, 

D D  
riconosciamo valere separatamente le equazioni : 
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Ora, queste non sono altro che le equazioni tangenziali di LAPLACE, rela- 

tive ai sisteini coniiigati S e 3. Per  accertarcene raccogliatno qui, rispetto 
d l '  uno dei due sisteini coniugati, le formule ben note, utili anche pel seguito, 
mediante le quali si passa dalle forme quadratiche fondamentali agli elementi 
della rappresentazione sferica : 

GD" FDD" ED"S 
- f=- E G - ~ ,  g =  E G - F ~ ?  

Con cib, conforinemerite a quailto abbiaino osservato sopra, le relazioni 
- - - - - - 

XI% = p X R ,  xfp = qxp, X', = p da, xrp = q  X p  

si verificano in virtù delle (18). 
Il primo puiito essendo cos1 diinostrato, calcoliamo gli effettivi valori dei 

- - 

fattori p, q, p, q. Derivando, per cib, le (11) ovvero ricorrendo alle (7) che 
occorre trasfornîare mediante le (19), avremo le  formule : 

a w 12 W ,  W B  ED" 
q = - [ a s ( D ' ) ' / 2 1 ~ ' ! 2 \ D "  E F F 2  

- - 
le  quali, ~,ggiungeiidosi il soprasegno a D, D", tu, valgoiio anche per  p e q. 

Segue di qui : 

G --  + (DW - D w). EG-Pz 

Sostitiiendo orsl le espressioni (16) ed adoperaiido le (13) nelle derivazioiii, - 
si stabilira finalmente l'eqnazioiie p - p - 0, cioe l'identith dei fattori p e 6 e 
con uii calcolo analogo qiiella di q e g. 

Coli ci6 ln nostra asserzioiie 15 pienamente confermata. 
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4. Terminer6 la  presente ricerca colle osservazioni seguenti, iinportanti 
per altro-ne110 studio dei casi particolari. 

Suppotiiamo aiicora, ritenendo tutte le  notazioni d a  noi introdotte, di avere 
effettuata una trasformazione di PETERSON a base d 'una  nota soluzione 9 
della 9,, = 0. Ora si trova facilmente che dalle formule : 

essendo conformemente alla (8) : 

viene definita una iiuova coppia Si($, ,...), S,(x,  ,...) di sistemi coniugati, 
aiich' essi applicabili i' uno sull' altro. Mi con tetlto di avvertire che le  (20) 
costituiscoiio 1' espressione atmlitica della t?usfo~~mnzione biavmonicn, gi& 
inenzionata nell'iiitroduzione, la a', del resto, potendo mettersi sotto 17u11a O 

. 1' altra delle due forme equivalenti : 

con 

Veniamo infine a domandarci che aspetto preiitlano le nostre formule col 
riferire l a  coppia S, S di superficie applicnbili a due variabili u, v scelte ad 
arbitrio. La forma iiivariaiitiva delle equaxioiii (13) essendo evidente, avremo: 

(7 Sebbene qualche volta rielle ri.pplicazioni, iii  vista di iiiia condizioiie p:irticolarr da 
irnporsi a l la  9, sia preferibile ~ c r i v e r e  k9', con k costante disponibile, iii lnogo di W, convielie 
constatara qui che colle foriiiule indicate l'operazioiie i n  d i scor~o  vient: drfinita iii t n t t ~  sna 
generalitl, nè anrlit. specialimata per In s c ~ l t a  dell'originr, poteiidosi ~ost i t i i i re  n 9 1:t quaiititb 

d i e  soddisfrt arioora alLa % , , = O  e oontiene lin nuinero sufficiente di ooatnnti. 
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in guisa che l'equazione di LAPLACE relativit al sistema coniugato comune, 
dato dalla : 

- 

t D'd v, D'du + 1 Ddu 

si cangier& iiella seguente : 

(22) 

a,,, a,,, 9 2 ,  

D, D', D" 
- - -  
D, DI, D" 

I 

Tratte le w, dalle (21), cornpatibili in virtii della (22), ci si servir& pel 
- calcolo di x', ..., x', ... della formula (6), gik scritta sotto forma invariantiva. 

dnnali di Matematzea, Serie IV, Tomo 1. 
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CORRADO SEGRE 

Il 18 maggio una violenta malattia, che nveva qualche giorno prini:~ 
provocato 1' interveii to chirurgico, schiaytava a 61 anni l' operosa vita di 
Corrado Segre, da aniii membro della Direzione di questi Annali. 

Ne1 Segre si fondevano in rara armonia le doti più alte di scienziaio 
coi1 quelle pih nobili di 14lttestro. Egli raccolse, col Veroiiese e col Bertiiii, 
l'ereditk spirituale diretta di Luigi Cremona, aprendo la seconda fase delIo 
sviluppo della geoinetria italiana. Nella q u d  fitse si compoiigoiio in mirabile 
sintesi le idee di Creinoiia, di Steiner e di Staudt, con quelle di Plückt r, 
Clebsch, Cayley, Brill-Noether e Klein, e si allarga sempre di pih la  visioiie 
dei problerni geoiiietrici e sempre di piii si tende a valutarli da1 punto d i  
vista riemanniano della teoria delle funzioni, preparando il terzo stadio di 

sviluppo della geometria algebrica. 
Col Veronese e col Segre la geometria proiettiva iperspaziale assume 

corpo ed anipiezza di dottrina autoiioma, coordina ed illumina probleini 
geometrici a prima giunta clisparati e fornisce istruinenti preziosi ed elegaiiii 
per la loro soluzione. 

L'influenza del Segre nello sviluppo della .geometria algebrica in Italia 
fu per non breve periodo dominante, non soltaiito per l'opera scientifica, inil 
altresi per le fervide e veramente singolari qualith di Maestro. Maestro eseiri- 
plare e suggestivo. Xsemplare per coscieiiza e scrupolosith di preparazioiie, 
per ainpiezza di cnltura, per l'amore con cui seguiva i giovaiii nei qii;ili 
intuiva O sperava qualche attitudine scieiitifica ; suggestivo per 1' adorazioiie 
alla Sua scienza, che traspariva i n  ogni lezione ed iii ogiii coilversazione coi 
discepoli, e pei fecondi ravviciiiaineliti e analogie che oriiavano ed arricchi- 
vano il Suo insegnamento. 

La  chiarezza cristallins dell' esposizione scritta, che facea riscontro a quella 
dell'eloquio, e la premura con cui accoglieva ogni domanda scientifica, da 
chiunque gli venisse, allargavauo la cerchia dei discepoli ben oltre l'ailla 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



uiiiversitaria. Si pub dire che dei geoinetri italiani che hanno lavorato negli 
ultiini tieiitaciiiqiie anni, iiiuno siasi sottrntto all'iiifluenza diretta O indiretta 
di Lui. 

Poiidaiiieritali, ne1 campo proiettivo, le Sue ricerche sulle quadriche, sulle 
oinografie degli iperspazi e sulle geoinetrie della retta e delle coniche; e, ilel 
campo delle trasfortnazioiii birazionali, quelle sulle curve e sulle rigate e su 
altri enti algebrici, le quali culininaiio nella bellissiiiîa monografia che questi 
A w a l i  ebbero 1' onore di ospitnre ilel 1894; quelle sull'invariai~te delle super- 
ficie algebriche che da1 Segre e ddlo Zeutheri prese il nome, e le ainpie 
ed accurate ricerche iiitorno alle siiigoli~rita delle superficie. llodelli classici 
sono la esposiziorie della teoiia degli elementi imaginari nella geometria 
sintetica e quella conceriieiite le corrispoiideiiae uiiivoche sulle curve ellittiche. 
1 lavori- sugli enti iperalgebrici, che il Segre coiisidero pel primo, daraiiiio 
luogo ad altre fwoiide ricerche iii prosieguo di tempo. Se iie è gih avuto un 
esempio iielle IiIeinorie del Comessatti relative alle questioiii di re;tlitk àclle 
superficie iazioiiali. 

Da1 1 907 il Segre si occupb di preferenza dell' indirizzo pioiettivo-differeii- 
zinle con iiuinerosi lavori, che originaroiio, iii Italin e filori, uiia serie di 
brillaiiti ricerche. E aiiche in questo caiilpo Egli fu  rapidameiite Maestro. 

L'opera scientifica di Corraclo Segre verr& piu tardi analizzata in questi 
Annali, coi1 tutta I'ainpiezza clie merita. Noi qui, lie1 primo fascicolo doloro- 
sameiite privo del Suo nome, rivolgiaino il riverente saluto nostro e di tutti 
i collaboratori, alla Bleinoria del10 Scienziato insigge, del Maestro sapiente e 
affettuoso, dell'uomo di alta fibra morale, che ebbe sempre ilel cuore e ne1 
pensiero la Patria, la Famiglia, la Scienza. 

Ln Rednzione 

A1 cornpianta prof. Segre succede, nella Direzione degli < Annali di Matematica B e per 

concorde vota dei colleghi, il degno d i  Lu i  discepolo prof. P. Severi, della R. Università d i  Roma. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



INDICE DEL TOM0 1 DELLA SERIE 4" 

Avvertenzrc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Pag  . 
G . SANNIA : NLIOVR trattazioue della geometria [)roiettivo-differe1izi~1e delle ourve 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  sghernbe > 

M . CIPOLT.A: Sai fondamenti logici della Matemstira secondo le reoeiiti vedute 
d i  Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  n 

E . SIGRE: Sn1 iuoto sfurico sorticoso di un  fluido iuoompressibile . . . . . . .  2 
B . LEVI: Solla definizione delllintegrxle . . . . . . . . . . . . . . . . .  * 
G . ANDREOLI: Siille ~o luç ion i  non ai~aliticlie delll equaz . fniia . f(x" - Cf($)]? = kx, ecc . » 

O . NICOLETTI: Un teoreiua d i  Limite . . . . . . . . . . . . . . . . . .  s 
IJ . TONKLLI: Siill~i, nocione di iritagritle . . . . . . . . . . . . . . . . .  B 
O . CHISINI: L ~ I  rnppresentazione ~ n i t l i t i o ~ ~  di un r:iiiio reule di onrv n. nlgebrim . . .  2 
S . FINIKOFF: Corigrueuces avec les deux ii:~ppt.s de 1:i snrfiwe focale app1ic:lbles 

l'iirie sur l l :~utre  par les points eorrrsporid:int~s . . . . . . . . . . .  B 
F . ENRIQUIS: Sulla costruzione delle furizioni rdgebriclie d i  due wiriabili posse- 

deriti unrt data curva di dir:iiiinziorie . . . . . . . . . . . . . . . . .  
T . CAELLA: Dimostrazioiie delllesietensa di IIII 11.1goritino delle divisioiii succes- 

sive per ~.loiini corpi circolari . . . . . . . . . . . . . . . . . .  s 

G . FUBINI: SI, ' R I C I I I I ~  clitssi di ooiigriieiizz cii rette e siille trasformazioiii- delie 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  mperficie 12 s 

E . BONPIANI: Proprieth generali della ra.ppresentazione purituale f r a  due superficie u 

C . BIGIATI: Di due ~ p e ~ i i ~ l i  iuodificnzioni alla Irgge d i  Newton. ohe, per lo sposta- 
mento del yerielio e la dafleeaione dei raggi. couducono agli stessi risul- 
ta t i  della Relativith . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  B 

'L . BIANCHI: La costrazione geometrica di Darboux delle superficie applicnbili su1 
pnrnboloide rotondo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

H . JONAS: Uii teoreiiin foni1ainent:~le relativo nlln trasformaeioiio di Peterson delle 
coppie di superficie isoinetriche . . . . . . . . . . . . . . . . .  * 

LA D I R E Z I O ~ :  C . Segre. aewologio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  * 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Indice * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 


	Titolo
	Indice del tomo I delle serie 4a
	Avvertenza
	Nuova trattazione della geometria proiettivo-differeiizittle delle curve sghelnbe
	Sui fondamenti logici della Matematica secondo le recenti vedute di Hilbert
	Sul moto sferico vorticoso di un fluido incompressibile
	Sulla definizione dell' integrale
	Sulle soluzioiii iioii ttnalitiche dell'eqiittzione fiiiieioilalef (x.') - [f(x)]" kxe su quelle aiiwliticht: dell'equaeioi~ejkU)= A [f(X I]
	Sulle soluzioni non analitiche dell'equazione funzionale f(x²) - [f(x)]² = kx e su quelle analitiche dell'equazione
	Un teorerna di limite
	Sulla nozione di integrale
	La rappresentazione analitica di un ramo reale di curva algebrica
	Congruences avec les deux nappes de la surface focale applicables l' une sur l' autre par les points correspondants
	Sulla costruzione delle funzioni algebriche di due variabili possedenti una data curva di diramazione
	Dimostrazione dell' esistenza di un algoritmo delle divisioni successive per alcuni corpi circolari
	Funzioni sferiche poliarmoniche a due variabili
	Su alcune classi di congruenze di rette e sulle trasformazioni delle superficie R
	Proprietà generali della rappresentazione puntuale fra due superficie
	Di due speciali modificazioni alla legge di Newton, che, per lo spostarnento del perielio e Ia deflessione dei raggi, conducono agli stessi risultati della Relatività
	La costruzione geometrica di Darboux delle superficie applicabili sul paraboloide rotondo
	Un teorema fondamentale relativo alla trasformazione di Peterson delle coppie di superficie isometriche 
	Corrado Segre



