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INTRODUCTION.

Ce Livre ne doit faire double emploi ni avec mon Ouvrage sur 

Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, ni avec le 

Traité de Mécanique céleste de Tisserand.

Dans Les Méthodes nouvelles je  me suis placé le plus souvent 

au point de vue du géomètre et j ’ai recherché la rigueur analy­

tique; j ’ai, par exemple, consacré à la question de convergence 

des séries de longs efforts et des pages nombreuses; ici, au con­

traire, je laisserai cette question complètement de côté et le lecteur 

qui désirerait l’étudier devrait se reporter aux Volumes que je 

viens de citer.

D ’autre part, dans ces Volumes, j ’ai poussé l ’approximation 

beaucoup plus loin que ne l ’exige la pratique; j ’ai pu ainsi faire 

ressortir des circonstances tout à fait imprévues, dont l ’importance 

analytique est très grande, mais qui n’ont aucun intérêt pour l ’as­

tronome praticien, et n’en acquerront que le jour où la précision 

des observations sera beaucoup plus grande qu’aujourd’hui, ou 

quand on voudra comparer des observations s’étendant sur une 

longue suite de siècles.

Au contraire, j ’ai regardé les résultats anciens comme connus, de 

sorte que j ’ai peu insisté sur le lien qui rattache les méthodes nou­

velles aux anciennes et sur la façon dont celles-là sont sorties de 

celles-ci.
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VI INTRODUCTION. .· ^

L ’Ouvrage n’était donc pas accessible au débutant et ne conve­

nait qu’au lecteur déjà familier avec la Mécanique céleste.

Ici, au contraire, je me borne à reproduire les leçons que j ’ai 

professées devant les élèves de la Sorbonne et je prends le pro­

blème· à son début, en supposant connus seulement les principes 

de l ’Analyse et de la Mécanique, ainsi que les lois de Képler et de 

Newton. Je n’emprunte aux méthodes nouvelles que leurs résul­

tats essentiels, ceux qui sont susceptibles d’une application immé­

diate, en m’elforçant de les rattacher le plus intimement possible 

à la méthode classique de la variation des constantes.

D’un autre côté, Tisserand s’est constamment· préoccupé de 

reproduire aussi fidèlement qu’il a pu la pensée des fondateurs de 

la Mécanique céleste et, en effet, son Livre nous la rend tout entière 

sous une forme condensée. Je n’avais pas à refaire ce qu’il avait 

fait et bien fait.

J’ai été plus droit au but; le chemin suivi par nos devanciers 

n’a pas toujours été le plus direct: en pareil cas, j ’ai coupé au 

court; je me privais ainsi de tout ce qu’ils avaient vu en route et 

qui souvent était plein d’intérêt; mais je n’avais pas à le regretter, 

puisque Tisserand nous l ’avait montré.

Ce nouveau Livre ne dispensera donc pas de lire les deux Livres 

anciens et dans la suite j ’y ferai de fréquents renvois.
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• LEÇONS

D E

MÉCANIQUE CÉLESTE.

CH APITR E I.
PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE.

Il ne s’agit ici ni des fondements expérimèntaux ni des prin­
cipes philosophiques de la Mécanique, mais uniquement de cer­
taines transformations analytiques dont la connaissance est indis­
pensable à celui qui veut étudier la Dynamique. Ce. sont celles 
qui ont fait l’objet des célèbres Vorlesungen über Dynamik de 
Jacobi.

1. Équations canoniques. — Soient

&U *̂ 2) · * · Î
y  U  > 2 , ■ ··, X n

2  n variables réparties en deux séries, et soit F  une fonction quel­
conque de ces 2 n variables. Envisageons les équations diffé­
rentielles ‘ , .

. . d xi __ d  F  d y i ___ d  F
d t dyi ’ d t dxi

Les équations différentielles de cette forme s’appelleront équa­
tions canoniques.

Si l’on avait intégré complètement ces équations, .on aurait 
'exprimé les inconnues x  et y  en fonction du temps t et de 2\n con- 

P. — I. 1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 CHAPITRE 1.

stantes d’intégrations

Oíj, (X,2, · · · j

Remarquons en passant que le déterminant fonctionnel des X et 
des .y par rapport aux constantes a ne peut être identiquement nul. 
S’il l ’était, en effet, il y aurait entre les x , lesy  et les t une relation 
indépendante des a ; on ne pourrait donc attribuer aux x  et aux y' 
de valeurs initiales quelconques pour t =  t0.

Ilestaiséde voir, enoutre, qu’on aura, en vertu des équations (i),

«?F _  ^  /  «¿F dx¿ d F  d y ¡ \ _  

d t ~  ¿ d  \ d x i dt +  dyt d.t )  ~~ ° ’
d’où

F const.,

ce qui nous donne une intégrale des équations (i).
Cette intégrale peut s’appeler intégrale des forces vives ; car, dans 

le cas des équations de la Dynamique, elle n’est pas autre chose, 
comme nous le verrons, que l’équation de la conservation de 
l ’énergie.

2. Les équations canoniques (i) peuvent se mettre sous une 
forme différente, mais équivalente :

Supposons que tout ait été exprimé en fonction de t et des con­
stantes a; on aura identiquement :

d  ^  d v  d  ^ i  dy _  ^  d x  dy d y  d x
2 d t 2 d X d%k di/c ¿LáX d t ~  2mi d t  da/c ¿ à  d t da

a./t étant l’une quelconque des constantes d’intégration. On aura 
d’ailleurs

. dF  d F  d y  d F  d x

'  '  doLk ¿ d  dy ha-k ¿ d  d x  d%k

En vertu des équations (i) le second membre de ( 2 ) est égal à 
celui de (3) ; on aura donc

d  dv d  d y  _ «ÎF
* d t 2 d X dzk da-k ¿ J ,X d t d%h

On aura 2 n équations de cette forme puisque l’indice k peut 
prendre les valeurs t,· 2 , . . . ,  2 n.

Réciproquement, si l ’équation (4) a lieu, le second membre
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P R IN C I P E S  D E  L A  D Y N A M I Q U E . 3
de (2 ) est égal à celui de (3), ce qui peut s’écrire

Σ / d x  «¿F\ d y  / d y  d ¥ \  d x  _
\ d t dy j  doL/c ¿ d  \ dt d x  )  dz.k °*

Ces 2 n équations sont linéaires par rapport aux m  inconnues
d x  d F /d y  «¿F\ _
dt d y  ’  \ d t d x  )  ’

le déterminant de ces 2 n équations linéaires qui n’est autre chose 
que le déterminant fonctionnel des x et des y  par rapport aux a ne 
peut être identiquement nul. Donc les 2/2 inconnues doivent être 
nulles, ce qui veut dire que les équations (1) sont satisfaites.

Ainsi les équations (1) peuvent se déduire des équations (4), de 
même que les (équations (4 ) des équations (1); les deux systèmes 
d’équations sont donc équivalents.

3. Changements canoniques de variables. —  Soient

x  1 ï ^25  · * · 1 *n 1

y u  ri. ···. y ' n

2 n fonctions des 2 n variables anciennes 2? et y . Nous pourrons faire 
un changement de variables, en prenant pour variables nouvelles 
les x' et les y'.

Je suppose que les relations qui lient les variables nouvelles aux. 
variables anciennes soient telles que l’expression

^ x '  dy' —  ^ x  d y  =  d  S

soit une différentielle exacte; je dis que le changement de 
variables n’altérera pas la formé canonique des équations (1) qui 
deviendront

(1 bis)

En effet on a

dx'i _  d  F _ dy'i _  d ¥
d t dy'i’  . d t dx'i

dÿ_
do-k - 2

- 2

dy __ d  S
detk dzjc

dy d  S
a?-r- = —rrt 

d t dt
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et l’on en déduit l ’identité

C H A P I T R E  i .

d V . T dr d _ d S ' X' dY' d S z ' dy'-
' ' dt Mai dajc doik ^  dt dt ^  dv.k d t Z d  dt

Des équations (i) on peut déduire les équations (4 ) 5 celles-ci à 
cause de l’identité (-5) donneront

(4 bis) £  y  at' È £ _£ . y  ̂  dz l _ d£_
d t ¿¿d do-k d % k d t  do.k

*■

qui ne diffèrent des équations (4 ) que par la substitution des 
variables nouvelles x' et y ' aux variables anciennes x  et y .  Nous 
avons vu que des équations ( 4 ) on peut déduire les équations (i); 
de même des équations ( 4  bis) on pourra déduire les équa­
tions (i bis). Les équations (î bis) sont donc une conséquence 
des équations (i). . c. q. f . d.

4. Exemples. —  Soit, par exemple,

x ' i  =  y  i ,  ÿ i  =  —  x t \

dans ce cas :

^ x 1 d y > -^ x  dy = - ^ y  d x - ^ x  dy =  — d ( 2 ^ )

sera une différentielle exacte, de sorte que les équations (i), par 
suite du changement de variables, se transformeront dans les 
équations (i bis). C’est d’ailleurs ce qui se vérifie immédiatement.

5. Supposons que les x ' soient liés aux x  par des relations 
linéaires, et que les y ' soient liés aux y  par d’autres relations 
linéaires. Supposons de plus que l’on ait identiquement

(6) =

Il est clair que les différentielles dy1 seront liées aux dy  par 
les mêmes relations linéaires que les y 1 aux y . Dans l’identité (6 ), 
nous pouvons donc remplacer les y  et les y ' par les dy  et les dy'. 
11 en résulte que

a?' dy'·— dy =  o
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P R I N C I P E S  D E  R A  D Y N A M I Q U E . 5

est une différentielle exacte et que le changement de variables 
n’altère pas la forme canonique des équations.

6 . Si nous posons

x  — f j .p  cosw, y  =  v/àp siniu,

il viendra
x  d y  =  '¿p cos2 a) dm H- dp cos tu sin iu, *

donc *

x  d y —  pdu) =  p cos 2W dm -+- ^  sin2 0) =  d  £ sin 20) j

est une différentielle exacte.
Si donc nous posons

x x =  i/2 x\  c o s / , y t — f i x \  s i n / , ,

et pour i >  1
< » t =  x ' i ,  . y* =/·;

la différence ^ x 1 dy1 —  dy sera une différentielle exacte et 

la forme canonique des équations ne sera pas altérée.

7. Équations de Hamilton. —  Les équations de la Dynamique 
peuvent se mettre facilement sous la forme canonique.

Nous considérerons un système matériel formé de ~ points

matériels ; ces points seront soumis à des forces ne dépendant 
que de leurs coordonnées, et ces forces devront admettre une 
fonction des forces conformément au principe de la conservation 
de l’énergie.

Je désignerai les coordonnées du premier point matériel par

x , , x 2, x-i ; celles du second par x.u x 5, #0  5 . ·. ; celles du ( -3) “ "
et dernier par #„_2, #«-!> %n-

Je désignerai indifféremment la masse du premier par ni\, m2 
ou m3] celle du second par m.t, in5 ou m6 ; . . . ;  celle du dernier 
par //î„_2, mn_{ ou mn.

Dans ces conditions, la demi-force vive ou étiergie cinétique T 
aura pour expression

T
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6 CHAPITRE I.

Je désignerai par U l’énergie potentielle qui sera une fonction 
des coordonnées, de sorte que l’énergie totale sera

F =  T +  U

et que les équations du mouvement s’écriront

( 7 ) mt
(P-xi
HW dXi

Nous poserons
dxt

^ = n i s r

de sorte que y \ iy îi y  s représenteront les trois composantes de la 
quantité du mouvement du premier point matériel. On aura alors

et

T =  l y z i  
2  m i

dxi _ yt _ dX 
dt ~ mt ~~ dyi

D’autre part, l’équation (7 ) pourra s’écrire

dyi __ dU 
dt dxj

Comme T  ne dépend pas des x , ni U des y , on aura

rfF _  d \3 
dxt dxi ’

d  F _  dT 
dyi ~  dyi

et par conséquent

d x i   dF dyi __ dF
dt d y i ’ dt dxt

ce sont bien nos équations canoniques.

8 . Adoptons maintenant un système de coordonnées curvilignes 
quelconques et, au lieu de définir la position du système par

les n coordonnées rectangulaires x K, a?2, . T., x m de ses  ̂ points 

matériels, définissons-la par n fonctions quelconques

ÿii · · · » Çn-

de ces n coordonnées rectangulaires.
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P R I N C I P E S  D E  L A  D Y N A M I Q U E . 7

Réciproquement, les n coordonnées rectangulaires x  seront 
des fonctions des n coordonnées nouvelles q. Nous représenterons

pour abréger les dérivées ^  et par x\ et q'k. Alors U, qui ne

dépend que des x, ne dépendra que des q.
Soit

= 9i, · · · .  q»)·

En diflerentiant, on trouve

( 8 )

ou bien encore 

f 9 )

d x i = ^ L % d<i k

Nous voyons que les x ' sont des fonctions linéaires des q', dépen- 

dant d’ailleurs des q , puisque les coefficients dépendent des q 

et pas des q '.

l ie n  résulte que T = i^ T / M # ' 2 sera un polynôme homogène

du second degré par rapport aux q', dont les coefficients dépendent 
d’ailleurs des q. Si donc nous posons

dT
dq'i ~ P l '

nous aurons, en vertu du théorème des fonctions homogènes,

Remarquons d’ailleurs que, si l’on exprime T  en fonction des x ', 

sous la forme T  =  i^ / rc # '2, on aura de même

dT
dx\ ~ y r ’

2 T =

Cela posé, donnons aux variables qr des accroissements dq', les 
variables q étant regardées comme constantes ; alors les variables x  
ne subiront aucun accroissement, puisqu’elles ne dépendent que 
des q, mais les x ' subiront des accroissements dùd et la différen-
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8 CHAPITRE I.

tiation de l’équation (9 ) nous donnera

(K»

On aura d’ailleurs

" - 2 £ * ’ - 2 £ * '
ou

CO

dq'

dq' = 2 ^ d0C'’

La comparaison des équations (8 ) et ( 1 0 ) nous montre qu’il y  a 
entre les dx' et les dq'les mêmes relations linéaires qu’entre les dx  
et les dq. Dans l ’identité (1 1 ) nous pouvons donc remplacer les dx' 
et les dq' par les dx  et les dq, ce qui donne

'2àP d1 = '2i ydx.

4insi

2 1 dP ~  2 x dy = d [2 PI ~  2 yx ]
est une différentielle exacte. Si donc nous prenons pour variables 
nouvelles les q et lesp,  la forme canonique des équations ne sera 
pas altérée et nous aurons

. . dqt   d ¥  d p i  d  F
'  1 d l ~  d p i ’ d t ~  d q i

Ce sont les équations de Hamilton pour un système quelconque 
de coordonnées.

9. Systèmes à liaisons. — Il est aisé d’étendre ce résultat à un 

système à liaisons. Supposons que nos  ̂ points matériels soient

soumis à a liaisons, de façon que leurs n coordonnées rectangu­
laires puissent être exprimées en fonction de n —  a =  ¡3 variables 
indépendantes

( l 3 )  q u q2, q$. '

Soient

■ Xi= <72. · · ·. qp)
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P R I N C I P E S  D E  L A  D Y N A M IQ U E . 9
les expressions des n coordonnées rectangulaires en fonction de 
ces P variables.

Introduisons a variables auxiliaires 

(14 ) <73+1, <73+2, · · · , <7»

et posons
Xit yt iqu q-u ■ ■ ■ , g,3, <73+1, · · ·,  <7«), 

les <!>,· étant des fonctions choisies de façon à se réduire à cp¡ pour 

(•5) <73+1 = #3+2 = .. · = <7« = 0, !

mais d’ailleurs cjuelconques.
Si nous adoptons comme variables indépendantes

qu 7 2 » · · m q>iy

alors les équations (i5) représenteront précisément nos équations 
de liaison.

On voit qu’un système à liaisons se comporte comme un système 
libre à la condition qu’on lui applique certaines forces supplémen­
taires, dites forces de liaison, et dont il est aisé de comprendre 
la signification. Supposons, par exemple, que deux points du 
système soient assujettis à rester à une distance constante a; tout 
se passera comme si ces deux points s’attiraient quand leur distance 
est supérieure à a et se repoussaient quand elle est inférieure ; 
cette attraction (ou cette répulsion) étant extrêmement grande 
pour une distance égale à a -+- s (ou & a — s) à moins que s ne 
soit extrêmement petit. Toutes les forces de liaison sont suscep­
tibles d’une interprétation analogue.

Soit alors W  l ’énergie potentielle due à ces forces de liaison, 
de telle façon que le travail de ces forces soit représenté par — d W . 
Nous pourrons alors traiter notre système comme s’il était libre, 
mais à la condition d’ajouter cette énergie potentielle W  à celle 
des forces ordinaires que nous avons appelée U; c’est-à-dire de 
changer F  en F +  W . Les équations (1 2 ) s’écriront alors ·

dqt _  d(F -t- W) dpi _ î7(F-i-W )
dt ~~ dpt ’  dt ~ dqt

Mais le travail des forces de liaison est nul pour tout déplace­
ment compatible avec les liaisons; la fonction W  ne varie donc
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10 CHAPITRE I.

pas quand les variables (i3) varient, les variables ( i 4 ) restant con­
stamment nulles. On a donc

d W
dqi (¿ = 1, 1, P).

D ’autre part, W  dépend seulement des q et pas des p , de sorte
d W

tIue 1 f t = 0 '
Nous pouvons donc écrire, en donnant seulement à l’indice i 

les valeurs i , 2 , . . . ,  p,

dqi _ ¿¿F dpi _ d F
dt dpi dt ~dqi’

de sorte que nous retrouvons les équations de Hamilton.

10. Méthode de Jacobi. —  Reprenons les équations cano­
niques (1). A  ces équations se rattache intimement une équation 
aux dérivées partielles, imaginée par Jacobi, et que nous allons 
construire.

Soit S la fonction inconnue; dans la fonction F (x¿,y i)  rempla-

et égalons cette fonction à une 

constante. Nous obtiendrons ainsi l’équation

(.8 ) F ( a ï , g . )  = const.

C ’est l’équation de Jacobi, et nous allons voir que l’intégration 
des équations (1) se ramène à celle de l’équation de Jacobi.

Supposons, en effet, qu’on ait trouvé une solution particulière 
de l ’équation ( 1 6 ) dépendant de n constantes arbitraires

Pu ···> P«·
La constante du second membre de (1 6 ) sera une fonction de ces 
n constantes, de sorte qu’on aura

(1 7 ) F ( 3?í’ ^ )  =  i*(P‘ ’ P*’ · · · ’ P")·

La fonction S dépend à la fois des variables x  et des constantes 
d’intégration ¡3; si nous faisons varier à la fois ces variables et ces

çons v,· par la dérivée partielle
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PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. II

constantes, nous aurons

Posons

( 1 8 )

— 2 S * ~ 2 § J *

d'S d&_ _
d x ¡ ~ y u  d$i ~  Ti'

Entre les 4n quantités x , y , ¡3, y, nous avons les 2 n relations (1 8 ). 
Donc 2 n de ces quantités peuvent être regardées comme fonc­
tions des 2 n autres; par exemple, les (3 et les y comme fonctions 
des x  et des y . Cela nous permet de faire un changement de va­
riables et de prendre comme variables nouvelles les [3 et les y au 
lieu des x  et des y.

On a

dS =
donc ,

d$ ~  dy =  d ( S “  'jL xy')

est une différentielle exacte.
Le changement de variables est donc canonique, et les équa­

tions (i) deviennent

dqt _ __ dF
dt ~  d(V dt dyi

ou, à cause de l’identité (1 7 ),

( 19)
î%  _ d<.p 
dt ~~ d$t'

dfr
dt o.

Ces équations ( 1 9 ) s’intégrent immédiatement, on trouve d’abord

-  const.

Les p étant des constantes, la fonction »(¡3,, ¡32, . . . ,  P«) sera 

également une constante et il en sera de même de ses dérivées ^  · 

L ’intégration de la première équation (1 9 ) nous donnera donc

d<o
* = d f t i +

les V5( étant n nouvelles constantes d’intégration.
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CHAPITRE I.I i

On a donc ainsi intégré complètement les équations (1 9 ) et par 

conséquent les équations (1).

11. Reprenons les équations

. d x    <̂ F d y    ¿ F  _
1 d t ~  d y ’  ~dt ~  d x ’

avec ces équations nous pouvons former les équations de Jacobi

0 6 ) F  ̂Xi,
dS
dxi =  const.

Faisons un changement canonique de variables; soient q et p  
les variables nouvelles, de telle façon que

dp —  ^ x  d,y =  d V

soit une différentielle exacte et que les équations ( 1) deviennent

. , . dcn dF dpi dF(l  bis) - f i  =  -¡— \ - f i = —  J— .v de dpi dt dqi

Je désignerai par F ( q \ p ) ce que devient F(#,jp) quand on y 
remplace les x  et les y  par leurs valeurs en fonctions des q et 
des p  ; je mets un point-virgule entre q et p  pour éviter toute 
confusion et afin que F {q,p)  ne semble pas être le résultat de la 
substitution de q à x  et de p à y  dans la fonction F.

Nous pouvons appliquer aux équations (1 bis) la méthode de 
Jacobi, en remplaçant dans F la variable pi par la dérivée par-

¿ g
tielle ce qui donne l’équation

(16 bis) =  const.

Les fonctions S' qui satisfont à l’équation ( 1 6  bis) sont-elles les 
mêmes que les fonctions S qui satisfont à l ’équation (1 6 )? JVon, 
en général.

En effet, je puis remplacer l’équation (1 6 ) par 

F(a:,·, y i )  =  const. dS = ^ ^ y  d x
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et l’équation { 1 6  bis) par

F ( ÿ i ' =  const. dS' - - jo dp.

L’équation F (<7 j p )  =  const. est bien une conséquence de 
l’équation F(#, y )  =  const. ; mais on trouve

d’où

d S '— rfS =  ' 2 i p d q  — d x  =  d (jj^pq  —  — V^,

S ' -  S =  ^ p q  — ^ x y  _  v .

Le second membre n’est pas nul en général.
Il y a cependant un cas où les fonctions S'sont les mêmes que 

les fonctions S; c’est celui des équations de Hamilton et du chan­
gement de variables du nu 8 .

Nous avons trouvé en effet au nu 8

d’où l ’on tire

^ y d x ^ ^ p d q ,

dS'=dS, S '= S .

En d’autres termes, dans le cas des équations de Hamilton, si 
dans l’équation ( 1 6 ) on remplace les x  par leurs expressions en

fonctions des q et les dérivées partielles ^  par leurs expressions

en fonction des q et des dérivées 

formée s’écrira

F( ÿi;^ )  = const·'

ce qui n’est pas autre chose que l ’équation ( 1 6  bis) où S' a été 
remplacée par S.

d S
partielles , l ’équation trans-

1 2 . C a s  o ù  le  te m p s  f ig u r e  e x p lic it e m e n t .  —  Supposons que la 
fonction F dépende non seulement des x  et des y  mais du temps t, 
et envisageons encore les équations (i); elles n’ admettront plus 
Vintégrale des forces vives

F ,=  const.
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Il est aisé toutefois de ramener l ’étude des équations (i) dans le 
cas où le temps figure explicitement dans la fonction F à l’étude 
de ces mêmes équations dans le cas où il n’j  figure pas ; cas qui 
est le seul qüe nous avons envisagé jusqu’ici.

Introduisons deux variables auxiliaires u et v et posons

F '=  F u)-+- v,

où F(#,·, u) est la fonction F où t a été remplacé par u. Con­
sidérons les équations

d x  _  dF' 

d l dy ’

v" ” ' 1 d u  _  dF '

\ d t dv ’

Ces équations ont la forme canonique.
La troisième des équations ( 2 0 ) nous donne '

du
~ d t= ï ’

d’où u — t) les deux premières ne sont autre chose que les équa­
tions (0 ; car, quand on fait u =  i, il vient

¿ F  _ ¿F ¿F' qfF
d y  ~  d y ’ d x  ~  d x

Quant à la quatrième, elle définit la variable t>, que l’on pourrait 
également définir à l’aide de l’intégrale des forces vives des équa­
tions (2 0 )

F ( x i, y(\ u) v =  const.

Supposons maintenant que l ’on fasse un changement de va­
riables et que les variables nouvelles x ' et y ' soient des fonctions 
des variables anciennes x  et y  et du temps t.

i û S i la différence

d y _  d F 1 

d t d x

dv _  d F ' 

dt du

d y '— ^ x  d y

est une différentielle exacte.
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L’expression

{^^x' dy' ■+■ u dv̂ j — dy -+- u dv'j

sera une différenlielle exacte : ce qui veut dire que les équations (20) 
conserveront leur forme canonique, quand, conservant les deux 
dernières variables, ' u et v, on prendra pour variables nouvelles^·, 
y'i, u et i>, au lieu de xi, y i, u et i\ Les équations (1) qui ne sont 
autre chose que les deux premières équations (2 0 ) conserveront 
donc aussi leur form e.

2 0 S i  Vexpression

d y ' d y

devient une différentielle exacte quand on y  regarde t comme 
une constante.

Nous aurons, quand t sera regardée comme variable, 

a?' dy'— dy =  dS H- W dt,

dS étant une différentielle exacte et W  une fonction des x, des^ 
et de t, ou, si l’on aime mieux, des x ’, desjy' et de t.

Ou bien, en remplaçant ¿par u,

dy' ■— dy =  c/S -t- W du.

Posons alors 

nous voyons que
f / =  W ;

2 ® ’ dy'-+- u dv'̂ j s= dy - h  u dvj =  d(S  -t- m W )

est une différentielle exacte.
Si donc nous prenons pour variables nouvelles x't, y\, u et v' au 

lieu de X i , yi , u  et v ,  les équations (2 0 ) conserveront la forme 
canonique. '

Mais nous aurons, avec les variables nouvelles,

F '= F  +  c '— W'·
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et
r f F _ r f ( F  — W)  r f F' _  d ( F — W)  
dx dx' ’ d ÿ  ~  ~5p

Les deux premières équations (2 0 ) deviennent donc

dx' _  d( F — W)  d / ____d (F — W)
dt dy' ’ dt ~  dx'

On voit que les équations (1) ont encore la form e canonique, 
mais que la fonction  F est remplacée par  F — W .

3° S i les variables x ' et y 1 sont des fonctions des x  et des y  
seulement et pas du temps t et si

^ x ' d p - ^ x d y

est une différentielle exacte.

Nous retombons sur le premier cas et les équations (1 ) con­
servent la form e canonique avec la même fonction  F.

Quel résultat nous donne maintenant la méthode de Jacobi 
appliquée aux équations (2 0 )? Appliquons la règle. Posons

dS _  dû _
dxt ~ y<’ du ~  v

et égalons F' à une constante, nous trouvons

F dS 
dx, ’

dS =  consl.,

ou, en remplaçant u par t,

„  /  dS \ d S
+  = const·

Telle est la forme de l’équation de Jacobi dans le cas qui nous 
occupe:

13. Crochets de Jacobi. — Revenons au cas où le temps ne 
figure pas explicitement dans la fonction F.

Soient F, et F2 deux fonctions quelconques des x , et des y t.
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Nous désignerons par la notation [F ,, F 2] l ’expression suivante :

dyi dy. dx.)·

C’est le crochet de Jacobi.
Nous trouvons immédiatement, en vertu des équations (i),

dFt _ '^ / d F i dxt dFt dyt\ _ V ' / ^ F l dF «¿F, dF \
dt ~¿d\dxt dt dyi dt )  ~¿d\dxi dyt dyt dxi) ’

c’est-à-dire
¿F,
dt

=  [F „ F ] .

Cela veut dire que la condition nécessaire et suffisante pour 
q u eF ( =  const. soit une intégrale des équations (i), c’est que le 
crochet [F ,, F] soit nul.

Si A, B et C sont trois fonctions quelconques, on vérifie aisé­
ment l’identité

[[A , B], G] +  [[B , C], A ] +  [[G , A], B ] =  o.

Supposons donc que F 4 =  const., F 2 = con st. soient deux inté­
grales des équations (i); je dis que [F t, F 2] =  const. sera une 
troisième intégrale. C ’est le théorème de Poisson.

En effet, nous avons l’identité

[ [F , F ,], F2J h-  [ [F ,, F2], F ]  +  [ [F 2, FJ, F , ]  =  0.

Le premier et le dernier terme s’annulent, parce que F ( et F 2 

étant des intégrales [F, F ,]  =  —  [F ,, F] et [F 2, F] doivent s’an­
nuler. Le second terme sera dojic nul et l’on aura

[ [ F 1, F 2] , F ]  =  o ,

ce qui exprime que [F ,, F 2] est une intégrale.
Pour plus de détails, je renverrai à mon Ouvrage sur les Mé­

thodes nouvelles de la Mécanique céleste. On verra, en particu­
lier, aux nos 56, 69, 70 et 71 (t. I, p. 1 6 6 , et 1 9 2  à 1 9 8 ) quels 
sont les rapports entre les crochets de Jacobi et ceux de Lagrange 
que nous allons bientôt définir, et l ’on trouvera à la page 1 6 9  

(t. I) une nouvelle démonstration du théorème de Poisson.

P. — I. 2
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Dans le Tome III on verra les rapports des crochets de Jacobi 
avec les invariants intégraux et, en particulier, au n° 2o5, page 43, 
on trouvera une généralisation du théorème de Poisson.

Je n’insisterai pas ici sur toutes ces considérations.

14. Crochets de Lagrange. —  Supposons que les équations (i) 
ayant été intégrées, les x i et les se trouvent exprimés en 
fonction du temps t et des 2 n constantes d’intégration a*.

Je désignerai par la notation [a¿, a*] l’expression suivante:

-y  / dxL dy¿_ dxi dy¡\
L«A> a*J ¿^iX drXh dok dok doh) ‘

Ce sont les crochets de Lagrange qu’il faut se garder de con­
fondre avec ceux de Jacobi.

Nous avons vu au n° 2 que les équations (i) entraînent les 
suivantes :

d  y  dy d  ■'ri dy _  d F  
^  d t dok dok ¿Là00 d t ~  dok ’

ce que je puis écrire

“ ■» * 2 « £ - à ( ' - 2 * Î ) ·
J’aurai de même

Je différentie ( 2 1 ) par rapport à aA et ( 2 2 ) par rapport à aA et je 
retranche. Les seconds membres se détruisent et il reste

dt do.fr ÆmÀ dO.fr dO.fr MmÀ do.fr J 

ou

rf Y /  ¿a7 d y  d x  d y  \ _  d | o k . a i , ]  _
d t  ¿ à  \ d o .fi do/c d o k  d o h  / d t  ’

ce qui signifie que (a^, a*) est une constante indépendante du 
temps et pouvant dépendre seulement des constantes d’intégra­

tion a.
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15. Remarquons, de plus, que nous aurons les identités

„  [«*,*;] , ¿ K · ,“* ] __
1  d a . j  d ' j . h  d a k  ’

t*A. « i l  =  o, [a * ,« * ]  = — [«A. “ a],

qui sont des conséquences immédiates de la définition des crochets 
de Lagrange.

Pour démontrer la première de ces identités, nous n’avons qu’à 
écrire

h . * ] - ¿ 2 . $

r . c? dv
ta"  aA] = ^ 2 * ^

dct/c ¿ d  d a .h

d ^  dy 
docj 2d X dik ’

y r  d.r t
d u . h  d d  d'X  j

Si nous différentions la première de ces relations par rapport 
à ay, la deuxième par rapport à a la troisième par rapport à ctk et 
que nous ajoutions, nous constaterons immédiatement que les dif­
férents termes du second membre se détruisent deux à deux. Le 
premier membre doit être égal à zéro, ce qui démontre la première 
identité (23).

16. Reprenons l’équation (2 1 ) et écrivons-la

d dy _  dí íi 
dt Àd da/c dt dak‘

en introduisant une fonction £1 définie par l ’équation

dû
dt =  f - 2 >

dF
dx

Cette-fonction Q étant définie par sa dérivée partielle par rap­
port à t n’est définie qu’à une fonction arbitraire près des con­
stantes a. ,

Notre équation nous donne, par intégration,

dy
dtJ-k

dü
~dâTk A.*,

A* étant une fonction des constantes a indépendante du temps.
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D’autre part, nous avons

S  dy _ d Ü _ F 
dt dt

et comme

il viendra

(24) 2 x dy =  <fü -+-^ A* d&k — F dt,

les A* étant indépendants du temps. 
De là nous déduisons immédiatement

Comme A* et A¿ sont des fonctions des a seulement ne dépen­
dant pas de t, il en sera de même de leurs dérivées partielles, et, 
par conséquent, du crochet [a^, a*]. Nous retrouvons donc le 

théorème du n° 14.

17. Nous pouvons choisir comme constantes d’intégration les 
valeurs initiales x¿, y ¡  de x¿ et y ¡  pour t =  o. Dans ce cas, 
l’équation (2 4 ) prend une forme remarquablement simple.

Faisons t =  o dans cette équation (2 4 )· Nous voyons que dt 
sera nul, que x i et y ¡  se réduisent à x\ et y¡ ; d’autre part, Q se 
réduira à Q0 ; les A*, qui sont des constantes indépendantes du 
temps, ne changeront pas. Il viendra donc

18. Dans le cas particulier des équations de Hamilton, on a 

(avec les notations du n° 7)

ou, en retranchant de ( 2 4 )

F = T +  U,
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CJ est indépendant des^ et T  est homogène du second degré par 
rapport aux y ,  on a donc

T = I  Y
■xZày dy î Z i7  dy

D ’autre part, on a

d x i  V'' dv v i  dx VI dF v  dF
d t Z * y = Z * 7 i ï + Z y d ï = Z y d ï - Z x dï'

et, par conséquent,

et, enfin, 

(26)

d il _  d Z x y  

d t d t

dF
dy'

dil _  d Z x y  

d t d t

19. Dans le cas particulier du problème des trois corps, l ’énergie 
potentielle U est homogène de degré —  i par rapport aux x , et T, 
qui reste homogène de degré 2  par rapport aux y ,  ne dépend pas 
des x .

Le théorème des fonctions homogènes donne alors

d'où

( 2 6 )

- » = 2 - S  = 2 »

a F “ 2 ' ,' 5 7 - 2 2 ;'

d F

d x '

d F  

d y ’

d F

d x

Dans ce cas, il est aisé de former la fonction £2; on trouve, en 
eifet,

^  — p _ V  T- dP
d t Z  d x  ’

d’où

d ü x y  d F  ■'çi d F
d t ~ Z y d Ç  ~ Z X d x

s s î ? a ü - ' * 2 ' f - 2 « » - ’ '·

Comme F est une constante en vertu de l’équation des forces
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vives, cette équation s’intégre immédiatement et l ’on trouve ·

ü =  3 F t -+- CODSt.
I

On peut d’ailleurs remplacer la constante par une fonction arbi- 
raire des constantes d’intégration.

Soit, maintenant, _

2
d r  x i  d xd x

on trouve

' - 2 t £ - £ ( 2 t )'.
d’où

dJ _  y ¡ T / d y \  d l t x y  
d t  d t \ ¿ á X da / ~*~ d z d t  

OU

‘ dJ _  d 1 ( Q h-  2 x y )  
dt. do. d t ’

on, enfin,
dJ _  d F  
d t ~  6 d x ’  .

En vertu de l ’équation des forces vives, F  est une constante; 
c’est donc une fonction des i n  constantes d’intégration a; et il en

est de même de sa dérivée partielle par rapport à une de ces 

constantes.
t , dF
Donc -y- est une constante, da

' L ’équation précédente nous apprend donc que J est une 
fonction linéaire du temps.

Ce résultat se rattache intimement à la théorie des invariants 
et, en particulier, de l ’invariant relatif que j ’ai étudié au n°2S6 du 
Tome III de mon Ouvrage sur les Méthodes nouvelles de la Mé­
canique céleste.

Je me bornerai à renvoyer le lecteur aux Chapitres XXII, XXIII 
et X X IV  de cet Ouvrage et aussi aux pages 1 6 9  et suivantes du 
Tome Ier.

On verra également, dans ces Chapitres, comment la théorie 
des crochets de Lagrange se rattache à celle des invariants inté­
graux.
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LE PROBLÈME DES TROIS CORPS.

20. Notations. — Considérons trois corps A, B, C qui s’attirent 
conformément à la loi de Newton. J’adopterai les notations du n° 7, 
c’est-à-dire que je désignerai par

a?i, xt, x3

les trois coordonnées du corps A, par

Xtn aîg, *2?6

celles du corps B, par 

celles du corps C.
Quant aux masses, je désignerai celle du corps A  indifférem­

ment par
n\\i ou /Tij,

celle du corps B, par

/?i4, m6 ou /n6,

celle du corps C, par

m 7, /?i8 ou m$y

de sorte qu’on aura
m\ = mz =  m3,

= nig = m6>

Ttl’j =: fïl% —
Je poserai

dxi
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de sorte que les trois composantes de la quantité de mouvement 
seront, pour le corps A. : y ,,  y 2 et y 3‘, pour le corps B : y 3, y s 
e t jo  ; pour le corps C : y u y 3 et y 9.

L ’énergie cinétique totale sera alors

2 ¿d  \ dt / 2 ^  m

L’énergie potentielle sera

.. m\mk m¡m3 m̂ m-,
( , )  U =  - “ ÂB-----------ÂG---------- B C - ’

à la condition que l’on ait choisi les unités de telle sorte que la 
« constante de Gauss » soit égale à i ; nous pouvons le faire sans 
inconvénient, car il sera toujours aisé de rétablir l’homogénéité à 
la lin du calcul.

Dans l ’expression de U, les dénominateurs AB, AC, BC repré­
sentent les distances AB, AC, BC.

L’énergie totale sera

F =  T +  U,

et nos équations canoniques s’écriront (d’après le n° 7)

, dxi _  d?_ dyi __ d¥
dt ~ dyt ’ dt dxi

Nous désignerons d’ordinaire les trois axes de coordonnées sous 
les noms de axe des x ,,  axe des x 2, axe des x 9.

21. Intégrales diverses. —  Le problème des trois corps, dont 
les équations sont les équations canoniques (2 ) du numéro précé­
dent, admettent un certain nombre d’intégrales simples.

Nous avons d’abord Vintégrale des forces vives

F =  con st.

Observons ensuite que notre fonction U ne dépend que des dis­
tances mutuelles des trois corps A, B, C; elle est donc indépen­
dante du choix des axes ; elle ne change pas quand on imprime au 
système des trois corps un mouvement commun de translation ou 
de rotation.

Imprimons donc à ce système une translation infiniment petite e
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dans le sens de l ’axe des ¿r,. Alors

se changeront en
X U  X i t  X · ,

X i - i - z ,  X i , - \ - t ,  #7-+-Ê,

et les autres a; ne changeront pas.
L ’accroissement de U devant être nul, on aura

' dû d\i dU
d x i dx4 '"t* dx7 ~ °‘

Mais il convient ici d’introduire une notation qui nous sera très 
utile dans la suite.

Nous écrirons par exemple —

2 <p(afj)  =  y (2 7 2 ) - f - t f ( a 7 5 ) - + - ç ( a 7 8),
3

2  y (^7, y»),

c’est-à-dire que le signe ^  > qui Peut se prononcer, somme de

trois en trois, a la signification suivante; il représente une somme 
de trois termes; le premier est celui qui est explicitement formulé, 
le second se déduit du premier en augmentant tous les indices de 
trois unités et le troisième en les augmentant de six unités.

Ou, si l ’on aime mieux, le second terme sera formé avec les 
coordonnées du point B, et le troisième avec les coordonnées du 
point C, comme le premier avec les coordonnées correspondantes 
du point A.

Dans le cas où l ’on envisagerait non plus trois corps, mais n 
corps, on pourrait évidemment employer la même notation, mais le

signe représentera non plus une somme de trois termes, mais
■̂ 3

une somme de n termes.

Quand, au contraire, nous emploierons le signe ^  sans l ’in­

dice 3, la sommation devra être étendue à toutes les valeurs possibles 
des indices.
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Avec cette notation, l’équation (3) s’écrit

^  d\J
¿ ¿ i dxi ° ’

ou comme T ne dépend pas des x

2^i dxi ~  °’
d’où

. 2 . Ï -
d’où enfin

(4) consl·

Le premier membre de l ’équation (4) peut s’écrire

do7 j doc l doc 7
yx +/<,+ 7: = « i ·+■  m* -+- « r-g j-,

c’est donc la projection sur l’axe des x t de la quantité de mouve­
ment du centre de gravité du système où la masse totale

ïïï\ -+- m4-1- m-

serait supposée concentrée.
On trouverait de même

(4 bis) ^  y«= const.; ^ 7 3  = const.,

ce qui montre que les projections sur les trois axes de la quantité 
de mouvement du centre de gravité sont constantes. Le premier

membre de (4 ) est la dérivée de ^  m ,# ,; en intégrant (4 ) et 

( 4  bis) on verra donc que

mi xi, m% a?î, /«3 Xi

sont des fonctions linéaires du temps ; c’est-à-dire que le mouve­
ment du centre de gravité du système est rectiligne et uniforme.

Nous ne restreindrons pas la généralité en supposant que le 
centre de gravité est fixe. Nous savons en effet que les lois du 
mouvement restent les mêmes, que le système mobile soit rap-
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porté à des axes fixes, ou qu’il soit rapporté à des axes animés 
d’une translation rectiligne et uniforme.

Si nous choisissons alors des axes mobiles, parallèles aux axes 
fixes, et ayant leur origine au centre de gravité; la translation de 
ces axes sera rectiligne et uniforme de sorte que la loi du mou­
vement ne sera pas altérée ; pour un observateur lié à ces axes 
mobiles, le centre de gravité paraîtra d’ailleurs fixe.

22. Intégrales des aires. —  Imprimons maintenant au système 
des trois corps une rotation infiniment petite s autour de l ’axe 
des x t.

Les coordonnées x ,,  x k, x·, ne changeront pas; tandis que 
x 2, x 3, x» deviendront

CO% #3 £ ) # 5 Æ? g 6 j

et que x 3, x e, x 9 deviendront

et comme U ne doit pas changer, nous aurons

ou, puisque T  ne dépend pas des x,

ou, à cause des équations ( 2 ),

ou

ai ¿ ¿ w - *·?*) = <>>
d

puisque l ’on a identiquement

On trouve donc en intégrant

(5) const.
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et l ’on trouverait de même

(ibis) ^  — xi?* ) = const. ^ a(æi7 3  — d?3 7 i) =  const.

Les équations (5) et (5 bis) sont connues sous le nom d'inté­
grales des aires.

Il est évident que ce que nous venons de dire du mouvement 
du centre de gravité, ou des intégrales des aires s’appliquerait sans 
aucun changement au cas où il y  aurait plus de trois corps. 

Considérons le vecteur dont les trois composantes sont

—  — ' 2 i 3 ( - V t y 3  —  X 3 y i ) ,  — ' ^ i ( ¡ r i y i — x i y i ) \

d’après les équations (5) et (5 bis) ce vecteur est constant en gran­
deur et direction. Il a reçu le nom de vecteur des aires; et le 
plan qui lui est perpendiculaire s’appelle ordinairement p la n  
invariable.

Si l’on prend le plan invariable pour plan des x, x 2, le vecteur 
des aires a pour composantes

°> °) z l  (*17* — *27·)·

23. Changement de variables. —  Le problème des trois corps 
comporte neuf degrés de liberté, c’est-à-dire que nous avons 
dix-huit variables x  et y.  On peut profiter de la propriété du 
centre de gravité pour réduire le nombre des degrés de liberté et 
par conséquent celui des variables indépendantes tout en conser­
vant la forme canonique des équations. C’est là l’objet des chan­
gements de variables que nous allons étudier.

Je désignerai nos nouvelles variables par

¿ i ·  y ' i ,

i =  I. 2, · · · .  9·

Je supposerai d’abord que

afi, a?7

sont des fonctions linéaires de

& 1f 4̂» >
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et de même que x'2, x's, x 'g sont des fonctions linéaires de x 2, #5,

Je supposerai de plus que les relations linéaires qui lient x\, 
x'v  x\ k x t, x A, x·; sont les mêmes que celles qui lient a/2, a/5, 
x'a à x 2, x s, x a et les mêmes encore que celles qui lient x'3, x'e,

& ^3) &9·
En d’autres termes, si l ’on regarde les x ’ comme les coor­

données de trois corps fictifs, il y  aura entre les coordonnées de 
ces corps fictifs et celles des trois corps réels des relations 
linéaires indépendantes du choix des axes.

De même pour les y .  Je supposerai que y\, y\, y\ sont des 
fonctions linéaires dey',, y  4, y , ,  que y , ,  y . ,  y'% sont des fonctions 
linéaires de y 2, y 5, y a e t d e y „ y „ y , .

Je supposerai que les relations linéaires qui lient y \, y \, y\ à 
sont les mêmes que celles qui lient y 2,y '3,y 's à j 2, y s, 

y 8> ou bien encorey 3, / #, y\  à y 3, y e, y 9.
Je supposerai enfin que ces relations linéaires sont telles que 

l’on ait identiquement

Com m ey2, y's, y 3 sont liés k y 2, y 5, y a par les mêmes relations 
qu ey 't, y'tt y ,  à y , ,  y () y , ,  on peut, dans l ’identité (6 ), remplacer

y<, y*, y  s, y\,y\, y, par y», ys, y»,y'a, y's, y'*,ce qui donne

De même, comme x '2, x'3, x'a sont liés à x 2, x 3, x a par les mêmes 
relations que x',, x\, x\ à ¡r„ on aura

x a, et y ,  x 'a, x'9 de x 0, x B.

( 6 )

2  y / , = 2 ^ ,

et de même :

et plus généralement
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où l’indice i  peut prendre une quelconque des trois, valeurs i , 2 , 3 , 
et où il en est de même de l ’indice k.

On aura donc en particulier

2  /  / * =  ^ /  y * = 2 ¡ ;

d’où

2 , y * — ^  /» ) = 2 3 ( — v1? 3')’

et de même

2 3 O l  / »  —  ^ 3  7 l  )  =  2 3 (a?1 JK3 —  ^ 3  7 l  )

2 3 ( 'æ ‘2 / l  —  ^ 'l  7  2 > =  2 3 (a72 7 1  _  a ; '  ’

Noire changement de variables N altère donc pas la forme 
des intégrales des aires.

D’autre part, on a :

2 , a7‘ /» = 2 337,'Xl’ 2 3372/ 2 = 2 3 372“K2’ 2 3a7,3/ 3 = 2 3373rs;

ou en ajoutant

(7 ) 2 ^ / ' =  S 37'71'’

le signe ^  sans indice 3 indiquant, comme nous l’avons dit, une

sommation étendue à toutes les valeurs de l’indice i.
Mais si l ’on se reporte au nu o, on voit que l ’équation (7 ) · 

signifie que le changement de variables est un changement cano­
nique. Il n’altère donc pas la forme canonique des équations ( 2 ) 
qui deviennent :

dxj _ <fF dy't d?
' ' dt dy'i ’ dt dx'{

24. Élimination du centre de gravité. —  Voici maintenant 
l’usage que l ’on peut faire de ce changement de variables. Je sup­
pose que l’on ait choisi les relations linéaires qui lient les variables 
nouvelles aux anciennes de telle façon que l ’on ait

h ,y JT = y i  -+-7V-+-77»
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et, d’autre part, que x\ et x'k ne dépendent que des différences 
x K — x -, et x t — x·,.

Alorsy\ esta un facteur constant près la quantité de mouve­
ment du centre de gravité; et, comme nous avons vu qu’on peut 
toujours supposer ce centre de gravité fixe, on aura

/ l =  O)
et de même

y»=J'i = o·

On devra donc avoir, par conséquent, 

dy'i _ dF _
dt d x\ ° ’

ce qui montre que F  ne dépend pas de x \. C ’est, en effet, ce qui 
doit arriver si les relations linéaires entre les nouvelles et anciennes 
variables sont telles que x\ et x\ dépendent seulement des diffé­
rences xt —  Xj et x t —  x ·,.

Dans ce cas, en effet, T, qui ne dépend que des y  et pas des x , 
ne peut dépendre que des y  et pas des x' ; U, qui dépend seule­
ment des différencesx K —  x·,·, x t —  x 7, x 2 —  x s, x s — Xg, Xa—
Xa—  Xai dépendra seulement des variables x\, x '2, ¿r'3, x\, a?'8, x'e, 
qui sont liées à ces différences par des relations linéaires, mais ne 
dépendra pas de x',, x '8, x'g. Donc F =  T  -t- U ne dépendra pas de 

x d  x g )  x a ·
D ’ailleurs, il est aisé de voir que nos deux hypothèses ne sont 

pas indépendantes l ’une de l ’autre et que, si y ,  est proportionnel à 
Y\ + y *  + y t)  les variables x\ et x\ ne dépendent que des diffé­
rences x ,  —  x ,  e t x t —  x 7. En effet, reprenons l’égalité (6 ) que 
j ’écris, en la développant :

& iy i -t- -t- ¡»7iy7 = x[ y, +  x \ +  <r'7y .,

Donnant à x ^  x M, x 7 des valeùrs {égales ; le premier membre 
devient proportionnel à y + j j + y , ,  c’est-à-dire à y\ ; dans le 
second membre de notre identité, les coefficients de y\ et de y\ 
doivent donc s’annuler; donc x\ et x\ s’annulent en même 
temps que les différences x t —  Xj et x t —  #7, ce qui démontre que 
x\ et x\ sont liés à ces différences par des relations linéaires.

Nous supposerons donc que y ,  soit proportionnel k y { 4 + y 7
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et que x\ et x\ ne dépendent que des différences x , —  x n et 

X i  —  X , .

Alors F ne dépend pas de x %, et l’on a 

^ 7  =/» = /» = °-

On n’aura donc à s’inquiéter que des douze variables x \, x '2, .. 
x't ; y',, y 2, . . . ,  y\ ; et le nombre des degrés de liberté sera ré­
duit à six.

25. Élimination des noeuds. Envisageons une première pla­
nète fictive dont les coordonnées soient x \, x 2, x'3 et dont la quan­
tité de mouvement ait pour composantesy \, y 2, y 3.

Le plan de l ’orbite instantanée de cette planète fictive, c ’est- 
à-dire le plan qui passe par l’origine, par la planète et par sa 
vitesse sera parallèle aux deux vecteurs qui ont pour composantes 
x\, x 2, & y \, ÿ n  ÿ 3- Usera donc perpendiculaire au vecteur V,
qui a pour composantes

A  /»—A  y ’i . A  y\ -  A  ÿ %. A  y* -  A  ri ·t

Envisageons maintenant une seconde planète fictive, dont les 
coordonnées soient#',, #'5, # '0 et dont la quantité de mouvement ait 
pour composantesy\, y\.

Le plan de l’orbite instantanée de cette planète fictive sera per­
pendiculaire au vecteur V ', qui a pour composantes

A y «  — A y»i Ay'i — Ay'e, A y i  — A/*·

D’autre part, le vecteur des aires qui a pour composantes

(A y 'i -A y 'i ) ,  T  ( A ri — A  r i )- y .  ( A / z - A / t )
3 ‘* ■ 3  ■“ ■■3

est perpendiculaire au plan invariable.
Mais les sommes que nous représentons par S3 n’ont plus que 

deux termes; le troisième terme s’annule de luLmême puisque y ',, 

y's et y'a sont nuis.
Chaque composante du vecteur des aires est donc la somme 

des composantes correspondantes de Y  et V '. Le vecteur des aires 
est donc la somme géométrique des deux vecteurs Y  et V '. Les 
trois vecteurs sont donc dans un même plan.
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Donc, les trois plans, qui sont respectivement perpendiculaires 
à ces trois vecteurs, c’est-à-dire les plans des deux orbites instan­
tanées et le plan invariable, sont parallèles à une même droite.

L'intersection des plans des deux orbites instantanées reste 
donc constamment parallèle au plan invariable.

C’est cette propriété qu’on a appelée assez improprement Y éli­
mination des nœuds; sans doute parce que l’on n’a pas à envi­
sager séparément la longitude du nœud de la première orbite et la 
longitude du nœud de la seconde, si l ’on rapporte les longitudes 
au plan invariable. ,

Cette propriété ne subsisterait plus si l ’on prenait des planètes 
fictives définies autrement que par le changement de variables que 
nous étudions; si, par exemple, on prenait, comme on le fait d’or­
dinaire, des planètes fictives dont les coordonnées et les vitesses 
par rapport à des axes fixes seraient les mêmes que les coordonnées 
et les vitesses des planètes réelles par rapport à des axes invaria­
blement liés au Soleil.

26. Premier exemple. — Nous pouvons prendre, par exemple :

x \ = . % l — af7, x \ — x ·,—  X i ,  x ' 1 = x 1

, ’ / x =  yi, ' y-i=y\+-y\+yi·

On vérifie aisément :

i° Que la relation (6 ) est satisfaite ;
p.° Que/ ,  est égal à y , -h y ,  -V y·, ;
3° Que x\ et a?', ne dépendent que des différences x {— x 7 et

Xi — Xt

Ce changement de variables jouira donc des propriétés énoncées ; 
il n’altérera pas la forme canonique des équations ; il n’altérera 
pas la forme des intégrales des aires; les variables a?',, x's, x\ ne 
figureront pas dans les équations et les variables y , ,  y g, y't seront 
constamment nulles, de sorte que le nombre des degrés de liberté 
sera égal à 6 . '

Quant à nos deux planètes fictives, il est aisé d’en trouver la 
signification. La première aura pour coordonnées celles du point A  
dans son mouvement rela tif par rapport au point C ; mais elle 

P. — I. 3
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aura même quantité de mouvement que le point A dans son mou­
vement absolu. De même pour la seconde planète fictive.

27. Planètes fictives. — L ’inconvénient de la solution précé­
dente est aisé à apercevoir, bien qu’il ne faille pas s’en exagérer 
l ’importance. Les quantités

y\>  y 2. y'i

ne sont pas proportionnelles aux dérivées

dx\
dt

dx\
dt

d£ 3 
dt

Considérons la première planète fictive; à l ’instant t nous lui 
attribuons certaines coordonnées x \, x'2, x .3 et une certaine quan­
tité de mouvement y \, y 3 ; à l’instant t-\- dt nous lui attribuons 
pour coordonnées x\ dx\, x ’2 -+- dx ’2, x 3 -+- d x%. Mais la vitesse 
qu’elle devrait avoir pour passer dans le temps dt de la première 
position à la seconde n’est pas celle qu’on déduirait de la quantité 
de mouvement que nous lui avons attribuée.

On comprendra mieux la portée de cette objection au Cha­
pitre IV quand je parlerai de la définition des orbites osculatrices. 
En tout cas, il est aisé de trouver une autre solution qui soit 
exempte de cet inconvénient.
. Pour cela, il faut que l ’on ait

, , dx't
x ‘ = m ‘ ~ d t ’

les mt étant des coefficients constants tels que

ni. = m„ = m. mL = m.,— mK m1 = m. =  m,,.

Nous conservons, d’ailleurs, toutes nos autres hypothèses.
Alors m'{ =  m'.2 =  m’3 représente la masse de la première planète 

fictive et m'i =  m's =  m0 représente celle de la seconde planète 
fictive; e t / „  par exemple (ou y\, / „  y\), représentent 
bien comme il convient les trois composantes de leur quantité de 

mouvement.
Nous pourrons également regarder

nx\ — m8=  rn,;

i

y'n /*> y.
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comme la masse, les coordonnées et les composantes de la quantité 
de mouvement d’un troisième corps fictif.

Comme nous avons conservé toutes nos autres hypothèses et en 
particulier celle qui est exprimée par l ’identité (6 ), nous aurons

2
, , dx\ d x,

= 2 , ' ” * * * * -

, ,  · dx\ dx'L dx'·, . d x , dx± dx-, ,
Mais n ous avon s entre S t ’ H t ’ ~dt~ e t  l u ·  S t  ’ S t  les memes 

relations linéaires qu’entre x\, x\, x\ et x „  'xk, x n. Je puis donc,

dans l’identité précédente, remplacer les dérivées par les quan­

tités x'i elles-mêmes; j ’obtiens ainsi

( 9 ) 2  (^l),=

D ’autre part, comme par hypothèse j ’ai entre x',2, x's, x's et x 2, 
Xi, x% les mêmes relations linéaires qu’entre x\, x\, x\ et x ,,  Xt, 
x·,, je puis écrire également

(9 bis) 

et de même

2  m\ x\ x 'i -  2 , m , x , x 2

(9  ter)
| ^ ^ / r e ' , ( a / 2 ) 2 = ni, ( x 2 ) 2 ; ^ ^ l O ^ a ) 2 =  ^  m , ( x 3 ) 2 ;

I 'S] m ! , x ' , a m ,  x , x 3 ; m', x\ x '3 =  J y  mxx 2Xi·.
\ ®̂3

D ’autre part, comme nous avons entre x\, x\, et x {, x 4, x x 
les mêmes relations linéaires qu’entre leurs dérivées, nous aurons

(d x  A*

et de même

X”  , (  d x 3 \5 'V ' (  dxs \ 2.
2 , W» ( ' ~ d t)  = 2 am \ - d t )  ’

en ajoutant ces trois égalités on trouve

V  ,/ d x 'iY  v  / dx/\*
Z m i( - d F )  = l m i ( - d f )
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où cette fois il faut donner à l’indice i toutes les valeurs possibles.
Cette équation exprime que la force vive des trois corps fictifs  

est égale à la force vive des trois corps réels. On a dpnc

I l *

Ainsi l’expression de l’énergie cinétique T en fonction des m! et 
des dérivées des x', ou encore en fonction des m! et des y ', est la 
même qu’en fonction des m et des dérivées des x , ou encore qu’en 
fonction des m et des y .

28. Ces relations ( 9 ), (g bis) et (g ter) sont susceptibles d’une 
interprétation géométrique très simple.

Soit Z un axe quelconque passant par l ’origine, P et P' deux 
plans rectangulaires passant par l’axe Z; soient a, ji, y les cosinus 
directeurs du plan P ; soient a!, p', y' ceux du plan P'.

La distance du point A  (premier corps réel) au plan P sera

sa distance au plan P' sera

a 'a ? ,+  P'# 2- h y ' îfs ;

le carré de sa distance à l’axe Z sera

(aariH - ya:3 )s -(- P 'ais-t- f  X s ) - ,

et le moment d’inertie du système des trois corps réels par rapport 
à l ’axe Z sera

J = 2  »M [(“ *»-+- Yürs), -t->( « '® i +  P'a?i-I- f '* » ) ’].

De même le moment d’inertie du système des trois corps fictifs 
par rapport à l’axe Z sera

J '=  Y  m\ [(a.x\ +  ptf'j -+- ï^ s )  +  ( « '* 1  -t- P'a?i +  y V j ) 1].

En développant les carrés entre parenthèses, on verrait que J 
est un polynôme du second degré en a, ¡3, y; ai, ¡3', y'; et qu’il en 
est de même de J'.
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Le coefficient de a2, égal à celui de a'2, est égal à

dans J et à

37

dans J'; le coefficient de 2 ap, égal à celui de sa'ft', est égal à

2 TYb | X  | X  g3 *
dans J et à

2 m\ x\  a/2 3
dans J'.

En résumé, chaque coefficient du polynôme J est égal au second 
membre de l’une des égalités (9 ), (9 bis), (9 ter) et le coefficient 
correspondant du polynôme J' est égal au premier membre de 
cette même égalité. Les deux polynômes J et J' sont donc iden­
tiques.

Donc, le moment d'inertie des trois corps fictifs par rapport 
à un axe quelconque'passant par l ’origine est égal à celui des 
trois corps réels.

29. Il s’agit donc de déterminer les relations linéaires qui lient 
x\, x\, x'7 à x ,,  x A, x 7, de façon à satisfaire à la condition (9 ).
. Le problème comporte évidemment une infinité de solutions ; 

voici celle qui est la plus simple et la plus communément adoptée.
Fis. 1 .

Prenons OA/ égal et parallèle à CA.. Nous avons deux masses m, 
et m7 placées respectivement en A et en C; je représente en D le 
centre de gravité de ces deux masses. Je dis que nous pourrons 
remplacer ces'deux masses par une masse m7=  m, -+- m7 placée
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au point D et par une masse m\ placée au point A! et telle que

i 1 i
m \  n i t  m - t

En effet, si je désigne par x \, x'.lt x '3 les coordonnées du point A', 
par x 't, x 's, x\ celles du point D, il est manifeste que x\, x.v  x t i 
de même que x'7, x ’s, x 9, seront des fonctions linéaires des coor­
données des points A et C; et, d’autre part, que nous aurons entre 
x\, x t et x-, la même relation linéaire qu’entre x'.2, x 2 et x& ou 
qu’entre a/3, x 3 et x ÿ et que nous aurons entre x\, x t et x-t la 
même relation linéaire qu’ entre x'g, x.2 et x 2 ou qu’entre x%

e t x 0·
Nous avons, en effet,

X f — fl?j ~  X i · ,  ^2 ~  X 2 #8j »2/3 — X 3 — X $ )

m ' - j  a?'7 =  m , o c x  ■+■ m · , x · , ,  m ' n  x ' s  =  m \ X % - + -  m 7;r8, /n 7 a;'9 =  m t  a?3-+- /u 7s c % ■

Il reste à montrer que nous avons bien la relation (9 ), ou que

(10) m \ x ' i 1 -+- m'7a;',2 =  n i , x \  +  m - , x î ,

ce qui revient au même, car, comme nous n’avons pas touché au 
corps B, nous avons

m't =  m4, x\  =  a;*, x ’a =  x'6 =  a?«.

Or la relation (1 0 ) peut s’écrire

, , ( n i i X i - h  m 7a?7)2 · ,  ,ml (xt — )2 -h ^ — !— L· — mix\ -+- m-jX

En identifiant les deux membres, je trouve

/ ! 
m \  H------ r  =  m x ; — -t-

m\m-x
m =  0 ; = nit.

Ces trois relations me donnent respectivement

. m \  m , ( ni1, — m , )  m t  m - i
m \  =  m , --------, — -----------— ,----------  =  ----- -,—  >

. mtm-j
m, =  --- — >J »v»'

, ml m-iini'. — w7) W1W7
i. =  m 1 -------- f  = ---------- -i-7---------- - = ------ 7 -  *1 * ru' m
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ElleS'ine conduisent donc à la même valeur de et l ’on a d’ail— 
• leurs

1 _  m 7 m . \  -4- m - ,  _  1 1
m \  ~ ~  n i  1 /il7 m ^ m - i  i r i \  m 7

La relation ( 1 0 ) est donc établie.

30. Nous venons de voir que nous pouvons remplacer deux 
masses m, et m1 situées en A  et en C, par deux masses

v m t  -+- m · , .
ni\ mi 

nii -+· nii

situées en D, centre de gravité de A et de C, et en A'. 
Nous aurons donc remplacé nos trois masses réelles

situées en

par trois masses fictives

situées en

n i i ,  m k ,  n i i  

A, B, C

m \ ,  m t,,  M |  +  m 7

A', B, D.

Appliquons une seconde fois la même transformation et opérons 
sur les deux masses B e tl)  comme nous avions opéré sur les deux 
masses A et G.

Menons donc OB' égal et parallèle à DB et plaçons au point B' 
une masse fictive m\ telle que

i    I ^  I __  ï ï l \  —f -  ÏY l%  H -  Ï Y l i

m \  m t ,  m x - b  m i  ( 7 ^ - t -m 7) *

Considérons, d’autre part, le centre de gravité G des deux 
masses B et D; ce sera également le centre de gravite des trois 
masses réelles A, B, C, et plaçons en G une masse fictive

m ' i  =  m t , - b  ( m t  - b  m 7 )  =  m x - b  m t , - 1- m x .

Nous aurons ainsi remplacé les deux masses B et D par deux masses 
nouvelles B' et G.

En résumé, nous avons successivement remplacé les trois masses 
réelles

m x, mt,, mi en A, B, C,
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par les trois masses fictives

mi, mt, m(+  m̂  en A', B, D, 

puis par les trois masses fictives

m\, m\, ni'-j en  ̂ A', B', G.

Nous avons ainsi défini un changement de variables qui jouit 
de toutes les propriétés énoncées dans les numéros précédents.

Comme le centre de gravité est supposé fixe, le troisième corps 
fictif qui est en G doit être regardé comme fixe.

On n’a donc à s’inquiéter que du mouvement des deux planètes 
fictives A! et B', de sorte que le nombre des degrés de liberté est 
réduit à 6 .

Les équations du mouvement conservent la forme canonique ; 
les intégrales des aires conservent également leur forme.

L ’expression de l’énergie cinétique T  en fonction des masses et 
des vitesses fictives est la même qu’en fonction des masses et des 
vitesses réelles.

Au contraire, dans l ’expression de l’énergie' potentielle U, il 
faut conserver les masses réelles et leurs distances réelles. Mais 
nous devons observer que U ne dépend que des différences x K —  a?7, 
x t —  Xt, etc.; donc U ne dépend que des coordonnées x\, . . . ,  
des deux premiers corps, fictifs A ' et B', et ne dépend pas des 
coordonnées du troisième corps fictif G (que nous supposerons 
d’ailleurs nulles).

31. On peut exprimer le résultat auquel nous venons de parvenir 
en disant que la première planète A  est rapportée à des axes 
mobiles passant par le corps central C, ou plus simplement au 
corps C, et que la seconde planète B est rapportée au point D, 
centre de gravité de A et de C.

Ce résultat peut évidemment se généraliser; soit un corps cen­
tral C et n planètes P,, P i; . . . ,  P«; on rapportera P, à C; P 2 au 
centre de gravité de P ( et de C; P 3 au centre de gravité de P,, 
de P2 et de C; et ainsi de suite. Le procédé s’applique donc à un 
nombre quelconque de corps.

Il est clair qu’au lieu de rapporter A  à C et B au centre de gra­
vité de A et de C, nous aurions pu au contraire rapporter B à C 
et A au centre de gravité de B et de C.
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Dans ce qui va suivre, sauf avis contraire, nous supposerons 
toujours qu’on a adopté te changement de variables du n° 30 et 
non celui du n° 26. Nous poserons souvent

d’où

U, =  -
z?ii r>ii
~m T ’

U, = -
nii)

BD ’

• m-j ( b d  b g ) ’

U = U,-t-U2+ U 3.

32. C as o ù  l ’u n e  d e s  m a s s e s  e s t  n u lle . —  Il y a des cas où l’une 
des masses est assez petite pour que les effets en puissent être 
entièrement négligés. C ’est ce qui arrive, par exemple, quand on 
étudie les perturbations d’une petite planète par Jupiter. Le mou­
vement de la petite planète est troublé par Jupiter, mais celui de 
Jupiter n’est pas troublé par la petite planète.

C’est ce qui arrive encore dans la théorie de la Lune. La masse 
de la Lune est assez petite pour qu’on puisse admettre que le 
mouvement relatif du Soleil par rapport au centre de gravité 
Terre-Lune n’est pas altéré par l’attraction de la Lune.

Supposons donc que la masse ;n3, par exemple, puisse être 
regardée comme un infiniment petit du premier ordre. Nous aurons 
alors, à des infiniment petits près du deuxième ordre,

m l =  --------------------- -  =  m ( .
m1-t-/w3-(- m.1

Donc m\ sera un infiniment petit du premier ordre et il en sera 

de même de y\, y\s et par conséquent de 4 >  Z-L-, . Nous

pourrons poser
T =  T , +  T 2)

t 2 = i ( 4 + 4m\ m\ n i%f  . 2 \ m\

de sorte que T ( et T 2 représentent respectivement l’énergie ciné­
tique de la première et de la seconde planète fictive et de même

U = Ui +  Us-t- u3,

U, =  - m t m7
~KC~’

m, mt, mi m4
BG~ *U2 -t-U3 = AB
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Nous voyons que T ( et T 2 sont finis, tandis que U ( et U2 +  U 3 

sont du premier ordre; nous serons donc amenés à poser

F : $0-j- tyi±<î>j *, <t>o — T , U , ;  =  T2 U2 -)- U3.

Nos équations canoniques peuvent s’écrire

. dx'i c?4>0 d<Pt dÿ , d<P0 d'P,

K '  dt d ÿ i dy\ d t d x t d x t

Pour la première planète fictive, c’est-à-dire pour i =  1 , 2 , ou 3,

nous voyons que ^L1 est nul, puisque T 2 ne dépend que de _y',, '

/ . . <¿4*1 . . .  · 1· ¿4> 0 dy'iy 3, y e; et que mH g g  est très petit, tandis que g g  et g g  sont

finis ; nous pouvons donc négliger les termes en $ 1  et nos équations 
s’écrivent

docj_ _  ¿$0 d ÿ i ___ d<P0
12 d t d y ’i ’ d t dx'i

Comme <ï>0 ne dépend que de#',, x'.,, y K̂ ÿ 2, y 3, nous avons
un système complet d’équations canoniques (1 2 ) à trois degrés de 
liberté; ce système définit le mouvement de la première planète 
fictive ou, ce qui revient au même, le mouvement relatif de la pla­
nète A  par rapport au Soleil C. Ce mouvement est donc le même 
que si la masse mt n’existait pas ; c’est donc un mouvement ellip­
tique képlérien.

Etudions maintenant le mouvement de la seconde planète fictive, 
c’est-à-dire le mouvement relatif de la planète B par rapport au 
eentre de gravité du système des deux corps A et C. Pour cela, 
reprenons les équations (1 1 ) et donnons à l’indice i  les valeurs 4 ) 
5, 6 . Comme $ 0  ne dépend pas de x\, x'3, x',., y\, y'3, _y'6, ces 
équations se réduiront à ;

( i3 )
dx'i _  d& t d y ’i _  rf4>,
d t 4 dy'i ’ d t- 4 dx'i

Comme le mouvement de la première planète fictive peut être 
regardé comme connu, les quantités x K) x 2, x'3i y\, y 2, ÿ 3 seront 
des fonctions connues du temps. Nous pourrons donc les remplacer 
dans i>, et dans ses dérivées par leurs valeurs en fonction du 
temps.
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Nous aurons donc, pour définir le mouvement de la seconde 
planète fictive, un système (i3) d’équations canoniques à trois 
degrés de liberté. Mais la fonction caractéristique <t>( dépendra 
non seulement des inconnues x's, x'B ; y\, y'S) y'g, mais encore 
du temps. Nous serons donc dans le cas du n" 12.

Nous pouvons écrire les équations (i3) de manière à mieux 
mettre en évidence l ’ordre de grandeur des différents termes. 
Posons, en effet,

y i  = m 'i y \. y ' i  = y \» y \  -  K  /é,

ou, ce qui revient au même, puisque m\ =  m's =  m'B et que l’on 
peut supposer m\ =  m,, à des infiniment petits près du deuxième 
ordre ainsi que nous l ’avons montré plus haut,

JY t = f n i y i ( i  =  4 ,5 ,6 ) .

Les y '  seront finis, puisque les y'sont du premier ordre; et il 
viendra

* ·=  -{ ÿ '? + y 'i+ y \ .T_
> AB

m-j
CB’

et nos équations (i3) s’écriront

dæj_ _  dÿj
dl ~  d y î’ dt ~  dx'i

Ici les inconnues x' et y" sont finies et tous les termes de se 
présentent sous forme finie ; la massé mk ne figure plus nulle part 
dans les équations.

33. Dans ce qui précède, nous avons rapporté la petite planète B 
au centre de gravité de A et de G, et la grosse planète A  au 
soleil C. Nous aurions tout aussi bien pu faire le contraire et rap­
porter la petite planète au Soleil, et la grosse planète au centre de 
gravité du Soleil et de la petite planète. Nous n’avons pour cela, 
tout en conservant nos relations, qu’à supposer que c’est la 
masse m{ du corps A qui est infiniment petite.

La petite planète A  est alors rapportée au Soleil C et la grosse 
planète B au Centre de gravité D de A et de C; mais, comme la 
masse de A  est nulle, ce centre de gravité D coïncide avec G, de 
sorte que la grosse planète est également rapportée au Soleil.
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On aura alors, aux infiniment petits près du premier ordre, 

, m,-,) mi m-1
T ilt  —  =  f+  m -̂h m-t

et aux infiniment petits près du second ordre, ·

m\ m-\ 
m ,+ m-t

—  fflj.

Nous conserverons à T, et à T 2, à U,, U 2 et U3 la même signi­
fication que dans le numéro précédent.

Ici, T 2 et U 2 sont finis, T ( et U, +  U3 sont du premier ordre; 
nous poserons donc

F = $0-1- * 0=T*-t-U„ mi4>] = Tj-t- U, -+- U3,

et nous retrouverons les équations (il), à cette différence près 
que mk y  sera remplacé par m, .

Si nous éludions d’abord le mouvement de la grosse planète, 
nous pourrons négliger O) et nous retrouverons le système d’équa­
tions canoniques (1 2 ), ce qui montre que le mouvement de cette 
planète est képlérien.

Si nous voulons étudier le mouvement de la petite planète, il 
nous faut, dans les équations (1 1 ), donner à l ’indice i  les valeurs 
1 , 2 , 3 ; les dérivées correspondantes de <1>0 étant nulles, nous 
retrouverons les équations canoniques

(i3 bis)
doc'i
dt m\

dy\ __ d<t>i 
dt 7  m'd.v'i

Posons alors, comme au numéro précédent,

y ' i =  t n } y '} =  m , y i ·  ( i =  1,2,3).

il viendra

* 1 = 5  (y? + y ?  ) H-

et nous retomberons sur les équations ( i 4 )·

34. Nous avons vu au n° 12 que, quand la fonction F dépend 
explicitement du temps, l ’intégrale des forces vives cesse d’exister. 
Dans, les équations (i4) des n08 32 et 33, la fonction caractéris-
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tique <!>( dépend non seulement des inconnues x ' et y ', mais 
encore du temps; l ’intégrale des forces vives <E>, =  const.'n’a donc 
pas lieu.

Il en est de même des intégrales des aires. Que deviennent 
donc l ’intégrale des forces vives et celle des aires, qui sont vraies 
dans le cas général, lorsque l’on fait tendre l’une des masses vers 
zéro ? Elles ne cessent pas d’avoir lieu, mais, à la limite, ce sont 
des relations entre les coordonnées et les composantes de la vi­
tesse de la grosse planète, où les coordonnées et la vitesse de la 
petite planète ne figurent pas. Elles deviennent donc illusoires, en 
ce qui concerne l ’étude du mouvement de cette petite planète.

En revanche, ainsi que nous l ’avons vu au n° 12, nous pouvons 
faire subir aux équations ( i4 ) des changements canoniques de 
variables sans en altérer la forme canonique.

35. P r o b lè m e  r e s tr e in t . —  Dans la suite, nous serons fréquem­
ment conduits à étudier de plus près un cas particulier simple. 
Je suppose que, l’une des masses étant nulle, le mouvement relatif 
de la grosse planète par rapport au Soleil soit un mouvement 
képlérien; je suppose, de plus, que, l’excentricité de cette ellipse 
képlérienne étant nulle, l ’orbite de cette grosse planète soit cir­
culaire. Alors la grosse planète et le Soleil décriront des circon­
férences concentriques autour de leur centre de gravité commun 
et ces deux circonférences seront dans un même plan!

Je suppose enfin que, la position et la vitesse initiale delà petite 
planète étant également dans ce même plan, cette petite planète 
reste constamment dans ce plan.

. C’est là ce que l’on appelle le problème restreint. On peut le 
traiter soit par le procédé du n° 32, soit par celui du nu 33. Dans 
les deux cas, la grosse planète sera rapportée au Soleil, mais la 
petite planète pourra être rapportée, soit au Soleil, soit au centre 
de gravité de la grosse planète et du Soleil.

Nous avons vu au n° 34 que, pour une petite planète, les inté­
grales des forces vives et des aiies deviennent généralement illu­
soires. Mais, dans le cas particulier du problème restreint, il y a 
une combinaison de ces intégrales qui subsiste et nous fournit 
une intégrale du système ( i 4 ) connue sous le nom d'intégrale de 
Jacobi; c’est ce que nous verrons plus loin.
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' 36. F o n c t io n  p e r tu r b a tr ic e . —  Nous avons

TT · , TT m̂ n-,
Ul +  U2 =  - ~ Â ^ ~ ^ ----- BD ’

TT m · , )  m ^ r r u ,

U 3 _  BD BC Â1T '

Nous supposerons généralement que le corps G est le Soleil et 
que les corps A et B sont des planètes. Il en résulte que les 
masses m, et sont très petites par rapport à et peuvent être 
regardées comme du premier ordre.

Il en résulte que le point D est très voisin du point G puisqu’il 
partage la distance AC en segments proportionnels à in, et m7. La 
distance CD peut donc être regardée comme du premier ordre et 
il en est de même des différences

BC — BD, i 1
BD ”  BC '

Dans ces conditions, U ( +  U2 est de premier ordre puisque tous 
ses termes contiennent en facteurs m t ou mt ‘, et

u * =  m' ( b S  ~  A b )  +  ( ¿ d ~  ïïc)

est du second ordre, puisque tous ses termes contiennent en fac- 
leurs soit m, /?î4, soit

D ’autre part, m\ et /«' sont du premier ordre et il en est de
dx*. ,

même desy'i =  puisque, pour i =  i , 2 , 3, 4 , 5, 6 , la masse m'

est infiniment petite et que, d’ailleurs, y't , y'v sont nuis.
11 en est donc encore de même de

Zi!
m'i

et de
T = T,-hT2,

où je  conserve aux notations T, et T 2 le même sens qu’au nu 32. 
Nous pouvons alors poser

F =  F 0-i- p F ,
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avec
F0 = T h- U 1h- U 2, ¡J.F, =  U3.

Alors F0 est du premier ordre, pF( du second ordre, et, si u. 
désigne un coefficient numérique très petit de l’ordre de m h et de 
77Ï.,, F, est du même ordre que F0. Grâce à l’introduction de ce 
coefficient p, la grandeur relative des deux termes F0 et pF( se 
trouve mise en évidence.

Le second terme pF, a reçu le nom de fonction perturbatrice.

37. Étudions d’abord le terme F„, nous avons

, . e, w _ Ar '« I 'M  , Trr I»4,(iw,+ m7)"l
( , 5 )  ---------m ----- j .

La première parenthèse ne dépend que de x \, x 2, x'3, y\, y 2, y\ ; 
la seconde ne dépend que de x \ , x's, x'0, y[, y'3, y'e. Si, en pre­
mière approximation, nous négligions le terme très petit pF, et 
que F se réduisît à F0, nous aurions

F =  FJ +  F»,

F„ et F" désignant la première et la seconde parenthèse du second 
membre de (1 5), de sorte que

Fi =  T I + U,
¿Fj,

dx'i dy'i
dV", ¿ f ;
dx'i dy'i

F» — T 2-t- U2l

(¿= 4,5, 6 ).

(¿ = 1,2,3),

et nos équations canoniques deviendraient

(-6 ) ^  =

(.6 b i s )  ^  =

dx'i «¿f ; dy'i _ _ ¿FJ
dt "  dy'i’ dt dx'i

dx'i dfft dy’i _ dSft
dt ~ dy'i ’ dt dy'i

( ¿ — 1, 5), 

(¿ = 4,5.6).

On pourrait alors considérer séparément le mouvement de la 
première planète fictive et celui de la seconde ; car, dans les équa­
tions (16 ) figurent seulement les coordonnées et la vitesse de la 
première planète et dans les équations (16  bis) seulement celles 
de la seconde planète.
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Si nous examinons d’abord les équations ( 1 6 ), nous voyons que

F '=
m i mi

ï ï  (y'i ■+■ y'î +  y» ) ¿ g

Le mouvement de la première planète fictive sera donc le même 
que celui d’une masse mobile m\ attirée par une masse fixe

m, m-i = m, -+- m7.

Ce sera donc un mouvement elliptique conforme aux lois de 
Képler.

Si nous passons aux équations ( 1 6  bis), nous avons

F" =

Le mouvement de la seconde planète fictive est donc le même 
que celui d’une masse mobile

m dm i+m i)'ïYih — ■mi -h m*H- m1

attirée par une masse fixe

nik(m\ -h /n7)—*■ 1 .------ =  tïi\ h- m* H- m-i.

C’est donc encore un mouvement képlérien.
Comme les termes négligés pF, sont très petits par rapport aux 

termes conservés F 0, l ’erreur commise n’est pas grande. Les or­
bites différeront donc peu des ellipses képlériennes ; et les pertur­
bations subies par ces orbites elliptiques seront très petites.

38. Étudions maintenant la fonction perturbatrice p F t . Je puis 

écrire

m-, { é - m )
Le premier terme du second membre a reçu le nom de partie 

principale de la fonction perturbatrice; l ’ensemble des deux 
derniers termes s’appelle la partie complémentaire de la fon c­
tion perturbatrice.
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La partie principale peut s’écrire

49

m i 7)i4 [ I
\/’x }  H- æ}  -+- x }

I

• /(iPi— a?i)2+ ( a75— ^2)2+ ( æ 6

et il est intéressant de 'voir comment on pourra passer de l ’ex­
pression de cette partie principale à celle de la fonction pertur­
batrice complète p.Ft.

Supposons d’abord que

AC =  /a?',2 +  æ'} -(- x'}

soit plus petit que
BD =  / x'} +  x'} oc}.

Dans ce cas, l’expression

A 'B ' [(»* — — oc'ïY+ix's — a?!,)2] ' 2

peut se développer suivant les puissances croissantes de x \, x 2, x 3. 
Nous avons, en effet,

(A 'B ')2 =  ( B D p +  (A C )2 — 2AC.BD cosy, 

et, par conséquent,

( I 7 )  1 J ÏÏ ' = [ B D - A C « i r ] " i ' [ B D - A C « - ' r r * I

où v est l ’angle de la direction BD ou OB' avec la direction AC 
ou OA'.

Chacun des deux facteurs du second membre de ( 1 7 ) est déve­

loppable suivant les puissances de gp· toutes les fois que cette quan­

tité est plus petite que 1 . Il en est donc de même du premier 
membre et je puis écrire

1__ V P AC«
A ' b ; ~ Z à  n  b d « - * - *  ’

où P„ est une fonction de l’angle f .
Il serait d’ailleurs aisé de voir que le terme général de cette

série P„ peut être mis sous la forme du quotient de deux

polynômes entiers en x't, x 2, x'3, x\, x 3, x'a. ■

P. -  I. 4
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Je me bornerai à renvoyer, pour plus de détails, aux nos 22, 23, 
24 de mon Ouvrage sur le Potentiel newtonien (Paris, Nâud, 1 8 9 9 ) 
et à la page oo de mon Ouvrage sur les Figures d'équilibre d ’ une 
masse fluide  (Paris, Naud, 1 9 0 3 ).

Je reviendrai d’ailleurs sur cette question dans un Chapitre ulté­
rieur quand je traiterai en détail du développement de la fonction 
perturbatrice.

Cela posé, le premier terme de notre série, qui correspond à 

n —  o,ne sera pas autre chose que de sorte que la partie prin­

cipale de la fonction perturbatrice aura pour valeur

/ 0 \ ■ V  D À C '1
(•8) B D ^ ’

où n peut prendre toutes les valeurs entières positives: 1 , 2 , . . . .  
Maintenant, la fonction perturbatrice complète pourra s’écrire

HF! =  mt «* (J jj -  ¿ - )  +  mkm, ^  ) ,

et nous aurons

BA2 =  {x\— — a a^ )2- b «  — aa^)2,
BC2 =  «  — p x[ )2 -t- ( ît'5 — P )2 +  (* ', — p x ’3 y , 

où
m 7 n — mi .a = ---------- 7 p = ----------- :mu H- m~i 1 —1- mg

car on voit immédiatement que les projections du vecteur DA 
sur les trois axes sont o l x \ ,  z x ' 2 , o l x '3 , et que celles du vecteur DC 
sont p#', $ x ' 2 , ¡3#!,.

On voit que les expressions de BA et de BC ne diffèrent de celles 
de A'B' que par la substitution de a.x\, . . . ,  ou de P#,, . .  ., à 
x ' „  . . . .

Nous aurons donc

AG»
80«+!’ BG

AG»
50«+!’

où n prend les valeurs o, 1 , 2 , . . . .

Nous pourrons donc écrire

pFi = — 7W4'V(/n1a«+/n7 p«)P ,AC'*_
BD»+i
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i A O
Mais est égal au premier terme de la série Po -gg- et, d’autre

part,
7n ia "-t- m 7[î" =  (m , +  m1) (oc ¡3"—  ¡3a").

On a donc

ii F l =  m i ( m l -+-m-) [ g ^  —  P«n)P» BD«+»]  '

Mais, pour n =  o, on a

a [3"— ¡3a" =  a —  [3 =  i  e t  P „
AC« _ i

BD«^1 BD

le terme correspondant est donc détruit par le terme g!- ·

Pour n =  i, on a a[3"—  [3a" =  o et le terme correspondant est 
nul.

Nous pouvons donc écrire

2 A  C j i

(«P«- pa»)p„s ^— 1?

où n prend les valeurs 2 , 3, . . . ,  ou bien encore

iF ,  =  — m  i m " ±  m -  m ' {

(«¡iH- m1 ) P«
AG" . 

BD"+‘

(on doit prendre le signe +  si n est pair et le signé —  si n est 
impair).

Ainsi donc, quand on a développé la partie principale de la 
fonction perturbatrice sous la forme ( 1 8 ) et que l’on veut obtenir 
sous la même forme le développement de la fonction perturbatrice 
complète, il suffit de ùiultiplier chaque terme par un facteur 
constant convenable.

Ce facteur constant . . .
m"±

(712,-t- /?i7)"

est égal à i à des quantités près de l ’ordre de mt pour n =  2 , 
3, . . .  ; et il est égal à o pour n =  i .

Donc, à des quantités près de L’ordre ni\m4, c’est-à-dire du 
troisième ordre, la fonction perturbatrice p-F, sera égale à sa partie 
principale, moins le premier terme du développement ( t8 ) de 
cette partie principale.
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, Cette pai'tie principale sera égale à

Σr. AC'1 / \
PnBD^Ï (rt = r’ 2’ ···)

et la partie complémentaire à 

/ \ t> AC
( 1 9 )

aux quantités près du troisième ordre.
Il est d’ailleurs aisé de transformer cette expression ( 1 9 ), qui 

représente l’ensemble des termes du premier degré dans le déve­
loppement de

=  mii»4[(a?; —a? ')3 + (a;̂ _ a7')2+  (a;' — x'} )2]~2,

suivant les puissances de x\, x'2, x'3.
Nous trouvons, en effet, en négligeant les carrés de x't, x'3, x'3,

mi
T 'B r

_ A
mx m4[BD2 — 2 (x\ x\ -+- x'% x 3 -t- x'3 x 3 )] 2

ou

m 1 nit,
ttst

= nii mk
x\ x[ +  x 3 x's -t- x 3 a? j 

BD2

Il reste donc, pour l’expression approximative de la partie 
complémentaire,

nii
BD2 (a?; x\ h- a?i x 3 -+- a?' x'3 ).

39. On peut arriver au même résultat par une voie moins dé­
tournée. Soit

mi mk ( â 7! 7 ÂB )  +  mi‘ mi ( f d  ~  BG)

la partie complémentaire à étudier. Comme ^ ^ 7  —  est de

l’ordre de m l5 le premier terme est de l ’ordre de c’est-
à-dire du troisième ordre. Passons au second terme

BD — Bg ) ‘ - . -  - .
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On a trouvé

jjq = t « — )*-+- P*«)*]“ *

D éveloppons^ suivant les puissances de p, ce qui est possible,

puisque, |3 étant très petit, fi AC =  DC sera toujours plus petit que 
BD ; il viendra

1 —  1 · ftpBC BD ■1' H ’ BD* â2P.
AG2 

1 BD3

Le troisième terme du second membre (et, a fortiori, les termes 
suivants) pourra être négligé, car, multiplié par mkmn, il devien­
drait de l’ordre de m4 ¡32, c’est-à-dire de l ’ordre de c’est-
à-dire du troisième ordre. Il reste donc pour notre partie complé­
mentaire, toujours avecla même approximation,

„ A C  m, AG1_  = „Î4„Î7 _ _ P 1— ,

ou, en négligeant encore

_ AG Ti%\ niL . f i  » .  / / s
”7'4/n*PiBD2 = "bJJT +

C. Q . F . D.

Cette démonstration s’applique au cas où AC est plus grand 
que BD, tandis que, dans le numéro précédent, nous supposions 
AC plus petit que BD.

40. Examinons, en particulier, ce qui se passe dans les cas 
étudiés aux n03 32 et 33, et où l ’une des masses est nulle. Sup­
posons d’abord, comme au n" 33, mt =  o. Alors, les deux pla­
nètes sont rapportées au Soleil, car les points D et C se con­
fondent.

Nous avons alors

F =  5>0+  /n,

et nous pouvons négliger les termes en m2{. Nous négligerons donc 
dans la fonction perturbatrice les termes en mk m\ ; nous avons 
vu que, avec cette approximation, la partie complémentaire de la
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fonction perturbatrice se réduit à

mi «îi 
"BD3- ( x [  x \  -+- X %  #5 H- ^3 ^6 )·

Mais le point D, étant très près du point C, la distance BD peut 
se réduire à BC et A'B ' à AB à des quantités près de l’ordre 
de

Nous aurons donc, en négligeant nv\,

F = (T,+T,)
n ii  ni-, 

"AG"
nii(mt -t- nii)

BD -t- ni! nii, I
ÂB■ )

"BD®" (x^xl-hx'üx'n-hx^x't).

Dans les deux derniers termes avec la même approximation 
BD peut être remplacé par BC; d’où, en négligeant m t flans l ’ex­
pression de 3>0 et m* dans celle de <I>,,

T m4(mi +  m7)
q>o = 1 2------------------>

.  T i  m 7 f  t i  \  m * . . , , , ,

4>i =  ^  “  AG +  ( BC “  ÂB j  +  B C ? ^  +  +  a:̂ ^ ·

Rappelons que, avec les notations du nn 33,

I I
nii ; ( 7 ? h-/32+ / ; 2)·

41. Si l’on suppose, au contraire, comme au n° 32, mh =  o, 
la grosse planète est rapportée au Soleil et la petite au centre de 
gravité de la grosse planète et du Soleil. On trouve alors

/?î j +  m-,
~BD +  ( bB “  ÂBf )

+  " i l ( â Tf  ~  Â ï ï )  + " 17( b d  ~  b g ) '

Dans le second membre de cette expression, le troisième terme 
correspond à la partie principale de la fonction perturbatrice et 
les deux derniers termes à la partie complémentaire.

Il n’j  a d’ailleurs aucune simplification particulière.

42. Cas de la Lune. —  Le cas de la théorie de la Lune exige
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un examen spécial. Nous supposerons que le corps A  est la Lune, 
le corps B le Soleil, le corps C la Terre. Dans ces conditions, 
on voit que AC est beaucoup plus petit que BD.

Posons alors
Ü ^ U .+  Uî+U,,

m¡m  ̂ IT m^mi -+- /n7)
Ul =  ^ - Â C - ’ Ua = ----------BD------ ’

U3 =  » , m, (g L  _  _ L ) +  (-L . _  _ L j.

Je conserve d'ailleurs à T, et à T 2 la même signification qu’au 
n° 32, de sorte que

F =  T 1H -T2+ U 1+ U 2-t-U 3.

Comparons l ’ordre de grandeur de ces différents termes; U 3 

représente la fonction perturbatrice, et comme AC est beaucoup 
plus petit que BD, on a, d’après le n° 38,

2 mi m'jzh îïti ml 
(m, -t- mi )“ Pn

AG" 
BD«·*·1 ’

A cause de la petitesse de AC, le premier terme

— m4
m - ¡  m \-h mi

Pi
AC2
BD3

est de beaucoup le plus grand; et comme m, est notablement plus 
petit que il est de l ’ordre de

m¡ nitt
AG2
BD»*

Au contraire,

de
m í m - ¡

~Tc~’

U 2 est de l’ordre de - et U ( de l ’ordre.

Restent T| e tT 2; nous savons que, dans le mouvement képlérien, 
si l’excentricité est nulle, l ’énergie cinétique est constante et égale 
à la moitié de la valeur absolue de l ’énergie potentielle.

Or, l ’orbite de la Terre par rapport au Soleil, ou celle de la 
Lune par rapport à la Terre, s’écartent peu d’une ellipse képlé- 
rienne très peu excentrique. Il en résulte que T, est à peu près

égal à ■
U, et T 2

- U ,
2 2
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Nous pouvons donc diviser la fonction F en trois parties à 
savoir :

i° T 2 +  U2 qui est de l’ordre de ;

2 ° +  U, qui est de l ’ordre de

3° U3 qui est de l’ordre de m ,m t ^ j ·

Nous avons à peu prçs

mw or —  = 35oooo, m7
mi _ i
m̂  — 8o’

AG _ i 
BD — /¡oo

Donc le rapport 

U,

et

, , . mi /AC\S . i
rT est de 1 ordre d e—  ïjtî ou du— , Ti-t-Ui . m7 \BD/ i5o

U3 Tit\ /AC\2 i
=---- 77- est de 1 ordre de —  ( 7-7- ou du---------- -T2 + U 2 in j y BD j  12000000

On voit que la troisième partie de la fonction perturbatrice est 
notablement plus petite que la deuxième et tout à fait négligeable 
devant la première.

Nous pouvons donc poser

F = $0+ mi<ï>i,
avec

<ï>o= Tj-t-Uj; ml &l = Ti +  U2-(- U3.

Pour le calcul de cc'6 nous avons les équations cano­
niques

dx’i   ¿F   tM>o c?tï>]
dt ~  d/t ~  l t y t + m i d/t’

dÿi _  dŸ _ d<Po d't>,
dt ~~ dx\ ~  dx\ m' dx'i

( i =  4, 5, 6 ).

J’observe que <I>, ne dépend pas de J\  variables qui ne
figurent que dans T 2; quant à x\, x's, ces variables ne figurent 
ni dans T l; ni dans U ,, mais seulement dans U 3; nos équations
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deviennent donc

dx) _  offoo cly'i _ _  d$<, _  dU»
' 10 ' di — rfy* ’ dt ~~ dx'i dx\ ’

et comme U 3 est négligeable devant d>„

dy'i _  d<\\ 
dt dx\

Le mouvement relatif du Soleil par rapport au centre de gravité 
du système Terre-Lune est donc le même que si la fonction F  se 
réduisait à <£>0, c’est-à-dire que si les masses de la Terre et de la 
Lune étaient concentrées en leur centre de gravité commun. C'est 
donc un mouvement képlérien (bien entendu, si l’on ne considère 
que les actions mutuelles du Soleil, de la Terre et de la Lune, et 
que l ’on néglige les effets de l ’attraction des planètes).

Pour le calcul de a/,, x'2, x'3, nous nous servirons des équations 
canoniques, en y  faisant 1 =  1 , 2 , 3; mais comme x\, x'2, x'3\ y/(, 

y 21 y ’i ne figurent pas dans <£>0 ces équations se réduiront à

( i3  b is )
d x ' i  d y ' i

d t  ~  m ' d y )  ’  d t  ~  m '  d x ' i

La fonction 4>( dépend, comme aux nns 33 et 40, non seulement 
des inconnues x\, x'2, x\\y \, y 2 mais encore du temps t; car 
elle dépend dea;'4, x'a qui peuvent être regardées comme des 
fonctions connues du temps, définies par les équations (2 0 ).

La fonction se compose elle-même de deux parties
T| +  U| e t U 3; la seconde est, nous l ’avons vu, beaucoup plus 
petite que la première et pourra jouer le rôle de fonction pertur­
batrice. Mais la petitesse de cette fonction perturbatrice n’est pas 
due ici aux mêmes circonstances que dans le cas des perturbations 
des planètes.'

La masse perturbatrice m4 est celle du Soleil qui, loin d’être 
très petite, est au contraire très grande. Mais le rapport que l ’on 
doit envisager est

'  m4 / A C \3
nij \ B C / ’

qui est très petit, parce que est petit.
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58 CHAPITRE II.

La petitesse de g g  entraîne encore une autre conséquence, c’est

qu’on aura avantage à développer la fonction perturbatrice sous la 
forme ( 1 8 ) comme au n° 38.

Une autre remarque : aux nos 30 et 40, nous avons dit que quand 
la masse m{ est infiniment petite, on peut rapporter les corps A et 
B à C, parce que le point D se confond avec le point C. Ici la 
masse m, est assez petite pour ne pas influer sur le mouvement du 
Soleil par rapport au point D, ainsi qu’il arrivait aux nns 33 et 40, 
mais la masse m t n’est pas assez petite par rapport à m-t pour que 
les points C et D puissent être regardés comme confondus.

43. Cas de la transformation du n" 26.— Tout ce que nous venons 
de dire suppose que l ’on a adopté le changement de variables du 
n" 30 qui est celui que nous adopterons d’ordinaire. Qu’arrive­
rait-il si l ’on adoptait un autre changement de variables, par 
exemple celui du n° 26 ?

Au n° 26, nous avons posé

x \ = x i — x x\ =  xk — x u x'1 = x 1,

/l=7l> /4=J4. / 7=Al+A4+j7·

Nous avons ainsi défini un changement de variables qui n’altère 
ni la forme canonique des équations, ni la forme des intégrales 
des aires.

Mais, contrairement à ce qui se passe pour la transformation du 
n° 30, l ’expression de l’énergie cinétique en fonction des /  n’a 
pas la même forme que son expression en fonction des^.

Nous avons en effet, en tenant compte de la condition / 7 =  o,

■ Zl
mi m4

ce qui peut s écrire 

en posant

ni, =

+  =21 == £j!m 7 m 1 «H

¿4- + y l . Tiï'l
7?ii nij ,

«ii+ m - ,

Nous aurons donc

7>l7

m-j
-h m7

■ U+Tj+Ta,
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+ / 22 + y 32).

T2= +/,«),
t2 n i 1

T3= /«7 »+ 7 »7 e )

Nous aurons donc

F =  T ,- t -T 2 +  T 3- 771, m 7
“ ÂC-

777·, UI7

“ BC“
7711 777.4.
“ A IT ’

et cette fonction F peut être considérée comme formée de quatre 
parties :

1" T , —  “X^p· <l u  ̂ sert à définir l ’ellipse képlérienne dont le

point A s’écarte très peu dans son mouvement relatif par rapport 
au point C ;

2 ° T 2—  qui sert à définir l ’ellipse képlérienne dont le

point B s’écarte très peu dans son mouvement relatif par rapport 
au point C ;

3° —  > c'est la portion principale de la fonction pertur­

batrice qui a pour expression

1— 7?i ! 7774 ■ —  — ;
/ (a?', — x\ f  h- (*', — x\ Y -+- (a/* — <

4° Et enfin T 3 qui représente la partie complémentaire de la 
fonction perturbatrice.

44. Méthode usuelle. —  Les astronomes se servent encore d’une 
autre transformation.

Posons
x\ = — a?7, x\ =  Xi, — #7.

Les deux planètes A  et B seront ainsi rapportées l’une et l’autre 
au Soleil C.

Nous poserons d’ailleurs

, d.r'.
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Il est aisé de voir alors que nos équations deviennent

(* =  i, ?·, 3)
( 2 1 )

où l’on a

d x ' j

d t

d x ' i

d t

d F ' dv'i dF'
dy'i 9 dtj dx'i
dF" d y ' i dF”
dy'i dt d x ' i

T7 m \ m \ 771 \ T??.̂

A G B G B C 3

U  —
m \ T n \ t u  1 m *

A G B G A C 3

=  — ^ r r  ( » = 4 , 5 ,  6),

On voit que les équations ( 2 1 ) nesontpas canoniques puisque 
dans certaines d’entre elles figure la fonction F' et dans les autres 
une autre fonction F".

Les fonctions F 'et Fff se composent de quatre parties : 

i° La partie

1
2 771, { y '? + y ? + y i) -

m  17?2 7 m \

" Â G  A G ’

qui définit l ’ellipse képlérienne dont A  s’écarte peu dans son mou­
vement relatif par rapport à C;

2 0 La partie

1
2 77l4 ( y i + y i + y y -

t?î4 m1 m\ 
“ B C  B C ’

qui définit l’ellipse képlérienne dont le .point B s’écarte peu dans 
son mouvement relatif par rapport à C;

3° La partie principale de la fonction perturbatrice

mi
AB- ’

4 ° La partie complémentaire de la fonction perturbatrice qui est

dans F ' et

m 1 77î4
“ bg f

( x 'i  x \  +  x \  x ' 5  -+- x ' i  x ' n  ),

7711 7714
"AGS" #4 -+- #2 #5 “H 3̂ *̂ 6 )»

dans F*.
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Les équations ( 2 1 ) s’obtiennent très aisément et je me b o rn e ra i 
à renvoyer au Chapitre III du Ier Volume de la M écanique c é le s t e  
de Tisserand.

Ce changement de variables présente de graves inconvénients. 
Non seulement il altère la forme canonique des équations, m ais il 
ne conserve pas la forme des intégrales des aires.

Aussi n’en ferai-jc aucun usage. C ’est pour cette raison q u e  j e  
me borne à renvoyer le lecteur à l ’Ouvrage de Tisserand.
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CHAPITRE III.
LE MOUVEMENT ELLIPTIQUE.

45. Le problème des deux corps. —  Considérons deux corps A  
et C, le premier mobile de masse m, le second fixe de masse M, et 
étudions le mouvement du premier sous l’influence de l’attraction 
newtonienne exercée sur lui par le corps fixe.

Nous prendrons le point C pour origine et nous désignerons par 
x {, X», Xs les coordonnées du corps A  et p ar^ (., y 2, y 3 les com­
posantes de sa quantité de mouvement.

Le mouvement de ce corps dépend des équations canoniques

d x i_ dF dyi _  dF
' dt ' dyi dt dxi

où

f  =  t +  u ;

I ” — X ff ·

46. Supposons maintenant deux corps A et C de masses m, et 
m7, mobiles tous les deux  et s’attirant mutuellement, d’après la 
loi de Newton.

Nous représenterons, comme au Chapitre II, les coordonnées 
du point A par x x 2, x 3, celles du point C par x·,, x t , x ÿ et les 
composantes des quantités de mouvement de ces deux corps par 
la lettre^ affectée des mêmes indices.

Nous appliquerons le changement de variables du n° 29 ; nous 
poserons donc

x \  =  x ,  — x · , ,  m \  x ' · ,  —  r u ,  x ,  +  m 7 x 7,
m, m7 

■ +- m 7
m'·, = ni,-h m7,
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LE MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 6 3

de telle façon quea/7, a/8, x\ soient les coordonnées du centre de 
gravité D des deux corps A  et C, et que x \, x'2, x'3 soient les pro­
jections du vecteur C A  sur les trois axes.

Nous savons que l ’on peut, sans restreindre la généralité, sup­
poser le centre de gravité fixe, supposer, par conséquent :

Xi = x 3 = x 3 — o,

de sorte que le nombre des degrés de liberté est réduit à 3.
Dans ces conditions, les équations du mouvement restent cano­

niques et s’écrivent

( i bis) 

ou

(2  bis)

dx̂ _ _  dF_ d/i_ _ _  dF_
dt (¡y) ’ dt dx'i

F +  T +  U ; T =  ^ r ( y . 2+ y 22+ 7 3 2),
mim,

^ = ÂG- *

Si nous comparons les équations ( 1  bis) et ( 2  bis) aux équa­
tions ( 1) et (2 ), nous verrons que le mouvement relatif du corps A  
par rapport au corps ,C est le même que celui d’une masse mo­

bile
, n i i  m - i

m, = --------nij -1- m-i

attirée par une masse fixe

m 1 w-7 mi +  m-j.

Nous verrons bientôt qu’une masse mobile attirée par une 
masse fixe décrit une ellipse dont la masse fixe occupe un des 
foyers. La trajectoire du point A , dans son mouvement relatif 
par rapport au point C, sera donc aussi une ellipse, ayant pour 
foyer C.

Comme les segments AD, DC et AC sont dans un rapport con­
stant et que le .point D est supposé fixe, nous voyons que les 
points A  et C, dans leur mouvement absolu, décrivent deux 
ellipses homothétiques ayant pour foyer commun le point D.

47. Emploi de la Méthode de Jacobi. Nous sommes donc
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. CHAPITRE III.64
ramenés à étudier le mouvement d’un corps mobile attiré par un 
point fixe. Ce problème peut être résolu de bien des manières ; 
mais, en vue des applications qui vont suivre, il est nécessaire que 
nous le résolvions par une méthode particulière : par la méthode 
de Jacobi, exposée au n° 10.

Comme nous avons

T- i / o  o os mM
2771 yx

l’équation de Jacobi s’écrit

(3 ) i m W d x i )  \ d x %)  \ d x s /  J
m M

î+^3
= const.

Que devient cette équation quand on adopte de nouvelles coor­
données, soit rectangulaires, soit quelconques. C’est ce que nous 
apprend l’analyse du n° 1 1 .

On obtiendra l’équation (3) transformée en faisant le change­
ment de variables de Hamilton du n° 8  et en remplaçant p t par

•

dans la nouvelle expression de F.

Si l’on adopte d’abord de nouvelles coordonnées rectangu­
laires x \, x'2, x'i, on aura (si l ’origine reste au point C)

AC = x'i -hx'z H- x '£,

et la dérivée de T, par rapport à sera

On aura
y m

dx'i
dt

F = — (/î*+/**+/»*)
mM
T e ’

de sorte que la nouvelle équation de Jacobi sera encore

—  . - =  const.
i m  \ \ d x \ l  \ d x \ j  \ d x %]  J

La forme de l’équation de Jacobi ne change donc pas quand on 
change de coordonnées rectangulaires ou, en d’autres termes, la
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fonction  S satisfait à une équation aux dérivées partielles dont 
la form e est indépendante du choix des axes, pourvu que l ’ori­
gine reste au point C. ' '

Passons maintenant aux coordonnées polaires en posant

xl =  r sinÇ cos<p,
# 2 =  rsinÇsincp, 
x3 =  ucosÇ.

Si l’on se rappelle l’expression de la vitesse en coordonnées po­
laires, on voit que l ’on a

_ m T fdr 
i  dt -I- T

de sorte que les dérivées de T  par rapport à

' dr d\ do
d t ’ dt* dt

sont respectivement

R — m^-, L =  mri ^ ) <t> =  mr* sin2 Ç4 ?»  dt dt dt

et que l’on a

T =  —  f  R2 +  — h--- —— 1
2 m  l  r *  /·* sin»Çj

et
„  i Z2 T m M

2 m L r1 r 2sm2Ç j r

L ’équation transformée de Jacobi s’écrit donc

d S \ 2«> ïh[U \2 I /d S
)  +  >·2 (dÇ

■ +*
i /d S S 2-] mM

] “ —  = const.

L ’équation (4) est d’ailleurs indépendante du choix des axes.

48. Il s’agit de trouver une intégrale de l ’équation (4) dépen­
dant de trois constantes arbitraires.

Cherchons donc à y  satisfaire en posant

S =  S!H-GÇ

et en désignant par — ^  la constante du second membre.
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Dans cette expression, S t désigne une fonction de r seulement 
et G représente une constante.

Nous aurons alors

dS  c?Si dS   „  dS _
dr ~  dr ’ d% ~  ’ do ~  ° ’

et l’équation ( 4 ) deviendra

i r/ds,\* GH mM 7m>M2
2 n i  L \ dr )  r 2 J . r _  2 L2

d ’ où
rfS, /a mî M G! né M2
dr ~  V  /· /■2 L2 '

d ’ou

(5 ) Gs
r s

m1 M2 
L2

49. La solution que nous venons de trouver ne nous suffit 
pas encore, puisqu’elle ne contient que deux constantes arbi­
traires L et G. Mais il est aisé de la généraliser; nous avons vu, en 
effet, que la forme de l’équation (4 ) est indépendante du choix 
des axes; or Ç représente l ’axe du vecteur AC avec l ’axe des x 3. 
Nous aurons donc une nouvelle solution en prenant

S = S i + G Ç ,

la lettre Ç désignant cette fois l’angle du vecteur AC avec une 
droite A quelconque passant par l ’origine. Cette droite A, en effet, 
aurait pu être choisie pour axe des x 3 sans que la forme de l ’équa­
tion ( 4 ) en eût été changée.

La nouvelle solution contient celte fois 4 constantes arbitraires, 
puisqu’il faut 2 constantes pour définir la direction d’une droite 
passant par l ’origine.

Une de ces constantes est superflue, nous assujettirons donc la 
droite A à rester dans le plan des x u x 3 et nous appellerons 9 
l’angle de cette droite A avec l ’axe des x {. Nous avons alors trois 

constantes
L, G, 6.

50. 'Nous n’avons qu’à appliquer la règle du n° 10 ; nous pose-
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rons
dS dS . dS . d S
dxt ~ yi’ d L ~ 1, dG — ¿ 0 “  0’

et alors Z, g , 0  seront des constantes ou des fonctions linéaires du 
temps ; L, G, 9 seront des constantes. On aura

dl dty dg d\ d (  —  0) _  dty
dt =  I L ’ dl ~  dG’ dt ~  ¿0 ’

où <{/ désigne le second membre de l ’équation ( 4 ) ; on a donc

, m3 M2
* = “  W

Nous aurons donc

dl tm3M2 dg _ dQ _
dt ~  ~ U ~ ’ dt ~  ° ’ ~dt ~  °'

Donc l  est une fonction linéaire du temps, g  et 0 sont des 
constantes. Nous poserons, d’ailleurs,

dl

51. Quelle est la signification de toutes ces formules?

Le radical
2 D l'1 M 

r
G2 ni* M2 
T 2 L2"

devant toujours être réel, le rayon vecteur r ne pourra varier 
qu’entre certaines limites. Son maximum s’appellera la distance 
aphélie et son minimum la distance périhélie; la moyenne arith­
métique sera la distance moyenne et sera désignée para, tandis 
que les distances aphélie et périhélie seront respectivement dési­
gnées par

fl(i +  e), a( i — e).

On obtiendra ce maximum et ce minimum pour lesquels le 
radical cesse d’être réel, en égalant ce radical à zéro, ce qui donne

mi M2r 1—  27?i2ML2r+ G2 L2 =  o.

La somme des racines devant être égale à 2 a, on a

m2 M a —  L2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



68

d'où

CHAPITRE III.

L= tm/ mV«.

Le produit des racines doit être a 2 (i —  e-) ", on a donc

G2 L2 =  M2 a2 (i — e2),
G2 =  m2 M a (i — e2),

G = m / M / a ( i  — e2) ;

il vient d’ailleurs

dl _ _ m3 M2 y/M
d t ~ n ~  L3 _  /¿ I ‘

Jusqu’ici nous n’avons pas choisi la limite inférieure de l ’in­
tégrale (5), de sorte que la fonction S ( n’est déterminée qu’à une 
constante près ; nous choisirons pour limite inférieure la distance 
périhélie a (i — e), de sorte que nous aurons

(6) 1 S,= f  S \dr,
«'«( l-e)

en désignant par S'( notre radical.

52. Formules du mouvement képlérien. —  Examinons l’équa­
tion

Je remarque d’abord que S t ne dépend pas de 0, c’est-à-dire de 
l’orientation de la droite A. Nous aurons donc

dS dÇ 
dû ~ brd0’

Considérons une sphère de rayon i ayant pour centre l’origine ; 
l’axe des x K viendra percer cette sphère en un point A, le plan des 
X i  x 2 suivant un grand cercle ABC. La droite fixe A, qui est dans 
le plan des x tx 2, percera la sphère en B; le rayon vecteur qui va 
de l ’origine à la masse mobile percera la sphère en D.

Le plan de A et du rayon vecteur coupera la sphère suivant un 
grand cercle BD qui coupera le grand cercle BC sous un angle que 
j ’appelle i.
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L ’arc AB mesure l’angle 9 et l ’arc BD mesure l ’angle Ç. Suppo­
sons que l’on donne à 6 un accroissement c?9, la droite A restant 
dans le plan des X\ x 2 viendra percer la sphère en un point B' 
infiniment voisin de B, et l’on aura

A B '=  0 ■+- ¿0, B'D =

et, par conséquent, BB' =  d%. Je mène, un petit arc de cercle B'P

F i g .  a.

perpendiculaire au grand cercle BD; nous savons que B'D est égal 
à sa projection PD à des infiniment petits près du second ordre. On 
aura donc

BP = — dÇ.

Dans le petit triangle BDP' on a

BP =  BB' cos i,

et, par conséquent,

et enfin

: - COS 1

0 =  G cosí.

Comme 0 et G sont des constantes, cette équation nous montre 
qu’il en est de même de i.

Ainsi le plan BD passe par la droite fix e  A située dans le plan 
des x K x 2, et son inclinaison i sur ce plan des X\ x% est constante. 
Ce plan BD est donc fixe.

Notre rayon vecteur restera donc constamment dans un plan 
fixe, ce qui veut dire que l'orbite de la masse mobile est plane

Alors 9 représente la longitude du nœud du plan de l’orbite et 
i  son inclinaison.
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53. Passons à l’équation

dS
dh

l.

Le terme GÇ ne dépendant pas de L, on aura

7 _  rfSj  
• dh

et nous pourrons calculer le second membre en partant de l ’inté­

grale (5) et en différentiant sous le signe J \

On trouve ainsi

= /
ml M2 dr 

S7, 1L3

les limites d’intégration étant les mêmes que celles de l ’inté­
grale (6 ).

Nous avons à calculer une intégrale dépendant d’un radical du 
second degré; l ’intégration peut se faire en ramenant aux fonctions 
circulaires ; pour cela il convient de poser

r = a (i — e cosu).

De cette façon, comme cos« variera entre —  i et +  i , r variera 
comme il convient entre la distance périhélie a (i —  e) et la dis­
tance aphélie a (i -+- e). La distance périhélie sera atteinte quand u 
sera un multiple de 2 tc et la distance aphélie quand u sera un 
multiple de tc.

L ’angle auxiliaire u, ainsi introduit, a reçu le nom d'anomalie 
excentrique.

Nous aurons ,
, ni t M î

S',2 7-2 =  — G2 +  2 m·'- M r — —rrf-rh

Le second membre est un polynôme de second degré en cos u, 
qui s’annule pour les distances aphélie et périhélie, c’est-à-dire 
quand u est multiple de iï.

Ce polynôme est donc proportionnel à sin2 u.
Pour avoir le coefficient, je  ferai cos« =  +  oo, en donnant ainsi 

à u une valeur imaginaire. Dans ces conditions, nous aurons sen-
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r — — aecosw, sin2 u = — cos2«,
77i4M2 « 2e2 , „—=—— 7·2 =  — /«*M2 cos «  =  — ;«2M ae% cos2 u.L* L·

On a donc, pour toutes valeurs de r,

S',2 7·2 =  ni2 M ae2 sin2«  =  L2 <s2.sin2«,
d’où

7?i4 M2 7· dr  _  r  r dr
L4 e sin u ~ J  a ï e  sin«

Or
r =  a ( i  — ecos«), dr =  a e s m ü d u .

Il reste donc

l =  / .  (i — e cosu) du.
Jo

siblement

S'27-2 = -

La limite inférieure d’intégration doit être, comme pour l’inté­
grale ( 6 ), celle qui correspond à la distance périhélie, c’est-à-dire 
u =  o. On a donc

(7 )  ' l  =  7« — e s in « .

C’est Y équation de Kepler:
Cette équation nous apprend d’abord comment varie le rayon 

vecteur en fonction du temps. Nous avons, en effet, une relation 
entre r et u 'et nous.savons que l est une fonction linéaire du 
temps.

Elle nous montre ensuite que les distances aphélie et périhélie 
peuvent être effectivement atteintes. Nous ne le savions pas encore, 
nous savions seulement qu’elles ne pouvaient être dépassées.

Mais l ’équation ( 7 ) nous montre que l’anomalie excentrique u 
peut prendre toutes les valeurs réelles possibles et, en particulier, 
les valeurs qui correspondent aux distances périhélie et aphélie. 
En effet, à chaque valeur réelle de u correspondra une valeur réelle 
de l et, par conséquent, une valeur réelle de temps, puisque l  est 
une fonction linéaire du temps.

L ’angle l a reçu le nom à?anomalie moyenne.
En effet, il varie proportionnellement au temps, et il devient 

égal à l ’anomalie excentrique toutes les fois que sin a s’annule, 
c’est-à-dire à tous les périhélies et à tous les aphélies.
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54, Passons maintenant à l ’équation

ce qui peut s’écrire

¿S
d G = g ’

8  =
¿S ,
dG

Or, l’on a, par différentiation, sous le signe J *

d&i Ç —  G dr , n ¡' r
dG ~J  r* S', J  V ,·

Nous allons encore passer aux fonctions cir i.‘aires, mais, comme 

nous avons maintenant pour variable-» nou. poserons

t _  i +  e cosp 
r ~ a (  i —  e2) ’

de sorte que cosc variant de — i à +  i, r varie de a { i —  e) à 

a (i +  e).

Le carré de S' est un poljnome du second degré en £ et, par

conséquent, en c o s p ; et, comme il s’annule aux distances péri­

hélie et aphélie, c ’est-à-dire quand p est m ultiple de u, il sera pro­

portionnel à sin2p.

Pour avoir le facteur de proportionnalité, je  ferai cosp =  +  °o » 
d’où sensiblement

r a( i — e2)
mî M e cos p

ngi ’

. , , 0 ,, G2 m 4 M2 e2 cos2 psm! i> = — cos2 p ; S.2= ----- -  -- ------------^-------- -’ 1 7·2 G2

On a donc pour toutes les valeurs de p

Or

et

a ,  tw4M2 ¿ p . . m* Me sineS iî = ---- s.n2P, S, =  --------- -----g -------

, i _  — e sin v dv _  —  m 2 M e sin v dv _  S', dv
r ~  a(i — e¡) ~  G2 G

¿Si _ _  Ç
d G ~  J dv.
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L ’intégrale doit avoir même limite inférieure que l’intégrale (6 ), 
c’est-à-dire celle qui correspond à la distance périhélie, c’est- 
à-dire v =  o. On a donc

dSt
dG ~  v’

d’où finalement

Revenons à la figure et prenons sur le grand cercle BD, qui 
est fixe, un arc BE égal à g. Comme g  est une constante, le 
point E est fixe, ainsi que le vecteur OE, qui joint ce point à 
l’origine.

Alors v représentera l’arc ED, ou l’angle du rayon vecteur fixe 
OE, avec le rayon vecteur OD qui va à la planète. Donc r et e 
seront les coordonnées polaires de la planète dans le plan OBD, 
si l ’on prend pour pôle le point O et pour axe polaire la droite OE. 
Donc l’équation

( 8 )
a  (1 —  e2) 
1 -t- e cose

sera l’équation de l’orbite en coordonnées polaires; or, c’est 
l’équation d’une ellipse rapportée à son foyer.

L'orbite est donc elliptique.

L ’angle v a reçu le nom d’anomalie vraie. Il est égal à un 
multiple de 2% au périhélie et à un multiple impair de it à 
l ’aphélie.

L ’angle
0 +  Ç =  0 4 -  £ ■ +  e .

a reçu le nom de longitude dans Vorbite. Au moment du péri­
hélie, on a v =  o, la planète est sur le vecteur OE et sa longitude 
dans l ’orbite est 9 -+- g.

Cet angle 0 g, qui est constant, a reçu le nom de longitude 
du périhélie .

55. De l’équation (8 ) nous déduisons

e r c o s v  =  a  (1 —  e 2) —  r  =  a  (1 — e2) — a  (1 — e  cos u ) ,

d’où
r  co se  =  a (c o s w  —  e )
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et

CHAPITRE III.

/· sine = a /  (i — e cosa)2— (cos u — e )2 = a — ei sin u.

Or, les cooi'données rectangulaires de la planète ont pour va­
leurs : i° si 9 est d’abord supposé nul

a?i=7-cosi, x ¡  =  r  sin Ç c o s í , x -¿ = r  sin £ sin i.

2 o Si 0 est quelconque

1a?! =  ; · (cosÇ cosO — sin£ sinO c o s í), 
x l = ;-(sinÇ cosO -t- cosí sinO), 
a?3 = r sin¡¡ sin i. ,

Dans

(8  ter)
r cosí =  r cos v cos g — r sine sin£·, 
/· sin í  = r cos v sin g ■+■ r sin ç cos g

on remplacera r cos e et r  sine par leurs valeurs et l’on trouvera
f

X\ = a (cos iî — e) (cosg cosO — sin̂ · sin0 cosi)
—asin îî / i  — e2(sin£-cosO-t-cosg· sinO cosi,

Xï = a (cos« — e) (cos£· sinO+ sin g- cosO cosi)
+  a sina/i — e2(—sin g· sinO cos ̂ cosO cosi), 

x3 =  a(cosu — e) sin̂ sini
-+- a sin u i — e2 cos g sin i.

56. Nous avons posé

<iS _  «¿S _  t i S r i S
d x t ~ y i '  d L ~ 1 ’  d G ~  g ’  d 0 ~ ~ ^ ’

et, par conséquent,

dS =  ^ ^ y  dx -h l d\j-\-g dQ — 0 dO,

d’où il suit que

x dy — l dL — g dG — 0 <¿0

est une différentielle exacte ; mais j ’aurai .avantage à introduire 
encore de nouvelles variables ; en posant

L —  G  =  p,,  G  —  0  =  p2
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et

(1 0 ) Ll -+- G g  -+- © 0 = LX h- pi wi-H p2 u2,

d’où
\ = l -H §  -T- 0, OJ | —   g   0 j tOg =    0.

On voit que w( est la longitude du périhélie et io2 celle du nœud, 
toutes deux changées de signe. Quant à l ’angle À, il a reçu le 

nom de longitude moyenne.
Les variables anciennes L, G, 0; l, g, 9 étant liées aux nou­

velles L, p(, p2 ; "h, W) Wj par des relations linéaires, l’identité (1 0 ) 
nous montre que nous sommes dans les conditions du n° 5 et que 
le changement de variables est canonique. Donc

• l dL -h g  dG H- 0 dQ — X dL.— ^  w dp

sera une différentielle exacte et il en sera de même de 

^  x  dy — X dL — to dp

dx — L dX — p du>.
ou de

57. Posons maintenant , .

\ i =  1 / 2  p i  cos a),·, ï) , =  s / i  pisinw,·.

Le changement de variables sera encore canonique en vertu du 
nn 6  ; donc · ·

^  p du)~  2  S «h)

sera une différentielle exacte et il en sera de même de

ou de
^  y  dx ~  b dk — ̂  ? <*) 

2  x dy — X dL —  ̂  *1 d\.

58. Dans la plupart des applications, l ’excentricité e et l ’incli­
naison i seront de très petites quantités;

pi =  L— G = m /M \Ja (1 — d * — e2)
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est de l’ordre du carré de l ’excentricité;

Üt =  \/i pt COSWi, y¡( =  v/2 pj sinto!

sont de l’ordre de l’excentricité ; c’est pourquoi nous désignerons 
souvent ces deux variables sous le nom de variables excentri­
ques :

p 2 =  G —  8  =  G (1 —  c o s í )  

est de l’ordre du carré de l ’inclinaison;

$ 2 =  \/·! p2  C O S l ü j ,  K)2 =  / ' 2 p j  S ÍIU 02

sont de l’ordre de l’inclinaison ; c’est pourquoi nous désignerons 
souvent ces deux variables sous le nom de variables obliques. 

Nous trouvons d’ailleurs

d’ofi

et

v/L

y/L

e eos«! =  ï , y / . +

e sinintOi =  i), y *  +

4 L

Sî+T)î
4 L

£2 =  2 / G  sin -  i cosu>2, i)2=  2 / G  sin -  i sinin2.

Les variables que nous venons d’introduire servent à définir la 
forme, les dimensions et l’orientation de l’orbite elliptique, ainsi 
que la position de la planète sur cette orbite. Nous devons dis­
tinguer :

i° Le système des éléments

a, e, ï, l, ff-hO, 0,

qui ont reçu le nom d'éléments elliptiques et sont plus fami­

liers aux astronomes ;
2 ° Le système

L, G, 8, l, g, 0;

3° Le système

L, pi ps, «oi, to2 ;
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L , $1) L  "T) 1, 7)2-

Ces trois derniers systèmes ont reçu le nom d'éléments cano­
niques à cause des propriétés démontrées aux nos 56 et 57.

59. Nous avons, dans ce qui précède, calculé les coordonnées 
rectangulaires, ou polaires, en fonctions des éléments elliptiques 
ou canoniques. 11 resterait à calculer les variables y i  ou, ce qui 
revient au même, à déterminer les vitesses en fonctions des mêmes 
éléments. Pour cela, nous pourrions nous servir des équations

d S

^1 dxt ’

ou, en revenant aux coordonnées polaires du n°47, nous servir des 
équations

( i i )
' d r  «!S dS

m dt ~ d ? ’ mr d t ~  dV
„ . efo dS  

m r -  sm2Ç .
d t  d'f

Nous pouvons, d’ailleurs, sans restreindre la généralité, suppo­
ser, comme au n° 48, que Ç représente l’angle du rayon vecteur 
avec cet axe et que, par conséquent, le plan de l ’orbite passe par 
l ’axe des x 9, car nous savons que le choix des axes est arbitraire. 
On a alors

d S  (¿Sj _  c ,  d S  _  r  dS
d r  ~  d r  — *’ d t, ~  ’ eùp ~  ° '

La première des équations (i i) donne alors

d’où

et

S /
1>

d t  =
m  d r

" S r

d l  =  n  d t  =
m k M 2 d r  

L3 SJ

Nous retrouvons donc simplement l ’équation du n° 53.

60. La troisième équation (i î) nous donne simplement ^  =  o,
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ce qui signifie que la vitesse est dans le plan de l’orbite. Quant à 
la seconde, elle donne

rmr 2  - 7-  =  G.
dt

Or mr c’est la projection de la quantité de mouvement sur une

perpendiculaire au rayon vecteur. Le premier membre n’est.donc 
autre chose que le moment de la quantité de mouvement; de sorte 
que G représente en grandeur le vecteur des aires.

Comme ce vecteur est nécessairement perpendiculaire au plan 
de l’orbite, ses trois composantes seront

Gsi n i ' s i n O,  — G s i n j c o s O ,  ' G c o s î  =  0.

61. Cherchons maintenant à calculer les yi. Nous pourrions 
'nous servir des équations

dS
dm ~ y ‘ ’

mais il sera préférable de se servir de

y t  =  m
dxi
dt

dxt
~dî

m w M2 d xi 
~ L * ~  ~dl

qu’il y aura lieu d’employer quand les x  seront exprimés en fonc­
tions de /, g , 0, L, G, 0, ou de

m'M! dxt 
yi ~dk

qu’il y aura lieu d’employer quand les x  seront exprimés en fonc­
tions de L, p, w ou de L, Ç, yj.

cLoq *
Bien entendu ou ^  désignent les dérivées partielles de x  par 

rapport à l  ou à

62. On peut également se servir des intégrales des aires.

X îfi— Xi7 2  =  G sini sin0,
# 3 7 1 — xiy% =■ G sini cosO,
^1^2— ^2 71 =  0 ·

Ces équations ne peuvent suffire pour déterminer les y  car elles

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



LE MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 79

ne sont pas distinctes. Mais on y adjoindra l’équation des forces 
vives

m3M2
~TU~'

63. 11 peut y avoir intérêt à mettre les équations'(9 ) sous une 
forme différente; introduisons deux quantités auxiliaires X  et Y  
en posant

X  =  a ( c o s u  — e) cosZ -t- a  s i n « /  1 —  e2 sin î  =  r  cos(i> —  l ) ,

' Y =  —  a ( c o s u  —  e) sin Z +  a s i n u / i  —  e2 cos £ =  r  sin (e —  l ) .

Nous voyons que les seconds membres des équations (9 ) devien­
dront des fonctions linéaires et homogènes de X  et de Y . 11 reste 
à trouver le coefficient de X  et celui de Y .

Or, rappelons-nous comment nous avons obtenu les équations ( 9  ). 
Nous nous sommes servis des équations ( 8  bis) et ( 8  ter) sachant 
que nous avons remplacé dans les équations ( 8  bis)
r cosÇ et rsinÇ par leurs valeurs ( 8  ter). Mais on a également

¡¡ =  (t' — / ) +  ((?■  -+-/)>

de sorte que les équations (9 ) deviendront

x x=  X [  o o s ( ¿ ·  h-  l )  c o s 0  —  sin { g  - 1-  l )  sin 0 c o s i ]

—  Y [  sin (£■-+- / ) c o s O  -t- c o s ( £ - - i -  l )  sin 0 c o s í ],

X î  =  X [  c o s ( ¿ · -1- ¿) sin G -H sin ((“· - t - / )  c o s 0  c o s í ]
-t- Y [ —  sin ( 5 · +  l )  sin 0 -t- c o s ( ^ - t -  l )  cosG cos  1 ],

x3 =  X s in (£ - - l · -  l )  sin 1 -t- Y  c o s (g - -+ -  Z ) s i n i ,

( 1 2 )

ce qui peut s’écrire également

 ̂ X i =  X  j^cos*^cosX 4 -  sin2 - cos(X  —  aQ)J 

—̂  Y  j^cos2 ^ sin X -h  sin2^ sin (X —  2 0 )  j , 

X i =  X ^ c o s 2 ^ s in X  —  sin2 - s i n ( X  —  2 6 ) j  

-t- Y  j^cos2 ^ cosX —  sin2 -  cos(X —  20 )J , 

x 3 —  X  sini s in (X —  0 ) -+- Y  sin î cos(X —  0).
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64. R é s u m é  d es  fo r m u le s . —  Je crois utile de réunir ici. les 
formules qui lient les x  et les y  aux éléments canoniques L, X, p) 
<o, ij, Yj. Dans ces formules figureront les deux masses vrt et M et 
diverses quantités auxiliaires a, e , i, u, v, l, X», Y ..‘ *

Nous avons d’abord

L =  m  / M  / a ,

pi =  L(i — \/i — e*), p2 =  (L — pDD — cosï), '·
Si =  / 2 pi cosioi, -rii =  t/2 pi shuoi ;

¡¡2 =  /â"p2 cos<ü2, 72 = / î p ï  sirnüjii
/ =  X +  tüi,

(7 ) l =  u — e sin«,

( 1 2  b is )

r cos v = a(cosii — e)
7· sin v =  a / l · — ë* s in « ,

X  =  7 -c o s (e — l ) ,  Y = 7 - s i n ( r  —  l ) ,

X i  — X  £cos* ^ c o s X  4 -  sin* ^  cos(X -4- 2io2) j

—  Y ^ cos*  ^ sin X +  sin* ^ sin (X -+- 2 io 2 ) J

x 2 =  X  j^cos*^ sin X —  sin* i  sin (X -+- 2to2)J

-+- Y  j^cos* Î  cosX*—  sin* ^ cos(X -H 2 ios)J ,

x 2 —  X  sint sin(X H -  to 2 )  +  Y  sini cos(X - t -  to2 ) ,

r~i----- 5----- ? , % ®(i— e%)yx\ -1- a?§ -t- a?| = t* = a(i — e cosm) = —i------ - 1
i - h  e cos v

X i f s — —  ( L  —  p i)s in is in to 2i

x s y \  —  X\y%  =  —  ( L  — p i ) s in î c o s (1)2, 

* 1 7 2 - 2 ? ! / ! =  L — Pl— pï ;
1 , , ,  , . 772 M

-K y \  +  y \ + y \)— -- 772* M*
2 L* ’

*

65. F o r m e  d u  d é v e lo p p e m e n t . —  Il s’agit maintenant de se 
servir de ces formules pour développer les coordonnées x t, x 2, Xs 
en séries dépendant des éléments canoniques. Quelle sera la forme 
du développement?

Pour résoudre cette question, je décomposerai le problème en

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



LE MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 8 I

deux^et j ’envisagerai d’abord le développement de X 'et de Y , puis 
.celiii dès coefficients de X  et de Y  dans les équations ( 1 2  bis).

* J’otservç ¿ ’abord que p, est développable suivant les puissances 
de e2', les* coefficients du développement dépendant d’ailleurs
de Lu Le prenlier terme du développement est un terme en e2.
* * '
Done L is s e ra  ̂ également développable suivant les puissances de e2,

et il en sera de même de -¡==·
V2 Pi

De l’équation qui lie p, à e2 on peut tirer inversement le déve­
loppement'de e2 ‘suivant les puissances de p,. Nous avons trouvé 
au nu 58 '

* i=  i h  
L m

Or\ pourra donc développer 

Or

g1j i t
—== suivant les puissances de p,. 
v 2Pi

et

e _  e cosiü! e sinu>i

yAp, »1 *)i

2 Pi =  ?ï +  2)?·

Il résulte de là que e cos to, et esinco, sont développables sui­
v a n t  les puissances de £, et p c’est ce qui résulte d’ailleurs des 

formules du n° 58. Les Coefficients de tous ces développements 
dépendent de L.

6 6 ., Je dis maintenant que u —  i, cos(u  —  l ) et sin(u <— l) sont 
"développables suivant les puissances de ecos l et de e sin/. 

Envisageons, en effet, l ’équation de Képler

I 7 ) l — u —  e s in « ,

1 nous pourrons l’écrire

(u-r- l) —  e sin / c o s ( îî —  l) —  e cos / sin ( h —  /) =  o.

* .  * .

Le premier membre est développable suivant les puissances de
( u — /), esin/, ecos/. Quelle est la condition pour qu’on puisse 
en tirer ( u — /) développé suivant les puissances de esin/ et 
ecos/? C’est, d’après le théorème des fonctions implicites, dû à 
Cauchy (ou, comme aurait dit Laplace, d’après le théorème sur le

t  P-  -  !· 6
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retour des suites), que la dérivée partielle du premier membre par 
rapport à l’inconnue ( u — l) ne s’annule pas quand on y  fait 
e c o s / = o , esin/ =  o. Or, cette condition est remplie; car cette 
dérivée se réduit à l’unité.

Donc ( m —  l) est développable suivant les puissances de e cos/ 
et e sin /, et il en est de même de c o s ( m —  l) et sin(i< —  l) qui sont 
développables suivant les puissances de ( m — /).

Il en est de même, évidemment, de

e* cos ( it  H- / )  =  e2 c o s 2 /  cos ( t i  — l )  —  es s in 2 /  s i n ( «  — / ) ,

car

e 2 cos i l  =  ( e  cos/)2 — (e sin/)2; e2 sin 2 /  =  i ( e  cos/) ( e  sin /) 

et il en est de même, pour une raison analogue, de e2 sin(// /).

67. J’observe maintenant que l ’on a

X , i ~t- \ !  1 —  c2 . . . 1  — d  \ — e2— = cos( u — l ) ---1-------h e2 cos(u-h  l ) ---------
a i . '  i e ï

Y  . . . i -t -v / i  — e2 . i —  / 1  —  e2
a  v '  2 '  2 « 2

— e cos /, 

■+ e sin /.

Nous venons de voir que C.°S (u —  /) et e2 c.os (u l) sont

développables suivant les puissances de e cos /, esin/. Il en est de 
même de

i - t -y / i  —  e2 1— / 1  — e2
---------------- » ----------;------1

car ces deux fonctions sont développables suivant les puissances 
de e2.

X Y
Il en résulte que — et -  sont développables suivant les puis­

sances de
ecos/, esin/;

ou encore suivant les puissances de

puisque
e costo,, e sinto,,

e cos/ = e costo, cosX — e sin to, sinX, 
e sin / = e sin to, cosX -H e costo, sinX ;
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ou encore suivant les puissances de

il) l̂)

puisque e cos o ,, e sinw( sont développables suivant les puissances 
de ii et tu .

Donc finalement X  et Y  sont développables suivant les puis­
sances de ii et 7)i ; les coefficients du développement dépendent 
d’ailleurs de L et de

6 8 . Passons maintenant aux coefficients de X  et de Y  dans les 
équations ( 1 2  bis) qui sont de la forme

ou

, , 1  C O S .  , . , (  c o s , ,
± c o s 2 -  . A r t s i n 2 -  . (A  

2 s i n  a  s i n
« 1)

. . cossin 1 . sin (X -H ü)2 ).

Je dis que ces coefficients sont développables suivant les puis­
sances de
, 0. . i . i .(i3) sin-cosio2, sin-sin(o2.

Il en est évidemment ainsi de sin2  ̂ qui est la somme des carrés 

de ces deux quantités (1 3 ) ; de

mi . « icos2 - = i — sin2-»
2 2

cos

de

i = ^ / i - s i n 2 i;

. I l .
s i n 2 -  c o s 2 ü>9, sin2 -  s in ' i t o o ,

2 ’ 2 ’

expressions qui sont égales, la première à la différence des carrés 
des deux quantités (i3), la seconde à leur double produit; de

sin2 -  c o s (X  +  2 (1)2 ) =  sin2 -  c o s 2 w2 c o sX  —  s in2 -  sin 2 ü)2 sin X,
2 2 2

et de sin2-  
2

sin( A H- 2 ü>2) pour une raison analogue ; de

. .cos sin* . sin
1 . 1 cos

102 =  2 cos -  sin — . co2 ;
2 2 sin
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sin t c o s (X H- to j)  =  sine c o s io 2 cosX  —  sine sintos sinX

et de même de sinf sin(X -+- ü)2).
Il résulte delà que les coefficients en question de X  et de Y  sont 

développables suivant les puissances des deux quantités (i3).
Or, on a

£2 =  2 y/L — pi sini cosioj, 

i)s =  2 y/L — Pi sin i  sin tos.

Donc nos coefficients sont développables suivant les puissances de

2 y/L — p, 2 y/L — pi
Or

y/L — pi \ a /

est développable suivant les puissances de etri(.
Donc, finalement, nos coefficients sont développables suivant les 

puissances de Ç|, vji, Ça, ï)2.

69. En résumé, nos coordonnées x i sont développables sui­
vant les puissances de

1 1 ) l l i  $2, 1)2,

les coefficients du développement dépendant d’ailleurs de L et de X.
Inutile d’ajouter que les expressions des x i sont des fonctions 

périodiques de X qui ne changent pas quand on change X en X +  2 7t.
,Les développements des y i  sont de même forme; il suffit pour 

s’en convaincre de se rappeler les formules

m*M* dxt 
y t ~  " U "  dX '

Les x i et les y i  peuvent donc se développer sous la forme suivante 

(ce) , ^  A cos(/>oX -+- h)0 ïi ,

où p 0 est un entier, où A  et À sont des constantes qui ne
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dépendent que de L et où 3TL· ’est un monome entier par rapport . 
aux £ et aux ïj .

Posons ensuite

£,· =  /îp ,·  costo,·, r{i=  »A p,· sinon,·.

Je dis que le développement (a) prendra la forme

(P ) 2 B P?‘ Pîî c o s ^ 0^ + JP l“ l +  .Ps“ 2+ Ù ) ,

où B et h ne dépendent que de L, où les p  sont des entiers positifs 
ou négatifs, les 2 q des entiers positifs ou nuis, et de telle façon 
que 2 <7 ,· soit de même parité que pi et au moins égal à pi en valeur 
absolue

i q t l \ P i \ ·

Je veux montrer que tout développement de la forme (a) peut 
se mettre sous la forme (¡3) ; il me suffit de le démontrer pour cha­
cun des termes du développement. Gela est évident immédiatement 
si le monome OÏL· se réduit à l’unité, auquel cas le terme se réduit 
à A  cos(/?„X h).

Il me suffira donc de démontrer que, si une expression est 
développable sous la forme (|3), cela sera encore vrai pour cette 
expression multipliée par !·,· ou par 7p· et, par conséquent, de 
proche en proche, pour cette expression multipliée par un 
monome quelconque 3TL.

Soit donc

H =  ^ B p f  pî*cos(/>0XH-,piW1 - ! - iP2io2-!- A). .

Je dis qu’on pourra également développer sous la forme ((3)

H£,· =  H y/ap, cos 10,·, Ht)« =  H y/apï sinon,· =  H 4/ 2 pi cos ^10,· —  ^ » 

et, plus généralem ent,
H y/âpï cos(tüi-H h').

On a, en effet,

» ✓ ï  p,· cos(o>i-t- A')

— - L V Bpf.pîVp/[ cos( 0̂̂  ■+■ P i •“î ■+■ P i H- 10/ -t- h -t- h') 
y/a^  '

COS(jD0X jOjOIj— tOi-H A — A')].
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Cetle expression est bien de la forme (¡3); car, si nous suppo­
sons i =  i pour fixer les idées, nous voyons que 2Ç2 et p 2 n’ont 

pas changé, que 2q, s’est changé en 2q t +  1 , tandis que p t s’est 
s’est changé en p, + 1  dans l ’un des termes et en p t —  1 dans 
l ’autre.

O r, si
2?t =  Pt (rood 2 ),

, on aura évidemment

2 ^ 1  +  1 =  p i  H- i =  /Jj —  i ( in o d  2 ),

2 ?) "+■  1 = | />i +  11, -iq\ +  I^l />t — 1 1, 

ce qui démontre le théorème énoncé.

70. Sym étrie. —  Si l’on faisait tourner l’orhite elliptique et 
la planète d’un angle s autour de l’axe des x 2 (comme si la pla­
nète et son orbite formaient un seul corps solide),

l ,  g ,  9, L , G, 6

se changeraient en

h ® -+■ Ei L, G, 0;

Pli pî! A! Wi, U1

se changeraient en

L, p„ 
et

se changeraient en

p j, X +  E, ta 1 — e, u>2 — e ;

Xu

X\  c o s s —  # 2 sine, x \  sine -h  # 2 cose, x z .

Si, dans le développement des x , on remplace les $ et les t, par 
leurs valeurs en fonctions dès p et des ta, on obtiendra des séries 
procédant suivant les sinus et les cosinus des multiples de X, co(, w2. 

Nous aurons donc

Xi  =  2  A  cos( / ; o X -+- ĉ»!0>1 -H p 2ta2-t- h ) ,

p 0, p t et p 2 étant des entiers, A  et A des fonctions de L* pi et p2.
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J’écrirai

I X\ =  A COS {p-i'k -h Pl “ l H-/?2t0j +  h),

( 1 4 )  ( x 2 =  ^  A '  c o s (/ ? qX -+- />t 0)1 -H 7 >a<03 +  h 1),

I x3 =  2  A "cos (/?0X H- />i(Oi +  />2(o2+  h").

Si je change ~k, w(, 10, en X +  s, w( — s, w2 — e; l ’argument 
des cosinus augmentera de

( Po —  Pi —  Pi ) 6·

et Xi, X2, x  ̂ devront se changer en

X i  c o s  s · -  # 2  s i n e ,  x t s i n s  -+- x 2 c o s e ,  X3.

Nous en conclurons : . 

iu Que
^0 —  Pi —  Pt=  1

dans le développement de X\ et de x 2 et que

Pu —  ^1 —  Pi — 0

dans le développement de x% ;
2 ° Que

A =  A', h' =  h — 11 ·■i

71. Considérons encore la figure formée par la planète et son 
orbite elliptique et remplaçons cette figure par sa symétrique par 
rapport au plan des x , x 3. Cela revient à changer

L, G, e, 1, g, 0
en

L, G, 01 — l, — g, — 0,
ou

L, pli pii X, “ n “ s
en

L) Pli ps, — X, — “ 1, — “ s

ou, enfin,
Xu *̂ 2) *̂3

en
— #2) #3.
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Il faut donc que x 3 change de signe et que x , çt x% ne 
changent pas, quand les trois angles X, w(, w2 changent de signe. 
Cela revient à dire que dans les développements (i4) on doit 
avoir

A = /i" =  o, A' = — - ,’ a

de sorte que ces développements deviennent

I
a ? i = ^ A  cos(/>0X +

sin (/?oX P i  w i ■ +■  P t  ci>2 ),

 ̂ a?3 =  ^  A" cos(fi0X -h pîtüj).

72. Considérons toujours la même figure et remplaçons-la par 
sa symétrique par rapport au plan des x {x 3. Cela revient à changer 
les variables obliques £2 et en —  et — Trj2, ou encore à chan­
ger w2 en w2 +  u.

Dans Ces conditions x { et x 2 ne doivent pas changer et x 3 doit 
changer de signe.

Donc p 2 est pair dans les développements (i4) ou (i4 bis) de x, 
et de x 2 et Impair dans ceux de x 3.

Si l’on rapproche ce résultat de celui que nous avons obtenu au 
n° 70, nous voyons que p a —  p K ou p 0 -f- p , sont toujours impairs.

73. Homogénéité. —  Quand e, i, l, g , 8 restant constants, le 
demi-grand axe'a se change en a (i -j- e), les coordonnées x t, Xi, 
x 3 se changent en x , (i +  e), a?2(i -+- s), x 3(i +  e).

Dans les mêmes conditions ^_»— sont multipliés
m/M w/M 1

par la racine carrée de ce même facteur ou \Ji -f- £.
Donc les coordonnées xt seront homogènes de degré 2 en

L P _
my/ M /ny/M

ou en
fi

m /M m y/M m y/M

Voyons ce que nous pouvons conclure au sujet de la forme des
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développements (i4 bis). Les coefficients A  et A7/qui figurent dans 
ces développements seront une somme de termes de la forme sui­
vante :

A ou A' =  2 B L * - * - i .p i * p î ·^ ,

où 2 q K est un entier de même parité quep t et au moins égal à |p { |, 
et où 2q2 est un entier de même parité que p 2 et au moins égal 
à |/>2|, et où B est une constante numérique.

On aura d’ailleurs

n  = - y , C  sin(/j0X

y%= TO! ML-l-?|-7»p'J'p?î COS(/>0X +

y» — — 2 c'/n! M L-'-ii-7.pî' pfs sin(/>0X +  toi-f-/>2io2),

C et G" étant des constantes numériques égales à B/i0.
J’ai dit que 2 q, devait être un entier de même parité que p t et 

au moins égal à p, ; c’est en effet la condition pour que

p?‘ cos(/)iü)i-t- h ) ,

où h est indépendant de p, et de w(, soit développable suivant les 

puissances de

/a p i  cos coi =  £1, \Api sintoi =  ïji.
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CHAPITRE IV.
PRINCIPES DE LA MÉTHODE DE LAGRANGE.

74. Orbites osculatrices. — Reportons-nous à la figure i et aux 
hypothèses du n° 30; envisageons par conséquent le mouvement 
des deux planètes fictives A' et B'. Nous avons vu aux nos 37 et 38 
que l’on peut poser F =  F 0 -|-¡¿F,, que ¡Jt F a est beaucoup plus 
petit que F0, et que, si l’on remplaçait F par F„, le mouvement 
de la planète fictive A' serait le même que si elle était attirée par 
une masse fixe m( +  m7 placée à l ’origine, tandis que le mouve­
ment de la planète fictive B' serait le même que si elle était attirée 
par une masse fixe mt +  mH +  m-, placée à l’origine. Il résulte de 
là que, en première approximation, le mouvement de ces deux 
planètes fictives se fait conformément aux lois de Képler.

Supposons qu’à l’instant t les forces qui agissent (*) sur la 
planète fictive A' viennent brusquement à disparaître pour être 
remplacées par une force unique due à l’attraction d’une masse 
fixe mK-\-mn placée à l’origine. A partir de llinstant t, la planète h! 
décrirait une orbite elliptique, et c’est ce qu’on appelle l 'orbite 
osculatrice de la planète A'.

Ou, si l’on aime mieux, nous envisageons une nouvelle planète 
fictive A", qui a même masse que A', c’est-à-dire m\ ; qui, à l ’ ins­
tant t, a mêmes coordonnées que A' et même vitesse tant en gran­
deur qu’en direction; et qui, soumise seulement à l’attraction 
d’une masse fixe m{ +  m7 située à l’origine, se meut conformément 
aux lois de Képler. A  l’instant i, la planète A" a mêmes coordon­
nées que A', c’est-à-dire x\, x.x, x 3 et les composantes de la quan-

C) Peut-être ce langage est-il incorrect, puisque à celte planète qui est fictive 
aucune force ne peut être réellement appliquée. Peut-être faudrait-il dire : les 
forces fictives qui semblent agir...; peu importe d’ailleurs puisque aucune con­
fusion n’est à craindre.
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tité de mouvement sont les mêmes, c’est-à-dire y\, y'2l y 3. Mais, 
à tout autre instant que l’instant t, la planète A" n’a pas les mêmes 
coordonnées que A', ni la même quantité de mouvement. L ’orbite 
elliptique de A" est alors Y orbite osculatrice de k!. Les deux défi­
nitions reviennent évidemment au même, car la nouvelle planète h!' 
n’est autre chose que ce que deviendrait A' si les forces qui agissent 
sur elle venaient à disparaître et à être remplacées par l ’attraction 

de la masse centrale mt -I- mn.
A un instant t’ différent de t, A" ne coïncide plus avec A'; nous 

devons donc imaginer une nouvelle planète fictive A!" qui se meut 
d’après les lois de Répler et qui, à l ’instant t\ a mêmes coordon­
nées et même vitesse que AJ. L ’orbite elliptique de A"1 sera l’orbite 
osculatrice de AJ à l ’ instant t 'et elle différera de l’orbite elliptique 
de A", c’est-à dire de l’orbite osculatrice de A' à l’instant t. L’orbite 
osculatrice est donc variable avec le temps.

Cependant, si F se réduisait à F 0, la planète A' se mouvrait 
conformément aux lois de Képler; coïncidant un instant avec A", 
elle coïnciderait constamment avec A"; donc A" et Aw ne différe­
raient pas et l ’orbite osculatrice serait invariable.

En réalité, F ne se réduit pas à F 0, mais la différence, que nous 
avons appelée u.Ft, est très petite. Il en résulte que l’orbite oscu­
latrice varie, mais qu’elle varie lentement.

On définirait de la même manière l ’orbite osculatrice de B' : ce 
serait l’orbite elliptique d’une nouvelle planète fictive B", qui 
aurait même masse que B', c’est-à-dire m\, qui, à l ’ instant t, 
aurait mêmes coordonnées que B', c’est-à-dire x\, a/5, x\, même 
vitesse en grandeur et en direction et, par conséquent, mêmes 
composantes de la quantité de mouvement, c’est-à-dire y \, y'5, y\, 
qui enfin se mouvrait d’après les lois de Képler sous l ’attraction 
d’une masse centrale fixe mK -f- mk -+- m7. Nous n’aurions d’ailleurs 
qu’à répéter ce que nous avons dit des orbites osculatrices de A'.

Nous avons vu au Chapitre III que la forme, les dimensions, 
l’orientation d’une orbite elliptique, et la position d’une planète 
sur cette orbite, peuvent être définies à l ’aide d’un système de six 
éléments, dits tantôt éléments elliptiques, tantôt éléments cano­
niques (cf. n° 58). Les six éléments qui définiront ainsi l ’orbite 
elliptique de A" (c’est-à-dire l’orbite osculatrice de AJ) et la posi­
tion de A" sur son orbite (c ’est-à-dire la position de A! sur son
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orbite osculatrice) s’appelleront les éléments oscillateurs de la 

planète A'.
Dans le mouvement képlérien un seul des éléments est variable 

(c’est la longitude moyenne X si l ’on adopte l ’un des deux derniers 
systèmes d’éléments définis au n° 58, et l’anomalie moyenne l  si 
l ’on 'adopte l’un des deux premiers) et cet élément varie d’ailleurs 
proportionnellement au temps. Les cinq autres éléments sont 
constants.

En ce qui concerne les éléments osculateurs, tous seront variables ; 
mais les variations de l ’un d’entre eux seront sensiblement mais 
non exactement proportionnelles au temps; celles des cinq autres 
seront très lentes. Nous venons de voir, en effet, que l’orbite oscu­
latrice varie, mais qu’elle varie lentement.

On définirait de même les éléments osculateurs de la planète B'.

75. Cas de la Méthode usuelle. —  Au n° 44 nous avons défini 
un changement de variables dont les astronomes se sont souvent 
servis. Bien que nous ne devions pas en faire usage, il peut y 
avoir intérêt à l ’examiner et à définir les orbites osculatrices aux­
quelles il conduit.

Les deux planètes A et B sont rapportées au Soleil C, c’est-à-dire 
que l’on introduit deux planètes fictives A' et B' ayant respective­
ment pour masses mt et en menant OA' égal et parallèle à GA, 
et OB' égal et parallèle à CB.

Ici encore nous pouvons supposer une nouvelle planète fictive A" 
qui, à l ’instant t, a mêmes coordonnées et même vitesse que A' et 
qui décrit une ellipse sous l’attraction d’une masse centrale /n( +  niT; 
et une autre planète fictive B" qui, à l’instant t, a^mêmes coordonnées 
et même vitesse que B' et qui décrit une ellipse sous l ’attraction 
d’une masse centrale mh H- m7 (je dis mk -1-  mn parce que, si l’on 
négligeait la fonction perturbatrice telle qu’elle a été définie au 
n° 44, le mouvement de B' serait celui d’une masse mobile attirée 
par une masse fixe m7). L ’orbite elliptique de A" ou celle 
de B" seront alors l ’orbite osculatrice de A' ou celle de B'. Il n’y a 
d’ailleurs rien à changer à ce que nous avons dit au numéro pré­
cédent.

76. Cas de la transformation du n° 26. —  Supposons mainte-
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nant qu’au lieu d’adopter le changement de variables du n° 30, 
ainsi que nous le ferons toujours sauf avis contraire, nous ayons 
adopté celui du n° 26. Les planètes fictives A' et B' ont pour 
masses

m\ rn-i nv, m·]
»¡1 +  m, ’ m-j

■ et1 l’on obtient leurs positions en menant les vecteurs OA' et OB' 
•égaux et parallèles à CA et à CB. Elles ont pour coordonnées

x 1 J æ 2 Î æ 3 ï ^6*

Mais les variables

f i ,  f s ,  y'i\ y*» /*> / ·

ne seront pas proportionnelles aux dérivées des x' ; elles ne repré­
senteront donc pas les composantes des quantités de mouvement 
des deux planètes fictives; elles représenteront, comme on le sait, 
les composantes des quantités de mouvement absolu des deux 
planètes réelles.

Voici dans ce cas comment on doit définir les orbites oscula- 
trices :

Soit une nouvelle planète fictive A" qui a même masse mim'1r  ‘  -t- m^
que A'; qui, à l’instant t, a pour coordonnées x\, x 2, x 3 et pour 
composantes de sa quantité de mouvement y\, ÿ.·,, \ qui enfin
se meut conformément aux lois de Képler sous l’attraction d’une 
masse centrale m, m,.

On voit qu’à l ’instant t la planète A" a mêmes coordonnées 
que A', mais qu’elle n’a pas même quantité de mouvement ni par 
conséquent même vitesse.

La planète A" décrit une orbite elliptique qui sera l ’orbite oscu- 
latrice de A'.

On définirait de même la planète fictive B" et l ’orbite osculatrice 
de B'. Disons seulement que B" se mouvrait sous l’attraction d’une 
masse centrale mIt +  m7.

77. Comparaison des orbites osculatrices. —  Le plus souvent, 
au lieu de parler de l ’orbite osculatrice de A' ou de B', on parle de
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l ’orbite osculatrice de A ou de B, c’est-à-dire des planètes réelles; 

cette façon de parler peut être adoptée sans inconvénient : quand 
on parlera de l ’orbite osculatrice de A, on devra entendre qu’il 
s’agit de celle de la planète fictive correspondante A'.

Cependant on doit faire attention à une chose. Nous venons de 
voir qu’il y a plusieurs manières de définir les orbites osculatrices- 
et, par conséquent, les éléments oscillateurs. Il y en a encore 
d’autres. Au n‘‘ 74·, au lieu de rapporter A à C et B au centre de 
gravité de A et de C, nous aurions pu rapporter B à C et A  au 
centre de gravité de B et de C.

De plus, nous aurions pu attribuer d’autres valeurs aux masses 
centrales. En effet, le partage de F en deux parties F„ et pF, 
reste arbitraire dans une assez large mesure; nous aurions pu 
retrancher une fonction quelconque de F 0 et l ’ajouter à u F (, 
pourvu qu’elle soit du même ordre de grandeur que la fonction 
perturbatrice. Par exemple, dans F„ nous aurions pu remplacer 
le terme

m dm i+ »iT )
BD

par le terme
m- 

_BD—’

puisque la différence est de l ’ordre de u.F(. Alors la masse

centrale qu’il aurait convenu de choisir pour définir le mouvement 
de B" aurait été non plus

mais bien

mk ( -+- m-i )
= »1!+  nii,-t- rrit

m4 m-

et il est clair qu’on aurait pu choisir bien d’autres valeurs encore.
Eh bien, ces différentes définitions conduisent à des éléments 

osculateurs qui ne sont nullement identiques. Seulement, les 
différences sont très faibles ; elles sont de l’ordre des masses per­
turbatrices.

Considérons d’abord le cas des nos 74 ou 75. Alors la planète A" 
a, à l ’instant t , non seulement mêmes coordonnées que A', mais 
aussi même vitesse. L ’orbite osculatrice est donc tangente à l’orbite
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réelle et, à l ’instant t +  e, si £ est très petit, l ’écart entre A! et A" 
est de l ’ordre de e2.

Au contraire, dans le cas du n" 76, la planète A" a, à l’instant i, 
mêmes coordonnées que A', mais elle n’a pas même vitesse. L ’or­
bite osculatrice rencontre donc l’orbite réelle, elle la coupe sous 
un angle très aigu; mais elle ne la touche pas. Donc, à l ’instant 
t -+- e, l ’écart entre A' et A" est de l’ordre de e. C’est là un incon­
vénient incontestable dont il ne faut pas toutefois s’exagérer l’im­
portance, puisque nous venons de voir que les différences sont de 
l’ordre des masses perturbatrices.

78. Changement de variables. — Nous avons vu au Chapitre III 
et en particulier au n" 61 comment on exprime les coordonnées 
d’une masse mobile décrivant une orbite elliptique sous l’attraction 
d’une masse centrale fixe, ainsi que les composantes de sa quantité 
de mouvement, en fonction des deux masses m et M et des six 
éléments canoniques

L, X, pi, 0)1 , pj, 0>2.

Nous pouvons appliquer ces formules à la planète fictive A1'.
Les coordonnées de la masse mobile qui, au n° 64, étaient dési­

gnées par a?(, X», x 3 sont ici x\, x ’2, x\\ les composantes de la 
quantité de mouvement qui étaient désignées par y ,,  y ly y s sont 
ici y  , y 2i y s ; la masse mobile et la masse fixe qui étaient désignées 
par m et M sont ici m\ et -+- m-, ; quant aux six éléments cano­
niques nous les désignerons par

Li, X,, P„ 0)1 , ps, 0)2.

Faisons de même pour la planète fictive B". Les coordonnées 
qui, au n“ 64, étaient désignées par x {, x 2, x 3 sont ici x\,-x's, x\ ; 
les composantes de la quantité de mouvement sont y',,, y }, y\ ; la 
masse mobile et la masse fixe sont m\ et m, -+- -I- mT) quant
aux six éléments canoniques nous les appellerons

Lj, X2, P 3 ? “ 3, p*, <ut.

En résumé, il y a entre

& 1 > 2 7 ) r i .  y  t* y ’3,
m\, ni\ -h ni-,, L,, Xi, pi, 0)1, ps,
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'̂8> ^6. y'n -y'  ̂ /«>
m'4, / » ! +  ttc4h-  m ·,, L2, X2, pj, o>3, pv, io4

les mêmes relations qu’il y avait au n" 64 et en général au Cha­
pitre III entre

x u a?2, a?3 , y,, y%, y 3,

m , M, L, X, pi, oui, p i,  co2.

Or nous avons vu au nu 56 que

x  d y  —  X d L  — to dp

est une différentielle exacte. En appliquant ce résultat soit à la 
planète A", soit à la planète B", nous voyons que

(1) ^ x 'd y ' — Xi^L, — ^<orfp,
\

où l’on donne à x ' et y ' les indices î , 2 , 3, à co et p les indices i , 2 , 
est une différentielle exacte et qu’il en est de même de

( 2 ) dy'— X2 dLi —

où l’on donne à x 1 et y 1 les indices 4, 5, 6 , à <0 et p les indices 3, 4· 
En faisant la somme on voit que

(3 )  ^ x '  d y '  —  ^  X Æ  —  to dp

est une différentielle exacte. Dans l ’expression (3), il faut donner 
aux indices toutes les valeurs possibles, c’est-à-dire 1 , 2 , 3, 4i 5, 6  

pour x 1 et y 'j  1 , 2 pour X et L ; 1 , 2 , 3, 4 pour w et p.
D’où résulte que, si nous prenons pour variables nouvelles 

les X, les L, les w, les p, ce changement de variables est cano­
nique; et que les équations conserveront leur forme canonique

d k i d F d L , d F

d t ~  d L i  ’ d t d \ i

do)( d F dpi_ ___ d F

d t ~  d ? i ’ d t du>i

(4)
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79. Posons maintenant

Ji = / 2 Pi cos to,·, »),· = t/2 p,· sin tü,·;

l’expression

^  71 ^

est une différentielle exacte.
Si donc nous prenons pour variables les L, les X, les \ et les ïi, 

ce changement de variables sera encore canonique et nos équations 
deviendront

dit _ d¥ dU dF
dt dLt’ dt -  d \ ’
dr\j _ «¿F db _  dF
dt d%i’ dt dru

80. Méthode usuelle. — Ce que nous venons de dire s’applique, 
soit que nous adoptions la transformation du n° 30, soit que nous 
adoptions celle du nü 26. Mais, si nous adoptions la méthode 
usuelle, les équations ne seraient plus canoniques ainsi que nous 
l’avons vu au n" 44 où nous sommes parvenus aux équations ( 2 0 ).

Mais supposons que l ’on considère les six premières de «es 
équations ( 2 0 ), celles où l’indice i  est égal à 1 , 2 ou 3, et que l’on 
y remplace

* 5» /*> /s. /«

parleurs valeurs en fonctions du temps. Ces six équations seront 
alors canoniques, mais la fonction caractéristique F' dépendra non 
seulement des inconnues

œ\i x 3, y '2> y ’i ,

mais encore du temps.
Nous pouvons néanmoins, d’après le n° 12, leur faire subir un 

changement canonique de variables.
En particulier, l ’expression (1) du n° 78 étant une différentielle 

exacte, nous pouvons transformer ces six équations en prenant 
pour variables nouvelles

L|, Xi, pi, “ lï pa, “ î·

Elles resteront canoniques. Nous obtiendrons ainsi six équa-

P. — I. 7
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tions de même forme que les équations (4) du n° 78, mais où F 
est remplacé par F', et où l ’indice i  prend seulement la valeur 1 

pour L et 7, et les valeurs 1 et 2 pour p et w.
Opérons de même sur les six dernières équations (2 0 ) du n° 44. 

Remplaçons-y
a?2, a?3, y  y Zj ^ 3>

par leurs valeurs en fonctions du temps. Ces six équations seront 
canoniques, la fonction caractéristique sera F" et elle dépendra non 
seulement des inconnues

' a>\, * 5, *«. y 4, y», y 6.

mais encore du temps.
L ’expression ( 2 ) du n° 78 étant une différentielle exacte, ces 

équations resteront canoniques si l’on prend pour variables nou­
velles

L „  ^ 2 , p 3 » *»»> p4, w4.

Nous obtiendrons ainsi six équations de même forme que les 
équations (4) du n° 78, mais où F est remplacé par F" et où l ’in­
dice i prend seulement la valeur 2 pour L et \  et les valeurs 3 et 4 
pour p et w.

En résumé, nous retrouvons douze équations de même forme 
que les équations (4 ), avec cette différence que, dans six d’entre 
elles, F  doit être remplacé par F', et dans les six autres par F".

Il en serait absolument de même pour les équations (5).

81. Emploi des éléments elliptiques. — Au n° 58, nous avons 
défini quatre systèmes d’éléments, à savoir le système des éléments 
elliptiques et trois systèmes d’éléments canoniques. Au n" 78, 
nous avons adopté comme éléments osculateurs ceux du troisième 
système, celui des p et des co; au n° 79, nous avons adopté le qua­
trième système. Si nous avions adopté le deuxième système, il n’y 
aurait rien à changer à ce qui précède, puisque ce système est 
également canonique.

Mais les astronomes emploient aussi fréquemment le premier 
système, celui des éléments elliptiques, qui n’est pas canonique. 
Quels sont les changements qui en résultent?

Comme nous avons des relations entre les éléments canoniques
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et les éléments ellip tiques, les dérivées par rapport à t des éléments 
elliptiques s’exprimeront linéairement à l ’aide des dérivées par 
rapport à t des éléments canoniques, les coefficients étant des fonc­
tions connues des éléments elliptiques. En vertu des équations (4), 
chacune de ces dérivées des éléments canoniques par rapport à t 
est égale, au signe près, à une dérivée partielle de F par rapport à 
un des éléments canoniques. A  leur tour les dérivées partielles de F 
par rapport aux éléments canoniques s’expriment linéairement à 
l ’aide des dérivées partielles de F par rapport aux' éléments ellip­
tiques, les coefficients étant des fonctions connues des éléments 
elliptiques.

En résumé, les dérivées par rapport à t des éléments elliptiques 
s’exprimeront linéairement à l ’aide des dérivées partielles de É par 
rapport aux éléments elliptiques, les coefficients étant des fonc­
tions connues des éléments elliptiques.

Telle est la forme des équations différentielles auxquelles satis­
font les éléments elliptiques; elles sont beaucoup plus compliquées 
que les équations (4 ) auxquelles satisfont les éléments canoniques.

On peut, grâce aux crochets de Lagrange définis au n° 14, les 
obtenir sans passer par ce détour.

Soit un système d’équations canoniques

d x i   d¥ dyi _ dF
dt ~~ dyt dt ~ dxi

Considérons des accroissements virtuels S xi et 8yt des variables 
Xi etyi, et 8F l ’accroissement correspondant de F. Si nous multi­
plions nos équations par èyi et — Ixi et que nous ajoutions, nous 
trouverons

(6 ) ^  {dxt %yi— dyt txt) = SF dt.

Supposons que nous exprimions les x  et les y  en fonctions de 
2 n variables nouvelles

il viendra

dxi

a,, a2, a 2 ni

dxt 8a*.

Si nous remplaçons dxi et S#; par ces valeurs et dyi, 8yi par les
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valeurs analogues, et que nous posions

r -, Y  / dxt dyt dxi d y i\ 
a i J  — ¿ ak ¿ a / r  d a n ) ’

notre équation (6 ) devient

^  [ a * ,  a  a· ]  {dah 8a*— dakB«h) —  8F dt;

la sommation doit être étendue à toutes les combinaisons des in­
dices h et k, les deux combinaisons h, k et k, h ne devant pas être 
regardées comme distinctes.

Mais si j ’observe que

[“Ai “*] = — [“Ai «*], [“A, “A] = O,

je puis écrire aussi

2  [“A, “a] dah 8a* = 8F dt,

où la sommation doit être étendue à tous les arrangements des 
indices h et k, les deux arrangements h , k et k, h devant cette fois 
être regardés comme distincts.

Si nous remplaçons SF par

et que nous identifiions, il viendra

<’ > 2  [ - * ] £ - £ ·

Appliquons cette formule au cas qui nous occupe; nos variables, 
au lieu d’être désignées par xi etjVi, devront alors être désignées 
par x'i et y\ ; intégrons d’abord les équations en réduisant F à F 0 ; 
elles se réduiront alors aux équations du mouvement képlérien et 
elles nous permettront d’exprimer nos inconnues en fonctions des 
six éléments elliptiques de A" et des six éléments elliptiques de B". 
Supposons que ces douze éléments elliptiques soient précisément 
nos variables nouvelles que nous appelons a ,, a’2, . . . ,  a.in.

La formule ( 7 ) nous donne alors les équations différentielles 
auxquelles doivent satisfaire ces nouvelles variables. Les coeffi­
cients [a*, a*] sont des fonctions connues des éléments elliptiques.
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Mais ces coefficients ne sont autre chose (par rapport aux équa­
tions canoniques du mouvement képlérien) que les crochets de 
Lagrange du n° 14. En effet, parmi nos éléments elliptiques, il y en a 
deux qui varient proportionnellement au temps : ce sont les deux 
anomalies moyennes. Soient

Oí, =  ¿ i  =  Tl\ t - 1— ê j , a% —  1% =  fl%  ̂ E,

ces deux éléments; c’est-à-dire les anomalies moyennes des deux 
planètes fictives. Alors e, et e2 seront des constantes pour le mou­
vement képlérien.

Les autres éléments sont des constantes pour le mouvement 
képlérien. '

Considérons alors un des crochets [a¿, a*]; si h et k ne sont pas 
égaux à i ou à 2 , il rentre immédiatement dans la définition du 
crochet de Lagrange, puisque a¿ et a* sont des constantes.

Soit maintenant, par exemple [a¿, a*], h n’étant égal ni à i, ni 
à 2 . On a alors

d xj _  dxi dyi __ dy¿
da% dz\ ’ da¡ dz\ ’

et, par conséquent,
[ “ A, « l]  =  |> a , Ei],

et comme est une constante nous retombons sur la définition du 
crochet de Lagrange.

Reste le cas du crochet [a,, a2]; ce crochet est nul et il en est 
de même, en général, de [ gca, a*] si aA et a* sont deux éléments 
n’appartenant pas à la même planète fictive. Et, en effet,

[ai,a2]
2  ( g da%

dx'/ dy'/\ 
da.% da% J

Or, si i = i ,  2 , 3, les dérivées par rapport à a2 sontnulles; si, 
au contraire, i  =  4 , 5, 6 , ce sont les dérivées par rapport à a, qui 
sont nulles. Tous les termes du second membre s’annulent donc.

c. Q . r .  D .

Tous nos coefficients sont donc des crochets de Lagrange, et il 
résulte du n° 14 que ce sont des fonctions des constantes du mou­
vement képlérien, c’est à-dire des éléments a autres que les ano­
malies moyennes et des deux constantes s.
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Je ne m’arrêterai pas à démontrer qu’ils ne dépendent pas des 
constantes s, ce qui serait facile.

Les équations (7 ) étant beaucoup plus compliquées que les 
équations (4), je n’en ferai aucun usage. Je termine donc là celte 
digression en me contentant de renvoyer à l’Ouvrage de Tis­
serand, Tome I et, en particulier, au Chapitre X  et à la page 1 8 7 , 
où l ’on trouvera les équations en question sous leur forme défi­
nitive.

82. Calcul de F0. — Revenons aux éléments canoniques et à la 
transformation du nu30. Nous avons formé les équations (4) et (5) 

,desnos78 et 79. Il reste à exprimer F en fonction des éléments 
oscillateurs.

Commençons par F 0 ; nous avons trouvé au n° 37 

f 0= t 1+ t 2- - ^ 5------------- — --------

( ? )

D ’autre part, nous avons trouvé aun° 64 la formule suivante :

m M m3M2
, (7Î + 7 2 + 7 3 )· 2 L2

Appliquons cette formule à la planète fictive A"; il faudra y 
changer y u y 2, y 3 en y\, y 2, y'3 ; m et M en m, et m, +  m, 5 

r en AC, L  en L ( , de sorte que le premier terme du premier 
membre de la formule ( 8 ) se réduira à T ( et que la formule 
deviendra

^  m i M j  M ,

11 ÂCT “  aL| ~ T l]  ’

où nous avons posé

Mj =  m\ m\ mïj.

Appliquons de même la formule (8) à B"; il faudra y changer 

y t, 7 2 , 7 3  eny 'A, y s, y B ; m etM enm ' etm, -+- /n4 +  m·, ; ren  BD, 
L en L 2, de sorte que le premier terme de (8) se réduira à T 2 et 
que la formule deviendra

2 BD ' 2L| “  2 L2’
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où nous avons posé

M2 =  m!k m\{ m, -+- m7 )*.

En additionnant, il vient

, s „  m\ m\m2j m'̂  m\(m , 4 - m7)2 Mt M2 
(9 ) , aL f 2LI -  aL f ïL \

Le même calcul s’appliquerait si l’on avait adopté les transfor­
mations du n° 26 ou du n“ 44. Les valeurs des masses seules diffé­
reraient.

Avec la transformation du nH 26, il aurait fallu faire 

mtm7m =  ---------- ·, M - m.H- m7 pour A ,mt-h m1 r
et

"U '«7 mn)m =  ---------- , M - - ---- i------ —-------- ‘-i- pour B .
m4-+- (mt+  m7) (»1, -t- m7) r

On aurait obtenu ainsi

p ______ m7(» i i - t -m 7) 1

0 aLf m-i aL|

Avec la méthode usuelle du n° 41, il aurait fallu faire

m =  Wi, M =  » î i - l -m 7 pour A",
m =  m4, M =  7w4+ m 7 pour B",'

1

et l’on aurait eu
_ (tm, - ! -?w7)2 m l ( m i + m 1)i

aL| aL|

Ce que nous devons surtout retenir c’est que F ne dépend que 
des L.

83. Calcul de pF,. —  Développons maintenant la fonction per­
turbatrice p F (. Dans le cas de la transformation du nu 30, cette 
fonction ne dépend que des coordonnées x ' ; ces coordonnées, en 
vertu du n° 69, sont développables suivant les puissances des \ et 
des Y|. En est-il de même de la fonction pF, elle-même? Pour que 
cette fonction pF, soit développable suivant les puissances des \ 
et des 7i, il suffît qu’elle soit holomorphe par rapport auxa', quand 
les \ et les sont supposés nuis.
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(iF , =  (p(a?',,a7's , x'6) =  <p(a/,).

Soit x ¿° ce que devient x '· quand on annule les Ç et les t\ et 
posons

x't = X’i0 -+- tix'j.

Alors #'° représentera le premier terme du développement de#'· 
suivant les puissances des $ et des·/), et S#'· représentera l’ensemble 
de tous les autres termes.

La fonction cp(#'·) =  (# 'ü-f- S#'·) étant holomorphe pour 
#'· =  #'° sera développable suivant les puissances des S#'·, et comme 
ceux-ci sont développables suivant les puissances des $ et des yj, 
il en sera de même de cp(#'·) =  p F ,. c. q. f . n.

Or

(,F, = m , m ,  (gL -  + «t* m7 (gL _  J - }

ne peut cesser d’être holomorphe que pour

BD = 0 , AB =  0 ou BG

c’est-à-dire pour
#4 =  # 8 =  # 8 = 0,

OU pour
x\ #5 _ x ’e m7
x'i X'ï nii H- ni’] '

ou pour

x\ _. i i  _ * 6 rrii
x', „ /x z 171 \ +  1717

D ’autre part, quand on annule les $ et les tj, il vient

où

a?, = K jL f cosXj, x't = K, Lf sinX,, x'3 = o,
x\  =  K2Lf cosXs, x\  = K2L1 sinX2, aé6 = o,

K ,= i
— -,--------------- >nti

K2
i

m!k ntt ( nti -t- m7 )

et K 2 étant les valeurs du facteur correspondant aux

deux planètes A" et B'7̂ .

Or ces valeurs des x ' ne satisferont aux conditions de non-holo-
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morphisme que si

ou

Xl — X-2)

ou

Xl — X21

L2 — o,

Kj L, ui'i
K2 L1 f t i i  -i- Tït'i

Ki Lf _  nt|
KjL| îïi'i

conditions qui, dans les applications, sont très loin d’être satis­
faites.

La conclusion, c’est que la fonction perturbatrice est dévelop­
pable suivant les puissances des \ et des Y) ; les coefficients dépendent 
d’ailleurs des L et des X, mais il est clair qu’ils doivent être des 
fonctions périodiques des longitudes moyennes X et, par consé­
quent, développables en séries trigonométriques procédant suivant 
les cosinus et les sinus des multiples de X. Nous pouvons donc 
écrire

(aFi A cos(Æt Xi k% Xj -t- h') t)ÎL.

où k, et k-i sont des entiers, où A et A dépendent seulement des L, 
où enfin 31L est un monome entier par rapport aux  ̂ et aux 71.

Ce développement, comme on le verrait en raisonnant comme 
au n° 69, peut toujours se mettre sous la forme

(10) ( A F , = ^ A p f  p ^ p ^ p ^ c o s ^ ^ ' X‘ + 2 /’!'Wl'+' /l) ;

dans cette formule, A  et h dépendent seulement des L, les k 
et les p  sont des entiers positifs ou négatifs, les iq i  sont des entiers 
positifs et de telle façon que 2 qi soit de même parité que pi et 
que

Remarquons en passant que les p étant de l’ordre du carré des 
excentricités et des inclinaisons, le terme en question sera de l’ordre

■

par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
Nous nous contenterons pour le moment de ces brèves indica-
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tions, mais nous reviendrons plus loin en détail sur le développe­

ment de la fonction perturbatrice.

84. Cas de la méthode usuelle. —  Ce que nous avons dit de la 
fonction perturbatrice s’appliquerait séparément à la partie prin­
cipale et à la partie complémentaire de cette fonction, puisque 
l ’une et l ’autre s’expriment par des fonctions holomorphes des x 1.' 
Et cela resterait vrai, que l’on adopte la transformation du n° 30, 
ou la méthode usuelle du n° 44.

Mais, dans ce dernier cas, la partie complémentaire de la fonc­
tion perturbatrice prend une forme particulièrement simple ; il en 
est de même, d’ailleurs, dans le cas particulier examiné au n° 40.

Cette partie complémentaire est, en effet,

-g< jr (a?, +  x 2 x\ +  x\ a?6),

pour l’une des planètes, et

m  1 ifÎL  i i i l i t
~ X q T  ta7ia?* +  ir2a;5 +  x % x $ ) ·

Posons
<{/ = x\ x\ -t- x'2 x\ +  x\ x\.

Le développement de <{/ se déduira, d’une manière particuliè­
rement facile, de celui des x '.

Observons maintenant que dans le cas du mouvement d’un point 
attiré par une masse fixe centrale M, on a les équations difl’éren-
tielles

d1xi Ma;,
dt* r3

ou
M x i d*xt
r3 ' ~ n d\*’

ou enfin
X i m6 M3 d1xi
r 3 L' dk*

Si nous voulons appliquer ce résultat à la planète A", il faut 
remplacer x ,,  x 3, x 3 par x\, x'2, x'3, r par AC, X et L par X, et L ,, 
m et M par m, et mK +  /rc7, d’où

x'i m\( -t- m7)s dïx'i_ _  =  _  _ (* =  i,a,3).
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On obtiendrait de même

x' i

BC3
m\{m  ̂-+- m-j)3 rf2x'i

L| d X f (¿ = 4,5,6),

si nous observons qu’en appliquant la formule à B", il faut faire 
r =  BC, puisque, dans la méthode usuelle, la planète B est rap­
portée au Soleil C.

Si nous observons alors que ¿c't, x'.2, x\ ne dépendent pas de X2, 
ni x'5, x\ de 1 (, nous aurons

__ + +m-,)*
miWiAC3 -  Lf «¿X?

1 "** BC3 _  L| dXl ’

ce qui nous donne les expressions des parties complémentaires 
cherchées.

8 0 . Cas de la transformation du n° 26. —  Si l’on adopte la 
transformation du n° 26, nous avons vu au n° 43 que la partie 
complémentaire a pour expression

T» = é - ^ y iy ^ y * y » + y t y ^/il 7

et en employant les formules

m 1 M2 dæt 
y t~  ~ lj~  ~d\

du n° 69 et les appliquant aux planètes A" et B", nous trouvons

tu',2 m'v2 m\ m\ d'1·̂  
l 3 _  LfL| dkïdkt ‘

8 6 . Symétrie. —  La formule (1 0 ) peut recevoir de notables sim­
plifications par suite de considérations de symétrie.' En premier 
lieu, la fonction perturbatrice ne doit pas changér quand on rem­
place la figure formée par les deux orbites osculatrices, les planètes 
fictives A', B' et les corps réels A, B, G par une figure symétrique 
par rapport au plan des x , # 3. Or cela revient à changer les signes 
de tous les angles ~k et to, ainsi qu’on l’a vu au n° 71.
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Le développement (1 0 ) ne doit donc pas changer quand on 
change tous ces signes; il ne contient donc que des cosinus, ce qui 
revient à dire que

h =  o.

Ce résultat peut encore s’énoncer autrement si l ’on met le déve­
loppement sous la forme

A cos( X,H— -I- h )

Sous cette forme, la constante h doit être égale à zéro ou à ^

suivant que le monome 31L est d’ordre pair ou impair par rapport 
aux r).

87. La fonction perturbatrice ne changera pas non plus quand 
on fera tourner la figure dont il vient d’être question d’un angle 
quelconque s autour de l ’axe des x 3.

Or, comme nous l’avons vu au n° 70, cela revient à augmenter 
toutes les longitudes de s, c’est-à-dire à changer les X en X +  e, et 
les co en co —  s.

Dans ces conditions, le développement (io) ne doit pas être 
altéré, ce qui revient à dire que les entiers k  et p  doivent satisfaire 

à la condition

Z*-Z*
8 8 . La fonction perturbatrice ne changera pas quand on rem­

placera cette même figure par une figure symétrique par rapport 
au plan des x , x 3.

Mais, ainsi que nous l ’avons vu au n° 72, cela revient à changer 
le signe des variables obliques ?4> *U· Le développement
de F, suivant les puissances des ij et des tj, ne contiendra que des 
termes de degré pair par rapport à ces variables obliques.

Ou bien encore cela revient à changer co2 et co, en co2 +  it et 
co, -f- Te, et, comme le développement (to) ne doit pas être altéré, 

cela veut dire que
Pi-^Ph

est toujours pair.

89. Homogénéité. —  La fonction F est homogène de degré —  i
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par rapport aux grands axes et, par conséquent, homogène de 
degré — 2 par rapport aux L et aux p. Il en résulte que, dans le 
développement (1 0 ), le coefficient A est homogène de degré

par rapport aux L.

90. I n t é g r a le s  d e s  a ir e s . — Que deviennent les intégrales des 
aires avec nos nouvelles variables? Nous avons vu, au n° 23, que 
ces intégrales conservent la même forme quand on passe des va­
riables x  et y  aux variables x ' et y ' ,  de telle façon que chaque 
composante du vecteur des aires est la somme de la composante 
correspondante du vecteur des aires relatif à la première planète 
fictive A', et de celle du vecteur des aires relatif à la seconde pla­
nète fictive B'. D’autre part, le vecteur des aires est le même à 
l’instant t pour la planète A' et pour la planète A", puisque à cet 
instant elles ont mêmes coordonnées, même masse et même vitesse.

Elle sera la même également pour B' et pour B".
Or, au n° 60, nous avons vu quelles étaient les trois composantes 

du vecteur des aires pour une planète se mouvant d’après les lois 
de Képler; ce sont :

( n )

G sin i sin 0 =  — iq2̂ /  h — pi—

— G sini cos0 =  — £ 2 ^ /h — Pi—

0 =  L  —  p, —  p2.

On voit que dans les deux premières de ces expressions figurent 
à la fois les £, les y) et les p ; mais il serait aisé de passer de là soit 
à une expression en fonction des p et des w, soit à une expression 
en fonction des \ et des rj.

Appliquons ces formules aux deux planètes A" et B" qui décrivent 
des orbites elliptiques. Nous verrons que les trois composantes du 
vecteur des aires sont
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pour A" et

— — P3—  2Í ’ — — P3—  3̂ P3 P*

pour B", de sorte que les intégrales des aires s’écriront

Í — I s ^ A i — pi—  £ ? — T)4^ / L ,  — p3 — &  =  const. ,  

(<2) — — pi — ^ — p3— lA =  const.,

2 l - 2 p - const.

La dernière des équations (1 2 ) peut s’obtenir facilement de la 
manière suivante :

Nous avons vu, au n° 87, que dans le développement (1 0 ) de la 
fonction perturbatrice pF, on a

On a donc
2 * - 2 ' ·

2 cf|JtFi _ d f j t F i

d k  2 *4  d u j ’

et comme F ne diffère de pF, que par le terme F0 qui est indépen­
dant des X et des w

■ 1̂ d F  _  ^3 oflF 
— d  dX ~~ 2 a i dm  ’

ou à cause des équalions (4 )

2 d L  V 3 dp

d i ~ 2 i d t  _0’

2 l - 2 p -

ou enfin
const.

91. Supposons que l’on prenne pour plan des x t x 2 le plan inva­
riable, les équations (1 2 ) se simplifient. En effet, les seconds 
membres des deux premières équations (1 2 ) se réduisent à zéro, et 
alors on peut déduire de ces équations
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P* ( h t —  p i —  = p i ^ L 2 —  p3 ^  ·

L’équation w2=w4 n’est pas autre chose que la propriété 
énoncée au n° 25, sous le nom d'é lim in a tio n  des n œ u d s.

92. Tout ce que nous avons dit jusqu’ici s’étend sans aucune dif­
ficulté au cas où l’on a plus de trois corps. Il en est ainsi en particu­
lier des résultats du n° 90. Mais ceux du n" 91, de même que ceux 
du n° 25, ne seraient plus vrais dans le cas où il y aurait plus de 
trois corps.

93. A p p r o x im a t io n s  s u c c e s s iv e s . — Comme F=F 0-|-pF1 et 
que F0 ne dépend que des L, les équations (4) du n° 78 peuvent 
s’écrire

(4 bis)

d L _  ¿¿F, dr, _  <¿F ! d\ _  dF,

dt dt~V-~dl· ’ d i ~ ~ ^ ~ d ^ ’
dX _ dFt) dF,
dt ^  1Ü  +  lX~dL'

et de même les équations (5) du n° 79 peuvent s’écrire
dL  _  dF, doi _  dF, dp _  dF, 
dt ^ d l  ’ dt ^ dp ’  dt ^ dia ’ 

d l  _  «?F0 «¿F,
dt ~  dL ^  V" d ü '

J’ai supprimé les indices i pour simplifier l’écriture. ‘
Cela posé, voici comment les équations (4 b is) ou (5 bis) peuvent 

s’intégrer par approximations successives en profitant de la peti­
tesse du paramètre p..

En première approximation, nous supposerons p = o, de telle 
façon que les L, les p, les w, les £, les 7| seront des constantes et les 
X des fonctions linéaires du temps.

Ensuite, dans les seconds membres des trois premières équations 
(4 b is) ou (5 b is) je remplace les fonctions inconnues L, X, p, w, 
(ou L, X, £, y)) parleurs valeurs trouvées en première approxima­
tion ; ces équations me donnent alors par une simple quadrature de 
nouvelles valeurs approchées des L, .p et u (ou des L, ![ et r\).

(5 bis)
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Dans le second membre de la quatrième équation (4 bis) ou 
(5 bis), je remplace les L, p et w (ou les L, Ç et r\) par les valeurs 
ainsi trouvées, et les X par les valeurs de première approximation. 
J’ai ainsi par quadrature de nouvelles valeurs approchées des X.

Et c’est là la deuxième approximation.
Ensuite, dans les seconds membres des trois premières équa­

tions ( 4  bis) ou (5 bis), je remplace les fonctions inconnues par 
les valeurs trouvées en deuxième approximation et j’obtiens ainsi 
pour les L, p et o (ou pour les L, Ç et v\) de nouvelles valeurs 
approchées que je substitue dans le second membre de la quatrième 
équation, où je remplace d’ailleurs les X par les valeurs de la 
deuxième équation.

Et c’est là la troisième approximation.
Et ainsi de suite ; à la nième approximation, on envisage d’abord 

les trois premières équations; on remplace les inconnues dans les 
seconds membres par les valeurs de ( n — i )ièrae approximation, et l’on 
calcule par quadrature les valeurs de /iième approximation de toutes 
les inconnues, sauf des X.

On prend ensuite la quatrième équation ; dans le second membre, 
on remplace toutes les inconnues parleurs valeurs de /iieme approxi­
mation, sauf les X que l’on remplace par leur valeur de (n  — i)'eme 
approximation. On obtient enfin par quadrature les valeurs de 
nlcme approximation des X.

On voit qu’à chacune des approximations on n’a à effectuer que 
de simples quadratures.

94. Il s’agit de se rendre compte de l’approximation obtenue. 
Nous allons chercher à développer nos inconnues suivant les puis­
sances de p. et de voir combien à chaque approximation nos déve­
loppements contiendront de termes exacts.

Pour cela, nous nous appuierons sur les lemmes suivants :

i u Soient deux fonctions développées suivant les puissances de p, 
leur produit sera également développable suivant les puissances 
de p, et si l’on remplace ces fonctions par des développements 
dont les premiers termes seuls sont exacts, de telle façon que le 
premier terme erroné soit le terme en p'% le développement du 
produit aura aussi ses premiers termes exacts, de telle façon que le 
premier terme erroné soit le terme en p".
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2° Ce résultat s’étend immédiatement à un polynôme entier 
quelconque. Soit P un polynôme entier en x ,  y ,  z ; si x ,  y,  z  sont 
développables suivant les puissances de p, il en est de même de P; 
et si l’on remplace x ,  y ,  z  par des développements approchés où 
le premier terme erroné soit en p", les premiers termes du déve­
loppement de P seront exacts, de telle façon que le premier terme 
erroné soit le terme en p".

3" Considérons maintenant unefonction quelconque f ( x , y ,  z). 
Soient x 0, y 0, s0 les valeurs de x ,  y  et z pour p = o, c’est-à-dire 
les premiers termes des développements de x ,  y,  z  suivant les 
puissances de p. Je dis que la proposition qui précède sera encore 
vraie si fa fonction /est holo'morphe en x , y , z pour

x  =  x<>, y = y < > ,  z  = 3„.

Posons en effet

x  =  x 0 +  ox, z = z o - h à z ;

la fonction /  étant liolomorplie sera développable selon les puis­
sances de Sjc, 8y, 8s. On pourra donc écrire

/  =  / o  -+- f i  )

où f o  contient l’ensemble des termes de degré moindre que n  en Sx, 
S y, 8s et /  l’ensemble des termes de degré au moins égal à n ; 
alors /„ est un polynôme auquel s’applique le lemme précédenl.

Supposons maintenant que l’on remplace 8#, S y , S z , soit par 
leurs développements exacts suivant les puissances de p, soit par des 
développements dont les premiers termes seuls soient exacts, le pre­
mier terme erroné étant en p". Dans les deux cas,/, /„ et f ,  seront 
développables suivant les puissances de p; de plus, comme 8#, S y, 
Sz sont divisibles par p, et que /  ne contient que des termes 
d’ordre n au moins par rapport à S x, Sy, 8s, cette fonction f t sera 
divisible par p".

Je dis maintenant que dans les deux développements, l’un exacL, 
l’autre rapproché, les termes de degré moindre que n  (c’est-à-dire 
les termes en p* où i< n) seront les mêmes. Cela est vrai pour /„ 
qui est un polynôme auquel le'demme s’applique; cela est vrai pour 
/, qui est divisible par p", et qui par conséquent ne contient pas 
de terme de degré moindre que n en p. Cela est donc vrai de /.

P. — I. 8
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Ainsi dans le développement approché de f ,  le premier terme 
erroné est le terme en p", ou, comme nous le dirons plus briève­
ment, l’erreur est de l’ordre de p".

95. Il s’agit d’appliquer res lemmes à la question qui nous 
occupe. Cela est possible, car F0 et F( sont des fonctions holo- 
morphes de nos inconnues X, L, p, w (ou X, L, ij, r,) et il en est de 
même de leurs dérivées.

Je vois d’abord qu’à chaque approximation nous trouverons 
pour nos inconnues des expressions développables suivant les puis­
sances de p. Et en effet, si cela est vrai en (/t — iième) approximation, 
quand nous substituerons dans les seconds membres des équations 
( 4 b is) ccs valeur approchées développables suivant les puissances 
de p, ces seconds membres seront eux-mêmes après cette substi­
tution développables suivant les puissances de p, et il en sera de 
même des nouvelles valeurs approchées des inconnues, qui se 
déduisent de ces seconds membres par quadrature.

Si, dans nos développements approchés des inconnues, le pre­
mier terme erroné est en p", et si nous substituons ces dévelop­
pements approchés dans F(, le développement de F, aura ses 
premiers termes exacts, d’après le lemme, et le premier terme 
erroné sera en p"; pour pF(, le premier terme erroné sera en 
p"+l, et de même pour la même raison, si F', est une quelconque 
des dérivées partielles de F(, l’erreur commise sur pF', sera de 
l’ordre de p"+l.

Sur F0, ou sur une quelconque des dérivées partielles de F„, 
l’erreur commise sera de l’ordre de p".

Après la première approximation, l’erreur commise sur les 
inconnues est de l’ordre de p.

Passons à la seconde approximation. Substituons ces premières 
valeurs approchées dans les seconds membres des trois premières 
équations (4 Ois) ou (5 bis) qui sont de la forme pF'(. L’erreur 
commise sur ces seconds membres sera de l’ordre de p2, et il en 
sera de même de l’erreur commise sur les nouvelles valeurs appro­
chées des L, p, w (ou L, £, 7|).

Substituons ces nouvelles valeurs approchées dans le second 
membre de la quatrième équation et remplaçons-y en même temps 
les X par leurs valeurs de première approximation. Nous faisons
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sur les unes une erreur de l’ordre de p.2, sur les autres une erreur 
de l’ordre de· p. L’erreur commise sur p-̂ j-1 sera donc de l’ordre 

de [A2, Quant à l’erreur sur elle sera également de l’ordre 

de p2, car ne dépend que des L et l’erreur sur les L est de
l’ordre de p2. L’erreur sur le second membre de notre quatrième 
équation et, par conséquent, sur les nouvelles valeurs approchées 
des X sera donc aussi de l’ordre de [a 2 .

On démontrerait de la même manière qu’à la troisième approxi­
mation l’erreur sur les seconds membres des trois premières 
équations est de l’ordre de [a 3, l’erreur sur les nouvelles valeurs 
approchées des L, p ,  w  de l’ordre de ¡a 3, et enfin que l’erreur sur

|Â jp> sur et, par conséquent, sur le second membre de la
quatrième équation et sur les nouvelles valeurs approchées des X, 
est aussi de l’ordre de p.3.

En résumé, a p rès  la  n ieme a p p r o x im a tio n , V e r r e u r  co m m ise  
s u r  n os in co n n u es est d e  l 'o r d r e  d e p".

96. Dans la méthode d’approximations du n° 93, nous substi­
tuons à la place de nos inconnues, dans les seconds membres de 
nos équations, des développements obtenus d’une certaine manière. 
Mais il n’y a là rien d’essentiel. Supposons que dans les seconds 
membres des trois premières équations (4  b is) , nous ayons sub­
stitué à la place des inconnues d’autres développements pourvu que 
le premier terme erroné soit de l’ordre de ¡a " .

L’analyse du n° 95 nous montre immédiatement que ces équa­
tions nous auraient donné pour les L, les p et les w de nouveaux 
développements approchés où le premier terme erroné serait en
|An + t .

Prenons ensuite la quatrième équation (4 b is ) ; dans le second 
membre, substituons à la place des L, des p et des w ces nouveaux 
développements et à la place des X les anciens développements où 
l’erreur est de l’ordre de ¡a " .  Ici encore nous verrions immédiate­
ment, par l’analyse du n° 95, que l’équation nous donnerait pour 
les X de nouveaux développements approchés où le premier terme 
erroné serait en pn+l.

Dans la conduite de nos approximations, nous pouvons, comme
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d’ailleurs le bon sens l’indique, laisser de côté les termes erronés 
de nos développements, en ne conservant que les termes exacts.
 ̂A la niéme approximation, nous substituons dans nos seconds 

membres nos développements approchés, et nous obtenons pour 
fces seconds membres eux-mêmes des développements que nous 
pouvons arrêter au terme en pn_1, puisque les termes suivants sont 
erronés.

Dans le second membre de la quatrième équation, nous avons 

deux termes et dans le second terme, il suffira de sub­

stituer à la place des inconnues leurs anciens développements qui 
sont exacts jusqu’au terme en pn~a inclusivement; l’erreur commise

c?F,dans le développement de p- ĵ sera encore de l’ordre de p".
¿¿F /Mais, dans le terme il faudra remplacer les L M e  dis les L

parce que ne dépend que des Lj par leurs nouveaux dévelop­

pements, exacts jusqu’au terme en p" 1 inclusivement, que l’on a 
obtenus à l’aide des trois premières équations.

97, Il convient de préciser davantage. Considérons, par exemple, 
les équations (5 b is) . Je suppose que nous envisagions la solution 
particulière de ces équations telle que, pour t =  o, les inconnues 
L,·, 7j·, ijj·, 7),· aient pour valeurs initiales

- T 0 \0 t»
*•*1 t )  s i  } T Jt  J

et que nous nous proposions de développer cette solution suivant 
les puissances de p.

En première approximation nous aurons 

0 3 )  L ,-= L ? , tiî =  v) ? , h = n , t  + \i,

où n¡ est une constante qui, conformément aux formules du mou­
vement elliptique, est égale à

où nous avons posé, comme au n° 82,

Mi =  m',3 ( m, -f- m7)2 =  m \ m \ m l ,
Ms= m '¿{m x-\- mtt-h ni7)2 = +  m7)2.
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En n'i'me approximation nous aurons

i C l dF, r ' d F i  ,

d t ’ ~ * X  d ^ dt
(<4) i „ ■ r ‘ d F,

1 d u
d t ,

et

(i5 ) ^  dt
d u - d t ·

Dans les intégrales qui figurent dans les seconds membres des 
équations (i4 ) on remplace les inconnues par les valeurs obtenues 
en (n — i)ièmê approximation. On fait de même pour la seconde inté­
grale du second membre de (i5), tandis que pour la première inté­

grale, où figure sous le signe J  une fonction ne dépendant que 
des L, nous y remplacerons les L par leurs valeurs données par 
les équations (i4)·
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APPLICATION DE LA METHODE DE LAGRANGE.

98. Nous avons m i , à la lin du Chapitre précédent, que nos 
équations peuvent s’intégrer par approximations successives et que 
ces approximations peuvent se faire par de simples quadratures. 
Toutes les quadratures que nous serons conduits à faire dans l’ap­
plication de cette méthode seront de la forme

j ' \ t m cos ( ' i t  +  h ) d l ,

où m est un entier positif ou nul, A, v et h des constantes.
Nous avons d’abord, pour m —  o,

Si nous différentions cette dernière équation m  fois par rapport 
à v et que nous divisions par {'«, il vient

et, d’ailleui-s,

Ç t meivl dt

ou en multipliant par \ .e lh et prenant la partie réelle

±  m \ A C.os (v / -+- h )cm '

tm cos(v f -y- h )d t  

A tm sin(v ¿-h h)
v

sin

+ wiAi'»->.cos(v< + /t) 2
v* v

sin (v l-+-h) 
v 2(2)
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Le terme général du développement est

± m ( m  — i)...(/«—o - t - i )A  . ( v f - t - / t ) ----- r iv sin v/'-·-1

où l’on doit prendre

H-sin, -4- cos, — sin, — cos,

suivant que
p  =  o, i. 2, 3 (m od4).

On remarquera la présence de v au dénominateur. Les formules 
précédentes deviennent donc illusoires dans le cas où v = o; elles 
doivent être remplacées par

(3)
/

Ai"1 dt
\

m -+-1

99. Appliquons ces principes au problème qui nous occupe, 
c’est-à-dire à l’intégration des équations (5 b is) du n” 93. Nous 
avons vu au n° 83 que ¡aF, et F peuvent se développer suivant les 
puissances des Ç, des v) et des cosinus et sinus des multiples des X, 
il en est de même des dérivées partielles de F par rapport aux L, 
aux X, aux £ et aux ·r\. Les seconds membres des équations (5 bis)  
seront donc développables sous la forme

(4 ) _^A cos(/cjXi-i- 4:2X2-+- A)0Tt_,

où A et h sont des constantes ne dépendant que des L, où les k  
sont des entiers et 01b un monome entier par rapport aux ij et aux 71.
La constante h est d’ailleurs égale à o ou à — d’après le n° 8 6 . 

En première approximation nous avons

L /= L ? ,  { , =  # ,  7;,·=  v)?,

Si, appliquant la règle des nos 93 ou 97, nous substituons ces 
valeurs dans les seconds membres des trois premières équa­
tions (5 b is) , ces seconds membres prendront la forme

B cos(v t h'),
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CHAPITRE V.iao
où B et h' sont des constantes et où

V — ■ ]C \  T t\  “ (-

Nous pourrons alors intégrer nos équations à l’aide des for­
mules (i) ou (3) et nous trouverons pour nos inconnues L¡, \i etvu 
de nouveaux développements où nous aurons des termes en 
sin(vi + h') et des termes en t.

Passons à l’équation (i5) du n° 97:

X,· d U
dt *H—

dLi
dt.

Dans nous devons encore substituer à la place de nos

inconnues leurs valeurs approchées L®, Ç®, 71®, /ij-i + X®; nous 
obtiendrons ainsi pour X; des termes en t [provenant de l’appli­
cation de laformule (3)] et des termes en sin(v£ h ') [provenant 
de l’application de la formule (1)].

Dans il faut, d’après la règle du n° 97, substituer aux L; 

les nouveaux développements que nous venons de trouver. Soient

L,= L? +  SL(·

ces nouveaux développements.
Les SLj sont développables suivant les puissances de p, et comme 

on a, d’ailleurs,

SI. ¿F,
d\i

dt,

et que dans les inconnues ont été remplacées parleurs valeurs

approchées indépendantes·de p, on voit aisément que le dévelop­
pement de 3Lf· se réduit à un seul terme,-le terme en p.

¿¿F' Pour L¿—  L®, se réduit à n(·. D’ailleurs, pour Lt = L® + - 8L,·, 
¿¿F 1la dérivée peut se développer suivant les puissances des SL; 

sous la forme

e?F0 «¿2Fo Sl l <i2Fo
dLi -  nt -h dLidLi dLjdLi

Dans ce développement, nous pouvons négliger les tenues du
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second degré ou de degré supérieur, parce qu’ils, sont de l’ordre 
de p.2, et si nous observons, d’autre part, que, d’après la forme 
de F„ { c f .  n° 82), on a

*»

d 2F0 ___  d 2F0 dut

d î^ d Q  ~  °’ ~düf ~  d\4 ’

nous pouvons écrire

d’où

¿ F 0

d\,i
dn,·

d ï$
8 L < ;

S .

d v „  ,
-jt— d t  — n,· t -t- drij Ç

dV} J0
t
dLi dt.

J’ai pu faire sortir du signe J\ c’est, en effet, une constante;

car les dérivées successives de F0, quand on j  a remplacé les Li 
par les constantes L“, se réduisent à des constantes.

Nous avons vu que 3Lt· contient des termes en sin(v£ + h') et 
peut contenir des termes en t. Nous verrons bientôt que ces termes 
en t ne peuvent se rencontrer q,ue si le rapport des moyens mou­
vements ^ est commensurable ; c’est là la propriété connue sous 
le nom d'in v a r ia b ilité  d es  g r a n d s  a x e s .

Cela nous donnera dans J  S L i d t  et, par conséquent, dans À, des
termes en cos(v< h ) , des termes en t ; il pourra y avoir aussi des 
termes en t 2 [par application de la formule (3)] mais seulement 
si SL,· contient des termes en t, c’est-à-dire si le rapport des 
moyens mouvements est commensurable.

C’est là la deuxième approximation qui, à cause de la petitesse 
des masses perturbatrices, est suffisante pour les besoins de la 
pratique dans le plus grand nombre des applications.

100. Nous voulons néanmoins pousser l’approximation plus 
loin et voir quelle est la forme générale des termes de nos déve­
loppements.

Je dis que tous nos. termes seront de la forme

(5) À l m co s (v i -t- h),
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où m  est un entier positif ou nul, A et h des constantes et où

V =  h i l l i  H -  / o2 71j ,

les k  étant des entiers positifs ou négatifs.
J’observe d’abord que le produit de deux quantités de la 

. forme (5) est une somme de termes de la forme (5) et j’en conclus 
qu’un polynôme entier par rapport à plusieurs quantités de la 
forme (5) est une somme de termes de la forme (5).

Plus généralement, soit /une fonction développable suivant les 
puissances de x, y ,  z\ six , y ,  z  sont développables en séries de 
termes de la forme (5), la fonction f  sera elle-même développable 
en une série de termes de la forme (5).

Si, en effet, dans le développement de /  suivant les puissances 
de x, y ,  z , je substitue à la place de x , y ,  z  leurs développements, 
le résultat de cette substitution sera une série dont chaque terme 
sera un produit d’expressions de la forme (5).

Le n° 98 nous montre ensuite que, en intégrant par rapport à t 

une expression de la forme (5), on obtient encore une somme de 
termes de la forme (5), car il est utile de faire observer que

sin(v¿ -t- h) = cos v̂£ ■+- h — ^ 'j·

Cela posé, envisageons les dérivées partielles de F| et de F0 qul 
figurent dans les seconds membres de nos équations. Posons

L¡= L¿ + 8L¡, -t- S£¡, ri i — ru ■ +· ÚTin L,= ■ +· *L'·

Les dérivées partidles de F( ou de F0 pourront se développer 
suivant les puissances des SL, 8£, Sri, SX, sous la forme

y  nair,

où 311/ est unmonome entier par rapport aux SL, Si·, Sri, SX· Quant 
aux coefficients B, ce seront, d’après la formule de Taylor, des dé­
rivées partielles d’ordre supérieur de Ft ou de F0, où les L, 'ê 
et X doivent être remplacés par leurs valeurs approchées

L/I Ç?I ,)í> nfíH-X?.

Les dérivées partielles d’ordre quelconque de F( cl F0 peuvent,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



APPLICATION DE LA MÉTHODE DE LAGRANGE. 123

comme ces fonctions elles-mêmes, se mettre sous la forme (4 ) du 
n° 99, c’est-à-dire sous la forme

A cos (A, Xi h— X2 A ) ,)TL·

Si l’on y remplace les inconnues par leurs valeurs approchées, 
ces expressions se réduiront à une somme de termes de la forme (5), 
car A et 3TL se réduiront à des constantes et X( + /r2X2 -+- h à

v t -t- h' 
où

v = kl ni -t- h '  =  h  -+- AiXj-t- ASX| ·

Nos coefficients B sont donc des sommes de termes de la forme (5).
Je dis que SL,·, S-,·, Svp-, SX,·, quelque loin que l’on pousse l’ap­

proximation, ne contiendront que des termes de la forme (5). En 
effet, je suppose que cela ait été démontré pour la «ième approxi­
mation, et je vais montrer que cela est encore vrai à la ( n + i)ième. 
Considérons, en effet, d’abord les trois premières équations (5 bis)  

du n° 93. Les seconds membres sont de la forme et, dans
le monome OTC/, on doit remplacer les SL, ... par leurs valeurs de 
n ième approximation. Par hypothèse, ces valeurs se réduisent à 
une somme de termes de la forme (5). Donc DÍL·1 sera aussi une 
somme de termes de la forme (5) et, comme il en est de même du
coefficient B, il en sera de même de B̂OIL'.

Nos seconds membres sont donc des sommes de termes de la 
forme (5) et, en intégrant par rapport à t, nous voyons que les 
nouvelles valeurs des SL,·, 8$,·, Sy),·, c’est-à-dire leurs valeurs de 
(A q- î ème approximation, sont encore de la même forme.

Prenons enfin la quatrième équation (5 b is) du n° 93. Dans le 
second membre, il faut substituer à la place des SL,·, S!·,·, S n,· lej 
valeurs de (/î + i)ième approximation et, à la place des SX,·, les valeurs 
de n iime approximation. Toutes ces valeurs sont des sommes de 
termes de la forme (5).

On en conclurait, comme plus haut, que le second membre est 
une somme de termes de la forme (5), et, en intégrant, que la 
nouvelle valeur de SX,·, c’est-à-dire sa valeur de (n + i,eme) approxi­
mation, est encore une somme de termes de la forme (5).

c .  q . f . n .
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101. Petits diviseurs — On voit, en se reportant au n° 98, 
que, par suite des intégrations, le coefficient y figure au dénomi­
nateur. Il en résulte que, si v = o, les formules (i) et (2 ) de­
viennent illusoires et qu’on doit recourir aux formules (3). Mais

V —  k\7l\ -t" k% ^2·

Donc v ne peut s’annuler que si le rapport — est commensu- 
rable ou si

¿,= ¿2= o.

Or, la probabilité pour que le rapport soit exactement

commensurable est infiniment petite. Nous pouvons donc toujours 
supposer que ce rapport est incommensurable et, par conséquent, 
que v ne peut s’annuler que quand les deux coefficients k  sont nuis 
à la fois.

Mais si ce rapport ne peut être exactement commensurable, H 
peut être à p e u  p r è s  commensurable ; dans ce cas, v peut s’annuler, 
mais peut devenir très petit. Si v devient très petit, les termes qui 
contiennent v ou une puissance de v au dénominateur deviennent 
très grands.

On dit alors que ces termes sont très grands par suite de la 
présence d’un p e t i t  d iv iseu r .

Il peut y avoir pour chaque valeur de une infinité de petits 

diviseurs. Supposons, en effet, que nous réduisions en fraction 

continue et soit  ̂une des réduites successives ; l’expression

= 2«1— aiK2,

où les a sont des entiers, esL très petite; à chaque réduite corres­
pond donc un petit diviseur; il y en a donc une infinité.

Mais, dans la pratique, on n’aura jamais à envisager que les 
premiers termes des développements, c’est-à-dire ceux qui corres­
pondent à des valeurs relativement petites des entiers k\ et k 2. 
Les premières réduites pourront donc seules entrer en ligne de

compte; et le plus souvent, si le rapport̂  n’est pas très près d’une 

valeur commensurable simple, c’est-à-dire du rapport de deux
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entiers petits, il arrivera que l’expression

a2 n i — n2

ne sera pas extrêmement petite; car les expressions analogues sont 
d’autant plus petites qu’elles correspondent à des réduites de rang 
plus élevé. Dans ce cas, nous n’aurons pas à nous inquiéter des 
petits diviseurs.

Si, au contraire, le rapport ~  est très voisin d’une valeur com­

mensurable simple, l’expression

a2 m —

correspondant à l’une des premières réduites, sera extrêmement
petite. Mais alors il se présentera la circonstance suivante. Soit Ëi

P*
la réduite suivante; je dis que les entiers ¡3, et ¡32 seront extrê­
mement grands, de sorte qu’on n’aura pas à considérer le petit 
diviseur

ß 2 —  ß i  Tl2

qui ne figurera pas dans les termes du déA'eloppement que l’on 
conserve.

Soit, en effet, ÏI la réduite qui précède — ; la théorie des frac- ’ Ï2
lions continues nous apprend qu’on aura

Pi = Yi + ai»,
P* = Ys-H 1*2 a, -

a désignant le quotient incomplet correspondant. Si nous posons

«i _ Yt-H a,œ 
n, 'f2-h a ia;>

on sait que a  est la partie entière de x  de telle façon que x  — a est 
compris entre zéro et un. On a alors

Yittâ— Yatti 
a 2 n ,  —  a , ?t2

Par hypothèse le dénominateur a2n( — a, n 2 est extrêmement 
petit, donc x  et, par conséquent, a  sont extrêmement grands. Il 
en est donc de même de ¡3, et de (32. c. q . f . n.
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Nous n’aurons donc à nous inquiéter ni de la réduite ni a

fo r t io r i  des réduites suivantes. Donc, dans la pratique, nous 
aurons a u  p l u s  à nous inquiéter d’un seul petit diviseur.

Si, au lieu de trois corps, nous en avions un plus grand nombre, 
quatre par exemple (c’est-à-dire trois planètes), nous aurions

V =  l î i  ï l \  - t -  /12 U 2 ~ \ ~  ^ 3 .

La condition que le rapport ^ soit incommensurable devrait être

remplacée par la suivante : qu’il n’j  ait entre les trois moyens 
mouvements n t , n 2 et n 3 aucune relation linéaire à coefficients 
entiers.

102. Forme des développements. — Considérons maintenant 
nos inconnues comme fonctions des valeurs initiales £® et tj" des i;,· 
et des 7|,·. Je dis qu’e/fes se r o n t  d év e lo p p a b les  su iv a n t les p u is ­

sa n ces cro issa n tes d es £® e t  d es '■.
En effet, cela est vrai en première approximation où l’on a 

simplement £/ = £®, 7),·= tj", tandis que les L* et les X,· sont indé­
pendants des ç" et des 71". Il suffit donc de montrer que, si cela est 
vrai en nième approximation, cela est vrai également en (« + i),cme. 
Considérons d’abord les trois premières équations (5 b is ) du n° 93 
dont les seconds membres sont de la forme

Nous avons montré que les coefficients B eux-mêmes sont de 
forme

2A cos(/fiX i-+- ^2 X2 H— /¿)01TL,

H

où l’on doit remplacer les L,·, £,·, vj*, X, par leurs valeurs appro­
chées L®, £)■’, 7)“, n tt X®. Alors 311, qui est un monome entier par 
rapport aux £,· et aux Y},·, deviendra un monome entier par rapport 
aux £® et aux 7)", et, comme les autres facteurs ne dépendent pas 
des £® et des r,®, nous voyons que les B sont développables suivanl 
les puissances des £“ et des 7)®.

Quanta 311', c’est un monome entier par rapport aux SL, 3Ç, Stj, 
SX, où ces expressions doivent être remplacées par leurs valeurs

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



APPLICATION DE LA MÉTHODE DE LAGRANGE. 127

de nlème approximation. Or, ces valeurs, par hypothèse, sont déve­
loppables suivant les puissances des £" et des ti®. Il en sera donc 
de même de 3)1/ et, par conséquent, de nos seconds membres

^  B SXL'.

Si nous intégrons, nous verrons que les valeurs de (n + i)lènlc 
approximation des L, £, 7) sont développables suivant les puissances 
des £“ et des r,®. En raisonnant sur la quatrième équation (5 bis) 
comme nous venons de le faire sur les trois premières, on verrait 
qu’il en est encore de même des valeurs de (n  -+- i)ième approxima­
tion des X.

Nos développements seront donc de la forme

(6) ^  (¿“A. OTL0Zm cos(v t H- h),

où 3Tl0 est un inonome entier par rapport aux £9 et aux 7)® et où A 
et h sont des constantes ne pouvant dépendre que des L® et des X®. 
Comme nos expressions sont développées suivant les puissances 
de p, nous avons en facteur une puissance de p que j’ai mise en 
évidence. Posons

¡¡? = costuj, 7) J = y/îp® sintu? ;

les p® et les w® sont les valeurs initiales des p; et des w,·. En rai­
sonnant comme au n°69 on verrait que notre développement peu) 
également se mettre sous la forme

( 7) ^  |JaAp^?1 pl^pV^p®^* cos (|v< +  +  h ) ,

où A et h dépendent seulement des L® et des X® et où les entiers p  
et i q  satisfont aux conditions

iq t  =  Pi (mod 2 ), 2 q i^ p i.

103. Coordonnées héliocentriques. — Nous avons vu au n° 64 
comment les coordonnées x { , x 2, x 3 d’une masse attirée par un 
centre fixe peuvent s’exprimer en fonction des éléments cano­
niques et nous pouvons appliquer les formules de ce n° 64 aux
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deux planètes fictives A "  et B". Nous verrons ainsi que

* 1 )  ^ ’2 1 3 î x  î i

sont développables suivant les puissances des \ et des r,, et que ce 
sont d’ailleurs des fonctions des L et des X, qui restent holomorphes 
pour

L £* =  , \ i  —  X® -+- txî ( .

Si donc nous faisons

L£ = L° ôL,·, Xj = X® -h ?iît oX/j

ces coordonnées x ' seront développables suivant les puissances 
des !·, des 7), des 8L, des SX. J’ajoute que les coefficients du déve­
loppement sont de la forme C cos(v£ 4 - h ) , C et h étant des 
constantes qui dépendent seulement des L® et des X?. Ils sont donc 
de la forme (6 ). Comme les quantités Ij, tj, 8L, SX sont elles- 
mêmes développables sous la forme (6 ), il en sera de même des 
coordonnées x ' .

En raisonnant comme au n° 69, on verrait alors que les x '  

peuvent également se développer sous la forme (7 ).
Ainsi nos coordonnées x ' peuvent se développer soit sous la 

forme (6 ), soit sous la forme (7 ), et il en est de même des coor­
données héliocentriques des planètes x ,  — x -n x 2— x 8, X 3 — 
x·, — X t, x ô — ¿r8, x a — x$  qui sont des fonctions linéaires des#'.

104. Classification des termes. — Ainsi, soit dans les dévelop­
pements des éléments, soit dans ceux des coordonnées, le terme 
général est de la forme

cos(vi-l·- h).

Cela peut servir de base à une classification des termes ; nous 
distinguerons d’abord les te r m e s  p é r io d iq u e s , les te r m e s  sé c u ­

la ires p u r s , et les te r m e s  sé c u la ir e s  m ixtes,.

Les termes périodiques seront ceux qui ne contiendront pas de 
facteur tm où le temps t se trouve en dehors des signes sin et cos.

Les termes séculaires purs seront ceux qui contiendront un 
facteur tm et ne contiendront pas de facteur trigonométrique

7. N
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Les termes séculaires mixtes sont ceux qui contiennent à la 
fois un facteur tm et un facteur trigonométrique.

Nous distinguerons ensuite les termes au point de vue de V ord re, 
du d e g r é , du r a n g  et de la classe.

L’ordre d’un terme est l’exposant a qui affecte le paramètre ¡a . 

Ce qui justifie cette distinction, c’est la petitesse de ce paramètre, 
de telle façon que les termes sont d’autant plus petits qu’ils sont 
d’ordre plus élevé.

Le degré d’un terme est le degré du monome 31I0 ; ce qui 
justifie cette distinction, c’est la petitesse des excentricités et des 
inclinaisons. Comme les ξ® et les η® sont de. l’ordre des excentri­
cités et des inclinaisons, les termes sont d’autant pies petits qu’ils 
sont de degré plus élevé.

Le rang sera
a — m,

c’est-à-dire l’exposant a du paramètre p, moins l’exposant 1 n de t. 
On voit aisément, en ’effet, qu’un terme où a — m  est petit peut 
avoir une grande importance bien que a soit grand; si, en effet, a 
et m  sont grands tous deux, le terme d’abord très petit croîtra 
rapidement avec le temps.

Quanta la classe, elle dépend delà présence des petits diviseurs 
au dénominateur. Ces petits diviseurs sont introduits, comme on l’a 
vu, par les intégrations successives.

Soit alors m 'l’exposant du petit diviseur qui figure au dénomi­
nateur, ou la somme des exposants des. petits diviseurs qui 
figurent au dénominateur, si l’on a été amené à en considérer 
plusieurs. Nous avons vu, au n° 101, que cette dernière circon­
stance se présentera rarement.

Alors la classe d’un terme est, par définition,

ni m'
, 2 2

lOo. Invariabilité des grands axes. — Reprenons l’équation

Ι" " · ΐ- μΧ '® Λ
!

et supposons qu’on veuille procéder à la seconde approximation.
P. — I. 9
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Pour cela, il faut substituer aux inconnues dans -J A  leurs valeurs
aki

de première approximation. Or, nous avons F, qui est dévelop­
pable sous la forme

A 3fL· cos (A, λ i -i- ki λ2 -i- /¿),

la constante h étant d’ailleurs égale à zéro ou -· On en conclura 

=  - 2 Λ^ k¡ sin ( / ' i λ, -H kt λ2 +  h).

Dans cette expression, il faut substituer, à la place des incon­
nues L,·, £,·, 7i,·, \i, les valeurs de première approximation

?<! \t ? + /ijí,

Il vient ainsi

^  A 0 DXL0k j  sin ( v t -4- h* ), 
où

v ~  k\ /i[ H- A*2 
h ' =  A't A? +  A 2Xg +  h ,

oùA0est ce que devientAquandonyremplaceL,-parL°, et3IL/0 ce 
que devient 311/ quand on y remplace q,· el ru· par ç“ et 7j®.

Il vient ensuite par intégration

(8 ) L,· =  L? +  AoOlio ^  [cos(v£-l·- h')  — cos A '].

On remarquera que dans la formule (8 ) figurent des termes 
périodiques, mais pas de termes séculaires. Un terme séculaire 
en t pourrait, en effet, s’introduire dans le cas où v serait nul, 
c’est-à-dire dans le cas où la formule (i) deviendrait illusoire et 
où il faudrait recourir à la formule (3).

Mais nous avons supposé que le rapport des moyens mouvements

— est incommensurable. Alors v ne peut s’annuler que si k t et k 2

s’annulent à la fois; mais alors A·,· est nul et le terme correspondant 
disparaît.

Donc, si l’on s’en tient à la deuxième approximation, la plupart 
du temps suffisante dans la pratique, les développements des L,·
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et, par conséquent, ceux des grands axes proportionnels aux L2 ne 
contiendront pas de termes séculaires. Les grands axes exécuteront 
donc seulement de petites oscillations autour de leur valeur· 
moyenne. C’est le théorème de Lagrange sur l’invariabilité des 
grands axes, si important au point de vue de la stabilité du sys­
tème solaire.

Nous avons vu, au n° 99, que, en deuxième approximation, le 
développement de X ne peut contenir de terme en i2 que si celui 
de Li contient des termes en t. Il n’en contiendra donc pas, si le 
rapport des moyens mouvements est incommensurable. C’est ce 
que nous avions annoncé au n° 9 9 .

\

106. Théorème sur le rang. — On pourrait craindre que, dans 
certains termes, on ait m  >- a, c’est-à-dire que le rang de ces 
termes ne soit négatif. Je me propose donc de démontrer les théo­
rèmes suivants :

i° D a n s  les d é v e lo p p em en ts  d e y),·, SX/, Lt· il n ’y  a  p a s  de  
term es d e  r a n g  n é g a t i f . J’ai dit SX et non X, parce que dans X 
nous avons le terme n tt qui est de rang négatif.

2° I l  n ’y  a  p a s  d e  te r m e  sé c u la ir e  m ix te  d e  r a n g  n u l. Le 
rang de ces termes est toujours au moins égal à u n .

3° D a n s  le d é v e lo p p e m en t d e  L/, il  n ’y  a p a s  d e  term e  de  
r a n g  n u l.

Ces théorèmes sont vrais à la deuxième approximation; en 
deuxième approximation, en effet, il n’y a que des termes trigono- 
métriques ou des termes en £; il n’y a donc pas de terme séculaire 
mixte ; les termes en t étant multipliés par p sont de rang z é r o ; et, 
en vertu du théorème sur l’invariabilité des grands axes, il n’y a 
pas de terme en t dans les L,·.

Je dis maintenant'que si les théorèmes sont vrais en rticllie approxi­
mation, ils le seront encore en (n  + i)leiue.

Reprenons, en effet, nos équations (5 b is) ou (i4) et (i5) du 
n° 97 ; et, en particulier, l’équation (i5)

a,. = X + jf d F 0
dLt

dt ■
· /

rfFt 
d li

dt.

Je vais développer F0 de la façon suivante, suivant les puissances
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CHAPITRE V .

F0 — F® -t- n, oLt -+* n% 0L2+  — (G u 8L, -i- 2 C12 0F1 ûL<2-t- C22 8L* ) +  4*,

où <I> représenle l’ensemble des termes de degré supérieur à d e u x  
en SL,, SL,.

Il esl clair que F¡¡, n , ,  n 2, Gu, sont des constantes ne dépendant 
que des Lt-; j’ajouterai même que Cl2=C 2i =  o, à cause de la 
forme particulière de la fonction F„ qui est la somme d’une fonc­
tion de L" el d’une fonction de L", mais cette circonstance ne 
jouera aucun rôle dans les démonstrations qui vont suivre. On 
aura donc

(9)

« F o  V  n ' T  "<i> V / ,  r  “ F l  ,  d $_  _ », + 2 ^  C„. OL, H- 2 J- = ni +  1 *2  C»  J Í  dTk d l + d L t ‘ 

Nos équations deviennent alors

j ÎL' ' - l * / S ; ' " ’

| » '  =  1 * 2  C “ X ' ‘ " X ' S  + X ' S  * +  *■
Dans les seconds membres de ces équations, il faut remplacer 

les inconnues par leurs valeurs de ni6mc approximation; je dis 
qu’on obtiendra ainsi les valeurs de (n  -f- i)ième approximation des 
SL,·, 8$;, 8ir|;, 8).;. Pour les SL;, 8£; et Sri;, je n’ai rien à ajouter à ce 
qui précède puisque je n’ai rien changé aux trois premières équa­
tions; mais il est nécessaire de revenir sur les 8X;.

Si nous remplaçons les. inconnues par leurs valeurs de n 'knu! 
approximation, où l’erreur est de l’ordre de p", on commettra sur 
les dérivées de F, une erreur de l’ordre de p", et par conséquent

sur p J  -¿j^-.dt et sur p J  J  une erreur de l’ordre de p,i+l.
Il reste à étudier le terme 1

La dérivée ^  ne contient que des tenues d’ordre d e u x  au moins 

par rapport aux 8L. Remarquons que les 8L sont divisibles par p.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



APPLICATION DE LA MÉTHODE DE LAGRANGE. 133
Or, soient x ,  y ,  z ti-ois fonctions dont les développements, 

suivant les puissances de u, soient divisibles par p. Soient x ',  y ,  z ’ 
des développements approchés de x , y ,  z , où le premier terme 
erroné soit en p", de telle sorte que les différences x  — x 1, y  — y ' ,  
z — z ' soient de l’ordre de p". Je dis que les différences x y — x ' y ', 
x y z  — x 'y 'z '  seront divisibles par p"+l, c’est-à-dire que, si dans 
les produits x y ,  x y z  on remplace x ,  y ,  z par leurs développe­
ments approchés x ', y ,  z 1, l’erreur commise est de l’ordre de p"+l.

On a, en effet,

xy  — x ' ÿ  =  oc ( y  — y  ) -x- y  ( x  —  x ' ), 
x y z  —  x ' y  z ’ =  x y ( z  —  z ')  +  x z '  {y  —  y ' )  -i- y ' z f x  —  x')

et, par hypothèse, x  — x '  et y —y '  sont divisibles par p", tandis, 
que x  et y ’ sont divisibles par p.

Le théorème s’étendrait évidemment a  f o r t i o r i  à un produit 
d’un nombre quelconque de facteurs.

Si donc dans un inonoine entier par rapport aux SL, p o u rv u  
q u e ce m o n o m e soit d u  sec o n d  d e g r é  a u  m oin s, nous substituons 
aux SL leurs valeurs de /iième approximation, l’erreur commise sera 
de l’ordre de p,î+1.

Or, ™  ne contient que des termes du second degré au moins 
par rapport aux SL. Donc l’erreur commise sur le terme

est de l’ordre de p"+l. c. q. f. n.

Cela posé, j’observe que le produit de deux termes de rang 
positif sera une somme de termes de rang positif, que le produit 
de deux termes de rang positif ou nul sera une somme de termes 
de rang positif ou nul.

Si donc dans une fonction développable suivant les puissances 
des SL, Si;, Svj, Sa on substitue à la place des SL, SÇ, Sr,, SX des 
développements ne contenant que des termes de rang positif (ou 
bien positif ou nul), on obtiendra un développement ne contenant 
que des termes de rang positif (ou bien positif ou nul).

Si donc on substitue aux SL, Si;, Syj, SX leurs valeurs de /iièmc 
approximation, qui, par hypothèse, ne contiennent pas de terme
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de rang négatif, on obtiendra pour les dérivées de Ft des dévelop­
pements où ne figureront que des termes de rang positif ou nul.

En intégrant par rapport à t, on peut diminuer le rang d’une 
unité, parce que l’application de la formule (3) peut introduire 
un facteur t. En revanche, en multipliant par p., on augmente le 
rang d’une unité. Il résulte de là que les expressions telles que

( 1 0 ) f ‘ ^ 1 ♦

ne contiendront non plus que des termes de rang positif ou nul.
Je dis de plus qu’elles ne pourront pas contenir de termes sécu­

laires mixtes de rang nul. En effet, J.es termes de rang nul de 
l’expression (io) correspondent à des termes de rang négatif dans 
l’intégrale

/  S ­
et comme ^ 7  ne contient que des termes de rang positif ou nul,

l’intégrale ne pourrait en contenir que par l’effet de l’application 
de la formule (3); or l’application de cette formule ne peut intro­
duire que des termes séculaires purs.

En résumé, nous pouvons d’abord conclure qu’en (n i)i4me ap­
proximation,

SL;, 8£,·, S'y);

ne contiennent que des termes de rang positif ou "nul et pas de 
de termes séculaires mixtes de rang nul.

Je dis maintenant que

ne pourra contenir de terme de rang nul. 
D’après le n° 100, on aura

¿Fi
d it = 2 B;)1V-

où 311/ est un monome entier par rapport aux SL, 8$, 871, SI et 
l’on doit y substituer les valeurs de nième approximation de ces 
quantités.
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Quanl à B, c’est une des dérivées partielles'de et l’on doit y  

substituer aux inconnues leurs valeurs de première approximation

L?> 5?, r,h  +

dF,Cette dérivée partielle de étant aussi une dérivée partielle 

de Ft, sera, comme nous l’avons dit au n° 100, de la forme

2 A. cos(/c|Xi -4“ A2 H-  ù ) OTL.

Mais ki ne pourra être nul; car les termes où ki serait nul dis­
paraîtraient quand on différentierait par rapport à X,· et, par con­

séquent, ne pourraient exister ni dans , ni dans ses dérivées.

Si, comme nous l’avons dit, nous substituons aux inconnues 
leurs valeurs approchées, il arrive, comme au n° 100, que AOTL se 
réduit à une constante C et k, X| -+- /f2Xa+ h à v t -f- h ’ ; on a donc

ou

B =  B cos (.v t -t- h' ).

V =  A"j t î [  -H  /î -2

et, comme ki n’est pas nul, v ne p e u t  p a s  ê tr e  n u l.
Cherchons si OR/ peut contenir des termes de rang nul. Le 

monorae 311' est le produit d’un certain nombre de facteurs oL, 
SX, û£, St); et l’on obtiendra les termes de rang nul de OTC en 
réduisant chacun des facteurs du produit à ses termes de rang nul.

Si, en effet, nous prenions dans l’un des facteurs un terme de 
rang positif, comme ce terme devrait être multiplié par d’autres 
termes provenant des autres facteurs et dont le rang serait positif 
ou nul, cela donnerait dans le produit un terme de rang positif.

- Or, dans chacun des facteurs, les termes de rang nul sont sécu­
laires purs. De plus, le produit de plusieurs termes séculaires 
purs est évidemment èncore un terme séculaire pur. Donc, dans 
le produit OTl', tous les termes de rang nul seront séculaires purs.

Comme tous les termes de B contiennent un facteur trigono- 
métrique cos(vi + h') où v n’est pas nul, tous les termes de rang 
nul de B011/ seront périodiques ou séculaires mixtes. Il en sera
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donc encore de même pour les termes de rang- nul de ^BOïl/

ou d F ,
dXi

Pour intégrer un terme périodique, ou séculaire mixte, il faut 
appliquer la formule (i) ou la formule (2), ce qui ne diminue pas
le rang·. Donc dans

/ ¿F,
dkt

dl

il n’y aura que des,tenues de rang nul ou positif. En multipliant 
par p, on augmentera le rang d’une unité.

Donc, dans SL/, il n’y a que des termes dont le rang est au 
moins égal à u n . c .  q . f . d .

Ce résultat peut être regardé comme une généralisation du 
théorème sur l’invariabilité des grands axes.

Passons maintenant à S).; et à la quatrième équation (9 ); dans le 
second membre de cette équation, il y a trois termes que nous 
considérerons successivement. Commençons par le troisième qui 
est de même forme que les seconds membres des trois premières 
équations (9 ). On verrait, comme pour ces trois premières équa­
tions, que ce terme ne peut donner ni terme de rang négatif, ni 
terme séculaire mixte de rang nul.

Passons au second terme

/ d‘I>
d û

dt.

d'I>D’abord ne contient que des termes du second degré au
moins par rapport aux SL ; les SL ne contiennent que des termes 
de rang u n  au moins; un produit d’au moins deux facteurs SL ne 
pourra contenir que des termes de rang d e u x  au moins. Par l’inté­
gration, le rang peut diminuer d’une unité, mais il reste au moins 
égal à 1 . Donc pas de terme de rang négatif, ni de terme séculaire 
mixte de rang nul.

Passons au premier terme

- W / S * ·

¿F,Nous avons vu que dans tous les termes de rang nul sont
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périodiques ou séculaires mixtes. Une double intégration ne chan­
gera pas leur rang puisqu’il faudra appliquer les formules (i) 
ou (2 ); ce rang restera donc nul et, quand on aura multiplié 
par p., il deviendra égal à 1 .

Pour les autres termes, leur rang est au moins égal à 1 . S’ils 
sont périodiques ou séculaires mixtes, la double intégration ne 
changera pas leur rang et, après multiplication par p, ce rang 
sera au moins égal à 2 . S’ils sont séculaires purs, la double inté­
gration diminuera le rang de 2 et la multiplication par p l’aug­
mentera de 1 , de sorte que finalement ce rang sera au moins égal 
à o. Ils resteront d’ailleurs séculaires purs.

Ainsi, pas de terme de rang négatif, pas de terme séculaire 
mixte de rang nul.

.Donc la valeur de (« + i)ième approximation de SX,· ne contient 
ni terme de rang négatif, ni terme de rang séculaire mixte de rang 
nul. c. q. r. n.
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TRANSFORMATIONS DIVERSES DES DÉVELOPPEMENTS.

107. Lemmes divers. — Pour aller plus loin, je vais m’appuyer 
sur une série de lemmes qui, au premier abord, paraîtront presque 
évidents, mais sur lesquels pourtant ils est nécessaire de donner 
quelques explications, parce que j’en ferai un fréquent usage.

Soit
tp(i) =  cosv 1 h-  ^ B  sin vi

une somme de termes trigonométriques. Je supposerai d’abord 
que le nombre des termes est fini.

Je d is  q u e , s i  cp(t) e st n u l  p o u r  tou tes les v a le u r s  d e  t, tous  
les coefficien ts A e t B so n t n u is.

Je suppose bien entendu que tous les termes semblables (c’est- 
à-dire ceux qui contiennent un même facteur cosvi ou sinvi) ont 
été réunis en un seul.
„ Soit en effet A'cosv'i l’un des termes du second membre. On 
aura

-  !  y ( t )  casv't d l  
1 Jo

A' A' sinav'i"
2 "+" t\'>' t

- 2 è [

" sin (v -1- v ')i s i n( v— v' ) tq
v -+- v v — v' J

* 2 5

sin2(v -t- v') -  sin2(v — v') — 
2  ' a

v -+- v' v — v'

Il va sans dire que, sous le premier signe on doit prendre 
tous les termes, sauf celui où v = v'.
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Faisons maintenant croître t indéfiniment; le premier terme
est constant, les autres tendent vers zéro, car on a t au dénomi­
nateur et l’on a au numérateur des lignes trigonométriques qui 
restent finies. Donc

et si cp(i) = o, on aura
A' =  o.

Ainsi tous les A sont nuis, et l’on démontrerait de même que 
tous les B sont nuis.

Je suppose que
v == /c2n 2,

n t et n 2 étant incommensurables entre eux, /ct et k 2 étant des 
entiers.

Introduisons deux variables indépendantes wq et w 2 et posons 

/ O , ,  n'a) = 2  A cot(/c, Wi-+ /c2«p2) ^ - 2 B **’ · ·+■ /cs<v2).

Quand on fera wq = n , t , w 2 =  n 2 t , on verra k, «q + k , w 2 se 
réduire à v£ et /(«q, w 2) à <p(i). On a donc

/ ( n i  t, n2t) =  tf (i).

S i  n ou s su p p o so n s  c o m m e  p l u s  h a u t q u e  cp( t )  e st n u l p o u  
tou tes les v a le u r s  d e  t , les coefficien ts A et B se r o n t  tou s n u is  
e t  p a r  c o n séq u en t f ( w t, w 2) sera  id e n tiq u e m e n t n u lle .

On peut également conclure que, si /(wq, w 2) est une fonction 
quelconque de la forme que nous venons d’envisager, et si 

f ( n ,  t, n 2t ) = o, /(wq, w 2) sera identiquement nul; mais ici il est 
nécessaire de supposer que et n 2 sont incommensurables entre 
eux, sans quoi deux termes disLincts de /(wq, w 2) pourraient 
donner dans f ( n ,  l,  n 2 t) deux termes contenant un même facteur 
.cosvi et qui pourraient se détruire mutuellement.

J’ai supposé jusqu’à présent que le nombre des termes était fini; 
il serait gisé d’étendre le résultat à une série.convergente, pourvu 
que la convergence soit absolue et uniforme. Mais les séries de la
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Mécanique céleste possèdent-elles une semblable convergence ? 
Non, en général, elles ne convergent que si les termes sont groupés 
et ordonnés d’une façon convenable. Il serait donc nécessaire 
d’entrer dans une discussion approfondie des questions de conver­
gence, questions que je désire laisser de côté dans cet Ouvrage.

Aussi aborderai-je la question par une tout autre face. Je suppose 
que v{t) soit obtenu par une suite d’approximations successives; 
que le nombre des termes, fini à chaque approximation, aille en 
croissant d’une approximation à la suivante et croisse ainsi indéfi­
niment. Soient O) (t), tp2 (t), ..., ··· les valeurs approchées
obtenues successivement pour f ( l ) .  Je suppose que <p,(£), <p2(¿)’ 
? a(0, ···> ?'‘ (0  soient nulles pour toutes les valeurs de t, de sorte 
qu’à ch a q u e a p p r o x im a tio n , o ( t )  satisfasse à la condition d’être 
identiquement nulle. Alors il est clair que tous les coefficients de 
Oi ( t ) ,  de o 2(0 , ···> de ®«(0 > ··· seront nuis et par conséquent 
aussi ceux de tp( t ) .  Le lemine est donc vrai à quelque approxima­
tion que je m’arrête.

Voilà dans quelles conditions nous appliquerons notre lemme à 
nos séries; sien effet le développement de pF, contient un nombre 
infini de termes, il est évident que, dans la pratique, on ne prendra 
qu’un nombre fini de ces termes, de sorte que les développements 
qu’on en déduira n’auront non plus qu’un nombre fini de termes. 
Plus on prendra de termes dans pF,, plus on en aura dans les 
autres développements, et plus seront exactes les valeurs que l’on 
obtiendra pour les éléments canoniques et les coordonnées. 11 

nous suffît que notre lemme soit applicable à chaque approxima­
tion. C’est cette circonstance qui nous permettra d’appliquer nos 
lemmes aux séries de la Mécanique céleste. En résumé, nous pour­
rons les appliquer parce que nous pourrons toujours supposer 
pF( réduit à un nombre fini de termes.

Soit maintenant

? ( 0  = 2
A t»1 cosv t ■ Bi«1 sinv t

une suite de termes. Je suppose que l’exposant entier m  ne dépasse 
pas une certaine valeur.

J e d is e n co r e  q u e , s i  ' f ( t )  est n u l  q u e l  q u e  so it  t, to u s  les  
term es  so n t n u is .
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Soit en effet p la plus grande valeur de l ’exposant m , je dis que 
tous les termes en (P sont nuis. Car, si

A'//' cosv'i

est l ’un de ces termes, on voit comme tout à l’heure que, pour 
t —  oo,

i C1 A'l i m — — / o ( 0  c o s v ' = -------- -·
tp+lJ 0

Donc A' est nul si cp(i) =  o.
Il n’y a donc pas de terme en tP ; et comme maintenant la plus 

grande valeur possible de l’exposant est p  — i , on démontrera de 
la même manière qu’il n’y a pas de terme en tP~', et ainsi de suite. 

Supposons ,
V ^  k \  71 ] U - / " 2 f l 2

et posons

/ ( t, wh fv2) = cos(Æj ipi -+- /c2<v2) sin(/fi «un- /c2(P2),

de sorte que
/(b  «if, «jO ='·?(*)·

S i  cp(l) est nul quel que soit t, tous les coefficients seront 
nuis et f ( t, <v,, m2) se/-« nul quels que soient x et les w.

Soit maintenant

ç ( pi, f ) =  A  p a Z'/' cosvt -t- B i j suivi .

Je suppose que l’exposant m ne puisse dépasser a, c’est-à-dirc, 
■ pour employer le langage des numéros précédents, qu’il n’y ait 
pas de Lerme de rang négatif. Je supposerai d’ailleurs que <p(p, t) 
contient un nombre infini de termes; mais qu’il n’y en ait qu’un 
nombre contenant en facteur une même puissance de p; de telle 
façon que le coefficient de pa se compose d’un nombre fini de 

.termes.
Je pose de même

f (  p , t , (V|, W j) —  c o s (^v «U +  k i W î )

+  ^ B !‘ t " ! s in ( / f i  «>1 +  /r2 iv2).
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Si <p ([A, t) est nul quels que soient [a et t, le coefficient de ja“  

devra être nul quel que soit t\ dans ce coefficient, l ’exposant m 
est limité puisqu’il ne peut dépasser a ; nous pouvons donc appli­
quer le terme précédent et conclure que / ( ¡ a, t , w t  <v2 ) est nul 
quels que soient ¡a , t , w, et w2. Je pourrais dire aussi, mais pourvu

que — soit incommensurable, qu’une fonction de la forme précé-
7Î-2

dente
/([A,T, W’i.Wî)

est identiquement nulle si

f i  n, t, n Lt, / t j i )  =  o.

108. T r a n s fo r m a t io n  d e s  d é v e lo p p e m e n ts . —  Nous avons trouvé 
au n° 1 0 2  pour les éléments canoniques des développements de la 
forme

où

|Aa A tm cos (v t H- h) M0, 

m < a , v =  k i i i i - h k2n2.

Considérons l ’un quelconque des éléments canoniques, par 
exemple L,,·, et soit

L , =  ^  ¡a® Ai"* cos (vi-+- h)  M0,

et soit ensuite

(n L? 2  [A® A T"1 cos (k, w,-t- kt ivs+  h)  M0

une fonction de trois variables t , w , ,  w2. Il est clair que, si l ’on 
fait

t =  t, w , =  n, t ,  w«= n2t, 

k { W\ +  k 2 w2 se réduira à vt et LJ à L,·. On aura donc 

L i (t, n^t, n t t) — L /.

On définirait de même \J, -r\J, 81J.
Je dis 8aJ et non IJ, à cause du terme en n ,i qui figure dans Ip, 

on doit, en effet, prendre non pas

X/ =  /i,t h-  X® h- 8X?,
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mais bien
X? =  pf* h- X/ -f- 31).

i4î

On voit, de plus, que

se réduit à ^77at
pour

dL)
dx

dL* dL)  
dw, /lî dn·:.

•t =  ¿, w i  =  n  i ¡!, « > .  =  / i 2 i .

Il est clair que les dérivées de ÇJ, 7)J, XJ jouissent de la même 
propriété.

Soit F* ce que devient F, quand on y  remplace L;, X<, Çj, vu par 
LJ, XJ, £j, 7)J. Si alors dans la dérivée partielle

dF^
d îf

on remplace L*, XJ, ;J, -çj par L,·, À,·, ç,·, ·/!,·, cette dérivée se ré­
duira à

dF
dlg

Si, dans nous remplaçons les variables LJ, . ■ . par leur dé-
* . ¿¿p*

veloppement ( ii) , on obtiendra pour un développement de 

même, forme :

¿/K*( n  bis) -jt-y =  / 1 Xg A V "c o s  (/c, kj  (v2-h h') J ll'0.

Si, dans ce développement ( i i  bis), on remplace t , iv, , up2 par
t, n ! t , n2 i, c’est comme si l’on remplaçait LJ, . . . ,  par L,·, . . .  ; et
dF* , ,  . . ¿ F  ,
-ynr se réduira a -r̂ — ; nous aurons donc 
dhf dlg ’

(¿F
<At·

=  ^  [jiaA.'lm cos (vf -t- A') £)ÎLq .

Envisageons l ’équation

( i2 )
dL) dL) dF) d F *
~ d T  +  711 d ^  ^  ’ H d ^ l  +  S X f  ~  ° -

Le premier membre de celte équation est développable sous la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



t44
forme

CHAPITRE VI.

[A* A t " 1 C O S (/f1 W i-\ -  /t2 « ’ j - t -  h )  3 K -0 )

ci F*puisqu’il en est ainsi de L?, de ses dérivées et de - ^ r ·  Pour

t =  t, ivL= n tt,

ce premier membre se réduit à

dUt (VF 
dt +  d\t

il est donc nul, en vertu de l’équation (5) du n° 79.
Donc, en vertu des lemmes du n” 107, il sera identiquement nul, 

quels que soient t, wq et m2.
On démontrerait de même les équations

dit <VF*
d x

n¡
d w i

4 - ni
d w t d t ] î

=  0 ,

d k ï cCk*i d l * (VF*
d x

+ ni
d w i

4 - l l 2
div% î V l ; =  0 ,

dx\* ni d r¡* d -n l (VF*
d x

- h
d w i

4 - n2
d w j dit

=  0 .

Si, maintenant, nous posons

T =  t —r-  Cj W\ =  ¡X [ t —}— 2[ j ’ IV2 1 n 2 t “̂ 7 j

c, S| et s2 étant des constantes quelconques, nous aurons encore

<VJ4 _  dL¿ <VL? d \j 
dt d%' "+” >l> dwi ,%1 dw%

et l’équation (1 2 ) deviendra

dL] _ _  (VF* 
dt ~  d\¡ ’

ou, en supprimant les astériques devenues inutiles,

d U _ _
dt dki

Les équations ( 1 2  bis) nous donneront de même

d\t _  (VF d'ki _  <VF dt\i _  (VF
dt d;r\ ,· ’ dt d.L¡’ dt d\¡

Ce sont là les équations (5) du n° 79.
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Ainsi donc, si nos développements (i i) satisfont aux équations 
du mouvement, c’est-à-dire aux équations (5) du n° 79, quand 
on y  J  ait

x = t, Wi= nit, wi = n̂ t,

ils y  satisferont encore quand on y  fera

T = t Cj Wj = Tlj t H— 8|, =  fl2 t H- *2 f

quelles que soient les valeurs des constantes c et t.

Comment avions-nous le droit d’appliquer notre lemme comme 
nous l’avons fait? Il est vrai que F contient une infinité de termes, 
mais, dans la pratique, nous n’en prendrons jamais qu’un nombre 
fini. Plus nous voudrons d’exactitude, plus nous en prendrons, 
mais nous n’en aurons jamais qu’un nombre fini; nous pouvons 
donc raisonner comme si F  ne contenait qu’un nombre fini de 
termes; nous obtiendrons alors pour les LJ, . . . ,  des développe­
ments de la forme (i i) ; seulement, dans ces développements, le 
coefficient de pa ne contiendra qu’un nombre fini de termes, ce 
qui est, comme nous l’avons vu, la condition pour que le troisième 
lemme du n° 107 soit applicable dans F  (vide infra  n° 130).

109. D ’ailleurs, les équations (1 2 ) et ( 1 2  bis) peuvent se dé­
montrer sans le secours des lemmes du n° 107. Je dis que l ’on 
pourra trouver pour les inconnues

P?, {?, ni, X ?-«v

des développements de la forme ( 1 1 ) qui satisfassent aux équa­
tions (1 2 ) et ( 1 2  bis) et qui se réduisent à .

pour
L·· n"J-*/ > > '1/1

T = = w2 =  o.

Nous aurons, en effet, en première approximation, c’est-à-dirc 
en négligeant p. et en réduisant F à F„,

L? = L?t È î= tf, nt =  nï, X? =«>*-+-x?.

Supposons que nous aybns obtenu pour nos inconnues des va­
leurs de /îl4mo approximation, où l ’erreur soit de l’ordre de p.«j
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comment obtiendrons-nous des valeurs où l’erreur soit de l ’ordre 
de p"+‘ ?

Dans les dérivées de F , dans l’équation ( 1 2 ), ainsi que dans la 
première et la dernière équation ( 1 2  bis), substituons à la place 
des inconnues leurs valeurs de n approximation. Après cette 
substitution, ces dérivées de F* sont développées sous la forme ( 1 1 ), 
de sorte que l’équation ( 1 2 ), par exemple, s’écrit

( i 3 )
dLI dLÏ dh}
—  -+- n, -+- m 

d x  d w  ! dw<i 2 Bx'«COS (/fl Wi -t- /f2 u>2 -t- h ) ,

et l’on en tire aisément la valeur de LJ; on trouve 

(M) L K L ’ + ^ C .

A  chaque terme du second membre de (i3) correspond dans,

(i4) un terme que j e désigne pour abréger par C et dont voici la 
valeur :

i° A  un terme
B t™

dans (i3) correspondra dans ( 1 4 ) un terme

2 0 Au terme

Bt'“+i

m-hi

B cos (/,, w, -t- k t ivj-i- h )

correspondra

G = C0 =
g  sin (Æ, t p , / c 2(v2H- h)  — sin A 

A’ , /i| -4-  /c2 n 2

3° Au terme

B t cos (ki tf’ i -+- /î2ip 2-i-  h)

correspondra

_ _ sin (À-, (v>2 -4- À-2 w2-t- h ) cos (/fj «>( + Â'2ir2-t-/i) — cos h
t  +  i> X 1 .-----------. -H t> ----------- 77------ ;— -j----------------------

Æ i W i H - Æ j / i a  ( A i  /C2/I2 ) 2

4° Plus généralement, soit C,»le terme de ( 1 4 ) qui correspond à

B-'" cos (ki «>iH- kiW«-̂ · h),
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de sorte que

~^T +  5^7 +  n% ~3^ =  B''re cos (/il Wl +  kî Wi +  h)

el que C„t=  o pour x =  (V| =  w-> —  o. r 

On aura la formule de récurrence 

(■[51 C Bx"* sin(/ct h<i +  à-2iv2-h h) m dCm-,
/<’( /¿i —r- k , H-, /l J /¿i / -) /¿.) dh

Si, en effet, nous posons pour abréger

/îl IPj —t- /l2 tTg h <2, ki iii +  ¿2 «2 =  v
et

■ / d d
dx rtl dwi -+- /Ig —j—  — A.

clw 2
il viendra

AC/;[=  B x'»cos9, AC,„_i= Bx'«-i cos 9

et, en différentiant cette dernière par rapport à h,

A — — Bt' « - 1 sÏd o.
dh T

D’ailleurs ·
A (B t1“ sinu) =  v Bxm cosç -+- w Bi® *1 sin9

i-Î7

et, par conséquent,

A /Bx'«sintp , m dC m_, \ 
A V v +  V <//i /

11 reste à démontrer que l ’expression

Bx,K coso.

s’annule pour

B x " '  sintp m d C ln-t
v v dh

T = tCj = HS 2 = O.

En effet, le premier terme s’annule parce qu’il contient x en 
facteur; d’autre part, C;«_i s’annule par définition et cela quel que

dGsoit À; il en est donc de même de —dhipl et du second terme.’ dh
La formule (i5) est donc démontrée et elle nous permettra de 

calculer Cwi, puisque nous avons plus haut calculé C0. Cette for­
mule peut remplacer la formule ( 2 ) du n° 98.
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Nous pouvons donc calculer LJ en partant de l’équation (12) 
(on traiterait de même la première et la dernière équation (12 bis). 
On démontrerait comme au n° 9o que l’erreur commise sur ces 
nouvelles valeurs de («  +  i)i6m0 approximation des inconnues LJ, Çj, 
r,J est de l’ordre de p.n+*.

Prenons ensuite la seconde équation (12 bis)', substituons-y, 
dans la dérivée de F*, à la place des LJ, ijj, 7)J, leurs valeurs de 
( n  -f- i),4m" approximation que nous venons de trouver et, à la place 
des XJ, leurs valeurs de /iièmo approximation.

Traitons ensuite l’équation comme nous avons fait pour l’équa­
tion (i3 ). Nous verrions, comme au n°9o, que la valeur de XJ ainsi 
obtenue est exacte aux termes près de l’ordre de [Pl+'.

Nous obtiendrons donc par approximations successives des déve­
loppements de nos inconnues, qui seront de la forme (11), satis­
feront aux équations (12) et (12 bis) et se réduiront à LJ, ijj, vj®, 
XJ pour t =  (v, =  w 2 =  o.

Remplaçons-y t par t ,  w ,  et iv2 par n ,  t  et n 2 t )  nous aurons 
des développements qui satisferont aux équations ( 5 ) du n" 7 9 ; 
quand on y fera t  =  o (ce qui revient à faire t =  <r, =±= =  o),
ces développements se réduiront bien à LJ„ ijj, r,“, XJ ; ils sont donc 
identiques à ceux que nous avons trouvés au n° 100.

Nous voyons donc que si, dans les développements du n° 100 , 
on substitue A-, ic ,+  /i2m2 à la place de v£, quand le temps est 
sous le signe cos et v à la place de t  quand t  est en dehors du 
signe cos, on obtiendra des développements de la forme (11) qui 
satisferont aux équations (12) et (12 bis). c. q . f . d .

On aura donc obtenu les résultats du n° 108 sans se servir des 
lemmes du n° 107. J’ai cru cependant devoir indiquer la première 
marche, non seulement parce que ces lemmes me seront encore 
utiles plus tard, mais surtout parce que l’on voit mieux ainsi com­
ment on peut être conduit par une suite naturelle d’idées au théo­
rème du n° 108 .

110. Comparaison des développements. — Nous avons obtenu 
au n° 102 des développements de la forme

^  ¡AaA£tKoimcos(vi-t- h )  . .
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qui dépendent de 1 2  constantes d’intégration, à savoir les deux 
L®, les deux )>®, les quatre £® et les quatre yi®.

Nous avons obtenu aux nos 108 et 109 d’autres développements 
de la forme

2 u]aA3Tt0v"‘ cos {ki tvt~h À'2«>2+  h),

où l ’on doit faire

x = t + c ,  w¡ =  n ¡ t  +  s /,

c, £| et e2 étant trois constantes d’intégration.
Ces développements nouveaux contiennent trois constantes arbi­

traires d’intégration de plus que les précédents. Comme nos 
équations différentielles forment un système du douzième ordre, 
trois de ces quinze constantes ne sont pas réellement distinctes des 
douze autres ; nous verrons plus tard le parti que l ’on peut tirer de 
cette remarque.

Nous pourrions donc sans restreindre la généralité supposer 
c =  o. Il est à remarquer que si l’on adopte le développement ( 1 1 ), 
les constantes L®, I;®, vi® n’ont plus la même signification que dans 
le développement primitif.

En effet, pour t —  o, il n’arrive plus que

se réduisent à
b<! £i> Ti i !

T 0 £0 r 0 ) 0

Cela n’arriverait que si l’on supposait c =  s, =  e2 =  o, parce que 
l’on retomberait alors sur le développement primitif. Seulement 
les différences entre L® et la valeur initiale de Lq par exemple, 
sont de l’ordre de p.

En raisonnant comme au n° 69, on verrait que l’on peut passer 
du développement ( 1 1 ) à un autre de la forme

(1 6 ) ^  tJtaA(p5)̂ »( ( p§)i'3(pS)“7* v™ cos kiv +

où l ’on a, d’ailleurs,

i q t  —  p i  ( m o d  2 ) ,  i q i ^ \ p i \ ·

On verrait, d’ailleurs, comme au n° 103, que les coordonnées
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Iiéliocenlriqucs peuvent également se développer soit sous la 
forme (i i) soit sous la forme (1 6 ).

11 1. Symétrie. —  Supposons que nous comparions deux sys­
tèmes de trois corps A, B, C et A ,, B,, C f ; dans les deux systèmes 
les masses seront les mêmes. A. l ’origine du temps, les deux trian­
gles ABC et A,B|C, sont symétriques par rapport au plan des 

les vitesses initiales des points A ,, B ,, C ( sont égales et 
directement opposées à trois vecteurs qui sont symétriques (par 
rapport à ce meme plan) des trois vecteurs qui représentent les 
v itesses initiales des points A, B, C.

Dans ces conditions, il est clair que. la position du triangle ABC 
au temps t sera symétrique de celle du triangle A,B,C| au temps 
—  t.

Pour passer de la situation du système ABC au temps l à celle
du système A )B,C| au temps —  il suffit de du

( 1 7 ) x\, x't x'z, L,h  ^ ï'î P/»

en

( 1 8 ) ar,, a q ,  a?3, L/, ^ îî p i

Si donc nous changeons

LJ, XJ, ç · 1 ri l ·  P ? »  t
en ” ■

I »  __  £0S ’ ' n  v , — -o?, p j ,  —  0*?;

les quantités (1 7 ) devront se changer dans les quantités ( 1 8 ). 
Prenons donc le développement ( 1 6 ) et supposons

c =  e, = = X ? = —  X» = o,

et changeons-y t en —  ¿, w“ en —  w" et par conséquent t en —  v, 
Wi en —  w{.

Changeons en définitive le signe de t et ceux des w et des w*. 
Les quantités (1 0 ) devront ou ne pas changer, ou bien changer de 
signe; leurs développements contiendront donc, ou bien rien que 
des cosinus, ou bien rien que des sinus. C ’est-à-dire que la con­

stante h devra être toujours égale à o, ou à —  é·
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Elle sera égale à o, si m est pair et à —   ̂ si m est impair 

dans les développements de

a?i , x-i t  L ¡ ,  £/,

et à —   ̂ si m est pair et à o, si m est impair dans les déve­

loppements de
«r2 ) X’, "Ho

Si, au lieu delà forme ( 1 6 ), nous adoptons la forme (i i), la 

constante h sera encore égale à o, ou à —

Elle sera égale à l ’une ou à l ’autre de ces quantités, suivant 
celle des inconnues ( 1 7 ) qu’il s’agit de développer, suivant la 
parité de l’exposant de t, et celle des exposants des v¡¿ dans le 
monome 3ÏL0 (c f . n° 8 6 ). On remarquera que le résultat précé­
dent suppose que les 1 " sont nuis; nous pouvons faire cette hypo­
thèse sans restreindre la généralité puisque avec nos trois constantes 
nouvelles c, £,, s-, nous avons encore une constante de trop, même 
avec l ’hypothèse

X$ = I l  =  o.

112. Faisons maintenant tourner tout le système d’un angle s 
autour de l ’axe des x¿ ; nos formules, indépendantes du choix des 
axes, devront conserver leur valeur. Or, cela revient à changer
À“ e n ^ -f-s , X® —i— e, et en ta® —  s. Dans ces conditions L,·, x  
(et x'e) ne changeront pas, se changera en ).,■  +  s.

x\ et¿r'2 se changeront enx\ coss —  a/, sins et#', sins +  a/2 coss; 
x\ et x's subiront une transformation analogue ; £,· et ri; se change­
ront en £î coss H-7) ; sin £ et — Çf sins +  cose.

Dans ces conditions, voici quelle semblerait être la générali­
sation naturelle des théorèmes n"’ 70 et 87 : supposons qu’on ait 
développé, par exemple, L¿ sous la forme ( 1 6 ); il semblerait que 
l’on dût avoir

2 * - 2 * = ° ·

Sous cette forme, le théorème serait faux.

113. Mais nous pouvons transformer nos développements de la
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façon suivante. D’abord dans les développements ( 1 6 ) figurent 
deux constantes A  et h qui dépendent non seulement des L", mais 
encore des X®. Il est clair que nos inconnues sont des fonctions 
périodiques des Xf, et qu’il en est de même de À  cos h et A  sin A. 
Car quand on augmente les )̂ ®, c’est-à-dire les valeurs initiales des 
longitudes X¿, de multiples de 2~, nos inconnues 8 L¿, o£(*, St¡¿, 87t* 
ne doivent pas changer. Donc A cos A et AsinA peuvent se déve­
lopper suivant les sinus et les cosinus des multiples des À®, de sorte 
que nos développements (1 6 ) prendront la forme

( • ^ “^(PDMPÍIMPÍ)»»
0 6  bis) | ' .

/ X ( p 2 )?< x"* c°s ( ^  Ai <v,· k'i + 2  Pl w» +  h°) ’

A 0 et A0 ne dépendant plus cette fois que des L “. J’ajouterai que, 

d’après le n° 111, A0 est une constante numérique multiple de

Il n’j  a aucune raison pour que les k ¡ =  k’¡. Mais nous voyons 
que l’on aura

dans les développements de SL¿ et de 8 X¿ et

2 ' - 2 ' -
rk i

dans ceux de 8 !-¿ et St|¿ . Et, en elfet, si l’on change les valeurs ini­
tiales X® et iu® en X®+e, 1®— e, on vient de voir que L* ne 
change pas, quel? se change enXJ-t- s, et -ç(* e n c o s í  +  r¡¿ sins 
et —  sins -f- cose (c/. n° 70).

Dans les développements ( 1 6  bis), nous avons pris pour con­
stantes arbitraires les valeurs initiales L®, Xf, ij® et vj® de nos in­
connues. Mais nous pourrions faire un autre choix.

Supposons que, dans les développements ( 1 6  bis), on supprime 
tous les termes qui dépendent de x ou des w, et qu’on ne conserve 
que les termes constants. Soit L? ce qui restera du développement 
de L f après cette suppression; alors Lj ne sera autre chose que 
l’intégrale

2It
L ï  dw, da>2
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pour t  =  o ; ce sera en quelque sorte la valeur moyenne de LJ pour 
t =  o.

On définira de même \\ et vjJ; quant à XJ ce sera de même ce 
qui reste du développement de XJ après cette suppression, d e sorte 

que
* i /*2,t

I j — Wi — —  J  j  < l* ~ w i)dwl dtv,_

pour t =  o.
On voit que LJ, XJ, IjJ, 7jJ sont des fonctions des anciennes con­

stantes L “, X®, Ç®, ■f¡¿ et du paramètre ¡a . Elles sont développables 
suivant les puissances de p et,;pour p =  o, on a simplement

L/ = LJ, ?! =  ?<) »í ’ Í rU — 71¿ ·

Quant aux différences L! — L®, XJ — X®, £J — $?, ·r\J —  tj®; elles 
sont développables suivant les puissances des £® et des r,®, et pério­
diques par rapport aux X®. Cela résulte immédiatement de la forme 
des développements (i i), ( 1 6 ) et ( 1 6  bis).

Soient donc

(1 9) LI = L! +  2 ^  A ° I T » C0S ( 2  ki A +  2  Pvw? +  a° )

OÙ I I .  est mis pour abréger pour le produit 

( p î ) f ‘ ( p î ) » * ( p i ) M p t ) 7 · ·

Ce développement ( 1 9 ) se déduit, comme je l ’ai dit, du dévelop­
pement ( 1 6  bis) en supprimant tous les termes dépendant des n> 
ou de t . Nous pourrions écrire aussi

(19  b i s )  L? =  L? -4-  ̂  ¡ jd  A03JLocos ^ ^ k) 1» -t- /i0^

en partant des développements ( 1 1 ).
Nous aurons d’ailleurs d’autres équations ( 1 9  bis) de même 

forme pour définir XJ, £J, -/jJ.
De ces équations ( 1 9  bis) nous pouvons inversement tirer les 

L ®> \ ?> 5®, 7|® en fonction des LJ, XJ, SJ, vjJ. Alors L®, X?, 5?, 
^“'seraient développables suivant les puissances de p et pour p =  o 
se réduiraient respectivement à LJ, XJ, SJ, -/¡J. De plus les diffé­
rences L® — LJ, X® — XJ, S ® — SJ,  tj® —  tjJ seraient développables
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suivant les puissances des £J et des 7jJ et périodiques par rapport 

aux XJ. Nous poumons donc écrire

( 2 0 ) LJ =  LJ - h  2  (A* A ,  31V, c o s  ^ XJ +  2  ^ w ’  ^  ^  )

où Ai et h i dépendent seulement des LJ et où 31L', est un monome 
entier par rapport aux ÇJ et aux vv(·; on aurait des développements 
analogues pour XJ, £J, 7)J.

Reprenons donc les développements ( i i ) et subslituons-y à la 
place des LJ, XJ, ijj, V|J leurs valeurs ( 2 0 ). Il est clair que 8 LJ, 
S XJ, §£J, 8 7| J seront développables suivant les puissances de p, 
de T,' des |J, des t̂ J et périodiques par rapport aux w et aux XJ ; 
nous aurons donc

( 2 1 ) L ? =  L j + 2 p « A , 3 1 L 1T » ' c o s ^ 2 A - i H > i + 2 * i X ' É+  h i ' j

où A, et h t dépendent seulement des LJ et où 31L( est un monome 
entier par rapport aux ÇJ et aux tjJ . On aurait d’ailleurs d’autres 
développements de même forme pour XJ, ¡-J, v|J, avec cette diffé­
rence que dans le développement de XJ, la partie indépendante de 
p serait (v,-+XJ et non pas simplement XJ.

Si nous posons

IJ =  / à p }  c o s 0) ‘ , 7]J =  t / ip jS in  10«,

le développement (2 1 ), d’après le raisonnement du n° 69, prendra la 
forme

L J  =  L J -t- L*·” ( P 1 ) ?1 (p21*7“ (pa

x  ( p l ) v .T ' »  co s  XJ + 2 />' w ’ +  / i¿ ) ’

où nous aurons toujours les mêmes relations entre les entiers 
p et zq .

Les développements ( 2 1 ) diffèrent donc des développements
( 2 2 ) en que l ’on a pris pour constantes d ’intégration non pas 
les valeurs initiales, mais les valeurs moyennes des inconnues.

114. Comment aurait-on pu parvenir directement aux dé velo p-*
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pements (2 1 )? Il aurait suffi de prendre les équations ( 1 2 ) et 
( 1 2  bis), ainsi que les équations (i3) qui s’en déduisent, et d’en 
poursuivre l ’intégration par les procédés du nu 109 mais avec une 
différence. Au lieu dé prendre

, s in ( A 'i  w .  H- /îj  w j - H  h )  —  s in / i

nous prendrons

Tl\ /i*2

, sin(/fj w ,  -H k% tr 2 - h)
/fi n, -H /f211%

et nous conserverons d’ailleurs la relation de récurrence (io).
Nous satisferons ainsi encore à nos équations ; mais nous n’au­

rons plus C0=  o, C„t=  o, ni par conséquent

pour
St9l J ' Vi= Îlî>

T = Wl =5 <V2 = 0.

Nous ne satisferons donc plus aux conditions initiales que nous 
nous étions imposées au n° 109.

En revanche, on voit que les arguments des sin et des cos dans 
Co, C,„, . . .  seront les mêmes que dans les seconds membres de 
nos équations, tandis qu’avec la façon de procéder du n° 109, nous 
introduisions à chaque intégration des arguments nouveaux, 
puisque nous introduisions des termes en sin h où h pourrait 
dépendre des w".

D ’ailleurs la valeur moyenne de C0, et par conséquent celle 
de C,„ serait nulle.

Ou bien encore revenons-en aux équations canoniques (5) 
du n° 79 ; nous en tirerons par exemple

•h C dP i j ,
L,~  ** J  d h d ’

et l ’on devra, pour avoir la valeur de 7iièmo approximation de 8L,·, 
remplacer les inconnues dans les seconds membres par leurs 
valeurs de (71 —  i)iimo approximation. Les divers termes de la quan­

tité sous le signe J "  prendront alors la forme

A tm cos(v t -h h),

et nous avons vu au n° 98 que l ’intégrale indéfinie de cette
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expression se compose de m  +  i termes de la forme

COSB t v  . (v/H-A) ( p  =  i, 2, . . . ,  m ) .  sin ' ^  '

A cette intégrale indéfinie, il convient d’ajouter une constante 
d’intégration. Jusqu’à présent nous avons choisi cette constante de 
telle façon que oL,· s’annule avec t  ; en d’autres termes nous avons 
toujours intégré entre les limites zéro et t .  C’est ainsi que nous 
sommes arrivés aux développements (i 1).

Si au contraire nous prenons toujours la constante égale à zéro, 
c’est la v a l e u r  m o y e n n e  de SL; qui sera nulle et nous retomberons 
sur les développements (2 1) ; nous prendrions en première approxi­
mation

h; =  L } ,  l i —  «v-t- l ¡ ,  h = V i ,  ,n ¡= 1rli·

Il est clair que p! et w ¿  définis comme nous venons de le faire, 
ne représentent nullement les valeurs moyennes de p,· et de

HS. J’observerai en passant que si l’on avait pris d’autres con­
stantes d’intégration ( que j ’appellerai aussi pour un instant L'·, X*, 
?! et ï|j) liées aux valeurs initiales L¿, X", ?" et r," par des relations 
de la forme (19), (19 b i s )  ou (20), tout ce que nous avons dit 
jusqu’ici subsisterait et nous serions encore retombés sur des déve­
loppements de la forme (21) ou (22).

On aurait pu, par exemple, faire ce choix de façon que p¿ et w ¡  

représentent les valeurs moyennes de p¿ et de to,·, mais cela n’a pas 
d’intérêt pour ce qui va suivre.

116 . Mais les développements (21) et (22) formés au n° 113 
jouissent de propriétés particulières, bien dignes d’attirer l’atten­
tion. Nos équations (12) et (12 b i s )  ne changent pas quand on 
change cv,· en e* (et d’ailleurs nous savons que nos développe­
ments satisfont aux équations du mouvement, aussi bien si l’on y 
fait t  =  t ,  w t- =  H i t  +  £,· que si l’on y fait t =  t ,  w t  =  n i t ) .

Quand on change v o ¡  en dans les développements (21)
les développements ne devront pas cesser de satisfaire aux équa­
tions (12) et (12 b i s ) ' ,  mais que deviendront les valeurs moyennes 
L‘ , ?!, y ¡ ¡ ,  X J ?  Les trois premières ne changeront pas, la dernière 
deviendra X! -|- s ¡ .
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Nos développements ne changeront donc pas quand on changera 
à la fois Wi en W i+  e,· et X- en X- —  s;. Cela veut dire que Wi et X\ 
n’y figureront que par la combinaison c’est-à-dire que

kt=Kt-

Supposons maintenant, comme au début du n° 112, que l ’on fasse 
tourner tout le système d’un angle s autour de l’axe des x 3. Alors 
L,·, L j, pJ ne changeront pas, Xi et Xt· se changeront en X/ —f- e, 
X j - t - e ,  w J  en o j · —  s, Ç/ et v jj en ¡[¿c o s s - t - t u ' sine et —  Çt·sins-t-vucoss.

Les formules devront subsister puisqu’elles sont indépendantes 
du choix des axes. Nous devons donc conclure que, quand dans 
nos développements (2 2 ) nous changerons Xj en X■ +  £ en même 
temps que <uj en to- —  s, les inconnues

L·, Xi> L'i ru
sc changeront en

L;, X|H-s, I,· coss -H va sin s, — L' sin e -t- cos s.

Si nous nous reportons à ce qui a été dit aux n03 70 et 87, nous 
verrons que cela signifie que

dans les développements des L et des X et

2 ,' ' - 2 > = 2 * - 2 > = ± ' ·

dans ceux des \ et des 7),· (nous pouvons d’ailleurs toujours supposer 
que dans cette égalité le dernier membre est 4 - 1 , car s’il était —  1 

nous n’aurions qu’à changer le signe de l’argument du cosinus, ce 
qui ne change pas la valeur du cosinus).

On aurait pu obtenir les résultats précédents d’une autre ma­
nière. Au n° 114 nous avons vu comment on peut former les déve­
loppements ( 2 2 ) directement par approximations successives. On 
aurait pu alors démontrer nos résultats par récurrence en vérifiant 
que, s’ils sont vrais dans la (n —  i)ièmo approximation, ils le sont 
encore dans la nièm°.

117 . J’ai dit plus haut'que dans la pratique on n’a pas à consi-
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dérerles termes où le petit diviseur »

V ■ Je j 71, H- /{% H 2

correspond à des entiers /c( et /{■> très grands ; et c’est grâce à cette 
circonstance que j ’ai pu dire au n° 101 qu’il n’était presque jamais 
nécessaire d’avoir égard à plusieurs petits diviseurs différents.

Je suis maintenant en mesure de justifier complètement cette 
assertion. Cela se veri’a mieux d’ailleurs sur le développement (22). 
Dans ce développement, en effet, on a

2 /f~ 2 ^ = o ·

Si | k ,  ] et | sont grands et si v étant un petit diviseur 

J f î i  f i i  -t- k 2 n %  |

est très petit; comme dans la pratique le rapport — ne sera pas
/¿2

voisin de 1, J ^  k  | sera également très grand et il en sera de même 

à e \ ^ p [  ■

Or le degré du terme envisagé est

Ce degré est donc très grand et c’est ce qui fait que le terme est 
négligeable.

Revenons maintenant au développement (16). On devra retomber 
sur ce développement en partant du développement (22) et en y  

remplaçant LJ, XJ, ¡-J, 71J parleurs valeurs (19)· Or ces valeurs (19) 
sont développables suivant les puissances entières positives des pj 
qui sont des quantités du second degré. Dans les développe­
ments (19) nous aurons donc des termes de degré zéro et des 
termes de degré positif.

Nous retomberons ainsi sur le développement (16) dont chaque 
terme proviendra d’un des termes de (21); si l’on fait attention à 
la manière dont il a été obtenu, on voit qu’il sera de degré au 
moins aussi grand que le terme de (21) d’où il provient. Or le
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terme général de ( 1 6 )

cos k w H- ̂  Zr'X1H-^/)to1+  /i0̂

provient d’un terme de (2 1 ) en ^ kw. 11 est donc au moins de 

degré J 2  ^  bien q u o n  n’ait plus ici

118. Si l ’on change le triangle ABC en un autre triangle symé­
trique du premier par rapport au plan des x , X i ,  on ne cessera pas 
de satisfaire aux équations du mouvement, c’est là une consé­
quence de la symétrie de la fonction F démontrée au n° 8 8 .

Or cela revient à changer les variables obliques £2, tj.., en
—  £2, — vj2, — , — rtJt, ou bien encore w2 et w, en w2-|-ir et w4+-r:. 
Si donc on change

to _o io ~o 
S 2 >  *12)  ' i ô

en
_to  v,o  to  Y o

S 2 > *) 2 > S 4 > ' U j

ou ce qui revient au même w® et ta® en w®-|-a: et w® rc, les 
variables obliques £2, T)2, rlA changeront de signe et les autres 
ne changeront pas.

Si donc les développements des éléments ou des coordonnées 
sont mis sous la forme (1 1 ), le monome 91b0 sera de degré pair en 
ij®, ri®, ÇJ, T;® dans les développements des L, des X, des !;,, ti,, £3, 
rl3, de x \, x'2, x \ ,  x [ ;  il sera de degré impair dans ceux de ¡j2, ti2,

7i,,, a?j, x'u. Si l ’on met les développements sous la forme ( 1 6 ), 
on verrait de même que p - i+ p 4 serait pair dans le premier cas et 
impair dans le second. Cela serait vrai d’ailleurs que l ’on ait 
appliqué les procédés du n° 109 ou ceux du n° 113.

119. Homogénéité. —  En raisonnant comme aux nos 73 et 89) 
011 verrait que

L,·, pi sont homogènes de degré 1,
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par rapport aux L® et aux p", ou Lien encore par rapport aux L®, 
aux (¡[J1) 2 et aux (r,®)2.

120. Résumé. —  Dans ce Chapitre, nous avons transformé nos 
développements, de telle façon que nos inconnues se présentent 
sous la forme de fonctions de trois variables t, w, et tv2. Ces fonc­
tions sont développables suivant les puissances de t et suivant les 
cosinus et les sinus des multiples des w.

Elles satisfont aux équations du mouvement quand on y fait

' Z — t-+-C, IV, = t -+- Si, (V2 =.«2Î-t-SS,

quelles que soient les valeurs des constantes arbitraires c, st 
et s2. Outre les trois variables t et w, nos fonctions dépendent de 
douze constantes d’intégration et la forme du développement 
dépend des constantes que l’on choisit. Si l’on adopte les valeurs 
initiales

r o -, o >o „o1 1 S/ 5 i

des inconnues L·;, X,·, Çt·, 7|,· pour t =; <v, =  w2, les développements 
prennent la forme (i i). Si l ’on adopte les valeurs initiales

T 0 \ 0 .0 . .0"¿î *it Pit

des inconnues L;, X,·, pi, w,·, ils prennent la forme ( 1 6 ). Ce sont là 
les développements auxquels on est conduit par l’application du 
procédé du n° 109.

Mais on peut faire un autre choix. Si, comme au n° 113, on peut 
choisir non plus les valeurs initiales des inconnues, mais leurs 
valeurs moyennes, on est ainsi conduit aux développements ( 2 2 ) 
qui jouissent de propriétés remarquables.
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LE PROBLÈME RESTREINT.

121. Le problème restreint. —  Au n° 3o, nous avons envisagé un 
problème particulier. Nous avons supposé que les trois corps soient 
le Soleil, une grosse planète et une petite planète, et que la masse 
de cette dernière soit assez petite pour que l ’on puisse négliger les 
perturbations qu’elle produit dans le mouvement de la grosse pla­
nète. Dans ces conditions, cette grosse planète décrit une ellipse 
képlerienne; nous avons supposé de plus que l ’excentricité de 
cette ellipse est nulle de telle façon que l’orbite de la grosse pla­
nète soit circulaire, et que la petite planète soit à l ’origine du temps 
dans le plan de cette orbite et que sa vitesse initiale soit également 
dans le plan de cette orbite, lien  résulte évidemment que la petite 
planète restera toujours dans le plan de cette orbite.

Nous pouvons alors appliquer, la transformation du n° 30 de 
deux manières différentes :

i° Nous pouvons, comme au n° 32, supposer == o, ce qui, 
comme nous l ’avons vu, revient à supposer que la grosse planète 
est rapportée au Soleil, et la planète au centre de gravité de la 
grosse planète et du Soleil.

2 ° Nous pouvons, comme au n° 33, supposer m{ =  o, ce qui 
revient à rapporter les deux planètes au Soleil.

Dans le premier cas, on aura

F =  ‘ï’o-l- Wi'ï’ij
à

mj
<ï>o = T,- 

m ^ i  = T2-

AG 

m t m w

" A ir
?)l-i 771,,

~ B CT ’

T _  i /zi! . zi!ZÜV T, =  -  ( &  -i- Zjl Zjl\
1 2 \ 7 )l[ H 77l'2 , m '3 )  2 \ / )l[ 77ll- 77l'0 J '

P.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE Vil.l6ï

Dans le second cas, on aura

F =  ‘I*o+ w ii’i,
ou

On — T? — m-,) 
BD ’

= T, m 1 m-,
“ MT nti m:. J _ _ _ L \BD AB / -H m,m-, ( BD BG/

T) et T 2 conservant la même signification.
Dans un cas comme dans l ’autre, on trouve que le m o u v e m e n t  

de la grosse planète est conforme aux lois de Kepler; et que celui 
de la petite planète se fait conformément aux équations cano­
niques (i3) ou (t3 bis) du Chapitre II qui s’écrivent

( 0
dx) dy) d’b.
dt dyi dt "Hd7i

premier cas,' et

dx)
dt

cT<î>x
= '«1-7— >dyt

dy)
dt

d*\> [= — ml - j - r
dx i

( *  =  4 , 5 , 6 ) ,

( i  =  1 . 2 , 3 ) ,

dans le second cas.

Dans le premier cas on a, à des infiniment petits près d’ordre 
supérieur,

m',, =  /»'- = m) = »¡4,
et l’on pose

/ , · =  n ï i ÿ ’i =  m , ,ÿ 'i  ( t  =  4 , 5 ,  6 ) .

Dans le second cas, on a

m[ = m) = m) = nu
et l ’on pose

' y'i -  m 'i / i m xy"i (¿ = 1, 2 , 3 ).

On arrive ainsi aux équations ( 1 4 ) du Chapitre II qui s’écrivent

/ , dx) _  dy)  _  <¿<1’ !
clt dy"t ’  d t ~~ dx\ ’

et où l’on doit faire * =  .4 , 3, 6  dans le premier cas, et * =  1 , 2 , 3 
dans le second cas.

On remarquera que ‘Iq dépend non seulement des inconnues x ' 
ou y ' (ou a? et y"), mais encore du temps, puisqu’il dépend des

/
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coordonnées de la grosse planète qui sont des fonctions connues 
du temps.

122. Cela posé, faisons comme au n° 78 et exprimons les x ! et 
les y '  en fonctions des éléments canoniques

L", L' (î' =: 6  2 )>
pu o>t ( ï  — i; 2 ,3, 4).

Comme

x '  d y '  —  X c/L —  to dp

est une différentielle exacte, ce changement de variables sera cano­
nique.

Nous retrouverons ainsi les équations (4) du n° 78. Adoptons, 
pour fixer les idées, l ’hypothèse du n° 33, de sorte que mt goit très 
petit et que

F =  »îi<ï>i.

Le mouvement delà grosse planète étant képlerien, les éléments 
canoniques de cette grosse planète L 2, p3, p4, to3, w4, X2 demeure­
ront constants à l ’exception du dernier X2 qui variera propor­
tionnellement au temps.

Quant aux éléments de la petite planète L (, p,, pa, w,, w2, X,, 
ils satisferont également aux équations (4) du n° 78; seulement, 
comme <ï>0 est indépendant de ces éléments, ces équations se 
réduiront à

( 4)

d  L[ c?<I>i

d o t  cZ<I>,
d t  ~  my d<s>i

dki
d t

db)i

d 'i>,
d t  ~  m> d û ’

d&i
d t  mx d p i

Ces équations (4) auraient d’ailleurs pu être obtenues en transfor­
mant les équations (2 ). En effet, l’expression

x ' id y ' i  —  X, Æ i - ^  to dp ,

qui est l’expression (1) dtt'n0 78·est une différentielle exacte. Nous 
avons dope fait un changement dç variables canoniques et, d’après 
le n° l^j, qe changement n’allère pas la forme canonique de nos 
équatio^, Jnen que <fi, dépende explicitement du temps.
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Les équations (4) sont sous une forme qui pourrait quelquefois 
sembler gênante puisque les deux membres sont de l ’ordre m, et 
par conséquent infiniment petits. Nous poserons donc

L 1= m 1L'i, pi = m 1p’i  ( ¿  =  1 , 2 ).

De cette façon les L' et les p' seront finis et nos équations devien­
dront

dL[
dt

d4? 1 d l l e?<ï> 1
~ ~ d X l ’ dt =  dL[’

dp'i età> 1 db>i «¿4» 1
dt du>i' dt ~ dp'i’

D’ailleurs les équations (5) auraient pu être déduites des équa­
tions (3). Car

N x  d y ' — Xi tiL! r— 2 , (0 dp , 
’̂ x d y " —  X,îÎL'i— ̂ 10,·̂ ',·= ----- -

est une différentielle exacte, de sorte que l’on peut prendre pour 
variables L ' , A,, p'·, w,· sans que la forme canonique des équations 
soit altérée.

On voit d’ailleurs que si l’on considère une planète fictive ayant 
même trajectoire que la planète A" du n° 74 mais ayant pour masse, 
non plus m\ (c’est-à-dire nix puisque m y —  m\ à des infiniment 
petits près d’ordre supérieur), mais 1 , les coordpnnées de cette 
planète sont x'0 x[,, x '3, les composantes de sa quantité de mouve­
ment y ’',  y"2, y" et ses éléments canoniques L',, X,, p), «,·.

123. Nous avons, d’après le n° 33,

/iii‘l’i T,-H Ui -+- U3.

Au n° 82, nous avons trouvé

A.

T , - | - U i  =----M , = m\ m\21^

Nous aurons donc '
T , - t - U i

m 1
Mi 

2 i:y ’
ou

M ' =  ^  =  mS, 
1 m\ 1

puisque m\ == ?nl .
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Quant à
Us=  |j.Fi

nous avons vu au n° 40 la forme particulière qu’elle prend dans le 
cas qui nous occupe; mais, comme je l’ai dit au n° 41, les mêmes 
simplifications ne se produiraient pas si l ’on adoptait l ’hjpo thèse 
du n° 32. Nous ne nous en servirons d’ailleurs pas et nous nous 
bornerons à rappeler quelle est, d’après le Chapitre IV, la forme 
de la fonction perturbatrice pF, et par conséquent celle de <f>(. 

Nous aurons

où A  dépend seulement de L' et L 2.
Dans la formule (io) du n° 83, j ’ai remplacé p, et p2 par m, p', 

et m, p!,, j ’ai divisé ensuite par m,, c’est ce qui explique la présence 
du facteur mr[l+l ,r~1 ; de plus j ’ai fait h —  o en vertu du théorème 
du n° 81.

Je rappelle de plus que

2 * - 2 *

en vertu du n° 87 et que

• x q i ^ P i  ( m o d a ) ,  i q i i \ p i \ .

Nous supposons de plus que l ’orbite de la grosse planète est 
circulaire, ce qui s’écrit

' pa =  o>

et que les inclinaisons sont milles, ce qui s’écrit

p3= p 4= 0 .

Tous les termes du second membre de (6 ) sont donc nuis, sauf 
ceux pour lesquels on a .

Çî  =  ?a =  Çi  =  o,

et par conséquent
P i — P i — P i — o .

Donc, en posant
. A =  ,ub, ..
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il reste

c h a p i t r e  v u .

■—-  =  (Jt B p ' f  COS ( A-!  X i —4— A2 ̂ 2 "t"
O U

( 7) . ^I =  — H- Bp'?1 cos(Â:1>.i +  /i-2X24 -jpi(0|),

B ne dépend que de L', et de L 2 ; je puis même dire qu’il ne dépend 
que de L'(, puisque L 2 est une constante absolue qui est une des 
données de la question.

On a d’ailleurs

( 8 )  /c,  +  /c2 =  / > , .

Quant à X2 nous pouvons le regarder comme égal à n2 t, en prenant 
pour origine du temps l ’instant où la longitude de la grosse pla­
nète est nulle; d’autre part n2 est une constante absolue qui est 
une des données de la question.

Posons alors

F ' =  F ' -v- jj.Fi =  4)!-+- Ti2(p j —  Lj ) ,

F'  —.r o
ML

a L',2 +  " 2(pi — L',), .

FJ — B p ? 1 cos (A-, X, -4-  A"2X2 H- p i  toi ),

Xi =  Xj — X2j 10i - 101 -+- X2.

Les équations du mouvement deviendront

( 9 )

dL[
dt

± i
dt

dF’ 
d l [ ’ 
dF'
dtli'y ‘

dk\
dt

db)\
dt

dF’
dF\
dF'
dp'i

Les équations ont donc encore la forme canonique; seulement 
cette fois, comme, en vertu de la relation (8 ),

F i =  ^  B p'^ cos( Xi + p i  toi )»

notre fonction  F' ne dépend que des quatre inconnues L ',, pj, \\, 
w'( et ne dépend plus explicitement du temps.

124. In té g r a le  d e  J a c o b i .  ;— Au n°34, nous avons vu que, dans
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les cas des nos 32 et 33, les intégrales clés forces vives et des aires 
deviennent illusoires, et cela parce que la fonction <ïq dépend 
explicitement du temps.

Ici notre fonction F' ne dépendant pas explicitement du temps, 
nos équations ( 9 ) admettent l’intégrale

F '= c o n s t .,

qui est connue sous le nom d'intégrale de Jacobi.

125. Remarque. —  Il importe de faire une observation au sujet
de FJ,. Nous avons

dF¡, _  Mi
dL',

dFi
dp' = r c 2 .

Il n’y a aucune relation linéaire à coefficients constants ni ci

fortiori à coefficients entiers, entre p i  et n2, puisque la première
" 1

de ces quantité dépend de et que la seconde est une constante.
Il n’y en a donc pas non plus entre les deux dérivées partielles 

de F'0.
On verra bientôt l ’importance de cette remarque.

126. Généralisation. —  Soit plus généralement F une fonction 
de 2 n variables

Lj, L2, . . . ,  L„,
^ 1 î ^2 5 · · · , ^ H î

et envisageons les équations canoniques

dL¡ _  dF d'h i _  dF
dt d kf dt ~  dLj ( î  =  i , 2 ,  . . . ,  n ).

Je suppose
F _  F 0-t- p-Fj,

où p est une constante très petite. Je suppose que F 0 dépend seuler
ment des L t· et de telle façon qu’ il  n’y  ait aucune r ^ at-loa

dF 0
linéaire à coefficients entiers entre les dérivées partielles ~y\~‘
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Quant à F ,, c’est une fonction périodique des X,·, développable 
suivant les cosinus et les sinus des multiples des X«·, les coefficients 
du développement dépendant d’ailleurs des L.

Les équations (9 ) rentrent comme un cas particulier dans les 
équations ( 1 0 ) en faisant jouer à FJ, et F't le rôle de F 0 et F (, à L', 
et p'( celui de L| et L 2 ; à X', et wJ celui de X, et X2.

En effet FJ, ne dépend que de LJ et, pj et en vertu du n° 122, il 
n’y a entre ses dérivées partielles aucune relation linéaire à coeffi­
cients entiers.

D’autre part FJ est une fonction périodique de XJ et wJ.
Observons maintenant que toutes les conclusions des Chapitres V  

et VI s’appliquent aux équations ( 1 0 ). Dans ces Chapitres nous ne 
nous sommes occupés que du problème des trois corps, mais les 
résultats, peuvent être immédiatement étendus, d’abord au cas 
d’un nombre quelconque de corps, et ensuite à des problèmes 
dynamiques beaucoup plus généraux.

Quelles sont en effet les seules hypothèses qui aient joué un 
rôle dans nos démonstrations?

i° C ’est d’abord que F„ ne dépend que des L.
Les équations ( 1 0 ) satisfont à cette hypothèse.
Nous ne nous sommes pas servis de la forme particulière de la 

fonction F« et par exemple j ’ai toujours désigné les dérivées par­
tielles du second ordre de F 0 par la notation C«a, sans faire inter­
venir les simplifications qui résultent de ce fait que C |2= o  
(c/. n° 106).

20 C’est ensuite que le rapport est incommensurable. Dans le

cas où il y a plus de deux variables L, cette condition doit être 
remplacée par la suivante, qu’il n’y a entre les ni (c ’est-à-dire 
entre les valeurs des dérivées partielles de F 0 pour L ,=  L* aucune 
relation linéaire à coefficients entiers«

Or nous avons supposé plus haut qu’il n’y avait, dans le cas des 
équations (1 0 ), aucune relation linéaire à coefficients entiers entre 
les dérivées partielles de F 0 qui soit identiquement satisfaite. 
Nous pouvons donc toujours supposer qu’on ait choisi les L® de 
telle sorte qu’il n’y ait entre les n¡ aucune relation de cette forme

3° C ’est ensuite que F ( est périodique par rapport aux X¿.
Cette condition est encore remplie pour les équations ( 1 0 ).
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4° C ’est enfin que F ( est développable suivant les puissances 
des Ç et des 7¡.

Dans le cas des équations (io), la fonction F ( ne dépend 
d’aucune variable analogue aux Ç et aux 7¡. La condition peut donc 
être considérée comme remplie ; seulement le développement de F , 
suivant les puissances des £ et des i) se réduit à un seul terme, le 
terme de degré zéro.

Toutes nos conditions étant remplies, tous les résultats des 
Chapitres Y  et V I s’appliquent aux équations ( 1 0 ).

127. Nous pouvons donc satisfaire aux équations (io) en posant

( i l )  L,· =  L® -+- oL,·, X,· =  ïii t -4-  X, - H  oX,·,

où L® etX® sont des constantes qui représentent les valeurs initiales 
de L,· et X,·; où n,· est également une constante égale à la valeur 

¿¿F
de pour L ,=  L®; où enfin SL,· et SX,· sont développables sous 

la forme

^  cos(ví -h h).

A  et h sont des constantes dépendant seulement des L® et des X®; 
et l ’on a

les ki étant des entiers.
J’ajoute que les SL et les SX contiennent p en facteur et d’autre 

part s’annulent pour t =  o.
C’est la formule (6 ) du n° 102. Seulement le monome 3TL0 a 

disparu, parce que nous n’avons pas de variables analogues aux 5 

et aux 7).
Mais il j  a. plus : nous pouvons former des développements 

dépendant de n +  i vâriables

T , «*>j, w 2, . . . ,  w , „

en remplaçant dans le développement de SL,· et de SX,· la lettre t par-: 

quand elle est en dehors du signe cos et vt par ^À·,·«’,· sous le

signe cos. D ’autre part dans le premier terme du second membre 
de la seconde équation (i i), nous remplacerons n,-£ par iv,·.
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Si donc nous avons

CHAPITRE VII.

dLi — ̂  ¡xa A  t " 1 cos (v t  -+- h), 

dX, =  ̂  tm cos(v£ +  h'), 

nos nouveaux développements s’écriront

L¿= LJ + 2  'c"î cos kiWi+ h'j,

h  = 0 - 7 +  A J + 2  (A* A ' t® cos kiwi+ h' ĵ.

Si, dans ces nouveaux développements, nous faisons

T  =  t ,  W i =  H i t ,

nous retombons sur les développements (n )  et par conséquent 
nous satisfaisons aux équations (io).

Mais le Chapitre VI nous a appris que si, dans ces développe­
ments ( 1 2 ), nous faisons

,t =  t  +  c, Wi  =  n i  t s,·,

nous satisferons encore aux équations (io) quelles que soient les 
valeurs attribuées aux n 1 constantes arbitraires c et s,·.

128. Toutes les autres conclusions du Chapitre V  subsistent; 
par exemple nous n’aurons pas de terme de rang négatif; nous 
n’avons pas de terme séculaire mixte de rang nul; nous n’avons 
pas de terme de rang nul dans le développement des L/.

En deuxième approximation, c’est-à-dire si nous négligeons p.% 
il n’j  aura pas de terme séculaire dans les L,·; c’est là la générali­
sation du théorème sur l’invariabilité des grands axes. Nous remar­
querons qu’ici il s’applique à n variables sur 2  n tandis que dans! 
le problème des trois corps ' il ne s’appliquait qu’à 2  variables 
sur 1 2 .

Cela tient à ce que, dans les équations ( 1 0 ), la fonction F 0 dépend 
des n variables L (et qu’elles y figurent pour ainsi dire indépen­
damment puisqu’il n’y a pas de relation linéaire entre les dérivées 
de F0). Au contraire, dans le problème dés trois corps, cette fonc­
tion F„ ne dépendait que de 2 variables sur.1 2 .
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• 129. Nous allons maintenant transformer notre méthode; nous 
allons nous efforcer de la modifier de façon à nous débar­
rasser des termes séculaires.

Pour cela nous allons nous servir du théorème du n° 16. La 
formule (2 4 ) de ce numéro s’écrit '

y  x dy — dQ -+- ^  A/ç ffa/. - dt,

dont je rappelle la signification.
La fonction £î est définie par l’équation

dQ
dt = f + 2 X

dF
dx

Les a* sont les constantes d’intégration et les A* sont des fonc­
tions de ces constantes.

La formule en question s’appliquait aux équations (1) du Cha­
pitre I, mais on peut passer de ces équations à nos équations (1 0 ) 
en changeant

y , F
en

L, X, - F .  ,

La formule devient alors

( i3 )

-avec

(U)

L dk =  dQ -
• 2

A¿. dz¿ -t- F dt,

dQ__·^  a?F
~dt ~  Z i  L‘ dL — F.

Nous allons substituer à la place des L et des X leurs développe^ 
ments ( 1 2 ); il est clair qu’après cette substitution

sera encore développable sous la même forme; c’est-à-dire suivant 
les puissances de t et suivant les sinus et les cosinus des multiples 
des w.

•Nous déterminerons ensuite Ü par l ’équation

(15 )  <
dQ _  dQ 
dt dx — F.
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Cette équation est de la même forme que l’équation (i3) du Cha­
pitre précédent; nous la traiterons de la même manière, et elle 
nous donnera pour Q une valeur développable suivant les puissances 
de v et suivant les sinus et les cosinus des multiples des w. Cette 
équation (i 5) ne définit pas entièrement Q, mais nous pouvons dans 
la formule (i3) prendre pour Í2 l ’une quelconque des solutions de 
l’équation (jo). Nous choisirons celle qui est développable suivant 
les puissances de x et les lignes trigonométriques des w.

Nous savons que nous satisfaisons aux équations ( 1 0 ) en faisant

t =  í +  c, a>i= mt +  Si.

Nous aurions ainsi 3 n +  i constantes d’intégration, à savoir les L®, 
les X®, les et c. Ces constantes ne sont pas distinctes et il nous 
suffit d’en conserver 2 n; nous pouvons donc annuler n i d’entre 
elles. Nous ferons

X" =  c =  o.

Dans ces conditions
L, X, Q

seront des fonctions de x, des w,· et des L®. Ainsi que nous l’avons 
vu, la fonction Q, de même que les L,· et les X,·—  tv,·, est dévelop­
pable suivant les puissances de x et les lignes trigonométriques 
des w.

L ’expression

L  dk —  d u

sera donc de la forme .

H dz + 2  Wt  C,· dLf,

où H, W ; et C,· seront des fonctions des L®, des w et de x dévelop­
pables suivant les puissances de x et les sinus et les cosinus des 
multiples des w.

Si nous faisons

d’où
x — t, w¡= n,t +  s/, 

dz = dt,
dwt — ni dt -t- du-1- t dn¡,

L et X devront Satisfaire aux équations (io ) et par conséquent à la
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relation (i3). Or on trouve

Wini) d t W i C? dLi>
où l’on a

C? = C¿-ht

puisque, les /t* ne dépendant que des L®, on a

dfhfç

iæJ'‘" “ “ S  s i " 1-!·

Nos constantes d’intégration, qui jouent le rôle des a* de la for­
mule (i3), sont ici les L® et les s,·.

Donc, d’après le théorème du nMO, les W,· et les G®, c’est-à-dire 
les coefficients des ofet· et des e?L® qui jouent le rôle des c/a*, seront 
des constantes indépendantes du temps et dépendront seulement 
des constantes d’intégration. De plus

sera aussi indépendant du temps en vertu de l’équation des forces 
vives.

Or les W,· sont développables suivant les puissances de p et de t 
et suivant les cosinus et sinus des multiples des tv; ils sont donc 
de la forme de la fonction

à laquelle s’appliquait le dernier lemme du n° 107. Or pour

notre fonction
T = t, tf>t= nut,

I

W*=/(H> M «M)

doit se réduire à une constante _/0 indépendante du temps, et ne 
dépendre que des constantes d’intégration et L" ; ou mieux 
encore elle ne dépendra que des L®, puisque nous avons fait 
u >k = n /tt, ce qui veut dire que nous avons supposé s/,= o.

On aura donc
■ /(p, t, nkt ) — /„= o, ■

/„ ne dépendant que des L®.
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Donc, en vertu du lemme du n° 107, nous devons avoir pour 
toutes les valeurs de -u et des iv

- W f  —  / o  = / ( [ A ,  « ’* ) —  / 0 =  o .

C’est-à-dire que W,· ne dépend que des L·*.
Envisageons maintenant les coefficients Ct· et les expressions

c ' ^ 2 w * S f ·

quand on y fera
1  =  t, , u > i =  ntt, 

cette expression se réduira à

dut
d h f

c’est-à-dire à G" et ne dépendra, comme nous l’avons vu, que 
des L" ; en appliquant le meme raisonnement, on verrait que l’on 
a pour toutes les valeurs de t  et des u>

et que C“ ne dépend que des L".
Il en est de même de F qui est également indépendant du temps. 
Reprenons donc l’identité

( i 6 )  ^  L dk — da =  II cft -t- ^  W i  dw t-h 2  C I d h f ,

et faisons-y

pour t  = i x > i =  o on aura 

et par conséquent

: = wt =  o,

s ._AL — *>1 1

X, = o,

puisque nous avons supposé les X" nuis; iî se réduira à Q0 ct C,· se 
changera en C" (quantité qui, nous l’avons vu, ne dépend que 
des L"); on aura d’ailleurs

ck -  dw =  d\ — o.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



LE PROBLÈME RESTREINT. *75

Noire identité deviendra donc

(16 bis) — dQo = C° d L i.

En retranchant (i6 ) et ( 1 6  b is) il vient 

2  L d l -  2  W, dwi = H dz + d{ ü -  Î2„) + t 2  W* ¿L?,

et si l’on suppose t  = o, d’où d'z —  o,

(1 7) L d\ — ̂ Wdi> = fi(l! — O0).

Reprenons les développements (1 2 ) et faisons-y comme plus 
haut X“ = o, et de plus faisons-y v = o.

Ils pourront alors être regardés comme définissant les 1 1 1  quan­
tités L,· et X,· en fonction des 2 n  variables L® et 0 7 .

D’autre part les n quantités W,· sont, comme nous venons de le 
voir, des fonctions des « quantités L®, et inversement; remplaçons 
les L® par leurs valeurs en fonction des W;. L e s  d é v e lo p p e ­
m en ts (1 2 ) o ù  l ’o n  f a i t  X® = x =? o p e u v e n t  d o n c  ê tr e  r e g a r d é s  
co m m e d é fin issa n t les L e t  les X en  fo n c t io n  d es W et d es  w .

Nous pouvons donc prendre les W et.les w  pour nouvelles 
variables; la relation (1 7 ) nous apprend que le changement de 
variables est canonique. Il n’altère donc pas la forme canonique 
des équations (1 0 ) qui deviennent

dW___dF dw _  dF 
1 ' dt ~  d w ’ dt ~  d W

Or nous venons de voir que F ne dépend que des L®. Si nous 
remplaçons les L® par leurs valeurs en fonction des W7, F ne 
dépendra que des W,· et sera indépendant des ir.

On aura donc ^  = o, et par conséquent

W =  const.

11 en résulte que F et ses dérivées qui ne 
seront aussi des constantes.

Soit alors
dF

¿ ÿ f.  =  ne =  const.,

dépendent que des W
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il viendra
CHAPITRE V II.

OU

, <Vj = n'i t -+- Wi,

(V,· étant une nouvelle constante d’intégration.
Les L®, qui ne dépendent que des W, seront également des con­

stantes.
Nous satisferons donc à nos équations en faisant dans les déve­

loppements (1 2 )

XJ =  o, t =  o, LJ =  const. w ¿— n'¿t -+- w ¡.

Les n¿ sont des constantes qui dépendent des LJ, m a is q u i  so n t  
d iffé r e n te s  d es  n¿.

Le point intéressant c’est que, comme nous avons fait t = o, 
tou s les term es  sé c u la ir e s  o n t d isp a r u .

L’analyse qui précède démontre les théorèmes que nous avons 
établis par une autre voie dans les M é th o d e s  n o u v e lle s  d e  la  
M é c a n iq u e  céleste , t. II, nos 125 et 158, et aussi dans le B u lle t in  
a str o n o m iq u e , t. XIV, p. 2 4 2 , problème B.

130. Le lemme du n° 107 est applicable à la fonction

A>>", «0 ,
à une condition. Cette fonction peut contenir un nombre infini de 
termes, mais le coefficient de p.a n’en doit contenir qu’un nombre 
fini.

Cette condition est-elle remplie dans le cas qui nous occupe? 
Elle l’est si l’on ne prend dans F qu’un nombre fini de termes. 

Nous avons en elfet les équations

( '9 )  <

oX¿ = ¡A

analogues aux équations (9 ) du Chapitre V, nu 106; les lettres 4· 
et Cf* ont la même signification que dans ce n° 106; il ne faut 
donc pas confondre les C/* avec les C,· du n° 129 avec lesquels ils 
11’ont aucun rapport.
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Je suppose que l’on ait démontré qu’en «i6mo approximation, 
c’est-à-dire en négligeant les termes en p“ et les termes d’ordre 
supérieur, nos SL; et nos SXj se réduisent à ün nombre fini de 
termes; je dis que cela sera encore vrai en (n + i)ièmc approximation.

Pour avoir les valeurs de (n +. i)lèmc approximation, nous devons 
dans les seconds membres des équations (1 9 ) substituer à la place 
des 8Lt· et des SX; leurs valeurs de /ilèmo approximation. Nous

Savons que peut se développer suivant les puissances des SL et

des SX sous la forme

(2 0 ) 2 B31V’

011/ étant un monome entier par rapport aux SL et aux SX. Nous 
pouvons arrêter le développement aux termes de degré n e x c lu ­
s iv e m e n t par rapport aux SL et SX. En effet, comme SX et SX con­
tiennent p en facteur, ces termes sont de l’ordre de p". Nous avons 
donc le droit de les supprimer.

Notre développement (2 0 ) se composera donc d’un nombre fini 
de termes; quant au coefficient B, c’est, à un facteur numérique 
près, l’une des dérivées partielles d’ordre supérieur de F,, où l’on 
a substitué aux inconnues leurs valeurs de première approximation, 
et, comme nous ne prenons dans F, qu’un nombre fini de termes, 
B n’en contiendra non plus qu’un nombre fini. On raisonnerait de 
même pour

c?F, d ¥ t
dTk’ dLi’ ~dhi'

Les seconds membres des équations (1 9 ) ne contiennent donc 
qu’un nombre fini de termes; il en est donc de même des SL et 
des SX. c. q . f . d .

On voit en même temps que les dérivées partielles de F satisfont 
à la même condition.

Donc
r dF , L - j r d t -  

d L •Fi

y satisfait également et il en est de même de
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eL de
CHAPITRE V II.

Ci
T ctk

L5lF

• Toutes ces quantités ne contiendront dans leur développement 
qu’un nombre fini de termes, si l’on néglige tous les termes qui 
contiennent p" en facteur, et cela quelque grand que soit l’expo­
sant entier n.

Cette circonstance nous permet d’appliquer le lemme du n° 107.

131. Les quantités W/ et n\ peuvent être développées suivant 
les puissances de p. Cela est évident pour

w  _  r i  J dX d û  

"*·-Zi d ^ ’

puisque L, X et Î2 sont développables suivant les puissances de p.

En effet, il en est ainsi des L et des X, il en est ainsi de F et de' d u

qui sont des fonctions des L et des X, où l’on peut substituer à la
place de ces quantités leurs développements suivant les puissances
de p ; il en est ainsi enfin de

“ = / ( 2 L S - p ' ) ‘ f t ·

Il est aisé de voir quel est le premier terme du développement. 
Si nous supposons en effet p = o, on trouve

d’où
L*=Li./ l k = w/i,

et, d’autre part,
2 à L dwi ~  L‘ ’

F & F°’ d h k = n,c
et
• Q = ( 2 n * L * ~  F ° ) T’

d’où
dû
dwi °

et
W,= L?.

Le premier terme dudéveloppement est donc L“
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Nous avons dit que F est une constante qui ne dépènd que 

des L¿; que les L¿ étant fonctions des W¡, et réciproquement, 
nous pouvons aussi regarder F comme une fonction des W,·; nous 
aurons alors entre les dérivées partielles par rapport aux W et les, 
dérivées partielles par rapport aux L" la relation suivante :

d F _  _  ^  d F _  d W j  

d L l  ~  2 - k  d W ¡  d L l  ’

ou, en se rappelant la définition de n'¿,

2 , d W i  _  d ¥  

n t ~ d Ü Ï ~  d h %

Nous avons ainsi des équations linéaires qui nous donneront les 
constantes n\ en fonctions des L“ et de p. Comme F et W¿ et par
c o n sé q u e n t et sont développables suivant les puissances

de p, comme d’autre part le déterminant de nos équations linéaires, 
se réduit à 1 pour p = o (c’est-à-dire pour Wt = L®), les n\ seront 
également développables suivant les puissances de p.

Il est aisé de trouver le premier terme du développement. En 
effet, pour p = o, on a

W ¿ = L ? ,  F =  F0, dF

dL%
— JH;

et nos équations linéaires se réduisent à

n'k — nki
1 '
Le premier terme du développement de n\ esU donc «,·.

132. Comparaison des développements. — Reprenons nos déve­
loppements (1 2 ), en y faisant comme plus haut \\ = o :

L,· = p“A xm cos kw -+- h j ,

,_ y X i =  p * A V «  c o s  kw -+- ĥ j.

Nous avons vu que l’on obtient une solution particulière des 
équations (1 0 ) en y faisant

*>i =  T lit, ■x = t ,
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et que l’on en obtient une autre en y faisant

T =  O ,  1V ( = » ' , Î .

Ces deux solutions particulières doivent être identiques, car, dans 
' l’une comme dans l’autre, les valeurs initiales des inconnues L,· 

et Xj sont L° et o pour t —  o.
Si donc nous développons ces deux solutions suivant les puis­

sances de [jl, les deux développements devront être identiques. 
Pour la première nous trouvons

( 2 1 )

OÙ

L,·=  LJ 4 - ^  ¡jl« A  cos(vi h), 

l i  =  nit p * A 'i " ‘  c o s ( v t 4 -  h'),

v = 2  *i«i·

Le développement est terminé, car les «,· et par conséquent v 
ne dépendent pas de p.

Pour la seconde nous trouvons

où

L ,=  LJ + 2  (j.aA eos(v't -+■ h),  

X,-= n'it + 2  ¡jlk A' cos(v 'i h-  h'),

et en ne conservant que les termes où l’exposant m  est nul. Mais 
le développement n’est pas terminé, car les n\ et v' dépendent 
encore de p.

Soient donc
n'i— «¿H-pnjl)-t-
v '=  V -t- fJLVl l > +  |JL2 V(2) 4-. . .

les développements de «'· et de v' suivant les puissances de p; il 
faut remplacer n'· et v' par ces développements et développer 
cos(v'i-pA) suivant les puissances de p. On trouve ainsi, en 
développant d’abord suivant les puissances de v'— v,
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Ensuite (v '—  v)m peut se développer suivant lés puissances de p, 
de telle sorte que

(v'— v)"* =  m\ Hp jjlP,

les Hp étant des constantes dépendant des v(A) et par conséquent 
des L®. Il en résulte

cos(v 'i +  h) =  ^  ¡JtPHpi'» cos -+- h -+-

et par conséquent
/ ·

1L*= L® ¡J-a+PAHpi"‘ cos ^vi -h h +

X* =  ni t ■+■ ̂  p* 7i(f> t 4- ̂  !-*a+P A' IIp m  cos ( v t -t- A'-h ·

Les deux développements (21) et (22) doivent être iden­
tiques. - "

Cherchons d’abord les termes séculaires purs. Ce sont ceux 
pour lesquels v =  o, m >  o ; or v ne peut être nul que si

ki =  kt =  . . .=  kn =0,

puisque nous supposons qu’il n’y a pas entre les «,· de relation 
linéaire à coefficients entiers.

Mais alors on a aussi

v' =  o, >/ — v =  o,

et le développement de cos(v'i +  /i) se réduira à un seul terme 
qui sera constant et qui ne contiendra pas t en facteur.

. Ainsi dans les développements (21) ou (22) des L,·, il n'y a 
pas de terme séculaire pur.

Dans les développements des X,·, les termes en cos(v'f +  h') ne 
peuvent npn plus en donner. Tous les termes séculaires purs pro­
viennent du développement de n' t, ce sont les termes

. p*;i f h .

l Donc dans les développements (21) ou (22) des X,·, il n’y  a 
pas d ’autre terme séculaire pur que des termes en t.
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Comparons maintenant dans les développements' (21) et (22) 
l’ensemble des termes

( 2 3 ) j  ^  ¡jia A i m c o s (v i  +  h )

et

( 2 4 ) ^  ¡A“+ iî A H p i «1 cos ( v i  +  h  -+-

qui correspondent à une même valeur du coefficient v. Ces deux 
ensembles de termes doivent être identiques. *

J’écrirai alors l’ensemble des termes (23) sous la forme

(23 b i s )  ^  B„t y »  cos v t ^  C,„ W  sin v t,

où

=  ^  [AœA  cosA, C,„ = —  ^ [ A a A s in /t ,

ces dernières sommations étant étendues à tous ceux des termes (23) 
qui correspondent à des valeurs données du coefficient v et de 
l ’entier m.

. De même j ’écrirai l ’ensemble des termes (24) sous la forme

( 2 4  b is  ) ^  D„j tm  cosvi +  V  E,„  v«· sin v t,

où

D ^  AHp cos ^ h  h-  »

E ; » = —  2  |Aa+PAHpsin ( ] i - 1-

ces dernières sommations étant étendues à tous ceux des termes (24) 
qui correspondent à des valeurs données du coefficient v et de 
l’entier m.

Les deux développements devant être identiques, on aura

B/» =  D h,„.

Or les développements (24) ou (24 bis) proviennent du déve­
loppement des termes en cosv'i et sinv'i suivant les puissances 

de v'— v et par conséquent de p.
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Ces termes sont

D0 c o s ' / t -S- E0 s i ir /i  =  B0 cosv 'i +  C0 sin v'i.

Ainsi l ’e n se m b le  d es  te r m e s  p é r io d iq u e s  ou  sécu la ires  m ix te s  
d u  d é v e lo p p e m e n t (21), qui contiennent en facteur cosv t ou sinvf, 
c’est-à-dire l’ensemble des termes (2.3), p e u t  ê tr e  so m m é f a c i l e ­

m e n t ;  i l  a  p o u r  so m m e

B0 cosv' t -t- C0 sim /1.

Nous vojons de plus que :

S i  d a n s le  d é v e lo p p e m e n t a u q u e l  n ou s con d u it V a p p lica tio n  
d ir e c te  d e  la  m é th o d e  d e  L a g r a n g e , c’est-à-dire dans le déve­
loppement (21), n ou s con n a isson s les term es  p é r io d iq u e s  et les 
te r m e s  sé c u la ir e s  p u r s , n ou s en  p o u r r o n s  d é d u ir e  im m éd ia te ­
m e n t  les te r m e s  séc u la ires  m ix te s .

En effet, l’ensemble des termes périodiques s’écrit 

B0 cosv t -+-̂ ? C0 sinv t.

Nous n’avons pas d’autre terme séculaire pur que le terme n\t 
dans le développement de \i.

Les termes séculaires mixtes proviennent du développement de 

^  Bo cosv’ i C0 sinv'i.

Or, connaissant les termes périodiques, nous connaissons B0 etC 0; 
connaissant les termes séculaires purs, nous connaissons les n\ et 
par conséquent v\

On arrive donc ainsi à démontrer certaines propriétés des déve­
loppements (21), c’est-à-dire des développements obtenus par la 
méthode de Lagrange; ces propriétés sont beaucoup plus simples 
que dans le cas général du problème des trois corps. La raison de 
cette simplicité relative est aisée à trouver; elle tient avant tout à 
l’absence de variables analogues à £ et à de telle sorte que F 0 
dépend effectivement de n variables sur 2 n .

133. Généralisation. —  On aurait pu varier la méthode de'
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diverses manières; d’abord, au lieu de faire A® =  o, on aurait pu 
attribuer aux X® des valeurs quelconques, mais que l ’on aurait 
regardées comme données une fois pour toutes.

Le raisonnement se serait poursuivi sans changement; par 
exemple, quand on aurait fait t =  wî=  o, on aurait trouvé 1,·=),® 
et l’on aurait encore eu du — dw =  d \ =  o.

Si donc nous prenons les développements (12) et que, sans y 
faire X® =  o, nous y fassions

T =  o, W i =  n 'ç t  H - TSi,

nous satisferons encore aux équations (10). La solution ainsi 
trouvée contient 3 n constantes arbitraires, les L®, les X® et les w,· 
qui bien entendu ne peuvent pas être distinctes.

Dans les développements (12), les quantités A, h, À', h' dé­
pendent des L® et des X®, mais il est clair que

A cos h, A sin h, A 'co s  h', A 's in /i',

sont des fonctions périodiques des A®. Nous aurons donc

I
L,· =  L J -t- V  ^  B t '« cos (  ̂  wi +  flo),) .

(ji« B ' t ' » c o s Î ^  k j W j - h  /c'À” +  h' „J .

Dans ces développements (25) analogues aux développements 
(16 bis) du Chapitre précédent, les k’ sont des entiers, B, /«„, B' 
et h\ dépendent seulement des L®.

Il n’y a aucune raison pour que Ày=/c'·.
D ’apr ès la façon dont les développements (25) ont été formés, 

L; et Ai se réduisent à L® et A® pour x =  «■ > =  o. Ces développe­
ments ne sont donc autre chose que ceux que nous avons obtenus 

au n° 109.
. On satisfera aux équations (10), soit en y faisant 

t  =  e  - h  c ,  w t  —  rc,· i  -t - e,·,

soit en y  faisant
t =·- o, W i=  n{t + bt,·.

Au lieu d’adopter comme constantes arbitraires les valeurs 
initiales L® et A® de nos variables, nous aurions' pu prendre
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d’autres constantes arbitraires; nous aurions ainsi donné à nos 
développements une autre forme.

Il aurait suffi de remplacer dans les équations (20) les constantes 
anciennes L? et X? par des fonctions de an constantes nouvelles 
Li et Xi.

Soit donc

(26) L? =  ? /( (* ,  L ) , XJ ), 

X? =  M p ,  L Î ,X ? ) ,

les tp,· et les <|i,· étant des fonctions de p, des L \ et des X- que je puis 
choisir d’une façon tout à fait arbitraire. Je m’imposerai les con­
ditions suivantes :

10 Les fonctions et <Lt· devront être développables suivant les 
puissances de p;

20 Pour p =  o, on devra avoir

L? =  LJ, X? =  X );

3° Les L® et les différences X® —  \\ devront être des fonctions 
périodiques des X¿.

Dans les développements (25), substituons à la place des con­
stantes anciennes L® et X® leurs valeurs (26); nous obtiendrons 
ainsi de nouveaux développements que j ’appelle les développe­
ments (27).

Quelle en est la forme?

i° Pour p =  o, ils se réduisent à

(2 7 )  L» =  , X ¿=  HPi-t-Xj.

2° Les différences L¿ —  L¿, X¿—  w¡— XJ sont développables 
suivant les puissances de p et de t ; elles sont des fonctions pério­
diques des Wk et des X¿.

En d’autres termes, les développements (27) seront tout à fait 
de même forme que les développements (25); avec cette différence 
que les L¿ et les XI y joueront le même rôle que les L® et les X® 
dans les équations (25).

Seulement, pour t  =  w =  o, L; et X,; ne se réduiront pas à L! 
et Xj.

On aura encore une solution des équations (10) en faisant dans
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les développements (27) soit

soit
■z =  t +  c, wt =  n¡t +  s,·, 

Z — O, Wi == -H Wi,

car les développements (27) ne diffèrent pas en réalité des déve­
loppements (28), ils n’en diffèrent que par la substitution aux 
constantes L° etX® de leurs valeurs (26). . ,

Parmi tous ces développements (27), il y  en a un qui mérite 
d’attirer notre attention, c’est celui qui est tel que n\=  n¿, mais 
nous nous arrêterons surtout sur celui que l’on formerait par le 
procédé du n° 113. Les LJ et les XJ représentent alors ce qu’au 
Chapitre précédent nous appelions les valeurs moyennes des L ¿ 
et des X¿.

J’ai expliqué assez longuement ce procédé pour n’avoir pas à y 
revenir; il y  aura cependant une divergence.

Nous n’avons rien ici d’analogue aux quantités p,·, w,·, p®, <o" 
du n°112, puisque dans les équations (10) ne ligure aucune va­
riable analogue aux i; et aux y¡. De là une petite simplification.

On obtiendra ainsi des développements

L f  —  L j  - * " 2  A 0̂ ,

I l i  =  <*>,·+ X* cos lc¿V¡ +

où B, h0, B', h '0 dépendent seulement des LJ.
Tous les résultats des Chapitres VI et VII s’appliquent aux 

développements (28), on en déduira donc une solution des équa­
tions (10) soit en y faisant t (vt—  mt +  s,·, soit en y
faisant t =  o ,'«>,·= n\t H- ra¿.

Ce qui distingue le développement (28) des autres développe­
ments (27), c’est que, ainsi que nous l’avons vu au n° 116, le 
coefficient k¿ de w¡ est toujours égal au coefficient de X!. Il résulte 
de là que les constantes XJ et s¡ (si l ’on fait z =  t, ív¿ =  n¡t +  s,·) 
ne figureront jamais que par la combinaison s;-|-XJ. De même, si 
l’on fait t =  o, w¿ =  nj t -t- les constantes XJ et tb¡ ne figureront
jamais que par la combinaison Wj-I- XJ.

Entre les constantes des développements (20), qui sont les L ” 
et les X® et celles des développements (28), qui sont les LJ et les XJ,
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il y a certaines relations, ce sont les relations (26). Comment les 
former? Je n’ai qu’à prendre les équations (28) et à y remplacer 
L,·, ~ki w et t par L®, X®, o et o. Les équations que nous obtien­
drons ainsi ne seront pas autre chose que les relations (20) 
du n° 113; supposons d’autre part que dans les équations {28) 
on fasse

T =  t ,  W i =  l l i t ,

on obtiendra certains développements qui satisferont aux. équa­
tions (10); comment aurait-on pu y parvenir directement? Il est 
aisé de s’en rendre compte. Supposons qu’on veuille intégrer les 
équations (10) par approximations successives, on prendra en pre­
mière approximation

Lî=  L j , X,-= X*.

Il reste à voir comment on peut calculer les valeurs de n'im* ap­
proximation, connaissant celles de (n —  i)l6mo. On prend d’abord

( 29)
d U  _  dV 
dt ~  d'ki

Dans le second membre on substitue les valeurs de (n —  i)lème ap­
proximation; ce second membre prend la forme

2B tm cos(vf -+■ h),

et il reste à intégrer par rapport à t pour avoir les valeurs de 
n'tme approximation des L*.

Nous avons vu au n° 99 que l’intégrale indéfinie

j '  B«'« cos(vi h) dt

contient un terme en tm c o s (y t -\ -  h ) , un terme en tm~' sin(vi +  à), 

un terme en tm~ 2 c o s ( y t  4- /i), . . . ,  un terme en t (v t -f- h ) et

enfin un terme en 8m ( y t  +  h ).cosv '
Il faut ajouter à cette intégrale indéfinie une constante arbitraire. 

Nous avons jusqu’ici choisi cette constante de telle façon que 8L,· 
s’annule pour t =  o, c’est-à-dire que nous avons pris
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C’est ainsi que nous avons obtenu les développements (12) et (25).
Pour obtenir les développements (28) nous n’opérerons pas de 

même, nous prendrons la constante arbitraire égale à zéro.
Pour avoir ensuite les valeurs de /iWme approximation de X,·, on 

se servira de l ’équation

(3 o ) dki _  dF 
dt dLi

Dans le second membre on doit remplacer les X/ par leurs va­
leurs de (n — i)lème approximation que l’on vient de trouver. 
L ’équation (3o) est de même forme que l ’équation (29) et se 
traiterait de la même manière.

Les développements que l ’on obtiendra de la sorte sont bien 
les développements (28), car l’analyse qui précède est, dans le 
fond, identique à celle du n° 114.

134. Cas particulier du problème restreint. —  Ce que nous avons 
dit jusqu’ici s’applique au cas général des équations (io), ce que 
nous allons dire maintenant s’applique seulement au problème 
restreint que nous avions d’abord en vue.

Nous avons vu au n° 126 que l’on passe des équations (9) du 
problème restreint aux équations (10) en faisant

F’— f , l ' = l „  x' = x„ p; = l 2, tü; = xs.

Tous les résultats déjà trouvés s’appliquent donc au problème 
restreint, mais il y  a quelque chose de plus. La fonction F est 
développable suivant les puissances de

/a p i  costoj =  \/'2L2 cosX2, v^Pi sinu', =  y/aL2 sinX2,

quantités que nous appellerons pour abréger \ et r\. Les coefficients 
du développement dépendront d’ailleurs de L, et de X,. 

L ’expression

\dt\ —  p', rfw'j =  \d<\ —  L2 d ki,

étant une différentielle exacte, nos équations (10) resteront cano­
niques quand on prendra pour variables L ,, Xl? £, vj et s’écriront

,,  . ¿Xi _  dF_ dj _ _ d F  f(5 _ ^ F .
dt dki ’ dt . dln ’ dt dr\ ’ dt d\
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Les seconds membres des équations (3i) sont développables

suivantles puissances des Ç et des ri; voilà ce qu’il y a de nouveau. 
Si nous posons comme dans le Chapitre précédent

et que nous cherchions les développements de nos inconnues L ,, 
Xi, Ç, 7) en fonctions de z et des w sous la forme (20), (27) ou (28), 
nous verrons que ces développements satisfont aux équations

sirai pas les valeurs initiales des inconnues, comme dans les déve­
loppements (25), ni leurs valeurs moyennes comme dans les 
développements (28); je prendrai :

i° La valeur moyenne de L, (pour t = o, bien entendu) que 
j ’appellerai LJ;

20 La valeur moyenne de X, que je supposerai nulle;
3° La valeur moyenne de

que j ’appellerai E, à cause de son analogie avec l’excentricité; 
4° La valeur moyenne de

si nous rappelons que F 0 =  FJ, est égal à

nous voyons que nos équations s’écrivent

( 33)

Il reste à faire le choix des constantes d’intégration; je ne choi-

£ cos «’2+ 7) sin iVi

ü s ‘ n i v 2— 7} COS W% '

que je supposerai nulle.

J e va is a lo rs  m o n tr e r  q u e  nos in con n u es se r o n t  d év e lo p p a b les
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su iv a n t les p u iss a n c e s  d e

Ecosupj) E sinwv 

On a en première approximation

L4 =  L }, ij =  E cos«>2, 1 =  E sin w%;

et la condition est donc remplie en première approximation.
Je dis que si elle est remplie en (n —  i)ièm° approximation, elle 

le sera en /i!êrao. Considérons d’abord la première équation (33), 
le second membre est de la forme

2  B 31V.

Les B sont à un facteur numérique près des dérivées de F où 
il faut substituer aux inconnues leurs valeui's de première approxi­
mation; ils sont donc développables suivant les puissances de 
E cosff2 et E sinivq. Les DlV sont des monomes entiers par rapport 
à SL,, , Sç, 8ïi auxquels il faut substituer leurs valeurs de 
(,n —  i)ième approximation. Ces valeurs par hypothèse sont déve­
loppables suivant les puissances de E cosw 2 et E sinm 2. Notre 
second membre est donc développable de la même façon.

Notre équation est donc de la forme ( i3) du Chapitre V I; nous 
avons vu, aux nos 109 et 114, comment peut s’intégrer une équation 
de cette forme; nous avons indiqué deux manières de le faire, soit 
en prenant

„  sin(/c, (v,-)- /f2(v2H- h ) — sinA
(jQ --- tS ----------------- J------------- =-----------------------  J

k\ fli k% n>2

soit en prenant
_ sin(À'i Wj-h k^wi-v- h )
(j 0 =  ----------- J--------- ;— 7-------------------7ci iii H- k 21 1 2

(c/. n° 114). Ici il faut employer le second procédé et ajouter 
ensuite la constante L], puisque nous voulons que la valeur 
moyenne de L, se réduise à LJ. On voit aisément qu’en opérant 
de cette façon L, reste développable suivant les puissances de 
Ecosm2 et E sinw2. Il pourrait n’en être pas de même si l ’on avait 
opéré de la première manière, car il pourrait s’introduire des 
termes en E, Es, E 5, . . . .

Passons à la deuxième équation (33); il faut dans le second
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membre substituer à la place de L, sa valeur de /iièmc approxima­
tion et à la place des autres inconnues leurs valeurs de (« —  i)lô,ne 
approximation. Cette équation prend alors la même forme que la 
précédente et se traiterait de la même façon.

Prenons enfin les deux dernières équations (33); dans les 
seconds membres, substituons aux inconnues leurs valeurs de 
(/i— ¡y«·»0 approximation; on verrait comme plus haut que ces 
seconds membres sont développables suivant les puissances de 
E cos«>2 et E sinnp2, de sorte que nos équations prennent la forme

!
A£ -t- ^  [¿“ E? A T'» cos (Al «fi-t- /c2<v s -+- h),

Arj — ^  [xa E iA 'x '"  cos (A, tv1+  /f2« '2+  A'),

où A, A', /¿, h' dépendent seulement de L] et où q est un entier de 
même parité que k* et au moins égal à | à*2 |.

Comment peut-on intégrer ces équations? Nous .commencerons 
par mettre à part, dans les seconds membres, les termes où k, =  o, 
/r2= ± i ,  et conservant seulement l ’ensemble des autres, nous 
écrirons les équations (34) sous la forme suivante

35)
h-  n 2 kj = B , tP cosy -I- C xP sin tp -+- b 

A U] — »¡¡¡j = B'tp c o s œG' tP s i n ç 6 '

c x'" sine?xm cosy  1

x"1 cos o c ’ x"1 siny

Ici j ’ai écrit © pour +  /(■> (V2 ; j ’ai· désigné par p  la plus 
grande des valeurs de l ’exposant m. Les coefficients B et C sont

les sommes ^ p “AcosA, ^ ¡ ¿ “ AsinA, étendues aux termes en

cos© ou sin© où l ’exposant de T est égal à p  ; les coefficients b et c 
sont les sommes analogues étendues aux termes où l ’exposant de x 
est égal à m<dp. De même pour B', C ',  V d .

Je poserai alors

où'
B 'n j— Cv

« ' = 2  ^
tP.cosy ■

2  — B«i· 
V2_

-C'v—--- xP co sç  ■li *

- 2

- 2

• G n i
t p siny,

B'v —  C n,— -------—  x i's in y ,v“ — n.A 4
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OÙ
V —  k\ 711 ·+■ ^2*

Nos équations (35) deviennent alors

ÎjL b xm costp 4 - c xm sincp,

-+- 'V  b'xm cosip 4- ^  c 'x 'n sintp.
(36 )

A£" 4-  rt2i]" =  -

( Ar/'-n2r = -

Ces équations (36) sont de même forme que les équations (35), 
seulement l’exposant maximum de x n’est plus que p  —  1 au lieu 
de p ;  de sorte qu’en continuant de proche en proche le même 
procédé on finira par intégrer complètement les équations (35).

J’observe alors que, si les seconds membres de (35) sont déve­
loppables suivant les puissances de Ecos«>2, et Esintv2, il en est 
de même de !·', de 7/ et par conséquent des seconds membres des 
équations (36).

J’aurais donc démontré que £ et ri sont développables suivant la 
même forme, si les formules précédentes ne se trouvaient en défaut 
dans le cas où v2 =  c’est-à-dire où ¿1 =  0, Ar2 =  ±  1. C’est pour 
cette raison que j ’ai mis à part les termes où ^, =  0, Â'2= ± i ,  

d’où o =  dz iv2 ; et il me reste à en étudier l ’inljuence.
Reprenons donc les équations (35) en faisant <o =  w2 dans les 

seconds membres ; nous pourrions aussi supprimer dans ces seconds

membres les signes ^  puisque nous p’avons plus qu’ une seule

sorte de termes, les termes en fv2.
Posons cette fois

\ =  \ ' + \ " + r ,  =
où

(37 )

B — C' „ . B '4 - G
4 «2

x p  sin — —:-------
4 «2

XP cos

B 4-  C' . · G — B'
COS IV* H---------------- % P + t sin

%p 4- 2 ifc p  -+- %

B — C' B '4 -C
4 « j

t p  -cos tv2 4-  — --------
4 »2

xP sin

B 4- G' „ · B ' — G
xP + i  sinfv54---------------- X P t -1 COS W fr2p  4-,2 2 p  4~ 2
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nos équations deviennent alors

[ n2V" =  — ^ x 'n c o s tP a H -^  c xm sintvj,

(38) J '
I Attj— ns £m =  — 4- ^  b 'x m cos w% 4 - ^  c 'x " ‘ sinnf2,

et l’on voit que dans les seconds membres l ’exposant de x ne peut 
dépasser p  —  i ; on arrivera ainsi de proche en proche à l ’intégra­
tion complète de l ’équation. On remarquera qu’en opérant de la 
sorte, si les seconds membres.des équations (35) sont développables 
suivant les puissances de Ecos«>2, Esinfv2, il en est de même de 

y/, yi" et par conséquent des seconds membres des éqife- 
tions (38), et l ’otx en déduira qu’il’en est dé même des valeurs de \ 
et de ?| que l’on obtient par ce procédé.

On est finalement ramené au cas de p  — o ; cas où l ’on a simple­
ment

s = i'+r, ï) = v-t-v'-
Si, dans les formules (3^), on suppose p =  o, on obtiendra les 

coefficients de cosiv2 et de sin«>2 dans £* et dans y ; * ,  en désignant 
par £* et y ;*  les expressions de 1; et de Y) obtenues par le procédé 
que nous venons d’exposer; on voit ainsi que les valeurs moyennes 
de ^*cos«'2 +  Tj*sinw2 et de l;*sinw>2 —  ŷ coswlj sont nulles. Ce 
que nous voulons c’est que ces valeurs moyennes se réduisent à E 
et à o, il conviendra donc d’ajouter respectivement à £* et à y;* un 
terme Ecosm2 et un terme E sin«’2. Elles ne cesseront pas en effet 
pour cela de satisfaire aux équations (35). Elles ne cesseront pas 
d’être développables suivant les puissances de E cosw 2 0tEsintv2.

Si au contraire nous avions pris comme données de la question 
les valeurs initiales £„ et Y)0 de \ et y; ; il aurait fallu ajouter à et 
à Y|* un terme G cos tv2 +  H sin tv2 et un terme G sin «>2 —  H cos ; 
où. —  G et Yjo +  H seraient ce que deviennent les S;* et i\* quand 
on y  fait t =  w{ — tt>2= o .  Dans ces conditions G cos m>2+ H  sinm2, 
Gsinm2— H c o s p p 2 ne seraient pas développables suivant les 
puissances de E cos w2, E sintv2 et il en serait de même de

Ü =  Ç* 4 -  G cos w2 4 -  H sin 
y) =  4 - G sin «>2— H cosir2.

>■ 13d. On aurait pu présenter l’analyse précédente sous une autre 

P. -  I, i3
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forme. Posons

c h a p i t r e  v u .

Y = £ — lï],

notre fonction F sera développable suivant les puissances de X  et 
de Y , et nos équations deviendront

.t ¿Fi o Mi ifF,
. A L l  =  _ f l 35q ’ AXl~  L f

v  . __ . d F  i iV  . v  . d F  i
AX — i/i2X  =  2 i iJL'^ Y  9 ÀY ■+■ — — 2ifJL 7

car
XrfY-HftîÇdii

est différentielle exacte.
Les deux dernières équations (3g) peuvent s’écrire

(3g bis)

. d  F,
À (X e - “ v» ) =

dp.
A (Yet 'H 'a )  =  —  2  t [ A e ilvâ - j y  ·

11 s’agit de démontrer que L ,, X(, X , Y  sont développables sui­
vant les puissances de E c o s h ç ., et E sinw 2 ou, ce qui revient au 

même, suivant celles de

E eiw>, E r 1'»·.

Cela.est vrai en première approximation; je  suppose que cela le 
soit en ( n —  i)ièm0 approximation et je  me propose d’établir que 
cela est encore vrai en nièmc approximation.

Pour cela je substitue, à la place des inconnues dans les seconds 
membres des équations (3g) et (3g bis), leurs valeurs de (n —  i)Ième 
approximation. Alors les seconds membres des équations (3g) sont 
développables suivant les puissances de Ee±“vi. Ceux des équa­
tions (3g bis) sont égaux à un pareil développement multiplié 
par e~iw* ou par eiw*.

Je dis que cette propriété ne se perd pas par l’intégration. Soit 
en effet l ’équation

(4o) A u  =  e,

où v est une fonction connue de x, de E et des w, je suppose que 
veiswi soit développable suivant les puissances de x et de E e -w »,
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que de plus cette fonction étant périodique en w, soit en outre 
développable suivant les cosinus et les sinus des multiples de cv, 
ou si l’on aime mieux suivant les puissances de e-“vi. En d’autres 
termes je suppose que v soit développable sous la forme

( 4 1 )  ( i = ^ A E î T ' " e f <i i » ’i + i,> »,J ,

où A  est indépendant de E, t, «q, w a ; où q , m , k , et /c2 sont des 
entiers satisfaisant à la condition

(42) gr ==/c2 +  s (mod2)

C’est bien là la forme des seconds membres des équations (3g) 
et (3g b is ) , l ’entier s étant égal à zéro pour les équations (3g), 
à + 1  et à —  1 pour les équations (3g b is ) . De plus ces seconds 
membres dépendent encore de p et de L], et sont développables 
suivant les puissances de p, mais nous n’avons pas à nous en 
inquiéter.

Je dis que l ’équation (4°) nous donnera aussi pour l ’inconnue u 
un développement de la forme (41) avec la même valeur de 
l ’entier s , p o u r v u  q u e  n ou s c o n d u isio n s V in té g r a tio n  d e  telle  
so r te  q u e  la  v a le u r  m o y e n n e  d e  u so it n u lle, ou  so it  é g a le  à  un  

d é v e lo p p e m e n t d e  la  f o r m e  (4i) (c ’est-à-dire, puisque cette 
valeur moyenne est indépendante de t et des w, soit développable 
suivant les puissances de E, les exposants étant tous de même 
parité que s et au moins égaux à. s ) . !

Si nous nous reportons en effet aux nus 98 et 114, nous verrons 
que chaque terme du développement (4 i) de v nous donnera 
m + i  termes dans l ’expression de u et que ces m  -+- 1 termes 
seront de la forme

BE? i p  ee (*» «Y+- 'h w»>, ’

où B est une constante, et où les entiers q, k ,, ka ont mêmes 
valeurs que dans le terme du développement de v d’où l ’on est 
parti et satisfont par conséquent aux conditions (42)j où enfin on 
donne à p  les valeurs o, 1, 2, ..., m , si /c, et k 2 ne sont pas nuis et 
la valeur m  —1— 1 si /c, et ka sont nuis.

Ainsi u est bien de la forme (41)·
Alors en envisageant d’abord la première équation (3g), nous 

voyons que L, est développable suivant les puissances de Ee*“^ ;
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il en est donc de même de AX, en vertu de la deuxième équa­
tion (3g) et par conséquent de X(.

La première équation (3g b is) nous apprend que X e -ilvi est 

développable sous la forme (40) l’entier s étant égal à 1; et par 
conséquent que X  est développable suivant les puissances de Ee±,M'« 
et la seconde équation (3g b is) montre qu’il en est de même de Y . 

Le théorème énoncé est donc établi.

136. Il résulte des deux numéros précédents que, dans le cas du 
problème restreint, les développements (27) de nos inconnues 
peuvent se mettre sous une forme particulière.

En raisonnant comme au n° 69 on verrait que l ’on a

L ,— LJ, X ,— wlt J — E cosiv2,

ï] — E sin(v2 =  ^  [i*A tmE7 cos(/î ! w ,-1-  /c2 w2H- h),

où le premier membre est l ’une ou l ’autre des quatre quantités

( 4 3 ) L i— LJ, X( — «g, \ — E cos fv 2, rl — Esiniv2,

et où le second membre, qui s’annule pour pi =  o, est dévelop­
pable suivant les puissances de p, E et t et suivant les cosinus et 
sinus des multiples des <v, de telle façon que A  et h dépendent 
seulement de LJ et que l’entier g satisfasse aux conditions

(44) q =  k·,I (mod 2 ), ?è|A»|·

En raisonnant comme aux n°* 71, 86, 111, on verrait que ces 
développements ne doivent pas changer de signe quand on change 
t et Wi en — t et —  «>t·. Il en résulte que h  doit être égal à o ou

à —  ~  Il est égal à o si m  est pair, et à —   ̂ si m  est impair dans

les développements de

Lt — LJ, £ — E cos(v2.

Il est égal à o si m est impair, et à —   ̂ si m  est pair dans les 

développements de

X ,— wt, ï) — E sin Wi,

On satisfera aux équations du mouvement en faisant dans les
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développements (43)

v == o, (V,= n'i.

On pourrait déduire de tout cela que les quantités que nous 
avons appelées W,· et n\ au n° 129 sont développables non seule­
ment suivant les puissances de p, mais suivant celles de Ecosep2, 
Esinw>2, et comme ces quantités sontdes constantes indépendantes 
de w », q u ’e lles  so n t d é v e lo p p a b le s  su iv a n t les p u issa n ces  d e  p 
e t  d e  E2.

137. Solution périodique. —  Je suppose que, dans les équa­

tions (43), je fasse

v = o, w¡ = rí¡ t -h- w¿,

j ’aurai une solution des équations du mouvement (où ne figure­
ront pas de termes séculaires) et qui dépendra de quatre constantes 
arbitraires

LJ, L·,  ̂ ^2·

Donnons à la constante arbitraire E la valeur zéro; tous les 
termes du développement (43) disparaîtront sauf ceux pour lesquels 
on a q  =  o et par conséquent /r2 =  o. C es te r m e s  n e  d é p e n d r o n t  
p a s  d e  w 2.

Donc, pour cette solution particulière, les inconnues L t, Ç, r,, 
-X4 —  (Vi sont fonctions de wt seulement; de plus, ce sont des fonc­
tions périodiques de W\ et par conséquent du temps.

Les distances mutuelles des trois corps sont donc des fonctions 
périodiques-du temps. C’est là une solution périodique dont l ’im­
portance est très grande.

C’est celle que nous .avons étudiée en détail au Chapitre III du 
Tome I des M é th o d e s  n ou velles  d e  la  M é c a n iq u e  céleste sous le 
nom de so lu tio n  périodique^ d e  la p r e m iè r e  so r te .

On voit que la solution périodique ainsi définie dépend de deux 
constantes arbitraires; nous avons fait en effet E =  o, de telle sorte 
que nos inconnues ne dépendent plus de vv2, ni par conséquent 
de gj2. Il reste donc deux constantes

L\, ■ nú.

Les inconnues L ( et \ sont développables suivant les cosinus
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des multiples de m(, et les inconnues wt et vj suivant les sinus des 
multiples de tu,. Il en résulte que quand est un multiple de ztz, 
il y a conjonction symétrique, c’est-à-dire que les trois corps sont 
en ligne droite (la petite planète étant entre le Soleil et Jupiter) et 
que leurs vitesses sont perpendiculaires à la droite qui les joint. 
Au contraire, quand (i’t est égal à un multiple impair de u, il y a 
opposition symétrique, c’est-à-dire que les trois corps sont en 
ligné droite (le Soleil étant entre la petite planète et Jupiter) et 
que leurs vitesses sont perpendiculaires à la droite qui les joint.

Ainsi les conjonctions et les oppositions symétriques se suc­
cèdent périodiquement. «

Si nous prenons, pour origine du temps, l ’instant d’une con­
jonction symétrique, nous aurons ro, == o, et il nous restera une 
seule constante LJ ; comme le moyen mouvement dépend de cette 
constante, nous voyons que le moyen mouvement peut prendre 
toutes les valeurs possibles et qu’à chaque valeur du moyen mou­
vement correspond une trajectoire périodique de cette sorte.

Dans la pratique, E n’est pas nul, mais très petit, de sorte que 
la petite planète s’écartera peu de cette trajectoire périodique.

138. Remarque. —  Reprenons nos développements (20); nous 
avons vu au n° 132 que, pour obtenir les développements (2 1 ), il 
fallait, ou bien y faire x = t ,  (V i=ni t , ou bien y  faire 7= o ,  

n'jt et développer ensuite suivant les puissances de p, c’est- 
à-dire suivant les puissances de n'c—  n,·.

Cela revient à dire que si l’on prend les développements (25) ; 
si on y  fait 7 =  o, qu’on remplace ivt· par «>i-t-(jij—  «¿)7 et que 
l ’on développe ensuite suivant les puissances de t, on retrouvera 
les développements (25) d’où l’on est parti.

Nous avons vu que l ’on satisfait aux équations du mouvement 
en faisant dans les développements (25)

7  =  0 , W i = n ' i t  +  m i .

Il résulte de la remarque que nous venons de faire que l ’on, y 
satisfera encore en faisant

t = / ( 0 ,  w ^n 'it-h  n'i)f(t),

J(t)  étant une fonction quelconque du temps.
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Si, en particulier, nous faisons y ( i ) = i  +  c, nous voyons que 

l ’on satisfait aux équations du mouvement en faisant

, i  =  i +  c, W i=  m t  -t- rot +  («i— n'i)c.

Nous voyons ainsi que la constante que nous avons appelée s,· 

n’est autre chose que
VH +  (rii—  n 'i)c.

Au lieu des développements (20) envisageons les développe­
ments (28) où figurent les constantes L] et qui sont les valeurs 
moyennes des inconnues. Ce qui caractérise ces développements 
c’est que w¿ et A* n’y figurent que par la combinaison «’¡-f- ;
nous aurons donc

Lf ou X¿= / ( L j ,  «74-X’ , -c).

D ’après la remarque que nous venons de faire, on retrouve les 
mêmes développements en remplaçant t par zéro et w¡ par 

—  ni)t ; nous aurons donc

L1 ou X ¿ = /[L ,1, « 7 -1- X ’  + ( « ', ·— n ,)T] ;

. si l’on remplace x par zéro et w¡ par n'¿ t +  ra,·, on a

Lt ou X(=/(LJ, n'it +  -üSi+\lt ),

si l ’on remplace t par i +  c et «7 par n¿t +  e,·, on a

Lí =X¿ =  /[LJ, n'it +  \\ +  i i + ( r í ¡ —  m )c ] .

Chacune de ces formules ne contient, comme il convient, que 
2 n constantes arbitraires réellement distinctes, à savoir Lj et 
ujj-t-Xl pour la première ; L- e tl¡  +  î ; +  («'■ —  n¿)c pour la seconde.
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CHAPITRE YITI.
THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES PERTURBATIONS SÉCULAIRES.

139. Revenons au cas général du problème des trois corps. 
Au n° 104 nous avons montré que le terme général du développe­
ment des inconnues est de la forme

μα A 3)L0 tm cos (v t -f- h ),

et nous avons classé les termes d’après leur rang, c’est-à-dire 
d’après la valeur du nombre a —  m.

Au n° 106 nous avons démontré trois théorèmes au sujet du 
rang :

i° Il n’y a pas de terme de rang négatif;

2° Il n’y  a pas de terme séculaire mixte de rang nul;
3° Il n’y  a pas de terme de rang nul dans le développement 

de SL,·.

Le problème dont nous allons nous occuper maintenant est la 
recherche des perturbations séculaires des planètes, c’est-à-dire la 
recherche des termes de rang nul.

L ’importance de ce problème ne peut échapper à personne, 
puisque c’est de ces termes de rang nul que dépendra la configu­
ration du système solaire dans un avenir éloigné.

Pour calculer ces termes de rang nul je vais reprendre les équa­
tions (9) du n° 106 que je récris

0 )
ss>

ίλ,“ - μ2 ε" /  d ‘ f .

'— ‘‘ f .  w , d t’ ) d ··

Nous Savons que dans les SL, il n’y  a pas de terme de rang nul;
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occupons-nous donc d’abord de rechercher les termes de rang nul 
de 8£,· et de Svp·.

Pour cela prenons la deuxième et la troisième équation (i), et 
dans les deux membres de ces deux équations, ne conservons que 
les termes de rang nul (en effet, les deux membres devant être 
identiques, les termes de rang nul du premier membre sont égaux 
aux termes de rang nul du second membre).

Les dérivées de F 4 sont de la forme

(a) 2 B01V’

où B est à un facteur constant près une des dérivées d’ordre quel­
conque de F, où l ’on a substitué, à la place des inconnues L ,·, ~ki, 
Çi,-ïli, leurs valeurs de première approximation L “, v)“.

Quant à Oit/, c’est un monome entier par rapport aux SL,·, SX;, 
&5i, Sf||·. .

Nous avons vu au n° 106 que les termes de rang nul de 8Ç,· et 

de 8t)(· ne peuvent provenir que des termes de rang nul de —  

et dont le rang s’est élevé d’une unité par la multiplication par [a 

et s’est abaissé ensuite d ’une unité par l’intégration.

On obtiendra un terme de —  ou en prenant dans le

développement (2) un terme BDK/; ce terme est le produit de 
plusieurs facteurs qui sont d’abord B et ensuite les divers facteurs 
SL, . . .  de OÏL'. Il faudra prendre un terme dans chacun de ces 
facteurs et en faire le produit; on obtiendra ainsi différents termes 
du développement de B DU/.

Nous prenons un terme dans chacun des facteurs; aucun de ces 
termes ne peut être de rang négatif; le rang du produit ne pourra 
donc être nul que si tous ces termes sont de rang nul. Tous les 
termes de rang nul des SL, 8Ç, Si), SX sont séculaires purs. Tous les 
termes de rang nul du développement de DTL' sont donc séculaires 
purs, puisqu’ils sont le produit de plusieurs termes séculaires purs.

Chaque terme du développement de Dit' doit être multiplié par 
un terme du développement de B pour donner un terme du déve­
loppement de B Dit’. Un terme du développement de B DK/ ne peut 
donner un terme de rang nul dans SI; ou Sr, que s’il est lui-
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même de rang· nul et séculaire pur. Il doit donc être le produit d’un 
terme de 311/' qui doit être de rang nul et par conséquent séculaire 
pur, par un terme de B qui doit être lui-même séculaire pur si l’on 
veut que le produit soit séculaire pur. Bien entendu les termes de B 
que j ’appelle sécu la ires  p u r s  sont constants et ne contiennent 
aucun facteur tm. Je les appelle ainsi simplement parce qu’ils ne 
contiennent pas de facteur trigonométrique.

Nous sommes donc amenés à rechercher les termes séculaires 
purs de B. Soit

F j =  A  c o s(/î:1Xi h— /ί2λ 2 -+- Λ),

où A et h dépendent des L, des ξ' et des η.
Pour obtenir B, il faut prendre une des dérivées d’ordre quel­

conque, de F|, multiplier par un facteur numérique et remplacer λ; 
par 7iit +  λ® et les autres variables par des constantes.

Considérons un terme quelconque de F ,. Si k t et/r2 ne sont pas 
nuis à la fois, dans toutes les dérivées de F ( le terme correspondant 
contiendra en facteur le cosinus ou le sinus de +  Α·2λ2+  Λ; 
quand on y  aura substitué /?,·£ + λ® à la place de λ;, il contiendra 
en facteur le cosinus ouïe sinus de vi =  /ftXJ-|-/f2X®-l-A, et comme 
v ne sera pas nul, il ne sera pas séculaire pur.

Pour avoir les termes séculaires purs de B, il suffit de réduire Fj 
à ses termes indépendants de λ ( et λ2. L ’ensemble de ces termes 
sera désigné par R; c’est ce que l ’on appelle la  p a r t i e  sé c u la ir e  
d e  la  fo n c t i o n  p e r tu r b a tr ic e .

Soit alors B0 l’ensemble des termes séculaires purs de B. Nous 
voyons que B0 sera formé avec les dérivées de R comme B avec 
celles de F , .

Soit 31LÔ ce que devient 311/ lorsqu’on y remplace SL, δξ, δη, δλ 
par leurs termes séculaires purs de rang z é r o . L’ensemble des 

termes de rang z é r o  de

^B31V

sera alors

2 Β»31Ιό·

Comment avions-nous formé ^ B 31L'? Nous avions pris l’une
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des deux expressions
dFi
dni d i t;

nous y avions remplacé 

par
L,·, h , ta

L , 4 -  SL,·, X? +  71, Î H- ôX,', $  H- Si;,·, 1 )?-t- OTlil 

et nous avions développé suivant les puissances de 

8L f , SX,·, 8$,·, S'Oi- 

DL,·, DX,·, D \i, D t̂

Soient alors

l ’ensemble des termes de rang zéro de

8L,·, SX,·, Si;,·, 8t),·.

D ’après ce que nous venons de voir, est formé avec

R, DL,·, DX,·, D£,·, Dr),· comme avec Fu §L,-, SX,·, S!;,·, Sri,·.

On obtiendra donc ^ B o0ïL' en prenant l’une des deux expressions

en y remplaçant 

par

rfR
d < \ i

dR
d it’

L,> X/> %ii Ti i

L? -t- D L ;, X , 4 -  n i  t  4 -· DX,·, i;$ 4 -  Di;,·, T], 4 -  Dr),·,

et développant suivant les puissances de

DL,·, DX,·, D|,·, Dr),·.

Prenons la deuxième équation (i)

■v, r l d¥^ ,
û?,· =  — ¡A /  ~ r ^ d t .

J  a < h t

Nous avons 

d’où
- S " 2 b» ' ·

8?,·= ¡ajT 2 B31l'v<·

Si nous égalons dans les deux membres les termes de rang nul, il

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE V III.‘IQi

vient

Or

ï)onc

¡A j f  * 2  EoOlU dt.

Si nous réduisons h  à , ses termes de rang nul, c’est-à-dire à 

K +  DÇf, on aura
dit d W j  
dt dt ’

et, par conséquent,

(3)

et de même

(4)

dii _ _  dR_ 
dt  ̂dt\i’

dr\i _ dK
Ht ~

Dans les deux membres des équations (3) et (4)j il faut rem­
placer

R'> et TQi)
par

L® -+- DLj, X? H- n i t  +  DXj·, -+- D£,·, vj® -+- Dyjj.

Mais DLj est nul, puisque Lj ne contient pas de terme de rang 
nul. De plus R  ne dépend pas des X;, et il en est de même par

conséquent de ^  et de donc les X,· ne figurent pas dans les

équations (3) et (4).
Il suffira donc de remplacer

R-> R·»
par

LJ, Î Î H - D f o  f l£ H- Dï]j·

Ainsi les équations (3) et (4), où l ’on doit regarder les L; 
comme des constantes, forment un système d’équations canoniques 
qui définissent les termes de rang nul des !j et des 'i\ et par consé­
quent les perturbations séculaires des excentricités et des inclinai­
sons.
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140. L’analyse précédente peut se présenter sous une forme un 
peu différente, quoique au fond équivalente.

Considérons le terme général du développement ( 1 1) du n° 108; 
il s’écrira

[x* A xm cos ( k, wi -+- k2 w2 -H h ) ;

comme il ne peut être de rang négatif, or a m < a , Si donc je pose 
[at =  t', notre terme s’écrira

Hx- mAx'm  cos(/ci (Vj-t- /f2« '2 -+- h ),

de sorte que nos développements procéderont suivant les puissances 
positives de ¡a et de r', et suivant les cosinus et les sinus des mul­
tiples des w.

Ces développements satisferont aux équations du mouvement et
en particulier à l’équation

;
_ _  dFi 

d t  ~  P  d r u ’

quand on y fera

l ' = | l ( t  +  c ) .  W i =  t \ l t  - h  Ej'.

Mais on a alors

d\i .. d̂ i
dt =  -hn ‘ ^r-

dh
1 dw\

d\t
dwt

Notre équation devient ainsi

(5) ^  =

Les deux membres de cette équation sont développables suivant* 
les puissances de [A, de t’, elles cosinus des multiples des w.

Nous obtiendrons les termes de rang nul de £t· ou ceux de —

en y faisant [A =  o (je suppose, bien entendu, que, quand je fais 
[a ~  o, t  ̂ demeure fini). Dans ces conditions, ¡[¿réduit à ses termes 
de rang nul ne dépendra plus des w, puisque tous les termes de 
rang nul sont séculaires purs, de sorte que
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î/F,
Faisons de même ¡a =  o dans cela revient à remplacer dans

cette dérivée les inconnues L,·, vp, X,· par l ’ensemble de leurs 
termes de rang zéro, c’est-à-dire par L", !;" +  D!;,·, vp- -+- D/p, 

*? +  Wi-1- DX,·. Soit donc -

A cos( +  sin

un terme quelconque de —  où A dépend des des -r\ et des L. 

Si, dans ce terme, je remplace

F /, :  i  j X,·
par

L ?, 5? -+- DÇi, ^ - D i p ,  X“ -F  «■’¿-t- DX,·, -

il deviendra

A.°sin (/fi w, -t- /f2 w2H- /{),

où A 0 est ce que devient A  après cette substitution, tandis que 

h  — /fi X , -H “H /f ,  DXi -I- /f2 DX2.
)

Les termes de rang zéro sont séculaires purs et par conséquent 
indépendants des w, il en résulté que A 0 et h sont indépendants 
des w. Donc notre terme a pour argument k { «q +  k 2w2.

Or nous ne devons conserver que les termes séculaires purs, 
c ’est-à-dire indépendants des w. Ce sont ceux où /c, =  k 2 =  o,

c ’est-à-dire ceux qui proviennent d’un'terme de — ^^indépen­

dant de X, et de X2.

Or l’ensemble des termes de —  indépendants deX( et de X2,

t/R
dt\i

dt\i

c ’est précisément —

Si donc nous égalons, dans les deux membres de l ’équation (5), 

les termes séculaires purs de rang un £je dis un et non zéro, parce 

qu’un terme de rang zéro de —  me donne un terme de rang un 

du second membre de ( 0 ) —  Je trouve

d\t f/R
^dz' l idru’

■ (6 )
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où il faut remplacer L;, ?,·, ru par L", $? +  D$,·, ŷ  +  Dï);, c’est- 
à-dire réduire L,·, ru à leurs termes de rang nul.

Je trouve de même

(6  bis)
dr\
cH

dR

Comme d’ailleurs, quand Ç et yj sont réduits à leurs termes de ran 
nul, on a

dh
dt

\ % i  =  ¡X
dít
d-d ’

je  puis écrire .

(7)
dïu _ _  í¿R 
d t  ^ dru ’

dru _ dR 
~dt ~ ' lXdÍ¡

Les équations canoniques (7 ) nous donneront donc les termes 
de rang nul des $,■  et des ru.

141. Comment pourrait-on se servir de la dernière équation (1)

* f  f § j ; d *  +  f  ^ d ' + ï f

.pour calculer les termes de rang zéro de 8X{·; ces termes sont ce que 
nous avons appelé D ,̂·.

Nous avons vu au n° 106 que l ’intégrale

d& , 
d L d t

ne peut nous donner que des termes de rang un, au moins. Quant 
à la première intégrale

111 1  dkk dt'

les termes de rang zéro qu’elle pourrait nous donner ne pourraient 
provenir que des termes de rang  un séculaires purs de

d u  =  - v f ^ d t .

Or Poisson a démontré que ces termes n’existent pas.
Ainsi nous n’avons à considérer que la troisième intégrale; mais
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nous ne pourrons Vétablir qu’après avoir démontré p lu s loin 
le théorème de Poisson.

Quant à la troisième intégrale, on verrait comme au numéro 
précédent que les termes de rang zéro qu’elle peut donner sont 
compris dans la formule

de sorte qu’il reste

Dans le second membre dépend des L;, des ?t· et des ru, mais

ne dépend pas des il faut bien entendu y remplacer L,·, £,·, t),· 
par L?, ii-t-D^(·, D-iu.

Donc, quand on aura déterminé à l’aide des équations ( 7 ) les 
termes de rang zéro des \ et des n, c’est-à-dire les perturbations 
séculaires des excentricités et des inclinaisons, il suffira d’une 
simple quadrature pour déterminer les termes de rang zéro des 
c’est-à-dire les perturbations séculaires des longitudes moyennes.

142. F o r m e  d e  R . —  Connaissant par le Chapitre IY  la forme 
de F ,, nous pouvons en déduire R, puisqu’on obtient R en suppri­
mant dans F 4 les termes qui dépendent des 7.

Nous avons vu aux n° 83 et 8 6  que l’on a

[A Fl = 2  A P Ï i P Î , P Î , P V C 0 S  ( 2  *ïV+-2^iW*')>

A dépendant seulement des Lj. Nous avons vu que les entiers 2 q 
et p  satisfont aux conditions

2 q t = P i  (m o d a ) ,  2<7il|l°i|·

Nous avons vu au n° 87 que

‘ 2 * = 2 *  '

et enfin au n° 8 8  quep n + p n  est toujours pair. 1

v: Voyons quelles sont les conséquences de tous ces faits. Nous
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voyons que F, est développable suivant les puissances de 

/ a Pi costoi, 7),·= v/2pi sinü),·.

Il en est donc de même de R et le degré d’un terme quelconque 
par rapport aux \ et aux 7) est précisément

Dans R tous les k sont nuis; et l ’on a

S * - »

et par conséquent

2 ^ = ° .

et comme 2 q est de même parité que p

=  o (mod2j.

Ainsi le développement de R suivant les puissances des Ç et 
des 7| ne contient que des termes de degré pair.

A cause de la condition ¿ d P —  °> nous voyons que R ne chan­

gera pas quand on changera £,· et tu en

£ÿC0ss —  nj/sine, jjj· s i n e -1- tj; cose.
On a

p z - h p ^ s s o  ( m o d i ) .

C’est-à-dire que la somme des entiers p relative à  toutes les va­
riables obliques (c'est-à-dire aux variables qui déterminent les 
inclinaisons) est paire. 1

Et comme on a

2 / , =  0’
on aura aussi

jOi +  / > 3 = o  ( m o d 2 ) ,

c’est-à-dire que la somme des entiers p relative .à toutes les va­
riables excentriques (c’est-à-dire aux variables qui déterminent 
les excentricités) est paire.

Ap. -  1.
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Comme 2 q est de même parité que p , on en conclut que 
2 </2 +  2 qk et 2 q t +  i q % sont également pairs.

Ainsi le développement de R suivant les puissances des £ et 
des 7) ne contient que des termes qui sont de degré pair, tant 
par rapport aux variables obliques que par rapport aux va­
riables excentriques.

Toutes ces propriétés s’étendent immédiatement au cas où il y a 
plus de trois corps.

143. Dans une première approximation, nous pouvons négliger 
les quatrièmes puissances des excentricités et des inclinaisons. 
C ’est ce qu’a fait Lagrange. Les équations ( 7 ) prennent alors une 
forme particulièrement simple.

Soit en effet
R =  Rq +  R, +  R4

le développement de R où nous désignerons par R^J l ’ensemble 
des termes de degré p par rapport aux £ et aux ï|. Si nous ¡négli­
geons les quatrièmes puissances des £ et des i\, il restera

R =  R 0 -R R ‘2 ;

et comme R 0 ne dépend pas des £ et des vp ¡nos 'équations ( 7 ) 
deviendront

(7 bù)
d í ¿  <7R, 1 dr¡¿ _  £¿R2
Ht ~ ~  ~ d t = V ' ~df f i

Comme R 2 est du second degré par rapport aux £ et aux y\ les 
seconds membres seront linéaires par rapport aux £ et aux i\ ; et 
les coefficients de ces expressions linéaires ne dépendent que des 
constantes L®.

Les équations ( 7  bis) sont donc des équations linéaires à 
coefficients constants.

Nous savons ensuite que tous les termes du développement 
de R sont de degré pair à la fois par rapport aux variables obliques 
et par rapport aux variables excentriques; dans R2 nous pourrons 
donc avoir des termes de degré deux par rapport aux unes et zéro
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par rapport aux autres, ou inversement; mais nous ne pourrons 
pas avoir de termes de degré un par rapport aux unes et un par 
rapport aux autres.

On aura donc
R2= R ^ + R " ,

R!, dépendant seulement des variables excentriques et R" seule- , 
ment des variables obliques. Le système ( 7  bis) se décomposera 
donc en deux autres

(7  ter)

(7 quater)

dh d  R' dru dR 'r,

d t d t ~  1* d \ i

A i d K 'L d r u ¿R i
d t ^ d t \ i  ’ d t

I5UÙP
1̂a.II

Le premier où ne figurent que les variables excentriques déter­
minera les perturbations séculaires des excentricités ; le second où 
ne figurent que les variables obliques déterminei'a les perturba­
tions séculaires des inclinaisons.

D ’autre part, F ( ne change pas quand on change les signes des X 
et des ta, c’est-à-dire les signes des X et des ri (voir n° 8 6 ); donc 
R et R2 ne changeront pas quand on changera les signes des 7|. 
Donc R 2 ne contiendra que des termes de degré deux par rapport 
aux \  et zéro par rapport aux r), ou inversement, mais pas de 
terme de degré un par rapport aux £ et un par rapport aux rj; il 
en sera de même de R' et de R 2. On aura donc

R ' =  S ' +  T'„,
R" =  S'' +  T ” .

où S!, et s ; ne dépendent que des £, .tandis que T ' et T" ne dé­
pendront que des.7).

Nous avons vu ensuite que R ne change pas quand on change £ 
et ri, en £cose— r\ sins et £ siner-(- 7) eoss. Il doit donc en être de 
même de R̂  et de R", ; mais dans ces conditions R' devient

S 2 (£ cos s — 7) s in e )-)-T i(i ;  sine -1-  7] cose),

cos2e S j (£) —  a cose sin e 

-+- sin2e T'2 (J)H- 2cose sine

’l ^  -H cos2e S2 (7))

ü ?iSr2+cos2£T̂ >·

OU
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Pour que cette expression, quel que soit e, se réduise à 

S'il?)··- l ’a( T1 )>

il faut que l ’on ait

(9)

s ',(S )= t ;( è),

SJ(ï)) =  T 2 (■») )j

c’est-à-dire que S'2 soit form é avec les £ comme avec les yj. 
De même pour et T” .

Nos équations deviennent alors

( . 0 )

( io  bis)

At dV,, dSi
dt  ̂ dni ’ dt “   ̂ At ’

3 excentriques et

At dT' dm dSl
dt = - fX̂ 7 ’ dt = i* d ï7 ’

pour les variables obliques.

144. Intégrales diverses. — Les équations (io ) ou (io bis) 
admettent un certain nombre d’intégrales importantes. D ’abord le 
système (io) ou (y ter) admet l ’intégrale des forces vives

( n )  R'j =  const.

De même le système (io bis) ou ( 7  quater) admet l’intégrale 
des forces vives

(11 bis) R j  =  const(

Prenons maintenant les équations ( 1 0 ), multiplions la première 
par £,·, la seconde par i\i et ajoutons; il viendra

Mais, en vertu des équations (9 ), le second membre est nul; nous· 
aurons donc

(m) ^ ( L ? + t]|)= const.
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La sommation doit être étendue à toutes les variables excen­
triques.

En traitant de la même manière les équations ( 1 0  bis), on trou­

verait

(i  i b i s )  -+■ vj? ) =  const.;

la sommation étant étendue cette fois à toutes les variables 
obliques.

Les intégrales ( 1 2 ) et ( 1 2  bis) ne sont pas autre chose que les 
intégrales des aires. Nous avons vu en effet au n" 90 que ces inté­
grales s’écrivent

=  const.,

=  const.,

2 L - 2 P =const·
S’il y a plus de deux planètes, nous écrirons plus généralement 

| LI — pi— Y  = const.,

f*3) ( — Pl— ' T =  const.,

[ 2 ( l i — Pi —  Pi ) =  const.;

le signe ^  signifiant que le terme explicitement expi'imé

se rapporte à la première planète et qu’il faut y  ajouter les termes 
analogues relatifs aux autres planètes.

La troisième équation (i3) peut s’écrire

(i4  ) ^  L — ~ g 2 ) =  const.,

la sommation s’étendant cette fois à toutes les variables \ et i) tant 
excentriques qu’obliques. Cette équation doit être identiquement 
vérifiée quand on y substitue, à la place des inconnues L, \ et ■ /),
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leurs développements suivant les puissances de p, de x et suivant 
les cosinus et les sinus des multiples des w; ou bien encore, si 
ayant posé px =  x' comme au n° 140, on substitue aux inconnues 
leurs développements suivant les puissances de p, de x' et suivant 
les cosinus et les sinus des multiples des w.

Le premier membre se présente alors comme une fonction de p, 
de x' et des w, et cette fonction doit se réduire identiquement à 
une constante; elle se réduira encore à une constante quand on y 
fera p =  o.

Or si l ’on fait p =  o, x' restant fini, les inconnues L, £, Y} sont 
réduites à leurs termes de rang zéro, ce qui veut dire que l’équation 
( i 4 ) est encore vérifiée quand on réduit les inconnues à leurs 
termes de rang zéro.

Or dans ces conditions L¿ se réduit à L° puisque 8L¡ ne contient 

pas de terme de rang zéro; de sorte que ^  L est une constante. Il 

reste donc

l - V ) =  const.,

les I; et les vj étant supposés réduits à leurs termes de rang zéro. 
C’est la somme des équations ( 1 2 ) et ( 1 2  bis).

145. Remarque. —  Il faut observer que nous avons fait impli­
citement une hypothèse qu’il est nécessaire de signaler parce 
qu’elle pourrait passer inaperçue : c’est que toutes les planètes 
tournent dans le même sens. Voici comment elle s’introduit.

Nous avons posé

G =  L y/1 —  0 =  G cosí.

Si donc L est positif, G est plus petit que L et positif lui-même ; 
© est également positif et plus petit que L. Il en résulte que

p i=  L — G, ps =  G — 0

sont positifs et que les £ et les t¡ sont réels.
Si au contraire L est négatif, il en est de même de G et par con­

séquent de

pi =  L ( 1— y/1 —  e2), p2= G ( i — co s í).

Donc les £ et les tj sont imaginaires.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES PERTURBATIONS SÉCULAIRES. 3 l 5

Si donc nous voulons que les ij et les t) soient réels, il faut que 
les L soient positifs. Or le moyen mouvement d’une planète est 
égal à un facteur positif (dépendant des masses) divisé par L 5. 
Supposer les L positifs, c’est donc supposer que tous les moyens 
mouvements sont positifs, c’est-à-dire que toutes les planètes 
tournent dans le même sens.

Supposer les L positifs, ce n’est pas restreindre la généralité. 
En effet, une planète qui se meut dans le ‘sens rétrograde sur une 
orbite d’une inclinaison i  peut être envisagée comme une planète 
se mouvant dans le sens direct sur une orbite d’une inclinaison 
t: — i. Il est donc permis de supposer que toutes les planètes se 
meuvent dans le sens direct.

Mais, dans l’analyse qui précède, nous avons supposé les incli­
naisons très petites. Elle ne s’appliquerait donc pas à des planètes 
se mouvant sur des orbites dont les inclinaisons seraient très 
petites, mais qui ne se mouvraient pas dans le même sens; il fau­
drait en effet les envisager comme des planètes se mouvant toutes 
dans le sens direct, mais dont les inclinaisons seraient très petites 
pour les unes, très voisines de 1 8 0 " pour les autres.

Si l ’on voulait néanmoins appliquer à ce cas les formules ana­
lytiques précédentes, cela serait licite, mais à la condition de se 
rappeler que quelques-uns des Ç et des T| seraient imaginaires.

Peu importe d’ailleurs puisque ce cas ne se présente pas dans la 
nature.

146. Il s’agit d’intégrer nos équations linéaires ( i o )  ou ( i o bis). 
S’il y a n - + - 1 corps, soit n planètes, il y a 2 « variables excen­
triques et 2 ii variables obliques. Chacun de nos systèmes sera 
donc d’ordre 111.

On sait quelle est la forme générale des solutions d’un système 
d’ordre p d’équations différentielles linéaires à coefficients con­
stants. Soient

®i, * · * î & p

les inconnues; soient

a ,,  a s , . . . ,  a. p

les racines d’une équation algébrique facile à former et dite équa­
tion déterminante.
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A chacune des racines a,· correspondra une solution particulière 
du système qui s’écrira

Xk = ftike1*'*,

les B,·* étant des constantes faciles à calculer; et la solution géné­
rale sera

¿r/,= A] B A j B j i - e * · 4-)-.. . -t- A.llBp/cex¡>t,

les A étant des constantes arbitraires.
Dans le cas où l’équation qui donne les a a des racines multiples, 

il peut y avoir en outre des solutions dites dégénérescentes qui 
sont de la forme

■ xk = Pu-eait,

P,7f étant un polynôme entier en l.
Nous allons appliquer ces principes soit au système ( 1 0 ), soit au 

système ( 1 0  bis). J’observe d’abord que l ’équation qui donne les a 
ne peut avoir de racine réelle différente de zéro. Si en effet elle 
avait une racine réelle a, le système admettrait une solution de la 
forme

% k = C k.e ab *U =  D/.eai,

les C et les D étant des constantes. On aurait donc

2 ^ + ^ ) = 2 (G'c+D/' )e2aí·

Mais le premier membre doit être une constante, le second serait

une constante ^  (C|-f-D|) multipliée par un facteur variable e2olf.

Cela n’est possible que si les deux membres sont nuis. On aurait 
donc

2 (É,+  ,1* ) = 0'
c’est-à-dire

? = n = o.

Je dis maintenant que l’équation ne peut avoir que des racines 
purement imaginaires, c’est-à-dire dont la partie réelle soit nulle. 
Soit en effet a =  [3 -+- iy une des racines et supposons que la partie 
réelle ¡3 ne soit pas nulle. Le système devra admettre une solution
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particulière de la forme

Cette solution est imaginaire, mais la solution imaginaire conjuguée 
satisfera également aux équations linéaires, il en sera de même de 
leur demi-somme qui est la partie réelle

jj/,. = C/t-eP* cos-fi — C/reP( sin y t, 
if]̂ . =  D/, e i^ cosy i — D/.eP* sinyi,

d’où

2 (« +
=  ^ ( C | - l -  D2) « 2^  cos2yt — 2^ ( 0/.·Cj,.-)- D/, D/,.)e2fi i sinY<cosYi

·+- ̂  (G* +  D* )e sin2 Yt·

Or, si ¡3 n’est pas nul, entre les quatre fonctions 1 , e2Pf cos2y i, 
e2Pf sin2y i, e2Pi cosyi sinvi, il n’y a aucune relation linéaire à coef­
ficients constants. L ’égalité précédente, dont le premier membre 
est une constante en vertu des équations ( 1 2 ) et ( 1 2  bis), ne peut 
.donc avoir lieu que si tous les termes sont nuis. On a donc encore

.^(^H -r)2)= o,

d’où

j . 5  = »1 = o.

Je dis maintenant que notre système ne peut admettre de solu­
tion dégénérescente. Supposons en effet qu’il en admette une

• (>5) · !;/,· =  P¿eaf. tk= Q  A-eai,

les P* et les Q* étant des polynômes entiers en t.
Je puis toujours supposer que ces polynômes sont du premier 

degré. En effet, si le système admet la solution (i5), il admettra 
également la solution

( 15 bis) Ç*= P<-eat, 2U=Qi-eai,

où Pj. et Q* sont les dérivées de P* et de Q*.
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De plus a sera purement imaginaire; car si nous avons la solu­
tion (i5) où P* etQ* sont supposés du premier degré, nous aurons 
aussi la solution (i5 bis) où P* et Q* seront des constantes et à 
laquelle s’appliqueront les raisonnements précédents par lesquels 
nous avons établi que a doittêtre purement imaginaire.

Soit donc <x= iy; la solution (io) sera imaginaire, mais la solu­
tion imaginaire conjuguée satisfera également aux équations, ainsi 
que la partie réelle. Cette partie réelle se composera d’un terme en 
icosy i, d’un terme en ¿sinyf, d’un terme en cosyi, d’un terme 
en sinyi. Soit donc

b=?*-+-5i-> f \ k = · »Ú-W*

cette partie réelle, où \'k et i\k représentent l’ensemble des deux 
termes en tcosyi et isin yi, et où et 7  ̂ représentent l’ensemble 
des deux termes en cosyi et sinyi.

On aura alors

2  (\\ +  Vk )  =  2  (  Ú  - H  Ú ?  )  - + -  2  2  (  £  A  W Á  )  H -  2  (  Ê *  H -  V *  )■

Le premier membre doit être une constante en vertu de l ’équa­
tion ( 1 2 ).

( £'* -+- 't\k ) est linéaire en t2 cos 2y í , í 2 sin2Y¿, í2 cos^ í sin^ i,

» t cos2y í, t sin2 v i ,  i c o s ^ i s i n y i ,

» cos2f í ,  sin2Yí, c o s Y is i n Y i .

Or, entre les dix fonctions 1 , tP cos2y i, tP sin2 ft, tP cosy t sinyi 
{p =  o, 1 , a), il n’y a pas d’autre relation linéaire à coefficients 
constants que

COS2YÍ -I- si 112 Y ¿  =  I.

L ’équation précédente ne peut donc subsister que si les termes 
en ont tous pour coefficient zéro ; on a donc

2 ^ * + 7l*) =  0>

d’où

$* = »)* = °>
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ce qui montre que les polynômes P* et Q* doivent se réduire à des 
constantes, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de solution dégénérescente.

‘ 147. Nos équations ne changent pas quand on change \ en — 1\ 
et 7) en puisque S 2 est formé avec les !; comme T 2 avec les 7;.

Si donc elles admettent une solution

£* = C/te“', >)A-= D/,-eai,

elles admettront également la solution

?* =  — D/,ea<, t\k= C*eai.

De plus, elles ne changent pas non plus quand on change 7) en 
—  '<1 et i en —  t, de sorte qu’elles admettent également les solu­
tions

%k= C ke~at, 7)* =  — D/<:e-ai,
£* =  — D ¿e- **, 7)/.· =  — C/£e -ai

Elles admettront donc en outre les solutions

l Sa =  ( G/— ¿D¿.)eaí, 7)*= t (C *— iD * )eat,
1 \k =  (Ca--h i\k —  — iD/t)eaí

Si donc D a= ±  ¿C*, l’une des deux solutions (1 6 ) disparaît et 
la racine a peut être simple.

Si, au contraire, D* n’est pas égal à ±  ¿Ca, les deux solu­
tions ( 1 6 ) sont effectives l ’une et l’autre et la racine « doit être 
double; mais les solutions ( 1 6 ), déduites l’une et l’autre de la solu­
tion donnée, jouissent de la même propriété; la valeur de 71* est 
égale à celle de i a u  facteur près ±  i. Nous pouvons donc, sans 
restreindre la généralité, supposer

Soit donc 

(»7)

D* =  ±  ¿C*.

« = ‘ Y,
\ k =  C /te 'ï', rtk =  ±  iC*e'Yf.

D ’après ce que nous avons dit plus haut, nos équations admet­
tront aussi comme solution

(17 b is)  ¡¡a-= Cice - l'lt, iG /ie-'Y '.

Si y est racine simple; il n’y a pas d’autre solution en e'T*, ni en
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de sorte que ces deux solutions doivent être imaginaires 
conjuguées, d’où l ’on conclut que C* est réel.

Si y est racine double ou multiple, il faut modifier un peu le 
raisonnement. Si nos équations admettent la solution (1 7 ), elles 
admettront la solution imaginaire conjuguée

£/,= C£e-‘'Yf, ·»]* = + j C£e-*-ïS

où C® est imaginaire conjugué de C*, et par conséquent en chan­
geant i\ et t en —  ·/) et — t :

£*= C£e'Y‘, 7i* = ±iCXe-iYq

et, par conséquent,

Ü/c= (C*-+- t)* =  ±  Cj.)e-<Y«,

où le coefficient C * +  C® est réel.
Nous pouvons donc toujours supposer que dans la solution (1 7 ) 

le coefficient C* est réel.
Je dis maintenant qu’on peut toujours supposer que si l’on envi­

sage le signe ±  placé devant i dans la formule (1 7 ), c’est le 
signe qu’il faut prendre. Si, en effet, c’était le signe — , il suf­
firait de changer y en —  y et l’on retomberait sur la formule ( 1 7  bis) 
où le signe ±  est renversé.

Si nos équations admettent la solution (1 7 ), elles admettront 
également la solution imaginaire conjuguée, d’où l ’on conclut aisé­
ment que la partie réelle de la solution ( 1 7 )

(18) , £/.·= Cytcosy«, ï) * =  — C i s in fi,

satisfait également aux équations.
Nous sommes donc conduits à chercher à satisfaire à nos équa­

tions par des expressions de la forme ( 1 8 ); on en conclut

dÇt
dt rn *,

dt]/;
dt — yU-

Si nous substituons, par exemple, dans les équations ( 1 0), elles 

deviennent
dV.
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Comme S '2 est formé avec les  ̂ comme T '2 avec les v), ces équa­
tions établissent entre les 7) les mêmes relations linéaires qu’entre 
les £; il suffira donc de considérer l’une d’elles, par exemple

(•9) ^  =

Considérons les n variables excentriques ? comme les coordon­
nées d’un point dans l’espace à n dimensions ; l ’équation

S'2 =  i

représentera une surface du second degré dans cet espace. J’ap­

pelle ^  cette surface. Si n =  2 , c’est-à-dire dans le problème des

trois corps, cette surface est une ellipse dans un plan; si n =  3, 
c’est-à-dire dans le problème des quatre corps, c’est un ellipsoïde 
dans l ’espace ordinaire.

Cherchons les axes de cette surface Pour cela, considérons 

la sphère

2 ^ 2=X2·

Cherchons à déterminer X2 de façon qu’elle soit bitangente 

à alors X sera la longueur de l ’axe correspondant et les deux

points de contact en seront les extrémités.
Or on sait qu’on arrive à ce résultat en envisageant la surface 

Conique

2 ^ - à2s; = o

et exprimant qu’elle a une droite double; on trouve ainsi les équa­
tions

Ces équations nous donneront les valeurs de X2, et les valeurs 
des & qu’on en déduira seront proportionnelles aux cosinus direc­
teurs de l’axe correspondant. Or ces équations s’identifieront aux 
équations ( 1 9 ) si l ’on suppose

X2 _ (x 
2 y
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Dóneles valeurs des y sont en raison inverse des carrés des axes 
de la surface. S'2 =  i , et sont égales à

Quant aux et, par conséquent, aux coefficients Cy, ils sont 
proportionnels aux cosinus directeurs de l’axe correspondant.

Les solutions de la forme (1 8 ) sont donc entièrement déterminées 
quand on connaît les axes de la surface S'2 =  1 en grandeur et en 
direction.

Une surface du second degré de l’espace à n dimensions ayant 
n axes, nous avons n solutions distinctes de la forme ( 1 8 ). De cha­
cune d’elles nous pouvons déduire une solution plus générale con­
tenant deux constantes arbitraires A  et h :

En additionnant ces n solutions, on trouve une solution conte­
nant in  constantes arbitraires; on a donc la solution générale du 
problème.

148. Intégrales quadratiques. —  La solution générale s’obtient 
donc de la façon suivante :

Soit y,· l’une des n valeurs de y, la solution particulière corres­
pondante s’écrira

?* =  A j-Cm cos( y it  -H h i ) ,  TU-=  —  a ,:C,-A- s in (y , i  -t- h t ) ,

. et la solution générale sera donnée par les équations

( 20) \k =  ^  A,· cos (·[■,■£ -+- h j)

2JX
X» '

£/,- =  AG* c o s{ y t  -t- h ) ,  ·*)* =  — AC*sin ( f t - h h ) .

et

i) -'<k =  — A,·Cg. sin ( hj).

Des n équations ( 2 0), je puis tirer les n quantités

A cos( y ¿ - i-  h )

sous la forme
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De même, des n équations (2 1 ), je puis tirer les n quantités 

A sin( V t -t- h),

et, comme les coefficients C sont les mêmes dans les équations ( 2 0 ) 

et dans les équations ( 2 1 ), il viendra

— Af sin ( t +  h j ) =  ^  D ;a· t\k·

En faisant la somme des carrés, il vient

^ 2 ) DiA'£*) +  ^ D ¡ i . r ) ¿ . j  =  A? =  const.

Ce sont là des intégrales quadratiques de nos équations; il y en 
a n, puisque l’indice i peut prendre les valeurs 1 , 2 , . . . , « .

149. Intégrales linéaires. —  Tout ce que nous venons de dire 
s’applique à la fois aux formules ( 1 0 ), relatives aux variables excen­
triques, et aux équations (io bis), relatives aux variables obliques. 
Voici maintenant une propriété qui appartient exclusivement aux 
équations ( 1 0  bis).

Reprenons les deux premières équations (i3). Ces équations 
doivent subsister quand les L, les $ et les ïj sont réduits à leurs 
termes de ’rang zéro. Nous avons négligé dans R les quatrièmes

puissances des £, et, par conséquent, dans ^  les troisièmes puis­

sances. Continuons donc à négliger les cubes des £ et, par consé­
quent, les termes en £0 ou vjp; les deux premières équations ( i 3 ) 
deviendront

=  const., =  const.

Dans ces équations, les L¿ doivent être remplacées par leurs 
termes de rang zéro, c’est-à-dire par les cohstantes L® et il reste 
les équations

( 22) =  const., 7)2 =  const.

Ce sont des intégrales linéaires des équations ( i o  bis).

Cela prouve que l ’équation qui d o n n era  une racine nulle.
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Si nous prenons, en effet, la première équation (22), la con­
stante du second membre peut prendre une valeur quelconque, car 
les valeurs initiales des ? peuvent être choisies arbitrairement. Sup­
posons donc cette constante différente de z é r o .

Substituons dans l’équation (22), à la place des ?, leurs va­
leurs (20); nous aurons alors une combinaison linéaire des

cos(y £-+- h)

qui devra être égale à une constante différente de z é r o .  Cela n’est 
possible que si un des cosinus se réduit à une constante, c’est- 
à-dire si l’un des y  est nul. c . q .  F. d .

Cela veut dire que la surface du second degré S!, =  1 a un de ses 
axes infini, c’est-à-dire qu’elle se réduit à un cylindre, par exemple 
à deux droites parallèles, si n  =  2, à un cylindre elliptique si 
n  =  3 .

Ou bien encore cela veut dire que la forme quadratique S2 peut 
être nulle ainsi que toutes ses dérivées, sans que ?, Y|, . . .  s’an­
nulent. Dans ce cas, les équations (10 b i s )  se réduiront à

dV
d t

-  o,
df\j
dt

0 ,

de sorte qfue les $ et les r ¡  seront constants.
C’est ce qu’il est aisé dé vérifier; supposons en effet que les 

orbites de toutes les planètes soient dans un même plan, mais que 
ce plan n’ait pas été choisi pour plan des

Alors les inclinaisons ne seront pas nuiles elles variables obliques 
$ et ni ne seront pas nuiles non plus. Mais les planètes resteront 
constamment dans ce même plan; les longitudes des nœuds seront 
donc constantes,· ainsi que les inclinaisons.

Or on a
f> s=  (Li — pi)(i —  c o s í ).

Le terme p, ( 1 — cosf) est du quatrième degré par rapport aux? 
et aux ti; il a donc été négligé dans l’analyse précédente; il reste 
donc

p2 =  L| (1 — cos i).

L, se réduit à la constante L“, et i  est constant d’après ce qui 
précède. Donc p2 est coñstant. Si p2 et to2 sont constants, il en
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est de même de et de t)2, et de même pour toutes les variables 
obliques qui peuvent ainsi être constantes sans être nuiles.

c. Q. r .  D.

150. Les équations algébriques d’ordre n qui donnent les valeurs 
des y ont été résolues numériquement par Lagrange d’abord, par 
Le Verrier ensuite. On trouvera des détails à ce sujet dans le 
Chapitre X X V I du Tome I de la Mécanique céleste de Tisserand.

Mais ni Lagrange ni Le Verrier n’ont employé les éléments 
canoniques. Il faut donc faire attention au changement de notation.

Au lieu de développer comme nous suivant les puissances des | 
et des ï), ils développent suivant les puissances des

A = esinîu, l = e cosur,
p = tangí sin fl, q =  tang i cos9.

Mais en négligeant comme nous le faisons les cubes des excen­
tricités et des inclinaisons, on a

£ l = / h  l ,  7)1 = —  /L / i . ,

1)2 =  — ]/Lp.

Les L¿ se réduisent à des constantes L®, de sorte que les £ et 
les 7) ne diffèrent des h, des l, des p  et des q que par des facteurs 
constants, Le passage d’un développement à l ’autre est donc im­
médiat.

151. Premier changement de variables, —  Reprenons les équa­
tions

(10) dru_ dS't
dt ** dqi ’ dt  ̂ d\i *

Considérons la surface du second degré =  i ; cette surface est 
située dans l ’espace à n dimensions et nous avons convenu que les 
n variables excentriques £

Üll £'7j 5̂î ··*, %2n~ 1

représentent les coordonnées d’un point dans cet espace*
Rapportons maintenant cette surface à ses axes, que nous pren­

drons pour nouveaux axes de coordonnées. Soient

' S'i, « 3 . 5», ···> î ' i H - t

P. — I. i5
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les coordonnées courantes par rapport à ces nouveaux axes. Ce 
seront des fonctions linéaires des coordonnées anciennes

¡11) b )  b )  · · · )  ?2 «-l)

et l’on a d’ailleurs identiquement

car les deux membres de cette identité représentent l ’un et l ’autre 
la distance à l ’origine du point de coordonnées courantes.

On aura, puisque la surface S'2 est rapportée à ses axes,

afrs; = — ^ y^ î2·

Nous définirons de même les 7/ qui seront liés aux 7} par les 
mêmes relations linéaires que les £' aux £. On aura, par consé­
quent,

2 f* T 2 =  — 2 ^ *  
et

=^sy,
et identiquement

les sommations étant étendues à toutes les valeurs impaires de 
l ’indice i. Le changement de variables est donc canonique, de sorte 
que le système (1 0 ) devient

<»3)
d t ~  1 d - ' ï i  ’

Nous opérerons sur le système

( t o  b i s )
d \ i  d T \

d t  ^ d t \ i  ’

dt ~  ̂ d\'i ‘

dri( dS"2
W ^ ^ d d

relatif aux variables obliques, comme nous avons opéré sur fe sys­
tème ( 1 0 ).
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Nous envisagerons le point dont l'es coordonnées sont les n va­
riables obliques

£2, Üe, ■ ■ ■ ■ , Ës »;

nous formerons la surface du second degré S2 =  i ; nous la rap­
porterons à ses axes; nous désignerons par

si, &,■  . . . .

les coordonnées par rapport à ces nouveaux axes. Nous défini­
rons 7)j, ï)'4, .'.. de la même manière, c’est-à-dire que nous aurons 
entre les 7/ et les t\ les mêmes relations linéaires qu’entre les % et 
les Ç.

Dans ces conditions, nous aurons

a j* S ',= -2 Y i5 i* , ·

2 | 2 T ^ = — i r , ? ,

2 ^ · =  2 ^ · ^ ’

les sommations étant étendues aux valeurs paires de i.
Le changement de variables sera donc canonique et le sys­

tème ( 1 0  bis) deviendra

(a3 bis) d & _ _ ± Iji d'fu _  d&\
dt ~  l± d-q'i ’ dt ~  ,J' d%t ’

D ’ailleurs il est clair que

2 ^ = 2 ^ - ’

la sommation étant étendue à toutes les valeurs de l ’indice i. Le 
changement de variables est donc canonique et le système ( 7 ) 
devient

(24)
d%i _ _  ¿R <hù _  ¿R
dt ~  V'dr/i’  dt ~ V’ d̂ 'i

Si l ’on tient compte de la forme de S'2, T 2, S2, T ", on voit que 
les systèmes (a3) et (23 bis) deviennent

dÿt
dt = Yi »l'h

dn'i
dt — Y ¿K,
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d’où
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S'í= Ai cos(y¿Z +  hi), V¿ = — Ai sin(y£i +  A¡),

A« et hi étant des constantes arbitraires.
On déduit de là

£i2 +  Vi2 =  const.

Ce sont les intégrales quadratiques du n° 148.
En les combinant, on trouve

£? -+- *li2 ) =  -+-T)t ) =  const.,

+  71<* ) = — (¿(Si +  T',) =  const.,

les sommations étant étendues, soit à toutes les valeurs paires, soit 
à toutes les valeurs impaires de i. Ce sont les intégrales du 
n ° 144.

Dans le cas des variables obliques, un des y est nul; soit

il reste 

d’où

•Ys»=o;

2 il __  OÙ) 2 n  __

~dt dT ~  ° ’

$2, i — const., i) 2 =  const.

Ce sont’les intégrales linéaires du n° 149.
On voit avec quelle facilité on retrouve tous les résultats du 

Chapitre précédent.

152. Limitation des excentricités et des inclinaisons. —  Ces
formules nous donnent le moyen de trouver des limites supérieures 
que les excentricités et les inclinaisons des planètes ne pourront 
jamais dépasser. (Bien entendu, si l’on tient compte seulement des 
termes de rang zéro et que l’on néglige les puissances supérieures 
des excentricités et des inclinaisons.)

Nous avons trouvé plus haut les intégrales

■ ü? +  Vî2 = A2,

d’où, pour un angle quelconque s,

. | £1 cos s +  sin s | <  Ai ;
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les Af sont des constantes que l ’on peut regarder comme des don­
nées de la question, puisqu’il est aisé de les déduire des valeurs 
initiales des ? et des yj, et que l’on peut supposer positives.

Si l’on se reporte maintenant aux équations (2 0) du n° 148, on 
verra que l’on peut supposer que l ’on a

5* = 2 ° “ ·^ & = 2 D«fc·

J’observe en passant que C¡>, de même que Dj·*, représente le 
cosinus de l’angle que fait l ’ancien axe des ij* avec le nouvel axe 
des £'· ; on a donc

On aura donc

Xk coss -t- t\k sins = (£$ cos s -+- tx'i sine),

et, par conséquent,

| Xk coss -t- if]* sine | < ^ A f| C,·* |.

Or je puis toujours trouver un angle e tel que

, Ü* coss -t-·»!*sins = \JXl-i-y\\.

Il en résulte que

(■25) v /a + ï ) i < 2 A‘-!C“ l>

ce qui nous fournit une limitation des excentricités et des incli­
naisons.

Il est un cas où cette limitation devient illusoire. Nous avons en 
effet

Pi= Li(i — / i — e2), p*= (Lu— p,)(i — cosi),

ou, en négligeant les puissances supérieures des excentricités et 
des inclinaisons,

Or
L ,  =  m\ [/m i-h ni- \Ja,

<2 , e et i désignant le grand axe, l ’excentricité et l ’inclinaison de 
la première planète. .
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Il en résulte que
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contient en facteurs la masse m\ ; cette expression est de l ’ordre 
de cette masse multipliée par le carré de l’excentricité. L ’inéga­
lité (25) nous donne donc une limite supérieure du produit m\ e2, 
soit

m\ e2<  D,
d’où

e <

Si la masse m\ est très petile, cette limite supérieure de e pourra 
être très grande et n’avoir aucune valeur pratique.

Il est donc nécessaire d’examiner en particulier le mouvement 
d’une petite planète sous l ’influence perturbatrice d’une ou plu­
sieurs grosses planètes. v

Supposons que la petite planète soit la première planète, c’est- 
à-dire que m\ soit très petit. On aura alors

mi = m\

à des infiniment petits près d’ordre supérieur.

On pourra poser alors

F =  $ 0-1-  m ! <î>i,

où <J>0 dépendra seulement des coordonnées des grosses planètes, 
ou plutôt de celles des planètes fictives correspondantes, et des 
dérivées de ces coordonnées par rapport au temps. Quant à la 
fonction <!>,, elle dépend des coordonnées de toutes les planètes et 
des dérivées de ces coordonnées par rapport au temps. La masse m, 
est infiniment petite, mais 4>0 et i>( sont finies.

Formons maintenant nos expressions R, R 2, R 2, R'̂ , S[2, T 2, 
S” , T". Dans chacune de ces expressions, dans par exemple, 
distinguons les termes qui proviennent de i >0 et ceux qui pro­
viennent de 7ïi\ d>( ; les premiers seront finis, les autres seront de 
l ’ordre de m{.

La fonction S2 est un polynôme entier par rapport aux n va­
riables excentriques

?1> £3, . . . ,
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La première de ces variables se rapporte à la petite planète; elle 

est donc de l ’ordre de \JmK ; les autres se rapportent aux grosses 
planètes et elles sont finies. Soit alors

Si = P,-t-Pi +  aS,P,+ P.5ï>

où P 2+  P '2 est un polynôme du second degré en

?3j · · · : £2«— 1;

P) un polynôme du premier degré par rapport aux mêmes variables 
et P 0 une constante.

P 2 représente l ’ensemble des termes provenant de i>0) etP 2 celui 
des termes provenant de <£>(, Quant aux Lermes

aÊtPi-i-PoH,

ils proviennent tous de <E>(, car <t»0 ne dépend pas des coordon­
nées de la petite planète, ni par conséquent de 

Le polynôme. P 2 est donc fini, tandis que

PlH-aSiPi +  P.Î!

doit être de l ’ordre de m , . Et comme est de l ’ordre de \Jmt, nous 
devons conclure : i° que les coefficients de P 2 et la constante P0 

sont finis; 2 0 que les coefficients de P ( sont de l ’ordre de ; 
3° que les coefficients de P2 sont de l’ordre de m{.

Si donc nous posons

P'j =  w i Q'î , P i = v/ » î i Q i ,
d’où

Sj =  P2 +  » î iQ 2-t- 2 Q i4- Pq£i ,

les polynômes
P2, Qi, Qij Po

seront finis.
Nous avons à chercher les axes de la surface du second degré

Elle diffère peu de la surface

P*+Po£? = i.

L ’un des axes de celle-ci est l ’axe des les autres sont perpen­
diculaires à l’axe des £). L ’un des axes de la surface S '2 =  1 (à part
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un cas d’exception dont nous parlerons plus loin) fait donc avec 

l’axe des ij, un angle très petit de l ’ordre de s/Tn̂ . Si donc nous 
reprenons nos cosinus directeurs Cj/t, nous voyons que

C l , 3> C l , 5r · · · )  C l ,ÎB —1,

C3.i1 C s , i ,  G2h.—1,1

sont très petits de l’ordre de »
Reprenons alors l ’inégalité (25) en l’appliquant à la petite pla­

nète; nous aurons

Je dis que le second membre est de l ’ordre de y/m,. En effet, je 

dis que A ( est de l ’ordre de \Jm{ ; c’est en effet la valeur initiale de

/SV1-i-ru ·
Or

?i =  ? l C l l  +  $3 C 13 - H . . . - t -  ?2« - l  C l , ! » —1.

Ravaleur initiale de £' est de l ’ordre de \jm,, parce que la 

valeur initiale de ij, est de l’ordre de y/m( et que C )3, . . C,  j2n_i 

sont aussi de l’ordre de \JmK. Il en est de même de la valeur ini­
tiale de Yj) et, par conséquent, de A ,.

Le premier terme A, [G,, | est donc de l’ordre de \fmK et il en est 
de même des autres parce que

C3.i1 · · . ,  C 2/i—1,1

sont de l’ordre de \/m, .
On a donc

V î̂-t- ’îî <  v/m1 H,

H étant fini. Mais on a, comme nous l’avons vu, en négligeant les 
puissances supérieures des excentricités et celles de la masse m(,

/£ ?  -tr vj ï =  e \ / m  1 y  M a ,

où M est la masse du Soleil, a et e le grand axe et l’excentricité de 
la petite planète. On a donc

H

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



. THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES PERTURRATIONS SÉCULAIRES. 233

ce qui nous donne, pour l ’excentricité, une limite supérieure 
fin ie.

«  y  a cependant un cas où ce qui précède serait en défaut, ce 
serait celui où la surface du second degré (

P2+ P o£? = i

aurait deux axes égaux (l’un de ces deux axes étant l’axe des £(). 
Nous ne pourrions plus affirmer alors que ses axes font des angles 
très petits avec ceux de S '2 =  i .

Pour nous en rendre compte, supposons n =  2 de façon que la 
surface S'2 =  i se réduise à une ellipse dans un plan. Cette ellipse 
différera très peu de l’ellipse P 2 + P 0̂ = : i  qui a pour axes les 
axes de coordonnées. Les axes des deux ellipses différeront très peu 
les uns des autres et, par conséquent, très peu des axes de coor­
données. Mais, si la seconde ellipse se réduit à un cercle, nous 
n’aurons plus le droit d’affirmer que les axes d’une ellipse très peu 
différente de ce cercle sont très peu différents des axes de coor­
données.

On peut arriver aux mêmqs'résultats d’une autre manière.
Nos équations peuvent prendre la forme suivante :

Nous aurons

<h\i _  
dt ~   ̂ d\i

( i — 3, 5, . . . ,  2 n — 1),

car les termes P2 et P, sont négligeables devant P2.

De ces équations et des équations analogues pour les i·,·, on dé­
duit par le procédé ordinaire les variations séculaires des excen­
tricités des grosses planètes. Alors et t\i sont donnés sous la forme 
d’expressions linéaires par rapport à certains cosinus et sinus de la 
forme

cos(y f -+- A ), sin(Y t-\-h).

Il vient ensuite

^ f f = 2 f2P1 + 2 !2 P„?1,

ou

_ 2 fxPo?i= V A cos(yî +  h), 
dt * *
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car P, est linéaire par rapport aux $¡-, et, par conséquent, par rap­

port aux cos (y t h).
On satisfera à cette équation et à sa conjuguée 

~  -3-2¡j.P0T|1 = ^ A sin(Y¿ +  h)

en posant
„ , , . v v  A  c o s í  y  t  -t- h )
?i =  a c o s ( Y o « H - A 0) +  ^ ------  _  ------- >

• / . z. \ V 1 A- sin(Y¿ -t- h)
ra = —  a s m ( Y 0i +  h 0 )  —  £ ------ ---------------  >

où y 0 =  —  2 p.P0 et où a et h0 sont des constantes arbi traires.
Celte expression demeurera très petite, à moins que y 0 ne soit 

égal à l ’un des y, ce qui correspond au cas où notre surface du 
second degré aurait deux axes égaux.

Ce que nous venons de dire sur les excentricités s’appliquerait 
sans changement aux inclinaisons.

Le Verrier a montré, dans le Tome II des Annales de l ’ Obser­
vatoire, qu’il existe, entre Jupiter et le Soleil, une position où une 
petite planète pourrait, sous l ’action de Jupiter et de Saturne, 
acquérir de grandes inclinaisons, parce que le cas d’exception dont 
nous venons de parler se trouverait réalisé.
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153. Nous avons ramené la recherche des variations séculaires 
des excentricités et des inclinaisons, c’est-à-dire la recherche des 
termes de rang zéro des inconnues Ç et vj à l ’intégration d’un sys­
tème d’équations canoniques

(O
d\t _  g?R dt\i _  rfR

et nous avons vu comment cette intégration pouvait être effectuée 
quand on négligeait dans R les quatrièmes puissances des \ et 
des rp

Je me propose maintenant d’intégrer complètement le sys­
tème (i). Je vais montrer en effet que les équations (i) peuvent 
être ramenées à la forme des équations (1 0 ) du Chapitre VII et que, 
par conséquent, tous les théorèmes de ce Chapitre leur sont appli­
cables. t

. ’ j
Si nous faisons maintenant le changement de variables du n° 151, 

nos équations resteront canoniques et deviendront

(2 )

¿R
'/1 ^ i ·
di)'t _ ¿R
dt lXdZ

154. Second changement de variables. —  Grâce à la petitesse 
des excentricités et des inclinaisons, les termes du développement 
du n° 143

( 3 ) R — R0 -t- R2 H- R4 -s-.. ·

vont rapidement en décroissant. Pour mettre ce fait en évidence,
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on peut faire un nouveau changement de variables qui ne nous 
sert que pour mieux faire saisir certaines analogies, mais qu’il 
faudrait se garder de faire effectivement dans la pratique. Posons

e étant un coefficient de l ’ordre des excentricités et des inclinai­
sons. Posons en outre

d’où
R =  R0-h £2 S, Rp =  se

S =  S2 e2St s4S6H-. . . .

On voit que S est développable suivant les puissances de e2, des 
£" et des r", et que Sp est homogène d’ordre p  par rapport aux ç" 
et aux tf.

Nos équations deviennent alors

(4)
d%ï___dS eùf)| _  e?S
dt  ̂di)i!? dt  ̂d̂ i

d5o. Troisième changement de variables. —  Posons maintenant

- K =  /a p ï  co so>% K)'} =  y/2 p'} sinwJ;

nos équations conserveront la forme canonique et s’écriront

(5)

Nous avons, 
dents,

et

dpj _ _  ‘ d<4 _ rfS
dt  ̂du}'· ’ dt  ̂dp"· *

en reprenant les notations des numéros précé- 

Rs =  Si +  T i + S ’i +  T” = s * S ,

- 2 [2( T '+ T ” ) = 2 t^ ·2·

Nous tirons de là

s · ---- ^  ’n!· > —

Nous pouvons voir alors l ’analogie complète des équations (5) 
avec les équations ( 10) du Chapitre.Vil.
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On voit que :
fjt,S joue le rôle de F, .

les p" jouent » des L,
les io" » » des X,

s2 joue » de ¡2.

En effet :

i° La fonction S est développable suivant les puissances de s2;
2° Pour s2 = 0 , elle se réduit à S2 et S2 ne dépend que des p” ;
3° Il n’y a, en général, entre les dérivées de S2, aucune relation 

linéaire à coefficients entiers, puisque les y,· sont des données em­
piriques indépendantes.

Cela est vrai du moins quand; toutes les planètes se mouvant 
dans un même plan, il n’y a lieu de s’inquiéter que des excentri­
cités et non des inclinaisons ; mais, s’il y a lieu de tenir compte des 
inclinaisons, nous avons vu au n° 149 que l’un des y était nul.

Je montrerai plus loin, au n° 165, comment on peut se tirer de 
cette difficulté; je me borne à renvoyer à ce numéro afin de ne 
pas interrompre l’exposition.

4° Enfin S, qui est développable suivant les puissances des 
et des 7|", est une fonction périodique des ta".

156. Tout ce que le Chapitre YII nous a appris au sujet des 
équations (1 0) est applicable aux équations (5).

En première approximation, c’est-à-dire en négligeant s2 et en 
réduisant S à S2, on trouve

ou

«*PÎ d:W,
-d ï =  0 ’ - * = - *  .

const., ü)J =  — const.

Ces formules résument les résultats obtenus dans le Chapitre 
précédent.

On peut pousser l’approximation plus loin et appliquer la mé­
thode de Lagrange; on trouvera ainsi, pour nos inconnues p", u>", 

y\", des développements de la forme

^  (s2)“ A tm co s (v i h-  h),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Îi38 CHAPITRE IX .

■ où A et h sont des constantes et où

* = —2 *iYf>
les k{ étant des entiers.

Ce sont les constantes — y,· qui, en effet, jouent ici le rôle des 
moyens mouvements tii.

Dans ces développements, remplaçons t par t  quand il est en 
■ dehors du signe cos et que l’exposant a de e2 n’est pas nul ; sous
le signe cos, remplaçons vi par ^  Dans le premier terme

•du développement de co"·, où t est en dehors du signe cos, mais 
où l’exposant a est nul, remplaçons —y,-i par ia,·; nous obtien­
drons ainsi pour

p'i, u'i— *>u lï, Vi

des développements de la forme

c o s f è k *  -+-

Ces développements sont ceux du Chapitre VI ; on satisfera donc 
aux équations (5) en y substituant

T =  t +  C ,  Wi =  — Yi-i + Sj·,

quelles que soient les constantes c et st·.
On y satisfera encore, en vertu du Chapitre VII, en substituant 

dans les développements

x = ' o ,  Wi =  —  Y i t - h T ü i ,

les y'· étant des constantes déterminées légèrement différentes des 
y,·, et les üj; des constantes arbitraires d’intégration.

Les y'· sont développables suivant les puissances de e2 et se ré­
duisent aux yj pour e2= o (c f . n° 131).

L’importance de ce résultat est très grande; nous avons vu en 
effet qu’en négligeant les puissances supérieures des excentricités 
et des inclinaisons, Lagrange et Laplace avaient démontré que ces 
excentricités et ces inclinaisons devaient toujours demeurer très 
petites, d’où résultait la stabilité du système solaire.

Cela restait-il vrai quand on tenait compte de ces puissances 
supérieures? On en pouvait douter, car, en appliquant aux équa-
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tions (5) la méthode de Lagrange, on voyait s’introduire des 
termes séculaires. A vrai dire, en prenant la question par une 
autre voie, on pouvait démontrer que la stabilité subsistait. On 
l’avait fait en tenant compte de R4 par une méthode dont nous 
dirons un mot plus loin, mais on pouvait se demander si l’on y 
réussirait encore en tenant compte des termes d’ordre supérieur.

Les considérations qui précèdent résolvent complètement la 
question, en ce sens que le procédé que nous venons d’exposer 
permet toujours de faire disparaître les termes séculaires.

Les développements

( 6 )  ( s 2 ) a  A t " ! c o s  ^ 2 k̂w -+- /i^

peuvent, comme nous l’avons vu au n° 138, s’obtenir de la façon 
suivante :

Dans ces développements (6 ), faisons d’abord t = o, puis rem­
plaçons Wi par «’¿H- (y¡ — y'-)x, ils deviendront

2  O 2 )a A  cos 2  + 2 ^ T(Y  —  Y ) ■ +■  a J ·

Si l’on développe ensuite suivant les puissances de t , on retom­
bera sur les développements (6 ). On comprend mieux ainsi d’où 
provenaient les' termes séculaires qui figurent dans ces développe­
ments (6 ).

Dans les développements (6 ) figurent constantes arbitraires 
si l’on a/i + i corps, c’est-à-dire n  planètes. Les coefficients A et A 
ne dépendent que de ces 4 n  constantes.

On peut choisir pour ces constantes les valeurs initiales

îï#, v<·

de nos /\n inconnues. Mais, ainsi que je l’ai expliqué au n° 133,, il 
est possible de faire ce choix d’une infinité d’autres manières. Nous 
verrons bientôt quelle est la plus convenable.

137. Tout ce que nous avons dit jusqu’ici s’applique au cas 
général des équations (io) du Chapitre VIL Mais nos équations (5) 
sont d’une forme particulière, d’où résultent pour elles certaines 
propriétés analogues à celles que nous avons démontrées aux 
nos 134 et suivants.
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Nous avons vu en effet que S est développable suivant les puis­
sances des et des r{'. Posons en effet

(A S =  ¡AS2 + S 2 U

de telle façon que p.S2 joue le rôle de F0 et U celui de F,.
Soit, d’autre part,

d  d

d x  d w / c ’

de telle façon que Ai· se réduise à ^  quand on fait

t  —  X - t r C ,  W i =  —  Y , - Î 4 - ê , · .

Nos équations deviendront alors

(7)  A ^ + Y / S î » . * ^ ,

analogues aux deux dernières équations (33) du Chapitre Vil. 
Je choisirai pour nos 4 ri constantes les valeurs moyennes de

Si cos«>j-t- i\t sinivj·, 
ht sinu'í·— VI cosfv,·,

que je désignerai par E; et E'·; je puis supposer d’ailleurs E) = o 
sans restreindre la généralité. Nos formules contiennent en effet 
6 « constantes arbitraires E,·, Ej et w;, c’est-à-dire 2 n  de trop ; c’est 
d’ailleurs ce que nous avons fait au Chapitre VII.

Ce que nous allons chercher à démontrer, c’est que nos déve­
loppements procèdent suivant les puissances de

Ef cos wi, Ei sin

et nous voyons déjà que l’on a, en première approximation,

55 =  E(· cos te,·, 7)5 =  E,· sin (v,·.

Nous allons le démontrer par une analyse toute semblable à celle 
du n° 135. Posons

x*— £*■ +· íTiA) x*— %'k »>*.

de telle façon que
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étant différentielle exacte, nos équations deviennent
2.41

( 7  bis) AX/.+ i~'k X k = d_V_,
d\k’ A Y*—  i'i/c Y* =  —  2 i dU

d K 7

(J’ai remplacé les indices i par les indices A· afin d’éviter toute 
confusion avec i =  \J—  1).

Les seconds membres de ( 7  bis) sont développables suivant les 
puissances des X et des Y. Ce que je me propose de démontrer, 
c’est que les X et les Y vont être développables suivant les puis­
sances de

U/ceiwi, Y  k e - ‘ wt.

Cela est vrai en première approximation, où l’on trouve

X * =  E k etw*, Y/î =  E k e - lw*.

Je suppose que cela soit vrai en ( n  — i)ièmc approximation et je 
me propose de démontrer que cela est vrai en n Kme.

Nos équations peuvent s’écrire

( 8 )
| A(X /ie -» n )  =  

I A(Y/ie‘B’i) =

2 iz2 e—iu,k dU
dYk

2 is2 e ,lvt
d U 
dXk ’

analogues aux équations ( 3 9  b is) du n° 13o.
Les dérivées de U sont développables suivant les puissances 

des X et des Y ; et, comme ces quantités, en (n  — i)ieme approxi­
mation, sont développables suivant les puissances des Ê e±i(V*, il 
en sera de même des dérivées des U.

Nos équations (8 ) sont donc de la forme
A u =  v,

équation (4 o) du n° 133, où v est une fonction connue de t, des E* 
et des m*, de telle façon que v e iswk soit développable suivant les 
puissances de t et des le nombre s étant égal à — 1 dans
la première équation (8 ) et à + 1 dans la seconde.

En d’autres termes, on a

( 9) p = 2 a I 1 ( e  ?)*me‘'̂PiWl·
A est un coefficient constant, m  un entier; JJ[Ej< représente

p. — 1. fi
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le produit
EVi E?5 . . .  E17'1.1 2 t a

Les q et les p  sont des entiers satisfaisant aux conditions

<lj=Pj· ■ (mo da ) ,  · qj^\Pj\ U l * ¡0,
qk =  Pk+s  (mo da ) ,  qk~i s |,

analogues aux conditions (4 2) du n" 13o.
Nous avons vu au n° 133 que u sera de la même forme que v à la 

condition que l’intégration soit conduite de telle sorte que la valeur 
moyenne de u soit nulle, ou soit égale à un développement de la 
forme (9 ).

Cette condition est remplie, car nous conduisons nos intégrations 
de telle façon que les valeurs moyennes de 1 L/Îe ~ in’i<, Yke iwi soient 
l’une et l’autre égales à E*; on a donc

V al.'m oy___  e - '|n (E Ae‘«’ii),
Val. m o y . . . .  X/,■ «'"'* =  ein’t (E /,e - 'l'’i·).

Ces valeurs moyennes sont donc bien de la forme (9 ) ; il en est 
donc de même des inconnues qui jouent le rôle de u dans les 
équations (8 ), c’est-à-dire de X/te~wi, Y*iel,vA, le nombre s étant 
égal à 4 - 1 pour la première, à — 1 pour la seconde.

Cela veut dire que X* et Y* sont développables suivant les puis­
sances des E e ~ llv.

138. Nos équations (5) ne changent pas quand on change
>H .  H

en

JP AK, *Vi,

quelle que soit la constante h . Dans ces conditions, les valeurs 
moyennes E* et E*, qui nous servent de constantes d’intégration, 
se changent en AE/f et en h E'A.

Nous avons supposé E'A=o; mais nous voyons que si nous 

changeons e en E* en AE*, nos inconnues Ç"· et r¡" se changent 

en /iç" et h ri"·, tandis que

Vi =
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ne changent pas. D o n c  £'· e t  i\i son t d év e lo p p a b les  su iv a n t)les  

p u issa n ces d e  t e t  d e 1 ■ ■

e E ( ; c o s  wk, sE A -sinw PA , · '  -

les c o e ffic ie n ts  d u  d é v e lo p p e m en t n e d é p e n d a n t p lu s  d 'a ille u r s  
n i d e  s, n i d e  i ,  n i  des E, n i des w .

Cette circonstance nous montre bien l’inutilité pratique du 
changement de variables du n" 154 q u i ne n ou s a serv i q u e  p o u r , 
fa c i l i t e r  V e x p o s itio n . Nous supposerons donc dans la suite s = i *

159. Nos équations ne changent pas quand on change les signes 
de tou tes les inconnues ij" et fi', car ia fonction S ne contient que 
des termes de degré pair par rapport à ces inconnues.

Changer tous ces signes, c’est changer aussi les signés des va-, 
leurs moyennes E*.

Si donc nous changeons les signes des valeurs moyennes E*, 
nous changerons les signes de toutes nos inconnues; d’où cette 
conséquence :

L e s  d é v e lo p p e m en ts  d es fi ou  d es fi' (ou, en faisant s =  i, ceux 
des ¡j' ou des fi) su iv a n t les p u iss a n c e s  des'

E a c o s  wk, E* sin wk

n e c o n tie n d ro n t q u e  d e s  term es  d e  d e g r é  im p a ir .

Si nous nous rappelons que les ç et les V) sont des fonctions 
linéaires des fi et des f i , nous verrons' que les !· et lest\ p e u v e n t  se'· 
d é v e lo p p e r  su iv a n t les p u iss a n c e s  d e  '· ' ■

T, K* cos (VA, E* sin MP*. ’

On satisfait aux équations du mouvement en faisant dans ces 
développements

T =  O, W k  =  Y a t +  TSk.

A l o r s  les ij e t  les so n t d év e lo p p a b les  su iv a n t les p u issa n ces  
d e

E a c o s ( y 'a t —  c j a ) . . E *  s in  ( y * /  — to* ) ;

les d é v e lo p p e m en ts  n e  c o n tie n n e n t q u e  d es te r m e s  d e  d e g r é  im ­

p a ir .
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160. Nous avons vu au Chapitre YII (n° 136) que les /?'· sont 

développables non seulement suivant les puissances de p, mais 
suivant celles de E2.

De même ici les y'· seront, comme les £ et les ip développables 
suivant les puissances des

E* cos «u-, E* siiMVi

et, comme ils doivent être indépendants des w , suivant les puis­
sances des EJ.

Les E*, quand on suppose s = i, sont des quantités très petites 
de l’ordre des excentricités et des inclinaisons.

Quand on fait EJ = o, les y'· se réduisent aux y;.
Remarquons que les y,·, d’après leur définition, sont déjà des 

quantités très petites de l’ordre de p; les différences y'· — y,· seront 
plus petites encore et de l’ordre de pE2.

161. Symétrie. —  J’observe que nos équations ne changent pas 
quand on change t en — t, et ïj en — ïj.

Si donc nous changeons w  en — w , x en — x, sans changer les E*, 
les £ ne changeront pas et les 7j changeront de signe.

Nous pouvons faire
X =  O,

quitte à faire ensuite
<x>i =  — f i t+

alors les développements des £ suivant les cosinus et les sinus des 
multiples des w  ne contiendront que des cosinus et ceux des ï) ne 
contiendront que des sinus. On aura donc

I * = ^ a H ( e?'')C0S2 /VW’'/ ’
0 °) <

| = 2 A' I I ( Ê  sIn2 />-/wv’
où

ÇJ =  PJ (mod a), ' qj'±\Pj\·

C’est là une conséquence de la symétrie par rapport au plan des
1̂̂ 3·

162. Si l’on fait tourner le système d’un angle quelconque e au-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



TIIÉOIUE COMPLÈTE DES PERTUH1SATIONS SÉCULAIRES. 'A 4 5

tour de l’axe des x 3, nos équations ne changent pas et Ç, se 
changent en £ cos s. +  7j sine, — !j sinî +  cos s.

Si donc nous augmentons tous les <vy d’ une même constante e, 
les expressions

doivent être respectivement multipliées par

On aura donc ,

Â cos (  2 pj ̂ + 2 77 £) + ¿ A' s in (  2 /v Wj ̂  2 pj e)
=  e + ^ A  c o s ^ p y(Py+  l A ’

d’où

( 1 1 ) A  =  A ', 2 p /  =  +  i ,

conditions nouvelles auxquelles doivent satisfaire les développe-' 
menfs ( 1 0).

163. Nos équations ne changent pas non plus quand on change 
les signes de toutes les variables obliques. C’est là une conséquence 
de la symétrie par rapport au plan des x t x 2.

D ’après nos conventions, les indices impairs correspondent aux 
variables excentriques ¡j; et vp· et aux constantes E* correspon­
dantes; les indices pairs aux variables obliques 1;; et vp et aux con­
stantes E* correspondantes.

Si donc nous changeons les signes de toutes les constantes E * , 
d’indice pair, les Ç et les 7| d’indice impair ne changeront.pas, les \ 
et les 7] d’indice pair changeront de signe.

Donc, dans les développements ( 1 0), les sommes

S 97, 2 ^ ’ ·

étendues à toutes les valeurs paires de l ’indice j ,  sont paires pour 
les variables excentriques, et impaires pour les variables obliques.

C’est le contraire, en vertu du numéro précédent, pour les mêmes 
sommes étendues à toutes les valeurs impaires de l’indicey. „
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164. Intégrales diverses. — Les équations (1 0) nous donnent 
les !■ et les sous la forme de séries ordonnées suivant les puis­
sances croissantes des

(12) E* cos w>¿j E¿ s!n iv/,.

On peut résoudre ces équations par rapport aux quantités (1 2 ) 
et l’on trouve alors

' ( Ea.COS(VA= <p*(Ü,ï)), 
j E* s i n u-i =  4-/,(L ri),

les seconds membres étant des séries procédant suivant les puis­
sances des \ et des 7|. On en déduit les intégrales

( i 4 )  0 1 + 4 - 1 =  E | =  c o n s t .

Nos équations possèdent donc des intégrales développables sui­
vant les puissances des \ et des vp Supposons que, négligeant les 
puissances supérieures des !; et des Yp nous réduisions R aux pre­
miers termes de son développement

R - Ro+ R¡+ Ri,

de sorte que nos équations deviennent ·

d\ _ d (R 2+ R O  dr\ _ ¿Z(R2+ R O
d t  ^ de\ ’ d t  ^ d\

Négligeons également dans le premier membre de (1 4 ) les 
sixièmes puissances des \ et des Yp et soit

y 2+ v 4

ce qui reste de ce premier membre après cette réduction (il est 
clair que ce premier membre ne peut contenir que des termes de 
degré pair; V2 et V* représentent donc respectivement les termes 
du deuxième degré et ceux du quatrième).

On aura alors identiquement

^
/r fV 2 «?R2 d\ry «¿RA _
\ d\ drt dt\ d\ J ° ’

2 / d V i  rfRj, __ dV2 c?Rt \ ^  f  dN k ç?R2 dV^ e(R2\ _  Q
\ de, dt\ ~dq d\ )  ^  jL i  \ d\ dt\ d  q d% )  <
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M. Cellérier, de Genève, avait déjà remarqué qu’il existe des 
polynômes V2 et V4 satisfaisant à ces identités.

Cette remarque lui avait déjà fait soupçonner la possibilité de 
faire disparaître les termes séculaires, possibilité qui vient d’être 
complètement établie.

163. Au n° 133, j’ai fait observer que, quand les planètes ne se 
mouvant pas dans un même plan, il y avait lieu de calculer non 
seulement les perturbations séculaires des excentricités, mais en­
core celles des inclinaisons, on rencontre une difficulté, provenant 
de ce qu’un des coefficients y est nul.

Il est temps de revenir sur cette difficulté et de montrer par 
quel artifice très simple on peut l’éliminer.

Nous avons vu quelle était la forme des intégrales des aires ; elles 
peuvent s’écrire

H = ^ T l  — =  const.,

U =  

V =

lu — p ,— =  const.,

^  ^ / l i  — p! —  ^  =  const.

(c/. n° 144). Elles subsistent quand on réduit les L, les p, les \ 
et les 7) à leurs termes de rang z é r o . Cela revient en effet à déve­
lopper les inconnues suivant les cosinus et les sinus des multiples 
des w  et suivant les puissances de u. et de px = x', et à faire en­
suite p = o, x' restant fini; les intégrales des aires, vraies pour 
toutes les valeurs de p, subsisteront évidemment pour p. = p.

Choisissons le plan invariable pour plan des x t x 2 ; les intégrales 
U et V seront nulles.

Je dis que, dans les équations (i), nous pouvons alors rem­
placer R par R+aU2 +aV2, a étant un coefficient coustaiit 
quelconque. On a en effet

d ( R - H a U * - + - « V » )  dR  d V  „  d V  cîR
d\t d\i d\i d\i d\i

puisque U et V sont nuis, et de même
d (R  +  aU »-l-*V *) c?R
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On obtient ainsi les équations

, ,  d\t «f(R'-+- aU! +  aV2) . dr\i ¿ ( R  +  a ^ + a V * )
(,5) - d t = - V - ---- Âji--- — -------dû-------

Cela ne veut pas dire que toutes les intégrales de (i5) appar­
tiennent â (1) et inversement, mais seulement que le système (i5) 
et le système (1) ont une infinité d’intégrales communes, à savoir 
celles qui satisfont à la condition U = V = o; nous ne restrei­
gnons pas la généralité en nous bornant à envisager ces inté­
grales.

Cela revient en effet à supposer que le plan invariable est le 
plan des x t x 2 ', et nous pouvons toujours choisir les plans de coor-, 
données de façon à satisfaire à cette condition.

Comparons maintenant les fonctions

R, R -+- a ( U 2 +  V s).

Je dis que la seconde de ces fonctions est de la même forme que 
la première. Elle est en effet développable suivant les puissances 
des $ et des 7) et ne contient que des termes de degré impair par 
rapport à ces variables.

Envisageons maintenant les termes du second degré ; ils s’écri­
vent

R2+a(|2  ̂'/Ll) ■+■ a .
où

R j  =  S , -H T'2 -+- S j  -I- T â.

On voit que les quatre expressions

si, t;,

T ’’ + a ( 2 ^ V / C l ) S

peuvent jouer le rôle de S'.2, T'2, S2, T", car les deux premières ne 
dépendent que des variables excentriques, les deux dernières dé­
pendent seulement des variables obliques; d’autre part, la pre­
mière et la troisième dépendent seulement des Ç, la deuxième et la 
quatrième seulement des -/¡; enfin la première et la troisième sont 
formées avec les Ç, comme la deuxième et la quatrième avec les vj.
La fonction ■

n + 2 (üi—vq
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satisfait d’ailleurs aux mêmes conditions de symétrie que la fonc­
tion R. ' .

Les équations (i5) sont donc de la forme de celles que nous 
avons traitées dans ce Chapitre. Seulement la difficulté signalée 
a disparu. A.ucun des coefficients que nous avons appelés y n’est 
nul.

Nous pouvons donc appliquer au système (id) toutes les conclu­
sions de ce Chapitre. Ce système est d’ordre 4« (s’il y a 71+ i 
corps, c’est-à-dire n planètes), et les 4n variables Ij et n peuvent 
se développer suivant les puissances des 4 n  quantités

E * c o s (Y i . i  —  rsk ) ,  E * s i n ( y * i  —  roi·) ( / f  =  1 , 2 , , . 2 n ) ,

où les E* et les 13* sont 4 ri constantes d’intégration.
Il est clair que.l’un au moins des coefficients y'A dépendra de a, 

puisque l’un des y* dépend de a, et que'y* se réduit à y* quand 
toutes les constantes E* sont nulles (c f . n° 160). Soit y',H ce coef­
ficient ou l’un de ces coefficients. Nous ne devons conserver que 
les solutions qui sont communes aux deux systèmes (1) et (i5) et 
pour lesquelles U = Y = o. Ces solutions ne doivent pas dépendre 
de a ; elles ne peuvent donc dépendre de l’argument

Y2 n t ^int

ce qui montre que, pour ces solutions,
' 1 f

E 2„ =  o.

D’autre part, ces solutions dépendent encore de 4 n — 2 con­
stantes arbitraires, puisque nous ne leur imposons que deux con­
ditions U = V = o, et elles dépendent de 2 n — 1 arguments 
y) t — tua, puisque 2 n — 1 des y ne sont pas nuis pour a = o. Donc 
les autres constantes

E j,  E 2, . . . ,  E 2„ _ i 

ne sont pas nulles en général.

166. Reprenons les crochets de Jacobi définis au n° 16, c’est- 
à-dire posons

,,  /«M* d<t>' d &  d & \
[*1 ® ] — 2 d \Kd \ i  d r u  d \ i  d r \ i )  .
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Les équations (i5) prouvent que

d<P
dt

=  — R- t - a U2 + a V 2].

De plus, comme H, U et V sont des intégrales de l’équation (i), 
on aura

[H , R] =  [U ,  R] =  [V ,  R] =  o.

Il est aisé de vérifier, d’autre part, que l’on a

[U> V ]  = —  H , [U ,  H ]  =  V, [ V , H ] =  —  U .

On conclut de là

[H ,  R -4- a U 2 H -a V 2] =  o,

ce qui montre que H est une intégrale des équations (i5). 
On a donc

H =  const.

On trouve, d’autre part,

dU  dV  lriT
. _ = _ 2apHU,

d’où, en se rappelant que H est une constante,

(iG) U =  A s¡ ii(2<x[aH í  +  p), V  =  A c o s ( 2 a ^ H i +  ¡3), 

où A et |3 sont des constantes d’intégration.

167. Je ne veux pas quitter ce sujet sans avoir expliqué la signi­
fication géométrique des équations (i5). Pour bien la faire com­
prendre, supposons que nos inconnues Ç et 7¡ soient regardées 
comme des fonctions de deux variables indépendantes t et «, défi­
nies par les équations différentielles

dî dK d-i) dR
( 1 7 ) d'z - v - d r r dx

d\ d( U 2+ V 2) dr¡ d( U s + V 2)
( 1 8 )

du P dr, ’ du " 11 dt

et la première question qui se pose est celle de savoir si ces deux
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Systèmes (1 7 ) et (1 8 ) sont compatibles. Nous trouvons en effet .

dx du

d  rf(U ‘ -i-V *) , r ^ ( U 2 +  V2) I
d^h, — dn- - - = |i L--- dn- - - ’ 1 J"

Ces deux expressions sont-elles identiques? Oui, car les équa­
tions (1) admettant U2-(- V2 comme intégrale on a

[R , U2h-  V 2] =  o.

En différentiant cette identité par rapport à 7), il vient

•H r·[ f - u , + v *i
rf(U»+V») 1  _  

dr\ J — °-

C. Q .  F .  D.

• Les deux systèmes sont donc compatibles; si alors je fais 

x =  t, u =  const.,

je retombe sur le système (1), et si je fais

x =  t, u — z t  const..

je retombe sur le système (1 0 ), de telle façon que, de la solution 
générale du système ( 1 7  ),' (1 8 ), je déduis immédiatement la solu­
tion générale soit du système (1), soit du système (i5).

Envisageons en particulier les équations (1 8 ) et supposons que, 
u étant une variable indépendante jouant le rôle du temps, les varia­
tions des \ et des r\ soient définies par ce système (1 8 ); quelle sera 
la nature de ces variations?
. Je considère la figure formée par les n + 1 corps, ou, si l’on 
aime mieux, par le Soleil placé à l’origine et par les n  planètes 
fictives définies au Chapitre II et dont nous avons appelé les coor­
données x \ , et en outre par les vecteurs qui représentent en gran­
deur et direction les quantités de mouvement de ces planètes fic­
tives et dont nous avons appelé les composantes y '·»

Soit 4> une fonction quelconque ne dépendant que des distances 
mutuelles des n planètes fictives et de l’origine et en outre des 
grandeurs des vecteurs (y ? y '2? y 's ), ···, et des angles que font
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ces vecteurs entre eux ou avec les droites qui joignent les n pla­
nètes fictives et l’origine. E n  un m o t, so it u n e fo n c t io n  in d é ­

p e n d a n te  d u  c h o ix  d es a x e s  d e  c o o r d o n n é e s.
Je dis que l’on aura

( 19) [ * . U * + V ' ] = o ,  

car on a

(20) [<*>, H] =  [<*>, U] =  [<ï>, V] =  o.

Et en effet, pour établir que les équations du problème des trois 
corps admettent les intégrales des aires, nous nous sommes sim­
plement appuyés sur ce fait que la fonction F était in d é p e n d a n te  

d u  c h o ix  d es a x e s . Donc le système

dx'i _ d<f> d y rt _ d<ï>
dt dÿi ’ dt dx\

admettra les intégrales des aires, ce qui entraîne les égalités (2 0) 
et, par conséquent, l’égalité (1 9 ).

Mais cette égalité signifie en même temps que i> est une inté­
grale des équations (1 8 ).

Reprenons alors la figure dont nous venons de parler et qui est 
formée de l’origine, des planètes fictives et des vecteurs

(/i>/*,/»)» ···*

De ces données, on peut déduire les orbites osculatrices des di­
verses planètes fictives et le vecteur des aires OA dont les compo­
santes sont U, V, H, de sorte que ces orbites et ce vecteur peuvent 
être regardés comme faisant partie de la figure.

Eh bien, si les variations de cette figure étaient définies par les 
équations (1 8 ), cette figure se déplacerait à  la  f a ç o n  d ’ u n  corp s  
so lid e , sa n s se  d é fo r m e r , puisque toute fonction <I> indépendante 
du choix des axes demeurerait constante.

L’origine, d’ailleurs, dans ce mouvement, demeurerait fixe, de 
sorte que ce mouvement se réduirait pendant un instant à une ro­
tation autour d’un certain axe instantané 0 1  passant par l’origine. 

Pour trouver cet axe, revenons des variables

L, 1 , r¡
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aux variables primitives x '■ et y ] ' , le système (1 8 ) demeurera cano­
nique, puisque le changement de variables qui lient les deux sys­
tèmes de variables est un changement canonique.

Observons d’ailleurs que le système (1 8 ) devrait naturellement 
être complété par les équations

dL rf(U!+V«i . dl d( Uî +V»)
du ~  ** dl ’ du ~  1-1 dh

L’addition de ces équations ne nous gênera pas, puisque U2 + V2 

ne dépend pas des X; d’où il résulte ; i° que les L sont des con­
stantes; 2 ° que nous n’avons pas à nous préoccuper de calculer la
i , . , d l  •dérivée -7-· 

du

, Si donc nous revenons aux variables x ' et y ' ¡  notre système 
deviendra

<21)

avec

dx'i _  d (  U »-t-V »)
7T u = V· dy'i

d y j __ d ( W
du ~  1

■ V»)
dx'i

U

( c f .  Chapitre II). 
Il vient alors

dx\

du
2 [AVa?'3.

Si le point x '{ , x'2, x '3 est situé sur l’axe 01, on doit avoir

et, par conséquent,

dx\

d u  ~  *

X , = O.

Donc l’axe instantané 01 est dans le plan des x ,  x 2.
D’autre part, le vecteur des aires OA doit être constant en gran­

deur; sa projection H sur le plan des x ,  x 2 est constante également 
puisque H est une intégrale. Ce vecteur fait donc un angle constant 
avec l’axe des x 2 et son extrémité A décrit un cercle ayant son 
centre sur cet axe.

La vitesse de ce point A est donc perpendiculaire d’une part au 
plan ¿r0OA, d’autre part au plan IOA. Ce qui prouve que ces deux!
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plans coincident et que l’axe instantané 0 1  est la projection dit 
vecteur OA sur le plan des x K x 2.

L’angle 10A est constant, de sorte que l’axe 01 reste constam-j 
ment sur un cône de révolution G invariablement lié à la figure 
mobile et ayant pour axe le vecteur. OA.

Le mouvement envisagé se réduit donc au roulement de ce cône G 
sur le plan des x , x 2.

La signification du système (io) est maintenant bien claire. Soit 
v la vitesse d’un point quelconque de notre figure à supposer que 
les variations de cette figure soient définies par le système (i); soit 
v' cette même vitesse à supposer que ces variations soient définies 
par le système (1 8 ) et que u représente le temps; soit enfin v” 

cette même vitesse à supposer que ces variations soient définies 
parle système (i5). Alors la vitesse v" sera la somme géométrique 
de v et de ai>\ '

Ou, si l’on préfère, nous pourrons supposer que + ote' repré­
sente la vitesse d’un système d’axes mobiles, invariablement lié 
au cône mobile G, et que v représente la vitesse relative d’.un 
point de notre figure par l’apport à çes axes mobiles, en admettant 
que ce mouvement relatif se fasse conformément à la loi de 
Newton, c’est-à-dire aux équations (i); alors v" sera la vitesse 
absolue.

Nous pouvons, au contraire, regarder les axes fixes comme 
mobiles et inversement; dans ce cas, notre système (i) représente 
le mouvement absolu de nos n  + i corps obéissant aux lois de 
Newton, et le système (i5) représente le mouvement relatif de ces 
mêmes corps par rapport à un observateur invariablement lié à un 
plan qui roule sur un cône de révolution fixe C.

Telle est la signification géométrique cherchée.

168. Introduisons les trois angles d’Euler ( c f . A p p e l l , M é c a ­

n iq u e  r a tio n n e lle , t..II, 2 e édition, p. qui définissent la po­
sition des trois axes de coordonnées mobiles invariablement liés au 
cône C, par rapport aux trois axes de coordonnées fixes. Le troi­
sième axe de coordonnées mobiles est précisément la droite OA.

On voit que si nous faisons varier u, t restant constant, 
l’angle 9 reste constant, les angles s et tj; varient proportionnelle­
ment à u.
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Les coordonnées par rapport aux axes fixes seront des fonctions 

des coordonnées par rapport aux axes mobiles et des trois angles 
d’Euler. Considérées comme fonction de ces angles, elles seront 
développables suivant les puissances de

. . . 0 COS il· — cp 0 COS il· H- tp( 22) sm -  . -ï------*· , COS- . -----L·
x 2 sin 2 2 sin 2

J’ajouterai qu’elles seront des polynômes homogènes et du second 
degré par rapport à ces quatre quantités. ;

De même, revenons à nos inconnues £ et rt. Si nous rapportons 
le système à nos axes mobiles (je veux dire variables avec u , mais 
invariables pour u constant), elles satisferont aux équations (i); 
si, au contraire, nous rapportons le système aux axes fixes et que 
nous fassions varier à la fois u et t de telle façon que t =; £, 
a =  ai -f- const., les inconnues satisferont aux équations (i5)..

Soient $ et 7) les valeurs de ces inconnues, le système éiant rap­
porté aux axes fixes; soient Ç' et 7/ leurs valeurs, le système étant 
l'apporté aux axes mobiles. .

Alors les Ç et les v; seront des fonctions des et V et des quan­
tités (2 2 ); ce sont des polynômes homogènes, d’une part du pre­
mier degré par rapport aux £’ et V, d’autre part du second degré 
par rapport aux quantités (2 2 ).
, Or les \l et les V représentent précisément les solutions com­

munes aux systèmes (1 ) et (i5) que nous avons traitées air n° 165. 
Elles sont donc dévèloppables suivant les puissances des expres­
sions - .

rn COS . ,. E,l· . (k — I, 2, . . 2 71 — 1).Sin ; ’ ’

Posons

. 0  „ — 9 .sm -  =  Es„, -l— —= “1,  ̂+ 9= (1 ).·.

Comme cos - est développable suivant les puissances paires, de

C ) Inutile de faire observer que les quantités u, et w2 introduites dans ce nu-' 
méro n’ont aucun rapport avec celles que nous avons désignées plus haut par 
les mêmes lettres. Dans les Chapitres suivants, nous rendrons à ces lettres leur 
signification primitive.
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. 6sin-
2

> les $ et les ·/} seront développables suivant les puissances de

E2«COS

sin to,,

et pourront se mettre sous la forme

? = ^ A  E f„  cos (  ^  k j  «y  4-/>i toi +  p i ma -4- h  ) ,

i) =2 a'e?„ Sln( S kJWJ+P 1 * 1H-P'2Wî-1-A')·

Les coefficients 'A, A' sont des constantes qui contiennent 
d’ailleurs en facteur

ï?7i|7'7> *Ibj 1̂ 2 · · ·

Nous déterminerons bientôt les constantes h et h'. L’entier 
positif q t est au moins égal à p t en valeur absolue. Quant aux 
entiersp ,  etp 3 ils ne peuvent avoir d’autre valeur que o, ±j, ± 2 .

Reprenons le raisonnement du n° 161 ; nous choisirons des solu­
tions particulières, telles que les valeurs initiales des r/ soient 
nulles pour

PPl = = . . . = IVsn-I = O)

la symétrie des équations exige que, pour ces solutions, les £' ne 
changent pas et que les r{ changent de signe quand les w  changent 
de signe. Ces solutionssonthiencelles que nous avons envisagées; 
car elles satisfont manifestement à la condition

E'i — EJ — . . .  — E J „_ ,  — o.

Si donc nous changeons les signes des w  et des w, les £' ne 
changeront pas, et les 7/ changeront de signe; par conséquent, à 
cause de la symétrie des relations qui lient les Ç et les V), aux i\' 
et w, les Ç n e c h a n g e r o n t  p a s  e t  les ~r\ c h a n g e r o n t  d e  s ig n e . Cela 
revient à dire que h et h' sont nuis.

Reprenons maintenant le raisonnement du n° 162.
Je suppose que l’on fasse tourner le système d’un angle e, soit 

autour du troisième axe de coordonnées fixes, soit autour du 
troisième axe de coordonnées mobiles.

Dans le premier cas

W1, IVj, ! w-ln- 1
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ne changeront pas, ^ ne changera pas, © augmentera de s. $ et  ̂
' devront se changer en

ü COSS -+- 7] sins, ' — \ sins +  /) coss.

D’ailleurs o, et to2 se changeront en

e etO,--- > (O) h— ·
2  “  2

Cela veut dire que l’on doit avoir

A =  A', E l l l £ * = 1 .

On aura donc l’une des trois solutions

P  1 = 2 ,  / ?2 =0 ;  />l=/>2 =  'S P i =0 , P  2= 2 ·

Faisons maintenant tourner le système autour du troisième axe 
mobile; tous les w  augmenteront de e; mais si en même temps je 
fais tourner les axes mobiles d’un angle — s, c’est-à-dire si je 
change 'l en A + s, la position du système par rapport aux axes 
fixes ne changera pas; et les \ et les t\ ne changeront pas.

Les Ç et les -t\ ne changeront donc pas si je change w  eh (v + e,,

w, eno)| + -̂ i co2 en o>2 + i· Cela entraîne la conséquence

Introduisons maintenant des arguments auxiliaires

P P ' i =  W l —  2U>2 ( f  =  I ,  2 ,  . . . ,  2 / 1  —  1) ,

n = Vil — <"2 ;

on aura, en vertu de la valeur de ^  k  trouvée plus haut,

d’où

 ̂ liW  +  //2P>2= ^  k i W'i+ P l  W2«)

^=2 AÊ c°s(

T) = 2  AE2»sin( 2  ki n’^  P iw 'n<]·

P. — I.
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On voit que les ij et les ï| sont développables suivant les 
puissances de

cos ,L·,· . Wjsm '̂ sin ^

On voit aussi que la somme des coefficients entiers '

^  ki +  Pi

est égale à + 1 , ce qui est conforme au résultat obtenu au n° 162.
Ces arguments «’'varient proportionnellement au temps t, mais, 

si on les regarde comme des fonctions linéaires des deux variables 
indépendantes x et u introduites plus haut, on voit que

w'u U’̂ i · ··, «4 «-1,

dépendent à la fois de x et de u (puisque les w t dépendent de x 
et to2 de u ) mais que leurs différences ne dépendent que de x. 
Quant à «’!,„, il ne dépend que de u. Si l’on fait E2/î=o, les 
termes qui contiennent w'n disparaissent et il ne reste que les 
termes pour lesquelsp t =  q , =  o.

dmEn même temps s’annule et w2 se réduit à une constante, de

sorte que nos expressions ne dépendent plus de a et satisfont à la 
fois aux équations (i) et aux équations (i5).

Ainsi se trouve élucidée complètement la signification géomé­
trique des équations (io), ainsi que leurs relations avec les équa­
tions (i).

169. Les considérations précédentes pourraient être considé­
rablement simplifiées en modifiant l’artifice employé. Remplaçons 
le système (i5) par le système

d\i d (R  +  « H ) dru ¿ ( R  +  a lI )(i5  bis) -y - = — [j. — — --------- - ,  j— =  u ------- jz--------K dl dru dt ~ c/çî

et les systèmes (1 7 ) et (1 8 ) par les systèmes 

(17 bis)

(18 bis)

d\
dx

d u

dR dr\ dR
dx

d ll dr\ dH
~  ^ rfï) ’ du =  !* d f
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On verrait comme plus haut que les deux systèmes ( 1 7  bis)  
et ( 1 8  bis) sont compatibles et que l’on peut déduire la solution 
des équations (i5 bis) de celle des équations ( 1 7  bis) et ( 1 8  bis) en 
y faisant

t  =  t, 11 — %t -1-  const.

On verrait également que la fonction R + aH est tout à fait de 
même forme que la fonction R, et par conséquent que les équa­
tions (id b is) sont tout à fait de même forme que les équations (1) 
avec cette différence qu’aucun des y n’étant nul, la difficulté 
signalée plus haut ne se présente pas.

Quelle est maintenant la signification géométrique des équa­
tions (i5 bis) et d’abord celle des équations ( 1 8  b is) . Celles-ci 
s’intégrent immédiatement, car elles s’écrivent

Tu =
d-r)
du ~

Elles nous apprennent que, quand la variable 11 varie propor­
tionnellement au temps, tandis que t reste constant, tout le système 
tourne autour de l’axe des x 3 d’un mouvement de rotation uni­
forme, à la façon d’un corps solide.

Les équations (io b is) représentent donc le mouvement de nos 
«+ 1 corps l’apportés non à des axes fixes, mais à des axes mobiles 
tournant uniformément autour de l’axe des x ;i. . ✓

L’une des propriétés des équations (i5) ne se retrouve plus ici, 
car les équations ( 1)  et ( i d  bis) n’ont aucune solution commune. 
Mais il est aisé de déduire la solution générale des équations (1) de 
celle des équations (io b is) . Soit en effet

(23) \ = 2  B eos hiW^j,  1 ] =  ^  13 sin kj Wj ) ,

la solution générale des équations (io b is) . En vertu du n° 162, 
on a

2 *i=I-

On doit d’ailleurs faire

Wi =  —  Yi t -H BJi·.

Comment les y' et les R dépendent-ils de a?
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Si je change a en a + ¡3, la vitesse angulaire de rotation des axes 
mobiles augmente de B ¡a, de sorte que Ç et ï| se changent en

£ cos Pfxi H— if) sin pjAi, —  £ sin pixi -+- ■/] cos PfjU,

ce qui montre que doit se changer en W i— [3p. ¿. Donc, quand a
se change en a+ ¡3, les y' se changent en y' + [3 p. et les B ne 
changent pas. Donc les B sont indépendants de a et les y' sont des 
fonctions linéaires de a; de plus leurs différences sont indépen­
dantes de a.

Pour avoir la solution des équations (i), il suffit de faire a= o; 
nous savons que pour a = o, l’un des y', à savoir y'H, s’annule. 
Donc, pour a = o, le coefficient y', se change en y'· — y .̂

Donc, pour trouver la solution des équations (i), il suffit dans 
les formules (23) de faire

Il ne sera pas nécessaire d’ailleurs de former effectivement les 
équations (i5), ou (io b i s ) ‘, on pourra partir des équations (i) et 
le calcul se poursuivra sans qu’on rencontre aucune difficulté. Si 
j’ai introduit les équations auxiliaires (i5) ou (io b is), c’est pour 
d é m o n tr e r  que ces difficultés ne se présenteront pas. C’est un 
artifice de démonstration, ce n’est pas un artifice de calcul.

170. Généralisation. — Dans tout ce qui précède, la fonction R 
était supposée d’une forme particulière :

i° Elle ne changeait pas quand on changeait les signes de tous 
les 7), ou encore quand on changeait les signes de toutes les 
variables obliques. Si l’on renonce à cette condition, tous les 
résultats subsisteront, sauf ceux des n“s 106 et 163;

2 ° Elle ne changeait pas quand on changeait Ç et y; en

£ co se — sine, £ s in e - ( - r] coss.

Si l’on renonce à cette condition, tous les résultats subsistent 
encore, sauf ceux du n° 162;

3° Elle ne contenait que des termes de degré pair par rapport 
aux Ç et aux y ;. Si elle contient des termes de degré 3, 5, 7 , ...; 
m a is p a s  d e  term e  d e  d e g r é  1 , tous les résultats subsisteront, sauf 
ceux du n° 159.
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Les Ç et les seront encore développables suivant les puissances 
des quantités

,, cos 
11/,· . lu,;·sm

mais les développements contiendront non seulement des termes 
de degré impair, mais encore des termes de degré pair.

4° Enfin, la fonction R( était d’une forme particulière.

Qu’arrive-t-il lorsqu’on renonce à cette dernière condition? Soit 
alors Ro un polynôme q u e lc o n q u e  homogène et du second degré 
par rapport aux \ n variables Ç et 7) et soient les équations cano­
niques

(af) (it,· _  rflîo dv\i _  r/Rj 
d t ^ d-r\i ’ d t  ^ d\i

Ces équations sont linéaires et à coefficients constants. 
Elles admettront donc 4n  solutions de la forme

05) «*«***» P? «H

et il reste à déterminer les constantes a*, ¡3*, X*; nous trouvons

X**? = -  (A
C«t2 î?R2

dy'f

Je suppose, bien entendu, en écrivant ces équations, que dans Ro 
les variables £,· et 7|,· ont été remplacées par a* et ¡3|.

Entre ces 4n  équations (qui sont linéaires et homogènes par 
rapport aux a et aux ¡3) j’élimine les 4 n quantités a et |3. J’obtiens 
ainsi une équation algébrique de degré en X* dont les racines 
seront deux à deux égales et de signe contraire.

Soient

(•26) 1 '·=  '[ii-cV-d, ï)î=8/*e P**,

une autre solution des équations (2 4 ), correspondant à une autre 
racine p* de l’équation en X*.

A  l ’aide des deux solutions (20) et (26) formons l ’expression

2 (&>lï-V/K).(2 7)
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Cette expression est une constante, car sa dérivée s’écrit

et cette dernière expression est nulle en vertu des théorèmes Lien 
connus sur les formes quadratiques.

D’autre part, cette expression (2 7 ) est égale à une constante 
multipliée par

Il faut donc ou bien qu’elle soit nulle, ou que p/t-l-X/¡ = o. Mais, 
si l’expression (2 7 ) était nulle q u elle  qu e so it la  ra cin e  p/t ch oisie , 
elle serait nulle quand on remplacerait !j¿, par la solution g é n é ­

ra le  des équations (2 4 ), puisque celte solution générale est une 
combinaison linéaire d’expression de la forme (2 6 ). On aurait donc 
entre les Ç et une relation linéaire et ces variables ne seraient 
plus indépendantes.

Donc, si nous nous donnons X*., nous aurons une racine p* telle 
que p/r+ A*= o, c’est-à-dire que les racines de notre équation sont 
deux à deux égales et de signe contraire. c. q . f . n .

Prenons donc p* = —X*. L’expression (2 7 ) sera une constante 
différente de z é r o  et nous pourrons, sans restreindre la généralité, 
supposer que cette constante est égale à 1 ; posons

Nous avons 4n racines X*, nous ne donnerons toutefois à 
l’indice k  que 2 n valeurs, parce que chaque couple de racines Xa 
et —X* ne doit être pris qu’une fois.

Formons l’expression
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Si j’observe que d’après les propriétés de l’équation (2 7 ) on a

2  ( * *  8* —  P * Yf ) =  v/=r"‘ ’

..................... ..........

je vois qu’il vient

= / = T 2 (X/1' dY*~ y* dXk)'

ce qui montre que

2 ç ^ - * ‘ 2 x d Y

est une différentielle exacte.
Nos équations (a/j), conservant leur forme canonique, devien­

dront

(24 bis)
dX/c _ . c?Ro dYic _ . <YR2

Or ces équations doivent admettre pour solution

X *  =  el l t , Y* =  Xy =  Yy =  o ( j  £ /c ) -

Il faut donc que l’on ait

d’où

. c?R2

l * d r k = x*x*,

i  |J. R , =

Soit maintenant

. a«î » -«r
~ lv'd K ;c —  X/cY/‘·’ 

2 x*X*Y*.

/aX*= ĉ+ t>;c, 
/îY/t =  ̂-  ¿-n;c.

[Je ne donne plus ici aux lettres et f\' la même signification que 
dans les équations (25)].

On voit que
2 X /: d  Y A +  2 i ç J. rfr, J.

est une différentielle exacte et qu’il en est de même par conséquent
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Æt de
X d Y  +  i ^ Ç d q  

2  - 2  £'*>'·

Les équations (2 4 ) deviennent dès lors

d%_ _ _  d Rs 
d t ~  ^ d q 1 ’

d-q' c?R»
d t ^ d%

•et l’on a d’ailleurs
P R2 = X. W + V*1

La fonction R2 exprimée à l’aide des nouvelles variables est donc 
ramenée à la même forme que par le changement de variables du 

,.n° 151 ; de sorte que le changement de variables que nous venons
• de définir et qui est canonique et linéaire, peut remplacer dans le 
-cas général celui du n° 151.

Les quantités ĵouent le rôle des y*.

Supposons maintenant que l’on ait

r 2= R ' h- R ' ' ,

où R2 est de la forme envisagée dans le Chapitre VIT! et dans le 
commencement du Chapitre IX, tandis que R" est très petit. C’est 
ainsi que les choses se passeront dans toutes les applications que 
nous pourrions avoir à faire.
' Considérons les valeurs des y* formées à l’aide de la fonction R.', ; 

.ces y* sont tous réels d’après le n° 145 et, si R'̂  était nul, on aurait

X/, =  ±  i y*.

•'Supposons d’abord qu’aucun des y* ne soit nul. Dans ce cas les X* 
sont rangées par paires; les deux X* d’une même paire doivent 

«•être imaginaires conjuguées, et en même temps égales et de signe
• contraire. Nous savons en effet que les X* doivent être deux à deux 
imaginaires conjuguées; et comme elles diffèrent très peu des fy*, 
ce sont les deux X* qui diffèrent très peu de + ¿y* et de — «y* qui 
:sont conjuguées. D’autre part nous savons que les X/t sont deux à 
••■ deux égales et de signe contraire; et ce ne peut être là. aussi que
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les deux X* qui different très peu de + fy* et de — fy*. Donc X* 
et —X/( sont imaginaires conjuguées; d’où il suit que les deux 
solutions (2 0 ) et (2 6 ) sont imaginaires conjuguées et que n o tre  
c h a n g e m e n t  d e  v a r ia b le  e st r é e l :

Ce raisonnement ne serait pas applicable au cas où l’un des y 
serait nul; parce que deux des racines X* et —X* pourraient être 
réelles et très voisines de z é r o . Mais, dans toutes les applications 
que l’on pourrait avoir à faire au problème des trois corps, on 
pourra toujours ramener au cas où aucun des y n’est nul, en 
employant soit l’artifice du n° 165, soit celui du n° 169.

q
171. On peut aussi se poser le problème autrement. Supposons 

ue l’on ait
R =  R '+

que R soit de la forme envisagée au début de ce Chapitre; que p 
soit un paramètre très petit; que R" soit q u e lc o n q u e , assujetti 
seulement à être développable suivantles puissances des £ et des vj, 
mais pouvant contenir des termes de tous les degrés et même de 
degré un, et avec des termes du second degré déformé quelconque.

Les équations (1) deviennent

d\ dR ' , dR"

d t ~  ** d-n ^ 'd n ’

dt]

dt

dR' 

11W
dR" 
d.% ‘

Nous allons faire le changement de variables du n° 151 puis 
celui du n° 154, mais en posant en même temps p = s1 p', de sorte 
que l’on aura

Î'=sS", ïl'=£,n", R =

et en écrivant
R ' =  RJ) +  R '2 +  R i  +  · · · ,

où Rj. représente l’ensemble des termes de degré k , nous poserons 
encore

d’où

R =  R ;-+-e2S, R!, =  s2S2,
¡A S =  |JL'S2 —t— s2 U,

u = M: Ri -
JJ.' R"

d dS 
d t = ~ V

et
drj' dS  

d t ~ V'd % ''
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Nous retombons donc sur les équations du n° 154, et je n’ai 
presque rien à changer à ce qui en a été dit. La seule différence, 
c’est que U, qui dans les numéros précédents ne contenait que des 
termes de degré pair, en contiendra de tous les degrés, mais il n’en 
résulte aucun changement.

Les £ et les yj restent développables suivant les puissances des

mais les développements, au lieu de contenir seulement des termes 
de degré impair, contiendront des termes de degré pair et même de 
degré z é r o .

D’ailleurs il est bien entendu que les conclusions des n08161, 
162, 163 ne subsisteraient que si R,/possédait les mêmes symétries 
que Rh
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CHAPITRE X.

CAS GÉNÉRAL DU PROBLÈME DES TROIS CORPS.

172. Nous avons examiné, dans les Chapitres Y et VI, la ma­
nière de former des développements qui satisfont aux équations 
différentielles du mouvement dans le cas général du problème des 
trois corps. Au Chapitre VII, nous nous sommes attachés à un cas 
particulier, celui du problème restreint et nous avons montré com­
ment, dans ce cas, on peut faire disparaître les termes séculaires 
de ces développements.

Aux Chapitres VIII et IX, nous avons fait l’étude spéciale des 
perturbations séculaires, c’est-à-dire que nous avons cherché à 
déterminer, dans le cas général du problème des trois corps, les 
termes de rang z é r o  de nos développements. Nous avons vu que 
ces termes dépendent d’équations canoniques qui sont de même 
forme que celles du Chapitre VII, et qui, par conséquent, condui­
sent à des développements où il est possible de faire disparaître les 
termes séculaires.

Nous allons maintenant revenir aux développements les plus 
généraux du Chapitre VI, et montrer qu’on peut y faire dispa­
raître les termes séculaires par des procédés analogues à ceux du 
Chapitre VII.

Il s’agit d’intégrer les équations canoniques

d L  _ d F  . d \ _ dF
dt d \  ’ d t "  dL

d\ = ¿ F dt\ dF

d t dq ’ dt = d%

Nous avons vu au Chapitre VI qu’on peut y satisfaire à l’aide de 
développements de la forme suivante :

( 2 ) L f =  LJ-H oL,·, X,· =  «V-+- V· +  SX/, ¡h = Ü ?-t-8 Ç i,
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Les SL, SX, Sij, S'6 sont développables suivant les puissances 
de p, de t, des des 7|® et suivant les cosinus et les sinus des 
multiples des ce, c’est-à-dire qu’ils peuvent être mis sous la foi’ine

( 3 ) ^  Pa A  3IU> t m cos (  ^  k  iv -+■  à  Y

Les k  sont des entiers; A et h ne dépendent que des constantes 
L" et À" ; 91L0 est un monome entier par rapport aux !;" et aux v|".

Les ¿L, SX, o;, Sri s’annulent pour p = o; elles s’annulent éga­
lement pour "= W i =  o, de sorte que les constantes L", X“, , vq ne
sont autre chose que les valeurs initiales de nos inconnues L, X, ?, 
y; pour t = tu■ = o.

Ces développements (2 ), (3) satisfont aux équations (1) quand 
on y fait

■Z =z t  +  C, iV i =  I l i t  -+- £,·,

quelles que soient les constantes c et £,·.
Cherchons à appliquer à ces développements le procédé du 

n° 129. Nous sommes partis du théorème du n° 16, qui est résumé 
dans les formules

d y  =  d il -1-^ ^  A/.. dx ;c— F dt,

ÿ  = F_ y ^ f .
d t . d x

Dans le cas qui nous occupe, le rôle des x  est joué par les L et 
les Ç; celui des y  par les X et les vi ; celui de F par — F. Nos for­
mules deviennent donc

( 4 )

L d \ -h  ^  £ dr\ =  dû  -+- ̂  A* dx/.· -t- F dt, 

d t - L h d L ^ 2 U l d ï - F '

analogues aux formules (i3) et (i4) du Chapitre VIL
Nous pourrons écrire la seconde équation (4) sous la forme

dû ^  r ¿F v* » dF
( 5 ) AQ =

dû
d~.

, V  d û  V  t d v - m -
analogue à l’équation (i5) du Chapitre VIL

Le second membre de (3) est développable sous la forme (3). 
L’équation (5) est donc de même forme que l’équation (i3) du
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Chapitre VI, et l’on en conclut que l ’une des solutions de cette 
équation est encore développable sous la forme (3). Ce sera celle 
que nous adopterons; nous regarderons donc £2 comme dévelop­
pable sous la forme (3). '

Ainsi les quantités L, 1, £, 7), £2 sont des fonctions de t , des iv 
et des constantes d’intégration L", X®, 7]® ; mais nous regarde­
rons les X® comme des constantes données une fo is pour toutes„ 
de sorte cpie nos inconnues seront seulement fonctions de

V, w ,„  L " ,  ?J, 7)».

Nous pourrons donc écrire 

L cCk h-  NT \ d i\ —  d û

( =  h  d -  ^  2  w * d w ‘  -+- 2 c ¿  + 2 Xj' d ^ + 2  Y ‘ clri ? ·

(6 )

Dans cette formule (6 ), les coefficients différentiels II, W,·, Q , 
Xi, Y ; sont développables suivant les puissances de - et suivant les 
sinus et les cosinus des multiples des w et il en est de même des
C® si l’on pose

C<“ C< - ' E W * | 3

Je puis écrire d’ailleurs plus simplement 

C¿ =  C,- +  T W i

puisque

i? — ém .
dh\ '

est fonction de L® seulement.
Faisons maintenant

d’où
T = t,

IL?)’

Wi -‘rllit-

d~ — dt, dwi =  m dt +  «fe,·-1-  t drii.

On trtrouvera

L d\ -h 23 S ~  da 

(7) <¡ ±= - h ^ ’Witii' jdt
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en remarquant que C¿ se réduit à 

ce qui donne
c‘- ‘w'è r

C? dV- =  Ci dL* t \\Ti dm .

Nos constantes d’intégration qui jouent le rôle des a* de la for­
mule (4) sont ici les L®, les les £", les 7¡®. Donc les W/, les C®, 
les X¿, les Y,· qui jouent le rôle des A* de la formule (4) seront 
des constantes indépendantes du temps et dépendront seulement 
des constantes d’intégration.

De plus

H + 2 W " * ' = F

sera aussi indépendant du temps en vertu de l’équation des forces 
vives.

Or les W i sont développables suivant les puissances de u et 
de t et suivant les cosinus et les sinus des multiples des w, et l ’on 
peut leur appliquer le lemme du n° 107 et le raisonnement du 
n° 129.

Pour
T  —  t, W/C=ll/Cl,

on a
W ,= /„

où f 0, d’après ce qui précède, est une constante indépendante du 
temps et ne peut dépendre que des constantes d’intégration

L °  £,· fo  v,0'■‘ i l

Mais ici les constantes e{· sont nuiles, puisque nous faisons

«Oi = n/ct.

Donc / 0 ne dépendra que des

5?, *)?·

En vertu du lemme du n" 107, la relation

W/ = /„
qui a lieu pour v =  t, w & =  n^t, aura lieu identiquement quelles 
que soient les valeurs de t et des w.

Donc W,· ne peut dépendre que des L®, £® et r,®.
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Il en est de même pour la même raison des

C?t X«, · Y i

et aussi de F (et par conséquent de H). 
■ Reprenons l ’identité (6 ) et faisons-j

et, par conséquent,

X = Wi = O,

ch =  dwi = o.

»71

Les X ,· ,  les £ ,· et les i\i se réduiront respectivement à X®, Ç® et y ,® ,  

puisque ces constantes sont, par définition, les valeurs initiales 
des À, Ç et 7¡ pour x =  w =  o. On aura donc

dl — o,

puisque les X® sont considérés comme des cons tantes données une 
fois pour toutes et

drii =  drij.

On aura d’ailleurs (puisque x est nul)

C í = C ? ,

et, si Í20 représentela valeur de £2 pour x =  w =  0 , notre formule (6 ) 
deviendra

(8 ) ^ i - ^ o = 2 G<'

Si nous faisons simplement x =  o, en conservant aux w des va­
leurs quelconques, C, est encore égal à C® et la formule (6 ) 
devient

L dX \d-t\ —  dil

Il importe de remarquer que les quantités C®, X,·, Y ; ne dépen­
dant pas des w ont mêmes valeurs dans la formule (8 ) et dans la 
formule (9 ). Si donc je retranche ces deux formules l ’une de 
l ’autre, je trouve, en faisant passer certains termes d’un membre
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0°) L d l  +  * 1- ^ W  dw  - 2  £? ^  =  d {U ~  üo)

Cette formule suppose que l ’on a fait 

■ t = o.

Prenons donc nos développements (a) et (3) et faisons-y

" = o;

iis définissent les L, 7, ç, c  en fonctions des w et des constantes

■Lji ’ W ! C;·

Les A® sont en effet regardées comme des constantes données 
une fois pour toutes.

D’ailleurs les W  sont des fonctions des .L®, £®, r,® ; donc, inver­
sement, les L® sont des fonctions des W , £®, ti®, de sorte que fina­
lement les inconnues

î. f|iî Ci

sont fonctions des
Wi, wu jj», c®,

et que ces fonctions sont données par les développements (2 ), (3) 
•(où l ’on a fait t =  o).

Ces développements ( 2 ), (3) (avec t = o) définissent donc un 
changement de variables et la formule (1 0 ) nous apprend que ce 
changement de variables est canonique.

Les équations ( 1) conserveront donc la forme canonique et de-
viendront

( dW t dF d t f = _ d F

0 0
\ d l _ dwt d t «fy®
<
1 dtt’ j dF d F

( d t ~ d W i ’
=

d t d ïi

Nous voyons tout de suite que F dépend seulement des L®, £®, 
C®, c’est-à-dire des W¿, £®, tj®. Donc la dérivée de F par rapport 

à wi est nulle et W ; est une constante.
On démontrerait, comme au n° 130, que les lemmes du n" 107 

sont applicables.
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173. Il faut voir maintenant quelle est la forme de la fonction F. 
Les développements ( 2 ), (3) nous apprennent que

Lj) 4'j ?ii 1);

sont développables suivant les puissances de x, p, £®, 7)®, les coef­
ficients du développement dépendant d’ailleurs des L® et des w. 
Il en est évidemment de même de leurs dérivées et, par consé­
quent, de

AL i, M t, Ai; j, Aï),·.

Il en est de même de F  (considérée comme fonction des L®, Sj®, 
7)®, p). Il en est donc de même de

c’est-à-dire de AO ; il en est donc de même de O et par conséquent 
aussi de

w ^ Y l A  +  V ^ - - ^ .
*mA ctwi jimA dw t cLwî

On voit donc que W ;, qui ne dépend pas de t ni des w, sera 
développable suivant les puissances des $®, V)? et de p, les coeffi­
cients du développement dépendant d’ailleurs des L®.

Si nous faisons p =  o, on a

d l/c
dwi

d’où

d’où enfin

r t 0 _  ,
L,“ L”

d FT7 17
F =  F°’ ' â f  =  ° ’ dhi

dt\
dwt

AQ

dd
dwt ~  °’

=  — F o=  const.,

= ( 2 »<L? ~ Fo V

W /=  L®.

o,

Ainsi le premier terme du développement de W , suivant les puis-
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sances de [a se réduit à L “. Soit, pour ¡a quelconqiue

W ,=  L? +  8Wi.

SW; sera développable suivant les puissances de p, des IjJ et v\0k; 
les coefficients du développement seront des fonctions des L£, ho­
lomorphes dans le domaine envisagé.

Si donc j ’ai
SW; =  / ( f A ,  LJ),

d’où
3W| =  / ( , ! ,  il, Y|£, W *+ L J -w * ),

la fonction /  sera développable non seulement suivant les puis­
sances des ¡a, ·/)", mais suivant celles des différences —  W
les coefficients du développement dépendant seulement des W . 

Alors notre équation peut s’écrire

(ia) L ? - W f + / ( li>& ï | î , W * + L l - W * )  = of

et le premier membre est développable suivant les puissances des

£/c> ii2·) L*— w*.

Quand on y fait

(A = Ê? = »1® = O)

le premier membre se réduit à L® — W ; et sa dérivée partielle par 
rapport à cette différence sera i .

Donc, en vertu du théorème de Cauchy sur les fonctions impli­
cites, ou, comme aurait dit Laplace, du théorème sur le retour des 
suites, de l ’équation ( 1 2 ), on pourra tirer

L ? -W ;,

et, par conséquent, L? en série procédant suivant les puissances 
des p, Ç®, 7|®, les coefficients du développement dépendant 
d’ailleurs des W ;.

Si, dans F, nous substituons ces séries à la place des L®, nous 
verrons que F est développable suivant les puissances de ¡a, des 
Ç® et des vi®, les coefficients de développement dépendant seulement 
des W .

Telle est la forme de la fonction F.
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174. Revenons aux équations (1 1 ). Rappelons-nous que, en 
vertu de ces équations, les W/t sont des constantes, que F ne dépend 
pas des w, et envisageons spécialement les équations

U '  dt ~  rfi)»’ d t ~  d ÿ  '

Comparons-les aux équations (1) du Chapitre IX :

d\t _  dR di\i _  6?R
d t ~dt ~

L ’analogie est évidente; F joue le rôle de pR, ij® celui de £¿, 
7)“ celui de r\¡. De plus, F ne dépend pas d’autre variable que des 
£? et des 7)®, puisqu’il ne dépend pas des w et que les W  sont des 
constantes. Enfin F est développable suivant les puissances des

et des 7J?.
Il j  a toutefois Une différence. Tandis que pR ne contenait que 

des termes de degré pair par rapport aux \i et aux 71;, le dévelop­
pement de F  contient à la fois des termes de degré pair et des 
termes de degré impair.

Quelle est la conséquence de cette différence? Au Chapitre IX 
nous avons supposé que le développement de S commençait par 
des termes du second degré, ce qui revenait à dire que pR ne 
contenait pas de termes du premier degré. Mais l ’hypothèse que 
pR ne contient pas de terme de degré 3 ,5 ,7 ,  . . .  n’a joué aucun 
rôle dans nos démonstrations depuis les nos 155, 156, 157, 158. 
C ’est seulement au n° 159 que nous l’avons introduite. C ’est d’ail­
leurs ce que nous avons expliqué au n° 170.

Les résultats des nos 155,156 ,157 , 158 seraient donc applicables 
à des équations de la forme (1 3 ), où F ne contiendrait pas de terme 
de degré un par rapport aux inconnues, mais pourrait contenir
des termes de degré 3, 5, 7 , __Avec de pareilles équations, les
inconnues seraient développables suivant les puissances d’expres­
sions de la forme

(14) E/c cos w'k, E/c sin w'k,

où les E* seraient des constantes d’intégration et les w'k des variables 
auxiliaires ; pour satisfaire aux équations du mouvement, il faudrait 
faire
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.où les y' sont des constantes dépendant des E et les de nouvelles 
constantes d’intégration.

En revanche, les résultats du n° 159 ne seraient pas applicables, 
de sorte que les développements contiendraient non seulement des 
termes de degré impair par rapport aux expressions ( i 4 ), mais 
aussi des termes de degré pair. Ils ne contiendraient pas cependant 
de termes de degré zéro. On voit en effet que les équations diffé­
rentielles sont satisfaites quand toutes les inconnues sont nuiles. 
Les inconnues s’annulent donc toutes à la fois quand les constantes 
E* s’annulent toutes à la fois.

Le cas où F contient des termes de degré un peut-il être ramené 
à celui où F ne contient pas de termes de degré un? Rien n’est 
plus facile : il suffit de poser

^ = Sf° +  “i, *1° = n?-* Pô

où £'° et 7)'.° sont les inconnues nouvelles, a¿ et ¡3; des constantes. 
Nous déterminerons ces constantes, de telle façon que

_ dF_ _
d\l ~ dri 0 -  0

quand on y fait
S? = “o =  P»·

Alors, en effet, les dérivées de F s’annulant avec les Ç'.° et les Y|'·0, 
le développement de F ne contiendra pas de terme de degré un 
par rapport aux !j'·0 et aux Y|'°.

Ce changement de variables ayant ramené nos équations à la 
forme que nous avons traitée, nos nouvelles inconnues $'·0 et Y)'¿° 
sont développables suivant les puissances des expressions ( i 4 ); il 
en sera donc de même des anciennes inconnues ![“ et 7|® qui n’en 
diffèrent que par des constantes. La seule différence, c’est que les 
développements des Ç® et des 71“ contiendront des termes de degré 
zéro, tandis que ceux des £'·0 et des tj'·0 n’en contiennent pas.

175. Il importe, avant d’aller plus loin, de faire voir que les 
constantes a¿ et [3¿ sont très petites de l ’ordre de u.

Pour cela, je commence par observer que la valeur moyenne de

W ,- L t

est divisible par p.2. Je rappelle ce que j ’entends par valeur
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moyenne d’un développement procédant suivant les puissances de t 
et suivant les sinus et les cosinus des multiples des w. C’est l ’en­
semble des termes de ce développement qui sont indépendants à la 

fois de t et des w.
D ’après cette définition, si U est un pareil développement, la 

valeur moyenne du développement .

dU
dwi

sera nulle, puisque les termes indépendants des w disparaissent par 
la différentiation.

e que

dXk d SX*
dwt dw¡
dit d$lj
dwt ' 1 1 dwt

dii/ç 
dwt

d St)a· 
dwt ' I**—L j-t-8L¿, ?£= ¡i*-)- S£/f.

Il vient donc

W  t — d iïkfr 
dwt

d Stt)* 
dw¡

dli
dwt

2 «
d S7)/r 
dw¿

Or L¿, sont des constantes, de sorte que les valeurs moyennes 
de

r 0 d SX/,, JO d Si)/,; du 
k dwt ’ k dwt ’ dwi

sont nuiles et que l’on a

val. moy. (Wj U) =  val. moy. 8L ^  +  2  ^ S ) ’

Comme SL, SX, 8$, Sr¡ sont divisibles par p, nous voyons que la 
valeur moyenne de W ;—  L,· est divisible par p2.

c .  Q. F. D.

Cela posé, cherchons à exprimer F  en fonction des W , des £0 et 
des t|0 et cela en négligeant p2. Nous avons

F =  F0h-  jaFi .
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Le premier terme F 0 dépend seulement des L t· et, comme W j- L /  
est de l ’ordre de p, nous pouvons écrire

F 0(L ,)  =  F , ( W /) + 2

en négligeant ut.2 ; d’ailleurs comme

¿F.
d h t 1

est de l’ordre de p, nous pouvons, toujours en négligeant p2f 
écrire

F 0( L t ) =  ■ F , ( W / ) + 2 » i ( i ' < -  W / )  

et

F  =  F , J W , )  + 2 » î ( L i - W , )  +  p F j .

Dans le dernier terme pF ,, nous pouvons remplacer les in­
connues

L¿, L', £¡, Ht

par leurs valeurs approchées

w«, «./+XÎ, y ,  »1?.

L ’erreur commise sera de l ’ordre de a 2.1
Gomme F est une constante, il est égal à sa valeur moyenne.
Or F 0(W,·) est une constante; la valeur moyenne de L¿— W¿ 

est nulle en négligeant p2; celle de F ( se réduit à R, partie sécu­
laire de la fonction perturbatrice.

Donc

( i5 ) F =  val. moy. F =  F 0(W i) H- fi R.

Dans R, il faut remplacer L „ %¿, 7¡¡ par W¿, i;®, r¡® ; je ne parle 
pas de X; qui ne figure pas dans R.

Or nous savons que le développement de R suivant les puis­
sances des Ç et des 7) ne contient que des termes de degré pair; si 
donc on négligeait p2, il n’y aurait que des termes de degré pair 
dans le développement de F suivant les puissances des Ê® et des y; " .  

Ou bien encore, si l ’on exprime F en fonction des W ¡, Ç®, t\¡ et 
si l ’on développe suivant les puissances des !j® et des y¡®, les termes
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de degré un et, en général, les termes de degré impair seront divi­
sibles par [A2.

Quelles seront alors les valeurs des constantes a¿ et [3¿? Ce seront 
les valeurs qui, substituées à la place des et des y¡®, satisfont aux 
équations

¿F  _  d¥ _

d® ~ ° ’ * 1? -  °‘

Les premiers membres de ces équations sont divisibles par p; en 
effet, pour p =  o, F se réduit à F 0(W f), c’est-à-dire à une con­
stante indépendante des £® et des Y|®. Si donc nous posons

F =  Fa(W i) H- pF',

nous pourrons écrire nos équations sous la forme

d F  _  dF̂  _
dr¡V °  ’

nous aurons ainsi fait disparaître le facteur p.
Les premiers membres de ces équations sont développables sui­

vant les puissances des £®, r¡¿ et de p. Pour p =  o, F' se réduit à R, 
et ne contient plus que des termes de degré pair par rapport aux 
£® et aux r¡¿ ; ses dérivées premières s’annulent donc avec les £® et 
les Y)?.

Nos équations sont donc satisfaites pour 

?? = *)?=(* = o-

Nous tirerons donc de nos équations les £“ et les Y|® en séries 
procédant suivant les puissances de p, et ces séries s’annuleront 
avec p. Comme les valeurs des !j® et Y)® ainsi obtenues ne sont 
autre chose que les constantes x¿ et [5¿, nous devons conclure que 
les xi et les ¡3,· sont des séries procédant suivant les puissances de p 
et contenant p en facteur, que ces constantes sont par conséquent 
de Vordre de p.

Si alors, dans notre fonction F qui est développable suivant les 
puissances de 1

(*> Ê®.
nous faisons

S? =  Si® +  “o ’i® =  V,® +  0¿>

il est clair qu’après cette substitution, F sera développable suivant
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les puissances de
■ ' i*. I?, *>i0·

176. Reprenons maintenant la dernière équation (i i) :

' ' dwt _ dF
dt dWt

Le second membre dépend seulement des

W,, T)».

Ces quantités viennent d’être déterminées et l ’on a trouvé que' 
les W f sont des constantes et que les Ç® et les sont développables 
suivant les puissances des expressions

0 4 )  E/t cos w'k, E*sinw>'A,

où les E* sont des constantes d’intégration et où les w'k doivent être 
remplacés par

— ik t +  rs'k‘

Le second membre est donc connu, de sorte que nous obtien­
drons Wi par une simple quadrature.

Le second membre est développable suivant les cosinus et les 
sinus des multiples des w'k. Soit /?'· sa valeur moyenne et posons

avec
W t  =  w " i +  g i

dw\
dt

dgi _ dF ,
dt -  dWi ''

Comme est développable suivant les puissances des expres­

sions ( i4 ) et de p, les coefficients du développement dépendant 
d’ailleurs des constantes W j, sa valeur moyenne n'¡ sera une con­
stante développable suivant les puissances de p et des E| [je dis 
des E| parce que n!i ne doit pas dépendre des w'k (cf.. n° 160)].

Quant à la différence
dF

dWi n‘ ·

elle pourra être mise sous la forme

2 A cos( 2 >
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où A et A sont des constantes dépendant seulement des W , des E 
et de u, et où les k'j sont des entiers.

Il vient alors '
w"i = n'it +  wi, ■ '·

les usi étant de nouvelles constantes d’intégration, et

Asin(2 /c' w’' +/l)(16 )

2 *w
Rappelons que les yj  sont divisibles par p; on pourrait donc 

craindre que les expressions des g¡ ne contiennent p au dénomi­
nateur, si les coefficients A  n’étaient pas eux-mêmes divisibles 
par p.

Heureusement, c’est ce qui arrive; si nous faisons p =  o, nous 
aurons, en vertu de la formule ( 1 5 ),

F =  F,(W<), ¿F _  dFo
dWi “  dW'i ‘

dF.Comme est une constante, elle est égale à sa valeur moyenne, 

de sorte qu’on a

et

_dF_
dW¡

d,er,·
dt

Si s’annule pour p =  o, c’est qu’il est divisible par p. Donc

tous les coefficients A  sont divisibles par p. Dans l’expression de gi, 
le facteur p disparaît haut et bas, de sorte que cette expression est 
développable suivant les puissances de p.

177. Reprenons maintenant les développements (2 ), (3); nous 
satisferons aux équations ( 1) si nous y remplaçons :

i° v par zéro;
2 0 Les £“ et les ·/)“ par leurs développements suivant les puis­

sances des expressions
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développements qui résultent de l ’intégration des équations ( i 3 ) et 
qui dépendent d’ailleurs des constantes W,·;

3° Les L° par leurs valeurs en fonctions des W f, £?, 7)9 ; ces 
valeurs étant développables suivant les. puissances des £“ et vi­
seront également développables suivant celles des expressions (1 4 ) ? 

4° Les Wi par
gi=  n'(t -+- Wigi.

Le terme général du développement (3) s’écrit

^  A OlL-o T™ cos ( 2  ki wt +  h j  ■

Je puis supposer m =  o, puisque je fais dans ce développement 
t =  o, et que, par conséquent, les termes qui contiennent un 
facteur x disparaissent; si je fais de plus w'- +  gi, notre déve­
loppement deviendra

( ^  fJL* A OKo cos kigiH- b)j cos ^ 2  kt w'fj

( '7 )  I , \ /  \
[ — 2  ^œA31L0 sin^ 2  kigt-\- h\ sin^ 2  kiw'-J.

Le monome 31l/0 sera développable suivant les puissances des 
expressions (i4)> il en sera de même de A, cos h , s i n k  qui dé­
pendent des L® ; il en sera de même des gi ainsi qu’il résulte de

la formule (1 6 ); il en sera donc de même dé cos ( ^  k j g j ),

sin(^Viïg·,·), c o s ( 2 * * H - A ) ,  sin ^ 2  kigi-\- h ĵ. Ainsi les

coefficients de notre formule (1 7 ) sont développables suivant les 
puissances des expressions ( i 4 )· ,

En raisonnant comme au nu 69, on verrait que les développe­
ments (3) prennent la forme .

(.8 ) 2  ^ BE?‘E?· ■ ( 2  +

les entiers q  et p  satisfaisant aux conditions

qt=Pi (m od 2), qti\pt\·

Lés coefficients B dépendent d’ailleurs des constantes W
Pour satisfaire aux équations (i), il faut dans les développe-
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ments (1 8 ) faire

w'i = — y',· t -t- BT;, w'i = 71; t -t- BT;.

S’il y a n  +  i corps, soit n planètes, cette solution renfermera 
Qn constantes arbitraires, à savoir : les n constantes W¿, les in  
constantes E¡, les n constantes ra,·, les in  constantes ra'·. Je ne parle 
pas des ~k¿ que nous regardons comme données une fois pour 
toutes.

Le système (i) est d’ailleurs d’ordre 6 /2.

178. Revenons aux équations (i3) et examinons-les de plus 
près. Nous les avons rapprochées des équations ( 1) du Chapitre IX 
et nous avons vu au n° 174 quelles sont les différences; on peut 
ramener au cas du début du Chapitre IX  en combinant l ’artifice 
du n° 170 avec celui du n° 174. Mais il est plus simple d’employer 
le procédé du n° 171, c’est ce queje vais expliquer.

En nous reportant à la formule (1 5 ), nous voyons que l ’on a

F =  F„(W ;)-+- ¡aR '+  ^ R ",

où R' n’est autre chose que R où l’on a substitué W¿, et ■ /)" à la 
place de L ,·, et yj,·, tandis que R" est développable suivant les
puissances de p, £“, , et dépend en outre des constantes W ¡. Les
équations (i3) deviennent alors 1

rfR' dK"=
d t - m

dK ' , , dK"_
dt 14 ¿Í?

Nous reconnaissons là les équations du n° 171, car R' est formé 
avec les et comme R avec les et ti;.

Si toutes les planètes se mouvaient dans un même plan, de façon 
qu’on n’eût pas à tenir compte des inclinaisons, aucun de nos y ne 
serait nul, de sorte qu’il n’y aurait aucune difficulté.

Dans le cas où l’on doit tenir compte des inclinaisons et où l’un 
des y est nul, on tourne la difficulté par l’un des deux artifices 
exposés à la fin du Chapitre IX, par exemple par celui du n° 169. 
On se rappelle qu’il consiste à rapporter le système non à des axes 
fixes, mais à des axes mobiles tournant uniformément autour de 

l’axe des x$.
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Soient alors L/, V, p', w' les éléments canoniques osculateurs 
rapportées aux axes fixes; L, X, p, co les mêmes éléments rap­
portés aux axes mobiles ; on aura

L =  L', p =  p', X =  X' -+- api t, w =  iu'— ap t,

a étant une constante dépendant de la vitesse de rotation attribuée 

aux axes mobiles.
On aura les équations canoniques

d U d F dp' dF
d t ~  dk’ ’ d t ~ dm’ ’

dX’ dF dm' dF
dt ~  d U ’ dt ~ dp’ ’

d’où il est aisé de déduire les suivantes

( 20)

III1·»

d (F  +  apH ) 
dX sü

 ft
-

ro II 1 d ( F  -+- apH ) 
dm ’

11

3
1

* d ( F -1-  apH ) 
d h  ’

dio 

dt ~~
d { F -t- apH ) 

dp ’

OÙ

h=2 > - I >

est le premier membre de l ’une des équations des aires.
J’ajoute que quand j ’aurai remplacé L', p', A1, co' par

L, p, X — a p i, co-t-ap i,

les fonctions F et F -f- apH dépendront seulement de L, p, X, w et 
pas du temps t \ cela tient à la symétrie particulière de la fonc­
tion F (c/. n° 169).

Si nous revenons aux variables £ et Y|, les équations (2 0 ) conser­
veront leur forme canonique et deviendront

d h

d t

d (  F +  apH ) 
~ dk ’

d \  _  
d t

d { F H- apH ) 
d r ¡  ’

d X d (  F +  apH ) 
d h  ’

d r ¡ F -+- apH )
d t d t d \

Nous opérerons sur les équations ( 2 1 ) comme nous avons opéré 
sur les équations (1). Remplaçons donc dans F et dans H les va­
riables en fonctions des W ¡, £“, ï|®, Wf, comme H est une constante, 
en vertu des intégrales des aires, H ne dépendra pas des Wi, et je
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pourrai écrire 

où
H =  H'-t- fiH",

H' = 2 W i - ^ Z [($"),+(Tù ° n

et où H" est développable suivant les puissances des p, £,·, et 
dépend en outre des constantes W,·. Les équations (i3) deviennent 
alors

¿ ( R '+ a H ') ...d( R" +  aH ")
dt ** df¡¡ Ia » o ’ dt\i

d( R 'h- a il ') , , c?( R "h-  aH ")
dt +  " d$ ·

Ces équations sont de la forme de celles du n° 171, et les pro­
cédés du Chapitre IX  peuvent leur être appliqués sans aucune dif­
ficulté.

179. C a lc u l  d e s  m o y e n s  m o u v e m e n ts . —  Je dis que les coeffi­
cients n! et (qui jouent un rôle analogue à celui des moyens 
mouvements) sont développables suivant les puissances du para­
mètre p et des constantes E|. C ’est ce qui résulte de tout ce qui 
précède et nous pourrions le démontrer de bien des manières, 
mais il semble que le mieux soit de raisonner comme il suit.

Les équations (i) doivent être satisfaites quand on fait

w\= n'it +  mit =  — +

d’où
 ̂ — V  '  ̂ ’V  '  ̂

n  _ 2d ~  2d 'itd^ri ‘

Servons-nous de cette dernière formule pour transformer les 
équations (i). Nous obtiendrons ainsi les deux systèmes d’équa­
tions

( 2 2 )

et

, d\j
k dw 2 , dhi

lk dwi
, d ^  d\¡_

k dw "k ¿ à  ^ k dw 'iç

dLt

dF
dr\i

n

n

, cTki ^  , dk¿ _ dF_ k 1̂ 1 ~~ 2d d¿7k ~ dLi
, v' .
k dw"k ',k dw'k d \ï

( 2 3 )
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Ce sont deux systèmes d’équations linéaires d’où l’on peut tirer 
les constantes n' et y'. En effet l’indice i  peut prendre n valeurs 
(s’il y a n planètes) pour les X,·, et 2 « pour les £,■  et les irp·; l’indice k 
peut prendre n valeurs pour les n' et les w" et 2 n pour les y' et 
les w'. Chacun de nos systèmes comprend donc 3 n équations et 
3 n inconnues.

Les seconds membres des équations (22) eL (23), c’est-à-dire les 
dérivées partielles de F, ainsi que les coefficients, c’est-à-dire les 
dérivées partielles des X, !■ et ï), sont développables suivant les 
puissances de

( 24) H, E* cos w'k, E*sin (*>(..

Les déterminants formés à l ’aide de ces équations linéaires 
seront donc développables de la même manière.

Chacune de nos inconnues se présentera donc sous la forme

P _  Q
X “  Y ’

où P, Q, X , Y  sont des séries procédant suivant les puissances des
P

quantités ( 2 4 )· La première expression ^ sera déduite des équa­

tions (2 2 ) et la seconde expression ^  sera déduite des équa­

tions (23). En conséquence X  et Y  sont les déterminants des 
équations ( 2 2 ) et des équations (23).

Soient X 0 et Y„ l’ensemble des termes de degré le moins élevé 
des deux développements X  et Y  ; je dis que, si les deux polynômes 
X 0 et Y 0 sont premiers entre euXj le développement P sera divi­

sible par X, et Q par Y  de sorte que chacune de nos inconnues 
sera développable suivant les puissances des quantités (2 4 )·

C ’est là un théorème général, d’ailleurs bien connu et que je vais 
établir en quelques mots. On aura

PY =  QX,

de sorte que P Y  est divisible par X ; je dis que P est divisible 
par X. Si en effet P n’était pas divisible par X , on pourra écrire

(25) P =  RX +  S,

où R et S sont des développements de même forme que P, Q, X , Y ,
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et où l ’ensemble S0 des termes de degré le moins élevé du déve­
loppement S n’est pas divisible par X 0.

Si en effet S 0 était divisible par X 0, on aurait

S0=MX„,

M étant un polynôme homogène, puisque S 0 et X 0 sont des poly­
nômes homogènes. On pourrait alors poser

P = ( R  +  M )X  +  ( S - M X ) ,

formule analogue à la formule (25) mais où R est remplacé par 
R -4- M et S par S —  M X. Si nous comparons les termes de degré le 
moins élevé de S —  M X  à ceux de S, nous voyons que le degré des 
premiers est plus grand que celui des seconds, car S 0 —  M X 0 =  o. 
On pourra donc augmenter sans cesse le degré des termes le moins 
élevé de S, à moins que l ’on n’arrive à un moment où S0 ne sera 
plus divisible par X 0. Supposons donc que S 0 ne soit pas divisible 
par X 0. On aura alors

RXYh-SY =  QX,

ce qui veut dire que SY est divisible par X ; il faut donc que S„ Yo 
soit divisible par X 0 ; or cela impossible parce que Y 0 est premier 
avec X 0 et que S 0 n’est pas divisible par X 0 (pour des polynômes, 
le théorème a été démontré par Kronecker). Donc P est divisible 
par X . c. q . f . d .

Nous sommes donc conduits à rechercher si X 0 est premier 
avec Y 0 et pour cela, il suffit de démontrer que cela a lieu pour 
p =  o. Si nous faisons p =  o, il reste

X^Xo +  iv,·,

Or les ¡j? et les tj® ne dépendent que des w' et pas des w", de sorte 
que, dans les premiers membres des équations (2 2 ) et (23), les

¿ ' e t è d i s P a r a i s s e n L .
Il en résulte que X  est le produit de deux déterminants :

i° Celui des — 4· qui est égal à 1 , puisque pour p =  o, X,·—  w”{
dw k

est indépendant des ;
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2 ° Celui des —%·· Nous devons nous borner à en chercher les
dw fc

termes de degré le moins élevé. Remarquons que, pour p =  o, 
les ij" peuvent être calculées simplement à l ’aide des équations (i) 
du Chapitre IX  [c’est-à-dire des équations (i3 bis) ou (i3 ter), en 
supprimant dans les seconds membres les termes en p2]. Les 5® 
sont alors développables suivant les puissances des quantités ( i4 )· 
Pour avoir les termes du degré le moins élevé de notre détermi­
nant, il suffit de prendre dans les £? les termes du premier degré; 
lesquels peuvent se calculer par les procédés du Chapitre VIII. Il 
faut donc d’abord faire subir aux $9 le changement de variables 
du n° 151, qui est linéaire et canonique; si alors nous appelons Ç'A® 
les nouvelles variables on aura (en nous bornant aux termes du 
premier degré)

Ê* = E* cos “ *> ^ 7  = — E/>- sin <*> 'k = — »1*° ·

Ce que nous cherchons c’est le déterminant fonctionnel des $® par 
rapport aux w' ; or il est égal au produit du déterminant fonc­
tionnel des ij® par rapport aux £'A° qui est égal à i (puisque le chan­
gement de variables du n" 151 n’est qu’un changement de coor­
données rectangulaires) par le déterminant fonctionnel des par 
rapport aux w' qui est égal à

On a donc
Yi’O ~'0 *11 *12 ·

Xo =  Vi° Vs° · · •Vj'h =  JJ(E* sin w 'k ) ·  

On trouverait de même

Yo = 5? Èi®. · · 5',®» = JJ (E* cos < ) ,

ce qui montre que X 0 et Y 0 sont premiers entre eux.
Quelques mots pour repousser une objection possible. On 

pourrait dire que X 0 et Y 0 sont premiers entre eux pour p =  o, 
mais qu’il n’est pas certain qu’il en soit de même pour p-ïo. Il 
peut se faire en effet que les termes de degré le moins élevé de X  
et Y , qui sont de degré 2 n par rapport aux quantités ( 2 4 ) quand 
on fait p =  o, soient de degré moindre pour p ^ o, parce que les 
termes du degré le moins élevé qui ne seraient d’ailleurs pas pre­
miers entre eux disparaîtraient pour p =  o.
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Poiu’ se mettre à l ’abri de cette objection, il suffit de convenir 
que l ’on évaluera le degré de chaque terme en attribuant à 
E/tcos«^, E*sin«^ le degré i et à ¡a le degré q, q étant un entier 
plus grand que 2/1. On sera certain alors que tous les termes qui 
contiennent p en facteur sont au moins de degré 2 n.

Il résulte de tout cela que nos moyens mouvements n' et y' sont 
développables suivant les puissances des quantités (2 4 ) et, puisque 
ce sont des constantes indépendantes des w\ qu’il sont déve­
loppables suivant les puissances de p et des Ejj.

c. Q. F. D.

Cherchons les valeurs des n' et des y' pour

F =  F,

[Jt =  0.

0 , on a

„  ¿F  
°’ dU ~

cW dF 
dU ~ dra ~  °>

II

4
|

| J T  =  0 (*?*)> dwk

i ^ o
dw"k

de sorte que les équations (2 2 ) nous donnent d’abofd

et ensuite
i  = o

n¿= n¡.

Donc les y' contiennent p en facteur, et les n\se réduisent 
aucp ni pour  p =  o.

Voyons ce que deviennent les pour

l·* O.

Si nous négligeons p2 dans les seconds membres des équations 
( 2 2 ) ou (23), nous pourrons écrire

¿F  _  ¿Fj ¿F  _  ¿F ,
'  ¿¡ji ~  P d\t ’ tlt\ï ~  ^ dru

et dans les dérivées partielles de F ( remplacer

L;i h, £0 TU»
*9P. — I.
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par leurs valeurs approchées

W;, X? +  w\ -+-1 p? si j *)îï

qui sont exactes à des quantités près de l ’ordre·de p.
Les deux membres sont alors développables suivant les sinus 

et les cosinus des multiples des fv'etdes w'. Egalons dans les deux 
membres les termes qui ne dépendent pas des w", mais seulement 
des w'.

Dans les dérivées les termes qui ne dépendent pas

des W" sont ceux qui ne dépendent pas des X ; ils ne sont donc 
autre chose que

ou

puisque l ’on peut remplacer £,· et ?;,· par ¡-? et ■ /)?.
D ’autre part, dans les premiers membres les termes

n ' ÆL  ·
■ . ■ k dw\ .

dR dR
d\t ’ dt\i

dR rfR
d l f dhr

ne me donneront pas de termes indépendants des tv", puisque les 
termes de cette nature, qui pourraient exister dans disparaissent 
par la différentiation.

Enfin; dans les termes
■ '

k dw \¡.

nous pouvons remplacer les £,· par \\ ; l’erreur commise sur

est de l ’ordre de u ; l ’erreur commise sur y). — est donc de l ’ordre 
1 1 awk

de p2, puisque y* est de l ’ordre de p.
Donc, en négligeant p2 et conservant seulement dans les deux 

membres les termes indépendants des w", les équations (2 2 ) et (23) 

deviennent
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Si nous négligeons les puissances supérieures à E|, nous pou­
vons réduire R à R 2 et écrire

_  Y  , f f f f  _
d w ' k

Ce sont les équations du Chapitre VIII, de sorte que l ’on a

Vi· =

Nous devons donc conclure que pour

<¿R2

'"drf’
dR,_

:dw'k ~ ■

E ' I  =  0

les différences y¡.—  y* sont de l ’ordre de p-.

Tout ce que nous avons dit reste d’ailleurs vrai, si l ’on est 
obligé d’employer l ’artifice du n° 169 et de remplacer F et R par 
F +  apH, et R +  apH.

Remarquons que l’un des arguments yJ,A est toujours égal à ap 
(et par conséquent à zéro, quand rapportant le système à des axes 
fixes on fait a =  o). Soient en effet, comme au n° 169, U et V  les 
deux premiers membres des équations des aires. On trouve alors 
aisément

<¿U „  d V  rr
W  = ¿ 7 = - ^ u .

car les crochets de Poisson

[F , U] =  [F , V ] =  o, [H, U] =  V, [H, V ] =  — U.

On tire de là

U =  C cos(afJ.i H- a ) ,  V =  G sin(a¡xí -1-  h ) ,

équations qui expriment d’ailleurs que, pour un observateur inva­
riablement lié aux axes mobiles, le vecteur des aires qui est fixe dans ■ 
l ’espace paraîtra décrire un cône de révolution d’un mouvement 
uniforme; G et h éLant des constantes. Comme U et V doivent êLre 
développables suivant les sinus et les cosinus des multiples des w' 
et des ip", cela prouve que àpi +  h est une combinaison linéaire 
à coefficients entiers des w' et des w", c’est-à-dire que ap est'une1
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combinaison linéaire à coefficients entiers des n! et des y' 

an =  v

En faisant p. =  o, je vois d’abord que les entiers ki sont nuis; en 
faisant ensuite p. très petit, négligeant p2 et faisant Ej|= o, il reste

«H· = 2

Or y2,1 est égal à ap et il n’y a pas d’autre relation linéaire à 
coefficients entiers entre les y et ap. Donc tous les entiers k\ sont 
nuis excepté k'2n qui est égal à 1 ; on a donc

a t* =  7 i n ·  c · Q · r .  d .

180. Nombre des arguments. — Dans le cas général du pro­
blème des « + 1  corps (n planètes), nous avons n arguments w" 
et 2 /t arguments w', en tout 3 n; mais comme y.),, est nul lorsque 
l ’on rapporte le système à des axes fixes, l ’argument w!ln se réduit 
aune constante. Les coordonnées des n - \ - 1 corps dépendent donc 
de Zn —  1 arguments seulement: leurs distances ne dépendent que 
de 3 n —  2 arguments (vide infra, n° 193).

Dans le cas où les n +  1 corps se meuvent dans un même plan, 
on n’a plus que n arguments w' ; mais aucun des y' n’est nul; les 
coordonnées dépendent donc de 2 n arguments.

Dans le cas du problème des trois corps, les coordonnées 
dépendent de 5 arguments si les inclinaisons ne sont pas nulies et 
de 4  si elles sont nulies; les distances dépendent de 4  arguments 
dans le premier cas, de 3 dans le second.

Si l’une des masses est infiniment petite, les autres masses se 
meuvent conformément aux lois de Képler; l’un des y' devient 
nul, c’est celui d’où dépendrait le mouvement du périhélie de la 
grosse masse ; nous n!avons donc plus que 4  arguments si l ’incli­
naison n’est pas nulle et 3 si elle est nulle; mais les distances 
mutuelles des trois corps dépendent encore de 4  arguments dans 
le premier cas, de 3 dans le second. Les équations ne présentent 
plus en effet la même symétrie et il y a une direction f ix e  qui joue 
un rôle particulier, c’est la direction du périhélie de la grosse pla­
nète.
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Passons enfin au cas du problème restreint, et supposons que 
l’orbite de la grosse planète soit circulaire. Il n’y a plus alors de 
direction fixe qui joue un rôle particulier puisque le périhélie de 
cette orbite est indéterminé. Il en résulte que les distances mu­
tuelles des trois corps dépendent seulement de 3 arguments si 
l ’inclinaison Ost nulle et de 2 si elle n’est pas nulle (vide infra, 
n° 193).
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THÉORÈME DE POISSON.

181. Comparaison des développements. —  En comparant les 
développements (3) et (1 8 ) du Chapitre précédent, on est con­
duit à des résultats moins simples et moins nets que dans la com­
paraison des développements correspondants du Chapitre VII. 
Cependant quelques-uns de ces résultats ne sont pas sans intérêt 
et, parmi eux, je citerai surtout le célèbre théorème de Poisson 
sur l’invariabilité des grands axes.

Rappelons la forme des développements (3) et ( 1 8 ) du Chapitre 
précédent, développements auxquels je donnerai dans ce Chapitre 
les nos (i) et (2 ). Le premier s’écrit

( 0

et le second

2 * aBI I ( EP> cs i n ( 2 ^ ^ + 2 ^ 1̂ ) ·

L ’un et l’autre donnent la valeur de l ’une des quantités SL, SX, 
Si, 87), le premier quand on y fait

T =  t  H- C, W i=  l l i t - h  &i,

le second quand on y fait

w "i=  n 'it - h  Wi, w'k —  — '{'k t +  Tz'k .

D ’un autre côté, gi, £®, Y)®, L® sont également développables 
sous la forme ( 2 ), de sorte que

L, =  14 +  81*  Êi=ÉÎ +  8U  7) ,·=  7) » + . 87K
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sont développables à la fois sous la forme ( 1) et sous la forme (z)% 
tandis que

Xi---  «·’; =  XJ -f- 8Xf

est développable sous la forme (1) et que

est développable sous la forme (2 ).
Si l ’on veut comparer ces deux développements, il faut d’abord 

choisir les constantes c, e¿, ni, ■ &' de façon qu’ils représentent la 
même solution des équations du mouvement.

Si nous prenons le développement ( 1) et que nous y fassions

c’est-à-dire si nous attribuons aux constantes c et e,· la valeur zéro; 
ce développement (1 ) nous fera connaître la solution particulière 
des équations du mouvement qui est telle que les inconnues L;, 
X,·, 7¡¡ aient comme valeurs initiales L®, X®, £®, tj® pour t —  o.

Seulement, ici, il faut prévenir une confusion; dans les déve­
loppements (1), L®, X®, Ç®, 7|® représentent des constantes, à sa­

voir les valeurs initiales de L,·, X¡, ru·.
Dans les formules (3) ci-dessous, au contraire, L®, Ç®, t;® ne 

sont plus des constantes. Je conviendrai donc de représenter par 
L1, £*, 7)' les valeurs initiales L,·, £,, r¡¿.

Nous devons donc choisir les constantes W , E, ra et ro' de telle 
façon que le développement ( 2 ) représentela même solution. Nous 
avons les équations . ·

Dans ces équations, chacune des expressions SL, SX, SI;, Sy; 
doit être remplacée par le développement ( 2 ) correspondant et il 
en est de même d’ailleurs de g i, Ç®, -ç®, L®.

Faisons maintenant t —  o, c'est-à-dire

X /—  1 v"i =  X® +  -1-  oX¡

T  = t,
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Soit
e h  8#L/, 8"X/, 8«Ê/, 8'TI,, LJ °, ï r .  V «

ce que deviennent par cette substitution

f f i ,  SL,·, 8X,·, Si·,·, o-i),·, LJ, £?, -/¡J. - ,

Comme L;, X,·, ?t-, 7); doivent se réduire à leurs valeurs initiales 
L®°, X®, Ç®°, ïj®®, les équations (3) deviennent

(4 )
L} =  L?® +  8«L,,

= + f|1 = T1?04- 8»1T)Î,
™ i =  —  g ï  —  8®r)i.

Telles sont les relations d’où nous devons tirer les constantes 

W , E, m i ,  Tss'k

en fonctions des valeurs initiales

T,1 ■ fl 711 lJii 4/1 '1,·

J’observe d’abord que les seconds membres des équations (4) 
sont développables suivant les puissances de

H, E/j Costtt'̂ ., Ea siim'/;

et suivant les sinus et les cosinus des multiples des rat·; ce sont 
d’ailleurs des fonctions holomorphes des W .

Pour p. =  o, les équations se réduisent à

(5 ) Lî =  w o S' = £î °, *)} = 7)?®, TO*- = — e h

Dans £?°, 7i?°, g·?, on a fait y. =  o, et ces quantités, indépen­
dantes des t5 ,·, sont développables suivant les puissances de

E/l- cosci',., E/t. sinra',.

De ces relations (o), on peut tirer les

E/, costïï'̂ ., E/. sinra .̂

sous la forme de séries ordonnées suivant les puissances des £] et 
des T;] et dépendant d’ailleurs des W * ou, ce qui revient au même, 

des L]. ■
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De même, gj ,  qui est développable suivant les puissances des 

E* c o s E *  sin

deviendra développable suivant les puissances des £J et des yiJ.
Qu’arrive-t-il maintenant pour p. quelconque. Remarquons que . 

les deux membres des équations (4 ) sont développables suivant 
les puissances de p, des nr,;, des

Ek cosTn'/i, E/,· sinTs'k,

et enfin des W ,·— LJ, si l’on remplace W/ par LJ +  (W {·—'LJ), 
car ce sont des fonctions holomorphes des W ; quand ces variables 
sont suffisamment voisines de leurs valeurs approchées LJ.

Or, que nous apprend le théorème de Cauchy sur le retour des 
suites (voir mon Ouvrage S ur les méthodes nouvelles de la Mé­
canique céleste, t. I, n" 30)?

Supposons que l ’on ait n équations dont les seconds membres 
sont nuis et dont les premiers membres sont développables sui­
vant les puissances de n fonctions inconnues Z\, z 2, . . . ,  zn et de 
p  variables indépendantes x.,, . . . ,  x p et que l’on veuille tirer 
de ces équations les inconnues z en fonctions des variables x. Le 
théorème en question nous apprend que les z  seront dévelop­
pables suivant les puissances des#, si les équations sont satisfaites 
quand on fait

Z  =  X  —  O,

■ et si, pour z =  x  =  o, le déterminant fonctionnel des premiers 
membres par l’apport aux z  n’est pas nul.

Cherchons à appliquer ce théorème aux équations (4) et à tirer 
de ces équations

W  t — LJ, E/fcCOSTU .̂, E/,. sin raj., t s (, 

en fonctions de p., ijj, yjJ.
Vérifions d’abord que les équations sont satisfaites pour 

p =  \\ =  i)} =  mi =  W f— LJ =  E/.· cosraj,. =  E/,· sirmj. =  o.

Pour p = o ,  les équations (4) se réduisent aux équations (5); 
il suffit donc de montrer que £“°, 7)? 0 et g ? s’annulent pour

E* cosTz'f. =  E/.· sirmj. =  o.
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Nous savons que !j® et y;® sont donnés par les équations (i3 bis) 
ou (i3 ter) du Chapitre précédent; comme nous pouvons faire 
p .=  o, nous pouvons négliger les termes en ¡a2R" et ces équations 

se réduisent à

_ dK' drtl _  dR'
Ht ~ ~   ̂d<1« ’ ~dt -  K dïl '

Elles ne sont autre chose, à la différence des notations près, que 
les équations (i) du Chapitre IX. Donc R' ne contient que des 
termes de degré pair par rapport aux Ç® et vj®, c’est-à-dire que les 
développements des Ç? et Y|® ne contiendront que des termes de 
degré impair par rapport aux

E* coswj,., E* sintp^.

Ils s’annuleront donc pour

E/„. cos w'k =  E* sin w'k =  o,

c’est-à-dire que les 5®° et y;®0 s’annuleront pour 

E* cosrâ . = E/t sin wJ. = o.

Passons à ce qui concerne g\ ; nous avons trouvé, au n° 176, 
l’équation

dgi _ _  ,
dt dWi

Le second membre est développable suivant les puissances des

et sa valeur moyenne est nulle, de sorte qu’il ne contient que des 
termes dépendant des w\ ; tous les termes de ce second membre 
contiennent donc un des E* en facteur.

L ’intégration montre que gt est de la même forme et, si nous 
n’ajoutons pas de constante arbitraire, sa valeur moyenne sera 
également nulle et tous ses termes contiendront un des E* en fac­
teur.

Donc gî s’annule avec les E *cos w' et c les e aCOStu' .
sm s o i  n sin "

c. q. r. n.
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Vérifions maintenant que pour

¡j. =  =  vj? =  B i =  W i — \ j \ =  E/,.costtt̂ . — E i s in i!j^ =  o,

le déterminant fonctionnel des équations par rapport aux in­

connues
rai, ■ W ;— LJ, E* cosgj .̂, E/.· smnj/c

n’est pas nul.
En effet, pour p .=  o, les équations (4) se réduisent aux équa­

tions (5), de sorte que le déterminant fonctionnel cherché se ré­

duit à celui des °, Y}“ 0 par rapport aux E* w'/(.

Les £“°, Y|9° sont développables suivant les puissances des 

E* ŝ nro*’ el’ s* nous voulons la valeur de notre déterminant pour

E * = o , il nous suffira de réduire les développements à leurs termes 
du premier degré. '

Ces termes du premier degré sont ceux que nous avons déter­
minés au Chapitre VIII, c’est-à-dire que les ¡j“°, n“ 0 sont liés aux 
E/( costo'a, Eisimn^ par les mêmes relations linéaires que les ¿̂, t\i 
aux nouvelles variables £'■ , 7)'· dans le changement de variables du 
n" 151. .

Or le changement de variables est une transformation rectangu­
laire de coordonnées. Donc son déterminant est égal à un.

Notre déterminant fonctionnel est donc égal à un.
c. Q. r. D.

Nous devons conclure que l ’on peut tirer des équations (4) 
les constantes

mi, W ,·, E/.. cosro^., E/t. sinCT/c

sous la form e de séries ordonnées suivant les puissances de

S‘ < ’!*■  ' ’ ,/ .

dépendant d ’ailleurs des L ’ . .

Ce résultat m’a demandé d’assez longs discours, bien qu’il soit 
presque évident.

182. Rappelons quels sont les deux développements qu’il s’agit
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d’identifier. Nous avons d’une part .

( L,-=;L* +  SL(,

(6 ) I ?«·=?/+

 ̂ ( X,* =  X¿ ■+" W¿-h oX,·.

Les SL,·, SÇ,·, Sr„·, Kk¿ doivent être remplacés par leurs dévelop­
pements (i) et, dans ces développements eux-mêmes, il convient 
de remplacer : i° les arguments wi par n¡t et t par t; 2 ° Jes con­
stantes L®, £®, r¡® par L¿, £!, pour nous conformer au chan­
gement de notations que nous avons été obligés d’adopter au nu­
méro précédent afin d’éviter une confusion.

Nous avons d’autre part

I L,· =  L® -t- 8L,·,

(7 ) < 5î =  ?® -+· 11¿= Tu +  8ïli,
( X ,=  X® -t- g ,·+ SX,·.

Les SL,·, S£,·, S·/),·, S 1¿ doivent être remplacés par leurs dévelop­
pements ( 2 ) ainsi que les L®, £®, 7¡®, g¡ et, dans ces développe­
ments eux-mêmes, il convient de remplacer w\ et w'k par /?'· t +  ra,·, 
—  '(kc +  xs'k. ^

Pour identifier les expressions (6 ) et (7 ), nous pouvons opérer 
de deux manières : nous pouvons adopter les constantes

L* ?· ti1L ,1  S,) V/)

qui sont celles qui figurent dans les équations (6 ).
Nous devons alors, dans les équations (7 ), remplacer les con­

stantes
r. cos ,\V,·, bt,·, E* g¡n w'k

par leurs expi’essions en fonctions des L¿, ¡j¿, v¡!, expressions que 
nous avons appris à former au numéro précédent.

Quelle est alors la forme des seconds membres de ces équations? 
Ce sont des séries procédant suivant les puissances de

¡T, ‘ E/, cos wk, E/, sin 1v'k.

Mais comme on a, par exemple,

E/,· cos w'k = E* cosrojj. cosyJcî H- E¿ sinnr̂ . sinY¿í,
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nous voyons que ce seront des séries procédant suivant les puis­
sances des

¡r, E/t cosni^, E/c sinnsjj.,

et suivant les sinus et les cosinus des multiples des f kt.
D’autre part, les L;, tu, w] sont développables suivant, 

les cosinus et les sinus des multiples des w"i: et, par conséquent, 
suivant ceux des njt· et des «'· t.

Enfin, les coefficients de ces développements dépendent encore 
des W /.

Or, d’après le numéro précédent, les

W  i, TBi, EfcCOSW^., E&SÎllTiJj.

sont développables suivant les puissances des

p-, Vi, -nj,

et il en est de même évidemment des cosinus et des sinus des. 
multiples des

Donc les form ules ( 7 ) transformées nous donnent

sous la form e de séries procédant : 

i° Suivant les puissances de

2 ° Suivant les sinus et cosinus des multiples des

n\t, ya-t;

3° Dépendant en outre des Tu-.

Le terme général est de la forme

A|r«3U.,C?Sv'f,sin

où A  dépend seulement des W,·,, où est développé suivant les 
puissances des £! et tj! et où

= ^ P k f k,

les k i  et les p / s  étant des entiers.
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Ce développement n’est pas encore identique au développe­
ment (6 ), parce que le nombre

qui est un monome entier en p, £(, r)i, a pour coefficient

qui dépend encore de p, etr\,.
En effet, les ni et les y'A sont développables suivant les puis­

sances de
I*. El,.

D’autre part, les

E l=  ( E / i  c o s t îî /c) 2 h - (E/f s i n r o l ) 2 

sont développables suivant les puissances de

Si> ■'11-

Donc les 7i'· et les yA et, par conséquent, le coefficient v', seront 
développables suivant les puissances de

tV  ?t, 7)1.

Pour identifier les deux développements, il faut donc encore 
développer cos v't ou sinv'i suivant les puissances de ces quan­
tités. · · ·. , - , -

Pour p =  o, v' se réduit à

V = ^ / f ,■ «,·.

11 est clair que, par exemple,

cosv' i  =  cos[v t  -+- (v '—  v) i ] ,

et peut,· par conséquent, se développer suivant les puissances de 
(v'— v)£; le terme général est égal à un coefficient numérique, 
multiplié par cosvi ou sinvi et par une puissance de (v'—  v)i.

Ensuite v '— v, qui est d’ailleurs divisible par v, peut se déve­
lopper suivant les puissances de p, des et des r)(.

Le terme général du développement ( 7 ) ainsi transformé est
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alors
PAC

A(xa «)ÏLi(v — v')"l tm . vf,. sin .

et il doit alors être identique au développement (6 ).

183. Il est alors aisé de se rendre compte de l’origine des di­
verses sortes de termes du développement. (6 ), c’est-à-dire du 
développement obtenu par l’application directe de la méthode de 
Lagrange. · -

Les termes séculaires purs sont ceux qui ne contiennent pas le 
facteur cosvf ou sinvf ; ce sont donc ceux pour lesquels on a

v =  V  k i  n i  =  o .............................

Comme nous n’avons entre les ni aucune relation linéaire à 
coefficients entiers, cela entraîne

' , ki=  o,

c’ est-à-dire que les termes séculaires purs proviennent des termes 
indépendants des w\ et dépendant seulement des arguments wk.

Si, en effet, v' est divisible par p, on ne pourra développer 
cosv'f suivantles puissances de p sans le développer en même temps 
suivant les puissances de t, ce qui fait apparaître des termes sécu­
laires purs.

Quelle différence y a-t-il donc entre le cas actuel et celui du pro­
blème restreint traité au Chapitre VII?

Dans les deux cas, nos coordonnées peuvent s’exprimer en fonc­
tions développées suivant les cosinus et les sinus des multiples 
d’un certain nombre d’arguments variant proportionnellement au 
temps. Mais, dans le cas actuel, quelques-uns de ces arguments 
ont un moyen mouvement très lent s’annulant avec p; dans le cas 
restreint, au contraire, tous les moyens mouvements étaient finis. 
Il en résultait que nous n’avions pas de terme en cosv' t, avec v' 
divisible par p, et, par conséquent, pas de termes séculaires purs 
dans le développement de Lagrange.

Les termes qui dépendent des w", pour lesquels par conséquent 
le coefficient v n’est pas nul, nous donneront des termes pério­
diques et des termes séculaires mixtes.
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Quel sera le rang des termes ainsi obtenus? Parlons d’un 
terme

( 8 )  A u a a ï l ! 0? 8 ' / *v 1 r sin

du développement (7 ) transformé; il nous donnera des termes de 
la forme

COS
A  ¡¿“ O l Wv ' — . vi ,

1 v s in

et si, en développant (vf— v)m suivant les puissances de p, on 
trouve

(v'—  v)"« =  ^ B ( aP, 

notre terme général deviendra

1 sin

Comme v'— v est divisible par p, l ’exposant [3 est au moins 

égal à m.
Le rang de notre terme général est donc 

a-f-(3 — m ia,

Comme a ne peut être négatif, nous voyons la raison d’être de 
ce fait démontré plus haut qu’un terme quelconque est toujours 
au moins de rang zéro.

A in si les termes déduits d ’ un terme de la form e  (8 ) ont 
toujours leur rang au moins égal à a.

On voit qu’on obtiendra les termes de rang zéro en faisant p =  o 
dans les équations (7 ); comme, dans ces conditions, SL, SÇ, 8y|, SX 
s’annulent, il reste

L t = L ? ,  È / = Ê Ï ,  * » = * ) ? ,

Là L®, ij®, Y)®, gi doivent être remplacés par leurs développe­
ments de la forme (2 ) et, dans ces développements, il faut encore 
faire p — o. On retrouverait naturellement ainsi les résultats du 
Chapitre IX.

Cherchons l ’ensemble des termes séculaires purs, et d’abord en
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ce qui concerne les L;, les £,· et les 7|,·. Ce sont, nous venons de le 
voir, les termes indépendants des w/'.

Mais nous devons nous rappeler comment ont été obtenus les 
développements ( 2 ); on a pris les développements (1), on y a fait 
t =  o, on y  a remplacé les ij®, les ti® et les L® par leurs valeurs en 
fonctions des w'k et des W  [valeurs déduites des équations (i3)du 
Chapitre précédent) et enfin on a remplacé les W i par w ’{ +  g , .

Dans cette dernière substitution, un terme

donne

A cos wi

A cos ^  kt wJ cos ^  kigi— A s i n ^  k( w\ s in ^ /.y  gh

c’est-à-dire que tous les termes qui en proviennent contiennent 

en facteur le cosinus ou le sinus de ^ k j  w\.

Donc un terme indépendant des wt (c’est-à-dire où les ki sont 
nuis) ne nous donnera que des termes indépendants des w'[ et in­
versement un terme dépendant des wi ne nous donnera que des 
termes dépendant des wJ.

Nous voulons l’ensemble des termes indépendants des wJ; pour 
cela, noüs n’avons qu’à prendre l’ensemble des développements (1), 
à y faire x =  o, à y  supprimer tous les termes dépendant des w, 
et à y remplacer les L®, £®, yj® par leurs développements de la 
forme ( 2 ).

Nous aurons donc

termes séculaires purs de L¡ — L ® +  val. moy. 8L,:,

» ?< = Ü® H- »

» i) f  =  -H » 8·»),·.

Je donne au mot de valeur moyenne le même sens que dans le 
Chapitre précédent, c’est-à-dire que je suppose que, ayant déve­
loppé BL;, BI;,·, Svp- suivant les puissances de x et les cosinus et 
sinus des multiples des w, je n’y  conserve que les termes indépen­
dants de x et des
i- Pour Xf, il faudrait tenir compte en outre de ceux qui pro­
viennent du terme wJ, de sorte qu’on aurait, pour les termes sécu-

P. — I. 20
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laires purs de )*,·,

X“ -+- n'it +  ni,-H ffi-h  val. moy. SX,·.

184. Nous aurions pu également, pour comparer les développe­
ments (6 ) et ( 7 ), adopter les constantes

W,·, E*, m'k;

il nous aurait suffi alors de remplacer les L j, £(!, 7]J, tn,· par leurs 
valeurs données directement en fonctions de ces constantes par 
les équations (4)· Nous aurions obtenu ainsi quelques résultats 
intéressants.

Nous aurions pu aussi faire la' comparaison des développements 
sans faire un choix particulier de constantes.

Il en serait résulté de grandes simplifications et nous aurions 
supprimé des longueurs plutôt que des difficultés. Mais notre com­
paraison aurait été moins précise.

18o. T h é o r è m e  d e  P o is s o n .  —  On sait que Lagrange a démontré 
un théorème dit de Vinvariabilité des grands axes et en vertu 
duquel les développements des grands axes ne contiennent pas de 
termes séculaires, du moins si l’on néglige les carrés des masses, 
c’est-à-dire les termes de l’ordre de p2. Nous avons démontré plus 
haut ce théorème (cf. nu lOo) si important au point de vue de la 
stabilité du système solaire.

Plus tard, Poisson a étendu les résultats de Lagrange et établi 
un théorème analogue pour le cas où, tenant compte des carrés 
des masses, c’est-à-dire des termes en p2, on néglige les cubes des 
masses, c’est-à-dire les termes en p3. On trouve, à la vérité, dans 
le développement des grands axes, des termes séculaires mixtes ; 
mais il n’y a pas de termes séculaires purs.

Ainsi Poisson a montré que, dans le développement des grands 
axes ou, ce qui revient au même, dans celui des L;, il n’y  a pas de 

termes en

Or les termes en p2 sont d’ordre deux et de rang un.
Nous allons maintenant démontrer ce théorème de Poisson ou 

plutôt nous allons établir un théorème plus général, à savoir que
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dans le développement des L¿, il  n ’y  a pas de termes séculaires 
purs de rang un.

D ’où, en effet, pourraient provenir ces termes? Nous avons vu 
plus haut que, pour obtenir les termes séculaires purs deL,, il faut 
prendre le développement de L i suivant les puissances de t et les 
sinus et les cosinus des multiples des w et ne conserver dans ce 
développement que les termes indépendants de t et des w, ou, si 
l’on aime mieux, les termes cherchés ne sont pas autre chose que 
la valeur moyenne de L;.

Or, plus haut, au n" 175, nous avons démontré que la valeur 
moyenne de W,·— L, est divisible par ¡x2. Nous avons donc, poul­
ies termes séculaires purs de L,·,

W / + p * D L , ,

où DL,· est développable suivant les puissances de ¡x et des

Rappelons d’ailleurs que

p.*DLi =  —  val. moy. d SX
dwi

Or W* est une constante, ce n’est donc pas un terme séculaire 
proprement dit; quant à fx2DL,·, il nous donnera des termes de la 
forme

( 8 )  a u « , m 1 c o s v' î ,‘ sin

où l’exposant a sera au moins égal à deux, puisque ¡x2 DL, est divi­
sible par pi2.

Or nous avons vu que les termes qui proviennent de (8 ) sont au 
moins de rang a. Ils sont donc au moins de rang deux. Donc les 
L,· n’ont pas de terme séculaire pur de rang plus petit que deux.

c. Q . F .  D .

Nous n’aurons donc pas de terme en ¡jl2 î , mais nous aurons de(s 
termes en

¡X2 sinv'i,

où v sera nul et où, par conséquent, -/ sera divisible par ¡jl.
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Soit, en développant suivant les puissances de p,

v' =  a, JJL +  1*2 ¡A2 +  · · · ,
nous aurons

. ¡jt2 sinv'i =  ¡j.! sin(ai(3i -H a2|J.2 1  -+-.. .).

Si nous développons suivant les puissances de p, le premier 
terme du développement sera

al [A3 t.

Nous aurons donc des termes en p3L
Après la découverte de Poisson, on crut longtemps que le théo­

rème était général et que, après l ’avoir démontré d’abord pour la 
première approximation, puis pour la seconde, on ne tarderait pas 
à le démontrer également pour les approximations suivantes. De 
grands efforts furent faits dans ce sens et, naturellement, ils furent 
infructueux.

En 1 8 7 6 , M. Spiru-Haretu montra l’existence de termes en p3£ 
et ce résultat causa un grand étonnement, bien que, dès cette 
époque, quelques personnes en aient soupçonné la raison. Il n’a 
plus aujourd’hui rien qui puisse nous surprendre.

. 186. Revenons au Chapitre VIII. Au n° IM , nous avons trouvé 
la formule

-S 0 » // <¿Ft
d'hk

d<J> 
dÜ¡ dt -1- fiX dF,

dU
dt,

et nous avons dit :

i° Que la seconde intégrale du second membre ne peut donner 
de termes de rang zéro;
' 2° Que les termes de rang zéro provenant de la troisième inté­

grale étaient

F·X dK J ,.
d u  dt ’

; 3° Que la première intégrale ne pourrait donner d’autres 
termes de rang zéro que ceux provenant des termes de rang un 
séculaires purs de ·’ ;

SL;,I = - I a/
¿F,
'd\¡ dt.
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Or, d’après ce qui précède, ces termes n’existent pas. La pre­
mière intégrale ne donnera donc pas de terme de rang zéro.

Donc les termes de rang zéro de X¡ ne pourront être que

lljt ,-l·- X¿ 'X dit
dhi dt,

c’est-à-dire que l ’on obtiendra les termes de rang 
de l ’équation

(9)
d\¡ dR
~dt = ’li+ i l dLi ’

zéro de X; à l’aide

jointe d’ailleurs aux équations

(to) d|¿ _ _  dR 
dt  ̂dr¡¿’

di\ i dR
~dt =  ^df?

qui nous donnent les termes de rang zéro des et des 7p·.
Comme R ne dépend pas des X,·, mais seulement des L ( q u i,  si 

l ’on se borne aux termes de rang zéro, comme aux Chapitres VIII 
et IX, doivent être regardés comme des constantes), ainsi que des 

et des r\i qui ont été complètement déterminés à l’aide des équa­
tions ( 1 0).

Les seconds membres des équations (9 ) sont donc des foncv 
tions entièrement connues, de sorte que ces équations (9 ) pour­
ront s’intégrer complètement par une simple quadrature.

On obtiendra d’ailleùrs ces termes de rang zéro de À/) qui ne 
peuvent être que séculaires purs, en partant de la formule

termes séculaires purs de X; =  X° -t- n^t -+- tctjH- ¿7 +  val. moy. SX,·,

et en faisant p =  o dans gi et SX,·. Alors SX,·, qui contient p en 
facteur, s’annule et il reste

X? +  n’i t -t- wi -h g ,·.

Soit, d’autre part,

n ’i  =  n t  -H n\\ > p  -t- n  <·2' p 2 - t - ------

Les termes
n'*1 p«i

étant de rang a —  x, nous ne conservei'ons que le premier d’enti'e 
eux :

. ./xjl)pi,
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et il nous restera, pour les termes de ran g.zéro de À;,

-t- 71;-+- RJ;-+- Tî;1' [Ai -+- gi.

Or gi est développé suivant les puissances des 

E/.· cos w'k, E* sin w'k.

C’est donc une fonction périodique des w', et si nous nous rap'- 
pelons la façon dont nous l’avons formée, en n’ajoutant pas d£ 
constante arbitraire après l’intégration, nous voyons que la valeuf 
moyenne de cette fonction périodique est nulle. Il en est de mêm£

de la valeur moyenne de ·

Donc, si nous remplaçons dans R les $,· et les r\i par leurs déve'- 
loppements suivant les puissances des

E/.· cos w'k et Et sin w'h,

la valeur moyenne de

dU
sera égale à

Tl'·1 b

Il s’agit ici des développements étudiés au Chapitre IX, puisque 
nous ne considérons ici que les termes de rang zéro. Donc ces 
développements ne contiennent que des termes de rang impair 
par rapport aux E* (cf. nos 144 et suiv.), donc les £; et les 7p· 
s’annulent avec les E*.

Le coefficient 1 est développable suivant les puissances des EJ;
pour avoir le premier terme de ce développement, il faut faire

E/c =  o,
c’est-à-dire

Si=1]i=0.

Alors R se réduit à ce que nous avons appelé R 0 aux Cha­
pitres VIII et IX ; on aura donc, pour E J =  o,

,,, R̂o
' iU

Ainsi, dans le développement de «'· suivant les puissances de  ̂

et des EJ, le coefficient de p est
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SYMÉTRIE DES DÉVELOPPEMENTS. SOLUTIONS PÉRIODIQUES.

187. Symétrie. —  Reprenons les développements du Chapitre X  
qui procèdent suivant les sinus et les cosinus des multiples des 
arguments et cp". Nous pouvons exprimer ces sinus ou ces 
cosinus à l ’aide d’exponentielles imaginaires et écrire ces dévelop­
pements sous la forme suivante :

( 0  < ¡ i * + »*)*=  2  ce*P,

! \k — 2  G'e - %

où

et où les coefficients A, B, G, C' dépendent des constantes W  
et E.

Pour satisfaire aux équations du mouvement, il faut poser

d’où

où

iv"j =  n'jt-\- TZj, w'j =  — Yy l -+- rn'j ;

<p =  vt +  h ,

v = ^ i kJ”’'j— '^i P jij, h =

Aux équation^ (i) nous adjoindrons les intégrales des aires que 
nous écrirons

U =  const., V =  const.,

en conservant aux lettres U et V la même signification que dans 
les Chapitres IX  et X . Dans le cas où l’on est obligé d’avoir

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3i a chapitre XII.

recours à l ’artiíice du n" 178, c’est-à-dire de rapporter le système 
à des axes mobiles tournant autour de l’axe des x 3, les équations 
deviennent
. . dh d( F H )

dï ~  Htk ’

[équation (2 0 ) du n" 178].
Nous avons trouvé alors, au n° 179, que U et V  au lieu d’être des 

constantes sont proportionnels au cosinus et au sinus de a\j.t +  h, 
de sorte que l’on peut écrire

U H- ¿V = KeHa^t+h)  ̂ — ¿V =

K. et h sont des constantes réelles et K dépend des constantes W  
et E.

En effet,
K 2 =  U 2 +  V*,

s’exprimant aisément à l ’aide des L*, des Ij* et des tj*, est une fonc­
tion des W , des E, des w' et des n>"; comme d’ailleurs c’est une 
constante, elle ne pourra dépendre des w' et des <v", mais seule­
ment des W  et des E.

Observons maintenant que les équations du mouvement ne 
changent pas quand on fait tourner tout le système d’un angle £ 
autour de l ’axe des x 3. GetLe propriété est vraie des équations 
ordinaires du problème des trois corps; elle est vraie également 
des équations (2 ) [équation ( 2 0 ) du n11 178],

On doit donc pouvoir donner, aux constantes d’intégraLion

W; E, ctj ,  m'j,

des accroissements tels que tout le système tourne d’un angle e 
autour de l’axe des x 3, c’cst-à-dire que

(3) L/„, Ç/.·H- ir,k, Éa—  iï)/c

se changent en

(4) · E*, Xa + £ ,  (ÜaH- ir¡k)e~n , ( \k— iï)A)eis.

Et en effet si nous faisons la transformation qui consiste à rem­
placer les quantités (3) par les quantités (4) (£ étant un angle 
constant quelconque), les équations du mouvement ne changeront 
pas; donc on devra retomber sur une nouvelle solution particulière
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de ces équations, correspondant à de nouvelles valeurs des con­
stantes d’intégration.

Si l’angle s est infiniment petit, les accroissements des con­
stantes d’intégration seront des infiniment petits

SW, SE, S Wj, Sri;·.

Il en résultera pour

A, B, C, G', K, n'j, i j

des accroissements

SA, SB, SC, SC', SK, S n'j, SY}, .

pour w"j un accroissement Sep"· et pour <p un accroissement

où
3tp =  t Sv -i- S h,

°v = 2  3Yj, 3A = 2  kj Sw'j.

D’un autre côté, D*, X*, ¡j/c— rq* devront subir des
déplacements

(5)

(S*-*- í»!*)1’®= ■— je 2  Ce‘9,

■(¡U— » 1*)«® = U  Y  C' e-i9
¿m i )

que l’on aura

0 = ̂  SA e‘9 H- ¿ 2  A Svte‘9 -H ¿ 2 A S he‘9,

= t on'/c-(- 8r7/c-h^2 SB e‘9 H—¿21 b 3v teiv -h ¿ 2  b 8 he‘9,

î'e 'V' C ee9jimi = SC el9 ¿ 2  C Svie'ï + ¿ 2 c Hhel9,

i £ 2  C'e-'T= 2  SC'e-i’?- ¿ 2  G’ Sv te~l9- ¿ 2  G' S/ie-'î,

Les deux membres des équations (5) sont développés suivant 
les puissances de t (qui ne figure d’ailleurs qu’à la puissance o et 
à la puissance i) et suivant les sinus et les cosinus des multiples 
des n'jt et des y'jt. Ces deux membres sont donc de la forme des 
fonctions considérées dans le lemme du n° 107. Ce lemrne s’applique
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donc; c’est-à-dire que nos équations ne peuvent avoir lieu que si 
les termes semblables se détruisent.

Donc les termes en t, ou en te“P, qui ne figurent pas dans le pre­
mier membre, doivent s’annuler dans le second.

Donc : i° on aura
8 n'k == o ;

■ 2 ° Pour tous les termes dont le coefficient A, B, C ou C' n’est 
pas nul, on aura

Sv =  o.

Or les termes les plus importants du développement de îï|a 
sont ceux que nous avons trouvés au Chapitre VIII. Ce sont des 
termes en

E j e±i"''¡.

Us ne s’annulent pas en général et ils ne peuvent se réduire avec 
les termes suivants puisqu’ils sont beaucoup plus grands que tous 
les autres quand p et les E sont très petits. Or si <p =  w'j, on a

, v =  — Yy;
on a donc*

s y ¿ =  o .

Les n'k et les yj  sont des fonctions des constantes W  et E; alors 
une question se pose : des 3 n équations

(6 ) 8/i; = 8y; = o

peut-on déduire les 3 n équations

( 7) 8 W = 8 E  =  o?

La réponse est aisée ; on a évidemment

*yJ = 2 ^ * w -

dn'/c

d 't 'j  
\ d K

8E,

SE;

donc, si le déterminant fonctionnel des n'k et des yj  par rapport aux 
W  et aux E n’est pas nul, c’est-à-dire s’il n’y  a pas de relation 
entre les fonctions n'k et y j, les équations (6 ) entraîneront les 
équations ( 7 ).

Si toutes les planètes se meuvent dans un même plan, de telle
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façon qu’il n’y ait pas à se préoccuper des inclinaisons, on a 
seulement n arguments oc" et n arguments w', et, entre les 2  n 
coefficients correspondants n' et y', il n’y a aucune relation (nous 
reviendrons sur ce point au numéro suivant).

Si toutes les planètes ne se meuvent pas dans un même plan de 
telle façon que l’on ait à tenir compte des inclinaisons et que l’on 
ait à employer l ’artifice du n° 178, il y aura une relation, puisque 
l ’on aura, d’après le n° 179,

c’est-à-dire que y 'n est une constante indépendante des E et des W . 
Dans ce cas, il conviendra d’envisager la constante

K =  i/U*-t-V*,

c’est la projection du vecteur des aires sur le plan des x Kx 3\ elle 
ne change donc pas quand l ’on fait tourner tout le système d’un 
angle e (ce qui revient à un changement d’axes de coordonnées où 
l’axe des x 3 et le plan des X\ x 3 sont conservés).

On aura donc
SK =  0.

Or entre les n'k, les y'· (en exceptant y 'n) et K., il n’y a aucune 
relation (je reviendrai sur ce point au numéro suivant). On pourra 
donc toujours raisonner de la même manière et, des équations (6 ) 
auxquelles on adjoint SK =  o, on pourra déduire les équations (y)

SW =  SE =  o.

Comme A, B, C, C' ne dépendent que des W  et des E, on en con­
clut

SA =  SB =  SG =  SG' =  o, 

et nos équations (5) deviennent

o =  A Sh e l9,

e =  B SAe'i-h Sur/,·,

—  i Ê ^ C e ' ï  =  -+- C $he‘ f,

= C' 8Ae-,'î ·

(5 bis) .
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La première de ces équations nous apprend que, pour tous les 
termes de L a, on a

8 h  =  o.
De même on a

8 h  =  o,

pour tous les termes périodiques de X*.
D ’autre part, la deuxième équation nous montre en outre que

s.

Enfin les deux dernières équations nous montrent que pour tous 
les termes de £a ou de tj*, on a

8 h =  — e.

Il en sera de même pour tous les termes de \'k et -r\'k, où les \'k et 
les *t\k sont liés aux \k et aux 7)a par le changement linéaire de 
variables du n° 151.

Or parmi les termes de £a +  ira,, il y a des termes en

e iwi,

qui ne s’annulent pas puisque leur coefficient est très voisin de Ea 
pour p. et Ea très petits.

Pour ces termes on aura

et par conséquent 

On a donc

8cp =  8<Vyf

3/i — 8cj/c. 

8ro* =  - 6·

11 vient donc en général

2 ^ ) ·
D’où cette conséquence :

Pour tous les termes de L a et deXaon a entre les entiers kj et pj 
la relation

2 * ; - 2 ^ '= 0 ··
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Pour tous les termes de Ç* et de 7pt, on a 

: 2 ^ 2 ^ ^ - ' ·

Ces résultats sont analogues à ceux que nous avons obtenus 
aux nos 116 et 162. Remarquons que nous aurions pu raisonner 
ici comme aux Chapitres VI et VII et inversement qu’au Cha­
pitre VII nous aurions pu raisonner comme nous le faisons ici.

188. Au numéro précédent nous avons annoncé, sans le dé­
montrer, qu’il n’y avait pas de relation entre les n! et les y' si toutes 
les planètes se meuvent dans un même plan et que, dans le cas con­
traire, il n’y a pas de relations entre les n', les y' et K.. Nous en 
avons conclu les équations

SW = 8E = o.

Il serait aisé de vérifier cette assertion en se bornant aux pre­
miers termes des développements, mais on peut arriver au résultat 
par une voie plus simple.

Reprenons en effet les variables \'k et qui sont liées aux £* et 
aux 7|* par les relations linéaires du n° 151; on pourra les déve­
lopper sous la même forme et écrire

en mettant en évidence le terme tout connu DJ ; de meme dans le 
développement de L* je puis mettre en évidence le terme tout 
connu et écrire

L *= A .Î'+ ^ A e ‘·?.

Quand je ferai tourner tout le système d’un angle ê, on voit que 
Ç* +  V* ne change pas, et il en est de même de L o n  a donc

8D J -+■ 8D e1’? -+- i ^  D Sep e i!f  =  o,

8A j - t - 8 A e '? H -  A Scpe'ï =  o.

Les termes tout connus doivent s’annuler, d’où 

(8 ) 8D j=  o, î A £ = o. ' ' ■

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



318 CHAPITRE XII.

Les Dj et les A* sont des fonctions des W  et des E. Les équa­
tions (8) entraînent-elles les équations (7)? Il suffit pour cela, 
comme nous l’avons dit, qu’il n’y ait aucune relation entre les D* 
et les A*. Or cela est aisé à vérifier.

Il suffit de faire la vérification pour p =  o. Or, pour p =  o, on a

L * = W *

et par conséquent
A * =  W/ , .

Pour p =  o, les £*, les 7)*, les \'k  et les -r\'k  se réduisent à leurs 
termes de rang z é r o ,  c’est-à-dire à leurs valeurs telles qu’elles ont 
été calculées dans le Chapitre IX.

Il nous suffira de faire la vérification pour les petites valeurs des 
excentricités et des inclinaisons, c’est-à-dire pour les petites 
valeurs des E*. Il est clair en eiFet que, s’il y avait des relations 
entre les A* et les D£, ces relations subsisteraient quand on rédui­
rait les développements à leurs tenues de degré le moins élevé.

Or, pour les petites valeurs des E*, nous pouvons réduire les 
■et les 7|a aux premiers termes de leurs développements suivant les 
puissances des E*, c’est-à-dire à leurs valeurs telles qu’elles ont été 
calculées dans le Chapitre VIII. On a alors

«Ï +  V** = E|

■et par conséquent
D f= E l:

»

Il n’y a donc aucune relation entre les A* =  W * et les D* =  E®.
C. Q. F. D.

Donc les équations (8) entraînent les équations (7) et par con­
séquent

SA =  SB =  SC =  oC '= o.

On peut poursuivre l’analyse comme au numéro précédent.

189. On peut en déduire des conséquences sur la façon dont les 
n ' k  et les y'· dépendent du coefficient a qui figure dans les équa­
tions (20) du n° 178 [équation (2)]; appelons (2 b i s )  ce que de­
viennent les équations (2) quand on y remplace « par a +  8« en
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donnant à a un accroissement Sa. Alors à une solution

L k, hc  h + î V - i  \k— i-nk, Êa + V a2

des équations (2 ) correspondra une solution

L a , X/c+ 8 a p i ,  ( b +  i r \ k ) e - ^ * V - ‘ , . (£* —  îW 8« !^ ,  S'a* 4 - Va* 

des équations ( 2  bis).
D’autre part on pourrait concevoir que, pour passer d’une solu­

tion particulière des équations ( 2 ) à la solution correspondante 
des équations ( 2  bis), il fût nécessaire de donner aux constantes 
d’intégration de petits accroissements.

Les coefficients A, ..., v, ... subiront également des accroisse­
ments, d’une part parce qu’ils dépendent de ces constantes et 
d’autre part parce qu’ils dépendent de a. Nous sommes donc con­
duits aux formules suivantes, analogues aux équations (5), où 
toutefois nous avons mis en évidence comme au numéro précédent 
les termes tout connus 8A “f et 8D a :

o = SA“.-h ^  SA el9 H- i^ 2  A. Sv tei!f -s- A Bhe‘9,

ip. Sa =  t 8« a-I- SnjA +  ̂ j  JB e‘9 h- î ^ B  Bvte‘9 -t- B Bhel9,

(9) ( — it (i. Sa G e‘9 =  SG e‘9 -1- i 2  G Sv tel9 -1- * C Bhei(f,

it ¡jl Sa ̂  C'e- '? =  ̂  SG'e -‘9— ¿ 2  te~‘9 —  ¿ 2  G' She~‘9,

o =  SD̂ . +  2  e*? +  ¿ 2  ® 8v t e ‘ ^  _+' »’^2 ^ Bûe‘9.

Egalons encore ici les termes semblables; nous trouverons 
d’abord

8A2=d, SDÂ =  o,
d ou

SW =  SE =  o.

Nous voyons ensuite que 8v et 8h sont nuis dans les développe­
ments de

La, X*, £a +  n'k
et que

Scja =  o.

Mais le point le plus important au point de vue qui nous occupe,
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c’est que l ’on a, en égalant les termes en t, dans la seconde équa­
tion

<s r(jtoa =  o n/c.

et en égalant les termes en te'? dans la troisième et la quatrième,

—  (j. Sa =  Sv,

et cela pour tous les termes de et de -r\k dont le coefficient n’est 
pas nul. Or, parmi ces termes, il y a comme nous l’avons vu des 
termes en

Ekeia’t,
où

^ , v = — Yi·
On a donc

sY*=H 8a·

Ainsi tous les 8n'k et les Sŷ  sont égaux entre eux; les différences 
n 'k—  n'j, y'k—  yp n 'k— y'·, sont donc indépendantes de a. Comme 
nous avons vu d’autre part que yi,lt est égal à ap, nous pouvons 
conclure que n 'k—  au et y'k— ap sont indépendants de a.

Dans les développements de L* et de on a

d’où

ce qui montre que v est indépendante de a.
Si donc on regarde les constantes ns et ns' comme indépendantes 

de a, l’angle cp sera indépendant de a, et il en sera de même de 
wk — api. Il en sera donc de même de L* et de \k—  api.

Quand donc a se changera en a +  8a, les quantités L* et \k se 
changeront en L* et 8a pi.

Dans les développements de Ç* et p*, on a

et par conséquent

v = 2  k j n ' j  —  =  k j ( n ' j —  ap)  —  ̂ / v Cy) -  « p ) _  ap,
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ce qui prouve que v — ap est indépendant de a, et par conséquent 
que t a  +  api est indépendante de a.

Donc
( b +  i'r\k) eia-V·1 =  ^  Ce*?+°H“ >

est indépendant de a, et il en est de même de

( b — iV )e -iafU·

Cela veut dire que quand on changera a en a +  Sa, les expressions 
?A-f- i ' f \ k  et !;*— i r \ k  se changeront en

(Ü/c-t- (S*—

Donc pour passer d’une solution des équations (2) à la solution 
correspondante des équations (2 b i s ) ,  il suffît de changer a en 
a +  Sa, sans rien changer aux constantes d’intégration W , E, tu, tu'.

On pourrait d’ailleurs se borner à constater qu’en changeant 
dans nos développements

w" en w" -+- 8a (a. t, 
w' en w' —

en conservant les mêmes constantes W  et E, on change La, X*, 
£a +  i ’f \ k ,  i ’t \ k  en La, Xa +  Sa pi

)k)e~i5aU-t,

c’est-à-dire que l’on passe d’une solution des équations (2) à une 
■solution des équations (2 b i s ) .  Cela résulte immédiatement des 
relations

2 /c- 2 > = o ’
ou

sans que l’on ait besoin de recourir à l’analyse qui précède.
Tout cela nous montre que le passage de la solution générale 

des équations (2), c’est-à-dire des équations (20) du n° 178, à 
celle de l’équation du mouvement des trois corps rapportés à des 
axes fixes, se fait d’une façon immédiate; les coefficients des déve-

P. — I. 21
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loppements (A, B, C, C') ne dépendent pas de a; seuls les moyens 
mouvements dépendent de a et ils en dépendent linéairement. Il 
suffit donc de donner à chacun de ces moyens mouvements la 
valeur qui correspond à a =  o.

Dans ces conditions l’un d’eux s’annule, c’est y ,̂,. Si d’ailleurs 
nous choisissons le plan invariable pour plan des X\ x ¡, la quan­
tité que nous avons appelée E 2/2 s’annule ; de sorte que les 
termes qui dépendent de l ’argument w\n disparaissent d’eux- 
mêmes.

190. Conjonctions symétriques. —  Supposons qu’à l ’époque 
t =  o tous les astres se trouvent dans un même plan que j ’ap­
pellerai P et que toutes leurs vitesses soient dirigées perpendicu­
lairement à ce plan.

Nous dirons alors que les astres sont en conjonction symétrique. 
Dans ce cas, il arrivera que si l’on compare les positions d’un 
même astre à l ’instant t et à l ’instant —  t ces deux positions sont· 
symétriques l ’une de l ’autre par rapport au plan P. C’est là une 
conséquence immédiate de la symétrie de nos équations.

Nous pouvons supposer que l ’on ait défini les constantes nr 
et m' de telle façon que les arguments w' et 0/  s’annulent au 
moment de la conjonction symétrique, c’est-à-dire pour t =  o. 
Quand nous changerons t en — t, c’est-à-dire quand nous change­
rons les w' et les w" en — w' et — w", la position de chaque astre 
sera remplacée par sa symétrique par rapport au plan P. Si nous 
choisissons le plan P pour plan des X{Xs, cela veut dire que L a, 
Xa, £i, T)* se changeront en L a, — Xa, £a et —  yja· Donc dans nos 
développements procédant suivant les sinus et les cosinus des 
multiples des w' et des w", les L a et les ç* ne contiendront que 
des cosinus, tandis que les Xa et les t¡a ne contiendront que des 
sinus.

On pourrait croire qu’en nous imposant la condition de la con­
jonction symétrique, nous avons restreint la généralité, mais en 
réalité, nous ne l ’avons pas fait d’une façon essentielle. Si en effet 
il y a n + 1  corps dont le centre de gravité commun est supposé 
fixe, c’est-à-dire n planètes, il nous reste, au moment de la con­
jonction symétrique, des arbitraires au nombre de 3 n, à savoir 
les 2 n coordonnées des n planètes dans le plan P, pris pour plan
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des X\X$, et leurs n vitesses dont la direction nous est imposée, 
mais dont la grandeur reste arbitraire. Nous pouvons alors profiter 
de cette indétermination pour choisir arbitrairement les 3 n con­
stantes W  et E.

Or nos inconnues ne dépendent que de ces 3 n constantes et des 
3n arguments w' et ce"; nos développements qui contiennent les 
uns seulement des sinus, les autres seulement des cosinus nous 
suffisent donc pour nous donner la solution la plus générale. En 
donnant aux constantes tu et m'la  valeur zéro, on aura la solution 
particulière qui correspond au cas de la conjonction symétrique; 
en leur donnant des valeurs quelconques on aura la solution géné­
rale.

191. D’autre part, si nous remplaçons le système par un autre 
symétrique du premier par rapport au plan des x K x 2, les L et les X 
ne changeront pas, non plus que les variables excentriques tandis 
que les variables obliques changeront de signe.

D’ailleurs, en vertu de la symétrie des équations, si les positions 
initiales des deux systèmes ainsi comparés sont symétriques l’une 
de l’autre par rapport au plan des x , x 2, il en sera de même de 
leurs positions à un instant quelconque.

Soient donc
W*, E wi-, xn'k,

les valeurs des constantes d’intégration qui conviennent au premier 
de ces deux systèmes; on doit pouvoir trouver d’autres valeurs de 
ces constantes qui conviennent au second système, c’est-à-dire 
telles qu’en les substituant aux valeurs primitives de ces constantes 
on change le signe de toutes les variables obliques sans altérer les 
autres variables.

Soit alors, pour le premier système,

A e1'?

un terme quelconque de l ’un de nos développements, la lettre tp 
ayant la même signification qu’au n° 187.

Soit A V (ï+A) le terme correspondant pour le second système. 
Les deux développements devront être identiques au signe près. 
Si donc on a affaire à L*, X* ou à une variable excentrique, on
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aura (en égalant terme à terme les développements correspon­
dants)

A el'? =  A 'e£<?+A>.

Si l’on a affaire à une variable oblique, on aura au contraire 

A e if  =  - A ' « « f + A',

ce que l’on peut réaliser de deux manières :

i° En faisant 

2 ° En faisant
A =  — A’, /t =  o ; 

A =  A', h =  it.

Pour fixer les idées à ce sujet, nous supposerons qu’il y ait 
conjonction symétrique à l’instant t =  o, c’est-à-dire que les con­
stantes -m et ns' soient nuiles. Ainsi que nous venons de le voir, 
cela ne restreint pas la généralité d’une manière essentielle. On 
aura alors

h — o,

avec A — A' pour les L, les X et les variables excentriques et 
A  =  —  A 1 pour les variables obliques.

Rappelons d’abord que, dans les conventions faites dans les 
Chapitres précédents, les indices impairs ont été affectés aux 
variables excentriques  ̂ et t\ ainsi qu’aux E et aux w' correspon­
dants, tandis que les indices pairs ont été affectés aux variables 
obliques Ç et r\ ainsi qu’aux E et aux w' correspondants.

Que deviennent donc les constantes W  et E quand l ’on passe 
du premier système au second symétrique du premier par rapport 
au plan des x, x 2?

Je dis que les W  ne changent pas, non plus que les E d’indice 
impair, tandis que les E d’indice pair changent de signe.

D’abord pour les W . Nous avons vu que W,· n’est autre chose 
que la valeur moyenne de

<-> 2 ^ 2 ^ ·

prise par rapport à x et aux w (valeur moyenne qui s’obtient, je le 
rappelle, en exprimant tout en fonctions de x et des w et conservant 
seulement les termes indépendants de x et des w). Quand l ’on veut
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ensuite tout exprimer en fonctions des nouveaux arguments w1 
et w", il faut, comme nous l’avons expliqué au Chapitre X, faire

7 =  0, W i =  w ' i ^ r

puis remplacer L®, gi, £°, t," par leurs valeurs en fonctions des w1. 
On voit que les termes dépendant de 7  disparaîtront quand on fera 
t =  o; que les termes indépendants de x, mais dépendant des w, 
nous donneront des termes dépendant des tu", tandis que les 
termes indépendants de 7  et des iv nous donneront des termes 

indépendants des vd'.
La valeur moyenne par rapport à 7  et aux w ,  ne différera donc 

pas de la valeur moyenne par rapport aux iv”. D’autre part

dk _  dk dt\ _  cl-t)
dwi dw\ ’ dwt dw\ ’

de sorte que finalement W  ,· n’est autre chose que la valeur moyenne 
par rapport aux w1' de

( 1 0  bis)

Remarquons en passant que W ; étant une constante, cette 
expression ( 1 0  bis) ne peut contenir de terme indépendant des tv" 
et dépendant des w'. Or si nous nous reportons à la comparaison 
des développements du Chapitre XI, nous voyons tout de suite 
que les termes séculaires purs proviennent du développement des 
termes qui dépendent des w' sans dépendre des w". L ’expres­
sion ( 1 0  bis), ou si l ’on aime mieux l’expression (1 0 ), no peut 
contenir de termes séculaires purs.

C’est là une généralisation du théorème de Poisson.
Quoi qu’il en soit, quand l ’on passe du premier sysLcmc au 

second L et X ne changent pas, £ et 7} ne changent pas non plus 
quand l ’indice est impair (variables excentriques); £ et -r\ changent 
de signe tous deux quand l ’indice est pair. En résumé, l’ex­
pression ( 1 0  bis) ne change pas. Donc W* ne change pas.

c. q. 1··. D.

Passons aux E*. Soit A* le coefficient de cosw>). dans l ’un de nos 
développements; comme tous nos développements doivent pro­
céder suivant les puissances des E/-cos«>), Eysintu), nous devons
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conclure que le rapport

è±
K*

est développable suivant les puissances des Ey ; nous avons donc 
des équations de la forme

A*= E/c<p/i(E|, E|, . . E]„) (k =  i, 2 , . . 2 »),

crû les <p* sont des séries ordonnées suivant les puissances des Ey.
De ces équations, on pourra, par le théorème sur le retour des 

suites, déjà appliqué aux nos 6 6  et 181, tirer les Ey en séries 
ordonnées suivant les puissances des A*. Il résulte des formules 
précédentes que quand on change le signe de E*, celui de A* 
change. Il en résulte que le développement de E* suivant les 
puissances de A doit être divisible par A* et que le quotient

E k 
A /

ne devant pas changer quand on change le signe de l ’un quel­
conque des Ay, procédera suivant les puissances des A® et que l ’on 

aura

E*= A*<Ĵ .(A?, Af, ..., A¡„) (k = i, 2 , ..., 2 «), .

les (J; procédant suivant les puissances des Ay.
Or nous venons de voir que, quand on passe du premier système 

au second (qui est symétrique du premier par rapport au plan 
des x , x 2), le coefficient A* ne change pas si l’indice k  est impair, 
et change de signe si cet indice est pair, Il en est donc de même 
de la constante E*. c . q . f . d .

Nous avons vu d’autre part que tous les coefficients A  du déve­
loppement des L, des X .et des variables excentriques ne changent 
pas quand on passe du premier système au second. Tous ces 
coefficients sont donc de degré pair par rapport aux constantes E* 
d’indice pair; dans chacun de leurs termes, la somme des expo­

sants des constantes E* d'indice p a ir  est donc paire.

Mais ces développements procédant suivant les puissances des 
E*cosîv* et des E*sin«((, l ’exposant de E* est de même parité que 
le coefficient du w’j  correspondant (c f . n° 69).
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Donc la somme des coefficients des arguments w'k d'indice 
pair est paire.

Dans les développements des variables obliques, au contraire, 
chaque coefficient change de signe quand on passe du premier 
système au second. Donc, inversement, la somme des exposants 
des constantes E* d'indice pair est impaire, ainsi que la somme 

des coefficients des arguments w'k d'indice pair.

192. Coordonnées héliocentriques. —  Les coordonnées hélio- 
centriques rectangulaires des planèLes, leurs rayons vecteurs, les 
cosinus et les sinus de leurs longitudes et de leurs latitudes, leurs 
distances mutuelles sont des fonctions uniformes des éléments 
canoniques L, Ç, -/). Comme L*, 7*— w’k, £*, vj* sont des fonc­
tions périodiques des arguments wr, m", il en sera de même des 
coordonnées héliocentriques, des distances mutuelles, etc., de 
sorte que ces quantités seront développables suivant les sinus et 
les cosinus des multiples des w’ et des w'C De plus elles sont déve­
loppables suivant les puissances des E^costv '̂, E/f sinm¿, puisque 
les éléments canoniques le sont. Ainsi les développements des 
coordonnées héliocentriques, des distances mutuelles, etc. seront 
de la forme

Les coefficients constants A  dépendant seulement des W  et de pc, 

et n  (EJ') désignant le produit de 2 «facteurs de la forme EJ'. En 

raisonnant comme au nu 69, on verrait d’ailleurs que 

q j= P i (mod 2 ) qffi\Pj\-

Quand nous ferons tourner tout le système d’un angle s autour 
de l ’axé des x 3, c’est-à-dire d’après le n° 187, quand nous change­
rons Wj et w’j  en iv j+ e  et w'j— s, les distances mutuelles des 
n + 1  corps ne changent pas; il en sera de même des coordonnées 
héliocentriques

relatives à l’axe des x 3.
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Les coordonnées relatives aux axes des X\ et des x 2 subiront au 
contraire un changement; il est clair en effet que

x [ - h i x  5, x i + i x  j ,  . . . .

X 1 -t- i x 2, X \  +  i X ' a i  · · ·

s e  c h a n g e r o n t e n

O ' H - ¿ x ' 2 )ete, ( * * +

(xi  -(- i x t ) e 1'6, (Xi -+- i x t )ete,

t a n d i s  q u e

x[  — iæ'î, x [ — i x t ,  . . .

X i  — i x  j , Xk — ixn, . . .

s c  c h a n g e r o n t  e n

(x'i — ix ^ e -te , (x'k— ix 't )e-te,

(X\ — i x 2) e~u , (a?4 —  ixs)  e - lt.

Il en résulte que

2 Â : _ 2 / > = 0 ’
dans le développement des distances mutuelles et des coordonnées

* 3 i  * G  ) . . . »  ^ 3 ,  6ï » ■ ·
et que

dans le développement des coordonnées

*11 *2» *4» *3» ···» *lj 2̂. #4, 5̂, . . . .

A  cause de la symétrie par rapport au plan des x , x 2 (c f . n° 190), 
les développements de

* l l  * 3 >  * 4 >  * 6 '  ■ · ■ )  * 1 )  * 3 î  ^ 0 ,  · · ·

ns contiennent que des cosinus, et il en est de même de ceux des 
rayons vecteurs et des distances mutuelles.

Au contraire, les développements de

ît'j, a;'5) .. .;  x2, x B, ...

ne contiennent que des sinus.
A cause de la symétrie par rapport au plan des X\X3 {cf. n° 191),
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les développements de

x'i, x'i, x [ ,  x's, . . . ;  Xi, Xi. a?4, x s, ■■■ 

jouissent de cette propriété que les deux sommes

2 1 Pi

sont paires quand la sommation est étendue à toutes les valeurs 
■ paires de V indice j .

Il en est de même pour les distances mutuelles et les rayons 
vecteurs.

Au contraire, dans les développements de

3-3 î Xqi · · · !  Xii X&t · · · ,

ces deux sommes sont impaires.

193. Nombre des. arguments. —  Supposons qu’il y ait n +  i 
corps, soit n planètes ; le nombre des arguments est de 3 n, à savoir 
m  arguments w' et n arguments w". Si l ’on rapportait le système 
à des axes mobiles de façon à retomber sur les équations (ao) 
du n° 178, tous ces arguments seraient distincts; car il n’y aurait 
entre les moyens mouvements n\ et —  y ’· aucune relation linéaire 
à coefficients entiers.

Mais il n’en est plus de même si nous prenons des axes fixes 
(c’est-à-dire si nous faisons a =  o dans les équations ( 2 0 ) du 
n° 178). Dans ce cas, en effet, l’un des moyens mouvements y^  est 
nul, de sorte que l ’un de nos arguments w'in se réduit à une con­
stante. Nous n’avons plus alors que 3 n —  1 arguments distincts.

Observons que, si nous prenons le plan invariable pour plan des 
X\ on a

=  o.

Pour nous en rendre compte supposons de nouveau a différent de 
zéro et reprenons les équations démontrées plus haut (cf. 179) :

U =  K sin(a(jii -+- h), Y =  K cos(«fJi< +  h) ;

nous avons vu que api +  h n’est autre'chose que w'n ; il en résulte 
que K  contient en facteur E2n; si donc je fais E 2n= o ,  les deux 
quantités U et V  seront constamment milles, c’est-à-dire que le
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vecteur des aires sera constamment normal au plan des x^xp, 
ainsi la condition E ,„ =  o équivaut à celle que le plan des x { x 2 et 
le plan invariable coïncident.

Pour passer du cas où a n’est pas nul, à celui où a est nul, il 
suffit de conserver les mêmes développements mais en attribuant 
aux moyens mouvements d’autres valeurs (cf. n° 189 in fin e). La 
condition pour que les deux plans coïncident restera donc la 
même, c’est-à-dire E2„ = o .

Si l’on fait E2„ =  o, tous les termes qui dépendent de l ’argu­
ment w'in disparaissent; dans ceux qui resteront, nous aurons 
donc

pour certaines de nos coordonnées, et

pour d’autres coordonnées et pour les distances mutuelles et cela 
en donnant à Vindice j  de p j toutes les valeurs, sa u f j  =  in .

Les distances mutuelles auront donc un terme général de la 
forme

AcosQ£ kj w“i + 2  PJ ’
OÙ

phi= 0 , 2  */— 2  P J= °>

ou ce qui revient au même

A  c o s  ^  k j (  W j  H- ««£ „_ , ) +  ( w ' j  —  ) J , 

où l ’indice de kj peut prendre les valeurs

1, 2 ,

et celui de p j  les valeurs

1 , 2 , ..., m  — 2 .

Donc les distances mutuelles ne dépendent que des 3 — 2

arguments
Wj-{- W2n-\ ■> wj —
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Cela a été démontré en choisissant le plan invariable pour plan 
des x kx -l\ mais, les distances mutuelles étant indépendantes du 
choix des axes, cela reste vrai quel que soit le plan des x {x 2 

choisi.

En particulier les distances mutuelles dans le cas du pro­
blème des trois corps dépendent de quatre arguments.

Si le mouvement est plan, nous n’avons que n arguments m" et 
n arguments vd ; tous ces arguments sont distincts-, de sorte que les 
coordonnées dépendent de 2 « arguments. Les développements des 
distances mutuelles satisfont à la condition

k ~  '£i P =  °·

Les distances mutuelles ne dépendent donc que de 2 n — 1 argu­
ments (3 dans le cas des trois corps).

Supposons maintenant que l’une des masses soit infiniment 
petite. Dans ce cas nous aurons n corps (n — 1 planètes) dont les 
coordonnées dépendront seulement de 3n —>· 4  arguments

w \ , w%, . . ·. « ’« - 1 .
w'3 , iv's, . . M w ’zn—3)

< ,  ·· -, w in - s ·

Tout se passera en effet pour eux comme si la masse infiniment 
petite n’existait pas, puisque son action est trop petite pour 
troubler leurs mouvements. Quant à la masse infiniment petite, 
ses coordonnées dépendront en outre des trois arguments nou­
veaux

w\, w\, w't.

Quant aux distances mutuelles des n gros corps, elles dépendront 
de 3n —  5 arguments seulement; celles du petit corps aux gros 
corps dépendront de 3 n — 2 arguments, c’est-à-dire toujours de 
trois arguments nouveaux.
. Supposons maintenant que nous ayons trois corps seulement 
dont l ’un infiniment petit. Cela revient à supposer dans le cas 
précédent n =  2 ; on n’a plus alors que deux gros corps; mais les 
coordonnées des deux corps, dont le mouvement est alors képlé- 
rien, ne dépendent plus de 3 n —  4 =  3.2 — 4 =  2 arguments, mais
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d’un argument seulement; cela tient à ce que le périhélie étant 
fixe, l’argument w',2n_t =  w'3 se réduit à une constante.

Les coordonnées du petit corps dépendent alors de

w\, w\,
w'3,

ou (puisque «>3 est une constante) de quatre arguments distincts 
seulement.

La distance mutuelle des deux gros corps dépend alors d’un 
seul argument distinct w“, et la distance du petit corps aux deux 
gros dépend, comme ses coordonnées, de quatre arguments dis­
tincts.

Je voudrais faire voir que w3 représente bien la longitude du 
périhélie de l’orbite de la grosse planète et que w\ représente la 
longitude du nœud; et surtout que E 3 s’annule avec l ’excentricité 
de cette orbite, et E 4 avec son inclinaison.

Si nous égalons E4 à zéro, le plan des x, x 2 se confond avec le 
plan invariable qui n’est autre chose dans le cas actuel que le plan 
de l’orbite de la grosse planète.

Dans ces conditions, tous les termes dépendant de w[ dispa­
raissent de tous les développements. Supposons maintenant de 
nouveau que a ne soit pas nul, c’est-à-dire que notre système soit 
rapporté à des axes tournants. Dans ce cas les coordonnées de la 
grosse planète dépendent de deux arguments distincts w"2 et m' 
dont les moyens mouvements sont respectivement

dw\ dwL
-ar = " * - ' - * *  i F = - a'J·’

celles de la petite planète dépendent des cinq arguments w\, «>', 
w'.v  w\, w'3. ■

Quand l’excentricité est nulle, les coordonnées de la grosse,pla­
nète sont proportionnelles à cos«^, sinec'j, elles ne dépendent 
donc plus de w'3) ce qui veut dire que E 3 =  o. Si E 3 = o ,  tous 
les termes dépendant de w'3 doivent disparaître de tous les déve­
loppements. '

Donc, si Vexcentricité de l ’ orbite de la grosse planète est 
nulle, les coordonnées de la petite planète et ses distances aux
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deux autres corps pourront se développer suivant les sinus et les 
cosinus de

À') w\ + kî W j -+- pi W'i +  f i  w'i

(p 3 et p A étant nuis) eL l ’on aura

k i+  ki — pi — p i- o

pour les distances mutuelles, et pour x ;i

ki-\-ki — p i—P i=  i,

pour x { et pour x 2.
Si nous supposons de plus E 2 = o ,  tous les termes dépendant 

de w'a disparaîtront. Comme dans la troisième coordonnée x 3, 
tous les termes sont d’ordre impair par rapport aux E d’indice 
impair (c f . n° 191), c’est-à-dire par rapport à E2, tous ces termes 
s’annuleront et x 3 sera constamment nul. La petite planète restera 
constamment dans le plan de l’orbite de la grosse planète. Nous 
retombons sur le problème restreint.

Dans ce cas, les distances de la petite planète aux deux autres 
corps procèdent suivant les cosinus de

où
k , w \ ■ +■  k i  a>\ ■ +■  p i  w 'i, 

P i  =  k i -h Aj.

Elles dépendent donc de deux arguments seulement

w>'J —I— w'i, (Vj-HWi·

dw"·Rappelons que les moyens mouvements sont finis, tandis 

que les moyens mouvements sont très petits de l’ordre de p.

Dans le problème restreint, on voit immédiatement que les moyens 
mouvements

d( (y, -t- w'j ) d( w'i -+- w\ )
dt ’ dt

sont tous les deux  finis. C ’est là l ’une des raisons de la simplicité 
relative du problème restreint; c’est pour cela que ce problème 
jouit des propriétés simples démontrées au Chapitre VII.
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194. S o lu tio n s  p é r io d iq u e s . —  Supposons que l ’on fasse

Ei =  E2 = . .  . =  E2;î =  o,

on aura uiie solution particulière qui ne dépendra que des argu­
ments vd' et pas des arguments w'.

Dans le cas du problème des trois corps, les distances mutuelles 
dépendent alors des cosinus de

/f) w" -h 42(P2.

Comme tous les p  sont nuis on aura

= ki — — ku

de sorte que nos distances mutuelles dépendent de l ’argument 
unique

w ’[  — w \ .

Ce sont donc des fonctions périodiques du temps. Nous retom­
bons ainsi sur les solutions périodiques de la première sorte 
étudiées au Chapitre III du Tome I de mon Livre sur les Méthodes 
nouvelles de la Mécanique céleste. Ce sont des solutions rigou­
reuses.

195. C h o ix  d e s  co n sta n te s . —  Dans le Chapitre X , nous avons 
adopté comme constantes fondamentales les valeurs initiales L®, 
X®, E®, '/)“ ; j ’ai expliqué au Chapitre VI comment un choix diffé­
rent est possible et comment on peut par exemple prendre au lieu 
des valeurs initiales les valeurs moyennes. Il semble qu’ici, le choix 
le plus convenable serait le suivant.

On prendrait encore les valeurs initiales Ç® et tj® des \i et des r,/, 
on prendrait les valeurs initiales X® des X(· et on les choisirait 
égales à zéro. Mais au lieu des L® on prendrait les W ;, c’est- 
à-dire les valeurs moyennes des

2 . d k  . d t \

d W i  J m d  '  d w {

Voici comment devrait alors être dirigée l ’application de la 
méthode de Lagrange et les approximations successives du Cha-
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pitre Y . En première approximation, on prendrait

L<=W,.
Nous poserons

L ¡ =  W i+  SL;,

X* = Wi -H ÔX/,

\t = « +  *5i,
»11= »1? + 8-<u·

En nieme approximation, on prendrait

Li =  - ^ f ^ dt’

d  p
en remplaçant dans les inconnues parleurs valeurs de ( « — 1 )“·■“ “

approximation; L; n’est pas entièrement déterminé, il ne l’est 
qu’à une constante près; pour achever de déterminer L/ il faut se 
donner la valeur moyenne de L „  nous prendrons

(il) Val. moy. L ,=  W , - v a l .  moy. ^ 7  +  2  S j )  '

Nous avons, en effet,

dr\ _  dSr¡ dki _  dSk¿ dk/¿ _  d 8X/· . . >^.
dw¿ dw¿ ’ dwt dw¿ ’ dw¿ dw¡ < '

v *'· m°y~ ’■ •¡'iS  = ···

Dans le second membre de (1 1 ), nous pourrons remplacer les 
inconnues par leurs valeurs de (n —  i)ième approximation. Si, en 
effet, l ’erreur commise sur SL par exemple est de l ’ordre de ¡V*- ', 
l ’erreur commise sur le produit

sera de l’ordre de puisque SX et sont de l ’ordre de p.

L ’équation (n )  permet donc d’achever le calcul de L¡. Je 
n’ajouterai rien au sujet du choix des constantes E*; je dirai 
seulement que, si nous choisissons au lieu des E* des constantes E¿
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définies par les équations

E/c =  E¿- E l, E|. . . . ,  E | „),

où serait une fonction développable suivant les puissances des 
EJ et dépendant en outre des W  d’une manière quelconque, ces 
nouvelles constantes E' jouiraient de la propriété la plus impor­
tante des constantes E, c’est-à-dire que les inconnues seraient 
développables suivant les puissances des

EÍcosivÁ-, EÍsinwJ..

196. C a lcu l d ir e c t  d es  sé r ie s . —  Dans tout ce qui précède, 
nous nous sommes surtout efforcé d’établir le plus rapidement 
possible la forme des développements ; aussi les formules précé­
dentes ne sont-elles pas toujours les plus favorables aux calculs 
numériques. Notre principal but dans le Volume suivant sera donc 
de les transformer pour les adapter aux applications numériques.

En attendant je vais indiquer succinctement un moyen d’obtenir 
directement les séries des Chapitres VII et X . Traitons d’abord le 
problème restreint et reprenons les équations ( 1 0 ) du n° 126 que 
nous écrirons ici

( 1 2 )
dLi   dF _ dki   e?F
dt dX¡’ dt dU ’

F =  F0-t- (tF ,.

Nous avons vu au Chapitre VII que l’on peut satisfaire à ces 
équations à l’aide de développements procédant suivant les sinus 
et les cosinus des multiples de n arguments

en y faisant
wu w2, . . . ,  wn,

wt = n'¿ t -t- m¡.

Les équations (1 2 ) peuvent alors être remplacées par les sui-
vantes :

( i 3 )

/ , dLt _  dF 
I 2* n& dwk ' cChi ’
J ■ ■ ri , dki dF 
V 2U 1%k da>k dLt

Posons
n'k — n/c-hSn/c,
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nos équations pourront s’écrire n

(M)

et

( • 5 )

2 *

2
dkt

div/c

dbj _  'ri „ dLj _  dFi 
dw/c ~  Zi °W/u dwk  ̂d\t

- 2
cCki cil? 0

hlkd ^ l L 7
¿F,

3 3 ÿ

Considérons maintenant la valeur moyenne des différentes quan­
tités considérées. Si U est une fonction périodique quelconque 
des w, développable en série trigonométrique, sa valeur moyenne 
que nous désignerons par [U] sera le terme de cette série trigono­
métrique qui sera indépendant des w.

Les L ,· sont des fonctions périodiques des w; on aura donc

- o.

Les X,·—  Wi sont des fonctions périodiques des w\ on aura donc

(Q/c).

Si donc nous égalons les valeurs moyennes des deux membres 
dans ( 1 4 ) et dans (1 0 ), il viendra

L ’équation ( 1 6 ) devra être satisfaite d’elle-même, et elle le sera 
en effet, puisque nous savons d’avance que le développement esl 
possible. Quant à l ’équation ( 1 7 ), elle déterminera S ni.

Voici alors comment devront être dirigées les approximations 
successives. Supposons que nous possédions des valeurs de 
(n —  i)l6me approximation

ontj L Xo

dont l ’erreur soit de l ’ordre de uH_1 ; substituons-les dans le second1 7
membre de ( i 4 )> l ’erreur commise sur

d  F,
i

d U

dw/c’
Sn/C

P. — I. 22
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sera de l’ordre de pH_l ; d’autre part S/i* et sont de l’ordre de p, 

puisque, pour p =  o, on a

n'k = nk, \ji = const.

L ’erreur commise sur
dF, „ dht

Wkdtrk

sera donc de l ’ordre de p". ,
Donc les équations (i4) nous fourniront pour les L {- des valeurs 

de /iiiSmo approximation dont l’erreur sera de l ’ordre de pn.
Prenons ensuite l’équation ( 1 7 ) et substituons dans les seconds 

membres, à la place des Xi, leurs valeurs de (/t —  i ) 'èin0 approxi­
mation et, à la place des L,·, leurs valeurs de 7iièmo approximation. 
Comme F„ ne dépend que des L,·, l ’erreur commise sur

sera de l ’ordre de p"; l’erreur commise sur F ( sera de l’ordre 

de p«- 1  et par conséquent l’erreur commise sur

F
f dF, | 

J

sera de l’ordre de p". L ’équation ( 1 7 ) nous fournira donc de nou­
velles valeurs de ù/ii dont l’erreur sera de l ’ordre de p".

Dans le second membre de (io), substituons à la place des S/î/ 
et des Li leurs valeurs de 7t,ènl° approximation et à la place des Xi 
leurs valeurs de (n —  i)'èmo approximation.

- l7— sera
di-ii

de 1 ordre de [Ji",

dF,
d U

» [Xn~‘

<>n/c
d F t

» ¡A".

** d U » P",

d l,·
d w k

» [A't_

, dkt
o n k d ^ , » ' FS

car est de L’ordre de u.
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L ’équation (i5) nous donnera donc pour X, de nouvelles valeurs 
dont l ’erreur sera de l’ordre de u".

Et ainsi de suite.

197. Passons au cas général du problème des n-\- i corps. Nous 
avons vu au Chapitre X  que nos inconnues peuvent s’exprimer en 
fonctions périodiques des 3n arguments

w ’ï —  n', t -t- Tüi, w'i =  —  y'i t +  TUf.

Soit encore
n'i = zi,: +  o/i,·.

Je pourrai alors écrire les équations sous la forme suivante :

(tí — F

— F

« - )  2 » ^ - 2 > - ^ * 2 i i S
c/'O £ dru

(2 >) V  'Hc— tr = —  2 bon^
<dk,· ^ , dk( dF0 dV\

dw% -“ J dw'¡: d L i ‘ dLi

dki . d F„

dF,
dit'

dF i 
dr¡¿ ‘

dF,
' d\i:

dF,

Égalons comme plus haut les valeurs moyennes des deux 
membres de ( 2 1 ), il viendra

(2 2) 71,-1- 071,·
r ¿ F,n [ d F ,]

“ U l/J

D’autre part le double du coefficient de sincc  ̂ dans le développe­
ment d’une fonction périodique U quelconque sera [siniv^U] et 
il est clair que, si U est périodique, on aura

T · , d û  I T . , dU 1
[s,nŵ \ =o> Ls i n < ^ J = 0 (/£*)·

Si donc nous égalons les coefficients de sinw>* dans les deux 
membres de (1 9 ) il viendra

( 2 3 )
. T · , dit 1 r dF, . , T

7 ,. s i n  w\. — —■ =  u. —j —  s i n  w) . ‘H  dw’k\ V L dr{i ¿J

On substituera dans les seconds membres de (1 8 ) et ( 2 8 ) les
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valeurs de ( n —  i)l6ino approximation où l ’erreur est de l ’ordre 
de p."’- * ; l’erreur commise sur L ,· sera alors de l’ordre de p,",

puisque 8/1*. yl, sont de l ’ordre de u.(car W,·'— L‘ dwk dwk , 1
l’ordre de p).

L ’équation ( 2.3 ) nous donnera y* et comme le coefficient

,· est de

£sin w '/c 3 l \dw'k J
sur lequel l ’erreur commise est d’ailleurs de l ’ordre de p" - 1  ne 
s’annule pas avec p, tandis que le second membre contient p en 
facteur, l’erreur commise sur y* sera de l’ordre de p".

Dans le second membre de (2 2 ) substituons à la place des L i 
leurs valeurs de (w —  i)lèmo approximation, et celles de /iièl“e ap­
proximation, à la place des autres inconnues, l ’erreur commise 
sur 8?i{· sera de l ’ordre de p".

Dans les seconds membres de (1 9 ) et ( 2 0 ), substituons à la 
place des Sn et des y' leurs valeurs de «ièmo approximation et à la 
place des inconnues celles de (/i—  i),êmo, l ’erreur commise sur E; 
et -r\i sera de l ’ordre de p".

Enfin, dans le second membre de ( 2 1 ), substituons à la place 
des 8«, y', L leurs valeurs de ;tièmo approximation et à la place des 
autres inconnues celles de (n — i),imo, l ’erreur commise sur X/ sera 
de l’ordre de p".

Telle est la façon de diriger les approximations successives.
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PRINCIPE DE LA MÉTHODE DE DELAUNAY.

198. Théorème sur la classe. —  Au n° 104, nous avons classé 
à divers points de vue les differents termes qui s’introduisent dans 
l ’application de la méthode de Lagrange et dont la forme générale, 
est

fxœA 3)L oi'" cos(v£-t- h).

Supposons que les mojens mouvements étant presque commen- 
surables, les intégrations puissent introduire ce que nous avons 
appelé un petit diviseur. Soit m' l ’exposant de ce petit diviseur 
au dénominateur.

Nous disons alors que le terme considéré est de classe

m  m !

•i a

Je me propose de démontrer qu’i7 n’y  a pas de terme de classe 
négative, c’est-à-dire que le nombre

m m'
2 2

est toujours positif ou nul; et que, dans le développement des SL,·,. 

Si;,·, St),·, il est toujours au moins égal à  ̂· ;

Pour cela je  reprends les équations (9 ) du n° 106 :

<0
SL ,= _ fx/  S di’ ■ ***=-*l  w c dt>

SX,·
dU dt.

Je suppose qup le théorème ait été établi pour les yaleurs de
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(n —  i),eme approximation et je dis qu’il sera encore vrai pour les 
valeurs de n’eme approximation des SL;, SX,·, 5ç/, oru·, valeurs que 
l’on obtient en substituant aux inconnues dans les seconds 
membres des équations (1) leurs valeurs de (n —  i)1™' approxi­
mation.

D ’après le n° 100, les dérivées partielles de F ( qui figurent dans 
les seconds membres des équations (1) seront de la forme

2 B31V>

où B est, à un facteur numérique près, l ’une des dérivées partielles 
d’ordre supérieur de F ,, dérivée dans laquelle il convient de sub­
stituer aux inconnues L,·, X,·,' £,·, r,,· leurs valeurs de première 
approximation

L®, ntt-t-XJ, S®, tj®.

Quant à 01L', c’est un monome entier par rapport à 

SL,·, Bit, 8$,·, Bru,

où l’on doit substituer, à la place de ces quantités, leurs valeurs 
de (n —  jyème approximation.

Je dis qu’après cette substitution, ^ B O IL ' ne contiendra non 

plus que des termes où
m m' >
2 2 =

En effet, par hypothèse, tous les termes des valeurs de (n —  i)iè“ “ 
approximation de 8L,·, SX,·, 8Ç,·, 8 ,̂· sont tous de classe positive ou 
nulle. Il en est de même de B; car pour tous les termes de B, qui 
sont obtenus sans intégration et ne contiennent pas p en facteur, 

on a
a = m = m'=  o.

Le produit de deux termes de classe positive ou nulle est évidem­
ment aussi de classe positive ou nulle. Donc il en sera de même de 
tous les termes de

Y  B 31V.

Envisageons les trois premières équations ( 1 ); elles nous
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apprennent que SL,·, §£,·, Sr¡¿ sont de la forme

±  ¡ji J '

L ’intégration pourra introduire un facteur t, ou un petit diviseur 
au dénominateur; mais elle ne pourra pas introduire l’un et l ’autre; 
elle n’introduira en effet le facteur t. que s’il s’agit d’un terme 
séculaire pur; elle n’introduira le petit diviseur v0, que s’il s’agit 
d’un terme contenant en facteur cos(v0 i + A ) .  Donc, ou bien 
m +  m' ne changera pas, ou bien m +  m' augmentera d’une unité.

Après l ’intégration, on multiplie par p, de sorte que a augmente 
d’une unité. On aura donc après cette double opération

m m' > i
2 a = 2

Le théorème est donc vrai en ce qui concerne les valeurs de 
approximation de 3L, §£, Syj. L a classe de tous les termes de 3L,

oq, or¡ est au moins égale à  ̂■

Passons à la dernière équation (i) qui nous donne 8X¿; dans le 
second membre figurent trois intégrales. La première de ces inté­
grales est de la forme

B Dit·' dt.

Tous les termes de satisfont à la condition

m m .a --------------- ?.o.
2 a ~

La double intégration peut augmenter m +  m' de deux unités. 
On multiplie ensuite par p, ce qui augmente a d’une unité. On a 
donc finalement

m m  .a ------------ —· ¿ o.
a a “

Tous les termes de cette intégrale sont donc de classe positive ou 
nulle. En ce qui concerne la seconde intégrale
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nous remarquons que l ’on a encore

rf<t>
dL¡ 2 b ^ ' ,

où B est, à un facteur numérique près,- une dérivée partielle de F 0 

où les L, ont été remplacées par leurs valeurs de première approxi­
mation L®, et où Oit' est un monome du second degré au moins 
par rapport aux SL,·, lesquelles doivent être remplacées par leurs 
valeurs de (n —  i)ième approximation. Or ces valeurs ne con­
tiennent par hypothèse que des termes satisfaisant à la condition

n i  m !  ^ i
2  2 =  2

Le produit de deux de ces termes sera donc au moins de classe i , 
et il en sera de même a fortiori du produit de plus de deux 
termes; il en sera donc ainsi de tous les termes de 3TL'; quant à B,

c’est une simple constante. Donc tous les termes de sont

au moins de classe i , c’est-à-dire tels que

Après l ’intégration, m +  m' pourra augmenter d’une unité, mais 
on aura encore

n i  n i '  >  i
2 2 = 2

Passons à la troisième intégrale; elle est de la forme 

|jl J ’^ B S W d t,

c’est-à-dire de même forme que les seconds membres des trois 
premières équations (i); tous ses termes satisfont donc à la con­
dition

m  m ’  > i
2. 2 = 2

Donc tous les termes de SX¿ sont de classe positive ou nulle.
C .  Q .  F .  D .

199. Comment formera-t-on l ’équation qui nous donnera tous
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les termes de classe nulle du développement des oX£ et tous les 
termes de classe i  du développement des SL/, Si·/, Sv>£·?’

Soit v0 le petit diviseur envisagé; on aura donc

,jo— y .  &]n s »

les rij seront les moyens mouvements et les kj seront des entiers· 
choisis de telle sorte que Vo soit très petit.

Je dis d’abord que tous les termes de classe i  du développement 
des SL, Si;, St; seront de la forme
( 2) A cos(pv0i ■ +- h),

¡S étant un entier, et qu’il en est de même de tous les termes de 
classe o du développement des SX.

En effet, supposons que cela soit vrai en (n — i)iime approxi­
mation, je dis que cela sera encore vrai en n'"me approximation. 
Pour cela nous nous servirons des trois premières équations (1) 
qui peuvent s’écrire, ainsi que nous l’avons vu au numéro précé­
dent,
(3 ) 3L, o£, oï) =  ¡a f  B31c' dt.

Il faut dans les seconds membres remplacer les inconnues par 
leurs valeurs de (n — i)ièrae approximation. Considérons un terme
quelconque de ^?B31l/; que faut-il pour qu’il nous donne un

terme de classe -  de SL, 8£ ou Sy>? i° Il faut d’abord qu’il soit de 
2

classe zéro ; 2 0 II faut ensuite que sa classe diminue de i par l’inté­
gration pour augmenter ensuite de 1 quand on multiplie par p.

Comme tous les termes de B sont de classe zéro, il faut que le 
terme envisagé de 3U/ soit de classe zéro; or, comme les termes de 
classe zéro sont [en (n — i)ième approximation] tous delaforme (2 ), 
il est clair que ce terme envisagé de 3U/ devra être de cette forme.

Soit donc B, le terme envisagé de B, Oft-j le terme envisagé 
de OU.', et

p J ' B, 3 )1. j dt

le terme correspondant de SL, oi; ou S73.
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D ’après ce que nous venons de voir, 311/, est de la forme (2 ), 

c’est-à-dire que l ’on a

3 lt J  =  A(i.5<i"I cos(Pvoi-i-/i) (P entier).

Soit
B, 311/,= C cos(vi -+- h'),

si v n’est pas nul, l ’intégration introduira le diviseur v; pour que 

la classe diminue de il faut que v soit un multiple de v0, c’est- 

à-dire que l’on ait

v =  -p/0 ( y entier);

si v est nul, l ’intégration introduira un nouveau facteur t et la

classe diminuera de - ·
2

Si donc nous voulons que la classe diminue de  ̂par l ’intégra­

tion, il faut que nous ayons

v = Yv0,

y étant un entier positif, négatif ou nul.
Alors B( sera de la forme

(4 ) B, =  K cos( Sv0t -h h"),

k et h" sont des constantes et S est un entier égal à ^ ±  y. Nous 
n’aurons d’ailleurs dans B, ni facteur p, ni facteur t\ en effet B 
est une dés dérivées de F, où l ’on remplace les L, £, y; par des 
constantes, les \i par ntt -j-X®. Il ne peut donc ainsi s’introduire 
ni facteur t, ni facteur p. Nous pouvons écrire

= y  n c<
SI
cos
sin p  A  j ,

où H dépend des L, des i; et des 7), et où les p j  sont des entiers. 
Soit DF, une dérivée partielle d’ordre quelconque de F ,, multi­
pliée par un facteur numérique. Il est clair que le développement 
de DF, sera de même forme que celui de F, et, si un terme de Fi 
contient en facteur l ’une des lignes trigonométriques de l ’angle

2 P A ji  Ie terme correspondant de DF, contiendra également 

en facteur l ’une des lignes trigonométriques du même angle
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2  Pj^j· On aura donc

D F ,= 2 -H'
COS
sin . P  J 'AJ ’

où H' est (de même que H) une fonction des L, des !; et des 7).
Pour avoir B, il faut remplacer dans DF, les inconnues L,·, £,·, 

ri,·, X,· par L®, r ”, m t on trouve ainsi

B -  2  H¡ “ · ( » «  +  /,■),

où HJ, est ce que devient H' pour L,·= L®, 7¡¿ =  v¡® (HJ, est
donc une constante); de plus on a

v = 2 iV 'ly’ A" = ^ ^ X"·

Les seuls termes de B que nous ayons à considérer (parce qu’ils 
sont les seuls qui puissent nous donner dans SL, Si;, St; des termes

de classe sont ceux qui sont de la forme B, dans l’équation (4)>

c’est-à-dire ceux où v =  Sv0, S étant entier.
Nous devrons donc avoir

nj = ov0 =  8 2  kJ11 i ;

d’où
P }  —  S./Cy,

S étant un entier.
Ainsi nos entiers p j  doivent être des équimultiples des entiers k j  

qui correspondent au petit diviseur v0.
Donc on n’a à envisager dans F, que les termes où figure un

argument ^/>yXy qui soit multiple de l’argument ^  k j " k j  qui 

correspond au petit diviseur.
Je désignerai cet argument par une lettre spéciale en posant

o = 2 *a ··

Si donc nous envisageons la fonction F (, ceux de ses termes qui 
contiennent un facteur trigonométrique dont l’argument n’est pas
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multiple de 0 devront être rejetés, car ils ne peuvent jouer aucun.

rôle dans le calcul des termes de classe - de SL, SL Sri.
2

On ne devra conserver que les termes indépendants des X, c’est- 
à-dire ceux qui ne contiennent aucun facteur trigonométrique 
(c’est l’ensemble de cès termes que nous avons appelé R aux Cha­
pitres VIII et IX) et en outre ceux qui contiennent un facteur 
trigonométrique dont l ’argument est multiple de 9.

Nous désignerons par 'F l ’ensemble des termes conservés. 
D’autre part le terme B, DIX.', nous donnera dans le second 

membre des équations (3) un terme

[a J  B̂ IL'dq

dont l ’argument sera Sv0i +  !i!' et dans cet argument le coefficient 
de t sera Sv0 et par conséquent multiple de v0.

Le théorème énoncé est donc vrai en nième approximation pour
SL, Síj, Sr¡.

Passons à SX, qui nous est donné par la dernière équation (i)- 
Dans le second membre de cette équation, je substitue les valeurs· 
de (/t— i)iime approximation; j ’aurai ainsi les valeurs de nlime 
approximation de SX et je me propose de montrer que les termes· 
de classe zéro de cette valeur dépendent encore d’un argument, 
multiple de v0 t.

D’après le numéro précédent les deux dernières intégrales. du 
second membre de cette dernière équation (i) ne peuvent nous·

donner que des termes de classe Il nous suffira donc de consi­

dérer la première intégrale et d’écrire

' ( 5 )

qui est encore dë la forme

CikJ / 2 B dL

Ici. encore, pour obtenir un terme de classe zéro de SX,·, il faut, 
partir d’un terme de classe zéro de B Dit/; il faut ensuite que la>
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classe soit diminuée de i par la double intégration pour augmenter 
ensuite de i par la multiplication par p..

Or, pour que la classe diminue de 1 par la double intégration, 
il faut que le terme envisagé ait un argument multiple de v01.

Donc les termes de classe zéro de SX,· en nième approximation ont· 
encore un argument multiple de v01. c. q . f . p .

200. L ’équation (5) peut s’écrire

SX,· = P2  C,7, j f *  oL/, c*.

D ’autre part, nous avons vu que, dans le calcul des termes de 

classe  ̂de SX, 8Ç, St), on peut remplacer la fonction F ( par la 

fonction W de sorte que les trois premières équations (i) deviennent

SL,·

•d’où

dki
dt

r t d'V r l dw
=  —  p

J0 dru
orj,-= p

h ^

d U d  SL,· dW

d t . dt.

dU d ^ i dW

d t d t "" '"■<*),·’
dru d  Si],· d'V
d t ~ dt ~  ■ lX d\t ’

■ «,· +
d  oX,· 

d t
- C h;· SL/,,

OU

dlj
dt »h - 2 G/a,(L*_ l *)·

Ce n’est pas tout. Quand on veut obtenir un terme de classe ^

•dans SL, Si;, Sï), il faut, comme mous l ’avons vu au numéro pré­
cédent, partir d’un terme de classe zéro dans DR/.

Or 3TL' est un monome entier par rapport aux SX, SL, SI;, Svj. 
Pour obtenir un terme de 01L', on prendra un terme dans chacun 
des facteurs de ce monome et l ’on fera le produit. La classe du 
produit sera la somme des classes de tous les termes que l ’on aura 
ainsi multipliés l’un par l ’autre.

Pour obtenir un terme de classe zéro de OR/, il ne faut donc
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prendre dans chacun des facteurs que des termes de classe zéro. 
Or SL, Si; et Syj ne contiennent pas de termes de classe zéro, mais

des termes de classe -  au moins. Pour obtenir les termes de classe 2
zéro de Dit/, il suffira donc de faire

SL =  -Si; =  Stj =  O

et de réduire les SX à leurs termes de classe zéro. 
Soit donc

’ » ■ ( £ ) ' . ·  ( « ) . ’ Q .
ce que deviennent

ip fü?, é xl ,  
’ d U ’ d ^

d<V

quand on y fait
dt](9

8L =  Si; =  Sï) — o,
c’est-à-dire

U = L?, ç,= ç?, 7¡i =

On aura évidemment

(dW\ _ dW<, 
\dX¿/o d\¿

Nous venons de voir que, dans le calcul des termes de classe i

de SL, SI;, Stj, nous pouvons dans les seconds membres des équa­
tions (3) faire S.L =  Si; =  Svj =  o.

Nos équations deviennent alors

, n  dLj _ _  d h  _  fd W \  dri i _  /dW\
( )  dt ~  lU d i t ’ d t ~  ^ W W o’ dt

Posons maintenant

=  G« +  2  M U - L? ) +  l  ^  G« ( L*—  L?) ( L * -  LJ),

C 0 représente une constante quelconque, le premier signe ^  se

l'apporte à tous les indices i, le second à tous les indices i  et /r,]jjen 

distinguant C¿* et C*¿. On a alors

d%
dU ~ ti¿ H- C,*( L * -L J o ,
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et par conséquent
dh  _ d%

K7> dt ~ d U '

Comme <t>0 ne dépend que des L, et que tfo ne dépend que des X 
(puisqu’on y a fait'Lt-== L®, Ç,-= Ç®, Yp-=7i?), l’équation (7) et la 
première équation (6) prennent la forme canonique

/q. dhi _ ¿(‘î,o+ (l'Fo) d \t_^(<ï>o+ P^o)
K } dt ~  d\t ’ dt ~~ dU

201 . Les équations (6) et (7) nous donnent tous les termes de 

classe i  des L, Ç, 7| et tous les termes de classe zéro des SX, et

elles n'en donnent pas d ’autres. Cela tient à ce que nous avons 
pris soin de supprimer dans nos équations tout ce qui aurait été 
susceptible de donner des termes de classe plus élevée.

Si nous n’avions pas pris ce soin nous aurions pu arriver égale­
ment à d’autres systèmes d’équations analogues, par exemple, au

d̂  __ d(F0-h ¡j-V)
dt dr\ '
dt\ _  r f(F 0-t- |l 'F) 
dt ~ d\

suivant

(9 )

dL ____< f(F 0-+- ¡a ^F)
dt 

dk
dt d L

dl
d( F o + [ l W )

En intégrant les équations (9) nous trouverions encore tous les 

termes de classe  ̂de L, £, 79 tous les termes de classe zéro de SX;

mais nous en trouverions encore d'autres.

Pour passer des équations (9) aux équations (6) et (7) que 
faut-il faire? Il faut remplacer F0 par <t>0; en outre, dans deux des 
équations (9) il faut remplacer lF par 'l’o et dans les deux autres 
dW dW / d W \  / d W \  ~ . ,,
W  d~n var ( ¿ î v  W o‘ 0n voit(i u e lo n a

F0 =  <Fo ■+■ $ ;

en remplaçant F0 par <ï>0, nous supprimons donc les termes qui. 
dépendent de <£>, c’est-à-dire la seconde intégrale du second 
membre de la dernière équation (1); intégrale qui, nous l’avons 
vu, ne peut nous donner que des termes de classe supérieure à 
zéro.
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rv i m nr d'V d'v f dXfr\ f d'V\De meme remplacer W par ¥ 0, ou —  par ^

dans les équations (9 ), cela revient à faire SL =  8£ =  Sr, =  0 dans 
les termes provenant des dérivées de 'F. Or nous avons vu que les 
termes provenant de ces dérivées et dépendant de oL, 8£, Svp ne

peuvent nous conduire, qu’à des termes de classe supérieure à^·

202. Dans le cas du problème des 11 corps, nous avons

les Mj étant des constantes qui ne dépendent que des masses. On 
a alors

M,
(L ? )3 ’

C« = -
3 M,·

(Lî)*’
G;* — o

Il vient donc

<!>, = - 5 1 ^ (6L?2- 8Li'L2+3L?)·

Dans le cas du problème restreint (c/n° 123) nous avons trouvé 
pour F'0, qui joue le rôle de F 0,

' M'
F 0 = — J f T J  +  « 2 ( p i  —  L ' l b

ou, en supprimant les accents devenus inutiles et remplaçant pj 
par L 2, c’est-à-dire en reprenant les notations du n° 126,

d’où
T-. Ml , T T NF 0 = ------ p» — L i) i21j|

7H =

C„ = -

M,
(M)*

3M,

(M )*’

■ n 2, — 2̂?

C12 =  Cgi — G22 — o.

Il viendra donc

'Li =  ■
M,

(6Lîs - 8 L 1L5H-3M )i-ns(L2— Ll>

Telle est la forme de la fonction i >0 dans les deux cas que nous

avons a examiner.
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203. Principe de la méthode de Delaunay. —  Les équations (6 ) 
et ( 7 ) peuvent s’intégrer facilement. Remarquons en effet que <t>„ 
ne dépend que des L,· (c’est d’ailleurs un poljnome du second 
degré par rapport aux L,·); au contraire ne dépend que de

En effet, nous avons obtenu W en supprimant dans F ( tous les 

termes dont l’argument '^ jp jk j  n’était pas multiple de 0. Donc 

est fonction seulement de

0) h/, ¡¡O ï)i

et il en est de·même des dérivées

dW
d\i ’ dru ’

Nous avons obtenu ensuite

*·■ ( î ) . ·
/ * j  ,
W W *

en remplaçant dans

’ · 3 5 '
dW
dr,¡

les inconnues L,·, £,·, T),· par les constantes L (? 7|?. Donc

ne sont plus fonctions que dq 0.
Examinons maintenant les équations canoniques (8 ). Nous 

voyons que l ’on a

d\i -  ‘  dd "  ‘ H rf6 ’
d’où

1 ¿L , _  t dLi _  _  1 dLn ___  rf*P0

ki dt k2 dt ’ " kn dt ^ dd

Cela nous apprend déjà que

U  _  Ly 
kt kj

, P. — I. 23
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est une constante; je pourrai mettre le résultat sous une forme 
plus symétrique en introduisant une variable auxiliaire U et en 
écrivant

( 10) L ;— A, U =  L° ,

L® étant une constante; je puis, en effet, définir la variable auxi­
liaire U de telle façon que sa valeur initiale soit nulle.

Nous avons ensuite l’intégrale des forces vives relative aux équa­
tions canoniques (8 ); elle s’écrit

(11) <t>0-H ¡j-Wo =  const.

Dans $ 0 nous devrons remplacer les L,· par leurs valeurs tirées 
de ( 1 0 ) de sorte que <E>0 deviendra un polynôme du second degré 
en U ; comme ne dépend que de 6 , l ’équation ( 1 1 ) nous donnera 
une relation entre U et 9. Nous avons ensuite

dft _ x'' , d\j _ . cWé>0 _ «¿'î’o
dt = 2 i k j~dt ~ Z d k idLi ~  dÜ ’

qui nous donne une relation entre ^  et U, et par conséquent une

relation entre ^  et 0.dt
Quelle est la forme de cette relation? Soit 

4>0=A.h-2BU +  GU2,

A, B et C sont des constantes. Soit A  +  H la constante du second 
membre de (1 1 ), il vient

d’où
GU2 2BU =  H -  ¡xW0; 

CU -h B =  \/B2-t- HG —  frC'Fo.

D’autre part 

d’où 

et enfin

^  =  ^ ° = 2GU +  2B;

t

ÿ- =  2*/B2+ H C - | 2C'F0 

(¿0

- / 2 /B2+HC-[JlC'î'o

Comme le radical ne dépend que de 0, nous avons la relation entre

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



PRINCIPE DE LA METHODE DE DELAUNAY. 355

9 et t par une simple quadrature. Nous aurons donc 9, U et L , en 
fonction de t. Nous avons d’autre part

d'kj _
dt ~   ̂d U  ’

le second membre est une fonction des L,· et par conséquent de U, 
c’est donc une fonction connue de l, de sorte que nous aurons X 
par une simple quadrature. On peut même remarquer que le second 
membre est un polynôme du premier degré en U, de sorte que nous 
aurons entre les X; des relations linéaires.

Nous aurons enfin

d h _ _  ffyi _ /dV\
dt dt ~  ^\dÇ f/0

Comme les seconds membres sont des fonctions de 9 seulement, 
ce seront des fonctions connues du temps t, de sorte que nous 
aurons les \ i  et les ru· par de simples quadratures.

204. Tel est le principe de la méthode de Delaunay; on voit 
qu’elle nous permet de calculer très simplement la somme des

termes de classe minimum, c’est-à-dire des termes de classe -' 2

pour L, $, 7), de classe zéro pour X. On voit en outre que cette
méthode consiste essentiellement à supprimer dans F, les termes
de courte période, c’est-à-dire ceux qui dépendent d’un argument

^  p i k i ,  où les entiers p i  ne sont pas des équimultiples des k i ,  et à

n’y conserver que les termes de longue période, ou les plus impor­
tants de ces termes.

Il est aisé de comprendre l’importance de ces termes de classe 
minimum. Il arrive quelquefois que le rapport des moyens mouve­
ments est presque commensurable ; c’est ce qui arrive par exemple 
pour Jupiter et Saturne, planètes pour lesquelles ce rapport est 
voisin de ■ §; c’est ce qui arrive pour certaines petites planètes dont 
le moyen mouvement est presque le double, ou à peu près une fois 
et demie celui de Jupiter; la plus importante de ces planètes est 
Hécube.

Les termes de classe minimum ont alors de grands coefficients à 
cause des petits diviseurs introduits par l ’intégration. La période
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de ces termes est longue, et souvent de plusieurs siècles. La période 
des termes, dépendant des arguments w1, par exemple celle des 
termes calculés au Chapitre VIII, est beaucoup plus longue encore 
et se compte par centaines de siècles.

Que devons-nous conclure? Si l ’on veut prévoir à courte 
échéance, c’est surtout au terme d'ordre inférieur qu’il faut 
attacher de l’importance ; si l ’on veut prévoir à échéance assez 
longue, il faut calculer tous les termes de classe inférieure : c’est 
ce que nous venons d’apprendre à faire dans le numéro précédent. 
Si enfin on veut prévoir à très longue échéance, il faut calculer les 
termes de rang inférieur, ainsi que nous l ’avons fait aux Cha­
pitres VIII et IX.

20o. La méthode de Delaunay peut d’ailleurs s’appliquer dans 
des cas beaucoup plus généraux. Soient des équations canoniques

dL¡ d F  d'ki dF

dt d \ t d t d \j¡'

où F  est une fonction des L et des X, qui rie dépend des X que par 
la combinaison

e = 2 * 'x'·

Je la suppose d’ailleurs périodique par rapport aux X. En d’autres 
termes, la fonction F est développable suivant les cosinus et les 
sinus des multiples de 9, et les coefficients de ce développement 
ne dépendent que des L. On trouve encore

L, =  â:, U -H L“ ,

U étant une variable auxiliaire et L “ une constante. On a l’inté­
grale des forces vives

F =  const.

qui nous donne une relation entre U et 9. On trouve ensuite

dü _^  dF

d ï - Z k j Æ />

d’où
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Comme la quantité sous le signe J  ne dépend que de 0 et de U, 

et que U est lié à 0 par l’équation des forces vives, cette quantité 

sous le signe J "  est une fonction connue de 0, de sorte que l ’on

obtient t  par une simple quadrature.
Donc 0, U et par conséquent les L, peuvent être regardés comme 

des fonctions connues de t. Dans les équations

dX( _ dF_ 
dt dLt

le second membre qui ne dépend que des L et de 0 sera aussi une 
fonction connue de t, de sorte que nous aurons X; par une simple 
quadrature; et l’intégration est achevée.

206. A p p l ic a t io n  à H é c u b e . —  Le meilleur exemple d’applica­
tion de la méthode de Delaunay que nous puissions choisir est 
celui de la planète Hécube. Cette petite planète, dont le moyen 
mouvement est sensiblement le double de celui de Jupiter, a été 
l ’objet de travaux nombreux parmi lesquels nous citerons la thèse 
de M. Simonin.

Je choisirai les unités de telle façon que la longitude moyenne 
de Jupiter soit égale à £; et j ’appellerai R une fonction égale à la 
masse du Soleil divisée par la distance du Soleil à Hécube, plus la 
masse de Jupiter divisée par la distance de Jupiter à Hécube, 
moins le demi-carré de la vitesse d’Hécube.

Je désigne par L la racine carrée du grand axe de l’orbite 
d’Hécube, et je pose

G =  L / i  — e2, 0 =  G cos i,

e et i  étant l ’excentricité et l’inclinaison de cette orbite.
Je désigne par l, g  et 0 l’anomalie moyenne, la distance du 

périhélie au nœud et la longitude du nœud. Dans ces conditions, 
les équations sont canoniques et s’écrivent.

dL  _ ¿ R dG  _ ( ¿ R dB _ ¿ R
dt d l  ’ d t d g ' dt dd ’

d l  _ ¿R d g  _  _ a ! R  ' ¿0 _ d  R
d t d L ’ d t "  d G ’ d t dB

( 0
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La fonction R dépend des six variables L, G, 0, l , g , 9 et de t. 

Ces équations prennent une autre forme si, par une analyse toute 
pareille à celle du n" 123, on pose

F =  R +  0

et, si l ’on prend pour variable 9 —  i au lieu de 9, elles deviennent
alors

d L  _ d¥ dG d F d& d F

(G
dt d l ’ dt d g ’ dt d(d  — t) ’

d l dV d g dF 11<&> dF
( dt d L ’ dt d G ’ dt d& ’

Dans ces conditions, F est regardé comme fonction des six 
variables L, G, 0, l, g, 9 —  t, et de t. Mais nous devons observer 
que, si l ’excentricité de Jupiter était nulle, F ne dépendrait plus 
de t, mais seulement des six premières variables.

Nous allons maintenant changer de variables. Supposons que

le rapport des moyens mouvements soit très voisin de -  — -1 » 

n étant un entier qui pour Hécube sera égal à i . Nous poserons

l  —  l  - g  H- 8 — i, s =  — n i  — (n  H-i) g  — ( n -t-1 ) ( 0 — ¿),
t = — ni — ng — (/i-t-i)(0  — t),

U =  L +  7 iS + n T ,  S =  L — G, T =  G — 0.

On constate aisément que l’on a identiquement

h l- \ -  G  g  +  0(0 — î ) = U X + S sh- T t

et par conséquent

L d l +  G d g  +  0d(0  — î) =  U d l H- S ds ■+■ T dx,

ce qui prouve qu’avec les nouvelles variables les équations res­
teront canoniques et s’écriront

rfU,_ d F d S d F d T  _ d F
dt d l ’ dt ~ ds ’ dt dx

d l  _ d F ds d  F dx d F
dt d U ’ dt rfS ’ dt d  T

Voyons quelle est la signification de ces nouvelles variables. 
D’abord \  représente la différence des longitudes moyennes.
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D ’autre part,

ds

dt

d l  f  d g  <f0
= - nn  -  ( " + , ) U  +  *

dx _  ds d g

d t d t dt

Comme ^  et ~  sont très petits' et ^  très voisin de ”  ~t~ 1 > on
d t d t 1 d t n

voit que ^  et ^  sont très petits.

S est de l ’ordre du carré de l’excentricité et T de l’ordre du 
carré de l’inclinaison.

Comme S et T  sont petits, U différera peu de la racine carrée 
du grand axe.

Je désignerai par l' et nr'l’excentricité et le périhélie de Jupiter, 
et je poserai

v =  n i  — i —1— tït'.

Comme est nul, ou du moins très petit, on aura

dv d l  d l

d t = n d t ~ 1 =  n d t - n + 1 '

• » a - v  . . .
ce qui montre que est aussi très petit.

Posons maintenant

a? = / 2S coss, i/  =  / r S s i n i ;   ̂ =  / ' 2T cost, q —  / 2T sinx.

Comme
x  d y  — S ds, \ d q  —  rUdx

sont des différentielles exactes, les équations resteront canoniques 
et s’écriront

dU  _ d F d x d F fü  _ dF
dt d l  ’ ~dt = d y ’ d t dq ’

d l  _ d F d y  = _ d F du) d F
d t d û ’ d t d x  ’ d t d t '

207. Forme de la fonction perturbatrice. —  La fonction F  est, 
comme on sait, développable, suivant les puissances de ecos l, 
esinl,  i cos( l  +  g),  isin(l  g),  e'cos(t  —  ns'), e'sin(i —  ro') et 
suivant les cosinus et les sinus des multiples de la différence des 
longitudes moyennes X, les coefficients du développement dépen­
dant encore des grands axes, c’est-à-dire de L. Mais on voit
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aisément (c/. nos6o et suiv.) que e cos/=ecos[5 +  (n-l-i)X], esini, 
i cos(/ +  g) =  i cos[/ +  (n +  i)X], sont dévelop­
pables suivant les puissances de x, y ,  £, 7[ et les cosinus et sinus 
des multiples de X; que d’autre part

e 'c o s ( i  — m') =  (e ' co sv) cos «X  H -(e' sine) sin n X, 
e' sin ( t — to') =  (e 'co s v ) sin n \ — (e ' sine) cos n i .

On conclura que F est développable suivant les puissances de a?, 
y , £, 7), e'cose, e’ sint' et suivant les cosinus et les sinus des mul­
tiples de X. Les coefficients du développement dépendent encore 
de L =  U — n S —  n T ; ces fonctions de L peuvent être déve­
loppées par la formule de Taylor suivant les puissances croissantes 
de ra(S +  T), c’est-à-dire de

de sorte que finalement F procédera suivant les puissances de x, 
y , £, 7), e'cose, e'sine, cosp~k, sin/iX, les coefficients du dévelop­
pement ne dépendant plus que de U.

J’observe maintenant que, par raison de symétrie, F ne doit pas 
changer :

i “ Quand on change i; et 7) en —  Ç et —  7|.
2 ° Quand on changeai 7) et v en — y ,  —  7] et —  e.

Cela montre qu’un grand nombre de termes ne doivent pas 
figurer dans le développement.

Voyons maintenant quels sont, parmi ces termes, ceux qui sont
à courte période. Ce sont les termes qui contiennent X en dehors
■ , · /~i du dx dv

des combinaisons s, t  o u  v . L a r  nous avons vu que -= - i  - y >  - y  sont 
' 1 d t d t  dt

très petits, tandis que est fini.

Si, conformément à l’esprit de la méthode de Delaunay, nous 
supprimons ces termes à courte période, nous pourrons dire 
que F est développable suivant les puissances de x, y , Ç, 7), e'cose, 
e'siniq les coefficients dépendant seulement de U.

Si nous négligeons, comme M. Simonin, les termes qui con­

tiennent en facteur :

e3, i i 3e, e3e e'2,
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et si nous supprimons les termes qui doivent être nuis en vertu de 
la symétrie, nous trouverons

( F =  A -i- B x  -(- Ca?2-t- D y2-|- E£2-h H t]2
(5) <

I -4-  K e 'co sr  - h L c e e '  cosc -+- M y e ’ sine.

A, B, C, D, E, H, K, L, M sont des fonctions de U.
Je remarque d’abord que F dépend encore de X indirectement. 

Car F est supposé exprimé en fonction de U, X, x , y ,  7| et 
de t ; ici F  dépend de U, x, y , £, t| et c —  «X —  t +  C ’est par 
l’intermédiaire de p qu’il dépend encore de X et de t.

Si l ’on suppose que l ’on néglige la masse de Jupiter, on aura 
simplement

F =  — — h 8 = -------------- ---------------2L2 2(U  — TiS —  n T )i
U — (ra +  i ) (S - t -T )

ou, en négligeant les carrés de S et de T,

• F - ï t ü +UH- ( i S - " - , ) < s + T )
1 rT / n \ a?2-l- -y2-4-i;2-t-K]2 .

- n r 2 +  u + ( u 2 _ n _ V  à
de sorte que si l’on pose

A A(, —H m A], B =  B0 -t- m  B ,, *. ·,

m étant la masse de Jupiter et A 0, A ,, . . .  étant des fonctions 
de U indépendantes de cette masse, on aura

( 6, i C .=  D .=  E .=  H .=  i ( i - „ - , ) ,

( Bq " Ko L0 =  Mo — O.

208. Méthode de Delaunay. —  Comme première approximation, 
nous allons supposer

e ’ =  $ =  ï) =  o.

Dans ces conditions, F ne dépend plus que de x , de y , et de U. 
On peut alors pousser l ’intégration jusqu’au bout par la méthode 
de Delaunay. Nous n’avons d’ailleurs aucune raison de négliger 
les termes de degré supérieur en x  et en y .
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On trouve immédiatement deux intégrales 

U =  const., F =  const.,

car F ne dépend ni de À, ni de t.

Considérons donc x  et y  comme les coordonnées d’un point 
dans un plan, U comme une constante donnée et construisons les 
courbes

F =  C,

en faisant varier la constante C.
Si l ’on supposait m =  o, il viendrait

F = T ------; r ----------+

et nos courbes se réduiraient à des cercles concentriques ayant 
pour centre l ’origine.

On doit faire une attention toute spéciale aux points pour 
lesquels on a

d F  _  d F  _  
d x  d y  ° ’

et, par conséquent,

x  =  const:, y  =  const.

Ces points correspondent aux solutions périodiques.
Dans le cas de m =  o, ces points sont les suivants : l’origine

x .= y  =  o qui correspond à une orbite circulaire, et tous les 
points du cercle

d F  n
■ je =  1------- stt — «-i-i =  od  S ( u — n s ) J

qui correspondent au cas où le rapport des moyens mouvements

est rigoureusement égal à n 1 · 

dF' L ’équation =  o peut, suivant la valeur de U, ne pas avoir

de racine positive, ou en avoir une; nous nous supposerons placés 
dans ce dernier cas.
, Nous remarquerons alors trois points, à savoir l ’origine O et les 
deux points d’intersection A et B de l’axe des x  avec le cercle
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Passons au cas où m n’est pas nul, mais très petit. Les deux 
équations

d P _ d F _
d x  d y  °

peuvent être remplacées par les suivantes :

d F

•̂  = 0’ T x = ° '

auxquelles correspondront divers points sur l’axe des x . Comme m 
est très petit, ces points seront très voisins des positions O, A, B 
qu’ils occupaient pour m =  o.

Nous aurons donc trois points, C voisin de O, A' voisin de A, 
B' voisin de B, qui correspondront à trois solutions périodiques, 
la première de la première sorte, les deux autres de la seconde 
sorte.
, Les courbes F =  C présenteront alors la forme représentée sur 
la figure 3. Les courbes sont numérotées 1, 2, 3, 4, b, 6 . On

F i g .  3.

remarquera que 1  et 2  sont des courbes fermées entourant le 
point C; que 3 et 5 forment par leur réunion une sorte de limaçon 
de Pascal ayant le point A' pour point double ; que 4 est une courbe 
fermée entourant le point B' ; enfin que 6  est une courbe fermée 
entourant les trois points A', B', C'.

Le point représentatif x , y  décrit une de ces courbes et sa

vitesse a pour composantes
d F

d y '
¿F.
d x ’

elle est donc inversement
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proportionnelle à la distance normale de deux courbes infiniment 
voisines. Le sens de cette vitesse dépend du sens de la normale 
suivant lequel les F vont en croissant.

Les courbes 1, 2 et 3 seront donc décrites dans le sens des 
aiguilles d’une montre, par exemple; les courbes 4, 5 et 6  dans le 
sens inverse. D ’ailleurs, tandis que le point x , y  fera une infinité 
de fois le tour des courbes 1, 2, 4 et 6 , il ne parcourra qu’une 
seule fois les courbes 3 et 5 en allant du point A' au point A' dont 
il sera infiniment voisin tant pour t =  —  oo que pour f =  +  oo. 
La courbe 4 correspond au cas de la libration.

Nos courbes fermées différeront peu de circonférences.
Rappelons que les coordonnées polaires du point x , y  sont \J2 S 

et s. Or on voit aisément que, quand on parcourt une de nos 
courbes, S atteint son maximum et son minimum sur l’axe des x  
et que la différence entre ce maximum et ce minimum est en 
général de l ’ordre de m, sauf pour les courbes 3, 4, 5 ou pour 
les courbes peu différentes de 3 ou de 5, pour lesquelles cette 

différence est de l ’ordre de \jm.
Parlons maintenant des variations de l ’angle polaire s. Nous 

voyons qu’en général, quand le point x , y  décrit une de nos 
courbes, s varie de o à 211 ou de 2 tt à o. Il y  a exception pour la 
courbe 1 et pour la courbe 4 qui laissent l’origine O en dehors.

Pour ces courbes, l ’angle s oscille autour de o.
Mais les deux cas sont bien différents; dans les deux cas, on 

a rigoureusement la relation suivante : le moyen mouvement 
d’Hécube est égal à deux fois le moyen mouvement de Jupiter 
moins deux fois le moyen mouvement du périhélie d’Hécube (je 
suppose que n =  i, comme cela a lieu dans le cas d’Hécube).

dsCette relation signifie en effet que la valeur moyenne de ^  est 

nulle.
Mais on sait que le mouvement du périhélie est de l’ordre des 

masses à moins que l ’excentricité ne soit elle-même de l ’ordre 
des masses; car, si l’excentricité est très petite, il suffit d’une très 
faible perturbation pour déplacer beaucoup le périhélie. Or, dans 
le cas de 4, l ’excentricité est finie, le mouvement du périhélie 
est de l ’ordre des masses, de sorte que le rapport des moyens

mouvements est égal à 2 =  — · à des quantités près de l ’ordre
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des masses. On a une véritable libration. Dans le cas de 1, au con­
traire, l’excentricité étant petite, le mouvement du périhélie est 
fini, de sorte que le rapport des moyens mouvements n’est pas
voisin de 2 — - j  il n’y a pas de libration.

209. Influence de l’inclinaison. — Les équations qui donnent 
les variations de l’inclinaison prennent la forme très simple

(7)
¿I
dt =  +  Hi).

E et H doivent être regardés comme des constantes, puisque 
U =  const. L ’intégration est donc immédiate.

J’ai dit que l’on avait LF =  const.; et, en effet, si je tiens compte 
de l’inclinaison, mais que je continue à négliger l’excentricité de 
Jupiter et les termes à courte période, F dépend seulement de U, 
x , y ,  y;, mais ne dépend ni de X, ni de t ; on a donc

d¥_
d \ o, U =  const., F =  const.

210. C a lc u l  de — La différence des longitudes moyennes 
de \  se calculera par une simple quadrature.

On trouve en effet

( 8)  S  = -  C ' * * + D > * - E ' Ç * - H V ,

A', B', . . .  désignant les dérivées de A, B, . . .  par rapport à LF. 
Comme LF est une constante, les coefficients A', B', . . .  sont aussi 
des constantes; quant à x , y ,  £, t¡, ce sont des fonctions connues 
et périodiques du temps. Cela résulte, pour x  et y ,  de ce fait que 
les courbes F =  C sont fermées, et pour £ et -rç de la forme des 
équations (7 ).

Le dernier membre de (8) est donc une série trigonométrique 
dont la quadrature est immédiate. Le terme tout connu de cette 
série représentera alors le moyen mouvement de ~k.

M. Andoyer a poussé l’approximation plus loin en tenant 
compte des puissances supérieures de x  et de y .  Je ne puis que 
renvoyer à son Mémoire dans le Tome X X  du B u lle t in  astrono­
m iq u e.

FIN DU TOME I.
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