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INTRODUCTION.

Ce Livre ne doit faire double emploi ni avec mon Ouvrage sur
Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, ni avec le
Traité de Mécanique céleste de Tisserand.

Dans Les Méthodes nouvelles je me suis placé le plus souvent
au point de vue du géométre et j’ai recherché la rigueur analy-
tique; j’ai, par exemple, consacré & la question de convergence
des séries de longs efforts et des pages nombreuses; ici, au con-
lraire, je laisserai cette question complétement de coté et le lecteur
qui désirerait I'étudier devrait se reporier aux Volumes que je
viens de citer.

D’autre part, dans ces Volumes, j'ai poussé l'approximation
beaucoup plus loin que ne I'exige la pratique; j’ai pu ainsi faire
ressortir des circonstances tout a fait imprévues, dont 'importance

analytique est trés grande, mais qui n’ont aucun intérét pour las-

tronome pralicicn, et n’en acquerront que le jour o la précision
des observations sera beaucoup plus grande qu’aujourd’hui, ou
quand on voudra comparer des observations s’étendant sur une
longue suite de siécles.

Au conlraire, j’ai regardé les résultats anciens comme connus, de
sorte que j’ai peu insisté sur le lien qui rattache les méthodes nou-

velles aux anciennes et sur la facon dont celles-la sont sorties de

celles-ci.
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vI . INTRODUCTION. L

L’Ouvrage n’était donc pas accessible au débutant et ne conve-
nait qu’au lecteur déja familier avec.la Mécanique céleste.

Ici, au contraire, je me borne & reprdduire les lecons que j'ai
professécs devant-les éléves de la Sorbonne et je prends le pro-
blémea son début, en supposant connus seulement les principes

- de Analyse et de la Mécanique, ainsi que les lois de Képler et de
Newton. Je n’emprunte aux méthodes nouvelles que leurs résul-
tats essentiels, ceux qui sont susceptibles d’une application inmé-
diate, en m’efforcant de les rattacher le plus intimement possible
a la méthode classique de la variation des constantes.

D'un autre c6té, Tisserand s’est constamment. préoccupé de
reproduire ausst fidélement qu’il a pu la pensée des fondateurs de
la Mécanique céleste et, en eflet, son Livre nous la rend tout entiére
sous une forme condensée. Je n’avais pas & refaire ce qu'il avait
fait et bien fait.

Jai été plus droit au but; le chemin suivi par nos devanciers
n’a pas toujours été le plus direct: en pareil cas, j’ai coupé au
court; e me privais ainsi de tout ce qu’ils avaient vu en route et
qui souvent était plein d’inlérét; mais je n’avais pas a le regretter,
puisque Tisserand nous 'avait montré.

Ce nouveau Livre ne dispensera donc pas de lire les deux Livres

anciens et dans la suite j’y ferai de fréquents renvois.
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' LECONS

DE

" MECANIQUE - CELESTE.

CHAPITRE 1.

PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE.

I ne s’agit ici ni des fondements expérimentaux ni des prin-
cipes philosophiques de la Mécanique, mais aniquement de cer-
taines transformations analytiques dont la connaissance est indis-
pensable & celui qui veut étudier la Dynamique. Ce sont celles
qui ont fait I'objet des célebres Vorlesungen tiber Dynamik de

Jacobi.

1. Equations canoniques. — Soient

~

Z1, Zay, ey Tay
Y1, Yoy ey -7"'1»

2 n variables réparties en deux séries, et soit F une fonction quel-
conque de ces 2n variables. Envisageons les équations diffé-
rentielles’ S
doy _dF - dy 4R
1) T dyy di = 7 da
Les équations différentielles de cette forme s’appelleront équa-

-tions canoniques. ,
Si lon avait intégré complétement ces équations, .on aurait

exprimé les inconnues z ety en fonction du temps ¢ etde 27 con-
P. — L I
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2 CHAPITRE 1.
stantes d’intégrations

%1, G2y .oy %a2ne

Remarquons en passant que le déterminant fonctionnel des z et
des y par rapport aux constantes « ne peut étre identiquement nul.
Sl 1’était, en effet, il y aurait entre les z, lesy et les ¢ une relation
indépendante des o ; on ne pourrait donc attribuer aux z et aux )
de valeurs initiales quelconques pour ¢ = ;.

Hest aisé de voir, en outre, qu’on aura, en vertu des équations (1),
dF dF dxi dF d_}’l
d—t=2(d7im+@??)= :

d’ou
F = const.,
ce qui nous donne une intégrale des équations (1).

Cette intégrale peut s’appeler intégrale des forces vives; car, dans
le cas des équations de la Dynamique, elle n’est pas autre chose,
comme nous le verrons, que l'’équation de la conservation de
Iénergie.

2. Les équations canoniques (1) peuvent se mettre sous une
forme différente, mais équivalente :

Supposohs que tout ait été exprimé en fonction de ¢ et des con—
stantes «.; on aura identiquement :

(2) l wii_t._ d 1{342_ dz dy N dy dz
dt day dag dl ~ 4k dt do dt dap’

ay €étant l'une quelconque des constantes d’intégration. On aura
d’ailleurs

dF O dF dy dF dx
) T = 2y dn T N T
En vertu des équations (1) le second membre de (2) est égal &
celui de (3); on aura donc
d dy d dy _ dF
) e T Ty e AL Ty

On aura 27 équations de cetle forme puisque I'indice & peut
prendre les valeurs 1,2, ..., 2n.
Réciproquement, si I'équation (4) a lieu, le second membre
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PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. . 3

de (2) est égal & celui de (3), ce qui peut s’écrire

Z(dx‘ dF>£IL_ (d;y_’_dFA dz
\dt — dy ) dax dit Tdz)dar

Ces 2 n équations sont linéaires par rapport aux 27 inconnues

b

dz _dF _ (dy  dF
7 ~ (&%)

it dy’ dz

le déterminant de ces 27 équations linéaires qui n’est autre chose
que le déterminant fonctionnel des z et des y par rapport aux o ne
peut étre identiquement nul. Donc les 22 inconnues doivent étre
nulles, ce qui veut dire que les équations (1) sont satisfaites.

Ainsi les équations (1) peuvent se déduire des équations (4), de
méme que les ¢quations (4) des équations (1); les deux systémes
d’équations sont donc équivalents.

3. Changements canoniques de variables. — Soient
xY, xlm ceur X,
! ’
yi’ {.)’ MRS | yn

an fonctions des 2 n variables anciennes z et y. Nous pourrons faire
un changement de variables, en prenant pour variables nouvelles
les z’ et les y/.

Je suppose que les relations qui lient les variables nouvelles aux.
variables anciennes soient telles que I'expression

Ex’dy’—zxd_y =d8$

soit une dillérentielle exacte; je dis que le changement de
variables n’altérera pas la formé canonique des équations (1) qui
deviendront

.

. dey _dF dy; dF
(1 bis) W—d—‘y;, .'ﬁ——d—x;' .
En effet on a
. ay’ dy _ ds
T dop " dap T dag’
Ly dy _ 4S8
Zx dt T A’
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4 . CHAPITRE 1.

et 'on en déduit I'identité

dg_ dr d dy _d~,dv  d N4
O) @ 2%y~ Tap &A= i aa” duy dup e di

Des équations (1) on peut déduire les équations (4), celles-ci &
cause de I'identité (5) donneront

: A4y  d .dy _ dF
woe) Dl rral DS T
»

qui ne different des équations (4) que par la substitution des
variables nouvelles ' et 3’ aux variables anciennes # et y. Nous
avons vu que des équations (4) on peut déduire les équations (1);
de méme des équations (4 bis) on pourra déduire les équa-
tions (1 bis). Les équations (1 bis) sont donc une conséquence
des équations (1). . C. Q. F. D,

4. Exemples. — Soil, par exemple,

Ti=yi  Yi=— %,
dans ce cas : .

Nody—Fody=—F ydo— Y ody=—d <ny>

sera une différentielle exacte, de sorte que les équations (1), par
suite du changement de variables, se transformeront dans les
équations (1 bis). Clest d’ailleurs cc qui se vérifie immédiatement.

5. Supposons que les z' soient liés aux z par des relations
linéaires, et que les »' solent liés aux y par d’autres relations
linéaires. Supposons de plus que 1’on ait identiquement

(6) Zw’y’ =Ewy.

Il est clair que les différentielles dy’ seront liées aux dy par
les mémes relations linéaires que les ' aux y. Dans I'identité (6),
nous pouvons donc remplacer les y et les ' par les dy et les dy'.

11 en résulte que
Ex’ dy’——Zx dy=o
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PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. 5

est une différentielle exacte et (ue le changement de variables
n’altére pas la forme canonique des équations.

6. Si nous posons

. e

x:x/:Tpcosw, ¥ =V2p sinw,

il viendra
@ dy = 20 costw dw —+ dp cosw sinw, .

sin’zw]

- donc »

o

zdy —pdw=pcosa2e dw + d—fsinzw =d[

~

est une différentielle exacte.
Si donc nous posons

’ oo el ’
z1=v2a,| cosy, y1=v2z] siny,,

et pour > 1
=2l Y=Y

la différence Zx’ dy’—Zx dy sera une différentielle exacte et

la forme canonique des équations ne sera pas altérée.

7. Equations de Hamilton. — Les équations de la Dynamique
peuvent se mettre facilement sous la forme canonique.

. , \ ;. n O .
Nous considérerons un systéme matériel formé de 3 points

matériels; ces points seront soumis & des forces ne dépendant
que de leurs coordonndes, et ces forces devront admettre une
Jonction les forces conformément au principe de la conservation
de Pénergie.

Je désignerai les coordonnées du premier point matériel par
Zy, T3, T3; celles du second par 24, 25, 65 ... ; celles du <L;>'eme
et dernier par z,_s, Zu_, Za- ‘

Je désignerai indifféremment la masse du premier par mi, m:
ou my; celle du second par my,, my ou mg; ...; celle du dernier
par My_a, M,y OU M. ’

Dans ces conditions, la demi-force vive ou énergie cinétique T

aura pour expression
I dx:\2-
T = — n; —£ -
2 E \ dt
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6 CHAPITRE .

Je désignerai par U I'énergie potentielle qui sera une fonction
8 P g
des coordonnées, de sorte que I’énergie totale sera

F=T~+U

ct que les équations du mouvement s’écriront

m dzxi _—— iq
(7) IR < da
Nous poserons
= m dz;
Yi= ny a5

de sorte que )1, ¥a, ¥s représenteront les trois composantes de la
quantité du mouvement du premier point matériel. On aura alors

2
N
2 m;

et
dw,- _ Yi - dT

* dt ~ m; (l_}’l

D’autre part, I'équation (7) pourra s’écrire

Comme T ne dépend pas des z, ni U des y, on aura

dF _du  4F _ar
dz; - dxi’ d}’z - d}’z

el par conséquent

dz; _ dF dy: dF

dt  dy; di T dw’
ce sont bien nos équations canoniques.

8. Adoptons maintenant un systéme de coordonnées curvilignes
quelconques et, au lieu de définir la position du systéme par

. n .
les n coordonnées rectangulaires z,, %2, ..., &, de ses 3 points

matériels, définissons-la par n fonctions quelconques
g1y G2y e.sy Gn

de ces n coordonnées rectangulaires.
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PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. vi

Réciproquement, les n coordonnées rectungulaires z seront
des fonctions des n coordonnées nouvelles g. Nous représenterons

pour abréger les dérivées & 7::— et 92 par z; et ¢y. Alors U, qui ne

.dépend que des z, ne dependra que des ¢.
Soit
Ti= (‘Pl'(qh ATERER) q”)~

En différentiant, on trouve

d!
(@) day= Y 7 dgi
ou hien encore
, de; ,
(9) @y = 2 7;—; T

Nous voyons que les z’ sont des fonctions linéaires des ¢, dépen-

dant d’ailleurs des ¢, puisque les coefﬁments il dépendent des ¢
et pas des ¢'.
Il en résulte que T = -;zm #'* sera un polynome homogéne -

du second degré par rapport aux ¢', dont les coefficients dépendent
d’ailleurs des ¢. Si donc nous posons

ar _ .
dg, = P

nous aurons, en vertu du théoréme des fonctions homogenes,

‘2T = dg' Qt ZPtQt

Remarquons d’ailleurs que, si 'on exprime T en foncuon des 2/,

sous la forme T = 2me’-‘, on aura de méme

daT
a7, =yi; 2T=2)fxw’¢_-

Cela posé, donnons aux variables ¢’ des accroissements dg’, les
variables ¢ étant regardées comme constantes; alors les variables z
ne subiront aucun accroissement, puisqu’elles ne dépendent que

des ¢, mais les ' subiront des accroissements dz’ et la différen-
#
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8 CHAPITRE 1.

tiation de I’équation (g) nous donnera

(10) ’ dry _2 4% 4

On aura d'ailleurs

D AT ,, gdT .,
ou

(1r) 2pdq’=2ydx’.

La comparaison des équations (8) et (10) nous montre qu’il y a _
entre les dx’ et les dg' les mémes relations linéaires qu'entre les dx
et les dg. Dans I'identité (11) nous pouvons donc remplacer les d2’
et les dg' par les /z et les dg, ce qui donne

2pdq=2_ydx.
Dgdp—Ywdy= d[qu—Zyx]

est une différenti€lle exacte. Si donc nous prenons pour variables
nouvelles les ¢ et les p, la forme canonique des équations ne sera

pas altérée et nous aurons

dq; dF dpi dF

(12) WG A dg

Ainsi

Ce sont les équations de Hamllton pour un systéme quelconque

de coordonnées.

9. Systémes 4 liaisons. — Il est aisé d’étendre ce résultat 4 un

steme 4 liaisons. Supposons que nos = points matériels soient
systé s. Supp q 5 P le

soumis & a liaisons, de fagon que leurs n coordonnées reclangu~
laires puissent étre exprimées en fonction de n — a = § variables
indépendantes

(13) g1 Ga ey GB

Soient
2= 9;(q1; Qas «+ s GB)
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PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. 9

les expressions des n coordonnées rectangulaires en fonction de
ces P variables.
Introduisons « variables auxiliaires

(14) qB+1y qB+2y +vey qn

et posons .
Z;= ‘?t((]l, G2y -2 GBy GB+1y 00y ‘]u)a

les ¢; étant des fonctions choisies de fagon a se réduire & v; pour
(15) G8+1=@B+2=1..=¢n =0, !

mais d’ailleurs quelconques.
Si nous adoptons comme variables indépendantes

g1y G2y oy Gny

alors les équations (15) représenteront précisément nos équations
de liaison. )

On voit qu'un sysiéme a liaisons se comporte comme un systéme
libre & la condition qu’on lui applique certaines forces supplémen-
taires, dites forces de liatson, et dont il est aisé¢ de comprendre
la signification. Supposons, par exemple, que deux points du

Iy

systéme soient assujettis a rester d une distance constante a; tout
se passera comme si ces deux points s’attiraient quand leur distance
est supérieure & a et se repoussaient quand elle est inférieure;
cette attraction (ou cette répulsion) étunt extrémement grande
pour une distance égale & @ +¢ (ou & @ —¢) 3 moins que ¢ ne
soit extrémement petit. Toutes les forces de liaison sont suscep-
tibles d’une interprétation analogue.

Soit alors W ’énergie potentielle due a ces forces de liaison,
de telle fagon que le travail de ces forces soit représenté par — d'W.
Nous pourrons alors traiter notre systéme comme s’il était libre,
mais & la condition d’ajouter cette énergie potentielle W a celle
des forces ordinaires (ue nous avons appelée U; c’est-a-dire de
changer F en F + W. Les équations (12) s’écriront alors

dqi__ d(F +W) dpi_ d(F+W)
de T T dpr 0 e TT T g

Mais le travail des forces de liaison est nul pour tout déplace-
ment compatible avec les liaisons; la fonction W ne varie done
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10 CHAPITRE L.

pas quand les variables (13) varient, les variables (14) restant con-
stamment nulles. On a donc

dw .
d—q;:o (z=[,2,'...,@).
D’autre part, W dépend seulement des ¢ et pas des p, de sorte
e dW __ o
que 7 = ¢
Nous pouvons donc écrire, en donnant seulement a 'indice ¢
les valeurs 1, 2, ..., B,
dg: _ dF -~ dp: __ dF
de ~ dp;’ dt — dg;’

de sorte que nous retrouvons les équations de Hamilton.

10. Mméthode de Jacobi. — Reprenons les équations cano-
niques (1). A ces équations se rattache intimement une équation
aux dérivées partielles, imaginée par Jacobi, et que nous allons
construire.

Soit S la fonction inconnue; dans la fonction F(z;, y;) rempla-

. . ds . . .
¢ons y; par la dérivée partielle az,; égalons cette fonction & une

constante. Nous obtiendrons ainsi I'équation
ds
(16) F(wi,a—é)_const.

Cest I'équation de Jacobi, et nous allons voir que l'intégration
des équations (1) se raméne i celle de 'équation de Jacobi.

Supposons, en effet, qu'on ait trouvé une solution particuliére
de I'équation (16) dépendant de n constantes arbitraires

ph ‘52; vevy @n-

La constante du second membre de (16) sera une fonction de ces
n constantes, de sorte qu'on aura

(17) F (2 T2 ) = 9B Bu oo o)

La fonction S dépend 4 la fois des variables z et des constantes
d’intégration B3 ; si nous faisons varier & la fois ces variables et ces

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. II

constantes, nous aurons

ds —2 dz +2

dS ds
(18) ;=00 m—'ﬁ'

Posons

Entre les 4 quantités z, y, 3, v, nous avons les 2n relations (18).
Donc 2 n de ces quantités peuvent étre regardées comme fonc-
tions des 2 n autres; par exemple, les § et les y comme fonctions
des z et des y. Cela nous permet de faire un changement de va-
riables et de prendre comme variables nouvelles les 8 et les ¢ au
lieu des z et des y.

Ona

dS = ydz-+ ¥y dp;
ZydB—Zxdy=d<S—ny>

est une différentielle exacte.
Le changement de variables est donc canonique, et les équa-
tions (1) deviennent

in dF dpi _ _ dF
dﬁi dr d'Yi

donc,

ou, i cause de I'identité (17),

dw dy df; _ o
= dp’ dr =

(19)
Ces équations (19) s'intégrent immédiatement, on trouve d’abord
pi = const.

Les B étant des constantes, la fonction ¢ (B4, B2, ..., B.) sera

do
également une constante et il en sera de méme de ses dérivées - d(s
1)

L’intégration de la premiére équation (19) nous donnera donc
d
Yi= ag;. t+ o,

les m; étant n nouvelles constantes d’intégration.
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12 . CHAPITRE 1.

On a donc ainsi intégré complétement les équations (19) et par
conséquent les équations (1).

11. Reprenons les équations

(1) de _ dF dy _ dF
dt ~ dy’ dt T dz’

avec ces équations nous pouvons former les équations de Jacobi
ds '
16 F( z;, — ) = const.
( ) ( b (lx',-)

Faisons un changement canonique de variables; solent ¢ et p
les variables nouvelles, de telle fagon que

qup-—dey:dV

soit une diftérentielle exacte et que les équations (1) deviennent

(1 bis) %:%; %:—j—;‘;-

Je désignerai par F(g; p) ce que devient F(x,y) quand on y
remplace les z et les y par leurs valeurs en fonctions des ¢ et
des p; je mets un point-virgule entre ¢ et p pour éviler toute
confusion et afin que F(¢, p) ne semble pas étre le résultat de la
substitution de ¢ & et de p a y dans la fonction F.

Nous pouvons appliquer aux équations (1 bis) la méthode de
Jacobi, en remplagant dans F la variable p; par la dérivée par-

tielle ds » ce qui donne I'équation
dg;
, ds’
(16 bis) F(qi, 2@>= const.

Les fonctions S’ qui satisfont & I'équation (16 bés) sont-elles les
mémes que les fonctions S qui satisfont & P'équation (16)? Non,
en général.

En effet, je puis remplacer 'équation (16) par

F(x;, yi)= const. ds =2ydz
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PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. 13

et I'équation (16 bis) par
F(qi; pi) = const. dS’=Zp dp.

L’équation F(g; p) =const. est bien une conséquence de
I'équation F(z, y) = const. ; mais on trouve

ds5' — ds =2qu—2ydx=d<zpq —EW—V)’

§S'—8= qu—zéay—v-

Le second membre n’est pas nul en général.

I1 y a cependant un cas ou les fonctions S’ sont les mémes que
les fonctions S; c’est celui des équations de Hamilton et du chan-
gement de variables du n° 8.

Nous avons trouvé en effet au n* 8

Zydx =Z1) dq,

d’ou 'on tire ‘ '
dS'=dS, S'=8. ‘

d’ou

En d’autres termes, dans le cas des équations de Hamilton, si
dans 'équation (16) on remplace les z par leurs expressions en

. ., . ds .
fonctions des ¢ et les dérivées particlles .7 bar leurs expressions

- en fonction des ¢ et des dérivées partielles Z—;, I’équation trans-

formée s’écrira
ds
F i} —= ) = const.
qgi; in )

ce qui n’est pas autre chose que I'équation (16 bis) on S a été
remplacée par S. ‘

12. Cas ou le temps figure explicitement. — Supposons que la
fonction F dépende non seulement des z et des y mais du temps ¢,
et envisageons encore les équations (1); elles n’admettront plus
Uintégrale des forees vives

F,= const.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



14 CHAPITRE 1.

Il est aisé toutefois de ramener I'étude des équations (1) dans le
cas ol le temps figure explicitement dans la fonction F & I'étude
de ces mémes équations dans le cas ou il n’y figure pas; cas qui
est le seul que nous avons envisagé jusqu’ici.

Introduisons deux variables auxiliaires u et ¢ et posons

F'=F(2,yiu)+v,

o F(x;, yi; u) estla fonction F ot ¢ a été remplacé par u. Con-
sidérons les équalions

dw _dF  dy _ dF
(20) dt ~ dy’ at T dz’
>0 du . dF'  dv _ dF
dt ~ dv’ dt T du’ .
Ces équations ont la forme canonique.
La troisiéme des équations (20) nous donne :
du
&Y

d’oh u = t; les deux premiéres ne sont autre chose que les équa-
tions (1); car, quand on fait « = ¢, il vient

dF v _ar
dy — dy’ dz = d

Quant a la quatriéme, elle définit la variable ¢, que Pon pourrait
également définir a 'aide de l'intégrale des forces vives des équa-
tions (20)

F(zi, yiy u) -+ v = const.

Supposons maintenant que l'on fasse un changement de va-
riables et que les variables nouvelles 2’ et ' soient des fonctions
des variables anciennes z et y et du temps ¢.

1° St la différence
: . ,
Zz" dy —Zx dy

est une différentielle exacte.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. 15

L’expression

(Zx’ dy’' + ud&))'— <2x dy +u dv)

sera une différentielle exacte: ce qui veut dire que les équations (20)
conserveront leur forme canonique, quand, conservant les deux
derniéres variables,'« et ¢, on prendra pour variables nouvelles 2},
Vi, ueto, aulieu de x;, i, u et v. Les équations (1) qui ne sont
autre chose que les deux premiéres équations (20) conserveront
donc aussi leur forme. '

N

" 2° Silexpression

‘ 21, d_y'(—-v Zx dy

devient une différentielle exacte quand ony regarde t comme
une constanlte.

Nous aurons, quand ¢ sera regardée comme varable,
> dy’—Zx dy = dS + W dt,

dS étant une différentielle exacte et W une fonction des z, des y
et de ¢, ou, si I'on aime mieux, des 2/, des ' et de ¢.
Ou bien, en remplagant ¢ par «,

Zx' d_y’—-Ex dy =dS +.W du. ’

Posons alors
vV=v-+ W;
nous voyons que ’ .

<Ew dy'+u dw) = (Zr dy -+ udv) = d(S +uW)

est une différentielle exacte. :

Si donc nous prenons pour variables nouavelles z;, y;, u et ¢ an
lieu de zi, yi, u et v, les équations (20) conserveront la forme
canonique. : \

Mais nous aurons, avec les variables nouvelles,

. F=F+4+¢—W.
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et
dF _d(F—W) dF__ d(F—W)
dv’ —  dx ' Ay a

Les deux premiéres équations (20) deviennenl donc

dz' _ d(F —W) dy' _ a(F—W)
dt — ~ dy dt dz

On voit que les équations (1) ont encore la forme canonigue,
mais que la fonction I est remplacée par I — W.

3¢ Siles variables z' et y' sont des fonctions des x et des y
seulement et pas du temps t et st

22" dy'—Zx dy

est une différentielle exacte.

Nous retomBons sur le premier cas et les équations (1) con-
servent la forme canonique avec la méme fonction F.

Quel résultat nous donne maintenant la méthode de Jacobi
appliquée aux équations (20)? Appliquons la régle. Posons

s __ as
dz; =Jh du ="
et égalons I’ 4 une constante, nous trouvons
Flax -fii U+ as _
i dxi, dn = conslt.,
ou, en remplagant u par ¢,

das as
F <xi,%, t) + = const.

Telle est la forme de I'équation de Jacobi dans le cas qui nous
occupe:

13. Crochets de Jacobi. — Revenons au cas ol le temps ne
figure pas explicitement dans la fonction F.
Soient F, et F, deux fonctions quelconques des z; et des Vi
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PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. 17

Nous désignerons par la notation [F,, F,] 'expression suivante :
p ) P

_ dF, dF, dF, ng)
(FoFil =3 (5 e~ ot T

Cest le crochet de Jacobi.
Nous trouvons immédiatement, en vertu des équations (1),

dFl _ dFt dx,' dF1 dy, dF1 1_F_ d_Fl.ﬂ
“dt _E(ZE @ dy; dt > Z(dxi dy: dy: d.'p,)

¢’est-a-dire

dF‘ = [F;, F].

Cela veut dire que la condition nécessaire et suffisante pour
que F, = const. soit une intégrale des équations (1), c’est que le
crochet [Fy, F] soit nul.

Si A, B et G sont trois fonctions quelconques, on vérifie aisé-
ment P'identité

[[A,B],C]+[[B,C],A]+[[C,Al,B] =o.

Supposons donc que F, = const., F,= const. soient deux inté-
grales des équations (1); je dis que [Fy, Fp]=const. sera une
troisi¢me intégrale. C'est le théoréme de Poisson.

En effet, nous avons I'identité

[[F, F1],Fs |+ [[Fs, F2], F]+[[Fs F), F1 | =o.

Le premier et le dernier terme s’annulent, parce que F, et F,
étant des intégrales [F, F\]=—[F,,F]et [F2, F] doivent s’an-
nuler. Le second terme sera donc nul et 'on aura

[[F4, F,],F].—_o,

ce qui exprime que [F,, F,] est une intégrale.

Pour plus de détails, je renverrai & mon Ouvrage sur les Mé-
thodes nouvelles de la Mécanique céleste. On verra, en particu-
lier, aux n° 56, 69, 70 et 71 (t. I, p. 166, et 192 & 198) quels
sont les rapports entre les crochets de Jacobi et ceux de Lagrange
que nous allons bientdt définir, et 'on trouvera a la page 169
(t. I) une nouvelle démonstration du théoréme de Poisson.

P. — L 2
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18 : CHAPITRE L.

Dans le Tome Il on verra les rapports des crochets de Jacobi
avec les invariants intégraux et, en particulier, au n® 235, page 43,
on trouvera une génerahsatlon du théoréme de Poisson.

Je n'insisterai pas ici sur toutes ces considérations.

14. Crochets de Lagrange. — Supposons que les équations (1)
ayant été intégrées, les zi et les y; se trouvent exprimés en
fonction du temps ¢ et des 27 constantes d’'intégration ay.

Je désignerai par la notation [as, ox] I'expression suivante :

_ dx; dyy dz; dy;
[am ar] =3, (dT,. Fax " day aa—,)

Ce sont les crochets de Lagrange qu'il faut se garder de con-
fondre avec ceux de Jacobi.
Nous avons vu au n° 2 que les équations (1) entrainent les
suivantes :
] AN, dr _ _d N, dy _ dF
() Tttt Ty, g, At " T

ce que je puis écrire

d dy d dy
20 @ 2= (P2 )
J’aural de méme
d dy
(22) dt deu” oy, = dah< +Xe —‘)'

Je différentie (21) par rapport & e, et (12) par rapport & ay etje
retranche. Les seconds membres se détruisent et il reste
Gt A5, dr
dt \ day, dak day dah =0

ou
dy(de dr_ ds dr)_dioma] _,
dlz (dah doy, doy dap dt 0s

ce qui signifie que (a4, @x) est une constante indépendante du
temps et pouvant dépendre seulement des constantes d’intégra-

tion a,
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15. Remarquons, de plus, que nous aurons les identités

d[zh; o‘/c] d[“k’“f] d[aj*“h]
(23) daj =+ day, du:

07
[ar 2]l =0, [an,ar] =—/ar, sl

qui sont des conséquences immédiates de la définition des crochets
de Lagrange.

Pour démontrer la premiére de ces identités, nous n’avons qu'a

écrire
[an, ax] = 7~ ji; Zi—[c ;a};
[an, a;]= da/cE daj : da, ;:Ic
Ly ] = zgg— doch T dw, 2 ddz

Si nous différentions la premiére de ces relations par rapport
i aj, la deuxiéme par rapport a az, la troisiéme par rapport a ax et
que nous ajoutions, nous constaterons immédiatement que les dif-
férents termes du second membre se détruisent deux a deux. Le
premier membre doit étre égal & zéro, ce qui démontre la premiére
identité (23). '

16. Reprenons I’équation (21) et écrivons-la
d N, & _ &
di dak dt dag’

en introduisant une fonction @ définie par 'équation
dy dF
=F "‘2,’” Y =F-Ya.

Cette-fonction Q étant définie par sa dérivée partielle par rap-
port & ¢ n’est définie qu’a une fonction arbitraire prés des con-
stantes a. '

Notre équation nous donne, par intégration,

dy aQ

dazk day + Ak

Ax étant une fonction des constantes « indépendante du temps.
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20 CHAPITRE 1.

D’autre part, nous avons

et comme
dQ dQ
ao = de T dt,
. dy dy
dy = o da g+ T dt,
1l viendra
(24) dey=dﬁl+2Akdak—Fd1,

les Ay étant indépendants du temps.
De ]a nous déduisons immédiatement

(an,ax] = _d_u,: -_ 7&;

Comme A; et A, sont des fonctions des « seulement ne dépen-
dant pas de ¢, il en sera de méme de leurs dérivées partielles, et,
par conséquent, du crochet [a, az]. Nous retrouvons donc le
théoréme du n° 14.

17. Nous pouvons choisir comme constantes d’intégration les
valeurs initiales 2?, y? de 2; et y; pour t=o0. Dans ce cas,
I'équation (24) prend une forme remarquablement simple.

Faisons ¢ = o dans cette équation (24). Nous voyons que dt
sera nul, que z; et y; se réduisent & z} et y}; d’autre part, Q se
réduira & Qo; les A4, qui sont des constantes indépendantes du
temps, ne changeront pas. Il viendra donc

. Zwo dyt = dQ +2 Ay dag,
ou, en retranchant de (24),

(25) . 2xdy=d(sz-—Qo)—i-Zx“dyo—th.

18. Dans le cas particulier des équations de Hamilton, on a
(avec les notations du n° 7)

F=T+U,
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U est indépendant des y et T est homogéne du second degré par

rapport aux y; on a donc
o dT _ 1 dF
1= G = 2Ty

D’autre part, on a
dF dF

d dy dz
mz"’f—z“’zz +Efm Tt Ty i A’
et, par conséquent,

aQ dzxy —F— 2}/

Cdt
et, enfin,
. Q ;
(26) %7,=d—fi§”l+v—'r.

19. Dans le cas particulier du probléme des trois corps, Pénergie
potenuelle U est homogéne de degré — 1 par rapport aux z, et T,
qui reste homogéne de degré 2 par rapport aux y, ne dépend pas

des z.
Le théoréme des fonctions homogénes donne alors

——U—_E.z' dU— mj—i.
2T=Zy —Zde
d’ou

IF L 4F
(26) 2F—2y‘ 2 Do

Dans ce cas, il est aisé de former la fonction ©; on trouve, en

effet,
dQ dF
7 F—E.z'—
=2y 2
X —5—=
d’ou
d(Q+zxy) F+zy g_gF

Comme F est une constante en vertu de I’équation des forces
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22 CHAPITRE 1. — PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE.

vives, cette équation s’intégre immédiatement et 'on trouve-

Q= 3F t —2wy+ const,

On peut d’ailleurs remplacer la constante par une fonction arl;n—
raire des constantes d'intégration.
Soit, maintenant,

,._ -.J=azzwg‘;—’’—i-z.yggl'~

on trouve
d a .
1= +a(2”)’
d’ot ' o
dl _d’ dy d*Tazy
TRRT) <2 da) + Txdr '
ou
: Cdl_dn@+3ay)
dl‘ da dt
on, enfin,
dj _ dF -
dt — dx’

En vertu de I’équation des forces vives, F ést” une constante;
c’est donc une fonction des 2 n constantes d’mtegrauon a; etilen

est de méme de sa dérwée partlelle 4k par rapport i une de ces

constantes.

dF
Donc ~z €St une constante.

“ P

" L’équation précédente nous apprend donc que J est une
Sfonction linéaire du temps.

Ce résultat se rattache intimement & la théorie des invariants
‘et, en particulier, de 'invariant relatif que j’ai étudié au n° 256 du
Tome III de mon Ouvrage sur les Méthodes nouvelles de la Mé-
canique céleste.

Je me bornerai a renvoyer le lecteur aux Chapitres XXII, XXIII
et XXIV de cet Ouvrage et aussi aux pages 169 et suivantes du
Tome I°r. T

On verra également, dans ces Chapitres, comment la théorie
des crochets de Lagrange se rattache a celle des invariants inté-
graux..
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LE PROBLEME DES lTRO[S CORPS.

20. Notations. — Considérons trois corps A, B, G qui s'attirent
conformément a la loi de Newton. J'adopterai les notations du n® 7,
c’est-a-dire que je désignerai par '

X1, X 3.33
les trois coordonnées du corps A, par

Ty Tsy o
celles du corps B, par

Z1, X3y @y

celles du corps C.

Quant aux masses, je désignerai celle du corps A indifférem-
ment par ' .
my, my OU My,

celle du corps B, paf

celle du corps C, par

mq, mg OoUu my,

de sorte qu’on aura

Je poserai
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24 CHAPITRE II.
de sorte que les trois composantes de la quantité de mouvement
seront, pour le corps A : yy, ¥2 et y3; pour le corps B : y,, ¥s

et yq; pour le corps C: yy, ¥ et yy.
L’énergie cinétique totale sera alors

= dz\* 1\
T—izm(a)_z m

L’énergie potentielle sera

mym, ny my m, ms;

(1) U=—=p —"aC —BC

a la condition que I'on ait choisi les unités de telle sorte que la
« constante de Gauss » soit égale a 1; nous pouvons le faire sans
inconvénient, car il sera toujours aisé de rétablir ’homogénéité &
la fin du calcul.

Dans V'expression de U, les dénominateurs AB, AC, BC repré-
sentent les distances AB, AC, BC.

L’énergie totale sera

F=T+ U,

et nos équations canoniques s’écriront (d’aprés le n° 7)

o) do, _ dF  dy __ dF
dt — dyi’ di ~ d;
Nous désignerons d’ordinaire les trois axes de coordonnées sous
les noms de aze des z,, azxe des z,, axe des x3.

21. Intégrales diverses. — Le probléme des trois corps, dont
les équations sont les équations canoniques (2) du numéro précé-
dent, admettent un certain nombre d’intégrales simples.

Nous avons d’abord V'intégrale des forces vives

v

F = const.

Observons ensuite que notre fonction U ne dépend que des dis-
tances mutuelles des trois corps A, B, G; elle est donc indépen-
dante du choix des axes; elle ne change pas quand on imprime au
systéme des trois corps un mouvement commun de translation ou
de rotation.

Imprimons donc & ce systéme une translation infiniment petite ¢
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!

dans le sens de l'axe des z,. Alors

X1y Ty X
se changeront en

Xy ¢, X+ X1-+E,

et les autres 2 ne changeront pas.
L’accroissement de U devant étre nul, on aura

o 2y v d
) az, T dm T dmy

= 0.

Mais il convient ici d’introduire une notation qui nous sera trés
utile dans la suite.
Nous écrirons par exemple - -

23?(1’:) = o(x1)+ 9(2y)+ ¢(21),
23"?(‘”:) = ?(-7"2)4'?(175)""?(%‘3),

23?(@‘“}‘2) = ¢(@1, 1) +2(26, V5) + 9(27, 7).

R R R N R N A I I N ]

c’est-a-dire que le signe 2 , qui peut se prononcer, somme de
3 N

trois en trois, a la signification suivante; il représente une somme
de trois termes; le premier est celui qui est explicitement formulé,
le second se déduit du premier en augmentant tous les indices de
trois unités et le troisiéme en les augmentant de six unités.

Ou, si 'on aime mieux, le second terme sera formé avec les
coordonnées du point B, et le troisitme avec les coordonnées du
point C, comme le premier avec les coordonnées correspondantes
du point A. . '

Dans le cas oi 'on envisagerait non plus trois corps, mais n
corps, on pourrait évidemment employer la méme notation, mais le

signe 2 représentera non plus une somme de trois termes, mais
3

une somme de 2 termes.

Quand, au contraire, nous emploierons le signe 2 sans l'in-

dice 3, la sommation devra étre étendue  toutes les valeurs possibles
des indices.
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Avec cette notation, I'équation (3) s’écrit

au_,
s day R
ou comme T ne dépend pas des z
dF _
sdwy
d’on
d)’l
23 T
d’ou enfin _
4 = const.
(4) X, yi= cons

Le premier membre de I'équation (4) peut s’écrire

dx

' d.Tl & d.Z‘
.}’1+.}’h+.}’7=m17ﬁ‘ +m‘7d7 -+ my

=,

dt

c’est donc la projection sur I'axe des #, de la quantité de mouve-
ment du centre de gravité du systéme ou la masse totale

my—+ m,+ m-

serait supposée concentrée,
On trouverait de méme

(4 bis) 2 Ys= const.; Z Y3 = const.,
3 . 3

ce qui montre que les projections sur les trois axes de la quantité
de mouvement du centre de gravité sont constantes. Le premier

membre de (4) est la dérivée de Z myz,; en intégrant (4) et
3
(4 bis) on verra donc que

E my &y, E Mg Zs, E m3 &y
3 3 3

sont des fonctions linéaires du temps; c’est-a-dire que le mouve-
ment du centre de gravité du systéme est rectiligne et uniforme.

Nous ne restreindrons pas la généralité en supposant que le
centre de gravité est fixe. Nous savons en effet que les lois du
mouvement restent les mémes, que le systtme mobile soit rap-
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porté & des axes fixes, ou qu'il soit rapporté & des axes animés
d’une translation rectiligne et uniforme.

Si nous ch0151ssons. a.lors des axes mobiles, paralléles aux axes
fixes, et ayant leur origine au centre de gravité; la translation de
ces axes sera rectiligne et uniforme de sorte que la loi du mou-
vement ne sera pas altérée; pour un observateur lié & ces axes

. mobiles, le centre de gravité paraitra d’ailleurs fixe,

22. Intégrales des aires. — Imprimons maintenant au systéme
des trois corps une rotation infiniment petite ¢ autour de I'axe
des z,.

Les coordonnées z,, x4, x; ne changeront pas; tandis que
Z9, &5, x5 deviendront

Xy — T3y Zy— Tgey, Ig— XyE,
et que z3, ¥y, £y deviendront
T3+ X8, Tsg+ ZTpE, X9+ 24¢,

et comme U ne doit pas changer, nous aurons

2 28U, 2UN _ '
3 3dxg sd.z';; -

ou, puisque T ne dépend pas des z,

3 (28 )
3 sd&l‘g 2d-’l‘3 -

ou, & cause des équations (2),
Ays dys
23(”337—’“ ‘ar)

d
3‘523(“‘3.72—9’2}’3) =o,

I

0,
ou

«

puisque l'on a identiquement

'

dzy _, dvy
Ye ) Vs ik 0.
On trouve donc en intégrant
(5) Zs(z‘s.}’a-‘xzys)= const.
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et 'on trouverait de méme
(5 bis) Zs(x,y, — 2, y3) = const., 23(”1-73_ 23 ¥1) = const.

Les équations (3) et (5 bis) sont connues sous le nom d’inté-
grales des aures.

I1 est évident que ce que nous venons de dire du mouvement
du centre de gravité, ou des intégrales des aires s’appliquerait sans
aucun changement au cas ou il y aurait plus de trois corps.

Considérons le vecteur dont les trois composantes sont

—Zs(xs}’:—xz}’a): —za(ﬁzh—%}'n), —23(99:.}'1—1‘1}’2%

d’aprés les équations (5) et (3 bis) ce vecteur est constant en gran-
deur et direction. Il a recu le nom de wvecteur des aires; et le
plan qui lui est perpendiculaire s’appelle ordinairement plan
invariable.

Si 'on prend le plan invariable pour plan des z, z., le vecteur
des aires a pour composantes

o, o, 23(@"1.}’2 —Ze y1)

23. Changement de variables. — Le probléme des trois corps
comporte neuf degrés de liberté, c’est-a-dire que nous avons
dix-huit variables # et y. On peut profiter de la propriété du
centre de gravité pour réduire le nombre des degrés de liberté et
par conséquent celui des variables indépendantes tout en conser-
vant la forme canonique des équations. C’est la I'objet des chan-
gements de variables que nous allons étudier.

Je désignerai nos nouvelles variables par

Tie Yo
T=1, 2, .e.; Q.

"Je supposerai d’abord que

&y, Ty, %

sont des fonctions linéaires de

’

1y Tay P75
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et de méme que ), x, z, sont des fonctions linéaires de z,, x5,
Zs, et Xy, Xy, 2, de Xy, x4y 2y, _

Je supposerai de plus que les relations linéaires qui lient #,
Z, &y & x4, X4, Z; sont les mémes que celles qui lient z,, z7,
Zy & T2y X5, Ty €t les mémes encore que celles qui lient z}, x\,
Zy A Xy, T, Ty.

En d’autres termes, si l'on regarde les 2’ comme les coor-
données de trois corps fictifs, il y aura entre les coordonnées de
ces corps fictifs et celles des trois corps réels des relations
linéaires indépendantes du choix des axes.

De ‘méme pour les j’. Je supposerai que y, ), »/; sont des
fonctions linéaires de yy, ¥s, ¥+, que ¥, ¥%, ¥ sont des fonctions
linéaires de ¥, ¥5, ¥s €t ¥y, 75y Vs de 3, Yo, Yoo

Je supposerai que les relations linéaires qui lient ¥, ¥, % &
Yy YVay yr sont les mémes que celles qui lient y, ¥/, ¥4 4 52, ¥
s, ou bien encore ¥y, ¥4, ¥y A ¥3, Ve, Voo

Je supposerai enfin que ces relations linéaires sont telles que
I'on ait identiquement

(6) 23“‘;)": =23$1J’1-

Comme ¥, ¥, ¥, sont liés & y3, ¥5, s par les mémes relations
que ¥,y ¥4y ¥ A ¥4y ¥4y Y1, on peut, dans 'identité (6), remplacer
YuIn Y0 Yo Vi ¥ PAT Y2y Vs ¥ey Yoy ¥sr Ve ce qui donne

stlx Ya =Za‘”1 Fe

U
"

De méme, comme ', ', &, sont liés & 2y, x5, 25 par les mémes
relations que &', x}, 2, & 2, x4, 1, on aura

23'”,2}"1 = 23“’2.}’1

et de méme :

PIEFAED VLTI I DI I

et plus généralement

23 XY k= 23 ZiY ks
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ot I'indice ¢ peut prendre une quelconque des trois valeurs 1, 2, 3,
et ol il en est de méme de l'indice 4.
On aura donc en particulier

Zsz‘lz«x}”z =23?3.}’2, 2%/3 =233’2}’3§

D@m= (@r—ays),

d’ou

et de méme

D, @ =g =2, @y =z 1)
23(-”;.}"1—-”’1}"1) =23(-2‘2}’1 —xl.?’ﬁ)‘

Notre changement de variables n’altére donc pas la forme
des intégrales des aires.

D’autre part, on a :

23x2}4=2321}’h zszé}"z=zs%}’2, Zax's}"a=23$s.}’8?
ou en ajoutant
(7) Zwé}": = Exiy:,

le signe 2 sans indice 3 indiquant, comme nous I'avons dit, une

sommation étendue a toutes les valeurs de I'indice 7.

Mais si I'on se reporte au n* 5, on voit que 1’équation (7)
signifie que le changement de variables est un changement cano-
nigue. Il n’altére donc pas la forme canonique des équations (2)
qui deviennent :

(8) dzy _ dF dyy _ _ dF
dt ~ dy}’ df T dx
24. Elimination du centre de gravité. — Voicli maintenant

l'usage que l’on peut faire de ce changement de variables. Je sup-

geq P g _
pose que l'onait choisi les relations linéaires qui lient les variables
nouvelles aux anciennes de telle fagon que l’on ait

Kyn=y1==yi+rn,
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et, d’autre part, que 2, et 2, ne dépendent que des différences
Ty — Zq €L Xy — 2.

Alors y, est a un facteur constant prés la quantité de mouve-
ment du centre de gravité; et, comme nous avons vu qu’on peut
toujours supposer ce centre de gravité fixe, on aura

.7’7=01

et de méme
Ys=yy=o.

On devra donc avoir, par conséquent,

dyt __ dF

dt =T dm, =

ce qui montre que F ne dépend pas de z,. Clest, en effet, ce qui
doit arriver si les relationslinéaires entre les nouvelles et anciennes
variables sont telles que &, et z, dépendent seulement des diffé-
rences £y — Iy et x;— 4.

Dans ce cas, en effet, T, qui ne dépend que des y et pas des z,
ne peut dépendre que des )’ et pas des z'; U, qui dépend seule~
ment des différences 2y — 27, X4 — 2y, T2 — X5, T5— Ty, T3— Ty,
Zy— &y, dépendra seulement des variables z', ), z;, 2}, z}, Z,
qui sont lides a ces différences par des relations linéaires, mais ne
dépendra pas de z,, z}, 2,. Donc F =T 4 U ne dépendra pas de
2, @}, .

Drailleurs, il est aisé de voir que nos deux hypothéses ne sont
pas indépendantes 'une del'autre et que, si y; est proportionnel a
Y1+ ¥4+, les variables ', et #, ne dépendent que des diffé-
rences Z,— Z; et £,— Zy. En effet, reprenons I'égalité (6) que
J’écris, en la développant : .

ByY L+ T Yy By =2y Yy @,y ahyh.

Donnant & z,, 4, z; des valeurs }égales; le premier membre
devient proportionnel & y~+ y,~ y,, c'est-a-dire & 5, ; dans le
second membre de notre identité, les coefficients  de y/ et de y/
doivent donc s’annuler; donc 2, et z, s’annulent en méme
temps que les différences 2, — zy et z; — 24, ce qui démontre que
Z', et z', sont liés a ces différences par des relations linéaires.

Nous supposerons donc que y; soit proportionnel a yy +y, -y
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et que Z, et x, ne dépendent que des différences z, — z, et
Zy — X1
Alors F ne dépend pas de #, &y, 2y, et'on a

Yi=ys=ry=o.

On n’aura donca s’inquiéter que des douze variables 2, 2, . ..,
Zy; ¥y Vs oo 1 ¥y et le nombre des degrés de liberté sera ré-
duit 4 six.

25. Elimination des noeuds. — Envisageons une premiére pla-

néte fictive dont les coordonnées soient 2, z,, z; etdont la quan-
. . . ! U ’
tité de mouvement ait pour composantes y, ¥, y;.

Le plan de 'orbile instantanée de cette planéte fictive, c’est-
a-dire le plan qui passe par l'origine, par la planéte et par sa
vitesse sera paralléle aux deux vecteurs qui ont pour composantes
Ty Tyy Tyy €LY, ¥y, ¥y llsera done perpendiculaire au vecteur V,
qui a pour composantes

/ / 4 / ! ! 7 ! / ! ’ '
T Ys—F3V2y T3 V1 — &\ V3 T1JV2— T2}
]

‘Envisageons maintenant une seconde planéte fictive, dont les
coordonnées soientx,, z;, ; et dont la quantité de mouvement ait
pour composantes ¥, Vs, ¥5-

Le plan de l'orbite instantanée de cette planéte fictive sera per-
pendiculaire au vecteur V/, qui a pour composantes

J / / J 7 7 4 ’ 1 ! !
By Yo =—=Ts Vs FTeY\— Yo TW¥s—xy Y.

D’autre part, le vecteur des aires qui a pour composantes
D, (@ri—a ) D @S A=TA), Y, (@ r— )

est perpendiculaire au plan invariable.

Mais les sommes que nous représentons par Z; n’ont plus que
deux termes; le troisiéme terme s’annule de lui-méme puisque 3,
Y et ¥, sont nuls. '

Chaque composante du vecteur des aires est donc la somme
des composantes correspondantes de V et V', Le vecteur des aires
est donc la somme géométrique des deux wvecteurs V et V'. Les
trois vecteurs sont donc dans un méme plan.
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Donc, les trois plans, qui sont respectivement perpendiculaires
a ces trois vecteurs, c’est-a-dire les plans des deux orbites instan-
tanées et le plan invariable, sont paralléles & une méme droite.

L’intersection des plans des deux orbites instantanées reste
donc constamment paralléle au plan invariable.

C’est cette propriété qu’on a appelée assez improprement 1'éli-
mination des neeuds; sans doute parce que I'on n’a pas a envi-
sager séparément la longitude du nceud de la premiére orbite et la
longitude du neud de la seconde, si 'on rapporte les longitudes
au plan invariable. .

Cette propriété ne subsisterait plus si 'on prenait des planétes
fictives définies autrement que par le changement de variables que
nous étudions; si, par exemple, on prenait, comme on le fait d’or-
dinaire, des planétes fictives dont les coordonnées et les vitesses
par rapport & des axes fixes seraientles mémes que les coordonnées
et les vitesses des planetes réelles par rapport a des axes invaria-
blement liés au Soleil.

26. Premier exemple. — Nous pouvons prendre, par exemple :
) = 2y —a, & = 2y — 1, ¥y =
! q
LY=o Ye=0w Y1 =01y

On vérifie aisément :

1° Que la relation (6) est satisfaite ;

2° Que y; est égal a ¥+ yi+ y1;

3¢ Que z, et 2, ne dépendent que des différences z, — xy et
Zy— Xy,

Ce changement de variables jouira donc des propriétés énoncées ;
il n’altérera pas la forme canonique des équations; il n’altérera
pas la forme des intégrales des aires; les variables z), @}, #, ne
figureront pas dans les équations et les variables y;, ¥4, )} seront
constamment nulles, de sorte que le nombre des degrés de liberté
sera égal a 6. ' }

Quant & nos deux planétes fictives, il est aisé d’en trouver la
signification. La premiére aura pour coordonnées celles du point A
dans son mouvement relatif par rapport au point G; mais elle

P. — L , 3
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34 CHAPITRE 11,

aura méme quantité de mouvement que le point A dans son mou-
vement absolu. De méme pour la seconde planéte fictive.

27. Plansdtes fictives. — L’inconvénient de la solution précé-
dente est aisé & apercevoir, bien qu'il ne faille pas s’en exagérer
p ) q P 8
I'importance. Les quantités
Yu Y Vi
ne sont pas proportionnelles aux dérivées
" de,  dry, d,
dt’ dt’ dt

Considérons la premiére planéte fictive; & l'instant ¢ nous lui
attribuons certaines coordonnées ', &, ), et une certaine quan-
tité de mouvement y, 5, ¥4 ; & 'instant ¢ + dt nous lui attribuons
‘pour coordonnées z, + dix',, x, + dz,, z, + dz’,. Mais la vitesse
qu’elle devrait avoir pour passer dans le temps d¢ de la premiére
position & la seconde n'est pas celle qu’on déduirait de la quantité
de mouvement que nous lui avons attribuée.

On comprendra mieux la portée de cetle objection au Cha-
pitre IV quand je parlerai de la définition des orbites osculatrices.
En tout cas, il est aisé de trouver une autre solution qui soit
exempte de cet inconvénient.

. Pour cela, il faut que l'on ait

dx};
; ’ [
= g

les m, étant des coefficients constants tels que
my=my=my; M=M= mg; my=my=m,.

Nous conservons, d’ailleurs, toutes nos autres hypothéses.

Alors m', = m}, = m; représente la masse de la premiére planéte
fictive et m, = m,=m, représente celle de la seconde planéte
fictive; et ¥, ¥5; ¥ par exemple (ou ¥, ¥, ¥,), représentent
bien comme il convient les trois composantes de leur quantité de
mouvement.

Nous pourrons également regarder

| J— ' [
My =My = My;
7 7 /.
Ty Tgy Ty,

Y1 Yo X
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comme la masse, les coordonnées et les composantes de la quantité
de mouvement d’un troisi¢me corps fictif.

Comme nous avons conservé toutes nos autres hypothésés et en
particulier celle qui est exprimée par I'identité (6), nous aurons

Em’x’ dz“,_z mivﬂ
e TR S R

dx, dz’h dz', dxzy dz‘k dzq
21 et — 4, = mémes
Mais nous avons entre T A et @ les mé

relations linéaires qu’entre &, Z, & et Zy, &4, Z;. Je puis donc,

dans I'identité précédente, remplacer les derlvees fl—— par les quan-

tités z; elles-mémes; j'obtiens ainsi

G (2= my(xy)2.
(9) 23 m'y (2) Za (@1)
D’autre part, comme par hypothése j'ai entre &, z§, z; et @s,

. ., v ’
Z5, xg les mémes relations linéaires qu’entre z,, Z,, x, et zy, L4,
"%y, je puis écrire également

(9 bis) E my )\ xy = E m 1%y
8 3

et de méme
4 -
Z my(xy)? = E my(%2)?; E my (z3)? = E my(z3)%;
3 3 3 3 -,
P ! N\ ’ B A w4
m\x,ry = myx 23, M Ty &y = myxes..
3 3 3 3

D’autre part, comme nous avons entre .z',, -’L',, x el zyy T4y X1
les mémes relations linéaires qu’entre leurs dérlvéeS, nous aurons

3 i (48 = B, ()
3 () = 5, m (%)
3 (58 = 3, ()"

en ajoutant ces trois égalités on trouve

X G ) =Zm ()

(9 ter)

et de méme
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ou cette fois il faut donner a I'indice ¢ toutes les valeurs possibles.
Cette équation exprime que la force vive des trois corps fictifs
est e’ggle & la force vive des trois corps réels. On a donc

N\ 2 2
1l S () 15
2 dt 2 m
Ainsi I'expression de I'énergie cinétique T en fonction des m’ et
des dérivées des z/, ou encore en fonction des m’ et des 3/, est la

méme qu’en fonction des m et des dérivées des z, ou encore qu’en
fonction des m et des y.

28. Ces relations (9), (9 bis) et (g ter) sont susceptibles d’une
interprétation géométrique trés simple. ' '
Soit Z un axe quelconque passant par lorigine, P et P’ deux
plans rectangulaires passant par Paxe Z; soient «, £, v les cosinus

directeurs du plan P; soient o, §/, ¥ ceux du plan P'.
L4 distance du point A (premier corps réel) au plan P sera

o2y + Pas+ yas;
sa distance au plan P’/ sera
a'zy+ By + Y @3
le carré de sa distance a 'axe Z sera
(axy 4+ Pag + Yo 2+ (&' 2y + B'@a+ ¥ 3)?2,

et le moment d’inertie du systeme des trois corps réels par rapport
a laxe Z sera

I= Zsm‘ [a@) -+ Bog+ Y23)t+ (o« @1+ B'oy + 7' 23)2].

De méme le moment d’inertie du systéme des trois corps fictifs
par rapport & 'axe Z sera

V= E my [(aa) + By + yay) + (o' o) + B’y + y'ay)2).
s !
En développant les carrés entre parentheéses, on verrait que J

est un polynome du second degré en a, 8, v; «, ', y/; et qu'il en
est de méme de J'. -
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Le coefficient de a2, égal & celui de «'2, est égal &

E myx}
3
E m 2’2
8 "
X

dans J'; le coefficient de 2a3, égal & celui de 2¢'f', est égal &
Z m, T2y
3 s

3 i
“dans J'.

En résumé, chaque coefficient du polynome J est égal au second
membre de 'une des égalités (g), (9 bis), (g ter) etle coefficient
correspondant du polynome J est égal au premier membre de
cette méme égalité. Les deux polynomes J et J' sont donc iden-
tiques. ‘

Donc, le moment d’inertie des trois corps fictifs par rapport
& un axe quelconque passant par Uorigine est égal a celui des
trois corps réels.

dans J et &

dansJeta

29. 11 s’agit donc de déterminer les relations linéaires qui lient
&', &'y, 2y A ), 24, 21, de fagon a satisfaire 3 la condition (g).
. Le probléme comporte évidemment une infinité de solutions;
voici celle qui est la plus simple et la plus communément adoptée.

(o}

Prenons OA’ égal et paralltle & CA. Nous avons deux masses m,
et m; placées respectivement en A et en C; je représente en D le
centre de gravité de ces deux masses. Je dis que nous pourrons
remplacer ces'deux masses par une masse m;=m,-+ m; placée
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38 CHAPITRE 11.
au point D et par une masse m/, placée au point A’ et telle que

1 [ .
— = — 4 —
m my myq

En effet, si je désigne par ', z), &, les coordonnées du point A’,
par &, x's, #, celles du point D, il est manifeste que &, #,, 3>
de méme que 2, &}, Z,, seront des fonctions linéaires des coor-
données des points A et G; et, d’autre part, que nous aurons entre
&, z, et ; la méme relation linéaire qu’entre z;, x» et 23 ou
qu’entre &, Z3 et &y el que nous aurons entre z,, z, et Zy la
méme relation linéaire qu’entre «, 2 et 23 ou qu’entre &y, %3
et xy.

Nous avons, en effet,

) = 21— 24, ZYy = @y — X, Zy = 23— @y,
Myx; =M@y + MaXy, M= M Dy~ My 2y, MY Ty = My T3+ M1 Py
[l reste 2 montrer que nous avons bien la relation (g), ou que
(10) myZE -+ My T'E = mye} + mqal,

ce qui revient au méme, car, comme nous n'avons pas touché au
corps B, nous avons

m), = m,, ', =y, zly = s, z'y = @,
Or la relation (10) peut s’écrire

myxy —+ Mg 27)? .
m’,(.z',—.z‘q)2+ % == M1x%+ m-[.z'%.
1

.

En identifiant les deux membres, je trouve

, m} , mymy m3
my 4 — = My, —my -+ —— =0, my -+ — = ms.
my my n

Ces trois relations me donnent respectivement

, m} my(my—my) mymq
mi =my— — = - = 7
my . my my
’ mymq
my = T )
my

, m} _ mq(my—mq) _ maimy
m; = mq— — 7 = 77— 3
my my my
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Elles.me conduisent donc i la méme valeur de 77, et’on a d’ail-
* leurs

1 my my—- mq T 1
= F——— = — +
m) m, mq mymy my mq

La relation (10) est donc établie.

30. Nous venons de voir que nous pouvons remplacer deux
masses m, et my situées cn A et en G, par deux masses

my I,

v my + mq. m’l = ——
my -+ my

situées en D, centre de gravité de A et de G, et en A’.
Nous aurons donc remplacé nos trois masses réelles

my, my, my
situées en
A, B, C
par trois masses fictives

) my, my, mp4-my
situées en
A', B, D.

Appliquons une seconde fois la méme transformation et opérons
sur les deux masses B et 1) comme nous avions opéré sur les deux
masses A et C.

Menons donc OB’ égal et paralléle & DB et plagons au point B/
une masse fictive m', telle que

I & I My =my -+ my
m my my -+ mq mh(mi -+ m7)

FuRN

Considérons, d’autre part, le centre de gravité G des deux
masses B et D; ce sera également le centre de gravite des trois
masses réelles A, B, G, et placons en G une masse fictive

mhy = my,+ (m; 4+ my) = my + my—+ m;.

Nous aurons ainsi remplacé les deux masses B et D par deux masses

nouvelles B’ et G.
En résumé, nous avons successivement remplacé les trois masses

réelles
my, my, Ny en A, B, G,
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par les trois masses fictives
my, my, mi+mq en A, B, D,
puis par les trois masses fictives
my, m, mf en. A, B, G.

Nous avons ainsi défini un changement de vaviables qui jouit
de toutes les propriétés énoncées dans les numéros précédents.

Comme le centre de gravité est supposé fixe, le troisiéme corps
fictif qui est en G doit étre regardé comme fixe.

On n’a donc a s’inquiéter que du mouvement des deux planétes
fictives A’ et B/, de sorte que le nombre des degrés de liberté est
réduit 4 6.

Les équations du mouvement conservent la forme canonique;
les intégrales des aires conservent également leur forme.

L’expression de 'énergie cinétique T en fonction des masses et
des vitesses fictives est la méme qu’en fonction des masses et des
vitesses réelles. ;

Au contraire, dans l'expression de l’énergie’ potentielle U, il
faut conserver les masses réelles et leurs distances réelles. Mais
nous devons observer que U ne dépend que des différences 2, — 25,
Zy— 4, etc.; donc U ne dépend que des coordonnées 2, ...,
des deux premiers corps, fictifs A’ et B/, et ne dépend pas des
coordonnées du troisiéme corps fictif G (que nous supposerons
d’ailleurs nulles).

31. On peut exprimer le résultat auquel nous venons de parvenir
en disant que la premiére plantte A est rapportée i des axes
mobiles passant par le corps central C, ou plus simplement au
corps G, et que la seconde planéte B est rapportée au point D,
centre de gravité de A et de C.

Ce résultat peut évidemment se généraliser; soit un corps cen-
tral C et n planetes Py, P,, ..., P,; on rapportera P, 4 C; P, au
centre de gravité de P, et de C; Py au centre de gravité de P,
de P, et de C; et ainsi de suite. Le procédé s'applique donc & un_
nombre quelconque de corps.

Il est clair qu’au lleu de rapporter A 4 C et B au centre de gra-
vité de A et de C, nous aurions pu au contraire rapporter B a G
ct A au centre de gravité de B et de G,
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Dans ce qui va suivre, sauf avis contraire, nous supposerons
toujours qu'on a adopté fe changement de variables du n° 30 et
non celui du n® 26. Nous poserons souvent

U, = my (my =+ mq)
’ g = _T ]

1 1 1
U3=m1mh<ITD AB>+m’m"<ﬁ_ﬁ>’

U="U,;~+ Usg+ Us.

32. Cas ou l'une des masses est nulle. — Il ya des cas ot I'une
des masses est assez petite pour que les effets en puissent éire
entiérement négligés. C'est ce qui arrive, par exemple, quand on
étudie les perturbations d'une petite planéte par Jupiter. Le mou-
vement de la petite planéte est troublé par Jupiter, mais celui de
Jupiter n’est pas troublé par la petite planéte.

Clest ce qui arrive encore dans la théorie de la Lune. La masse
de la Lune est assez petite pour qu’on puisse admetire que le
mouvement relatif du Soleil par rapport au centre de gravité
Terre-Lune n’est pas altéré par 'attraction de la Lune.

Supposons donc que la masse m,, par exemple, puisse étre
regardée comme un infiniment petit du premier ordre. Nous aurons
alors, & des infiniment petits prés du deuxiéme ordre,

my (my + maq)

my, = ————=m,.
my - m,—+ mq

Donc m/, sera un infiniment petit du premier ordre etil en sera

/2 ‘2
de méme de y', 5%, ¥, et par conséquent de 7e, %”,-, 27;76 Nous
5 § ]
pourrons poser

T=T1+T2,

. s

‘e
T1=l<&r+-7_2+-73), T,=‘( L, +V_->
2 . my,

my  m,  my 2 m T m
de sorte que T, et T, représentent respectivement I'énergie ciné-
tique de la premiére et de la seconde planéte fictive et de méme

U =U1+Ug+ Ug,

Upm— 00, g,y T T,
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Nous voyons que T, et T, sont finis, tandis que U, et Us~+ Uy
sont du premier ordre; nous serons donc amenés a poser

F=<P0—|-m;<1>1; ‘q)o= T1+ Ul; nzbfb1=T2+U2+ U3-_

- Nos équations canoniques peuvent s’écrire

, d_x;_dtbo AP Ay A% APy
(l]) ar = }’ i/ hd}/” dat dz’; l‘({x'l

Pour la premiére planéte fictive, ¢’est-a-dire pour { =1, 2, on 3,
‘ - dP . ;o
nous voyons que Ef’l est nul, puisque T; ne dépend que de y/,,
i

’ ', dq’i . . . dd d}/l
Vs Ve €L que my a7, est tres petit, tandis que da" et . sont
finis; nous pouvons donc négliger les termes en @, et nos équations

s’écrivent
doj _dby  dyi__ do,
(12) d Sy A T

Comme @, ne dépend que de z', ', 5, ¥, ¥4, ¥y, DOUS avons
un systéme complet d’équalions canoniques (12) a trois degrés de
liberté; ce systéme définit le mouvement de la premiére planéte
fictive ou, ce qui revient au méme, le mouvement relatif de la pla-
néte A par rapport au Soleil C. Ce mouvement est donc le méme
que si la masse m; n’existait pas; c’est donc un mouvement ellip-
tique képlérien.

Etudions maintenant le mouvement de la seconde planéte fictive,
c’est-a-dire le mouvement relatif de la planéte B par rapport au
eentre de gravité du systeme des deux corps A et C. Pour cela,
reprenons les équations (11) et donnons & l'indice ¢ les valeurs 4,
5, 6. Comme @, ne dépend pas de z',, zy, i, ¥,y ¥, ye, ces
équations se réduiront a

dz, dd, dy', dd,
(13) @ ™G an s T ™

Comme le mouvement de la premiére planéte fictive peut étre
regardé comme connu, les quantités z, z,, 25, ¥, ¥,, ¥, seront
des fonctions connues du temps. Nous pourrons donc les remplacer
dans ®, et dans ses dérivées par leurs valeurs en fonction du
temps.
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Nous aurons donc, pour définir le mouvement de la seconde
planéte fictive, un systeme (13) d’équations canoniques a trois
degrés de liberté. Mais la fonction caractéristique ®, dépendra
non seulement des inconnues &', Z, Zy; ¥y, ¥, ¥, Mais encore
du temps. Nous serons donc dans le cas du n* 12,

Nous pouvons écrire les équations (13) de maniére & mieux
mettre en évidence 'ordre de grandeur des différents termes.

Posons, en effet,
| —— ! 1" [ I3 U A ! Ul
Y=y Y, Vs=M5)s  YVe= Mg Vs

ou, ce qui revient au méme, puisque m,= m;=m; et que l'on
peut supposer m, = m, a des infiniment petits prés du deuxiéme
ordre ainsi que nous I'avons montré plus haut,

}’:= mt..)”;' (i=415:6)'

Les y” seront finis, puisque les y’ sont du premier ordre; et il

viendra
' ' Py = é()"?"‘.}"?"‘.}”éi - % - %’
et nos 'équations (13) s’écriront
14) dop _aby,  dn_ 4
t day; dt dz;

Ici les inconnues z' et " sont finies et tous les termes de @, se
] . . . 3
présentent sous forme finie; la massé 7, ne figure plus nulle part
dans les équations.

33. Dans ce qui précéde, nous avons rapporté la petite planéte B
au centre de gravité de A et de C, et la grosse planéte A au
soleil C. Nous aurions tout aussi bien pu faire le contraire et rap-
porter la petite planéte au Soleil, et la gresse planéte au centre de
gravité du Soleil et de la petite planéte. Nous n’avons pour cela,
tout en conservant nos relations, qu'a supposer que c’est la
masse m, du corps A qui est infiniment petite.

La petite planéte A est alors rapportée au Soleil C et la grosse
planéte B au centre de gravité D de A et de C; mais, comme la
masse de A est nulle, ce centre de gravité D coincide avec C, de
sorte que la grosse planete est également rapportée au Soleil.
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On aura alors, aux infiniment petits prés du premier ordre,

, my, (my+ msy) m,mq
= = ]
T miemamy . my+my

et aux infiniment petits prés du second ordre, -

mym
P 7T = my
my—+ mq
Nous conserverons & T, et a Ty, a U,, U, et U; la méme signi-
fication que dans le numéro précédent. '
" Iei, T, et U, sont finis, T, et U, + U; sont du premier ordre;
nous poserons donc

F =&+ m @, $o=Ty+ Uy, m®=T;+ U;+ U,

et nous retrouverons les équations (11), & cette différence prés
que m; y sera remplacé par m;.

Si nous étudions d’abord le mouvement de la grosse planéte,
nous pourrons négliger ®, et nous retrouverons le systéme d’équa-
tions canoniques (12), ce qui montre que le mouvement de cette
planéte est képlérien.

Si nous voulons étudier Je mouvement de la petite planéte, il
nous faut, dans les équations (11), donner & 'indice 7 les valeurs
1, 2, 3; les dérivées correspondantes de @, étant nulles, nous
retrouverons les équations calloniq}les

(13 bis) W_ml@?, ai ‘——ml d.l"i.

Posons alors, comme au numéro précédent,
yYi=miyi=my; (i=1,2,3).

il viendra
U;+ U, .
3

=_l_ "y 19 4 g2
L 21 2(}’1 +YR YR+ m

et nous retomberons sur les équations (14).
34. Nous avons vu au n° 12 que, quand la fonction F dépend

explicitement du temps, I'intégrale des forces vives cesse d’exister.
Dans, les équations (14) des n** 32 et 33, la fonction caractéris-
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tique ®, dépend non seulement des inconnues z' et »/, mais
encore du temps; I'intégrale des forces vives ®, = const. 'n’a donc
pas lieu. ' .
Il en est de méme des intégrales des aires. Que deviennent
donc l'intégrale des forces vives et celle des aires, qui sont vraies
dans le cas général, lorsque 1'on fait tendre 'une des masses vers
zéro ? Elles ne cessent pas d’avoir lieu, mais, a la limite, ce sont
des relations entre les coordonnées et les composantes de la vi-
tesse de la grosse planéte, ou les coordonnées et la vitesse de la
petite planéte ne figurent pas. Elles deviennent donc illusoires, en
ce qui concerne I'étude du mouvement de cette petite planéte.
" En revanche, ainsi que nous 'avons vu au n° 12, nous pouvons
faire subir aux équations (14) des changements caroniques de
variables sans en altérer la forme canonique.

35. Probléme restreint. — Dans la suite, nous serons fréquem-
ment conduits & étudier de plus prés un cas particulier simple.
Je suppose que, I'une des masses étant nulle, le mouvement relatif
de la grosse planéte par rapport au Soleil soit un mouvement
képlérien; je suppose, de plus, que, ’excentricité de cette ellipse
képlérienne étant nulle, I'orbite de cette grosse planéte soit cir-
culaire. Alors la grosse planéte et le Soleil décriront des circon-
férences concentriques autour de leur centre de gravité commun
et ces deux circonférences seront dans un méme plan.

Je suppose enfin que, la position et la vitesse initiale de la petite
planéte étant également dans ce méme plan, cette petite planéte
reste constamment dans ce plan.

Clest la ce que 'on appelle le probléme restreint. On peut le
traiter soit par le procédé du n° 32, soit par celui du n® 33. Dans
les deux cas, la grosse planéte sera rapportée au Soleil, mais la
petite planéte pourra étre rapportée, soit au Soleil, soit au centre’
de gravité de la grosse planéte et du Soleil. .

Nous avons vu au n° 34 que, pour une petite planéte, les inté-
grales des forces vives et des aires deviennent généralement illu-
soires. Mais, dans le cas particulier du probléme restreint, il y a
une combinaison de ces intégrales qui subsiste et nous fournit
une intégrale du systéme (14) connue sous le nom d’intégrale de
Jacobi; c’est ce que nous verrons plus loin. .

’
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- 36. Fonction perturbatrice. — Nous avons
R ___mymg my(my—+ mq)
Ui+ Ui=— e —~ 8D
U my(my+ my) _mumy  mymy
8= BD BC AB

Nous supposerons généralement que le corps G est le Soleil et
que les corps A et B sont des planétes. Il en résulte que les
masses m, et m; sonl trés petites par rapport amy et peuvent étre
regardées comme du premier ordre.

Il en résulte que le point D est trés voisin du point G puisqu’il
partage la distance AC en segments proportionnels a n:, et m,. La
distance CD peut donc étre regardée comme du premier ordre et
il en est de méme des diflérences

BC—BD, = — .

Dans ces conditions, U, + U, est de premier ordre puisque tous
ses termes contiennent en facteurs m, oum,; et
Us=mym ! LY - mum ! !
3= TR BD T AB $™1\BD ~ BGC

est du second ordre, puisque tous ses termes contiennent en fac-
leurs solt m, my, Soit

m 1 1
*\BD ~ BGC
D’autre part, m; et m; sont du premier ordre et il en est de
dz; . .
A e 7 b _ '
méme des y; = m; —t puisque, pour i=1, 2, 3, 4,5, 6, lamasse m;

est infiniment petite et que, d’ailleurs, y;, ¥, ¥, sont nuls.
Il en est donc encore de méme de
12
P
m;
et de
T = Ti -+ Tz,
ol je conserve aux notations T, et T, le méme sens qu’au n® 32.
Nous pouvons alors poser

F=Fy+ [J-Fi
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avee .
Fo=T 4 U;+ U,, wFy=U,.

Alors F, est du premier ordre, uF; du second ordre, et, si w
désigne un coefficient numérique trés petit de 'ordre de m, et de
my, F, est du méme ordre que I. Grace a I'introduction de ce
coefficient ., la grandeur relative des deux termes Iy et pFy se
trouve mise en évidence. ,

Le second terme nF, a regu le nom de fonction perturbatrice.

37. Epudions d’abord le terme F,, nous avons

(13) Fo= (T,— )+ [Tz— Ty i) '"'0].

AC

L \ I3 1] ! 1 r ! [
La premiére parenthése ne dépend que de ', x}, zy, ¥, ¥ar V35
7 ! ! ! ' ! ! :
la seconde ne dépend que de z, xj, g, ¥4, Y5 Y- Si, en pre-
miére approximation, nous négligions le terme trés petit lJ.F, el
que F se réduisit & Iy, nous aurions

F = F}+ FY,

F, et F, désignant la premiére et la seconde parenthése du second
membre de (15), de sorte que

Fi=Ti+ U, F\=Ty+ Uy,

dFy _dF, .
%}-—m——-o (l—-—4‘5,6).
dF', dF, ,
-3;;?=7}/T‘?=0 (l=17213)$

et nos équations canoniques deviendraient

dx; _ dFy dy; _ dF} C
(16) @Ay A s day, =L
- dz} _ dF, dy; _ dF, .
(16 bis) F ol e (i=4,5.6).

On pourrait alors considérer séparément le mouvement de la
premiére planéte fictive et celui de la seconde; car, dans les équa-
tions (16) figurent seulement les coordonnées et la vitesse de la
premiére planéte et dans les équations (16 bis) seulement celles
de la seconde planéte.
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Si nous examinons d’abord les équations (16), nous voyons que

1 , my mq
Fo= o O 03 +0%) — 3

Le mouvement de la premiére planéte fictive sera donc le méme
que celul d'une masse mobile m attirée par une masse fixe

nymaq
— =my+ m;.
m)
Ce sera donc un mouvement elliptique conforme aux lois de

Képler.
Si nous passons aux -équations (16 bis), nous avons

mu(mi+ mq)

1 ' '
F16=m(.722+.}’52+.762 - BD

Le mouvement de la seconde planéte fictive est donc le méme
que celui d’'une masse mobile

.
I m,,(m,—l—m-,)
YT my - my - maq

attirée par une masse fixe

m,,(m,—l— m7)

= my—+ m,+ mq.
/nlk 1 b

C’est donc encore un mouvement képlérien.

Comme les termes négligés wF, sont trés petits par rapport aux
termes conservés Fy, I’erreur commise n’est pas grande. Les or-
bites différeront donc peu des ellipses képlériennes; et les pertur-
bations subies par ces orbites elliptiques seronlt trés petites.

38. Etudions maintenant la fonction perturbatrice uF,. Je puis
écrire
Fh\.‘j]h ! _I_ mam _[____l_ - my, m .i. ! l
ph={gp —xw) ™M™\ &~ x8) T ™™ \BD " BC)
Le premier terme du second membre a re¢u le nom de partie
principale de la fonction perturbatrice; 'ensemble des deux

derniers termes s’appelle la partie complémentaire de la fonc-
tion perturbatrice.
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La partie principale peut s’écrire

I 1
mym, — s
. 19 79 R o | [AY] 7/ Y] 7 PYAY)
V&R + 2F + Vii—=h) + (By— @)+ (25— %)

et il est intéressant de voir comment on pourra passer de I'ex-
pression de cette partie principale & celle de la fonction pertur-
batrice compléte nF,.

Supposons d’abord que
, AC=VrltraF+ay
soit plus petit que

BD = 28 + o¢ + 27

Dans ce cas, 'expression

I -1
o5 = (@ =212+ (@ — ah)r+ (o — o]

" peut se développer suivant les puissances croissantes de z}, 2}, 2.
Nous avons, en effet,

(A'B') = (BD)?+ (AC)2— 2AC.BD cosy,

et, par conséquent,

t

1
(17) +p =[BD —ACeir] 2[BD ACer]"?,

ou v est l'angle de la direction BD ou OB’ avec la direction AC -
ou OA/,

Chacun des deux facteurs du second membre de (17) est déve-
. . AC .
loppable suivant les puissances de g toutes les fois que cette quan-

tité est plus petite que 1. Il en est donc de méme du premier
" membre et je puis écrire '

b p AGn
TF =B

ou P, est une fonction de l’angle Y.

I1 serait d’ailleurs aisé de voir que le terme général de cette

ACr .
série P, g7 peut étre mis sous la forme du quotient de deux
polynomes entiers en z!, 4, Z3; Ty &Gy 250
P. -1 4
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Je me bornerai & renvoyer, pour plus de détails, aux n°* 22, 23,
24 de mon Ouvrage sur le Potentiel newtonien (Paris, Naud, 1899)
et 4 la page 50 de mon Quvrage sur les Figures d'équilibre d’une
masse fluide (Paris, Naud, 19o3).

Je reviendrai d’ailleurs sur cette question dans un Chapitre ulté-
rieur quand je traiterai en détail du développement de la fonction
perturbatrice.

Cela posé, le premier terme de notre série, qui correspond a

I . .
n = o,ne sera pas autre chose que g5, de sorte que la partie prin-

cipale de la fonction perturbatrice aura pour valeur
. ACr
(18) . —-mlmbanWN

ou n peut prendre toutes les valeurs entiéres positives: 1, 2, ..
Maintenant, la fonclion perturbatrice compléte pourra s’écrire

Fi=m L m,m Lt
pfi=mm\ gy —ga) ™" 8D T BC )’

et nous aurons
BA? = (@, — 22} )2+ (&} — a2} )2+ (2§ — az})?,
BC= (2}, — B} )+ (o — B2+ (2, — Ba})e,

my —my
_ ———) —_ ——
my - my my—+ my’

car on voit immédiatement que les projections du vecteur DA
sur les trois axes sont az), ax,, ax,, et que celles du vecteur DC
! ! !
sont Bz,, Bz, Bx;.
On voit que les expressions de BA. et de BCne différent de celles
de A'B’ que par la substitution de az}, ..., oude Bz|, ...  a
!
Ty ouen
Nous aurons donc

ol I ACnr 1 ; ACr
IS e Ve I
ou n prend les valeurs o, 1, 2, ....

Nous pourrons donc écrire

_ L _ ul ACIL
P‘Fi = m,(my+ my) BD m,,)i(mmn-g- ma ﬁn) P, T
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ACo
Mals T est égal au premier terme de la série Py == B b d’autre

part,
myat - myBn= (my+ my) (2 fr—- Jan).

On a donc
ACnr
uFi=my(my 4 m7) [BLD ——z(a@”-— Bar)P, W] .

Mais, pour 2 =0, on a

AC I
aﬁ”—-pwt=a—_-{3=1 ct P"BDIL:lil:ﬁ’
le terme correspondant est donc détruit par le terme ]—31—) .
Pour n=1, on a af”— Pa?=o0 et le terme correspondant est
nul. :

Nous pouvons donc écrire

. ACnr
pFi=—my(my - m—,)Z(aBﬂ— ﬁ“n)P"'B—DT:l’

ol n prend les valeurs 2, 3, ..., oubien encore

mym% == m;m} ACn .
pFi=—nm E L Lp,
. (my—+my) BD#+1

(on doit prendre le signe -+ si n est pair et le signe — si n est
impair).

Ainsi donc, quand on a développé la partie principale de la
fonction perturbatrice sous la forme (18) et que 'on veut obtenir
sous la méme forme le développement de la fonction perturbatrice
compléte, il suffit de multiplier chaque terme par un facteur
constant convenable. '

Ce facteur constant .
m? = mymi-t
(my—+ mq )2

est égal A 1 & des quantités prés de l’ordre de m; pour n = 2,
3, «..;etil est égz{l dopourn=rI.

Donc, & des quantités prés de Uordre m?my, c’est-d~dire du
troisiéme ordre, la fonction perturbatrice pFy sera égale & sa partie
principale, moins le premier terme du dcveloppement (18) de
cette partie principale. :
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Cetic partie principale sera égale &
ACn
- Iniml,zpn-]m—n_’_i - (n =1T1,2. ..)

et la partie complémentaire a

(19) mym, Py

AC
BD?’
auz quantités prés du troisiéme ordre.

Il est d’ailleurs aisé de transformer cette expression (19), qui
représente 'ensemble des termes du premier degré dans le déve-
‘loppement de

nym,

§ -1
T = mam (@ — @+ (2 — 24 Yk (h— 24117,

suivant les puissances de z}, z}, z}.
Nous trouvons, en effet, en négligeant les carrés de 2}, x5, z},

mym,
vy

- -1
=mym,[BD?—a(2| 2, + 2jzi+ ziz;)] 2

ou

mym 1 @t 2, + 2} 2l + 2 2
= mymy| == + = kit 141 8.
A'B BD BD3

I reste donc, pour Pexpression approximative de la partie
complémentaire,

mymy
" BD3

(2} @) + @y xy -+ 2y o)),
39. On peut arriver au méme résultat par une voie moins dé-
tournée. Soit

LR I Y
s (A—E - A—E) e (Fﬁ - B_G)
1 1
xF g o de
Pordre ‘de m,, le premier terme: est de 'ordre de m}m,, c’est-
. d~dire du troisiéme ordre. Passons au second terme

la partie complémentaire i étudier. Comme

v
i

mr gD T BC) - .
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On a trouvé
-1
e = (@l — B} o (4 — B o (5 — BT,

Développons EIE suivant les puissances de {3, ce qui est possible,
puisque, § étant trés petit, BAC = DG sera toujours plus petit que
BD; il viendra

. AC AC2
BD * PPigpr + P Pagpm +o

LI
BC

Le troisiéme terme du second membre (et, a fortiori, les termes
suivants) pourra étre négligé, car, multiplié par m,my, il devien-
drait de P'ordre de m, f32, c’est-a~dire de I'ordre de m,m}, c’est-
a-dire du troisiéme ordre. Il reste donc pour notre partie complé-
mentaire, toujours avec;la méme approximation,

AC

m,m,pP AC =m,m
PRIPTLEDE T T M e my - ' BDE

ou, en négligeant encore m,m3,

AC mymg, , , 1 oonl 1ol
P‘W= (w1w4+w2$5+x3:v6).

m;, my W

¢, Q. F. D,

Cette démonstration s’applique au cas ot AG est plus grand
que BD, tandis que, dans le numéro précédent, nous supposions
AC plus petit que BD.

40. Examinons, en particulier, ce qui se passe dans les cas
étudiés aux n* 32 et 33, et ou l'une des masses est nulle. Sup-
posons d’abord, comme au n° 33, m,;=o. Alors, les deux pla-
nétes sont rapportées au Soleil, car les points D et G se con-
fondent.

Nous avons alors

F= cI’o-l' my ‘1)1
ct nous pouvons négliger les termes en m?. Nous négligerons donc

dans la fonction perturbatrice les termes en m;mj; nous avons
vu que, avec cette approximation, la partie complémentaire de la
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fonction perturbatrice se réduit a

mymy

BD? ( V@, + xhxg +x3x6)

Mais le point D, étant trés prés du point G, la distance BD peut
se réduire & BC et A’'B’ & AB a des quantités prés de l'ordre
de m,.

Nous aurons donc, en négligeant m?

mym my(m,+m 1 T
F=(T+Ty— 1{61 -+ ( BID 7)+lnlm,,<—B—D—R->
mlm,,
BDs3

! oot ! ' ! ol
(Zlo, +zyxi+rymy).

Dans les deux derniers termes avec la méme approximation
BD peut étre remplacé par BG; d’ou, en négligeant m, dans 'ex-
pression de @, et m} dans celle de ®,,

.

my(my-+m
‘1’0=T2—-——I’( ! 7):

q;l-_-ﬁ m; (e — = T (@, @+ @ a2l ).
my Ac T BG AB B(.v’

Rappelons que, avec les notations du n° 33,

Tl — "o ng "9
Y "(J’ Ty YY)
41. Si l’on suppose, au contraire, comme au n° 32, m,;=o,
la grosse planete est rapportée au Soleil et la petite au centre de
gravité de la grosse planéte ¢t du Soleil. On trouve alors

T, my—+ m; 1 1
P= - — = m —_——
' my BD T ( ! ’)

-“+m __l___]'_ -+ m- L !
"\AB T AB i\BD __BC/’

Dans le second membre de cette expression, le troisieme terme
correspond & la partie principale de la fonction perturbatrice et
les deux derniers termes & la partie complémentaire.

Il n'y a d’ailleurs aucune simplification particuliére.

42. Cas de la Lune. — Le cas de la théorie de la Lune exige
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un examen spécial. Nous supposerons que le corps A. est la Lune,
le corps B le Soleil, le corps G la Terre. Dans ces conditions,
on voit que AG est beaucoup plus petit que BD.
Posons alors
U=U,+ U+ Us,

mymy

, my(mq -+ myq)
AC ?

U= U=~ BD

\

1 1 1 I
2= mum (5 = x5) ™ (50— )

Je conserve d'ailleurs & T, et & T, la méme signification qu’au
n® 32, de sorte que

F=T+ Ty+ U; 4+ Uy+ Us.

Comparons 'ordre -de grandeur de ces différents termes; U,
représente la fonction perturbatrice, et comme AG est beaucoup
plus petit que BD, on a, d’aprés le n° 38,

mymi == mym} ACn
» .
(7nl+ my )n BD#+1

Upy=—m,

A cause de la petitesse de AG, le premier terme

mymi+ mymd  AC?

YTy + mg )2 *BDs |

est de beaucoup le plus grand; et comme m, est notablement plus

petit que my, il est de 'ordre de
oy my 20
L Bt

Au contraire, U, est de l'ordre de "gl')n’ et U, de lordre.

m,m
de =+

Restent T, et T ; nous savons que, dans le mouvement képlérien,
si 'excentricité est nulle, 'énergie cinétique est constante et égale .
a la moitié de la valeur absolue de l'énergie potentielle.

Or, l'orbite de la Terre par rapport au Soleil, ou celle de la
Lune par rapport a la Terre, s’écartent peu d'une ellipse képlé-
rienne trés pen excentrique. Il en résulte que T, est & peu prés

’ . — U [ U2
égal a et Ty A .
2 2
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Nous pouvons donc diviser la fonction F en trois parties 2
savoir :

mymyq

BD °
mymy,
TAG ;
ACe

3° Us qui est de I'ordre de m,m, B

1° To+ U, qui est de l'ordre de

2° T+ U, qui est de l'ordre de —=—

Nous avons & peu prés

My a5 000 my 1 AC r
my ? m; 8o’ BD — 400

Donc le rapport

U,

. fAC\3 1
T U, est delordle deﬁ(—> ou du 5’

BD
et

U AC i

ou dy —-
BD/ 12000000

ml
T 0o est de l'ordre de (

On voit que la troisitme partie de la fonction perturbatrice est
notablement plus petite que la deuxiéme et tout & fait négligeable
devant la premiére.

Nous pouvons donc poser

F = q)o-l- mld’“
avec

q)0=Tg+ Ug; l)llq)|=T1—l—Ug+ U3.

Pour le calcul de ), x}, ;; nous avons les équations cano-

niques
doy _ dF _ dw - de,
it~ d&, T h Ay
dyp __dF _ 4 d¥
de ~  dz} dz} 1 d]
(l =4, 5’ 6)

Jobserve que ®, ne dépend pas de ¥, ¥5, ), variables qui ne
figurent que dans T,; quant & z}, &, ;, ces variables ne figurent
ni dans Ty, ni dans U,, mais seulement dans Uy ; nos équations
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deviennent donc

w) doy _d®e - dyh_ _ d® _ dUs
(20) & T dy @ dr day

et comme Uj est négligeable devant @,

Le mouvement relatif du Soleil par rapport au centre de gravité
du systéme Terre-Lune est donc le méme que si la fonction F se
réduisait 3 @, c’est-a-dire que si les masses de la Terre et de la
Lune étaient concentrées en leur centre de gravité commun. C’est
donc un mouvement képlérien (bien entendu, sil'on ne considére
que les actions mutuelles du Soleil, de la Terre et de la Lune, et
que 'on néglige les effets de l’attraction des planétes).

Pour le'calcul de z', 2}, &}, nous nous servirons des équations
canoniques, en y faisant { =1, 2, 3; mais comme 2, 2, &}; ¥,
Y3, )y ne figurent pas dans @, ces équations se réduiront &
dz) de, dyy dd,

@M @ s ™M

(13 bis) .
La fonction ®, dépend, comme aux n"* 33 et 40, non seulement
des inconnues &', &4, Zy; ¥}y ¥y Vs, mais encore du temps ¢; car
clle dépend de z;, z, «; qui peuvent étre regardées comme des
fonctions connues du temps, définies par les équations (20).

La fonction m,®, se compose elle-méme de deux parties
T+ U, et U;; la seconde est, nous ’avons vu, beaucoup plus
petite que la premiére et pourra jouer le réle de fonction pertur-
batrice. Mais la petitesse de cette fonction perturbatrice n’est pas
due ici aux mémes circonstances que dans le cas des perturbations
des plandctes.

La masse perturbatrice m; est celle du Soleil qui, loin d’étre
trés petite, est au contraire trés grande. Mais le rapport que 'on
doit envisager est

¢ mkﬁga
7 \BC/ "’

i ¢ 1 e que 28 est petit.
qui est lres petit, parce que g petit.
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. AG .
La petitesse de gy entrainc encore une autre conséquence, c’est

qu’on aura avantage & développer la fonction perturbatrice sous la
forme (18) comme au n° 38.

Une autre remarque : aux n® 30 et 40, nous avons dit que quand
la masse m, estinfiniment petite, on peut rapporter les corps A ct

petile, on p PP p

B a C, parce que le point D se confond avec le point C. Ici la
masse m, est assez petite pour ne pas influer sur le mouvement du
Soleil par rapport au point D, ainsi qu’il arrivait aux n* 33 et 40,
mais la masse m, n’est pas assez petite par rapport & m, pour que
les points G et D puissent étre regardés comme confondus.

43. Casdela transformation du n° 26. — Tout ce que nous venons
de dire suppose que l'on a adopté le changement de variables du
n® 30 qui est celui que nous adopterons d’ordinaire. Qu’arrive-
rait-il si 'on adoptait un autre changement de variables, par
exemple celui du n* 26?

Au n° 26, nous avons posé

'y =z, — 2, ), =2, — x;, % = 1,
/ — L
Yi=r1 Yi=Yu Y1=Y1+yi+r.

Nous avons ainsi défini un changement de variables qui n’altére
ni la forme canonique des équations, ni la forme des intégrales
des aires.

Mais, contrairement 4 ce qui se passe pour la transformation du
n® 30, Pexpression de I'énergie cindtique en fonction des ' n'a
pas la méme forme que son expression en fonction des y.

Nous avons en effet, en tenant compte de la condition »; = o,

2 2 2 ’9 re ’ VY

ce qui peut s’écrire
2P T
my o, mq
en posant
mym; , mymq .

m .
my —+ myq

my=—""r, \
ny—-m; *

Nous aurons donc

T< 1% _
2 hd Ti T+ Ty,
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. .
Ty= — () +7% +¥¥h
2m

To= — (¥ +02 +78)

!
2m

I I s J F 7
Ts= ;7"_’(.71.74"'.72.75"‘.73)"5)

Nous aurons donc

nmy Ny m,m mym
R

’

ct cette fonction I peut étre considérée comme formée de quatre
parties :

1° T, — mAng” qui sert & définir P'ellipse képlérienne dont le

point A s’écarte trés peu dans son mouvement relatif par rapport
aupoint G;

m, my . oy aepe 1y , .
2° To— =55~ qui sert & définir Dellipse képlérienne dont le
point B s’écarte trés peu dans son mouvement relatif par rapport
au point G;

3 — nxgl"; c’est la portion principale de la fonction pertur-

batrice qui a pour expression

1

-—nllnlh ! ! 9 0 ! Y 7 7 2;
V(@i —2 2+ (2, — 25 )+ (2 — )

4° Ev enfin T3 qui représente la partie complémentaire de la
Jonction perturbatrice.

44%. Méthode usuelle. — Les astronomes se servent encore d’une
autre transformation.
Posons
z') = 2y — 4, T, = 2, — %1

Les deux planétes A et B seront ainsi rapportées 'une et 'autre
au Soleil C.

Nous poserons d’ailleurs

dr;

! 13
y[ = MN; —:

dt
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Il est aisé de voir alors que nos équations deviennent

dey _ dF dv;  dF L
( \& =3 @ mwm =
21) d.’l?','_ii_]l” .d_ylf—_ﬂ_”. ({=4,5,6)
dc T Ay’ dt ~ da} 119, 0
oul'on a
=2 _y_m _mi P (! ), 2y @+ 2y )
= ddam; -~ ARG BC T B \T1TeTT Ta¥y T T3%e),
. A3 m2 m2 mm L , ) ‘
F'= ;:’—n—lli—U—rC‘-—B—‘é—l-Tlcs—#(xl.Z“—l—wzxs-{—xax’e).

On voit que les éguations (21) ne sont pas canonigques puisque
dans certaines d’entre elles figure la fonction F' et dans les autres
une autre fonction F.

Les fonctions F' et I se composent de quatre parties :

1° La partie

LN ro gy Mumg  mi
2my (Fi+yd+ys AC AC’
qui définit Pellipse képlérienne dont A s’écarte peu dans son mou-
vement relatif par rapport & C;
2° La partie
__I_ ’9 19 roN ny, mq — ”_'Lz
'2m,,(‘y‘ +rE+re)— ja T B
qui définit T'ellipse képlérienne dont le point B s’écarte peu dans
son mouvement relatif par rapport & C;
3° La partie principale de la fonction perturbatrice

myny,
AB ’

4° La partie complémentaire de la fonction perturbatrice qui est

DUl (2, @+ 2, @y + 23 24),
dans F et

P (24l 4 .24
dans F, ‘
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Les équations (21) s’obliennent trés aisément et je me bornerai
a renvoyer au Chapitre IIl du I** Volume de la Mécanique céleste
de Tisserand.

Ce changement de variables présente de graves inconvénients.
Non seulement il altere la forme canonique des équations, mais ij
ne conserve pas la forme des intégrales des aires.

Aussi n’en ferai-je aucun usage. Clest pour cette raison que je
me borne d renvoyer le lecteur 2 I'Ouvrage de Tisserand.
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LE MOUVEMENT ELLIPTIQUE.

45. Le probléme des deux corps. — Considérons deux corps A
et C, le premier mobile de masse m, le second fixe de masse M, et
étudions le mouvement du premier sous 'influence de V'attraction
newtonienne exercée sur lui par le corps fixe.

Nous prendrons le point C pour origine et nous désignerons par
Zyy &3y 3 les coordonnées du corps A et par yy, y2, ys les com-
posantes de sa quantité de mouvement.

Le mouvement de ce corps dépend des équations canoniques

" dey _ ¥ dy__dv
dt (/'}/[’ dt dx;
ou
| F=T+U;  T= o Gtrsi+od,
(2) 1 U= mM
=——="

46. Supposons maintenant deux corps A ct G de masses m, et
my, mobiles tous les deuz et s’attirant mutuellement, d’aprés la
loi de Newton.

Nous représenterons, comme au Chapitre I, les coordonnées
du point A par zy, &3, 23, celles du point G par z, x5, o et les
composantes des quantités de mouvement de ces deux corps par
la lettre y affectée des mémes indices.

Nous appliquerons le changement de variables du n°® 29; nous
poserons donc

', =2y —2q, myxy = myx -+ mg xy,
; my my ,
mf = ———, my = my+ms-,
my—+ny
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de telle fagon que 7}, &, x; soient les coordonnées du centre de
gravité D des deux corps A et G, et que 7}, 7}, x; soient les pro-
jections du vecteur CA sur les trois axes.

Nous savons que I'on peut, sans restreindre la généralité, sup-
poser le centre de gravité fixe, supposer, par conséquent :

R
ri=xf=ay=o0,
de sorte que le nombre des degrés de liberté est réduit a 3.
Dans ces conditions, les équalions du mouvementrestent cano-
niques et s'écrivent

,

.o doy _dF  dy;  dF
(v bis) el A T
ou .
Fr T+U;  T=——(R+r2+r3)
(2 bis) 2
___/nlm7‘
U=—73g¢

Si nous comparons les équations (1 bzs) et (2 bis) aux équa-
tions (1) et (2), nous verrons que le mouvement relatif du corps A
par rapport au corps .G est le méme que celui d'une masse mo-

bile

= my nq
V7 my+ mg
attirée par une masse fixe
mynmq
— = my-+my.
m .

L

Nous verrons bientét qu’une masse mobile attirée par une
masse fixe décrit une ellipse dont la masse fise occupe un des
foyers. La trajectoire du point A, dans son mouvement relatif
par rapport au point G, sera donc aussi une ellipse, ayant pour
foyer C.

Comme les segments AD, DC et AC sont dans un rapport con-
stant et que le point D est supposé fixe, nous voyons que les
points A et C, dans leur mouvement absolu, décrivent deux
cllipses homothétiques ayant pour foyer commun le point D.

47. Emploi de la Méthode de Jacobi. — Nous sommes donc
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ramenés & étadier le mouvement d’un corps mobile attiré. par un
-point fixe. Ce probléme peut étre résolu de bien des maniéres ;
‘mais, en vue des applications qui vont suivre, il est nécessaire que
nous le résolvions par une méthode particuliére : par la méthode
de Jacobi, exposée au n° 10,

Comme nous avons

mM

F=-1 T8 TR % [ Ak —
(Yi+r3+o3) \/.z"}+x§+x§’

am

l’ quatlon de Jacobi s’écrit

. 1 dS ds ds mM
B) —|\7=) 7)) 7= — ———— = consl.
oam |\ dzy dz, dzg VZ + @} +a
Que devient cette équation quand on adopte de nouvelles coor-
données, soit rectangulaires, soit quelconques. Clest ce que nous
apprend 'analyse du n®11.

On obtiendra I’équation (3) transformée en faisant le change-
ment de variables de Hamilton du n° 8 el en remplagant p, par

g dans la nouvelle expression de F.
qi

Si T'on adopte d’abord de nouvelles coordonnées rectangu-
laives 2, z,, #}, on aura (si 'origine reste au point C)

. dx'y dzy\? dzi\*?
r=3 (%)~ (%) +(—d;) |
AC =22+ 22 +27

et la dérivée de T, par rapport & 47, sera

dt
] n dJ‘[
yi=m gy
On aura
._.L /9 /9 /9 _mM
F=— (FE+yd+yi)— 35

de sorte que la nouvelle équation de Jacobi sera encore
) () + () |-y = o
dr, FZA dzy Wi el ‘

La forme de 'équation de Jacobi ne change donc pas quand on
change de coordonnées rectangulaires ou, en d’autres termes, la
A}
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foncton S satisfait aune équation aux dérivées partielles dont

la forme est indépendante du chozx des azxes, pourvu que lori-

gine reste au point C. -
Passons maintenant aux coordonnées polaires en posant

2= rsin{ cosy,
zy= rsin{sing,
23 = rcost.

Si I’'on se rappelle 'expression de la vitesse en coordonnées po-
laires, on voit que 'on a

£ B[(4) o () - (4]

de sorte que les dérivées de T par rapport a

: o dr & 4
) di’ A’ di
sont respectlvement
dr dg N ]
hasdl = mr 2 = mr2sin2 ¢ 27
R= ma’t Z = mi i ‘Il...ml.sm t;d s

'
et que l'on a
T=—I—[R2+£—|— i.g—]

2m rt r2sin?f
et
o I 72 2 mM
F=t Ry 2 2 _|_2M,
2m rt rtsin?{ r

L’équation transformée de Jacobi s’écrit donc

1 dS\? 1 [dS\? 1 dS\? mM
(4 am [(z;) -+ gy (7&) -+ T2 einil sin*C(Zl_q;) ]— - = const,
L’équation (4) est d’ailleurs indépendante du choix des axes.

48. 11 s’agit de trouver une intégrale de I'équation (4) dépen-
dant de trois constantes arbitraires.
Cherchons donc & y satisfaire en posant

¢ S=Si+GC

3 M2 '
et en désignant par — s 1z la constante du second membre.

L) T K
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Dans cette expression, S; désigne une fonction de » seulement
et G représente une constante.
Nous aurons alors

ds _ds, ds_ . dS__
T &= L=

et I'équation (4) deviendra
T s, ’+ G2 mM _ m3M2
am (dl' I P Y 2

dsS; \/9. m:M G miM2

dr r re L2

2am:M G2 M2
(5) Sl_fdl\/ e e

49. La solution que nous venons de trouver ne nous suffit
pas encore, puisqu’elle ne contient que deux constantes arbi-
traires L et G. Mais il est aisé de la généraliser; nous avons vu, en
effet, que la forme de I'’équation (4) est indépendante du choix
des axes; or C représente 'axe du vecteur AC avec laxe des z;.
Nous aurons donc une nouvelle solution en prenant

S = S+ GZ,

la lettre § désignant cette fois 'angle du vecteur AG avec une
droite A quelcongque passant par U'origine. Cette droite A, en effet,
aurait pu étre choisie pour axe des 2 sans quela forme de I'équa-
tion (4) en eit éié changée.

La nouvelle solution contient cette fois 4 constantes arbitraires,
puisqu’il faut 2 constanles pour définir la direction d’une droite
passant par 'origine.

Une de ces constantes est superflue, nous assujemrons donc la
droite A A rester dans le plan des z, z, et nous appellcrons §
I'angle de cette droite A avec I'axe des z,. Nous avons alors trois

constantes

50.-Nous n’avons qu’a appliquer la régle du n° 10 ; nous pose-
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rons
'd_x—i‘—yl’ dL — & ‘dG—g’ —Jﬂ_-—_ ’

et alors I, g, O seront des constantes ou des fonctions linéaires du
temps; L, G, 0 seront des constantes. On aura

dl _dy  dg _dy  d(=8)_dyp

4t = aL’ dt — dG’ dt db’

ot ¥ désigne le second membre de I'équation (4) ; on a donc
m3M?
v=—So
Nous aurons donc

@ de - do
di — " L® de — de

= 0.

Donc ! est une fonction linéaire du temps, g et ©® sont des
constantes. Nous poserons, d’ailleurs,

dl
— = n.

dt

81. Quelle est la signification de toutes ces formules ?
Le radical
2m:M G2 miM2
r r2 L2

devant toujours étre réel, le rayon vecteur r ne pourra varier
qu'entre certaines limites. Son maximum s’appellera la distance
aphélie et son minimum la distance périhélie; la moyenne arith-
métique sera la distance moyenne et sera désignée par a, tandis
que les distances aphélie et périhélie seront respectivement dési-
gnées par

a(i+e), a(i—e).

On obtiendra ce maximum et ce minimum pour lesquels le
radical cesse d’étre réel, en égalant ce radical a zéro, ce qui donne

mtM2r:—am2ML2r+ G2L2=o.

La somme des racines devant étre égale 4 2a, ona

m*Ma= L2,
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d'ou
L=myMya.
Le produit des racines doit étre a2 (1 — e?); on a donc

G2 L2 = mt*M2a? (1 — e?),
Gt =mMa(r—e?),
G =myMa(i—e2);

il vient d’ailleurs
dl msM: M

—_—=n= =

dt L3 \/(13

Jusqu’ict nous n’avons pas choisi la limite inférieure de l'in-
tégrale (5 ), de sorte que la fonction S, n’est déterminée qu’a une
constante prés ; nous choisirons pour limite inférieure la distance
périhélie @ (1 — e), de sorte que nous aurons

{ r
(6) S, = S dr,

a(tl—e) ‘

en désignant par S notre radical.

52. Formules du mouvement képlérien. — Examinons I'équa-
tion
s _
&=

Je remarque d’abord que S, ne dépend pas de 0, c’est-d-dire de
I'orientation de la droite A. Nous aurons donc

ds
™=

Considérons une sphére de rayon 1 ayant pour centre 'origine;
'axe des 2, viendra percer cette sphéreen un point A, le plan des
%25 suivant un grand cercle ABC. La droite fixe A, qui est dans
le plan des z, z,, percera la sphére en B; le rayon vecteur qui va
de l'origine & la masse mobile percera la sphére en D.

Le plan de A et du rayon vecteur coupera la sphére suivant un
grand cercle BD qui coupera le grand cercle BCsous un angle que
J'appelle <.
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L’arc AB mesure I'angle 8 et I'arc BD mesure 'angle §. Suppo-
sons que 'on donne & § un accroissement d8, la droite A restant
dans le plan des 2, z, viendra percer la sphere en un pomt B
infiniment voisin de B, et 'on aura

AB' = 0 + d0, B'D ={+ di,

et, par conséquent, BB'= df. Je méne. un petit arc de cercle B

’

- Fig. a.

perpendiculaire au grand cercle BD; nous savons que B'D est égal
a sa projection PD & des infiniment petits prés du second ordre. On

aura donc .
BP =— d¢.

Dans le petit triangle BDP’ on a

‘BP = BB' cosi,
et, par conséquent,
dar
—_ d_() = cosi
ctenfin
© = Gcosi.-

Comme O et G sont des constantes, cette équation nous montre
qu'il en est de méme de ¢.

Ainsi le plan BD passe par la droite fize A située dans le plan
des z, z,, et son inclinaison ¢ sur ce plan des 2, 2, est constante.
Ce plan BD est donc fixe.

Notre rayon vecteur restera donc constamment dans un plan
fixe, ce qui veut dire que L’orbite de la masse mobile est plane

Alors 0 représente la longitude du noeud du plan de U'orbite et
i son inclinaison.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



70 ° N . CHAPITRE I1II.

53. Passons a l’équation

ds
dL

=/,

Le terme G¢ ne dépendant pas de L, on aura

_ds,
L=7L

et nous pourrons calculer le second membre en partant de l'inté-

grale (5) et en différentiant sous le signef.

On trouve ainsi

[ [ dr
I

les limites d’intégration étant les mémes que celles de l'inté-
grale (6).

Nous avons & calculer une intégrale dépendant d’un radical du
second degré; 'intégration peut se faire en ramenant aux fonctions
eirculaires ; pour cela il convient de poser

r=a(1—ecosu).

De cette fagon, comme cosu variera entre — 1 €t -+ I, 7 variera
eomme il convient entre la distance périhélie a (1—e) et la dis-
tance aphélie a (1 + e). La distance périhélie seraatteinte quand u
sera un multiple de 27 et la distance aphélie quand % sera un
multiple de =. ' '

L’angle auxiliaire u, ainsi introduit, a requ le nom d’anomalie
excentrique.

Nous aurons .

-m+M?

Iz re,

S2ri=—Gt+aoam:Mr—
Le second membre est un polynome de second degré en cosu,
qui s’annule pour les distances aphélie -et périhélie, c’est-a-dire
quand u est multiple de =.
Ce polynome esL donc proportionnel a sin? u. .
Pour avoir le coefficient, je ferai cosu = ~+ o, en donnant ainsi
& u une valeur imaginaire. Dans ces conditions, nous aurons sen-
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siblement
r=-aecosu, sinu = — cos?u,
mrM?2 o ate?
S2rt=— = mt M2 qEcosu=— m2M ae? cos?u.

A

On a donc, pour toutes valeurs de 7,
S2 r2=m?Mae?sin?u = L2 2 sin?y,
7 MR rdr rdr

- L¥ esmu | J a%esinu

Or .

r=a(t—ecosu), dr = aesinu du.

d’onr -

Il reste donc

1

l=f, (1—ecosu)du. : o ’
0

La limite inférieure d’intégration doit étre, comme pour Pinté-
grale (6), celle qui correspond a la distance périhélie, ¢’est-a-dire
u=o0.0n adonc

(7) 4 =y —esinu.

. ClestVéguation de Képler:

Cette équation nous apprend d’abord comment varie le rayon
vecteur en fonction du temps. Nous avons, en effet, une relation
entre 7 et u ‘et nous ;savons que / est une fonction linéaire du
temps. ‘

Elle nous montre ensuite que les distances aphélie et périhélie
peuvent étre ellectivement atleintes. Nous ne le savions pas encore,
nous savions seulement qu’elles ne pouvaient étre dépassées.

Mais I’équation () nous montre que I'anomalie excentrique u
peut prendre toutes les valcurs réelles possibles et, en particulier,
les valeurs qui correspondent aux distances périhélie et aphélie.
En effet, 4 chaque valeur réelle de u correspondra une valeur réelle
de { et, par conséquent, une valeur réelle de temps, puisque / est
une fonction linéaire du temps.

L’angle / a re¢u le nom d’anomalie moyenne.

En effet, il varie proportionnellement au temps, et il devient
égal A Panomalie excentrique toutes les fois que sinu s’annule,
c’est-a-dire & tous les périhélies et & tous les aphélies.
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B4, Passons mainlenant al’équation
ds
G =&
ce qui peut s'écrire

__ dS,
&= Z'_GT-"C'

Or, I'on a, par différentiation, sous le signe f

AN
S _ ([—=Gdr_ .o Uy
aG —J sy T j EY

ot
Nous allons encore passer aux fonctions cir : 1'aires, mais, comme

. . 1
nous avons maintenant pour variable -, nou. poserons

1+ e cosy
a(l—_e’)’

I —
r-

de sorte que cos¢ variant de —r1 4 41, r varie de a(1—e) &
a(1+e). , ‘ )

Le carré de S| est un polynome du second degré en ;I et, par
conséquent, en cos¢; et, comme il s’annule aux distances péri-
hélie et aphélie, c’est-a-dire quand ¢ est multiple de =, il sera pro-
portionnel & sin%e.

Pour avoir le facteur de proportionnalité, je ferai cos¢ =+,
d’otr sensiblement

1 e cosy m2Me cose
- = = Iy
r oa(r—e?) C G2
. G2 m M2 e2 cos? o
sin?p = — cos?yp: S8 e T e~ T,
’ ! r2 G?

On a donc pour toutes les valeurs de ¢

L M2 2 i
C ospa N 1(\}42 P ginte, 8 = i Mé sine
Or ;
FAR —esinpdy  —m*Mesinedy Sy dp
rT a(i—ey) G2 - G

et .
: d51 .
:z—c‘—*f""' _
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L'intégrale doit avoir méme limite inférieure que l'intégrale (6),
c¢’est-a-dire celle qui correspond 4 la distance périhélie, c’est-
d~dire v =o0. On a donc -
ds,
ac ="

d’ou finalement
v=§{—g.

Revenons a la figure et prenons sur le grand cercle BD, qui
est fixe, un arc BE égal a g. Comme g est une constante, le
point E est fixe, ainsi que le vecteur OE, qui joint ce point a
Uorigine.

Alors ¢ représentera I'arc ED, ou I'angle du rayon vecteur fixe
OE, avec le rayon vecteur OD qui va & la planéte. Donc r et v
seront les coordonnées polaires de la planéte dans le plan OBD,
si 'on prend pour pole le pointO et pour axe polaire la droite OFE.
Donc I'équation
(8) A Ul

I+ €Ccosy
sera I'équation de l'orbite en coordonnées polaires; or, c’est
'équation d’une ellipse rapportée & son foyer.

L'orbite est donc elliptique.

L’angle ¢ a recu le nom d’anomalie vraie. Il est égal & un
multiple de 2= au périhélie et & un multiple impair de = &
Paphélie.

L’angle
. ] 0+ =0+g4+0v .

‘a recu le nom de longitude dans lPorbite. Au moment du péri-
hélie, on a ¢ = o, la planéte est sur le vecteur OE et sa longitude
dans Vorbite est § + g.

Cet angle 6 + g, qui est constant, a recu le nom de longriude

du périhélie. '

55. De I'équation (8) nous déduisons
ercosp =a(1—e2)—r=a(1—e?)—a(1—ecosu),

d’ott :
rcosy = a(cosu — €)
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ct

rsine=ay (1—ecosu)— (cosu—ep =ayi1—esinu.

Or, les coordonnées rectangulaires de la planéte ont pour va-
leurs : 1° si § est d’abord supposé nul

xy=rcos{, x2 = rsin{ cosy, xy=rsingsini.

2° Si § est quelconque

) = r(cosfcosO—sinfsinb cosz),
(8 bis) 2= r(sinf cos0 <+ cosfsinh),
23 =psinsini,

Dans

rcosf = rcospcosg—rsinesing
(8 ter) ° !

rsin{ = rcosvsin g +rsinvcosg

on remplacera 7 cos¢ et rsine par leurs valeurs et 'on trouvera

i
x, = a (costt — ¢) (cos g cosd — sin g sin b cos?)

—asinu /1 — e2(sin gcos0+cosg sinlcosi,
2y = a(cosu —e) (cosg sinl+ sin g cos0 cosi)
(9) . —_— .
“+asinu y/1— e?(—sin g sin0+-cos gcosl cosi),
z3 = a(cosu —e) singsini
~+asinuy1—e2cosg sini.

56. Nous avons posé

s _ o ods_, 45 dS_
d.z‘,-—yl’ ﬁ— ’ d_G_g’ a0 ==Y

wn

et, par conséquent,
ds =2ydx + {dL+ g dG— 0 d),
d'ou il suit que
Exd_y —ldl — gdG—0de

est une différentielle exacte; mais j'aurai .avantage a introduire
encore de nouvelles variables; en posant | '

2

L—G=0p, G—0=p,
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(10) LI+Gg+00=LX)=+p, & +p;w,,

)\=l—|—g—'|—07 w,=—g—0, w2=—0.

On voit que w, estlalongitude du périhélie et w, celle du nceud,
toutes deux changées de signe. Quant a 'angle 2, il a regu le
nom de longitude moyenne. :

Les variables anciennes L, G, 0; [, 2, § étant lides aux nou-
velles Ly 04, 23 A, 0y 0, par des relations linéaires, I'identité (10)
nous montre que nous sommes dans les conditions du n° 5 et que
le changement de variables est canonique. Donc

ldL+ gdG+0de—)dL— ¥ wdp

sera une différentielle exacte et il en sera de méme de

Zxdy——)\dL—dep
Zyd:'c—l,dz =Y pdo.

57. Posons maintenant

ou de

t

b=y2picosw;,  mi= 2 prsinw;

Le changement de variables sera encore canonique en vertu du

n” 6; donc .
Sedo —Fed

sera une différentielle exacte et il en sera de méme de

'E‘ydx—Ldl—-EEdn
Emdy—KdL—Z'qu.

58. Dans la plupart des applications, P’excentricité e et l'incli-
naison i seront de trés petites quantités; '

Px=L-‘-G=m‘/M \/Z (1_7‘/l_._‘;2)

ou de
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est de Pordre du carré de I'excentricité;
fi=v2picoswy, i =v2p;sinw,

sont de I'ordre de I'excentricité; c’est pourquoi nous désignerons
souvent ces deux variables sous le nom de variables excentri-

ques:
pr=G—8 =G (1—cosi) .

est de I'ordre du carré de l'inclinaison;
Ba= 2 P2 COS g, e = /29,sinw,

sont de l'ordre de l'inclinaison; c’est pourquoi nous désignerons
souvent ces deux variables sous le nom de variables obliques.
Nous trouvons d’ailleurs

e2= Q_P_l.*_ (&)2,

L L
d’olt
- 2 2
VL ecoswy =t 14 S,
4L
T e £ +nt
;/Lesmw,._-q, [+ T
et

- . L. N
’g’g=2\/Gsm;Lcoswz, nNg== 2 Gsm;zsmw,.

Les variables que nous venons d'introduire servent & définir la
forme, les dimensions et l'orientation de lorbite elliptique, ainsi
que la position de la planéte sur cette orbite. Nous devons dis-
tinguer :

1° Le systéme des éléments
a, e i, I, g+0, 0,
qui ont recu le nom d’éléments elliptiques et sont plus fami-
liers aux asironomes;
2° Le systéme
L G 6 ¢ & 0
3° Le systéme

L, o1 psy X, w, ®i;
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4° Le systéme
L, &, & A, N1, MNa.

Ces trois dernicrs systémes ont recu le nom d’éléments cano-
nigues A cause des propriétés démontrées aux n° 56 et 57,

59, Nous avons, dans ce qui précéde, calculé les coordonnées
rectangulaires, ou polaires, en fonctions des éléments elliptiques
ou canoniques. 11 resterait a calculer les variables y; ou, ce qui
revient au méme, 2 déterminer les vilesses en fonctions des mémes
éléments. Pour cela, nous pourrions nous servir des équations

ds

Y=gz

'

ou, en revenant aux coordonnées polaires du n° 47, nous servir des
équations

“dr _ dS di dS
(11) meg = o mri—c:

— mr?sin?g i ds
dt — dg’ d

¥ = ?l??.
Nous pouvons, d’ailleurs, sans restreindre la généralité, suppo-
ser, comme au n° 48, que { représente I'angle du rayon vecteur
avec cel axe et que, par conséquent, le plan de 'orbite passe par
Paxe des z3, car nous savons que le choix des axes est arbitraire.

On a alors .
dS dS, das ds

%1 g ao
dr — dr =S dC_G’

La premicre des équations (11) donne alors

m g-:— =84,
d’olt
mdr
di = s
et ,
mtM2 dr
dl =ndt = W.

Nous retrouvons donc simplement I'équation du n° 53.

‘.

60. La troisiéme équation (11) nous donne simplement %ﬁ =y,

\
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ce qui signifie que la vitesse est dans le plan de orbite. Quant &

la seconde, elle donne
d?
mrt =2 = G.

dt

- dl o . .
Ormr ZE_ c’est la projection de la quantité de mouvement sur une

perpendiculaire au rayon vecteur. Le premier membre n’est_donc
autre chose que le moment de la quantité de mouvement; de sorte
que G représente en grandeur le vecteur des aires.

Comme ce vecteur est nécessairement perpendiculaire au plan
de l'orbite, ses trois composantes seront

GsinZsin0, — GsinZcosf, G cosi = 0.

61. Cherchons maintenant & calculer les y;. Nous pourrions

"nous servir des équations
dS
dz; =70

mais il sera préférable de se servir de

= BB g BT M2
NER G SN T T @

v

qu’il y aura lieu d’employer quand les x seront exprimés en fonc-
tions de /, g, 0, L, G, ©, ou de

_ mtM2 %
V=" an

qu'il y aura lieu d’employer quand les z seront exprimés en fonc-
tions de X, L, o, woude d, L, &, 4.

. d dr /. ‘s .
Bien entendu i; ou J;f désignent les dérivées partielles de x par

rapport 4 {ou a A.
62. On peut également se servir des intégrales des aires.

Zyys— 23 y2= Gsinisinb,
x3y1— 2z y3= Gsinicosh,
1 yr— 23 y1= 0.

Ces équations ne peuvent suffire pour déterminer les y car elles
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ne sont pas distinctes. Mais on y adjoindra I'équation des forces
vives ' '
t ‘ mM m3 M2
—_— 2 2 2y = —
s i+ ri+ri)——; Lt
63. 11 peut y avoir intérét i metire les équations'(g) sous une
forme différente; introduisons deux quantités auxiliaires X et Y

cn posant
X = a(cosu—e)cosl+asinuy1— e?sinl=rcos(v —1),
'Y =— a(cosu—e)sinl +asinuyi—eicosl = rsin(v—1).

Nous voyons que les seconds membres des équations (g) devien-
dront des fonctions linéaires et homogeénes de X et de Y. 1l resle
a trouver le coefficient de X et celui de Y.

Or, rappelons-nous comment nous avons obtcnules équations (9).
Nous nous sommes servis des équations (8 bis) et (8 ter) sachant
que {=v¢ -+ g, nous avons remplacé dans les équations (8 bis)
rcosg et rsing par leurs valeurs (8 ¢er). Mais on a également

E=@—0+(g+1),
de sorte que les équations (g) cieviendront

xy= X[ cos(g~+)cosd—sin(g <+ )sinbcosi]
— Y[ sin(g-+)cos0—+ cos(g —+ )sin B cosi],
zg= X[ cos(g -+ I)sin04-sin (g4 {)cosbcosi]
+ Y[—sin(g ) sin 0 4 cos(g -+ ) cosf cos Z],
3= Xsin(g+ I)sini+ Y cos(g + I)sing,

ce qui peut s'éerire également

= X [cos’écos)\ —+ sin? -;- cos (A — 26)]
—-Y [cos’ -i-sin A+ sin?ésin (A— 20)],

(12) &y = X[cosﬂésin )\—sin‘lgsin ()\—20)]
+Y [coszécos)\ — sin‘zéco's()\ —20)] ’

z3=Xsinisin(A—0) + Y sini cos(A — 0).
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64. Résumé des formules. — Je crois utile de ,reunn‘ ici les
formules qui lient les z et les y aux éléments canomques L A 0

w, & 0. Dans ces formules figureront les deux masses et M et
2 . . »

diverses quantités auxiliaires a, e, i, u, 1, 9, I, X,, .-
Nous avons d’abord ,
L=myHa,
pr=L(—yT=&), pa=(L—py){1—cosi), -
i =y/2p1 coswy, 1 =y/2p; sinw,; '
Eg=‘;/2_p: €OS g, '},g=@ sinwg¢t

=X+ Wy,
(7) - Il=u—esinuy,

rcosy = a(cosi —e)

rsing = ay1— e?sinu,

X =rcos(e — 1), Y =rsin(v —{),
z= X [coszgcos7\+ sin? % cos(A -+ '2(!.)2)]

. e ol
._Y[cos2;sm7\+51n255m(>\+2w2)]

(12 bis) Zy= X[cosﬂgsin)\——sinﬂisin(l+2w,)]
-!—Y[cos2 cos)\——smﬂ—cos()\-i—zwg)]
zry= Xsin¢sin(d + wg) 4+ YsinZ cos(A - wy),
VATl s el =r=ali— — ati—et)
z}+axi+ai=r=a(l—ecosu)= T+ ccose
Ty Yy— 23 ya=— (L — py) sin? sin w,,
Z3 y1— 2 y3=— (L — p1) sini cosw,,
xi}’2_x2}’1=l‘_?l'—92;
___( . _mM __ miM?
am Wi riryd) =~ =— oy
~ v *
65. Forme du développement. — Tl s’agit maintenant de s¢

servir de ces formules pour développer les coordonnées z,, 22, 3
en séries dépendant des éléments canoniques. Quelle sera la forme
du développement?

Pour résoudre cette question, je décomposerai le probléme en
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déﬁx\@t‘j’éhvis‘égerai d’abord le développement de X et de Y, puis
«celdi des coefficients de X et de Y dans les équations (12 bis).

R & o]oserve d’abord que p, est développable suivant les pulssances

. de 7 les’ coefﬁctents du developpement dépendant d’ailleurs
de L. Le pre.xmer terme du developpement est un terme en e2.

& . A a
Donc __;sgp Lsera également developpable suivant les pmssances de e?,

et il en sera de méme de
* L 2Pl

" De l’equauon qui lie p, & e* on peut tirer inversement le déve-

g,oppement de ‘e? suivant les puissances de p,. Nous avons trouvé

.
au nv 58 f

-

L] 'g%“ . 62_.291+<01>2'
. - = IJ
vLd v
On pourra donc développer —— ‘/ suivant les puissances de p;.
201
Or
e _ ecoswy _ esinw
: Vap §1 m
et

201 =E} +0f.

11 résulte de la que ecosw,. et esinw, sont développables sui-
%vant les puissances de E et w5 (iest ce qui résulte d’ailleurs des
“formules du n° 38. Les coefficients de tous ces développements’
dépendent de L. '
66. Je dis maintenant que u — {, cos(u — !) et sin(u — [) sont
*développables suivant les puissances de ¢ cos! et de e sin/.
Envisageons, en effet, I'équation de Képler

14
7) l=u—esinuy,

’

nous pourrons I'écrire
(u—1l)—esinlcos(u—1)—ecoslsin(u—1I)=o.

‘

Le premier membre est développable suivant les puissances de
(u—1{), esinl, ecosl. Quelle est la condition pour qu’on puisse
en tirer (u— /) développé suivant les puissances de esin/ et
ecosl? Clest, d’aprés le théoréme des fonctions implicites, dd &
‘Cauchy (ou, comme aurait dit Laplace, d’aprés le théoréme surle
P P. — L 6
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retour des suites), que la dérivée partielle du premier membre par
rapport & l'inconnue (# — /) ne s’annule pas quand on y fai
ecos!=o0, esinl=o. Or, cette condition est remplie; car cette
dérivée se réduit i Punité. )

Done (u — 1) est développable suivant les puissances de e cos/
et esinl, etilen est de méme de cos(u — I) et sin(« — ) qui sont
développables suivant les puissances de (u — ).

Il en est de méme, évidemment, de

etcos(u—+ ) =ecoszlcos(u—1)—ersinalsin(u— ),
car

e2cosal = (ecosl)?—(esinl)?; e*sin2l = 2(e cos!l) (esinl)

etil en est de méie, pour une raison analogue, de e? sin(u + ).

67. Jobserve maintenant que l'on a

‘/ — 2 j— —
—}£=cos(u—l)u+e’cos(u+l)[ ! e’—ecosl,
a 2 2¢?

— el — —
Y =sin(u—l)l—+‘/l—e— — e?sin (u+l)l—‘/l—ef+esinl.
a 2 262

. coOs$ CoSs
Nous venons de voir que . (u— 1) et e2 . (u+{) son
v v que sm( ) sin ( ) !

développables suivant les puissances de ecos/, esinl. Il en est de
méme de
l-l—\/l—e’ 1—/i1—e?

3
2 2e?

’

car ces.deux fonctions sont développables suivant les puissances
de e2.
X Y . .
Il en résulte que — et — sont développables suivant les puis-
sances de '
ecosl, esinl;

ou encore suivant les puissances de

e coswy, esinwy,
puisque
e cosl = e costy cos A — ¢ sin wy sin,
esin ] = esin wy cosA <4 € cosw, sink;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LE MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 83

ou encore suivant les puissances de

Eh N,

puisque e cosw,, € sinw, sont développables suivant les puissances
de & et u,.
Donc finalement X et Y sont développables suivant les puis-

sances de &, et n,; les coefficients du développement dépendent
d’ailleurs de L et de ).

68. Passons maintenant aux coefficients de X et de Y dans les
équations (12 bis) qui sont de la forme

i cos
A

== cos2— in2 2 €98
2

0
=+ sin . (A 42w
2 sm( 1)

ou

. .COS
sing , (A .
i sm( + wy)

Je dis que ces coefficients sont développables suivant les puis-
sances de

.1 LT
(13) sin ~ coswg, sin - sin w;.

. . s o2 . ,
Il en est évidemment ainsi de sin®~ qui est la somme des carrés
de ces deux quantités (13); de
I .
€0s?= = —sin% -,
2 2
i L,
cos - =\/I—sm2 o
2 2

.2 Lot
sin? ~ cos2wy, Sin?—sin2w,,
2 2

de

expressions qui sont égales, la premieére 4 la différence des carrés
des deux quantités (13), la seconde & leur double produit; de

..t LWt AN .
sm’;cos()\ -+ 2w3) = sin? ;cosuog cos A —51n2;smzwg sin},

et de sin? % sin(A -+ 2w, ) pour une raison analogue; de

. .COS t . T cos
sine . wg=2¢€08 -sin— . wsy;
sin 2 2 sin
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de

sinfcos(A + wy) = sini cosw, cosA — sin sinws sinA

et de méme de sinisin (A + w,).
Il résulte dela que les coefficients en question de X et de Y sont
développables suivant les puissances des deux quantités (13).

Or, on a
. —
£, =2yL—0p, sin > coswy,

— . .
11,=2\/L—p,sm;smw,.

Donc nos coefficients sont développables suivantles puissances de

Ez , T .
2yL—p1  2¢/L—p
Or
-1
- (L— M) !
VL—P‘ 2

est développable suivant les puissances de §, et ;.
Donc, finalement, nos coefficients sont développables suivant les

puissances de &, 14, &, 2.

69. En résumé, nos coordonnées z; sont développables sui-
vant les puissances de
Eh N1y 52) N2,
les coefficients du développement dépendant d’ailleurs de L et de A.
Inutile d’ajouter que les expressions des z; sont des fonctions
. . . ’
périodiques de A qui ne changent pas quand on change A en A + 2.
Les développements des y; sont de méme forme; il suffit pour
s’en convaincre de se rappeler les formules

L= MR day
Yi= 13T an

Les z;etles y; peuvent donc se développer sous la forme suivante
(%) ) EAcos(po)\+h).‘)]'L,

ol p, est un entier, oi A et i sont des constantes qui ne
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dépendent que de L et ol JU jest un monome entier par rapport .
aux § et aux 1.
Posons ensuite

b= ya2picosw;,  mi=/2p;sinw;.

Je dis que le développemeﬁt (o) prendra la forme
(®) 2397‘92’005(1)0)\ “+ prwy~+ paws+-h),

ou B et & ne dépendent que de L, ou les p sont des entiers positifs
ou négatifs, les 2¢ des entiers positifs ou nuls, et de telle fagon
que 2¢; soit de méme parité que p; et au moins égal & p; en valeur
absolue

29:2| pil.

Je veux montrer que tout développement de la forme (a) peut
se mettre sous la forme (8); il me suffit de le démontrer pour cha-
cun des termes du développement. Cela est évident immédiatement
si le monome JIU se réduit & I'unité, auquel cas le terme se réduit
A Acos(poh+ h).

Il me suffira donc de démontrer que, si une expression est
développable sous la forme (), cela sera encore vrai pour cette
expression multipliée par & ou par %; et, par conséquent, de
proche en proche, pour cette expression multipliée par un
monome quelconque .

Soit donc

H = ¥ Bofpftcos(po) + p1 o1+ paus+ k). .
Je dis qu'on pourra également développer sous la forme (8)

Hi; = Hy2p;cosw;,  Huy = H/2p;sinw; = Hy/2p; cos <w,~— 1—;),

et, plus généralement,
H (/2p; cos(w;+ h').
On a, en effet,

Hy/2p; cos(w;+ A')
ZBPZ'PQ"/E[ €os( Poh + prwy—+ pats+ i+ A+ h')
> .

RZ

+ €05( Pod 4 P1ovy 4 prtwy— Wi+ kb — A')].
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Cette expression est bien de la forme (8); car, si nous suppo-
sons =1 pour fixer les idées, nous voyons que 2¢, et p, n’ont
pas changé, que 2¢, s’est changé en 2¢,+1, tandis que p, s'est
s’est changé en p,+1 dans l'un des termes et en p,—1 dans
Iautre.

Or, si
2¢1= pi(mod 2), 2q12| 11,

on aura évidemment
2¢)+1=p;+1=p;—1(mnod 2),
2g1+12| pr+1|, 2q1+12| py—1|,

ce qui démontre le théoréme énoncé.

70. Symétrie. — Si 'on faisait tourner 1’orbite elliptique et
la planéte d’un angle ¢ autour de P’axe des z; (comme si la pla-
néte et son orbite formaient un seul corps solide),

., & 6 L, G, o

.se changeralent en
L g O0+e L, G, 6;
L, p1y, pay A, w1, wy

se changeraient en

L, P1sy P2,y )\+Ea Wy—E§&, Wyg—¢E;

et
L1, &9y X3

se changeraient en

Ty €0SE— 2y sine, x4 sine —+ x4 cose, 3.

Si, dans le développement des x, on remplace les § et les % par
Jeurs valeurs en fonctions dés p et des w, on obtiendra des séries
procédant suivant les sinus et les cosinus des multiples de X, w,, w;.

Nous aurons donc

.‘I»‘;=2A COS(I)Q)\ +p,wl+p,w2+ h),

Po, P1 €t p, étant des entiers, A et & des fonctions de L, p, et pa.
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Jécrirai
[ 2, = ZA cos( poh - prog -+ prwy+ k),
(14) x2=2A’cos(po)\ + prwi+ pywg+ k'),
23 =EA”COS(F0)& + P11+ Pawg+ h”).
Si je change X, w,, wy en A 4¢, 0, —¢, wy—¢; 'argument
des cosinus augmentera de
(po— py— pP2)e.
et z,, x2, &3 devront se changer en
&) COSE - — L4 8iNE, =z, SINE-+ 2y COSE, Z3.
Nous en conclurons :

1° Que A
Po—p1—p2=1

dans le développement de z, et de z; et que
Po—pPL—p2=0

dans le développement de zs;

2° Que

71. Considérons encore la figure formée par la planéte et son
orbite elliptique et remplagons cette figure par sa symétrique par
rapport au plan des z,z;. Cela revient a changer

L, G o [ g 0

€n

L, G 6 —I, —g -8,
ou

La P1y P2y Aa Wy, Wy

en

Ly P1y P2, _)‘i —w;, —wy;
ou, enfin,

Ty, X3, X3

en

Xy, — Xy, X3
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Il faut donc que x, change de signe et que 2, et z; ne
changent pas, quand les trois angles A, w, w, changent de signe.
Cela revient & dire que dans les développements (14) on doit
avoir

h=h=o, h=— 1;;

de sorte que ces développements deviennent
24 =ZA cos(po)\ +p1u)1+pgiu2),
w4 bis) @y= P A sin(pod -+ prog+ pron),

‘ x3 =ZA" COS(po)\ +p1.w,+p‘gw,).

72. Considérons toujours la méme figure et remplagons-la par
sa symétrique par rapport au plan des z, z,. Cela revient a changer
les variables obliques E, et 112 en — £, et —7,, ou encore a chan-
ger wy en w, -+ 7.

Dans ces conditions #, et 2, ne doivent pas changer et z; doit
changer de signe.

Donc p, est palr dans les développements (14) ou (14 bzs) de z,
et de 2, et impair dans ceux de .

Si Yon rapproche ce résultat de celui que nous avons obtenu au

n* 70, nous voyons que po— p ou py- py sont toujours impairs.
!

73. Homogénéité. — Quand e, 7, [, g, § restant constants, le
demi-grand axe’a se change en a (1 ¢), les coordonnées Zyy 23,
z4 se changent en z, (1 + ¢), .Z'g(l +¢), z3(14¢).

Dans les mémes conditions pt _ sont multipliés
m\/\l myM myM
par la racine carrée de ce méme facteur ou /1 +- .
Donc les coordonnées z; seront homogénes de degré 2 en

L P
— —3
myM myM

L k2 n?

myM myM myM

Voyons ce que nous pouvons conclure au sujet de la forme des

ou en
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développements (14 bis). Les coefficients A et A” qui figurent dans
ces développements seront une somme de termes de la forme sui-

vante :
" —q,— 1473 !
A ou A= E BL2-# ‘hp({ pz v

ol 2¢, est un entier de méme parité que p, et au moins égal a | p,|,
et ot 2¢, est un entier de méme parité que p, et au moins égal
3 |pal, et ot B est une constante numérique.

On aura d’ailleurs

Yi=— E C m2*ML-1—=2:~2:pT: o7 sin(po A + py w1+ pawy),
Y= 2 C m? ML—’-%—%pZi p9* cos(pyh + p1 w1+ paws),

Y= ':Z C"mAML~1-¢:1—9:07 p72 sin (po X =+ prog+ paws),

C et (7 étant des constantés numériques égales & Bp,. '
Jal dit que 2 ¢, devait étre un entier de méme parité que py et
au moins égal & p,; c’est en effet la condition pour que

pJtcos(pros+ k),

ol % est indépendant de p, et de w,, soit développable suivant les

puissances de

V201 cos vy = &, V2p1 sinwg = 4.
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CHAPITRE 1V.

PRINCIPES DE LA METHODE DE LAGRANGE.

T4. Orbites osculatrices. — Reportons-nous 3 la figure 1 et aux
hypotheses du n° 30; envisageons par conséquent le mouvement
des deux planétes fictives A’ et B'. Nous avons vu aux n°s 37 et 38
que l'on peut poser F =Fy+ uF,, que uF, est beaucoup plus
petit que Fo, et que, si 'on remplagait F par Fy, le mouvement
de la planéte fictive A’ serait le méme que si elle était attirée par
une masse fixe m, -4 m; placée & l'origine, tandis que le mouve-
ment de la planéte fictive B serait le méme que si elle était attirée
par une masse fixe m, + m, -+ m, placée & l'origine. 1l résulte de
la que, en premiére approximation, le mouvement de ces deux
planetes fictives se fait conformément aux lois de Képler.

Supposons qu’a l'instant ¢ les forces qui agissent (') sur la
planéte fictive A’ viennent brusquement & disparaitre pour étre
remplacées par une force unique due a l'attraction d’une masse
fixe m, + m, placée 4 'origine. A partir de llinstant ¢, la planéte A’
décrirait une orbite elliptique, et c’est ce qu’on appelle 'orbite
osculatrice de la planéte A'.

Ou, si I'on aime mieux, nous envisageons une nouvelle plandte
fictive A", qui a méme masse que A/, c’est~a-dire m, ; qui, a U'ins-
tant t, a mémes coordonnées que A’ et méme vitesse tant en gran-
deur qu’en direction; et qui, soumise seulement & 'attractivn
d’une masse fixe m, 4 m; située a l'origine, se meut conformément
aux lois de Képler. A l'instant ¢, la planéte A” a mémes coordon-
nées que A/, c'est-a-dire x',, &, z, et les composantes de la quan-

(1) Peut-étre ce langage est-il incorrect, puisque a cette planéte qui est fictive
aucune force ne peut éire réellement appliquée. Peut-étre faudrait-il dire : les
forces fictives qui semblent agir...; peu importe d’ailleurs puisque aucune con-
fusion n’est & craindre.
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tité de mouvement sont les mémes, c’est-a-dire ', 5,, 5. Mais,
a tout autre instant que l'instant ¢, la planéte A" n’a pas les mémes
coordonnées que A’, ni la méme quantité de mouvement. L’orbite
elliptique de A” est alors Vorbite osculatrice de A'. Les deux défi-
nitions reviennent évidemment au méme, car la nouvelle planete A"
n’est autre chose que ce que deviendrait A’ si les forces qui agissent
sur elle venaient & disparaitre et & étre remplacées par l'attraction
de la masse centrale m, + m,.

A un instant ¢ différent de ¢, A” ne coincide plus avec A’; nous
devons donc imaginer une nouvelle planéte fictive A” qui se meut
d’aprés les lois de Képler et qui, & I’instant ¢, a mémes coordon-
nées et méme vitesse que A’. L'orbite elliptique de A” sera 'orbite
osculatrice de A & Uinstant ¢ et elle diflérera de 'orbite elliptique
de A", c’est-a dire de 'orbite osculatrice de A’ a 'instant ¢. L’orbite
osculatrice est donc variable avec le temps.

Cependant, si F se réduisait 4 F,, la planéte A’ se mouvrait
conformément aux lois de Képler; coincidant un instant avec A’,
clle coinciderait constamment avec A’; done A’ et A" ne dlffere-
raient pas et orbite osculatrice serait invariable.

En réalité, F ne se réduit pas a F,, mais la différence, que nous
avons appelée uF, est trés petlte Il en résulte que l'or Inte oscu-
latrice varie, mais qu'elle varie lentement.

On définirait de la méme maniére 'orbite osculatrice de B': ce
serait orbite elliptique d’une nouvelle planéte fictive B’, qui
aurait méme masse que B/, c’est-a-dire m), qui, & l’instant ¢,
aurait mémes coordonnées que B, c’est-a-dire &, z;, z;, méme
vitesse en grandeur et en direction et, par conséquent, mémes
composantes de la quantité de mouvement, c’est-a-dire ¥, ¥, ¥4,
qui enfin se mouvrait d’aprés les lois de Képler sous I'attraction
d’une masse centrale fixe m, -+ m; 4+ my. Nous n’aurions d’ailleurs
qu’a répéter ce que nous avons dit des orbites osculatrices de A’

Nous avons vu au Chapitre III que la forme, les dimensions,
I'orientation d’une orbite elliptique, et la position d’une planéte
sur cette orbite, peuvent étre définies a 'aide d’un systéme de six
éléments, dits tantoét é/éments elliptiques, tantdt éléments cano-
niques (cf. n° 58). Les six éléments qui définiront ainsi l'orbite
elliptique de A’ (c’est-a-dire I'orbite osculatrice de A') et la posi-
tion de A” sur son orbite (c’est-a-dire la position de A’ sur son
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orbite osculatrice) s’appelleront les éléments osculateurs de la
. planéte A'.

Dans le mouvement képlérien un seul des éléments est variable
(c’est la longitude moyenne A si 'on adopte I'un des deux derniers
systemes d’éléments définis au n°® 38, et anomalie moyenne 7 si
I'on 'adopte l'un des deux premiers) et cet élément varie d’ailleurs
proportionnellement au temps. Les cinq autres éléments sont
constants.

En ce qui concerne les éléments osculateurs, tous seront variables;
mais les variations de l'un d’entre eux seront sensiblement mais
non exactement proportionnelles au temps; celles des cinq autres
seront trés lentes. Nous venons de voir, en eftet, que I'orbite oscu-
latrice varie, mais qu’elle varie lentement.

On définirait de méme les éléments osculateurs de la planete B'.

75. Cas de la Méthode usuelle. — Au n° 44 nous avons défini
un changement de variables dont les astronomes se sont souvent
servis. Bien que nous ne devions pas en faire usage, il peut y
avoir intérét 4 Pexaminer et 4 définir les orbites osculatrices aux-
quelles il conduit.

Les deux planétes A et B sont rapportées au Soleil C, c’est-a-dire
que l'on introduit deux planetes fictives A’ et B’ ayant respective-
ment pour masses m, et n, en menant OA’ égal et paralléle & CA,
et OB’ égal et paralltle a CB.

Ici encore nous pouvons supposer une nouvelle planéte fictive A”
qui, a l'instant ¢, a mémes coordonnées et méme vitesse que A’ et
qui décritune ellipse sous ’attraction d’une masse centrale m, -+ n,;
et une autre plandte fictive B qui, 4 'instant ¢, amémes coordonnées
et méme vitesse que B’ et qui décrit une ellipse sous l'atiraction
d’une masse centrale m, -+ m, (je dis m,+ m, parce que, si l'on
négligeait la fonction perturbatrice telle qu’elle a été définie au
n° 44, le mouvement de B’ serait celui d’une masse mobile attirée
par une masse fixe m; -+ m;). L'orbite elliptique de A" ou celle
de B’ seront alors l'orbite osculatrice de A’ ou celle de B'. 1 n'y a
d’ailleurs rien & changer & ce que nous avons dit au numéro pré-
cédent,

'

76. Cas de la transformation du n° 26. — Supposons mainte-
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nant qu’au lieu d’adopter le changement de variables du n° 30,
ainsi que nous le ferons toujours sauf avis contraire, nous ayons
adopté celui du n°® 26. Les planétes fictives A’ et B’ ont pour

masses
mymy mymq
)
m; 4+ my m, —+ mq

.et'l’on obtient leurs posilions en menant les vecteurs OA’ et OB
$gaux et paralleles 8 CA et a CB. Elles ont pour coordonnées
x, Xy X z, o, X
Mais les variables
Yie Yo Yii Y Y X

ne seront pas proportionnelles aux dérivées des z'; elles ne repré-
senteront donc pas les composantes des quantités de mouvement
des deux planctes fictives; elles représenteront, comme on le sait,
les composantes des quantités de mouvement absolu des deux -
planétes réelles.

Voici dans ce cas comment on doit définir les orbites oscula-
trices : '

. . . " . N mqym;y
Soit une nouvelle planéte fictive A” qui a méme masse ———
my -+ mq
7 T d ' - ’

que A’; qui, a 'instant ¢, a pour coordonnées ', &,, x, et pour
composantes de sa quantité de mouvement ', ¥4, ¥4; qui enfin
se meut conformément aux lois de Képler sous V'attraction d’une
masse centrale m, + m,.

On voit qu'a l'instant ¢ la planéte A” a mémes coordonnées
que A’, mais qu’elle n’a pas méme quantité de mouvement ni par
conséquent méme vitesse.

La planéte A’ décrit une orbite elliptique qui sera I'orbite oscu-
latrice de A,

On définirait de méme la planéte fictive B’ et l'orbite osculatrice
de B'. Disons seulement que B’ se mouvrait sous D'attraction d’une
masse centrale m; + m,.

77. Comparaison des orbites osculatrices. — Le plus souvent,
au lieu de pparler de 'orbite osculatrice de A’ ou de B/, on parle de

¢
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Uorbite osculatrice de A ou de B, c’est-a-dire des planétes réelles;
cette fagon de parler peut étre adoptée sans inconvénient : quand
on parlera de 'orbite osculatrice de A, on devra entendre qu'il
s'agit de celle de la planéte fictive correspondante A’.

Cependant on doit faire attention & une chose. Nous venons de
voir qu'il y a plusieurs maniéres de définir les orbites osculatrices:
et, par conséquent, les éléments osculateurs. Il y en a encore
d’autres. Au n® 74, au lieu de rapporter A a4 G et B au centre de
gravité de A et de C, nous aurions pu rapporter B 4 C et A au
centre de gravité de B et de C.

De plus, nous aurions pu attribuer d’autres valeurs aux masses
centrales. En effet, le partage de F en deux parties F, et pF,
reste arbitraire dans une assez large mesure; nous aurions pu
retrancher une fonction quelconque de F, et I'ajouter & uF,,
pourvu qu’elle soit du méme ordre de grandeur que la fonction
perturbatrice. Par exemple, dans Fy nous aurions pu remplacer

le terme
my(my+ my)
BD
par le terme
ny, ms
BD ’
puisque la différence ”;;‘g“ est de 'ordre de wF,. Alors la masse

centrale qu’il aurait convenu de choisir pour définir le mouvement
de B” aurait été non plus

nmy, (my=+ mq)
—_— L = My MY+ My
m,

mais bien
m, m;

. m’k

)

et il est clair qu’on aurait pu choisir bien d’autres valeurs encore.

Eh bien, ces dilférentes définitions conduisent a4 des éléments
osculateurs qui ne sont nullement identiques. Seulement, les
dilférences sont trés faibles; elles sont de 'ordre des masses per-
turbatrices.

Considérons d’abord le cas des n** 74 ou 75. Alors la planéte A’
a, a l'instant ¢, non seulement méines coordonnées que A’, mais
aussi méme vitesse. L’orbite osculatrice est donc tangente & ’orbite
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réelle et, 4 Vinstant £ 4- ¢, si ¢ est trés petit, I'écart entre A’ et A"
est de 'ordre de ¢2.

Au contraire, dans le cas du v® 76, la planéte A” a, & l'instant ¢,
mémes coordonnées que A’, mais elle n’a pas méme vitesse. L’or-
bite osculatrice rencontre donc Vorbite réelle, elle la coupe sous
un angle trés aigu; mais elle ne la touche pas. Donc, a l'instant
t 4 ¢, 'écart entre A’ et A” est de I'ordre de s. C’est I un incon-
vénicnt incontestable dont il ne faut pas toutefois s’exagérer 1'im-
portance, puisque nous venons de voir que les différences sont de
I'ordre des masses perturbatrices.

78. Changement de variables. — Nous avons vu au Chapitre Il
et en particulier au n°® 64 comment on exprime les coordonnées
d’une masse mobile décrivant une orbite elliptique sous I'attraction
d’une masse centrale fixe, ainsi que les composantes de sa quantité
de mouvement, en fonction des deux masses m et M et des six
éléments canoniques

L, A, P1, w1, P2, W2

Nous pouvons appliquer ces formules & la planéte fictive A”.

Les coordonnées de la masse mobile qui, au n° 64, étaient dési-
gnées par z,, Zs, 3 sont ici ', Z,, #,; les composantes de la
quantité de mouvement qui étaient désignées par yy, ¥, ¥s sont
ici .y:, ¥ ¥ lamasse mobile et la masse fixe qui étaient désignées
par m et M sont ici m’ el m, 4+ m,; quant aux six éléments cano-
niques nous les désignerons par

Lh )‘1, P1, W1, P2, wa.

Faisons de méme pour la planéte fictive B". Les coordonnées
qui, au n° 64, étaient désignées par z,, z,, x3 sont icl &, Z5, z;;
les composantes de la quantité de mouvement sont ¥, ¥, ¥s; la
masse mobile et la masse fixe sont m/, et m, - m;+ mr; quant
aux six éléments canoniques nous les appellerons

La, X2, ps, W3, po, Wy
En résumé, il y a entre

‘

! S 4 J ! ’
Zyy Xy Ty Y Y Vs

my, mi-+mqg, L, A, Py wi, P2,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



96 CHAPITRE 1V.
ou entre
@y Xy Lo Y Ve Ve
my, mi+my—+mg, Ly, Xi ps, Wi, 04, Wy
les mémes relations qu’il y avait au n® 64 et en général au Cha-
pitre III entre

Xy, Zo ¥3y Y1y Y2 Vi

m, M’ L1 xa Pla Wy, 92, Wa.

Or nous avons vu au n° 56 que

D wdy—)dL —Z(o do

- est une différentielle exacte. En appliquant ce résultat soit & la
planéte A’ soit & la planéte B’, nous voyons que

A B % L ’
(f) Zxdy 1 dLy dep

ot I'on donne & 2’ et 3’ les indices 1, 2, 3, & w et p les indices 1, 2,
est une différentielle exacte et qu’il en est de méme de

(2) Zx’dy’—)\, dLg—Emdp,

ou I'on donne & 2’ et y' les indices 4, 3, 6, 4 w et p les indices 3, 4.
En faisant la somme on voit que

(3) zx'dy'—EwL—zwdp

est une différentielle exacte. Dans I'expression (3), il faut donner
aux indices toutes les valeurs possibles, c¢'est-a-dire 1, 2, 3, 4, 5,6
pourz’ et y'; 1, 2 pour AetL; 1, 2, 3, 4 pour w et p.

D’ou résulte que, si nous prenons pour variables nouvelles
les \, les L, les w, les o, ce changement de variables est cano-
ﬁique; et que les équations conserveront leur forme canonique

dA; _ dF dL,'_ dF
dt — dL;’ de T dxn]
(4) dw; dF . dp;  dF
Frial U el ok
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79. Posons maintenant

Ei=\/2_9i‘305mz‘, 7)i=\/2—pisinw,-;

Nodp— ¥

est une différentielle exacte. .
Si donc nous prenons pour variables les L, les A, les E etles n,
ce changement de variables sera encore canonique et nos équations

I'expression

deviendront
d _ dF  dl__ dF
(5) dr T dn;’ dt ~ dr
dn; _ dF dt; _ dF
dar T dE’ dr ~ dn

80. Méthode usuelle. — Ce que nous venons de dire s’applique,
soit que nous adoptions la transformation du n® 30, soit que nous
adoptions celle du n® 26. Mais, si nous adoptions la méthode
usuelle, les équations ne seraient plus canoniques ainsi que nous
I'avons vu au n® 44 ol nous sommes parvenus aux équations (20).

Mais supposons que l'on considére les six premiéres de ces
équations (20), celles ou I'indice 7 est égal & 1, 2 ou 3, et que l'on
y remplace

@y Xy oy Vi Vi }';}
par leurs valeurs en fonctions du temps. Ces six équations seront
alors canoniques, mais la fonction caractéristique F/ dépendra non
seulement des inconnues

\ 2y, Xy, 7, .7,{, Yo
mais encore du temps.
Nous pouvons néanmoins, d’aprés le n® 12, leur faire subir un
changement canonique de variables.
En particulier, 'expression (1) du n°® 78 étant une différentielle
exacte, nous pouvons transformer ces six équations en prenant
pour variables nouvelles

Ly, A, p1, W1, P2, Wa.

Elles resteront canoniques. Nous obtiendrons ainsi six équa-
P, - I 7
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tions de méme forme que les équations (4) du n° 78, mais ou I
est remplacé par F/, et ot l'indice { prend seulement la valeur 1
pour L et A, et les valeurs 1 et 2 pour p et w.
Opérons de méme sur les six derniéres équations (20) du n°® 44.
Remplagons-y

4 7 U ! ’ !
LTy, Xy Xy Vi Ve Vi

par leurs valeurs en fonctions du temps. Ces six équations seront
canoniques, la fonction caractéristique sera I’ et elle dépendra non
seulement des inconnues

- ’ 4 J J /
Ty Ty Tgy Yy Ve Yo

.mais encore du temps.
L’expression (2) du n° 78 étant une différentielle exacte, ces
équations resteront canoniques si 'on prend pour variables nou-

.velles
L27 )\27 P3y W3y Pu, Wy,

Nous obtiendrons ainsi six équations de méme forme que les
équations (4) du n° 78, mais ol F est remplacé par I et od I'in-
dice ¢ prend seulement la valeur 2 pour L et A et les valeurs 3 el 4
pour o et w. ‘

En résumé, nous retrouvons douze équations de méme forme
que les équalions (4), avec cette différence que, dans six d’entre
elles, F doit étre remplacé par F/, et dans les six autres par F”,

Il en serait absolument de méme pour les équations (5).

81. Emploi des éléments elliptiques. — Au n°® 58, nous avons
défini quatre systémes d’éléments, 4 savoir le systéme des éléments
elliptiques et trois systémes d’éléments canoniques. Au n°® 78,
nous avons adopté comme éléments osculateurs ceux du troisiéme
systéme, celui des p et des w; au n® 79, nous avons adopté le qua-
triéme systéme. Si nous avions adopté le deuxiéme systeme, il n’y
aurait rien a changer & ce qui précéde, puisque ce systéme est
également canonique. :

Mais les astronomes emploient aussi fréquemment le premier
systéme, celui des éléments elliptiques, qui n’est pas canonique.
Quels sont les changements qui en résultent?

Comme nous avons des relations entre les éléments canoniques
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et les éléments elliptiques, les dérivées par rapporta ¢ des éléments
elliptiques s’exprimeront linéairement a I'aide des dérivées par
rapport & ¢ des éléments canoniques, les coefficients étant des fonc-
tions connues des éléments elliptiques. En vertu des équations (4),
chacune de ces dérivées des éléments canoniques par rapport a ¢
est égale, au signe prés, & une dérivée partielle de F parrapport &
un des éléments canoniques. A leur tour les dérivées partielles de
par rapport aux éléments canoniques s’expriment linéairement &
l’aide des dérivées partielles de F' par rapport aux éléments ellip-
tiques, les coefficients étant des fonctions connues des éléments
elliptiques.

En résumé, les dérivées par rapport & ¢ des eléments elliptiques
s’exprimeront linéairement 4 l'aide des dérivées partielles de F par
rapport aux éléments elliptiques, les coefficients étant des fonc-
tions connues des éléments elliptiques.

Telle est la forme des équations différentielles auxquelles satis-
font les éléments elliptiques; elles sont beaucoup plus compliquées
que les équations (4) auxquelles satisfont les éléments canoniques.

On peut, grice aux crochets de Lagrange définis au n° 14, les
obtenir sans passer par ce détour.

Sott un systéme d’équations canoniques

’

dx; 4 dF dy; _ dF

@&y di s dm

Considérons des accroissements virtuels 8z; et 8y; des variables
z; et y;, et 6F I'accroissement correspondant de F. Si nous multi-
plions nos équations par oy et — &z; et que nous ajoutions, nous
trouverons

(6) E(dmi Syi—dy,; 3z;) = SF dt.

Supposons que nous exprimions les z et les y en fonctions de
2 n variables nouvelles

%y, Ogy, eeey Gop,

d.’l‘,- Z‘dxid Ay Sx, —2 xla Ao

Si nous remplagons dz; et 8z; par ces valeurs et dyi, 0¥ par les

1l viendra
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valeurs analogues, et que nous posions

- dz; dy;‘ dz; 11&
Len, as] -Z(m dar  day dan)’

notre équation (6) devient
E [on, ax] (dap dak— dag dap) = SF dt;

la sommation doit éitre élendue i toutes les combinaisons des in-
dices % et k, les deux combinaisons X, k& et &, 2 ne devant pas étre
regardées comme distinctes.

Mais si j’observe que

[en, o] =—[ar, anl,  [2n, 20] =0,

je puis écrire aussi
E [2r, ax] day Sax = 8F dt,

ou la sommation doit étre étendue & tous les arrangements des
indices % et k, les deux arrangements A&, & et k, h devant cette fois
étre regardés comme distincts.

Si nous remplagons 8F par

et que nous identifiions, il viendra

) 3 ton ) G = S

Appliquons cette formule au cas qui nous occupe; nos variables,
au lieu d’étre désignées par z; et y;, devront alors étre désignées
par z; et y;; intégrons d’abord les équations en réduisant F & F,;
elles se réduiront alors aux équations du mouvement képlérien et
elles nous permettront d’exprimer nos inconnues en fonctions des
six éléments elliptiques de A” et des six éléments elliptiques de B’.
Supposons que ces douze éléments elliptiques soient précisément
nos variables nouvelles que nous appelons a,, a3, ..., %2,

La formule (7) nous donne alors les équations différentielles
auxquelles doivent satisfaire ces nouvelles variables. Les coeffi-
cients [z, ax] sont des fonctions connues des éléments elliptiques.
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Mais ces coefficients ne sont autre chose (par rapport aux équa-
tions canoniques du mouvement képlérien) que les crochets de
Lagrange du n°14. En effet, parmi nos éléments elliptiques, il yen a
deux qui varient proportionnellement au temps : ce sont les deux
anomalies moyennes. Soient

= lL=nt+e, a2=l,=n2t+e,

ces deux éléments; c’est-d-dire les anomalies moyennes des deux
planétes fictives. Alors ¢, et ¢, seront des constantes pour le mou-
vement képlérien. :

Les autres éléments sont des constantes pour le mouvement
képlérien. :

Considérons alors un des crochets [ax, ax]; si & et k ne sont pas
égaux a 1 ou 4 2, il rentre immédiatement dans la définition du
crochet de Lagrange, puisque o, et ax sont des constantes.

Soit maintenant, par exemple [az, ax], ~ n’étant égal nia 1, ni
4 2. On a alors

dxi _ dzi dyi . dyi
dag — dey’  du  de
et, par conséquent,
[2ry a1] = [an, &1],

et comme ¢, est une constante nous retombons sur la définition du
crochet de Lagrange.

Reste le cas du crochet [a,, ay]; ce crochet est nul et il en est
de méme, en général, de [az, 0x] si s et oz sont deux éléments
n’appartenant pas & la méme planéte fictive. Et, en effet,

_ d; dy;  dzy dy
L al = D (G2 K — T2 F):

Or, si i=1, 2, 3, les dérivées par rapport a a, sont nulles; si,
au contraire, { = 4, 5, 6, ce sont les dérivées par rapport & o, qui
sont nulles. Tous les termes du second membre s’annulent done.

Cc. Q. ¥. D.

Tous nos coefficients sont donc des crochets de Lagrange, et il
résulte du n° 14 que ce sont des fonctions des constantes du mou-
vement képlérien, c’est a-dire des éléments « autres que les ano-
malies moyennes et des deux conslantes e.
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Je ne m'arréterai pas & démontrer qu'ils ne dépendent pas des
constantes ¢, ce qui serait facile. '

Les équations (7) étant beaucoup plus compliquées que les
équations (4), Je n’en ferat aucun usage. Je termine donc la cette
digression en me contentant de renvoyer & I'Ouvrage de Tis-
serand, Tome I et, en particulier, au Chapitre X et a la page 187,
ou l'on trouvera les équations en question sous leur forme défi-
nitive,

82. Calcul de Fy. — Revenons aux éléments canoniques el & la
transformation du n° 30. Nous avons formé les équations (4) et (5)
.des n> 78 et 79. Il reste & exprimer F en fonction des éléments
osculateurs. :
Commengons par Fy; nous avons trouvé au n° 37
mymy;  my(my+ m-,).

Fo=Ti+T— =35~ p

D’autre part, nous avons trouvé au n° 64 la formule suivante :

Loyt MM miME
#) iy — == 3

Appliquons cette formule a la planéte fictive A”; il faudra y
changer y,, 5, ¥5 en ¥, ¥4, ¥s; m et M en m, et my—+
r en AC, L en Ly, de sorte que le premier terme du premier
membre de la formule (8) se réduira a T, et que la formule
deviendra

T mymyq ‘mm}m? M;
11— = — 2 ——
AC 2L3 2L}’

ou nous avons posé
M; = m\mim}.

Appliquons de méme la formule (8) a B”; il faudra y changer
Y Y Ys enyy, ¥s, ¥e; metMenm), etm, 4+ m,+ mq; ren BD,
L en L,, de sorte que le premier terme de (8) se réduira a T, et
que la formule deviendra

m(mi—mqg) _ mimi(mi4-mq)? M,

Ta— BD 2 L3 2L}’
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ol nous avons posé
M, = m), m} (my+ mq)2.
En additionnant, il vient

/
mymimi mimi(mi+m)* M M,

(9 Fo=——11 2L3 =T T oL

Le méme calcul s’appliquerait si 'on avait adopté les transfor-
mations du n°® 26 ou du n° 44. Les valeurs des masses seules diffé-
reraient. _

- Avec la transformation du n° 26, il aurait fallu faire

mym;
=17, M =m + m pour A,
my+ mq
et . e
o mymy _ ma(my = Myt my) our B’
= — = .
m,—~+ mq (my+ mq) (my -+ mng) P

On aurait obtenu ainsi

m’im‘fm?,_mZm-,(ml—l—mﬁ I,

Fo=—
0 2 L2 my,~+ mq 2L

Y

Avec la méthode usuelle du n° 44, il aurait fallu faire

m = my, M =my+m;  pour A,
m = my, M = m,+ my pour B",*
1 .
et 'on aurait eu .
mi(my+ mq)t mi(my+ mq)?

Fo=
« 2 2
213 2L

Ce que nous devons surtout retenir c’est que F ne dépend que
des L.

83. calcul de pFy. — Développons maintenant la fonction per-
turbatrice p.F,. Dans le cas de la transformation du n° 30, cette
fonction ne dépend que des coordonnées z'; ces coordonnées, en
vertu du n® 69, sont développables suivant les puissances des & et
des 7. En est-il de méme de la fonction pF, elle-méme? Pour que
cette fonction uF, soit développable suivant les puissances des &
et des =, il suffit qu’elle soit holomorphe par rapport aux 2/, quand
les & et les n sont supposés nuls. \
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Soit, en effet,
uFr=o(2y, &y ..., zy) = o(2)).

Soit z;° ce que devient z; quand on annule les § et les v et

posons
. &= P+ 8z},

Alors z° représentera le premier terme du développement de z;
suivant les puissances des § et des, et 8z} représentera I'ensemble
de tous les autres termes.

La fonction o(x})=¢(«;"+ 8z;) étant holomorphe pour
;= z;® sera développable suivant les puissances des 3z}, et comme
ceux~ci sont développables suivant les puissances des § et des 7,
il en sera de méme de ¢(x;) = pF,. c. Q. F. D.

Or :

’ Fyemem (2 — 1) & L
pfi=mim.| g5 — AB mymi| gD T BC
ne peut cesser d’étre holomorphe que pour

BD =o, AB=o ou BC = o,

c’est-a-dire pour

ou pour
i x, @y myq
¥, T, @ mi+mg
ou pour
Ty oy _ my
7, Ty T mi+mg

D’autre part, quand on annule les £ et les 7, il vient

zy =K L}cosky, 2y=K,L}sinky, 2a)=o,
z,=K:L3cosky, a5=K,L}sindy, 2;=o0,
ou
1 1
K1= —_—) K2= —_—————
mymymy miymy (M, + mq)

(K4 et K, étant les valeurs du facteur m:M correspondant aux

deux planétes A” et B">.

Or ces valeurs des ' ne satisferont aux conditions de non-holo-
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morphisme que si

L2=0,
ou
2
A=Ay, KL _m
. KQL% my -+ mq
ou
vy, Kl om
1= %% KQL% - m1+m7’

conditions qui, dans les applications, sont trés loin d’étre satis-
faites.

La conclusion, c’est que la fonction perturbatrice est dévelop-
pable suivant les puissances des § et desn ; les coefficients dépendent
d’ailleurs des L et des A, mais il est clair qu’ils doivent étre des
fonctions périodiques des longitudes moyennes A et, par consé-
quent, développables en séries trigonométriques procédant suivant
les cosinus et les sinus des multiples de X. Nous pouvons donc
écrire

P.F’ =2 A COS(IQ )\’_—I— kzltzﬂ- h)D]L.

ol k, et k, sont des entiers, o A et s dépendent seulement des L,
ol enfin JIL est un monome entier par rapport aux £ et aux .

Ce développement, comme on le verrait en raisonnant comme
an n° 69, peut toujours se mettre sous la forme

(10) P'F'=2 Aol TP el cos(Z ki)\i+2p,~w,~+ h);

dans cette formule, A et & dépendent seulement des L, les 4
et les p sont des entiers positifs ou négatifs, les 2 ¢; sont des entiers
positifs et de telle fagon que 2¢, soit de méme parité que p; et
que

29:2| pi|.

Remarquons en passant que les p étant de I'ordre du carré des
excentricités et des inclinaisons, le terme en question seva de l'ordre

DX

par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
Nous nous contenterons pour le moment de ces bréves indica-
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tions, mais nous reviendrons plus loin en détail sur le développe-

ment de la fonction perturbatrice.

84. Cas de la méthode usuelle. — Ce que nous avons dit de la
fonction perturbatrlce s apphqueralt séparément a ala parue pl in-
cipale et & la partie complémentaire de cette fonction, puisque
'une et l'autre s’expriment par des fonctions holomorphes des 2'.
Et cela resterait vrai, que I'on adopte la transformanon du n° 30,
ou la méthode usuelle du n° 44.

Mais, dans ce dernier cas, la partie complémentaire de la fonc-
tion perturbatrice prend une forme particuliérement simple; il en
est de méme, d’ailleurs, dans le cas particulier examiné au n° 40.

Cette partie complémentaire esl, en effet,

my ny,

’ ! 7 7 / 4
B (o @), + 2y oy + 2, &%),

pour I'une des planétes, et \

mym,
“AGE (2} @, + 2, &y + 2y ).

Posons
¥ = 2| % + @, 7 + 2 2.
Le développement de ¢ se déduira, d'une maniére partlcuhe-
rement facile, de celui des ='.
Observons maintenant que dans le cas du mouvement d’un point
attiré par une masse fixe centrale M, on a les équations différen-
tielles

diz; Mz,
die T T e
ou
lei 2d2x‘[
= ) T
ou enfin
x; m6M3 d2xl~
7T T TLE da

Si nous voulons appliquer ce résultat a la planéte A", il faut
remplacer z;, z,, 2; par &, &,, £, r par AG, A et L par A, et L,,
m et M par m, et m,+ m,, d’ou
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On obtiendrait de méme

¥y mb (my+ mq)8 diz} . .
B 1'5 - b‘( Lg . d)\; (5=41 5) 6),

2

si nous observons qu’en appliquant la formule & B’, il faut faire
r = BC, puisque, dans la méthode usuelle, la planéte B est rap-
portée au Soleil C.

~ Sinous observons alors que &, ), »; ne dépendent pas de A,
m z', z;, «y de X, nous aurons

Y mim(mg+ mg)? d2Y
MMM EG ST T L§ kv
el .
b mimi(m+ my)E d2y
MMM EG ST T Ly an’
ce qui nous donne les expressions des parties complémentaires
cherchées.
85. Cas de la transformation du n° 26. — Si 'on adopte la

transformation du n° 26, nous avons vu au n° 43 que la partie
complémentaire a pour expression

I 3 7 7 S
T;= E(}'l}’h"")’z.}’,s'*'}’,s}’e)a

et en employant les formules

= M2 da
V="15 a@

du n° 69 et les appliquant aux planétes A” et B”, nous trouvons

mEmlEmimimi dy
L3103 dhdy,”

Ty=

86. Symétrie. — La formule (10) peut recevoir de notables sim-
plifications par suite de considérations de syméirie. En premier
lieu, la fonction perturbatrice ne doit pas changer quand on rem-
place la figure formée par les deux orbites osculatrices, les planétes
fictives A’, B et les corps réels A, B, C par une figure symétrique
par rapport au plan des ,23. Or cela revient & changer les signes
de tous les angles A et w, ainsi qu’on l'a va au n° 71.
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Le développement (10) ne doit donc pas changer quand on
change tous ces signes; il ne contient donc que des cosinus, ce qui

revient a dire que
h=o.

Ce résultat peut encore s’énoncer autrement si 'on met le déve-
loppement sous la forme

2 A COS(kikt-f-kg)\g-l- h)m.

Sous cette forme, la constante & doit étre égale & zéro ou a

»ia

suivant que le monome I est d’ordre pair ou impair par rapport
aux n.

87. La fonction perturbatrice ne changera pas non plus quand
- on fera tourner la figure dont il vient d’éire question d’un angle
quelconque ¢ autour de l'axe des z;.

Or, comme nous I’avons vu au n” 70, cela revient & augmenter
toutes les longitudes de ¢, c’est-a-dire 4 changer les A en A +-¢, et
les w en w—e.

Dans ces conditions, le développement (10) ne doit pas étre
altéré, ce qui revient a dire que les entiers & et p doivent satisfaire

a la condition
2 k =2 p-

88. La fonction perturbatrice ne changera pas quand on rem-
placera cette méme figure par une figure symétrique par rapport
au plan des z, z,.

Mais, ainsi que nous 'avons vu au n° 72, cela revient & changer
le signe des variables obliques &3, 72, &s, n4. Le développement
de F, suivant les puissances des § et des n, ne contiendra que des
termes de degré pair par rapport & ces variables obliques.

Ou bien encore cela revient 4 changer w; et w; en wy+ ™ et
o, + 7, et, comme le développement (10) ne  doit pas étre altéré,

cela veut dire que

. . P2+ Pe
est toujours pair.

89. Homogénéité. — La fonction F est homogeéne de degré —1
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par rapport aux grands axes et, par conséquent, homogéne de
degré — 2 par rapport aux L et aux p. Il en résulte que, dans le -
développement (10), le coefficient A est homogéne de degré

_2—29a

par rapport aux L.

90. Intégrales des aires. — Que deviennent les intégrales des
aires avec nos nouvelles variables? Nous avons vu, au n° 23, que -
ces intégrales conservent la méme forme quand on passe des va-
riables # et y aux variables 2’ et 3/, de telle fagon que chaque
composante du vecteur des aires est la somme de la composante
correspondante du vecteur des aires relatif a la premiére planéte
fictive A’, et de celle du vecteur des aires relatif 4 la seconde pla-
néte fictive B'. D’autre part, le vecteur des aires est le méme a
Iinstant ¢ pour la planéte A’ et pour la planéte A’, puisque A cet
instant elles ont mémes coordonnées, méme masse et méme vitesse.

Elle sera la méme également pour B’ et pour B'.

Or, au n° 60, nous avons vu quelles étaient les trois composantes -
du vecteur des aires pour une planete se mouvant d’apres les lois
de Képler; ce sont :

Gsinisin0=—-q2\/L_F,i_%2,

(11) _Gsinicose=_§2\/L_Pi_%,

6=L—Pl-—

On voit que dans les deux premiéres de ces expressions figurent
a la fois les , les 7 et les p; mais il serait aisé de passer de la soit
a une expression en fonction des p et des w, son 4 une expression
en fonction des £ et des .

Appliquons ces formules aux deux planétes A" et B' qui décrivent
des orbites elliptiques. Nous verrons que les trois composantes du
vecteur des aires sont

—"12\/14—91'—%2: —52\/14'—91—%27 Li— p1— ps
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pour A” et

- 7)&\/[12—93— %’ —EA\/Lz— pa— %; Ly—ps—ps

pour B, de sorte que les intégrales des aires s’écriront

/
s - 712\//141'— p1— % —m\/Lg—pa— %‘- = const.,
(12)

-—&\/M—Pr— 32-2 —EL\/Lg—ps—- %—“— = const.,
EL—XP = const.

La derniére des équations (12) peut s'obtenir facilement de la
maniére suivante :
Nous avons vu, au n° 87, que dans le développement (10) de la

fonction perturbatrice uF, on a

Zk:Zp.

On a done
dP-F1 . d[.lFi
a. = dw

et comme F ne differe de uF; que par le terme F, qui est indépen-

dant des A et des w
dE _ xra
e A\ hamid’

ou A cause des équations (4)

d
L
EL -—2 p = const.

91. Supposons que I'on prenne pour plan des z, z, le plan inva-
riable, les équations (12) se simplifient. En effet, les seconds
membres des deux premiéres équations (12) se réduisent a zéro, et
alors on peut déduire de ces équations

bk,
L LTS

ou enfin

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PRINCIPES DE LA METHODE DE LAGRANGE. I

ou
We = Wy,

P2 <Ll—Pl'— ?) = PL(Lz— ps— %) .

L’équation wy=w, n’est pas autre chose que la propriété
énoncée au n° 25, sous le nom d’élimination des neceuds.

et

92. Tout ce que nous avons dit jusqu’ici s’étend sans aucune dif-
ficulté au cas ou I'on a plus de trois corps. Il en est ainsi en particu-
lier des résultats du n° 90. Mais ceux du n° 91, de méme que ceux
du n® 25, ne seraient plus vrais dans le cas ou il y aurait plus de
trois corps.

93. Approximations successives. — Comme F = F,+ pF, et
que F, ne dépend que des L., les équations (4) du n° 78 peuvent
s’écrire

di__,dF dn_ dvy
(4 bis) 220 dt dt dt dn,
? A\ dF, . dF,
\ dr = at THhaL”

et de méme les équations (5) du n° 79 peuvent s’écrire

aL _ _  dF, do _ dFy - dp_  dF,

5 bi dr T T Ean at M AT Mdw’
(5 bis) d. dF,  dF,
+ wt

dt = diL dL

J’ai supprimé les indices ¢ pour simplifier I'écriture. -

Cela posé, voici comment les équations (4 bis) ou (5 bis) peuvent
s'intégrer par approximations successives en profitant de la peti-
tesse du parameétre .

En premiére approximation, nous supposerons g = o, de telle
fagon que les L, les g, les w, les £, les n seront des constantes et les
A des fonctions linéaires du temps.

Ensuite, dans les seconds membres des trois premiéres équations
(4 bis) ou (5 bis) je remplace les fonctions inconnues L, A, p, v,
(ou L, A, £, ) parleurs valeurs trouvées en premiére approxima-
tion; ces équations me donnent alors par une simple quadrature de
nouvelles valeurs approchées des L, .p et w (oudes L, £ et n).
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Dans le second membre de la quatriéme équation (4 bis) ou
(5 bis), je remplace les L, o et w (ou les L, £ et 1) par les valeurs
amsi trouvées, et les A par les valeurs de premiére approximation.
Jai ainst par quadrature de nouvelles valeurs approchées des .

Et c¢’est 14 la deuxiéme approximation.

Ensuite, dans les seconds membres des trois premiéres équa-
tions (4 bis) ou (5 bis), je remplace les fonctions inconnues par
les valeurs trouvées en deuxieéme approximation et j'obtiens ainsi
pour les L, p et w (ou pour les L, £ et n) de nouvelles valeurs
approchées que je substitue dans le second membre de la quatriéme
équation, ou je remplace d’ailleurs les A par les valeurs de la
deuxiéme équation.

Et c’est la la troisiéme approximation.

Et ainsi de suite; a la ni¢me approximation, on envisage d’abord
les trois premiéres équations; on remplace les inconnues dans les
seconds membres par les valeurs de (n — 1)#¥™® approximation, etl’on
calcule par quadrature les valeurs de ni»¢ approximation de toutes
les inconnues, sauf des A.

On prend ensuite la quatrieme équation ; dans le second membre,
on remplace toutes les inconnues par leurs valeurs de ni¥™ approxi-
mation, sauf les A que 1'on remplace par leur valeur de (r — r)ime
approximation. On obtient enfin par quadrature les valeurs de
ni¢™e approximation des A.

On voit qu’a chacune des approximations on n’a a effectuer que
de simples quadratures.

94. Il s'agit de se rendre compte de Papproximation obtenue.
Nous allons chercher a développer nos inconnues suivant les puis-
sances de . et de voir combien & chaque approximation nos déve-
loppements contiendront de termes exacts.

Pour cela, nous nous appuierons sur les lemmes suivants :

1° Soient deux fonctions développées suivant les puissances de p,
leur produit sera également développable suivant les puissances
de p, et si 'on remplace ces fonctions par des développements
dont les premiers termes seuls sont exacts, de telle fagon que le
premier terme erroné soit le terme en p*, le développement du
produit aura aussi ses premiers termes exacts, de telle fagon que le
premier terme erroné soit le terme en p”.
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2° Ce résultat s'étend immédiatement a4 un polynome entier
quelconque. Soit P un polynome entier en z, y, z; si z, ¥, z sonl
développables suivant les puissances de , il en est de méme de P;
et si on remplace x, y, 5 par des développements approchés ou
le premicr terme erroné soit en p”, les premiers lermes du déve-
loppement de P seront exacts, de telle fagon que le premier terme
crroné soit le terme en p”.

3* Considérons maintenant une fonction quclconquef(x ¥y 3).
Soient Zoy Yo o les valeurs de z, ¥ et z pour p=o0, ¢ ‘est-a-dire
les premiers termes des développements de , y, 5 suivant les
puissances de . Je dis que la proposition qui précéde sera encore
vraie si Ja fonction f est holomorphe en z, y, z pour

X = Ty, Y =JXo S = 3.

Posons en effet

T =zy+ 02, ¥y =yo+ Oy, 3= 5p=+03;

la fonctlon J étant holomorphe sera developpable selon les puls—
sances de 8z, 8y, 8z. On pourra donc écrire

f=f0+fl7

ol fo contient 'ensemble des termes de degré moindre que n en 8,
oy, 8z et f, Pensemble des termes de degré au moins égal a n;
alors f, est un polynome auquel s’applique le lemme précédent.
Supposons maintenant que I'on remplace 3z, 8y, 8z, soit par
- leurs développements exacts suivant les puissances de ., soit par des
développements dont les premiers termes seuls soient exacts, le pre-
mier terme erroné étant en . Dans les deux cas, f, f, et f, seront
développables suivant les puissances de p; de plus, comme 8z, 8y,
6z sont divisibles par g, et que f, ne contient que des termes
d’ordre n au moins par rapport 4 3z, 8y, 83, cette fonction f, sera
divisible par p~. .
Je dis maintenant que dans les deux développements, I'un exact,
l'autre rapproché, les termes de degré moindre que » (c¢’est-a-dire
les termes en pf o0 i <C 1) seront les mémes. Cela est vrai pour f,
(ui est un polynome auquel le!lemme s’applique; cela est vrai pour
J1 qui est divisible par p”, et qui par conséquent ne contient pas
dc terme de degré moindre que n en p. Gela est donc vrai de f.
P. — L . 8
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Ainsi dans le développement approché de f, le premier terme
erroné est le terme en p”, ou, comme nous le dirons plus briéve-
ment, I'erreur est de 'ordre de 2.

95. Tl s’agit d’appliquer ces lemmes & la question qui nous
occupe. Cela est possible, car F, et F, sont des fonctions holo-
morphes de nos inconnues X, L, p, o (ou d, L, £, ) et il en est de
méme de leurs dérivées.

Je vois d'abord qu'a chaque approximation nous trouverons
pour nos inconnues des expressions développables suivant les puis-
sances de . Et en effet, si cela est vrai en (2 — 1'¥"¢) approximation,
quand nous substituerons dans les seconds membres des équations
(4 bis) ces valeur approchées développables suivant les puissances
de p, ces seconds membres scront eux-mémes aprés cette substi-
tution développables suivant les puissances de y, et il en sera de
méme des nouvelles valeurs approchées des inconnues, qui se
déduisent de ces seconds membres par quadrature.

Si, dans nos développements approchés des inconnues, le pre-
mier terme erroné est en u”, et si nous substituons ces dévelop-
pements approchés dans F,, le dévcloppement de I¥, aura ses
premiers termes exacts, d’aprés le lemme, et le premier terme
erroné sera en p; pour pI'y, le premier terme erroné sera en
pot!, et de méme pour la méme raison, si F, est une quelconque
des dérivées partielles de F,; l'erreur commise sur pF), sera de
I'ordre de w1, :

Sur Iy, ou sur une quelconque des dérivées partielles de I,
I'erreur commise sera de I'ordre de p~.

Aprés la premiére approximation, lerreur commise sur les
inconnues est de 'ordre de p.

Passons 4 la seconde approximation. Substituons ces premiéres
valcurs approchées dans les seconds membres des trois premiéres
équations (4 bis) ou (5 bis) qui sont de la forme uF',. L'erreur
commise sur ces scconds membres sera de l'ordre de p2, et il en
sera de méme de 'erreur commise sur les nouvelles valeurs appro-~
chées des L, p, » (ou L, &, 7).

Substituons ccs nouvelles valeurs approchées dans le second
membre de la quatriéme équation et remplagons-y en méme temps
les A par leurs valeurs de premiére approximation. Nous faisons

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PRINCIPES DE LA METIIODE DE LAGRANGE. 115
sur les unes une erreur de 'ordre de 12, sur les autres une erreur
d }L 3

dF,
de l'ordre de . L'’erreur commise sur y.—— sera donc de I’ordre

de 2, Quant & Perreur sur ddT elle sera également de I'ordre

de w2, car (2}; ne dépend que des L et erreur sur les L est de

I'ordre de p2. L’erreur sur le second membre de notre quatriéme
équation et, par conséquent sur les nouvelles valeurs approchées
des ) sera donc aussi de 'ordre de p2.

On démontrerait de la méme maniére qu’a la troisicme approx1—
mation l'erreur sur les seconds membres des trois premiéres
équations est de I'ordre de p?, l'erreur sur les nouvelles valeurs
approchées des L, p, w de ordre de p3, et enfin que l'erreur sur

dF dF
B dli’ sur d_Lo et, par conséquent, sur le second membre de la

quatriéme équation et sur les nouvelles valeurs approchées des X,
est aussi de l'ordre de p3.

En résumé, aprés la nitme qpproxzimation, Uerreur commise
sur nos inconnues est de Uordre de p.

96. Dans la méthode d’approximations du n® 93, nous substi-
tuons 4 la place de nos inconnues, dans les seconds membres de
nos équations, des développements obtenus d’une certaine maniére.
Mais il n’y a la rien d’essentiel. Supposons que dans les seconds
membres des trois premiéres équations (4 bis), nous ayons sub-
stitué a la place des inconnues d’autres développements pourvu que
le premier terme erroné soit de 'ordre de p,

L’analyse du n° 95 nous montre immédiatement que ces équa-
tions nous auraient donué pour les L, les p et les © de nouveaus
développements approchés ou le premier terme erroné serait en
P’H-H‘ ‘

Prenons ensuite la quatriéme équation (4 &is); dans le second
membre, substituons a la place des L, des p et des & cesnouveaux
développements et & la place des X les anciens développements ou
l'erreur est de 'ordre de p”. Ici encore nous verrions immédiate-
ment, par I'analyse du n® 93, que 'équation nous donnerait pour
les X de nouveaux développements approchés ot le premier terme
erroné serail en prtt,

Dans la conduite de nos approximations, nous pouvons, comme
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d’ailleurs le bon sens I'indique, laisser de c6té les termes erronés

de nos développements, en ne conservant que les termes exacts.

. A la n'"* approximation, nous substituons dans nos seconds
" membres nos développements approchés, et nous obtenons pour
tes seconds membres eux-mémes des développements que nous
pouvons arréter au terme en p"", puisquc les termes suivants sont
erronés.

Dans le second membre de la quatriéme équation, nous avons

-

dF,
deux termes ‘fiF et p—— dL ; dans le second terme, il suffira de sub-

stituer ala place des inconnues leurs anciens développements qu1
sont exaclSJusqu au terme en p? inclusivement; l'erreur commise

dans le développement de p. d[;, sera encore de l'ordre de p*.

Mais, dans le terme %, il faudra remplacer les L (je dis les L

parce que — ‘!— ne dépend que des L > par leurs nouveaux dévelop-

pements, exacts jusqu’au terme en p*~' inclusivement, que 'on a
obtenus a I'aide des trois premiéres équations.

97. 1l convient de préciser davantage. Considérons, par exemple,
les équations (5 bis). Je suppose que nous envisagions la solution
particuliére de ces équations telle que, pour ¢ = o, les inconnues
L;, X, &i, ; alent poar valeurs iniliales

i LY, N\, &, =i
et que nous nous proposions de développer cette solulion suivanl

les puissances de p..
En premiére approximation nous aurons

(’3) Li':L?y Ei=E?J "ll'='q?7 xi:nit'{')\?:

ou n; est une constante qui, conformément aux formules du mou-
vement elliptique, est égale &

n;—=

M,
M
(L '
ol nous avons posé, comme au n° 82,

M= m'®(mq+ m;)? = mim}mi,

M, = m/3 (m; -+ my -+ m;)2 = m, m} (m; + mq)2.
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En nitme approximation nous aurons

dF * dF

| 1= ;-’—uf rar, u=t —p/ o
(14) ) dF

/ m—m+uf 7 4
et

t
a5 | M=k?+f dFy ;. / dFy
dL;

Dans Jes intégrales qui figurent dans les seconds membres des
équations (14) on remplace les inconnues par les valeurs obtenues
en (n— 1)¥™¢ approximation. On fait de méme pour ]a seconde inté-
grale du second membre de (15), tandis que pourla premlcre inté-

grale, oit figure sous le mgnefune fonction ne dépendant que

des L, nous y remplacerons les L par leurs valeurs données par
les équations (14).
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APPLICATION DE LA MUTHODE DE LAGRANGE.

98. Nous avons vu, & la in du Chapitre précédent, que nos
¢quations peuvenl s’inlégrer par approximations successives et que
ces approximations peuvent se¢ faire par de simples quadratures.
Toutes les quadratures que nous serons conduits a faive dans I'ap-
plication de cette méthode seront de la forme

/Al"' cos(vt+ h)di,
ol m est un entier positif ou nul, A, v et /i des constantes.
Nous avons d’abord, pour m = o,

sin(ve+41N)
—_—
Vv

(1) /‘cos(vl—%— Iy dt =

.
ive

eivt Jf — e__ .
v

Si nous différentions cetie derniére équation m fois par rapport
a v et que nous divisions par ¢, il vienl

el, d’ailleurs,

. tmeivt m! (r—1 gVt m! tm—2 pive
eVl df = ——— - ——— 3 :
[ v (m—)! vz (m—2)! v3
. m! p2aivt | teivt | pivt
+ Ze’ 4 g2 mite 4 g1 m: e ,
9% yhit—1 1! ym 1 oym+t

ou en multipliant par Ae et prenant la partie réclle

Agmcos(vi+ h)dl

Agmsin(vt+h) A -1 cos (vt )

sin(vi-+A)
—_—_— . 4 - N — mo2 o .
(2) = » 3 m{m—i)At v -+

cos !
= mlA L (v 1) G
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Le terme général duldéveloppement est

cos tm—p
+ —1) ... (m— —
+m(m—1)...(m P+I)Asin (ve+ 1) S

ou 'on doit prendre

~+sin, 4+ cos, —sin, — cos,
sulvant que

p=o, 1, 2, 3 (mod4).

On remarquera la présence de v au dénominateur. Les formules
précédentes deviennent donc illusoires dans le cas ol v = o0 elles
doivent étre remplacées par

(3) fAdt:At, /Atmdt: Ly

n —+1

99. Appliquons ces principes au probléme qui nous occupe,
c’est-3-dire & l'intégration des équations (5 bis) du n° 93. Nous
avons vu au n° 83 que pF, et F peuvent se développer suivant les
puissances des £, des m et des cosinus et sinus des multiples des A,
il en est de méme des dérivées partielles de F par rapport aux L,
aux A, aux & et aux 7. Les seconds membres des équations (5 bis)
seront donc développables sous la forme

(4) EA 008 %y My kg kg~ h)ITL,

ol A et/ sont des constantes ne dépendant que des L, ol les k
sont des entiers et L un monome entier par rapport aux § et aux ».

La constante 7 est d’ailleurs égale 4 0 ou & — ;—‘, d’aprés le n° 86.

En premi¢re approximation nous avons
1]
Li=L}, bi=%, = Il=nit+2N

Si, appliquant la régle des n** 93 ou 97, nous substituons ces
valeurs dans les seconds membres des trois premiéres équa-
tions (5 bis), ces seconds membres prendront la forme

EB cos(vt + h'),
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. ou Bet 2 sont des constanles et ol
v=kyni+ kyn,.

Nous'pourrons alors intégrer nos équations a V'aide des for-
mules (1) ou (3) et nous trouverons pour nos inconnues L;, Eietn;
de nouveaux développements ou nous aurons des termes en
sin(v¢ + /') et des termes en ¢.

Passons a I’équation (15) du n° 97:

¢
- an dl‘1
A
A= A! ‘/0‘ li “+u I, di.

dF . N
dLi’ nous devons encore substituer & la place de nos
i

inconnues leurs valeurs approchées L, £?, 2, n;¢+A?; nous
obtiendrons ainsi pour A; des termes en ¢ [ provenant de I'appli-
cation de la formule (3)] et des termes en sin(v¢ + A') [ provenant
de l'application de la formule (1)].

Dans

dlf
Dans WO’ il faut d’aprés la régle du n° 97, substituer aux L;
47

les nouveaux développements que nous venons de trouver. Soient
L= L? -+ 8Li

ces nouveaux développements.
Les dL; sont développables suivant les puissances de ., et comme

on a, d’ailleurs,
°LL= — ‘.Lf dF‘ dl

dans %F1 . o .
et que dans e les inconnues ont é1é remplacées par leurs valeurs

approchées indépendantes-de ., on voit aisément que le dévelop-
pement de SL; se réduit & un seul terme; le terme en .

“PourL;= L:’, a’L se réduit a n;. D’ailleurs, pour L;= L¢ 4- 8L;,

e dF, . .
la dérivée ar, beut se développer suivant les puissances des 8L;
sous la forme

dFy _ d*F,
dL; — dL, dL,

d:Fy
de (ng

0L1+ aLz—i‘....

Dans ce développement, nous pouvons négliger les termes du
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second degré ou de degré supérieur, parce qu'ils sont de 1'ordre
de p2, et si nous observons, d’autre part, que, d’ aprés la forme

de F, (cf. n° 82), ona
d? Fo d2F0 _ dlli

abdi, =% anr Tany’
nous pouvons écrire
dF dn;
an, = M 3y 8L
d’ou
' dF, dn;

R
TLhdt=rnat+ EaT‘fo dL; dt.

R . . . dn; ) .
J'ai pu faire sortir W"L du S]gnef; c’est, en effet, une constante;
Jl' -

car les dérivées successives de Fy, quand on y a remplacé les L
par les constantes L?, se réduisent a des constantes.

Nous avons vu que 8L, contient des termes en sin(v¢ 4 /') et
peut contenir des termes en £. Nous verrons bientdt qué ces termes
en ¢ ne peuvent se rencontrer que si le rapport des moyens mou-

n L L
vements T‘ est commensurable; c’est la la propriété connue sous
1ty
le nom d’invariabilité des grands azes.
Cela nous donnera dans fBL,' dt et, par conséquent, dans A; des

termes en cos(vZ¢ -+ A), des termes en ¢; il pourra y avoir aussi des
termes en ¢* [par application de la formule (3)] mais seulement
si 8L; contient des termes en ¢, c’est-a-dire si le rapport des
moyens mouvements est commensurable.
Cest a la deuxiéme approximalion qui, & cause de la petitesse
des masses perturbatrices, est suffisante pour les besoins de la
- pratique dans le plus grand nombre des applications.

»

100. Nous voulons néanmoins pousser P'approximation plus
loin et voir quelle est la forme générale des termes de nos déve-
loppements.

Je dis que tous nos termes: seront de la forme

(5) ’ Atmcos(ve+ h),
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ol m est un entier positif ou nul, A et /2 des constantes et ou
v =kyny+ kona,

les £ étant des entiers positifs ou négatifs.
Jobserve d’abord que le produit de deux quantités de la
.forme (5) est une somme de termes de la forme (5) et j’en conclus
quun polynome entier par rapport & plusieurs quantités de la
forme (5) est une somme de termes de la forme (5).

Plus généralement, soit f une fonction développable suivant les
puissances de z, ¥, 5; si z, ¥, 5 sont développables en séries de
termes de la forme (5), la fonction f sera elle-méme développable
en une série de termes de la forme (5).

Si, en effet, dans le développement de f suivant les puissances
de z, y, 5, je substitue a la place de , y, z leurs développements,
le résultat de cette substitution sera une série dont chaque terme
sera un produit d’expressions de la forme (5).

Le n° 98 nous montre ensuite que, en intégrant par rapport a ¢
une expression de la forme (5), on obtient encore une somme de
termes de la forme (5), car il est utile de faire observer que

sin(ve—+h) = cos (vt+h— g)
Cela posé, envisageons les dérivées partielles de Iy et de Iy qut
figurent dans les seconds membres de nos équations. Posons
Li=LP+3L;,  E=8-+3%, w=nl+dn  d=nit+ N+

Les dérivées partielles de Fy ou de Iy pourront se développer
sutvant les puissances des dL, 8, 3x, 8), sous la forme

j < T
ZBJI‘L,

ol JU est un monome entier par rapport aux 8L, 8§, 33, 6A. Quant
aux coefficients B, ce seront, d’aprés la formule de Taylor, des dé-
rivées particlles d’ordre supérieur de F, ou de Fy, ot les L, E,n
et ) doivent étre remplacés par leurs valcurs approchées

L?: C?v 71?7 nft+)\?'

Les dérivées partielles d’ordre quelconque de I, ct Fy peuvent,
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comme ces fonctions elles-mémes, se mettre sous la forme (4) du
n°® 99, c’est-a-dire sous la forme

ZA cos (A kg kg -+ R ) INL.

Si I'on y remplace les inconnues par leurs valeurs approchées,
ces expressions se réduiront 4 une somme de termes de la forme (5),
car A et ML se réduiront & des constantes et kA - kahg+ A & '

. vt+ A
ou
v =kyn; -+ kang, B o= h 4=k 2§+ ko)g.

Nos coefficients B sont donc des sommes de termes de la forme (5).

Je dis que 8L;, 8%, 8v;, 3, quelque loin que I'on pousse V'ap-
proximation, ne conliendront que des termes de la forme (5). En
effet, je suppose que cela ait été démontré pour la r¥®e approxi-
malion, et je vais montrer quc cela est encore vrai a la (7 -+ 1)ié™e.
Considérons, en effet, d’abord les trois premieres équations (5 bis)

du n® 93. Les seconds membres sont de la forme EB:)ert, dans

le monome 9V, on doit remplacer les 8L, ... par leurs valeurs de
ni*@° approximation. Par hypothése, ces valeurs se réduisent 2
une somme de termes de la forme (5). Donc 91U sera aussi une
somme de termes de la forme (5) et, comme il en est de méme du

coefficient B, il en sera de méme de EB.‘)IU.

Nos seconds membres sont donc des sommes de termes de la
forme (5) et, en intégrant par rapport a ¢, nous voyons que les
nouvelles valeurs des 3L;, 8&;, 3n;, c’est-a-dire leurs valeurs de
(n 4 1)k gpproximation, sont encore de la méme forme.

Prenons enfin la quatriéme équation (5 bis) du n° 93. Dans le
second membre, il faut substituer a la place des 3L;, 3&;, &n; leg
valeurs de (n +1)*™¢ approximation et, & la place des d);, les valeurs
de nime approximation. Toutes ces valeurs sont des sommes de
termes de la forme (5).

On en conclurait, comme plus haut, que le second membre est
une somme de termes de la forme (3), et, en intégrant, que la
nouvelle valeur de 8);, ¢’est-a-dire sa valeur de ( n -+ 1°™) approxi-
mation, est encore une somme de termes de la forme (5).

c. Q. F. D.
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101. Petits diviseurs — On voit, en se reportant au n° 98,
que, par suite des intégrations, le coefficient y figure au dénomi-
nateur. Il en résulte ‘que, si v=o, les formules (1) et (2) de-
viennent illusoires et qu'on doit recourir aux formules (3). Mais

vy = kyng + kyng

. o n
Donc v ne peut s’annuler que si le rapport —* est commensu-
ny

rable ou si
' k1= kz'—_ 0.

el . N " 1 (2] .
Or, la probabilité pour que le rapport -, Soit exactement

commensurable est infiniment petite. Nous pouvons donc toujours
supposer que ce rapport est incommensurable et, par conséquent,
que v ne peut s’annuler que quand les deux coefficients & sont nuls
a la-fois.

Mais si ce rapport ne peut étre exactement commensurable, il
peut étre @ peu prés commensurable; dans ce cas, v peut s’annuler,
mais peut devenir trés petit. Siy devient trés petit, les termes qui
contiennent v ou une puissance de v au dénominateur deviennent
trés grands.

On dit alors que ces termes sont trés grands par suite de la
présence d'un petit diviseur.

. n . ., .
Il peut y avoir pour chaque valeur de — une infinité de petits
. ng
o . .. n .
diviseurs. Supposons, en eflet, que nous réduisions nl en fraction
2

. .o Ly . .
continue et soit a—i une des réduites successives; 'expression
2
Syl — A Ng,

ol les o sont des entiers, est trés petite; & chaque réduite corres-
pond donc un petit diviseur; il y en a donc une infinité.

Mais, dans la pratique, on n’aura jamais & envisager que les
premiers termes des développements, ¢’est-d-dire ceux qui corres-
pondent & des valeurs relativement petites des entiers &, et k.
Les premiéres réduites pourront donc seules entrer cn ligne de

. al : Ly s A ’
compte; etle plus souvent, sile rapport 7, 1 est pas trés pres d’une

valeur commensurable simple, c’est-a-dire du rapport de deux
ple, PP
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entiers petits, il arrivera que expression

Qg Iy — 06y g

ne sera pas extrémement petite; car les expressions analogues sont
d’autant plus petites qu’elles correspondent a des réduites de rang
plus élevé. Dans ce cas, nous n’aurons pas & nous inquiéter des
- petits diviseurs.

. . ny N .« . N ' ’

Si, au contraire, le rapport —- est trés voisin d'une valeur com-
2

mensurable simple, I'expression

Uy by — Ay Ny,

correspondant a l'une des premiéres réduites, sera exirémement:

petite. Mais alors il se présentera la circonstance suivante. Soit By

‘ B2
la réduite suivante; je dis que les entiers 3, et 3, seront extré-
mement grands, de sorte qu'on n’aura pas & considérer le petit
diviseur '
32’11—_@1’12

qui ne figurera pas dans les termes du développement que l'on
conserve,

< (e L g -

Soit, en effet, X! la réduite qui précede a—‘; la théorte des frac-

Y2 2

lions continues nous apprend qu’on aura

BI=Y1+°‘1””
B:=1v21+ %sa,

a désignant le quotient incomplet correspondant. Si nous posons

R _ Yh1+aw
s Yat+ %%

on sait que a est la partie entitre de z de telle fagon que z — a est
compris entre zéro et un. On a alors

- Yillg— Y2y

T =

07ty — Ug 72y

Par hypothése le dénominateur ayry — a n, est extrémement
petit, donc z et, par conséquent, @ sont extrémement grands. Il
en est donc de méme de f, et de B,. C. Q. F. D.
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B

Nous n’aurons donc & nous inquiéter ni de la réduite 3= ni a

B2

Sortiori des réduites suivantes. Donc, dans la pratique, nous
aurons au plus 4 nous inquiéter d'un seul petit diviseur.

Si, au lieu de trois corps, nous en avions un plus grand nombre,
quatre par exemple (c’est-a-dire trois planétes), nous aurions

v = ,('1 n—+ lfg g /\'3 ng.

e n “ . .
La condition que le rapport ’7' soit incommensurable devrait étre
2

remplacée par la suivante : qu'il n’y ait entre les trois moyens

mouvements n,, 12, et nz aucune relation linéaire & coefficients
.entiers.

102. Forme des développements. — (onsidérons maintenant
nos inconnues comme fonctions des valeurs initiales E? et ) des &
et des n;. Je dis qu'elles seront développables suivant les puis-
sances croissantes des ! et des 7).

En effet, cela est vrai en premiére approximation ou l'on a
simplement §; == £?, n;=1%}, tandis que les L; et les }; sont indé-
pendants des & et des 9. Il suffit donc de montrer que, si cela est
vrai en n'm® approximation, cela est vrai également en (72 + 1)ié™e,
Considérons d’abord les trois premiéres équations (5 bis) dun® 93
dont les secconds membres sont de la forme

ZB .

Nous avons montré que les coefficients B eux-mémes sont de la
forme

EA cos(/n)q—i— /"2)\2"{— h).‘Jﬂ,,

ou l'on doit remplacer les L;, £, iy N par leurs valeurs appro-
chées LY, &2, n], n;t 4 X}. Alors OIL, qui est un monome entier par
rapport aux £; el aux 7;, deviendra un monome entier par rapport
aux £? et aux 7/, et, comme les autres facteurs ne dépendent pas
des & et des %/, nous voyons que les B sont développables suivant
les puissances des ! et des 7.

Quant 3 MM/, c’est un monome entier par rapport aux 8L, &, 3n,
3, ol ces expressions doivent étre remplacées par leurs valeurs
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de n'*me approximation. Or, ces valeurs, par hypothése, sont déve-
loppables suivant les puissances des £} et des =], Il en sera donc
de méme de O et, par conséquent, de nos seconds membres

E B

Si nous intégrons, nous verrons que les valeurs de (n —+1)¥me
approximation des L, £, 4 sont développables suivant les puissances
des &} et des 7). En raisonnant sur la quatriéme équation (5 bis)
comme nous venons de le faire sur les trois premiéres, on verrait
qu'il en estencore de méme des valeurs de (n 4 1)ieme approxima-
tion des 2.

Nos développements seront donc de la forme.

(6) N ur A Ot cos(vE + A),

ol I, est un monome entier par rapport aux £ et aux 7 et ot A
et h sont des constantes ne pouvant dépendre que des L) et des 2.
Comme nos expressions sont développées suivant les puissances
de p, nous avons en facteur une puissance de p que j’ai mise en
évidence. Posons

-_— —_— 1 0.
E;?__‘/zp;? cosw?, ng—s/zp? sinw?;

les pf et les w} sont les valeurs initiales des o; et des w;. En rai-
sonnant comme au n°69 on verrait que notre développement peut
également se mettre sous la forme

(7) 2#”9?”'9%7’9%"‘92”‘ cos (vt+21’iw?+h>,

ou A et & dépendent seulement des L? et des A? et ot les entiers p
et 2¢ satisfont aux conditions ’

2g;= p;(mod 2), 24,2 p;
103. Coordonnées héliocentriques. — Nous avons vu au n°® 64
comment les coordonnées xy, ;, £y d’une masse attirée par un

centre fixe peuvent s’exprimer en fonction des éléments cano-
niques et nous pouvons appliquer les formules de ce n° 64 aux
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deux planétes fictives A" et B". Nous verrons ainsi que

'

! g ! 7 N
Ty &gy Ty, Ty, Xy Ty

sont développables suivant les puissances des § et des %, el que ce

sont d’ailleurs des fonctions des L et des X, qui restent holomorphes
pour
Li=L?, )\i=)\?+n,~t.

Si donc nous faisons
i= LY+ 8L;, A=A 4-nit 4 3),

ces coordonnées z' seront développables suivani les puissances
des &, des 4, des 8L, des 3). Yajoute que les coefficients du déve-
loppement sont de la forme Gcos(ve+£2), G et & étant des
constantes qui dépendent seulement des LY et des \?. Ils sontdonc
de la forme (6). Comme les quantités §, n, 3L, 8\ sont elles-
mémes développables sous la forme (6), il en sera de méme des
coordonnées . '

En raisonnant comme au n® 69, on verrait alors que les 2
peuvent également se développer sous la forme (7).

Ainsi nos coordonnées z' peuvent se développer soil sous la
forme (6), soit sous la forme (7), et il en est de méme des coor-
données héliocentriques des planétes &, — zy, T2 — Zy, Z3— Ty ;
Xy — Xy Ty — Ty, To — Ty qui sont des fonctions linéaires des 2.

104. Classification des termes. — Ainsi, soit dans les dévelop-

pements des éléments, soit dans ceux des coordonnées, le Lerme
général est de la forme

REA DI 27 cos(vE -+ h).

Cela peut servir de base & une classification des termes; nous
distinguerons d’'abord les termes périodiques, les termes sécu-
laires purs, etles termes séculaires miztes.

Les termes périodiques seront ceux qui ne contiendront pas de
facteur ¢ ol le temps ¢ se trouve en dehors des signes sin et cos.

Les termes séculaires purs seront ceux qui contiendront un
facteur ¢™ et ne contiendront pas de facteur trigonométrique

“ LT AT ST AN
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Les termes séculaires mixtes sont ceux qui contiennent i la
fois un facteur ™ et un facteur trigonométrique,

Nous distinguerons ensuite les termes au point de vue de I'ordre,
du degré, du rang et de la classe. -

L’ordre d’un terme est I'exposant o qui affecte le paramétre .
Ce qui justifie cette distinction, c’est la petitesse de ce paramétre,
de telle fagon que les termes sont d’autant plus petits qu’ils sont
d’ordre plus élevé.

Le degré d’un terme est le degré du monome IM,y; ce qui
Justifie cette distinction, c’est la petitesse des excentricités et des
inclinaisons. Comme les £} et les 72 sont de.l'ordre des excentri-
cités et des inclinaisons, les termes sont d’autant ples petits qu'ils
sont de degré plus élevé,

Le rang sera
a—m,

c’est-d-dire 'exposant o du paramétre i, moins 'exposant m de ¢.
On voit aisément, en -effet, qu'un lerme ou & — m est petit peut
avoir une grande importance bien que « soit grand; si, en eflet, o
et m sont grands tous dcux, le terme d’abord trés petit croitra
rapidement avec le temps. ‘

Quant a la classe, elle dépend de la présence des petits diviscurs
au dénominateur. Ces petits diviseurs sont introduits, comme on I'a
vu, par les intégrations successives.

Soit alors m’ I'exposant du petit diviseur qui figure au dénomi-
nateur, ou la somme des cxposants des. petits diviseurs qui
figurent au dénominateur, si 'on a éLé amené & en considérer
plusieurs. Nous avons vu, au n° 101, que cette derniére circon-
stance se présentera raremenl.

Alors la classe d'un terme est, par définition,

m m

O —— —————

' 2 2

105. Invariabilité des grands axes. — Reprenons l'équation

: : !dl?1
—H, A di;

L;=L!
/
et supposons qu’on veuille procéder i la seconde approximation.
P. - L 9
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. . . dry
Pour cela, il faut substituer aux inconnues dans o leurs valeurs
i
de premiére approximation. Or, nous avons F, qui est dévelop-
pable sous la forme

F1=2AD]L cos (ki ki kydg+ h),
la constante A étant d’ailleurs égale a zéro ou ;TT' On en conclura

aF " .
E)\_: = ——ZAZ)IuIcism(/n)\, ~+ kaha+ R).

Dans cette expression, il faut substituer, a la place des incon-
nues L;, &, i, A, les valeurs de premiére approximation

0 20 0 .50
L, &, =, A=A} + ngt.

Il vient ainsi

dr s ,
—dT:' =—2A03]’(.v0k,- sin(ve 4 N'),
v o= /Cl ny -+ Ky g,
= l\'l )n(‘) -+ A’g )\g -+ ]l'y

olt Ay est ce que devient A quand on y remplace L; par L}, et I, ce
que devient 9L quand on y remplace & et 7; par § et #.
I vient ensuite par intégration

(8) : L,-=L2+HZAO:)M’%"[cos(vt-;-h')_cosh'].

On remarquera que dans la formule (8) figurent des termes
périodiques, mais pas de termes séculaires. Un terme séculaire
en ¢ pourrait, en eflet, s'introduire dans le cas ou v serait nul,
c'est-a-dire dans le cas ou la formule (1) deviendrait illusoire et
ot il faudrait recourir a la formule (3).

Mais nous avons supposé que le rapport des moyens mouvements

n . . .
n—‘ est incommensurable. Alors v ne peut s’annuler que si &, et k.
2
s’annulent a la fois; mais alors 4; est nul etle terme correspondant
disparait.
Dong, si 'on s’en tient & la deuxiéme approximation, la plupart
du temps suffisante dans la pratique, les développements des L;
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ct, par conséquent, ceux des grands axes proportionnels aux L? ne
contiendront pas de termes séculaires. Les grands axes exécuteront
donc’ seulement de petites oscillations autour de leur. valeur
moyenne. C'est le théoréme de Lagrange sur l'invariabilité des
grands axes, si important du point de vue de la stabilité du sys-
teme solaire. :

Nous avons vu, au n° 99, que, en deuxiéme approximation, le
développement de A, ne peut contenir de terme en ¢* que si celui
de L; contient des termes en ¢. Il n’en contiendra ‘donc pas, si le
rapport des moyens mouvements est incommensurable. Clest: ce
que nous avions annoncé au n° 99. \

‘ .

106. Théoréme sur le rang. — On pourrait craindre que, dans
certains termes, on ait m >>a, c’est-a-dire que le rang de ces
termes ne soit négatif. Je me propose donc de démontrer les théo-
rémes suivants :

1° Dans les développements de i, 0y 8hiy Ly il 0’y a pas de
termes de rang négatif. JVai dit 8); et non );, parce que dans };
nous avons le terme n;¢ qui est de rang négatif.

2° Il 'y a pas de terme séculaire mirte de rang nul. Le
rang de ces termes est toujours au moins égal & un.

3° Dans le développement de L;, il n'y a pas de terme de
rang nul. ‘ '

Ces théorémes sont vrais a la deuxiéme approximation; en
deuxiéme approximation, en effet,iln’y a que des termes trigono-
métriques ou des termes en ¢; il n’y a donc pas de terme séculaire
mixte ; les termes en ¢ étant multipliés par p sont de rang zéro; et,
en vertu du théoréme sur l'invariabilité des grands axes, il n'y a
pas de terme en ¢ dans les L.

Je dis maintenant'que siles théorémes sont vrais en ni"® approxi-
mation, ils le seront encore en (n - 1)¥é™e.

Reprenons, en effet, nos équations (5 bis) ou (14) et (15) du
n° 97; et, en particulier, I'équation (15)

il t dF
Y Yo @
w=2+ [ Trde+ ,.Lfo o ds.

Je vais développer Iy de la fagon suivante, suivant les puissances
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des 5L,

F0= Fg -+ ny 6L1+ 1y aLg—l“ -;-(C“ SL% - 'lCn aLl aLg—E- ng 8L§) -+ q),

ol @ représente ’ensemble des termes de degré supérieur a deur
en 8L, 8L,.

11 est clair que Fy, ny, nay, Cix sont des constantes ne dépendant
que des L!; j'ajouterai méme que Gyp,=C,,=0, & cause de la
forme particuli¢re de la fonction F, qui est la somme d’une fonc-
tion de LY el d’une fonction de L}, mais cette circonstance ne
jouera aucun rdle dans les démonstrations qui vont suivre. On
aura donc

dro dd dFi dd
an = +2 Cix SLg 4+ an, =t p.z C,L/ dt + "
Nos équations deviennent alors
14 t t
oL,——pf dF,dl S fdl‘,d _— de,d
dt;
'dF, ‘td F
0A; = t -
.‘ 0 P-EQI./ / d —l—f - dt -+ i ! dr.

0

(9)

Dans les seconds membres de ces équations, il faut remplacer
les inconnues par leuts valeurs de ni™e approximation; je dis
qu’on obtiendra ainsi les valeurs de (n - 1)i¥me approximation des
8L, 88, 8ny, 8Os Pour les 3Ly, 3E; et 3n;, je n’ai rien 3 ajouter i ce
qui précéde puisque je n’ai rien changé aux trois premiéres équa-
tions; mais il est nécessaire de revenir sur les S);. .

Si nous remplacons les.inconnues par leurs valeurs de nitme
approximation, o l'erreur est de 'ordre de p”, on commettra sur
les dérivées de F, une erreur de I'ordre de pL » et par conséquent

sur p.‘] del et sur p.ff P ! d¢ une erreur de I'ordre de w1,
Il reste a étudier le terme . |

L do

ol

do . .
La dérivée 7L, he contient que des termes d’ordre dewz au moins

par rapport aux 8L. Remarquons que les L sont divisibles par .
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Or, soient z, y, 3 lrois fonctions dont les développements,
suivant les puissances de @, soient divisibles par p.. Soient 2/, 3/, 2’
des développements approchés de z, y, z, ol le premier terme
erroné soit en p”, de telle sorte queles différences x — 2/, y — y/,
z — 7' soient de l'ordre de p”. Je dis queles différences xy — 2'y/,
zys — x'y' & seront divisibles par p2*!, c’est-a-dire que, si dans
les prodmts zy, zyz on remplace z, y, z par leurs développe-
ments approchés ', 5, 2/, erreur commise est de lordre de wntt,

On a, en effet,

2y —a'y =a(y—y) +y'(z—a'),
Zyz — 2y S =gy(z — )+ x5 (y —y' ) +y 2 (2 — &)

et, par hypothése, z — 2/ et.y —y' sont divisibles par w?, tandis
que z et y' sont divisibles par p.

Le théoréme s'étendrait évidemment a for tiori a4 un produil
d’un nombre quelconque de facteurs.

Si donc dans un monome entier par rapport aux SL, poureu
que ce monome soit du second degré au moins, nous substituons

aux 3L leurs valeurs de nitwe approximation, I'erreur commise sera
de l’ordre de pntt, :

Or, I ne contient que de$ termes du second degré au moins

par rapport aux 8L. Donc 1'erreur commise sur le terme

. ; tdo
L, di

est de Vordre de pr+1, ¢. Q. F. n.

Cela posé, jobserve que le produit de deux termes de rang
positif sera une somme de termes de rang positif, que le produit
de deux termes de rang positif ou nul sera une somme de termes
de rang positif ou nul,

Si donc dans une fonction développable suivant les puissances
des 8L, 8, &, 8« on substitue & la place des 3L, 8, 84, 3\ des
devcloppements ne contenant que des termes de rang positif (ou
bien positif ou nul), on obtiendra un développement ne contenant
que des termes de rang positif (ou bien positif ou nul).

Si donc on substltue aux 8L, 8, &v, 3 leurs valeurs de nitme
approximation, qui, par h)pothese, ne conliennent pas de terme
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de rang négatif, on obtiendra pour les dérivées de F, des dévelop-
pements ou ne figureront que des termes de rang positif ou nul.
En intégrant par rapport & ¢, on peut diminuer le rang d'unc
unité, parce que l'application de la formule (3) peut introduire
un facteur ¢. En revanche, en multipliant par w, on augmente le
rang d’une unité. Il résulte de 1a que les expressions telles que

: t
dFl.  J
— dt
(10) | ufo .

ne contiendront non plus que des termes de rang positif ou nul.
Je dis de plus qu’elles ne pourront pas contenir de termes sécu-

laires mixtes de rang nul. En effet, Jes termes de rang nul de

I'expression (10) correspondent & des termes de rang négatif dans

I'intégrale
dF,
f & dt

et comme Wl ne contient que des termes de vang positif ou nul,
]

I'intégrale ne pourrait en contenir que par 'effet de 'application
de la formule (3); or l'application de cette formule ne peut intro-
duire que des termes séculaires purs,

En résumé, nous pouvons d’abord conclure qu’en (n + 1)*™eap-

proximation,
3Ly, SEI': 87]1'

ne contiennent que des termes de rang positif ou nul et pas de
de termes séculaires mixtes de rang nul.
Je dis maintenant que

LdF,
8L,~= — p.[ 'd—)\l dt

ne pourra contenir de terme de rang nul.
D’aprés le n® 100, on aura

dar, oy
-‘7)\—1. ——ZBJ]L,

ol 9 est un monome entier par rapport aux 3L, 8, 3x, 8\ et
I'on doit y substituer les valeurs de ni®"® approximation de ces
quantités.
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Quanlt a B, c’est une des dérivées partielles'de %[;—’ et Von doit y
12 .

substituer aux inconnues leurs valeurs de premiére approximation
LY, 8%, nd, om0

v . drF, , . . .
Celte dérivée partielle de d_)i:’ étant aussi une dérivée partielle
A

de F,, sera, comme nous 'avons dit au n° 100, de la forme
EA cos(Jey hy =+ ky kg -+ B) L.

Mais k; ne pourra étre nul; car les termes ot £; serait nul dis-
paraitraient quand on différentierait par rapport a A; et, par con-

. o : dFy . " :
séquent, ne pourraient exister ni dans —, ni dans ses dérivées.
i

Si, comme nous V'avons dit, nous substituons aux inconnues
leurs valeurs approchées, il arrive, comme au n° 100, que AJU se
réduit 2 une constante G et ky A=+ ks koA 4 vt 2'; on a donc

B =EC cos(vi -+ A'),
on
o= kyny+ kany,

et, comme k; n’est pas nul, v ne peut pas éire nul.
Cherchons si 91U peut contenir des termes de rang nul. Le
monome I’ est le produit d’un certain nombre de facteurs L,
SX, 8¢, On; et l'on obtiendra les termes de rang nul de 9 en
réduisant chacun des facteurs du produit 4 ses termes de rang nul.
Si, en elfet, nous prenions dans l'un des facteurs un terme de
rang positif, comme ce terme devrait étre multiplié par d’autres
-lermes provenant des autres facteurs et dont le rang serait positif
ou nul, cela donnerait dans le produit un terme de rang positif.
- Or, dans chacun des facteurs, les termes de rang nul sont sécu-
laires purs. De plus, le produit de plusieurs termes séculaires
purs est évidemment encore un terme séculaire pur. Done, dans
le produit M, tous les termes de rang nul seront séculairés purs.
Comme tous les termes de B contiennent un facteur trigono-
métrique cos(v¢ - A') ott v n’est pas nul, tous les termes de rang
nul de BV seront périodiques ou séculaires mixtes. Il en sera

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



136 ®  CHAPITRE V.
donc encore de méme pour les lermes de rang nul de ZBDIL’
ou —1.
i

Pour intégrer un terme périodique, ou séculaire mixte, il faul
appliquer la formule (1) ou la formule (2), ce qui ne diminue pas
le rang. Donc dans

dF
S @i

il 0’y aura que des termes de rang nul ou positif. En multipliant
par @, on augmentera le rang d’une unité.

Donec, dans 8L;, il n'y a que des termes dont le rang est au
moins égal a un. €. Q.F.D.

Ce résultat peut éire regardé comme une généralisation du
théoréme sur I'invariabilité des grands axes.

Passons maintenant & 8); et & la quatriéme équation (9); dans le
second membre de cette équation, il y a trois termes que nous
considérerons successiveinent. Commengons par le troisitme qui
est de méme forme que les seconds membres des trois premiéres
¢quations (g). On verrait, comme pour ces trois premiéres équa-
lions, que ce terme ne peut donner ni terme de rang négatif, ni
terme séculaire mixte de rang nul.

Passons au second terme ’

dd
dr; ar; 4

db . .
D’abord ar, he conlient que des termes du second degré au

moins par rapport aux 8L; les 8L ne contiennent que des termes
de rang un au moins; un produit d’au moins deux facteurs 8L ne
pourra contenir que des termes de rang deuz au moins. Par l'inté-
gration, le rang peut diminuer d’une unité, mais il reste au moins
égal & 1. Donc pas de terme de rang négatif, ni de lerme séculaire
mixte de rang nul.

Passons au premier terme

dF,
chlkff d)\ﬂ

dr
Nous avons vu que dans W’ tous les termes de rang nul sont
. i
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périodiques ou séculaires mixtes. Une double intégration ne chan-
gera pas leur rang puisquil faudra appliquer les formules (1)
ou (2); ce rang restera donc nul et, quand on aura multiplié
par p, il deviendra égal a 1. '

Pour les autres termes, leur rang est au moins égal a 1. S'ils
sont périodiques ou séculaires mixtes, la double intégration ne
changera pas leur rang et, aprés multiplication par ., ce rang
sera au moins égal a 2. S’ils sont séculaires purs, la double inté-
gration diminuera le rang de 2 et la multiplication par p l'aug-
mentera de 1, de sorte que finalement ce rang sera an moins égal
a o. Ils resteront d’ailleurs séculaires purs.

Ainsi, pas de terme de rang négatif, pas de terme séculaire
mixte de rang nul. '
~Doncla valeur de (24 1)#¥me approximation de 8); ne contient
ni terme de rang négatif, ni terme de rang séculaire mixte de rang
nul. €. Q. F.D.
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TRANSFORMATIONS DIVERSES DES DEVELOPPEMENTS.

107. Lemmes divers. — Pour aller plus loin, je vais m’appuyer
sur une série de lemmes qui, au premier abord, paraitront presque
évidents, mais sur lesquels pourtant ils est nécessaire de donner
quelques explications, parce que j’en ferai un fréquent usage.

Soit
o(t) =ZA cosvi +2B sinv¢

une somme de termes trigonométriques. Je supposerai d’abord
que le nombre des termes est fini.

Je dis que, si ¢(t) est nul pour toutes les valeurs de t, tous
les coefficients A et B sont nuls.

Je suppose bien entendu que tous les termes semblables (c’est-
a-dire ceux qui contiennent un méme facteur cosvt ou sinv¢) ont

I3

été réunis en un seul,

. Soiten effet A’ cosy'¢ P'un des termes du second membre. On
aura

¢ . .
i A’ A’ sinavt
- t) cosy’ = — —

l~/o‘ () cosv'edt > 7

4v
A [sin(v+v)l  sin(v—v)t

P v—y'

. t . 14
sin2(v +v') = 2(y —v') =
in2( )2 sin2(v v)2

-3 .
2l v oy v —y' ‘

Il va sans dire que, sous le premier signe 2, on doit prendre
tous les termes, sauf celui ol v =1V, '
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'

. . . o . A
Faisons maintenant croitre ¢ indéfiniment; le premier terme >

est constant, les autres tendent vers zéro, car on a ¢ au dénomi-
nateur et l'on a au numérateur des lignes trigonométriques qui

restent finies. Donc
[ '
limlfw(z)dt=i‘_
tJ, 2

et si ©(¢)=o0, on aura
Al=o.

Ainsi tous les A sont nuls, et 'on démontrerait de méme que
tous les B sont nuls.
Je suppose que
v =kyn -+ kyn,,

n, et n, étant incommensurables entre eux, k, et k, étant des
entiers.
Introduisons deux variables indépendantes w, et w, et posons

S(wy, ws) =2A. cot(/fy wq -+ /fz“’z)—*—EB sin(ky wy + kyws),

Quand on fera w,= n,t, wy= nyt, on verra kiw,~+ kiw, se
réduire A v¢ et f(w,, w;) & o(¢). On a donc

f(nit, nat) = 9(¥).

Si nous supposons comme plus haut que ¢(t) est nul pou
toutes les valeurs de t, les coefficients A et B seront tous nuls
et par conséquent f(w,, wy) sera identiquement nulle.

On peut également conclure que, si f(w,, w,) est une fonction
quelconque de la forme que nous venons d’envisager, et si
S(nit, nyt) =o, f(w,, wy) sera identiquement nul; mais ici il est
nécessaire de supposer que n, et ny sont incommensurables entre
eux, sans quoi deux termes dislincts de f(w,, w,) pourraient
donner dans f(n,¢, nyt) deux termes contenant un méme facteur

19 2
€osvt et qui pourraient se détruire mutuellement. '

Jai supposé jusqu’a présent que le nombre des termes était fini;
il serait aisé d’étendre le résultat & une série.convergente, pourvu
que la convergence soit absolue et uniforme. Mais les séries de la
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Mécanique céleste possédent-elles une semblable convergence ?
Non, en général, elles ne convergent que si les termes sont groupés
et ordonnés d’'une fagcon convenable. Il serait donc nécessaire
d’entrer dans une discussion approfondie des questions de conver-
gence, questions que je désire laisser de coté dans cet Ouvrage.

Aussi aborderai-je la question par une tout autre face. Je suppose
que o(¢) soit obtenu par une suite d’approximations successives;
que le nombre des termes, fini & chaque approximation, aille en
croissant d'une approxunatlon 4 la suivante et croisse ainsi indéfi-
niment. Soient o (¢), 92(¢), ..., ¢a(t), ... les valeurs approchées
obtenues successivement pour o(¢). Je suppose que ¢,(t), ¢2(2),
49:,(!), ..., ¢2(t) soient nulles pour toutes les valeurs de ¢, de sorte
qu'a chaque approximation, v (t) satisfasse i la condition d’étre
identiquement nulle. Alors il est clair que tous les cocfficients de
o.(t), de 92(t), ..., de ©,(¢), ... seront nuls et par conséquent
aussi ceux de cp(t) Le lemme est donc vrai & quelque approxima-
tion que Je m’arréte.

Voila dans quelles conditions nous appliquerons notre lemme a
nos séries; sien eflet le développement de wF, contient un nombre
infini de termes, il est évident que, dans la pratique, on ne prendra
qu’un nombre fini de ces termes, de sorte que les développements
qu'on en déduira n’auront non plus qu’un nombre fini de termes.
Plus on prendra de termes dans wF,, plus on en aura dans les
autres développements, et plus seront exactes les valeurs que I'on
obtiendra pour les éléments canoniques et les coordonnées. 1l
nous suffit que notre lemme soit apphcable a chaque approxima-
tion. Clest cette circonstance qui nous permettra d’appliquer nos
lemmes aux séries de la Mécanique céleste. En résumé, nous pour-
rons les appliquer parce que nous pourrons toujours supposer
w7y réduit & un nombre fini de termes.

Soit maintenant

o(t) =2At”lcosvt +2Bt'" sinv¢

une suite de termes. Je suppose que 'exposant entier m ne depasse
pas une certaine valeur.

Je dis encore que, si ¢(t) est nul quel que soit t, tous les
termes sont nuls.
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Soit en effet p la plus grande valeur de 'exposant m, je dis que
tous les Llermes en ¢# sont nuls. Car, si

Aty cosv't

est 'un dc ces termes, on voil comme tout i 'heure que, pour
=00,
t
1 A’
lim ———f (&)cosv dt = ————,
trp+1 0 (? 2(p+ [)
Donc A’ est nul si ¢(¢)=o.
Il n’y a donc pas de terme en ¢#; et comme maintenant la plus
grande valeur possible de I'exposant est p — 1, on démonirera de
la méme maniére qu’il n’y a pas de terme en t#~!, et ainsi de suile.

Supposons ‘
v=Fkny4 kan,
et posons

J{mywi,y 5) =ZA1’" cos (kg wy = kywy) —l—EBt"l sin(kywy -+ kaev)),
de sorte que
. S nyt, nat) = (1),

S¢ ¢(¢) est nul quel que soit ¢, tous les coefficients seront
nuls et f(x, 04, we) sera nul quels que soient < et les w.,

Soit maintenant
o(p t)= EAH“"" cosvi —i—EB wxem sinvi,

Je suppose que‘ I'exposant m ne puisse dépasser «, c’est-d-dire,
pour employer le langage des numéros précédents, qu'il n’y ait
pas de lerme de rang négatif. Je supposcrai d’ailleurs que ¢ (., ¢)
contient un nombre infini de termes; mais qu’il n’y en ait qu'un
nombre contenant en facteur une méme puissance de p; de telle
fagon qque le coefficient de p* se compose d’un nombre fini de
Jlermes. ’

Je pose de méme

Sy v, wi, wy) —_—ZA pTm cos( kg wy - kywy)

+E B sin (kg wi =+ ky we).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Vi CHAPITRE VI.

Si ¢ (i, t) est nul quels que solent p et ¢, le coefficient de p*
devra étre nul quel que soit £; dans ce coefficient, '’exposant m
est limité puisqu’il ne peut dépasser o ; nous pouvons donc appli-
quer le terme précédent et conclure que f(w, =, wy W) est nul
quels que soient y, 7, w, et w,. Je pourrais dire aussi, mais pourvu

n o e . o
que — soit incommensurable, qu'une fonction de la forme précé-
2

dente
f(P’:T: Wi, Wy)

est identiquement nulle si

Jim, & nit, not)y=o.

108. Transformation des développements. — Nous avons trouvé
au n° 102 pour les éléments canoniques des développements de la
forme

2 prAgmcos (vt —+ i) M,,

mZia, v =kyny+ ks n,.

Considérons l'un quelconque des éléments canoniques, par
exemple [;, et soit

L;= 2 prAtmcos (ve—+ 1) My,
et soil ensuite

(11 L= Zp“Ar"l cos (kywy—+ kgwy+ 1) M,

une fonction de trois variables ©, w,, w,. Il est clair que, si 'on
fait
T=1{ wy= ny !, Wy = Ny t,

kywy ~+ kaw, se réduira a v¢ et L} & L;. On aura donc
L:(t, ny i, n,t) = Lj-

On définirait de méme £}, 1], 8A;.
Je dis 81} et non A}, & cause du terme en ;¢ qui figure dans );;
on doit, en effet, prendre non pas

)\f: ni‘t+)\?+ 8)\:,
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mats bien
)\: = W;+ )\? -+ B},
On voit, de plus, que

dL} dL} + dLf
dt +7 Vdw, 2du'

dly
se réduit & —— pour

T={, wi=nt, Wwa= nyt.

Il est clair que les dérivées de Ef, 4}, A} jouissent de la méme
propriété. :
Soit I* ce que devient F, quand on y remplace Ly, iy & N par
L}, %7, &f, m;. Si alors dans la dérivée partielle
dF*
e
on remplace LY, X!, &, 0} par L;, X, &, ns, cette dérivée se ré-

duira a
dlP

v

" nous remplagons les variables L}, ... par leur dé-

Si, dans d)\*

dF*
veloppement (11), on obtiendra pour d)\; un developpement de

méme, forme :

(11 bis)

F* = 2 AxAlwmeos (kg wyA ke wy—+ R') LY.

Si, dans ce développement (11 bis), on remplace =, wv,, w, par

I, nyt, nyt, c’est comme si 'on remplagait L}, ..., par Lj, ...; et
*

se réduir a——' rons d
I é a & Z5-; nous aurons donc

dF

= 2 A1 cos (v + A') O
12

" Envisageons I'équation

| dup | dp dlp dE_
G2) & MG M, BT T

Le premier membre de cette équation est développable sous la
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" forme :
2 u% At cos( ky wy 4 kywe—+ £) o,

isqu'i insi i dF*
puisqu’il en est ainsi de L}, de ses dérivées et de oF Pour
13
T=1 wy = n,t, we = Ny,

ce premier membre se réduit &

dl; dr
@ Ay
il est donc nul, en vertu de Iéquation (5) du n® 79.
Done, en vertu des lemmes du n® 107, il sera identiquement nul,
quels que soient T, w, et w,.
On démontrerait de méme les équations

dgp o, o dE dEr
dr " Mdw, ™M dws = dni 0’
. dN d\f A dF*
(12 bis) & M Ae T Mg, T AT ®
dn} dnf dnf  dF*
d_:+nlm+ngm—m_o.

Si, maintenant, nous posons
T=1I4¢ wr=nmt+ 2, Wo= Nyl -+ ¢y,
¢, gq el &y étant des constantes quelconques, nous aurons encorc

dip _dlp odup dlp
7 T

et I'équalion (12) deviendra

dL; dr*

dt T Ay’

ou, en supprimant les astériques devenues inutiles,

al; dr

T T Ay
Lcs équations (12 bis) nous donneront de méme
dy __dF Dy _dU o dn
de = dw;  de  du] dt — dE

AN

Ce sont 13 les équations (5) du n°® 79.
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Ainsi done, si nos développements (11) satisfont aux équations.
du mouvement, ¢ ‘est-a-dire auz équations (5) du n° 19, quand

ony fait

‘E=t, W= n‘t, We == ngt,

ils y satisferont encore quand on y fera
T=1¢+¢, wy=n, ¢+ ¢, We= Nal + &,
quelles que soient les valeurs des constantes c et .

Comment avions-nous le droit d’appliquer notre lemme comme
nous 'avons fait ? Il est vrai que I' contient une infinité de termes,
mais, dans la pratique, nous n’en prendrons jamais qu'un nombre
fini. Plus nous voudrons d’exactitude, plus nous en prendrons,
mais nous n’en aurons jamais qu’'un nombre fini; nous pouvons
donc raisonner comme si F ne contenait qu’'un nombre fini de
lermes ; nous obtiendrons alors pour les L7, ..., des développe-
ments de la forme (11) ; seulement, dans ces développements, le
coefficient de u* ne contiendra qu'un nombre fini de termes, ce
(ui est, comme nous l'avons vu, la condition pour que le troisiéme
lemme du n° 107 soit applicable dans F (vide infra n° 130).

109. D’ailleurs, les équations (12) et (12 bis) peuvent se dé-
montrer sans le secours des lemmes du n° 107. Je dlS que l'on
pourra trouver pour les inconnues

* * *
Ly, & nf M—w;

des développements de la forme (11) qui satisfassent aux. équa-
tions (12) et (12 bis) et qui se réduisent i .

[ [} [} 0 . . '
Li, &, =2, N

T=wi;= W= 0.

p our

Nous aurons, en effet, en premiére approximation, c’est-d-dire
en négligeant p et en réduisant F a I,

0 0 [ 0
Li=1L}, t=8, af=nl, M =w+A.

Supposons que nous aybns obtenu pour nos inconnues des va-
leurs de »'*™ approximation, ol l'erreur soit de l'ordre de pr;
P, — L 10

’
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commenl obtiendrons-nous des valeurs ou I'errenr soit de V'ordre
de l_L/z+l ?

Dans les dérivées de F*, dans U'équation (12), ainsi que dans la
premlere et la derniére équation (12 bis), substituons a la place
des inconnues leurs valeurs de n® approximation. Apreés cette
blletltllthll, ces dérivées de F* sont dcveloppées sous la forme (11),

’
de sorte que I'équation (12), par exemple, s’éerit

dL} dL* dL}
(13) T‘;+ ldw 237;=2Brmcos(/ﬁw1+k2w2+ k),

et I'on en tire aisément la valeur de L}; on trouve
(14) L;:L&+}SC.

A chaque terme du second membre de (x3) correspond dans,
(14) un terme que je désigne pour abréger par C et dont voici la
valeur :

1° A un lerme
Brm

dans (13) correspondra dans (14) un termne

Brm+1

C=

.
m4+1
2° Au terme

B cos (kl Wy + /\”2 Wi+ IL)
correspondra

sin (kywy 4+ kywo+ h)—sinh

C=C=8 Ky kang

3° Au terme
Brcos (kyw,+ kawy+ R)

correspondra

sin (kg wy+ kowa+ k) +B cos (fey w4 kawo+ L) ~—cosh

C+B=
+ /qnl—i-l\,nz (kyny—+ kang)?

4° Plus généralement, soit Cy, le terme de (14) qul correspond a

Bz cos (kyw,+ kaws+ h),
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—
~1

de sorle jue

dG, dc dc '
__—d—;’l -+ ny __.dW':‘ _|_nz-dT': = B=x™ cos (/Cl Wy~ kywy+ h)

et que G,,= o pour T =, = &, == 0.

On aura la formule de récurrence

2t a} g
(5)  Cp= B sin(kywy—+ kgwo-+ h) . m AC—y
kyny+ kyn,y kini+kyng, dh

Si, en eflet, nous posons pour abréger

ICIWI—F/Cng-—I—]l:C‘D, /.‘1n,+/cgn2=v
et

L
Ydw, ¢ -

g ——
dv “ dwy

“il viendra '
AC,, = Brmcosy, ACj—y = Brm~1coso
et, en diflérentiant cette derniére par rapport A £,

dcm—1
A SHmd
dh
D’ailleurs . .

= — Brcm—lgineg.

A(Br7sing)=vB3m cosp+ mBrmn-lsmo
et, par conséquent,

A

( B sino m dC,,—4

= B coso.
v dh > :

Il reste & démontrer que 'expression

Bamsing  m dC,—
R 1)
s'annule pour
T = W= Wy==0.

En effet, le premier terme s’annule parce qu’il conlient T en
facteur; d’autre part, C,,_, s’annule par définition el cela quel que
y part, Cony |4

Clll—i

. . . di
soit /; 1l en est donc de méme de —— et du second terme.

La formule (15) est donc démontrée et elle nous permelira de
calculer C,,, puisque nous avons plus haut calculé¢ G,y. Cette for-
mule peut remplacer la formule (2) du n° 98.
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Nous pouvons done calculer L en partant de I'équation (12)
(on traiterait de méme la premiére et la derniére équation (12 bis).
On démontrerait comme au n® 93 que l'erreur commise sur ces
nouvelles valeurs de (7 +1)m° approximation des inconnues L, £7,
7; est de I'ordre de patt,

Prenons ensuite la seconde équation (12 bis); substituons-y,
dans la dérivée de F*, a la place des L}, &, 0}, leurs valeurs de
(n < 1)®™° approximation que nous venons de trouver et, i la place
des 1}, leurs valeurs de n'*®® approximation.

Traitons ensuite ’équation comme nous avons fait pour I'équa-
tion (13). Nous verrions, comme au n° 93, que la valeur de 2] ainsi
obtenue est exacte aux termes prés de 'ordre de pr+t.

Nous obtiendrons donc par approximations successives des déve-
loppements de nos inconnues, qui seront de la forme (11), satis-
feront aux équations (12) et (12 bis) et se réduiront & L?, &2, ?,
)} pour T = v, =wy=o0.

Remplagons—y T par ¢, «w, et vy, par n,¢ el ny¢; nous aurons
des développements qui satisferont aux équations (5) du n°® 79;
(quand on y fera £=o (ce qui revient a faire t= w,==w,=0),
ces développements se réduiront bien a L}, &7, o, 7 ; ils sont donc
identiques & ceux (ue nous avons trouvés au n° 100.

Nous voyons donc que si, dans les'développements du n° 100,
on substitue A,y + kaews & la place de vt, quand le temps est
sous le signe cos et T4 la place de ¢ quand ¢ est en dehors du
signe cos, on obtiendra des développements de la forme (11) qui
salisferont aux équations (12) et (12 bis). C. Q. F. D.

On aura donc obtenu les résultats du n°® 108 sans sc servir des
lemmes du n® 107. J'ai cru cependant devoir indiquer la premicre
marche, non seulement parce que ces lemmes me seront encore
utiles plus tard, mais surtoul parce que 'on voit mieux ainsi com-
ment on peut étre conduit par une suite naturelle d’idées au théo-

réme du n° 108.

110. Comparaison des développements. — Nous avons obtenu
au n° 102 des développements de la forme

N s aon g emcos(v t4 1)
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qui dépendent de 12 constantes d’intégration, & savoir les deux
- LY, les deux 27, les quatre &} et les quatre ;.
Nous avons obtenu aux n° 108 et 109 d’autres développements
de la forme

D 0x AN o5 cos (kg wy -+ Ky wa-+ 1),

ot V'on doit faire
T=1I+c, w;= n;t + g,

¢, €4 et s étant trois constantes d’intégration.

Ces développements nouveaux contiennent trois constantes arbi-
traires d’intégration de plus que les précédents. Comme nos
équations différentielles forment un systéme du douzi¢me ordre,
trois de ces quinze conslantes ne sont pas réellement distinctes des
douze autres ; nous verrons plus tard le parti que I'on peut tirer de
cette remarque. ‘

Nous pourrions donc sans restreindre la généralité supposer
¢ = o. Il est a remarquer que sil’on adopte le développement (1 1),
les constantes L{, £, 1} n’ont plus la méme signification que dans
le développement primitif.

En effet, pour ¢ = o, il n'arrive plus que -

Li, &, mt M
se réduisent i
L2, B, n9, e+0

i?

Cela n’arriverait que sil’on supposait ¢ = ¢, = €a =0, parce que
'on retomberait alors sur le développement primitif. Seulement
les différences entre L) et la valeur initiale de Lz, par exemple,
sont de l'ordre de p.

En raisonnant comme au n° 69, on verrait que 'on peut passer
du développement (11) 4 un autre de la forme

(16) X 6 Ao (ps(ppn(etyrs e cos (X oo+ F pivt+ 1)

ou 'on a, d’ailleurs,
2qi=p; (modz2), 2q:21p;l.

On verrait, d'ailleurs, comme au n° 103, que les coordonndées
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héliocentriques peuvent également se développer soit sous la
forme (11) soit sous la forme (16).

111. Symétrie. — Supposons que nous comparions deax sys-
témes de trois corps A, B, Cet Ay, By, C,; dansles deux systemes
les masses scront les mémes. A Porigine du temps, les deux trian-
gles ABC et A,B,C, sont symétriques par rapport au plan des
xyz3; les vitesses initiales des points A,, B,, G, sont égales et
directemenl opposées & trois vecteurs qui sont symétriques (pav
vapport & ce méme plan) des trois vecleurs qui représentent les
vitesses initiales des points A, B, C.

Dans ces conditions, il est clair que la position du triangle ABC
aw temps ¢ scra symétrique de celle du triangle A, B,C, au temps
— £ '

Pour passer de la situation du systéme ABC au temps ¢ & celle
du systeme A,B,C, au temps — ¢, il suffit de changer

(17) 2y, @y oy, Ly iy by omi pn, e

en

(18) Zy, —xy, 'Z":v Ly, —Xy 8 —my Piy — Wy
Si donc nous changeons

LY, A & wd. e, o}, ¢

on .
L?’ -)‘?’ ?’ —"1?’ pto‘a —m?; — ¢,

fes quantités (17) devront se changer dans les quantités (18).

Prenons donc le développement (16) et supposons

e, e A 30 —
C-—Ei—-.q—)\i— )\l.-—o,

et changeons-y ¢ en — ¢, ©} en — ] et par conséquenl t en — 7,
Wi en — (v

Changeons en définitive le signe de < et ceux des v el des .
Lies quantités (15) devront ou ne pas changer, ou bien changer de
signe; leurs développements contiendront done, ou bien rien que
des cosinus, ou bien rien que des sinus. Cesl-a-dire (ue la con-

slante 2 devra étre toujours égale & o, ou & — ;
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, . . . . T . . .
Elle sera égale a o, si m est pair et & — 5 st m est impair
dans les développements de
@y, @5y Ly &y
. T . . . . . . ,
et & — —si m est pair et & o, si m est impair dans les déve-

loppements de
.2"2, )‘l') Ni»

Si, au lieu de la forme (16), nous adoptons la forme (1), la

‘ Iy a T
constante /i sera encore egale ao,oua—--

Elle sera égale a 'une ou & l'autre de ces quantités, suivant
celle des inconnues (17) qu'il s'agit de développer, suivant la
parité de P'exposant de =, et celle des exposants des 4 dans le
monome I, (¢f. n° 86). On remarquera que le résultat précé-
dent suppose que les A7 sont nuls; nous pouvons faire cette hypo-
thése sans restreindre la généralité puisque avec nos trois constantes
nouvelles ¢, ¢, ¢; nous avons encore une constante de trop, méme
avec I'hypothase

112. Faisons maintenant tourner tout le systéme d'un angle ¢
autour de 'axe des z;; nos formules, indépendantes du choix des
axes, devront conserver leur valeur. Or, cela revient a changer 3,
i en di+¢, M +¢, et w) en w) — . Dans ces conditions L;, z)
(et ) ne changeront pas, A; se changera en A; 4 ¢.

x| etz, se changeront en ', coss — z,sine et 2, sine 4 &/, cose;

z', et x’; subiront une transformation analbuue ; i et ; se change-
ront en E, cose -1 sine et — E, sine + f; COS €.

Dans ces conditions, voici quelle semblerait étre la gcncrah—
sation naturelle des thcoremes n* 70 et 87 : supposons qu’on ait
développé, par exemple, L sous la forme (16); il semblerait que

I'on dit avoir ‘
2/( —Zp = 0.

Sous cette forme, le théoréme serait faux.

113. Mais nous pouvons transformer nos développements de la
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fagon suivante. D’abord dans les développements (16) figurent
deux constantes A et 2 qui dépendent non seulement des L], mais
encore des 1], Il est clair que nos inconnues sont des fonctions

. périodiques des A}, et qu’il en est de méme de A cosh et Asink.
Car quand on augmente les 1}, c’est-a-dire les valeurs initiales des
longitudes );, de multiples de 27, nos inconnues 8L}, ¢&;, 817, 8);
ne doivent pas changer. Donc A cos/ et Asin/ peuvent se déve-
lopper suivant les sinus et les cosinus des multiples des A, de sorte
que nos développements (16) prendront la forme

PN ACHACHE

X (p)Tstmcos (Zkt%—l—Ek})\? +Zpiw2 +ho>;

A, et ko ne dépendant plus cette fois que des LJ. Jajouteral que,

(16 bis)

\ . . T
d'aprés le n° 111, 7, est une constante numérique multiple de —.

Il n’y a aucune raison pour que les k;= k. Mais nous voyons

que 'on aura
Ek'—E p =o0

dans les développements de 8L et de 84} et

D= ¥ p=zr

dans ceux de 8§] et 84]. Et, en effet, sil’on change les valeurs ini-
tiales A} et w) en W)+ ¢, N'—¢, on vient de voir que L] ne
change pas, que )} se change en )} + ¢, & et 0} en & cose + 7] sin:
et — &7 sine 4] cose (¢f. n° 70).

Dans les développements (16 bis), nous avons pris pour con-
stantes arbitraires les valeurs initiales LY, A7, £? et 4? de nos in-
connues. Mais nous pourrions faire un autre choix.

Supposons que, dans les développements (16 bis), on supprime
tous les termes qui dépendent de 7 ou des w, et qu’on ne conserve
que les termes constants. Soit L] ce qui restera du développement

de L; aprés cette suppression; alors L} ne sera autre chose que

JYintégrale
- . AT oW
4-—ﬂ; f f Ll)-‘ dWl de
0 0

.
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pour t = o0} ce sera en quelque sorte la valeur moyenne de L} pour
T=o. .

On définira de méme &! et 71;; quant 4 A} ce sera de méme ce
qut reste du développement de A aprés cette suppression, de sorte

que
. 2 A2W
M —wi= Z_ﬁf f (l;—w,-)dwidwg
0 )

pour T = o. ,

On voit que L} 7\,', !>} sont des fonctions des anciennes con-
stantes L}, A7, &7, n et du paraméire u. Elles sont développables
suivant les puissances de p et, pour p==0, on a simplement

Li=LY, M=k,  El=8  of=nu)
i | 1 [ [ [ 0. e
Quant aux différences L} — L2, 3} — 20, §! — £, o) —0?; elles

sont développables suivant les puissances des £? et des 7,7, et pério-
diques par rapport aux )¢, Cela résulte immédiatement de la forme
des développements (11), (16) et (16 bis).

Soient donc

(19) Li= Lg—;-Zp.dAOHOcos <-2k}l?+’2p;w?+ao>

ot I I est mis pour abréger pour le produit
[}
(p1)7:(p3)7:(p4)7:(p] ).

Ce développement (19) se déduit, comme je l'ai dit, du dévelop-
pement (16 bis) en supprimant tous les termes dépendant des v
ou de 1. Nous pourrions écrire aussi

(19 bis) L}=L§’+E F-“Ao.‘)'llocos<2]‘/t‘ 7\?+ho>

en partant des développements (11).
Nous aurons d’ailleurs d’autres équations (19 "bis) de méme
forme pour définir A}, &}, 7!,
De ces équations (19 bis) nous pouvons inversement tirer les
y A2, B2, n? en fonction des L}, A, E!, ). Alors L?, 3¢, &,
’r]l seralent développables smvant ]es pulssances de p et pour p:o
se réduiraient respectivement a L}, A}, !, 4. De plus les difté-
-rences L) — L, 3} — &}, § — &}, n} —n/} seraient développables
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suivant les puissances des §! et des 4] et périodiques par rapport
aux A!. Nous pourrions donc écrire

(20) L?=L}+E w2 Ay I cos(Zk}X}+2p;w}+hl>

ot A, et 2, dépendent seulement des L} et ol 9L est un monome
entier par rapport aux §! et aux n}; on aurait des développements
analogues pour A, &2, .

Reprenons donc les développements (11) et subslituons-y a la
place des L, 12, &2, 0! leurs valeurs (20). Il est clair que 8L,
3%7, 8&;, 8x; seront développables suivant les puissances de p,
de 7, des £/, des 1/ et périodiques par rapport aux e et aux A};
nous aurons donc

(3r)  Lf=Li+ 3 oA, Ol e cos < 3 ki ki + /“)

ot Ay et ky dépendent seulement des L} et ot 1L, est un monome
entler par rapport aux £ et aux n!. On aurait d’ailleurs d’autres
développements de méme forme pour A}, £, 0}, avec cette diffé-
rence que dans le développement de 2], la partie indépendante de
i serait ;- )} et non pas simplement }/.

Si nous posons

! /50! =/ i
£l = y/20! cosw!, nl=yaplsinw!,

le développement (21), d’aprés le raisonnement du n° 69, prendra la
forme

* Nl
| Li=ti B s empim et

> (ph)2im cos(Zkiwi—a—Ek’i Al +2p,~wg “+ h;),

olt nous aurons toujours les mémes relations entre les enliers
petag.
Les développements (21) différent donc des développements

(22) en que U'on a pris pour constantes d’intégration non pas
les valeurs initiales, mais les valeurs moyennes des inconnues.

(22)

114. Comment aurait-on pu parvenir directement aux dévelop-
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pements (21)? Il aurait suffi de prendre les équations (12) el
(12 bis), ainsi que les équations (13) qui s’en déduisent, et d’en
poursuivre 'intégration par les procédés du n® 4109 mais avec une

différence. Au lieu de prendre

C,=B sin(kyw—+ kywe—+ ) — smh
. king—+ kang
nous prendrons
. CO=BSIn(l“w‘+]‘2(V’+lL)
kiny+kon,

el nous conserverons d’ailleurs la relation de récurrence (15).
Nous satisferons ainsi encore & nos équations; mais nous n’au-
rons plus Gy = 0, G, = o0, ni par conséquent

Li= L}, &=t w=xy, M=},
I)Oul‘

T = Wy = Ws= 0.

Nous ne satisferons donc plus aux conditions initiales que nous
nous étions imposées au n° 109.

En revanche, on voit que les arguments des sin et des cos dans
Coy Gy ... seront les mémes que dans les seconds membres de
nos équations, tandis qu’avec la fagon de procéder du n° 109, nous
introduisions & chaque intégration des arguments nouveaux,
puisque nous introduisions des termes en sink ol /. pourrail
dépendre des o).

Drailleurs la valeur moyenne de Co, et par conséquent celle
de C,, serait nulle. :

Ou bien encore revenons-en aux équations canoniques (5)
du n° 79; nous cn tirerons par exemple

olLy=— pfdrl de,

et 'on devra, pour avoir la valeur de n**™ approximation de ¢L;,
remplacer les inconnues dans les seconds membres par leurs
valeurs de (2 — 1)®™ approximation. Les divers termes de la quan-

tité sous le signe f prendront alors la forme
Atmcos(ve+h),

et nous avons va au n® 98 que lintégrale indéfinie de cette
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expression se compose de m -1 termes de la forme

Btl'g;)ns(vt+h) (p=1,2, 000y m)

A cette intégrale indéfinie, il convient d’ajouter unc constante

’ d’intégration. Jusqu’a présent nous avons choisi cette constante de
telle fagon que 6L; s’annule avec ¢; en d’autres termes nous avons
toujours intégré entre les limites zéro et ¢. Clest ainsi que nous
sommes arrivés aux développements (11).

Si au contraire nous prenons loujours la constante égale 4 zéro,
c’est la valeur moyenne de 8L; qui sera nulle et nous retomberons
‘sur les développements (21); nous prendrions en premiére approxi-
mation

Li=L}, M=, L=t =y

Il est clair que p} et w; définis comme nous venons de le faive,
ne représentent nullement les valeurs moyennes de ¢; et de w;.

115. Jobserverai en passant que si I'on avait pris d’autres con-
stantes d’intégration ( que j'appellerai aussi pour un instant L}, A},
E! ct n}) lides aux valeurs initiales L{, )}, £ et 4] par des relations
de la forme (19), (19 bis) ou (20), tout ce que nous avons dit
jusqu’ici subsisterait et nous serions encore retombés sur des déve-
loppements de la forme (21) ou (22).

On aurait pu, par exemple, faire ce choix de fagon que p/ et v}
représentent les valeurs moyennes de p; et de v;, mais cela n'a pas
d’intérét pour ce qui va suivre.

116. Mais les développements (21) et (22) formés an n® 113
jouissent de propriétés particulieres, bien dignes d’attirer l'atten-
tion. Nos équations (12) et (12 bis) ne changent pas quand on
change wv; en w;+ ¢; (et d’ailleurs nous savons que nos développe-
ments satisfont aux équations du mouvement, aussi bien sil'on y
fait T = ¢, w;= n;¢t + ¢; que si l'on y fait v = ¢, w;= n;¢).

Quand on change w; en ;- ¢; dans les développements (21)
les développements ne devront pas cesser de satisfaire aux équa-
tions (12) et (12 bis); mais que deviendront les valeurs moyennes
L}, &/, n}, A]? Les trois premiéres ne changeront pas, la derniére
deviendra A} 4 ¢;.
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Nos développements ne changeront donc pas quand on changera
P : 5 q 8

a la fois w; en w;+ ¢; et A} en A} — ¢;. Cela veut dire que w; et X!

n’y figureront que par la combinaison ;- A}, c’est-a-dire que

fei= k.

Supposons maintenant, comme au début du n° 112, que l'on fasse
tourner tout le systtme d’un angle ¢ autour de l'axe des z;. Alors
Li, L}, ¢! nec changeront pas, %; et A} se changeront en Ji—+-e,
Me, 0! enw!—e, £ etn;en §;cose -7 sine et —E;sine+nicose.

Les formules devront subsister puisqu’elles sont indépendantes
du choix des axes. Nous devons donc conclure que, quand dans
nos développements (22) nous changerons A} en A} 4 ¢ en méme
temps que w; en w! — ¢, les inconnues

Li, )\h Eis N
s¢ changeronl en

L;, hi~+z, £ coss—+m;sine, —E; sine-+n;coss.

Si nous nous reportons a ce qui a été dit aux n° 70 et 87, nous
verrons que cela signifie que

S#-Fr=Sr-Xr=o

dans les développements des L et des X et

DX S St

dans ceux des £ et des ; (nous pouvons d’ailleurs toujours supposer
que dans cette ¢galité le dernier membre est -1, car s'il élait — 1
nous n’aurions qu’a changer le signe de 'argument du cosinus, ce
qui ne change pas la valeur du cosinus). ‘

On aurait pu obtenir les résultats précédents d’une autre ma-
niére. Au n° 114 nous avons vu comment on peut former les déve-
loppements (22) directement par approximations successives. On
aurait pu alors démontrer nos résultats par récurrence en vérifiant
que, s'ils sont vrais dans la (n — 1)®me gpproximation, ils le sont
encore dans la n'®me,

417. Jai dit plus haut'que dans la pratique on n’a pas a consi-
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dérer les termes ou le petit diviseur "

v = /fl n -+ I(‘g ny

correspond & des entiers &y et k, trés grands; ct c’est grice i cette
circonstance que j’ai pu dire au n°® 101 qu’il n’était presque jamais
nécessaire d’avoir égard & plusieurs petits diviseurs diflérents.

Je suis maintenant en mesure de justifier complétement cette
assertion. Cela se verra mieux d’ailleurs sur le développement (22).
Dans ce développement, en effet, on a

Z/c—zp:g.

Si | ky| et | k2| sont grands et si v étant un petit diviscur
I 1{1 ny+ kg ny I

. . . ny
est trés petit; comme dans la pratique le rapport — ne sera pas
2

voisin de 1, ,2 k‘ sera également trés grand et il en sera de méme

de‘Ep

Or le degré du terme envisagé est

22q22|plé Ep'

Ce degré est donc tres grand et c'est ce qui fait que le terme est
négligeable.

Revenons maintenant au développement (16). On devra retomber
sur ce développement en partant du développement (22) et eny
remplacant L}, A}, !, ! parleurs valeurs (19). Or ces valeurs (19)
sont développables suivant les puissances entiéres positives des p?
qui sont des quantités du second degré. Dans les développe-
ments (19) nous aurons donc des termes de degré zéro et des
termes de degré positif.

Nous retomberons ainsi sur le développement (16) dont chaque
terme proviendra d'un des termes de (21); si 'on fait attention a
la maniére dont il a été obtenu, on voit qu’il sera de degré au
moins aussi grand que le terme de (21) d’ou il provient. Or le
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terme général de (16)

12Cl cos (2 ko + Y k’)\1+2pwi+ho>

. X . ‘
provient d’un terme de (21) en chv. 11 est donc au moins de

degré

Z k |, bien qu’on n'ait plus ici

2/:-21;:0.

118. Sil'on change le triangle ABC en un autre triangle symé-
trique du premier par rapport au plan des z,x», on ne cessera pas
de satisfaire aux équations du mouvement, c’est 12 une consé-
quence de la symétrie de la fonction F démontrée au n° 88.

Or cela revient & changer les variables obliques Eay Moy Eiy Mu€n
~—&2, —7a, — &4y — 74, ou bien encore w, et w; en W+ et w4+
Si donc on change ‘

£, =%, &, =
en :
—&, —n% —&, —aui
ou ce qui revient au méme wj el v} en w)-+ 7 et w; 4w, les
variables obliques &,, 12, i, %4 changeront de signe et les autres
ne changeront pas.

Si donc les développements des éléments ou des coordonnées
sont mis sous la forme (11), le monome I, sera de degré pair en
£9, n3, £2, n? dans les développements des L, des ), des &,, 0y, &3,
N3, de &y, &4, 2, xy; il sera de degré impair dans ceux de &,, 1,
"Eay Ny T4y T4 Si Pon met les développements sous la forme (16),
on verrait de méme que p, -+ p, serait pair dans le premier cas et
impair dans le second. Cela serait vrai d’ailleurs que l'on ait
appliqué les procédés du n° 109 ou ceux du n° 113.

119. Homogénéité. — En raisonnant comme aux n° 73 et 89,
on verrait que

I;, p: sont homogénes de degré 1,

1
; ; » » =y
£ Py
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par rapport aux L? et aux p}, ou bien encore par rapport aux LY,
aux (§2)? et aux (n))2.

120. Résumé. — Dans ce Chapitre, nous avons transformé nos
développements, de telle fagon que nos inconnues se présentent
sous la forme de fonctions de trois variables T, w, et &w,. Ces fonc-
tions sont développables suivant les puissances de 7 ct suivant les
cosinus et les sinus des multiples des w.

Elles satisfont aux équations du mouvement quand on y fait

' T=t-c, wy=n,t+ g, Wy =Nol - &3,

quelles que sotent les valeurs des constantes arbitraires c, &,
et 5. Outre les trois variables = et «w, nos fonctions dépendent de
douze constantes d’intégration et la forme du développement
dépend des constantes que I'on choisit. Si 'on adopte les valeurs
initiales

Ly N, 8, ol

des inconnues L;, X, &, n; pour £ = &, = w,, les développements
? Y ? ’
prennent la forme (11). Sil'on adopte les valeurs initiales

0 0 0 0
LL‘7 )‘z'r Pl', w;

des inconnues L;, A;, piy Wi, ils prennent la forme (16). Ce sont la
les développements auxquels on est conduit par I'application du
procédé du n° 109. l

Mais on peut faire un autre choix. Si, comme au n° 113, on peut
choisir non plus les valeurs initiales des inconnues, mais leurs
valeurs moyennes, on est ainsi conduit aux dévcloppements (22)
(ui jouissent de propriétés remarquables.
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LE PROBLEME RESTREINT.

121. Le probléme restreint. — Au n° 33, nous avons envisagé un
probléme particulier. Nous avons supposé que les trois corps soient
le Soleil, une grosse planéte et une petite planéte, et que la masse
de cette dcrmere soit assez petite pour que I'on puisse négliger les
perturbations qu’elle produit dans le mouvement de la grosse pla-
néte. Dans ces conditions, cette grosse plantte décrit une ellipse
képlerienne; nous avons supposé de plus que l'excentricité de
cette ellipse est nulle de telle fagon que l'orbite de la grosse pla-
néte soit circulaire, et que la petite planéte soita1’origine du temps
dans le plan de cette orbite et que sa vitesse initiale soit eoalemeut
dans le plan de cette orbite. Il en résulte évidemment que la petite
plancte restera toujours dans le plan de cette orbite.

Nous pouvons alors appliquer. la transformatlon du n° 30 de
deux maniéres diflérentes :

1° Nous pouvons, comme au n® 32, supposer m; =0, ce qui,
comme nous ’avons vu, revient i supposer que la grosse planéle
est rapportée au Soleil, et la planéte au centre de gravité de la
grosse planéte et du Soleil.

2° Nous pouvons, comme au n° 33, supposer m,== o0, ce qui
revient & rapporter les deux planétes au Soleil.

Dans le premier cas, on aura

F = Py+ m, Py,

ou
my iy
P, =Tj— ———
0 Y Vol
ney ny, Mg 1y,
m,dy = Ty— — 1,
$T1E T2 TRB BC
’ / s /9 ’
L AN e Ty LY 2R e
Ty= (45 -+~ ’ 2= 7 T T
2\ mj my mj 2\ my my m}
P.—1 1
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Dans le second cas, on aura

F = &)+ m, ¥y,

__m(my - my)

<1>0= Tg BD b

mym; I i 1 1
1711‘I’|= Tl— T = mym, —Bﬁ bl E)—i‘ ne, n; T —_ B—C ’

T, et T, conservant la méme signification.

Dans un cas comme dans l'autre, on trouve que le mouvement
de la grosse plantte est conforme aux lois de Képler; et que celui
de la petite planéte se fait conformément aux équations cano-
niques (13) ou (13 bis) du Chapitre II qui s’écrivent

dz; _ dd, dyi dd, ..
(1) 7 __mkm, ~F __m“d—x’,- (¢=4,5,6),

dans le premier cas, et

d.z", _ C{‘:I)l d.)flt d‘]’[ . o
(2) d—t—”llm’ q =T Mg (i=1, 2, 3),

dans le second cas.
Dans le premier cas on a, & des infiniment petits prés d’ordre
supérieur,
mi=mi=mj;=m,,
¢l l'on pose
Yi=mpyi=my;  (i=4,35,6).
Dans le sccond cas, on a
my=mj=mh=m,
el Pon pose
Yi=miyi=myi ({=1,a2,3).

On arrive ainsi aux équations (14) du Chapitre I1 qui s’écrivent

dx; _ di, d.}f’l’ dd,

a7’ di T T dak

®) Ty

el ott Pon doit faire i =4, 5, 6 dans l¢'premier cas, el i =1, 2, 3
dans le second cas.

On remarquera que ®, dépend non seulement des inconnues &’
ou y' (ou ' et p"), mais encore du temps, puisqu’il dépend des

/
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coordonnées de la grosse planéte qui sont des fonctions connues
" da temps.

122. Cela posé, faisons comme au n° 78 et exprimons les 2’ et
les »' en fonctions des éléments canoniques

Ay, L; (i=1,2), ) .o

Py Wy (i=1,2,3,4).

Ew’ dy’—Z)\ dL—Z w cl;ow

est une différentielle exacte, ce changement de variables sera cano-
nique. : :
Nous retrouverons ainsi les équations (4) du n° 78. Adoptons,
pour fixer les idées, I’hypothése du n® 33, de sorte que m, goit trés
pcut et que

Comme

B

F = &, + m, ®,. ) ’

Le mouvement de la grosse planéte étant képlerien, les éléments
canoniques de cette grosse planéte Lg, gy, psy 03, w4y Ao demeure-
ront constants & l'exception du dernier X, qui variera propor-
tionnellement au temps. , :

Quant aux éléments de la petite planéte Ly, py, pa, 0y, way Ay,
ils satisferont également aux équations (4) du n° 78; seulement,
comme ®, est indépendant de ces éléments, ces équations se
réduiront

dly 30 dh L dY

W dt ="My dr = ™ML’
ﬁ ——m .‘iq)_l d(l)i _ d(bl . .
ar STy @ Mg, (E=he)

Ces équations (4) auraient d’ailleurs pu étre obtenucs en transfor-
mant les équations (2). En effet, I’expression

2 @hdys— M dL,—z w dp,

qui st l’ex,ppession (1) deen® T8est une différenticlle exacte. Nous
avons dong fait un changement de variables canoniques et, d’aprés
le n° 13, ge changement n’altére pas la forme canonique de nos
équatio”P, bien que ®, dépende explicitement du temps..
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Les équations (4) sont sous une forme qui pourrait quclquefois
sembler génante puisque les deux membres sont de I'ordre m, ot '
par conséquent infiniment petits. Nous poserons donc

Ly=m L, pi= Mm% (i=1,9).

De cette fagon les L' et les ¢’ seront finis et nos équations devien-
dront

dL, __ de dh _ dd,

. dt ~ dh, dt dLy’

) dgy __dvy  dog_d
dt ~  dw;’ dt T dp,’

D’ailleurs les équations (3) auraient pu étre déduites des équa-
tions (3). Car

Exdy”—)‘ldle—Ewidp'[= Exf'l.}"—)udLy—'Zw ds |

m,

est une différentielle exacte, de sorte que 'on peut prendre pour
variables L}, Ay, p;, w; sans que la forme canonique des équations
soit altérée.

On voit d’ailleurs que si 'on considére une planéte fictive ayant
méme trajectoire que la planéte A” du n® 74 mais ayant pour masse,
non plus m| (c’est-a-dire m, puisque m,=m| & des infiniment
petits prés d'ordre supérieur), mais 1, les coordannées de cette
planéte sont z}, z}, £}, les composantes de sa quantité de mouve-
ment ¥, ¥, ¥ ct ses éléments canoniques L', Xy, ¢}, v

123. Nous avons, d’aprés le n° 33,

mi‘])‘=T|+ U1+ U3.

Au n° 82, nous avons trouvé

M .
T+ Uy=— -),Ll‘l’ My=m\imimi.
i
Nous aurons done
: Ty U My
my 2 L/2
ol ‘
M,
' M| = — =m3,

puisgue m' = m,.
q 0
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Quant a
Usy=pF

nous avons va au n°® 40 la forme particuliére qu’elle prend dans le *

cas qui nous occupe; mais, comme je I'ai dit au n°® 41, les mémes

simplifications ne se produiraient pas si 'on adoptait 'hypothése

du n° 32. Nous ne nous en servirons d’ailleurs pas et nous nous

bornerons a rappeler quelle est, d’aprés le Chapitre IV, la forme

de la fonction perturbatrice uFy et par conséquent celle de ®,.
Nous aurons

7711 ZAm’h+:/ —191’149"719'78 p’h cos (2 kik; +2p,w,>,

ou A dépend seulement de L, et L2

Dans la formule (10) du n° 83, jlai 1cmplacé Py €t pa par m,p)
et m,py, j'ai divisé ensuite par my, ¢ 'est ce qui explique la présence
du facteur m7+7=1; de plus j’ai fait &1 = o en vertu du theoreme

du n° 81.
Je rappelle de plus que

2.." 21)

en vertu du n® 87 et que
2qi= p; (moda),/ 22| pil.

Nous supposons de plus que l'orbite de la grosse planéte est
circulaire, ce qui s’écrit '
: p3 =0,

et que les inclinaisons sont nulles, ce qui s'écrit
Pe=ps= 0

Tous les termes du second membre de (6) sont donc nuls, sauf
ceux pour lesquels on a .

N=B=(=0
et par conséquent
' P2=Pp3=p;,= 0.

Donc, en posant
LAm]1=uB,
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il reste
,[,]:; P-EBP""COS(/% 1+ ko ke pro),
ou
(7). d=— ]\;[J/z ’.“'}’-EBP“" cOS(,\‘ 1+ keho =4 prowy),

B ne dépend que de L] et de Lg ; je puis méme dire qu’il ne dépend -
que de L, puisque Ly est une constante absolue qui est une des
données de la question.

On a d’ailleurs

(8) ki~ ko= p;.

Quant a 2, nous pouvons le regarder comme égal & n,¢, en prenant
pour origine du temps 'instant ot la longitude de la grosse pla-
ntte est nulle; d’autre part n, est une constante absolue qui est
unc des données de la question.
Posons alors
F'=Fy+ pFi= &+ ny(pf — L), ‘

/

M;
Ft,) = 2L’2 +n2(Pi_Ll)7

F =E Bp'Tt cos(ky hy—+ kyha -+ proy),
)\i:)q-—)\z, (,0[‘=(1)1+)\2.

Les équations du mouvement deviendront

L, av @ _ dF
“ =T D d = an
v dol __ dF  dv, _dF

it O Sl 2

Les équations ont donc encore la forme canonique; seulement
cette fois, comme, en vertu de la relation (8),

F,= E Bp'l’“hcos(/cl M4+ prol),

notre fonction F' ne dépend que des quatre inconnues L, p}, A},
o, et ne dépend plus explicitement du temps.

124. Intégrale de Jacobi. — Au n°34, nous avons vu que, dans .
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les cas des n® 32 et 33, les intégrales des forces vives et des aires
deviennent illusoires, et cela parce que la fonction ®, dépend
explicitement du temps.

Ici notre fonctlon F’' ne dépendant pas explicitement du teraps,
nos équations (9) admettent I'intégrale

"= const.,

ul est connue sous le nom d’intégorale de Jacobt.
o

123. Remarque. — Il importe de faire unc observation au sujet
de F. Nous avons

dF, M| ‘
ar, T o T M

1 dF’,
@ T

Il n'y a aucune relation lindaire a coefficients constants ni @

M|
Jortiori & coefficients entiers, entre — i L et ny, puisque la premiére
de ces quantité dépend de L} et que la seconde est une constante.
Il n’y en a donc pas non plus entre les (lcux dérivées partwllc%

de Fi.

On verra bientdt Vimportance de cette remarque.

126. Généralisation. — Soit plus généralement F une fonction
de 2.n variables 1
Ly, Ly ooy, Ly,
Ay, Ay, .eey A

.

ct envisageons les équations canoniques

dl; __dF  dy _ dF , '
d brod Ul S = = e .
o)z o A T dl (=2, 1)
Je suppose

F =F,+ @ Fy,

oli i est une constante trés petite. Je suppose que F, dépend seule-
ment des L; et de telle facon qu’il R’y ait aucune relation

dF,
linéaire & coefficients entiers entre les dérivées particlles g]ji“
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Quant & Fy, c’est une fonction périodique des X;, développable
suivant les cosinus et les sinus des maltiples des A;, les coefficients
du développement dépendant d’ailleurs des L.

Les équations (9) rentrent comme un cas particulier dans les
équations (10) en faisant jouer 4 F;, et | le role de Fy et Fy, 4 L]
ct o} celui de L et Lp; 4 \| et w) celui de A, et A,.

En effet F ne dépend que de L/ et, p} et en vertu du n° 122, il
n’y a entre ses dérivées partielles aucune relation linéaire & coeffi-
cients entiers.

D’autre part F est une fonction périodique de A} et w].

Observons maintenant que toutes les conclusions des Chapitres V
et VI s’appliquent aux équations (10). Dans ces Chapitres nous ne
nous sommes occupés que du probléme des trois corps, mais les
résultats. peuvent étre immédiatement étendus, d’abord au cas
d’un nombre quelconque de corps, et ensuite & des probléemes
dynamiques beaucoup plus généraux.

Quelles sont en effct les seules hypothéses qui aient joué un
role dans nos démonstrations? :

1° Clest d’abord que Fy ne dépend que des L.

Les équations (10) satisfont & cette hypothése.

Nous ne nous sommes pas servis de la forme particuli¢re de la
fonction F, et par exemple j'ai toujours désigné les dérivées par-
ticlles du second ordre de F, par la notation Cy, sans faire inter-
venir les simplifications qui résultent de ce fait que C,p=o0
(¢f- n° 106).

. n -
2° Clest ensuite que le rapport ;L—‘ est incommensurable. Dans le
2

cas ol il y a plus de deux variables L, cette condition doit étre
remplacée par la suivante, qu'il n’y a entre les n; (c’est-a-dire
entre les valeurs des dérivées partielles de 'y pour L;= L} aucune
rclation linéaire & coeflicients entiers.

Or nous avons supposé plus haut qu’il n'y avait, dans le cas des
équations (10), aucune relation linéaire a coefficients entiers entre
les dérivées partielles de Fy qui soit identiquement satisfaite.
Nous pouvons donc toujours supposer qu’on ait choisi les L} de
telle sorte qu’il n’y ait entre les n; aucune relation de cette forme

3° Clest ensuite que IF; est périodique par rapport aux A;.

Cette condition est encore remplie pour les équations (10).
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4° Clest enfin que F, est développable suivant les pmssances
des E et des v.

Dans le cas des équations (10), la fonction F, ne dépend
d’aucune variable analogue aux § et aux 7. La condition peut donc
étre considérée comme remplie; seulement le développement de F,
suivant les puissances des £ et des n se réduit A un seul terme, le .
lerme de degré zéro.

Toutes nos conditions étant remplies, tous les résultats des
Chapitres V et VI s’appliquent aux équations (10).

127. Nous pouvons donc satisfaire aux équations (10) en posant
(x1) L;= L+ 3L;, hi=ngt AP 3, v
ol L} et )] sont des constantes qui représentent les valeurs initiales
de L- et A;; ol n; est également une constante égale & la valeur
de =T pour L;=1L?; ol cnfin 8L; et 8); sont développables sous

la forme
Z prAgmcos(ve+ h).

‘

A et & sont des constantes dépendant seulement des L} et des 12

etl’ona
v = 2 king,
les k; étant des entiers.

J'ajoute que les 8L et les SA contiennent . en facteur et d’autre
part s’annulent pour ¢ = o.
C’est la formule (6) du n° 102. Seulement le monome 91, a
. disparu, parce que nous n’avons pas de variables analogues aux §
et aux 7.

Mais il y a plus : nous pouvons former des développements
dépendant de n <+ 1 variables

T, Wy, W), eeey Wy,
enremplacant dans le développement de 3L; et de 8); lalettre £ par~
quand elle est en dehors du signe cos et vz par 2 kiw; sous le

signe cos. D’autre part dans le premier terme du second membre
de la seconde équation-(11), nous remplacerons n;¢ par w;.
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Si donc nous avons

dL,-:Z pxA 1 cos(vt + k),
d)\,-=2 peA'em cos(ve+ '),

nos nouveaux développements s’écriront

s Li= L +2 R&A T cos (2 kw4 h),
( 'A,-é w4+ A +Z p*A't™ cos (2 kw4 /l")-

Si, dans ces nouveaux développements, nous faisons

(12)

T =1, w;= n;t,

nous retombons sur les développements (11) et par conséquent
nous satisfaisons aux équations (10).

Mais le Chapitre VI nous a appris que si, dans ces développe-
ments (12), nous faisons

T=t-c, wi=n;t -z,

nous satisferons encore aux équations (10) quelles que soient les
valeurs attribuées aux n -1 constantes arbitraires ¢ et ¢;.

128. Toutes les autres conclusions du Chapitre V subsistent;
par exemple nous n'aurons pas de terme de rang négatif; nous
n’avons pas de terme séculaire mixte de rang nul; nous n’avons
pas de terme de rang nul dans le développement des L;.

En deuxiéme approximation, c’est-d-dire si nous négligeons p?,
il n’y aura pas de terme séculaire dans les L;; c’est li la générali-
sation du théoréme sur I'invariabilité des grands axes. Nous remar-
querons qu’ici il s’applique & n variables sur 22 tandis que dans
le probléme des trois corps'il ne s’appliquait qu’a 2 variables
sur 12. :

Cela tient a ce que, dans les équations (10), la fonction Fy dépend '
des n variables L (et qu’elles y figurent pour ainsi dire indépen-
damment puisqu’il n’y a pas de relation linéaire entre les dérivées
de Fy). Au contraire, dans le’ probléme des trois corps, cette fonc-
tion Fy ne dépendait que de 2 variables sur 2.
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129. Nous allons maintenant transformer notre méthode; nous
allons nous efforcer de la modifier de fagon &
rasser des termes séculaires. '

Pour cela nous allons nous servir du théoréme du n° 16 La

formule (24) de ce numéro s’écrit

Z .Z‘dy =ldQ +Z A day— dt,

dont je rappelle la signification.
La fonction Q est définie par I'équation

———_F Ex‘—il_F—Exg- :

Les ¢ sont les constantes d’i intégration et les A sont des fonc-
. tions de ces constantes.

La formule en question s’appliquait aux équations (1) du Cha-
pitre I, mais on peut passer de ces équations & nos équations (10)
en changeant

nous débar-

z, y, r

en
L, A, ~—F. )
La formule devient alors
(13) ZLdX:dQ—l-E Ay dug+F de,
-avec . ,
do dF

(14) P ——-2 Lﬁ- — F.

Nous allons substituer 4 la place des L'et des A leurs développe-
ments (12); il est clair qu’aprés cette substitution

ZLdL F

sera encore développable sous la méme forme; c’est-a-dire suivant
les puissances de 7 et suivant les sinus et les cosinus des multiples

des w.
Nous déterminerons ensuite Q par l’équation
dQ - dQ d.Q
I3 . s —-— oL
a5y 7= T 2 L F.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



172 . CHAPITRE VII.

Cette équation est de la méme forme que I'équation (13) du Cha-
pitre précédent; nous la traiterons de la méme maniére, et elle
nous donnera pour Q une valeur développable suivant les putssances
de « et suivant les sinus et les cosinus des multiples des w. Cette
équation (15) ne définit pas entiérement Q, mais nous pouvons dans
la formule (13) prendre pour Q 'une quelconque des solutions de
Péquation (15). Nous choisirons celle qui est développable suivant
les puissances de = et les lignes trigonométriques des w. °

Nous savons que nous satisfaisons aux équations (10) en faisant

tT=t4c¢, wi= n;t 4+ €;.

Nous aurions ainsi 3 n + 1 constantes d’intégration, a savoir les L},
les A}, les ¢; et c. Ces constantes ne sont pas distinctes et il nous
suffit d’en conserver 2 n; nous pouvons donc annuler 7 +- 1 d’entre
clles. Nous ferons ‘

)\?=c=o.

Dans ces conditions
L ) @

seront des fonctions de v, des w; et des L}, Ainsi que nous I'avons-
vu, la fonction Q, de méme que les L; et les h;— rw;, est dévelop-
pable suivant les puissances de © et les lignes trigonométriques
des w. .

L’expression —
2 Ld\—de
sera donc de la forme
H d- +2w,- dw,-+2 C;dLY,

ot H, W; et C; seront des fonctions des L?, des w et de 7 dévelop-
pables suivant les puissances de = et les sinus et les cosinus des
multiples des w. '
Si nous faisons

T =1, w;=n;t+¢g;,

d’our
d=z =dt,
dw;= n;dt + de;+ t dn;,

L et A devront satisfaire aux équations (10) et par conséquent a la
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¢

relation (13). Or on trouve

Nia—de= <H +y w,-nl-) de+ Y Widsi+ 3 C3 dLf,

oulona

puisque, les nx ne dépendant que des L}, on a

dn/,.=2 %dm. ;

Nos constantes d'intégration, qui jouent le role des o de la for-
mule (13), sont ici les L et les ¢.

Donc, d’apres le théoreme du n° 16, les W; et les C!, ¢’est-a-dire
les coefficients des d¢; et des dL} qui jouent le role des deg, seront
des constantes indépendantes du temps ct dépendront seulement
des constantes d’intégration. De plus

H +2 W,-ni=F

sera aussi indépendant du temps en vertu de 'équation des forces
vives.

Or les W sont développables suivant les puissances de et de <
et suivant les cosinus et sinus des multiples des w3 ils sont donc
de la forme de la fonction

f( 7 wk)a
a laquelle s’appliquait le dernier lemme du n° 107. Or pour

T =1, W= n;t,
)

Wi=f(p, <, wr)

notre fonction

doit se réduire a une constanile Jo Indépendante du temps, ct ne
dépendre que des constantes d’intégration e; et L?; ou mieux
encore elle ne dépendra que des L}, puisque nous avons fait
Wp= nxt, ce qui veut dire que nous avons supposé ¢z== 0.

On aura donc ‘

S (s ty i t) — fo=o,
Jo nc dépendant que des L. .

+ - il
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Donc, en vertu du lemme du n° 107, nous devons avowr pour
toutes les valeurs de t et des

- Wi fo=f(py 5 wr)—fo=o.

Clest-a-dire que W; ne dépend que des L.

Envisageons maintenant les coefficients G; et les expressions

L dny.
Ci+= 2 \’V:k m ’
quand on y fera -

t=t, .w;=n;t,

cette expression se réduira i

c’est-d-dire & G} et nc dépendra, comme nous P'avons vu, que
des L7 ; en appliquant le méme raisonnement, on verrait que 'on
a pour toutes les valeurs de © et des w

dll/,,
Cits ), Wigpy =C,

et que G} ne dépend que des Lj.
Ilen est de méme de F qui est également indépendant du temps.
Reprenons donc I'identité

(16) DLd—de=Udi+ 3 Widwi+ 3 CdLf,
et faisons-y

pour T = ;= 0 on aura

et par consé¢quent

' )\i= o,

puisque nous avons supposé les A} nuls; Q sc réduira & Q, ct C; se
changera en G} (quantité qui, nous V'avons vu, ne dépend (ue
des L}); on aura d’ailleurs

d:=dw =d\ =o.
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Notre identité deviendra donc
(16 bis) —dszo:Z ¢! dLY.

En retranchant (16) et (16 bés) il vient

E Ld)\-—E W;dw;=H dx + d(sz_90)+:2 Wi Zl; dL?,

ct sil'on suppose 1 =0, d’olt dz =0,
(7) ZLdl—Ede:d(Q—Qo).

Reprenons les développements (12) et faisons-y comme plus
“haut A= o, ct de plus faisons-y v =

Ils pourront alors étre regardés comme définissant les 27 quan—
tités L; et X; en fonction des 2n variables L} et ;.

D’autre part les n quantités W; sont, comme nous venons de le
voir, des fonctions des 2 quantités LY, et inversement; remplagons
les L} par leurs valeurs en fonctlon des W, Les développe-
ments (12) ot L’on fait \} =t = o peuvent donc étre regardés

~comme définissant les L et les ) en fonction des W et des w.

Nous pouvons donc prendre les W et les v pour noyvelles
variables; la relation (17) nous apprend que lc changement de
variables est canonique. Il n’altére donc pas la forme canonique
des équations (10) qui deviennent

; aw __ar dw_av
(18) de T dw’ dt — dW

Or nous venons de voir que F ne dépend que des L?. Si nous
remplagons les L} par leurs valeurs en fonction des Wl, F ne
dépendra que des W, et sera indépendant des (v,

1

dF Lo '
On aura donc e = 0, et par conséquent

W = const.

11 en résulte que I ctses dérivées gW qui ne dépendent que des W

scront aussi des constantes.

Soit alors
dF — ‘ —
avy, = M= const.,
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il viendra
(_iﬁ = n’i
dt
ou
L wi=nit - wy,

fv; étant une nouvelle constante d’intégration.

Les L}, qui ne dépendent que des W, seront également des con-
stantes.

Nous satisferons donc a nos équations en faisant dans les déve-

loppements (12)
)\Lo =0, T =0, L? = const. W= npt -+ w;

Les 7, sont des constantes qui dépendent des L?, mais qui sont
différentes des n;.

Le pomt intéressant c¢’est que, comme NOUs avons fait = =o,
tous les termes séculaires ont disparu.

L’analyse qui précéde démontre les théorémes que nous avons
établis par une autre voie dans les Méthodes nouvelles de la
Mécanique céleste, t. 11, n° 123 et 158, et aussi dans le Bulletin
astronomique, t. XIV, p. 242, probléeme B.

130. Le lemme du n°® 107 est applicable a la fonction
f( }"’7 T’ W)’
a une condition. Cette fonction peut contenir un nombre infini de
termes, mais le cocfficient de u* n’en doit contenir qu’un nombre
fini.
Cette condilion est-elle remplie dans le cas qui nous occupe?

Elle I'est si 'on ne prend dans F qu’'un nombre {ini de termes.
Nous avons en clfet les équations

‘3L,~=—(J.f f;:'dt
(19) v

o ¢ tdFl dFl
( O)\i:—p.zcl'/c‘/o‘ dt[ '(m'd T - '-d—l-dt—l—l.l,‘/. dl

analogues aux équations () du Chapitre V, n° 106; les lcttires @
et Cix ont la méme signification que dans ce n° 106; il ne faut
donc pas confondre les Cix avec les C; du n® 129 avec lesquels ils
n’ont aucun rapport.
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Je suppose que l'on ait démontré qu’en n**™® approximation,
c'est-d-dire en négligeant les termes en p* et les termes d’ordre
supérieur, nos 3L; et nos 8); se réduisent & un nombre fini de
termes; je dis que cela sera encore vrai en (1 4-1)* approximation.

Pour avoir les valeurs de (n - .1)m® approximation, nous devons
dans les seconds membres des équations (19) substituer & la place
des 3L; et des 8)\; leurs valeurs de n®*™ approximation. Nous

- dFl . . L4
savons que 5= peut se développer suivant les puissances des oL et

.des S\ sous la forme

(20) Y B,

O étant un monome entier par rapport aux oL et aux oA, Nous
pouvons arréter le développement aux termes de degré r ezclu-
sivement par rapport aux 8L et SA. En effet, comme SA et A con-
tiennent p en facteur, ces termes sont de 'ordre de p2. Nous-avons
donc le droit de les supprimer.

Notre développement (20) se composera donc d’un nombre fini
de termes; quant au coefficient B, c’est, & un facteur numérique
prés, 'une des dérivées partielles d’ordre supérieur de F,, ot 'on
a substitué aux inconnues leurs valeurs de premiére approximation,
et, comme nous ne prenons dans F, qu’un nombre fini de termes, .
B n’en contiendra non plus qu'un nombre fini. On raisonnerait de

méme pour '
dF,  dv - dF,
d)\/;’ dLi, dL;

Les seconds membres des équations (19) ne contiennent donc
qu'un nombre fini de termes; il en est donc de méme des SL et
des 3A. c. Q. F. D.

On voit en méme temps que les dérivées partielles de F satisfont
a la méme condition.
Donc ‘

_fZL—dt——I‘t

y satisfait également et il en est de méme de

W’—Ede, w~‘ . -
*P.— L 12
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A\ doe

-
Ci= an 22,
‘ dL!  dL?

Toutes ces quantités ne contiendront dans leur développement
gqu'un nombre fini de termes, si 'on néglige tous les termes qui
contiennent p” en facteur, et cela quelque grand que soit Pexpo-
sant entier n.

Cette circonstance nous permet d’appliquer le lemme du n® 107.

131. Les quantités W; et n; peuvent étre développées suivant
les puissances de p.. Cela est évident pour

l_Zdel d(v,

puisque L, A et Q@ sont développables suivant les puissances de p.
- T .. . .. ; drl
En effet, il en est ainsi des L et des A, il en est ainsi de ¥ et de N
qui sont des fonctions des L et des X, olt 'on peut substituer & la
place de ces quantités leurs développements suivant les puissances
de ; il en est ainsi enfin de

di .
sz:f(ELd—L_ >dt.

Il est aisé de voir quel est le premier terme du dueloppement
Si nous supposons en eflet = o0, on trouve

Lpy=1LY, A= wy,

2 Ly dwl = L?’

- d’ott

et, d’autlre part,

dF -
F =TF,, air = ny
et ‘
. Q =(Z Il/cL/%—Fo> <,
d’ou :
e R
dw;
el . .
W;= LJ. )

Le premier terme du développement est donc LY.

-
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Nous avons dit que F est une constante qui ne dépend que
des Ly; que les L} élant fonctions des Wy, et réciproquement,
nous pouvons aussi regarder I comme une fonction des W;; nous
aurons alors entre les dérivées partielles par rapport aux W et les,
dérivées partielles par rapport aux L} la relation suivante : .

' dF dF_dW;
ALY~ ed dW; ALY’

ou, en se rappelant la définition de ni,

th _d_l_i .
dL,c dL‘,’,

Nous avons ainsi des équations linéaires qui nous donneront les
constantes n; en fonctions des L) et de p. Comme I et W; et par

dF dW;
consequent dL° dL,

de @, comme d’autre part le déterminant de nos équations linéaires
se réduit & 1 pour p = o (¢’est-a-dire pour W;=1L}), les n; seront
également développables suivant les puissances de .

Il est aisé de trouver le premier terme du développement. En
ellet, pour p =0, on a

puissances

dF

Wi= L], F = F,, Ll

= N
ct nos équations lindaires se réduisent a
q
14
Nj= ;.

I . i
Le premier terme du développement de n;- est.donc n;.

132. Comparaison des développements — Reprenons nos déve-
loppements (12), en y faisant comme plus haut 2! =o :

L;= L2+2 P& A cos (Z kw + h),
A= wi-!-z peA'Tm cos (Z kw + h').

Nous avons vu que l'on obtient une solutlon particuliére des
équations (10) en y faisant

T=1, Wi=nit,* .
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et que 'on en obtient une autre en y faisant
T=0, w; = n;t.

Ces deux solutions particuliéres doivent étre identiques, car, dans
I'une comme dans l'autre, les valeurs initiales des inconnues L;
et A; sont L? ct o pour £ =o.
Si donc nous développons ces deux solutions suivant les puis-
sances de ., les deux développements devront étre identiques.
Pour la premiére nous trouvons

~

L;= L% —J—Z pEA e cos(ve + h),
(20)
Ai= nit+2 peA'tmcos(vie 4 A'),

V= E kyng.

Le développemént est terminé, car les n; et par conséquent v
ne dépendent pas de .

Pour la seconde nous trouvons

ou

L= L? +2 u*A cos(v'i+h),

A= njt +2 pEA cos (vt + A'),

V= Elkin’h

et en ne conservant que les termes o exposant m est nul. Mais
le développement n’est pas terming, car les r} ct v' dépendent
encore de .
Soient donc
np= g4 a4 wia .,
Vi= v A vl ey e

les développements de n} et de v' suivant les puissances de p; il
faut remplacer ‘n; et v par ces développements et développer
cos(v't -+ k) suivant les puissances de . On trouve ainsi, en
développant d’abord suivant les puissances de v/ — v,

.
'

: 1 mm
cos(Vi+ h)= 2 m(v’-—lv )ymem cos (v t-h 4+ —2—)
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Ensuite (v'— v)™ peut se développer suivant 1és puissances de p,
de telle sorte que

‘ (V—v)ym=m! 2 Hp 8,

!

\

les Hg étant des constantes dependant des vk et par consequent
des LY. Il en résulte

cos(v' ¢+ h)=2 pBHgtm cos (vt+h+ m—ﬂ>

et par conséquent
I .
L;=1L¢ +2 p-“"'ﬁAHpt'" cos (vt + h 4 l’ﬁ),
2
(22) | -
A= ﬂit—l—E p-“n‘i“)t—l-E p“"‘BA'Hptm cos(vt—+ h'+ M)

Les deux développements (21) et (22) dowent étre iden-
tiques.

Cherchons d’abord les termes séculaires purs. Ce sont ceux
pour lesquels v =0, m > 0; or v ne peut étre nul que si

/\'1=Ii‘g=...= /(‘,,:o,

puisque nous supposons qu’il n'y a pas entre les n; de relation
linéaire & coefficients entiers. '
Mais alors on a aussi

V=90, v—v=o,

et le développement de cos(v'¢t+ &) se réduira & un seul terme
qui sera constant et qui ne contiendra pas ¢ en facteur.

Ainsi dans les développements (21) ou (22) des Ly, il nly a
pas de terme séculaire pur.

Dans les développements des A;, les termes en cos(v ¢t -+ /') ne
peuvent npn plus en donner. Tous les termes séculaires purs pro-
viennent du développement de n;t, ce sont les termes

N .

‘ ]
SpEne. , .

« Donc dans les développements. (21) ou (22) des iy il N’y a
pas d’autre terme séculaire pur que des termes en t.
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Comparons maintenant dans les développements (21) et (22)
Pensemble ‘des termes '

(23) ¥ ' . 2 p.“At""cos(vt+h)
et . ’
(24) 2 p.°‘+BAH[3tm cos (vt 4+ h 4 %’E),

qui correspondent i une méme valeur du coefficient v. Ces deux
ensembles de termes doivent étre identiques. .
Jécrirai alors ’ensemble des termes (23) sous la forme

(23 bis) 2 B, tm cosvt+2 Cptmsinvt,

\

ou

Bu= Y u*Acosh, Cn=— 3 u*Asink,

ces derniéres sommations étant étendues 3 tous ceux des termes (23)
qui correspondent a des valeurs données du coefficient v et de
Pentier m.

. De méme j’écrirai 'ensemble des termes (24) sous la forme

(24 bis) 2 D, tmcosve + E E,.tmsinve,

oi
D, = 2 po+B AHg cos (h 4= ’—7;1),

E.= —-2 p.“—*—ﬁAHg sin (h -+ n;___*n:),

ces derniéres sommations étant étendues  tous ceux des termes (24)
qui correspondent & des valeurs données du coefficient v ct de
Pentier m.

Les deux développements devant étre identiques, on aura

Bm = Dm, Cm= Em'
Or les développements (24) ou (24 bis) proviennent du déve-

loppement des termes en cosy'¢ et siny'# suivant les puissances
de ¥'—v et par conséquent de .
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‘Ces termes sont
D, cosv' t + By sinv't = Bycosv't + Cy sinv'¢.

Ainsi ’ensemble des termes périodiques ou séculaires mixtes
du développement (21), qui contiennent en facteur cosv¢ ou sinvz,
c’est-a-dire 'ensemble des termes (23), peut étre sommé facile-
ment; il a pour somme

By cosv' ¢+ Cg sinv' 2.
Nous voyons de plus que :

Si dans le développement auquel nous conduit Uapplication
directe de la méthode de Lagrange, c’est-i-dire dans le déve-
loppement (21), rous connaissons les termes périodiques et les
termes séculaires purs, nous en pourrons déduire immédiate-
ment les termes séculaires mixtes.

En effet, 'ensemble des termes périodiques s'éerit

2 B, cosvi +E Cosinvi.

Nous n’avons pas d’autre terme séculaire pur que le terme n;¢
dans le développement de A;.
Les termes séculaires mixtes proviennent du développement de

E By cosv't +2 Cosinv'¢.

Or, connaissant les termes périodiques, nous connaissons B, et Cy;
connaissant les termes séculaires purs, nous connatssons les n; et
par conséquent v/,

On arrive donc ainsi & démontrer certaines propriéiés des déve-
loppements (21), c’est-a-dire des développements obtenus par la
méthode de Lagrange; ces propriétés sont beaucoup plus simples
que dans le cas général du probleme des trois corps. La raison de
cette simplicité relative est aisée & trouver; elle tient avant tout a
Pabsence de variables analogues a £ el 4 7, de telle sorte que IF

o] I 0
dépend effectivement de n variables sur 2 n.

133. Généralisation. — On aurait pu varier la méthode de
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diverses maniéres; d’abord, au lieu de faire A} = o, on aurait pu
attribuer aux A} des valeurs quelconques, mais que lon aurait
regardées comme données une fois pour toutes.

Le raisonnement se serait poursuivi sans changement; par
exemple, quand on aurait fait = ;= 0, on aurait trouvé h;=0A1}
et Pon aurait encore eu dt = dw = dk=o.

Si donc nous prenons les développements (12) et que, sans y
faire A} = o, nous y fassions

T =0, w;= n;t -+ w,

nous satisferons encore aux équations (10). La solution ainsi
trouvée contient 3n constantes arbitraires, les L7, les A} et les w;
qui bien entendu ne peuvent pas étre d1st1nctes.

Dans les développements (12), les quantités A, £, A/, I dé-
pendent des LY et des A}, mais il est clair que

A cosh, Asinh, A’ cosh/, Al sink/,

sont des fonctions périodiques des A}. Nous aurons donc

L;=1L! +2 p*B =7 cos (Z k,-w,-'-f-z KN - Izo),

M= i M4 3 pe Bl cos (2 kiwit D) KNS+ h{,). |

Dans ces développements (25) analogues aux développements
(16 bis) du Chapitre précédent, les &’ sont des entiers, B, %y, B’
et h, dépendent seulement des LJ.

Il n'y a aucune raison pour que k;= k.

D’aprés la fagon dont les développements (25) ont été formés,
L; et A; se réduisent & L} et A} pour v=w;y=o0. Ces développe-
ments ne sont donc autre chose que ceux que nous avons obtenus
au n° 109.

.. On satisfera aux equatlons (10), soit en y faisant

(23)

T=140 w;=n;t 4+ €;,

soit en y faisant

T = 0, wi= n;t -+ w;.

Au lieu d’adopter comme constantes arbitraires les valeurs
initiales L} et A} de nos variables, nous aurions pu prendre
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d’autres constantes arbitraires; nous aurions ainsi donné A nos
développements une autre forme. '

Il aurait suffi de remplacer dans les équations (25) les constantes
anciennes L et A} par des fonctions de 2n constantes nouvelles
L! et ). -

Soit donc
(26) ; =i, L}’)\})’l.

A=, Liy M),

les ¢; et les ¢; étant des fonctions de 1, des L] et des A} queje'puis
choisir d’une fagon tout a fait arbitraire. Je m’imposerai les con-
ditions suivantes :

1° Les fonctions ¢; et §; devront étre développables suivant les
puissances de p;
2° Pour y.= o, on devra avoir

LY=L}, N=)}

3° Les L} et les différences )\" A} devront étre des fonctions
périodiques des A},

Dans les développements (25), substituons a la place des con-
stantes anciennes L} et A} leurs valeurs (26); nous obtiendrons
ainsi de nouveaux développements que jappelle les développe-
ments (27). i '

Quelle en est la forme"

-

1° Pour g = o, ils se réduisent a
(27) Li=L}, N=wi+\.

2° Les dlﬁ'érences Li—L!, h— wi— A} sont developpables
suivant les puissances de p et de 7; elles sont des fonctions pério-
diques des wy et des M.

En d’autres termes, les développements (27) seront tout a fait
de méme forme que les développements (25); avec cette différence
que les L} etles A! y joueront le méme réle que les Lj et les A
dans les équatlons (25)

Seulement, pour = w = o, L; et A; ne se réduiront pas & L}
et A}, : :

On aura encore une solution des équations (10) en faxsant dans
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les développements (27) soit

. Tt=t+c¢, - wi=n;t4¢g;,
so1t

T =o0, w;= n;t + o,
car les développements (27) ne différent pas en réalité des déve-
loppements (23), ils n’en différent que par la substitution aux
constantes LY et A? de leurs valeurs (26). } ‘

Parmi tous ces développements (27), il y en a un qui mérite
d’atuirer notre attention, c’est celui qui est tel que n;= n;, mais
nous nous arréterons surtout sur celui que 'on formerait par le
procédé du n® 113. Les L} et les )} représentent alors ce qu’an
Chapitre précédent nous appelions les valeurs moyennes des L;
et des ;.

Jai expliqué assez longuement ce procédé pour n’avoir pasd 'y
revenir; il y aura cependant une divergence.

Nous n’avons rien ici d’analogue aux quanlités p;, wi, pf, ©]
du n° 112, puisque dans les équations (10) ne figure aucune va-
riable analogue aux § et aux 7. De 13 une petite simplification.

On obtiendra ainsi des développements ‘

s L;=1L} —|—2 p*B T2 cos <Z /cgw,-+2 lc,-k}+h0),
(28)
( M=+ A\ —I-Z uB'cm cos (Z kiwi+z kih} + /L§.>’

ou B, %y, B/, &, dépendcnt seulement des L.

Tous les résultats des Chapitres VI et VII s’appliquent aux
développements (28), on en déduira donc une solution des équa-
tions (10) soit en y faisant ©=1¢—+4¢, w;=n;t+¢; soit en y
faisant © = o, w;== R}t 4 w;.

Ce qui distingue le développement (28) des autres développe-
ments (27), c’est que, ainsi que nous I'avons vu au n° 116, le
coefficient k; de w; est toujours égal au coefficient de X!, Il résulte
de 13 que les constantes A et ¢; (si Pon fait £ = ¢, w;=n;t +¢;)
ne figureront jamais que par la combinaison ¢;~+ A!: De méme, si’
Von fait T = 0, w;=n/t + w;, les constantes A} et w; ne figureront
jamais que par la combinaison w;- /.

Entre les constantes des développements (23), qui sont les L}
et les 2] et celles des développements (28), qui sontles L} et les 2},
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il y a certaines relations, ce sont les relations (26). Comment les
former? Je n’ai qu’a prendre les équations (28) et & y remplacer
Li A w et © par LY, X!, o et o. Les équations que nous obtien-
drons ainsi ne seront pas autre chose cue les relations (20)
du n° 113; supposons d’autre part que dans les équations {28)
on fasse ]
T =1, w;= n;t,

on obtiendra certains développements qui satisferont aux équa-
tions (10); comment aurait~on pu y parvenir directement? 11 est
aisé de s’en rendre compte. Supposons qu’on veuille intégrer les
équallons (10) par approx1mat10ns successives, on prendra en pre-
miére approximation

L;= L}, A= w;-+A}.

Il reste & voir comment on peut calculer les valeurs de n**™® ap-
proximation, connaissant celles de (n —1)*°, On prend d’abord

dL; _ dF
(29) @ =

Dans le second membre on substitue les valeurs de (n — 1)®™ ap-
proximation; ce second membre prend la forme

Z Biem cos(ve+h),

et il reste & intégrer par rapport i ¢ pour avoir les valeurs de
n'*me approximation des L;.
Nous avons vu au n° 99 que V'intégrale indéfinie

f Bemcos(ve+ h)dt
contient un terme en ™ cos(v¢-+-h), un terme en 1m—1 sin(vt—i—ﬁ),

un terme en t’”‘%os(vt—{—h), <+« TN terme en t (vt-l—lz) et

enfin un terme en - cos (v t+h).

11 faut ajouter i cette intégrale indéfinie une constante arbitraire.
Nous avons jusqu’ici choisi cette constante de telle fagon que 8L;
s'annule pour ¢ = o, c’est-a-dire que nous avons pris

. dF
. =—[J.f 1dt‘
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Clest ainsi que nous avons obtenu les développements (12) et (25).
Pour obtenir les développements (28) nous n'opérerons pas de
méme, nous prendrons la constante arbitraire égale & zéro.
Pour avoir ensuite les valeurs de rime approximation de };, on
se servira de l'équation ‘

&y dF
(30) o =

Dans le second membre on doit remplacer les %; par leurs va-
leurs de (n—1)® approximation que l'on vient de trouver.
L’équation (30) est de méme forme que I'équation (29) et se
traiterait de la méme maniére.

Les développements que l'on obtiendra de la sorte sont blen
les développements (28), car I'analyse qui precede est, dans le
fond, identique & celle du n° 114.

134. Cas particulier du probléme restreint. — Ce que nous avons
dit jusqu’ici s’applique au cas général des équations (10), ce que
nous allons dire maintenant s’applique seulement au probléme
restreint que nous avions d’abord en vue. ‘

Nous avons vu au n° 126 que l'on passe des equatlons (9) du
plobleme restreint aux équations (10) en faisanl

F= F, L1=Lh )\‘_=)\|, 91=L2’ 0)£=)\2.
Tous les résultats déja trouvés s’appliquént donc au probléme

restreint, mais il y a quelque chose de plus. La fonction F est-
developpable suivant les puissances de

Vap, cosw) =y2L,coshy,  V2p] sinw] =y/2L; sink,,

{uantités que nous appellerons pour abréger § et n. Les coefficients
du développement dépendront d’ailleurs de L, et de A,.
L’expression

Edn— p} do) = Edn — Ly dhy,

étant une différentielle exacte, nos équations (10) resteront cano-
niques quand -on prendra pour variables L, A, & n et s'écriront

Gy Ha__dF Ay dF & dF o dq_dT
dt TN’ dt = dL, di " dn’ dt  dE
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Les seconds membres des équations (31) sont développables
suivant les pulssances des & et des n; voila ce qu’il y a de nouveau.
Si nous posons comme dans le Chapitre précédent

oA d
_E‘E—l—nld llod

et que nous cherchions les développements de nos inconnues L,
A1y &, 1 en fonctions de t et des o sous la forme (23), (27) ou (28),
nous verrons que ces développements satisfont aux équations

dF’ dF ‘dF . dF

(32) AL‘=_d_)\,’ Ay = aL,’ AE= & 71=7£;

si nous rappelons que Fo= F est égal a

M/ 2472
+n2(P1'—L’1)"—1—L; - g <E 21) “'Ll)a

_ M
L’2

nous voyons que nos équations s'écrivent

dF dF
AL‘=—-H.d)\:’ A)\I—F—Ilg—!-}l-'ti—[“!
s
183 dF, dF,
A§+"—2"]=—-P~W’ ~47]—71’,15__'1.75--

11 reste a faire le choix des constantes d’intégration; je ne choi-
siral pas les valeurs initiales des inconnues, comme dans les déve-
loppements (25), ni'leurs valeurs moyennes comme dans les
développements (28); je prendrai :

1° La valeur moyenne de L; (pour = o, bien entendu) que
j’appellerai Lj;

2° La valeur moyenne de A, que je supposerai nulle;

3° La valeur moyenne de.

E coswy 1 sinw,,

que j'appellerai E, i cause de son analogie avec I'excentricité;
4° La valeur moyenne de

Esinw,— m coswy
que je supposerai nulle.

Je vais alors montrer que nos inconnues seront développables
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suivant les puissances de '
E cos Wa, E sin w,.

On a en premiére approximation
Li=L!, M\=w, &=Ecosw, 0=Esinws;
et la condition est donc remplie en premiére approximation.
Je dis que si elle est remplie en (n —1)*° approximation, elle
le sera en nm°, Considérons d’abord la premiére équation (33),
le second membre est de la forme

E BOIU.

Les B sont a un facteur numeérique prés des dérivées de F ou
il faut substituer aux inconnues leurs valeurs de premiére approxi-
mation; ils sont donc développables suivant les puissances de
Ecosw, et Esinw,. Les iU sont des monomes entiers par rapport
a oLy, 8, 8§, 8n auxquels il faut substituer leurs valeurs de
(n — 1)®m approximation. Ces valeurs par hypothése sont déve-
loppables suivant les puissances de E cosw, et E sinw,. Noue
second membre est donc développable de la méme fagon. '

Notre équation est donc de la forme (13) du Chapitre VI; nous
avons vu, aux n* 109 et 114, comment peut s’intégrer une équation
de cette forme; nous avons indiqué deux maniéres de le faire, soit
en prenant

sin(kywy—+ kawy+ h)—sink ¢
Co= B H
kyny = kyn,
s0it en prenant
. Co=Bsin(k1w,+ kowa - N)

kyng—+ kon,

(¢f. n° 114). Ici il faut employer le second procédé et ajouter
ensuite la constante L}, puisque nous voulons que la valeur
moyenne de L, se réduise 4 L}. On voit aisément qu’en opérant
de cette fagon L, reste développable suivant les puissances de
Ecosw, et E sinew,. Il pourrait n’en étre pas de méme si 'on avait
opéré de la premiére maniére, car il pourrait s'introduire des
termes en E, E3, Es, ..,

Passons 4 la deuxiéme équation (33); il faut dans le second
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membre substituer i la place de L, sa valeur de nit»e approxima-
tion et & la place des autres inconnues leurs valeurs de (n — 1)®™®
approximation. Cette équation prend alors la méme forme que la
précédente et se traiteratt de la méme fagon.

Prenons enfin les deux derniéres équations (33); dans les
scconds membres, substituons aux inconnues leurs valeurs de
(n —1)®m approximation; on verrait comme plus haut que ces
seconds membres sont développables suivant les puissances de
E cosw, et E sinw,, de sorte que nos équations prennent la forme

AL +nam = Z e B A e cos(kywy~+ kawy 4+ N),

34 .
An —nyk = Z p*E2A m cos(hywy+ kaywy+ A'),

ou A, A, L, i dépendent seulement de L} et ol ¢ est un entier de
méme parité que k. et au moins égal & | ks |.

Comment peut-on intégrer ces équations? Nous commencerons
par mettre & part, dans les seconds membres, les termes ol ky = =0,
ky==1, et conservant seulement I’ ensemble des autres, nous
écrirons les équations (34) sous la forme suivante

" AE - ngy =2 B 1P cose +E C <Psing +2 bz cosy +Z ¢ tMsing
An — nyé =E B'tr coso +E C'rpsing —I—-Z b'wmcoso +Z ¢'z™ sing

T S g ETICRE P RIS .
Ici j’ai écrit © pour kw4 kaw,; J'ai désigné par p la plus
grande des valeurs de I'exposant m. Les coefficients B et C sont

les sommes 2 p*A cosh, 2 %A sink, étendues aux termes en

cos® ou sino ot exposant de 7 est égal & p; les coefficients b et ¢
sont les sommes analogues étendues aux termes ol I'exposant de =

“est égal & m << p. De méme pour B, C, .

Je poserai alors
E=8+8, a=1'+ n",
B’n;-—-C; Bv+C'n, .
= —————— 1TP.coSs -I—E — TP sin
; 2 v2— ng v ¢ v2— n} e

, —Bny—C'v B'v—Cny » s
' = ——————"rPAcoscp +2 Wﬂ: sin @,

v2—n}

ol
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v =Ic1n1—l-/cgn2.

Nos équations (35) deviennent alors'

5 AE + ng'q”_——- s +Z b <mcosep —I—Z ¢y,

(36)
( A — nat = — —% —|—2 b'zm cosep +2 ¢’z sing.

Ces équations (36) sont de méme forme que les équations (35),

seulement ’exposant maximum de © n’est plus que p — 1 au lien

de p; de sorte quen continuant de proche en proche le méme

procédé on finira par intégrer complétement les équations (35).

Jobserve alors que, si les seconds membres de (35) sont déve-
loppables suivant les puissances de E cosw,, et Esinw,, il en est
de méme de &, de v/ et par consequent des seconds membres des
equauons (36).

J’aurais donc démontré que § et 3 sont développables suivant la
méme forme, si les formules précédentes ne se trouvaient en défaut
dans le cas ol v?=n2, c’est-a-dire ot ky=o, ky==£1. Clest pouf
cette raison que j'ai mis & part les termes ol ky=o, ke===1,
d’ott ¢ ===, ; et il me reste & en étudier l'influence.

Reprenons donc les équations (35) en faisant ¢ = w, dans les
seconds membres ; nous pourrions aussi supprimer dans ces seconds

membres les signes 2 puisque nous p’avons plus qu’une seule

sorte de termes, les termes en v,.
Posons cette fois

E — EI+ EII+ E"’, ,n — ,ql_‘_ ,qll_'_ ,’]"I’

ou
, B—-C . B'+C
t = i TP SIinwg — i TP Ccoswy,
r , — B
E" = fP—:—(i TP+1¢cos wy+ ;(EPTQ-:TP—H sin Wy,
(37) 1 ' '
1)’=,B_C TP LOS Wyt E——_*——C-'cl’ sin wy
- 4ng : 41 e
! B'—(C
. = 2Bp++C Pt sm Wo—t= mﬂ:l’ *1 cosw,,
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nos équations deviennent alors

& o
s AE" + g = — -d—i —1—2 bt cos w2+2 ¢ T sinw,,
(38) : :
dy' .
) An" — ot = — —&2— +2 b'zm cos w2+2 ¢’ sin wy,

\

et Yon voit que dans les seconds membres I'exposant de © ne peut
dépasser p — 1; on arrivera ainsi de proche en proche & I'intégra-
tion complete de I'équation. On remarquera qu’en opérant de la
sorte, siles seconds membres.des équations (35) sont développables -
suivant les puissances de Ecosew,, Esinew,, il en est de méme de
£, &, v/, 1" et par conséquent des seconds membres des équa-
tions (38), et 'on en déduira quil en est dé méme des valeurs de &
et de n que I'on obtient par ce procédé.

On est finalement ramené au cas de p=o0; cas ot 'on a simple-
ment

E=+Y, n=a+2"

Si, dans les formules (37), on suppose p = o, on obtiendra les
coefficients de cosw, et de sinw, dans £* et dans n*, en désignant
par £* et n* les expressions de & et de » obtenues par le procédé
que nous venons d’exposer; on voit ainsi que les valenrs moyennes
de E*cosw,—+ n*sinew, et de £*sinw,— n* cosw, sont nulles. Ce
que nous voulons c’est que ces valeurs moyennes se réduisent & E
et a o, il conviendra donc d’ajouter respectivement a.£* et & n* un
terme E cosw, et un terme E sinw,. Elles ne cesseront pas en effet
pour cela de satisfaire aux équations (35). Elles ne cesseront pas
d’étre développables suivant les puissances de E cosw, ot Esinw,.

Si au contraire nous avions pris comme données de la question
les valeurs initiales £, et n, de § et n; il aurait fallu ajouter a £* et
& 7" un terme G coswy - H sinw, et un terme G sinws — H cosw.;
ot §o— G et no + H seraient ce que deviennent les §* et 4* quand
on y fait v ==, =wy==0. Dans ces conditions G cosw;—+H sinw,,
Gsinw, — Hcosw, ne seraient pas développables suivant les
puissances de E cosw,, Esinw, et il en serait de méme de

E=t* 4+ Gcoswy-+- Hsinw,,

7 ="+ G sinw,— H cosw,.
, .

.-133. On aurait pu présenter 'analyse précédente sous une autre.
P.—1, ) 13
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forme. Posons
.A.-X=E+i'q, Y=£8—1iu,

notre fonction F sera développable suivant les puissances de X et
de Y, et nos équations deviendront

_dF, M, _dF,
. ALl_——{J.-d—)\:, A)q—L—:i. —i—nz—p.dLl;
€39) dF dF
AX — i X =2ip g AY+in2Y=—2ip.7ii’,
car
XdY +2:t dy
est différentielle exacte. .

Les deux derniéres équations (39) peuvent s’écrire

dF

N .A(Xe“"“’a)= 2ip.e—i“’ﬂ.-d—Yl,
§39 bis) dF
A(Yeiws) =—2ipeiw: —d—X’ .

1l s’agit de démontrer que Ly, A,, X, Y sont développables sui-
vant les puissances de Ecosw,, et Esmnw, ou, ce qui revient au
méme, suivant celles de

Eeiws, Ee—iws,

Cela.est vrai en premiére approximation; je suppose que cela le
soit en (n — 1)1¥" approximation et je me propose d’établir que
cela est encore vrai en n*™ approximation.

Pour cela je substitue, & la place des inconnues dans les seconds
membres des équations (39) et (39 bis), leurs valeurs de (n—1)%me
approximation. Alors les seconds membres des équations (39) sont
développables suivant les puissances de Ee™#:. Ceux des équa-
tions (39 bis) sont égaux a un pareil développement multiplié
par e~i%: ou par ei*s,

Je dis que cette propriété ne se perd pas par I'intégration. Soit
en effet 'équation

(40) ' Ay = v, :

ol ¢ est une fonction connue de t, de E et des w; je suppose que
. . R . . :'
vesw: soit développable suivant les puissances de t et de Ee="
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que de plus cette fonction étant périodique en ;- soit en outre
‘développable suivant les cosinus et les sinus des multiples de (v,
ou si 'on aime mieux suivant les puissances de ¢=#:, En d’autres
termes je suppose que ¢ soit développable sous la forme

(L“) 0= E AEqzm ei(lr,w,+l:,w,)’

ol A est indépendant de E, <, wy, w,; ott ¢, m, k et k; sont des
entiers satisfaisant 4 la condition

(42) g=/ly+s (mod2) q2ks+s).

Clest bien la la forme des seconds membres des équations (39)
et (39 bis), Ventier s étant égal & zéro pour les équations (3g),
a—+1eta —r pour les équations (39 bis). De plus ces seconds
membres dépendent encore de p et de L}, et sont développables
suivant les puissances de u, mais nous n’avons pas & nous en
mquleter.

Je dis que l’équatlon (40) nous donnera aussi pour l'inconnue «
an développement de la forme (41) avec la méme valeur de
Uentier s, pourve que nous conduisions l'intégration de telle
sorte que la valeur moyenne de u soit nulle, ou soit égale & un
développement de la forme (41) (c’est-d-dire, puisque cette
valeur moyenne est indépendante de = et des ¢v, soit développable
suivant les pulssances de E, les exposants étant tous de méme
parité que s et au moins égaux & s). b

Si nous nous reportons en effet aux n* 98 et 114, nous verrons
que chaque terme du développement (41) de ¢ nous donnera
m-1 termes dans l'expression dq i et que ces m -1 termes
seront de la forme

BEq-,;pei(/c,w,_+/c,w,),

ol B est une constante, et ou les entiers ¢, ky, k, ont mémes
valeurs que dans le terme du développement de ¢ d’ou Pon est.
parti et satisfont par conséquent aux conditions (42); o enfin on
donne & p les valeurs o, 1, 2, ..., m, si k, et k» ne'sont pas nuls et
la valeur m -+ 1 s1 k, et k, sont nuls.

Ainsi u est bien de la forme (41).

Alors en envisageant d’abord la premiére équation (39), nous
voyons que L, est développable suivant les puissances de Ee*iws;
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il en est donc de méme de A), en wertu de la deuxieme équa~
tion (39) et par conséquent de Ay.

La premiére équation (39 bis) nous apprend que Xe~iw: est
développable sous la forme (41), 'entier s étant égal a 1; et par
conséquent que X est développable suivant les puissances de E e,
et la seconde équation (3¢ bis) montre qu'il en est de méme de Y,

Le théoréme énoncé est donc établi.

136. 11 résulte des deux numéros précédents que, dans le cas du
probléme restreint, les développements (27) de nos inconnues
peuvent se metire sous une forme particuliére,

En raisonnant comme au n° 69 on verrait que 'on a

Il

L1—.L}, )\1—W1, g—ECOSWQ,

7 —Esinw, = 2 u* AT BT cos (kg wy - Ky wy -+ h),

ou le premier membre est 'une ou Pautre des quatre quantités
(43) Li—L1, M—w,, t—Ecosws, m— Esinw,,

et ol le second membre, qui s'annule pour p=o, est dévelop-
pable suivant les puissances de p, E et < et sulvant les cosinus et

sinus des multiples des v, de telle facon que A et & dépendent
seulement de L! et que I'entier ¢ satisfasse aux conditions

(44) g=ky (moda), qZ\ky).

En raisonnant comme aux n® 71, 86, 111, on verrait que ces
développements ne doivent pas changer de signe quand on change
Tet w;en —< et — w;. Il en résulte que A doit étre égal & o ou
a— g Il est égal & 0 si m est pair, et & — f st m est impair dans
les développements de

L;— L}, £ — E cosw,.

. ‘ . . Py T . .
Il est égal & o si m est impair, et & — —~si m est pair dans les
développements de

)\1—W1, n—ESian,

On satisfera aux équations du mouvement en faisant dans les
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développements (43):

T=o0, w;= n;t.

On pourrait déduire de tout cela que les quantités que nous
avons appelées W; et r; au n° 129 sont développables non seule-
ment suivant les puissances de jt, mais suivant celles de E cos¢w,,
E sinw,, et comme ces quantités sont des constantes indépendantes

de w,, gu’elles sont développables suivant les puissances de p.
et de E2, '

137. Solution périodique. — Je suppose que, dans les équa-
tions (43), je fasse

T=o0, wi= n,t 4+ v, .

J'aurai une solution des équations du mouvement (ou ne figure-
ront pas de termes séculaires) et qui dépendra de quatre constantes
arbitraires

L, E, o, w

Donnons & la constante arbitraire E la valeur zéro; tous les
termes du développement (43 ) disparaitront sauf ceux pour lesquels
on a g =o et par conséquent &, = o. Ces termes ne dépendront
pas de w,.

Donc, pour cette soluhon particuliére, les inconnues L, &, 7,
-\ — v, sont fonctions de w, seulement; de plus, ce sont des fonc-
tions périodiques de w, et par conséquent du temps.

Les distances mutuelles des trois corps sont donc des fonctions
périodiques-du temps. C'est 14 une solution périodique dont l’1m-
portance est trés grande. ‘

Clest celle que nous avons étudiée en détail au Chapitre III du
Tome I des Méthodes nouvelles de la Mécanique céles‘te sous le
nom de solution périodique de la premie‘re sorte.

On voit que la solution périodique ainsi définie depend de deux
constantes arbilraires; nous avons fait en effet E=o, de telle sorte
que nos inconnues ne dépendent plus de ¢w,, ni par consequent
de wy. Il reste donc deux constantes

L%l 'm;lv

Les inconnues L, et § sont développables suivant les cosinus
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des multiples de ), et les inconnues v, et n suivant les sinus des
multiples de v,. Il en résulte que quand (v, est un multiple de 2,
il Y a cory ‘onction s_ymetmque, c’est-a-dire que les trois corps sont
en ligne droite (la petite planéte étant entre le Soleil et Jupiter) et
que leurs vitesses sont perpendiculaires a la droite qui les joint.
Au contraire, quand v, est égal & un multiple impair de-w, il y a
opposition symétrigue, c’est-a-dire que les trois corps sont en
ligne droite (le Soleil étant entre la petite planéte et Juplter) et
que leurs vitesses sont perpendiculaires a la droite qui Nes joint.

Ainsi les conjonctlons et les opposmons sym(,trlques se suc-
cedent périodiquement. : .
" Si nous prenons, pour origine du temps, l'instant d'une con-
jonctlon symetrlque, nous aurons @, = 0, et il nous restera une
seule constante L}; comme le moyen mouvement dépend de cette
constante, nous voyons que le moyen mouvement peut prendre
toutes les valeurs possibles et qu’'d chaque valeur du moyen mou-
vement correspond une trajectoire périodique de cette sorte.

Dans la pratique, E n’est pas nul, mais trés petit, de sorte que
la petite planéte s’écartera peu de cette trajectoire périodique.

138. Remarque. — Reprenons nos développements (25); nous
avons va au n° 132 que, pour obtenir les développements (21), il
fallait. ou bien y faire t=1¢, w;=n;t, ou bicn y faire t=o,
swi= n;t et développer ensuite suivant les puissances de g, c’est-
a-dire suivant les puissances de n;— n;. '

Cela revient a dire que si Pon prend les développements (25);
st on y fait T =o0, qu'on remplace (v; par w;—+(n;— n;)7 et que
Pon développe ensuite suivant les puissances de T, on retrouvera
les développements (25) d’ott on est parti.

Nous avons vu que 'on satisfait aux équations du mouvement
en faisant dans les développements (25)

T =0, w;= nit + w;.

11 résulte de la remarque que nous venons de faire que I'ony
satisfera encore en faisant '

t=/(1), wi=nit+owi+(n—n;) f(2),

J(z) étant une fonction quelconque du temps.
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Si, en particulier, nous faisons f(¢)= ¢ ¢, nous voyons que
Pon satlsfalt aux équations du mouvement en faisant

. t=1¢+4c, w;= nit+m,~+(ni—n’i)c.
Noue voyons ainsi que la constante que nous avons appelee &

n'est autre chose que
m’i—l—(n,'—- n'i)c.

Au lieu des développements (25) envisageons les développe-
ments (28) o figurent les constantes L} et A! qui sont les valeurs
mO)ennes des inconnues. Ce qui caractérise ces developpements
c’est que w; et A} n’y figurent que par la coml)malson w4 A
nous aurons donc

L; ou 7\,'=f(L%, Wi—}—)\,!,’c).

D’aprés la remarque que nous venons de faire, on retrouve les
mémes développements en remplagant t par zéro et w; par
wi—(n;— n;)t; nous aurons donc

L; on N=f[L}, wi+ A+ (nj— n)];
.s1 on remplace =t par zéro et w; par n;¢t+ w;, on a
L; ou MN=jf(L}, njt+w;+A}),
si 'on remplace © par ¢ -+ ¢ et w; par n;¢--¢;, on a
Ly= = f[L}, njt A} -+ ei;i—(n'z'— n;)el-

Chacune de ces formules ne contient, comme il convient, que

an constantes arbitraires réellement distinctes, & savoir L! et
w;-+ A pourla premiére; L! et X!+ ¢;+(n;— n;)c pour la seconde.
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CHAPITRE VIII.

THEORIE ELEMENTAIRE DES PERTURBATIONS SECULAIRES.

139. Revenons au cas général du probléme des trois corps.
Au n° 104 nous avons montré que le terme général du développe—
ment des inconnues est de la forme ‘

WEA N tm cos(ve+ L),

et nous avons classé les termes d'aprés leur rang, c’est-a-dire
d’aprés la valeur du nombre a — m.

Au n° 106 nous avons démontré trois théoréemes au sujet du
rang :

1° Il n’y a pas de terme de rang négatif;

2° Iln’y a pas de terme séculaire mixte de rang nul;

3° Il n'y a pas de terme de rang nul dans le développement
de dL;.

Le probléeme dont nous allons nous occuper maintenant est la
recherche des perturbations séculaires des planétes, ¢’est-d-dire la
recherche des termes de rang nul.

L’importance de ce probleéme ne peut échapper & personne,
puisque c’est de ces. termes de rang nul que dépendra la configu-
ration du systéme solaire dans un avenir éloigné ‘

Pour calculer ces termes de rang nul je vais reprendre les équa-
tions (9) du n° 106 que je récris

4 t
eL,_—p/ dF‘dt 85,:—‘.}./ —dt Sn,_p.f dF‘dt
¢
a‘xl=_p2c,,,f dtf "”‘d: fﬁ—dt-l—p.f dF‘dt

Nous savons que dans les ¢L, il n’y a pas de terme de rang nul;

&)

\
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occupons-nous donc d’abord de rechercher les termes de rang nul
de 3E; et de ov;.

Pour cela prenons la deuxiéme et la troisitme équation (1), et
dans les deux membres de ces deux équations ne conservons que
les termes de rang nul (en effet, les deux membres devant étre
identiques, les termes de rang nul du premier membre sont égaux
aux termes de rang nul du second membre). o

Les dérivées de Fy sont de la forme

(2) 2 BOW,

ol B est & un facteur constant prés une des dérivées d’ordre quel-
conque de Iy ot 'on a substitué, 4 la place des inconnues L;, hi
§, 0, leurs valeurs de premiére approximation LY, n;¢-+X\}, &7, 0}-

Quant & U, c’est un monome entier par rapport aux 8L;, X,
8,,, o;.

Nous avons vu au n° 106 que les termes de rang nul de 3§; et
dF,
dni

et —(? * dont le rang s’est élevé d’une unité par la multiplication par

ct s’est abaissé ensuite d’une unité par 'intégration.
aF, ou & dr,
171 di;
développement (2) un terme BOW; ce terme est le prodult de
plusieurs facteurs qui sont d’abord B et ensuite les divers facteurs
L, ... de . Il faudra prendre un terme dans chacun de ces
facteurs et en faire le produit; on obtiendra ainsi différents termes
du développement de Bow'.
Nous prenons un terme dans chacun des facteurs; aucun de ces
lermes ne peut étre de rang négatif; le rang du produit ne pourra
. donc étre nul que si fous ces termes sont de rang nul. Tous les
termes de rang nul des 8L, 8, 87, 3) sont séculaires purs. Tous les
termes de rang nul du développement de M’ sont donc séculaires
purs, puisqu’ils sont le produit de plusieurs termes séculaires purs.
Chaque terme du développement de 91U doit étre multiplié par
un lerme du développement de B pour donner un terme du déve-
loppement de Bow/. Un terme du développement de BaV ne peut
donner un terme de rang nul dans 8¢ ou 01 que s'il est lui-

de Sm ne peuvent provenir que des termes de rang nul de —

On obtiendra un terme de — en prenant dans le
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méme de rang nul et séculaire pur. Il doit donc étre le produit d'un
terme de MU qui doit étre de rang nul et par conséquent séculaire
pur, par un terme de B qui doit étre lui-méme séculaire pur si I'on
veut que le produit soit séculaire pur. Bien entendu les termes de B
que j’appelle séculaires purs sont constants et ne contiennent
aucun facteur ¢™. Je les appelle ainsi simplement parce qu'’ils ne
contiennent pas de facteur trigonométrique.

Nous sommes donc amenés a rechercher les termes séculaires

purs de B. Soit
F1=2ACOS(/\'1)\1+/C2)\2+ Il), ‘

ol A et /. dépendent des L, des £ et des 4.

Pour obtenir B, il faut prendre une des dérivées d’ordre ciuel—
conque, de F,, multiplier par un facteur numérique et remplacer A;
par n;t + A} et les autres variables par des constantes.

Considérons un terme quelconque de F,. Si 4, et &, ne sont pas
nuls & la fois, dans toutes les dérivées de I, le terme correspondant
contiendra en facteur le cosinus ou le sinus de kyAy 4 ko do 4 £
quand on y aura substitué n;¢-+A? & la place de };, il contiendra
en facteur le cosinus oule sinus de v¢=1/k N+ ks A+ £, et comme
v ne sera pas nul, il ne sera pas séculaire pur.

Pour avoir les termes séculaires purs de B, il suffit de réduire IF;
a ses termes indépendants de A, et A,. L’ensemble de ces termes
sera désigné par R; c’est ce que l'on appelle la partie séculaire
de la fonction perturbatrice.

Soit alors B, 'ensemble des termes séculaires purs de B. ‘Nous
voyons que B, sera formé avec les dérivées de R comme B avec
cellesde Ity :

Soit Iy ce que devient I lorsqu’on y remplace 8L, 8, 87, 8k
par leurs termes séculaires purs de rang séro. L’ensemble des
termes de rang zéro de

> Bou

2 By O],

Comment avions-nous formé EBDTU ? Nous avions pris l'une

sera alors
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des deux expressions
dF, dF,
dn;’. dE:’
nous y avions remplacé
Lt'v )\i: Ela i
par o :
LY+ 8L;, A+ nst-+3h; B35, =+ oy,
et nous avions développé suivant les puissances de
L 8Ly, &\ 8%, Omu
Soient alors
DL;, DX; D, Dxy;
I'ensemble des termes de rang zéro de

SL;, S\, S, Ona

D’aprés ce que nous venons de volir, EBO M, est formé avec
R, DL;, D);, DE;, Dn; comme ), BV avee Fi, 3Ly, 3, 85, 3ni.
On obtiendra donc ZBO ANy en prenantl’uge des deux expressions

_dR ~ dR,
dny’ | A&’

Ly X &y owe

L?+-DL;, Ayt +Dh;, 8 4-DE, 52+ Dy

‘en y remplacant
Y plac

par

et développant suivant les puissances de
DL;, Di;, D, Dy

Prenons la deuxiéme équation (1)

At dar.
0 =— P’f d7]t 4

_5”—‘ _EBSTU

t
8= ,Lf 3 Bow de.
0

Si nous égalons dans les deux membres les termes de rang nul, 1l

Nous avons

d’on
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vient
: i
D= p./ B, OV} dt.
i A 2 1] 0
Or :
2 B, OlL} = — ﬂ-
Done

tdR

Si nous réduisons £ &.ses termes de rang nul, c’est-d-dire a
£¢  DE;, on aura

df; _ dDE;
‘ dt de’
et, par conséquent,
iy dR
(3) : @ T vy
et de méme
dn; dR
4 . —
(4) ar T vaE”
Dans les deux membres des equatlons (3) et (4), 1l faut rem-
placer
Ly, Ay £ioet my
par

L)+ DL, A - ngt Dx;, £? 4+ DE;, 'q?-l— Du;.

Mais DL; est nul, puisque L; ne contient pas de terme de rang
nul. De plus R ne depend pas des X;, et il en est de méme par

conséquent de B o5 R et de o ; donc les ); ne figurent pas dans les

équations (3) et (4).
11 suffira donc de remplacer
Ly & m
par
L}, &'+ D&y =n! -+ Dna

Ainsi les équations (3) et (4), ou l'on doit regarder les L;
comme des constantes, forment un systéme d’équations canoniques
qui définissent les termes de rang nul des & et des n et par consé-

quent les perturbations séculaires des excentricités et des inclinai-
sons.
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140. L’analyse précédente peut se présenter sous une forme un
peu différente, quoique au fond équivalente, :
Considérons le terme général du developpement (11) du n®108;

il s’écrira
prAxmcos(kywi+kywo+ h);

comme il ne peut étre de rang négatif, on a m < «. Si donc je pose
wt =1, notre terme s'écrira

por=mAz'm cos(kywy—+ kowa+ h),

de sorte que nos développements procéderont suivant les puissances
positives de i et de 7/, et suivant les cosinus et les sinus des mul-
tiples des w. .
Ces développements satisferont aux équations du mouvement et
en particulier 4 'équation
)

dii _ dr,

ar = "V
quand on y fera
T=p(t+c), wi=n;t+ ¢

Mais on a alors

di dt; d%; dt;
T = MiE g g g
Notre équation devient ainsi
dF,
5 Ab = — g ———
(3) | £ "

Les deux membres de cette équation sont développables suivant’
les puissances de p, de 7, et les cosinus des multiples des w.
. F
Nous obtiendrons les termes de rang nul de £; ou ceux de — %}1
i
en y faisant =0 (je suppose, bien entendu, que, quand je fais
i = 0, ¥ demeure fini). Dans ces conditions, £, réduit & ses termes
de rang nul ne dépendra plus des w, puisque tous les termes de

rang nul sont séculaires purs, de sorte que

dt; N
Af = de‘:f' .
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Faisons de méme p = o , dans 2 dg ; cela revient a remplacer dans

cette dérivée les inconnues L;, &, Niy M par Pensemble de leurs
termes de rang zére, cest-a~dire par L?, £} DE;, %9+ Duy,
A+ w; -+ D). Soit done -

COS(L x,+/.,)\2)

un terme quelconque de — %:-—:, ol A dépend des &, des 7 et des L.

Si, dans ce terme, je remplace

Lt': El'y Niy )\l'
par ‘
L}, E+D&, ui—Dn; A+ w;-+ D),
il deviendra

Ao cons (/(" wq -+ /Cz W2+ IL),

ol A, est ce que devient A aprés cetle substitution, tandis que

h= /C‘ )\2 —+= kg)\g -+ l(." D)\‘ -+ ]\"2 D)\g.
!
LeS termes de I‘ang .Zéro sont Séculaires Pllrs et pal‘ COnSéqllent )

indépendants des w; il en résulte que Ay et & sont indépendants
des w. Donc notre terme a pour argument &y o, + kaw,. )

Or nous ne devons conserver que les termes séculaires purs,
c’est-d-dire indépendants des . Ce sont ceux ou k,=4k,=o,

e est—a—dlre ceux qui proviennent d’un‘terme de — aly indépen-
dn;
dant de A, et de A,.

Or ’ensemble des termes de — (jl—? indépendants de A, et de Aq,
. - i

st précisément — SN
p i
Si done nous égalons, dans les deux membres de I'équation (3),

les termes séculaires purs de rang un [Je dis un et non zéro, parce

' ; drF
«qu’un terme de rang zéro de — d?lf me donne un terme de rang un
. - L

du second membre de (5) — y.%%], je trouve

{6) R =T R g
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ou il faut remplacer Ly, &, n; par L?, £+ DE;, 70+ Dn;, clest-
a-dire réduire L;, &;, n; & leurs termes de rang nul. .

Je trouve de méme

d'q, dR

(6 bis) d’ =K d'

Comme d’ailleurs, quand £ et 7 sont réduits a leurs termes de rang

nul, on a
dt; de
A== 2,
je puis écrire
4 __ AR dy _ dR
(7) zt—_‘—pm’ dt - d’ .

Les équations canonigues (7) nous donneront donc les termes
"de rang nul des §; et des n;.

141. Comment pourrait-on se servir de la derniére équation (1)

F F
)\=—Hzclkffd)\;dt fdldt

-pour calculer les termes de rang zéro de 8);; ces termes sont ce que
nous avons appelé Di,.
Nous avons vu au n° 106 que I'intégrale

d—let

ne peut nous donner que des termes de rang un, au moins. Quant
4 la premiére intégrale
dF
oJ S

les termes de rang zéro qu’elle pourrait nous donner ne pourraient
provenir que des termes de rang un séculaires purs de.

dlLj = — }L‘/ dF’ dt.

Or Poisson a démontré que ces termes n’existent pas.
Ainsi nous n’avons a considérer que la troisiéme intégrale; mais
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nous ne pourrons Uétablir qu'aprés avoir démontré plus loin
le théoréme de Poisson. :

Quant a la troisiéme intégrale, on verrait comme au numéro
précédent que les termes de rang zéro qu’elle peut donner sont
compris dans la formule

t
dR
———dt
vJ, 4L
de sorte qu'il reste
' D= f AR gt
CO Al ) P
Dans le second membre i depend des L,, des ; et des 1;, mars

ne depend pas des A;; il faut bien entendu y remplacer L, E,, N
ParL“ EL+ DEL, 'flz+Dflz ' v

Donc, quand on aura déterminé a l'aide des équations (7) les
termes de rang zéro des § et des u, c’est-a-dire les perturbations
séculaires des excentricités et des inclinaisons, il suffira d’une
simple quadrature pour déterminer les termes de rang zéro des X,
c’est-a-dire les perturbations séculaires des longitudes moyennes.

142. Forme de R. — Connaissant par le Chapitre IV la forme
de F, nous pouvons en déduire R, puisqu’on obtient R en suppri-
mant dans F, les termes qui dépendent des A.

Nous avons vu aux n° 83 et 86 que 'on a

CuFi= Y Apltpltofiof cos (E kih+ 2 pxw;),

A dépendant seulement des L;. Nous avons vu que les entiers 2¢
et p satisfont aux conditions

2qi=p; (mod2), 2¢:2| pi|.

Nous avons vu au n° 87 que

X=X

et enfin au n° 88 que p,+ p; est toujours pair.
.+ Voyons quelles sont les conséquences de tous .ces faits. Nous

)
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- voyons que F, est développable sutvant les puissances de
» — .
b=y ap;coswy, ni=y/2p, sinw;.

. Il en est donc de méme de R et le degré d’un terme quelconque
par rapport aux § et aux 7 est précisément

Y.

Dans R tous les £ sont nuls; etl’'on a

Sh=o
oo

et comme 2¢ est de méme parité que p

et par conséquent

' 22q—=—o (mod2).

Ainsi le développement de R suivant les puissances des § et
des n ne contient que des termes de degré pair.

A cause de la condition 2 p = 0, nous voyons que R ne chan-
gera pas quand on changera £; et n; en

£; cose — 7y sine, §;sine + 7; cose.

On a

P2+ pir=0 (moda).

C’est-a-dire que la somme des entiers p relative & toutes les va-
riables obligues (c'est-a-dire aux variables qui déterminent les
inclinaisons) est paire. l

Et comme on a

2[’:0’

on aura aussl
’ P1+p3=o (mod2),

c’est-d-dire que la somme des entiers p relative.a toutes les va-
riables excentriques (c’est-a-dire aux variables qui déterminent
les excentricités) est paire. '

P.—1 ' ”
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Comme 2¢ est de méme parité que p, on en conclut que
2¢s+2q, et 2¢, + 245 sont également pairs.

Ainsi le développement de R suivant les puissances des § et
des n ne contient que des termes qui sont de degré pair, tant
par rapport aux variables obliques que par rapport auzx va-
riables excentriques.

Toutes ces propriétés s’ étendent immédiatement au cas ou il ya
plus de trois corps.

143. Dans une premiére approximation, nous pouvons négliger
les quatriémes puissances des excentricités et’'des inclinaisons.
Clest ce qu’a fait Lagrange. Les équations (7) prennent alors une-
forme particuliérement simple.

Soit en effet _

R=Ry+Ry+Ry+...

le développement de R ol nous désignerons par R,§1’ensemble
des termes de degré p par rapport aux E et aux 4. Si nous négli-
geons les quatriémes puissances des £ etdes g, il restera

R = Ro+ Rg,
et comme R, ne dépend pas des & et des n, jnos ‘équations (7)
deviendront
. dt; dRy ' dn; _ dRs
b —_— T — —— —_— = ——
(7 bis) e Wt a M@

Comme R, est du second degré par rapport aux § et aux = les
seconds membres seront linéaires par rapport aux § et aux 7; et
les coefficients de ces expressions linéaires ne dépendent que des
constantes L}.

Les équations (7 bis) sont donc des équations linéaires a
coefficients constants.

Nous savons ensuite que tous les termes du développement
de R sont de degré pair a la fois par rapport aux variables obliques
et par rapport aux variables excentriques; dans R, nous pourrons
donc avoir des termes de degré deux par rapport aux unes et €70
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par rapport aux autres, ou inversement; mais nous ne pourrons
pas avoir de termes de degré un par rapport aux unes et un par
rapport aux autres.

On aura donc
Ry = R} +
R, dépendant seulement des variables excentriques et R} seule-.
ment des variables obliques. Le systéme (7 bis) se décomposera

donc en deux autres

} d; _ dR dn; _ dR;
(7 ter) a = Y@ ar TV
_ ; & dRy  dy _ dRy
(7 quater) Z —.—P- .’ @ M aE

Le premier ot ne figurent que les variables excentriques déter-
minera les perturbations séculaires des excentricités; le second ol
ne figurent que les variables obliques déterminera les perturba-
tions séculaires des inclinaisons. _

D’autre part, F'y ne change pas quand on change lés signes des A
et des w, c’est-a-dire les signes des X et des n (voir n° 86); done
R et R, ne changeront pas quand on changera les signes des 7.
Donc R, ne contiendra que des termes de degré deuwx par rapport‘
aux.§ et zéro par rapport aux 7, ou inversement, mais pas de
terme de degré un par rapport aux £ et un par rapport aux u; il
en sera de méme de R, et de R}. On aura donc

 Ry=Si4 T,
=57+ Ts.

o S; et S| ne dépendent que des &, tandis que T} et T, ne dé-

pendront que des .

Nous avons vu ensuite que R ne change pas quand on change €
etn, en £ cose — n sine et £ sine’+ 7 cose. Il doit donc en étre de
méme de R} et de R,; mais dans ces conditions R} devient

S} (Ecose — ysine)+ T} (& sine + 7 cose),
ou
cosZe S} (E)—z.cose smt—:En +cosze S, (n)

~+ sin?e Ty (§)+- 2cosesme25——— + cos?e Tj (7).
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Pour que cette expression, quel que soit ¢, se réduise a

.

S5(8)+ Ty (),
il faut que l'on ait
5 83 (§) = T3 (&),
(9) (Endsz—ZEdT

83(m)=Ty(m),

c’est-a-dire que S, soit formé avec les § comme T, avec les .
De méme pour S| et T',.
Nos équations deviennent alors

dg; _ dT| dn; _ dS)
(10) @ TS @ TP

pour les variables excentriques et

, di; dT; dn; dS”
(10 bis) =T vl 7 = - &

pour les variables obliques.

144. Intégrales diverses. — Les équations (10) ou (10 bis)
admettent un certain nombre d’intégrales importantes. D’abord le
systeme (10) ou (7 ter) admet I'intégrale des forces vives

(rn) R/, = const.

De méme le systéme (10 bis) ou (7 quater) admet Pintégrale

des forces vives

(11 bis) R} = const,

Prenons maintenant les équations (10), multiplions la premiére
par &;, la seconde par y; et ajoutons; il viendra

Zéldél 27" _ (2 dS’ EE‘dT’)'

Mais, en vertu des équations (9), le second membre est nul; nous

aurons donc

(12) E(E?+n?)=const.
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La sommation doit étre étendue a toutes les variables excen-

triques. :

En traitant de la méme maniére les équations (10 bis), on trou-
verait
(12 bis) ’ Z(Ef +-n?)= const.;
la sommation étant étendue cette fois & toutes les variables
obliques. .

Les intégrales (12) et (12 bis) ne sont pas autre chose que les
intégrales des aires. Nous avons vu en effet au n® 90 que ces inté-
grales s’écrivent

—7]2‘ / L1——- P — % — 'Y][,,\/Luz-— P3— % = const.,
— O
— & \/L1——p,— ‘—; — & \/Lg—ps— p_;_ = const.,
Z L —Z p = const.
S'il y a plus de deux planétes, nous écrirons plus généralement
Pe
‘ —2 'Tlg‘ / Li—p1— Py const.,
(13) {_ P
Z & \/Lt pr—" const.,
\ E(Ll_'PI_P?) = const.;
le signe 2 signifiant que le terme explicitement exprimé

—'7]2‘/141_91-."%’ e e

se rapporte 4 la premiére planéte et qu’il faut y ajouter les termes
analogues relatifs aux autres planétes.
La troisieéme équation (13) peut s’écrire

(4) .ZL__;.E(§2+q2)=const.,

la sommation s’étendant cette fois & toutes les variables £ et  tant
excentriques qu’obliques. Cette équation doit étre identiquement
vérifiée quand on y substitue, A la place des inconnues L, £ et y,
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leurs développements suivant les puissances de w, de T et suivant
les cosinus et les sinus des multiples des «; ou bien encore, si
ayant posé pt =1 comme au n° 140, on substitue aux inconnues
leurs développements suivant les puissances de ., de 7' et snivant
les cosinus et les sinus des multiples des w.

Le premier membre se présente alors comme une fonction de s
de 7’ et des w, et cette fonction doit se réduire identiquement &
une constante; elle se réduira encore & une constante quand on y
fera p. = o. A

Or sil’on fait g = o, ' restant fini, les inconnues L, £, 5 sont
réduites a leurs termes de rang zéro, ce qui veut dire que 1’équation
(14) est encore vérifiée quand on réduit les inconnues a leurs
termes de rang zéro.

Or dans ces conditions L; se réduit & L¢ puisque 8L; ne contient

pas de terme de rang zéro; de sorte que 2 L est une constante. Il

reste donc

E(E*+ 7%) = const.,

les £ et les = étant supposés réduits a leurs termes de rang zéro.
C’est la somme des équations (12) et (12 bis).

145. Remarque. — Il faut observer que nous avons fait impli-
citement une hypothése qu’il est nécessaire de signaler parce ,
qu’elle pourrait passer inapercue : c’est que toutes les planétes
tournent dans le méme sens. Voici comment elle s’introduit.

Nous avons posé

G=Lyi—e2, 8 = G cosi.

Si donc L est positif, G est plus petit que L et positif lui-méme;
© est également positif et plus petit que L. [l en résulte que

p=L—G, p=G—8

.

sont positifs et que les § et les n sont réels.
Si au contraire L est négatif, il en est de méme de G et par con-
séquent de

pl=L(1—\/1—e2), pe= G(1— cosi),

Donc les £ et les 7 sont imaginaires. -
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Si donc nous voulons que les § et les 1 soient réels, il faut que
les L soient positifs. Or le moyen mouvement d’une planéte est
égal & un facteur positif (dépendant des masses) divisé par L?.
Supposer les L positifs, c¢’est donc supposer que tous les moyens
mouvements sont positifs, c’est-a-dire que toutes les planétes.
tournent dans le méme sens. ‘

Supposer les L positifs, ce n’est pas restreindre la généralité.
En effet, une planéte qui se meut dans le ‘sens rétrograde sur une
orbite d'une inclinaison ¢ peut étre envisagée comme une planéte
se mouvant dans le sens direct sur une orbite d’'une inchnaison
7 — i. Il est donc permis de supposer que toutes les planétes se
meuvent dans le sens direct.

Mais, dans l'analyse qui précéde, nous avons supposé les incli-
naisons trés petites. Elle ne s’appliquerait donc pas a des planétes
se mouvant sur des orbites dont les inclinaisons seraient trés
petites, mais qui ne se mouvraient pas dans le méme sens; il fau-
drait en effet les envisager comme des planétes se mouvant toutes
dans le sens direct, mais dont les inclinaisons seraient trés petites
pour les unes, trés voisines de 180" pour les autres.

Si l'on voulait néanmoins appliquer a ce cas les formules ana-
Iytiques précédentes, cela serait licite, mais a la condition de se
rappeler que quelques-uns des § et des 7 seraient imaginaires.

Peu importe d’ailleurs puisque ce cas ne se présente pas dans la
nature. '

46. 1l s’agit d’intégrer nos équations linéaires (10) ou (10 bis).
Sl y a n—+1 corps, soit n planétes, il y a 2 variables excen-
triques et 2n variables obliques. Chacun de nos systémes sera
donc d’ordre 2 n.

On sait quelle est la forme générale des solutions d’un systéme
d’ordre p d’équations différentielles linéaires & coefficients con-
stants. Soient

Ty, Ty .., Tp
les inconnues; solent

Oy gy oesy Hp

les racines d’une équation algébrlque facﬂe a former et dite équa-
tion déterminante.
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A chacune des racines a; correspondra une solution particuliere
du systéme qui s’écrira

zr= Bire!,
les B;; étant des constantes faciles a calculer; et la solution géné-
rale sera
Zp= A Bygemt- AyByretato . 4 ApByretpt,

les A étant des constantes arbitraires.

Dans le cas ot 'équation qui donne les « a des racines multiples,
il peut y avoir en outre des solutions dites /égénérescentes qui

sont de la forme
xp= Pye%t,

P, étant un polynome entier en ¢. ‘
Nous allons appliquer ces principes soitl au systéme (10), soil au
systéme (10 b¢s). Jobserve d’abord -que 'équation qui donne les a
ne peut avoir de racine réelle différente de zéro. Si en effet elle
avait une racine réelle a, le systtme admettrait une solution de la

forme
§e=Cre¥t,  mp=Dyex,

les C et les D étant des constantes. On aurait donc
D i+ b= X (Ci- D}jere,

Mais le premier membre doit étre une constante, le second serail
une constante 2 (C;+D3}) multipliée par un facteur variable e2«t,

Cela n’est possible que si les deux membres sont nuls. On aurait
donc
2(52 +n%)=o,

f=n=o.

c’est-a-dire

Je dis maintenant que I'équation ne peut avoir que des racines
purement imaginaires, c¢'est~a-dire dont la partie réelle soit nulle.
Soit en effet « = f3 + iy une des racines et supposons que la partie
réelle § ne soit pas nulle. Le systéme devra admettre une solution
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particuliére de la forme
Er=(Cp—+ iCh)eB+ive,

ni=(Dg+ iD}) B+,

Cette solution est imaginaire, mais la solution imaginaire conjuguée
satisfera également aux équations linéaires, il en sera de méme de
leur demi-somme qui est la partie réelle

.= CreBtcosyt — CheBtsinye,
ni= Diedtcosyt— DjeBlsinyt,

2(6/3-4—112-)

= E(Ci—i— D} )e2Bt coszyt — 22(0,,-02—}— D, D)) eBesiny ¢ cosyt

d’ou

+E(C}} + D72) et sin2vye.

Or, si B n’est pas nul, entre les quatre fonctions 1, 2B cos?yt,
e2Btsin2y ¢, 2B cosy¢sinvi, il n'y a aucune relation linéaire a coef-
ficients constants. L’égalité précédente, dont le premier membre
est une constante en vertu des équations (12) et (12 bis), ne peut
.donc avoir lieu que si tous les termes sont nuls. On a'donc encore

-E(E”+n2)=o,

j _ t=n=o0. - .

d’ou

Je dis maintenant que notre systéme ne peut admettre de solu-
tion dégénérescente. Supposons en effet qu'il en admette une

- (15) : Er=Prext.  mu=Que%,

les Py et les Qy élant des polynomes entiers en ¢.

Je puis toujours supposer que ces polynomes sont du premier
degré. En effet, si le systéme admet la solution (35), il admettra
également la solution

(15 bis) b= Phest,  np= Qe

ou P; et Q} sont les dérivées de Py et de Q.
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De plus a sera purement imaginaire; car si nous avons la solu-
tion (15) ot Py et Q4 sont supposés du premier degré, nous aurons
aussi la solution (15 bis) ou Pj et Q; seront des constantes et a
laquelle s’appliqueront les raisonnements précédents par lesquels
nous avons établi que « doit,étre purement imaginaire.

Soit donc o= £y; la solution (15) sera imaginaire, mais la solu-
tion imaginaire conjuguée satisfera également aux équations, ainsi
que la partie réelle. Cette partie réelle se composera d’un terme en
tcosyt, d'un terme en ¢siny¢, d’'un terme en cosy¢, d'un terme
en siny¢. Soit donc

= Ex+ Eks Ne= Mg+ Nk

cette partie réelle, ou &) et ) représentent I’ensemble des deux
termes en £cosy! et ¢sinys, et ot &), et m) représentent 'ensemble
des deux termes en cosy? et siny¢.

On aura alors

PAGEENE NS +u>+»2<eksk+mk>+2<sk+n"k*>

Le premier membre doit étre une constante en vertu de I'équa-
tion (12).

2(5';} + k) est linéaire en #2 cos?y¢, &2sin?yt, f2cosytsinyt,
2(5252'*-71’1.:7)%) » tcostyt, tsintyf, ¢cosylsinyt,
2 ( E’;c’ +n7) » costy i, sin?y?, cosytsinyt.

Or, entre les dix fonctions 1, ¢2 cos2y¢, ¢P sin? y¢, tP cosy¢ siny!
(p=o0,1,2), 1 n’y a pas d’autre relation linéaire a coefficients
constants que ’

cos?yl + sin2yt =1.

L’équation précédente ne peut donc subsister que si les termes
en ¢* ont tous pour coefficient zéro; on a donc

Dbt =o,

&Ik="l/t=0’

d’ou
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ce qui montre que les polynomes P et Q4 doivent se réduire 4 des
constantes, ¢’est-a-dire qu’il n’y a pas de solution dégénérescente.

* 147. Nos équations ne changent pas quand on change Een —7
et n en §, puisque S, est formé avec les £ comme T, avec les .
Si donc elles admeltent une solution

Er=Cre*,  np=Dpe%,
elles admettront également la solution
§pe=— Djext, = Cpext.

De plus, elles ne changent pas non plus quand on change 7 en
—1 et t en — ¢, de sorte qu’elles admettent également les solu-

tions
§i=Cre®,  qp=—Dye o,

Ep=—Dre, qp=— Cre0t
Elles admettront donc en outre les solutions

Er=(Cr—iDg)ext,  mz= i(Cr— iDy)ext,

16
(6 Er=(Cr+iDp)ext,  qpr=—i(Cp+iDy)ex

Si donc Dj= 1= iCy, 'une des deux solutions (16) disparait el
la racine « peut étre simple. '

. Si, au contraire, D n’est pas égal & == iCy, les deux solu-
tions (16) sont effectives 'une et 'autre et la racine o doit étre
double; mais les solutions (16), déduites 'une etI’autre de la solu-
tion donnée, jouissent de la méme propriété; la valeur de 54 est
égale 4 celle de £ au facteur prés == . Nous pouvons donc, sans
restreindre la généralité, supposer :

' Dp==4iCs - e
Soit done -
a =iy, .
(x7) Er= Cpel¥t,  7gp==[Creire,

D’aprés ce que nous avons dit plus haut, nos équations admet-
tront aussi comme solution

(17 bis) Er= Cre~i1t,  mp== {Cre¥t.

Si y est racine simple; il n’y a pas d’autre solution en e/, ni en
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e~r’; de sorte que ces deux solutions doivent étre imaginaires
conjuguées, d’ou I'on conclut que Cy est réel.

Si ~ est racine double ou multiple, il faut modifier un peu le
ralsonnement Si nos équatlons admettent la solution (17), elles
admettront la solution imaginaire conjuguée

Ep=Clert, ‘mp=oiCle—iv?,

ou G est imaginaire conjugué de Cy, et par conséquent en chan-
geantnetfen —rnet —<¢:

b= Chelrt,  mp=2=iCle—tvt,
et, par conséquent,
£r=(Cp= Ch)elre, Ne=i(Cr+ CL)e—1¢,

ou le coeffictent Cy—+~ CY est réel.

Nous pouvons donc toujours supposer que dans la solution (17)
le coefficient Cy est réel. .

Je dis maintenant qu’on peut toujours supposcr que sil’on envi-
sage le signe == placé devant i/ dans la formule (17), c’est le
signe + qu'il faut prendre. Si, en effet, c’était le signe —, il suf-
firait de changer y en — y et I'on retomberait sur la formule (17 bis)
ol le signe == est renversé.

Si nos équations admettent la solution (17), elles admettront
également la solution imaginaire conjuguée, d’ot 'on conclut aisé-
ment que la partie réelle de la solution (17)

(18) « &= Crcosye, np=— Czsiny?,

satisfait également aux équations.
Nous sommes donc conduits & chercher a satisfaire 3 nos équa-
tions par des expressions de la forme (18); on en conclut

dty . dvy;
TS g =T
Si nous substituons, par exemple, dans les équations (10), elles
deviennent
'
= dn: ’
ds,
Yr=—p &
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Comme S, est formé avec les § comme T, avec les 9, ces équa-
tions établissent entre les 7 les mémes relations linéaires qu’entre
les £; il suffira donc de considérer 'une d’elles, par exemple

(19) YEi——'L%SEL'

Considérons les n variables excentriques § comme les coordon-
nées d’un point dans |'espace 4 » dimensions; I'équation
8, =1
représentera une surface du second degré dans cet espace. J'ap-
pelle Z cette surface. Si n = 2, c’est~a-dire dans le probleme des

trois corps, cette surface est une ellipse dans un plan; si n =23,
c’est-a-dire dans le probleme des quatre corps, ¢’est un elhpsmde
dans l'espace ordinaire.

Cherchons les axes de cette surface z Pour cela, considérons

‘ 2&2:.)\2_

Cherchons & déterminer 2? de fagon qu’elle soit bitangente

-~

la sphére

a 2; alors A sera la longueur de l'axe correspondant et les deux

points de contact en seront les extrémités.
Or on sait qu'on arrive & ce résultat en envisageant la surface

conique
252 — A8, =0

et exprimant qu’elle a une droite dod})le; on trouve ainsi les équa~
tions

ds),

dt;”

2§, = A2

~ Ces équations nous donneront les valeurs de A2, et les valeurs
des £; qu'on en déduira seront proportionnelles aux cosinus direc-
teurs de I'axe correspondant. Or ces équations s’identifieront aux
équations (19) si 'on suppose

A2

2__

=IFr
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Donc les valeurs des vy sont en raison inverse des carrés des axes
de la surface. S, =1, et sont égales &

Quant aux & et, par conséquent, aux coefficients Cy, ils sont
proportionnels aux cosinus directeurs de l'axe correspondant.

Les solutions de la forme (18) sont donc entiérement déterminées
quand on connait les axes de la surface S, =1 en grandeur et en
direction.

Une surface du second degré de I'espace & n dimensions ayant
n axes, nous avons n solutions distinctes de la forme (18). De cha-
cune d’elles nous pouvons déduire une solution plus g oenérale con-
tenant deux constantes arbitraires A et A :

E.=ACpcos(yt+ h), ne=—ACgsin(yt + A). ,

En additionnant ces 7n solutions, on trouve une solution conte-
nant 22 constantes al‘bltralres on a donc la solution générale du
‘probléeme.

148. Intégrales quadratiques. — La solution générale s’obtient
donc de la facon suivante :

Soit y; l'une des n valeurs de ¥y, la solution particuliére corres-
pondante s’écrira '

8= A;Cu cos(yst -+ ),  mp=—A;Cysin(y;t + A,

. et la solution générale sera donnée par les équations

(20). E/c=EAiCikcos(Y,-t+hi)
el
(21) le=-—ZAz’Cm sin (y;+ Ag).

i

Des n équations (20), je puis tirer les n quantités

Acos(yt+ h)
sous la forme

Ascos(yit =+ hy) = Z D&
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De méme, des n équations (21), je puis tirer les n quantités
Asin(yt + &),

et, comme les coefficients G sont les: mémes dans les équations (20)
et dans les équations (z1), il viendra

— Agsin(yt + hy) =2 Dy .

En faisant ia somme des carrés, il vient

2 2
<2Dik5k> -~ <2Di,‘.mﬂ> = A} = const.

Ce sont 1a des intégrales quadratiques de nos équations; il y en
a n, puisque l'indice ¢ peut prendre les valeurs 1, 2, ..., n.

149. Intégrales linéaires. — Tout ce que nous venons de dire
s'applique 4 la fois aux formules (10), relatives aux variables excen-
triques, et aux équations (10 bis), relatives aux variables obliques.
Voici maintenant une propriété qui appartient exclusivement aux
équations (10 bis).

Reprenons les deux premiéres équations (13). Ces équations
doivent subsister quand les L, les § et les x sont réduits a leurs
termes de rang zéro. Nous avons négligé dans R les quatriémes
puissances des &, et, par conséquént, dans ‘i-l; les troisiemes puis-
sances. Continuons donc & négliger les cubes des § et, par consé-
quent, les termes en o ou 7p; les deux premiéres équations (13)
deviendront

Eng\/-l:—t=00n5t., EEM/L—‘; const.

Dans ces équations, les L; dolvent étre remplacées par leurs
termes de rang zéro, c’est-a-dire par les constantes L et il reste
les équations ,

(22) 252\/L—?=const.. Zm‘/m= const,

Ce sont des intégrales linéaires des équations (1o bis).

Cela prouve que Uéquation qui donne vy a une racine nulle.
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Si nous prenons, en effet, la premiére équation (22), la con-
stante du second membre peut prendre une valeur quelconque, car
les valeurs initiales des £ peuvent étre choisies arbitrairement. Sup-
_posons donc cette constante différente de zéro.

Substituons dans 1'équation (22), a la place des &, leurs va-
leurs (20); nous aurons alors une combinaison linéaire des

cos(yt—+h)

qui devra étre égale 2 une constante différente de zéro. Cela n'est
possible que si un des cosinus se réduit & une constante, c’est-
a-dire si 'un des vy est nul. . €. Q.F.D, '

'

Cela veut dire que la surface du second degré S, =1 a un de ses
axes infini, ¢’est-a~dire qu’elle se réduit a un cylindre, par exemple
a deux droites paralleles, si n =12, & un cylindre elliptique si
n=3. .

~ Ou bien encore cela veut dire que la forme quadratique S, peut
étre nulle ainsi que toutes ses dérivées, sans que &, v, ... s'an-
nulent. Dans ce cas, les équations (10 bis) se réduiront a
d_ o du_
. dt k dt

= o,
de sorte q'ue les £ et les n seront constants.

Clest ce qu’il est aisé deé vérifier; supposons en effet que les
orbites de toutes les planétes soient dans un méme plan, mais que
ce plan n’ait pas été choisi pour plan des z, ..

Alors les inclinaisons ne seront pas nulles et les variables obliques
£ et m ne seront pas nulles non plus. Mais les planétes resteront
constamment dans ce méme plan; les longitudes des neuds seront
donc constantes,-ainsi que les inclinaisons.

Orona -
pa= (Li— py) (1—cosi).

Le terme p, (1 — cos?) est du quatrieme degré par rapport aux §
et aux 7; il a donc été négligé dans I'analyse précédente; il reste

don¢
pe = L, (1 — cosi).

L, se réduit a la constante L{, et ¢ est constant d’aprés ce qui
précede. Donc o, est constant. Si o, et w, sont constants, il en
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est de méme de &, et de 75, et de méme pour toutes les variables
obliques qui peuvent ainsi étre constantes sans étre nulles.
C. Q. F. D.

!

150. Les équations algébriques d’ordre  qui donnentles valeurs
des vy ont été résolues numériquement par Lagrange d’abord, par
Le Verrier ensuite. On trouvera des détails & ce sujet dans le
Chapitre XX VI du Tome I de la Mécanique céleste de Tisserand.

Mais ni Lagrange ni Le Verrier n’ont employé les éléments
canoniques. Il faut donc faire altention au changement de notation.

Au lieu de développer comme nous suivant les puissances des &

et des m, ils développent suivant les puissances des

h =esinw, l=ecosw,

p = tangisind, q = tangi cosH,

Mais en négligeant comme nous le faisons les cubes des excen-
tricités et des inclinaisons, on a

£y = ‘/f‘l’ 7M=_\/Eh7
Ey= \/Eq, "12=—_\/E1’~

Les L; se réduisent & des constantes L}, de sorte que les £ et
les 4 ne-différent des k&, des /, des p et des ¢ que par des facteurs
constants, Le passage d'un développement & l'autre est donc im-
médiat.

151. Premier changement de variables. — Reprenons les équa-
tions
dt; dar;, ; f
([0) _55:—_._“__2., ﬂ=pis2.
az dns dr s
Considérons la surface du second degré S, = 1; cette surface est
située dans ’espace 4 » dimensions et nous avons convenu que les
n variables excentriques §

El; 231 257 sy Ein—-l

représentent les coordonnées d’un point dans cet espace.
Rapportons maintenant cette surface a ses axes, que nous pren~
drons pour nouveaux axes de coordonnées. Soient

4 ! ! U
1 31 8y ey 2n—1

! P. — L 15
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les coordonnées courantes par rapport A ces nouveaux axes. Ce
seront des fonctions linéaires des coordonnées anciennes x

Ela ES: Esv LARS] Em—l;

et l'on a d’ailleurs identiquement

D=y

car les deux membres de cette identité représentent I'un et 'autre
la distance & l'origine du point de coordonnées courantes.
On aura, puisque la surface S est rapportée & ses axes,

218, ='—2"{i it

Nous définirons de méme les %' qui seront liés aux n par les
mémes relations linéaires que les £ aux §. On aura, par consé-

quent,
2pTy=— N yem?

Zn“=2n’2,
227) =EE"’I"

Dt dni= P& dl,

Iy

les sommations étant étendues a toutes les valeurs impaires de
I'indice i. Le changement de variables est donc canonique, de sorte
que le systéme (10) devient

et -

et identiquement

dg;,  dT) dy; _  dS}

(3) EO AT Tl

Nous opérerons sur le systéeme
o b 4 ATy, | dn,  dS)
(10 bis) Ft-_.—p.m., 7{_975

relatif aux variables obliques, comme nous avons opéré sur e sys-
teme (10).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



THEORIE ELEMENTAIRE DES PERTURBATIONS SECULAIRES. 227

Nous envisagerons le point dont les coordonnées sont les n va-

riables obliques ,
oy & oy c-er FBans

nous formerons la surface du second degré S, =1; nous la rap-
porterons i ses axes; nous désignerons par

12 7 o 12
29 L3 6y e+ 2n

les coordonnées par rapporl & ces nouveaux axes. Nous défini-
rons 7y, 7M,, ... de la méme maniére, c’est-a-dire que nous aurons
entre les 7/ et les 0 les mémes relations linéaires qu’entre les & et
les &,

Dans ces conditions, nous aurons

les sommations étant étendues aux valeurs paires de 7.
Le changement de variables sera donc canonique et le sys-
téme (10 bis) deviendra

dfy 4T dny _ dSy

(23 bLS) m——l‘l.d—_’],;, dt -—,J.'Zig‘

D’ailleurs il est clair que

E‘Ei d"]z'=EE’i ds,

la sommation étant étendue a toutes les valeurs de 'indice 7. Le
.changement de variables est donc canonique et le systéme (7)
devient

, df,  dR  dy, _ dR
(24) FA = il o

Si l'on tient compte de la forme de S, T,, S}, T, on voit que
les systémes (23) et (23 bis) deviennent

ag o dig .
—df =i 7};‘ =—:&,
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d’olt . -

Ei=Avcos(yit +hy),  ny=—Assin(yit + ks,
A; et A; étant des constantes arbitraires.

On déduit de 1a

£:? + 2 = const.

Ce sont les intégrales quadratiques du n° 148.
En les combinant, on trouve

2(52’2+"12‘2)=2(E?+n§) = const.,
EY’ £+ ) = — p(Sy + T%) = const.,

les sommations étant étendues, soit & toutes les valeurs paires, soit
a toutes les valeurs impaires de . Ce sont les intégrales du
n° 144.

Dans le cas des variables obliques, un des vy est nul; soit

) Yen =0}
il reste
AEon _ dnhyn _ o
dt T Tdr ™
d’ou
£y, = const., Myn = const,

Ce sont'les intégrales linéaires du n° 149.
On voit avec quelle facilité on retrouve tous les resullats du
Chapitre précédent.

152. Limitation des excentricités et ‘des inclinaisons. — Ces
formules nous donnent le moyen de trouver des limites supérieures
que les excentricités et les inclinaisons des planétes ne pourront
jamais dépasser. (Bien entendu, si I'on-tient compte seulement des
termes de rang zéro et que I'on néglige les puissances supérieures
des excentricités et des inclinaisons.)

Nous avons trouvé plus haut les intégrales

g = AL
d’ov 1 1
ou, pOl]I‘ un ang e que conque €,

|&icose 4 ) sinz| < A
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les A; sont des constantes que l'on peut regarder comme des don-
nées de la question, puisqu’il est aisé de les déduire des valeurs
initiales des £ et des 7, et que Uon peut supposer positives.

Silon se reporte maintenant aux équations (20) du n° 148, on
verra que ’on peut supposer que l'on a

€= ECM i EQ'.:EDH;E/:- |

Jobserve en passant que Gy, de méme que Dy, représente le
cosinus de l'angle que fait ancien axe des §x avec le nouvel axe
des ;; on a donc

Cir = Dy

On aura donc .

Bk cose + ny sine = ECM (§; cose 4+ 7} sine),
et, par conséquent,

lE/c coss + N sine] <ZAi|Cikl.

Or je puis toujours trouver un angle ¢ tel que

Ercose + Mg sine = V£ + .

Il en résulte que
(25) VeiT k< A Cul,

ce qui nous fournit une limitation des excentricités et des incli-
naisons.

Il est un cas ou cette limitation devient illusoire. Nous avons en
effet : ’

Ce=Lii=vVi=eh),  pa=(La—pi) (1= cosi),
ou, en négligeant les puissances supérieures des excentricités et
des inclinaisons,

e? 2
pr=Li—> 92=Lil;‘
Or

L, = m!, ym+ m; ya,

a, e et { désignant le grand. axe, l'excentricité et l'inclinaison de
~ la premiére planéte. . '
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Il en résulte que
' b+ ni= 201

contient en facteurs la masse m/,; cette expression est de I'ordre
de cette masse multipliée par le carré de U'excentricité. L’'inéga-
lité (25) nous donne donc une limite supérieure du produit 72, 2,
soit

m’e*< B,
d’otr

B
e —
< my

Silamasse m, est trés petile, cette limite supérieure de e pourra
étre trés grande et n’avoir aucune valeur pratique.

Il est donc nécessaire d’examiner en particulier le mouvement
d’une petite plangte sous l'influence perturbatrice d’une ou plu-
sleurs grosses planétes. .

Supposons que la petite planéte soit la premiére planéte, c’est-
a-dire que m/ soit trés petit. On aura alors

my=m|

& des infiniment petits prés d’ordre supérieur.
On pourra poser alors

F =¢0+m,<1>1,

ou ®, dépendra seulement des coordonnées des grosses planétes,
ou plutdt de celles des planétes fictives correspondantes, et des
dérivées de ces coordonnées par rapport au temps. Quant a la
fonction ®,, elle dépend des coordonnées de toutes les planétes et
des dérivées de ces coordonnées par rapport au temps. La masse m,
est infiniment petite, mais ®, et ®, sont finies.

Formons maintenant nos expressions R, R,, R;, R}, S!) T},
S;, T;. Dans chacune de ces expressions, dans S, par exemple,
distinguons les termes qui proviennent de ®, et ceux qui pro-
viennent de m, ®, ; les premiers seront finis, les autres seront de
Pordre de m,.

La fonction S), est un polynome entier par rapport aux n va-
riables excentriques

Eh E3a ey Ein—l-
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La premiére de ces variables se rapporte a la petite planéte; elle
"est done de ordre de \/my; les autres se rapportent aux grosses
planétes et elles sont finies. Soit alors -
St =Pe+Pi-+ 28 P+ Pyt?,
ol P,+ P; est un polynome du second degré en
Ez, ey E?n——lv

P, un polynome du premier degré par rapport aux mémes variables
et P, une constante.

P, représente 'ensemble des termes provenant de ®,, et P, celui
des termes provenant de m, ®;, Quant aux lermes

281 Py+ Pkt _
ils proviennent tous de m, ®,, car ®, ne dépend pas des coordon-

nées de la petite planéte, ni par conséquent de £,
Le polynome P, est donc.fini, tandis que

Py + 28 P+ Pot}

doit étre de 'ordre de m,. Et comme &, est de ’ordre de \/m—,, nous
devons conclure : 1° que les coefficients de P, et la constante P,

sont finis; 2° que les coefficients de Py sont de l'ordre de \/E,
3° que les coefficients de P), sont de I'ordre de m,.
Si donc nous posons

P} = mQ}, P1=\/;EQ1,
R

Sh=Py+mQh+2yVm £ Q+ Py&3,

d’on

les polynomes

. P29 Qlw Qi: Po
seront finis.

"Nous avons & chercher les axes de la surface du second degré
Se=1.
Elle différe peu de la surface
P+ Pott=1.

" L’un des axes de celle-ci est I'axe des £,, les autres sont perpen-
diculaires 4 I'axe des &,. L’un des axes de la surface S; =1 (a part
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un cas d’exception dont nous parlerons plus loin) fait donc avec
I'axe des £, un angle trés petit de l'ordre de y/m,. Si donc nous
reprenons nos cosinus directeurs C;x, nous voyons que

Cl,3) cl,K,- ooy Ci,2n—-h
C3,h Cs,h ey C2n—-1,1

sont tres petits de ordre de y/m,. .
Reprenons alors I'inégalité (25) en P'appliquant a la petite pla-
néte; nous aurons

VE 71 < D Ai] G .

Je dis que le second membre est de Lordre de \/m,. En effet, je
dis que A, est de Pordre de \/m,; c’est en effet la valeur initiale de
VEE +nf.

Or
Bl =8 G+ &Ci+. . =201 Ci 2.

La valeur initiale de £, est de 'ordre de \/;n—., parce que la
valeur inttiale de &, est de 'ordre de \/n—z. et que Gysy +..y Gy 2ns
sont aussi de V'ordre de \/171_,_ Il en est de méme de la valeur ini-
tiale de 0, et, par conséquent, de A,.

Le premier terme A, |G, |est donc de 'ordre de \/E.— etil en est
de méme des autres parce que

Caiy vvvy Con—m1,1

sont de l'ordre de /m;.
On a donc

VEi+ i <VmiH,

H étant fini. Mais on a, comme nous 'avons vu, en négligeant les
puissances supérieures des excentricités et celles de la masse m,,

VEi+ 11 =eym {Ma,

ou M est la masse du Soleil, @ et e le grand axe et Pexcentricité de
la petite planéte. On a donc

g<i_.
YMa
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ce qui nous donne, pour l'excentricité, une limite supérieure
JSinie.

Il y a cependant un cas ot ce qui précéde serait en défaut, ce
serait celui ou la surface du second degré

P2+ P()g%:I

aurait deux axes égaux (l'un de ces deux axes étant I'axe des 54)
Nous ne pourrions plus affirmer alors que ses axes font des angles
trés petits avec ceux de S,=1.

Pour nous en rendre compte, supposons n = 2 de facon que la
surface S, =1 se réduise & une ellipse dans un plan. Cette ellipse

. différera trés peu de lellipse P, P(,&f:.I qui a pour axes les

axes de coordonnées. Les axes des deux ellipses différeront trés pen
les uns des autres et, par conséquent, trés peu des axes de coor-
données. Mais, si la seconde -ellipse se réduit & un cercle, nous
n’aurons plus le droit d’affirmer que les axes d’une ellipse trés peu
différente de ce cercle sont trés peu différents des axes de coor-
données.

On peut arriver aux mémes résultats d’une autre maniére.

Nos équations peuvent prendre la forme suivante :

Nous aurons

dn; _  dPy . s Y
—cﬁ_pdii (£=3,5,...,2n—1),
car les termes P et §, P, sont négligeables devant P,.

De ces équations et des équations analogues pour les &;, on dé-
duit par le procédé ordinaire les variations séculaires des excen-
tricités des grosses planétes. Alors E; et n; sont donnés sous la forme
d’expressions linéaires par rapport & certains cosinus et sinus de la

forme
cos(yt—+ h), sin(yt-+h).

11 vient ensuite

d"h

i =2pPy+ 22 Pody,

ou
dm 2HP0§1—ZA005(7t+h),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



234 CUAPITRIE VIII. — THEORIE DES PERTURBATIONS SECULAIRES.

car P, est linéaire par rapport aux El, et, par consequent par rap-

port aux cos(y¢ + A).
On satisfera 4 celte équation et a sa conjuguée

E' +2;J.Po-q1_ZA sin(yt—+4)

en pos‘ant
A cos(Y t+ h)
= acos(Yot-+ hg)+ —_—
£ (‘{0 0 Z Yo—7
. Asin(yt 41
1y =— & sin (Yo - Aq) —-2 +—Y2’
ol yo=— 2pPy et ot o et /z, sont des constantes arbitraires.

"Celte expression demeurera trés petite, 4 moins que y, ne soit
égal a I'un des v, ce qui correspond au cas od notre surface du
second degré aurait deux axes égaux.

Ce que nous venons de dire sur les excentricilés s’appliquerait
sans changement aux inclinaisons.

Le Verrier a montré, dans le Tome II des Annales de 1’ Obser-
vatoire, qu'il existe, entre Jupiter etle Soleil, une position ol une
petite planéte pourrait, sous l'action de Jupiter et de Saturne,
acquérir de grandes inclinaisons, parce que le cas d’exception dont
nous venons de parler se trouverait réalisé.
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. CHAPITRE IX.

THEORIE COMPLETE DES PERTURBATIONS SECULAIRES.

183. Nous avons ramené la recherche des variations séculaires -
des excentricités et des inclinaisons, c’est-a~dire la recherche des
termes de rang zéro des inconnues & et n a l'intégration d’un sys-
teme d’équations canoniques

dt; _ dR dn; _ dR
@ b U Tl o 3

et nous avons vu comment cette intégration pouvait étre effectuée
.quand on négligeait dans R les quatriémes puissances des & et
des . .
~ Je me propose maintenant d’intégrer complétement le sys-
téme (1). Je vais montrer en effet que les équations (1) peuvent
étre ramencées & la forme des équations (10) du Chapitre VII et que,
par conséquent, tous les théorémes de ce Chapitre leur sont appli-
cables. ,
Si nous faisons maintenant le changement dé variables du n° 151,

nos équations resteront canoniques et deviendront

df __ dR
(2) @ T
dny dR .
o T v
154. Second changement de variables. — Gréce 4 la petitesse

des excentricités et des inclinaisons, les termes du développement

du n° 143"
(3) R'%‘R0+R2+R44-..-

vont rapidement en décroissant. Pour mettre ce fait en évidence,
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on peut faire un nouveau changement de variables qui ne nous
sert que pour mieux faire saisir certaines analogies, mais qu’il
faudrait se garder de faire effectivement dans la pratique. Posons

[ [l
Ei=c<k}, Ni= Ny

¢ étant un coefficient de Vordre des excentricités et des inclinai-
sons. Posons en outre
R = Ry + 28, Rp=2erS,,
d’ou . '
S =S,+4 2S5, + e+Sg4....

On voit que S est développable suivant les puissances de 2, des

§ et des 7', et que S, est homogeéne d’ordre p par rapport aux &
et aux 7",
Nos équations deviennent alors

& dS  dny_ dS
(4) G ST REr @ s rEs

155. Troisiéme changement de variables. — Posons maintenant
. Ei= Vap}cosw], ny=y2p}sinw};

nos équations conserveront la forme canonique et s’écriront

' dS  do!  dS
G v N T
Nous avons, en reprenant les notations des numéros précé-
dents,
R2= SI2+TI2+ SIIZ+TI'2=52Sg
et

—2p(8)+ 84) = Dk,
—2p(Ty+T}) = Dy,
Nous tirons de la
I U " 1 "
Sp=— " E*{i(Ef’+m2) == ZY:'PL'-

Nous pouvons voir alors I’analogie compléte des équaitiohs (5)
avec les équations (10) du Chapitre. VIL.
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On voit que : ‘
' @S joue le réle de F,
les p" jouent »  des L,
les " » »  des A,
2 joue  » de p.
En effet :

1° La fonction S est développable suivant les puissances de ¢2;

2° Pour e?=o, elle se réduit & S; et S, ne dépend que des p};

3° Il n’y a, en général, entre les dérivées de S, aucune relation
linéaire & coefficients entiers, puisque les y; sont des données em-
piriques indépendantes.

Cela est vrai du moins quand; toutes les planétes se mouvant
dans un méme plan, il n'y a lieu de s’inquiéter que des excentri-
cités et non des inclinaisons; mais, §'il y alieu de tenir compte des
inclinaisons, nous avons vu au n° 149 que l'un des vy était nul.

Je montrerai plus loin, au n° 163, comment on peut se tirer de
cette difficulté; je me borne a renvoyer a ce numéro afin de ne
pas interrompre I'exposition.

4° Enfin S, qui est développable suivant les puissances des &
et des 7", est une fonction périodique des w”.

156. Tout ce que le Chapitre VII nous a appris au sujet des
équations (10) est applicable aux équations (5).

En premiére approximation, c’est-a-dire en négligeant ¢2 et en
réduisant S 4 S,, on trouve

doi _ 0 doi_
dt =% dt T
ou
p%= const., 0} =-— ;¢ - const.

Ces formules résument les résultats obtenus dans le Chapitre
précédent. .

On peut pousser I'approximation plus loin et appliquer la mé-
thode de Lagrange; on trouvera ainsi, pour nos inconnues p’, ’,
£, %", des développements de la forme '

2 (s2)*Agm cos(vi -+ h),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



238 CHAPITRE IX.

ol A et & sont des constantes et ot

y=— Eki'ﬁ,
les k; étant des entiers.
Ce sont les constantes — y; qui, en effet, jouent ici le réle des
moyens mouvements n;.
Dans ces développements, remplagons ¢ par © quand il est en
dehors du signe cos el que P'exposant o de ¢2 n’est pas nul; sous

le signe cos, remplagons v¢ par Ek,w,-. Dans le premier terme

du développement de }, ou ¢ est en dehors du signe cos, mais
ou l'exposant « est nul, remplacons — vy;¢ par m;; nous obtien-
drons ainsi pour '

" Ui U "
P Wi— Wy, i N

des développements de la forme

PNCIIEE cos<2kw"+ h>.

Ces développements sont ceux du Chapitre V1; on satisfera donc
aux équations (5) en y substituant

t=10+¢, Wi =—y;t -+ &,

quelles que soient les constantes ¢ et ¢;.
On y satisfera encore, en vertu du Chapitre VII, en substituant
dans les développements

T =0, wi':_'{it"—miv

les y; étant des constantes déterminées légérement différentes des
Yi, €t les w; des constantes arbitraires d'intégration.

Les y; sont développables suivant les puissances de 2 et se ré-
duisent aux y; pour e?=o (¢f. n° 131).

L’importance de ce résultat est trés grande; nous avons vu en
effet qu’en négligeant.les puissances supérieures des excenlricités
et des inclinaisons, Lagrange el Laplace avaient démontré que ces
excentricités et ces inclinaisons devaient toujours demeurer trés
petites, d’oli résultait la stabilité du systéme solaire.

Cela restait-il vrai quand on tenait compte de ces puissances
supérieures? On en pouvait douter, car, en appliquant aux équa-
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tions . (5) la méthode de Lagrange, on voyait s’introduire des
termes séculaires. A vrai dire, en prenant la question par une
autre voie, on pouvait démontrer que la stabilité subsistait. On
’avait fait en tenant compte de R, par une méthode dont nous
dirons un mot plus loin, mais on pouvait se demander si 'on y
réussirait encore en tenant compte des termes d’ordre supérieur.

Les considérations qui précédent résolvent complétement la
question, en ce sens que le procédé que nous venons d’exposer
permet toujours de faire disparaitre les termes séculaires.

Les développements

(6) 2(52)1Arm cos(Z/cw—-\-h)

peuvent, comme nous l'avons vu au n° 138, s’obtenir de la fagon
suivante :

Dans ces développements (6), faisons d’abord © = o, puis rem-
plagons w; par w; - (y;— ¥;)<, ils deviendront

E(Ez)m cos[zlcw+2k'r(y—'{') +h].

Si Pon développe ensuite suivant les puissances de T, on retom-
bera sur les développements (6). On comprend mieux ainsi d’oi
provenaient les termes séculaires qui figurent dans ces développe-
ments (6).

Dans les développements (6) figurent 47 constantes arbitraires
sil’on a n 41 corps, c’est-a-dire n planétes. Les coefficients A et &
ne dépendent que de ces 4 n constantes.

On peut choisir pour ces constantes les valeurs initiales

"0 "o
i i

de nos 4n inconnues. Mais, ainsi que je I'ai expliqué au n° 133, il
est possible de faire ce choix d’une infinité d’autres maniéres. Nous
verrons bientdt quelle est la plus convenable. ’

187. Tout ce que nous avons dit jusqu'ici s’applique au cas
général des équations (10) du Chapitre VIL. Mais nos équations (5)
sont d’une forme particuliére, d’ol résultent pour elles certaines

propriétés analogues 4 celles que nous avons démontrées aux
n°s 134 et suivants. : E -
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Nous avons vu en effet que S est développable suivant les puis-
sances des & et des n’. Posons en effet

S = 8, +2U
de telle fagon que S, joue le role de Fy et U celui de F,.

Soit, d’autre part,
: d N\ d
A== 2n P

3

i s O .
de telle fagon que Af se réduise & = quand on fait
t=1-+¢, wy=—x;l -+ &
Nos équations deviendront alors

Ui " P, dU " L dU
(7) Aii—Ymt=—E’d—7ﬂ’ A"]i"‘YiEi:a?d_E:;’

analogues aux deux derniéres équations (33) du Chapitre VIL
Je choisirai pour nos 4 n constantes les valeurs moyennes de

£} cosw;-+- ] sinwy,

&} sinw;— 1} coswy,
que je désignerai par E; et E}; je puis supposer d’ailleurs E}= o
sans restreindre la généralité. Nos formules contliennent en effet
6n constantes arbitraires E;, E; et »;, c’est-a-dire 2 n de trop; c’est
d’ailleurs ce que nous avons fait au Chapitre VII.

Ce que nous allons chercher & démontrer, c’est que nos déve-
loppements procédent suivant les puissances de

E;cosw;, E;sin w;,
et nous voyons déja que 'on a, en premiére approximation,.
7= E;cosw;, 7= E;sinw;.

Nous allons le démontrer par une analyse toute semblable a celle

du n° 135. Posons

Xp=E+iny, Ye=E,—ing,

" Zxk dY -+ 2i2§'}c dn

de telle fagon que
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étant différentielle exacte, nos équations deviennent

. dU . dU
(7 b"s) Axla“i‘L'lL}&k-—?le' o2 AY,— I,'*{ijc:. z2 dx;.

Y

(¥ai remplacé les indices ¢ par les indices k& afin d’éviter toute
confusion avec { =y/—1).

Les seconds membres de (7 bis) sont développables suivant les
puissances des X et des Y. Ce que je me propose de démontrer,
c’est que les X et les Y vont étre developpables suivant les puis-
sances de

Ekei“’k, Y e—iwr,
Cela est vrai en premiére approximation, ot I'on trouve
Xp=LEietwr,  Yp=TEpe v

Je suppose que cela soit vrai en (7 — 1)i¥m¢ approximation et je
me propose de démontrer que cela est vrai en n*"e,
Nos équations peuvent s’écrire

s A(»X/;e—iWk) = 2052 e—iwk ad—?—',

(8) C ¥
‘ A(Yreiwr) = —areteims

/.:,
analogues aux équations (3¢9 bis) du n° 133.

Les dérivées de U sont développables suivant les pulssmces
des X et des Y; et, comme ces quantités, en (2 — 1) approxi-
mation, sont développables suivant les puissances des Eze*iws, i
en sera de méme des dérivées des U.

Nos équations (8) sont donc de la forme

Au=v,
équation (40) du n° 133, ot v est une fonction connue de v, des Ey .
et des wy, de telle facon que v¢e’swk soit développable suivant les
puissances de t et des Exe™®i, le nombre s étant égal & — 1 dans

la premiére équation (8) et a1 dansla seconde.
En d’autres termes, on a

i

(9) V=EAH(EZ’)T”‘eiE’)’wi-

A est un coefficient constant, 7, un entier; I IE;/I représente

P.— 1. : 16
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le produit ' . '
R

Les ¢ et les p sont des entiers satisfaisant aux conditions

gi=p;- - (moda), 7;21p,! (jzh),
gr=pr+s (mod2), grZ|pr+s|, '

analogues aux conditions (42) du n° 133,

Nous avons vu au n° 135 que u sera de Ja méme forme queviala
condition quel'intégration soit conduite de telle sorte que la valeur
moyenne de u soit nulle, ou soit égale & un développement de la
forme (g).

Cette condition est remplie, car nous conduisons nos intégrations
de telle facon que les valeurs moyennes de Xze=i, Ye!%k soient

Vune et 'autre égales & Ez; on a donc

Val.‘moy. cme Xpemive= e—ivk (L eivr),
Val. moy.... Yjeivr = eiwk (B e—im),

Ces valeurs moyennes sont donc bien de la forme (g); il en est
donc de méme des inconnues qui jouent le role de u dans les
équations (8), c’est-d~dire de Xye~iwk, Y;ei%r, le nombre s étant
égal & +1 pour la premiére, & — 1 pour la seconde.

Cela veut dire que Xy et Yy sont développables suivant les puis-
sances des Ee*iw,

158. Nos équations (3) ne changent pas quand on change

__ "
& & Ny
en

5 . " "
— hE&, hnj
A 7] Nis

quelle que soit la constante k. Dans ces conditions, les. valeurs
moyennes E; et Ej, qui nous servent de constantes d’mtegratlon,
se changent en AE; et en AL

Nous avons supposé Ek_o; mais nous voyons que si nous

e o
changeons ¢ en -, Ex en hEx, nos inconnues & et 7 se changent
en hE; et hn’;, tandis que

s ' I okl [ "
T YEEY
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ne changent pas. Donc &; et 'q, sont developpables suivant:les
puissances de © et de o L v

eE;coswy, cBEisinwy, | i

les coefficients du développement ne dépendant plus d’ailleurs
nide ¢, ni dew, ni des E, ni des w.

Cette circonstance nous montre bien l'inutilité pratique du
changement de variables du n" 154 qui ne nous a servi que pour,
Jaciliter Pexposition. Nous supposerons donc dans la suite ¢ == 1.,

159. Nos équations ne changent pas quand on change les signes
de toutes les inconnues £’ et %, carla fonction S ne contient que
des termes de degré pair par rapport i ces inconnues.

Changer tous ces signes, c'est changer aussi les signes-des va=
lears moyennes Ej. |

Si donc nous changeons les signes des valeurs moyennes Ex,
nous changerons les signes de toutes nos inconnues; d’ou cette
conséquence :

Les développements des E” oudes " (ou, en faisant e =1, ceux
des £ ou des ") suivant les puissances des’

Ercoswy, Epsinw;
ne contiendront que des termes de degré impair. s

S1 nous nous rappelons que les & et les n sont des fonctions
linéaires des & et des v/, nous verrons que les £ et lesn peuvent se:
développer suivant les puzssances de S

T, E,,. coswy, Epsinwg.
On satisfait aux équations du mouvement en faisant dans ces
développements ‘

T =0, Wi =—Y5t + B

Alors les § et.les v sont développables suivant les puissances
de

Epcos(yipt—ws), . Epsin(yipt—w);

les developpements ne contiennent que des termes de degie im-
pair.
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160. Nous avons vu au Chapitre VII (n° 136) que les »} sont
développables non seulement suivant les puissances de i, mais
suivant celles de E2.

De méme ici les y; seront, comme les § et les , développables
suivant les puissances des’ .

Eicoswy, Epsinwg

et, comme ils doivent étre indépendants des v, suivant les puis-
sances des E3. -

Les E4, quand on suppose ¢ = 1, sont des quantités trés petites
de l'ordre des excentricités et des inclinaisons.

Quand on fait E3 = o, les y; se réduisent aux ;.

Remarquons que les y;, d’aprés lear définition, sont déja des
quantités trés petites de I'ordre de p; les différences y; — y; seront
plus petites encore et de I'ordre de p.E2.

161. Symsétrie. — J'observe que nos équations ne changent pas
quand on change ¢ en — ¢, et en — 7.

Sidonc nous changeons «w en — w, 7 en —r, sans changer les Ey,
les § ne changeront pas et les 7 changeront de signe.

Nous pouvons faire
T =0,

quitte & faire ensuite - L

W;=— '{',t+m,~:,

alors les développements des § suivant les cosinus et les sinus des
multiples des w ne contiendront que des cosinus et ceux des 3 ne
contiendront que des sinus. On aura donc

‘ : =2A H(E.’Ili)coszpjwj,
A ( 7 =2A'H(E;li) sinzpjev/,

" gj=p; (modz), = 9j:=’|1fj|‘

(10)

C’est 12 une conséquence de la symétrie par rapport au plan des
&x, x4, ' '

162. Sil'on fait tourner le'syst¢éme d’un angle quelconque ¢ au-
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1

tour de Paxe des Z3, NOS equatlons ne changent pas et E n se
changent en & cosz + 7 sine, — Esins -+ 7 cose.

Si donc nous augmentons tous les &; d’'une méme constante ¢,
les expressions

E+in, E—in
doivent étre respectivement multipliées par

e+iz,  ele,
On aura donc

A cos<2p,w,+2p, >+LA' sm(Ep,w,-\—Zp, )
= e+ie (A cosEp,w,—i— tA smEpjw,>

d’ou
'(ll)' A=AI’ Epj_—_'"‘l’

conditions nouvelles auxquelles doivent satisfaire les développe-~
ments (10).

163. Nos équations ne changent pas non plus quand on change
les signes de toutes les variables obliques. C’est 14 une conséquence
de la symétrie par rapport au plan des 2 2,.

D’aprés nos conventions, les indices impairs correspondent aux
variables excentrlques E; et =; et aux constantes Ej correspon-
dantes; les indices pairs aux varlables obliques E; et n; et aux con-
stantes Ey correspondantes.

Si donc nous changeons les signes de toutes les constantes Ey.
d’indice pair, les £ et les n d’indice impair ne changeront pas, les§
et les n d'indice pair changeront de signe.

Dong, dans les développements (10), les sommes

29/3 EP/"

étendues & toutes les valeurs paires de 'indice j, sont paires pour
les variables excentriques, et impaires pour les variables obliques.

(C’estle contraire, en vertu du numéro précédent pour les mémes
sommes étendues & toutes les valeurs impaires de I 1nd1('ej

'

N
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164. Intégrales diverses. — Les équations (i10) nous donnent
les £ et les 7 sous la forme de séries ordonnées suivant les puis-
sances croissantes des

(12) Ercoswy,  Epsinw.

On peut résoudre ces équations par rapport aux quantités (12)
etl’on trouve alors

5 | F, coswy= 918 ),
( by sinwp= LPL-(E, ubl

les seconds membres étant des séries procédant suivant les puis-
sances des £ et des 0. On en déduit les intégrales

(s4) i+ Yi= £} = const.

Nos équations possédent donc des intégrales développables sui-
vant les puissances des § et des n. Supposons que, négligeant les
puissances supérieures des £ et des my nous réduisions R aux pre-
miers termes de son développement

R= Ro+ Ry+ R;,
de sorte que nos équations deviennent

A5 __ d(RyRy) dq _  d(Re+Ry)
i &g dt TV T &

Négligeons également dans le premier membre de (14) les
sixiémes puissances des § et des 7, et soit

Vg—i— VB

ce qui reste de ce premier membre aprés cette réduction (il est

clair que ce premier membre ne peut contenir que des termes dc

degré pair; V, et V, représentent donc respectivement les termes

du deuxiéme degré et ceux du quatriéme).
On aura alors identiquement

Ly (vt
. : _75- dy, 'd'q dt !

3 (L R Vs AR) T (el Ve 0
\ df dy dn df dE dn
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M. Cellérier, de Genéve, avait déja remarqué qu’il existe des
polynomes-V, et V, satisfaisant & ces identités.
Cette remarque lui avait déja fait. soupgonner Ia possﬂnhté de
faire disparaitre les termes séculaires, possibilité qui vient d’étre
complétement établie.

163. Au n° 153, j’ai fait observer que, quand les planétes ne se
mouvant pas dans un méme plan, il y avait lieu de calculer non
seulement les perturbations séculaires des excentricités, mais en-
core celles des inclinaisons, on rencontre une difficulté, provenant
de ce qu’un des coefficients vy est nul.

Il est temps de revenir sur cette difficulté et de montrer Par

" quel artifice trés simple on peut 'éliminer.

Nous avons vu quelle était la forme des intégrales des aires; elles

peuvent s’écrire

H=Y1.-Y, = const.,

U .—_:Eng\/lll—pl— _92_2 = const.,
. V=2§z\/L1—pl—%=éonst.

(cf. n® 144). Elles subsistent quand on réduit les L, les p, les &
et les 7 A leurs termes de rang zéro. Cela revient en effet & déve-
lopper les inconnues suivant les cosinus et les sinus des multiples
des w et suivant les puissances de u. et de pt =7/, et i faire en-
suite . =o0, 7' restant fini; les _1ntegra1es des aires, vraies pour
toutes les valeurs de u., subsisteront évidemment pour p.=o.

Choisissons le plan 1nvar1able pour plan des z, z; les intégrales
U et V seront nulles. ,

Je dis que, dans les équations (1), nous pouvons alors rem-~
placer R par R+ aU24-aV2, « étant un coefF01ent constant
quelconque. On a en effet

d(R+al2+aVy) dR 40 odV clR’
dt; Tdg T TR T T Ak

puisque U et V sont nuls, et de méme

d(R+alU24-2V2) dR

doy . dy
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On obtient ainisi Jes équations

5y B d(RealivaVe oy d(R 4+ aU2 4 a V1)

dne _
dt YT dr " dt;

Cela ne veut pas dire que toutes les intégrales de (15) appar-
tiennent & (1) et inversement, mais seulement que le systéme (15)
et le systéme (1) ont une infinité d'intégrales communes, & savoir
celles qui satisfont a la condition U=V =o0; nous ne restrei-
gnons pas la généralité en nous hornant & envisager ces inté-
grales. _
Cela revient en effet 3 supposer que le plan invariable est le
plan des &, 2,; et nous pouvons toujours choisir les plans de coor-.
données de fagon a satisfaire & cette condition.

Comparons maintenant les fonctions

R, R+ a(U2+Ve).

Je dis que la seconde de ces fonctions est de la méme forme que
la premiére. Elle est en effet développable suivant les puissances
des § et des m et ne contient que des termes de degré impair par
rapport & ces variables. '

Envisageons maintenant les termes du second degré; ils s’écri-

vent
_\2 __\2
Rz+a€2§z‘/1q> +G<E’f]2\/L1> '
Ry= 8+ T, + S5+ T4,

On voit que les quatre expressions

Se Ta.
—\ 2 ~—\ 2
S’é—l—u(EEzs/lal) , T”g+“<2nn’h>

peuvent jouer le réle de S}, T,, S}, T}, car les deux premiéres ne
dépendent que des variables excentriques, les deux derniéres dé-
pendent seulement des variables obliques; d’autre part, la pre-
miére et la troisitme dépendent seulement des &, la deuxiéme et la
quatriéme seulement des 7; enfin la premiére et la troisiéme sont
formées avec les &, comme la deuxiéme et la quatrieme avec les #.

La fonction !
R 2(Ur—V2)
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satisfait d’ailleurs aux mémes condittons de symétrie que la fonc-
tion R, _ .

Les équations (15) sont donc de la forme de celles que nous
avons traitées dans ce Chapitre. Seulement la difficulté signalée
a disparu. Aucun des coefficients que nous avons appelés y n’est
nul.

Nous pouvons donc appliquer au systéme (15) toutes les conclu-
sions de ce Chapitre. Ce syst¢tme est d’ordre 4n (sl y a n 41
corps, c'est-i-dire n plantes), et les 4n variables £ et n peuvent
se développer suivant les puissances des 47 quantités

Ercos(yrt— ), Epsin(yzt —w)  (k=1,2,.,..,2n),

o les By et les wy sont 4 n constantes d'intégration. .

1l est clair que.l’'un au moins des coefficients vy dépendra de o,
puisque 1'un des yx dépend de o, et que’yy se réduit a y4 quand
toutes les constantes Ii; sont nulles (¢f. n® 160). Soit v}, ce coef-
ficient ou 'un de ces coefficients. Nous ne devons conserver que
les solutions qui sont communes aux deux systémes (1) et (15) et
pour lesquelles U =V = o. Ces solutions ne doivent pas dépendre
de a; elles ne peuvent donc dépendre de 'argument

Y’znt — Wan,
ce qui montre que, pour ces solutions,
Ey,=o.

D’autre part, ces solutions dépendent encore de 47— 2 con-
stantes arbitraires, puisque nous ne leur imposons que deux con~
ditions U=V =0, et elles dépendent de 2n—1 arguments"
Yyt — ©k, puisque 272 — 1 desy ne sont pas nuls pour ¢ == 0. Donc
les autres constantes

El; E21 ooy Ezn—l

ne sont pas nulles en général.

f

166. Reprenons les crochets de Jacobi définis au n® 16, c’est~

'

, do dv_do' do)
.[“”‘1’]=Z(a‘5%v dg; dni)

d-dire posons
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Les équations (15) prouvent que

de .
i p[®, R +aU2+aV2].
De plus, comme H, U et V sont des intégrales de I'équation (1),

on aura
[H,R]=[U,R]=[V,R]=o.

11 est aisé de vérifier, d’autre part, que I'on a

[U,V]=—H, [U,H] =YV, [V,H] =—TU.

On conclut de 1a

[H, R+aUt+aV2] =o,

ce qui montre que H est une intégrale des équations (15).

On a donc
"'H = const.

On trouve, d’autre part,

dU

av '
T =2apHY, — =—2apHU,

dt

d’ou, en se rappelant que H est une constante,

(16) U=Asin(2apHt+8), V=Acos(2apHz+f),

ou A et $ sont des constantes d’intégration.

167. Je ne veux pas quitter ce sujet sans avoir expliqué la signi-
fication géométrique des équations (15). Pour bien la faire com-
prendre, supposons que nos inconnues § et m soient regardées
comme des fonctions de deux variables indépendantes < et w, défi-
nies par les équations différenticlles

di dR dq
(17) 'EE—_'I*E’ p _1"'75"
: di _ d(Ur V) dq _ d(U24-V?)
(18) %——}L————dn 3 Tu -—]J.———-—-ds s

' ' t
et la premiére question qui se pose est celle de savoir si ces deux
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Systémes (17) et —(1‘8') sont compatibles. Nous trouvons en effet .

df o (dRY [, vrve]
drde = %du \dn> TP' d‘q’U+v_’
&t d d(Ur Ve 2[d(U2+V2) ]
dedu = PR dn =t dn > K.

Ces deux expressions sont-elles identiques? Oui, car les équa-
tions (1) admettant U2+ V2 comme intégrale ona

[R, Ut+ V2] =o.

En différentiant cette identité par rapport i 4, il vient
dR AUtV
[0, v ve] o [, 2CV0]
C. Q. F. D.

- Les deux systémes sont donc compatibles; si alors je fais

T =1t i = const.,

je retombe sur le systéme (1), et si je fais

T=1, 1 = 2t -+ const.,

je retombe sur le systtme (15), de telle fagon que, de la solution
générale du systetme (17), (18), je déduis immédiatement la solu-
tion générale soit du systéme (1), soit du systeme (15).

Envisageons en particulier les équations (18) et supposons que,
u étant une variable indépendante jouant le réle du temps, les varia-
tions des et des 4 soient définies par ce systéme (18); quelle sera
la nature de ces variations? : '
. Je considére la figure formée par les n 41 corps, ou, si I'on
aime mieux, par le Soleil placé i P'origine et par les r planétes
fictives définies au Chapitre IT et dont nous avons appelé les coor-
données «}, et en outre par les vecteurs qui représentent en gran-
deur et direction les quantités de mouvement de ces planétes fic-
tives et dont nous avons appelé les composantes 5.

Soit ® une fonction quelconque ne dépendant que des distances
mutuelles des n planétes fictives et de 'origine et en outre des
grandeurs des vecteurs (), ¥s, ¥3), -- -, et des angles que font
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ces vecteurs entre eux ou avec les droites qui joignent les n pla-
neétes fictives et 'origine. £'n un mot, soit ® une fonction indé-
pendante du choiz des axes de coordonnées.

Je dis que 'on aura

(19) [®, U2+ V2] =0,
car on a
(20) [, H]=[®,U]=[®,V]=0.

Et en effet, pour établir que les équations du probléme des trois
corps admettent les intégrales des aires, nous nous sommes sim-
plement appuyés sur ce fait que la fonction F était indépendante
du choix des azes. Donc le systéme

dzy _ db dy; _ do
dt — dyi’ dt ~  dz;
admettra les intégrales des aires, ce qui entraine les égalités (20)
et, par conséquent, I'égalité (1g). )
Mais cette égalité signifie en méme temps que @ est une inté-
grale des équations (18). '
Reprenons alors la figure dont nous venons de parler et qui est
formée de 'origine, des planétes fictives et des vecteurs

(F1s Yo Vah eees

De ces données, on peut déduire les orbites osculatrices des di-
verses planétes ficlives et le vecleur des aires OA dont les compo-
santes sont U, V, H, de sorte que ces orbites et ce vecteur peuvent
étre regardés comme faisant partie de la figure.

Eh bien, si les variations de cette figure étaient définies par les
équations (18), cette figure se déplacerait & la facon d’un corps
solide, sans se déformer, puisque toute fonction ® indépendante
du choix des axes demeurerait constante.

L’origine, d’ailleurs, dans ce mouvement, demeurerait fixe, de
sorte que ce mouvement se réduirait pendant un instant a une ro-

. tation autour d’un certain axe instantané Ol passant par I'origine.

Pour trouver cet axe, revenons des variables

Ly )‘; 57 L]

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



THEORE COMPLETE DES PERTURBATIONS SECULAIRES. 253
aux variables primitives & et y; le systéme (18) demeurera cano-
nique, puisque le changement de variables qui lient les deux sys-
témes de variables est un changement canonique.

Observons d’ailleurs que le systéme (18) devrait naturellement
étre complété par les équations | ‘

dL. AU+ V2 A\ d(U24 V)
, .

du =~ an ) §

L’addition de ces équations ne nous génera pas, puisque U? 4 V2
ne dépend pas des A; d’out il résulte : 1° que les L sont des con-
stantes; 2° que nous n’avons pas a nous préoccuper de calculer la

" ah
dérivée ——-

du
. Si donc nous revenons aux variables ' et ', notre systéme
deviendra
, dey _ d(Ut+ V) dyy  d(Ui+ V)
(an) o TP Ty de TV dmy

‘avec
U= (#7i—aiyi), V=2 (@ yi—ai 7))

(cf. Chapitre 1I).
Il vient alors’
dz’ ,
—5’;7‘ =auVay.

Si le point 2, ,, ', est situé sur I'axe Ol, on doit avoir

du

et, par conséquent, /
ry=o. -

Donc Paxe instanlané OI est dans le plan des z, ;.

D’autre part, lc vecteur des aires OA doit étre constant en gran-
deur; sa projection H sur le plan des z, z, est constante également
puisque H est une intégrale. Ce vecteur fait donc un angle constant
avec 'axe des 2, et son extrémité A décrit un cercle ayant son
centre sur cet axe, o '

La vitesse de ce point A est donc perpendiculaire d’une part au
plan 2, OA, d’autre part au plan IOA. Ce qui prouve que ces deux
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plans coincident et que 'axe instantané OI est la projection du
- vecteur OA sur le plan des z, z,.

L’angle IOA est constant, de sorte que 1'axe Ol reste constam-
ment sur un cbéne de révolution G invariablement lié a la figure
mobile et ayant pour axe le vecteur:OA.

Le mouvement envisagé se réduit donc au roulement de ce cone G
sur le plan des z, z,.

La signification du systéme (15) est maintenant bien claire. Soit
o la vitesse d'un point quelconque de notre figure & supposer que
les variations de cette figure soient définies par le systéme (1); soit
¢' cette méme vitesse & supposer que ces variations soient définies
par le systéme (18) et que u représente le temps; soit enfin ¢’
cette méme vitesse & supposer que ces variations soient définies
par le systéme (15). Alors la vitesse ¢" sera la somme geométrlque
de ¢ et de av'.

. Ou, s1 'on préfére, nous pourrons supposer que — a¢’ repré-
sente la vitesse d’un systéme d’axes mobiles, invariablement lié
au céne mobile G, et que ¢ représente la vitesse relative d’un
point de notre figure par rapport 4 ces axes mobiles, en admettant
que ce mouvement relatif se fasse conformément 2 la loi de
Newton, c’est-d-dire aux équations (1); alors ¢' sera la vitesse
absolue. ' o

Nous pouvons, au contraire, regarder les axes fixes comme
mobiles et inversement; dans ce cas,.notre systéme (1) représente
le mouvement absolu de nos n -1 corps obéissant aux lois de
Newton, et le systéme (15) représente le mouvement relatif de ces
mémes corps par rapport a un observaleur invariablement lié & un
plan-qui roule sur un cdne de révolution fixe C.

Telle est la signification géométrique cherchée.

168. Introduisons les trois angles d’Euler (¢f. Arprrr, Méca-
nigue rationnelle, 1..11, 2° édition, p. 142) qui définissent la po-
sition des trois axes de coordonnées mobiles invariablement liés au
cbne C, par rapport aux trois axes de coordonnées fixes. Le troi-
siéme axe de coordonnées mobiles est précisément la droite OA.

On voit que si nous faisons varier u, © restant constant,
Pangle §.reste constant, les angles et ¢ varient proportionnelle-
ment a u.
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Les coordonnées par rapport aux axes fixes seront des fonctions

des coordonnées par rapport aux axes mobiles et des trois angles

d’Euler. Considérées comme fonction de ces angles, elles seront
développables suivant les pulssances de

(22) sin 0 cos q;—rp_, 05 9 cos ch

‘2 sin 2 2 sin 2

Jajouterai qu’elles seront des polynomes homogenes et du second
degré par rapport & ces quatre quantilés.

De méme, revenons a nos inconnues § et. Si nous rapportons
le systéme & nos axes mobiles (je veux dire variables avec u, mais
invariables pour u constant), elles satisferont aux équations (1);
si, au contraire, nous rapportons-le systéme aux axes fixes et que
nous fassions varier a la fois « et v de lelle fagon que TS
u=oat-+ const., les inconnues satisferont aux équations (1 5).. |

Soient § et 7 les valeurs de ces inconnues, le systéme étant rap-
liorle aux axes fixes; soient & et 7’ leurs Valeurs, le systéme étant
rapporté aux axes mobiles. ‘

Alors les £ et les 4 seront des fonctions des Eetn' et des quan-
tités (22); ce sont des polynomes homooenes, d’une part du pre-
mier degré par rapport aux £ et 7/, d'autre part du second degré‘
par rapport aux quantltes (22).

. Or les & et les 0/ représentent premsement les solutions com-~
munes aux systémes (1) et (15) que nous avons traitées au n°® 165.
Elles sont donc dévéloppables suivant les puissances des expres-
sions .

-E,bziO:Wk (/c:'——rl,;z,...,zn—:).

Posons

. 0 —, -+ ‘ .
Sll’l; =E2,,,, q) 2‘? = Wy, ¢ > ? = g (1'):. )

0 , . . N :
Comme cos - est développable suivant les puissances paires de

(1) Inutile de faire observer que‘les quantités o, et w, introduites dans ce nu-r
méro n’ont aucun rapport avec celles que nous avons désignées plus haut par
les mémes lettres. Dans les Chapltres suivants, nous rendrons i ces lettres leur
signification primitive.
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.0 ) . \ .
sin - les & et les 4 seront développables suivant les puissances de -

. cos
Eyp . o
2 gin

et pourront se mettre sous la forme
£ =EA k7, cos(E/chj+p1w1+Pzwz+lz>7
=EA'E(£,l sm<ijwj-+p‘w1—l-p2wg+h’>.

<
Les coefficients "A, A’ sont des constantes qui contiennent

d’ailleurs en facteur
B B

Nous déterminerons bientdt les constantes & et A’. L’entier
positif ¢, est au moins égal & p, en valeur absolue. Quant aux
entiers p, et p, ils ne peuvent avoir d’autre valeur que o, ==1, &= 2.

Reprenons le raisonnement du n° 161 ; nous choisirons des solu-
tions particuliéres, telles que les valeurs initiales des 7' soient

nulles pour
WL=We=e..= Wep—1 = 0,

la symétrie des équations exige que, pour ces solutions, les & ne
changent pas et que les 7/ changent de signe quand les s changent
de signe. Ces solutions sont bien celles que nous avons envisagées;
car elles satisfont manifestement 4 la condition

[ [ — 7 —_—
El=E,=...=E;}, ;=o0.

Si donc nous changeons les signes des w et des o, les & nc
changeront pas, et les n' changeront de signe; par conséquent, i
cause de la symétrie des relations qui lient les £ et les 7, aux &, %’
et v, les § ne changeront pas etles n changeront de signe. Cela
revient & dire que /i et &/ sont nuls. ‘

Reprenons maintenant le raisonnement du n°® 162.

Je suppose que l'on fasse tourner le systéme d’un angle ¢, soit
autour du troisiéme axe de coordonnées fixes, soit autour du
troisitme axe de coordonnées mobiles.

Dans le premier cas

Wiy Way  eeey Wap—g
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ne changeront pas, ¥ ne changera pas, ¢ augmentera de . § et 7,
“devront se changer en :

(cose +msine, = —Esine + 7 cose.

D’ailleurs w, et w, se changeront en

€ €
Wyg— -y Wy —»
2 P

Cela veut dire que I'on doit avoir

A= A', Pl_:L"Z_ =1I. .

On aura donc l'une des trois solutions
P1=2  p2=0;  pi=pa=1; p1=0, pr=2.

Faisons maintenant tourner le systéme autour du troisiémne axe-
mobile; tous les w augmenteront de ¢; mais si en méme temps je-
fais tourner les axes mobiles d’'un angle —e, c’est-a-dire si je-
change b en ¢ - ¢, la position du sysiéme par rapport aux axes.
fixes ne changera pas; et les § et les n ne changeront pas.

Les § et les n ne changeront donc pas si je change w en w ¢,

€ £
w, en w; + 57 W2 €N Wy - Cela entraine la conséquence
—+ s
E k4 }Lz—p- = 0.

Introduisons mainienant des arguments auxiliaires

W= w;— 2, (Z=1,2,...,20—1),
|

! —_ .
Wap = W — W}

N .
on aura, en vertu de la valeur de 2 k trouvée plus haut,

E/\”W - pywy - pawy= E ki 905+ P1 Wy,

t= 3 Anicos( X fiwi puwin).

' 7] =E ALY sin <Z k; Wi "";w)'

P, — L . by

d’out
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On voit que les £ et les n sont développables suivant les

puissances de

cos [Ha}]
- .
E; o Wi, Esn

!
L W,
in sin 2%

On voit aussi que la somme des coefficients entiers

2 ki< py

est égale & ++ 1, ce qui est conforme au résultat obtenu au n° 162,
Ces arguments ' varient proportionnellement au temps ¢, mais,

si on les regarde comme des fonctions linéaires des deux variables

indépendantes t et « introduites plus haut, on voit que

/ ' ’
Wiy War eeey Wopn g,

dépendent a la fois de = et de u (puisque les (v, dépendent de ©
et w, de u) mais que leurs différences ne dépendent que de 7.
Quant & w,,, il ne dépend que de u. Sil'on fait Ey,= o, les
termes qui contiennent ¢, disparaissent et il ne reste que les

termes pour lesquels py = ¢, =o.
dw P TIET
En méme temps d—-: s’annule et w, se réduit & une constante, de

sorte que nos expressions ne dépendent plus de o et satisfont a Ja
fois aux équations (1) et aux équations (15).

Ainsi se trouve élucidée complétement la signification géomé-
trique des équations (15), ainsi que leurs rclations avec les équa-
tions (1). '

169. Les considérations precédentes pourraient éire considé-
rablement sumplifiées en modifiant 'artifice employé. Remplagons
le systéme (15) par le systéme

(15 bis) ‘;_EtL':_HM, dn; _ d(R+all)

dy; de dg;
et les systémes (17) et (18) par les systémes
. dt _ _dR dy _  dR
(17618) ‘7;—‘_“‘%’ %“‘P‘dg’
(18 bis) 4 _ a n aH

= TEE @ E
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On verrait comme plus haut que les deux sysi¢mes (17 bis)
et (18 bis) sont compatibles et que I'on peut déduire la solution
. des équations (15 bis) de celle des equatlons (17 bis) et (18 bis) en

y faisant ‘ .
. T =1, 1 = at -+ const. '

On verrait également que la fonction R 4- oH est tout & fait de
méme forme que la fonction R, et par conséquent que les équa-
tions (13 bis) sont tout i fait de méme forme que les équations (1)
avec cette différence qu’aucun des y n’étant nul, la difficalté
signalée plus haut ne se présente pas. “

Quelle est maintenant la signification géométrique des équa-
tions (15 Ois) et d’abord celle des équations (18 bis). Celles-ci
s'intégrent immédiatement, car elles s’écrivent

3 o
d—f‘ =, d—z =—pk.

Elles nous apprennent que, quand la variable u varie propor-
tionnellement au temps, tandis que = reste constant, toutle systéme
tournc autour de 'axe des z; d’un mouvement de rotation unl-
forme, A la facon d’un corps solide.

Les équations (15 bis) représentent donc le mouvement de nos
n—+1 corps rapportés non & des axes fixes, mais a des axes mobiles
tournant uniformément autour de I'axe des z;. .

L’une des propriétés des equatlons (15) ne se retrouve plus icl,
car les équations (1) et (13 bis) n’ont aucune solution commune.
Mais il est aisé de déduire la solution générale des équations (1) de
celle des équations (13 bis). Soit en eflet

: ' A
(23) E:ZBCOS(E /ziw,~>, =" Bsin (2 ews),
la solution générale des équations (15 bis). En vertu du n° 162,

on a
2/&-:1.

On doit d’ailleurs faire
W= — iﬁt -~ Wi

Comment les y' et les B dépendent-ils de a.?
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Si je change o en o+ 3, la vitesse angulaire de rotation des axes
mobiles augmente de By, de sorte que § et n se changent en

£ cosPut + nsinPuy, —EsinPut + n cosBue,

ce qui montre que ¢v; doit se changer en w; — B¢, Donc, quand o
se change en o+ @, les ¥/ se changent en y'+ B et les B ne
changent pas. Donc les B sont indépendants de « et les v/ sont des
fonctions linéaires de «; de plus leurs différences sont indépen-
dantes de a.

Pour avoir la solution des équations (1), il suffit de faire 2 =o;
nous savons que pour o= o0, l'un des ¥/, & savoir v,,, s'annule.
Donc, pour « = o, le coefficient y; se change en y; — 7,,-

Done, pour trouver la solution des équations (1), il suffit dans
les formules (23) de faire '

Wi=(Yén,— {;)t"*' for

Il ne sera pas nécessaire d’ailleurs de former effectivement les
équations (15), ou (15 bis); on pourra partir des équations (1) et
le calcul se poursuivra sans qu’on rencontre aucune difficulté. Si
j’al introduit les équations auxiliaires (13) ou (15 bis), c’est pour
démontrer que ces difficultés ne se présenteront pas. Clest un
artifice de démonstration, ce n’est pas un artifice de calcul.

170. Généralisation. — Dans tout ce qui précéde, la fonction R
élait supposée d’une forme particuliére : :

1° Elle ne changeait pas quand on changeait les signes de tous
les m, ou encore quand on changeait les signes de toutes les
variables obliques. Si l'on renonce & cette condition, tous les
résultats subsisteront, sauf ceux des n® 166 et 163;

2° Elle ne changeait pas quand on changeait § et 7 en
Ecos'e—-qsins, g sine + 7 cose.

Si 'on renonce & cette condition, tous les résultats subsistent
encore, sauf ceux du n® 162;

"3° Elle ne contenait que des termes de degré pair par rapport
aux £ et aux 7. Si elle contient des termes de degré 3, 5, 7, ...,
mais pas de terme de degré 1, tous les résultats subsisteront, sauf
ceux du n° 159.
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Les & et les n seront encore développables suivant les puissances
des quantités

Wiy

B,
fIn
mais les développements contiendront non seulement des termes
de degré impair, mais encore des termes de degré pair.

4° Enfin, la fonction R, était d’une forme particuliére.

Qu’arrive-t-i] lorsqu’on renonce 4 cette derniére condition? Soit
alors Ry un polynome quelconque homogéne et du second degré
par rapport aux 47 variables § et # et soient les équations cano-
niques

. dt; dR, dn; dR,
/ e Pk g Ay 22,
(24) dt Wt ar = Fag

“Ces équations sont linéaires et & coefficients constants.
Elles admetiront donc 4 n solutions de la forme

(25) . Elz = af e)\kl’, "1/1' = 5f' e\l\kf’

. et il reste & déterminer les constantes ¥, P¥, hz; nous trouvons

ng

m ng
dgf

?\/4(’.‘. = .
e dxk

— M=

Je suppose, bien entendu, en écrivant ces équations, que dans R,
les variables ; et 7; ont été remplacées par af et .

Entre ces 4n équations (qui sont linéaires et homogénes par
rapport aux « et aux {3) j’élimine les 4 n quantités « et 3. J'obticns
ainsi une équation algébrique de degré 4n en Ax dont les racines
seront deux & deux égales et de signe contraire.

Solent

(26) U= qunetrt, = dipebat,

une autre solution des équations (24), correspondant & une autre
racine px de I'équation en Ak
A l'aide des deux solutions (25) et (26) formons Pexpression

(27) NG AN
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Cette expression est une constante, car sa dérivée s'écrit

2(eF ) - %)

w ST ) e X E e G)

et cette derniére expression est nulle en vertu des théorémes bien
- connus sur les formes quadratiques.
D’autre part, cette expression (27) est égalec & unc constante
multipliée par

ou

eltr+int,

Il faut donc ou bien qu’elle soit nulle, ou que px~+ Ap= o. Mais,
si Pexpression (27) était nulle guelle que soit la racine px choisie,
clle serait nulle quand on remplacerait &}, 0} par la solution géné-
rale des équations (24), puisque cette solution générale est une
combinaison linéaire d’expression de la forme (26). On aurait donc
entre les £ et v une relation linéaire et ces variables ne seraient
plus indépendantes.

Donc, si nous nous donnons Az, nous aurons une racine pi telle
que pr—+ hx= 0, c’est-d-dire que les racines de notre équation sont
deux & deux égales et de signe contraire. C. Q. F. D.

Prenons donc px=— X L’expression (27) sera une constante
différente de zéro et nous pourrons, sans restreindre la généralité,
supposer que cette constante est égale a 1; posons

o S B ghv,
ng= Eﬁf}x/—l—E 85 Y.

Nous avons 4n racines Ay, nous ne donnerons toutefois a
I'indice & que 2 valeurs, parce que chaque couple de racines Ax
et — Ax ne doit étre pris qu'une fois.

Formons l'expression

Z(&t dn;—n; d; ).
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Si j'observe que d’apres les propriétés de I'équation (27) on a
Ql N7, v T
S stst= gt =y,

SN B AED (2,

je vois qu'il vient

N e dn— ity = y=1 D (X d ¥~ Yi dXe),
ce qui montre que
2 Edn — iz X dY

est une différentielle exacte.

Nos équations (24), conservant leur forme canonique, devien-
dront

(24 bis) dXL l ng ﬂ . ng

dar - Mgy, dt - Ry

Or ces équations doivent admettre pour solution
Xp=eht,  Yi=e N, X;=Y;=o0 (jzk).
11 faut donc que 'on ait

2

. _ , . dR2 ’
l,J.Wk = )\/W'X],-;, —_ llJ.

dXy,

=—A:Ys,
d’on
ipRy =+ 3 MX Yo
Soit maintenant
VeXp= YRR ATV
VaYi=§,—inj.

[Je ne donne plus ici aux lettres £ et n' la méme signification que
dans les équations (25)].

On voit que -
2 X dYp—+ 228}, dny,

est une différentielle exacte et qu'il en est de méme par conséquent
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de i
EXdY-;— iZg'dn
Nrdn— Y ¥ dn

Les équations (24) deviennent dés lors

et de

et Pon a d’ailleurs '
Y hy B2
[J.R2=z—./l———£/' Ok,
L 2%

'La fonction R, exprimée & I'aide des nouvelles variables est donc
ramenée 4 la méme forme que par le changement de variables du
.n° 151; de sortc que le changement de variables que nous venons
-de définir et qui est canonique et linéaire, peut remplacer dans le
-cas général celut du n° 151.

o, )\; . A
Les quantités T.’JOLlent le role des vyi.
Supposons maintenant que 'on ait
Ry = R} -+ R},

ol R} est de la forme envisagée dans le Chapitre VIII et dans le
commencement du Chapitre IX, tandis que R, est trés petit. G'est
ainsi que les choses se passeront dans toutes les applications que
nous pourrions avoir a faire. '
" Considérons les valeurs des vk formées i I'aide de la fonction R ;
«ces vk sont tous réels d’apres le n° 145 et, si R, était nul, on aurait

A==t iy

‘Supposons d’abord qu’aucun des yx ne soit nul. Dans ce cas les A4
sont rangées par paires; les deux A; d’une méme paire doivent
«ttre imaginaires conjuguées, et en méme temps égales et de signe
. contraire. Nous savons en effet que les A« doivent étre deux a deux
imaginaires conjuguées; et comme elles différent trés peu des ivys,
ce sont les deux A qui différent trés peu de —+ yx et de — iy qui
:sont conjuguées. D’autre part nous savons que les Ax sont deux &
~deux égales-et de signe contraire; et ce ne peut étre 13 aussi que
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les deux A qui différent trés peu de + Zyx et de — iyx. Done A4
et — )l sont imaginaires conjuguées; d’ou il suit que les.deux
solutions (25) et (26) sont imaginaires conjuguées et que notre
clangement de variable est réel:

Ce raisonnement ne serait pas applicable au cas ot I'un des y
serait nul; parce que dcux des racines Ax et — Xz pourraient étre
réelles et trés voisines de séro. Mais, dans toutes les applications
que Pon pourrait avoir & faire au probltme des trois corps, on
pourra toujours ramener au cas ol aucun des y n'est nul, en
employant soit 'artifice du n°® 163, soit celui du n° 162.

171. On peut aussi se poser le probléme autrement. Supposons

que I'on ait ’ ‘
R=R'+ pR’,

que R soit de la forme envisagée au début de ce Chapitre; que w
soit un paramétre trés petit; que R” soit quelcongue, assujetti
seulement & étre développable suivantles puissances des £ et des 7,
mais pouvant contenir des termes de tous les degrés et méme de
degré un, et avec des termes du second degré de forme quelconque.

Les équations (1) deviennent

af_ AR adR AR AR
&=V T Wy @ TP @ TR E
Nous allons faire le changement de variables du n° 151 puis
celui du n° 154, mais en posant en méme temps g = ¢ p/, de sorte -
que l'on aura
f=cl’, a'=en’, p=ey,
et en écrivant
R'=Rj+Ri+Ri+...,

ou R} représente I'ensemble des termes de degré &, nous poserons

encore
R=Rj+¢eS, Rj=ce?S,,
S =S+ U,
d’ott
. PRI+, -
el
a5 ds dn’ _ dS
T Tae TR
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Nous retombons donc sur les équations du n® 154, et je n'ai
presque rien & changer & ce qui-en a été dit. La seule différence,
c’est que U, qui dans les numéros précédents ne contenait que des
termes de degré pair, en contiendra de tous les degrés, mais il n’en
résulte aucun changement.

Les £ et les » restent développables suivant les puissances des

cos
sin

Ey . i,
mais les développements, au lieu de.contenir seulement des termes
de degré impair, contiendront des termes de degré pair et méme de
degré zéro.
D’ailleurs il est bien entendu que les conclusions des n® 161,
162, 163 ne subsisteraient que si R’ possédait les mémes symétries

que R/,
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CAS GENERAL DU PROBLEME DES TROIS CORPS.

172. Nous avons examiné, dans les Chapitres V et VI, la ma-
ni¢re de former des développements qui satisfont aux équations
différentielles du mouvement dans le cas général du probleme dcs
trois corps. Au Chapitre VII, nous nous sommes attachés a un cas
particulier, celui du probléme restreint et nous avons montré com-
ment, dans ce cas, on peut faire disparaitre les termes séculaires
de ces développements.

Aux Chapitres VIII et IX, nous avons. fait 1'étude spéciale des
perturbations séculaires, c’est-a-dire que nous avons cherché a
déterminer, dans le cas général du probléme des trois corps, les
termes de rang zéro de nos développements. Nous avons vu que
ces termes dépendent d’équations canoniques qui sont de méme
forme que celles du Chapitre VII, et qui, par conséquent, condui-
sent & des développements ot il est possible de faire disparaitre les
termes séculaires.

Nous allons maintenant revenir aux développements les plus
généraux du Chapitre VI, et montrer qu’on peut y faire dispa-
raitre les termes séculaires par des procédés analogues a ceux du
Chapitre VII.

I s’agit d’intégrer les équations canoniques

dL dF . d\. dF

. dt —dv’ dat — dn’

!

' & _  dF dy _ dF
de — dq’ dt ~ dE’

Nous avons vu au Chapitre VI qu’on peut y satisfaire a I'aide de
développements de la forme suivante : :

(2) Li=L048L; hi= w408k  Er= 4§00k, mr=n0+0dn.
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Les 8L, 3), 8%, &, sont développables suivant les puissances
de p, de 7, des E?, des ! et suivant les cosinus et les sinus des
multiples des v, c’est-a-dire qu'ils peuvent étre mis sous la forne

(3) . zp.iA:)lL\-t"lcos<E/cw+h>._

Les & sont des entiers; A et /i ne dépendent que des constantes
L? et 22; 91, est un monome entier par rapport aux £ et aux 7.

Les ¢L, 8\, 65, 1 s’annulent pour = o} elles s’annulent éga-
lement pour = w;= o, de sorte que les constantes L}, A?, &7, ] ne
sont autre chose que les valeurs initiales de nos inconnues L, X, &,
K I)OHI‘ T=(wv=20.

Ces développements (2), (3) satisfont aux équations (1) quand
on y fait :
T=1t+c, W= n;t 4+,
quelles que soient les constantes ¢ et ¢;.

Cherchons & appliquer & ces développements le procédé du
n®129. Nous sommes partis du théoréme du n° 16, qui est résumé

dans les formules
Ex dy = do +2A pdiz— T dt,

2yl
dt — . dx
Dans }e cas qui nous occupe, le role des z est joué par les L et

les §; cclui des y par les A et les 7; celui de F par — F. Nos for-
mules deviennent donc '

ELd>\+ngq‘= d&l—i—EAkdz/ﬁ—{—th,
' de dF dF |
() 7 =2l X

analogues aux formules (13) et (14) du Chapitre VII.
Nous pourrons écrire la seconde équation (4) sous la forme

. d2 ' dQ AN dF dr
) s0= G5+ P = XLon + Mg —

analogue a I'équation (15) du ‘Chapitre VIIL.
Le second membre de (5) est développable sous la forme (3).
L’équation (5) est donc de méme forme que P'équation (13) du
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Chapitre VI, et 'on en conclut que 'une des solutions de cette
équation est encore développable sous la forme (3). Ce sera celle
que nous adopterons; nous regarderons donc & comme dévelop-
pable sous la forme (3). ' A

Ainsi les quantités L, A, &, 4, Q sont des fonctions de =, des @
et des constantes d’intégration L?, %Y, &7, u}; mais nous regarde-
rons les A} comme des constantes données une fois pour toutes,
de sorte que nos inconnues seront seulement fonctions de

- N 0
s, wg LY, 8, omd.

Nous pourrons donc écrire

( EL dh +Zidn—— do
( = H ds +2Wldw,+201d1” + 3% &9 + ¥ dnf.

Dans cette formule (6), les coefficients différentiels H, W, C;,
X, Y; sont développables suivant les puissances de < et suivant les
sinus el les cosinus des multiples des v et il en est de méme des
G silon pose
dny.

C —Cz‘i'TEW/L 100

Je puis écrire d’ailleurs plus simplement

= G T W, ZLO
puisque
! = M
Ty

est fonction de L seulement.
Faisons maintenant

T =1 Wi ngl gy,
d’out ' )
dr = dt, dw;= n;dt + de;+ t dn;.

On trouvera

Zde-FEsdﬁ—dQ
() (H+ZW‘”’)‘”
. Zwtakﬁz.c dLy+ 3 X dg,+ZY dn?,
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C se réduit 2
en remarquant que G, se reduit a

_dn;
C;4+-tW; —
i Wi o

ce qui donne
CdL! = G; dL? + tW;dn;.

Nos constantes d’intégration qui jouent le role des ax de la for-
mule (4) sontici les LY, les ¢, les &Y, les n?. Donc les W, les G,
les X;, les Y; qui jouent le role des A de la formule (4) seront
des constantes indépendantes du temps et dépendront seulement
des constantes d’intégration.

De plus

H +2 W;n;=TF

sera aussi indépendant du temps en vertu de I’équation des forces
vives. )

Or les W; sont développables suivant les puissances de w et
de T et suivantles cosinus et les sinus des multiples des w; et 'on
peut leur appliquer le lemme du n°® 107 et le raisonnement du
n° 129.

Pour
T =1, W= n;t,
on a
‘Vi=f0,

ot fy, d’aprés ce qui précéde, est une constante indépendante du
temps et ne peul dépendre que des constantes d’intégration

LYy e £ mi.
Mais ici les constantes ¢; sont nulles, puisque nous faisons
wi= njt.
Done Jo ne dépendra que des
Ly, &, =
En vertu du lemme du n° 107, la relation
W= /o,

qui a lieu pour ©=¢, wr= n;¢, aura lieu identiquement quelles
que soient les valeurs de < et des w.
Done W, ne peut dépendre que des L, & et !.
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Il en est de méme pour la méme raison des
Cg? X Yy
et aussi de F (et par conséquent de H).
Reprenons l'identité (6) et faisons-y

T=wW; =0,
et, par conséquent,

dt =dw;= o.

Les X, les &; et les u; se réduiront respectivement a A?, £? et %!
) | (RN [
puisque ces constantes sont, par définition, les valeurs initiales
des A, § ety pour v = = 0. On aura donc
’ np

d)\=0,

puisque les A? sont considérés comme des constantes données une

fois pour toutes et
d‘qi = d‘q;’ .

On aura d’ailleurs (puisque < est nul)
Ci= c?’

et, si @ représente la valeur de Q pour 1= w = o, notre formule (6)
deviendra

(8) 253 d’q?—dsz(,:EC? dL?+2xidsg+'2Y,.dn;?.

Si nous faisons simplement T = o, en conservant aux w des va-
leurs quelconques, C; est encore égal & C! et la formule (6)
devient

Ede +Eg dn—d |
=ZWz- dwi—+ Zc? dL?+EX,- dg;?+2¥i dn?l.

Ilimporte de remarquer que les quantités CJ, X;, Y; ne dépen-
dant pas des w ont mémes valeurs dans la formule (8) et dans la
formule (g). Si donc je retranche ces deux formules l'une de
lautre, je trouve, en faisant passer certains termes d’'un membre

(9)
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dans Pautre, o
(o) DLk yEdn— > Wdw — D dof = d(2—0,).

Cette formule suppose que 'on a fait

T =o.
‘Prenons donc nos développements (2) et (3) et faisons-y
T =o0;
ils définissent les L, A, &, v en fonctions des w et des constantes
Ly, &, b

Les ) sont en effet regardées comme des constantes données
une fois pour toutes. .

D’ailleurs les W sont des fonctions des L{, &2, #?; donc, inver-
sement, les LY sont des fonctions des W, &2, !, de sorte que fina-
lement les inconnues

Liy A &

sont fonctions des
W, Wiy 891 71?:

et que ces fonctions sont données par les développements (2), (3)
‘(o l'on a fait T = o).

Ces développements (2), (3) (avec == o) définissent donc un
changement de variables et la formule (10) nous apprend que ce
changement de variables est canonique.

Les équations (1) conserveront donc la forme canonique et de-

viendront
dW, ___ dF di _ dF
dt — dw; dc —  dn?’
(11) ¢
dvi _ a6y _ v
&t = aw, at - &

Nous voyons tout de suite que F dépend seulement des LY, &,
09, c’est-d-dire des Wy, £}, 0. Donc la dérivée de F par rapport
a v; est nulle et W; est une constante. '

On démontrerait, commé au n° 430, que les lemmes du n° 107
sont applicables.
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173. 11 faut voir maintenant quelle est la forme de la fonction F.
Les développements (2), (3) nous apprennent que

Ly, % &y w

sont développables suivant les puissances de 7, , £, n?, les coef-
ficients du développement dépendant d’ailleurs des L] et des w.
Il en’ est éyidemment de méme de leurs dérivées et, par consé-
quent, de '

AL;, AX;, AE;, Ay

Il en est de méme de F (considérée comme fonction des Ly, &7,
77, ). Il en est donc de méme de

EL Zg —F=2LA7\+ZEM——F,

c’est-a-dire de AQ; il en est donc de méme de Q et par conséquent

aussi de
W“ZL EEd?vl dw,

On voit donc que W, qui ne dépend pas de © ni des w, sera
développable suivant les puissances des &7, n} et de u, les coefﬁ—
cients du développement dépendant d’ailleurs des LY.

Si nous faisons p.=o, on a

Li=1Lj, '%—i—:l; ‘
d)\k ) . . d
Ty =° (k27), =8, wmi=nl, tnw]t,:"’
dF dF
F = F . —_— = s =S =R
40, dE o, sz ng,
d’ou . ‘
AQ =2n,~L? — Fy= const.,
Q:( n;LQ—F(,)T.,' ‘ ' e
PR L
g
dw; — i
d’ou enfin

W;=LJ.

Ainsi le premier terme du développement de W suivant les pu1s—
P. - L 18

)
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sances de  se réduit 4 L). Soit, pour & quelconque
W;=L4+3W,;.

SW; sera développable suivant les puissances de i, des &% et n};
les coefficients du développement seront des fonctions des L, Ao-
lomorphes dans le domaine envisagé.

Si done j’ai '
SWi= f(u, &%, 1, LY),
d’ou

aWi=f(P*, 52,4 "1}1, Wk"" L?c—w/c):
la fonction f sera développable non seulement suivant les puis-
sances des 1, £%, 0}, mais suivant celles des différences LY — Wi,
les coefficients du développement dépendant seulement des W.
Alors notre équation peut s’écrire

([9‘) Lf——Wﬁ—f(u, E?ﬁ 7]2:7 W/c+L2:_'Wk)=O)
ct le premier membre est développable suivant les puissances des
] E(/)ca 712;1 Lloc_'wk'

Quand on y fait

p=§=n=o,

le premier membre se réduit & L} — W et sa dérivée partielle par
rapport a cette différence sera 1.

Donc, en vertu du théoréme de Cauchy sur les fonctions impli-
cites, ou, comme aurait dit Laplace, du théoréme sur le retour des
suites, de I'équation (12), on pourra tirer

L?'—Wl')

et, par conséquent, L) en série procédant suivant les puissances
des p, &, =m}, les coefficients du développement dépendant
d’ailleurs des W;.

Si, dans F, nous substituons ces séries a la place des L?, nous
verrons que F est développable suivant les puissances de p, des
£? et des m}, les coefficients de développement dépendant seulement
des W,

Telle est la forme de la fonction F.
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174. Revenons aux équations (11). Rappelons-nous que, en
vertu de ces équations, les Wy sont des constantes, que F ne dépend
pas des w, et envisageons spécialement les équations

3 p__dr o du_ dF
) @ T T dny a T g

Comparons-les aux équations (1) du Chapitre IX :
dt; dR dn; dR

dt = Vamy  de TR

L’analogie est évidente; F joue le réle de wR, & celui de &,
7] celui de n;. De plus, F ne dépend pas d’autre variable que des
£? et des 0!, puisqu’il ne dépend pas des w et que les W sont des
constantes. Enfin F est développable suivant les puissances des
£ et des m). ‘

Il y a toutefois iine différence. Tandis que uR ne contenait que
des termes de degré pair par rapport aux &; et aux u;, le dévelop-
pement de F contient 3 la fois dés termes de degré pair et des
termes de degré impair.

Quelle est la conséquence de cette différence? Au Chapitre IX
nous avons supposé que le développement de S commengait par
des termes du second degré, ce qui revenait a dire que pR ne
contenait pas de termes du premier degré. Mais 'hypothese que
R ne contient pas de terme de degré 3, 5, 7, ... n’a joué aucun
réle dans nos démonstrations depuié les n°s 155, 156, 157, 158.
C’est seulement au n°® 159 que nous 'avons introduite. C’est d’ail-
leurs ce que nous avons expliqué au n° 170.

Les résultats des n°s 153, 156, 157, 158 seraient donc applicables
a des équations de la forme (13), o0 F ne contiendrait pas de terme
de degré un par rapport aux inconnues, mais pourrait contenir
des termes de degré 3, 5, 7, .... Avec de pareilles équations, les
inconnues seraient développables suivant les puissances d’expres-
sions de la forme

() Ej cos w, E; sinw,

ol les Ey seraient des constantes d’intégration et les o) des variables
auxiliaires; pour satisfaire aux équations du mouvement, il faudrait

faire
. ’ I4
Wy ="—"Yil+ Tps
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ot les ' sont des constantes dépendant des E et les =), de nouvelles
constantes d’intégration.

En revanche, les résultats du n® 159 ne seraient pas applicables,
de sorte que les développements contiendraient non seulement des
termes de degré impair par rapport aux expressions (14), mais
aussi des termes de degré pair. IlIs ne contiendraient pas cependant
de termes de degré zéro. On voit en effet que les équations diffé-
rentielles sont satisfaites quand toutes les inconnues sont nulles.
Les inconnues s’annulent donc toutes 4 la fois quand les constantes
E; s’annulent toutes & la fois.

Le cas od F contient des termes de degré un peut-il étre ramené
4 celui ot F ne contient pas de termes de degré un? Rien n’est
plus facile : il suffit de poser

— £'0 . 0 — m'0 .
p=8 ="+ B

ou & et 0}® sont les inconnues nouvelles, «; et B; des constantes.
Nous déterminerons ces constantes, de telle fagon que
dF _ dF _
dEp T dn]
quand on y fait
E? = a4 7]? = pl"

Alors, en effet, les dérivées de F s’annulant avec les £ et les n}?,
le développement de F ne contiendra pas de terme de degré un
par rapport aux £ et aux n°.

Ce changement de variables ayant ramené nos équations a la
forme que nous avons traitée, nos nouvelles inconnues £ et 0}
sont développables suivant les puissances des expressions (14); il
en sera donc de méme des anciennes inconnues §} et 3} qui n’en .
différent que par des constantes. La seule différence, ¢’est que les
développements des E? et des ) contiendront des termes de degré
3éro, tandis que ceux des £° et des n;° n’en contiennent pas.

173. 11 importe, avant d’aller plus loin, de faire voir que les
constantes a; et 3; sont trés petites de I'ordre de .
Pour cela, je commence par observer que la Valeur moyenne de

- W;—L;

est divisible par u2. Je rappelle ce que j’entends par valeur

!
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moyenne d’un développement procédant suivant les puissances de T
et suivant les sinus et les cosinus des multiples des w. Clest I'en-
semble des termes de ce développement qui sont indépendants 4 la
fois de t et des w. :

D’apres cette définition, si U est un pareil développement la
valeur moyenne du developpement

du
dw;

sera nulle, puisque les termes indépendants des w disparaissent par
la différentiation.
Je remarque ensuite que

e d .
m— de (l<k)7
L dd ;
th - dW,"

T
dgﬁ = d“:]z/ ’ L= L?c"‘ aL/ﬁ Elc= E/?:"" 8&/{-

11 vient donc

dolk dakk da"l)/

— 0 0 & 90k

Wi— L= ZL dw; ESL/“ wi +ZE" dw;
don[f dQ

+2 Ek T~ dw;

Or L, & sonl des constantes, de sorte que les valeurs moyennes

de

Lo d 8)\/c 50 da'l)/c 1749] ’
& dWi ’ % dWi ’ dW;

sont nulles et que I'on a
val. moy. (W;— L;) = val. moy. <2 8L %i—)\ +2 ot L:lf: ) .
i

Comme 8L 3%, 8&, 37 sont divisibles par ., nous voyons que la
valeur moyenne de Wi — L; est divisible par p2.

¢. Q. F. D.

Cela posé, cherchons a exprimer F en fonction des W, des §° et
des 0 et cela en négligeant p2. Nous avons

F=Fo+ [J.Fi.
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Le premier terme Fy dépend seulement des L; et, comme W;—L;
est de 'ordre de &, nous pouvons écrire

: dF
Fo(Ly) = Fo(wi)—l—z d—L: (Li— W),

en négligeant u?; d’ailleurs comme

afy _
dL;

n;

est de 'ordre de {\L,. nous pouvons, toujours en négligeant u?y
écrire
Fo(L;) = Fo(W;) +Zn,-(L,-—W,-)
et !
F = Fo(W)) +En,~(Li—W,-) + pFy.

Dans le dernier terme wF,, nous pouvons remplacer les in-

connues
Li, Ay &, wi

par leurs valeurs approchées

Wi, wi+ A0, 8, =l

L’erreur commise sera de I'ordre de u2.

Comme F est une constante, il est égal 4 sa valeur moyenne.

Or Fo(W;) est une constante; la valeur moyenne de L;— W;
est nulle en négligeant p2; celle de F, se réduit a R, partie sécu-
laire de la fonction perturbatrice.

Donc

(15) F = val. moy. F = F(W;) + R,

Dans R, il faui remplacer Ly, &, n; par Wy, £, 0?; je ne parle
pas de A; qui ne figure pas dans R.

Or nous savons que le développement de R suivant les puis-
sances des £ et des  ne contient que des termes de degré pair; si
donc on négligeait p2, il n’y aurait que des termes de degré pair
dans le développement de F suivant les puissances des E;’ et des ).
Ou bien encore, si I'on exprime F en fonction des Wy, &7, 7] et
si I'on développe suivant les puissances des ! et desn], les termes

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CAS GENERAL DU PROBLEME DES TROIS CORPS. 279

de degré un et, en général, les termes de degré i 1mpa1r seront divi-
sibles par p2.

Quelles seront alors les valeurs des constantes a; et 8;? Ce seront
les valeurs qui, substituées a la place des &} et des »?, satisfont aux

équations
daF _ o dF _
am T AT

i

Les premiers membres de ces équations sont divisibles par y; en
effet, pour p = o, F se réduit 3 Fo(W;), c’est-a-dire a une con-
stante indépendante des &} et des nJ. Si donc nous posons

F=Fy(W;)+ pF,
nous pourrons écrire nos équations sous la forme

dF’_ df'
d—E‘}— ) zl_,??—-o;

i

nous aurons ainsi fait disparaitre le facteur p.

Les premiers membres de ces équations sont développables sui-
vant les puissances des £}, 7! et de p. Pour p. = o, F’ se réduita R,
et ne contient plus que des termes de degré pair par rapport aux
£? et aux u); ses dérivées premieres s’annulent donc avec les ! et
les 7).

Nos équations sont donc satisfaites pour

Nous tirerons donc de nos équations les &? et les 7y en séries
procédant suivant les puissances de p, et ces séries s’annuleront
avec . Comme les valeurs des £} et w? ainsi obtenues ne sont -
autre chose que les constantes «; et B;, nous devons conclure que
les o; et les B; sont des séries procédant suivant les puissances de
et contenant . en facteur, qué ces constantes sont par conséquent
de Uordre de p..

Si alors, dans notre fonction F qui est développab]e suivant les
puissances de :

) ) E? ) ")i )
nous faisons
P=E0 4w, mi=wl+ By

il est clair qu’aprés cette substitution, F sera développable suivant
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les puissances de
o w8 omd
_176. Reprenons maintenant la derni¢re équation (11) :

dwl- dF

dt — dw;

Le second membre dépend seulement des

Wi, ?7 7]?'
Ces quantités viennent d’étre déterminées et l'on a trouvé que
les W sont des constantes et que les £} et les ? sont développables
suivant les puissances des expressions

(14) Ej cosw, Ej sinwh,

ou les Ex sont des constantes d’intégration et o les w), doivent étre

remplacés par '
. ! !

—Ypt T+

Le second membre est donc connu, de sorte que nous obtien-
drons ¢v; par une simple quadrature.

Le second membre est développable suivant les cosinus et les
sinus des multiples des w}. Soit n; sa valeur moyenne et posons

: W= Wi+ &
avec _ :
doy _ . dgi_ dF _
de — Y dt — dW; e

] dF y . e
Comme FA est développable sulyant les puissances des expres-

sions (14) et de ., les coefficients du développement dépendant

d’ailleurs des constantes W, sa valeur moyenne 2 sera une con-

stante développable suivant les puissances de p et des E} [je dis

des EZ parce que n; ne doit pas dépendre des w), (¢f. n° 160)].
Quant 4 la différence -

s m—ni!

»

elle pourra étre mise sous la forme

. EA cos<2k}w'j+h),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CAS GENERAL DU PROBLEME DES TROIS CORPS. 281"

ou A et % sont des constantes dépendant seu]ement des W, des E

et de u, el ol les & sont des entiers. : . .

Il vient alors Co :
wi=nit+wy -

les ®; étant de nouvelles constantes d’intégration, et
5 Asin (Ek;‘w'j+ h)
ij Yy '

Rappelons que les y; sont divisibles par p; on pourrait done
craindre que les expressions des g; ne contiennent p au dénomi-
nateur, si les coefficients A .n’étaient pas eux-mémes divisibles
par p. )

Heureusement c’est ce qu1 arrive; si nous faisons = o, nous
aurons, en vertu de la formule (15),

([6) gi=—

_ ~ d4F _ dF,
F'—Fo(wi): aw; = ’d_wl' .
Comme ;l\l;v est une constante, elle est égale 4 sa valeur moyenne,
i
de sorte qu’on a
ar
dw;
et
a8 _
dt
St % s’annule pour @ = o, c’est qu'il est divisible par p. Done

tous les coefficients A sont divisibles par . Dans I'expression de g,
le facteur p disparait haut et bas, de sorte que cette expression est
développable suivant les puissances de p.

177. Reprenons maintenant les développements (2), (3); nous
‘satisferons aux équations (1) si nous y remplacons :

1° T par zéro;
2° Les £ et les n! par leurs développements sulvant les puls—- ‘

sances des expressions

' CcOoS [ ’ ’
(14) B S0, whm— i+,
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développements qui résultent de I'intégration des équations (13) et
qui dépendent d’ailleurs des constantes W;
3° Les L} par leurs valeurs en fonctions des Wy, &2, 7%; ces
valeurs étant développables suivant les. puissances des &) et n]
seront également développables suivant celles des expressions (14);
4° Les t; par r )
Wit gy = nit +w; 8.

Le terme général du développement (3) s’écrit

Z P& A Ny cos <2 kiw:+ h)

Je puis supposer m = o, puisque je fais dans ce développement
T=o0, et que, par conséquent, les termes qui contiennent un
facteur = disparaissent; si je fais de plus w,= w;~+ gy, notre déve-
loppement deviendra

2 p*A I, cos (2 kigi+ h) cos (E ky w")
— ¥ wrA0n, sin (Z kigi+ h) sin (2 k,-w';->.

Le monome 9, sera développable suivant les puissances des
expressions (14); il en sera de méme de A, cosk, sink qui dé-
pendent des L ; il en sera de méme des g; ainsi qu’il résulte de

la formule (16); il en sera donc de méme de cos(z k,-g,-),
sin(E /figi>, cos (2 kigi+ h) sin (E kigi+ h>. Ainsi les
coefficients de notre formule (17) sont developpables suivant les
puissances des expressions (14). ;

En raisonnant comme au n° 69, on verrait que les développe-
ments (3) prennent la forme .

(18) D p#BEUEL. . By O (E ]CiW'L"+EPiW,z‘>7

les entiers ¢ et p satisfaisant aux conditions

(17)

gi=pi (moda), 92| pu|-

Lés coefficients B dépendent d’ailleurs des constantes W.
Pour satisfaire aux équations (1), il faut dans les développe-
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ments (18) faire
W= — it + o}, W= n;t 4+ ;.

S’il y a n 41 corps, soit n planétes, cette solution renfermera
6n constantes arbitraires, 4 savoir : les n constantes W, les an
constantes E;, les n constantes w;, les 2n constantes w;. Je ne parle
pas des A} que nous regardons comme données une fois pour
toutes.

Le systeme (1) est d'ailleurs d’ordre 6.

178. Revenons aux équations (13) et examinons-les de plus
prés. Nous les avons rapprochées des équations (1) du Chapitre IX
et nous avons vu au n° 174 quelles sont les différences; on peut
ramener au cas du début du Chapitre IX en combinant Vartifice
du n°® 170 avec celui du n° 174. Mais il est plus simple d’employer
le procédé du n® 171, c’est ce que je vais expliquer.

En nous reportant 4 la formule (15), nous voyons que l'on a

F = Fy(Ws)+ pR' + 2R,

ot R’ n'est autre chose que R ot 'on a substitué W, £? et 7} 4 la
place de L;, &; et v;, tandis que R” est développable suivant les
puissances de 1, &2, 02, et dépend en outre des constantes W;. Les
équations (13) deviennent alors |

i . .

qr ST hgm W

(13 bis) s i
' dn} _ AR AR

@ = tay Tt

Nous reconnaissons la les équations du n° 171, car R’ est formé
avec les &9 et n? comme R avec les &; et n;.

Si toutes les planétes se mouvaient dans un méme plan, de fagon
qu'on n’edit pas & tenir compte des inclinaisons, aucun de nos y ne
serait nul, de sorte qu'il n’y aurait aucune difficulté.

Dans le cas ot 'on doit tenir compte des inclinaisons et ou I'un
des y est nul, on tourne la difficulté par 'un des deux artifices
exposés & la fin du Chapitre IX, par exemple par celui du n° 169.
On se rappelle qu'il consiste a rapporter le systéme non a des axes
fixes, mais 4 des axes mobiles tournant uniformément autour de
Vaxe des ;.
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Soient alors L/, X, o/, w' les ¢léments canoniques osculateurs
rapportées auz azes fizes; L, X, p, w les mémes éléments rap-
portés aux axes mobiles; on aura

A

L=L’, p=p', )\=)\'—I—ap.t, w=w'—apnt,

« étant une constante dépendant de la vitesse de rotation attribuée
aux axes mobiles.
On aura les équations canoniques

 dl _ dF  df _ dF
TETX I
(19) A dF  do _ dF.
&= AW wS T

d’ou 1] est aisé de déduire les suivantes

dlL _ d(F+apH) dp _ d(F + apH)

(20) dt ~ ) AT T T dw ’
20

dy _ d(F+auH) dw _ d(F +4-apH)

A A A

T

est le premier membre de l'une des équations des aires.

Jajoute que quand j'aurai remplacé L, o/, ¥, ' par

. _ L, p, A—apt, w4+ aut,

les fonctions F et F + apn H dépendront seulement de L, p, A, w et
pas du temps t; cela tient 4 la syméirie particuliére de la fonc-
tion F (¢f. n° 169).

Si nous revenons aux variables £ et «, les équations (20) conser-
vefont leur forme canonique et deviendront

dL __ d(F+apH)  di _ d(F+auH)
dt N N dn ?
GO o aFaapH)  dn_ d(Fapl)
dar dL Todr T dE )

Nous opérerons sur les équations (21) comme nous avons opéré
sur les équations (1). Remplagons donc dans F et dans Hles va-
riables en fonctions des W, £, n!, w;; comme H est une constante,
en vertu des intégrales des aires, H ne dépendra pas des w;, et je
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pourrai écrire .
H=H+ ull,

=Y Wi g DD+,

et oit H” est développable suivant les puissances des ., &7, %) et
dépend en outre des constantes W;. Les équations (13) deviennent

ou

alors .
a5 AR+ aB) (R +all’)
, G =—pE o — T
dt du; dn]
(13 ter)
dnd _ ARkl AR+ aB)
= M H T

Ces équations sont de la forme de celles du n° 171, et les pro-

cédés du Chapitre IX peuvent leur étre appliqués sans aucune dif-
ficulté.

179. Calcul des moyens mouvements. — Je dis que les coeffi-
cients n’ et y' (qui jouent un rdle analogue a celui des moyens
mouvements) sont développables suivant les puissances du para-
métre p. et des constantes Ef. Clest ce qui résulte de tout ce qui
précéde et nous pourrions le démontrer de bien des maniéres,
mais il semble que le mieux soit de raisonner comme il suit.

Les équations (1) doivent étre satisfaites quand on fait

" I | 1 !
wi= n;t + oy, wi=—y, !+ o},

% =2n2d%,§—2%3i—}-

Servons-nous de cette derniére formule pour transformer les
équations (1), Nous obtiendrons ainsi les deux systémes d’équa-

d’ou

tions -
dh; dhi dF
' i r SN “r.
(2) 2 "k g 2 Ve, ar;’
22 ,
3 d&: Sy A& __ dF .
k], T dwy, —  dn:
et ! [
dhs I d\; — fi_g
Z nkm —EY/c dwh  dL;’
(23)

dn; dn; _ db N
14 —_ ! —_ —
E "k dwh E Tedwy, = @&
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Ce sont deux systémes d’équations linéaires d’olt 'on peut tirer
les constantes 7/ et y'. En eflet I'indice ¢ peut prendre n valeurs
(s'1l y a n planétes) pour les Ay, et 2 2 pour les &; et les n;; Uindice &
peut prendre n valeurs pour les n' et les w’ et 2n pour les v/ et
les /. Chacun de nos sysiémes comprend donc 3n équations et
3 n inconnues.

Les seconds membres des équations (22) el (23 ), c’est~a-dire les
dérivées partielles de F, ainsi que les coefficients, c’est-a-dire les
dérivées partielles des X, £ et m, sont développables suivant les
puissances de

(24) # Egcoswy, Epsinwj.

Les déterminants formés a l'aide de ces équations linéaires
seront donc développables de la méme maniére.
Chacune de nos inconnues se présentera donc sous la forme

P

X

<O

2

ou P, Q, X, Y sont des séries procédant suivant les puissances des

quantités (24). La premiére expression )B{ sera déduite des équa-

Q

tions (22) et la seconde expression y sera déduite des équa-

tions (23). En conséquence X el Y sont les déterminants des
équations (22) et des équations (23).

Soient X, et Y, ensemble des termes de degré le moins élevé
des deux développements X et Y; je dis que, siles deux polynomes
X, et Y, sont premiers entre eux; le dévcloppement P sera divi-
sible par X, et Q par Y de sorte que chacune de nos inconnues

. sera développable suivant les puissances des quantités (24).

Cest 12 un théoréme général, d’ailleurs bien connu et que je vais

établir en quelques mots. On aura '

PY = QX,

de sorte que PY est divisible par X; je dis que P est divisible
par X. Sien effet P n’était pas divisible par X, on pourra écrire

(25) P=RX+S,

ou R et S sont des développements de méme forme que P, Q, X, Y,
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el oi ’ensemble S, des termes de degré le moins élevé du déve-
loppement S n’est pas divisible par X,.
Si en effet S, était divisible par X,, on aurait

Sy = MX,,

M étant un polynome homogeéne, puisque S, et X, sont des poly-
nomes homogénes. On pourrait alors poser

P =(R+M)X +(S— MX),

formule analogue a la formule (25) mais od R est remplacé par
R+ M et S par S—MZX. Si nous comparons les termes de degré le
moins élevé de S—MX & ceux de S, nous voyons que le degré des
premiers est plus grand que celui des seconds, car S, —MX,=o.
On pourra donc augmenter sans cesse le degré des termes le moins
élevé de S, 4 moins que I'on n’arrive 4 un moment ot S, ne sera
plus divisible par X,. Supposons donc que S, ne soit pas divisible
par X,. On aura alors ' ’

RXY +SY = QX,

ce qui veut dire que SY est divisible par X; il faut donc que 5,Y,
soit divisible par X, ; or cela impossible parce que Y, est premier
avec X, et que S, n’est pas divisible par X, (pour des polynomes,
le théoréme a été démontré par Kronecker). Donc P est divisible
par X. C. Q. F. D.

Nous sommes donc conduits & rechercher si X, est premier
avec Y, et pour cela, il suffit de démontrer que cela a lieu pour
M=o0. Si nous faisons p = o, il reste

\ N=Nw,  E=E,  m=nl

i

Or les &) et les ! ne dépendent que des &' et pas des o/, de sorte

que, dans les premiers membres des équations (22) et (23), les
d dn ;. . i
3:37, et W} disparaissent.

Il en résulte que X est le produit de deux déterminants :

. dh . . N :
1° Celui des d—i,,- qui est égal & 1, puisque pour p.= 0, \s— w;
Wi )

est indépendant des o/ ;
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2° Celu1 des dgl Nous devons nous borner 4 en chercher les
w

_termes de degré le moins élevé. Remarquons que, pour p=o,
les £ peuvent étre calculées simplement a I'aide des équations (1)
du Chapitre IX [c’est-a-dire des équations (13 bis) ou (13 ter), en
supprimant dans les seconds membres les termes en p2]. Les &}
sont alors développables suivant les puissances des quantités (14).
Pour avoir les termes du degré le moins élevé de notre détermi-
nant, il suffit de prendre dans les &} les termes du premier degré;
lesquels peuvent se calculer par les procédés du Chapitre VIIL. I
faut donc d’abord faire subir aux &) le changement de variables
du n° 131, qui est linéaire el canonique; si alors nous appelons £
les nouvelles variables on aura (en nous bornant aux termes du
premier degré)

dey

’0 —_
Ej coswi, T
k

—_ M I — !0
=—Epsinw) =—7.

Ce que nous cherchons c’est le déterminant fonctionnel des E? par
rapport aux &'; or il est égal au produit du déterminant fonc-
tionnel des &} par rapport aux £ qui est égal & 1 (puisque le chan-
gement de variables du n° 151 n’est qu'un changement de coor--
données rectangulaires) par le déterminant fonctionnel des £ par
rapport aux &' qui est égal &

71!10 71,20 .. 'T:'I20n-
On a donc

Xo=7000P. .., = I I (Ezsinwh). ,
On trouverait de méme

Y= Ello 5’20 v ,2011,': I l (Excos Wlk)r
)

ce qui montre que X, et Y, sont premiers entre eux.

Quelques mots pour repousser une objection possible. On
pourrait dire que X, et Y, sont premiers entre eux pour p =0,
mais qu'il n’est pas certain qu’il en soit de méme pour pZo. Il
peut se faire en effet que les termes de degré le moins élevé de X
et Y, qui sont de degré 27 par rapport aux quantités (24) quand
on fait p =0, soient de degré moindre pour p 2o, parce que les
termes du degré le moins élevé qui ne seraient d’ailleurs pas pre-
miers entre eux dlspalaltralent pour pn=o.
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Pour se mettre & I'abri de cette objection, il suffit de convenir
que l'on évaluera le degré de chaque terme en attribuant i
Excoswy, Exsinw) le degré 1 et a p le degré ¢, ¢ étant un entier
plus grand que 2. On sera certain alors que tous les termes qui

. contiennent p. en facteur sont au moins de degré 2n.

Il résulte de tout cela que nos moyens mouvements n’ et ' sont
développables suivant les puissances des quantités (24) et, puisque
ce sont des constantes indépendantes des o/, qu’il sont déve-
loppables suivant les puissances de i et des Ej.

C. Q. F. D.
Cherchons les valeurs des ' et des ' pour
. H =' o
Pour p =0, on a
F = F,, gI%:nf, gg=%=o, %:o,
%)v— =1, E% =0 (kZi),

de sorte que les équations (22) nous donnent d’abord

VY=o
et ensuite ‘
ny= n;.

Donc les y' contiennent p en facteur, et les n;se réduisent
aug n; pour p.=o.

. Voyons ce que deviennent les YF pour
IJ. = E/L. = 0.

Si nous négligeons 2 dans les seconds membres des équations
(22) ou (23), nous pourrons écrire
df . dFy  dF _ dF
‘ d ~VaE TV
et dans les dérivées partielles de Fy remplacer

L; An & nay
P. — I 19
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par leurs valeurs approchées \
.Wi; )\?"‘W't"“"gi’ E?y‘n?a

. qui sont exactes 4 des quantités prés de l'ordre-de p..

Les deux membres sont alors developpdb]es suivant les sinus
et les cosinus des muluples des w” et des o', Egalons dans les deux
membres les termes qui ne dépendent pas des w", mais seulement

. des o',
Dans les deuvees —E, ZFL, les termes qui ne dépendent pas

des W” sont ceux qui ne dépendent pas des 7\, 1ls ne sont done
autre chose que :

dR 4R
di;’  dns

ou .
dR 4R

. @’ dn?’

¢
puisque l'on peut remplacer &; et n; par £ et n?.
D’autre part, dans les premiers membres les termes
' dEL
ke "
dW/c
ne me donneront pas de termes indépendants des o', puisque les
termes de cette nature, qui pourraient exister dans &;, disparaissent
par la différentiation.
Enfin; dans les termes

)
/ .
cdw,‘,
. At
nous pouvons remplacer les §; par §9; Verreur commise sur -d—E‘—

at:

estdel’ordre de p; I'erreur commise sur Yk —= est donc de I'ordre
W

de p2, pulsque Y% est de Uordre de .
onc, en négligean et conservant seulement dans les deu
Donc, sgligeant 12 et t seul t dans les deux
membres les termes indépendants des w”, les équations (22) et (23)

deviennent

A . [
g de 4R
i {k dwl Hdn;)’
Z,dﬂ_ dR
f/r dW}c d&z
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- Si nous négligeons les puissances supérieures & E2, nous pou-
vons réduire R & R, et écrire '

‘ E 3 dR,
— Ny =— =g
{i dwy Hdn?

_Z ,dal . dRy

Ce sont les équations du Chapitre VIII, de sorte que l'on a

! —
(/»"_Yk'

Nous devons donc conclure que pour

les différences y;,— yx sont de Uordre de p*.

Tout ce que nous avons dit reste d’ailleurs vrai, si I'on est
obligé d’employer l'artifice du n° 169 et de remplacer F et R par
FaoapH, et R+ anH.

Remarquons que l'un des arguments v,y est toujours égal & ap
(et par conséquent & zéro, quand rapportant le systéme a des axes
fixes on fait « = 0). Soient en effet, comme au n° 169, U et V les
deux premiers membres des équations des aires. On trouve alors
aisément

du dav

m-:ap.v, y =—uapU,

car les crochets de Poisson
[F,U]=[F, V]=o, [l U]=V, [I,V]=—TU.
On tire de la :
U= Ccos(apt + a), V = Csin(apt + A),

équations qui expriment d’ailleurs que, pour un observateur inva-
riablement lié aux axes mobiles, le vecteur des aires qui est {ixe dans -
I'espace paraitra décrire un céne de révolution d’'un mouvement
uniforme; G et 2 étant des constantes. Comme U etV doivent éire
développables suivant les sinus et les cosinus des multiples des '
et des o', cela prouve que apz -+ A est une combinaison linéaire
& coefficients entiers des o' et des &, c’est-a-dire que op est'une’
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combinaison linéaire & coefficients entiers des 7’ et des Y
el _-v fyng +E ki

En faisant p.=o, je vois d’abord que les entiers &; sont nuls; en
faisant ensuite . trés petit, négligeant p2 et faisant E} = o, il reste

ap = 2 kiye

Or ysp est égal a ap. et 1l n'y a pas d’autre relation linéaire &
coefficients entiers entre les y et ap. Donc tous les entiers &; sont
I3 ! : ’ A
nuls excepté k,, qui est égal & 1; on a donc

oy = Yin. C. Q. ¥. D.

180. Nombre des arguments. — Dans le cas général du pro-
bléme des n +1 corps (n planétes), nous avons n arguments o'
et 27 arguments o/, en tout 37; mais comme v,, est nul lorsque
I'on rapporte le systéme & des axes fixes, 'argument e}, se réduit
aune constante. Les coordonnées des n—+1 corps dépendent donc
de 3n — 1 arguments seulement: leurs distances ne dépendent que
de 3 n — 2 arguments (vide infra, n° 193).

Dans le cas ou les n 41 corps se meuvent dans un méme plan,

"on n'a plus que n arguments v'; mais aucun des ¥’ n’est nul; les
coordonnées dépendent donc de 2 7 arguments. '

Dans le cas du probléme des trois corps, les coordonnées
dependent de 5 arguments si les inclinaisons ne sont pas nulles et
de 4 si elles sont nulles, les distances dépendent de 4 arguments
dans le premier cas, de 3 dans le second.

S1 l'une des masses est infiniment petite, les autres masses se
meuvent conformément aux lois de Képler; l'un des ¢ devient
nul, c’est celui d’ot dépendrait le mouvement du périhélie de la
grosse masse; nous n’avons donc plus que 4 arguments si U'incli-
naison n’est pas nulle et 3 si elle est nulle; mais les distances
mutuelles des trois corps dépendent encore de 4 arguments dans
le premier cas, de 3 dans le second. Les équations ne présentent
plus en effet la méme symétrie et il y a une direction fize qui joue
un rdle particulier, c’est la direction du périhélie de la grosse pla-
néte.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CAS GENERAL DU PROBLEME DES TROIS CORPS. 293

Passons enfin au cas du probléme restreint, et supposons que
Porbite de la grosse planéte soit circulaire. 11 n’y'a plus alors de
direction fixe qui joue un réle particulier puisque le périhélie de
cette orbite est indéterminé. Il en résulte que les distances mu-
tuelles des trois corps dépendent seulement de 3 arguments si
linclinaison est nulle et de 2 si elle n’est pas nulle (vide infra,

n°® 193).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



-

CHAPITRE XL

THEOREME DE POISSON.

181. Comparaison des développements. — En comparént les
développements (3) et (18) du Chapitre précédent, on est con-
duit & des résultats moins simples et moins nets que dans la com-
paraison des développements correspondants du Chapitre VIIL.
Cependant quelques-uns de ces résultats ne sont pas sans intérét
et, parmi eux, je citerai surtout le célebre théoréme de Poisson
sur 'invariabilité des grands axes.

Rappelons la forme des développements (3) et (18) du Chapitre
précédent, développements auxquels je donnerai dans ce Chapitre
les n° (1) et (2). Le premier s’écrit

(1) 2 pEA N g Z(i): Eki Wi,

et le second

@ e T (Dot Sowet)

L'un et l'autre donnent la valeur de I'une des quantités 8L, d),
8E, &7, le premier quand on y fait

T=1t-4c, W= nit-l-é[,
le second quand on y fait
wi=nit+w;,  W=—1il+ o).

D’un autre ¢dté, gi, &7, nf, L? sont également développables
sous la forme (2), de sorte que

L;= L + 3L, i=E 8, =l
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sont développables & la fois sous la forme (1) et sous la forme (2),

landis que
. hi— ;= )\? -+ 8)\1'

est développable sous la forme (1) et que

)\i— W'l'- = )\? —+ &+ 8)\L

est developpable sous la forme (2).

Si on veut comparer ces deux développements, il faut d’abord
choisir les constantes ¢, ¢;, m, ©' de facon qu'ils representent la
méme solution des équations du mouvement. :

Si nous prenons le développement (1) et que nous y fassions

‘.

T =i wi= n;t,

¢’est-a-dire si nous attribuoins aux constantes ¢ et ¢; la valeur zéro;
ce développement (1) nous fera connaitre la solution particuliére
des équations du mouvement qui est telle que les inconnues Ly, -
Ay &iy m; alent comme valeurs initiales LY, A?, E?, #? pour ¢ = o.
Seulement, ici, il faut prévenir une confusion; dans les déve-
loppements (1), L?, A2, 7, ) représentent des constantes, a sa-
voir les valeurs initiales de L;, A; &, 7i;- ‘
Dans les formules (3) ci-dessous, au contraire, L}, £}, n} ne
sont plus des constantes. Je conviendrai donc de représenter par'
L!, &, 0! -les valeurs initiales L;, &, n:.
Nous devons donc choisir les constantes W, E, w et o' de telle
fagon que le développement (2) représente la méme solution. Nous
avons les équations.

Ll' = L? -+ SL,', .
3) A =N Wi g+ 8hyy
EL ‘= EO -+ OEH

=7+ 8"11

Dans ces équations, chacune des expressions 3L, &), 8&, o
doit étre remplacée par le développement (2) correspondant et il
en est de méme d’ailleurs de g, &, 02, L.

Faisons maintenant ¢ = o, c'est-a-dire

W','~= Wy, W',., =w.
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Sott

g%, 30L;, d0X;, o0f;, Oty Leo, geo, no
ce que deviennent par cette substitution

N N N N, - -
iy OLI'y 0)\1', OEI" oy, L?y E?’ T+ -

“Comme L;, s, £, n: doivent se réduire & leurs valeurs initiales
L0, %2, E20 52, les équations (3) deviennent
Lli- = L?o + 0Ly,
(4) : §=E80+3k ql=mn)0+8n;
wi=—g} — n; :
Telles sont les relations d’on nous devons tirer les constantes
W, E, =, o)

en fonctions des valeurs initiales

1 . %1 1
Li: iy Ny

Jobserve d’abord que les seconds membres des équations (4)
sont développables suivant les puissances de

#, Egcosw), Eisinw)

et suivant les sinus et les cosinus des multiples des m;; ce sont
d’ailleurs des fonctions holomorphes des W.

Pour p = o, les équations se réduisent a

&) Li=W, gy,

=1y  wi=—gp

Dans £7°, 92°, g9, on a fait p.=o, et ces quantités, indépen-

dantes des ®;, sont développables suivant les puissances de
Ejcosw), E;sinw).

De ces relations (5), on peut tiver les

! M 7
Ejcoswy, Eisinw),

sous la forme de séries ordonnées suivant les puissances des £} et
dles ! et dépendant d’ailleurs des W; ou, ce qui revient au méme,
des L}. ‘
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De méme, g7, qui est développable suivant les puissances des

Ejcosw), Esinw),

deviendra développable suivant les puissances des & et des 7.

., Qu’arrive-t-il maintenant pour quelconque. Remarquons que .
les deux membres des équations (4) sont développables suivant
les puissances de i, des w;, des

B/ cosw), E;sinw),

et enfin des W;— L}, si Pon remplace W; par L} - (W;—L}),
car ce sont des fonctions holomorphes des W; quand ces variables
sont suffisamment voisines de leurs valeurs approchées L}.

Or, que nous apprend le théoréme de Cauchy sur le retour des
suites (woir mon Ouvrage Sur les méthodes nouvelles de la Mé-
canigque céleste, t. I, n* 30)?

Supposons que I'on ait 7 équations dont les seconds membres
sont nuls et dont les premiers membres sont développables sui-
vant les puissances de n fonctions inconnues 3, s, ..., 2, €t de
p variables indépendantes 2, Z2, ..., Zp et que 'on veuille tiver
de ces équations les inconnues % en fonctions des variables z. Le
théoréme en question nous apprend que les 5 seront dévelop-
pables suivant les puissances des z, si les équations sont satisfaites

quand on fait
Z=x =0,

et si, pour z =z = o0, le déterminant fonctionnel des premiers
membres par rapport aux z n’est pas nul.

A

Cherchons a appliquer ce théoréme aux équations (4) et & tirer
de ces équations ' '

W;— L}, Epcosw;, Eisinw), w; .
en fonctions de y, §!, 0} .
Vérifions d’abord que les équations sont satisfaites pour

p=f=yl=u;=W;—L!=E;cosw)=Essinw) = o.

Pour p.= o, les équations (4) se réduisent aux équations (5);
il suffit donc de montrer que £°, 0?° et g? s’annulent pour

E; cosw), = E;sinw), = o.
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Nous savons que &) et n sont donnés par les équations (13 bis)
ou (13 ter) du Chapitre précédent; comme nous pouvons faire
.= o, nous pouvons négliger les termes en p2R” et ces équations
se r_edulsent a

d? dR' dm o IR

ar ST va@y ar T Papr
I3
Elles ne sont autre chose, a la différence des notations preés, que
les équations (1) du Chapitre IX. Donc R’ ne contient que des
termes de degré pair par rapport aux £? et n?, c’est-a-dire que les
développements des £ ety ne contiendront que des termes de
degré i{xlpair par rapport aux

E;cosw), Egsinw).
Ils s’annuleront done pour

E;cosw), = Bgsinwj=o,
c’est-a-dire que les £)° et )® s’annuleront pour

Egcosw)= E;sinwj=o.

Passons & ce qui concerne g?; nous avons trouvé, au n° 176,
I'équation
dg: _ dF
dt — dW;

Le second membre est développable suivant les puissances des

Es % .

sSin

et sa valeur moyenne est nulle, de sorte qu'il ne contient que des
termes dépendant des w/; tous les termes de ce second membre
contiennent donc un des Ex en facteur,

L’intégration montre que g; est de la méme forme et, si nous
n’ajoutons pas de constante arbitraire, sa valeur moyenne sera
également nulle et tous ses termes contiendront un des E; en fac-
teur.

Donc gi s’annule avec les Ek Wk et g? avec les ]:k mk_

Cc. Q. F. D.
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Vérifions maintenant que pour
' p=tl=n!=v;=W;—L!=E;coswj= B sinw), =o,
. g ) . ) P " C . El
le déterminant fonctionnel des équations par rapport aux in-~

connues
’ : 5
vy, Wi— L1, Epcoswm), Epsin®,

n’est pas nul. ‘ :
En effet, pour p= o, les équations (4) se réduisent aux équa-
tions (5), de sorte que le déterminant fonctionnel cherché se ré-

- . cos
) 00 00 h
duit A celui des E[ y ;" par rapport aux Ex <in CF°
Les &%, 1% sont développables suivant les puissances des

cos . , .
E; " w}, et, si nous voulons la valeur de notre déterminant pour

sin »
Ez= o, il nous suffira de réduire les développements & leurs termes
du premicr degré. . '

Ces termes du premier degré sont ceux que nous avons déter-
minés au Chapitre VIII; c’est-a-dire que les §2°, n° sont liés aux
E; coswh, Egsinw), par les mémes relations linéaires queles E;, n;
aux nouvelles variables £}, v} dans le changement de variables du

n" 151. '

Or le changement de variables est une transformation rectangu-
laire de coordonnées. Donc son déterminant est égal & un.
Notre déterminant fonctionnel est donc égal & un.
C. Q. F. D.

Nous devons conclure que ’on peut tirer des équations (4)
les constantes

"wy, Wi Ly cosw), Egsinw),
sous la forme de séries ordonnées suivant les puissances de
& }’ 7)}’ P ".

dépendant d’d;'lleurs des L}..

Ce résultat m’a demandé d’assez longs discours, bien qu'il soit
presque évident. ‘

182. Rappelons quels sont les deux développements qu’il s’agit
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d’identifier. Nous avons d’une part

L= LZ -+ SLi,
(6) =80k M=l Oy
)\i= )\}’ -+ Wi 31[.

Les oL;, 3%, 87, 8); doivent étre remplacés par leurs dévelop-
pements (1) et, dans ces développements eux-mémes, il convient
de remplacer : 1° les arguments w; par n;¢ et © par £; 2° les con-
stantes L?, &2, 0} par L}, &/, n} pour nous conformer au chan-
gement de notations que nous avons été obligés d’adopter au nu-
méro précédent afin d’'éviter une confusion.

Nous avons d’autre part

\ Li= L?—-I— SL,',
(7) Ei=E8)+ 0L, M=)y

( A= )\?—I- Wi+ i+ .

+ Les 8L;, 8;, 8n;, 0); doivent étre remplacés par leurs dévelop-
pements (2) ainsi que les LY, §?, n7, g: et, dans ces développe-
ments eux-mémes, il convient de remplacer w; et w), par n} ¢t + =,
— Yxl + T

_ Pour identifier les expressions (6) et (), nous pouvons opérer
de deux maniéres : nous pouvons adopter les constantes

1 1 1
Li1 iy Mg

qui sont celles qui figurent dans les équations (6).
Nous devons alors, dans les équations (7), remplacer les con-

stantes

cos _,
. Ty,
sin #

\V,’, Wy, E/;

par leurs expressions en fonctions des L}, &}, 0}, expressions que
nous avons appris 4 former au numéro précédent.
Quelle est alors la forme des seconds membres de ces équations?
Ce sont des séries procédant suivant les puissances de

#,  Epcosw), Epsinw).

Mais comme on a, par exemple,

E; cosw). = E; cosw), cosy) ¢ + E; sinw), siny; ¢,
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nous voyons que ce seront des séries procédant suivant les puis-
sances des

¢, Epcoswm), Ersinw),

et suivant les sinus et les cosinus des multiples des v)¢.

D’autre part, les L;, €, ni, \i— w} sont développables suivant
les cosinus et les sinus des multiples des w;, et, par conséquent,
suivant ceux des w; et des n; ¢.

Enfin, les coefficients de ces développements dependent encore
des Wl. '

Or, d’aprés le numéro précédent, les
Wi ®;, LEpcoswm), Epsinw
sont développables suivant les puissances des
®, &l b, .

et il en est de méme évidemment des cosinus et des sinus des
multiples des ;.

Donc les formules () transformées nous donnent
Li, &, mi Mi—nit
sous la forme de séries procédant :

1° Suivant les puissances de
SR

2° Suivant les sinus et cosinus des multiples des
npt, Ykt;

3° Dépendant en.outre des L.

Le terme général est de la forme
'7

« cos ,
A pe i, sinv t

ol A dépend seulement des W,, ol 1L, est développé suivant lcs
puissances des £l et m et ol

v —-Ek,n, Epkn,

les k; et les px étant des entiers.
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Ce dévéloppement n’est pas encore identique au développe-
ment (6), parce que le nombre

ux Iy,

qui est un monome entier en &, £, 11, a pour coefficient

qui dépend encore de p., & et n,.
En effet, les-n) et les y; sont développables suivant les puis-

.sances de
2
) E/c'

D’autre part, les
E} = (E; coswy)?+- (Egsinw,)2
sont développables suivant les puissances de
[N T T8 '
Donc les n; et les 'l';c et, pa.\r conséquent, le coefficient v/, seront
développables suivant les puissances de

#y Ery Mo

Pour identifier les deux développements, il faut donc encore
développer cosy't ou siny'¢ suivant les puissances de ces quan-
tités. Coe e, - '

"~ Pour p=o, v se réduit i

v = E king.

11 est clair que, par exemple,

cosv't = cos[vE- (v —v)t],

et peut, par conséquent, se développer suivant les puissances de
(v'—v)¢t; le terme général est égal & un coefficient numérique,
multiplié par cosv¢ ou sinv et par une puissance de (¥ —v)¢z.
Ensuite v — v, qui est d’ailleurs divisible par v, peut se déve-
lopper suivant les puissances de @, des £, et desm;,.
Le terme général du développement (7) ainsi transformé est
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alors -
. cos
ApadiL, (v —v'yngm ™ "y,

sin

et i1 doit alors étre identique au développement (6).

183. 11 est alors aisé de se rendre compte de lorigine des di-
verses sortes de lermes du développement. (6), c’est-d-dire du
développement obtenu par I’ appllcatlon directe de la méthode de
Lagrange.

Les termes séculaires purs sont ceux qui ne conuennent pas le
facteur cosv¢ ou sinv¢; ce sont done ceux pour lesquels on a

-
V= ‘}L kin;=o.
Comme nous n’avons entre les r; aucune relation linéaire a
coefficients entiers, cela entraine

t

P ki=o,

¢
‘

c’est-a-dire que les termes séculaires purs proviennent des termes
indépendants des w] et dependant seulement des arguments o/y.

Si, en effet, v' est divisible par g, on ne pourra développer
cosy'¢ suivant les puissances de y sans le développer en méme temps
suivant les puissances dc ¢, ce qui fait apparaitre des termes sécu-
laires purs. _

Quelle différence y a-t-il donc entre le cas actuel et celui du pro-
bléme restreint traité au Chapitre VII?

Dans les deux cas, nos coordonnées peuvent s'exprimer en fonc-
tions développées suivant les cosinus et les sinus des multiples
d’un certain nombre ‘d’arguments variant proportionnellement au
temps. Mais, dans le cas actuel, quelques-uns de ces arguments
ont un moyen mouvement {rés lent s’annulant avec ; dans le cas
restreint, au contraire, tous les moyens mouvements étaient finis.
Il en résultait que nous n’avions pas de terme en cosy't, avec v/
divisible par ., et, par conséquent, pas de termes séculaires purs
dans le développement de Lagrange.

- ‘Les termes qui dépendent des o', pour lesquels par conséquent
le coefficient v n’est pas nul, nous donneront des termes pério-
diques et des termes séculaues mixtes. :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



304 CHAPITRE XI.

Quel sera le rang des termes ainsi obtenus? Parlons d'un
terme

. . CcoS ,
(8) Ape ity 0t

du développement (7) transformé; il nous donnera des termes de
la forme

A p2 Iy (V' —v)mm csf’z ve,

et si, en développant (¥ — v)™ suivant les puissances de ., on
trouve '

(V=)= ZB uB,
notre terme général deviendra
E AB po+B TG 1 ©%% v e,
sin

Comme ¥'—yv est divisible par p, 'exposant $ est au moins
égal & m.
Le.rang de notre terme général est donc

a+Pf—mz2a.

Comme « ne peut étre négatif, nous voyons la raison d’étre de
ce fait démontré plus haut qu'un terme quelconque est toujours
au moins de rang séro.

Ainsi les termes déduits d’un terme de la forme (8) ont
toujours leur rang au moins égal a «.

On voit qu’on obtiendra les termes de rang zéro en faisant u = o
dans les équations (7); comme, dans ces conditions, 8L, 3§, &n, CA
s’annulent, il reste

Li=L}, E=8, w=n), l=owi+g+ L

La LY, &, n}, gi doivent étre remplacés par leurs développe-
ments de la forme (2) et, dans ces développements, il faut encore
faire # = 0. On retrouverait naturellement ainsi les résultats du
Chapitre IX. ,

Cherchons V'ensemble des termes séculaires purs, et d’abord en

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



THEOREME DE POISSON. 305

ce qui concerne les L;, les £; et les 0;. Ce sont, nous venons de le ‘
voir, les termes indépendants des o/,

Mais nous devons nous rappeler comment ont éité obtenus les
développements (2); on a pris les développements (1), on y a fait
T==0, on y a'remplacé les &7, les 0] et les L} par leurs valeurs en
fonctions des o, et des W [ valeurs déduites des équations (13) du
Chapitre précédent) et enfin on a remplacé les w; par w;+ g..

Dans cette derniére substitution, un terme

A coszlr,- w;
A coszlc,- w} cos zlcig,-— A sinE kywi sinz kigi

c’est-a-dire que tous les termes qui en proviennent contiennent

donne

en facteur le cosinus ou le sinus de Ekiwf.

Donc un terme indépendant des w; (c’est-a-dire ot les &; sont
nuls) ne nous donnera que des termes indépendants des w; et in-
versement un terme dépendant des »; ne nous donnera que des
termes dépendant des ;.

Nous voulons 'ensemble des termes indépendants des w;; pour
cela, nous n’avons qu’a prendre l'ensemble des développements (1),
& y faire =0, & y supprimer tous les termes dépendant des w,

?, m) par leurs développements de la

et a y remplacer les L?, &7,

forme (2).
Nous aurons donc

termes séculaires purs de L;= L} + val. moy. 3L;,
» L=+ » 8,
» N = 7]? -+ » 3.

Je donne au mot de valeur moyenne le méme sens que dans le
‘Chapitre précédent, c’est-a-dire que je suppose que, ayant déve-
Ioppé oL;, 8&;, 8n; suivant les puissances de = et les cosinus el
stnus des multiples des w, je n y conserve que les termes indépen-
dants de 7 et des w. . :

.- Pour A;, il faudrait tenir compte en outre de ceux qui pro-
viennent du terme wl'-', de sorte qu’on aurait, pour les termes sécu-

' P. - L 20
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laires purs de X;,

M+ njt + w4+ g+ val. moy. Sk

184. Nous aurions pu également, pour comparer les développe-
ments (6) et (7), adopter les constantes

b ’.
W,‘, ]L/;, L)

il nous aurait suffi alors de remplacer les L}, &!, v/, w; par leurs
valeurs données directement en fonctions de ces constantes par
les équations (4). Nous aurions obtenu ainsi quelques résultats
intéressants.

Nous aurions pu aussi faire la comparaison des développements
sans faire un choix particulier de constantes.

Il en serait résulté de grandes simplifications et nous aurions
supprimé des longueurs plutét que des difficultés. Mais notre com-
paraison aurait été moins précise.

185. Théoréme de Poisson. — On sait que Lagrange a démontré

un théoréme dit de ’invariabilité des grands azxes et en vertu
-duquel les développements des grands axes ne contiennent pas de
lermes séculaires, du moins si 'on néglige les carrés des masses,
c’est-a-dire les termes de 'ordre de p2. Nous avons démontré plus
haut ce théoréme (cf. n® 103) si important au point de vue de la
stabilité du systéme solaire.

Plus tard, Poisson a étendu les résultats de Lagrange et établi
un théoréme analogue pour le cas ou, tenant compte des carrés
des masses, c’est-a-dire des termes en p2, on néglige les cubes des
masses, ¢’est-d-dire les termes en p3. On trouve, a la vérité, dans
le développement des grands axes, des termes séculaires mixtes;
mais il n'y a pas de termes séculaires purs,

Ainsi Poisson a montré que, dans le développement des grands
axes ou, ce qui revient au méme, dans celui des L;, il n’y a pas de
termes en .

' w2t

Or les termes en 2 sont d’ordre deuz et de rang un.

Nous allons maintenant démontrer ce théoréme de Poisson ou
plutét nous allons établir un théoréme plus général, & savoir que
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dans le développement des Ly, il 'y a pas de termes séculaires
purs de rang un. .

D’ou, en effet, pourraient provemr ces termes? Nous avons vu
plus haut que, pour obtenir les termes séculaires purs de L, il faut
prendre le developpement de L; suivant les puissances de 7 et les
sinus et les cosinus des multiples des ¢v et ne conserver dans ce
développement que les termes indépendants de © et des w, ow, si
I'on aime mieux, les termes cherchés ne sont pas autre chose que
la valeur moyenne de L;.

Or, plus haut, au n° 175, nous avons démontré que la valeur
moyenne de W;— L; est divisible par (2. Nous avons donc, poul
les termes séculaires purs de L;,

W+ w2 DLy,
oa DL; est développable suivant les puissances de p. et des

cos
Er 07wy
ke sin k

Rappelons d’aillears que

#2DL; = — val. moy. (2 oL d 0)\ 21 8¢ Z:}n>
2

Or W; est une constante, ce n’est donc pas un terme séculaire
proprement dit; quant & p?DL;, il nous donnera des termes de la

forme

. cos ,
(8) A[J.“D]kz sinv [

ol l'exposant o sera au moins égal i deuz, ptusque 2DL; est divi-
sible par p2.

Or nous avons vu que les termes qul proviennent de (8) sont au
moins de rang a. Ils sont donc au moins de rang deuz. Donc lcs
L; n’ont pas de terme séculaire pur de rang plus petit que deuz.

: C. Q. F. D.

Nous n’aurons donc pas de terme en p2¢, mais nous aurons des
termes en ' '

p2siny'e,

ou v sera nul et o, par conséquent, ¥’ sera divisible par p.
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- Soit, en développant suivant les puissances de w, - -

. v’=¢,p.+a2.u‘3+...,
nous aurons

p2siny't = prsin(a B4 app?t+...).

Si nous développons suivant les puissances de ‘., le premier
“terme du développement sera :
‘ oy 3L,

Nous aurons donc des termes en wie. .

Aprés la découverte de Poisson, on crut longtemps que le théo-
réme était général et que, aprés l’av01r démontré d’abord pour la
premiére approximation, puis pour la seconde, on ne tarderait pas
a le démontrer également pour les approximations suivantes. De
grands efforts furent faits dans ce sens et, naturellement, ils furent
1nfructueux

En 1876, M. Spiru-Haretu montra l existence de lérmes en p.*¢
et ce résultat causa un grand étonnement, bien que, dés cette
époque, quelques personnes en aient soupgonné la raison. Il n’a
plus aujourd’hui rien qui puisse nous surprendre. '

. 186. Revenons au Chapitre VIII. Au n° 144, nous avons trouvé
la formule

_ dF1 d®d dFl
°*1~—HZC-ff IV an; *ﬂ[ ar,; 46

el nous avons dit :

1° Que la seconde intégrale du second membre ne peut donner
de termes de rang zéro;
* 2% Que les termes de rang zéro provenant de la troisieme inté-
“grale étalent '

dR
o p[ -Edt

»3° Que la . premiére intégrale ne -pourrait. donner -d’autres
termes de rang 3éro que ceux provenant des termes de fang un
séculaires purs de

. e — ‘ . . .
L M= ufdx o
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Or, d’aprés ce qui précéde, ces termes n’existent pas. La pre-
miére intégrale ne donnera donc pas de terme de rang zéro.
Donc les termes de rang zéro de A; ne pourront étre que

' ' t
dR
it 4 A+ f —— dt
n; + i [ A dl; 3

" ¢’est-a-dire que I'on obtiendra les termes de rang zéro de A; & l'aide
de I'équation

@ Dy, R
9 ) dt ¢ * dLi’
jointe d’ailleurs aux équations
dy  dR dn_ dR
(1) B -l o LB il o 13

qui nous donnent les termes de rang zéro des &; et des 7;.

Comme R ne dépend pas des A;, mais seulement des L; (qui, si
I'on se borne aux termes de rang zéro, comme aux Chapitres VIII
et IX, doivent étre regardés comme des constantes), ainsi que des
E; et des; qui ont été complétement déterminés a l'aide des équa-
tions (ro).

Les seconds membres des équations (9) sont donc des fone-
tions entiérement connues, de sorte que ces équations (g) pour-
ront s’intégrer complétement par une simple quadrature.

On obtiendra d’ailleurs ces termes de rang zéro de A;, qui ne
peuvent étre que séculaires purs, en partant de la formule

" termes séculaires purs de ;=AY ++ 7}t + w4+ g+ val. moy. 8};,
et en faisant p=o0 dans g; et SA;. Alors 8); qui contient p en
facteur, s’annule et il reste
N+ nit 4w+ g
Soit, d’autre part,
np= n;+ P p@p2y, L,
Les termes

(o)
nytpxt

étant de rang « — 1, nous ne conserverons que le premier d’entre

eux
e,
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et il nous restera, pour les termes de rang zéro de ks,

Mt nit-wi+niPpr+ g

Or g; est développé suivant les puissances des

! M r
B cosw), Ejsinw;,

Clest donc une fonction périodique des ¢/, et si nous nous rap~
pelons la fagcon dont nous I'avons formée, en n’ajoutant pas d¢
constante arbitraire aprés l'intégration, nous voyons que la valeus
moyenne de cette fonction périodique est nulle. Il en est de méme
azi,

dt

Donc, si nous remplagons dans R les §; et les n; par leurs déve~

loppements suivant les puissances des

de la valeur moyenne de

Eicosw) et Ep sintvk,

la valeur moyenne de

dR
dL;
sera égale &
ni,
i

I1s’agit ici des développements étudiés au Chapitre 1X, puisque
nous ne considérons ici que les termes de rang zéro. Donc ces
développements nc contiennent que des termes de rang impair
par rapport aux Ej (¢f. n® 144 et suiv.), donc les E; et les 7
s’annulent avec les E;.

Le coefficient n{'’ est développable suivant les puissances des E};
pour avoir le premier terme de ce développement, il faut faire

Ei=o,
c¢’est-a-dire
Ei =7N;=0.

Alors R se réduit a ce que nous avons appelé R, aux Cha-
pitres VIII et IX; on aura done, pour Ef=o,

. n%”: g&)o

13
Ainsi, dans le développement de r; suivant les puissances de m

; . dR
2 0
et des Ef, le coefficient de . est Vi

———— P ————
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CHAPITRE XIL

SYMETRIE DES DEVELOPPEMENTS. SOLUTIONS .PERIODIQUES.

187. Symétrie. — Reprenonsles développements du Chapitre X
qui procédent suivant les sinus et les cosinus des multiples des
arguments &' et o’. Nous pouvons exprimer ces sinus ou ces
cosinus & I'aide d’exponentielles imaginaires et écrire ces dévelop-
pements sous la forme suivante :

(1) e+ ink=2 Ceio,

\ " ° ’
9 =}-kjwj+2pjwj,

et ou les coefficients A, B, G, C/ dépendent des constantes W
et E.

Pour satisfaire aux équations du mouvement, il faut poser
W= nit+ wy, wi=— i+ )t
d’ou
o =vt+ I,

v=2/cjn}—-2pj‘{}, ‘h=2kjw/+zplw.,/'

Aux équations (1) nous adjoindrons les intégrales des aires que
nous écrirons

ou

U = const., V = const.,

en conservant aux lettres U et V la méme signification que dans
les Chapitres IX et X. Dans le cas ot I'on est obligé d’avoir

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



312 CHAPITRE XII.
recours & l'artifice du n° 178, c’est-a-dire de rapporter le systéme
a des axes mobiles tournant autour de I'axe des z;, les équations
deviennent '
(») d __ dd+apl)
di ‘ dah

[équation (20) du n* 178].

Nous avons trouvé alors, au n° 179, que U etV au lieu d’étre des
constantes sont proportionnels au cosinus et au sinus de ot 4+ h,
de sorte que I'on peut écrire

U=+ iV =Keiape+h), UiV = Ke-ilape+h,

K et & sont des conslantes réelles ct K dépend des constantes W
et E.

En eflet,

K2 = U24- Ve,
s'exprimant aisément & l'aide des Ly, des Ex et des ny, est une fone-
tion des W, des E, des &' et des #"; comme d’ailleurs c’est une
constante, elle ne pourra dépendre des o' et des ', mais seule-
ment des W et des E.

Observons maintenant que les équations du mouvement ne
changent pas quand on fait tourner tout le systéme d’un angle ¢
autour de l'axe des ;. Cette propriété est vraie des 'équatiops
ordinaires du probléme des trois corps; clle est vraie également
des équations (2 [équatmn (20) du n° 178].

On doit donc pouvoir donner, aux constantes d’intégration

. .
W, E, w; w)

des accroissements tels que tout le systéme tourne d’un angle ¢
autour de 'axe des 23, ¢ cst—a-dlre que

(3) Liy ey Ee+ine Er—img
se changenl en
(4) - Liy he+e, (B ine)e s, (Be— iqg)eie.

Et en effet si nous faisons lu transformation qui consiste & rem-
placer les quantités (3) par les quantités (4) (¢ étant un angle
constant quelconque), les équations du mouvement ne changeront
pas; donc on devraretomber sur une nouvelle solution particuliére
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de ces équations, correspondant a de nouvelles valeurs des con-

stantes d’intégration.
St Tangle ¢ est infiniment petit, les accroissements des con-

<

stantes d’intégration seront des infiniment petits -
W, SE, Sw, S
Il en résultera pour
' A, B, C, C, K, n} ¥
des aceroissements
8A, 6B, 3C, 38C, 8K, dnj, oY)

pour ¢ un accroissement 3w} et pour ¢ un accroissement

8¢ = ¢ dv 4+ &h,

8v=2 /.‘,-Sn;-—zpjay}, 8/1:2 kjsmj—l—Eijm}-.

D’un autre c6té, Dy, A, &+ ing, & — inx devront subir des
déplacements

ol

0, &

(Er+inp)ie =— isz Cely,
—(Ba— imz)ie = iez C'eio;
de sorte que 'on aura
o =2 SA et + iz A dvitet® + iZ A She,
e=ton}+ Bm/f—i—z oB eip 4 iZ B dvtele —+ iz B 3heis,
—ieE C et =Z 3C e + iz C dvte’d -+ iE C Sheiv,
\ ie 2‘ Ceip= 2‘ 8C e—ip — 12 C'dvie—io— zz C'8hei9.

Les deux membres des équalions (5) sont developpés suivant
les puissances de ¢ (qui ne figure d’ailleurs qu’a la puissance o et
a la puissance 1) et suivant les sinus et les cosinus des multiples
des n't et des y)t. Ces deux membres sont donc de la forme des

.J . J/ , .
fonctions considérées dans le lemme du n°107. Ce lemme s’applique

(%)
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donc; c'est-a-dire que nos équations ne peuvent avoir lieu que si
les termes semblables se détruisent. ‘
Donc les termes en ¢, ou en ¢¢’?, qui ne figurent pas dans le pre-
mier membre, doivent s’annuler dans le second.
Donc : 1° on aura
8n;~,= 05
2° Pour tous les termes dont le coefficient A, B, C ou C! n'est

pas nul, on aura
dv =o.

Or les termes les plus importants du développement de §x== inx
sont ceux que nous avons trouvés au Chapitre VIII. Ce sont des

termes en
Ej exiw},

ls ne s’annulent pas en général et ils ne peuvent se réduire avec

les termes suivants puisqu’ils sont beaucoup plus grands que tous

les autres quand p et les E sont irés petits. Orsi 9 = w}, on a

vV=—1j;
on a donc-
dyj=o.

Les nj et les y; sont des fonctions des constantes W et E; alors
une question se pose : des 3 équations

(6) . Snj=38't=o0
peut-on déduire les 3n équations

La réponse est aisée; on a évidemment

Ednkaw EdnkSE,
—Zd 8W+2 21} 31

donc, si le déterminant fonctionnel des r;, et des Y; par rapport aux

. W et aux E n’est pas nul, c’est-a-dire s’il n’y a pas de relation

entre les fonctions ny et y;, les équations (6) entraineront les
équations (7).

Si toutes les planétes se meuvent dans un méme plan, de telle

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SYMETRIE DES DEVELOPPEMENTS. SOLUTIONS PERIODIQUES. 315

3

fagon qu’il n’y ait pas & se préoccuper des inclinaisons, on a
seulement 7 arguments ' et n arguments w/, et, entre les 22
coefficients correspondants n' et ¢/, il n’y a aucune relation (nous
reviendrons sur ce point au numéro suivant).

Si toutes les planétes ne se meuvent pas dans un méme plan de
telle fagon que l'on ait & tenir compte des inclinaisons et que l'on
ait & employer l'artifice du n° 178, il y aura une relation, puisque
I'on aura, d’aprés le n° 179,

4 —
Ton = 2%

¢’est-a-dire que v, , est une constante indépendante des K et des W.
Dans ce cas, il conviendra d’envisager la constante

K=yUi+ Ve,

c’est la projection du vecteur des aires sur le plan des z,z,; elle
ne change donc pas quand l'on fait tourner tout le systéme d'un
angle ¢ (ce qui revienl a un changement d’axes de coordonnées o
I'axe des z3 et le plan des 2, z, sont conservés).

On aura donc .

‘ 3K =o.

Or entre les ny, les v (en exceptant v,,) et K, il n’y a aucune
‘relation (je reviendrai sur ce point au numéro suivant). On pourra
donc toujours raisonner de la méme maniére et, des équations (6)
auxquelles on adjoint 3K = o, on pourra déduire les équations ()

W = 3E =o.

Comme A, B, G, €' ne dépendent que des W et des E, on en con-
clut '
A =8B =48C=28C=o,

et nos équations (5) deviennent

o= iz Adhete,
e = iz B 3hel?—+ Swy,
—ieE Cerr =+i ), Coheo,
ie ¥ Cleip=— iy, Cdhe i

(5 bis) .
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La premiére de ces équalions nous apprend que, pour tous les
termes de Ly, on a
Sh =o.
De méme on a
Sh=o,

pour tous les termes périodiques de Ax.
D’autre part, la deuxiéme équation nous montre en outre que

dm,=c¢.

Enfin les deux derniéres équations nous montrent que pour tous
les termes de & ou de nx, on a

8h =—c¢.

Il en sera de méme pour tous les termes de & et 7}, ou les &) et
les n) sont liés aux Ex et aux ny par le changement linéaire de
variables du n° 151.

Or parmi les termes de §x+ iz, il y a des termes en

eiw{,’
qui ne s'annulent pas puisque leur coefficient est trés voisin de Ex
pour p et Ey trés petits.
Pour ces termes on aura

S = 8w,
et par conséquent
oh = dw).
On a done
: L
dw)=—c¢

Il vient donc en général

=c(Z-2e)

D’ou cette conséquence :

Pour tous les termes de Lx et de Az on a entre les entiers k; et p;

la relation
2 kjj 2 pi=o.-
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Pour tous les termes de £ et de 74, on a

2 /-‘j‘—EPJ':'-'-

Ces résultats sont analogues 4 ceux que nous avons obtenus
aux n® 116 et 162. Remarquons que nous aurions pu raisonner
ici comme aux Chapitres VI et VII et inversement qu’au Cha-
pitre VII nous aurions pu raisonner comme nous le faisons ici.

188. Au numéro précédent nous avons annoncé, sans le dé-
montrer, qu'il n’y avait pas de relation entre les r’ et les y' si toutes
les planétes se meuvent dans un méme plan et que, dans le cas con-
traire, il n’y a pas de relations entre les 7/, les ' et K. Nous en
avons conclu les équations

SW =0E =o.

Il serait aisé de vérifier cette assertion en se bornant aux pre-
miers termes des développements, mais on peut arriver au résultat
par une voie plus simple.

Reprenons en effet les variables £ et qui sont liées aux £ et
aux 7 par les relations linéaires du n® 151; on pourra les déve-
lopper sous la méme forme et écrire

R = D’°+2Dei‘e,

en meltant en évidence le terme tout connu D!; de méme dans le

developpement de L Je puis mettre en évidence le terme tout
connu et écrire

L= A§+2Aew.

Quand je ferai tourner tout le systtme d’un angle ¢, on voit que
£2 4+ ;% ne change pas, et il en est de méme de Ly; on a donc

3Df+ ) 3Deio+i 3 Digeiv=o,
8A€+E SA el iZAS?e”P= 0.

' Les termes tout connus doivent s’annuler, d'ott

(8) : . . dD{=o, dAk=o.
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Les D¥ et les A% sont des fonctions des W et des E. Les équa-
tions (8) entrainent-elles les équations (7)? Il suffit pour cela,
comme nous l'avons dit, qu’il n’y ait aucune relation entre les DX
et les AX. Or cela est aisé & vérifier.

11 suffit de faire la vérification pour p=o. Or, pour p=0, on a

Liy=Wg
et par conséquent
Al =W,

Pour p. = o, les Ex, les nx, les £ et les 0 se réduisent & leurs
termes de rang zéro, c’est-d-dire a leurs valeurs telles qu’elles ont
été calculées dans le Chapitre IX.

Il nous suffira de faire la vérification pour les petites valeurs des
excentricités et des inclinaisons, c’est-a-dire pour les petites
valeurs des Ej. Il est clair en effet que, s’il y avait des relations
entre les A} et les D}, ces relations subsisteraient quand on rédui-
rait les développements a leurs termes de degré le moins élevé.

Or, pour les petites valeurs des Eg, nous pouvons réduire les &«
et les nz aux premiers termes de leurs développements suivant les
puissances des Ej, ¢’est-d-dire 4 leurs valeurs telles qu’elles ont été
calculées dans le Chapitre VIII. On a alors

g e _ T2
A =E}
et par conséquent
Di=E}.

Il n’y a donc aucune relation entre les A¥ = W et les D¥=E2.
c. Q. F. D.

Donc les équations (8) entrainent les équations (7) et par con-
séquent

A= =3 =3C=o.
On peut poursuivre I'analyse comme au numéro précédent.
189. On peut en déduire des conséquences sur la fagon dont les
ny etles y; dépendent du coefficient a qui figure dans les équa-

tions (20) du n° 178 [équation (2)]; appelons (2 bis) ce que de-
viennent les équations (2) quand on y remplace a par o+ S« en
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donnant i « un accroissement Sa. Alors 4 une solution
Liy, Moy B+ imges  Ex—ing, iRl
des équations (2) correspondra une solution
L, Ae+8ape, (Bi+ dmp)eilupe, (b—img)eldapt, E2o )2

des équations (2 bis).

D’autre part on pourrait concevoir que, pour passer d'une solu-
tion particuliére des équations (2) & la solution correspondante
des équations (2 bis), il fit nécessaire de donner aux constantes
d’intégration de petits accroissements.

Les coefficients A, ..., v, ... subiront également des accroisse-
ments, d'une part parce qu’ils dépendent de ces constantes et
d’autre part parce qu’ils dépendent de «. Nous sommes donc con-
duits aux formules suivantes, analogues aux équations (5), ol
toutefois nous avons mis en évidence comme au numéro précédent
les termes tout connus 8A} et 8D} :

o= 8A2+2 SA e + iE A dviel? + iz A dheie,
tp.du =t 3nj+ Swpt- 3\ OB ei¥ + i 3\ B dvtele i Y Biher,
(9) _imaazc el =Eac e + iZC By teie +52cahew,
itpda Y C’e—iq>=2 3C e-ip— i}:. C' 8y te—io— iz C' Sheio,

o=sDz+28D ei9 +i2D dv teio +i2D8hei?.

Egalons encore ici les termes semblables; nous trouverons
d’abord
5A%=0¢, &DY=o,

d’ou
8W = 3E =o.
Nous voyons ensuite que 8v et 8% sont nuls dans les développe-
ments de
Li, M EE-+nf
et que .

ka = 0.

Mais le point le plus important au point de vue qui nous occupe,
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~ c'est que l'on a, en égalant les termes en ¢ dans la seconde équa-
tion
p da = 8ny. .

et en égalant les termes en e’ dans la troisiéme et la quatriéme,
- 0o = SV,

el cela pour tous les termes de &x et de nx dont le coefficient n’est
pas nul. Or, parmi ces termes, il y a comme nous l'avons vu des
tcrmes en i ,

Ekei“’i,
ol
y = ‘Y;‘.
On a donce

Ainsi tous les 8n; et les 8y} sont égaux entre eux; les différences
! 1 ! ! ! ! ! . ’
Ry~ Ny Yr—"Yj» Nx— Y}, sont donc indépendantes de o. Comme
nous avons vu d’autre part que y,, est égal & ay, nous pouvons
conclure que n; — e et y; — ap sont indépendants de «.

Dans les développements de Ly et de A, on a

3 6-Fpo
ENIESWITED) kf(n}—dv>—zpj(*(}—?ti), L

ce qui montre que v est indépendante de a.

Si donc on regarde les constantes w et ' comme indépendantes
de o, Pangle ¢ sera indépendant de o, et il en sera de méme de
Wy — apt. Il en sera donc de méme de Ly et de Ay — apt.

Quand donc « se changera en o - 8a, les quantités Ly et X se
changeront en Ly et hx=- 3o pt.

Dans les développements de & et g1z, on a

S-S -

d’ou

et par conséquent

v =2 lcjlz}—APjY}:jE /cj(nj’-——ap.)-—-zp,-(yj’-— apL)— oL,
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ce qui prouve que ¥y — ap. est indépendant de «, et par conséquent
que o + aput est indépendante de «.
Donc

(Ep+ Tny) efopt = E C ello+ap.t)

est indépendant de «, et il en est de méme de
(gk—‘ i"]lc)e_iat‘“o

" Cela veut dire que quand on changera o en o -+ 3a, les expressions
Ex+ inx et Ex— inx se changeront en

(54 imp)etdape,  (Ep—ing)eidupe,

Donc pour passer d'une solution' des équations (2) 4 la solution
correspondante des équations (2 bis), il suffit de changer a en
@ - at, sans rien changer aux constantes d’intégration W, E, =, &',

On pourrait d’ailleurs se borner 4 constater qu’en changeant
dans nos développements

o en w4 Sapt,

@' en w —daput,

en conservant les mémes constantes W et E; on change Ly, s,
Ex+tnry Ex— ik en L, Mg+ Sa e

(b Tni) e—i8ape,
(Elc'— ink) eiu v,

<’est-d-dire que I'on passe d’une solution des équations (2) 4 une
solution des équations (2 bis). Cela résulte immédiatement des

relations
Ek—zp = o,
2/:—2[) =1,

© sans que l'on ait besoin de recourir & I'analyse qui précéde.

Tout cela nous montre que le passage de la solution générale
des équations (2), c’est-a-dire des équations (20) du n°® 178, a
celle de I'équation du mouvement des trois corps rapportés & des
axes fixes, se fait d’'une fagon immédiate; les coefficients des déve-

.P.— 1 21

ou
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loppements (A, B, C, C') ne dépendent pas de a; seuls les moyens
mouvements dépendent de a et ils en dépendent linéairement. II
suffit donc de donner & chacun de ces moyens mouvements la
valeur qui correspond & = o.

Dans ces conditions I'un d’eux s'annule, c’est v,,. Si d’ailleurs
nous choisissons le plan invariable pour plan des z; 3, la quan-
tité que nous avons appelée E,, s'annule; de sorte que les
termes qui dépendent de largument v}, disparaissent d’eux-
mémes. ‘

190. Conjonctions symétriques. — Supposé)ns qu’a I'époque
t=o tous les astres se trouvent dans un méme plan que j'ap-
pellerai P et que toutes leurs vitesses soient dirigées perpendicu-
lairement a ce plan. )

Nous dirons alors que les astres sont en conjonction syméirique.
Dans ce cas, il arrivera que si Yon compare les positions d'un
méme astre a l'instant ¢ et & I'instant — ¢ ces deux positions sont-
symétriques 'une de 'autre par rapport au plan P. C'est 1a une
conséquence immédiate de la symétrie de nos équations.

Nous pouvons supposer que l'on ait défini les constantes w
et o' de telle facon que les arguments &' et o' s’annulent au
moment de la conjonction symétrique, c’est-a-dire pour z=o.
Quand nous changerons ¢ en — ¢, c’est-a-dire quand nous change-
rons les o' et les ' en — o' et — ', la position de chaque astre
sera remplacée par sa symétrique par rapport au plan P. Si nous
choisissons le plan P pour plan des z, 23, cela veut dire que Ly,
Mk, &y 1k se changeront en L, — Ak, &k et — nz. Donc dans nos
développements procédant suivant les sinus et les cosinus des
multiples des w' et des w', les Ly et les § ne contiendront que
des cosinus, tandis que les A et les nx ne contiendront que des
sinus.

. On pourrait croire qu’en nous imposant la condition de la con-
jonction symétrique, nous avons restreint la généralité, mais en
réalité, nous ne P’avons pas fait d'une fagon essentielle. Si en effet
il y a n+1 corps dont le centre de gravité commun est supposé
fixe, c’est-a-dire n planétes, il nous reste, au moment de la con-
jonction symétrique, des arbitraires au nombre de 3 n, & savoir
les 21 coordonnées des n planétes dans le plan P, pris pour plan
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des z, 3, et leurs n vitesses dont la direction nous est imposée,
mais dont la grandeur reste arbitraire. Nous pouvons alors profiter
de cette indétermination pour choisir arbitrairement les 32 con-
stantes W et E. .

Or nos inconnues ne dépendent que de ces 3n constantes et des
3n arguments o' et w'; nos développements qui contiennent les
uns seulement des sinus, les autres seulement des cosinus nous
suffisent donc pour nous donner la solution la plus générale. En
donnant aux constantes w et »' la valeur zéro, on aura la solution
particuliére qui correspond au cas de la conjonction symétrique;
en leur donnant des valeurs quelconques on aura la solution géné-
rale.

191. D’autre part, si nous remplagons le sysiéme par un autre
symétrique du premier par rapport au plan des z, z,, les L et les X
ne changeront pas, non plus que les variables excentriques tandis
que les variables obliques changeront de signe.

D’ailleurs, en vertu de la symétrie des équations, si les positions
initiales des deux systémes ainsi comparés sont symétriques 'une
de Vautre par rapport au plan des z,z,, il en sera de méme de
leurs positions & un instant quelconque.

Soient donc
\Vk7 E/»'v Wiy w;;i

les valeurs des constantes d’intégration qui conviennent au premier
de ces deux systémes; on doit pouvoir trouver d’autres valeurs de
ces constantes qui conviennent au second systéme, c’est-a-dire
telles qu’en les substituant aux valeurs primitives de ces constantes
on change le signe de toutes les variables obliques sans altérer les
autres variables. A

Soit alors, pour le premier systéme,

Aei

un terme quelconque de l'un de nos développements, la lettre o
ayant la méme signification qu’au n° 187.

Soit A'eileth le terme correspondant pour le second systeme.
Les deux développements devront étre identiques au signe prés.
Si donc on a affaire & Ly, As ou & une variable excentrique, on
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N

aura (en égalant terme & terme les développements correspon-

dants
) A elP = A'eilp+h),

SiVon a affaire 3 une variable oblique, on aura au contraire
Aeip=— Aleilp+h),

ce que I'on peut réaliser de deux maniéres :

1° En faisant

2° En faisant
A = A', h = Tt.

A

Pour fixer les idées & ce sujet, nous supposerons qu’il y ait
conjonction symétrique & l'instant ¢ = o, c’est-d-dire que les con-
stantes @ et w' soient nulles. Ainsi que nous venons de le voir,
cela ne restreint pas la généralité d’'une maniere éssentielle. On

aura alors
h=o,

avec A== A’ pour les L, les X et les variables excentriques et
A =— A/ pour les variables obliques.

Rappelons d’abord que, dans les conventions faites dans les
Chapitres précédents, les indices impairs ont été affectés aux
variables excentriques £ et ainsi qu’aux E et aux ' correspon-
dants, tandis que les indices pairs ont été affectés aux variables
obliques £ et 7 ainsi qu'aux E et aux o' correspondants.

Que deviennent donc les constantes W et E quand I'on passe
du premier systéme au second symétrique du premier par rapport
au plan des 2, x,? '

Je dis que les W ne changent pas, non plus que les E d’indice
impair, tandis que les E d’'indice pair changent de signe.

D’abord pour les W. Nous avons vu que W; n’est autre chose
que la valeur moyenne de

' an’ dy
(lO) EL?J—(«V_; +EEW'
prise par rapport & T et aux o (valeur moyenne qui s’obtient, je le

rappelle, en exprimant tout en fonctions de 7 et des v et conservant
seulement les termes indépendants de © et des w). Quand 'on veut
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ensuite tout exprimer en fonctions des nouveaux arguments o/
et o', il faut, comme nous 'avons expliqué au Chapitre X, faire

t=o0,  wi=wi+gi

puis remplacer L?, g;, £?, 4} par leurs valeurs en fonctions des w'.
On voit que les termes dépendant de = disparaitront quand on fera
T =0; que les termes indépendants de 7, mais dépendant des w,
nous donneront des termes dépendant des o’, tandis que les
termes indépendants de © et des v nous donneront des termes
indépendants des o',
La valeur moyenne par rapport & = el aux w, ne différera donc

pas de la valeur moyenne par rapport aux «v’. D’autre part

dn _ dh dq _ dy

dw; — dw]’  dw;  dw’

de sorte que finalement W; n’est autre chose que la valeur moyenne
par rapport aux ' de

(10 bis) Edel stw’;

Remarquons en passant que W; étanl une constante, cetlc
expression (10 bis) ne peut contenir de terme indépendant des "
et dépendant des w'. Or si nous nous reportons a la comparaison
des développements du Chapitre XI, nous voyons tout de suile
que les termes séculaires purs proviennent du développement des
termes qui dépendenL des «' sans dépendre des w'. L'expres-
sion (10 bis), ou si 'on aime mieux l'expression (10), ne pcul
contenir de termes séculaires purs.

Cest 1a une généralisation du théoréme de Poisson.

Quoi qu’il en soit, quand l'on passe du premier systéme au
second L et A ne changent pas, § et 7 ne changent pas non plus
quand Findice est impair (variables excentriques); £ ct 4 changent
de signe tous decux quand l'indice est pair. En résumé, lex-
pression (10 bis) ne change pas. Donc W; ne change pas.

c. Q. ¥, D.

Passons aux E;. Soit Ay le coefficient de cosew), dans l'un de nos
développements; comme tous nos développements doivent pro-
céder suivant les puissances des chosw}, Ejsinw}, nous devons
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conclure que le rapport
Ay
E/c

est développable suivant les puissances des EZ; nous avons donc
des équations de la forme

A/[_'= E/;C?/L(E%, E%, ey Eg,,) (]f =T, 2y 0y 2]1,),

ou les o sont des séries ordonnées suivant les puissances des E2.
De ces équations, on pourra, par le théoréme sur le retour des
suites, déja appliqué aux n°* 66 et 181, tirer les E; en séries
ordonnées suivant les puissances des Aj. Il résulte des formules
précédentes que quand on change le signe de Eg, celui de Ax
change. Il en résulte que le développement de E; suivant les
puissances de A doit étre divisible par A4 et que le quotient

E;
A’

ne devant pas changer quand on change le signe de I'un quel-
conque des A, procédera suivant les puissances des A? et que l'on
aura

Elu:AI.‘PL(A%a A%a"',A%n) (/c=l,2,...,9.n), .

les ¢ procédant suivant les puissances des Aj.

Or nous venons de voir que, quand on passe du premier systéme
au second (qui est symétrique du premier par rapport au plan
des z,x.), le coefficient Az ne change pas si I'indice &4 est impair,
et change de signe s1 cet indice est pair, Il en est donc de méme
de la constante E;. ‘ C. Q. F. D.

Nous avons vu d’autre part que tous les coefficients A du déve-
loppement des L, des A et des variables excentriques ne changent
pas quand on passe du premier systéme au second. Tous ces
coefficients sont donc de degré pair par rapport aux constantes Ex
d’indice pair; dans chacun de leurs termes, la somme des expo-
sants des constantes Ex d’indice pair est donc paire.

Mais ces développements procédant suivant les puissances des
Excosw) et des Eysinw;, I'exposant de Ex est de méme parité que

le coefficient du «’; correspondant (¢f. n° 69).
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Donc la somme des coefficients des arguments w; d’indice
pair est paire. .

Dans les développements des variables obliques, au contraire,
chaque coefficient change de signe quand on passe du premier.
systéme au second. Donc, inversement, la somme des exposants
des constantes Ex d’indice pair est impaire, ainsi que la somme
des coefficients des arguments wy, d’indice pair.

192. Coordonnées héliocentriques. — Les coordonnées hélio-
centriques rectangulaires des planéles, leurs rayons vecteurs, les
cosinus et les sinus de leurs longitudes et de leurs latitudes, leurs
distances mutuelles sont des fonctions uniformes des éléments
canoniques L, 2, §, 1. Comme Lk, hx— o}, &z, 1« sont des fonc-
tions périodiques des arguments o/, ', il en sera de méme des
coordonnées héliocentriques, des distances mutuelles, etc., de
softe que ces quantités seront développables suivant les sinus et
les cosinus des multiples des &' et des s De plus elles sont déve-
loppables suivant les puissances des Ex cosw), Ejsinew}, puisque
les éléments canoniques le sont. Ainsi les développements des
coordonnées héliocentriques, des distances mutuelles, etc. seront
de la forme

;s COS L ,
SATIO9 S (She Spres)-
Les coefficients constants A dépendant seulement des W et de ,

et H (EZ’) désignant le produit de 2 n facteurs de la forme EZ' En

raisonnant comme au n° 69, on verrait d’ailleurs que
' g;=p; (moda2) 92| p;l-

Quand nous ferons tourner tout le systéme d’un angle ¢ autour
de l'axe des Z3, c’est-d-dire d’aprés le n® 187, quand nous change-
rons @} et w; en wi-c et w;—e¢, les distances mutuelles des
n -1 corps ne changent pas; il en sera de méme des coordonnées

héliocentriques '
. Ty Ty eeey
ou o .
T3y Xy seoe

relatives 4 I'axe des z;.
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Les coordonnées relatives aux axes des z, et des 2, subiront au
contraire un changement; il est clair en effet que

zy+ixy, x,+izl, ...,
$1+i$2, x,,—l—ix;, e
se changeront en

(@) + ixh)etE, (.'z"’b—i—ixg)e"s, cey
(@4 + L@y) e, (@ + tws)ele, ...,
tandis que
zy—ixh, x,—izl, ...,
Z; _ixh xh—i-'ps. van
s¢ changeront en
(zy—izy)e i (Z,—izy)e—, ...,

(ry—Iwg)ee, (2, —izs)e—%, ....

Zr=Zp=o

dans le développement des distances mutuelles et des coordonnées

Il en résulte que

4 r
Xy, Loy ey X3y Loy eee

E/f—szl,

dans le développement des coordonnées

el que

@y, Ty Tiy T el Ty, Tay By, Ts, .-
A cause de la symétrie par rapport au plan des z, z, (¢f. n° 190),
les développements de
' ! ! A .
.Z‘“ Ly Xy Xy ceey Ty, X3y Xy, Ly see
ne conliennent que des cosinus. et il en est de méme de ceux des

rayons vecteurs et des distances mutuelles.

Au contraire, les développements de
@y Ty ee; Ty, @,

ne contiennent que des sinus.
A cause de la symétrie par rapport au plan des 25 (¢f. n°191),
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les développements de
Ty, By, Ty Xy ey Xy, Ty By D,

jouissent de cette propriété que les deux sommes

Z‘]h pr )

sont paires gquand la sommation est étendue a toutes les valeurs
paires de 'indice j. .
Il en est de méme pour les distances mutuelles et les rayons
vecteurs.
Au contraire, dans les développements de

4 ! .
Tgy Xgy ooay Xgy Tgy ooey

ces deux sommes sont impaires. '

193. Nombre des. arguments. — Supposons qu'il y ait 1
corps, soit n planétes; le nombre des arguments est de 3 », & savoir
an arguments ' et # arguments w”. Si 'on rapportait le systéme
a4 des axes mobiles de facon a retomber sur les équations (20)
du n° 178, tous ces arguments seraient distincts; car il n’y aurait
entre les moyens mouvements n; et — vy; aucune relation linéaire
A coefficients entiers.

Mais il n’en est plus de méme si nous prenons des axes fixes
(c’est-a~dire si nous faisons «=o dans les équations (20) du
n°® 178). Dans ce cas, en effet, 'un des moyens mouvements y,, est
nul, de sorte que 'un de nos arguments w,, se réduit i une con-
stante. Nous n’avons plus alors que 3 — 1 arguments distincts,

Observons que, si nous prenons le plan invariable pour plan des

Ty X, ON A .
E?n‘—" 0.

Pour nous en rendre compte supposons de nouveau « différent de
zéro et reprenons les équations démontrées plus haut (¢f. 179) :

U = Ksin(apt + h), V = Kcos(apt+ h);

nous avons vu que ct¢ —+ k n’est autre’chose que w,; il en résulte

que K contient en facteur E,,; si donc je fais E;,= o, les deux
quantités U et V seront constamment nulles, c’est-a-dire que le

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



330 CHAPITRE XII.

vecteur des aires sera constamment normal au plan des 2z, 2s;
ainsi la condition E,, = o équivaut a celle que le plan des z, 2, et
le plan invariable coincident.

Pour passer du cas oit « n’est pas nul, a celul ou a est nul, il
suffit de conserver les mémes développements mais en attribuant
aux moyens mouvements d’autres valeurs (¢f. n° 189 in fine). La
condition pour que les deux plans coincident restera donc la
méme, c’est-a-dire E,, = o.

Si l'on fait Ey, = o, tous les termes qui dépendent' de Vargu-
ment ,, disparaissent; dans ceux qui resteront, nous aurons

donc
2 kf“"EPJ'= I

pour certaines de nos coordonnées, et

2 /ff—EPf= o

pour d’autres coordonnées et pour les distances mutuelles et cela
en donnant & Uindice j de p; toutes les valeurs, sauf j =2an.
Les distances mutuelles auront donc un terme général de la

forme )
A cos (2 /cjw’J’-—|—2 p,w_’,-),
Pn=0, Ekj—zpj":oy

ou ce qui revient au méme

,

1y
ou

A cos [2 k(- (vé,,_”—l—Ep,-(W’,- w{”,_‘)],

’

ol l'indice de & peut prendre les valeurs
. 1, .9., veey, I
et celui de pj les valeurs
T, 2, ..., 20 —2,

Donc les distances mutuelles ne dépendent que des 3 — 2

argumeints
Wit Whnety Wi— WPon—1-
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Cela a été démontré en choisissant le plan invariable pour plan
des z,z,; mais, les distances mutuelles étant indépendantes du
choix des axes, cela reste vrai quel que soit le plan des x, 2,
choisi.

En particulier les distances mutuelles dans le cas du pro-
bléme des trois corps dépendent de quatre arguments.

Si le mouvement est plan, nous n’avons que n arguments o' et
n arguments &'; tous ces arguments sont distincts; de sorte que les
coordonnées dépendent de 2 arguments. Les développements des
distances mutuelles satisfont 4 la condition

PREDNETS

Les distances mutuelles ne dépendent donc que de 27 —1 argu-
ments (3 dans le cas des trois corps).

Supposons maintenant que P'une des masses soit infiniment
petite. Dans ce cas nous aurons n corps (7 — 1 planétes) dont les
coordonnées dépendront seulement de 32 — 4 arguments

.

" us " "
Woy Wiy ooy Wy_q, . Wpy
/ / ’ ’
W3y Wy o0y Vapgy Pany,
' / '
wh, Wi, ..., Wia_s.

Tout se passera en effet pouf eux comme si la masse infiniment
petite n’existait pas, puisque son action est trop petite pour
troubler leurs mouvements. Quant 4 la masse infiniment petite,
ses coordonnées dépendront en outre des trois arguments nou-

veaux
" 4 !
wh, wi, wi.

Quant aux distances mutuelles des n gros corps, elles dépendront
de 3n — 5 arguments seulement; celles du petit corps -aux gros
corps dépendront de 37 — 2 arguments, ¢’est-a-dire toujours de
trois arguments nouveaux,

. Supposons maintenant que nous ayons lrois corps seulement
dont l'un infiniment petit. Cela revient & supposer dans le cas
précédent n = 2; on n’a’plus alors que deux gros corps; mais les
coordonnées des deux corps, dont le mouvement est alors képlé-
rien, ne dépendent plus de 3 n—4=3.2—4=2 arguments, mais
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d’un argument seulement; cela tient & ce que le périhélie étant
fixe, Pargument w,,_, = w} se réduit & une constante.

Les coordonnees du petit corps dépendent alors de

" "
Py Way
4 !
Wiy Wy,
:

ou (pulsque w3 est une constante) de quatre arguments distincts
seulement.

La distance mutuelle des deux gros corps dépend alors d'un
seul argument distinct o', et la dlstance du petit corps aux deux
gros dépend, comme ses ‘coordonnees, de quatre arguments dis-
tincts. ,

Je voudrais faire voir que w; représente bien la longitude du
périhélie de P'orbite de la grosse planéte et que &) représente la
longitude du neeud; et surtout que E4 s'annule avec U'excentricité
“de cette orbite, et E; avec son inclinaison.

Si nous égalons E, & zéro, le plan des z, 2, se confond avec le
plan invariable qui n’est autre chose dans le cas actuel que le plan
de 'orbite de la grosse planéte. ,

Dans ces conditions, tous les termes dependanL de w, dispa-
raissent de tous les développements. Supposons maintenant de
nouveau que o ne soit pas nul, ¢’est-a-dire que notre systéme soit
rapporté & des axes tournants. Dans ce ‘cas les coordonnées de la
grosse planéte dépendent de deux arguments distincts w), et (v
dont les moyens mouvements sont respectivement -

d—W,:? = Ny -0, ﬂv—; = -—ay

dt . dt !
celles de la petite planéte dépendent des cing arguments ', o),
Wy, Wy 5.

Quand 'excentricité est nu]le, les coordonnées de la grosse, pla-
néte sont proportionnelles & cosw), sinw}, elles ne dépendent
donc plus de wj, ce qui veut dire que E;=o0. Si E;=o, tous
les termes dépendant de w; doivent disparaitre de tous les déve-
loppements. -

Donc, si l’excentricité de Uorbite de la grosse planete est
nulle, les coordonnées de la petite planéte et ses distances aux
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deux autres corps pourront se développer suivant les sinus et les
cosinus de
ky o' + kyw'y -+ pywi + pawh

(ps et p, étant nuls) el 'on aura
ki+ke—pi—pa=o

pour les distances mutuelles, et pour z,
ki+ky—p —p:=1,

pour z, et pour Z,.

Si nous supposons de plus E;= o, tous les termes dépendant
de w), disparaitront. Comme. dans la troisiéme coordonnée z3,
tous les termes sont d’ordre impair par rapport aux E d’indice
‘impair (¢f. n® 191), c’est-a-dire par rapport a E,, tous ces termes
s’annuleront et x5 sera constamment nul. La petite planéte restera
constamment dans le plan de VUorbite de la grosse planéte. Nous
retombons sur le probléme restreint.

Dans ce cas, les distances de la petite planéte aux deux autres
corps procédent suivant les cosinus de

ky o'y + Fa 'y + prowvl,
ou
P1= /n‘1+ kg.

Elles dépendent donc de deux arguments seulement
w4+ wi, Wiy~ wi.

, dw} .
Rappelons que les moyens mouvements _L# sont finis, tandis
dw; .
que les moyens mouvements —Jt—i sont trés petits de I'ordre de p.
Dans le probléme restreint, on voit immédiatement que les moyens
mouvements ’
d(wi+w)) d(wy+ wh)
dac dt

sont tous les deux finis. Clest 1a I'une des raisons de la simplicité
relative du probléme restreint; c’est pour cela que ce probléme
jouit des propriétés simples démontrées au Chapitre VII.
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194. Solutions périodiques. — Supposons que 'on fasse

E1=E2=...= Efm=0,

on aura une solution particuliére qui ne dépendra que des argu-
ments o' et pas des arguments &',

Dans le cas du probléme des trois corps, les distances mutuelles
dépendent alors des cosinus de

" "
kyw] + kewi.

Comme tous les p sont nuls on aura

2/r=0, ko =— ki,

de sorte que nos distances mutuelles dépendent de P’argument
unique

wi— wy.
Ce sont donc des fonctions périodiques du temps. Nous retom-
bons ainsi sur les solutions périodiques de la premiére sorte
étudiées au Chapitre IIl du Tome I de mon Livre sur les Méthodes

<

nouvelles de la Mécanique céleste. Ce sont des solutions rigou- -

reuses.

195. Choix des constantes. — Dans le Chapitre X, nous avons
adopté comme constantes fondamentales les valeurs initiales L?,
3, &, ny; j'al expliqué au Chapitre VI comment un choix diffé-
rent est possible et comment on peut par exemple prendre au lieu
des valeurs initiales les valeurs moyennes. Il semble qu’ici, le choix
le plus convenable serait le suivant. .

On prendrait encore les valeurs initiales £ et »? des &; el des 7,
on prendrait les valeurs initiales A} des X; et on les choisirait
égales a zéro. Mais au licu des L{ on prendrait les W;, c'est-
d~dire les valeurs moyennes des

ZL-‘%—FEE%-

Voici comment devrait alors étre dirigée l'application de la
méthode de Lagrange et les  approximations successives du Cha-
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pitre V. En premiére approximation, on prendrait

L;=W..
Nous poserons
L;= W;+ 8L,
A= wy+ Oy,
E= 80 + 0k,
ni= 1) + ;.

En niéme gpproximation, on prendrait

f al L dt,

dar
en remplagant dans —— ! les inconnues par leurs valeurs de (n—1)i»e

approximation; L; n’est pas entiérement déterminé, il ne Dest
qu’a une constante prés; pour achever de déterminer L; il faut se
donner la valeur moyenne de L;, nous prendrons

dd
(1r1)  Val. moy. L; = W;— val. moy. (Z SLdﬁ)\ 26 7’)

Nous avons, en effet,

d‘l} d 61] d)\‘l' d 5)\5 d)\/,- d 6)\# 5N
hadhd 8 —L = hadhids, — = k),
dw, dw; dwy I+ aw;’ Wi wi (124)
Val. moy. \Viﬁz\ =0,
dw;
Val. moy. £¢ d n =
% dw;

Dans le second membre de (11), nous pourrons 1'emplacer'les
inconnues par leurs valeurs de (n— 1)®¢ approximation. Si, en
effet, 'erreur commise sur 3L par exemple est de ’ordre de p"~*,
Uerreur commise sur le produit

d 8
3L dw;

. o d o\ >
sera de 'ordre de p”, puisque SX et dw; Sont de l'ordre de .

L’équation (11) permet donc d’achever le calcul de L. Je
n’ajouterai rien au sujet du choix des constantes Ez; je dirai
seulement que, si nous choisissons au lieu des Ex des constantes E;,
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définies par les équations
E}c= E: ¢« (Ef, E§. .. - Ein),

o Yy serait une fonction développable suivant les puissances des
E? et dépendant en outre des W d’une maniére quelconque, ces
nouvelles constantes E' jouiraient de la propriété la plus impor-
tante des constantes E, c’est-a-dire que les inconnues seraient
développables suivant les puissances des

Ejcosw),  Efsinwl.

'196. Calcul direct des séries. — Dans tout ce qui précéde,
nous nous sommes surtout efforcé d’établir le plus rapidement
possible la forme des développements; aussi les formules précé-
dentes ne sont-elles pas toujours les plus favorables aux calculs
numériques. Notre principal but dans le Volume suivant sera donc
de les transformer pour les adapter aux applications numériques.

En attendant je vais indiquer succinctement un moyen d’obtenir
directement les séries des Chapitres VII et X. Traitons d’abord le
probléme restreint et reprenons les équations (10) du n° 126 que
nous écrirons ici : '

di,  dF. d _ dF

(1‘2) —-=-—-m, W=—d_[1;’ F=F0+HF1-

dt
Nous avons vu au Chapitre VII que Pon peut satisfaire a ces
équations & 'aide de développements procédant suivant les sinus
et les cosinus des multiples de r» arguments
Wy, W2y, ey Wa,
~ en y faisant

wi= n;t + wj.

Les équations (12) peuvent alors étre remplacées par les sui-

vantes :
' Z , dL; dF
NG ——— = — -
(13 Ydwr —  dh
L
O Sy dF
& dwy dL;
Posons

ny = n;+dny,
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nos équations pourront s’écrire .
’ sz _ ~ dLi dFl
(1) > " T =—2 M Ty T A
et ,
) dy d\;  dF,  dF,
(15) . E]l/ﬂ_—dW/c__Zallkaw—/,+d_lﬁ+Hm.

Considérons maintenant la valeur moyenne des différentes quan-~
tités considérées. Si U est une fonction périodique quelconque
des w, développable en série trigonométrique, sa valeur moyenne
que nous désignerons par [ U] sera le terme de cette série trigono-
métrique qui sera indépendant des .

Les L; sont des fonctions périodiques des w; on aura donc

au_,
dwy |~
Les %;— w; sont des fonctions périodiques des w; on aura donc
o D . ‘
[Z]=  [@]=e w20

Si donc nous égalons les valeurs moyennes des deux membres
dans (14) et dans (15), il viendra

dF,] _
() o[ )=
ct
A [di, daF,
(17) n,+ozzl_[m}+p[m]. /,

L’équation (16) devra étre satisfaite d’elle-méme, et elle le sera
en effet, puisque nous savons d’avance que le développement est
possible. Quant & I'équation (17), elle déterminera dn;.

Voict alors comment devront étre dirigées les approximalions
successives. Supposons que nous possédions des valeurs de
(n —1)* approximation

o
on; Ly A,

dont Perreur soit de 'ordre de u»~*; substituons-les dans le second
membre de (14); Verreur commise sur

dr:’  dwr
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dL;
sera de 'ordre de p»~*; d’autre part dn et b!WL/ sont de 'ordre de p,
i
puisque, pour . =0, on a
)= n I.; = const.

L’erreur commise sur

dF, o dLy
* 1] ony d(vV/L-

dh;

sera done de Uordre de LR ,

Donc les equatlons (14) nous fourniront pour les L; des va]eur
de nitme approxnnatlon ‘dont I'erreur sera de 'ordre de p".

Prenons ensuite Péquation (17) et substituons dans les seconds
membres, & la place des };, leurs valeurs de (r— 1) approx1—
mation et, 4 la place des Ly, leurs valeurs de n'® approximation.
Comme Fy ne dépend que des L, 'erreur commise sur

dF,

aL;
sera de Pordre de p#; l'erreur commise sur F, sera de l'ordre
de =1 et par conséquent 'erreur commise sur

, ¢1F1"|
ol
sera de I'ordre de p.” L’ 'quation (17) nous fournira donc de nou-
velles valeurs de 87; dont Uerreur sera de 'ordre de .
Dans le second membre de (13), substituons & la place des Sni

et des L; leurs valeurs de n'*™® approximation et & la place des N
leurs valeurs de (n — 1)*"® approximation.

L'erreur sur ZE—: sera dec Pordre de pr,

dF,

» L » pn—t,

» Sn/; » i,
dly

» % an; » wr, ,
d)\,' ’

» T P » Hn—l ,

» an/.ﬁ » TR
“dwy, ’

car dny est de Pordre de w.
4
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L’équation (15) nous donnera done pour ; de nouvelles valeurs
dont Ierreur sera de 'ordre de p”.
Et ainsi de suite.

197. Passons au cas général du probleme des n+-1 corps. Nous
avons vu au Chapitre X que nos inconnues peuvent s’exprimer en
fonctions périodiques des 3n arguments

wi=n}t+ w wi=— it + v

Soit encore
np=n;+on;.

Je pourrai alors écrire les équations sous la forme suivante :

dL; dL, dL; dfy
(18) nkdw',’ ——-2 /. E /‘d —‘P-ma
I 3 T
(,9) 2”’%{”}}; = Eon/, a ,/, +E fL d( . o dm’

. “dn; . dn; dFI

(20) Enkm __zw’" i +E Tk Gt dw;, Rl &’

ehNe N s ot dhs dF, dF1.
Wl 2 8m dw) + dwl, T dL; TVaL

Egalons comme plus haut les valeurs moyennes des deux
membres de (21), il viendra
ar,
“la |

D’autre part le double du coefficient de sinw) dans le développe-
ment d’'une fonction périodique U quelconque sera [sinw; U] et
il est clair que, si U est périodique, on aura

[sin(vk;l‘—g]=o', [sinw}&i%]:o 72k
. i J

Si donc nous égalons les coefficients de smwk dans les deux
membres de (1g) il viendra

(23) T [smwkdgl]—_—p[fl—; smw,b]

On substituera dans les seconds membres de (18) et (23) les

o dF
. (22) n;+ oni=[(ﬁg]+
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valeurs de (n — 1) approximation ou l'erreur est de I'ordre
de pit; Perreur commise sur L; sera alors de l'ordre de pr,

puisque 87z, Yk’ —dli ALt ont de Pordre de w(car W;—L;est de -

I'ordre de p)

L’équation (23) nous donnera yj et comme le cocfficient

[smw, 0 % ]
W

sur lequel L'erreur commise est d’ailleurs de l'ordre de p#~+ ne
s’annule pas avec p, tandis que le second membre contient p en
facteur, 'erreur commise sur vy, sera de I'ordre de p~.

Dans le second membre de (22) substituons & la place des Ly
leurs valeurs de- (r — 1)®™° approximation, et celles de ni¢me ap-
proximation, i la place des autres inconnues, 'erreur commise
sur 8n; sera de l'ordre de p”. ‘

Dans les seconds membres de (19) et (20), substituons a la
place des 3n et des y' leurs valeurs de n'™ approximalion et a la
place des inconnues celles de (n — 1), Perreur commise sur
et n; sera de 'ordre de p”.

Enfin, dans le second membre de (21), substituons a la place
des 3n, v/, L leurs valeurs de »™*™® approximation ct & la place des
autres inconnues celles de (n — 1)*™, I'erreur commise sur A; sera
de ordre de .

Telle est la fagon de diriger les approximations successives.

dW/c
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PRINCIPE DE LA METHODE DE DELAUNAY.

198. Théoréme sur la classe. — Au n° 104, nous avons classé
a divers points de vue les différents termes qui s’introduisent dans
Papplication de la méthode de Lagrange et dont la forme générale.

est
u* AR g2 cos(ve+ h).

Supposons que les moyens mouvements étant presque commen-
surables, les intégrations puissent introduire ce que nous avons
appelé un petit diviseur. Soit m' 1'exposant de ce petlt diviseur

.au dénominateur.
Nous disons alors que le term‘e. considéré est de classe

Je me propose de démontrer qu'il n’y a pas de terme de classe
négative, c’est-a-dire que le nombre

est toujours positif ou nul; et que, dans le développement des oL;,
8;, 8n;, il est toujours au moins égal & ;I .

Pour cela je reprends les équations (9) du n° 106 :
dF‘ at,

£ dFy __ LdFy
am [ e = [ e [
sx,_pzc,,,/ dt/ dF‘dt /dL dt 4 de‘dt
}

Je suppose que le théoréme ait été établi pour les yaleurs de

)
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(r—1)"m¢ approximation et je dis qu’il sera encore vrai pour les
valeurs de n**™e approximation des SL;, 8);, 8E;, 8v;, valeurs que
Pon obtient en substituant aux inconnues dans les seconds
membres des équations (1) leurs valeurs de (n — 1)¥me approxi-

mation. . .
D’apres le n° 100, les dérivées partielles de F, qui figurent dans
les seconds membres des équations (1) seront de la forme

2 B, .

ou B est, 4 un facteur numérique prés, I'une des dérivées partielles
d’ordre supérieur de Iy, dérivée dans laquelle il convient de sub-
stituer aux inconnues L; X;' &, +; leurs valeurs de premiére

approximation

LY, nit2}, &, al.

Quant & M/, ¢’est un monome entier par rapport a
8L;, Ok, 8E;, Oy,

ou l'on doit substituer, a la place de ces quantités, leurs valeurs
de (n — 1)¥me approximation.

Je dis qu’aprés cette substitution, EB:)TU ne contiendra non
plus que des termes ou

o —— —

’
2 2

En effet, par hypothése, tous les termes des valeurs de (n—r)itme
approximation de 8L, 3);, 8&;, 8n; sont tous de classe positive ou
nulle. Il en est dc méme de B; car pour tous les termes de B, qui
sont obtenus sans intégration et ne contiennent pas p. en facteur,
ona
a=m=m'=o.

Le produit de deux termes de classe positive ou nulle est évidem-
ment aussi de classe positive ou nulle. Donc il en sera de méme de
tous les termes de '

' 2 BOIL.

Envisageons les trois premiéres équations (1); elles nous
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apprennent que 8L;, 8;, 3x; sont de la forme

. t
- p.f N Bonar,
0 N

L’intégration pourra introduire un facteur ¢, ou un petit diviseur
au dénominateur; mais elle ne pourra pas introduire I'un et 'autre;
elle n’introduira en effet le facteur ¢, que s'il s’agit d’un terme
séculaire pur; elle n’introduira le petit diviseur vo, que §’il s’agit
d’un terme contenant en facteur cos(vo¢- £). Donc, ou bien
m -+ m' ne changera pas, ou bien m 4 m/ augmentera d'une unité.
Aprés I'intégration, on multiplie par 11, de sorte que o augmente -
d’une unité. On aura donc aprés cette double opération

_m_

2 2 T2
Le théoréme est donc vrai en ce qui concerne les valeurs de nit™e
approximation de 8L, 8§, &n. La classe de tous les termes de oL,

. s T
8, 8n est au moins égale o -

Passons 4 la derniére équation (1) qui nous donne 8);; dans le
o
second membre figurent trois intégrales. La premiére de ces inté-

grales est de la forme
" ffE BOW dt.

Tous les termes de EBSR’ satisfont & la condition °

La double intégration peut augmenter m — m' de deux unités.
On multiplie ensuite par p, ce qui augmente « d'une unité. On a
donc finalement

m

P

0.

v

m'
2

Tous les termes de cette intégrale sont donc de classe positive ou
nulle. En ce qui concerne la seconde intégrale

de

s dt,
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nous remarquons que 1'on a encore

m:EBJTL,

ol B est, & un facteur numérique prés; une dérivée partielle de Iy
ou les L; ont été remplacées par leurs valeurs de premiére approxi-
mation L}, et ou 9" est un monome du second degré au moins
par rapport aux 8L;, lesquelles doivent étre remplacées par leurs
valeurs de (n — 1)¥™¢ approximation. Or ces valeurs ne con-
tiennent par hypothésé que des termes satisfaisant a la condition

Le produit de deux de ces termes sera donc au moins de classe 1,
et il en sera de méme a jfortiori du produit de plus de deux
termes; il en sera donc ainsi de tous les termes de 91U/; quant a B,

c’est une simple constante. Donc tous les termes de ZBDTU sont

au moins de classe 1, ¢’est-a-dire tels que

m m

g — — —21.

2 2

Aprés 'intégration, m + n¢ pourra augmenter d’une unité, mais
on aura encore

Passons & la troisi¢éme intégrale; elle est de la forme

" fz BON de,

c’est-a-dire de méme forme que les seconds membres des trois
premiéres équations (1); tous ses termes satisfont donc 4 la con-
dition

m'

—_—2

I
2 2

~
~

7
o —

#|

Donc tous les termes de 8X; sont de classe positive ou nulle.
€. Q. F. D.

199. Comment formera-t-on I’équation qui nous donnera tous
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les termes de classe nulle du développement des 8, et Lous les:

termes de classe 5 du développement des 3L;, 8, 89,2

Soit vo le petit diviseur envisagé; on aura donc

Vo= E kjng;

les nj seront les moyens mouvements et les & seront des entiers:
choisis de telle sorte que v, soit trés petit.

' Je dis d’abord que tous les termes de classe ;—du développement
des oL, &£, &n seront de la forme

(2) A poencos(fvot + h),

§ étant un entier, et qu'il en est de méme de tous les termes de
classe o du développement des SA. ,

En effet, supposons que cela soit vrai en (n—1)*"* approxi-
mation, je dis que cela sera encore vrai en ni®™® approximation.
Pour cela nous nous servirons des trois premiéres équations (1)
qui peuvent s’écrire, ainsi que nous 'avons vu au numéro précé-
denl, '

(3) 3L, 8, 8n=y.f2132)ll’.dt.
Il faut dans les seconds membres remplacer les inconnues par

leurs valeurs de (n — 1)i*™® approximation. Considérons un terme

quelconque de ZB:)]L’ ; que faut-il pour qu’il nous donne un
terme de classe -;-del 8L, 88 ou &0 ? 1° Il faut d’abord qu’il soit de
classe zéro; 2° Il faut ensuite que sa classe diminue de é par l'inté-

.gration pour augmenter ensuite de 1 quand on multiplie par p.
Comme tous les termes de B sont de classe zéro, il faut que le
terme envisagé de U soit de classe zéro; or, comme les termes de
classe zéro sont [ en (n—1)¥m¢ approximation ] tous de la forme (2),
il est clair que ce terme envisagé de MU' devra étre de cette forme.
Soit donc B, le terme envisagé de B, OIU| le terme envisagé

de o, et
’ p.fBié)lL/ldt

le terme correspondant de 3L, 6§ ou 37,
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D’aprés ce que nous venons de voir, diL; est de la forme (2),
c’est-a-dire que 'on a

ML) = Apxemcos(Bvot+ ) (B entier).
Soit
By OILy = Cuxeincos(vt + h'),
sl v n’est pas nul, 'intégration introduira le diviseur v; pour que
. . | S . . .
la classe diminue de 3 il faut que v soit un multiple de v,, c’est-
a-dire que I'on ait
v =Y (7 entier);
si v est nul, 'intégration introduira un nouveau facteur ¢ et la
o e I

classe diminuera de 5

. o e 1 . A
Si donc nous voulons que la classe diminue de ; par Pintégra-

tion, il faut que nous ayons
v =YV,

v étant un entier positif, négatif ou nul.
Alors B, sera de la forme

(4) By =K cos(8vgt + A"),

k et A" sont des constantes et 3 est un entier égal a § == . Nous
n’aurons d’ailleurs dans B, ni facteur 1, ni facteur ¢; en effet B
est une des dérivées de F, ou 'on remplace les L, &, = par des
constantes, les X; par n;¢£ 4 A!. Il ne peut donc ainsi s’introduire
ni facteur ¢, ni facteur . Nous pouvons écrire

F= S5 S o

ot H dépend des L, des & et des 0, et ol les p; sont des entiers.
Soit DF, une dérivée partielle d’ordre quelconque de T, mulli-
pliée par un facteur numérique. Il est clair que le développement
de DF, sera de méme forme que celui de F, et, si un terme de I
contient en facteur I'une des lignes trigonométriques de 'angle

2pj7\j, le terme correspondant de DF, contiendra également

en facteur l'une des lignes trigonométriques du méme angle
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2 pjhj. On aura donc
2 , €0S _
DFy= H sin 2 Pj )‘h

ot H' est (de méme que H) une fonction des L, des £ et des 7.
Pour avoir B, il faut remplacer dans DF, les inconnues Ly, &;,
ni, A par LY, E2 02, nie+4-17; on trouve ainsi

B =Z Hj ;Ons (vt+ A",

ol Hy est ce que devient H' pour L;=1L}, Ei=8), ni=mn] (Hj est
donc une constante); de plus on a

v =2an/7 h”=2Pﬂ?’~

Y

‘ M ¢ b
Les seuls termes de B que nous ayons a considérer (parce qu'ils
sont les seuls qui puissent nous donner dans 8L, 8§, &n des termes

1 . . , .
de classe 5) sont ceux qui sont de la forme B, dans I’équation (4),
c’est-a-dire ceux ol v = &v,, o dlant entier.
Nous devrons donc avoir

v =Epjnj= avo= 52 /cjnj;
d’otr
pj=38.kj,
8 étant un entier.

Ainsi nos entiers p; doivent éire des équimultiples des entiers k;
qui correspondent au petit diviseur v,.

Y

Donc on n’a & envisager dans F, que les termes ot figure un
. . . ) . . .
argument ij)\j qui soit multiple de I'argument Z/{ﬂv qui

correspond au petit diviseur.
Je désignerai cet argument par une lettre spéciale en posant

0 =E/Cj)\j.

Si donc nous envisageons la fonction F,, ceux de ses termes qui
contiennent un facteur trigonométrique dont argument n’est pas
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multiple de § devront étre rejetés, car ils ne peuvent jouer aucun
rdle dans le calcul des termes de classe = de 3L, 3, 3v.

On ne devra conserver que les termes mdependants des X, c’est-
a-dire ceux qul ne contiennent aucun facteur trmonometrlque‘
(c’est Pensemble de cées termes que nous avons appelé R aux Cha-
pitres VIII et 1X) et en outre ceux qui contiennent .un facteur
trigonométrique dont I'argument est multiple de §.

Nous désignerons par W I'ensemble des termes conservés.

D’autre part le terme B, nous donnera dans le second
membre des équations (3) un terme

" f B, OIL, de,

dont Pargument sera v, ¢ 4 /2" et dans cet argument le coefficient
de ¢ sera 8v, et par conséquent multiple de v,.

Le théoréme énoncé est donc vrai en n®™e approximation pour
8L, ¢k, 3x.

Passons a 6A, qui nous est donne par la derniere équation (1).
Dans le second membre de cette equatlon, je substitue les valeurs
de (n —1)i¥me approximation; j’aurai ainsi les valeurs de ni¢me
approximation de o) et je me propose de montrer que les termes:
de classe séro de cette valeur dépendent encore d'un argument
multlple de vot :

D’aprés le numéro précédent les deux derniéres intégrales.du
second membre de cette derniére équation (1) ne peuvent nous.

1 N
donner que des termes de classe 3 I nous suffira donc de consi—

dérer la premiére intégrale et d’écrire

“(5) S —HEC,,../ dt/ dr‘dt

qui est encore de la forme

D= ) c,-,,.ffE BO d.

Ici encore, pour obtenir un terme de classe zéro de 8\, il faut.
‘partir d’un terme de classe zéro de Bow'; il faut ensuite que la
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classe soit diminuée de 1 par la double intégration pour augmenter
ensuite de 1 par la multiplication par ..
Or, pour que la classe diminue de 1 par la double intégration,
il faut que le terme envisagé ait un argument multiple de v, ¢.
Donc les termes de classe zéro de 8k, en ni™® approximation ont-
encore un argument multiple de v, ¢. B

200. L’équation (3) peut s’écrire

t
;= HE Cikf oLy dt.
0

D’autre part, nous avons vu que, dans le calcul des termes de
classeéde 8), 8k, &, on peut remplacer la fonction F, par la

fonction W de sorte que les trois premieéres équations (1) deviennent

av , . Law ‘aw
= — 0f; = — —_ T = — dt
oL; p.f d7~z ok; p.[ dmdt" o7 l}.'/o‘ 75
d’ou ' ,
aL _diy__ dv
dt ~.de. T tay
db d 8t; _ J.dlp‘
= Tar T dn;’
dni _ domy AV
ac = Tar - R aE
d\i _déd; Ca
m‘ = n;—l—T[' = Ill—i-E C,/,-OL/L-,
ou
dh

-d—ti = n,'—l—z Ci/u(L/u"' 1‘2)‘

. I
Ce n’est pas tout. Quand on vent obtenir un terme de classe -

dans 3L, 8, &v, il faut, comme mous I'avons vu au numéro pre—
cédent, partir d’'un terme de classe séro dans oI,

Or 91U est un monome entier par rapport aux 8X, 3L, 3%, 3x.
Pour obtenir un terme de 91U, on prendra un terme dans chacun
des facteurs de ce monome et l'on fera le produit. La classe du
produit sera la somme des classes de tous les termes que I'on aura
ainsi multipliés 'un par Pautre.

Pour obtenir un terme de classe zéro de 91U/, il ne faut donc
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prendre dans chacun des facteurs que des termes de classe zéro.
Or 8L, 8€ et 87 ne contiennent pas de termes de classe zéro, mais

I . .
des termes de classe 5 au moins, Pour obtenir les termes de classe
zéro de oV, il suffira donc de faire -

6L=~85587}=0'

et de réduire les 8A a leurs termes de classe zéro.

Soit donc -
i dW¥\- dw aw
W a= el az
o (\d)\i>0, <dEi>o’ <d7li>o

ce que deviennent
dw A awv

L\ - _ -
Yoy @ dn

uvand on vy fait
1 J 0L =203t =3 =o,

c’est-d-dire
L;=L}, £i=2;‘): ni=n].

On aura évidemment
v\ _ dv,
d;)e dh;
Nous venons de voir que, dans le calcul des termes de classeé

de 8L, 3L, on, nous pouvons dans les seconds membres des équa-
tions (3) faire SL =28 =8 =o.

Nos équations deviennent alors
(6) daL, __u_dllf(, &% _ av dni _ (4%
dt T ay, A T M\dm)y A T d—gi>o‘
Posons maintenant

dy = Co—l-zni(Li—L? )+ %E Cir(Li— L?)(Lr—LY),

C, représente une constante quelconque, le premier signe se
o Tep q que, 8

rapporte a tous les indices £, le second 2 tous les indices Z et &,fen
distinguant G et Cg;. On a alors

Aad
WJ:} = ni+z Cik(Lk“‘ Lg')v
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et par conséquent
N dk; _ dd,
@ & =L,
Comme ®, ne dépend que des L, et que Wy ne dépend que des %
(puisqu’on y a fait Ly=L?, £;=£?, n;=17), équation (7) et la
premiére équation (6) prennent la forme canonique

(8) Ali __ d(®g+pWo)  dh _ d(@o+ pWo)

dt dh; ’ dt dL;

201. Les équations (6) et (7) nous donnent tous les termes de
classe é des L, §, 0 et tous les termes de classe zéro des 8), et

elles n'en donnent pas d’autres. Cela tient & ce que nous avons
pris soin de supprimer dans nos équations tout ce qui aurait été
susceptible de donner des termes de classe plus élevée.

Si nous n’avions pas pris ce soin nous aurions pu arriver égale-
ment & d’autres systémes d’équations analogues, par exemple, au

sulvant
dlL _ d{Fo+pW) df  d(Fo+pW)
(9) ‘ dt d ! dt —. dn ’
’ A\ _ d(Fo-rp¥)  dy_ d(Fy+pW)
di dL 7t ot

En intégrant les équations (9) nous trouverions encore tous les
I 7
termes de classe > de L, &, 1, tous les termes de classe zéro de d);

mais nous en trouverions encore d’autres.

Pour passer des équations (9) aux équations (6) et (7) que
faut-il faire? Il faut remplacer F, par ®,; en outre, dans deux des
équations (9) il faut remplacer ¥ par W, et dans les deux autres
A A adv dw . )

o Par <-%>O, (31—2 )0- On voit que 'on a

Fo= &9+ P;

en remplagant F par ®,, nous supprimons donc les termes qui
dépendent de ®, c’est-d-dire la seconde intégrale du second
membre de la derniére équation (1); intégrale qui, nous I'avons
vu, ne peut nous donner que des termes de classe supérieure a
zéro.
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v dw d¥ ldllf
. " avr. \
De méme remplacer W par ¥, ou Ay par <_(/E> s <—d7)>

dans les équations (g), cela revient a faire 8L = 8§ = 34 =o dans
les termes provenant des dérivées de W. Or nous avons vu que les
termes provenant de ces dérivées et dépendant de ¢L, 3§, 34, ne

M Y . « J
peuvent nous conduire, qu'a des termes de classe supérieure & 5

202. Dans le cas du probléme des n corps, nous avons

=_E sz

les M; étant des constanles qui ne de,pendent que des masses. On
a alors ‘

M; 3M;

ME@y Ty

Cir="o (iz k).

I1 vient donc

M; .
¢0=_E QL‘;A (6L9%—8L,LY +3L%).
i

-

Dans le cas du probléme restreint (¢f n° 123) nous avons trouvé
pour F{, qui joue le role de Iy,
y Y
Fo=— —L—,; + na(py— Ll)u

#

ou, en supprimant les accents devenus inutiles et remplagant p}
par Ly, c’est-a-dire en reprenant les notations du n°® 126,

1,
F0= L2 +nz(Lq—'L|),
d’on
n‘_(l 0);+nz, ng = Ny,
. 3M
(.4“— (L‘;)l&‘, Cﬂ—CM-—CH'—'O
11 viendra done
M,

‘I’o‘:—

SLqr (L4 — 8Ly (L4 3L3) 4 na(La—Li).

Telle est la forme de la fonction ®, dans les deux cas que nous
avons a examlner
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203. Principe de la méthode de Delaunay. — Les équations (6)
et (7) peuvent s'intégrer facilement. Remarquons en effet que @,
ne dépend que des L; (c’est d’ailleurs un polynome du second
degré par rapport aux L;); au contraire ¥, ne dépend que de

6=> k).

En effet, nous avons obtenu ¥ en supprimant dans F, tous les

termes dont I’argument Epj)\j n’était pas multiple de §. Donc ¥

est fonction seulement de
0, Ly & w
ct il en est de-méme des dérivées

av v
dt;’ dw

Nous avons obtenu ensuite

FAY dv
Yo (%)0, (%)0’

dy d¥
dE;’ dn;

en remplagant dans
w,

. 0 o
les inconnues L;, &;, n; par les constantes L;, £2, n?. Donc

' aw 4
. W, (22), (22
o (dEi )0 <d71i>0
ne sont plus fonctions que de 9.

Examinons maintenant les équations canoniques (8).
voyons que I'on a

d(Po+ W) 5, 8 Po+1Wo) 4 av,
dn; =& b a2
d’ou :
AL bdl o dl_ %
ki dt "k dt Tk dt )
Cela nous apprend déja que
. L L
R
P, — L. 23
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est une constante; je pourrai mettre le résultat sous une forme
plus symétrique en 1ntrodu1sant une variable auxiliaire U et en
écrivant

(10) Li—kU=1Y,

L? étant une constante; je puis, en effet, définir la variable auxi-
liaire U de telle fagon que sa valeur initiale soit nulle.

Nous avons ensuite I'intégrale des forces vives relative aux équa-
‘tions canoniques (8); elle s’écrit '

(11) @i+ pWy = const.

Dans ®, nous devrons remplacer les L; par leurs valeurs tirées
de (10) de sorte que ®, deviendra un polynome du second degré
en U; comme ¥, ne dépend que de §, 'équation (11) nous donnera
une relation entre U et 6. Nous avons ensuite

ZkJ dt Z fﬁf— ?[)JO’

qui nous donne une relation entre 2 n et U, et par conséquent une

d

. (i
relation entre % et 0.

Quelle est la forme de cette relation? Soit

Py = A 4= 2BU + CU?,

A, B et C sont des constantes. Soit A + H la constante du second
merabre de (11), il vient
CU2+2BU = H — pWy;
d’ou
CU+B =B+ HC— 1 C,.

D’autre part
df de>0

%= a0 =2C0U+2B;
d’ou

& /BT HC— OV,
et enfin

/‘ db
= ——— —
ayB2+ HC — pC W,

Comme le radical ne dépend que de-8, nous avons la relation entre
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§ et ¢ par une simple quadrature. Nous aurons donc 8, U et L; en
fonction de £. Nous avons d’autre part

d)\i _ ({4)0
& T ML

?

le second membre est une fonction des L; et par conséquent de U,
c’est donc une fonction connue de ¢, de sorte que nous aurons A
par une simple quadrature. On peut méme remarquer que le second
membre est un polynome du premier degré en U, de sorte que nous
aurons entre les A; des relations linéaires.

Nous aurons enfin

i <d_“’> dni ( i‘f)
dt ¢ dn; o ar ~ ¢ di /o
Comme les seconds membres sont des fonctions de § seulement,

ce seront des fonctions connues du temps ¢, de sorte que nous
aurons les &; et les »; par de simples quadratures.

204. Tel est le principe de la méthode de Delaunay; on voit
qu’elle nous permet de calculer trés simplement la somme des

« . N . L
termes de classe minimum, c’est-a-dire des termes de classe 5

pour L, & %, de classe zéro pour . On voit en outre que celte
méthode consiste essentiellement & supprimer dans F, les termes
de courte période, c’est-a-dire ceux qui dépendent d’un argument

Epi)\,-, ol les entiers p; ne sont pas des équimultiples des &;, et &

n’y conserver que les termes de longue période, ou les plus impor-
tants de ces termes.

I est aisé de comprendre 'importance de ces termes de classe
minimum. Il arrive quelquefois que le rapport des moyens mouve-
ments est presque commensurable; c¢’est ce qui arrive par exemple
pour Jupiter et Saturne, planétes pour lesquelles ce rapport est
voisin de 2; c’est ce qui arrive pour certaines petites planétes dont
le moyen mouvement est presque le double, ou a peu prés une fois
et demie celui de Jupiter; la plus importante de ces planétes est
Hécube. :

Les termes de classe minimum ont alors de grands coefficients &
cause des petits diviseurs introduits par l'intégration. La période
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de ces termes est longue, et souvent de plusieurs siécles. La période
des termes, dépendant des arguments o/, par exemple celle des
termes calculés au Chapitre VIII, est beaucoup plus longue encore
et se compte par centaines de siécles.

Que devons-nous conclure? Si l'on veut prévoir a courte
échéance, c’est surtout au terme d’ordre inférieur qu’il faut
attacher de l'importance; si 'on veut prévoir a échéance assez
longue, il faut calculer tous les termes de classe inférieure : c’est
ce que nous venons d’apprendre & faire dans le numéro p.récédgant.
Si enfin on veut prévoir & trés longue échéance, il faut calculer les
termes de rang inférieur, ainsi que nous l'avons fait aux Cha-

pitres VIII et IX.

203. La méthode de Delaunay peut d’ailleurs s’appliquer dans
des cas beaucoup plus généraux. Soient des équations canoniques

aL; dF di; dF

dt — d, df T dr’

ot F est une fonction des L et des A, qui rie dépend des A que par
la combinaison '
b= z ki

Je la suppose d’ailleurs périodique par rapport aux A. En d’autres
termes, la fonction F est développable suivant les cosinus et les
sinus des multiples de 0, et les coefficients de ce développement
ne dépendent que des L. On trouve encore

Li=k;U+ 1LY,

U étant une variable auxiliaire et L? une constante. On a 'inté-
13
grale des forces vives

F = const.

qui nous donne une relation entre U et 6. On trouve ensuite
a Sk dF

dt — JdLy;’

d’ou
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Comme la quantité sous le signe f ne dépend que de 6 et de U,
et que U est lié & § par Péquation des forces vives, cette quantité
sous le signe f est une fonction connue de 8, de sorte que l'on

obtient £ par une simple quadrature.
Donc 8, U et par conséquent les L; peuvent étre regardés comme
des fonctions connues de £. Dans les équations

di; _ dF
dt T dlyg

le second membre qui ne dépend que des L et de § sera aussi une °
fonction connue de ¢, de sorte que nous aurons A; par une simple
quadrature; et I'intégration est achevée.

206. Application & Hécube. — Le meilleur exemple d’applica-
tion de la méthode de Delaunay que nous puissions choisir est
celui de la planéte Hécube. Cette petite planete, dont le moyen
mouvement est sensiblement le double de celui de Jupiter, a été
l'objet de travaux nombreux parmi lesquels nous citerons la thése
de M. Simonin. , '

Je choisirai les unités de telle facon que la longitude mbyenne
de Jupiter soit égale a ¢; et j’appellerai R une fonction égale a la
masse du Soleil divisée par la distance du Soleil & Hécube, plus la
masse de Jupiter divisée par la distance de Jupiter & Hécube,
moins le demi-carré de la vitesse d’'Hécube.

Je désigne par L la racine carrée du grand axe de Vorbite
d’Hécube, et je pose o

G=Ly/1— e, 8 = G cosi,

e et I étant I'excentricité et I'inclinaison de cette orbite.

Je désigne par /, g et § I'anomalie moyenne, la distance du
péribélie au nceud et la longitude du neeud. Dans ces conditions,
les équations sont canoniques et s’écrivent.

d._ dR  dG_ dR  do _ dR

Py —_— - 2

dt . dl dt dg dr —  db
) dl _ dR  dg __dR'  dv __ dR
&= 4L’ di T T de’ dt =~ de
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La fonction R dépend des six variables L, G, 0, {, g, § et de ¢.
Ces équations prennent une autre forme si, par une analyse toute
pareille a celle du n® 123, on pose

F=R+@
et, si ’on prend pour variable § — ¢ au lieu de 8, elles deviennent
alors
a_ df 4G dF o _  _dF
dt — dl’ dt —  dg’ i~ dio—1¢)
@)t @ aF  dg _aF  d®®—t) _ dF
di T dL’  dt T T 46’ T dt T de’

Dans ces conditions, F est regardé comme fonction des six
variables L, G, 0, {, g, 9 — ¢, et de ¢. Mais nous devons observer
que, si excentricité de Jupiter était nulle, F ne dépendrait plus
de ¢, mais seulement des six premiéres variables.

Nous allons maintenant changer de variables. Supposons que

. \ .. n-+1
le rapport des moyens mouvements soit tres voisin de : y

n étant un entier qui pour Hécube sera égal a 1. Nous poserons

A=l+g+8—1t, s=—nl—(n+1)g—(n-+1)(0—12),
t=—nl—ng—(n+1)(0—1),
‘U=L+nS+nT, S=L—-G, T=G-—6.

On constate aisément que l'on a ideniiquement
LI+Gg+06(8—¢t)=Ur+ Ss+T£
et par conséquent
Ldl+Gdg+08d(8--t)=Udh+Sds+Tdr,

ce qui prouve qu’avec les nouvelles variables les équations res-
teront canoniques et s’écriront '

{dU, _ dF das dF ar dF

N A

3 dt ~ dn it~ ds’ &t T &’
) d\ ___dF ds __dF dv _ dF
¢t~ du’ dt~ 48’ 4t~ dr’

Voyons quelle est la signification de ces nouvelles variables.
D’abord A représente la différence des longitudes moyennes.
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D’autre part, ' '

ds dl dg dv_ds  dg
=@ +‘>< +dt_'>’ Z- @t A
dg dl dl n41
Comme T et — Tr sont trés petlts et—‘—i— trés voisin de o’ on

ds dr
voit que et PT sont trés petlts

S est de I’'ordre du carré de l'excentricité et T de Pordre du
carré de l'inclinaison. .

Comme S et T sont petits, U différera peu de la racine carrée
du grand axe.

Je demgneral par {' etw' D’ excentricilé et le perlhehe de Jupiter,

etJe poseral
v =nk— t4+w.

dw'’ . . .
Comme 7 est nul, ou du moins trés petit, on aura

do_ ol
dt—. Ft-— —-ng—t—n—"'l,

. ‘ dy [N .
ce qul montre que o7 est aussi tres petit.

Posons maintenant

z=y/2Scoss, y=y2Ssins; £E=y2T cosr, n=y2T sin.

Comme S
x dy — Sds, Edn—Tdr

sont des différentielles exactes, les équations resteront canoniques
et s’écriront

‘ dU_ dF  de _ dF & _ dF
7 s dt ~  d\’ dt —  dy’ dt = dq’
) 2 d __dF  dy __dF  dy__dF
dt —  dU’ dt ~  de’ dt &

207. Forme de la fonction perturbatrice. — La fonction F est,

comme on sait, développable, suivant les puissances de ecos/,
esinl, icos(l-+ g), isin({+ g), € cos(t —w'), €sin(t — ') et
suivant les cosinus et les sinus des multiples de la différence des
longitudes moyennes A, les coefficients du développement dépen-
dant encore des grands axes, c’est-a-dire de L. Mais on voit

[y
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aisément (cf. n° 65 et suiv.) que e cos{=ecos[s+(n-1)A], esin/,
tcos(l4g)y=1icos[{+(n—+1)A], isin({+ g) sont dévelop-
pables suivant les puissances de z, y, §, 0 et les cosinus et sinus
des multiples de X; que d’autre part

e cos(t—w')=(¢é cosv)cosn) +(e sinv)sinnl,

e sin(¢t — w')=(e' cose)sin nX — (¢ sinv)cosnl.

On conclura que F est développable suivant les puissances de ,
7, & m, € cosp, ¢ siny et suivant les cosinus et les sinus des mul-
tiples de A. Les coefficients du développement dépendent encore
de L=U-—nS—nT; ces fonctions de L peuvent étre déve-
loppées par la formule de Taylor suivant les puissances croissantes
de n(S +T), c’est-a-dire de

g(x’+y’+8’+n’);

de sorte que finalement F procédera suivant les puissances de z,
¥y & m, € cose, 'sine, cosph, sinp), les coefficients du dévelop-
pement ne dépendant plus que de U.

J'observe maintenant que, par raison de symétrie, F ne doit pas
changer :

° Quand on change § et n en — £ et — .
2° Quand on change y, n et ¢ en — 3, — 7 et — 0.

Cela montre qu'un grand nombre de termes ne doivent pas ‘
figurer dans le développement

Voyons maintenant quels sont, parmi ces termes, ceux qui sont
a courte période. Ce sont les termes qui contiennent X en dehors

dsd dy

des combinaisons s, T ou ¢. Car nous avons vu que
? e T a0 @

sont
. . . d\ .
trés petits, tandis que 7 est fini.

Si, conformément & Vesprit de la méthode de Delaunay, nous
supprimons ces termes a courte période, nous pourrons dire
que F est développable suivant les puissances de z, ¥, &, 1, ¢'coso,
e sinv, les coefficients dépendant seulement de U.

Si nous négligeons, comme M. Simonin, les termes qui con-

tiennent en facteur :

ed, i+, 12e, ede, e,
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et si nous supprimons les termes qui doivent étre nuls en vertu de
la symétrie, nous trouverons

F=A-+Bzx+ Czt+Dy2+EE2+ Hn?

5
). + Ke'cosv + Lae cosy + Mye sino.

A,B,C,D,E, H, K, L, M sont des fonctions de U.

Je remarque d’abord que F dépend encore de A indirectement.
Car T est supposé exprimé en fonction de U, X, =, y, §, 7 et
de ¢; ici F dépend de U, @, y, &, net v =nkh— ¢ +w'. Clest par
r mte1med1a1re de ¢ qu'il dépend encore de X et de ¢.

Si T'on suppose que I'on néglige la masse de Jupiter, on aura
simplement

1

1 .
2_17_._9: 2(U—-nS—nT)2+U—(n+[)(S+T)

F =

ou, en négligeant les carrés de S et de T,

.F= 2m—|—U-+—<ﬁ—n—1>(s+T)

22yt mt
~2U -l—U—I—<U3 n—I)——-—2 ;
de sorte que si I'on pose

A=A(.+mA,, B=B0—|—mBi, ceey

m étant la masse de Jupiter et Ag, A,, ... étant des fonctions
de U indépendantes de cette masse, on aura )

(6) Xip \ iE
[ Bo= Ky = Lo = Mo= o.

5A0——_+U C0=D0=E0=H0=é<£—n_‘>:

208. Méthode de Delaunay. — Comme premiére approximation,
nous allons supposer
' 6’ = E =" =0.

Dans ces conditions, F ne dépend plus que de z, de y, et de U.
On peut alors pousser Vintégration jusqu’au bout par la méthode
de Delaunay. Nous n’avons d’ailleurs aucune raison de négliger
les termes de degré supérieur en z et en y.
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On trouve immédiatement deux intégrales

U = const., F = const.,

car F ne dépend ni de A, ni de ¢.
Considérons donc z et y comme les coordonnées d’un point
dans un plan, U comme une constante donnée et construisons les
courbes ' :
F =,
en faisant varier la constante C.
SiT’on supposait m = o, 1l viendrait

e 2[U— g(xz—l—y?)J

n-1
2+U_—2_('”2+.72)

et nos courbes se réduiraient & des cercles concentriques ayant
pour centre l’origine.

On doit faire une attention toute spéciale aux points pour
lesquels on a l

dF _dF _ o
de  dy
et, par conséquent,
z = const., y =const.

Ces points correspondent aux solutions périodiques.
Dans le cas de m = o, ces points sont les suivants : 'origine
=y =o0 qui correspond & une orbite circulaire, et tous les

points du cercle
&  _agi=o
dS ~ (u—nSy -

qui correspondent au cas ou le rapport des moyens mouvements

. a5 R HT
est rigoureusement égal a 2.
. dF . .
" L’équation g = O peut, suivant la valeur de U, ne pas avoir

de racine positive, ou en avoir une; nous nous supposerons placés
dans ce dernier cas. )

Nous remarquerons alors trois points, a savoir I'origine O et les.
deux points d'intersection A et B de Paxe des x avec le cercle

dF
ds

= 0.
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Passons au cas ot m n’est pas nul, mais trés petit. Les deux

équations
dF dF

= — =0

de ~ dy
peuvent étre remplacées par les suivantes :
dF
=0 FZ T

auxquelles correspondront divers points sur 'axe des z. Comme m
est trés petit, ces points seront trés voisins des positions O, A, B
qu’ils occupaient pour m = o.

Nous aurons donc trois points, G voisin de O, A’ voisin de A,

i

B’ voisin de B, qui correspondront a trois solutions périodiques,
la premiére de la premiére sorte, les deux autres de la seconde
sorte.

Les courbes F = G présenteront alors la forme représentée sur
la figure 3. Les courbes sont numérotées 1, 2, 3, 4, 3, 6. On

.

remarquera que 1 et 2 sont des courbes fermées entourant le
point C; que 3 et 5 forment par leur réunion une sorte de limagon
de Pascal ayant le point A’ pour point double ; que 4 est une courbe
fermée entourant le point B'; enfin que 6 est une courbe fermée
entourant les trois points A/, B, (7.

Le point représentatif z, y décrit une de ces courbes et sa

. dF dF .
vitesse a pour composantes ——. — ——; elle est donc inversement
Ly dx
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proportionnelle 4 la distance normale de deux courbes infiniment
voisines. Le sens de cette vitesse dépend du sens de la normale
suivant lequel les F vont en croissant.

Les courbes 1, 2 et 3 seront donc décrites dans le sens des
aiguilles d’une montre, par exemple; les courbes 4, 5 et 6 dans le
sens inverse. D’ailleurs, tandis que le point z, y fera une infinité
de fois le tour des courbes 1, 2, 4 et 6, il ne paréourra_ qu’une
seule fois les courbes 3 et 5 en allant du point A’ au point A’ dont
il sera infiniment voisin tant pour {=—o que pour £=-co.
La courbe 4 correspond au cas de la libration.

Nos courbes fermées différeront peu de circonférences.

Rappelons que les coordonnées polaires du point z, » sont /25
et s. Or on voit aisément que, quand on parcourt une de nos
courbes, S atteint son maximum et son minimum sur I'axe des
et que la différence entre ce maximum et ce minimum est en
général de l'ordre de m, sauf pour les courbes 3, 4, 5 ou pour
les courbes peu différentes de 3 ou de B, pour lesquelles cette
différence est de l'ordre de \/m.

Parlons maintenant des variations de l’angle polaire s. Nous
voyons qu’en général, quand le point z, y décrit une de nos
courbes, s varie de 0 4 2 ou de 2w 4 0. Il y a exception pour la
courbe 1 et pour la courbe 4 qui laissent l'origine O en dehors.

Pour ces courbes, 'angle s oscille autour de o.

Mais les deux cas sont bien différents; dans les deux cas, on
a rigoureusement la relation suivante :.le moyen mouvement
d’Hécube est égal a deux fois le moyen mouvement de Jupiter
moins deux fois le moyen mouvement du périhélie d’Hécube (je
suppose que n =1, comme cela a lieu dans le cas d’Hécube).

Cette relation signifie en effet que la valeur moyenne de Z—i est

nulle.
Mais on sait que le mouvement du périhélie est de V'ordre des
masses & moins que P'excentricité ne soit elle-méme de 'ordre
des masses; car, si 'excentricité est trés petite, il suffit d’une trés
faible perturbation pour déplacer beaucoup le périhélie. Or, dans
le cas de 4, Vexcentricité est finie, le mouvement du périhélie
est de l'ordre des masses, de sorte que le rapport des moyens
n-—41
n

mouvements est égal a 2 = a des quantités prés de 'ordre
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des masses. On a une véritable libration. Dans le cas de 1, au con-
traire, l'excentricité étant petite, le mouvement du périhélie est
fini, de sorte que le rapport des moyens mouvements n’est pas

n—+ri
n

voisin de 2 =

; il n’y a pas de libration.

209. Influence de Vinclinaison. — Les équations qui donnent
les variations de l'inclinaison prennent la forme trés simple
ul dy .
(7) . E"‘"‘H")e Et —_EE7
E et H doivent éire regardés comme des constantes, puisque
U = const. L’intégration est donc immédiate.

Jai dit que I'on avait U = const.; et, en effet, si je tiens compte
de I'inclinaison, mais que je continue a négliger I'excentricité de
Jupiter et les termes & courte période, F dépend seulement de U,
z, ¥, §, 1, mais ne dépend ni de A, ni de ¢; on a donc

% =o, U = const., F = const.

210. Calcul de \. — La différence des longitudes moyennes
de X se calculera par une simple quadrature.

On trouve en effet '

dh dF

(8) m=—E=—A—Ba—Ca+Dy—EB—Huny,

A, B, ... désignant les dérivées de A, B, ... par rapport & U.
Comme U est une constante, les coefficients A/, B/, ... sont aussi
des constantes; quant a z, ¥, £, 7, ce sont des fonctions connues
et périodiques du temps. Cela résulte, pour z et y, de ce fait que
les courbes F = C sont fermées, et pour § et n de la forme des
équations (7). '

Le dernier membre de (8) est donc une série trigonométrique
dont la_quadrature est immédiate. Le terme tout connu de cette
série représentera alors le moyen mouvement de A.

M. Andoyer a poﬁssé lapproximation plus loin en tenant
compte des puissances supérieures de x et de y. Je ne puis que
renvoyer 4 son Mémoire dans le Tome XX du Bulletin astrono-
mique.

FIN DU TOME 1.
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