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LECONS

SUR LA

THEORIE DE L’ELASTICITE

CHAPITRE PREMIER
ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS

1. La théorie de V'élasticité a pour ohjet I'étude des défor-
mations des corps sous l'action des forces. De méme qu'en
mécanique, nous distinguerons une partie cinématique et
une partie dynamique. Nous commencerons par étudier les
déformalions au point de vue cinématique, c'est-h-dire sans

nous occuper des causes qui les produisent.

2. Hypothéses. — Considérons un point M du corps, de
coordonnées, y, z; aprés la déformation, il occupe la position
M’ et ses coordonnées sont: @ 4§, y 44, # + ¢

Les quantités £, =, { sont les projections sur les trois axes
du vecteur MM’ qui représente le déplacement du point M.

Nous les supposerons assez petites pour qu'on puisse
négliger leurs carrés. C'est ce qui arrive en général pour un
milieu indéfini ou un corps dont toutes les dimensions sont

finies. Ge n'est pas vrai pour des plaques minces ou des verges
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2 LEGONS SUR LA THEORIE DE L'ELASTIGITE

de section faible, c’est-a-dire pour des corps dont une oudeux
dimensions sont trés petites.

‘Nous supposerons aussi §, 4, { fonctions continues de
x, ¥, z; si ces fonctions étaient discontinues, il y aurait
rupture du corps.

Nous considérerons les dérivées de &, v, { comme des fone~
tions continues de x, y, #, sans quoi les réactions élastiques
seraient trés grandes; les forces appliquées au corps, qui leur
font équilibre, le seraient également, ce que nous ne sapposons

pas.

8. Considérons deux points M et M, dont les coordonnées
sont respectivement «, y, z et « 4 3z, y 4~ 3y, z -} 3z. Nous
les supposerons suffisamment voisins pour qu’on puissé né-
gliger les carrés de 3z, 8y, 3z.

Aprés la déformation, ces points viennent en M et M'; ; leurs
nouvelles coordonnées sont:

w"‘gn y+7h z'l't
et

oo B YAyt 244t
Développons § |- 3% par la formule de Taylor
i3 . d
E+as=z+d—;ax+%sy+d—§az+---

les termes non écrits élant négligeables puisqu’on néglige les
carrés de 3z, 3y, 3z. ‘

Faisons maintenant :

dx = — §
dy =—n
8 = — §

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 3

les coordonnées du point M, sont 2 —§, ¥y —m, z —{. Celles
de M’, seront:

oF%, y4om, e
et l'on aura :

dt df

743
F = —F=2 N — {5
% sdw dy az

el les égalités analogues donnant 3v et 33.
Les quantités § et %’ sont du premier ordre, 3% est donc du

second ordre, et par suite on peut le négliger. La méme
remarque s'applique & 3 et & 3¢.

Donc, si la déformation améne le point (x, y, z) A coincider
avec le point (x 4 &, y + w, 2 4~ ), elle ameénera le point
(x—&, y — m, # — &) & coincider avec le point (2, y, 2).

Cette remarque nous sera utile plus loin,

4. Dilatations et glissements, — Supposons que le
segment MM, soit paralléle & ow, et soit 3« sa longueur: quel
est I'allongement que lui fait subir la déformation?

Nous avons:

MM = (3 - 352 + (3y + 30)* + (35 + 80)%

Mais ici Sy et 8z sont nuls, puisque MM, est paralléle &
l'axe des «; d'autre part, 34 et 3¢ sont du second ordre (),
3n? et 372 sont donc du quatritme ordre. En les négligeant

(1) Je dis du second ordre parce que je considére dx comme un infini-
meut petit du premier ordre de méme que §; mais je ferai remarquer que,
comme ces deux quantités sont indépeadantes l'une de l’autre, il n'y a
aucune raison pour les regarder comme du méme ordre, et que, si je le fais,
c'est en vertu d’une convention arbitraire.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4 LECONS SUR LA THEORIE DE L'ELASTICITE

nous avons:
MM, = 8z - S

Or 8y et 8z étant nuls, 8 se réduit a % 32. Donc:

d.

MM, = to (1 + %)

£
et j—o’c est I'accroissement de I'unité de longueur prise parallé-

lement & oz, c’est-3-dire la dilatation linéaire suivant cette

direction. Nous poserons 0% = o,; les coefficients de dila-

tation suivant oy et 0z seront de méme

@:a2 et ﬂ—

dy dz = %%

5. NO{]S allons étudier la déformation d'un rectangle infi-
niment petit dont les c4tés sont paralléles aux axes ox et oy.

Soit MNPQ ce rectangle, nous poserons :

P ._ q MN = 3z
MP =3y

Aprés la déformation, MNPQ devien-

dra un quadrilatére curviligne assimi-

lable & un parallélogramme rectiligne
M'N'P'QY,soitglavaleur de’'angle P'M'N’
D’aprés ce que nous avons vu dans le paragraphe précédent
ona:
N — s 23
M'N' = 3 (1 4+ dx)

\
NP = 3y (1 +Z—;)-
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ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 5
Les coordonnées de Q seront & 4 3z, y -+ 8y, z, donc:
WQ? = (3= + 352 4 (3y + 8m)? + 3825

puisque 8z = o ; négligeons 3¢, qui est du quatriéme ordre,
et remarquons que l'on a:

dw - 8= ow+—8w —}—ﬁ 3y,
ay
c¢’est-a-dire :

Sac—l-SE_WN’—I—d 3y.

Nous en conclurons en continuant & ne pas tenir compte
des infiniment petits du quatriéme ordre :

(b + 22 =N 2 = L8y M.

D’autre part:

dE di dn

MP +dy dy

On peut donc, & lordre d’approximation de nos calculs,
remplacer:

dt & v
@Sy par ‘ @ MP s
ce qui donnera:
(8 4 38)2 = M'N'* o % W . WP ;
= dy . )

on aura de méme :

dn == T
(by + )2 = WP? + 2 7. AN . WP
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6 LECONS SUR LA THEORIE DE L'ELASTICITE

Done:

M/Ql‘l — M/NI‘Z. + M/Pll + 9 (dE ﬁ) . MN’ MD

Zy + 5 'N'.M'P.
Mais on a aussi:
MQ*? = WN? +i\1_’1y2+ 2cosp . NN . MP".
11 s’ensuit:
cos ¢ = Z—; - é’%
On voit que cosg est infiniment petit, I'angle ¢ est donc

voisin de 21 et en négligeant les termes du développement

2

de sin (% — q;) qui suivent le premier, on a:

T =&
27 YT gy + de

L’angle P'M'N’, qui élait au début égal & '—'25’ est devenu apres
dt | dvy\.
~(m+5)

pour cette raison,la guantité j—; + 3—02 est appelée dilatation

la déformation

»ol s

angulaire.
Nous désignerons les trois dilatations angulaires par B,

B4y B3, C'est-a-dire que nous poserons :

&
‘34 dy+dz
_ &, &
Ba dz+dw
ay dt
l\{is Ec_l_dy
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ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 7

Quelquefois aussi on appelle ces quantités glissements. La
raison en est simple.

Pour passer de MNPQ au parallélogramme M'N'P'Q’, on
peut procéder de la maniére suivante:

1° Allonger les c6tés du rectangle dans le rapport 1 4 «,
pour MN, 1 4 «, pour MP;

2° Déformer le rectangle ainsi obtenu M,N,P,Q, supposé
articulé, de fagon que la projection de P,Q, sur M,N, glisse
sur cette droite de la quantité B, >< M;P, qui aux infiniment
petits du second ordre prés est aussi ;3 . MP.

Si donc MP est égal a T'unité de longueur, il faudra faire

glisser cette projection de la quantité p;.

6. Que devient la surface du rectangle?
Avant la déformation, elle était dx . 3y, aprés elle sera

N . WP sin g.
L’angle ¢ est voisin deg; donc sing = 1 & des infiniment

petits prés du second ordre.

L’aire du parallélogramme sera donc :

S8y (1 + ;%) (1 + Z—;),

¢’est-a-dire :

S5y (1 +% 4 %) — 803y (1 4o, + ay);

ce qui exprime que la dilatation superficielle dans un plan
est égale & la somie des dilatations linéaires relatives a deux

directions rectangulaires prises dans ce plan.

" %7, Considérons un parallélipipéde rectangle d’arétes paral-
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8 LECONS SUR LA THEORIE DE L'ELASTICITE

leles aux axes. Supposons que les longueurs de ces arétes
soient MM, = 3z, MM, = 3y, MM, — 3z. Aprés la déforma-
tion, il est assimilable & un parall¢lipipéde oblique dont les

arétes ont pour longueurs :

S (1 4 o), 8y (1 4 a,), 37 (1 - ay)

et font entre elles des angles égaux 3

T ™ T
Q—@|,§—[32,§—[33-

due devient le volume de ce parallélipipéde ?

Il est égal au produit de sa base par sa hauteur; or cette
hauteur est égale 8 M'M; aux infiniment petits prés du troisieme
ordre (on I'obtient en effet en multipliant M'M] par le cosinus
d'un angle infiniment ‘petit du premier ordre). Donc le

volume cherché est :

3.3y (1 + o 4 a5) 35 (1 4 «3),

c'est-a-dire :

’

dr.by.8z (1 + « - g+ aj).

Nous poserons: 6 = o, 4 «, - @4, et l'expression du
volume sera: 8x.8y.3z (1 -}- 0).

8. Considérons un volume infiniment petit » de forme quel-
conque. Ge volume peut éire décomposé par des plans paral-
leles aux plans coordonnés en une infinité de parallélipipédes
rectangles infiniment petits, non seulement d'une maniére
absolue, mais encore par rapport au volume ». La déforma-
tion aura pour effet de multiplier le volume de chacun d’cux

par 4 4 6; donc le volume » deviendra » (1 -}- 6).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 9

La quantité 6 s’appelle dilatation cubique. D’aprés sa défini-
tion, elle est indépendante du choix des axes. Donc,en un point
’ donné, la somme des trois dilalations linéaires relalives & trois

axes rectangulaires quelconques est constante.

9. Ellipsoide des déformations. — Cherchons ce que
devient par la déformation une sphére de rayon infiniment
petit .

Soit M le centre, M, un point quelconque de la sphére;
aprés la déformation, M vient en M’ et M, en M].

Soient &, y, z les coordonnées de M'; z -+ 3,y -} 3y, 2 4 3z,
celles de M{; d’aprés une remarque faile plus haut, les coor-
donpées du point M seront # — &, y — m, 2 — ¢, et celles
de M,

w4t —E—8y 4By —n—23 27+ —{— 3

Les projections du vecteur MM, sur les trois axes sont
3w — 8, 8y — B, 8z — 8 ; écrivons que ce vecteur est égal

au rayon ¢ de la sphére:

(8 — 882 -+ (dy — &m)2 -+ (32 — 3L)? =<2,
Mais :

ds

1713 dt
SE_%Sw—kd—ySy —l'-a;sz.
Done:
d§ dt dg 2
(30 — 882 = (800 e S Zy Sy e d )

ou, en développant el négligeant {les termes du quatriéme
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10 LEGONS SUR LA THEORIE DE L’ELASTICITE

ordre infinitésimal :

2 ag i3 dt
— _— 2 — — — — — —
(Sw SE) 3z (1 2 dx) 2 y S8y — 2 Tz d2.82.

Nous avons done :

Sx“<i—2—>+3 (1— 2—)-|-8 2(‘—2212)
—95y.52 ( +2 )—-28z.8w<&;—l— %)—%w.w(%-k@)

c’est-a-dire avec les notations adoptées:

D — 20,) 822 — 238, y.82 = <.

Mais 82, 8y, 82 sont les coordonnées de M| par rapport &
des axes paralléles aux premiers ayant pour origine M.
Le lieu de M; est par conséquent un ellipsoide. On I'appelle

ellipsoide des déformations.

10. Dilatations principales. — Parmi toutes les direc~
tions issues de M’,il y en a {rois qui sont particuliérement
remarquables, ce sont celles des axes de I'ellipsoide. Les
dilatations linéaires suivant ces axes sont dites dilalations
principales; on les désigne par §, , 3, , 3,.

Les longueurs des axes de I'ellipsoide sont alors:

e (14 3) e (1 4 3,) e (14 85)-

Si l'on désigne par s une racine de I’équation en s relative
A l'ellipsoide, 'axe correspondant ¢ sera donné par la rela-

tion:
52

T (L ap

ba‘ S

S:

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 11

en dénotant par 3 la dilatation linéaire relative & cet axe.
Négligeons les puissances de 3 supérieures & la premiére,

nous aurons, puisque

2 2.3
-2 2 22 | seees
(1 -+ 9 _1—1a_|_1.23 +
la relation :
s=1— 28,

L’équation qui donne s étant ici:

1 — 2 —s — B — By
— By 1 — 2, —s — B =
¢ —pg —p4 1—20’.3—3

celle qui donnera & sera :

28 — 2o — B — Ba
— Bs 25 — 20&2 — B = 0.
— B2 — 28 — 2u4

Les trois dilatations principales sont indépendantes du
choix des axes. Donc les coefficients de 1'équation en 3 ne
changent pas lorsqu’on change la direclion des axes.

Cetle équation développée s’écrit ¢
(28)° — Ay () + A, () — Ay =,
o A, A,, A, désignent les polyndmes suivants:
Ay = 2(ay F ag 4 oy) = 26,
Ay, = 2(4“4“2— Bs)?
2a, Bs Ba

A3 = — [33 ‘212 p‘
Bs By 2ay

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 LECONS SUR LA THEORIE DE L’ELASTICITE

On retrouve donc le fait que la quantité dénotée par 6 est
indépendante du choix des axes de coordonnées.

8il'on prenait comme axes les axes de I'ellipsoide des de-
formations, les termes rectangles disparaitraient de son équa-
tion. Cela montre que les glissements sont nuls dans les trois
plans principaux de l'ellipsoide.

Il y a done, en général, un systéme de plans formant un
triedre trireclangle et tels que les glissements soient nuls pour

ces plans.

11. Trois diamétres rectangulaires de la sphére deviennent
aprés la déformation trois diamétres conjugués de U'ellipsoide.

11 résulte des hypothéses faites sur la continuité des fone-
tions §, v, { el de leurs dérivées que, si deux surfaces sont
tangentes I'une & l'autre avant la déformaltion, elles le sont
encore ‘aprés la déformation. Considérons donc trois dia-
métres rectangulaires de la sphére et les plans tangents &
leurs extrémités, ils forment un cube circonscrit a la sphére.
Aprés la déformation, la sphére devient un ellipsoide, le cube
un parallélipipéde oblique dont les faces restent {angentes &
Yellipsoide. Ces faces sont donc paralléles 3 trois plans dia-
métraux conjugués de 1'ellipsoide ; les diamétres correspoﬁ-
dants qui proviennent des diamétres reclangulaires de la
sphére sont donc conjugués.

Les calculs faits plus haut montrent d’ailleurs que la sphére
dérive de l'ellipsoide par une transformation homographique
conservant le plan de I'infini, et on sait qu’une telle transfor-
mation fait correspondre un systéme de diamétres conjugués

A un systéme de diamétres conjugusés.

12. Composition des déformations. — Considérons

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 13

un point M, soit M’ sa position aprés une premidre défor-
mation. Une autre déformation améne M en M” et M’ en M".
Sil'on fait subir au corps successivement ces deux défor-

"

mations, le point M viendra en M”. Les deux points M et M’
sont infiniment voisins; donc les vecteurs MM” et M'M” qui
représentent les déplacements de ces points peuvent étre re-
gardés comme égaux et paralleles. Le quadrilatére MM'M”M”
est donc un parallélogramme, c’est-a-dire que MM” est la
somme géométrique des déplacements MM” et M"M” qu’éprouve
le point M quand on soumetle corps successivement aux deux

déformations.

13. Supposons que le corps conserve une forme invariable;
il n’y a plus & proprement parler de déformation, mais un
simple déplacement. Ce déplacement peul se décomposer en
une translation et une rotation, la translation élant égale et
paralléle au déplacement &g, mg, {y de l'origine, et la rotation
ayaut lien autour d'un axe passant par cette méme origine.
Celte rotation pourra étre remplacée par trois antres p, ¢, r
effectuées avtour des axes coordonnés. Les formules qui

donnent le déplacement du point (2, ¥, z) sont donc :

E=§ +g95 —ry
n =" +re —pz
§ =% tpy—qu
Les dilatations et les glissements sont nuls dans un tel
mouvement.
La réciproque n'est pas évidente ; nous allons la démontrer,
c'est-d-dire faire voir que, si les dilatations et les glissements
sont nuls, le corps se déplace & la fagon d’'un solide inva-

riable.
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14 LEGONS SUR LA THEORIE DE L’ELASTICITE

Notre hypothése est que l'on a les relations :

& _ & d
do = ° ata
dn _ &AL
dy - ° Ztaw="°
@ _ dn 8
dz = ° dw+dz/

Différencions la premiére des équations du dernier groupe
par rapport & «, la seconde par rapport 4 y, la troisiéme par

rapport & z, et nous aurons :

ax dq
dwdy + dzdz
ax oA
dydz + Gy dady —

d*n a2 o
dzde ' dydz

* On en déduit immédiatement :

A2 da% d2‘4

= = =0

dxdy — dydz — dadw

La relation (% == 0 nous apprend que § ne dépend que de

d2
dyds
d’une fonction de y et d'une fonction de z.

y el z, et la relation = o montre que § est la somme

On a done :

et de méme :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 15
Transportons ces valeurs de £, 0, { dans les équations qui

expriment que les glissements sont nuls:

&

7 + t =odonnera¢j (y) + /3 (¢) =o.

dz
ce qui exige
W =—ril@=p

p étant une constante.
On aura de la méme maniére :

4/ /
¢2(@=—"rily)=r
el en intégrant et portant les valeurs trouvées dans les for-

mules qui donnent £, », { on oblient :

E=¢§ +9z—ry
N =My + 1% — p3
{=1¢ 4 py —g=

€ Mo» & 6lant trois constantes d'intégration. Ce sont bien 13
les formules du déplacement d'un solide invariable, G. Q. F. D.

14. Rotation moyenne., — Considérons une déforma-

tion quelconque, et posons :

[ & _dn_,

dy dz

dz _dx 1
dy & _ o,
d‘l' dy-—-dn

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



16 LECONS SUR LA THEORIE DE L’ELASTICITE

Le vecteur dont les composantes sont p, ¢,7, s'appellera la
rotation moyenne. .

Ce vecteur est indépendant du choix des axes. Nous allons
en effet en indiquer une interprétation purement mécanique.

Soient : MM’ le déplacement du point M qui a pour coor-
données z, v, z; MR la rotation moyenne en ce point M.

Considérons une sphére de rayon infiniment petit ¢ ayant
son centre au point M. Supposons-la remplie d’'une matiére
homogéne et chacun de ses points animé d’une vitesse repré-
seniée par le vecteur MM’ de composantes &, w, {, qu'on sait
étre indépendant du choix des axes (*).

Cherchons le moment de la quanlité de mouvement de la
sphére par rapport & son cenire, Ce moment est un vecteur
dont les composantes suivant les axes sont les moments des
quantités de mouvement de la sphére par rapport a ces axes.

Considérons un élément de cetle sphére, appelons p sa
masse, x -- 3z, y -+ 3y, # - 8z ses coordonnées. Si on rap-
porte cet élément & des axes menés par le point M parallé-
lement aux axes primitifs, ses coordonnées seront 3z, 3y, 3z,
et sa vitesse aura pour composantes § -}- 3, v -+ 3n, ¢ 4 8.

Le moment de la quantité de mouvement du point par
rapport & MA sera

By (€ 4 88) — 32 (n - dm)]

et celui de la sphére tout entiére sera

N1y (¢ + 88— 82 (n + )]

() Pour que ls vecteur MM’ représente & la fois un déplacement et une
vitesse il faut supposer 1'unité de temps déterminée.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 17

Evaluons cette somme :

Sty @ + 30 =) vy (x 'f- + S0 +§§Q

=t Zpﬁy 4 Z—i 251.81/8.7(' 2 Sy? + Ey.syaz.

Mais nous avons

EHSy =o,

car M est le centre de gravité de la sphére.

ZprSy = EyfaySz = o0 car Mz et Mx sont deux axes
principaux d’inertie de la spheére, relatifs au point M.

Enfin E(LSy“ = QI, I étant le moment d'incrtie de la sphére

par rapport 4 un de ses diamétres.

Done :

d
Sty (43 =F -2

N

et de méme :

LO -t

DNz (g4 dn) =7

Le moment de la quantité de mouvement de la sphére par
rapport 4 MA est done :

T  dq
(dy_dz) I.p.

Les projections sur les axes du moment de la quantité de
mouvement de la sphére par rapport au point M sont donc

Ip, Ig, Ir,

ELASTICITE,

w
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18 LEGONS SUR LA THEORIE DE L'ELASTIGITE

La rotation moyenne, qui a pour composantes p, ¢, », est
par suite, comme ce moment, une quantité indépendante da

choix des axes.

15. Considérons le point M et une sphére infiniment petite
ayant ce poini pour centre. Aprésla déformation, M vient en M,
la sphére devient un ellipsoide. Trois diamétres rectangulaires
de la sphére deviennent trois diamétres conjugués de V'ellip-
soide; donc, en général, il y a un triedre trirectangle et un
seul qui demeure trirectangle aprés la déformation: c’est
celui qui correspond aux axes de l'ellipsoide.

‘onsidérons ce triédre: on peut 'amener de sa position an-
ciemne & la nouvelle par un simple déplacement, c’est-a-dire
par une translation suivie d’'une rotalion autour du sommet.
Nous allons montrer que cette rotation est la rotation moyenne
au point M.

1° Si la rotation moyenne est nulle au point M, le triedre
reste paraliéle & lui-méme.

En effet, prenons comme origine le point M et pour axes

les arétes du triedre. Les dilatations angulaires sont nulles:
df dy _
ay + dz =~

Mais on a aussi, puisque la rotation moyenne est nulle :

a __dn_
dy dz

Il s’ensuit:
&_dn_,
dy  dz” 7’

et les égalités obtenues par permutation circulaire. -
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ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 19

Cela posé, une aréte quelconque du triedre, MM, par exemple,
qui est paralléle & ox reste paralléle & oz.

En effet, soient @, ¥, z les coordonnées de M ; » - 3z, y,
celles de M.

Désignons par M’ et M/ les positions nouvelles de M et de M,.
M"a pour coordonnées #-&, ¥ - 4, z 4 §; donc M'M] a
pour projections 3z -+ 8, 2y 4 ¥n, 3z 4- 8(; 3y et 3z sont
nuls par hypothése.

" D'autre part, 3= % de, dn est nul, 3m l'est donc aussi; il

d de
en sera de méme de 3¢.
Le vecteur M'M] ades projections nulles sur oy et oz; il est
paralléle & ox;

2" Considérons, en second lieu, le déplacement d’un solide
invariable. On a entre les déplacements§, =, { et les rotations

P, ¢, r les relations :

¢=1% +q9z—ry
n =y + re —pz
E=1¢ +py—gq=

on en déduit :

c'est-a-dire:

C. Q- F. D.

Examinons le cas général.

Soient: D la déformation considérée ;
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D’ une rotation dont les composantes soient celles de la
rotation moyenne au point M;

D’ -1 la rotation inverse.

Désignons par DD'—' l'ensemble des deux opérations D

et D’ —1 faites successivement, on aura :
D= (DD'-") D
Ainsi la déformation D est la résultante de deux autres
DD'-1* et D',

et la rotation moyenne (p, ¢, ) est la somme géométrique
des rotations moyennes partielles dues aux deux déforma-

tions composantes

DD =1 et D,

La rotation moyenne due & DD'—! est nulle, car c’est la
somme des rotations moyennes dues & D et & D’—1, Donc,
par cette opération le triédre reste parallele d Ini-méme.

La rotation du triédre est alors due uniquement 3 D', et ses
composanles sont bien celles de la rotation moyenne en M.

C.Q.F. D,

16. Polynoémes isotropes. — Considérons un polyndéme
homogéne par rapport aux neuf dérivées:

di | dEdy

@’Z_{/’ dz ' de’

nous dirons qu'il est isotrope si sa forme ne dépend pas du
choix des axes. Cherchons les polyndmes isotropes du second
degré.
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e o F 1 By
Nous savons déjd que 6 = dw+ & -+ o est indépendant

du choix des axes, donc 62 est un polyndme isotrope du
second degré :

, dt\2? dt d
*=3(E) +2E

On a vu également plus haut que

A, =4 201‘0.2 — 2(33«

c'est-b-dire :

_iNE Dy (EY oy b
A =1Ym — dy) —2 ) 7
est aussi un polyndme isotrope.
Enfin la rotalion moyenne élant un vecteur indépendant
du choix des axes, le carré de sa longuear

B=p*+¢*+ 7,
ou

. dt\2 dt dny
B _E(dy> - Qng/ 7
est un troisiéme polyndme isotrope.

Toutes les combinaisons linéaires de 62, A, el B seront

isotropes. Parmi toutes ces combinaisons nous remarquerons
les deux suivantes:

C— A2;|—B _ 2<dg dy _dn d5>’

c’est-a-dire :
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et
o — A +20= 3 (%) + 2(«%)

- Y a-til d'autres polynémes isotropes du second degré
linéairement indépendants des {rois premiers ?

Considérons un polynéme isotrope du second degré par
rapport aux neuf dérivées partielles.

Quand on change 3 la foisx,y,zen—o,—y,— 2
ett,n,len—E&, —m, — { les dérivées ne changent pas,
donc le polyndme ne change pas.

Le polyndme ne doit pas changer non plus quand on fait
tourner les axes ; faisons tourner le triédre d’'un angle = au-

tour de oz, cela revient & changer
z, yen—wx, —yetl, nen—% —m.

Donc Ie polynéme ne doit pas changer quand on change
zet L en— z et — ¢ et par suite dans chaque terme l'en-
semble d_es lettres z et ¢ enire un nombre pair de fois.

Il en est de méme de « et &, y et v,

On s’assure aisément que les seuls termes satisfaisant a
cette condition sont de I'une des quatre formes suivantes:

@) @) f8 g

dw)’ dy. d—x@’ dy dx

On peut donc partager les termes des polyndmes en quatre
groupes. D’ailleurs le polyndéme ne devant pas changer quand
on permute les axes de toutes les maniéres possibles, comme
dans cette opéralion les tcrmes d’'un méme groupe s'échan-
genl entre eux, ils doivent tous avoir méme coefficient, Un
polynéme isotrope du second degré sera donc une combi-
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n aison linéaire des quatre sommes:
dE\? dt dy
(%) Y7 a
dg\? dE dy
Nous connaissons trois de ces combinaisons linéaires. §'il

y en avait ‘plus de trois linéairement indépendantes, on en

conclurait que les quatre sommes sont isotropes.

2
11 est facile de voir qu'il n’en est rien et que Z(%)

n’est pas isotrope. Il suffit de faire tourner les axes des x et
des y deir dans le plan des xy. Cf. Théorie mathématique

de la lumiére (page 20).

17. Déformations transversales et longitudinales, —
On dit_qu'une déformation est transversale quand la dilata-

tion cubique qui en résulte est nuile

o dn Al
9 —Ew_-{———l_dz_

Un volume quelconque est donc conservé en tant que vo-
lume par la déformation.
Une déformation est longitudinale quand la rotation

moyenne est nulle, lorsque I'on a par conséquent :

& _dn_
dy dz~~
& _ay_
dz  doe ™
& _
de dy
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ou, en d’autres termes, lorsque &dx 4 vdy -+ (dz est une
différentielle exacle.

Nous poserons alors :
tdae + wdy - (dz = dy.

On peut se demander, en adoptant cctte définition, si une
déformation peut étre a la fois longitudinale et transversale.
Si elle est longitudinale on a:

la condition de transver:alité devienl alors A = 0 en po-
sant;

d? d*e | d%
bo= ot i Tz

Il suffit donc que ¢ satisfasse & 1'équation de Laplace.

Cela [ne serait [pas possible pour un milieu indéfini, si on
suppose que la déformation est nulle & Vinfini. On sait en
effet que, si une fonction ¢ satisfait dans tout Vespace a
I'équation

Ap =0

et si ses dérivées s’annulent & 'infini, elles sont jdentique-
ment nulles, car la fonction se réduit & une constante.

Il en est de méme pour un milieu limité, si on suppose la
déformation nulle & la surface.
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Une déformation quelconque peut toujours étre considérée
comme Ja résultante de deux autres, 'une longitudinale,
l'autre transversale, c’est-3-dire gue, quelles que soient les
quantités &, v, {,on peut trouver d’autres quantités &, 1y, &3

§2, Mas ¢y satisfaisant aux équations:

E= EI + 52
n=mn+ ",
(=448
et aux deux conditions:
(JZE4 + glm _l_ dt,

§,doe + nzdy + C2dz = différentielle exacte.

Nous avons posé:

-I- —I—dz

donc ici 6 se réduit :

52 _I_ d"])

+ dz'
Mais si nous supposons :

by + nydy - Lydz = do,

&2, Ma o seront les trois dérivées partielles de ¢.
Donc on aura:
6 = Ag.

6 est une fonction donnée quelconque de x, y, #; il suffit de
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trouver la fonction ¢ satisfaisant &:

Aq;:@.

. o, — 0
Considérons une matiére attirante de densité T le poten-

tiel do & cette matiére, qu'on suppose agir suivant la loi de
Newton, satisfera précisément a la condition imposée.
£, M, g 6lant ainsi déterminés, on aura §, my, & par les

formules
g =85
M= "M
G =8—4

et le probléme sera ainsi complétement résolu.
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CHAPITRE 1I

ETUDE DES FORCES ELASTIQUES

18. 1l y a un trés grand nombre de théories de I'élasticité,
Elles peuvent se ramener & deux classes: dans la premiére
classe nous rangerons les théories fondées sur des hypothéses
moléculaires ; dans la seconde, celles dont les auteurs ont
cherché a s’affranchir de toute hypothése sur la constitution
intime des corps; ces derniéres théories sont en général basées
sur la Thermodynam ique.

Nous commencerons par étudier les théories de la premiére
classe : d'abord ce sont les premiéres en dale, et de plus elles
nous aideront & mieux comprendre les autres. Nous consi-
dérons les corps comme formés de molécules de dimensions
trés petites par rapport aux distances qui les séparent, Ces
molécules se comportent par suite comme des points matériels
sur lesquels s’exercent des forces, fonction de leurs coor-
données; parmi ces forces, nous distingueroﬁs les forces
extérieures et les forces intérieures, ¢’est-a-dire celles qui

résultent des aclions des molécules les unes sur les autres.

19. Equations de P’&quilibre. — Soient » molécules
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My, Myyerny, Mn iy Yy, 23 les coordonnées de la molécule m;
dans sa position d’équilibre naturel (c’est-a-dire dans la
position qu’elle occupe avant toule déformation). Supposons
que le corps te déforme ; les coordonnées de m; deviennent
@+ 8, yi+ e 24 % Nouws appellerons A; By, C; les
composantes suivant les trois axes de coordonnées de la
force, agissant sur m;, qui provient de I'aclion des autres
molécules; A;, By, C; sont des fonctions des coordonnées de
toutes les molécules, @4 4 £z, ¥ + My 22 + Cos Py Qi Ry
seront les composanies de la résultante de toutes les forces
extérieures agissant sur m;, dans la position d'équilibre
natarel. Dans une autre position d’équilibre (que nous appelle-
rons position d’équilibre contraint) les forces extérieures
auront pour composantes P; + X;, Q; -+ Y;, B; 4 Z..
Les équations de 'équilibre naturel seront:

S Ai-+Pi=o
B,+Q:=o
Ci+R[:0

puisque toutes les forces qui agissent sur chaque molécule
doivent se faire équilibre.

Si les forces extérieures varient, I’équilibre sera troublé et
le corps se déformera jusqu'a ce que A;, By, G;, qui sont des
fonctions de la déformation, aient pris des valeurs telles
qu’elles fassent équilibre aux forces extérieures. Les équations

de P’équilibre contraint seront par suile :

A+P:+X=o0
B+ Q4+ Yi=o
Ci+R4Z;=o0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ETUDE DES FORCES ELASTIQUES 99

20. Etude des forces intérieures. — La premiére hypo-
these en dale, qui est celle de Poisson et de Cauchy par
exemple, est I'hypothése des forces centrales : deux molécules
quelconques exercent I'une sur 'autre une attraction ou une
répulsion réciproque, dirigée suivant la droite qui les joint
et dépendant seulement de leur distance. C’est cette hypothése
qui parait la plus natarelle, et on sy est arrété longtemps.

Lamé a fait une hypothése plus particulire encore: il
suppose l'attraclion nulle dans I'élat d'équilibre naturel; si
les molécules se rapprochent & partir de celle position d'équi-
libre, il se développe une force répulsive ; si elles s'éleignent,
une force allractive ; de maniére que la force tende toujours
4 ramener la molécule dans la position d'équilibre naturel.
Dans I'hypothése de Lamé, l'équilibre naturel est donc

caractérisé par les équalions:
Ai=o B;=o C; = o,
et par suite aussi par les relations:

P,—=o Q;=o R;=o.

La position d’équilibre naturel correspond donc au cas ol
il n’y a pas de forces extérieures, mais la réciproque n’est
pas vraie. Si ’'on suppose les forces extérieures nuolles dans
I'état d'équilibre naturel, il n'en résulte pas que les attrac-
tions des molécules sont toutes nulles ; car il pourrait se
faire que les diverses attractions se fissent équilibre sans étre
nulles séparément. Il n’y a done aucune raison pour adopter
cette hypothése de Lamé qui, d'ailleurs, ne_simplifie ni les
calculs ni les résultats,

L'hypothése des forces centrales n'est elle-méme qu'une
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hypothése particuliére ; prenons pour A;, B;, C; des fonctions
quelconques des @z 4+ &z, ¥& + W&, 2x -+ &, ct supposons
que &, s, & subissent des accroissements d&;, dws, di;; le

travail des forces intérieures est :
Y, (Asdt; 4 Bidn; + Cdl).

Le principe de la conservation de 1'énergie exige que ce

travail soit une différentielle exacte ; nous poserons en

conséquence
3 (At + Bidns + Cidty) = dU;
U sera une fonction des coordonnées de toutes les molécules:

U = Flar 4 5 Yo+ 0 25 = Ly ooee )

et on aura

La seule hypothése nécessaire est donc que lés forces inté-

rieures dérivent d’un potentiel.

Ces forces

21, 'Etude des forces extérisures.
forment deux groupes distincts; il peut d’abord se faire
qu'elles agissent snr toutes les molécules du corps, aussi
bien sur les molécules intérieures que sur les molé-

cules superficielles; tel est, par exemple, le cas de la
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pesanteur. Il est d’autres forces, inutiles & énumérer toutes
ici, qui n’agissenl qu'a la surface. Pour en donner un exemple,
supposons un gaz renfermé dans une enceinte; il exerce une
pression sur la paroi, et celle-ci, en vertu du principe de
I’égalité de l'action et dela réaction, réagit sur le gaz. Celte
pression de la paroi sur le gaz est une force extérieure
appliquée seulement aux molécules superficielles,

Le choix de la position d'éjuilibre naturel semble & peu
prds arbitraire ; par suite, il peut parailre simple de choisir
la position que prend le corps en l'abscnce e toute force
exlérieure. Gela n’est pas toujours possible; nous avons en
effet suppnsé les déformations trés petites, et toute la théorie
repose sur cette hypothése; il nous faut donc choisir une
position d’équilibre naturel différant trés peu de la poéi(ion
d’équilibre contraint que nous avons & étudier; c’est pour
cela que nous conservons Py, Q;, R, dans nos formules, c’est-
a-dire que nous ne supposons pas les forces exlérieures nulles
dans I'état d’équilibre natorel.

Pour bien en montrer l'utilité, reprenons l'exemple du gaz
renfermé dans une enceinte et soumis & une pression prove-
nant de la réaction de la paroi; on ne pourrait pas supposer
cette pression nulle dans ’état d’équilibre naturel, car le
volume correspondant serait infini el la déforma tion serait

par suite aussi infinie ().

22. Etude de la fonction des forces. — Revenons
aux forces intérieures; pour les connaitre, il nous faut étudier
(1) Celte assimilation d'un gaz & uan corps élaslique n'est pas toul & [fait
rigoureuse, caron al’habilude de considérerlesgaz comme formés de molécuies

en mouvement; il s’agit d'un élat dynamique et non d’un état statique;
mais elle suffit pour faire comprendre la justesse de notre remarque.
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la fonction U. Si on la développe par la formule de Taylor,
en considérant & v, { comme les accroissements de z, ¥, #
ona:

U:U0+U4+U2 + U, +

U, sera une constante: c’est U (a, y;, 2,); U, renferme les

termes du premier degré par rapport a §, v, §; U,: les termes
du second degré, etc.

Comme les quantités §, v, { sont supposées trés petites, nous
négligerons lears cubes, et nous arréterons le développement
4 U,. On aalors

U= UO + Ul + U2a
et par suite

car U, ne dépend pas des §, =, C, dE —1 est indépendant des &;

ddlg est homogeéne et du premier degré par rapport aux £ et,
i

par suite, s'annule dans la position d’équilibre naturel; on a
alors simplement:

du
dt;

k

Ai=

BE

Bi= d_r”

dU
dCt
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Les équations de I’équilibre naturel deviennent donc:

du, _
?-I—Pi_.o

duJ, _
lei +Qi 0
dU
haedt |

\ ds; + R =0

Dans la position d'équilibre contraint, on aura:
+ d_Uz +P 4+ Xi=o0

o +@+01+Y=o
i

au,

0, _
7 —|—R—|—Z_o

On en déduit:

{

au, |«
dt; th=o

Uy |y
d'fli +Yi—0

dU, _.
ag; Th=o

Ce sont ces derniéres équations qui déterminent les déforma-
tions: nous nous donnons les forces déformantes X;, Y;, Z;,
¢'est-a-dire les forces qui s’ajoutent a celles qui existaient dans
la position d'équilibre natursl ; nous avons alors 3z équations
lindaires pour déterminer les 3n inconnues &;, w;, ¢ Le pro-
bléme est donc théoriquement résolu et d’une maniére trés

simple; mais le nombre exirémement grand des molécules
ELASTICITE, 3
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rend cette solution absolument impraticable, nous sommes=

donc obligés de recourir a d'autres considérations.

23. Cherchons une autre expression de la fonclion U.
Cette fonction changée de signe est I'énergie potentielle due:
aux actions mutuoelles des molécules; elle ne peut donc
dépendre que des distances des molécules, car, si le corps se
déplace a la fagon d’un solide invariable, il est évident que:
les actions mutuelles des molécules ne produisent aucum
travail (1).

Considérons deux molécules quelconques #e, et m,; appe-

- lons @, y, # les coordonnées de la molécule m, dans la pusi--
tion d'équilibre naturel, @ 4 &, ¥ + v, 2 4 ¢ les coordon--
nées de la méme molécule dans la position d’équilibre con-
traint ; les coordonnécs de m, dans la position d'équilibre
naturel seront # -+ Dz, y + Dy, z -+ Dz (en employant la
notation Doz pour désigner une différence qui, du moins jus-
qu'a nouvel ordre,n’est pas supposée infiniment petite) ; elles.

seront dans la position d'équilibre counlraint :
o4 Dw+E4+Di, y+Dy+ 4Dy, z4Dett4DL

Les projections du vecteur m,m, sur les trois axes, qui
sont Dz, Dy, Dz, dans I'équilibre naturel, deviennent dans.
I'équilibre contraint Dz 4~ D§, Dy - Dv, Dz 4 D¢, Soit R
le carré de la distance m,mm, dans la position d’équilibre
naturel; R 4 p le carré de cette méme distance dans la

(1) Pour s’en convainere, on peul remarquer que si, par exemple, une rola—
tion d'un angle 2—‘"produisait un travail, en la répétant g fois on produi-

rait un travail ¢ fois plus grand, et cependant le corps reviendrail & sa
position iniliale; ce qui esl impossible,puisqu’il y a une fonclion des forces.
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position d’équilibre contraint; nous avons:
R = Da? 4- Dy? + D2? :an‘a,

R+ p =)\ (Do + D2,

Par suite :

p =2 Y DarDE 4 Y D22,
Nous poserons :
py = 2 (D@DE 4 DyDy -} DzDY),
pa = DE? + D2 - D22,
et il viendra:

P =p1+ pa-

Les déplacements §,n, { sont supposés infiniment petits du-
premier ordre; il en est nécessairement de méme de leurs
différences DE, Dy, D; par suite p, est infliniment petit do
premier ordre et p, du second ordre.

U est une fonction des quantités R 4 p.....

=FR+p R ¢,

Développons cetle expression par la formule de Taylor,

nous aurons :

U=F (R, R +ZdRP+°>2dR"p 2de3’99+

Nous avons déja négligé les infiniment petits du troisiéme
ordre dans l'expression de U; nous devons donc limiter le

développement de U aux termes du second ordre. Nous allons
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comparer ce développement avec celui que nous avons trouvé

plus haut.
Pour cela, remplagons p par sa valeur:
p=rpi+ po
Ona:

P2 = ot + 2pip2 3
Nous négligerons p,p, et p§ qui sont respectivement du
troisi¢me et du quatriéme ordre infinitésimal; de méme no’ -
remplacerons pp’ par p,p{, et il viendra

=F1 Edﬂp‘ Zd[{f"" 22053294 +ng;[:{'9m

Un quelconque des cinq groupes de termes de U est homo-

géne par rapport aux £, v, ¢; si nous identifions avec l'expres-

sion déja obtenue
U=0U,4+U, + U,

nous arrivons aux relalions

U,=F(R,R,.....)

d?F ,
Ed[{h +2 Zd[{‘ 942 i dRdR’ 21N

U, est la somme de trois groupes de lermes; nous allons
montrer que, dans T’hypotheése des forces centrales, le troi-
siéme groupe disparait identiquement, c’est-a-dire que I'on a
dans ce cas:

d?F
dRd’
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En eflet, les actions des différentes molécules se réduisent
alors aux attractions mutuelles des molécules deux & deux;
I'attraction ne dépend que de la distance des deux molécules
considérées et reste la méme si I'on en introduit d'autres,
Donc 'énergie potentielle totale U est la somme des énergies
potentielles dues & tous les couples de molécules, considérés

successivement, ¢’est-a~dire que 'on a:
;]

U=FR4a+F® )+ ...

chacune des fonctions ne dépendant que d'un argument;
par suite:
d*U
dRaR’ =

C'est 13 un point important; nous en conclurons plus tard
que dans 'hypothése des forces centrales il doit y avoir une
relation numérique entre les coeflicients d’élasticité X et p. de
Lamé, ce qui fournit une méthode expérimentale pour
rechercher si 'hypothése des forces centrales est conforme &
la réalité,

24. Nous avons supposé jusqu’a présent que loutes les mo-
lécules étaient libres; dans certaines théories, au contraire,
on les suppose assujetties & des liaisons. Pour trouver dans
cette hypothése les équations d’équilibre, il suffit d’appliquer

la méthode de Lagrange. Nous avons écrit les équations

A5+Pi+X,’:O
Bi+Qi+Yi:0
Ci—I—B.,'—l—Z,'IO

qui expriment que la molécule est en équilibre sous I'action
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des forces intérieures et extérieures seules. Supposons qu’il y
ait des liaisons définies par les équations :

Ly==o0
L,=o
Lp=o0

les équations d’équilibre seront d’aprés des principes connus:

dL dL dL
AP+ X+ ) d_v.‘"l‘)‘z d_’é2++)\ &

L, dL
B‘+Q1+Y1+)‘@J+ 2dlz+ +p—2 o

. dL
C;—I—R,—i—LL—{—)\‘;{?:-l—)\gd—cz—l— +)\P—E——-O
Ay Xy . )y 6tant des constantes inconnues; nous avons

ainsi introduit p inconnues nouvelles, mais nous avons aussi
p équations de plus, les p équations de liaison.

Il semble, au premier abord, qu'en introduisant cette hypo-
thése nous pourrons étudier des phénomeénes plus généraunx;
c'est-b-dire que lI'hypothése de molécules entiérement libres
restreint la généralité; ce n'est qu'une apparence,

Prenons, par exemple, la liaison la plus simple : supposons
deux molécules assujetties & rester & une distance invariable
ro Vune de 'autre. Tout se passe comme s'il existait entre
elles une force attraclive ou répulsive dirigée suivant la
droite qui les joint et fonction seulement de leur distance,

cette force étant supposée nulle pour » = r,, trés grande et
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répulsive pour » = r, — ¢, trés grande et attractive pour
r=1r,+ ¢

La force de liaison apparait done, dans cet exemple simple,
comme un cas limite de la force ordinaire. On pourrait faire
une étude analogue pour les liaisons quelconques, et I'on
arriverait au méme résultat. On ne généralise donc pas en
introduisant des liaisohs; nous reviendrons d'silleurs plus
loin sur ce sujet & 1'occasion des théories qui leur attribuent
un rdle important.

Indiquons simplement la réponse a une question (ui se
pose naturellement. Si I'introduction de liaisons ne donne pas
une plus grande généralité, si, par conséquent, on peut arri-
ver & des résultals tout aussi étendus en n'introduisant que
-des forces ordinaires, & condilion de ne pas préciser la nature
de ces forces, comment se fait-il qu'on ait créé des théo-
ries différentes en faisant usage de liaisons? La raison en est
simple : il est certains esprits auxquels répugne la conception
-d’actions & distance autres que des forces centrales; dans les
cas ot I'hypothése des forces centrales ne rend pas compte
des faits observés, ils introduisent des liaisons qui leur per-
mettent d’expliquer ces faits sans renoncer & leur hypothése

fondamentale.

25. Rayon d’activité moléculaire; expression nou-
velle de la fonction U. — Pour continuer les calculs, il
faut introduire une nouvelle hypothése: nous allons supposer
que les actions moléculaires ne s'exercent qu'a des distances
trés faibles, de sorte qu'elles deviennent insensibles lorsque
la distance dépasse une longueur extrémement petile appelée

rayon d’activité moléculaire.
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P it o et i seront supposés trés petils, & moins que
ar suite -z et ooy PP P R q
la distance YR des deux molécules ne soit inférieure au rayon
d’activité moléculaire.

T il y a quelque chose de plus;
dRdR” ’
soient m,, m, les molécules dont la distance est VR; My, My,

Pourlestermes tels que

les molécules dont la distance est \/E’; le terme est né-

_aF
dRJR’
gligeable, & moins que les molécules m,, 74, mg, m, ne soient
toules les quatre & U'intérieur d’une sphére de rayon trés pelit
(il ne suffit pas pour cela que R et R’ soienl trés pelits, il
faut que les autres cOtés du quadrilatére m, my m,; m, le
soient aussi); ces conditions sont absolument nécessaires.
Divisons le volume du corps en deux volumes partiels V' et
V”; supprimons dans U, tous les termes pour lesquels VR
est supérieur au rayon d’activité moléculaire; nous distingue-
rons dans U, truis groupes de termes. Dans le premier, nous
rangerons les termes tels que les deux molécules correspon-
dantes m, et m, soient toutes deux al'intérieur du volume V;
soit U] la somme de ces termes; dans le second, nous place-
rons de méme les termes tels que les molécules m, et m,
soient toutes deux dans le volume V¥, et nous désignerons leur
somme par Uj; enfin, le troisiéme groupe comprendra tous
les antres termes, c'est-d-dire ceux pour lesquels, des deux
molécules m, et m,, l'une est dans le volume V', I'autre dans
le volume V”; en appelant U} la somme des termes du troi-

siéme groupe, nous aurons
f— ! ! " "
U| —_ U'l U4 -l— U| .

Dans U,, nous effectuerons une décomposition analngue;
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I 2

les termes tels que ar

2R’ 2Rt correspondent & un couple de

molécules; les termes tels que %— a deux couples de mo-
lécules, c¢'est-a-dire & trois ou qualre molécules. 11 faut que
les deux, trois ou quatre molécules soient toutes & Vintérieur
d'une sphére trés petite. Nous rangerons encore dans un
premier groupe les termes tels que les molécules correspon-
dantes soient foutes dans le volume V', et nous désignerons
leur somme par Uj; nous définirons de méme U ; enfin Uj
comprendra les lermes tels que les molécules correspondantes
soient les unes & lintérieur de V', les autres & lintérieur

de V”; nous aurons alors:
Uy = Uj 4 Uf + VY.

Nous allons simplifier les expressions de U, et Uy. Occu-
pons-nous d’abord de U, ; les termes qui entrent dans UY sont
excessivement moins nombreux que ceux qui forment U{
ou Uj. Ce sont en effet des termes tels que le vecteur m,m,
ait ses extrémités I'une dans le volume V', l'autre dans le
volume V”. Ce vecteur est supposé inférieur au rayon d’acli-
vité moléculaire ; done la distance de la molécule m, 4 la sur-
face de séparation est plus petile que ce rayon; il en est de
méme pour m,. Les molécules considérées sont donc comprises
dans une zone étroite de part et d’autre de la surface de
séparation et dont le volume est du méme ordre de grandeur
que le rayon d’activité moléculaire ; car nous supposons, bien
entendu, que 'aire de la surface est finie. Le volume de la zone

est donc trés petit par rapport aux volumes V' et V*, et nous
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/4

pouvons négliger U7 par rapport & U] et U, c'est-3-dire

écrire :

U, = U + U

Un raisonnement analogue donnerait I'égalité exacte au

méme degré d’approximation :
U,=U4 + U4.

Ces égalités expriment que, pour avoir les valeurs de U,
et de Uy relatives & on volume V' 4~ V7, il suffit de faire la
somme des valeurs relatives aux deux volumes partiels V*
et V7.

Le théoréme subsiste évidemment encore si 'on a un plus
grand nombre de volumes partiels, & condition toutefois que
ces volumes partiels soient irés grands par rapport & la sphére
d’activité moléculaire; sinon la démonstration ne s’applique-
rait plus.

Nous avons dit que nous supposions le rayon d’activilé
moléculaire trés petit, sans préciser davantage; nous admet-
trons qu’il l'est suffisamment pour qu'on puisse partager le
corps en éléments {rés petits d'une maniére absolue et cepen-
dant trés grands par rapport au rayon d'activité moléculaire,
Quand nous parlons d’élémenls trés pelits d’'one maniére
absolue, cela veut dire, d’abord, qu'ils sont trés petits par
rapport aux dimensions du corps; ensuite, qu'a 1'inlérieur de
chacun de ces volumes élémentaires nous aurons le droit de

. « dorivies &, & L &
considérer £, v, ¢ et leurs dérivées s dy’ 75 comme des

constantes. Soit dv un de ces volumes, W,dr la valeur de U,
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<orrespondante, W, dr la valeur de U,. Comme les volumes
sont trés petits, nous pouvons, sans erreur sensible, rem-

placer le signe de sommation par le signe d'intégration et an

lieu de:
U, =Y Wds
U, =Y\ W,ds
écrire:
U, = f W, d
U, = f W,dr

les intégrations s’étendant a tous les éléments dr da volume

du corps.
Les expressions de W,dv, Wydz sont les suivantes:

dF
W,dr :Z-oﬁ{ £y

A 1 d2F &)
Wade=Y\"% ¢2 5 Diors 01 -+ Damam P14

les sommations ne se rapportant gu’aux systémes de molécules

entiérement situés a l'intérieur du volume dx.

26, Etude de 14 fonction W,. — Nous allons maintenant
«chercher les expressions de W,dr, Wydc; cela devient facile,
-car Dz, Dy, Dz sont maintenant des quantités trés petites,

puisqu’elles sont supposées de l'ordre du rayon d’aclivité
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moléculaire. Nous pouvons donc écrire:

dt df 3
D = 72 Do + D_/-I—d Dz
Dy = d“nx4-d’ln + %,

ag

D¢ = Dw-[—d DJ{—d‘Dz

en négligeant les carrés de Da, Dy, Da.

Calculons la valeur de p, ; nous avons posé :
¢1 = 2 (DxDE 4 DyDy -}~ DzDY).
On a donc:

ot da

P,:a—bxﬂ+2d"l) ¥ 42D 2+°(““+dy>l}yDz

ot —)DwD
+ (dx+d>DD +2(y+dx Y
ou avec les notations adoptées :

p1 =2 (2 D® 4~ a,Dy? -}, D22+, DyDz + B,D 2D} B3 DDy)

Nous observons que p, est un polyndme homogéne et
linéaire par rapport aux quantilés « et B; mais W, dz est
homogéne et du premier degré par rapport aux p, ; done
W,dr est homogéne et du premier degré par rapport aux «
et aux B. Nous allons calculer ses coefficients. On peut écrire,

pour abréger:

o = zza,nxﬂ + 22 8,DyDz,
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et on a alors:

W,d‘r_22‘a42— Da? 4 2 Ep, DyDz,

les premiers signes de sommation se rapportent aux {rois
axes de coordonnées; les autres, aux couples de molécules
renfermées & lintérieur du volume dx.

Supposons que dans 1’état d'équilibre naturel les forces

extérieures soient nulles; on aura:

-

U, dv,_, U, _
g T dn; =9 ag

I1 en résulte que U, est identiquement nul; c’est en effet
un polynéme homogéne et du premier degré par rapport aux
£, m, g, et le théoréme d’Euler donne:

U, —E<EL d; +"11 .'I‘ti d")

Donc, dans ce cas, W,dr est identiquement nul; les coeffi-
cients de ce polyndme sont alors tous nuls, et nous avons les

six relations :

ar . df = o dF =
dRDx_o dHDy_O d_RD =0
dF dF dF
d—RDyDz =0 ll{ DzDex=o0 E E Dny =0.

Ce sont les conditions nécessaires et suffisanles pour que
les forces extérieures soient nulles dans 'état d’équilibre

naturel.
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27. Etude de la fonction W,. — Occupons-nous main-
{enanl de Wydr; nous avons réparti ses {ermes en troisgroupes.

Considérons les termes du second et du troisiéme groupe,

c’est-a-dire;
&2F 22
3 Zdﬁ‘ it 2aRam P

Cet ensemble de termes est homogeéne et du second degré
par rapport aux quantités g, ; par suile, il est homogéne et du
second degré par rapport aux e et B, Il y a donc 21 coefli-
cients dans ces deux groupes de termes.

Pour calculer les termes du premier groupe, cherchons la

valeur de p,. On a:
p2 = DE? - D2 4 D3,

D'ailleurs:
= Ef—x Dw

Di? = 2(§>2Dw2 +2 Eo‘fs 35 DDy

Dy? = ( ”) Da 2+-229 DwDy

(g—) D 2+22‘1§‘?—D Dy

Done, si nous posons

%) + (@) + (@)

az (dx) + (dm) + dx
A e B Ll
H"”_dy dz+dy dz + dy dz

ou, quels que soient v et v:

A | dndy , didt
Th= du dv* + 7 du dv + 2 du dv
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nous aurons ;

po = Hxwaz + H_,/yDy2 + HZZDZ."2 —I—-
211, DyDz + 200, DzDx -+ 211, DaDy,

cest-a-dire que p, est une combinaison linéaire des six poly-
némes II. Le premier terme de W,dr seradonc aussi une com-
binaison linéaire de ces six polynOmes, et renfermera par suite
six coefficients.

1l entre donc dans l'expression de Wydr 21 4 6 = 27
coefficients arbitraires. L'expression « coefficients arbitraires »
signifie simplement que ces coefficients sont indéterminés si
I’on ne précise pas la nature du corps, mais il est bien clair
que, pour un corps donné, ces coefficients ont des valeurs
parfaitement définies.

W,dr est un polyndme homogeéne et du second degré par
rapport aux neuf dérivées partielles de &, v, §; mais ce poly-

ndme n'est pas quelconque, car un polynoéme homogéne du

second degré aneuf variables renferme en général g% =43

coefficients distincts, el I'onvient de voir qu'il n'y en a que 27,

Ces vingt-sept coefficients sont en général des fonctions de
@, ¥, % ; si le corps est homogéne, ce que nous supposerons

presque toujours, ces coelficients sont des constantes.

?8. Leur nombre peut se réduire considérablement dans

divers cas. Lorsque les forces sont centrales, on a:

@PF_
dRdR =

et les termes du troisiéme groupe disparaissent. Si les forces

extérienres sont nulles dans l'élat d'équilibre naturel, c’est
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le premier groupe qui disparait; c’est en effet une com-

binaison linéaire des polyndmes II ; le coefficient de Il est:

dF _ .
me

et le coefficient de 2II,,

1% DyDz,
et nous avons vu que ces coefficients sont nuls dans le cas
gui nous occupe.

11 y a donc trois groupes de termesen général; le troisieme
disparait dans le cas des forces centrales, le premier dans le
cas ou I'on suppose les forces extérieures nulles dans I'équi-
libre naturel, le second subsiste toujoars.

Cherchons quelles simplifications sont apportées par la
suppression du premier ou du troisiéme groupe; pour cela
étudions de plus prés le second, C'est une combinaison
lindaire des quantités p}; or p? est un polyndme du second
degré par rapport aux « et aox B, dont les vingt ct un coel-
ficients sont fonctions seulement de Da, Dy, Dz. Ces vingl et
un coefficients sont donc liés par dix-huit relations. Parmi
ces relations, celles qui ne sont pas linéaires ne subsistent pas

lorsqu’on multiplie les p? par des quantités arbitraires telles
2
que 3—311—: et quon les ajoute; au contraire, celles qui sont

linéaires ont encore licu entre les coefficients du groupe de
termes que nous considérons. Nous obtiendrons donc le
nombre de coefficients distincts que renferme le second groupe
de termes de Wydr en retranchant de vingt et un le nombre

des relations linéaires qui existent enire les coefficients de p32.
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Ona:

o =2 4,D2? QEﬁiDyDz,

et on voit facilement qu'il existe six relations linéaires entre
les coefficients de p} ; trois de ces relations sont de la forme:
coeff. de 2%, = coeff. de B3,
et les trois anlres de la forme:
coeff. de 28,8, = coefl. de 2x,8,.
Donc il y a six relations linéaires entre les vingt et un
coefficients du second groupe, et par suite il n'en reste que

quinze réellement distincts. Nous pouvons dés lors résumer

les résullals obtenus dans le tableau suivant :

IL SUBSISTE LES |ET LE NOMBRE DES

81 L'ON SUPPOSE : GROUPES DE COEFFICIENTS
DISTINCTS EST
TERMES SUIVANTS : GGAL A :

Les forces ex!d-
rieures non nulles
dans P'état d'é- 1, 2% 3° 217

uilibre naturel.
Les forces 4
intérieures
non centrales

Les forces ex-
térieures nulles
dauos I'état d'équi-
libre natural.

e, 2° 21

Les forces ex-
térieures non
nulles dans l'étal 20, 3° 21
d'é quilibre natu-

Les forces rel.

intérieures
centrales

Les forces ex-
térieures nulles P
dans l'état d'é- 2 13
quilibre naturel,

ELASTICITE, 4
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On peut remarquer que dans le cas ou les forces extérieures
sont supposées nulles dans 'étal d’équilibre naturel, W, ne
dépend, que des « et des B, c’est-a-dire de la déformétion;
maisil n’en est pas de méme si 'on ne fait pas cette hypothese
particuliére. Il n’y a pas 13 de paradoxe, car si les forces
extérieures ne sont pas nulles et si le corps se déplace
sans se déformer, c’est-2-dire comme un solide invariable
de la mécanique rationnelle, les « et les B sont nuls et
cependant les forces extérieures produisent en général un

travail.

9. Cas des corps isotropes. — Nous sommes arrivés a

I'expression suivante de la fonction U:

U= U+ [W,di + [Wyr,

les intégrations étant étendues & tous les éléments dr du
volume du corps; W, est un polyndme homogéne et du premier
degré par rapport aux « et aux B; W, est la somme d’un
polyndme homogeéne et du second degré par rapport & ces
mémes quantités, et d’une combinaison linéaire des six poly-
ndémes II.

Si le corps est isotrope, les polynémes W, et W, doivent
étre eux-mémes isotropes. Le seul polyndme isolrope du pre~

mier degré est la dilatation cubique:

df |, d df
0=“4+“2+°‘3=%+£+0§'
On a done nécessairement:

“74 = yb.
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W, est homogéne et du second degré par rapport aux neuf
dérivées; nous avons vu qu'il existe trois polyndmes isotropes
du second degré linéairement indépendants; nous pouvons

prendre par exemple les trois suivants:

: _ (& dn | s

1 eﬂ_(dx_l_dy_lqdz)’
2

% ez_Ag-mc:EE(%) :

3o B:pz_l_q?_l_?n‘l:

P, ¢, r étant les composantes de la rotation moyenne; nous
allons remplacer le troisiéme par une combinaison linéaire
des deux dernien;s; nous avons :
1Q/dl  dn\?
2 2 2 — = e e §
Pttt _4Z<dy dz)
d¢ | dy\?
o1 +63+ 01 = (T + 5

Done:
L+ g+ 5181+ B =

(@) + @)+ @)+ @)+ @)+ @)

et par suite:
2 2 2 2
SN(Z) —2t+artrt)=atado3 + ELEELES
Nous prendrons donc les trois polyndmes isotropes suivants

1° 607 = (o) + oy + ag)?
2 H=uf +of + of  ELEELTES

&

3 My + Iy I =ZE(§—§9>2;
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et ces trois polynOmes étant linéairement indépendants, W,
en sera une combinaison linéaire, que nous écrirons, en adop-

tant les notations de Lamé :

2
W, =— )\% — ol v ([ 4 My -+ ).

80. Nous avons trouvé plus haut que W, est la somme
de trois groupes de termes, le premier disparaissant lorsque
les forces extérieures sont nulles dans I'élatd’équilibre naturel,
et le troisiéme lorsque les forces intérieures sont centrales.
Le premier groupe est une combinaison linéaire des poly-
ndmes II et 'ensemble des deux autres un polyndéme homo-
géne et du second degré par rapport aux « et aux p renfermant
vingt et un coefficients arbitraires.

11 est aisé de voir que W, ne peut se mettre sous celte
forme que d’'une seule maniére, c’esi-a-dire qu’iln’y a pas
de relation linéaire entre les polyndmes II d'une part et les
carrés et produits deux & deux des « et des f d'autre part.
En effet, celte relation renfermerait nécessairement les I1, car
les carrés et produits deux & deux des « et B sont indépendants;
si nous annulons les « et les §, il cn résultera une relalion
entre les I1. Pour annulerles « et 8, supposons par exemple que
le corps subisse une rotation infiniment petite, 3 la fagon

d’un solide invariable, c’est-a-dire posons

dE_d‘q_dﬁ_
- ay dz °
ag __ _ dn_
dy— dz P
E_ K

dz dx

dn __ 4
de—  dy
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nous trouverons

Oy = ¢ -l—‘?'?
O,,= —gqr

et des valeurs analogues pour les autres polyndmes IT; on
voit bien qu’ils sont indépendants.

Or, dans I'expression donnée pour W,, dans le casdes corps
isotropes, 6 et H ne dépendent que des « et des B; donc le

terme

v (Mze 4+ My + H::)
correspond au premier groupe des termes de W, tel que nous
T'avions défini; et 'ensemble des termes

2
—l%—yH

correspond aux deux aulres groupes.

Nous avons va que le coefficient de «, dans W,dr est

it} 2
2 N5 D
et que le coefficient de Il dans Wyds est

dF
ﬁ{ Dac

D’autre part, dans le cas des corps isotropes, on a posé:

W, =10 =y (2 + o2y o)
Wy =v (e 4~ ... ) +

On a donc:

1O
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Dans le cas ol les forces extérieures sont nulles dans I’état

d’équilibre naturel, on a:

1]

-2
Il

et par suite : v

I

0o

C’est le cas particulier qu’ont considéré Lamé et Clebsch ;
nons n’avons pas cru devoir nousy restreindre.
Dans le cas des forces centrales, nous avons trouvé les

relations des deux types

Coeff. de B, = coeff. de 2u,a,
Coefl. de 28,8, = coeff. de 2u,p,

Les relations du second type sont satisfaites d’elles-mémes,
car les deux coefficients sont nuls; celles du premier de-

viennent :

ou:

Dans le cas des corps isotropes, il y a donc, en général,
trois coefficients arbitraires, qui se réduisent & deux ou & un
seul dans les cas ou les 27 coefficients du cas général se rédui-
raient & 24 ou & 18 (*).

(1) Pour plus de délails sur les questions traitées dans ce chapitre,je
renverrai 4 ma Théorie mathématique de la Lumiére, pages 1 a 32.
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CBAPITRE III

EQUATIONS D'EQUILIBRE. — PRESSIONS

34. Pour avoir les équations d’équilibre, nous allons ap-
pliquer le principe des vitesses virtuelles, ¢’est-a-dire, puisque
les molécules sont supposées libres, écrire que la somme des
travaux virtuels detoutes les forces, extérieures et intérieures,
est nulle, quels que soient leé déplacements virtuels 3%, 3v, 35,

La somme des travaux des forces intérieares est 3U; quant
aux forces extérieures, nous les diviserons en deux classes:

1° Les forces appliquées & toutes les molécules du corps
{telles que la pesanteur). Soit dv un élément de volume ; les
forces appliquées aux diverses molécules de cet élément ont
une résultante dont nous désignerons les composantes par
Xdr, Ydr, Zdx, car elle est du méme ordre de grandeur que
I'élément de volume. Nous la supposerons appliquée au centre
de gravité de I'élément. L’on voit facilement que le couple
résultant est, dans ces conditions, infiniment petit d’ordre su-

périeur et par suite négligeable.
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Nous poserons:

X=X, +X,
Y:Y4+Y2
Z=17, 417,

X,, Y, Z, élant les valeurs de X, Y, Z dans 1'élat d’équilibre
naturel; X,, Y,, Z, sont les forces additionnelles qui font
passer le corps élastique de I'élat d’équilibre naturel a 1'élat
d’équilibre contraint: ce sont les forces déformantes;

2° Les forces appliquées seulement aux molécules superfi-
cielles. Soit do un élément de la surface du corps; nous dé-
signerons par P,dw, P,dw, P.dw les projections de la résul-
tanle des forces appliquées & cet élément (le couple résultant
étant nul comme précédemment).

Ecrivons 'équation des vitesses virtuelles. Le travail des

forces intérieures est :
auzaf(w, —|—-W2)d1:=f8 (W, + W,) dr,
celui des forces extérieures est:
J (X8 o+ Yom + 28Y) o [ (Pa3E + Py + P.30) do
la premiére intégrale étant élendue & tout le volume, la

seconde & toute la surface du corps élastique. L’équation

s’écrira donc :

f 5 (W, + W) dr + f (X3E 4 Yoy -+ Z5¢) dx

+ [ (Padt + Pyon + P3¢ do =0
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32. Transformation de I'éguation. — L’expression
W, 4+ W, est un polynéme du deuxiéme degré par rapport
dt dt

aux neuf dérivées partielles o A Désignons par

« AB,CA..C

ses dérivées par rapport & ces neuf quanlités, de facon que

Yon ait:
dz . ,,~
S(W,—}—WQ:AS%—]—Bd/—}-CS —I— —l—G

Kerivons, pour simplifier, I'équation des vitesses virtuelles
en supposant 3 — 3{ = o (puisque les déplacements virtuels

sont arbitraires, cela est légilime). Nous aurons puisque:

f( d8£+Bd'SE

Nous allons transformer la premiére intégrale en intégrant

dEdo
dr~ dx

>d + [Xstde + [Pdtdo = o

par parlies. Pour cela rappelons une formule importante en
physique mathématique : soient F une fonction quelconque,
dz un élément dec volume pris & l'intérieur d’une surface fer-
mée, dw un élément de cette surface, I, m, n les cosinus di-
recteurs de la normale 3 cet élément, dirigée vers I'extérieur;

ona:

ledm = | = dr
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"En Posant F == UV cette formule devient :

g )
av e dU
fU %d-n_flUVdm—‘/V-d—a;dr.

On a donc:

dk dA
fA—d?vdT._flASEdm—fSE%d‘r,

et par suite:

a3t oot A€
f(Adw 4B -@-1-0@) dr
' dA , dB | dG
- — (AL dB I g
[ (&24-Bm -+ Cn) 35dw f(der dy+dz) SEds
L’équation des vitesses virtuelles devient alors :

f (Al+ B - Cn -+ P,) sdo

Cetle équation devant avoir lieu quels que soient les dépla-
cements, on en conclut:

Al4+Bm+ Crn4-P, =0

dA  dB | dC
-d—a';—J'_@_l_E’_X:O

la premiére équation devant étre satisfaite sur toute la sur-

face du corps et la seconde dans tout le volume.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



EQUATIONS D'EQUILIBRE. — PRESSIONS 59

On obtiendrait de méme:

Al +Bm+4-0n+4P,=o0
Al4+Bm+Cn+P,=o0
dA'  dB | dU

% + —dz —]— % —Y =0
d\ | dBY | deY

dn T ay Tag LE=0

38. On peut se demander ce que deviennent nos équations
d'équilibre quand on suppose que les molécules du corps
€lastique, au lien d’étre libres, sont soumises & des liaisons.
Supposons, pour simplifier, qu'il y ait une seule équation de
liaison

J =o,

J dépendra des dérivées partielles de £, v, {; nous pourrons
supposer, par exemple, qu'il dépend seulement des neuf déri-
vées du premier ordre, et que c'est une fonction linéaire de
ces neuf dérivées.

L’équation d’équilibre du N° 31 s’écrivait:

@) [3(W,+ W) de - [(X85 + Yo7 4-280) s

+ [ (Pa8: + Py + Past) do = o;

et dansle cas o les molécules étaient supposées libres, elle
devait étre satisfaite quels que soient les accroissements vir-
tuels 3E, 8, 8¢,

S’ily a une liaison, celte équation devra encore étre satisfaile

mais seilement quand les accroissements virtuels 8, 3v, 3
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seront compatibles avec la liaison ¢’est-d-dire lels que:
3 =o.

On aura alors, quel que soit A ;

@) [ (W, + W, + \) ds + [ (X8 + Yon + 28¢) d
L f (P43% 4 P3m + P30) do = o

Les principes du calcul des variations nous apprennent
alors que l'on peut trouver une fonction A de a, y, 2 telle
que P'équation (2) soit satisfaite quels que soient les accrois-
sements virtuels 3%, 3y, 3¢ et quand méme ils ne seraient pas
compatibles avec la liaison.

Jajoule que X dépend de @, y, z, mais non de &, v, ¢, de
telle facon que 3X est toujours nul.

L’équation (2) pourrait ensuite étre transformée comme
I'équation (1) 1'a été dans le N° 32. Dans ce N° nous avons

posé :

Nous poserons de méme ici:

A AWy W, )
a %

dx

s ele.

Des raisonnements tout pareils & ceux du N° 32 nous con-

duiraient alors aux mémes équations d'équilibre ;
Al4+Bmn+Cn+4P,=0

dA | dB | dGC
'd—w—l—@—l—%__x, elc.
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11 suffit donc pour obtenir les nouvelles équations d'équi-

libre de remplacer dans les anciennes W, |+ W, par:
W, + W, + M.

Nous avons alors une fonction inconnue de plus qui est

- ), mais en revanche nous avons une équation de plus qui est:
J=o0.

1l est alors aisé de comprendre que nous ne restreignons
pas la généralilé en supposant qu'il n’y a pas de liaison.

En effet, si nous avons une équation de liaison
J=o,

nous arrivons au méme résultat en supprimant celle équalion
et en remplacant W, 4+ W, par W, -+ W, 4 AJ?, h étant
un nombre trés grand. Pour que l'énergie reste finie, il faut

d’abord que J soit trés petit, d’oit 'on déduit :

J=o.
D’autre part, il vient:
) 2
A= d(wl + W2 + hJ )= d(\V4 + We] + .G)_ILJ dJ?
2 & & L E
dx daw dx

ou en posant 2AJ = &:

A= AW+ W, 40
243
d %
dz

ce qui est I’équation trouvée plus haut. Le nombre 7 est trés
grand, J trés pelit et le produit 22J = X est fini.
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Le cas particulier le plus intéressant est celui des corps
incompressibles. Dans ce cas J = 0 (Cf. Théorie mathéma-
tigue de la Lumiére. Théorie de la double Réfraction de
Fresnel, page 230).

34. Les théories qui précédent ont un inconvénient grave:
elles reposent sur un certain nombre d’hypothéses molécu-
laires qui peuvent étre révoquées en doule. Il n’en est pas de
méme des théories fondées sur la thermodynamique, et qui
d'ailleurs conduisent aux mémes équations.

Supposons 1'équilibre atteint et considérons une déforma-
tion virtuelle quelconque, telle que les composantes &, », { du
déplacement subissent des accroissements virtuels 8, 3+, 3¢.
D'aprés le principe de la conservation de 1'énergie, I'acerois-
sement 83U de 1'énergie interne sera égal au travail 8V des
forces extérieures, plus la chaleur 8Q empruntée au dehors,

multipliée par ’équivalent mécanique de la chaleur. J'écris :
8U = 8V 4 EsQ.

Nous avons évidemment:
5V = f (X3% - Yon + Z5¢) dr +- j (P23 + P,on + Po3t)do

Soient, d'autre part, S 'entropie, T la température absolue.
La déformation doit étre réversible; car nous supposons

que la limite d’élasticité n’est pas dépassée ; on a donc :
3Q = Ts8S.

D’autre part, T doit étre supposé constant et 8T = o;
sans cela, les déformations dues & 'élasticité se trouveraient
compliquées de celles qui sont produites par Ja dilafalion
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thermométrique. On en conclut:

5Q = 3 (ST)
et
8V 8 (EST — U) = o.

Cherchons I’expression de EST — U. C'est ce que M. Duhem
appelle le potentiel thermodynamique.

Ce potentiel dépend évidemment des déformations subies
par le corps. Mais I'expérience nous apprend que deux petites
portions du corps situées & une distance finie 1'une de I'autre
(c’est-d-dire plus grande que ce que I’on est convenu d’appeler
le rayon d’activité moléculaire) ne peavent avoir I'une sur
I'autre aucune action. ,

En raisonnant comme nous 'avons fait plus haut, on peut
décomposer le corps en un trés grand nombre d’éléments de

volume trés petits que nous appellerons dr, et écrire:
EST —U = [ Wa,

W étant une fonclion dépendant seulement de la déformation
subie par le petit volume dr.

Décomposons & son tour I'élément dv en volumes encore
plus petits. Soit R le carré de la distance de deux de ces
volames dans I’état d’équilibre naturel, R 4- p ce que devient
ce carré dans l'état d’équilibre contraini. Il est clair que W
doit atre une fonction des p, et comme ces quantités sont lrés
petites, il est naturel de supposer que W est développable
suivant les puissances des p; nous négligerons d’ailleurs,comme
nous l'avons fait jusqu'ici, les cubes de ces quantités. On

reconnaitrait alors par un raisonnement tout semblable &
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celui des numéros précédents et en faisant attention que les

dimensions de 1'élément dr sont trés petiles, que:
W=W,+W,

W, et W, étant deux polyndémes homogenes, le premier
linéaire, le second quadratique par rapport aux neuf dérivées
partielles de I, 4, { par rapport & @, y et z, et de la forme
indiquée plus haut.

Nous retrouvons alors (en remplacant 3V et EST — U

par teurs valeurs) I'équation du N° 31,

S5 (W, + W) e o [ (X884 Yoy 4 280) o=
+ [[(PoE 4 P31 4 Pt} do = o.

Ces raisonnements, qui ne s'appuient que sur les principes
fondamentaux de la thermodynamique, conduisenl done aux
mémes équations d’équilibre que les hypothéses moléculaires
ordinairement admises. La concordance des résultats expé-
rimentaux avec ces équations ne peut donc étre invoquée

comme une preuve de la 16gitimité de ces hypothéses.

35. Pressions. — Nous avons supposé les intégrations
¢tendues au corps tout entier; ce fait ne joue aucun réle
dans les démonstrations; nous aurions trouvé les mémes
équations en considérant une porlion seulemenl du corps
élastique. Soit X la surface fermée qui limite cetle portion;
si nous supprimons toules les molécules extérieures & = et que

nous appliquions & tous les éléments de = des forces

P.dw, P,dw, P.dw,
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Véquilibre ne sera pas lroublé si nous supposons P, Py, P,

déterminés par les équations:

Al4+Bm4-Cn+4Pr=o0
Al4+Bm-+Cn4+P,=0
Alll+ B”m—l—G”n"l—Pz — 0

I, m, n désignant maintenant les cosinus directeurs de Ia
normale & I'élément do de . Les quantités P, P,, P, définies
ainsi sont dites composantes de la pression par unité de
surface.

Nous allons les étudier d'abord dans l'état d'éqailibre
naturel.

Cherchons en premier lien les pressions sur les éléments
perpendiculaires aux axes de coordonnées ; si on suppose dw

perpendiculaire & ox, on a :
et par suite :

— A est donc la composante norinale de la pression qui
g'exerce sur un €élément perpendicalaire & ox, — A’ et — A”
en sont les composantes tangentielles. Nous connaissons
maintenant linterprétation physique des neuf quantités
A, ..... C7; nous allons indiquer des relations importantes
qu’elles vérifient dans cerlains cas.

Nous avons posé :

d(W, 4+ W,

oz
S

A =

ELASTICITE, ¥
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nous écrirons :

__dw, AW
da
A=A, 4+ A,.

Les A, sont des constantes, les A, sont homogénes et du
premier degré par rapport aux neuf dérivées.
W, ne dépend que des « et 8, il en résulte :

W, _ dW, df; _ dW,

dy dy
dW, dW, d8, dW,
dn - dy gdn T dgy

dx dx

& dn : d
car By = dy+ o et les autres « et B ne dépendent pas de

ces deux dérivées. On a donc les relations :

A{=B, Aj=C, B

-y

— O’
= Gj,

c’est-a-dire que le déterminant des A forme un tableau symé-
trique.

Pour qu’il en soit de méme du déterminant des A,, il faut
que W, ne dépende que des « et B, c'est-d-dire que les poly-
ndémes Il s, ..... disparaissent dans son expression, ce qui
exige que les forces extérieures soient nulles dans I'état d’équi-
libre naturel. Nous ne faisons pas en général cette hypothése ;
le déterminant des A,, et par snite celui des A, n’est done pas
en général symétrique.

Mais il I’est toujours dans 1'état d’équilibre naturel, car les
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neuf dérivées partielles sont alors nulles; il en est de méme
des Ay, qui sont des fonelions linéaires et homogénes de ces
neuf dérivées, et les A se réduaisent aux A,. On a donc¢ dans

’état d’équilibre naturel :

AM=B A"=C B =C.

36. Dédmonstrations élémentaires, — On peut démon-
trer facilement ces égalités en cherchant les conditions
d’équilibre d’un parallélipipéde infiniment petit, ayant ses
arétes paralléles aux axes.

Ecrivons que la somme des moments de toutes les forces
par rapport 4 un axe paralléle & oz et passant par le centre
du parallélipipéde est nulle, en ne conservant que les termes
du troisiéme ordre. Le bras de levier sera infiniment pelit du
premier ordre au moins ; nous devons donc négliger les forces
du troisiéme ordre, par exemple la force Xdv, Ydr, Zdx.

Parmi les pressions qui sont du second ordre, il n'y a
pas & tenir compte de celles qui rencontrent oz oun lui sont
paralléles; en les éliminant, il ne reste que les composantes
paralleles & oy sur les faces perpendiculaires & ox et les com-
posantes paralléles 4 ow sur les faces perpendiculaires & oy.
On a ainsi deux couples; en écrivant qu'ils se font équilibre,
on obtient :

B=A,

et on aurait de méme les aulres égalilés.
Nous emploierons désormais les notations de Lamé; c’est-
a-dire nous posons :
A=—N, B=—N, C=—N,
B=0C=—~T, AN=0=-—T AA=B=—T,
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et les équations d’équilibre s'écrivent:

|
|
:
=

I, m, n sont les cosinus directeurs de la normale extérieure,

de sorte que, lorsque les quantités N,, N,, N, sont positives,

P, = IN, 4+ mT; - =T,
P, = IT, 4 mN, 4 »T,
P, = IT, + mT, 4+ =N,

@J ‘iT_a_l_d’_‘_X—o

dN, d'l‘,
doc+ TY=o
ar, +d;“a+z_0

ce sont non des pressions, mais des tensions.

On peut démontrer ces équations d’'une maniére élémentaire.

Considérons d'abord un tétracdre oABC, dont les arétes
oA, 0B, oC sont paralléles aux axes; soient dw la surface de
ABG, et I, m,n les cosinus directeurs de la normale extérieure ;
les surfaces de 0BG, 0CA, 0AB sont ldw, mdw, nde; en écri-
vant que la somme des projections des forces appliguées au
tétraédre est nulle, et en négligeant la force extérieure gui est

de I'ordre du volume, c’est-d-dire du troisiéme ordre, on a :

Pydw — N,ldo — Tymdw — Tyndw = o

¢ est-a~dire :

Pour le second groupe d’équations, considérons un parallé-
lipipéde,et écrivons que la somme algébrique des projections

des forces sur ox est nulle. Pour 'une des faces perpendicu-

Py =Nl + Tym + T,n.
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laires 4 ox, on a — N,dydz et sur 'autre

+ (N4 + -0% dx)dyolz,

car les forcessont appliquées aux centresde gravité des faces.

On obtient ainsi :

Xdr —{—%dx.dydz—l— —djdydd + 2dzdwdy_0,

et puisque dv = dadydz on a précisément 'équation qu'il
s’agit de démontrer.

Cherchons les expressions des N et des T.

W, est homogéne et du premier degré par rapport aux «

et aux B, etl'ona:

AW, o _dW,

—N== o

Donc :

W, = —Z(Ni“i —+ Tif:)
Or:

Wide =25 o

Si I'on se rappelle 'expression de p, en fonction des « et

des B, on voit que le coefficient de «, est

22—1)2

et celui de B,

dF
agﬁ DyDz.
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Nous avons dong :

Nz = — 2 & o

T,dt = — 2 -:lﬁl: DyDz

87. Ellipsoide des pressions. — Soit M un point de
coordonnées @, y, z; M’ un point voisin @ 4 dw, y - dy,
% -+ dz. Posons:

N,da?+4-Nydy? 4 Nydz? 2T, dydz+2T, dedw--2T,dwdy=¢?,

¢ étant une constante quelconque. Le point M’ sera sur un
ellipsoide que 1'on appelle ellipsoide des pressions relatif au
point M.

Les composantes de la pression par unité de surface sur un
élément plan dont la norm'ale.a pour cosinus directeurs

@, B, v, soni:

Njoo - Ty8 4 Tyy
Tsa + Nof -+ Tyy
Ty + T8 + Ngy

Sa direction est le diamétre conjugué du plan par rapport
& Dellipsoide des pressions. Cet ellipsoide a donc une signifi-
cation physique, il est par suite indépendant du choix des
axes.

Dans le cas particulier ou le corps est homogéne et isotrope
et les forces extérieures nulles dans I'élat d’équilibre naturel,
on peut donner & son équation une forme simple, sur laquelle

cette derniére propriété est en évidence.
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On a alors :
W,=o
2

.9
sz_‘AE—l"H

=02 2 d‘

dag
Ti=e ( ay T dz>
Soit MM’ = dS; aprés le déplacement, MM’ devient

M,M] = dS -+ dbs.

Le rapport da est infiniment petit du méme ordre de gran-

deur que §, 7, {; nous négligerons son carré. Nous avons alors

dS? = d? |- dy? | dz?
dSds = daxdt + dydy -} dzdy

et 'équation de l'ellipsoide des pressions devient
2= A8 (da? 4 dy? -+ dz?) -2 ( dv2—|— d wdy - 2 da:dz)

+29< dady -+ d" dy 4 5 dydz) +
€2 = M0dS? + 2 (didw + dudy + didz)
2 = A0dS? -} 2udSds

et sous cette forme, d'ailleurs utile et intéressante en elle-

méme, on voit bien qu’il ne dépend pas du choix des axes.

38. Autres définitions de la pression. — On dit quel-
quefois pour définir la pression: soit une surface X intérieure

au corps élastique ; supprimons la partie du corps extérieure
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3 X; la pression sur un élément do de = est la force qu’il faut
lui appliquer pour remplacer l'action de la partie supprimée,
Cette définition a un double défaut:

1° Il n’est pas évident qu’il est possible de rétablir I'équi-
libre en appliquant & chague élément dw de X une force
auxiliaire (car on ne considére pas des corps rigides comme
en mécanique rationnelle). 11 n’est surtout pas ¢vident que,
si 'on considére deux surfaces langentes 2 et X', 1a définition
donnera la méme valeur pour la pression sur 'élément de
contact dw, qu’on le suppose apparlenir & £ ou & X';

2° En admettant qu’il soit possible de rétablir I'équilibre
par ces forces, il faudrait encore prouver que cela n’est pos-
sible que d'une seule maniére; sans quoi, les pressions ne

seraient pas définies.

39. Définitions de Navier et de Lamé. — Considérons
un ¢lément de surface dw et deux molécules m, et m, situées
de part et d'autre de cet élément, de telle facon que la droite
qui les joint perce 1'élément do.

Navier appelle pression sur 'élément dv, la résuitante des
actions de toutes les molécules telles que e, sur toules les
molécules telles que m,, ces forces étant supposées transpor-
tées au cenlre de gravité de 1'élément. L’élément apparte-
nant & une surface fermée, on considére l'action des molé-
cules extérieures sur les molécules inlérieures.

Lamé procéde un peu difféeremment; il prolonge le plan
de do et considére le cylindre droit ayant pour base do
et situé d’un coOté de ce plan. Soit m; une molécule de ce
cylindre ; m,, une molécule située au-dessus du plan; on com-

posera toutes les actions tellcs que celle de m, sur m,.
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On pourrait aussi considérer un cylindre droit indéfini,
divisé en deux par I’élément dw, et composer les aclions des
molécules d'une moilié du cylindre sur celles de 'autre moitié.

Ainsi, sur la figure, j'ai représenté en ¢ 1'élément dw, en
xy le plan de cet élément prolongé, en a'd'2”8” le cylindre
droit qui a cet élément pour base.

Le couple m,m, figure dans les trois définitions, le couple

o dans celles de Navier et de Lamé, mais non dans la ftroi-

a” &

sidme, le couple y3 dans celle de Lamé, mais non dans celle
de Navier, le couple <{ dans celle de Navier, mais non dans
celle de Lamé. J'ajoute d’ailleurs que, pour qu'un seul couple
de molécules puisse figurer dans la troisiéme définition, il
faut qu'il figure dans Jes deux autres.

Ces trois définitions sont en apparence trés différentes; il
est cependant aisé de voir qu’elles reviennent au méme quand
on suppose 1'élément dw trés grand par rapport au rayon
d’activité moléculaire.

Observons en effet que les distances m;mg, af, 3, €f

doivent étre plus petites que ce rayon.
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Or parmi les couples de molécules que l'on considére il y
en a un trés grand nombre comme m,m, qui sont communs
aux trois définitions. Les autres comme «8, 3, <{ sont tels
que la distance de chacune des molécules qui les composent
au périmétre de dw est moindre que le rayon d’activité molé-
culaire ; leur nombre est donc irés petil par rapport au
nombre total, et par suite la valeur oblenue pour la pression
est la méme quelle que soit celle de ces définitions qu'on
adopte, puisque les termes qui figurent dans l'une et non dans
I'autre sont toujours négligeables,

Nous allons calculer cette valeur en partant de la troisiéme
définition, et vérifier qu’elle est identique avec celle que nous
avons trouvée en appliquant le principe des vitesses virtuelles.

Désignons par N/dw, T!dw, Tido ses composantes sur un
élément dw perpendiculaire & ox. L’attraction de deux molé~

cules m, et m, est avec les notations adoptées

dF
— = =—22VR;

les cosinus directeurs de me,m, sont

Dw D_/ Dz
VR VR’ VR

On a donc :

E——Dx

Tidw = — 225& D
Tide = - 2253 Dz
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les sommations s’étendant aux couples de molécules spécifiés
dans la définition ; c’est-2-dire que pour la troisiéme défini-
tion il faut prendre pour m, toutes les molécules situées dans
le eylindre droit de base dw, d'un c0té de dw et pour m, les
molécules situées dans le méme cylindre de V'autre coté de do.

Considérons la portion de ce cylindre renfermée entre deux
sections droites trés voisines, de distance %, comprenant entre

elles ’élément dw. Soient:

x ==,
x=ay+4+h

les équations de ces sections droiles ;
=&

'équation du plan do; et enfin @ et @ - D les abscisses de
myetmy;ona:
() <o <+ D

Nous pouvons donc poser :
Njdo = — 22 Dw,

la sommation étant étendue & tous les couples de molécules
comprises & l'intérieur de I'élément de volume dv = Adw ;.
mais ¢ étant égal & un lorsque les inégalités (a) sont vérifides,
et & zéro dans le cas contraire. Multiplions par da’ et inté-

grons de xy &, -+ 4; il viendra

2o 4R zu-{-h
/ Njdoda' = — 2 ) / — Dadw’.

& 2o
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Nous supposerons dr assez petit pour qu’a I'intérieur de cet
élément le corps puisse étre considéré comme homogéne. N

est alors une constante, et on a
zo + kb Zo+ h
[ Nidods' = Njdo [ da’ = Nihdw=N{dx.
Zo To

On a ensuite :

2o + A zo + Dz
ap i | O Dot — s
fegﬁDxdm = anmdx = 7R Da2,

2

car e est nul lorsque 2’ n’est pas compris entre et @ -}~ Dx
et égal 4 un dans le cas contraire.

On suppose, bien entendu, que 2, et m, sont toutes deux &
I'intérieur de 1’élément dv; mais les couples de molécules
comme m[mj, mimj pour lesquels cette condition n’'est pas

réalisée sont beaucoup moins nom-

“ i &  breux que les autres et par suite

mg

/ négligeables. On a donc:
o Z
@yfeeaefomeeaal & ;

né, /m, Nidv = — 223—5 Da? = N,d<
2
/@2 Donc :
mz N, =NJ,
° / 4 ce qui est bien 1'égalité que nous
™% avions en vue.

@ v” Sur la figure a'd6’a"d” représente

notre cylindre indéfini, ab une sec-
tion droite quelconque duw, cd et ef les deux bases du cylindre
limité dx.
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Le couple m,m, figure dans la définition de Nj et dans celle
de N, ; les couples mmg et mi{mi ne figurent pas dans la
définition de N, ; mais ils figurent dans celle de N quand on
suppose que la section droite dw vient en a5, (ou en a,4b,), de
maniére & couper les droitesm{m; (ou m{m}j); cela ne peut
avoir lieu que si la distance de la section droite dw & 'une
des bases est plus petite que le rayon d’activité et par consé-

quent trés petite par rapport & la hauteur,

40. Pressions dans ’équilibre contraint.—Nous avons
vu qu’on n’a pas en général (lorsque W, renferme les poly-
ndmes II) les égalités

A=B A'=C B =¢(C.

1l semblerait donc que la projection sur I'axe des y de la
pression qui s’exerce sur un élément perpendiculaire & ox n’est
pas égale & la projection sur ox de ‘la pression qui s'exerce
sur un élément perpendiculaire & oy.

Cela parait assez invraisemblable, car cette égalité a lieu
dans 1'état d’équilibre naturel que nous avons choisi arbitrai-
rement et que rien ne distingue des états d’équilibre que nous
appelons contraints. D’autre part, nous en avons donné une
démonstration élémentaire, d’ailleurs classique, qui s’applique
A tous les cas.

Il est aisé d’expliquer cette apparence de paradoxe. Il n'est
pas vrai que — Adw, — A'dw, — A”do soient les projections
sur les axes de la pression sur un élément, d’aire dw, perpen-
liculaire & ox; ce sont les composantes de la pression qui
s’exerce sur un élément qui avant la déformation avait pour

aire do et élait perpendiculaire & ox.
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La déformation change l'aire et la direction de cet élément.
Supposons que ce soit un reclangle dydz de cotés paralléles

aux axes. Les projections des cOtés qui élaient

0, dy, 0
0, 0, dz
deviennent
il i d
&y dy, <1 + dy) dy, dy dy
& dn i
£ az, 2 gz, (1 + E) ds,

et les projections sur les plans de coordonnées de l'aire du
parallélogramme formé par ces deuxdroit es sont, d’aprés une

formule connne,

dn  d¢ dl dt 1t dy
14-= = — - =14
dy d d 7/ a d
Y 4 dydz, Y @ dydz, Y Y dydz,
dz dz dz dz dz dz

c’est-d-dire, en négligeant les carrés des dérivées (sur le plan),

dy | &

des yz dw (i + y + dz)
des zzx — dw %
daz
des ay — do o

Il est donc facile d'exprimer A, A’, A”, en fonction des
pressions quis’exercent sur les éléments perpendiculaires aux

axes, el que nous continuerons & désigner par N et par T (les
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pressions tangentielles étant égales deux & deux d’aprés la

démonstralion élémentaire qui a été donnée). Nous aurons

_ By g, &g &
_A—N4< + ‘l‘ T?’dy“Tzdz
d B

— A= <+dj+dz>_N2(ly—'1‘dz
d‘q gl_*q

—B=T <+dz+dw> Lz N

On voit bien que I'on n’a pas A’ = B.
On pourrait vérifier ces relations en calculant directement
A, A’... Q’une part, les N et les T d’autre part.

Dans 'état d'équilibre naturel on avait :

dF
?Edl{

Ny =

Pour appliquer cette formule dans 1'état d’équilii)re con-
traint, il faut y remplacer «, y, gpare+&y+ 240

dr devient alors dr (1 4 6) est une fonclion de R, R' qui

deviennent R -4~ p, R" 4 ¢"...; il faut donc remplacer 3;: par

R 4 3 gg, en posant ¢

dF _ J&?F A2F

SR —anz? T 2 araw ¢

et négligeant les carrés les p, ¢'.
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On a ainsi :
— 2N\ (% + 5 53) (Do + Dy
Ny = @ L+ 0)
De méme :
o _ =22+ 2 ) 0=+ DA 0y + D)
3 —

d'r 149

La symétrie de l'expression de T, par rapport & x ety
montre bien que les composantes tangentielles sont égales
deux a deux.

En cffectuant les calculs et négligeant les carrés des déri-
£
vées 0%0 ... on obtient N, et T; en fonction linéaire des déri-

vées. Par exemple :

dF
— 2 Da? (1 — a2 o
Ndr = 22[ Da? (1 ®+2ﬂpmx+owpm]
On pourrait calculer aussi A et A’

;
Am:dgwli‘“z?d’

ds
¢ T

dF 1
(W, +W,) dT:ZE (s +p2) +§ dRZ 94 +2deR’ P11

On peut ainsi vérifier directement les relations que nous

avons écrites; mais cette méthode exige d’assez longs calculs.

44, Lamé et Clebsch ont toujours supposé les forces exté-
rieures nulles dans V'état d’équilibre naturel. Nous ne nous

sommes pas borné A ce cas, et cela pour plusieurs raisons.
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.D’abord, ily a e}l optique des théories de la double réfrac-
tion, celles de Cauchy et de Fresnel par exemple, ot 'on
suppose que dans I'état d’équilibre naturel, c’est-a-dire en
I’absence de tout mouvement lumineux, I'éther est soumis &
une pression (Gf. Thdorie Mathématique de la Lumiére,
page 239).

Ensuite, pour 'élude des gaz, on ne peut pas supposer la
pression dans l'état d’équilibre naturel nulle, car on sait que
le gaz tendrait & occuper un volume infini,

Une derniére raison est la suivante : la fonction W, repré-
sente l'énergie potentieHe -interne du corps élastique; en
optique, c'est celle de I'éther; dans la théorie électromagné-
tique delalumiére, c’est él—ﬂ (@8 4 B2 - y¥) (Cf. Electricité et
Optique, tome II, page 67), «,8,y étant les composantes de
la force magnétique. Ceci, traduil en langage optique, fait
correspondre & o - p? 4~ y? une expression de la forme
const. XX (p? + ¢ + ¥, p,g,r détant les composantes de la
rotalion moyenne.

Si donc on veuat conserver U'espoir de ratlacher la théorie
électromagnétique de la lumiére & Pélasticité de I'éther, il
faut que W, puisse prendre la forme (p2 4 ¢ -} r2) X< const.,
ce qui est impossible en supposant les forces extérieures
nulles dans I'état d’équilibre natarel, car alors W, ne dépend
plus que des « et des f.

Néanmoins, dans I'étude des solides, qui est un des buts
principaux de la théorie de l'élasticité, on a le droit de sup-
poser la pression dans I'élat d’équilibre naturel nulle.

Il y a bien, cependant, la pression atmosphérique, mais
elle est trés petite et négligeable par rapport aux actions &

exercer sur le solide pour obtenir des déformalions sensibles.
ELASTICITE, 6
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Nous aurons donc dans les solides une expression de‘W2 ne
renfermant que les « et les §; il en résulte
A'=B.

De plus, les pressions dans ’équilibre contraint seront par
suite trés petites, du méme ordre de grandeur que les a et B.
En négligeant les quantités d'ordre supérieur, on aura:

A =—N,
A=—T,

. . . -

Désormais, par conséquent, nous nous bornerons au cas de

v = 0, et nous supposerons de plus le corps isotrope.
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CHAPITRE IV
ETUDE DE QUELQUES CAS PARTICULIERS D'EQUILIBRE

42. Nous supposons dans tout ce qui va suivre les forces
extérieures nulles dans 1'état d’équilibre naturel et le corps
élastique homogéne et isotrope. On aura alors, A et p étant
des constantes :
W=W2::——-7\e§2——p.H
b= fopte  H=offof 4o HEEEE

Au degré d’approximation indiqué, on a :

N,:—A:—dz\;?:)\e-l—ﬂyu'
1
dW
T, =—B =—0=——=-"2=
1 a8, B4

Ouq, en remplagant les « et B par leurs valeurs:

N, =20 42 & T,:PL(;‘—%_[_Z—Q/

N, =10+ 20 91 T=u(E+5)

N3=)\0-}-2y% 'rsgp(%+%>
= F R+ E
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43. Equations d’équilibre. — Les équations a la surface
deviennent trois équations aux dérivées partielles du premier

ordre entre les £, v, {; par exemple

oo () 4 (B4

ou :
Po=titu(1 A mGdtn T (it m S )

£, n, { sont les projections du déplacement d'une molécule
sur les axes de coordonnées; & -+ myn 4 n{ est la projection
de ce déplacement sur la normale & la surface (le sens positif
élant celui de la normale extérieure); nous le désignerons
par v (il ne peut pas y avoir de confusion avec le sens tout

différent dans lequel celte lettre a été employée). On a alors

_dv
dac+m + daf; da

. . (. o v .
en spécifiant bien que pour prendre la dérivée 75 O consi-

dére I, m, n comme des constantes, c’est-a-dire la normale
comme un axe fixe, lorsqu’'on passe & un point voisin (qui

n’est d'ailleurs pas sur la surface) de coordonnées » -} de,
Yz

En désignant par o< d la dérivée d’une fonction estimée syi-

vant la normale, on a d'ailleurs

d _&
Zx_l_m@—l—ndz_dl‘l
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Les équations & la surface prennent alors la forme simple

5 di
P, = I\ g<;;+ﬁ)
M P, = m\8 -+ ( + d§>

P':n)\e-,_“(dz_l_dN)

[y

On peut en déduire la formule
T G T = k) T
dz WgN TR

qui se rapproche par sa forme des équations que nous allons
obtenir pour l'équilibre intérieur.

Nous avions :

LI
qu dT‘ .
ST Y =0
‘ilfg_l_‘i@_}_dNa_]_Z_o
Or:
dN d2E dO d di ax
._1 _ 9
dTy, _ d  (dE | de\ _ ddy | d%
dy__dy*"(dy_’—d“x)_ dea’y—}_“dy
aly _ 2 <_+_ _ ddr, | d%
dz P \de T az) = Fdwde T g
Done :
‘ dT do a az d% a2
A+ =G em O+ (Gt et )
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Les équations de 1équilibre intérieur deviennent par

suite ;
O 4 1) D+ pit = —X
(1) (l—l—et)fll—;-l-uAn:—Y
Ot 1) D sl = — 7

Ce sont lrois équations aux dérivées partielles du second
ordre qui, avec les conditions aux limites exprimées par les
équations & la surface (I), doivent déterminer complétement
£, m, . Mais l'intégration générale de ces équations présente
des difficultés insurmontables. On peut seulement traiter

quelques cas particuliérement simples.

44, Cas d’un milieu indéfini. — Supposons que le
milieu élastique soit indéfini et que X, Y, Z s’annulent & l'in-
fini; &, v, { s’annulent aussi & l'infini et les conditions aux
limites disparaissent.

11 suffit alors de trouver pour le systéme (II) des intégrales
£, m, { s’annulant & 'infini.

Pour cela différencions la premiére des équations (II) par
rapport & 2, la seconde par rapport & y, la troisieme par rap-
port & z, et ajoutons.

11 vient :
a% a0 d df | d dg
O ) <d—w—z+gy—§+@>+w <@+(fy+ofz)

__(dX , aY | azZ
““(dw+d“y+d7>
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Ou

(>\+2H)Ae=_(%+%+%zz_>

9 satisfait d’ailleurs aux conditions de Dirichlet.
C’est donc le potentiel d'une matiére attirante dont la den-
sité serait
1 dX . dY | dZ
f =TT ot dy T &)

car ce potentiel satisfait & 'équation de Poisson

A§ = — dmp,
Connaissant 4, on a

d
phE = — X — (A p) T

¢t on obtient £ de la méme maniére.

Cette solution suppose essentiellement

A4 20
B 7% 0

Pour les corps solides X et p. étant positifs, ces conditions
sont satisfailes d’elles-mémes: I'nypothése u = o correspond
aux fluides parfaits ; les équations prennent alors une forme
plus simple et toute |différente etleur étude ne fait pas partie
de l'objet de ce cours.

L’hypothése

7\-’—2(4.:0

est plus intéressante; c'est en eflet celle que Fresnel a faite
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implicitement sur 1’éther lumineux en admettant qu’il est
incapable de transmetire les vibrations longitudinales. La

combinaison considérée des trois équations se réduit alors a

dX | dY , db _
d—oc_i—a‘/—_l_a_o'

Il faut supposer que les forces vérifient cette relation; sans
quoi 1'équilibre est impossible. Lorsque cette condition est
remplie, les trois équations se réduisent & deux; on peut
prendre ¢ arbitrairement et on déduit des trois équations les
valeurs correspondantes de &, v, ¢.

On peut donc toujours trouver des fonctions salisfaisant
aux équations de I'élasticité & lintérieur du corps élastique;
mais elles ne vérifient pas, en général, les équations & la

surface.

45, On peut se servir de ce résultat pour simplifier, au
moins en apparence, le probléme général de I’élasticité ; mais
la solution en reste également difficile.

Nous allons montrer qu'on peut, sans allérer en rien la
généralité, supposer ou bien que X, Y, Z sonl nuls, ou bien
que P,, P,, P, sont nuls. En d’autres lermes, on peut ramener
le probléme général soil au cas ot les forces superficielles
existent senles, snit au cas ou elles n'existent pas.

Montrons d’abord que 'on peut toujours supposer X, Y, Z
nuls.

Pour cela posons

E=t
=1+
C:C/"'I"C”
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et d’'une maniére générale, F élant une fonction linéaire quel-

conque de &, m, { ou de leurs dérivées
F — Fl + Fll,
F’ ou F” étant ce que devient F quand on y remplace &, 7,

par &, v, Y out’, v,
Les équations deVJennent alors

0+ (Gt G5+ eat st =—X

4w <d0' + d?:) + ply Fpdn’ = — Y

0+ ) (G5 55) + pat - pat =

et:

(N} + Nj) L (0 +T§) m - (T + T n =P,

Nous savons trouver des fonctions &, ", ¢ salisfaisant aux

équations :

(1) %+ sy = —X

7

ae
A —_ An' = —Y
( +H)dy‘|‘f'- 7

de” ] 7
| O ) e =2
Si alors nous posons :

Py =P, — Njl — Tjm — T4n

P, =P, — Tjl — Njm —
P! =P, — T4 — Tjm

n

in
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Les équations deviendront :

Njt -+ Tiym 4 Tijn =P}
T+ Nym 4+ Tin=P,
T3l + T{m 4 Njn = P}

C’est-d-dire que &, v, ¥ sont les déformations que
subirait le corps considéré s'il était soumis seulement & des
forces superficielles égales a Pj, Pj, P/, c'est-b-dire & des
fonctions pﬁrfaitement déterminées de 2, y, 2. Nous aurons
ensuite :

E':E/"I"E” 7]:7]”_‘—7\" c:'c/_i_clf

On peut de méme ramener le probléme au cas ou les
forces superficielles sont nulles; la marche est la méme.
Donnons-nous trois fonctions &”, v, ¢’, assujetiies & satisfaire
aux équations :

P — N{{ —T4m — Tin = o
P, — T4l — Njm — Tin
P, — T4l — T{m — Nin =

Il
(=}

l

qui doivent étre vérifiées seulement A la surface du corps.
On peut se donner arbitrairement les fonctions £, v*, {" sur

y

la surface ; leurs dérivées sur la surface et suivant des direc-
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tions tangentielles sont alors déterminées et ces équalions
font connaitre leurs dérivées suivant la normale.

On connait alors en tous les points de la surface les trois
fonctions &, 4", {" et leur neuf dérivées premiéres ; ces condi-
tions ne suffisent évidemment pas pour déterminer ces Lrois
fonetions pour les points intérieurs du corps, mais on peut
y satisfaire d'une infinité de manisres, Soient donc ¥, 4", ¢
un quelconque des systémes de trois fonctions qui y satis-
font.

Si nous raisonnons comme dans le cas précédent, nous
verrons que &, n’, {’ sont les déformations dues & des forces
intérieures données X', Y, Z', les forces superficielles

P;, P,, P/ étant nulles,

46. Equilibre d'un parallélipipéde dans un cas simple. —
Considérons un parailélipipéde rectangle et supposons-le
soumis uniquement 3 des forces superficielles. Nous admet-
trons de plus que sur chaque face la pression esl constante en
grandeur et en direction et que les pressions sur des faces
-opposées sont égales, paralléles et de sens contraires.

Supposons les axes paralléles aux arétes du parallélipipéde
et désignons d'une maniére générale par P,.dwla projection
sur un axe ou de la pression qui s'exerce sur un élément dw
perpendiculaire & un axe ov.

On ne troublera pas I'équilibre en introduisant des liaisons
nouvelles; or si on suppose rue le parallélipipéde devienne un
solide invariable, on voit facilement que, pour qu’il soit en

£quilibre dans sa position actuelle, il faut que I'on ait :

Py, = P,
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Puisqu’il n’y a pas de forces extérieures non superficielles,

les équations d’équilibre sont :

d d dr,
dq/ + dz

dT dT

~13 __I_ + ._4
dT dT dN
22 __l gkl R,
dx +

de plus N, par exemple esl constant en tous les points des
faces perpendiculaires a ow.

On vérifie ces équations en prenant des constantes pour
N,, Ny Ny, T,, Ty, T;. Ces constantes sonl d’ailleurs égales

aux composantes des pressions données :
Ny =Poz ..... Ty = Pyy

Pour calculer les « et les 8, on a d’abord :

N N N
— Ny 0Ny = Ny
N+ N, b N =@ b o=ShhaE
N; = 36 4 2p, T; = pBi
o Ni— M V'
%= 2. pl_u.

On a ainsi les x et les B par des formules toujours accep-
tables, car pour les solides A et w sont essentiellement positifs.
Connaissant les « et les B, on peutl calculer les dérivées
des &, v, ¢; il y a indétermination puisque 'on a 6 équations
pour déterminer 9 dérivées; de plus, lorsqu'on connait les

dérivées, il entre encore une constanle arbitraire dans I'expres-
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sion de chacune des quantités &, =, &.
e dt ae, &
2=h +wdw+ydy+zdz’

. dt ot dt
— == stantes.
puisque —= y dz sont des constantes

11 y a en tout 6 constantes ; mais, d’aprés ce que l'on a vu,
siles w et les B sont déterminés, ces diverses solutions corres-
pondent 3 une méme déformation, suivie d'un déplacement
quelcongue.

D’'une maniére générale, si on avail un corps soumis & une
pression normale constante P, on satisfera aux équations en
prenant

Ny=N,=N;, =P
T,=T,=T;=o0

47. Sphére. — Considérons une sphére & linlérieur de
laquelle se trouve une cavité limitée par une sphére concen-
trique. Supposons que les forces se réduisent & une pression
normale et constante — P, sur la surface’ exiérieure et une
pression normale et constante — P, sur la surface intérieure
(Po et P, sont positifs, car nous considérons les tensions
comme positives et les pressions comme négaltives).

Soient: O le centre des sphéres, M un point da corps solide,

OM = r. On a évilemment :

E = a ()
A q =y (r)
§ =g} ()

car le dsplacement a licu dins la direction du rayon, par
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raison de symétrie. On en eonclut :

Ede - ndy + tdz = § (r). rdr = dg (7).

Cherchons & déterminer la fonction ¢ (); on aura :

. S
> T dw dy dz
0 Ag.
L’équation

Jdo
At p) g+ paE=o
devient

d )
D+ 2) Zag =0

et puisque A -}~ 2u n’est pas nul, on a :

ad d d
d—wA'\p_.O d—yA(P_.O EA?—O
Done :
Ap =G

D’autre part ¢ n’est fonclion que de »; on a donc :

2
= % +=
¢ N'intervenant que par ses dérivées, il est inutile d’ajouter
une constante arbitraire, '

Il reste & délerminer « et G; pour cela il faut se servir des
conditions données & la surface. Soient 7, le rayon de la sphére
intérieure, r, celui de la sphére extérieure; considérons les
points ]

M, x=r, y=z=o0

M, x =7, y=2z=0
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et écrivons que les pressions en ces points sont respectivement
P, et P,. Les pressions sont égales & N, puisque les éléments
pressés sont normaux a ox et que la pression est normale. Or
ona:
d
= b -
N, =204 2 -

&
= M + 2 %

3? C
:m+2”[%(-7%—1>+§J

En faisant e = r = rj, puise =r=1r, ona:

On tire de ces équations les valeurs de « et G.
Le probléme est donc complétement résolu.
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CHAPITRE V
PETITS MOUVEMENTS D’'UN CORPS ELASTIQUE

48, Nous ne nous sommes occupés jusqu’ici que du pro-
bléme statique, c’est-d-dire de I'état d’équilibre d'un corps
élastique soumis & des forces données. Nous allons mainte-
nant chercher quels sont les mouvements que peuvent prendre
les molécules d’un pareil corps, dévié de sa position d'équi-
libre et soustrait & toute force extérieure.

En appliquant le principe de d’Alembert, on voit que les
forces extérieures se réduisent aux forces d'inertie, il faut done

2
remplacer Xdr par — Z—; dm, dm étant la masse de 1'élément

de volume dv. On a donc dm = pdr, p élant la densité ; et les

équations du mouvemené sont.

do a2
‘(Hru)@—l-w&:f»g;s
?()\-I—:L)d—y-l—uh:pd—;

8 d
\ (k+v)dT,+HAK=Pgt§
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On a trois ¢qualions aux dérivées partielles du second
ordre pour délerminer §, v, {. De plus, pourt = o0, §, 7, §
sont des fonctions données de @, y, 2, a l'intériear du corps.
Il en est de méme de leurs dérivées premieres par rapport & ¢.
ILreste & connaitreles conditions & la surface. Si on suppose
qu’il n’y a pas de furces extérieares superficielles, la pression
sur tous les éléments superficiels des corps doit étre nulle, ce

qui donne les équations

cl ds
N> 4+ D8=o0

¥
y dN)—I—m)O_o
a dz ; dN>+n/9_0

Ce n'esl pas toujours ainsi que le probléeme se présente;

.
e

par exemple, si I'on suppose que le cbrps est encastré dans un
solide invariabls, il se produit des réactions; la pression n’est
pas nulle surla parlie encastrée ; mais les déplacements§, m, §
sont nuls.

Bn pratique, le corps est encasiré dans un autre corps
lui-méme élastique, et c'est beaucoup plus complexe.

Nous n'avons pas lenu compte de la pression atmosphé-
rique ; elle est en général négligeable par rapporl aux forces
qui produisent des déformations appréciables. CGependant, par
exemple, pour un diapason qui vibre, elle peut avoir pour
effet d’amortir les mouvements. Nous traiterons plus loin un
probléme simple ot elle intervient; mais jusqu'a nouvel

ordre nous regarderons la pression extérieure comme nulle.

49. Vibrations périodiques. — Les solutions les plus
ELASTICITA, 1
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intéressantes des équations du mouvement sont celles qui
correspondent & des mouvements périodiques simples. Cher-

¢hons si 'on peut avoir des expressions de la forme :
E=2¢, cos Zz,t
n =, cosk,t
{=1§, cosk,t

£,y 4, §, étant fonclion seulement de z, y, #

On déduit de ces formules :

d% d? d2
A== M GE=—kn g=—

et les équations du mouvement deviennent, en supprimant le

facteur commun, cos %,¢ et posant

& dny -
1 7 da + dy * dz
()‘I'P-)E(:"l‘P'Agl:— k3L,
ds, \
(l-l-u)-d—y-l-uAm=—9km.
db
O+ W= 4 pAl = — pAf,

De méme pour les équations aux limiles, cos %t sera em

facteur et on aura:

no, + o (G2 + B =0
o, + o (G2 ) =0
niby + p. (‘é__1.+ Z_l)=

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PETITS MOUVEMENTS D'UN GORPS ELASTIQUE 9%

11 faut trouver 3 fonctions &, vy, ¢, de @, ¥, #et un nombre:
£, satisfaisant & ces équalions; nous allons monlrer qu'il-
existe des solutions en nous appuyant sur un lemme-qui peut
étre considéré comme une géﬁéralisation du tHéordme de-

Green.

50. Lemme. — Soient :
£, m, &, trois fonctions quelconques de z, y, 2;

S, une surface fermée.

Nous posons :
L (i d, B0 TN (Nt @\ A (dn 4\
ves(atate) [ (E)+ @) (@) +2(@a) ]
_ & &
b= dw + dy + dz
df
X=—(tp) g, — e

et nous définissons de méme Y, Z, P, P, P, par des équa-
tions identiques aux équations d'équilibre d'un corps élas—

tique.
Nous prenons trois autres fonctions quelconques¥’,. v}, ¢', et

nous formons de méme les fonctions :
Wi, ¢, X, Y, Z, PL, P}, PL.
Cela posé, on sait que les équations qui définissent
X, Y,Z, Py Py, P,

ont été obienues en partant de I'équation des vitesses vir-

toelles :

3wt [ (X3E-Yon4-25¢) d- [[(Po3%+-PynP3Y) dboor
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Or:

d!

dW
STW., — =2
,\\,_L d;adx

dx
AN dW, dd}

S da
dx

Cette équation a lien quels que soient 8¢, 57, 8%, qui sont

arbitraires. Si nous prenons par cxemple :
3 =t =1 8 =1,

I'équation des vitesses virtuelles devienl : '

de—W‘d de A [(XE Yo' 427 ds

[ + Py o P do =0

De méme ;

fEdld'E, = de o+ [(XE 4 Y 20 ds

dx

+ [ (P34 Py + i) do = -

Mais W, étant une forme gnadralique d-s neuf dérivecs,

on a, d’aprés un théoréme connu :

aW, ¥ _ Wy %
dz e di de
! de d dx
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Par suite
f [(XE + Yo' + Z28) — (XE+ Y + Z7)] d=
+ [P 4 Pyl + D) — (PLE + Pyn+ PIO] do = o,

C'est I'équation que nous avions en vue.

Pour en déduire le théoréme de Green, il suffit de faire

)\+(J,::0 n:-n':t:t’::o
On a alors : X =— pat
Px:y.g—a-
fh

et I'équation devient

f(EAE - EAE) dr :‘/,( 'j—i — %) do.

54. Application au probléme dynamique, — Nous
avons supposé les forces superficielles nulles et nous avons
admis que les forces extérieures se réduisent aux forces d'iner-
tie; I'équalion devient alors en supprimant le facteur p et

remarquant que, lcs P élant nuls, Ja seconde intégrale
disparaii :

A% AP L d¥ axw a2y &\
f(g dtl +"l d/,2 +t dt2 —E gﬁ t 1} dl2 _'C dt?)d‘t‘—o.

Cette équalion est vraie aussi si I'on suppose le corps en-
Pp P

castré Jans une masse rigide, car §, v, ¢, &, v, ¢ sont alors

nuls a la surface, el la seconde intégrale disparait encore.
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Considérons deux vibrations simples possibles, c'est-a-dire

fposons :
{ & =28 coskt E =&, cosk,t
i
n =, Cosk,t 7 = 75 coskyt
=& coskt ' = {, coskyt

1’équation devient :

(#r — 43) [ +m’ + @) de =0

-et, en supposant les vibrations de périodes différentes :

JE+ @) de=o.

On peut supprimer le facteur cos %,¢ cos Z,¢ et écrire :

.‘/-(5152 + e + §8) dr =0,

Cette équation démontre qu'un corps solide limité n’est pas
susceptible de vibrations dont la période varie d'une maniére
continue ; il ne peut émettre que des harmoniques discrétes
(il faut supposer le corps limité pour que les intégrales aient
certainement un sens, le théoréme ne serait donc plus appli-
.cable & un corps indéfini dans un ou plusieurs sens).

En effet, si %, pouvait varier d’'une maniére continue jus-
.qu’a devenir égal & %, £, m,, ¢, varieraient aussi d’une

maniére continue. L'intégrale

/‘(quz - mma - 4i%) dr

serait donc une fonction continue de %,. Or elle est nulle
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pour toutes les valeurs de %, non égales 4 %, ; elle serait
donc nulle pour %; — %, ce qui est absurde puisqu'elle se
réduit alors a:

JE 1 13 an.

Un corps solide imité ne peut donc pas émettre des vibra-
tions formant, si I'on peut ainsi dire, un spectre contina,

mais seulement des vibrations formant un spectre de raies.

5%. Cherchons mainlenant des mouvements vibratoires
-simples, Supposons pour simplifier p = 1; nous avons &
intégrer les équations :

i)

(]
T + Al = — k%

A+

.avec les conditions & la surface correspondantes.

‘Mais il est plus simple de considérer 1'équation unique qui
résulte de I'application du principe des vitesses virtuelles. Le
travail des forces intérieures correspondant a des déplace-
ments 38, 3, 3¢ est

f SW,dr.

'Le travail des forces d'inertie est

d2 d2 2
J(XBw-l—YSv]—{—ZB?;) d1=—f<&t—§ %+ -3 871—}-%8{)(1:

=L szEESEdr.
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Nous avons done

S aWorts 12 [ Y g3t =o.

Il suffit d’ailleurs que les équations soient satisfaites pour
¢ = o; car si nous supposons §, v el { proportionnels & cos &/,
comme nous l'avons fait plus haut, Te premier membre se
réduit & cos?Z¢ multiplié par une quantité indépendante de .

Nous poserons : '

=18

z »
d & da
/2

et nous remarquerons que 'on a d’aprés des propriétés con-
nues des formes quadratiques:
F¢&)="F({,8
F (£ 5 = 2W,
De plus:
SW, =F (8, 58). .

Ces préliminaires étant etablis, soient §, v, ¢ trois fonctions

de 2, y, # assnjetlies & vérifier la relation

@ [+ =) Y =1,

Pinlégration étant étendue a tout le volume du corps consi-
déré,

Considérons l'intégrale

— [ Wyds
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W, étant la fonction de §, v, { précédemment définie; W, est
essentiellement négatif (car nous supposons A et w positifs
puisqu'il s’agit d'un corps solide). Celte intégrale a donec un
minimum lorsque les fonctions &, 4, { varient de maniére &
vérifier la relation («). Supposons les fonciions §, 4, { choisies
de~maniére A atteindre ce minimum ; d’aprés les principes du

calcul des variations, on a alors :

f&Wzdr -+ /cszZEaicir =0

quels que soienl 3¢, 8w, 8¢, A2 étaut un nombre convenable-
ment choisi.
Appelons &,, n,, §; les trois fonctions et %, la valeur cor-

respondante de %. Nous avons :
—fl“ (,, 8) de = /a?/'Ez,asz

si nous faisons

8 = 8=

o7
s}
Faid

nous trouvons :

_“/IF (Eh 54) dr = /L'"-’ f ji?dr
c'est-A-dire :

3
Gl

— [Wyds =

- . k32 e 5
Le minimum est donc ¢gal A ~°—)'-? ce qui démontre que 27 est

positif, comme nous P'avions admis implicitement.
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58. Nous allons tdcher de trouver d’autres solutions; pour
cela considérons trois fonctions £, v, § assujefties aux condi-

dions 3

L'expression — f W,dr aura cerlainement un minimum,

lorsque &, m, { varieront de toutes les maniéres possibles sans
«cesser de vérifier ces relations. Ce minimum sera d’ailleurs
supérieur ou égal & celui que nous avons déja trouvé, puisque
nous nous sommes imposé une condition de plus pour les
fonctions &, 7, Z.

Les principes du calcul des variations nous apprennent
qu'on peut trouver deux nombres % et 22 tels que l'on ait,

quels que sotent les accroissements 3%, v, 87 :

f3\V2d‘l: + hfZ"E,BEdr 4 /ﬂfZESEd-r —o.

Nous allons démontrer que 1'on a nécessairement 2 = o;
en effet, 'équation étant vraie, quels que soient 3%, 3y, 3%,

faisons-y :
BE:E, 37!-:71, St:C
] '

La troisiéme intégrale est alors nulle, puisque l'on a

supposé

f'ZEEId‘r =o0
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iLa premibdre est nulle anssi. En effet pour 3% =§,, on a:

3W, =F (&)

et

f&Wzdr = [F( &) dr =fF &, 8§ de.

Mais on a identiquement:

— [ P, %) de =R [ ks

et si dans cette identité on fait 3 = £, on trouve

_fF (,,5) dv = A3 fZe,edT =0

«Ona done 2 = o et il reste:

[3Wads 2 [ Diwsidr =0

Soient %4, mg, (s, les valeurs des fonctions & M. g elky

Ja valeur de % correspondante; on trouvera de méme queé la

2

. . k!
‘yaleur du second minimum est L;—

On trouverait de méme un troisidme minimum en assu-

Jettissant €, v, § aux conditions :

fEE’d-r =0
fZ&M:o
JEzgm: 0
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L’équation qui le donne est:

JsWods +h, [5850x + h2f25285dr+kéfzgagdr:o

En faisant :
3% =3, 30 = 3 =1,
on obtient
hy =0,
et en faisant :
8 = ¢, 3 =y 8 = Ly,
on a de méme :
772 = 0.

Nous avons ainsi un (roisiéme minimum, correspondant &

trois fonclions £,, w,, §; ¢t & un nombre %, el ce troisiéme

- . k3
minimum est précisément égal a —2‘*--

On peut continuer indéfiniment, et un {rouvera une série
de nombres %,, %y, %,... k,, correspondant aux diverses
vibrations simples dont le corps est susceptible. Ces nombres
vont en croissant, ou du moins ne décroissent jamais ; mais
on pourrait craindre qu’ils soient tous nuls, el dans ce>cas la
solution n’aurail pas de sens.

Pour montrer qu'il n'en est pas ainsi, nous allons d’abord
faire voir que les sysiémes successifs de valeurs que l'on

obtient pour &, ¥, ¢ sont indépendants, c’est-a-dire que l'on
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ne peut pas avoir :

i=n

Eavy =DM

i=1
i=n ‘
Nn+ ) :E>i7li
=4
i=n
\ |
Cn,-lq :‘}J)‘ici

i=A

les 4 étant des constantes. Ea effet on a, par hypothése:

fEE,,+4Ede:0

Si nous posons

S =y

109

e;; sera égal & zdro si ¢ est diffécent de j et & un si ¢ =j, et il

viendra d’ailleurs

13

=n
EEU;\[ =0
f=1

¢’est-a-dire ;

A; = O.

On voit ainsi que tous les A sont nuls; parsuite €,4,, Mu 4y

{a+4 seraient nuls, ce qui est absurde puisqu'ils vérifient la

relation

fZEfinT:L

Ce point étant élabli, il est aisé de voir qu'il ne peut pas 'y
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avoir plus de six minima nuls. En effet, si I'on a :

—fW2d1= 0,

comme W, est essentiellement négatif, W, est identiquement
nul, ce qui exige que les o et les B soient nuls,

Les six dilatations élant nulles, le corps se déplace ala
facon d’'un solide invariable. Or il y a six mouvements pos-
gibles linéairement indépendants : par exemple irois transla--
tions paralléles aux axes et trois rotations autour des trois-
axes. Il n'y a donc que six systémes de valeurs indépendantes.
de &, v, ¢ qui donnent des minima nuls.

D'ailleurs puisque ces minima nuls existent, on les trouvera:

nécessairement ; on aura :

By =ky=lky="Fh, =ky=Fk;=0
ky £ 0

54. Tous les nombres 2% que nous trouvons par celte-
méthode sont essentiellement posilifs ; on peut se demander:
si l'on ne pourrail pas, en procédant auirement, {rouver des:
solutions des équations telles que %2 soit négalif ou imagi--
niire.

Les équations du mouvement seraient satisfaites pour

E = ethdt n = et g = Lgeitet-
soit :
ko - q + pi
p#o
ona:

= Eoe”“‘e‘ﬁ‘
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Si les équations qui sont & coefficients réels admettent cette
solution imaginaire, elles admettent sussi la solution imagi-

naire conjuguée.

£, 6tant I'imaginaire conjuguée de &,.
De plus, & cause de la forme linéaire des équations, la
somme de deux solufions est aussi une solution; on obtient

ainsi la solution réelle

Il

3 (E oeiat _,_ Eée—"“”) e-Bt
W = (nge™ + miei%) e~ Pt
= (Coeiat + C(/)e—iat) e—Pt
Or cette solution est incompatible avec le principe de la

conservation de l'énergie, &, v, { sont en effet égaux & une
2
fonction périodique du temps de période -aE (ou une constante

par rapport au temps si « est nul) multipliée par une exponen-
tielle qui augmente indéfiniment ou tend vers zéro lorsque le
temps croit indéfiniment (suivant que B est négatif ou positif).
11 en est d’ailleurs de méme de leurs dérivées. Donc, pour un
temps croissant indéfiniment, la force vive du systéme aug-
menterait elle-méme indéfiniment — ou bien {endrait vers
zéro, ce qui est absurde.

La démonstration suppose essentiellement le corps limité
dans toutes les direclions; sinon on n'est pas assuré que les

intégrales employées ont un sens,

55. Pour achever celte étude des petits mouvements d’un

corps élastique, il reslerait & faire voir qu’'un mouvement
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quelcoaque peut étre considérs con.ne di & la sup:rposition
de mouvements vibratoires simples.

Supposons que nouas ayons imprimé au corps une déforma.-
lion quelconque el que nous I'abandonnions & lui-méme sans

vitesse ; on admzat généralement que 'on a :

E= A coskt + Aty coskyt . = D Adk, coskyt
7 :ZA,m,L COS Rt

4 =2Ancu cos &,¢

Au point de vue physique, il est évident qu’il doit en étre
ainsi, car le nombre total des molécules du corps est fini. Les
équations du probléme peuvent s'oblenir en écrivant pour
chaque molécule trois équalions différenlielles ordinaires, du
second ordre, linéaires et & cocfficients constants. L'intégrale
générale d'un tel syst2me est bien de la forme indiquée plus
haut, le nombre des termes de la série élant égal a six fois le
nombre des molécules.

On peut se demander si la propoxilion est encore vraie au
point de vue analylique, lorsqu’en fait on revient a la concep-
tion de la maliére continue. Celte queslion a un intérét pure-
ment mathématique et, par conséquent, il serait essentiel de la
résoudre rigoureusement. Malbeureusement, les ressoarces
actuelles de l'analyse ne permettent guére d'espérer en trou-
ver la solulion. Nuus admellrons & litre de postulatum le
résullat sans démonstration, par analogie avec ce qui a lieu

pour les fonctions sphériques et de Lamé.
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Si nous faisons £ = o, nous avons les valeurs initiales de

Es"l:c

E :EAnEn

n =2A,,'1\,,
(=Y

Il en résulterait que trois fonctions quelconques &, =, ¢
peuvent étre développées en séries de cette forme: c'est1 le
fait analytique essentiel qu’il faudrait démontrer.

On pourrait étre tenté de croire & 'impossibilité de ce
développement, par un raisonnement a priori dont il importe
de montrer l'inexactitule. Les fonctions §;, v, {; satisfont
toutes & une condition : la pression 3 la surface est nulle. II
peut arriver que les fonctions initiales données &, 4, { ne
satisfassent pas & cette condition ; il semble dés lors impos-
sible que &, v, { soient des fonctions linéaires des E;, vy, G
On peut montrer par un exemple, emprunté & une théorie
plus simple, la fausseté de ce raisonnement. On trouve

facilement

. 2 4 (cos Q0 cos 4x . cos b )
SINY — - — -~
ki3 T

1.3 + 3.5 + 5.1 + -

o étant compris entre o et . Le premier membre est une
fonction impaire de ; le second membre est une série dont
tous les termes sont des fonctions paires.

$i nous admettons la possibilité du développement, il est
ELASTICITE. 8
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facile de trouver les coefficients A ; soient en effet

E :EAnEn
Ul =2 An"ln
4 :EAnCn

Ajoutons ces équations multipliées respectivement par
§:dv, midr, {dr et intégrons & l'intérieur de tout le volume du

corps considéré il vient:
S 4 1) de =D [ Vet
== A‘

d’aprés les propriétés des fonctions ;. On a ainsiles formules :

&= f B 4 e+ L)

o =Y [ B A e+ L) o

=2 @ + g + G
qui représentent certainement le développement cherché, si
celui-ci est possible. Il resterait & montrer que ces formules

sont exactes.

56. On peut, i I’on admet l¢ postulatum énoncé plus haut,

ramener le probléme statique au probléme dynamique; il
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faut trouver trois fonctions &, v, { satisfaisant aux équations :

df , ‘
A+ p) 7, bl =—X

® R .
O+ 1) 24 par = — 2

et & la condition que la pression soit nulle & la surface. (Nous
avons vu, en effet, qu'on peut ramener le probléme général a
ce cas particulier.)

Nous développerons X, Y, Z en séries de la forme :

X= YA
Y = Y Asne
Z = EAkck

Pour’que P'équilibre soit possible, il faut que, si I'on assu-
jettit le corps a étre un solide invariable, les forces se fassent

équilibre, ce qui donne les conditions :

fXdr:O der:o deT_—_o

f(yZ—zY)dr:o f(zX—wZ)dr:o f(wY-—yX)df:o
Il en résulte que les 6 premiers coefficients A sont nuls; en
effet, les 6 premiers minima sont nuls; les déformations cor-

respondantes sont de simples déplacements; nous pouvons

supposer, par exemple, que les trois premiéres sont des
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translations paralléles aux axes, les trois autres des rotations

autour des axes. On a alors :
£, =0C nmw=2~0 { =o.

C étant vne constante, il en résulte ;

Ay = (X + Yn, +2) &5 = C [Xdr = 0

de méme :
Ay, =A; =o.
On a ensuite :
tE,=o0 N, = —pz L =py
Ay =[(Xb + Yo+ 28) de = p [(yZ —3Y) dr = o

et de méme :
A, =A;=0o0

Cherchons maintenant une solution des équations («) en

posant :

E= B
n = ZBIL"II:
L= Y Bils

les équations deviennent :

ZBh [ A4 5= deh HAEIL] = —ZAhEh

¢t deux équations analogues.
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D'aprés les propriétés des fonctions ¥, ces équations

g’écrivent :

EBIL/@Z &= EAhEh

ce qui permet d’écrire les équations :
Bk} = A;

qui donnent, pour les coefficients B, des valeurs finies. En
effet, les 6 premiers coefficients A sont nuls et il en est de
méme des six premiers nombres % : les autres sont différents
de zéro. On a done pour tous les B, dont I'indice est supérieur

4 6, des valeurs bien déterminées.
B,, B,, B,, B;, By, B, se présenient sous la forme g- Ilya

bien une réelle indétermination ; on peut leur attribuer telle
valeur que I'on veut; cela revient a déplacer le corps i la
fagon d'un solide invariable, ou, si 'on veut, & déplacer les
axes.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE VI

PROPAGATION DES ONDES PLANES. — REFLEXION
EXEMPLES DE VIBRATIONS

5%7. Ondes planes. — Nous avons & satisfaire aux équa-

tions:
ds _oa
A+ ) el =p =5
b dz
(«) O+ Wz +edn =g

do o ax

A+ p) 7z 4 pal=p =3
On dit que le mouvement se fait par ondes planes paral-
18les au plan des «y quand ¥, =, { dépendent seulement de z

et de ¢.
Dans ce cas 'on a :

) . d% d?n d¥
et les quantités AE, Aw, A7 se réduisent a et d—;,?- pocy
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Enfin la quantité ¢ devient g—i

Les équations («) deviennent aprés simplification

a% a*%

[l dzﬁ =P T2 di?

: dn _ i
(«) b = ¢ g
d2c d2t

A+ 2u) -5 dz2 =P de

et si nous posons :

0, = \/Ea 0y, = \/—ﬂf
P P

elles s’écrivent :

, 9% d%
dzz de
- : w2 dhny__ dPy '
Y dz2™ di?
) L
\ 2 (72 dt?

sous cette forme on voit qu’elles sont analogues aux équations

des cordes vibrantes ; leurs intégrales générales sont donc :

E =g (2 — o) + ¢ (4 o)
= g3 (7 — 04f) + 4y (7 + o))
§ =95 (5 — w5l) + {5 (z + wyt)
les fonctions ¢ et ¢ étant arbitraires.
Si nous prenons en parliculier :
E=o¢ (¢ — o)
n= {=o0
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nous aurons une onde plane se propageant avec la vitesse w,.
La direclion de la vibration est paralléle & oz, elle est donc
contenue dans le plan de I'onde. On dit dans ce cas que 'onde

est transversale ; cela s'accorde avec la définition déja donnée
de la transversalité, car 6 se réduit ici a -z% qui est nul.

Si an lieu de la fonction ¢, on avait pris ¢, (z + o, le
sens seul de la propagation aurait été changé.

Consid érons maintenant la solution particuliére :

La direction de la vibration est I'axe des z, c'est-d-dire
une perpendiculaire au plan de 'onde. On dil dans ce
cas que l'onde est longitudinale el I'on peut vérifier que
tde 4 wdy - Udz, qui se réduit & {dz, est une différen-
tielle exacte.

Les quanlités o, et w, sont les vitesses de propagation des
ondes transversales et des ondes longitudinales, elles sont
en général différentes.

Pour les gaz . == o et par suile v, = o; pour I’éther, au
contraire, A - 2. = 0, ce qui entraine w, = o.

Le corps étant supposé izotrope, il est évident que la
vitesse de propagalion d’une onde plane est indépendante
de son orientation. Svit az -+ By -} y2 = o le plan paralléle
au plan de I'onde mené par I’origine, les quantités &, v, { ne
seront fonction que de ax -+ By + yz et de ¢,

58, Etudions en particulier les ondes qui correspondent

4 des mouvements vibratoires périodiques. Les équations
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qui donnent &, w, { sont & coefficients réels; si donc on a

trouvé une solution

E:EO
= Mo
C-—_—-Co

ob &, m,, ¢, sont imaginaires, en désignant par &g, mg, g les

imaginaires conjuguées, les équations seront satisfaites pour:

E=1¢¢
=",
=1

De plus ces éqaations étant linéaires, une nouvelle solution

sera donnée par :

1
£ =35 (G + 5
1
£ m=75 (no+m0)
1 /
czé(co‘f‘co)

c'est-d-dire par les parties réelles de &y, mg ).

On peut donc écrire les expressions de & 7, { sous forme
imaginaire en convenant de ne conserver définitivement que
la partie réelle. Ordinairement on emploie pour I'étude des
vibrations périodiques des exponentielles imaginaires et I'on

pose :

F = Aef@x+Py+yz+0)
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ou avec P = ax -+ By -+ y2 + pt

E = Ae®
n= Be™
¢ = Ce®

Le plan de ’onde est alors :

P =z 4y + vz 4 pt = o.

Cherchons a déterminer, & Yaide de ces formules, des
ondes transversales et des ondes longitudinales.

La condition de transversalité:

d o dn o odE
dw + dy + dz °
g'éerit : ‘
Adue® + BiBe® - Ciye® = o

c'est-d-dire Ae |+ BB -+ Gy =o0; elle exprime que la direc-
tion de la vibration est dans le plan de 1'onde,

Si cette condition est remplie, I'onde se propagera avec
la vitesse v, et 'on devra avoir:

d%
ce qui s’écrit :
— o} (? + 87 + 17) Ae® = — p2Ae®

ou:
P = ol (@ + P )

Pour avoir une onde longitudinale il faut que la quantité

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROPAGATION DES ONDES PLANES 123

tdw -+ mdy - {dz soit une différentielle exacte, ce qui
exige :

B

B

e |p
=10

La vibration est donc perpendiculaire au plan de 'onde.
11 faut de plus que la vitesse de propagation soit w,.

Cette derniére condition donne évidemment :

p? = of (® 4 B2 + v7).

Cherchons maintenant les solutions réelles qui correspon-

dent & ces solutions imaginaires; supposons que l'on ait

trouvé :
A=A, ;A
B =B, 4 B,
C= C, +iC,y

et que les coefficients a, B, y, p soient réels, ce qui a lieu en

général. On a alors :
¢® = cos P - i sinP
et par suite :

E=A cosP — A,sinP
7 = B, cosP — B, sinP
{=C,cosP — C,sinP

On a quelquefois & considérer des cas ol «, B, ¥, P ne sont

pas réels, P est alors de la forme

P’ 4 P”
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et I'expression de £, par exemple, devient :
E=A,e=" cosP' — Aye—* sinP’

Elle contient done un facteur périodique multiplié par un
facteur exponentiel e—*" qui dépend du temps, si p est ima-
ginaire.

Des ondes de cette nature se présentent surtout en optique
ol on les appelle ondes évanescentes ; nous verrons plus loin

qu’on peut aussi en avoir besoin en élasticité.

59. Réflexion. — Considérons un plan indéfini que nous
prendrons comme plan des 2y, nous supposons qu’au dessous
se trouve un milieu élastique indéfini, le vide étant au dessus.
Une onde se propageant dans le milieu élasiique et rencon-
trant le plan des xy ne donnera pas d'onde réfractée car le
vide n’a pas de masse et ne pent par conséquent pas emprun-
ter de force vive au milieu élastique.

Si au lieu du vide on avait de ’air ou un milieu de densité
trés faible par rapport & celle du corps élastiql;e, la force vive
de l'onde réfractée serait aussi trés faible et négligeable
devant celle de I'onde incidente,

De plus la pression 4 la surface devra étre nulle.

Nous prenons le plan d’incidence pour plan des yz, les diffé-
rentes ondes planes seront paralléles & I'axe ox et par suite
¢, v, ¢, ne dépendront pas de .

Soient donc :

E = goet‘(ﬁyﬂn)
6= -,loei({iy+pt)

= coei(ﬁywt)
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Eo» Nos Gy dépendant seulement de z, les expressions de la
vibration.

Quelle que soit sa direction, nous pouvons décomposer la
vibration en deux autres, I'une paralléle au plan d’incidence,
Vautre perpendiculaire a ce plan,

1° Considérons la vibralion perpendiculaire au plan d'inci-
dence, elle est parallele & oz, par conséquent située dans le
plan de 'onde. L'ondeincidente est donc transversale.

Par raison de symétrie l'onde réfléchie est aussi trans-

versale.

Faisons n = { = o, I'égquation qui donne § se réduit & :

az
Mais on a:
d2t
A = o e B2t
A%
T

Donc & satisfait & I'équation:

o (o —8%) = — %

Les deux autres équations sont satisfaites d’elles-mémes
puisque =, & et 6 sont nuls.

L’équation en £ est linéaire et & coefficients constants, on
sait l'intégrer. D'autre part nous avons : § =§e!Bv+r k) ne

dépendant que de z, donc &; satisfait & la méme équation :

d22 pz
T =0k

puisque of = %
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- 2
Soit \/ﬁ_z — B2 =1y, y doit étre une quantité réelle pour
1
que le plan de I’onde soit réel, on a :
o = Ae’¥? |- Be—iY3
et par suite :
E = Ae!(z+Py+pt) |- Beil-v3+ Py +po),
Le rapport des deux constantes d'intégration, qui est aussi
le rapport des amplitudes des ondes incidente et réfléchie, se

détermine en écrivant que la pression es{ nulle & la surface.

On aura donc pour z = 0 :
dag
At+po+pZ=0
& dny
b (dy + dz) =0
dt | dt\ _
\ * (d_'z + dx) =0
et, comme 9 = v = { == o, ces conditions se réduisent & :

2 = Opourz=o.
Il en résulte A = B, ce qu'il était facile de prévoir d'aprés

le principe de la conservation de 'énergie.

60. 2° Considérons maintenant la vibration qui est paral-
léle au plan d'incidence. Elle le sera encore dans la ou les
ondes réfléchies,

Posons
E=o
(o= 'qoe”pllﬂ")

{ = (yeiBy+rn
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ne €t o ne dépendant que de =z et cherchons & vérifier les
équations («) du N° 57

S(H—u + pat = Pdtf
|

.

La premiére est satisfaite d’elle-méme.

On a d’autre part :

g %j%'=——10’71 Ay Z?} B%n
| 5 =—wx, [ & =25—
et
9=iﬁn+%

donne les deux relations :

I3 de
+ d/dz

dO
d_z e + sz

Les deux dernidres équations sont donc :

i +p) B <fﬁn+dz>+f*(d—,2—ﬁ2> — ep™
0+ B 0w T () = — et

Elles s'écrivent en remplacant =, { par leurs expressions en
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fonction de %y, &, et ordonnant :

" d2_|_zp (A-I-u) —[(A+2p) 2 —pp*] mp =0
042 T8 4o (x+w"jl—”;— (142 — o8%] & = o.

Ce sont deux équations du second ordre linéaires et & coef-
ficients constants.

En éliminant I'une des quantités v, et ¢y, on trouve pour
I'autre une équation du quatriéme ordre 3 coefficients cons-
tants dont 'intégration ne présente aucune difficulté.

On a donc pour n,, §, quatre solutions linéairement indé-
pendantes. Elles sont faciles & prévoir. Supposons Il'onde

incidente longitudinale, on aura :

S Mo = Peiv?
[ g =yt

v étant déterminé par I'équation :
2
2 2 L,
B4y = wl

L’onde réfléchie correspondante sera donnée par l'autre
racine de I'équation en y :

ne = Be~ir*
L = — ye~v*

Supposons maintenant I'onde incidente transversale. Soit :

Y’z 4+ By = o le plan de l'onde au temps ¢ = o, on auvra :

ny = — y'e'T*
Ly = ﬁetY"
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¥’ étant donné par la relation :

L'onde réfléchie correspondante sera telle que :
ny = y'em*
G = Be~*

La solution générale est donc :

Mo = AﬁeiY‘ + Bﬁe ~ivs C.','eiy‘.-. + DY'e—zy'z
Lo = Aye’t® — Bye'Y® |- CBe’Y* 4. DBe—¥1 =
Quand on donne la vibration incidente, on connait A et (.

Il s’agit de trouver B et D. On se servira, comme précédem-

ment, de ce que la pression est nulle dans le plan des xy.
Des trois équations

WS =0

(E+d)=r

[ eg)-e

qui doivent &tre vérifices pour z = o, 1a seconde est satisfaite
d’elle-méme,

Les deux autres donnent :

) (A 4+ B) [Ag* + (A 4 2u)y%) + 2(C — D) by =0
2A—B)py + (CH D) —y*) =0

En tenant compte de ce que

At2u) By =pp? =1 (B + 1Y)

ELASTICITE,
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la premiére s’écrit :

2(G—D)gy —(A+B) (B —y?) =0

On a pour déterminer B et D les deux équations

(A —B) 26y + (C + D) (B —y7) =0
(€ —D)2y —(A+B) BE—y)=0

Le probléme est complétement terminé.

Soit par exemple un rayon incident vibrant transversale~
ment dans le plan d’incidence:

Il donnera deux rayons réfléchis de direclion différente
vibrant l'un transversalemeni, l'autre longitudinalement.
Pour le premier 'angle de réflexion est égal & 'angle d'inci-
dence.

Soit ¢ Vangle d'incidence, » l'angle de réflexion pour le
rayon réfléchi qui vibre longitudinalement.

On a

t i:Ea t 7‘=-E'
8 T 8 Y
et par suite:
sini:—%ﬁ;”—’

( sinr= 2w
Y

1 et r sont donc liés par la relation :

sin? __ o,

sinr ~ o,

qui montre que le rayon suit la loi donnée par Descartes

pour la réfraction.
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De méme, si l'onde incidente est longitudinale,il y aura
deux rayons réfléchis, I'un longitudinal pour lequel I'angle
de réflexion sera égal & 'angle d'incidence, 'autre transversal
qui se réfléchira conformément & la loi ;i’optique de
Descarles.

Si 'un des angles de réflexion .devenait imaginaire, il est

facile de voir que l'un des rayons réfléchis serait évanescent.

641. 1! y a un certain nombre de cas ol la réflexion ne
décompose pas le rayon incident, la vibralion étant paralléle
au plan d’incidence. ‘

Supposons que cela arrive pour un rayon incident vibrant
longitudinalement, c'est-a-dire pour lequel G = o.

L'expression ndy -~ {dz doit étre une diflérentielle exacte;
soit do cette différentielle.

Ona:

_ 9 1=
K T dz

D’autre part les relalions

= -,loei([iy +pt)

= ety +po)

dans lesquelles

1o = ABe’¥® 4 BBe~11=
co — A-{e"Y‘ — BYe—iyz

donnent par l'intégration

B I S
?—iﬁ Olldy__zﬁcp
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et
dg _ de 2
7= = Y
Donc:
=TS == )
et

Les conditions & la surface Ny = T, =T, = o pour z =o0
se réduisent, puisque I'équation T, = o est satisfaite d'elle-

méme, & :

\ D2y uy’lo=o0
? 2;‘{3”%:0

~pour z =0

'Le coefficient de ¢ ne peut étre nul§ done ¢ = o.
On ne peut supposer en méme temps%: o, carcela

entrainerait A = B = o, ce qui est impossible puisqu'on a
supposé I'existence d’un rayon incident.

11 faut donc que l'on ait soit = o, soit B =o avec ¢ = o.

Le cas u = o correspond a un fluide élastique.

Le cas B = o donne l'incidence normale,

Sauf ces deux cas, un rayon incident longitudinal est tou-
jours décomposé par la réflexion.

Supposons maintenant que le méme fail se produise pour

un rayon incident transversal.
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La condition 8 — o se réduit a ;
dny de
dy + dz = °

qui exprime que ndz — {dy est une différentielle exacte dy.

On a alors :

— % Y
=g c__dy

Les relations
7 = noe“@y“’”
{ = ety +en
oil'ona:
ng = — Cy'e’" - Dy'e -1
¢, = Cpe’t’s 4~ Dpe—i1'

donnent en intégrant :
_ ! "est-a-di @y
— ¢ = ' c’est-4-dire 7 B

et

Ecrivons les conditions aux limites Ny = T, =T, = o qui
doivent étre satisfaites pour # = o ; remarquons que Ty =0

est satisfaite d’elle-méme, il restera :

pour z = o.
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Maintenant p est différent de zéro, car on a un rayon trans-
versal; et u = o entrainerait o, = o.
Comme 6 est nul & cause de cette transversalité, il reste les

deux seules conditions :

( %——-iﬁﬂzo

dz dz
2, 2

@y ey

dz*  dy?

La derniére s’écrit aussi : (y'2 — §2) ¢ = o.

Si les coefficients § el y2 — B* ne sont pas nuls, les deux
équations ne sont satisfailes que pour C = D=0, c’est-a-dire
s'il n’y a pas de rayon incident.

Ilfaut done B = o ou y%2 = p2.

8 = o donue 'incidence normale

82 = ¢y donne I'incidence & 45°.

Dans ces deux seuls cas il n'y a pas de décomposition et le
rayon réfléchi est aussi transversal.

Dans tous les autres on a deux rayons réfléchis.

62. Vibrations possibles d’un corps élastique de
dimensions finies. — Lamé croyait que les vibrations d’un
corps élastique étaient ou uniquement transversales ou uni-
quement longiludinales. Nous verrons qu'il ne peut en étre
ainsi.

Comment Lamé a-t-il en cette idée et comment ne s'est-il
pas aper¢u de sa fausseté? Lamé se représente un corps
vibrant non dans le vide mais dans l'air. Par conséquent, &

la surface du corps la pression est différente de zéro et nor-
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male. Au lieu des trois conditions exprimant que la pression
est nulle & la surface du corps, Lamé n’en a plus que deux.
lin ajoutant & ces conditions celle qui exprime que la vibra-
tion est transversale, on congoit que le probléme reste pos-
sible et délerminé et qu'il en soit de méme dans le cas de
vibrations longitudinales.

Lamé cherchait & trouver pour les § des expressions de la
forme § = §; cos &;¢; mais nous savons qu'un corps vibrant
dans l'air communique pea & peu sa force vive & l'air, on

doit donc trouver pour les £ des expressions de la forme
£ = Ee— cos k.

Lamé n'arrive pas & ces formules.

Nous allons faire quand méme le calcul de Lamé pour le
prisme rectangle ; il présente un certain intérét.

I. — Recherchons d’abord les vibrations longitudinales

qu'il est capable d’éprouver.

Soienl :
x = y=o Z2=0
rx=a y=2= z=c

les équations des six faces.
E, n, ¢ doivent étre les dérivées partielles d'une méme fonc-

tion ¢ que nous prendrons ainsi :
¢ == cosaw, cOs By. cos vz, COs pt.

Nous aurons alors:

=2

wgy élant la vitesse de propagation d'une onde longitudinale.
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Supposons que «, B, v coient pris de telle sorte que:
S awa = mn
o6 = nx
( YC = qTL'

m, n, q étant des nombres entiers, Lamé emploie la notation
abrégée suivante :

cosax=-2c )
cosy = ¢ ( sinax = s
== . .,
cosyz = ¢’ snfy =
sinyz = §"
cospt =T

On a par conséquent :

$ =0 pour & =0 ou x=a

Y

0 pour y=o0 ou y==b

=]
Il

o pour z=o0 oOu =z=—¢

A la surface du corps, les composantes normales du dépla-
cement sont nulles. Considérons par exemple les deux faces
perpendiculaires & ox, nous avons § = — asc’'¢'T, et nous
savons que s s’annule pour ¢ = o et x — a.

Je dis que les composantes tangentielles de la pression
sont nulles & la surface. Considérons en effet un point de

I'une des faces @ = o0 ou @ = a, la composante paralléle
de la pression est:

dE | dn\ _ o d%
® (dy + dw) =2 dxdy
c’est-a-dire :

2p.Bss’c’T
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Elle s’annule évidemment pour & — 0 et & = a.

Les conditions que Lamé s'impose sont donc remplies par
le systeme de valeurs de &, v, { considéré,

II. — Cherchons maintenant les vibrations transversales
dont est susceptible le prisme.

Prenons:
¥ = Psc’e’T
¢ = Qes'e’T
= Res's'T

P, Q, R étant des coelficients constants et supposons que 1'on

ait choisi «, §, v de maniére & vérifier

2 : p?
Pyt =
1
et les relations :

wa = mm, elc.....

La condition de transversalilé & = o donne

Puf Q8 +Ry=o

relation que nous assujettirons P, Q, R a vérifier.
Dans ce cas les composantes tangentielles de la pression &

: dE dn N
la surface sont nulles. En effet a -+ 7 ¢ réduit ici & :

— s (PBs'¢’T 4 Qas'c'T)

c’est-a-dire contient le facteur s qui s’annule pour @ = o
et x = a.

De plus nous remarquons que la composante normale
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du déplacement est encore nulle A la surface, car § par
exemple contient s en facteur.

Les conditions de Lamé sont donc remplies.

Mais les solutions trouvées correspondent & un probléme
que Lamé n’avait pas en vue et qui est le suivant :

Un corps rigide posséde une cavité en forme de prisme
rectangulaire, on y place un prisme élastique ; trouver les
vibrations transversales et les vibrations longitudinales dont
est susceptible ce prisme.

Le seul mouvement possible est en efiet le mouvement
de glissement pour les ¢léments de la surface ; par suite, si
nous négligeons le frottemenl, les pressions tangenticlles
qui s'opposeraient & ce glissemeut doivent étre nulles.

D'autre part, les composantes normales des déplacements
doivent étre nulles,

KExaminons maintenant commeat on peut se rendre compte
de ce fait que les vibrations d’un prisme rectangle ne sont
ni exclusivement longitudinales, ni exclusivement trans-
versales.

Voici une maniére élémentaire de se représenter la nature
des vibrations propres d'un corps élastique.

Supposons une onde plane se propageant & lintérieur
d’un pareil corps ; elle se réfléchira sur les parois ; les ondes
réfléchies subiront & leur tour de nouvelles réflexions et
linterférence de tous ces rayons produira une sorte de
systéme d’ondes stationnaires ; c’est I'existence de ces ondes
stationnaires qui détermine I'état vibraloire du corps.

Dans le cas d’un fluide, les ondes longitudinales peuvent
seules se propager; un rayon incident longitudinal donne un

seul rayon réfléchi qui esl également longitudinal, et les
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-ondes stationnaires formées ne pourront étre que longi-
tudinales,

Dans le cas d'un solide, au contraire, un rayon incident
-se décompose par la réflexion en deux autres, I'un longi-
‘tudinal et V'autre transversal; les ondes stationnaires dues
A linterférence de ces divers rayons ne seront ni exclusi-
vement longitudinales, ni exclusivement transversales.

D’autre part, on ne pourra, méme dans le cas simple du
sparallélipipéde rectangle, s’arranger de facon que le nombre
des ondes interférentes soit fini, et c¢’est pour celle raison
-que la solulion est beaucoup plus compliquée que ne le
-croyait Lamé.

Cependant il y a des cas ou la décomposilion de l'onde
dncidente en deux ondes réfléchies, P'une longiludinale,
Vautre transversale n’a pas lieu et nous pouvons prévoir
(ue dans certains cas tous les rayons dus aux réflexions suc-
-cessives seront de méme nature et que par conséquent les
ondes stationnaires seront longitudinales ou transversales.

C’est en effet ce qui arrive, ainsi que nous allons le voir.

63. Vibrations du prisme rectangle. — Nous avons vu
qu'il y avait des cas ou une onde se réfléchissait sans se
décomposer ; & chacun d’eux correspond un cas ot I'on peut
résoudre complétement le probléme du prisme rectangle.

Rappelons donc les divers cas ou cetle décomposition n’a
pas lieu :

1° L'onde incidente est longitudinale et fombe sous I'inci-
dence normale ;

2 L’onde incidente est transversale et tombe sous l'inci-

-dence normale ;
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3° La vibration incidente est transversale et perpendiculaire
au plan d’incidence.

Le second cas renire dans le troisiéme, car 'incidence étant
normale, le plan d’incidence est indéterminé et peut étre pris
perpendiculairement & la vibration;

4° L'onde incidente est transversale, la vibration est paral-
lele au plan d’incidence et I'incidence est de 45°;

3° Le corps élastique est un fluide, c’est-a-dire p = o.

I. — Supposons que le prisme ait deux dimensions infinies,
c’esl-d-dire se réduise & la portion de l'espace comprise entre
deux plans paralléles # = o, # = a.

Considérons une onde longitudinale se propageant dans le
prisme el tombant sur ses faces sous l'incidence normale,

Nous aurons n = { = o et nous prendrons :
£ = cosaxr cospt = cT

avec les notations de Lamé. Assujetlissons « et p & satisfaire

aux deux relations :

8"8
ol b0

et L = mn

Il

m étant un nombre enlier. Les équalions de 1'équilibre inté-
rieur sont évidemment satisfaites.

Considérons les équations & la surface :

dt

pourxz = oetw = a.
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La premiére donne, puisque y ={ = o,

d

= pour x =0 et x = a.

et

Cetle condition est satisfaite puisque f—a’a contient sin a2 en
facteur.

Les deux aulres sont satisfaites d’elles-mémes. Done

‘ £ = cos ax cos 1t
< ‘q:o
| t=o
avee
‘ aa = mn
§ p
[ ==

exprime un des états vibratoires du prisme.
II. — Considérons un prisme rectangulaire dont une seule
dimension est infinie, soient :

Il

Y [0}

4

<
!
o

I

0 z

I

les équations de ses faces.
Prenons un plan d’incidence perpendiculaire & ox et consi-

dérons une vibration transversale perpendiculaire & ce plan,
nous aurons :

Nous prendrons :
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1l faudra d’abord satisfaire aux conditions & U'intérieur, ce-
qui donne la seule relation §2 4 y2 = %

Si nous choisissons en culre f et y de fagon que pb et ye-
soient des mulliples entiers de =, les conditions & la surface
seront salisfaites.

Nous avons en effet 6 — o, par suile les conditions rela-~

lives aux faces y = o et y = & seronl :

[ dn_
cly_o
di | dy
dy+ dw - °
di | dy
dy_l_dz

La premiére ct la troisiéme sont satisfailes d’'elles-mémes,.

la seconde I'est parce que % contient s en facteur.

On vérifierait le méme fait pour les faces z = o et z = c..

On a donc un élat vibratoire du prisme :

n=§{=o0
| & =ceT
avec
gt 2D
B+ v =
Bd = nn
ye =g~

[11. — Soit un prisme dont toutes les dimensions sont finies-

et: =0 y=0o zZ=0

x=a y=1= z=c
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les équations de ses faces. Nous allons considérer une onde
transversale, le plan d’incidence étant toujours yoz, la vibra-
tion sera paralléle au plan d'incidence, et lincidence sera
de 45°.

Nous aurons § = o0 soit ¢ = ¢'¢’T,, nous prendrons

et pour que l'incidence soit de 43° il faut p =y.
Les équations de I’équilibre intérieur donnent la seule con-
dition

2

I%

B2ty =

b3

W

et 13 relation 6 = -Z—; + i—‘% = o montre que la vibration est
transversale.

Si l'on suppose B tel que 86 =n= el en méme temps
fc = gm puisque B = v, ce qui exige que g soit unnombre ra-

tionnel, je dis que les conditions & la surface seront satisfaites.
D'abord elles le seront sur les faces @ —= o0 et # = a. On

doit avoir sur ces faces :

& _
dw = ©
@ | odn_
dy+dw
df |, dt
oﬁ_l—da‘_
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Or § = o, n et ¢ sont indépendants de . Les relations sont
donc satisfaites.
Considérons les faces y = 0, y = 6.

On doit avoir:

dn _

dy — ©

&, dn
dy+dz

di | dq
dy_l_ dw — °

La troisidme condition est satisfaite d’elle-méme, la

premiére I'est parce que Zf—; contient s" en facteur.

I1 reste
&y dny
dy + dz —

c’est-a-dire :

2y _ oy
dy® 7 dz?
ou encore :
— B =— 1%

relation satisfaite parce que 8 = v.
La vérification se ferait de méme pour 2 =o0 et z =¢;

le—g contient eq effet s” en facteur, car:

_A A g
s +d = Pys's
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L'état vibratoire trouvé est donec

E=o
'Y] — pcls//r.
{ =—pseT
avec
2
2 P~
282 = o7

Bd = n=, e = gx

IV. — Cas des fluides, p = o.

Cherchons toujours des vibrations périodiques de la forme
t =E,cospr,

£, étant indépendant de .

Les équations de I'équilibre intérieur sont, puisque w = o:

l—-:—pp‘le

do

dx

db

“ o2
)‘dy PP
do
A7

= —pp¥®

£, m, ¢ sont donc proportionnels aux trois dérivées partielles

de 8, il en résulte que &do - ndy -+ {dz est une différentielle
exacte.

Différentions la premiére des équations par rapport & z, la

seconde par rapport & y, la troisiéme par rapport & z et ajou-
tons, nous aurons :

AA) = — pp?0

ELASTICITE, 10
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ce qui s'écrit :

—__E
Ab = ol 0
puisque :
o1 A%
2=
p
et que p. = o.

La pression est nulle & la surface, on a donc, puisque p =o,
6 — o & la surface. .

Le probléme est trés facile & résoudre pour un prisme rec-
tangle, il suffit de prendre :

1.7

0 = ss's'T

P .
avec «? 82+ y? = f; et aa, p5, yc multiples de =.
2

En effet, & la surface, Pune des trois quantitéss, s, §”
s’annule,

Ge n'est pas ainsi que se pose, en général, le probléme
dans le cas des fluides. Quand on a un gaz enfermé dans une
capacité rigide, ce n’est pas la pression qui est nulle & la sur-
face, c'est la composante normale du déplacement.

Nous avons vu que §, v, { sont proportionnels a%, _;l_;, %-
La composante normale du déplacement est donc : V

~
ept dn

11 faut % = 0, on y salisfera dans le prisme rectangle en

prenant 6 = ¢c'¢'T.
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En effet, pour une face perpendiculaire & o, par exemple,

df ah o
'J'—Z;:—-OLSCCI‘

d .
—— contient donc s en facteur,
dn
Ces deux problémes, celui qui consiste & satisfaire aux

équations de I'équilibre intérieur avec § = o0 & la limite et
. db . .
celui qui exige -~ =0 a la limite, se retrouvent dans la

théorie de la chaleur.

Si on considére un corps qui se refroidit et dont la surface
est maintenue 40°, ¢’estle premier probleme qu’il faut résoudre;
si on suppose la surface impénétrable & la chaleur, c’est le

second.

64. Vibrations d’une sphére. — Les cas oi l'on sait
résoudre le probléeme de I'élasticité pour la sphére ne sont pas
beaucoup plus étendus que poar le prisme rectangle.

Le cas le plas simple est celui ol I'on suppose les vibra-
tions dirigées suivant les rayons et le déplacement d'un point
fonction seulement de sa distance r au centre de la sphére.

Dans ce cas la vibration est longitudinale, En effet 'on a :
)

1Hr)
z.f(r)

ll H
s 8

H

et par suite :
Edw - ndy 4~ {dz = f(r).rdr = dy

¢ est une fonclion ne dépendant que de » et de ¢ et dont les
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trois dérivées partielles par rapport a @, y, # sont les compo-

santes du déplacement.
Supposons que &, v, { ne dépendent du temps que par un

facteur cos pt, les équations & l'intérieur sont :

0ok ) S 4 pat = — pp%

Mais ici ¢
df | dn , d
f — — i —_— =
m+ y+dz—AcP
a0 _ das,
T do T dw

ou encore .
dds _ _pide
da —_mg dow

car elles expriment que les trois dérivées partielles de

2
Acp—l-f,—gv
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sont nulles. Cette quantité est donc une constante et comme ¢
n'entre dans le probléme que par ses dérivées on peut suppo-
ser cetle constante nulle.

En coordonnées polaires I'équation qui définit ¢ s’écrit ¢

A%y 2dp 4 p?
dr? 'rdr+

son intégrale bien connue est :

2
g ; ’ ; —
avec a? = ot ou en remarquant guon a pris ¢ (£) = cosp¢

sin ar

9 = cospt,

" L'6quation étant du second ordre admet aussi la solution

mais cette solution devient infinie pour r = o, on doit la re-
jeter.

Clebsch a traité ce probléme, mais il a obtenu la solution
sous forme de série, et je ne sais pourquoi il n'a pas vu que
cette série se raméne aux fonctions trigonométriques. 11 avait

pris pour inconnue

1 do

r dr

Pour achever le probléme il faut exprimer que la pression
est nulle & la surface, cela nous donnera « et par consé-

quent p.
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Considérons un point M quelconque de la sphére, le rayon
OM doit &tre un axe de symétrie, par conséquent la pression
en M esi normale. D’autre part, la pression est la méme en
tous les points de la sphére ; il suffira donc d’écrire qu'elle
est nulle en un point déterminé, par exemple le point situé
sur ox.

Pour ce point

y=z=oetx=a
La pression normale est :
az
N, =28  —
4 A + QP dx
pour qu’elle soit nulle, il faut donc que I'on ait :
d?o

Mais nous avons trouvé :

et I'on a évidemment au point considéré :

dyg __de
de ™ dr
d’e _ d%
dat ~ dr?

Donc en tenant compte de:

do___2dp

dr? = rdr ?
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Péquation (1) s'écrit :

du. d
2 —_ _? —_
(A4 2u) a0 + g = ©
D’autre part

¢ = cospl. sin ar

P

o satisfait donc a I'équation :

g sinar | 4w jecoser sinar]
(A 4 2u) o cospt — = 4 = cosptl_————r —7 |=o°
pour » = a, « étant le rayon de la sphére.

Cette équation s’écrit aprés simplification :
(A 4 2p) «20? — dp] tgea - dpoa = o

C’est une équation transcendante qui a une infinité de
racines réelles.

Faisons en effet varier aa entre (2% — 1) 7—; et (2% 4 1) g:
% étant choisi suffisamment grand pour que le coefficient
de tg aa soit positif.

Le premier membre prend toutes les valeurs de — @ 2
4 o, donc il y a au moins une racine dans lintervalle
considéré. Il est facile de voir qu'il n’y en a qu’une.

L'équation n’a pas de racines imaginaires, cela résulte

d’une démonstration générale faite plus haut.

65. Dans tous les exemples donnés nous avons trouvé des
vibrations exclusivement transversales ou exclusivement
lIongitudinales. Nous avons dit que ce n’était pas le cas géné-

ral. Nous allons donner un exemple assez simple, que nous
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devons & M. Brillouin, de vibrations & la fois lransversales
et longitudinales.

Nous savons que si I'on prend :

o = cOS L. sm.ocr
avec
2
9 — P
ot = w%
ona:
2
Ap=— 3¢ (1)
Par conséquent :
A dy . _ p2dg
de ™ o} dz

c'est-d-dire que si ¢ est une solution de ’équation (1) il en

d:
de mé a?.
est de méme de ;

St donc on pose:

¢, m, ¢ satisferont comme di -@E d
libre intérieur :

&.
&.
&1
3
@
=
el
3
=2
=
o
=
[=)
=
w
(=9
1)
-
a
o]
g,
.

mais ne satisferont pas aux conditions aux limites.
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Les quantités &, v, { définissent une vibration longitudinale ;
cherchons maintenant une vibration transversale définie par
trois fonctions &, v, { satisfaisant aussi aux condilions de
Véquilibre intérienr.

L’on doit avoir 6 o, par conséquent les équations inté-
rieures se réduisent a:

pAE == — ¢p%
2
ou encore & : Af = — &
1
Posons :
¢ = A cospt. sin fr avec : B = £
r °n
¢ satisfera 4 ’équation :
— 2
ap=—55y

On aura done encore :

LB P
dac? w} do?
ALY PR a
dacdy o} dxdy
ALY Pt dy
dacdz o} dxdz

Posons :
! d2
E =gty

A
= dzdy

_ 2y

L dwdz
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¢ satisfera quel que soit B & 'équation:

Cherchons & remplir la condition 6 = 0; on a:

dE
-l— dz o (M =+ BY).
p2
Il suffit donc de prendre B = p2 = o3
1

Nous avons ainsi deux solulions des équations intérieures,
Pune représentant une vibration longitudinale, l'autre une
vibration transversale.

La somme de ces solutions sera encore une solution et on

aura :
—_— 2
= dac2 +dx- + B
a2y
= dde+ dady
_ % @
\ ¢= davdz_l— dxdz
avec :
. sin ar _ sin pr
¢ = cospt. ——» ¢y = Acospt. "
o = -ﬁ; = L
(02 _(1.)4

Cette solution comporte donec deux indéterminées A et p.
Cherchons & en disposer de facon & satisfaire aux conditions

a la surface. Posons pour abréger :

d‘?_l__i
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on aura ¢

£ dH

- B

/ ad
\ da
dH
¢ 'ﬂ—'gl‘
|
dz

Nl

6 se réduit & la valeur qui correspond & la vibration longitu-
dinale, c’est-a-dire :

d d
0 = ﬁ:— a %9
Adoc * dx

Nous allons calculer les pressions a la surface. Considérons
I’axe oz, tout est de révolution autour de cet axe. Les pres-
sions et les déplacements sont donc distribués de méme dans
tous les plans qui passent par ox et il suffira d'éludier cette
distribution dans l'un d'eux, par exemple dansleplan des zy.

Prenons dans ce plan des coordonnées polaires. Soient :

X =1reosu

y = rsinu

les coordonnées d'un point M ; apreés la déformation ce point
vient en M’ de coordonnées # -+ §, y -+ nour +p, 4 + o

Je vais calculer p et w. Pour cela je remarque que

tde 4+ ndy -+ (dz

est le travail que produirait une force fictive de composantes
§ m, ¢ appliquée au point @, y, z pour un déplacement
dx, dy, dz de ce point. Or, on a:

tdaw -+ ndy - tdz = dH + B2dw
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Dans le plan des 2y, { = o; supposons que le déplacement
virtuel dz, dy, dz se fasse aussi dans ce plan de telle sorte
que dz = o.

Exprimons le travail en coordonnées polaires. Les projec-
tions de la force fictive seront p et rw, les déplacements

paralleles seront dr et rdu. On a d’ailleurs:

da = cosudr — r sinu du.

Done:

pdr 4 riodu = dH - 82y (cosudr — rsinudu)

Identifions, nous aurons :
di
‘ p= -(Z"_ —|— p%cosu
1 [dH .
? 0w = 7‘_2 ET-;— [32417' smu]

D’aprés leur définition, p et ¢ ne dépendent que de i,

soient ¢ et Y’ leurs dérivées par rapport & 7.

H=(g + ) = + ) 5= (¢ + ) cosu

Posons H; = o' 4 {/, H, ne dépendra que de », on aura
H=H, cosu.

Nous avions trouvé

d
6 = — ¢2 j,
* dw
]
on aura de méme en posant :
0, = — o2y’
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Pégalité :

6 =06, cosu

6, et H, ne dépendent que de ~, donc:

a_d,
dr — dr “
di

T H, sinu

soient alors

¢y et ©, ne dépendront que de et 'on aura:

i p==p, COSU

® = w, sinu

Nous allons nous servir pour continuer de la considération
de ellipsoide des pressions. Nous savons que son équation

en un point (o, y, 2) est:
{ N,da? 4- Nydy? 4 Nydz?
+ 2T, dydz + 2T dwdz + 2T ,dzdy
¢ étant une constante quelconque et qu'en posant :

ds? = da? + dy? -}~ dz?
ds.ds = dwdf 4+ dydn 4 dzdi

elle se réduit 4 :
Ads? | Qudsds = ¢?
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La premiére forme montre que, pour exprimer que la pres-
sion sur I'élément de la sphére, perpendiculaire & o, est nulle,
c'est-a-dire que N; = Ty = T,, il suffit d’écrire que 1'ellip-~

. soide des pressions relatif & un point de cet élément est un
cylindre dont les génératrices sont normales & I'élément.

Considérons 'intersection de lellipsnide relatif au point
x=a, y =0, # =0, avec le plan des wy, elle devra se
réduire & deux paralléles & ox.

Nous avons:

[ ds? =dr? - r*du® + dz?
| dsds = drdp + redu? + ridudw - dzdt

et les identités :
% de
5 de _drdr +dudu
dw dw
( (lu)—ﬂd)" +6Edu

L'équation de J'ellipsoide est done :

Pour que 'ellipsoide se réduise & un cylindre paralléle & ox
il faut et il suffit que les coefficients de dr? et de drdu soient

nuls.
On doit done avoir :

A0 - QV—E—O
dp 4 ,ade _
a’u_f_7 ar - °
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Ce sont les deux équations qui doivent déterminer A et p,
elles doivent étre satisfaites pour » = a, quelque soit w.
Divisons la premiére de ces équations par cos %, la seconde

par sin u, elles deviennent :

do
Q 1
‘ Re‘l+“.u'dr 0
( —Pl—l_r?d_‘__o

p4» 01, 0, ne dépendent plus que de r; les équations sont
donc indépendantes de u.

Faisons-y 7 = a et remarquons que les équations sont
linéaires en A. Il sera donc facile d’éliminer cette inconnue
et on aura une équation transcendante pour déterminer p.
Celte équation a toules ses racines réelles d’aprés une remar-
que générale faite plus haut. A chacune de ces racines
correspond pour A une valeur finie, différente de zéro et bien
déterminée ; la vibration trouvée n’est donc ni exclusivement

transversale ni exclusivement longitudinale.

66. Rayonnement de la force vive élastique dans
Pair. — Jusqu'a présent nous avons supposé que le corps
¢dlastique considéré vibrait dans le vide. Si la vibration se
produit dans lair il y a perte de force vive, I'amplitude
de la vibration va constamment en diminuant, la pression
n’esl pas nulle & la surface du corps, toutes circonstances qui
compliquent encore le probléme. Aussi nous nous bornerons
a un cas trés simple, celui ol le corps élastique est un
prisme rectangulaire qui a deux dimensions infinics, ¢’est-a-
dire la portion de l'espace comprise entre deux plans paral-

Jéles,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



160 LECONS SUR LA THEORIE DE L'ELASTICITE

Soient
= — x,

o= a

ces deux plans: nous supposons qu'il y ait de 'air des deux
cotés et que l'on ait y =% = o, £ ne dépendant que de x et
de ¢. C'est dire, en d’autres termes, que le mouvement vibra-
toire se fait par ondes planes longitudinales, paralléles & yoz.
Dans le corps élastique, ¢’est-a-dire pour — z, < o < @y,
I'on doit avoir:
dE_ e dE
d2 7 da?
a étant la vitesse de propagation des ondes longitudinales
dans le solide.
Dans lair, c'est-a-dire pour | @ | > a,, cette équation est
remplacée par:
L 42 4%
dez ™ 7 dw?

b représentant la vitesse de propagation des ondes longitudi-
nales dans 'air.

Les conditions aux limites seront les suivantes : a V'origine
%,
dt

Supposons %: 0, dans l'air et dans le corps élastique,

du temps on devra se donner £ et

et £ = o, dans 'air, au temps zéro, c’est-a-dire que 'air part
du repos. Nous supposerons que, pour ¢ = o, { est une
fonction de @ connue entre — w, et w,.

Pour simplifier I'écriture, nmous pouvons méme supposer

que cetle fonction est une fonction paire de . Si la symétrie
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par rapport au plan @ = o alieu au début, elle. subsistera
toujours, Cette derniérs hypothése restreint £ 4 ne plus con-
- tenir qu'une fonction arbitraire de x, au lieu de deux, mais
jen’ai en vue que de donner un exemple aussi simple que
possible. '

Les équations dont dépend € sont en effel les équations des
cordes vibrantes. On connait leur intégrale générale.

Dans le corps, c'est-d-dire pour — 2, < @ < @,

£ =F(at + @) + F (at — @)

(on a la méme fonclion F parce que £ est paire).
Pour @ > x, on doit avoir :

v

E=¢ (0t + o) + 9, (6t — )

enfin pour z << —x,
§=g (b0 — ) 4 9, (b + 2)

Les fonctions ¢ et 9, ne sont d'ailleurs déterminées qu'a
une constante prés, qu’on peut en effet toujours ajouter & ¢ &
condition de la retrancher de o,.

Au temps ¢ = o, £ = o dans lair, donc pour =z > x; :

2 (@) + 9 (— @) =0

Mais on a aussi au début : -

z_,
dt
done :
¢ (@)t i (—a)=0
ELASTICITE, ' 11
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La premiére relation différentiée donne :

¢ (@) —¢i(—2) =0
11 en résulte :

P (w‘:q:',,' (—r)=0o

¢ et ¢, sont donc des constantes que je puis supposer nulles,
d’aprés une remarque ‘aite p' 1s haut, puisque leur somme
est nulle.

¢ et ¢; seronl donc nuls ‘outes les fois que leur argument
sera supérieur A ;. .

L’argument de o, c'est-3-dire &¢ -+ @, est toujours, dansla
région située du coté des @ positifs & partir de «,, supériear
a w,,

Donc pour« > @, on a:
=g (0t — @)
et pour ¢ < — x,,
=g, (bt + o)

Ecrivons les conditions aux limites; & doit étre le méme
pour & = x,, qu'il soit considéré comme déplacement d'une
particule d’air ou d’une particule du corps élastique.

Donc on doit avoir, quel que soit ¢ :

(1)  Flat 4 ) + F (at — @) = ¢, (0 — @)

La considération de ¢ = — &, donne évidemment la
méme équation.
La pression doit pour # = «, élre la méme dans
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Tair et dans le corps solide. Dans le solide, elle est

normale et égale & A6 - 2p. %, c’est-a-dire & (A 4~ 2u) 3—2

Dans T'air elle sera aussi proportionnelle & ;—‘i + Mais le coef-
ficient de proportionnalité sera différent. Donc pour » = «,,

lavaleurde %dans le solide sera dans un rapport constant

avec la valeur de & dans l'air, ce qui se traduit, en désignant
dx

par % une constante, par I’équation :
@) F (at 4 x,) — F (at — wg) = —ho{ (¢t — @)

Différentions 'équation (1) par rapport a ¢, nous aurons :
, bt
(1) F' (at 4 @) + F (at — @) = Pz (bt — )

Les équations (2) et (1) montrent que le rapport de deux

quelconques des trois quantités :
F' (at - x,), F (at — x,), o (bt — @,)

est une constante. En particulier:

F(at - ay) b— ha

F(al—ay) Ot =5 ha

Cette constante est positive, car elle différe peu de ce qu’elle
est dans le vide olt & est infini et od par conséquent la cons-
tante se réduit a 1.

~ Désignons-la par e-2%z,,
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En posant at — x, = y on aura:
F' (y + 2%,) = 2% F' (y)

Posons: ¥ (y) = ¢* F’ (y) nous en déduirons :

¥ (y + 2,) = ¥ (y)

W (y) est donc une fonction périodique qu’on peut développer
en série

mimy

—_—

¥ (y) =ZA,,,e To

Alors :

Mt

F (y) :ZAme(_K.‘ P

P I VR 8

min
—K4+—
Xy
On a finaleinent :
miry i
E— Am - [e(—x+ o) (at+) " e(_K+ o~ ) (at—z)]
— K L2Z ‘
+ o,

c'est-a-dire .
= e~¥at, o (a,0),

® élant une fonctlion périodique de ¢ dont la période est

2,,
a

Cette fonction ® est représentée par une série de sinus et

de cosinus qui est précisément la série des harmoniques
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successives d’une vibration de période —j’- Les périodes de ces

harmoniques ne dépendent pas de K, elles sont donc les
mémes quel que soit le milieu dans lequel le prisme est plongé
et en particulier pour le vide.

Le facteur e¢—Ea¢ fait connaitre la rapidité de 'extinction;
on voit qu’elle est la méme pour tous les harmoniques.

Ces propriétés ne sont probablement pas vraies pour un

corps vibrant de forme quelconque.
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CHAPITRE VII
PROBLEME DE SAINT-VENANT

6. Considérons un cylindre homogéne qui n’est soumis
4 aucune force extérieure non superficielle. Nous faisons par
conséquent abstraction de sa pesanteur. Nous supposons en
outre qu’il n’y a pas de forces superficielles latérales, de telle
sorte que les seules forces agissant sur le cylindre soient
appliquées aux deux bases. En les composant comme si elles
étaient appliquées a un solideinvariable, elles doivent évidem-
ment se faire équilibre.

Saint-Venant fait une hypothése de plus; il suppose &
Vintérieur du cylindre N, = N, = T, = o. Nous verrons
plus loin la raison de cette hypothése.

Cherchons quelles relations elle établit entre &, 7, &.

On a les trois équations :

[ 9, % _
Ae_l_“""dw_o

dn __
) Ro—l—ﬂp.dy—o

| dn\_
¢ \dy+dw>_0
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Les deux premiéres donnent :

et par suite:
df | dt
+ + =2 dx + dz

Cette valeur portée dans la premiére des équations (1) con-

duit a la relation :

dg dt
A2 ) =

qui, en posant :
K——2ite
donne:

Par conséquent la valeur de 6 trouvée plus haut s’éerit :

dt w df
=@+K) ~=— 23&—
ou encore
p—
)\+l.l.ds

Cela posé, considérons les équations de I'équilibre intérieur:

{ dT., dTl, -
+ i =0
dT3 dN2+
d'12 dT,
+ dz.
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Nous avons Ny = Ny = T4 = o, par conséquent les deux

premiéres donnent :

T, _, A,
dz dz
c’est-a-dire :
@
dz? U daxdz ™
@ d%
dz*® dydz

La troisiéme est d’ailleurs:

do ,
O 02+ pat =0

et, en tenant compte de I'expression de 6 avec ;Lia

Zzs 4 Al=o0

ce qui s'écrit en développant A7 :

d2§ ax

'l_dJa'l' dz?

Toutes ces équations ont lien & l'inlérieur du cylindre; & la
surface latérale, il faut écrire que la pression est nulle.

Soient, en un point de cette surface, cosp, sinp, o, les
cosinus direcleurs de la normale au cylindre prise vers I'exté-
rieur, les génératrices étant supposées paralléles A oz ; les
trois composantes de la pression sont :

N, cosp 4 Tysinp
Tycosp -+ Nysinp
Tycosp + T, sinp
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En écrivant qu’elles sont nulles et tenant compte de ce que

N; = Ny = T4, = o, on a la seule condition :
Tycosp -+ T,sinp =0

tout le long de la section droite du cylindre puisque T, et T,

ne dépendent pas de 3.

68, Je me propose de déterminer &, v, { d’aprés ces équa-
tions; il sera facile ensuite de trouver les forces qu'il faut
appliquer aux deux bases pour produire la déformation.

Nous avons obtenu les conditions :

4 dn

‘ de ™ dy

| £ _dn
dy —  dx

Elles expriment que £ - #n est une fonction de la variable

complexe « -} ¢y. Posons @ - ¢y = u, 'on aura, :

E 4 in=f(w2)

Quelle est 1a forme de la fonction f?

Nous savons que :

By
dz—Kda;—j—Kdy

dzg dzc
dz? ' daxdz T
A2y 4

dz2 " dydz °

Les deux derniéres relalions s’écrivent en tenant compte
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de la premiére :

;g2 d
\dz_l_ da,E‘_O

(o) B
a2 TE g =
Revenons 4 la relation § 4 @n = f (u,3); différentiée par
rapport & x elle donne :

ak , .40 __df
—+z 2 du

B dp
dx2+ doc2 du?

d’ou l'on conclut en désignant d’une fagon générale par & (D)

2= (@)

5o

la partie réelle de @ :

On aurait de méme en différentiant par rapport a y:

% L df

A T dp T T

La partie imaginaire de & est done aussi: — ¢ ] et I'on
p g qu? . dy?
peut écrire :
Pr_ %t
aur = dm? dy
ou en désignant par @ l'imaginaire conjuguée de ®,

s d&f_ d% ; d*n
du? — da? dy?
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Cette équation va nous servir pour déterminer f.
Multiplions la seconde des équations («) par ¢ et ajoutons-la

4 la premiére, nous aurons :
a% . d?n d¥ | dM\
atigat K(dw2+ ‘d_yf) =0

<'est-a-dire :

e ar

an T B ga=o
ou

I gL

dz? — T du?

Le premier membre est fonction de u et de =z, le second

de u et de z, pour que I'égalité puisse avoir lieu il faut que les

deux membres ne dépendent que de z.

Donc :
@
T = 9%)
et par suite :
f=a- bu 4 cu?

a, b, c étant des fonctions de z. Portons cette valeur dans

ar &
a2 — K gw
nous aurons ;
d?a l2b d2e -~
d—zg—I—ud—zi—{— uza—z—az—‘zK.C

Mais w et z sont des variables indépendantes, cette relation
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exige done :

& et c sont par suite des polyndmes du premier degré en z et

a est du troisiéme degré.

Nous connaissons / (u,z2) = § - #v, c’est-d-dire £ et ; il
s'agit de déterminer .

Partons pour cela de la relation :

K _x B _yga(X
dz =K de K. <du>
Ona:
df — b + 2u

. d .
il en résulte que d—ﬁ est du premier degré par rapport a 'une

quelconque des trois variables o, y, z. Soit :

d{ = a4 pz

¢ et 8 étant du premier degré en x et y; intégrons, nous

aurons :

322
t=as+ 2 F (o)
Mais ¢ doit satisfaire & I'équation :

a2
L +dz2

dx’
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F vérifie donc la relation :

@F . d°F
@-!—@rl-“—’?:o

f est un polynéme linéaire en x et y, soit
—9%=A+4Bz+ Cy
A, B, C étant des coefficients constants, I'équation en F sera :
AF = A + B + Cy

Elle admet une solulion évidente :
22 ¥ z?
r=A ) -+ Bz 9 +Cy§

Posons F =¥ -+ Q, la nouvelle inconnue Q satisfera a:
AQ =0

Cela ne suffit pas pour la déterminer; mais aous avons

encore & tenir comple de la condition :
T, cosp + T, sinp =o

tout le long de la section droite, c’est-a-dire :

@ N dn
<dx+dz> cosp+<dy+dz> Smp=0
Or

dg a . dz
T COSP 4 dy sinp =2
done:

de o dE o dn
) dn+dzc_08p+d—zsmp_0
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Nous avons d’ailleurs trouvé :

22
t:uz-}—p—?-—l—llf—l—(z

On a par conséquent :

22
do (“‘H* §> av  d dn

=—d— — =5 — = cosp —

dn dn dn dz sinp

c'est-a-dire une équation de la forme :

dQ
d_n =Y (w, y),

o0t V est connue si on donne la section droite du cylindre.
En résumé, le probléme revient 3 trouver nne fonction &
de x et y, qui & l'intérieur de la section droite satisfasse &

I'équation de Laplace AQ = o et telle que Z—i ait des valeurs

données sur le contour de la section.

69, Si le probléme comporte une solution, il en comporte
une infinité, car on peut ajouter & Q une constante arbitraire.
A part cette constante, Q est complétement déterminé.

Le probléme a-t-il toujours une solution ? Le théoréme de

dQ
f o ds= _/' AQdo,

la premiére intégrale étant prise le long du contour et la

Green donne :

seconde étendue & toute la section. Mais 'on a AQ = o, par
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conséquent il faut :

¢

f——ds_o ou fV(w,’y)ds:o

A quoi correspond cette condition ?
Nous avons trouvé :

2
d <uz +8 z_>
aQ . 2 v
= g G+ o o i
el comme on a:

dx = ds. sinp
dy = — ds. cosp

la condition\[?l—Q ds = o s'écrira:
dn
d az—{—@
f d+f‘“”d +f (Brao—5 )=

Considérons les deux premiéres intégrales.

Le théoréme de Green donne:

z2 7o wzta i . 22
oo e .

et comme « et § sont linéaires en x et y
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Appliqué éf%—: ds, le méme théoréme donne:

f%dg:fAl}dw:f(A—l“Bw“l‘Gy)dw

d’aprés la définition de .

Pour transformer la troisitme intégrale, nous nous appuic-
rons sur une autre forme du théoréme de Green:

j‘Udm+vczy:f(‘.%_%) do.

Elle donne:

?
‘_i'_ﬂ iE L a2t d*n
/ == f(\d-'vdz + dydz) e

Mais nous avons les relations :

d% d23 _1 d_zc
dedz ~ dydz — K dz?
et comme

2
t=owtB5+T+0
on a aussi :

d* 1

h=8=—3(A+BaotCy)

dQ
f%dS—O

La relation
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s'écrit done :

[A+Bo 0y dm—:—{f(A—{—Bm-l—Gy) do = o

ou encore :
1
(1 “1’{) [(A 4 Bo +Cy)do =o.
i . 3x 4 2
Le fact — bl it g
acteur 1 g qu est 20T p) n’est pas nul, on a donc

JiA+Be+Cy) do = o,

Prenons comme axe des z la paralléle aux génératrices qui

passe par le centre de gravité de la section. On aura

fwdm:o, fydw:o.

11 reste Afdw = o et comme fdw qui représente I'aire

de la section n'est pas nul, cela exige que 'on ait: A = o.

A quoi cela correspond-il? On sait que A est le terme

d \
constant de —; 4 un facteur prés.
dz
Or:
K _xa (%) =
2 =g (du> — K& (b + 2cu)
donc :
as db . de
=xa (079 + 2Kufk (dz)
ce qui donne:
db
_ A=—2Ka ( dz)
ELASTICITE. 12
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La condition pour que ie probléme soit possible est donc

. dé . ) : db .
que la partie réelle de e soit nulle, c’est-a-dire que o soit

purement imaginaire.
Combien y a-t-il de constantes arbitraires dans la solution
que nous venons de trouver ?

Nous avons
r=a-+ bu 4 cu?

a étant du troisiéme degré renferme quatre coefficients, & et
< en contiennent chacun deux, mais comme ¢ est déterminé
quand on connait @, d’aprés la relation :

d?a

d_—z 3 ey

— 2Ke,

il n'y a en toul que six coefficients complexes, c’est-a-dire

2
douze constantes réelles, On connait alors az p% et W, il

reste a déterminer Q, ce qui introduit une constante de plus.

Mais la condition & <g—z> = o en fait disparaitre une, il n’y

a donc finalement que douze conslantes,

Les quantités £, q, { dépendent linéairement de ces douze
constantes. Si donc on trouve d'une maniére quelconque
douze solutions particuliéres indépendantes, on aura la solu-
tion générale en les combinant linéairement.

Il y a six de ces solutions qui sont évidentes, ce sont les
six déplacements que le cylindre peut subir sans se déformer.

Les six autres seront données par des déformations simples
correspondant & une traction ou compression, une torsion et

quatre espéces de flexions, Nous les déterminerons plus loin.
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70. Nousavonsvu que & - i élait une fonction de u, c'est-
a-dire de @ 4 ¢y, nous allons donner une interprétation géo-
métrique de ce fait.

Considérons dans une section droite du cylindre avant la
déformation deux courbes AB et AC. Soient A'B’ et A'C ce
qu'elles deviennent aprés la déformation. Projetons A'B'G’ sur
la section droite, désignons par A”B” et A”C” les projections.

Au point (@, y) de AB correspond un point (z 4 &, y + =)
qui appartient & A”B”. Comme £ - ¢4 est fonction de @ - iy,
il en est de méme de (x 4 ) 4+ ¢ (y 4 0}, c'est-a-dire que
l'on passe de AB 3 A”B” par une transformation conforme.
L’angle des courbes A”B” et A“C” est donc égal A celui de AB
avec AG.

D'autre part, sion considérele plan des tangentes en A" aux
courbes A'B’ et A'C’, ce plan fait avec le plan ABC un angle
infiniment petit de I'ordre du déplacement. Donc la différence
entre 'angle B'A'C’ et sa projection BA”C” est un infiniment
petit du second ordre. On peut donc dire que

angle BAG = angle B'A'CY

c’est-A-dire que l'angle de deux courbes situées dans une

méme section droite n'est pas altéré par la déformation.

71, Lorsqu'on a choisi f = @ 4 bu 4 cu? nous savons
que pour déterminer ¢ il faut encore trouver la fonetion Q
telle que AQ = o & lintérieur de la section droite et que

g—g =V sur le contour de cette section, V élant une fonclion

connue de x et de y.
Nous allons examiner les cas ot 'on sait faire la détermi-

nation de Q.
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Traitons d’abord le probléme pour un cercle. Nous pren-
drons des coordonnées polaires p, 9. La forme la plus
générale satisfaisant & AQ = o estsi Q reste fini au centre:

Q :EA,,’r" c0s ngp -i—EB,,,T" sin ng

Pour déterminer les coefficients A, et B, nous nous servi-

d!
rons de 22—y pour r = rg, 7, étant le rayon du cercle.

dn
V est une fonction périodique de ¢, de période 2=, on

peut donc 'écrire:
v =ZC,, €os nyp +ZD” sinny
et 'ona:
E C, cosng —|—ED,z sinng
:ZnA,,ron—‘ cos np —I—EnB,/r(,"—' sinng

Identifions, nous en déduirons :

C
A, — —2_
‘ Y

? B,, - Dll

- n—1i
nry

Dans le probléme particulier de Saint-Venant, la série V se
réduit a trois termes, Ja solution est donc trés simple.
Si, au lien d’une section droite circulaire, on avait une

section droite annulaire, on prendrait
‘ ZA,,W‘ oS Ny —i—ZBnr” sin ng
Q —
? —I—Zt\,{r—” oS ng —|-ZB,{7~—" sin ng
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On aurait pour V deux expressions de méme forme que
précédemment, correspondant aux cercles limites, et les équa-
tions :

aQ
dn
dQ

%zV, pour r=r,

=7V, pour r=r,

donneraient deux équations linéaires pour déterminer A, et
A, ou B, et B,;, quel que soit =,

Passons au cas d'une section de forme quelconque. Consi-
dérons la variable complexe u = @ -~ ¢y ; la relation

2 | &0 _

dat T g T O

signifie qu’'on peut trouver une fonction Q' de x et de y telle
‘que Q -1 7Q’ soit fonction de u.

Soit U = X + ¢Y = ¢ (u) une autre variable complexe et
je suppose qu’on a pu déterminer ¢ de telle sorte que, lorsque
u décrit le périmélre ou l'intérieur de la section, U décrive
le périmétre ou l'intérieur d’une circonférence 2. On dit dans
ce cas que U permet la représentation conforme de la section
droite sur un cercle. )

L’expression Q -} ¢Q' sera aussi une fonction de U et par
suite :

d?Q |, d2Q

axETay=°

3 I'intérieur du cercle X.

Voyons ce que devient I'équation aux limites :
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Considérons un point M du périmétre de la section, la nor-
male en ce point et un point M’ voisin de M pris sar cette

normale. On a :
MM’ —=dn

Faisons la représentation conforme, le point M vient en M,
sur le cercle et M’ vient en M] sur la normale au cercle,

puisque les angles sont conservés.
M,M{ = aN

On a évidemment :

gzy:\/dxz —|—dY“~ld(X+iY)
an ot a2 | d{@4- iy
par conséquent :
dQ du
A=V | %

A 'aide de la transformation U = ¢ («) on a donc ramené
le probléme au cas du cercle.

Le probléme de¢ Saint-Venant pourra par suite étre résolu
pour toutes les sections dont on saura faire la représentation
conforme sur un cercle, en particulier pour les sections ellip-
tiques ou reclangulaires.

Il en sera de méme si I'on peut représenter la section sur
un anneau circulaire, ce qui est le cas d'une couronne com-

prise entre deux ellipses homofocales, par exemple.

72. Nous allons maintenant revenir a 'expression générale
de £, m, { et nous chercherons les six solulions particuliéres
simples du probléme autres que les déplacements sans défor-

mation,
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1° Traction ou compression. — Rappelons que si on prend

e i =1 (u)
ona:
214 ( d]
“2— kR (=L
dz _du)
Prenons § + & = au, o étant une constante réelle que

nous introduisons parce que & - ¢ doit étre infiniment petit.
On aura. :
E=ow, = ay
1 { = kaz + O

® étant une fonction de « et de y que I'on peut supposer
nulle. Avec cette particularisation, les quantités N, N,, N,
T,, Ty, Ty sont des constantes, qui sont méme nulles, sauf Ny
qui produit la traction ou la compression.

2° Torsion. — Posons & - in = iuzw, on en déduira:

E _— Yz
n = Xz
¢ = const.

Etudions 1a maniére dont une section droite se déforme et
se déplace en projection.

Un point (=, y, #) devient (x + &, ¥ 4+, -+ &), sa pro-
jection est @ &, ¥ 4 m. Il a donc tourné autour de 0z d'un
angle wz. Get angle qui est le méme pour tous les points de
la section n’est pas le méme pour toutes les sections droites ;
il y a réellement une torsion.

Cherchons les forces qui la produisent. On a :

N;=o car N3:)\6+29%
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et
d_E__d‘q_ldE

do—dy Kdz  °
Les composantes tangentielles :

Tl = uaL

T2 = — pay

ont une résullante perpendiculaire au rayon vecteur du

point (x, ¥).
3° Flexion simple, — On pose :

£+ i = au? — Kaz?;
¢ se réduit & « et on a bien :

d?a

e — 2K,

Considérons les différentes molécules du corps qui se
trouvent sur une méme paralléle anx génératrices, on dit
qu’'elles forment une fibre. Aprés la déformation cette fibre ne
reste pas rectiligne; pour étudier sa forme nous prendrons
pour nouvel axe des z la position de la fibre avant la défor-
mation, en conservant le plan des xy.

Les coordonnées d'un point de la fibre déformée sont &, y
et z. Dans le cas général ou I'on a :

E+ in=a-+ bu 4 cu?

£ et v seront du troisiéme degré en 2, la fibre déformée sera
donc une cubique gauche.

Dans le cas de la traction, la fibre reste une droite paral-
léle & oz. Elle reste encore rectiligne, mais non paralléle & oz,
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dans la torsion, car £ et v sont alors du premier degré en z.
Pour le cas de la flexion simple que nous considérons,
§ est une fonction du second degré de z, v est indépendant
de z ; les équations :
E = (@? — y?) — Kaz?

n = 2uzy

représenient une parabole située dans un plan paralléle au
plan des z£.

Tout ceci ne doit pas étre pris trop & la lettre; nous avons
en effet négligé les carrés de £ et de m, nous ne pouvons done
avoir qu’une premiére approximation. Par exemple, dans le
cas de la flexion, la fleche de la parabole étant petite on peut
aussi bien I'assimiler & un arc de cercle,

Le seul fait importani 'dans ce cas est que la fibre reste
plane.

En posant :

Eiq = a2 — Koaz?
ona:
E= o (0? —y?) — Kuz?
n = 232y
¢ = 2Kazwz + @ (2. )

ce qui donne :
= 2 (2 + K) @

Les expressions de Ny, T,, Ty sont d.onc :

Nj == 2ux (3 -+ 1)

Ao
T =ty
d®
T2=t g
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On aurait des formules analogues en permutant § et 4.

4° Flexion complexwe. — Supposons qu’on prenne
z8
£+ & = azu? — Ka 3
¢ et m changent de signe quand on change z en — z, la fibre

déformée est donc une courbe a centre avec un point d'in-

flexion & l'origine.
n = 2u@yz est I'équation d'un plan qui contient la fibre

déformeée, ce plan n’est plus le méme en direction pour toutes
les fibres; il est toujours paralléle & ox mais fait avec oz un
angle trés petit, variable avec la fibre choisie. On conserve
pour cela & zox le nom de plan de flexion.

Les expressions du déplacement seront :

n = 2axyz
\ {=Kawz? 4 & (2, y)

et nous trouverons pour les forces :
Ny =da[A 4+ KX+ p)] 22
dd
Ty=p <(2°‘w.’/ + @)
dd
Ty = (x (@ =g+ T7)

En permutant £ et v, on aurait la sixiéme solution particu-

liére..
Il semble que le probléme que nous venons de résoudre est
assez artificiel. Gomment Saint-Venant a-t-il été amené a se

le proposer ? Dans les applications on a souvent & étudier les
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déformations de prismes soumis uniquement & des forces
appliquées anx bases. Nous avons de ce probléme six solutions
particuliéres intéressantes. '

Ce n'est pas ainsi en général que le probléme se pose; on
donne les forces appliquées aux bases et on demande les
déformations qui en résultent.

Composons entre elles les forces agissant sur les bases
comme si le solide élait invariable, il devra y avoir équilibre.

Sur chaque base toutes les forces se réduiront 3 trois forces
paralléles aux axes et & trois couplés dont les axes auront
méme direction que ces forces. Si done l'on connait les trois
forces et les trois couples pourl’une desbases, on les connaitra
pour l'autre.

Supposons que 1'on change la distribution des forces-exté-
rieures sur les bases et que néanmoins, en faisant leur compo-
sition comme précédemment, on reirouve les mémes forces et
les mémes couples. Les deux distributions ne sont pas du tout
équivalentes au point de vue théorique, mais, comme on
s'occupe d’habitude de prismes de seclion faible par rapport
aleur longueur, on peut admettre approximativement 1’équi-
valence.

C'est ce que fait Saint-Venant ; il remplace dans chaque cas
la distribution réelle par une autre plus simple donnant
mémes forces et mémes couples résultants. Si alors on a une
solution particuliére du probléme, suffisamment générale pour
que les forces et les couples résultants aient des valeurs quel-
conques, on pourra se faire une idée de la déformation d'un
cylindre soumis & des forces quelconques.

Il faut pour cela six coefficients arbitraires. Nous les avons

trouvés, le probléme pralique est donc résolu. Ve
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73. Théoréme du moment fléchissant. — Considérons
un cylindre ABA'B’, soit CD une section droite quelconque.
La portion ABCD sera en équilibre sous l'action des forces
extérieures appliquées 4 la base AB, des actions moléculaires
mutuelles et enfin de la réaction de la partie CDA'B’, c’est-a-
dire des pressions sur les différents éléments de CD.

Soit dw un élément de CD; le cylindre ayant ses génératrices
paralléles & oz, les {rois composantes de la pression sur cet

élément seront :

Tydow T,do N,dw.

Prenons pour origine le centre de gravité du cylindre et
pour axes les axes principaux d'inertie relatifs & ce point.
Soit o' le point out l'axe des =

perce CD, o'sera le centre de gra-

vité de CD et les intersections o'w’

et o'y’ de CD par les plans des zw

et des zy seront lcs axes d’inertie

y7 de la section.

Composons entre elles les pres--

sions élémentaires appliquées sur

CDsuivant les régles de lastatique.

Le résultat sera une force unique appliquée en o, quiest la

pression résultante, et un couple, le couple résultant. Les

momenis de ce couple par rapport & o'z’ et & o'y’ seront

appelés moments fléchissants ; le moment par rapport a oz
est alors dit moment de torsion.

Les projections de la pression résultante sont :

‘/‘Tzdw, fT,dm, ‘[Nsdm.
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Les moments fléchissants sont alors, puisque le moment de

la pression résultante est nul :

ny3 do pour . o'z,
et

—f“Na do pour oy

Le moment de torsion est de méme ;

f(”T4 —yTy)do

On peut trouver une autre expression de ces moments.
Soient F les forces extérieures appliquées a la base AB.

Toutes les forces appliquées au trongon ABCD doivent se
faire équilibre. Or ce trongon est soumis: 1° aux forces F;
20 aux actions mutuelles des molécules du trongon; 3° ala
réaction dela partie supérieure du prisme A'B'CD, c’est-a-dire
aux pressions qui s’exercent sur les divers éléments de CD.
Les actions mutuelles des molécules de ABCD étant égales et
opposées, les forces F font seules équilibre aux pressions sur
CD, par conséguent les trois composantes de la pression résul-
tante sont au signe prés égales 4 la somme des projections de
toutes les forces F sur leur direction,etles moments fléchis-
sants et de torsion sont égaux & la somme des moments des
forces F par rapport & o'z’, o'y’ et o'z.

Considérons une fibre quelconque du cylindre. Aprés la
déformation, elle devient une courbe; rapportons-la & trois
axes paralléles aux axes primitifs et dont 'un passe par la

fibre avant la déformation.
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Les coordonnées d’un point quelconque de la fibre seront

par rapport & ces nouveaux axes :
LEn 2+ 8
ou comme  trés petit peut dtre négligé devant =z :
&y 2

Projetons la courbe sur le plan des sz, la courbure de la

projection au point &, = est:

ou encore en négligeant le carré de %f;'

d2

:-'Jl"
g“l

Je vais montrer que cette courbure est proportionnelle au
moment fléchissant. C'est en cela que consiste le théoréme.
Nous avons:

E4+ i =a- bu -+ cu =f (u)
b el ¢ étant du premier degré en z. Donc:

a% a*y __dla
ds? + dz? ~ dz?

ce qui enlraine : .
dZE d?a
=" (Z)

La courbure ne dépend pas dex et de y; elle est donc la
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9
méme pour la projection de toutes les fibres aux points o
elles rencontrent une méme section droite.

Soient :
[ 6=20,-+ 1},
¢ =cy + ey,
Nous savons que :
d?a -
?d? = — 2Ke.
Done:
2
P e,
dz? A

Calculons le moment fléchissant pour o'y, c’est-a-dire
—fNaxdw.

Nous avons:

— s
3_)\0+2de

et comme N, et Ny sont nuls :

sp dt
A9 4 2. m =
dn _
)\9 + 2‘0. ;]—/ =0
Ajoutons membre & membre ces trois égalités, il viendra

Ny = (3 4 24) 0 = =2 B2y &
Mais, d’autre part :

&

w=% (& -+ 2cu)
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¢’est-a-dire :

dg

o= by + 2c0 — 2¢,y.

Le moment fléchissant est donc:

o[ @dot20, [@*do—2e, S acydw‘

Parmi les intégrales qui entrent dans le second membre

——fN:,wdu) 3)\—|—°’y)

deux sont nulles -

f wdw = 0, parce que o’ est le centre de gravité dela section

fwydu) = 0, parce que o'z est un axe d'inertie.

La troisieme intégrale f x3dw est d’ailleurs le moment

d’inertie I de la section par rapport & o'y’

On a par suite :
— [Nywdo =2 mx 264 1,

d?

et en tenant compte de la valeur trouvée pour —— g

- (3% 1 2p) | @%
fNawdco__ S 1o
Cette formule exprime le théoréme cherché: A un factear
constant prés qui ne dépend que de la nature du corps, le
moment fléchissant par rapport & o'z’ est le produit de la
courbure de la projection d'une fibre déformée sur le plan

de flexion «'0’z par le moment d'inertie de la section relatif
o'y'.
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74. Moment de torsion. — Le théoréme relatif au
moment de torsion est un peu moins simple et un pcu moins
général que le précédent.

Il suppose que la section posséde deux axes de symétrie
rectangulaires.

Considérons, dans une section droite, deux courbes MM,,
MM, et les tangentes en M A ces courbes. Aprés la déforma-
tion elles sortent de la section droite ; considérons alors leurs
projections M"M{, M"M4 sur celte section. Nous avons vu que
l'angle des tangentes en M’ élait égal & 'angle primitif en M.

Je me propose de savoir de combien il a tourné, ¢’est-a~dire
de déterminer 'angle de M’T{ avec MT,. Soit sur MM, un
point M, d’affixe (# - ¢y), le point correspondant sur M"M{
est le point M{ dont l'aflixe est:

o 4E4ily o,
c’est-a-dire puisque
Ein =1 ()
oA4E iy ) = U= £ ()
L’angle dont les tangentes ont tourné est ¢videmment l'ar-
du . dar
gument de o C est d-dire de (1 + du)
Prenons en particulier pour les courbes MM, et MM, les

deux axes d’inertie principaux de la section.

Nous avons :

ar o
P A )
o b -} 2cu

el comme Je point M a maintenant pour aflixeu = o:
df .
= by + fbl' .

ELASTICITE. 13
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Donc:
b,
1+o,

b, et &, sont du méme ordre de grandeur queé et n; comme

argument de (1 —I—S%) = arc tg

on néglige les carrés de ces derniéres quantilés on peut

prendre approximativement :
b _
ar'ctg1 l bo__b4.

La quantité &, sera ce que nous appellerons la rotation
des axes.

Considérons mainienant deux sections droites infiniment
voisines correspondant aux valeurs z et z 4~ dz, la rotation

des axes est différente pour ces deux seclions, l'une des sections

: . db,
auratourné parrapportal'autredel'angle -d—;- C'estcette quan-

lité %‘—s c'est-a-dire la dérivée de la rotation par rapport &

%, que nous appellerons la forsion.

En supposant deux axes de symétrie reclangulaires 4 la
section, nous allons montrer que la torsion est proporiion-
nelle aw moment de torsion.

Remarquons d’abord que &, et 5; sont des bindmes du

premier degré en 2:
by = b4 4 20}
b, =b{ 4 =zb!
t que l'on a: &) = o d’aprés la condition & (gl—b =0
et q H ¥4 ~

pour z = o.
Je dis de plus que I'on peut faire & = o.
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En effet #] est la rolation des axes dans la section moyenne
z = o et il suffit pour 'annuler d'imprimer & tout le cylindre
une rotation égale et contraire, sans déformation.
On aura alors :
by = by

b, = 2b}

Je dis que le moment de torsion est proportionnel & 7.

L'axe des z intersection des deux plans de symétrie zoz,
#oy est un axe de symétrie. Si I'on a une posilion d’équilibre,
on en déduit évidemment une autre en changeant &, =, @, ¥
en — £, — 1, — #, — y. Dans celie opéraiion le moment de

torsion

f (@Ty — yT,) do

\

ne change pas.
D’autre part, changer x et y en — @ et — y, c'est changer
u en — u et par suite £ (4) en £ (— u). Si on remplace ensuite

£ ety par —§& et — m, on aura :

E_I_in:—-.f(-—-u):-——a—]—bu—cuz.

Or le moment de torsion dépend linéairement des coeffi-
cients de £ (), comme il ne change pas il est indépendant de
a et de ¢. G'est donc une fonction linéaire de &} et 8.

Le plan des s est un plan de symélrie, si 'on remplace y
et m par — y et — = on aura encore une position d'équilibre.
Mais ici le moment de torsion a changé de signe. A quoi cela
correspond-il ?

3
Changer y en — y, c’est changer w en % et par conséquent

f () enf (¥) = a -+ bu -4 cu*.
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Remplacer 4 par — = transforme & 4~ iy en § — 4.

On a par conséquent :

E—iq=a- bu -} cu*

c’est-2-dire :
E-fin==a+bu |+ cu?

Les quantités a, b, ¢ sont donc remplacées par les quantités
conjuguées; comme le moment de torsion change de signe,
il ne dépend pas de 5.

Il est donc proportionnel & &f.

La théorie élémenlaire de la résistance des matériaux
conduit & ce résultat et donne pour coefficient de proportion-
nalité le moment d’inertie de la section droile par rapport
a son centre de gravijé.

Sinous cherchons a l'aide de la théorie de Saint-Venant
& calculer la vraie valeur de ce coefficient, nous trouverons
qu'il est compliqué et dépend de la quantité Q. On obtiendrait
le résultat de la théoric élémentaire, en supposant que les

sections droites restent planes et perpendiculaires & oz.

75. Ces différents résultats peuvent s'énoncer sous une
autre forme.

Considérons le cylindre avant la déformation : soient o le
centre de gravité, oz la direction des génératrices, o'a’ et o'y’
les deux axes principaux d’inerlie d’une section droite.

Prenons sur oz un point o” infiniment voisin de o, soient
o’x”, 0"y” les axes d'inertie de la section droite passant par o”,
ces axes sont paralldles & o'a et o'y'.

Posons 0'0” = dz et déformons le cylindre.
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L'axe oz devient une courbe, les points o' et 0o” viennent
en oj et of. Les axes d’inertie en o' et o” deviennent des
courbes. Considérons les tangentes oz}, ojyl, ojx}, ojy}
& ces courbes en o, et of, elles forment avec les tangentes &
oj0f deux triédres qui ont chacun, aux infiniment petits
du second ordre prés, un angle droit /o y{ et #jojy{, les
deux autres différant d’un droit par des infiniment petils du
premier ordre.

Soient 0{z{ et 04z les tangentes & la courbe o{of en o{ et

/4
en of.

Soit #30{y4 la projection de l'angle &/o/y] sur un plan
perpendiculaire & o/z]; l'angle des dcux plans «lojy; et
xjojy, étant trés petit, Vangle wxlojy} sera comme «/ofy|
égal & un droit aux infiniment petits prés du second ordre.

Soit de méme afojy; la projection de 2fofy} sur un plan
perpendiculaire & ofzy.

Considérons les deux triddres
I 7 ! ! W ot p o i
0523y 3%] el 0jw3y33]

Chacun d’eux a deux faces rigoureusement rectangles et
la troisiéme estrectangle aux infiniment petils présdu second
ordre.

Les deux triddres sont égaux aux infiniment petits du second
ordre prés, on peut donc les faire coincider. Considérons les
trois composantes de la rotation nécessaire pour amener la
coincidence.

La composante suivant oz est la torsion mullipliée par dz;
comme la torsion est proportionnelle au moment de torsion,
cette composante est elle-méme proportionnelle au moment

de torsion.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1


file://a:/o/y

198 LECONS SUR LA THEORIE DE L’BLASTICITE

La composante de la rotation suivant oy est égale & ’angle
de contingence de la projection de 'axe oz déformé sur le

plan des zx. Comme cet angle de contingence est propor-

d?
tionnel a o= 2, c’est-a-dire au moment fléchissant relatif & oy,

la composante de la rotation suivant oy est proportionnelle &
ce moment.

Le méme fait se reproduit pour la troisieme composante.

Si donc nous représentons par o{M, le moment du couple
résultant, c'est-a-dire le vecteur dont les projections sont les
moments fléchissants et le moment de torsion, pour avoir les
composantes de la rotalion nécessaire pour amener le triddre

{ sur le triédre o] il suffit de multiplier les projections de
oyM, par des facteurs constanls infiniment petits et diffé-

rents pour les trois axes.
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76. Nous avons supposé jusqu'ici que les dimensions des
corps que nous considérions étaient toutes finies, par consé-
quent que des forces finies agissant sur ces corps produisaient
des déformations infiniment petites, Il n’en est plus de méme
pour des corpsdont une ou deux dimensions sont trés pelites,
par exemple pour des plagues minces on des verges de faible
section. Une telle verge rompra sous I'influence de forces
finies, mais sous l'action de forces trés petites elle pourra subir
des déformations finies sans qu’il y ait rupture.

Pour qu'iln'y ait pas rupture il faut évidemment que les di-
latations linéaires et angulaires restent infiniment petites; je
dis que, avec cette condition, la déformation peut étre finie.
Décomposons en effet la verge en cylindres élémentaires tels
que leurs trois dimensions soient du méme ordre de grandeur.
Un de ces cylindres peut prendre une courbure finie bien que
les dilatations restent trés petites. De simples considérations

d’homogénéité vont nous en convaincre.

‘
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Un eylindre fini soumis & des forces finies prend, siles dila-
talions sont trés petites, une courbure {rés petite, c’est-d~dire
que le rayon de courbure devient trés grand. Les dimensions

du cylindre et le rayon de courbure sont des longueurs, les
dllatmons - et —|— -, sont des nombres.

Divisons toutes les dlmensions par un nombre trés grand :
le cylindre deviendra infiniment petit, Ies dilatations ne chan-
geront pas el le rayon de courbure qui était trés grand devien-
dra fini.

77, Considérons une verge de seclion infiniment pelite,
supposons que les seules forces extérieures se réduisent & des
forces et & des couples appliqués aux deux extrémités; sup-
posuns en outre que dans chacun des cylindres élémentaires
la distribution des forces soit celle qui correspond aux condi-
tions du ‘probléme de Saint-Venant; nous allons étudier la
‘ déformation de cette verge. Pour juslifier la
derniére hypolhése, on dit quelquefois gue, la
verge étanl irés petite, les points d’application
P des forces réelles sont infiniment voisins de ceux
des forces de Saint-Venant. Ce n'est pas trés sa-

P tisfaisant, mais nous nous contenterons de cette

raison,

Nous ne considérons que les verges dont la
section a deux axes de symétrie ; soient MM, la fibre moyenne,
c’est-a-dire celle qui passe par le centre de gravité, MP et
MQ les deux axes de la section droite en M.

Aprés la déformation, la fibre moyenne devient une courbe.
C'est cette courbe que 'on appelle courbe élastique et que

nous allons déterminer,
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Soient NN,, NP, N ce que deviennent MM,, MP et MQ
Menons les trois tangentes en N a ces courbes: Na, N, Ny,
L’angle BNy est droit d’aprés une remarque faite plus haut;
projetons cet angle sur le plan normal a la
courbe NN, en N. La projection eN§ est en-
core un angle droit aux infiniment petits do
second ordre prés, Donc aux infiniment pelits
du second ordre prés le triedre Nade est tri-

rectangle,

Nous allons monirer que le probléme
de I'élastique gauche se raméne A I'étude
du mouvement d’un solide pesant qui a un point fixe.

Rappelons rapidement les notations employées.

Soient O le point fixe, OA, OB, OC les axes d'inerlie rela-
tifs & ce point, A, B, G les moments d’inertie correspondants,
Représentons par le vecteur OD la rotation instantanée du
corps, soient p, ¢, r ses composantes, Le vecleur dont les
composantes sont Ap, Bg, Cr et que
nous désignerons par oE représente
I'axe du couple de la somme des
moments des quantités de mouve-
ments de tous les points du corps.

On sait d’aprés un théoréme de mé-

canique que le point E se déplace et
que, si le vecteur OF représente la

vitesse du point E, ce vecteur est
aussi égal & la somme des moments de toutes les forces ap-
pliquées au corps par rapport au point O.

Soit G le centre de gravité que je suppose sur OA; suppo-
sons que la seule force appliquée au corps soit son poids GP,
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Le vecteur OF sera perpendiculaire au plan OGP et sa gran-
deur sera définie par :

OF =GP < 00

en désignant par Q la projection du point O sur GP. Si G dé-
signe I'angle AGP on aura :

0Q = 0GsinG.
Done : .
OF = GP <X 0GsinG

et, comme OG el GP sont constants, OI" est proportionnel &

sin G.

78. Nous allons retrouver tous ces éléments dans la théorie
de D'élastique.

¢ ' Considérons la courbe NN, et le triedre
’ précédemment défini Nude et supposons que
0 le point N décrive la courbe’ avec une vilesse
égale & l'unité. En dénotant par s l'arc de
la courbe compté 4 partir d’un point fixe
on aura : s = f, Le triédre Nude se déplace avec le point N;
pour étudier son mouvement nous menons
par un point fixe 0" des parallles a ses

arédtes O'A’, O'B’, 0'C". Le triddre O'A’BC N 8

tourne autour du point 0’, je dis que son ¢

mouvement est le méme que celui du &
$

triedre OABG autour du point O. -
Soit en effet 4 un instant quelconque e

0D’ la rolation.

Cherchons ses composantes. Pour trouver la composantle
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suivant N, considérons sur 1'élastique un point N, voisin de
N, soit NN, = ds=—dt et N,«,3,¢, le triédre Nude transporté
en N, Projetons 3,N,e; sur le plan 3Ne, soit 3,N,¢, la pro-
jection, 'angle M, sera encore droit aux infiniment petits
prés du second ordre d’aprés ce qu'on a vu plus haut. La

rotation nécessaire pour amener §Ne & étre paralléle d3,N,¢,

est
angle de N3 avec N,3, 8, Ny3y
T ou cncore ——-2-=.

C’est ce que nous avons appelé la torsion.

Cherchons la composante suivant N3, pour cela nous opé-
rerons de méme, c’est-d-dire nous projetterons «,N,¢, sur le
plan «Ne, on obtiendra aussi a3Nye, égal daNeaux infiniment
petits du premier ordre prés. Pour passer de aNe 3 agNyeq il
faudra tourner d’un certain angle, angle de N,u; avec Ne,
qui est I'angle de contingence de la projection de I'élastique
sur le plan Nae. La composante de la rotation est le quotient
de cet angle par df ou par ds, cest-a-dire la courbure de la
projection de l'élastique sur le plan Nee perpendiculaire
a Na.

En résumé on a donc :

p = torsion
2 ¢ = courbure de la projection sur A'0'C’
r= » » A'0'B

Soient CD, C,D, deux sections droites déformées, percées
en N et N, par la courbe élastique. Considérons la portion
CDC,D, de la verge. Elle est en équilibre sous l'action des

parties CDAB, G,D,A'B!, c'est-d-dire des pressions qui
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s'exercent sur les différents éléments des deux bases CD et
C,D, et des attractions mutuelles entre les molécules de
GD(]‘D‘.. Ces attractions étant deux 4 deux égales ct oppo-
sées, la somme de leurs projections sur un axe quelconque

est nulle ainsi que la somme

de leurs moments par rapport

A

"I 3 cet axe.
11 y a donc équilibre entre
les pressions sur CD et les pres-

AN
%% sions sur G;D,. Soient NF la
¢ pression résultante sur CD et

NK le moment du couple résul-
tant; N,F, et N,K, les quan-
4 tités analogues pour G, D,. L'on
doit avoir, puisque la projection d’'un couple sur un axe
esl nulle,
’ NF 4 N,F, = o.
Si, d’autre part, on cherche Taction de la parlie ABC,D,
sur C,D,,on doit trouver une pres-
sion résultanter N,F/ et un couple
résultant N, K[ égaux et directement
opposés 4 N, I', et N, K,.
Par conséquent : NF = N,F/,
c'est-a-dire que la pression résul-
tanle est constante en grandcur et

en direction quand on passe d'une

section droite & une autre.
Je prendrai un point fixe G' sur OA’ par lequel je ménerai
G'P’, vecteur égal et paralléle & NI'; G'P’sera constant en

grandeur et en direction,
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Menons également, par le point (', le segment O'E égal et
paralléle au couple résultant NK.

Ses composantes seront les moments fléchissanis el le mo-
ment de torsion.

Je vais étudier la variation de O'E’,

Nous avons vu que CDC,D, est en équilibre sous l'action
des forces NF, N,F, et des couples NK, N,K,. Ecrivons que
la somme des moments par rapport au point N est nulle.

Soit NK, un segment égal & N, K/ paralicle et de mcme
sens, on aura:

(NK) + (KKy) + (KyN) =o,
c’est-a-dire:
— (KK,) = (NK) 4~ (N, K,),

K,K est la somme des
moments des couples NK
et N,K, par rapport au
point N; pour I'équilibre

il faut donc que KK, soit

égal au moment de N,F,

RS

par rapport au point N N
11 en résulle que KK , doit %/%/////% -

étre perpendiculaire au
plan NN,F,, c'est-a-dire
au plan O'G'P".

Considérons I%; cette

quantité est, en désignant par Q la projection de N surN,F,,
égale a:

N,F, >< NQ

s ou N,F, sin Ql;I41:I,;
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' . KK,
et,comme N, F, — G'P* eslt une quantité conslante, - est
proportionnel au sinus de 'angle A’G'P’,
Soit O'F’ le vecteur qui représente la vitesse du point E’;
O'E’ est égal et paralléle & NK, O'E] est égal et paralléle 8 NK g,

donc la vitesse du point E’ est I—{a%‘w et parsuite: O'F = K—;ﬁ—ﬂ

Le vecteur O'F’ jouit bien de toutes les propriétés de OF.

L’analogie entre les deux problémes est donc compléte :

OD, O’D’ représentent les rotations des deux triédres. OE,
O’E’ s’en déduisent en multipliant les projections de OD et O'D’
par des facteurs conslants différents pour les trois axes qui
sont A, B, C dans le cas du solide et les facteurs de propor-
tionnalité des moments pour 1élastique,

GP et G'P’ sont des quantités constantes en grandeur et
direction ; OF et O'F’ désignent les vitcsses de E et E', sont
perpendiculaires aux plans OGP et O'G'P’ et proportionnels &
sin G et sin G'.

79. La solution du probléme relatif au corps donne les
cosinus directeurs de OA, OB, OC ou de 0’A’, O'B’, O'C/, en
fonction du temps ¢ ou de Varc s. 11 nous faudrait les coor-

gl_ao‘ dy dz
ds ds ds

en fonction de s il est évident qu’il suffira de faire des

données du point N en fonction de s. Connaissant

quadratures pour obtenir @, y, # en fonction de s.

Il n’est pas méme nécessaire d’en faire trois, car, en écrivant
que la portion GDAB de la verge est en équilibre, les forces
agissant sur AB étant données, on aura deux relations finies
entre a, y, 2. Une seule quadrature suffira donc.

Le probléme du mouvement d’un solide pesant autour d’un
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point fixe n’est pas résolu dans toute sa généralité, mais il
I'est dans quelques cas particuliers,

Le plus simple est celui du mouvement pendulaire.

.Le solide, abandonné sans vitesse initiale, a I'un de ses plans
principaux d’inertie vertical et contenanf le point fixe. On a
dans ce cas un mouvement plan ; le probléme correspondant
est celui de la courbe élastique plane qui s'obtient en sappo-
sant A'B’ soumise & une force unique, située dans un des plans
de symétrie primitifs de la verge.

La courbe élastique plane jouit de la propriété caracléris-
tique suivante signalée par Halphen. '

Soient AF la force appliquée a 'extrémité A, N un point de
la courbe. Le plan NAF est un plan prin-
cipal d'inertie de la verge, la perpendi-
culaire & ce plan en N est l'un des axes
d’inertie de la section droite correspon-
dante,

Le théoréme du moment fléchissant
montre don¢ que la courbure en N est
proportionnelle au moment dz AF par rap-
port au point N, c'est-a-dice & AF <X NQ.

Donc la courbure en N est proportionnelle & NQ et, si 'on
prend AF pour axe des @, la courde est telle que le produit
du rayon de courbure par l'ordonnée soit constant.

La solution du probléme de la courbe élastique plane
dépend des fonctions elliptiques.

Dans le mouvement 3 la Poinsot, ¢’est-a-dire si GP est nul,
on peut encore résoudre le probléme du corps solide par les
fonctions elliptiques. A ce cas correspond celuiold G'P’ est nul,
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ce qui arrive quand AB est encastrée et A'B’ soumise seule-
menta un couple.

Le cas, considéré par Lagrange et Jacobi, d'un corps pesant
de révolution suspendu par un point de son axe, correspond
A celui d'une verge dauns laquelle les deux moments d’inertie
principaux de la section droite sont égaux. Quelles que soient
alors les forces appliquées aux extrémités, les fonclions ellip-
tiques sulfisent pour la solution.

Enfin il est évident qu’au cas singulicr signalé par M™ de
Kowalewski (L'ellipsoide d’inertie relatif au point fixe est de
révolution, le moment d’inertie correspondant & l'axe est
moitié des deux autres et le centre de gravilé est dans le plan
principal d’inertie relalif au point fixe et perpendiculaire
I'axe de révolution) répond encore une particularisation des
données qui rend le probléme de I'élastique résoluble par les

fonctions abéliennes.

FIN
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