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Zur Integration der Differentialgleicbungen. 

Von 

% T ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  IIEYMANN , 
Cand. math. in  Drwsdsn. 

I m  XXIV. Bande dieser Zeitschrift habe ich kurz gezeigt, dass man 
die gleichzeitig bestehenden Substitutionen 

mit Vortbeil bei der  Integration gewisser Diffecentialgleichaugen erster 
Ordnung verwenden kann. 

eine Differentialgleichung, deren Iutegral 

E; (24, O, c )  = O 
bekanrit is t ,  so ordnet sich dieser Differeritialgleichung stets eine andere, 
im Allgemeinen von ihr verschiedene z u ,  wenn man die Variabelen u 
und  v in  der oben angezeigten Weise durch x und y ersetzt. Das I n -  
tegral der  ueuen Gleichung ist alsdann das Resultat der Elimination von 

d u  d v  d v 
u ,  v, ans den Gleiciiungeu F = O ,  P 1 - O ,  - x=-, y = u - - a -  

d IL du  ' 
d. h .  es ist gegeben durch die  beiden Gleichungen 

F ( u ,  U X - y ,  s )=O,  E;(u ,  ux-y, c ) = O ,  

i n  welchen u als Parameter anzusehen ist.* 

* Wenn es gestattet k t ,  illustriren wir das Gesagte durch folgeudes Bei- 
spieL Die Gleichung 

du  
- = a o u n + a , u ~ - l + . . . + a , - ~ u + n ,  
du 

besitzt das Iutegral 
v = _ a O u n + , + - , n +  ...+ a . u + c ,  c=co1zst. 

n+l +a 

Die transformirte Gleichung lautet 
Zeitschrift f. Mathematik o. Phyeik XXVII, 1. 1 
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2 Zur Integration der nifferentialgleichungen. 

1. D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  z w e i t e r  O r d n u n g .  

Um die Substitutionen auch bei der Integration von Differentinl- 
gleichiingen der  zweiten Ordnung benützen zu konnen ,  betracliten wir 
u als unabliangige Variabelc und bilden 

y' = --- - - -=-z- 
rlx d z  riz d% ' - - 

d u  di? 

Man kann  alsdann jeder Differentialgleichung zweiter Ordnung eine 
andere a n  die Seite stellen, und ist die eine integrirt ,  so ist es aiich 
die andere. Fülirt  man nirnlich in eine Differentialgleichung 

deren Integral 
FI ( I I ,  w ,  k,, k , )  = 0 

irgendwie ermittelt ist ,  die erwahnten Substitutionen ein,  so erli21t man 
eine lXfferentialgleichung in den Variabelen x und  y. Dan Integral 
dieser Gleichung wird dann gefunden,  wenn man die Gleichungen 

berücksichtigt oder, mit anderen Wor ten ,  wenn man u u n d  v aus  

a F  a F l + 2 2 = 0 1  v - u z + ? J = O  F , r O ,  - 
au a u  

eliuiinirt. 
Sehen wir zu ,  welche Gleichung der linearen Differentialgleichung 

zweiter Ordnung 

1) 
@ O  d a  
- + f 1 ( 4 , , + f 2 ( 4 . = 0 ,  ci u2 

deren Integral 

a )  a = k i  ' P I ( u ) + ~  %(u)  = ~ ( u )  

heisscn moge, entspricht. W i r  finden 

und ihr wird genügt durch 
x =  aoun + a , ~ ~ - ~ + . . . + a ~ - i U + a n ,  1 

Das Integral ist sonach algebraisch, obgleich die zugehorige Differentialgleichung, 

wofern sie überhaupt nach 9 auflosbar ist, auf Integrale irrationaler Punctio- 
dx 

nen fiihrt. - Noch sei hingewiesen auf die früher mitgetheilte Integration der 
Gleichung 

x 9 (Y') + Y 1Cl (Y') + @Y'- Y)" X (Y') = 0. 
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Von W. HEYMANN. 3 
.----F.--Jz-- - -------P.- - 

y =- 
1 
-- 

r1 (Y') + (A Y'- Y )  /i (Y') 
oder 

wobei für f, (y') + ~ ' f , ( ~ ' )  kurz f3(y') geschrieben wurde. Dam Integral 
der Gleichung 2) ist nun gegeben durch 

wo p ( u )  das allge.meine Integral der Gleichung 1) hedeutet,  u aber als 
Parameter zu betrachten ist. 

H a n  bemerkt,  dass die eben integrirte Differentialgleicliung 2) in  
die Classe der  homogenen geh6rt;  es lassen sich sonach alle homogenen 
BifYerenbialgleiçhurigen, welche der  Forrn 2) angehbren, anf lineare Uif- 
ferentialgleichongen zweiter Ordnuag  zurückführen. 
welches durch die Gleichungcn b) gegeben k t ;  im 
wcitarn Reduction untarliegt, 80 ist klar, dass der 
Integrationsweg der directeste ist. I n  der T h a t  , 
Gleichung 2) i n  gew6hnlicher W e i w ,  setzen wir 

D a  da8 Integral, 
Allgemeinen keiner 
hier eingeschlagene 
behandeln wir die 

rio erhalt sie die Gestalt 

und ihre Integration kommt zurück auf die Integration von 

Uiese Differentialgleichung erster Ordnung l h t  sich nicht direct inte- 
griren, ihr Xntegral kann  nur  aus dem der Gleichung 1) hergeleitet weï- 
d e n ;  man hat namlich 

als vollstandiges Integral der Gleichung 3). 

* S c h l o m i l c  h,  Compendium d. h6h. Analysis. 1, 5 116. 
1 * 
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4 Zur Integration der Differentialgleichungen. 

2. A n w e n d n n g  a u f  d i e  L i o u v i l l e ' s c h e  C r l e i c h i i n g  

Führ t  man hier die Substitutionen 
d v  d21i 1 

u=.p/', 11=5y1-y, - = . X I  -- - 
d u  d ~ ~ - ~ ' '  

e in ,  so erhalt man folgende homogene Differentialgleichung: 

wobei <Y = -a,, = a,, y = - (a, + b,), sowie a,, b 2 ,  e2 beliebig grgehene 
Zahlen sind. 

Das Integral dieser Gleichung fliesst nuu ans 

x = ~ ' (4 ,  Y = u cp'(u) - 9 (u)  , 
iinter 9 ( u )  das allgerneine Integral der L i o  u v i l  le 'schen Glr.ichung* 
veretanden. 

Behandelt man Gleichung 2) in  gewohnlicher Weise, so Iiat man 
nach der vorigen Bezeichnungsart 

Diese Gleichung kommt ziirück auf 

u n d  das Integral dieser letzten lantet 
. . 

wenn 9 das vollstandige Integral der Gleichung 

bedentet. 
Das  letzte Itesultat ist insofern bernerkenswerth, als wir spater (Ab- 

echnitt III,) seigen werden, dass sich die Differentialgleichung 

auf Gleichung 3) zurückführen Iasst. 
Bezüglich der Gleichung 2) sei noch erwalint, dass auf dieselbe die 

allgemeinere 

4) 
I d, + B, ri'+ Cz q'" 

r l =  
( A , 6 + B , ' i + C , ) + ( A o & + B 0 ) r l '  

* L i o u v i l l e  im ,,Journal de l'école polytechnique, tom XIII". Ueber die In- 
tcgration dieser Differentialgleichung durch Reihen oder bestimmte Integrale ver- 
gleiche Abschnitt III, dieses Aufsatzes. 
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so erli5lt man eino Gleichung von der F o r m  

1st A, = O oder BI = O, 60 führt diesee Verfahren nicht zuin Ziele; 
dann substituire man direct in Gleichung 4) 

eine Gleichung, deren vollstandiges Integral in  bekannter Weise m s  den 
bciden particularen Integralen dnr reducirteu Diffcrentialglcicl~ung mi- 

sammerigesetst wird und  welche in den Ausnahme.fallen benutzt werden 
kann. 

Wir führen die Rechnung am folgenden eiufachen Beispiel durcli. 
Vorgelegt sei die Differentialgleichung 

E=x+A,  ~ = P Y + v ,  
und erhalten 

Bestimmen wir 1, p und  Y 60, dass 
P A , + B , v = O ,  d , l + C , = O ,  --- n.. -1, 

L 

und setzen zur Abkürzung 
4 + B , v  - -- - 

B2 
- a 1  

dann ergiebt sicli 

und dia Differentialgleichung lantet einfacher 

Führen wir i n  diese Gleichung die Substitutionen 

e in ,  so arscheint folgende lineare Differentialgleichung: 
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6 Zur Integration der Differentialgleichungen. 

welche, wie leicht zu eehen, das particulare Integral  

hesitzt. F ü r  da8 allgemeine Integral erhalt man alsdann 

oder 

und diese Ausdrücke stellan das vollutandiga Intcgral  der Differential 
gleichung 

dar. Da aus a) u n d  b) die Bcziehnng 

C) o r x + y = k 2 u a e u  
folgt ,  so i s t  nur  eiue Quadratur  e u  vollziehen. 

Es sei hoifipielsweise or = + 1 ,  dann findet man ails a)  

x = kl + Ir2 eu, 
aus c )  

z + y  = k2ueU, 
mithin das Integral 

z- - kl 
. T + ~ = ( z - k l ) l - .  

k2 
1st IY = O ,  80 folgt nufi a)  

x = k 1 + k 2  - d u ,  

BU8 C) 
y =  kzeu, 

S: 
daher lautet da6 Integral  

II. 
Integration in homogenen Coordinaten. 

d u  d  v 
Setzt man in einer Differentialgleichung x = - y = u - - v ,  

d u '  d u  

y'= u ,  so heisst das im Grunde niclits Anderes ,  als man vertauscht die 
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Punktcoordinaten mit Liniencoordinaten. Am einfachsten gestaltet sich 
uun die Sache,  wenn man die Differentialgleichung i n  homogenen Co- 

5 5 
ordinaten auf'fasst, also 2 und 3 statt  z und  y schreibt. Die  Diffe- 

"3 5 3  

rentiale d y ,  d x  u n d  x d y  -y d x  (wenn solches vorkommt) werden pro- 
portional den  Differentialen 

x 2 d x 3 - x 3 d x z ,  x ~ ~ x ~ - x ~ ~ x ~ ,  x 1 d ~ 2 - x 2 d ~ 1 ,  

so dass man eine Gleichung von folgender Gestalt erhiilt: 

/ ' (<,x2,x3;  x 2 d x s - x 3 d x 2 ,  x3dx1-x1dx3,  z l d x g - x 2 d x l ) = 0 ,  

welche sowohl liomogen in den X ,  als auch i n  den Differentialen ist.* 
Diese Gleichung geht natürlich in  die nicht honiogene Porm zurück, 
wenn man x, = x, x2 = y, x, = 1 setet. 

Eino Differentialgleichung f=  O ordnet  jcdem P u n k t e  eino oder 
nichrare Ltichtungen zn,  welche wir durch Liniencoordinaten aiisdrücken 
konnen;  d. h , die Elemente der  Differentialgleichung lassen sich dar-  
stellen durch die  gleichzeitig bestehenden Gleichungen 

f ( x i > l ( i ) = f ( x 1 r x 2 i X 3 j  t l l ,U2ru3)=0 
a) (xi ui) ; x1 U1 + x2 I l2  + x3 113 = O I ' 

Die letzte Relation drückt ans ,  dam die Gerade (xi ui) = O durch den 
Punkt  xi der Curve f = O geht; sol1 diese Gerade in jenem P u n k t e  Tan-  
gente sein,  tlo fordert dies noch die Bedingung 

b, 2t1 d x l  + T I ,  dicz+u, d ~ ~ = o ,  
und diese i n  Verbindung mit a) führt auf folgendc Proportionalitatcn: 

~ ~ = ~ ( x ~ d x , - x , d x , ) ,  u 2 = p ( x 3 d x 1 - x l d x 3 ) ,  ~ ~ = p ( x , d x ~ - x ~ d x ~ ) ,  

unter p a n  dieser, wie a n  alleu anderen Stellen dieses Abschnittes einen 
I'roportionalitatsfactor vcrstanden. Setzt man die rti in  die Gleichung 
f =  O e in ,  so erbiilt man thatsachlich eine Differentialgleichung der be- 
sprochenen Forrn. 

Wird  der P u n k t  als Schnitt zweier benachbarter Geraden aufgefasst, 
so hat  man der Gleichnng a) die Bedingung 

C) xl d u l + x , d u 2 + x , d u 3 =  O 
an die Seite zn stellen. Aus beiden folgeu die Proportionalitaten 

~ , = ~ ( u , d u ~ - u , d u , ) ,  x ,=p(u ,du , -u ldu3) ,  x3=p(uldu,-u,dr i , ) ,  

und dies8 ergeben, i n  f = U eingeführt , 
f (uzdu3-  u S d u 2 ,  ~ ~ d t 4 ~ - ~ ~  du3,  u1 d u 2 - u 2 d u l j  ul,  u,, ug)=O1 

d. h. die Differentialgleichnng i n  Liniencoordinaten. 
Es stellt also die Gleichnng 

* Man vergleiche: C l e b s c h - L i n d e m a n n ,  Geometrie. Die Connexe. 
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8 Ziir Integration der Differentialgleichungen. 
- ,  - , .  . . 

(xi&.) = x i u l  + x2uz  + x 3 u 3 =  O 

eine Differentialgleichung in Punktcoordinaten dar, wenn für die u die 
Differentiale, gebildet aus den Z, genommen werden;  sie stellt  eine Dif- 
ferentialgleicliung in Linienccordinaten dar, wenn für die x die Differen- 
tiale, gebildet aus den u ,  genommen werden. 

Uenken wir u n s ,  die Differentialgleichung ~ ie i  in  Punktcoordinaten 
integrirt ,  dann ist auch das Integral der Differentialgleichung in Linien- 
coordinaten durch eine Parameterdarstellung gegeben. D e n n  lautet das 
Integral in Liniencoordinaten cp(x,) = O ,  so ha t  man für das Integral  in 
Liniencoordinaten gleichzeitig 

f ( x i 1 ~ l i ) = O ,  ( ~ i u i ) = O ,  < ~ ( x i ) = O .  

Die. Elimination der xi ans diesen drei homogenen Gleichungen wiirde 
auf ein Resultat von der Form 

9~ (.il = 0 

f'ühïen , welches dan Integral der Differentialgleichung in Liniencoordinaten 
oein mnss. 

Umgekehrt kann  man durch die L6sung eines rein algebraischen 
Problems das Integral i n  Punktcoordinatcn finden, wenn dasjonige in  
Liniencoordinaten gegeben ist. 

Nehrnen wir folgendes Beispiel. 
D i e  Differentialgleichung 

deren Integration als J a c o  b i '  sche Form kaine Schwierigkeit hat , lautet 
in  homogenen Coordinaten : 

(a ,x l e  + a i x i x z  + u2z2' )  ( x 2  d x 3  - xS d x 2 )  

+ (b,x12 + 61 x1x2  + b2 x Z 2 )  (2 ,  d l l  - xI  d x 3 )  = 0 .  

+ + c l x l x , +  c ,x ,Z ) (x ,  d s ,  - x ,  d x , )  t 
Trausformirt man dieselbe in  Liniencoordinaten, so hat  man zii tietzen 

~ , - ~ ( u , d u ~ - u , d u , )  x ,  d  x ,  - x, d x Z  = ~A'u, 

etc. etc. 

und  man erhalt bei anderer Anordnuug der Glieder 

(a,u,  + bouz + couS) (u2  dt13 - 
+ ( a l u t +  b l ~ B + ~ l u 3 ) ( u B d ~ 3 -  u ~ ~ u ~ ) ( u ~ ~ u ~ - u ~  du,)  = O  

+ (a2u1  + b2u2 + czu:)  (u3 du ,  - u1 dus)' 1 
oder, wenn man wieder die niçht homogene Form herstellen wollte 
( u , = u ,  u,=a ,  u 3 = 1 ) ,  
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Von W. HEYMANN. 9 

Das Integral '  dieser Di f fe ren t ia lg le i~hun~ lasst sich demnach aus dem 
Integral der  J a c  o b  i'schen Gleichung ableiten. Nach demselben Princip 
kann man auch die allgemeinere Gleichung den Grades 

u " x l n +  u l x l n - 1 x 2 +  . .  + u n - , x I x 2 n - 1  + u n x à n =  0 ,  
in welcher 

U k = a k u l + b k u 2 + c k u g ,  ~ ~ = p . ( ~ ~ ~ d u ~ - u ~ d u J  etc. 

is t ,  integriren. 

E i n f ü h r u n g  h o m o g e n e r  C o n s t a n t e n .  

Wir  behandeln einige andere Differentialgleichungen i n  homogenen 
Coordinaten, deren Integrale bezüglich ibrer Forrn viellcicht Interesse 
haben dürften. 

1. Sei  die Differentialgleichung 

1) a l x 1 i c , n + a 2 x z ~ < p n +  a 3 x g u ~ = O ,  
in welcher n und  die a gegebene Zahlen s ind,  vorgelegt. Fasst  man sie 
zunachçt in Liniencoordinaten auf ,  so lautet  s&: 

a 1 u I n ( u , d u , - u , d u , )  + a , ~ , ~ ( u , d u ~  - 1 8 ,  du , )  +n,usn(ul  d u , - u ,  d u , ) =  O ,  

und dann hat  ihre Integration keine Schwierigkeit; man firidet 
a u 1-n - a 1-n 

9 1 'L = const. ,, 1-n - 
1 3  as u ~ ~ - ~  

Den letzten Ausdruck kann man durch die folgende,n beiden ersetzen: 

a) clal + C , %  +C3"3 

B )  Cl 1ll1 + C2 u2' - + C3 uQ1- = O / ,  = O  
. 

wobei die C willkürliçhe Zalilen sind. Diese zweite Form des Integrals 
wird siüh in der Polge als zweükmassig erweisen, wia überhaupt die E iu-  
führung dreier willkürlichen Constanten bei DifferentialgleichÜngen iu 
Dreieckscoordinaten nicht selten Berechtigung zu haben scheint. Von 
der Ricbtigkeit des  Integrals überzeugt man sich,  wenn man aus den  
letxten beiden Gleichungen und  de,m Differential 

Cl i l , -"du ,+  C2u,-" d u a +  C , U ~ - ~ ~ ~ I ~ ~ = O  

die G eliminirt; man erhalt 

IL,-" d uI u2-" d u p  u3-" du3  
= ( 1 1 1 ~ 2 ~ 3 ) - J 1 .  {Oi Ulnx1 + a 2 ~ z n x r  + a3113nIsf, 

und hierbei bat 
( U ~ I ~ ~ U ~ ' J - ~  

eine dem integrirendeu Factor nicht ferusteliende Bedeutung. 
Fassen wir die Gleichung 1)' in Punktüoordinaten auf ,  no bekommen 

wir folgende Differentialgleichung de" Grades: 
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10 Zur Intepration der Di f fe ren t i~ l~ le ichungen .  

a ,  x, (x, d x 3  - ;r3 dx,)" + a,xz(x3 d x l  - x1 d x J n  + u 3 x 3 ( x ,  d x Z -  x2 dxl)" = 0 .  

I h r  Integral ist enthalten in deri gleichzeitig besteheriden G l e i c l ~ u n ~ e n  

1 )  U 1  x1 ?LIn + u2 x2 uyR + a3 usn = O 
Clnl + C2a, + C3a3 = O  

8 1 C , U ~ ~ - " + C ~ U ~ ~ - ~ + C ~ U ~ ~ - ~ =  O 
(xi 11,) = x1 Ill + x2 f i z  + x3 I l3  = 0 

Diesa vier Gleichungen knnnen wir jcdoch durch zwei ersetzen, welche 
die t r i  nicht mehr enthalten. Denn es lassen sich für die ui drei pro- 
portionale Ausdrücke 

1 - - 
?Al = (cl x l - l ) n ,  U2 = (C2 x2-1) n ,  El3 = p (CS x3-')n 

ausfindig machen, welche die Gleichung 1) identisch erfiillen, weil a) 
hesteht,  u n d  welche die anderen beiden Gleichungen p )  und (x iu i )  = O  
in einen und  denselbeu Ausdruck 

1 n - l  - - 1 n - l  1 n - l  - - 
C l U  x1 ri + c 2 ; x 3 n + ~ n  x3 ri = O  

iiberführen. Verbindet man letzteren mit der Bedingung a i ) ,  so hat man 
das vollstandige Integral der Gleichung 1 )  in  Punktcoordinaten. Bei 
Aenderung der Constanten Iasst es sich auch folgendermassen schreiben: 

Der  Fa11 n = 1 bildet eine Aiisnahme; e r  führt auf 
x1a2-a, ~ ~ 0 .  - al - consl. - - 

U m  aus d-em allgemeinen Tntegral 2) das singulare abzuleitcn, haben 
wir die beiden Gleichungen a) und b) nach den willkürlichen Constanten 
Ci zu differenziren u n d  letztere zu eliminiren. D a  es  jedoçh nnr  darauf 
ankommt, dass die Verhaltnisse der  Ci willkürlich gedacht werden, so 
kann  man irgend eine dieser Zahlen gleich der Einhei t  nehmen. J e  
nachdem nun  Cl, C, oder C3 in dicser Weise specialisirt wird, erhalt man 
durch Differentiation 

a, Czn-l a C, + a3C3n-1 a 6, = 0 ,  a 3 C 3 n - 1 ô C , + a l I ~ n - 1 a C , = 0 ,  
n-1 n - 1  - - 1-1 - - n - 1  - 

xz ac,+ x3 ac,=o, xg  ac3+ x1 ac1=o ,  
alCin-l ac, + u , C , ~ - ~  ac, = O ,  

I i ieraus folgen fiir d ie  Ci folgende Proportionalitaten: 
t 1 - - 1 1  - - I l  - - 

C l = p a l - n x l n l  C2= ~ . ( a ~ l - n x ~ ~ ,  C3 = ~ U ~ B - ~ X ~ ~ ,  

und  diese ergeben, sowohl i n  2 a ) ,  als auch i n  2 b) eingesetzt,  
1 
. -- 

1 1 
- - 

uli-* x1 + aZ1-" x2 + a31 -" x3 = 0. 
Diese Gerade geniigt der vorgelegten Differentialgleichung singular. 
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Von W. H ~ Y X A N N .  11 

Um das singuliire Integral aus der  Uifferentialgleiçhung abzuleiten, 
hat  man einen annlogen Process mit den Ijifferentialen ui vorzunehmen. 
Liegt var 

f = f ( x 1 ,  2 2 7  x3i U l r  U21 u3) = 0 
(xiUi)= x l U 1 + x 2 u 2 + x 3 u g  = O  I 

u n d  wird diese Differsntialgleichung i n  Punktcoordinaten aufgefasst, so 

ergieht die entsprechende Differentiation 

und hieraus fliessen folgende Proportionalitaten : 

Aus diesen Ausdrücken und der  Gleichung f=  O liat man schliesslich 
die zri  zu eliminiren. A n  Stelle der  Gleichung f= O kann man einfacfier 
die Identitat (x iu i )  = O verwenden, denn nach dem E u l e r ' s c h e n  Satze 
fiir homogcno Functionen v'în Grades ha t  m m  die Beziehung 

und  weil 

sa ist 
Y f  = pz~ iu l .  

F ü r  unser Beispiel 
/'= alxlicln + a 2 x 2 ~ 2 n +  a 3 x p u g n  = O 

firitict niau hiernach 
1 - 

~ x ~ = ~ o ~ x ~ u , " - ~ ,  d. h. U , = ~ ' B ~ ~ - ~ ,  

welche m e r t h e ,  in  (xilri)  = O eingefuhrt, dasselbe singulare Integral er- 
geben, welches wir früher fanden, nhmlich 

1 1 1 - - - 
a l l - n ~ l +  f121-nx2 + a 3 1 - n x 3 =  0. 

Die soeben gewonnenen Resultate weisen auf einen sehr kurzen 
Weg tiin, d m  Integral der  Differentialgleichnng 

3) a, xlm uln + a2xZTn u2" + a3x3m u~~ = O 
u i = p ( x 2 d x 3 - x 3 d x 2 )  etc. I 

hcrzuleiten. Führ t  man namlich i n  diese Glcichung und  in die Identitat 

xlui + x 2 u g + x g u 3 =  O 
dia Proportionalitaten 

rn - - m - - T n  -- 
u = c l x l  , u g = p C 2 x p  n t  u 3 = p C 3 x 3  " >  

ein, sa crhalt man 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



12 Zur Integration der  Differentialgleichungen. 
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a)  a, Cln + oz C2n + as Csn = O 
4 1 n-rn n-rn -- 

h) C, xIy + C, x Z y  + C3 J,, = O 

Dies ist aber  das gesuchte Integral ,  denn aus Gleichung L) und deren 
Differential folgen die beniitzten Proportionalitaten. F ü r  da8 singulare 
I n t e p l  findct man folgenden Ansdrnck: 

Der  hesondere Fa l l ,  iu welchem n = m ist ,  findet seine Erledigung 
bei der nachsten Untersuchung. 

2. I n t e g r a t i o n  d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u r i g  

unter  f eine beliebige homogene Fnnction von ximzii verstariden; ZI, 

= p (x, ds, - X, dz,) etc. 
Genau so wie irn letzten Beispiel findet mari, von dèn Ausdrücken 

xim ui = (*. Ci 
ausgehend, folgendes Iutcgral:  

2) a) [(Cl, Cz, CJ = 0 
b) C ; X ~ ~ - ~  + C2x21-m + C3z31-m = 0 1 ' 

dessen Richtigkeit durch Diffcrcntiation der letzten Gleichung unmittel- 
bar bestatigt werden kann.  

Beilaufig sei bemerkt , dass die allgemeiner aussehende Gleichurig 

f (x~"' uln, x2m uZn, X3"' 1 1 ~ ~ )  = O 

iu Gleichung 1) mit enthalten ist. 
D a s  singuliire Iritegral is t  durch die vier Gleichungen 

gcgeben. 
D e r  Fa l l ,  in welcliern m = 1 ist, erfordert eine beoondore Betracli- 

t u n g ,  denn das dlgemeine Integral geht über in  

a )  f ( C , , C , , ( < j = O /  

b) C , + C , + C , = O ( '  

welche Form die xi gar  nicht mehr enthalt. 
Nimmt man zu diesen Gleichnngen folgendo Identitat:  

+ c 2 x 2 ' - m  + c3x3'-n'-  (Cl+ C,+ C3)I,,,=1 = 1(1 - ~ ? i ) c l , n = l  

( c  = const.) 
hinzu u n d  beachtet. dass 

so  erhalt man folgende neue  Beziehung: 
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c )  C , z x , + C , z z 2 + C , z x 3 = c ,  

welche im Verein mit den Gleichungen a) und b) das vollstandigc Inte- 
gral der Differentialglcichung 

3 1 f (21 ul  r x2 112 ,  ~3 4 = 0 
darstellen wird. Die Cl figuriren hier als Parameter, welche zu eliminiren 
sind; c ist die Tntegrationsconstante. Die Richtigkeit der angegabenen 
Integralform kann  direct dargethan werden,  wenn man die Gleichiing b) 
mit dem Differential der Gleichung c) verbiridet. Dann  ergeben sich die 
Proportionalitaten 

Cl = /.Lxlulr CZ=/. l .X2ZIZ,  C3 = /,4'T3713, 

vermoge deren sich die Gleichung a) in  die I>ifferentialgleicbung 3) ver- 
wandelt. E i n c  singuliire Losung exist,irt hier niclit. 

Bezeichnet man beispielswciso cine ganzo rationale Function der 
xi ui symholisch durch 

( a l x l u l  + a 2 x 2 u 2 $ n 3 2 3 u J ) n = 0 ,  

so ist das  Integral  dieser Gleichung 

( a ,  Cl + a,  c, + 03 C,)" = 0 

C, lx, + C , l s 2  + C,2x ,  = c 

1st i n  Gleichung 1) der Exponent  m = O ,  dann liegt die Differm- 
tialgleichung 

4) f ('19 ~ 2 5 ~ 3 ) ~ ~  

vor, welche offenbar mit der  ,, C l a i r a u t ' s c l i e n  Form '' in  impliciter 
Gestalt übereinkommt. 

Ilir allgcmeines Integral ist 

a) f (C, 3 c,, (;3) 
b )  C , X , + ~ ' ~ ~ , + C ' ~ ~ , = O  

also immer aine Gerade. 
F ü r  das singulare Tntegral hat  man wiederum 

(xi ui) = O, 

findet beispielsweise i n  der symbolischen Form für 

("1 ui + a2712 + " 3 ~ 3 ) ~  = 0 
das allgemeine Integral  

(01 Cl + "2 C, + fl, q2 = O 
C1x1+Cax2+C13x3 = O  

und das singnliire 
( A I X ,  + 4 x 2  + A3x3)%= 0 ,  

I 
wobei die Aik die Unterdcterminanten gehildet aus den  aik sind. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



III. 
Beitrage znr Integrat ion der Differentialgleichung 

M d x +  N d y = O ,  
in welchcr 

M e  A l x 2 +  B 1 y e + 2 C 1 a y + 2 D , s + 2 E , y +  FI / 
N =  A , r 2 + b . 2 y 4 + 2 C 2 ~ y + 2 U 2 . r + 2 E 2 y  + j i é  1. 

Wahrend schon zu E u 1  e r ' s  Zeiten die  Integration der  Gleichung 
M d x  + N d y  = O im F a l k ,  dass M und  N Polynome ersten Grades sind, 
eine bekannte Sache war, ist es bis jetzt noch nicht gr lungen,  die eben 
angeführte Gleichung in alleu Fallen zu integriren. Die  Intrgration ist 
im Allgemeinen niir in den Fallen geglückt,  in  dencn sich diese Gleicli- 
iing direct d e r  dnrch geeignnte Substitutionen auf die  lineare Differen. 
tialgleichung erster Ordnung zurückführrn lasst, oder in denen der inte- 
grirende Factor  nus den particularen Losungen zusammengesetzt werden 
kann.* Gewisse Specialfalle der Gleichiing ha t  man dadurch erledigt, 
dam mau dieselben aiif die Iutegration einer liriearen L)ifl'erentialgleiühiiiig 
zweiter Ordnung zurückfiihrte. ** 

Auch in Absclinitt I2 (S. 3) zeigte eu sich, dass eine Differential- 
gleichung erster Ordnnng 

dt  
( ~ ~ + ~ , P + ~ , P ~ ) ~ = ( P - ~ ) ( ~ + @ ~ + Y P )  

mit Hilfe der  Substitution 

auf eine lineare Differentialgleichung der  zweiten Ordnung  gebraclit wer- 
den konnte ,  deren Integration bekannt  ist. 

1. Betrachten wir jetzt die vollstandigere Gleic'oung 

u n d  setzen dem vorigen Beispiele gemass 

* F. M i n d i n g ,  Beitrage zur Integration der Differentialgleichungen 1. Ord- 
nung zwischen zwei veranderliche~i Groosen; St .  Petersburg 1862. G. D a r b o u x ,  
NBmoire sur les Bquations différentielles algébriques du premier ordre e t  du pre- 
mier degré; Bulletin des scienccs math~?matiques, Paris 1878. 

** Die Riccati'sche Gleichung, Salomon's Uebersetzung der Euler'schen Inte- 
gralrechnung, Bd. 2 S. 18. 
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Um nun zur  L i  o u  v il1 e'schen Gleichung aufzusteigen, erübrigt noch 
die Substitution 

p.'(2) d z, 9 " ( ~ )  
:1= - also - + z12 = - 

~ ( x )  ' d x v ' 
wodurch 

P = c l  <p1(x) + c g  ~ ( ~ 1 . 1 ,  
mithin wird der Gleichung a )  genügt durch 

Ware  pl= 0 ,  so fande man hierdurch nur  ein particulares Integral. 
Dieser Fa11 lasst sich jedoch lricht fur siçh erledigan, nnd  abgaselien 
davon konnte man aiich den zweiten Factor  y - u2 - &3î bei der Rech- 
nnng  beniitzen. 

Auf die Gleichung a )  lasst sich die allgemeinere 

znrückführen. Setzt  man niimlich 

Y = y , + À x ,  
BO erhalt man einc Gleichnng derselben Form 

nnd hier bedeuten 

A 1 = A + ( 2 C + c ) l +  BA2, B , = B ,  C l = C + B A ,  

Dl = LI + (E+b)a ,  E l - E ,  E",=P+aA. 

J e t z t  verfüge man über 1 60,  dass der  Kegelschnitt (x, YI) i n  ein 
Linienpaar zerfallt , d. h., dass die Discriminante 

verschwindet. Setzt  man znr  Abkürznng 

E ,B-BIFl=g , ,  ElCl-BIDI=hl ,  C,B-AIR1=kl, 

so lautet nnsere Bedingnng 
g, k, - hl" o. 

Nun findet man aber  leicht, dass 

g , = g - n  BA, h , = h -  hBA, k l = k - c B A  

is t ,  wcnn nnter g, h und  k dicsclhen Ausdrücke, wie untcr gl, hl und  kl 
verstanden werden, jedoch gebildet aus den Coefficienten der  nrsprüng- 
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16 Ziir Integratinn der Differentialgleichiingcn. 
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lichen Gleichung 1). Führ t  man die  obigen Werthe in  die Bedingunge- 
gleichung e in ,  so erhi-ilt man für 1 folgende quadratieche Gleichung: 

( g - a  H l ) ( k - c  131) - (h-  b R 1 ) 2 = 0  
oder 

( a c -  b 2 ) ( B , 1 ) 2 - ( u k - 2 h h + c g ) ( B l ) + ( y k - h 2 ) = 0 .  

Schreibt man schliesslich die Zerlcgixng des Kegelscbnittcs (z, Y,) in 

ezlenso a u f ,  60 entsteht 

eine Differentialgleichung, welche sic11 wie die Glcichung a) integriren Iasst. 

2. Man kann die Differentialgleichung 

auf die L i  o u  v i l1  e'sche Gleichung zurückführen, ohne dase man sie erst 
auf die Form a) bringt. Transfcrmirt man narnlicli Gleichuug 1) rriittels 
der  linearen Substitution 

y = Z f  ~ x + K ,  
so  erhalt man 

Bestimmen wir j e t r t  einen Factor p s o l  dass 

.4'x2+ Z D ' Z + F ' =  p ( a  + 2hx + c x 2 ) ,  
d. h. 

A f = c P ,  D P = 6 g ,  P'= " Q 1 

s o  entstehen folgende drei Gleichungen: 

A + 2 C I +  D l z  = C \ O  

D+EA+ C x  + B A x = b e  . 
P + 2 E x +  B x 2  = < I Q  ! 

Für die Berechnung der Grossen 1, x und Q ist es zweckrn~ssig,  diese 
Gleichungen umzuformen in 

(BA $ C ) z =  B c p  + k 
01) ( B i , + C ) ( B x + E )  = B h e + h  

( B X + E ) ~ =  R a ,  + g  

wobei, wie früher, zur Abkürzung 

6'- B F - g ,  C E - B D = h ,  C 2 - A E = k  

gesetzt wurde ,  denn  dann ist augenscheinlich, dass 

( B a p + g ) ( B ~ p + I r ) - ( R b ~ + h ) ~  
oder 
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@) ( a ~ - h ~ ) ( 6 ~ ) ~ + ( u k - 2 O h + c g ) ( B ~ ) + ( g k - 1 i ~ ) = O .  

Aus dieser Gleichung, welche z u  der  anf  voriger Saite entwickelten qua- 
dratischen Glcichung in engster Beziehung steht ,  ergiebt sicli Q; aus den 
Gleichungen or) findet man alsdann A und r.. Nach diesen Bestimmungen 
gestattet die Differentialgleicliuog 1) folgende Schieibweise: 

1st A + q = O ,  so ist diese Substitution unbrauchbar, aber anch übcrflüssig. 
Nnn wird der  Uebergang der L i o u v i l l e ' s c h e n  Gleichung durcli die * 

Ausdrücke 
d2v 

vermittelt, und  man erhalt 

Es ist bekannt ,  dass man die letzte Gleichung durch eine Substitution 
von der  Form 

x = m u + n  

in dia Differentii~lgleicliung der  hypergeometrischen Reilie 

üherfiihren kxnn. Unmtiglich ist die8 n u i  dann , wenn c = O oder wenn 
a + 2 b x  + c x 2  ein vollsttindiges Qiiadrat is t ,  auf welche Fal le  wir spater 
zurückkomrnen. Dia letzte Di f fe ren t ia lg le ich~n~ kann i n  allen FaIlen 
durçh bestimmt,e Integrale oder durch hypergeometrische Reihen integrirt 
werden ; * ihre beiden particularen Integrale lauten 

zu verstehen ist. Iudem man zurückrechnet, erhalt man nun auch das 
Integral der L i o u v i l l  e 'schen Gleichung in der  I b r m  von liypeigeo- 
metrischen Reihen,  etwa 

* J a c o b i  (Heine) ,  Untersuchungen über die Uifferentialgleichung der liyper- 
geometrischen Reihe; Cre l le  Bd. 56. - Mau fiudet daselhi eine vollst'indige 
lntegraltafel. 

Zeitichrlft f.Mnthemntik u. Phyiik XXVII,  1. 2 
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v = ci 9 1  ( X I  + c, 9, (XI. 
Fiir das  Integral der  vorgelegten Gleichung 

1) d Y ( a + 2 b x + c x 2 ) - + A x "  ...+ P = O  
d .x 

folgt souach ein Ansdruck von folgendar Gestalt:  

y = b x + x -  91 (x) + c2 93 (2) 
( A  + Q) cl mg, ( x )  + c2 (z) 1 

cl : c, = const. 

Ein einfaches Beispiel hierzu ist folgendes: 

E s  genügt ,  zu setzen 
X y=-- 

denn man bekommt 
z y 

oder  fur d u  - 
drc 

x =  k und z =  -- 
v 

Dieser linearen Gleichung geniigt 

V = c l ( x - r l ) k + 1 + ~ 2 ( x - r Z ) k + 1 ,  

mithin besitzt die vorgelegte Differentialgleicliung das Integral 

- k  c , ( x - r , ) ~ + l + c , ( x - r 2 ) k + ~  
~ ~ ( x - . ~ ) ~ + ~ ~ j x - r ~ ) ~  

oder 
k ( ~ - r J + ( k + l ) y  a-?, = c o n  
k(x-7-21 + ( k + l ) y  1-1 x - r ,  

Diese Integralformen sind für k = O und k = - 1 nicht Zn gebrauchen, 
doch erledigen sich jene Falle leicht auf anderem Wege. 

1st im Speciellen 

r l = + i ,  r 2 = - i ,  k = -  z 1 1 (i = (z), 
so liegt vor 

( . ~ + l ) ~ + Y > - t ~ ( Y + ~ l ~ + l ~ = o .  
Das Integral  lautet 

cl 6 7  + r ,  J2 +i 
y = -- - . {Ki. 

cl J x + i + c ,  JE-i  
D a  

so h a t  man bei Aenderung der Constanten 
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oder 

und weil 

c'm + c"n -- y = ---- 
c'm - c'ln 

. j/z2+ 1 

so genügt der gegebeuen DiEerentialgleicl~ung der Ausdruck 

3. B e s o n d e r e  I i ' a l l e  d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h i i n g  

1) 
dY ( r i . + 2 6 . z + c x Z ) -  + A X ' + . . . +  F = O .  
d x  

0 

OZ) E s  sei c = O. Die Gleichung kann  dann transformirt w e r d m  in 

und diese l a d  sich auf die  , , W e i l e r ' s c h e  h'ormalform" 

hringen, deren Integration iu allen Pallen durch bestiuimte Integrale 
oder Keihen geleistet werden kann. 

b) E s  sei n + 2 bx + cx4 eiu vollstiindigrs Quadra t ,  dann kann man 
der Gleichnng 1) immer folgende Gestalt gcben: 

und diese kommt nach dem Früheren zurück auf 

U m  diese Differentialgleichung in die W e i  l e r '  sche Normalform übereu- 
führen, setze man zuniiçhst 

x - r = L  
5 ' 

dann entsteht 
d' v a , + b , r  d u  E ' T + ( ~ -  6 4-  - - 5 ) & 3 + u o ~ = ~  

oder, wenn 
Y 

* O. S c h l o m i l c h ,  ZeitschriB f. Math. u. Phyeik Bd. V, oder dessen Vor- 
lesungen über hohere Analysis 1874; Integration von 
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Verfügt man über p so,  dass 

p e +  ( l - b , ) ~ + o o = O ,  
und  setzt 

~ $ - 2 - ~ l = q ,  
so rcsultirt 

8 V  d<p 6 ,  ci 4 + ( P + ~ + E ) ~ + - P ~ ~ = O ~  

also die verlangte Norrnalforui. 
I n  gewissen F a l l m  kann-man sich diese Reduction ersparen. 

vorgelegt 
d Y ( u + b x ) " + ( ( ~ - " , - p ~ 2 ) ( y - " ~ - p ~ . 2 . ) = O  
d x  

mit der Beschrankung, dass 
a='Y1-"21 b=P1-P2 

sei. Urm Abschnitt IIIl g e m h  ha t  man 

zu setzen, wodurch folgende lineare Gleichung erlialten wird : 

(a + b V"(X) - ( a  + b 2) (~'( l t . )  + Pl (P (XI = 0. 
Derselben geniigt offenbar particular 

rp = (a+bx)', 
wenn y eine der beiden Wurzeln der quadratisclien Gleichung 

b2pe-(b+1) b y + / ? l = O  

bedeutet. Das  vollstandige Integral lautet sonach 

cp = cl ( a  + 6 x)Pl+ c,  ( a  + 6 x)buz. 

Mithin gcnügt der gegebenen Differentialgleichung erster Ordnuug 

C) Um die ütirigen Sonderfalle der  Gleichung 1) zu erkenneri, 
man die  Glcichung zur Bestimmung von Q 

p)  ( a ~ - b ~ ) ( B ~ ) ~ + ( a k - 2 b h + c g ) ( B ~ ) + ( g k - h ~ ) = O  

ins Auge fassen. 

Sei 

muss 

1st g k -  h2 = 0 ,  B O  zarfallt der Kagelsclinitt (x, y)  der Gleichung 1) 
a n  und für sich in ein Linienpaar, u n d  dann ist der  in  Abschnitt III,  
angezeigte Weg einzusclilageu. 
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Von W. HEYMANN. 21 
p....---- -A- 

1st 6i = 0 ,  so l h t  sich Gleichung 1) wie eine lineare Uifferential- 
gleichung erster Ordnung behandeln. 

1st a c -  b 2 =  O ,  so liefert obige Gleichung nur  einen brauchbaren 
Worth für Q. D a  in diesem Falle der  Aiisdruck a + 2 b x  + cx2 ein voll- 
st,iiiidiges Quadrat  is t ,  so tritt  das nnter  b) aiifgefiihrte Verfahren ein. 
1st gleichzeitig 

< i ~ - b ~ = O  und a l ; - 2 b h + c g = 0 ,  

so ergiebt sich für p kein brauchbarer Werth. Die Differentialgleichung 
1) lautet wegen der ersteii Bedingung 

und Sie geh t ,  wenn man für x-r eine andere Variabele, etwa wieder 
z setzt ,  über in  

d y  c x 2 -  + A x 2 + B y 2 + . . , + F = 0 ,  
d x  

wobei zu beaçhten is t ,  dass die  neuen coefficienten Dl E und P nicht 
mit den vorigen entsprechenden identisch sind. Wir  operiren nun  mit 
der letzten Gleichung oder, was dasselbe ist,  mit Gleichung 1) uuter der 
Voraussetzung , dass 

a = b = O  

sei. I n  diesein Falle findet man aus Gleichung p )  
h" g k  

und dieser Werth ist brauchhar, so lango g von Nul1 verschieden ist. 1st 

g = E 2 -  B F = O ,  

d. h .  R y2 + 2 Ey + F ein vollstandiges Quadra t ,  so kann man der lctzten 
Differe~itialgleichung~ ohne der  Allgerneinhcit Abhruch xu t l iun, folgende 
Gestalt geben : 

oder f'iir 
y + o r + p x = z  

Eevor man zii einer Gleichung zweiter Ordnung aufsteigt,  ist es 
zweckmassig, noch weiter zu reduciren. Man setze 

z = w+ Ax, 
dann entsteht 

d e r ,  wenn A so  gewahlt wird, dass 

A . 2 + + 1 + ( p ' - c ~ ) = 0 ,  
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22 Zur I n t ~ g r a t i o n  der  Differentialgleichungen. 
YY_____-p.------------p 

Substituirt man nun  hierin nach einander 
d u  

so bekommt man 

eine Differeritialgleichung, welche schliesslich auf die Q7ei le r ' sche  Nur- 
malform gehracht werden kann. 

Lautet  das  Integral der letzten Gleichung 

~ = k , c p , ( u ) + k , < p g ( ~ ) 1  
so g m ü g t  der in Rede atehenden Differentialgleichung erster Ordnung 

Kommt die Bedingung u c - b2 = O so zu S tande ,  dass 6 = c = O, so 
hat  man es mit der Differeiitialgleichung 

zu thun. Aus der Gleichung j?) findet man i n  diesem Fal le  

h 2 - q k  
P = - B a k  1 

und  aus den  Gleichungen a) S. 16 
h - 

B L + C =  Ji= c', R X +  E =  - J k =  E'.  
k 

Dia vorliegende Differentiaigleichung verwandelt sich sonach durch die 
Substitution 

y = - z + b z + x  
in 

Um diese Gleichung in eine der zweiten Ordnung überzuführen, kann 
man, wie früher (Absclinitt III,) eine reciproke Substitution benutzen; 
man kornrnt indesseri hier auch mit einer directen aus. Setzt man 

so entsteht 

" l+z ,2)+2   JI.(^+^)^^+ B ( , I + ~ ) = o  

oder für  
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Von W. HEPMANN. 23 

welche Gleichuug leicht auf die W e i l e r ' s c h e  Normalform gebraclit wer- 
den kaiin. Laute t  das Iutegral  der  Ietzten Gleichung 

Schliesslich rnuss no& der  Fa11 k = O, in welchem die letzte Itech- 
nuug unbrauehbar ist ,  erledigt werden. Da k =  C2- A B  war, so ist jctat 
der Kcgelschnitt (x, y)  einr: I'arabel, und der i n  l t ede  stehendon Diffe- 
rentialgleichung k a n n  jedenfalls die Form 

ertheilt werden. Setzt man 

y + f f + P x = z  
und sodann 

ai+ p'x - a /3=af i fu ,  
so eutsteht 

oder fiir 

Diese R i c  c a  t i '  schc Gleichung * k a n n  bequcm durch Rcihen integrirt  
w ~ r d e n .  Nach K u m m e r  genügt  ihr folgendes befitimmte Integral:  

e ~ ( 1 ? , F " i c ~ ~ u ~ + C 2 1 , y z e P ~ u 1 + C 3 p 3 e P ~ u ~ d l ,  =P O 

wetin die willkürlichcn C an  die Redingnng 

c,+c2+ c, = 0 
geknüpft werdcn und pl, p,, p, die Wnrzeln der Gleichung 

O. Süt i l t i rn i lch,  Compendium d. h6h. Analysis, Bd. 1, 1874, § 110. - Kum- 
m e r ,  C r e l l e ' s  Journal Bd. XIX; Integration der allgenieinen Riccati'schen Gleieh- 

d" ung  -2 ;zmy m i t  Hilfe mehrfachcr, bestimmter Integrale. 
dxn 
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$3 = - Cl p' 
hedeuten. Schrsibt man das Integral  kurz 

7 
U = ~ Ê ( ~ ,  t )  d l ,  

O 
und beachtet,  dass 

d v 
d u  cl v 

z = -  , also z v - -  = O ,  
v d ic 

so findet man als Integral der  vorgelegten Differentialgleichung 

wobei fü r  u und z noch die entsprechendan Werthe,  ausgedrückt in x 
und y, zu setzen sind. 

E in  besonders einfacher FaIl  ist folgender : 

F ü r  

ergiebt sich 

also 
v = c 1 e X V F +  c 2 e - * Y P .  

Mithin genügt der  gegebenen Differentialgleichung 

Reil&ifig sei erwahnt, dass man auf  diesem Wege GleicLungen von der 
F o r m  

d y a - + ( Y + ~ + ~ . 2 : + Y x 2 - J - ~ ~ 3 ) 2 = 0  
d x 

integrireil kanri, denn fiir 
y + a + p ~ + ~ s ~ + 6 x ~ = z  

entsteht 

welche Glaichuog zu de.n vorher be.tracliteten gehort. 
Auch die Differentialgleichnng 

geht für 

über in 
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Von W. HEYMANN. 25 

und lasst sich daun  integriren. 
Allgerneiner noch konnte man verlangen, dass die rechten Seiten 

der Gleichungen a)  und b) gegebene Ausdrücke von der Form a ' + f l ~  

sind. 

4. I n t e g r a t i o n  d u r c h  D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n  m i t  
a l l g e m e i n e r  O r d n u n g s s a h l .  

L i o u v i l l e  ha t  bekanntlich (a. a .  0 . )  hei der  Integration der  nach 
ihm benannten Differentialgleichung hohere Differentialquotienten benutzt. 
Ein besonderer Fa l l  der L)i&rentialgleichung a) (Absçhnitt III1), bei 
welcher schliesslich das L i o  u v i l  1 e '  sche Vsrfahren Anwendung findet, 
ist folgender: 

'l Y 

/ ( ~ - r , ) ( ~ - r y )  d x  - + ( Y - ~ ~ - B ~ x ) ( Y - ~ ~ - P ~ x ) = ~ ,  
a - u 2 - r , + r 2  

wobei '-- - - 
P z - B i  2 ' 

oder wegen der  Bedingung 
d u  

d x  

P, - Pl wobei ---- 2 -Y. 
Ziir Ahkiirzung sei noch 

x - r 1  = X I I  x - r 2  = X 2 .  

Wir haben nun  zwei Falle zu unterscheiden. 
a) E s  sei P z - B i  =l. D a n n  Iaset die Gleichung 

* Vergl. S. S p i t z e r ,  Studien über lineare Differentialgleichnngen, II. Ab- 
s c h d t ,  §$ 13 u. 26. 
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26 Zur Integration der Differentialgleichungen. 
_ _ _ I _ p  

also 
d?l ii x 

folgt. 
Eine nochmalige Integration ergiebt 

1 
- log (Jc + E%' + E V )  = 2 log (JF + JI,) + const. 

oder . 

mithin durch Subtraction 

v = Cl (JX,+ / X , ) Z ~  + c2 (JX,  - ~ X , ) Z ~ .  
Dies ist das vollst%iidige Iritegral der Gleichung 2a).  

Da nun 
d u  - - 
- = { c , ( ~ x , +  d x  J X , ~ " - C ~ ( J X , -  J X , ) 2 c ~ . A i  

so genügt der Differentialgleichnng 
{XI x2 

dy 
(x-r,)(x-r ) '+ (Y-LY,-&x)(Y - ~ g - P z x ) =  0 ,  i ix  

wonn 
& - P l =  1, q - f f2=4 ( r1+r2 )3  

folgender Ausdrnck: 
- c, (fz + J " I ~ ~ ~ I  + Cm (7/z -k I ~ ) ~ " ~ .  

Y = + + . cl (fi + JKjzVq, - (;2 (Jq - J ~ ~ ) Z V - P ~  

Die Bedinguugen sind im Speciellen erfüllt, wenn beispielsweise 

u l = O l  & = l ,  r l = - I l  
u z = O ,  & = 2 ,  r 2 = + 1 .  

Die Differentialgleicliung lautet dann 

b) B e n u t ~ t  man Differ~ntialqnotienten mit allgemeiner Ordnungszalil, 
fia k m n  Crleichnng 1) anch in  den F d l e n  iiitegrirt werden, in aolchen 

&-pi überhaupt eine ganze positive oder negative ungerade Zahl ist. 
F ü h r t  man namlich in 2) 
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ein und differenzirt die Gleicliung L-mal, A als positive ganze Zahl 
gedacht, so entsteht 

Man wahle I sol  dasa 

und setze 

dann geht die letzte Differentialgleichung über in 

und besitzt nach der Untersuçhung des Falles a) folgendes Integral: 

w=cl(J%+~X,)za+ c,( /II;- J X , ) z e ,  

wobei 
~ = ~ ~ ~ - ~ ~ = ~ { ~ ~ ~ + 8 ~ ~ + 1 - 2 ~ ~ ~ ~ - 2 ~ ~ - ~ .  

Der Gleicliung 2) genügt soiiach 

wo 8,-@ eine ganze p o s i t i v e  ungerade Zahl ist. 
Wir kommen mithin zu folgendem Resultat: 
Der Differentialgleichung 

1) 
d y  (x-rl)(x-r.) - +(y- t l l -p ix ) (y -cr , -~2x)=0  ' dx 

genügt , falls 
- (Y2 r1 + r 2  -- 

P z - &  2 
und - pi eine ganze p O s i  t i v  e nngerade Zahl ist, nachstehender Aus- 

 IR^ - & eine ganze n e  g a  t i v  e ungerade Zah l ,  so vertausche man 
a, mit (Y, und 8, mit /3,. Uabei bleibt Gleichung 1 )  sammt der Bediiig- 
nng ungeandert, wahrend das Integral folgende Gestalt erlangt: 
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28 Zur Integration der  Differentialgleickiungeii. 
IX--,--z.<-- ------------. 

und hier ist  die Ordnungszahl des Differentialqnotienten wieder positiv. 

Man kann  auf ahnlichem Wege  noch andere integrable Fa l le  dieser 
Gleichung finden, doch wird die Rechnung beschwerlicher. Vollkommen 
gelingt die Integration, wenn man bestimmte Integrale benutzt;  mit dieseu 
wollen wir nocli den  besondern Fal l  E = O ,  i n  welçhern obige Formeln 
nicht mehr gelten , erledigen. 

1st  namlich E = O ,  d .  h. 

Bse+Bia+1-2BePl -2@n-2Pl=  0 ,  
so führt die Gleichung 1) auf 

und  dieser Gleichung genügt* 

y2 r2 
(X - 1 )  f'P1 LL. -1  

log - , d l .  
/ ( t -  r l ) ( t - r z )  ( l - r ~ )  ( f - r 2 )  

TI T l  

1st etwa rl = - 1, r 2 = + 1 ,  u n d  man setzt t =  - cosw, s o  entsteht hieraus 

x + cos w 
u =J ICI + c, 10s y (î: + cor ~ 1 1 ~ ~ 1  d W. 

SZlZ W 

O 
i 

Um noch die Bedingung 

zu erfüllen, sei a, = cu, = 0 ,  und  die in  Rede  steliende Differentialgleich- 
u n g  lautet 

(1 Y ( ~ 2 - ~ ) ~ + ( ~ - ~ ~ ~ ) i ~ - P z x ) = o i  

wobei /?, und p, der  Bcdingung E = O unterliegan, sonst aber  beliehige 
Zahlen sind. Diese Gleichung wird nun befriedigt durch den  Ausdruck 

unter  v das zuletzt angegebene bestimmte Integral verstanden. 

* S. S p i t z e r ,  a. a. O. 
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5. D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  d e r  F o r m  

M d x + N d y = O ,  

M = A , a 2 + B 1 y 2 + 2 C 1 z y + 2 n l x + 2 E , g + F ,  
N =  A , x 2 + B g y 2 + 2 C 2 x y + 2 D , ~ + 2 ~ y  + F 2  

welche auf die Gleichung 

1) 
d  .Y ( n + 2 6 x + c x 2 ) -  + A x 2 +  B y 2 +  ...+ F = O  
d x  

znrückgefiihrt werden konnen.  
W i r  beniitzen xuerst die lineare Substitution 

und erhalten ans der  allgemeinen Differentialgleichung 

M d u + ( M a + N ) d y = O .  

Cm eina Gleichung der  Form 1) z u  gewinnen, greifen wir aus  

M ~ + N = A ' U ~ + B ' ~ ~ + ~ C ' U ~  + ~ D ' U + ~ E ' ~ + F '  

die Coefficienten B', C' u n d  E' h e r a i i ~  u n d  setzen dieselben der  Nul1 
gleich.,  E s  cntsteht 

f f )  4 a 3 + ( A 2 f 2 C l ) f f 2 +  ( 4 + 2 C z ) f f +  % = O ,  
P )  A,ff"(A2+C,)a + Cg=O,  
Y )  D,a"+(D,+E,)a + 4 = O ,  1 

und die Elimination des ar fordert alsdann zwei Bedinqungsgleichungen 
zwischen den Coafficienten der  vorgelegten Uifferentialgleichung. 

Die Gleichung 1) ist  geometriscli dadnrch ausgezeichnet, davs sie 
zwei der y -  Axo parallele Gerade 

x = r l  u n d  z = r 2  

als particulare Integrale besitzt, unter  r ,  und  r, die beiden Wnrzeln der  
quadratischen Gleichung 

a + 2 b s  + c x 2 =  O  

verstanden. Um die Bedingungen zu finden, unter welchen der allgemei- 
neu Gleichung M  d z  + N d y  = O zwei parallele Gerade particular genügen, 
snbstituire man in selbige die Gleichnng einer Geraden 

x = a y + p ,  
dann müssen, wofern dieselbe geniigen soll, drei Bedingungen erfüllt 
sein, namlich 

a') A l u 3 + ( A 2 + 2 C J a 2 +  ( B 1 + 2 C 2 ) a +  R 2 = 0 ,  
B') [ A 1 f f Z  + (4 + C l )  + C21P + [Diu2 + ( D , +  E , ) a  + 4 1  = 0, 
Y') ( A l ~ + A , ) p Z + 2 ( n l a + ~ , ) p + P l ~ +  r 2 = O .  1 

Man erhalt aus Gleichung y ' )  xwei Werthe von 8 ;  fiir beide muss die  
Gleichung /3') bestehen, und  das k t  der F a l l ,  wenn beide Klammer- 
grossen dieser Gleichung verschwinden. D a  schliesslich auch noch Gleich- 
ung a') zu beachten is t ,  so finden sich irn Gleichungssystem (a', P', y') 
dieselben Bedingungen wieder, als im System (a, P,y). 
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30 Zur Integration der  Differentialgleichungen. 

Bcsitzt sonach die  Differentialgleichung 

M d x +  N d y  = O  

zwei parallelo Gerade als particulare Integraln, so liisst sie sich stets 
durch die lineare Substitution 

x=LYy+u 
auf  eine Gleichung der Form 1) bringen und als solche integriren. 

E s  k a n n  sich ereignen, dass eine dieser Geraden oder auch beide 
ihrer ganzen Erstreckung nach in unendlicher Entfernuug liegen. 1st 
etwa die  L)ifferentialgleichung 

( 2 ~ ~ x ~ + 2 ~ , ~ + 2 ~ ~ ~ + ~ ~ ) d ~ + ( 2 ~ , x ~ + 2 ~ ~ x + 2 ~ ~ ~ + ~ , ) d ~ f  O 

gegeben,  so lautet das ( T l e i c h ~ n g s s ~ s t e m  (a', p', y') 

a') C l .  + C 2 = O ,  
P ' )  D 1 a 2 + ( D 2 + E , )  a  + E l = ( ) ,  
Y ' )  2 ( ~ l a + D 2 ) p + ~ ~ + ~ 2 = O l  t 

woraus hervorgeht, dass eine. NTorzel der Gleichung y') unendlich gross 
geworden ist. Der  vorgelegten Uifferentialgleictiung genügt daher yar- 
ticuliir im Endlichen nur  eine Gerade 

~ - c Y + P  
wobei 

c2 'y=- - p = - Cl Fi? - C' F L  
Cl ' 2 \Cl b2 - c2 hl) ' 

und  die Coefficienten der  Gleichung sind jetzt n u r  a n  eine Bedingung 

Dl C," ((n, + El) C2 Cl + E, Cl2 = O 

gebunden. Die hier auftretenden Ausnahmeftlle haben keina Schwierigkrit. 
1st auch Dl = D,  = E, = 4 = O ,  also sind heide particulare parallele 

Gerade in die Unendlichkeit gerückt,  so lautet die Differentialgleicl~iing 

( 2 C 1 x y +  F l ) d x + ( 2 C , x y +  F , ) d y = O ,  

und  diese kann  bedingungslos mit Hilfe der Substitution s = - z y + u  
auf eine bereits integrirte Gleichung, namlich 

gebracht werden. 1st  etwa FI = O ,  so  lautet die  letzt,e Gleichung 

und  ihr genügt 

consi. = - e .F* 
Y  

Mithin ha t  die  Differentialgleichnng 

2 Ç l z y d x + ( 2 C 2 x y + I . , ) d y = 0  
folgendes Integral:  
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Führ t  man homogene Cooidinaten ein,  indem innn 

x x 
x = 1 ,  y = >  

LT3 x3 

setzt ,  so geht die Differentialgleichung 1) über in  

1 a) (a,, x12 + 2 a13 x1 x3 + u33 2:) (x2 d x3 - x3 ( lx2)  + Az1 (x3 dxl - xl d r3 )  = 0, 

wobei 

A Z = A , ~ X , ~  + A 2 2 x 4 2  + A 3 3 ~ 3 '  f 2A12 XlX2 + 2A13X1X3 + 2A83 X 2 X 3 ,  

und diese Gleichung ist geometrisch dadurcli ausgezeiclinet, dass sie drei 
sich in einem Punkte  schneidende Gerade 

x3 = O, X I  - r'x3 = O ,  x1 - r"X3 = O 

als particulare Integrale besitzt, unter  r' und r" die beiden Wnrzeln der  
Gleichung 

a l l r 2 + Z a 1 3 r  + ns3= O 

verstanden. Denkt  man sich in  die Differentialgleichiing 1 a) die linea- 
ren Substitutionen 

EL 21 = "11 5 1  + < Y ~ 2  5 2  + 013 & - (ai i 5i) 

II x p  = "21 6 1  + a22 & + "29 63 ( "2 i  5i) 

m x3 = "31 5'1 + "38 5'2 + "33 $ EE ("ai 6 i )  

eingeführt, so wird offenbar eine Gleichung der  Form 
1 

l h )  A 2 ~ ( k , d 4 , - -  5 3  d & ) +  B2€(5 ,  d k ,  - 5, dg , )+  C 2 5 ( t , d 5 ,  - 4 2  d k , )  = O 
entstehen, welche dem Connex erster Classe zweiter Ordnung  entspricht 
und welche im Speciellen darlurch ausgezeichnet ist ,  dass ihr drei sich 
in einem Puukte  schneidende Gerade 

("3i 6,) = O , ( f f i i  k)  - ~ ' ( W i k i )  = 0 ,  ( a ~ i k i )  - f P ' ( f f ~ i k i )  = O 
genügen. Hierdurch sieht man rückwarts Folgendes ein:  

Besitzt die Gleichnng l b )  drei sich in einem Punkte  schneidende 
Gerade als particulare Integrale, so lasst sie sich dnrch lineare Substi- 
tutionen, also dnrch eine Verlegung des Coordinatensystems i n  die Gleich- 
ung l a )  transformiren und ist als solcho integrirbar. 

Ale eine weitere Frage  drangt  sich die  anf ,  ob die Integration der  
Gleichnng 1 h) auch dann  noch geleistet werden konne, wenn sich die  
drei particulgren Geraden nicht in  einem P u n k t e  schneiden. Die  erwahnte 
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Gleichnng k a n n  dann  durch geeignete Wahl  des Coordinatensyst,ems 
immer anf die Form 

(4  X I +  4 2  % + A13 5 3 )  J 1 1 1 1  + ("21 "1 + 4 2  "2 + ,423 4 y 2  112 

wobei 
+ ( A 2 L ~ 1 + . . . ) X 3 1 1 3 = O i  

u1 = p (xn d x 3  - xg dxn) etc., 

gebracht werden;  geometrisch ist sie jetzt dadurch ausgezeiclinet, dass 
ihr  die drei Geraden 

x l = o i  x 2 = o ,  x 3 = o ,  
d. h. die Seitcn dcs Coordinatendreiccks particular geniigen. Nor,h ein- 
facher wird die Gkichnng  nach Subtractinn der Identitat 

( ~ 1 " + b , ~ + c l ) x d ~ + ( a z ~ + b z 2 / + c 2 ) 9 d x = 0 .  

Die  Integration dieser Gleichung scheint im Allgemeinen erhebliche 
Schwierigkeiten en haben,  denn bereits bei der  Integration des nachfol- 
genden speciellen Falles ist man geuottiigt, xi1 einer linearen Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung aufzusteigen. E s  sei 

b 1 = h 2 = - b  

und  man schreibe der Einfachheit halber für n x  und b y  knrz x iind y,  
tio dass die Differentialgleichung 

vorliegt. Aus naheliegeuden Gründen setze man 

dann  entsteht 
S z ( 1 - 1 " d z + c l ( l d z + z d t ) + c 2 ( t d z - r d l ) = O  

oder 
d t 

( ç 2 - c l )  z  d_ + 2 z t 2  - ( c 2 + c 2 ) t - 2 z  = 0, - 
und fiir 

1 
z r i -  ( c z - c l ) u ,  c 2 - c 1 Z O  

Schliesslich ergiebt die Substitution 
rl 21 - 
ri u 

1=-- 
v 
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1,aiitet das Integral dieser Gleichung 

v = k, Pl ( I L )  + k2 T g  ( 1 4 )  l 

so genügt der Gleicbung 

- - 
- d 21 
- 2 2  2J;r! /  -- - und zr=--- 

Setzt mau hierin noch beziehentlicli a x  und  b y  für x und y, so erhl l t  
man das Integral der Differentialgleichung 

Sollte eine der  Zahlen a oder b ein anderes Vorzeichen besitzen, als 
angenommen wurde,  so erübrigt noch,  das Integral von seiner irnaginki- 
ren Gestalt zu befreien. 

Die lineare Differentialgleichung y )  kann auf die W e i  l e  r 'sche Nor- 
rnalform gebracht werden,  aie ist indessen auch oft fiir sicli behandelt 
worden. So giebt D i e n g e r  i n  seiner Integralrechnung 5 1 1 9  folgendes 
Integral für diese Gleichung a n :  

) n ( n + l )  ir"-' (n - l ) i i (n+ l ) ( -+2)  c- ( n - 2 )  ...( n + 3 )  un-3 , - - 1 !  - F +  - v = Irl eu un -- - -- 

2!  z2 3!  
n (n+l )  un-' (74-1) n ( n + l ) ( n + 2 )  (n-2) ...( n t  3) 7 P 3  

+ k e e u / u . + T  F +  2 1 2% + 3 !  

welches richtig i s t ,  wenn n eine ganze positive oder negative Zahl be- 
deutet. 

Statniren wir folgende einfacbe FRlle. 

ES sei 11 = O ,  d. 11. c2 = , unter  c eine gegebene Zalil verstan- 

den. Das Integral von y) lantet 
v = kl e" + k, e- ", 

mithin ist - 

y k,  eu - IC, e -  JG 
11 = -- 

LC /cl eu + lie e- ' C 

oder 

= consl.  
v x +  J'Y 

das Integral der Gleichung 
Celtuchrift f. Ynthemstik II. Physik XXVII, 1. 
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34 Zur Integration der Differentialgleichungen. 
__I__--m2------ 7 - w  -,-- Y -- 

c 2 = 3 c  
E s  sei n = 1, d. h. . Das Integral von y lautet 

CI = c 

v =  k l e U ( u - l ) + k , e - " ( u + l ) ,  
mithin ist 

oder 
2 Y G  

C+"-J/xy -- e = const. 
c + x +  J X Y  

das Integral der Gleichung 

( ~ - y + c ) ~ d ~ + ( s - ~ + 3 c ) ~ d x = O .  

C p  = C 
Es  sei n = - 1, d. h. 

c , = 3 c  
Die Gleichnng /?) lantet 

sie geht s u s  der eben betracbteten Iiervor, wenn für x und y beziehcnt- 
licli -y  und -x geschrieben wird; mithin lautet ihr Integral 

- 2 vzj c-y/+ J x y  - -- 
- C  - - cnnst. 

c-Y-J'".Y 
Ueberliaupt kann durch die erwiihnte Vertauscliung der Variabelen 

der Fa11 einrs negativen n auf den eines positiven n zuriickgefuhrt werden. 

6. B e h a n d l u n g  e i n i g e r  F a l l e  d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  

M d s + N d y = O  

m i t t e l s t  q u a d r a t i s c h e r  S u b s t i t n t i o n .  

A. Integration von 

Die vorliegende Gleichung wird durch die quadratische Substitntion 

b) ~ = - j e y ~ + P y + y x )  
übergeführt i n  d ie  Differentialgleichung 

welche nach dem Früheren integrirt werden kann.  
Die Richtigkeit der Behauptung wird erkannt ,  wenn man den U'erth 

von p aus b) i n  a) einfuhrt und entsprechend ordnet. Dequemer ist es 
aher, die Betrachtnng bei Gleichung c) anzuknüpfen. Setzt man namlicb 

und differenzirt die Gleichung 
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cl P + ~ Y " + ~ Y  + y x = O  
nach x, so entsteht,  weil 

Da der Kegelschnitt (x, y) in Gleichnng c) eine Parabel vorstellt, 
B O  liat man diese Gleichnng anf dem in Ahschnitt III:, c) angegebenen 
Wege  zu infegriren. Schreibt man dieselbe in der Form 

und setzt 

Weser Gleichnng genügt, wie wir früher gezeigt haben ,  

c,+c,+c3== O ,  p3=--- 

Subetituirt man rückwarts 
B z = y  J&- u = x / u - -  - P z  

2 i a B  
oder wegen b) 

4~ 6 
J° ( u=-- 
Y 

so bekommt man das Integral der vorgelegten Di f fe ren t ia lg le ichg  a). 

B. Integration der  Differentialgleichung 

Aehnlich wie die vorige Gleichung kann auch diese, welche freilich 
den Mange1 erleidet, dass der Coefficient von pe nicht allgemein ist, 
behandelt werden. Geht man von der  integrablm Gleichnng 

b ) 
d .v - + a y e + 2 / 3 ~ ~ + y = 0  
d s 

ans, setzt 
3 * 
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und  differenzirt nach x ,  so entstelit 

oder, nach Elimination von a: ails b) und c ) ,  

LIierin kann  nocli der dritte Grad beseitigt werdeu,  denn für 
y2 = S 

bekommt man 

a )  
d p  2 p s - - p e + . p s + 2 f i s - y p = O .  
d s  

Diese Differentialgleichung wird sonach durch die quadratischen Substi- 
tutionen 

p = - ( a i y " 2 2 x y + y )  und s = y 2  
iibnrgeführt in 

b) 9 dx + ~ v ~ ~ p x y + y = ~ ,  

und lautet das  lntegral  d i e ~ e r  Gleichung 

y =  F b ) ,  
so genügt  der vorgelegten Differentialgleichung 

1st beispielsweise or = O ,  liegt also vor 

a') 
d p  2 p s - - ~ ~ + 2 p s - ~ p = o ,  
d s  

so lautet  Gleichung b) 

und  ihr Integral 

const. = y ePx'+ y  ePz' d x. 
Da n u n  

S 
P + Y  g =  JS und  z=----, 
2 8  P': 

so ist dae Tntegral von a') in folgender Weise anluschreiben: 

1st i n  a) y = O ,  liegt also vor 

a") 
1 1 ~  2 p s -  - p e i - . p s +  2 p s  = O ,  
d s  

so lautet Gleichung b) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



b") d!/ - - + < Y y 2 + 2 p x y = o  
d x 

und ihr Integral  
1 

const. = - e-- Px' - n e- Pz' d x. 
Y 

Da nun 
S 

P + as y = f i  und x = - - ,~, 
sa gcnügt der Gleichung a") 2~ V'S 

1)a es uns darauf ankorrimt, Iiur Gleicliungeu ins Auge zu f'assen, 
in denen die  Variabelen den zweiten Grad nicht übersteigen, so ist die 
Anzahl der  hier zu betrachteuden Palle niçht gross. Als lctxter und 
bernerkenswerthester FaIl  sei folgender mitgetlieilt. 

C. Integration der I)ifferentialgleichurig 

Wir geheii von der Gleicliung 

d y 
d; = P9 

differenziren nach a uud erhalten 

Kehmen wir niiri zwischen ~JJ'  und rp irgend eine Bezieliurig 

9'= P(P) 
d v 

a n ,  so lautet a) wegrri dx = --- 
F(9) 

a' 1 d .Y 
F(rJJ)- + y 2 =  e,, 

wahrend b)  übergeht in 
d (JJ 

di)  
P ~ + ~ Y V = ;  P(m) 

uder, weil wegen a) 

' P = P + Y ~ ,  

b') 
d p  

P- + ~ ! / P = - F ( P + Y ~ ) .  
ri!/ - 

Diese Gleicliung wird integrabel sein, sobald es a') ist. Denn genügt jener  

Y "f(cp), 
so kommt der Gleichung b') das Integral 
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Wenn wir im Speciellen verlangen, dass Gleichung b') die Varia- 
belen nur  im zweiten Grade besitzen soll,  so müssen wir zwischen <p. 

und <p eine lineare Relation f~s t se tzen .  Wahlen wir 

F ( < p )  = r n < p +  n1 
so erlangen die Gleichungen a') und b') die Gestalt 

a") 

Die erste lasst sich nach dem Frühereu integriren; die  zweite aber geht 
vermoge der Substitution 

P = (P-yZ 
in  die erste über. D a  der ersten Gleichung particular eine Gerade 

genügt ,  so kommt der  zweiten eine Parabel 

a ls  particulares Intogral eu. 
Die Gleichung b") ist noch sehr erweiterungsfihig, denn beiiutet 

man  die linearen Substitutiouen 
p = a u + b v + c  
y = g u + h  

tio verwaridelt sie sich in eine Uifferentialgleichung der Form 

Dieser Gleichung miiss d a n n ,  da wir nur  eine lineare Coordinatentraris- 
formation vorgenommen haben,  ebe,nfalls eine Parabal 

particular gcnügen, d. h. aber, ihre Coefficienten müssen e i n e  Beding- 
u n g  erfiillen. Denn wird der Ausdruck für n in  /3 eingeführt,  so ent- 

steht eine Gleichung von der Form 

G,u" GG,ti2 + G2u + G9 = 0, 

welche identiseh verschwinden soll; man ha t  daher 

G,=O, G,=O, G 2 = 0 ,  G,=O. 

Aus  dreie.n dieser Gleichungen berechneri sich die Coefficienten a ,  p, y ;  
a u s  der vierten fliesst alsdann eiue Bedingung, welcher die Coefficienten 
der  Gleichung /3) unterliegen. Weiterhixi ist aber auçh klar, dass, wenn 
diese Bedingung besteht,  die Gleichung /3) vermittelst- der quadratischen 
Substitution 

o = a i P + + ~ + ~  
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in eine Gleichung übergeführt werden muss, welche von der  1)iiTerential- 
gleicbung a") nidht wesentlich verschieden sein k a n n ,  d. h. welche durüli 
lineare Transformation auf a") zuriickgebracht werden kann. I n  der  ' l ' h ~ t  
crhalt man auf diesem W e g c  aus  ,8) die Differcntialgleichung 

durch deren Integral 

d m  Integral der  vorgelegten Gleichung p )  in der Form 

gewonnen wird. Hierliei bestimmt ~ i c h  

C 
a = - - A b - 2 ( a + E ) C  A a+E 

,, B r  --- 2- 
0 c C h '  

und die B e d i n g u q  lantet 
b f i 2 + ( a + 2 E ) p + 2 ( u c + D ) = 0 .  

Ilieselbe is t  insbesondere erfüllt. wenn 

es liegt. dann  die auf S. 34 hetrachtete Gleichung vor, welcher eine Pa- 
rabel particular genügt , deren Scheitel in der Richtung der v ins Unend- 
liche gerückt ist. 

Sollte b = O  sein,  so ist die  vorige Betrachtung überflüssig; ist  C= O, 
d. h. der Kegelschnitt (u ,  v )  in eine I'arabel, so genügt dieser Uiffe- 
rentialgleichung nie  eine l'arabe1 particular, u u d  das lntegral  kann auf 
diesem Wege  nicht gefunden werden. 

Wir  tirechen hierrnit diese Untersuchungen a b ,  ohne damit sagen 
zu wollen, dass wir zu eiuem Abschlu~se  gekommen waren. Es ist 
liochst wahrscheinlich, dass noch wcitcre nicht erledigte Fal le  der be- 
treffendcn Gleichung M ds + ,2' d y  = O auf die lineare Diffcreutialgleich- 
u n g  zweiter Ordnung zurückgefübrt werden konnen, und  das wird immer 
eiu Vortheil sein, da  letztere Gleichungen irn Allgemeirien leichter zu 
studiren siud. Um den natürlichen Entwickelungsgaug z u  wahren, haben 
wir die Untersuchungen des dritten Abschnittes von denen des ersten 
abhangig gemacht. L)as ist indeljsen uiüht nothig, wenn man Folgendes 
beachtet. 

Die lineare Differentialgleichung 

wird durch die Substitution 
d u  

übergeführt in die Differentialgloichung erster Ordnung 
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40 Zur Integration der Differentialgleichiingon. Von W. HEYYANN. 
-\___2__~I__,_____N,YY,_YIY~ *------/---- -------,< <I ,,<, ,>/, - - ---,____ 

und diirch die reciproke negative Substitution 

1st fo constant,  f, linear, f2 quadratisch, so stellt a )  eine von L i o u -  
v i Il e integrirte Gleicliung 

dar ,  b) aber  kommt überein mit der  aiif S. 22 behandelten Uifkreutial- 
gleichiing 

(1 Y 
u- + A x 2 + 8 y 2 + 2 C x y + 2 U x + 2 E ~ + F = 0 .  

d x  

1st fi2 constant,  fi linear, fo quadratisch, so stellt a j  d ie  ebeufalls 
von L i  O u v i l l  e hehandelte Gleichung 

dar, c )  aber erlaugt die Gestalt 

Diese Uiff'erentialgleiclinng ist noçh im Vergleich mit 

speciell, denn in derselben tritt  fo zweimal auf. Allein jener  Unter- 
~ c h i e d  ist unwesentlich und durch lineare Coordinatentransformation hcb- 
bar (Abecbnitt III,). - Ilurch diese Remerkungen wird der letzte 
Abschnitt ( I I I )  dieser Arbeit unabhangig von dem ersten Abschnitt (1). 
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Elementare 

II. 

Behandlung der hypergeornetrischen Reihe. 

Von 

J. THOMAE, 
Professor su der Univsrsitkit Jeun. 

( R o r t ~ e t z u u g . )  

Art. IV. Zusammenhang der  Losnngen. 

D a  zwisclien j e  drei Losungen einer dreigliedrigen Recursionsformel 
eine lineare homogene R ~ l a t i o n  mit periodischen Coefficienten statthaben 
muss, so bietet sich die Alifgabe dar, diese Coefficienten zu bestimmeu. 
Die Losung derselben ist aber auch noch nach anderer Richtung hin 
wichtig. Als Functioncn von n sind die Reihcn,  wenn sic überhaupt 
convergireu, überall convergent oder doch fiir gewisse speciellc Werthe 
von z i n  bevtimmten Ralbebenen. Als Functionen von 5 definiren aie 
eine Function der complexen Veranderlichen x nnmittelbar nnr  in  Ge- 
bieten, die entweder von einem Kreise oder von einer geraden Linie 
begrenzt sind. E ine  der ersten und wichtigsten Fragen,  die bei Unter- 
suçliung einer durçh eine nicht überall convergente Iteihe definirten 
Function nothmendig zu 1G~en ist,  i ~ t  die: Wie setet man die Function 
aiialytisch über das Convergenzgehiet hinaufi (vergl. E. T. F. 3 65) als 
Function einer complexen Ver$nrlerlichcn fort? lliesr, Fragc wird im vor- 
liegenden FaIlp. dadurch erledigt,, dass der Zusammenhang zwischen den 
als Losungan der Recursiorisformel 18) aufgestellten , in verschiedenen 
Gebieten convergenten Reihen erstellt wird. Unmittelbar b ~ s t e h t  freilich 
dieser Zueammenhang nur  in  Gehietstheilen gemeinsamer Convergenz, im 
Siune der Functiouentheorie hesteht e r  aber dann allgemein. 

E h e  wir zur  Auf~uchi ing  der  analytischen Fortsetzung schreiten, 
geben wir der im Art. II unter 21) gefundenen Formel 

dadurch eine etwas veranderte Gestalt ,  daes wir 
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42 Elementare Behandlung der h y p ~ r g ~ o m e t r i s c h e n  Reihe. 

x r n , a ' ,  B I  p' 
bez. durch z ,  a ,  a', b + c ,  b'+c 

ersetzen, mit ( l - ~ ) ~  mnltipliciren und c' durch die  Gleicliung 

a+a '+b+b'+c+c '=l ,  c'=l-a-a'-b-b'-c 

bestimmen, wodurch wir die Formel gewinncn 

welche sich von der  oben anfgestellten durch Symrnetrie anszeichnet und 
uns  gerade dadurch wichtige Dieuste leisten wird. I n  G a u  a s '  Bezeich. 
nnng  nimmt aie die Form a n  

3 1 a )  F ( r l , p , v , z ) = F ( v - l , v - p , v , z ) ( l - z ) ' - l - ~ .  

Die andere i n  21) enthaltene Relation 

liefert schon eine Fortsetznng,  und wir  schreiben dieselbe in  der oben 
eingeführten Bezeichnung i n  drei Formen ebenfalls hierher, nm sie zur 
Hand zn  hahen. 

Unter  den  d r e i  gliedrigen Formeln,  welche weiter den Zusammen- 
hang verrnitteln, sind diejenigen die  wichtigeten und elegantesten, in delieu 
zwei Reilien wenigstene dasselbe letzte Element  besitzen. - Die übrigen 
würdan aus dicsen durch Elimination zu erlangen sein. - Dieso Formeln 
sind aber  irn Grunde i n  einer einzigen enthalten oder lassan sich aus 
dieser einen durch blosse Buchstabenvertauschungen und durch die oben 
angesetzten Transformationen sofort ableiten. Diese Formel lautet 

fac(a-a') fnc(c'-C-1) fac ( a  - a') fac(c - c'- 1 )  
a, = ad = 

fac (- ut- 6'- c) f uc  (- a'- 6 - c )  ' fac (- a'- b' - c') tac  (- a'- b - c') ' 

I)ie rechte Seite ist in Bezug anf c ,  c' sÿmmetriscb, die linkc wegen 31) 
auch. Vertauscht man a mit a', so gehen die Cnefficienten a,, 0,. bez. 

I I in  a , ,  a,. über, und  man erhalt dieselben au8 a, u n d  a,. eben durch 
blosse Buchstabenvertauschnng. 
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Die Reiheo i n  33) haben eiu zweidimensionales endliches Stück 
Convergenzgebiet in Bezug auf das letzte Element mit einauder gemein, 
das Kreiszweieck , in welchein ubs z und  obs ( 1  - z )  gleichzeitig kleiner 
als Eins ist;  in  deni uicht gemeinsameu Theile hildet daher die rechte 
Seito die analytiscbe Fortsetzung der  durch die linke Seite definirteu 
Function. E s  konnte scheinen, als ob hiervon wesentlich verschieden die 
Formel sei 

341 

fuc (a -a ' )  rac (b ' -b  - 1 )  fuc ( a  - a') fac  (6 - 6'- 1) 
ua = Ob, = 

f a c ( - a ' - 6 - c f )  foc(-a'- h - c ) '  faç (-a'- b'- c')  /oc (- a '  b'- c )  ' 
weil darin rcchts und links Beihen auftreten, deren Convergenzgebiete 
sich ausschliessen, oder doch, in spcciellcn Fa l lcn ,  n u r  Iangs oiner Kreis- 
linie zusammenfallen. Allein dicse Formcl ,  welche j a  nur  den Sinn 
haben k a n u ,  dass ihre rechte Seite die analytische Fortsetzung der  lin- 
ken in Bezug auf z is t ,  steht doch zu der Formel 33) in naher  Ver-  
wandtschaft, so dass sie mit Leiclitigkeit aus ihr abgeleitet werden kann. 
Wendet man namlich auf die linke Seite der  Formel 33)  die Transfor- 
mation 32) a n ,  auf die rechte Seite die Trausformation 3 2 a ) ,  so folgt 

und uian brauçht hier Iiur die Buchstabeu 6 mit ç, 6' mit c' zu vertau- 

schen und A 
1 

dureh z ,  also z durch 1 - - 1 - z durch 1: (1 - z )  zu 
2 - 1  Z ' 

ersetxen, um zur Formel 34) z u  gelangen, die für c=O die Gestalt an- 

(- 1)"+ b'f"c (a  - a ' )  fac ( b  - 6'- 1)  
+ fuc ( a  + b - 1) fuc  (- ut- b') 

Sclireiben wir iu 34)  für Fa, Fb* bez. 

und ersetzen bez. 
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44 Elementare Rehandlung der hypergeornetrischen Reihe. 

1 -. z ,  a, a', hl 6 '  c, c' 

durch z, c, c', b, b', a, a', 

so fliesst daraus die Gleichnng 

foc ( r  - C I )  foc ( b l -  11 - 1 ) 
- -~ 

fuc ( C  - c ' )  fuc (6 - 11'- 1) 
Ch, = ~~-~ - -  -- - 

C b = f ~ ~ ( - a p - b - ~ n ) f a c ( - a - b - c ' ) '  fuc j- a'- b'- c ' )  fac (- rc - 6'- c ' )  ' 

für deren linke Seite auch 

geschriehen werdcn kann. 
Retrachtet man i n  der Formel 33) O, und oc- als U n h ~ k a n n t , e ,  so ist 

eine dieser Grossen durch die andere bestimmt. D a  namlich die linke 
Seite ungeandert hleibt,  wenn man c mit c' vertausclit, so muss auch 
die rechte urige%ridert hleiben, n a s  nur moglich is t ,  weuu n , ~  aus u, durcli 
blosse Vertausçhung der Buchstabeu c und c' erhalten wird. E s  wird 
demnach g e u ü g m ,  eine dieser Grossen, etwa n, aufausucheu. Um sie au  

hestimmen, suchcn wir d e n  Zusammenhang zwischcn drei aus  25) ,  26) 
und  24) entnommenen Losungen der R~curs ionsfor rn~1  18), die  Gleich- 
urig ausetzend 

worin CS = 1 - a - a'- /j is t ,  und p (n), pr(n) periodisclie Functionen sind, 
deren Werthe zunachst unhckannt sind. - Dicsc, Gleichung rnultipliciren 
wir mit ( 1  - x ) ~  fac (71  - fi) : f u c  ( r i  + a'- l ) ,  schreiben r für 1 : x und 
ersetzen n durch n+w,  an te r  IV eiue ganze positive Zahl verstehend, so 
dass p (n +ni) = p (n), ,ut(n+ ni) =p ' (n )  ist. Hierdurcli erhalten wir die 
Relation 
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Von J. Ttioar~~ .  43 

lu dieser Gleicliurig kann man unter der Voraussetzung, dass gleichzeitig 
n6s :, rr6s ( 1  - z )  und abs  ( ( z  - 1 )  : z )  kleiner als E ins  ist ,  welche Beding- 
ungen in einem endlichen zweidimensionalen, von einem Kreisbogen und  
einer Geradrn begrenztrn Gebietn erfullt sirid, die ganze positive Zahl 
r~ iiber alle Grenzen wxchsen lafisen, wodurch die linke Seita in  z-p 
ühergeht. Der  mit p ( n )  multiplicirte Ausdrnek geht nach 3) bei diesem 
G r e n z ü b ~ r g a n ~ e  in Nul1 über, selbst dann ,  wenn f ( ~ c ( n - P + n i )  : f u c i n -  
d + m )  unendlich werden sollte,  weil dies in der Ordnung wd-P geschieht, 
wahrend ( z  - l)u': zW vie1 rascher unendlich klein wird; der  mit p ' ( n )  
miilriplicirte Ausdruck geht in  ( 1 - z ) *  iiber, sa dass sich ergiebt 

p'(n) = z-P(1-z ) l -a -am-@.  

Nun werde a für  - p l  a' für  -n, b + c  fiir 1 - a ,  b'+c für 1-a', 
cf-  c  fiir + n + a + a'- 1 , O für  n>, Xza' :  (1 - 2 ) ~ '  fiir p ( n )  fnc ( n  - a) : 
fnc (n - 13) ( z  - 1)" gosetzt , wodurch 

d =1-u-a ' -p  in b + b ' + 2 c + u - 1 = c - n ' - c ' ,  

c' 
pP(n)  Fa (t', 1 - Z )  in za ( 1  - z ) - ~  Fc 

OL ( b l a ,  hl+n 
und 

f u c ( n - / 3 )  f a c ( n - 8 - 1 )  . fae ( a  - a') fuc (cl- c  - 1 )  
in a,=- 

f a c ( n + u - 1 )  f o c ( n + a f - 1 )  fat (- a'- b  - c )  fuc j- a'- b'-c)  

übergeht. 
Endlich werde noch mit (1 - x ) ~  multiplicirt, so gelangt man zu der 

Gleichung 

33) 2 )  

aus welcher sich nun  von selbot ergiebt,  daw X = n C s  ist. - Die so 
erwiesene Gleichung unterliegt zunachst der beschrankenden Voranssetz- 
nng ,  dass zugleich u b s  z ,  obs ( 1 - z) und  abs (1 - z )  : z kleiner als Eins 
sein soll. Diese Voraussr.tzung kann  jedoch fallen gelassen werden, 
weil eine analytische Function einer complexen Veranderlichen nur  auf 
eine Weise als solch& stetig fortgesetzt werden kann.  

Aus den aufgestellten Formeln ergiebt sich nun der  Zusammenhang 
zwischen drei Losungen der  Recursionsformel 18)  durch blosse Bnch- 
s t a b e n ~ e r t a u s c h u n ~ e n  und  durch Anwendung von 30). Ersetzt man z. B. 
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2 ,  a ,  a', b, b', c, c' 

bee. durch x ,  a ,  a', /l, t r ,  O,  â - 7 2 ,  d = 1  - a -  a'- p ,  

- ~ a ( 1  -E)-" foc (a-a ' )  [BC ( 8 -  i i  - 1  
- 

foc (- a'- n )  foc (- a'- p )  
x a ( 1 - 2 ) - n  fno(oi-a ' )[kc(n-8-1 

- 

+ f o c , a + p ) f o ( . ( a + n - 1 )  

wodurch die Losungen 2 1 ) ,  2 6 )  und 24) mit einander verhunden sind. 
Vertauscht man hierin a mit a' und mnltiplicirt nachher mit fac(ri + a'-1) : 

fac(tz+a- 1 ) ,  so wird 2 2 )  mit 2 6 )  und 24)  verbunden. Ersetzt man in 
34) die z, a ,  a', . . . durch dieselben Buchstaben wie oben, so  erhalt man 
die Gleichnng 

(- 1ja+P foc ( a  - a ' )  fac ( n  - P - 1) 
38) F a ( ; :  2;) = ~ - - - -  ~-~ -- ( 8 7  n, L) 

/ u c  (- a'- p )  /ilc (a + n - I ) Flq a ,  a z 
( - l ) " + " f u c ( ~ - a ' ) ~ u l ~ ( p - 7 1 - l )  

.- F,' ( P .  ", L) + / u c ( - ~ l ~ - ? ~ ) f u c ( < ~ + p - l )  a, a  x ' 

wodurch die Losungen 2 1 ) ,  23)  und  25) mit einander verbunden sind. 
Vertauscht man darin oi mit or' und  multiplicirt mit fac(n+a'-1):  

fnc(n + a  - 1 ) ,  so erhalt man die Gleichung, welche 2 2 )  mit 2 4 )  und 
25) verbindet. Nimmt man endlich dieselbe B u c h ~ t a b e n v e r t a u s c h u n ~  mit 
der  Gleichung 36) var, so erlialt man die Beziehnng 

Nach Multiplication mit foc ( n  + a'- 1 )  : ~ ( I C  ( n  - 6 )  bildet diese Gleichung 
die  Verbindnng zwischen den Losungen 261, 2 3 )  und 25) .  

Lhrch  . ahnliche Manipulationeu e rh i l t  man sammtliche den Zusam- 
- 

menhang zwischen drei Losungen vermittelnde Formeln,  die also iu der 
Tliat alle ans der einen Formel 33) gefolgert werden konnen. 

Wir  bedienen nns  dieser Formelu,  a m  einen Grenewerth zu ermit- 
te ln,  der direct nicht leicht gefunden werden kann.  Wir  fragcn uamlicb, 
welcher Greuze sich der  Auçdruck nahert 

wenn die ganee Zahl ni positiv oder negativ iiber alle Grenzen wacbst. 
1 s t  zugleich a b s z (  1  a n d  nbs(1-  z )  < 1  und  ist c'= 1 -a-a'- b-b', sa 
haî. man 
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- zn fne ( n  - a') fnc (c'- TU - 1 )  - 
~ U C  (- a'- 6 )  f i c  (- a'- b'-îv) 1 - r )  

Die Keihen der rechten Seite niihern sich, gleichviel ob TV positiv 
oder negativ üher alle Grenzen wachst,  bestimmten Grenzwsrthen, niir - 

darf c' nicht eina ganze positive oder nrgat ivc Z:ihl sein,  und miiss auch 
noch n b s ( z : I î - l ) ) < i  sein. Und zwar sind diese Grenzwerthe 

Wird nun  w negativ unendlich gross, so wird auf der rechten Seite 
das Glied, welches den Factor ( 1 - ~ ) - ~  entliiilt, Null,  auch wenn der 
reelle Theil von ct- n - b  < 0 sein sollte, i n  welçherri Fal le  der  Facul- 
tRtenfactor wie eine Potenz von TU uuendlich gross wird. Somit èrhalt 
man deu Grenzwerth 

, WAchst ni positiv über alla Grenzen,  so findet man den Grenzwertli 

( 1  -.)"'fa. ( a  - a') 
40a)  Iim w1-"'-b (1 - z>- Fa (b: b,A f )  = -- -- 

m = + m  fac ( O  + 6  - 1 )  ZI-~-U ' -  * ' 
Ails der  Formel  

4 1 )  

- za (1 - z ) - # - ~  fac (a - a') fac (b'- b - 1 )  b'- b - 
fac (- a'- b )  fuc Lu + 6'- 1)  F O ( ~ : L ,  I - U * - ~ ~  

zm (1 - z ) -" -  b ' fac(a  - a') fac ( b  - 6'- 1 )  6-b' 1  
+ / n c ( a + 6 - I ) f a ~ ( - a ' - b ' )  1 - a ' - b ,  n+b' 1 - 2  

erkennt man in ahnlicher Weise,  daus, wann ubsz < 1 ,  abs 1- z  > 1 ist, 
aich die Verha l tn i s~e  umkehren,  dass 

(1 - 2)" fac ( a  - a f )  
40b) lim ( l - ~ ) ~ ( - m ) ~ - ~ ' - b F  

w = - ~  f n c ( a + b - 1 ) '  

40 c) 
a ,  a' z- b' fnc(u-a') 

lim ma+b Fa .) = -- 

w=+% ( a ,  bP+ni fac (- a'- 6 )  
int. 

Art. V. Die hypergeometrische Reihe als Fnnction ihres letzten 
Elementa. 

Wir sind za einer Anzahl hypergeometrischer Reihen gelangt und 
zu Relatiouen zwischen j e  dreien , indem wir von einer Recnrsioneformel 
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ausgingen, welcher j ene  Reihen genügen. Als Losungeu jener Formel 
sind sie als Facultiitenreihen anzusehen, und  wenn man in E'(1, p ,  v ,  x) 

oder in Fa ("' a' x) s als letztes Element hezeiïhnef, so tritt dies bei 
B,  B' 

unseren bisherigen Untcrsiichungen als Parameter auf ,  wiihrend die Ver- 
iinderliche (n)  in d i e  friiharen Rlernente A ,  p ,  Y eingelit. 1)ie bislier 
erlangten Eigenschaften werden jedoch hinreichen, die liypergeometrisctie 
Reihe als Function ihres letzten Elements vollst2ndig zu detiniren und 
ihren Verlauf zn  charakterisiren. Urn dies zu thuri,  versteben wir iinter 

den zwei willkiirliche Const,anten enthaltenden Ausdriick 

und die gosammte analytische Fortsetzung derselben. 
Hieraus fliessen sofort mit Riicksicht auf die im vorigen Artikel in 

Bezug auf Fortsetzung erzielten Satze zwolf Transformatic?nen. E s  ist 
namlich 

42) F ( a '  m'z)=(l-z)î"~ 
P >  B' 

y': 1 -aru'-a'-p-(3'. 

Bei Gebrauch d i e ~ e r  Gleichnngen ist zu beacliten, dass in  jedem 
ihrer Glieder willkürliche Constanten enthalten sirid und dass, wenn 
diese iu irgend einem Gliede gegeben s ind ,  dieselben durch die Gleich- 
ungen 42) in allen Gliedern derselhen hestimmt sind. D. h. ,  sol1 dic 
Gleichheit hestehen, sa muss iiber die Constanten passend verfiigt wer- 
den. Setzt man z. B. 
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B = A ap + A'orrp, B' = A np, + 
zu setzen, wo 9, a'!, a,q, a'YIP, au8 den iinter 34) stehenden Grossen 
R a ,  utbi ab,, a'*' dadnrch zu arhalten s ind ,  dass dort a ,  a', 11, h', c, c' bez. 
durch n l  cicl P,  pl, O, y' ersetzt werden. 

I n  d e n  Gleichungen, in denen hypergeometrische Reihen mit glei- 
çhem letxtem Elemente s tehen,  sind die Constanten dieselben, und geht 

x 
x in -- 1 1 

oder - i n  -- 
1 

oder 1- x in 1- - iiber, so un te r~che iden  
s-1 x 1 - 2  x 

sich die Constantcn nur durch Einheitswurzeln. 
Jla die Reihen theilweise unbrauchbar werden, wcnn eine oder 

mehrere der Differenxan a-a', /?- F ,  y -y'  ganzc positive oder nega- 
tive Zahlen s ind ,  so wollen wir diesen Fa11 hier aiisschliesfien, e r  würdc 
al5 Grenzfall zu behandeln sein. 

Eine andere Transformation der liypergeometrischen Reille fliesst aus 
der Gleichung 30) ,  namlich die: 

A n  s i n g n l a r e n  S t e l l e n  h e s i t z t  d i e  h y p e r g e o m e t r i s c l i e  
F u n c t i o n  d r e i ,  n a m l i c h  d i e  S t e l l e n  

x = o ,  z=m,  x = 1 ,  
s o n s t  h a t  s i e  ü b e r a l l  d e n  C h a r a k t e r  e i n e r  g a n z e n  F u u c t i o n .  

Wir erweisen diesen Satz folgendermassen. Von deil gefundenen 
xwülf Uarstellungen der liypergeometiisclien Function durch hypergeo- 
metrische Reihen giabt es für jeden Werth xi von x immer mindestens 
eine, welche absolut convergent ist  und sich damnach nach ganzen Po- 
tenzen von 2-z, entwickeln lasst, mit Ausnahme von fünf Werthen 
oder fünf St,ellen. 

An der singnlaren Stelle z = O Iasst sich die Function auf die Furm 
bringen oder ir;t von vornherein i n  der Form gcgeben 

A Fa + -4' Fa. , 
worin xMaFa,  X-~'F,, i n  der Urngebnng des Punktes  Null den Chaiak- 
ter ganzer Functionen haben und fiir x = 0 niclit verschwinden. 

An der ~ i u ~ i i l a r e n  SLelle x = oo wird der Charakter der Fiinction 
dadurch besti~riuit, dalis sie in der Porm darstellbar ist 

B Fp + B1FF*, 
worin xBFp, xi9'I;;s, Eunctionen s ind,  die in der Umgebung dcs Punktes 
w den Charalrter ganzcr Functionen habcn,  das will sagen,  dic nacli 
ganzen absteigenden Potcnzen von X-X, (x,, brlicbig) entwickelt werden 
konuen. Sie liaben ausserdem die Eigcnachaft, für x = cn niclit eu ver- 
schwiiiden. 

An der singularen Stelle x = 1 lasst sicli die 1iypeigeomet.risclie 
Function auf die Form biingen 

Zeituclirift f. hlntlieriiirtik u. Phyaik XXVII ,  1. 4 
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C FY + C'Fyl, 
worin (1 -$)-Y E;, (1  - x)-y'F,. für x = 1 den  Charakter ganaer Func- 
tionen haben und  von Null verschieden sind. Dabei ist der Buchstabe 
y gleich Null ,  so dass ein Theil der  Darstellung schon a n  sich den Cha- 
rakter einer ganzeu Function besitzt, ohne dass e r  erst mit einer Potenz 
von (1-x)  multiplicirt s u  werden hranchte. Die Bezeichnung dieses 
Theiles durch F,, mag aber, immcr unter  der  Vorauçisetzung y 0 ,  auch 
weiter angewandt werden,  dadurch a n  Symmetrie gewonnen wird. 

Zwischen den E x p  o u  e n  t e n  or, a', j3, /3', y, y' besteht die Beziehung 

+ a ' + B + B ' + y + i =  1- 
D e r  vierte und fünfte P u n k t ,  welclier noch betrachtet werden muss, sind 
die Punkte  i f j  1 -  i f 3  

x = + -  = c o s + n + i s i n + n ,  x=--- - 

2 2 2 2 '  
welche auf der Begrenzung, aber n i c h t  im Innern der  Convergenz- 
gebiete sammtlicher die Function darstellendeii bypergcometrischen Reihen 
liegen, weil für diese Werthe 

a b s x = a b s ( l : x )  = a b s ( l - x ) = a b s  1--  
= abs(x:(x-1))  

( 3 
= ubs (1 : (1 - x)) 

ist. Diese P u n k t e  bilden jedocb keine singularen Stellen, sondern es 
Iasst sich die hypergeometrische Function in ihnen i n  eine Potenzreihe 
entwickeln, wie man hier am kürzesten aus der im Art. III zur Erlang- 
ung  des Grenzwerthes 28) aufgestellten Reihe erkennt ,  welche nach 

- - 
Potenzen von (1  - y1 - 2) : (1 + / C E )  fortschreitet und  an jener Stelle 
absolut convergirt (vergl. E. T. F. 5 68). 

Untor eincm Z w o i g e  der hypergeometrischen Function versteht man 
eine eindeutige Fnnction, welche dadurch erhalten wird, dass man die 
Function in einem Punkte  x,, nach Potenzen von s-eo entwickelt, und 
für die willkürlichen Constanten b e s  t i m m  t e Werthe eingesetzt denkt, 
und dass man diese Reihe analytisch durcli die x -El iene  fortsetat, ohne 
eine die Punkte  O ,  1 ,  cn verhindende gerade Linie 1 zu üherschreiten. 
Zu neuen Zweigen gelangt man dadurch, dass man die Fnnction stetig 
über einen I'heil der  Linie 1 ,  zwischen O und  1 oder zwischen 1 und CD, 

vom povitiven zum negativen Ufer oder nmgekehrt fortsetzt, und zwar 
gelangt man dabri irn Allgemeinen auch dann noch zu unendlich vielen 
verschiedenen Zweigen, a e n n  man den willkürlichen Constanten feste 
Werthe zuertheilt tiat. I n  welcher Beziehung diese Zweige zn einander 
s tehen,  wird im nachsten Artikel nalier untersucht werden. Als positives 
Ufer der Linie 1 bezeichnen wir dnsjenige, welches fiir die Richtung 
O . . . 1 . . . cr, s u r  Linken licgt. 

I n  welçhem Punkte  X, ein Zweig auch gegeben sein niag, er Iasst 
sich allemal, entweder direct oder durch Fortsetzung,  auf die Form 
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A Fa + AF,. 
bringen, weshalb wir annehmen wollen, dass er in dieser Form gegeben 
sei und dass A ,  A' bestimmte Zablen seien. Letztere Werthe reichen 
jedoch znr  vollen Bestimmiing des Zweiges nicht aus ,  weil Fa,  F a r  fiir 
sich in  der Umgebung des Punktes  O im Allgemeinen unendlich -vieldeutig 
ciind. - Es müssen noçh, da Fa y x U G ( z ) ,  Fa! = xa'C'(x) is t ,  wo G, G' 
dan Charakter ganzer Fiinctioncn fiir s = O haben,  die' Zweigwertbe von 
xal xa' bestimmt werden. 

Wir nehmcn a n ,  dass auf dem positiven Ufer der  Linie I 

nu = ea l y s  $a'= err'lgx 

und Igx reell sei. Uann ist Fu, Fa, auf dem negativen Ufer von 1 bcz. 
etaifi-, e2a"*-mal so gross ,  als auf dem positiven. Ferner  wollen wir 
annehmen, dass der Factor  (1-$)y' in  Fy, auf dern obern Ufer von E 
zwischen O und  1 gleich ey'Iq(1-4 und Igi l  -3) reell sei. Endlich sollen 
auf dern positiven Ufer von 1 die Factoren X - P ,  X-p' in  Fp, Fp bez. die 
Werthe e-P.lx, e-P'bx 

haben und  Igx sol1 dort reell sein. F ü r  negativ reelle x haben dapn 
diese Factoren,  die Logarithmen reell genommen, bez. die Werthe 

e-(3ix -(3 lg( -O)  e-,8'in -p'lg(-x), 

Alle Relationen, welche hier aufgestellt werden, sollen zur Voraus- 
setzung haben,  dam auf dern obcru Ufer von I die Potenzen au, sd, X - P ,  
x-I"', (1 - x)Y'  die cben bestimmten Werthe haben. 

Nach diesen Festlegungen sind wir im Stande ,  die Bedeutung der  
friiher in etwas unbestimmter Form gelassenen Factoren (-1)"+P etc. in 
9, ffp* etc. genauer zn priifen. 

Nehmen wir die Exponenten a ,  a', P ,  P', also auch y' einen Moment 
als reell und ausserdem y' als positiv a n ,  so ist 

und für  s=l ,  weil ealgx auf dern obern Ufer von 1 dort gleich Eins ist, 
nach 10) 

fac ( ( Y ~ E ' )  fac (y'- 1) 
- - -- 

E s  ist also dern frütier [33)] fiir <yy gcfundenen Werthe nichts hinzu- 
zufügen. Ebenso ist ccy* riçhtig bestimuit, weil in  der Gleichung 

F, = cir xa Fy + Fyt 
für Wertlie von n: zwisçhen O und 1 die linke Sei te ,  so wic das erste 
Glied der rechten und der Factor G ~ F ~ *  recll sind. E s  uiuss de~nriacli 
auch ctye reell sein,  wie es der  gefundene Wertli wirklich ist. 

Der  Factor, der  nocli etwa hat te  tiinzutreten konnen,  würde aus der 
Vieldeutigkeit von au und (1 - x)y' ontspringcn und daher von der Form 

e2(ma+ny')in 

4 *  
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sein,  wo rn u n d  n beliebige ganze Zahlen sind. Dieser Factor ist irn 
Allgemeinen n u r  reell, wenn m = O ,  n = O ist. 

1)ie Grossen a',,, uf7, werden durch blosse Buchstabenvertauscbung 
gefunden und  bediirfen duher keiner neuen Untersuchimg. 

Um die Coefficienten up, u p ,  a'p, ct'p zu prüfen, die au8 den Grossen 
0 6 ,  abf, a'b, a'y dadurch hervorgeheu, dasa 

bez. a ,  nt, b,  b', c, cf 

durch a ,  a', p, p', O, y' 
ersetzt werden,  schreiben wir 

H i r r  wird zunachst der zuerst auftretende Factor ( - l ) a  zn untersuchen 
sein. E s  werde für uegativ reelle x 

g e ~ e t z t  und die Logarithmen werden reell genommen,  so  dass dieser 
Aiisdruck für reelle LI reell ist. Dann  bat für positive s kleiner als Eins 
x ~ : ( x - ~ ) ~  den Factor  eca in  auf dem positiven Ufer von 2 ,  weil man 
dorthin durch eine halbe negative Umdrehung um den Verzweigungs- 
yunkt  Nul1 gelangt. Also ist (- 1)" durch ea in  zu ersetzen. F ü r  ab- 
solut genommen grosse, negative n: hat demnach die Fortsetznng von Fa 
Wer the ,  die ans einem reellen Factor und  dem Factor  eain bestehen, 
und es muas auch 

e-ain(crp(-l)a+PFp+ uPt(-l)a+fFp,) 

für grosse negative x reell sein. D a  aber np, uf reell sind und  Fp.ePin, 
Fp.ePJi" fiir negative x reelle G r o s ~ e n  s ind,  so wird die Forderiing der 
Realitat erfüllt sein,  menn 

(- l )a+P = e<a+PIie, (-l)a+P'= e(a+p')in 
gesetzt wird." 

D i e ~ e  Formeln müssen der analytischrn Fortsetzbarkeit als Fnnctionen 
von u, a', p, ,!?' halber auch fiir complexe Werthe dieser Parameter rich- 
t ig  sein. 

Sind a n  der  Stelle xo drei verschiedene Zweige gegebeu, etwa F"), 
W),  Ff3J1 so lassen ~ i c h  diese (durch Fortsetznng) auf die Form bringan 

= + A r ! ' )  
a' 1 

F ( ~ '  = A@) Fa + A ~ ( ~ J  ,* , 
pL3) = A(3) Fa + Fa. , 

und es Iassen sicli daller drei Factoren r l ( ' ) ,  ),[2), A'3) stets so bestimmen, dass 
pp 

* Hiernach sind in den von mir in diescr Zeitschrift XIV, S. 60 gegebeneu 
Formelu die Exponentialfactoren zu corrjgiren. 
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ist ,  und man gelangt zu dem Satze: 
Z w i s c h e n  j e  d r e i  Z w e i g e n  e i n e r  h y p e r g c o m e t r i s c h e n  

F u n c t i o n  b e s t e h t  s t e t s  e i n e  1 i n e a r . e  h o m o g e n e  R e l a t i o n  m i t  
c o n s t a n t e n  C o e f f i c i e n t e n .  

Art. VI. Periodicitht. 

Zur beqnemeren Bezeichnung stellen wir die aus t und u mittels des 
Coefficientensystems 

43) (S) = ("1 2)  
gebildeten lineareu Ausdrücke '-1 S 

p t + ! ? u ,  r t + s u  
symbolisch in dor Form dar 

(SI (11 u) 3 

und verstchen unter dem symbolischen Product (S) (S') das zusanirnen- 
gesetzte 8ystem 

P P'+ 4 Y', P "+ 2 S' 

E s  aeien im Punkte  x zwei Zweige der hypergeometrischen Func-  
tiou gegebeu, und  awar der Eirif'achheit halber die Zweige Fa, Faal so 
eind dio tl'erthe festzustellen, welche diese beiden Zweige für dasselbe 
z annehmen konnen ,  wenn man diese über 1 hinweg oder, wie man sich 
auch ausdrücken k a n n ,  um O ,  1, cn herum analytisch fortsetzt. 

Setzen wir die  Function stetig langs einer Schlinge fort,  welche den  
Punkt  Nul1 einmal positiv umkreist, so geht Fa in eZain.Fa, Fai in  
e2a'ix. Fan und  das System (Fa,  Fa,) in ( A )  (Fa,  Fa,) über, 

wenn die Schlinge den l'unkt m-mal  umkreist,  wo m positiv oder nega. 
tiv sein k a n n ,  so geht (Fa,  Fa,) in  (A)"(&,  Far) ,  

über. Gelit die Schlinge um den P u n k t  m m-mal herum, so mag (Fa, Fa,) 
in (B)" (F , ,  Fa.) übergehen, und  geht sie um den Punkt  1 tn-mal htirnm, 
so mag (Fa, Fm,) i n  (G)m(Fa, Fd) übergehen, worin rn positiv ist ,  wenn 
die Fartsetzung 80 geschieht, dass die hetreflenden Verzweigungspnnkte 
positiv umkreist werden, negativ im andern Falle. - So wird man nun  
alle Werthe des Systems (Fa, Fm,) in einem Punkte  x in der  Form erlialten 

46) (8) (Fa,  Fm#), (S) = (B)"1 (C)? (d)m2(B)nz (CF (A)". . . . , 
worin ml, mzl m,, . . ., n,, n,, n,, . . ., r,, r , ,  r,, . . . al10 moglichen ganzen 
positiven und  negativen Zahlen s ind,  Nnll eingeschlossen. Offenbar wird 
es im Allgemeinen nnendlich viele verschiedene Werthe des Systems 
(Fa, Fa*) in einem Pnnkte  x geben. 
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Sind die beiden Zweigwerthe oder ist das System 
M, ill' 

(MF, + .lI'Fa,, N &  + N'Fa,) = (Il (Fa ,  F a , ) ,  ( M )  = ( N ,  

fortzusetzen, so erhalt man sammtliclie Wer the  dieses Systnms, unter (8)  

dieselbe Substitutiunsfolge wie vorhin verstanden, i n  der  Form 

4 7) ((Jf) (s)) (Fa  Fa,).  
Die Form dieser Werthe lasst siich jedoch noch erheblich reduciren. Eine 
Schlinge niimlich, die der Punkt  Eins im Inncrn enthal t ,  begrenzt auf 
ihrer aussern Seite ein Gebiet,, welches die Punkte  O und cri im Innern 
enthal t ,  und ein positiver Umlauf urn den Punkt  E ins  kann demnach 
ersetzt werden durch einen negativen Umlauf um die P u n k t e  O und CU, 

uud zwar in  der Reihenfolge, davs zuerst O (negativ), sodann ( cri) nega- 
tiv umkreist wird. E s  wird demnach 

48) (C) durch ( A ) - '  ( A)- ' ,  (C)" durch ( ( ~ ) - l ( R ) - l ) " ~  

ersetzt werden konnen ,  und  man erhalt alIo moglichen Coefficienten- 
systeme (S) schon in der Form 

49) (S) = (A)ml ( B ) n ~  ( A ) ~ ,  ( B ) " z  ( B ) n s , ,  ,, 
wenn ml, m2, m,, . .., n, ,  n,, II,, .. . beliebige ganze positive und negative 
Zahlen Nul1 einschliesslich sind. 

Um einfachere Substitutionscoefficienten zu erhalten, setzeii wir eineu 
Augenblick 

50) 

so ergeben sich ails 34) sofort die Gleichungen 

" - J  sin ( a  + ,8) n sin ( a  + B r )  n Ga. x ------ G + - - - - -  1: 
sin (P'- p)  x " .SZ", ( p  - P,) .c P' ' 

u n d  die umeekehrtcu " 
sin (a + p') TC sin (ap+ Br)  n 

Gp =.- 
szn (a'- a) n Ga + S n  ( a  - d )  n Gap 2 

sin(oi+@)n sin(a'+p')m 
Ga, .  

S m  (a'- a )  rr Ga + sin ( a  - n') n 

Gelien wir nun zuerfit m-mal  um deu P u n k t  O herurn, sodann 11-mal 
um den P u u k t  m, so gelit Ca ziierst in Gae2main über. Uin die Wir- 
kimg der  Urngange um den P u n k t  CE zu erhal ten,  schreiben wir 

sin (a'+ p )  n e 2 m a i "  sin (uf+P') n:$mani 
- + Gp' -- -- fiir e 2 m a i n ~  G~ .yin (Pt- p l  x sin ( B  - P ' )  n a 

dann  verwandeln sich durch die n Umlkufe bez. 
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Von J. THOMAE. 55 

drückt man darauf Gp, G p  wieder durch Ga, G d  aus ,  so ist dadiirch . . 

Ga übergegangen in 

54)  G a ~ m , n  + Gci Ym,n 

- G, e Z  m a i n  sin (a'+ P )  n sin (a + p' )  TC eZn Pin - sin (ut+ (3') n siu (n + /3) n e2 II Blin 
- 

sin ( f -  p )  m sin (a'- o r )  n 

+ car e2 rn a in  sin (or'+ P)n.  sin (a'+/Y)z (eZnPin- -p ----- eZnf in)  ~- 

sin (P l -  (3) n sin ( a  y a') n; 

Iliirch dieselhe Art der  Fortsetzung gelit Ga, iiber in 

55) Ga + sm,n 

- - G $rn a'in s i n ( a + p ) n  s i n ( a + P 1 ) n  (eZnPin-e2"P"in ) 
sin (P'- j3) TC sin (a'- a) n; 

+ Gd e2m a'in sin (a + j3) n: sin (a'+ p') n e2npim - sin (a + p') 7~ sin (a'+ (3; n: eznTin 
--- - 

sin (P.- (3) A s i ~ ~  (a - CL') A 
Schreiben wir (Sn) fiir das  Coefficientensystem 

m , n i  4m,n 
rrn,nr Sm,n t' 

so geht demnach das Zweigwerthsystem (Ga, Ca,) durch m-rnalige Fort-  
fietznng um O und n-malige um oo über in  

Endlich sei 

wenn n i l ,  n,, m2, na, . . . alle moglichen ganzen positiven und negativen 
Zahlen, Nul1 eingeschlossen, bedeuten. Durch Vertauschnng zweier Fac-  
toren des Symhols wird im Allgemeinen der Werth desselben geandert. 

So einfach, wie die Zweigwerthe der Umkehrung einer e i n h c h -  oder 
doppelt-periodischen Fnnction, sind die der hypergeometriachen Beihe 
freilich nicht mit einander verknüpft.  E s  dürfte z. B. nicht leicht sein, 
ans der Form ( S )  die Bedingnngen herzuleiten, welche nothwendig crfüllt 
sein müsscn, damit (S')(Fa, Fa,) nur eine endliche Anxahl von Werthen 
annimmt oder, was dasselbe i s t ,  die Falle eu finden, in  denen die 
liypergeometrische Function algabraisch ist , was , unter Heranziehung 
hoherer Hilfsmittel, bereits mehrfarh gelungen ist. 

Wir  wenden a n s  nun  e u  den contignen Functionen. 
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Kleinere Mittheilungen. 

1. Znr Geometrie dea Tetraedera. 

Bekanntlich ist der Or t  der P u n k t e ,  deren Projectionen auf die 
Ebenen eines Tetraeders Punkte derselben Ebene  s ind,  eine Flache dritter 
Ordnung P3,  welche die Ecken des Tetraeders zu L)oppelpunkten hat. 
Wahrend man die für allgemeine Flachen dritter Ordnung  bekannten 
Eigeuschaften i n  diesem speciellen Fallc mehrfach abgeleitet ha t ,  * hahe 
ich die im Folgenden angegebenen, mit dem Problem znsammenhhgenden 
einfachen Bezieliungen, die zum grossen Theil durch rein elementare Be- 
trachtungen zuganglich sind und zum Theil die Analoga z u  bekannten 
Eigenschaften der elementaren Planimetrie bilden, nicht erwahnt gefunden. 

1. Man weiss seit B e l t r a m i ,  dass die Mitten der 28 Centralen der 
8 Rerührungskugeln des Tetraeders Punkte  der genannten P3 sind. Der 
einfache elementare Beweis für diese Thatsache ist folgender: Das Loth 
von der Mitte der Centrale zweier Kugeln auf eine gemeinsame Tangen- 
tialebene halbirt die gemeinsame Tangente ,  welche die Berührungspuukte 
verbindet , und hat  infolge dessen seinen Fusspunkt  in  der P o  t e n  z - 
e b e n e .  Also: 

D i c  L o t h e ,  w e l c h e  m a n  a u f  dic, E b e n o n  e i n e s  T e t r a e d e r s  
v o n  d e r  M i t t e  d e r  C e n t r a l e  z w e i e r  R e r ü h r u n g s k u g e l n  f a l l e n  
k a n n ,  h a b e n  i h r e  F u s s p u n k t e  i n  e i n e r  E b e n e ,  d e r  P o t e n z -  
e b e n e  d e r  b e i d e n  K u g e l n .  

II. Errichtet man auf drei Ebenen A ,  El, C, auf jeder Iangs der 
Geraden,  in  we.lcher sie von einer vierten Ebene  X geschnitten wird, 
die senkrechten Ebenen ,  so schneiden sich diese in einem Puiikte X, 

dessen Projectioneu in X liegen. Verschiebt man X sich selbfit parallel, 
so heschreibt der Durchschnitt der  drei senkrechten Ebenen die gerade 
Verbindungslinie des erstec Yunktes cz mit dern S c h n i t t p u n k t ~  von A, 

B, C. Schneidet man die vier Ebenen eines Tetraeders A ,  B ,  C, D durch 
aine Ebene X ,  sucht dann für zwei der von ihnen gebildeten Ecken, 
z. B. für A ,  B, C und  A ,  i?, D, die Scbnittpunkte der Tripel  senkrechter 

* Geiger ,  Crel l  e Bd. 39 S. 197; 0. H a n  k e l ,  Inauguraldissertation, Hreslaii 
1877 u. A. 
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Ebenen und die beiden Verbindungslinien eines jeden dieser Schnittpunkte 
mit dem Scheitel der zugehorigen Ecke,  so treffen sich die letzteren in  
einem P n n k t e ;  denn aie treffen beide den Schnitt  der Ebenen,  welche 
resp. auf A und B scnkrecht errichtet s ind,  und jener Schnitt trifft selbst 
die gemeinsame Kante der beiden Ecken in dem Schnittpnnkte mit X. 
Die Projectionen des Schnittpunktes der Verbindungslinien auf A ,  R, Cl 11 

liegen ersichtlich in einer E b e n e ,  die zu X parallel ist. Also: 
E r r i c h t e t  m a n  a u f  d e n  E b e n e n  e i n e s  ' i ' e t r a e d e r s  l a n g s  

i h r e r  S c h n i t t e  m i t  e i n e r  f ü n f t e n  E b e n e  s e n k r e c h t e  E b e n e n  
u n d  v e r b i n d e t  d a n n  j e d e  T e t r a e d e r e c k e  m i t  d e m  S c h n i t t -  
p u n k t e  d e r  d r e i  a u f  d e n  E b e n e n  d e r  E c k e  s e n k r e c h t e n  E h e -  
n e n  d u r c h  e i n e  g e r a d e  L i n i e ,  s a  s c h n e i d e n  s i c h  d i e s e  v i e r  
V e r b i n d u n g s l i n i e n  i n  e i n e m  P u n k t e ,  d e s s e n  P r o j e c t i o n e n  a u f  
d i e  E b e n e n  d e s  T e t r a e d e r s  d i e  E c k e n  e i n e s  e b e n e n  V i e r e c k s  
s i n d .  

III. Giebt es P u n k t e  im Raume,  deren Projectionen nach den Ebe- 
nen eines Tetraeders die Ecken eines Trapezes s ind?  Giebt es Punkte, 
deren Projectionen die Ecken eines Parullelogramms sind'? 

Sind zwei Ebenen A und B und durch ihre Schnittlinie (.Il Il) eine 
beliebige Ebene  X g ~ g e b e n ,  so bat die Verbinduugslinie der  Fusspunkte 
X, und xb der von einem I'unkte x in X gefallten Lothe stets dieselbe 
Richtung, wo auch x in X liege; sie steht se~ikrecht  auf der Ebene Y 
durch ( A ,  B ) ,  welcbe mit U resp. A dieselben Winkel  bildet, wie X mit 
A resp. B ;  es Lialbiren also die  Halbirungsebenen der Winkel  zwischen 
A und B auch die Winkel  zwischen X und  Y. Je ta t  seicn A, B, Cl 1) 
die Ebenen iinseres Tetraeders  und  x ein P u n k t  der Eigenschaft, dass 
seine Projectionen x,, xb, z,, in  einer Ebene  liagan. Sucht man 
nun zu jeder Ebene  X ,  welche x mit einer Tetraederkante verbindet, 
für das zugehorige Paar von Winkelhalbirungsebenen die  symmetrisch 
gelegene Ebene  Y, so' erliiilt man sechs Ebenen ,  welche resp. auf den 
sechs Seiten des ebenen Vierecks x ,x~x,x ,~ senkrecht s tehen,  tiich also 
in parallelen Linien durchschneiden. Der  in  der Richtung der Schnitt- 
linien in der unendlich fernen Ebene tim gelegene, sa zu x gehorige 
P n n k t  mage gelegantlich x, - gcnannt  werden. Die angegebene Eigen- 
schaft der Ebenen Y und die Umkehrung liefern eine zweite elementare 
Construction von Punkten der verlangten Eigenschaft; sie liefern auch 
ein bequemes Mittel zur Untersuchung der von den Projectionen gebil- 
deten Vierecke. 

Die Winkel ,  welche irgend zwei Seiten des Vierecks, z. B. X , X ~  und 
- 
X , X ~  bilden?, siud den Winkeln gleich, welche die zu ihnen senkrechten 
Ebenen hilden, hier die Ebenen ,  welche Z, mit den Kanten ( A ,  B )  und 

(Cl D) verbinden, Sollen also G x ~  und parallel se in ,  so ist dies 
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auch mit den  genannten Ehenen durch ( A ,  B) und (Cl D) der Fall. 
Durch diese Kanten  giebt es ein Paar  paralleler Ebenen ,  durch jede 
K a n t e  die  Ebene ,  welche der andern parallel ist. D i e  Ebenen umgekehrt, 
welche zu diesen parallelen Ebenen  für die zugehorigen Winkelhalbirungs- 
ebenen symmetriscli liegen, sçhneiden sich in einer Geraden, deren Punkte 
die  verlangte Eigenschaft besitzen; d. h. die Projectionen eines Punktes 
des Schnittes sind die Ecken eines Trapezes. J e d e s  der boiden anderen 
Paare  vou Gegenkanten des 'I'etraeders liefert ebenfalls eine Gerade mit 
Funkten  von de,r verlangten Beschaffenheit. Also: 

E s  g i e b t  d r e i  g e r a d e  L i n i e n  i m  R a u m e  d e r  E i g e n s c h a f t ,  
d a s s  d i e  P ï o j e c t i o n e n  e i n e s  i h r e r  P n n k t e  e u f  d i e  E b e n e n  
a i n e s  T e t r a e d e r s  d i e  E c k e n  e i n e s  T r a p e z e s  s i n d .  

Bekanntlich sind diese drei Geraden die einzigen Geraden, welche 
P a u u s s c r  den Totraedcrkanten enthalt. 

Aus dem Cmstande, dass die Winkelhalhirungsabenan deraelben 
Kante  und  zwei symmetrisch zu ihnen gelegene Ebenen vier harmonische 
Ebenen  s ind,  und  daraus, daas auf einer Geraden ,  welche einer von 
vier harmoniscben Ebenen parallel i s t ,  von den übrigen zwei gleiche 
Strecken ausgeschnitten werdeii, folgt noch, dass diese Geraden durch 
die  Bfitten der Strecken gehen, welche auf den Kanten  durch die Paare 
der  Winkelhalbirungsebenen der  Gegenkanten bagrenzt werden. 

I rgend zwei dieser drei ausgezeichneten Geraden müssen einen Punkt  
gemeinsam haben;  denn zwei Paare  der parallelen Ebenen ,  die zu zwei 
Paaren  von Gegenkanten gehoren, bilden ein System von Ebenen  , deren 
Schnittlinien parallel sind; ihre symmetrischen Ebenen schneiden sich folg- 
lich in  einem Punkte  x von F3,  der i n  diesem Falle anf den  beiden aus- 
gezeichneten Geraden liegt. I n  dem Viereck, welches die Projectionen 
von z hildon, sind in diesem Fal le  zwei P a a r  Gegenseiten parallel, es 
ist  ein Parallelogramm. D a  je  zwei der drei Geraden sich schneiden, so 
gilt der Sa tz :  

E s  g i e b t  d r e i  P u n k t e  i m  R a u m e ,  f ü r  w e l c h e  d i e  P r o j e c -  
t i o n e n  a n f  d i e  E b e n e n  e i n e s  T e t r a e d e r s  d i e  E c k e n  e i n e s  
P a r a l l e l o g r a m m s  s i n d .  

Diese drei ausgezeichneten P u n k t e  sind die Diagonalpunkte des 
Vierseits, i n  welchem das Tetraeder  von der Ehene  der ansg~zeichneten 
Geraden geschnitten wird. 

IV. E ine  weitere Gattnng specieller Vierecke ist diejenige, bei der 
j e  zwei Gegenseiten anf einander senkrecht s tehen,  bei der  also jede 
E c k e  der  H6henschnittpankt des von den drei anderen Ecken gebildeteri 
Dreiecks ist. Gieht es Punkte  X ,  deren Projectionen auf A ,  B, C, D die 
Ecken eines solchen speciellen Vierecks s ind?  Die zugehorigen nach X, 
gehenden,  anf den Seiten des Vierecks senkrechten Ebenen bilden in 
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diesem Falle ein vierkantiges Prisma der Eigenschaft, dass je  zwei 
Gegenebenen auf einander senkrecht stehen. Gieht es sulche Prismen? 
Construirt man die Gesammtheit der Paare rechtwinkliger Ebenen ,  welche 
durch zwei Gegenkanten dcs Tetraeders gelrgt werden konnen,  so erhalt 
man zwei projectivische Ehenerihüçchel; das Erzeugniss derselben i ~ t  ein 
orthogonales Hyperboloid.* Zieht man zwei Paar  Gegenkanten nnd  die 
beiden zugehorigen orthogonalen Hyperboloide in Betracht,  so erhalt man 
nls Schnitt eine Raumcurve vierter Ordnung. Jeder  der vier Schnitt- 
puukte dieser Curve mit Em, die sich durch Betrachtungen in Km auch 
leicht als Schnitt  zweier Kegelschriitte aufweiseu lassen, liefert mit den 
Ecken des Tetraeders verbunden ein Prisma der  verlangten Ar t ;  denn 
wenn in einem prismatisclien Vierkant zwei P a a r  Gegenebenen auP ein-  
andcr senkrecht s tehen,  so ist  dies anch mit dem dritten der  Fall.  Also: 

E s  g i e h t  v i e r  P u n k t e  i m  R a u m e ,  f i i r  w e l c h e  d i e  P r o j e c -  
t i o n e n  a u f  d i e E b e n e  e i n e s ' r e t r a e d e r s  d i e  E c k e n  e i n e s  V i e r -  
e c k s  m i t  d r e i  P a a r  s e n k r e c h t e n  G e g e n s e i t e n  s i n d .  

V. Die orthogonalen Hyperboloide hieten noch ein weiteres Inter- 
esse dar. D i e  d r e i  zu d e n  d r e i  P a a r  G e g e n k a n t e n  e i n e s  T e -  
t r a e d e r s  g c h a r i g e n  o r t h o g o n a l e n  H y p e r b o l o i d e  g e h e n  d u r c h  
d i e s e l h e  f t a n m c n r v e  v i e r t e r  O r d n u n g .  1st namlich y ein P u n k t  
den Baumes, welcher mit zwei Paar  Gegenkanten Paare  ort,hogonaler 
Verbindungsebenen liefert , so bilden die Verhindungslinien von y mit 
den Tetraederecken ein Vierkant,  in welchem zwei P a a r  Gegenebenen 
und iufolge dessen alle drei P a a r  au8 j e  zwei senkrechten Ebenen be- 
stehen. 1)iese Eigenschaft ist  Nichts, a b  die Umkehrnng dee Satzes, dans 
die drei Hohenebenen einer dreimitigen E c k e  sich in  einer Geraden,  dem 
H6henstrah1, schneiden. 

Von dem Schnitte der  orthogonalen Hyperboloide l a ~ s e n  sich leicht 
acht zur  Bestirnmung ausreichende Punkte  angeben. Jedes  orthogonale 
Hyperboloid enthalt zwei Gegenkanten,  alno die vier Ecken des T e -  
traeders; ferner sind ersichtlich die Fusspunkte der vier Tetraederhohen, 
Punkte ,  deren Verbindungsehenen mit den sechs Kanten paarweise auf 
einander senkrecht s teheu,  mithin P u n k t e  der  drei Hyperboloide. Diese 
acht Punkte sind niclit associirte P u n k t e ;  denn sonst mütisten, da  ein 
Hohenfusspunkt mit drei  Ecken in einer Ebene  liegt, die drei übrigen 
Fusspunkte mit der vierten Ecke in einer Ebene  liegen, was nicht der 
Fall ist. Durch diese ausgczeichneten acht Punkte  geht aber  noch eine 
weitarc wichtige Flache,  da8 gleichseitige Hyperhohid ,  welches die Hohen 
des Tetraeders enthalt.*" Also gilt der Sa tz :  

* S c h r o e t e r ,  Cre l le  Bd. 85 S. 26. 
** H. V o g t ,  C r e l l e  Bd. 86 S. 297. 
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D i e  d r e i  z u  d e n  G e g e n k a n t e n p a a r e n  e i n e s  T e t r a e d e r s  
g e h o r i g e n  o r t h o g o n a l e n  H y p e r b o l o i d e  s c h a e i d e n  s i c h  i n  
e i n e r  R a n m c u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  a n €  d e m  H o h e n -  
h y p e r b o l o i d  l i e g t .  

Der  eben ahgeleitete Satz findet sein planimetrisches Analogon nicht 
beim Dreieck, sondern beim Vierseit in  dem bekannten elementaren 
Satze: Die drei Kreise, welche die Diagonalen eines Vierseits zu Durch- 
messern haben ,  schneiden sich in  denselben zwei P u n k t e n ,  welche auf 

der Geraden der vier Hohenschnittpunkte der vier Dreiecke des Vierseits 
liegen. 

F ü r  den Schnitt der vier Hyperboloide des Tetraeders fnlgt noch 
leicht eine weitere Eigenschaft. E ine  Hohenebene einer der  vier drei- 
seitigen Ecken des Tetraeders berührt im Sclieitel der Ecke  dasjenige 
orthogonale Hyperboloid, welches mit ihr die K a n t e  gemeinsam ha t ;  es 
ergiebt sich dies unmittelbar aus der  Definition. Betrachten wir dies für 
die drei Hohenebenen der Ecke und ihren Schnitt ,  den Hohenstrahl,  eo 
haben wir den Satz:  

D i e  v i e r  H o h e n s t r a h l e n  d e r  v i e r  d r e i s e i t i g e n  E c k e n  d e s  
T e t r a e d e r s  b e r ü h r e n  i n  d e n  E c k e n  d i e  S c h n i t t l i n i e  d e r  v i e r  
H y p e r b o l o i d e  d e s  T e t r a e d e r s .  

VI. I n  mehreren speciellen Fallen zerfallt der Schnitt der Hyper- 
boloide. Besitzt das Tetraeder zn  einander senkrechte Ebenen,  so gehort 
ihr Schnitt der Cnrve an. Besteht das  'I'etraeder also sus zwei P m r  
senkrechten Ebeneu ,  so ist der Schnitt  der  vier Hyperboloide ein wind- 
schiefes Vierseit. 

Sind im Tetraeder zwei Gegenkanten eu einander senkrecht,  so zer- 
fallt ihr orthogonales Hyperholoid in die zwei Ebeneu ,  welche durch je 
eine d i ~ s e r  Kanten gehen und xur andern senkrecht sind. Der  Schnitt 
der  vier Hyperboloide besteht ans zwei Kegelschnitten, welche die Linie 
der  kiirzesten Entfernnng der beiden Kanten  in deniselben Punktepaare 
treffen. E in  solcher Kegelschnitt geht durch die  Ecken einer der senk- 
recliten Kauten ,  die Fusspunkte der von ihnen ausgehenden Hohen ,  und 
berülirt in  den Ecken die Hohenrjtrahlen derselben. 

F ü r  den Fal l  dcs Tetraeders mit Hohenschnittpunkt zerfallen die 
Hyperboloide in Ebenrnpaare und ihr Schnitt i n  die vier Tetraederhohen. 
Da die unendlich fernen P u n k t e  dicses Schnittes die i n  I V  gesuchten 
Punkte  liefern, so erhalt man noch unter  Berücksichtigung'der im Ein- 
gange von III entwickelten Eigenschaften folgendcn Satz:  

E r r i c h t e t  m a n  a u €  d r e i  E ' l % c h e n  e i n e s  T e t r a e d e r s  m i t  
H o h e n s c h n i t t p u n k t  I a n g s  i h r e r  S c h n i t t e  m i t  d o r  v i e r t e n  
F l a c h e  s e n k r e c h t e  E b e n e n ,  a o  b i l d e n  d i e  P r o j e c t i o n e n  d e s  
S c h n i t t p n n k t e s  d e r s e l b e n  a n f  d i e  v i e r  T e t r a e d e r e b e n e n  e i n  
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V i e r e c k ,  i n  w e l c h e m  j e d e  E c k e  H o h e n p u n k t  d e s  v o n  d e n  d r e i  
ü b r i g e n  g e b i l d e t e n  D r e i e c k s  i s t .  

VII.  Aendert  man das zu Grunde gelegte Tetraeder  in der Weise ab, 
dass man jede seiner Ebenen parallel mit sich selbst verschiebt, so bleibt das 
Vierseit der Geraden,  in welcbem das Tetraeder von Em geschnitten wird, 
unverandcrt, folglich auch die Schnitte der orthogonalen Hyperboloidc mit 
Em, ngmlich die P u n k t e ,  welche, mit cinem Paar  Gegcnecken dieses Vier- 
seits verbiinden, Strahlen liefern, die fiir den unendlich fernen imaginaren 
Kreis conjiigirt sind. Dxs Gleiche gilt von den Schnittpunkten von l Z m  

mit den Hohen des Tetraeders, den Hohenstrahlen seiner vier dreiseitigen 
Ecken,  also auch vom Schnitt des gleicbs~i t igen Hyperboloids mit &,. 
Dies ist auch ncch der Fa l l ,  wenn die vier Ebenen A ,  R, C, D durch 
denselben Yunkt geheu,  d. b. für das Vierflach. Dabei werderi aller- 
dirigs au0 den  orthogonalen und  gleichseitigen Hyperboloiden eben solche 
Kegel. Beachten wir dies, so erhaltcn wir noch folgendo Satze: 

1. D i e  v i e r  H o h e n s t r a h l e n  d e r  v i e r  d r c i s o i t i g e n  E c k e n  
e i n e s  V i e r f i a e b s  (vierseitigen Ecke) l i e g e n  m i t  d e n  v i e r  G e r a -  
d e n ,  w e l c h e  i m  S c h e i t e l  z i i  d e n  R b e n e n  d e s s e l h a n  s e n k r e c h t  
s t e h e n ,  a u f  e i n e m  g l e i c h s e i t i g e n  K e g e l .  

2. D i e  d r e i  d u r c h  d i e  d r e i  G e g e n k a n t e p p a a r e  e i n e s  V i e r -  
f l a c h s  b e s t i m m t e n  o r t h o g o n a l e n  K e g e l  g e h o r e n  d e m s e l b e n  
B i i s c h e l  a n .  I h r e  v i e r  S c h n i t t l i n i e n ,  d i e v i e r  H o h e n s t r a h l e n  
u n d  d i e  v i e r  L o t h e  d e r  E b e n e n  d e s  V i e r f l a c h s  i m  S c h e i t e l  
l i e g e n  a u f  d e m s e l b e n  g l e i c h s e i t i g e n  K e g e l .  

S t r i e g a u ,  im J a n u a r  1881. H. THIEME. 

II. Qeometriecher Satz. 

Wenn man von vier in der  Ebene  willkürlich gegebenen P u n k t ~ n  
einen als Mittelpunkt eines (reellen odar imaginaren) Kegelschnitts, die 
drei übrigen als die Ecken eines Polardreiecks in Bezug auf denselben 
annimmt, so ist der Kegelsctinitt dadurch vollstandig und eindeutig be- 
stimmt u n d  man erhalt diirch Vertauschung d r r  vier gegebenen Punkte  
vier solcher Kegelschuitte. D i e s e  Sind entweder vier reelle Hyperbeln, 
sobald die vier gegeberien I'unkte so liegen, dass jeder  derselben ausser- 
halb des von den drei auderen gebildeten Dreiecks sich befindet, oder 
sie sind drei reelle Ellipsen und  eine imaginare Ellipse, sobald die vier 
gegebenen P u n k t e  so liegen, dass einer derselben innerbalh des von den 
drei anderen g e b i l d ~ t c u  Dreiecks sich befindet. Im erstcn Fal le  sind die 
Asymptoten jeder  der vier Hyperbeln gleich geneigt zu ainander, irn 

zweiten Fallf! sind die drei reelleu E i l i p ~ e n  ahnlich (aber niclit ahnlich 
liegend) und ihr Axenverhaltniss bat  ziim Quadrat   da^ Verhaltniss der  
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Potenzen der  Punktinvolutionen auf den Hauptaxen der imaginaren 
Ellipse. I n  beiden Fallen gilt, wsnn man durch Pa und Pb die Poten- 
zen der Punktinvolutiorieri auf den Hauptasen eines der v i w  Kegelschnitte 
bezeichnet, die Beziehung: 

Liegrn insbesondere die vicr gegebenen Punkte  so,  dass jeder der- 
selhen der Hohrnpunkt  des von den drei snderen gebildcten Dreiecks 
i s t ,  dann werden von den  vier Kegelschnitten drei reelle Kreise und 
einer ein imaginarer Kreià. Liegen andererseita die vier gegehenen 
Punkte  auf einem Kreise, so sind die vier Kegelschnitte vier gleich- 
seitige Hyperlieln. I m  vorigeu E'alle gilt daher, wenn A ,  B, C die Ecken, 
A der Hohenpunkt  und a ,  6 ,  c die Fusspuukte der Hohen s ind ,  die ele- 
mentare Beziehung : 

1 
-- 

1 1 1 
- 

1 - 1 +---+ - 
A H . A a  R H . B 6  C H . C c  R A . H a  H B . I I O -  H C ' . H C '  

B r e s l a u ,  den 3. Ju l i  1881. Prof. Dr. H. SCHROETER. 

III. Notiz tiber gewisse elliptieche Integrale. 

Wenu die Functionen F(E) und  f (x) folgende Eigenschafton besitzen 

dadurch reduciren, dass man es nach dem Schema 

1 
zerlegt und im letzten integrale - an die Stelle von x treten liisst; 

(C 

Zufolge des Addition~tlieorerns für die elliptisclien Integrale erster 
Art komuit der Function 

die in Nr. 1) vorausgesetzte Eigenschaft z u ,  und zwar ist dabpi C m s l .  
= F(x ,  4%) = PI(%);  demnach ergiebt sich aus Nr. 3) 
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oder, wenn linker H a n d  x = (2.  ton cp substituirt wird, 
1 

4) dcp = F r (  sin <p cos 9 
O 

Beispielsweise ist hiernach fü r  f (3) = X :  (1 + s2) 

5 )  
F ( x ,  <p) dv--niF104 -- 

1 - ( 1 - ~ ' ) s i n "  4 4 x t '  
O 

Mehr Interesse gewahrt der Fa11 
5 

f (4 = 
J(I+~x~)(A+x=)' 

fiir welchen nach hekanuten Transformationen 
1 1 

y-2 d x  =J- 
d x  

- = 4 Fr ( i l  - - A2) 
J ( i + k x "  )(il+xz) 

O O 

ist; benntet man noch die Abküraiingon 

so erhiilt man aus Nr. 3) 

O 

Die Specialisirung A = (1 - x) : x' giebt noch 

O 

Aus dem Additionstheorem fur  die elliptischen Integrale zweiter Art 
geht hervor, dass die Function 

der Bedingung 1) geniigt und  daça hierbei Const. = E ( x ,  4 ~ )  = Er ( x )  isti 

demnach gilt die  Reductionsforrnel 
4 
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Substituirt  man im ersten Integral x = i x ' .  lnncp und beachtet die 

so erhiilt man 

Beispielsweise sei wie vorhin 

x d x  
= +EI(X) FI( JI-) + %- 

Im speciellen Falle À = (1 - x )  : nt wird p = v2 und diircli Substitution 

1 .  von y = - sz>l g, 
v 

" 
O h n e  Zweifel gestatten die  Formeln 4)  und 8) nocli waitere Anwrn-  

dungeri, de ren  Aufsuchnng dem Leser  iiberlassen hleiben m8ge. 
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III. 

Ueber die Bestrahlung einer Kugel durch eine Kugel. 

Von 

FERD. MEISEL, 
Lehrer a. d. Bauachule in Deutsch-Kroue. 

Hierzu Taf. 1 Fig. 1-12. 

In  der vorliegeuden Arbeit is t  der Versuch gernacht worden, die 
Intensi ta tsverth~i lung auf der Obertlache einer durch eine Kugel  beleuch- 
t ~ t e n  oder überhaupt bestrahlten E u g e l ,  insbesondere innerhalb der durch 
die Berührungskreise der  beiden gemeinsamen Tangentenkegel der  E u -  
geln begrenzten Zone, sowie ferner die Intensitatsvariation im Schlag- 
schatten der beleuctitcteri Kugel  annaliernd zu bestimmeri. E s  ist dabei 
von Beugungs - und  Interferenzerscheiuungeri irgendwelcher Art  vullstiiu- 
dig abgeseheu und die ganz elementare Vorstellung des geradlinigen 
Lichtstrahls z u  Grunde gclegt worden. 

Was die lcucht,ende Kiigcl botrifft, so ist dieselbe als leuchtende 
F l a c h  e im strengen Sinne des Wortes voraiisgasetzt worden, - eine 
Annahme, sus welcher, wie auch Z o l l n  e r  (S. Photometrische Untersiicli- 
ungen, S. 6)  ausdrücklich anführt ,  sich die Unabhangigkeit der von einem 
Flachenelernente ausgestrahlten Lichtmenge vom Emanationswinkel mit 
Nothwendigkeit ergiebt. Die  Nichtübereinstimmung dieser Folgerung mit 
der Erfahrung hat  bekauntlich zu der Annahme geführt,  dass a n  der  
Liclitemission eines glühenden Korpers auch unterhalb der Oberfiache 
des letxteren liegende Schiçhten bettieiligt seien , und Z 5 11 n e r  hat  
gezeigt, dass aus  dieser Annahme sich das von L a r n b  e r t  a priori seinen 
Untersuchungen zu Grunde gelegte Ernariationsgesetz in ungezwungener 
Weise erklaren Iasst. Von der  13enutznng des doch nicht in  aller Strenge 
richtigen Lambcrt'schen I'rincips ist inde,ssen i n  den folgcuden Unter- 
suchungen , wio aus dem Gesagteii folgt , Abstand genommen worden, 
und es ist  den Resultaten derselben ein anderes, als rein theoretisclies 
Interesse nicht beiznlegen. 

Vor dem Uehergange zur eigentlichen Aufgabe m6ge die Bestrahlung 
einer E b e n e  durch eine Kugelflaclie einer kurzen Betrachtung unterzogrn 
werden. 

Bedeutet 
a deii senkrechten Ahstand eines e i n z e i n e n  leuchtenden Punktes  L 

von der beleuchteten Ebene ,  
ZeiticMft f .  Xathematik n. Phynik XXFII, 2. 6 
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e die Entfernnng eines Punktes  P der Ebene  vom Fusspunkte A des 
von L auf dieselhe gefallten Perpmdike ls ,  

J die Constante der  Intensitat,  also das Verhaltniss der aiif ein im 
Abstande 1 von Z befinâliches Flacheneleinent fallenden Strahleu- 
menge zur  GrGese dieses Flachenelements, 

so wird die irn P u u k t e  P ~ r z e u g t e  Iritensit%t auügedrückt durch die Foirncl 

An die Stelle des einzelnen leuchtenden Punktes  werde nnn einc 
Icnchtcnde Kugel vom Radius r gcsetzt,  und unter n sei der senkreclitc! 
Abstand des Kngelmittelpunktes IN von der  Ebene  verstanden. Die 
diirch N ,  A und P gelegte Ebene  sei die Ebene  der  Zeichnung (a. Fig. 1). 
L sei ein beliebjger P u n k t  der Kngelflache, B seine Projection auf die 
beleuchtete Ebene ,  L'  und B' die Projectionen von L u n d  B au€ die 
Ebene der Zeichnung, C der Mittelpunkt des durch L senkrecht zu M P  
gelrgten Schnittkreises , L L IW P = c p ,  L A Pf P = p l  L L C L'= 0. 

Die durçh L in  t' erzeugte Intensitat ergiebt sich sus  l ) ,  wenn für 

n der Abstand L B = L'B' und für s die Entfernung P B  = /PB'"+-E;? 
gesetat wird. 

Nun ist 

L'B'= a - r  coscp cosp + r s i n p  eosa!sin/3 

Die Einsetzung dieser Werthe in 1) ergiebt fiir die durch I, in  P erzeugtt. 
Intensitat nach einigen Umformungen, und wenn man der Kürze halber 

n2+x2 = m2 
setzt : 

( x s i n c p  cosu - n coscp) . [m2+r" 2 m r  coscp]-%. 1 
Dieser Wer th  ist nun mit dem Flachenelcment r 2  sincp dcp c ia i  zii mnlti- 
pliciren, und man erhalt für die durch den ganzen,  durch L senkreclit 
xu M P gclegteu Schnittkreis, resp. den unendlich schmalen Fliichenstreifcn 
in t' eraeugte Iotensitiit den Werth 

x/' + f (I 'in n - n cos cp) c~ u 

O 
1 
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Von F. MEMEL. 67 

1)ie durcli die ganze Kiigalflaclie, resp. denjenigen Theil derselben, 
der iiberliaupt Strahlen nach P senden k a n n ,  erzeugte Intensitat ist 
demnacli 

r 
arc cos - 

rn 

O 
Nun iat 

1 - - cos cp 
m 

(m" r2 - 2 m r cos cp)"/î . 'f9 

F ü r  das bestimmte Integral ergiebt sich daraus der Werth 

iind folgliçh ha t  man 

2) 

Die Vergleicliung 
t e n d e  K u g e l f l a c h e  

diefier Formel mit 1)  zeigt, d a s s  e i n e  l e u c l i -  
a u f  e i n  e b e n e s  F 1 2 c h e n e l e m e n t 1  a l s o  a i i c l i  

a u f  i r g e n d  e i n e  k r u m m e  F l Z c l i e ,  g a n z  e b e n s o  w i r k t ,  w i e  e i n  
i n  i l i r e m  M i t t e l p u n k t e  b e f i n d l i c h c r  e i n z e l n e r  L e u c h t p u n k t ,  
i n  d e m  d i e  L e u c h t k r a f t  d e r  I i a l b e n  K u g e l o b e r f l a c h e  v e r -  
e i u i g  t i s  t - vorausgesetet, dass nicht ein Theil der leuchtenden Kugel 
für da8 betrachtete Flachenelernent verdeckt ist. 

E s  eoll nun zur eigentlichen Aufgabe übergegangen und  a h  beleuch- 
tete Flache eine Kugelflache vom Radius r eingefülirt werden; n ~ e i  der 
Centralabstand beider Kugeln (Fig. 2). Auf der beleuchteten Kugelflache 
werde ein P u n k t  P zunachst s o  angenommen, dass von ihm aus die 
leuchtende Kugel als vclle Scheibe sichtbar ist. Die durcii P und  die 
Centrale gelegte Ebene  sei die Ebene des Papiers. E i n e  in  P au die 
Kiigel gelegte Tangentenebene sçhneidet die Zeichenflache in einer Tan-  
gente des Sçhnittkreiseu. Die durch die ganse leuchtende Kugel in  P 
erzeugte Inteusitat wird aus 2) erbal ten,  indem man a durch MA und 
x durch A P ersetet. 1st /3 der dem Punkte  P entsprechende Centriwin- 
kel, so ist 

5 * 
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M N = a  cosp - r ,  N P =  a s i n p ,  
also 

a c o s P - r  
J = 2 z r 2 J .  

(a" rr" - 2 a 1: cos g)"~ ' 
r + r  Diese Formel gilt zwischen den Grenzen /l= O und p = P, = nrccos 

a ' 
für p = O  ergiebt sich der M a x i m a l w e r t h  

J ~ = ~ z J .  (r)' 
(4 - r  

nnd  fiir die Grenze = Pi folgt 

Wachst nun über pl hinans, so wird für den P u n k t  P ein Seg- 
ment der Scheibe, als welche die Kugel erticheirit, unsichtbar; dieses 
Segment wird eiu Halbkreiu, wenn ,8 die durch die von "U ausgeheude 

r 
Tangente  bestinimte Grijsse Bo = arc cos- erreiciit hat;  wiichst /l noch 

11 

woiter, so wird der sichtbare Theil der Scheibe noch kleiner und  ver- 
r - r  

schwiudct ganz , wenn f i  den Winkel pz = nrccos- erreicht liat (Fig. 3). 

E s  sol1 nun zueret der Fa11 

P, < P < P o  
untaraucht werden. - Der  ~enkrechtp. Abstand dcr in P a n  die helciicli- 
tete Kugel  gelcgten Tangentenebene vom Mittelpunkte der lenchtendcn 
Kugel sei mit 7i bezeichnet; cp und a mogen dieselben Bedeutungen 
hahen ,  wie bei der Unterltuchung der Belenchtung der Ebene. 

WXchst nun cp von O a n ,  so iut der  einer bestimmtcn Grosse von cp 

entsprechende Kugelkreis von P aus g a n z  siclitbar, hi8 <p eine gewitise 
Greiize vo erreicht hat ,  die durch die Gleichung 

-- 

rn2+r2 - (~-p'r~-71')~ n 2 + x  J r P - n P  
cos cp,, = - - 

2 I I I  s. 
l m r  

i n  welcher x= n sin$', 71 = tr cosp  - r zu setzen is t ,  bestimmt wird. 
Die durch den uneudlich schmalen ringformigcn FlAchenstreifen der 

leiiclitenden Kngel ,  welcher e i n ~ m  serikrecht zu M P gefülirtcn Schnitt- 
kreise anliagt , in P erzeugte Intensitat wird, wie bereits gefunden, durcli 
die Gleichnng aiisgedrückt 

E s  ist also der erste, de,n Greczen cp = il iind g, = q, entsprcchonde Theil 
der  IutensitXt 

mu 
-- 

m2 + r" 2 m r cos cp)v2 ' 

O 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von F. MEISEL.  69 

Nun ist 

und daraus folgt mit Berücksichtigung des oben angegebenen Werthes 

denselben Wertli ,  der bereits ails 3) gefunden wurde. F ü r  f i=  (3, stellt  
a h ,  wie auch ohne Weiteres klar ist ,  Ji die ganze Iutensitat dar, der  
aweite Thei l  liat seinen Grenzwerth O .  

1st nun <p > <p,, so darf ruan a! niçht bis n ,  sondern nur bis zu einer 
gewissen Grenze cri wachsen lasscn,  die leicht zu be,stimmen ist (Pig. 3). 

n ( m - r c o s ~ )  
Uas in der Figur  mit n, bezeichnete Stück ist = und dar- 

x 
aris folgt 

n ( r  c o s y - m )  
al = arc cos -- - . 

r z  s i n 9  

E s  ist also die durch da8 von P aus sichtbare Stück des zu M l '  senk- 
rechten Schnittkreises erzeugte Intensitiit 

( ' z sa l<p  c o s 9 -  n cosv )  
J e =  2.Jr2sincpdrp 

(ma + r2 - 2 m r cos rp)"? 
O 

- 2 Jr2 si71 Q) d Q> n ( r  cos v - ni )  
- n (m  - r C O S  c p )  arc cos 

m(rn8+r"2 m r  coscp)%' r x  sin y 
- - -~ - - .- + Jr%z sin2 rp  - nZ ( r  cos <p - m)" 

und demnacli der ganze zweite Theil der Intensi ta t :  

91 
sin -- 

i r Z x 2  sinerp - f i 2  ( r  cos r p  - m)e 
m2+ r2 - 2 m r cos rp)''~ , 

n ( r  cos rp - m )  + n (m  - r cos c p )  arc cos 
rx s i n 9  

~ q x J ~ G 2 )  
worin qo= urccos , <pl = arc cos ( J  ist. 

Das hier auftretende Integral ist nun also naher zu untersixchen. 
Es mag hier gleicli eingeschaltet werden, dass, wie man leicht sielit, 

fur den F a l l ,  dass Bo < P < p, is t ,  der Theil Ji der Intensitat ganz weg- 
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70 Ueber die Bestrahlung einer Kugel durch eine Kugel. 
--z_I_I-NW-NMNWW_,,~~<-~.*IWY -- 
fiillt und  nnr  der  jetxt nalier eu ermitteliide 'i'heil J,  iu Betracht kommt. 
I n  diesern Fal la  ist übrigens 

n ( m - r c o s r p )  
CI, = orc cos 

r x  s in9 

eu setzen, wodurch eine leicht ereichtliche Vorzeichenanderung in der 
obigen Formel für J, eintritt. 

E s  ist nun  
sin 9 

- l ~ r z x z  sinZ9 - n2 ( r  cos rp - mj2 
m" rrZ - 2 m r cos q ~ ) %  

n ( r  C O S  lp - nt)( + n  ( m  -r cos y ) .  arc cas 
r x  sm<p ( (19 

=f sin rp / r2s%in2 - ne ( r  cos <p - r n ) Z  
(m" r2 - 2 m r  cos y)'ll - d v  

sin lp n(rcosrp - m )  . arc cos ---- 
m'+r2- 2 m r  C O S T ~ ) ' / ~  r f f i  s i n ~  d 9 - 

sin 9 cos rp  n ( r c o s P - m )  

- n r J m 2 + r '  - a m r  cosq)% . arc cos -- r x   sin^ cl 

Bezeichnet man der Kürze halber das ganze unbestimmte Integral 
der  linken Seite mit Z und  setzt ferner 

so ha t  man 
srn rp A n ( r  c o s q  - m) 

~ = J * - d q ~ + n r n J ~ . a r c c o s - - -  BY 
r z  s in~p  - d F 

n ( r c o s m - m )  . nrc cos 
r  5 sin cp 9. 

Es ist also a n  untersuchen 
sin 9 A 

drp. 

Nach der  Regel der thoilweisen Integration, indem man namliçh 
s i n v  d u  - - A z v setzt,  erhalt man -- 

B3 d q '  

n ( r  cos cp - m) . arc cos 
r x  sin 9 d 9 .  

Setet man 
sin 9 d u  - n(rcos<p-  m )  --- flrc C O S  = v ,  
Rg d q '  r z  s i n y  

so  srgiebt sich 
sin p n ( r  cos rp - m )  JBS . arccos - 

r x  s i n ~  d T p  

- 1 n ( r  cos cp - m) _ - -- m r  B . arc cos 
r x  s inq  
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sincp.cosrp d u  n (I- coscp - n ~ )  
Indem man -- - 

H" 
arc cos ---:-- = !, setzt,  folgt 

d v  ' rx s ~ n  QI 

Fin , " ,  

n ( r  cos cp - n ~ j  . arc cos -- 

r x sin cp d P 

Uaraus folgt nun  

A n (r  - fn cos rp) z =--- + uz(9.cosqi -m.) 
m2 U , arc cos 

m r B  r x  sinrp 
sinq? cosrpdrp  m"m2+r2) ' dcp 2 r n 2  c o s r p d q  + mr -- f A B  - - ,, JaXxG + mfATq. 

l l ie drei hierin auftretenden Integrale lassen sich anf elliptische reducircn. 
Führt  man namlich die Iutegration aus, so findet man für A A die Wur- 
zel aus einer Function dritten Grades von cosrp, uud  setzt man dann 
coscp = z,  so  erhalt man 

worin A. ... A, die bei der  angedeuteten Mnltiplication entstelienden 
Coefficienten bedeuten. 

Die Reduction dieeer Integrale auf Kreisbogen, Logarithmen u n d  
die drei Normalformen eiliptischer Integrale habe ich nach bekannter 
Methode ausgeführt. D a  jedoeh die Bechnung sahr langwierig is t ,  nichts 
Interessantrs bietet und die Anwendiing des erhaltenen Resultats sohr 
mühsarn sein würde,  m6ge es gcstattet sein,  diesc Reduction hier wog- 
zulaseen und zn  einer Naherungsmethode üherzugehen. 

Es  worde zuniichst wieder dio durch eine Kiigel beleuchtete Ebene 
betrachtet (Fig. 1). 
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F ü r  d e n  P u n k t  A der Ebene ist die Intensi ta t ,  welche durch ein 
Elernent d e r  Kugelflache erzeugt wird,  für alle auf einem zu A M  senk- 
rechten Schnittkreise liegenden Flachenelemente constant. Diese Elemen- 
tarintensitjit ergiebt sich aus der  für J, gefundenen Formel ,  wenn man 
X =  O setzt. Wird  das Flachenelement der  Kugel  kurz mit d f  bezeich- 
n e t ,  so findet man 

Es sol1 nun das Gesetz gefnnden werden,  nach welchem sich diese 
fiir einen Kreis constante Elementarintensitiit von einem Kreise zum 
nachsten Indert .  

Uni d e n  P o u k t  A denke  man sich eiue Kugelfliiche mit dem Radius 
1 beschriebeu u n d  i n  Fl%clieneIemente zerlegt, welche in  Kreisen an- 
geordnet s i n d ,  deren Ebenen senkrecht s u  AM liegen. Macht man ein 
solches Element df ,  zur Basis einer unendlich schmalen Pyramide,  dereu 
Spitze in  A l iegt,  so schneidet diese Pyramide aus der  leuchtenden Kugel- 
fl#che, wenn aie dieselhe überhaupt trifft, ein Flachenelement von gewisser 
Grosse heraus. Berechnet man dieses Element u n d  setzt es a n  die Rtelle 
von df in obige Formel, so  erhalt man offenbar dae Gesetz, nach wel- 
cliem sich die Leuchtkraft von Kreis zu Kreis in  der  Scheibe iindert, 
als welche die leuchtende Kugel vou A aus gesehen erscheint. Um die 
Grosse dieses Flachmelements s u  bestimmen, hat  man den Neigungs- 
winkel der auf A L  liegendan Flachenelemente beider Kugeln zu ermitteln, 

df, durch den  Cosinus dieses Winkels zii dividiren nnd mit AL2 zu mul- 
tipliciren. 

D e r  Neignngswinkel der haiden Flachenelemente gegen einander ist 
 leic ch dem VC'inkel der e ~ t s ~ r e c ' h e n d e n  Kugelradien = L ML A = L $1 NA, 

und es ist 
a sin 9 a coscp-r 

s i n L J f N ~  = , also cos L M  NA =- -AyAT-T-. 
/a'+?" 2 a a  cosv i a q r r " - 2 u r  cosv 

Ferner  ist 
-2  -2  (a2+ 7-2 - 2 a r  cos ~p)'h A L  = A N  = ~ ~ + ~ ~ - 2 a r c o s c p ,  also d f = t l f , . -  --- ~ - 

u c a s p -  r 
Die Einsetzung in obige Formel ergiebt 

Diese Formel  zeigt die Aendernng der Leuchtkraft in der scliein- 
baren Scheibe. Das  Minimum von d J  findet für q~ - O ,  d. h. im Ccn- 

t rum stat t ;  mit wachsendem 9 nimmt d J  zu und wird für cp   arc cos^, 
n 

d. h. am R a n d e  der Scheibe unendlich; 

Wenn r klein gegen a i s t ,  s o  kann man die Ceutralprojection der 
leuchtenden E u g e l  auf die um P beschriebene Kugelflache naheruugs- 
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weise als ehenen Kreis  von dem Radius 1 betrachten; ist ferncr z dcr 

Radius des einem WinkeI  cp entsprechenden Kre,ises dieser ebenen Kreis- 
flache, so hat  man 

woraus sich 

ergiebt. Führt  man diesen Werth i n  5) ein,  so folgt 

Diese Gleichung ergiebt also die Intensitat des  Flachenelements unmittel- 
bar a h  Function seines Ahstandes. vom Mittelpunkte der Projection. 
Denkt man sich in  jedem Pnnkte der als eben betrachteten kreisformigen 
Scheibe die Intensitat senkrecht zur  Ehene. dcr Scheihe aufgetragcn, so 
erhalt man einen Rotationskorper, deseen Meridiancurvo durch die 
Gleichung 

r  ( a  - a z" / ( r a -  032")  (1 - z2))  
7a) y = J .  

a[uzZ+ J ( r z - a 2 z ~ ) ( l - ~ ~ ] - r "  

bestimmt und  dessen Volnmen proportional der im P u n k t e  A erzeiigten 
Intensitat ist. 

1st nun  ein Theil der Scheibe verdeckt,  so kann m a n ,  um nahe- 
rnngsweise die durch den Rest der Scheibe erzeugte Intensitat zu finden, 
die trennende Linie i n  der Scheibe zur  Directrix einer zur Ebene der 
Scheibe senkrechten Cylinderflache machen und  wird das durch diese 
Cylinderfliiche abgeschnittene Stück des erwahnten Rotationskorpers als 
proportional der gesuchten Intensitat betrachten diirfen. 

Handelt es sich nun  um die i n  einem aiisserhalb A liegenden Punkte  
P der Ebene  erzeugte Intensi ta t ,  so ist die eben angegebene Botrach- 
tungsweise nicht zulassig , weil die Verbindungslinien eines solchen Punk-  
tes mit den Pnnkten eines ssnkrecht  zu M P gelegten Sclinittkreises nicht 
gleiche Winkel  mit der  Normalen der  belonchteten Ebone bilden. In -  
dessen erhalt man jedenfalls ein annahernd richtiges Resultat, wenn man 
die Formel 7) auch auf einen solchen P u n k t  anwendet ,  die Grosse a 
aber durch m ersetzt und dann noch mit dem Cosinus eines mittleren 
Einfallswinkels multiylicirt. 

Um von der  durch die bisher eingeführten Vernachliissigungen her- 
vorgebrachten Abweichung eine Vorstellung e u  erhalten, ist  es vielleictit 
nicht ohne Iuterestie, die ùurch die volle Scheibe in  einem beliebigen 
Pnnkte P erzeugte Intensitat,  für die  ein exacter Ansdruck bereits in  2) 
vorliegt, nun auch auf die eben beschriebeno Woiso eu berechnen. Ala 
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74 Uoher die Bcstrahlung einer Kugel durcb eine Kugnl. 
__X_--___XY__YI_YI__~~____ ----- - 

Cooinus des mittleren Einfalléiwinkels würde hier eiufach 1 zu betrachten 
m 

sein und  man hatte also die annaliernd riçhtige Gleichung 

Die durch die ganze Scheibe hervorgerufene Intensitat ware dernnach 
annahernd 

r - 
m 

Mit Hilfe der Substitution z 2 =  y findet man 

wenn namlich der Kürze balber 

f r 2  - (ni2 + r2) z2 + ,II' z4 = R 
gesetzt wird. 

I laraus ergiebt sich für das bestimmte Integral der  Wer th  

1 w12 - 7.8 

u n d  daraus folgt schliesslich 

Diese Formel stimmt mit 

2) 
2 n; rr r2 

J=- m" ..J 

überein fiir 
m2-r2 2 m r  

r = ---- , l o g .  m+r' odt-r - m + r  = l o g .  --- , 
2 m  m - r  m 2 - r 2  m - r  

eine Bedingung, die ihrer Erfüllung mit gegen r wachsendem m sich 
sehr schnell nahert. Eti ist damit die Zulassigkeit der hier angewandten 
Betraclitungriweise f'iir einigeruiassen grosse Entfernuugen xiachgawiesen. 

Betraçhtet man nun wieder einen P u n k t  der beleuchteten Kugel, 
dem ein zwischen 8, und p,  liegender Wer th  von entspricht (Fig. 3),  
sa  schneidct die in  einem solchen P n n k t e  a n  die  belenchtete Kugel 
gelegte Tangentenebene von der leuchtenden Kugol und  somit auch von 
der uls ebene Kreisflache betrachteten Projection der letzteren auf die 
um P beschriehene Kugel  ein Segment ab. Man wird n n n ,  dem friiher 

Gesagten entsprechend, in  der Sehne ,  in welcher die Tangentenebene 
die kreisformige Scheibe schneidet,  e ine eu letzterer senkrechte Ebene 
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eu errichten und das durçh letztere von dem früher erwahriteri Rotations- 
korper abgeschnitteue Stück xu ermitteln haberi. Uas Volunien des ab- 
geschnittenen Stückes giebt,  mit dern Cosinus des mittleren Einfallswin- 
kels multiplicirt, annahernd die gesuchte Intensitat an. 

Als mittleren Einfallswinkel wird mau dcu Winkel der Normalen 
der Ebene mit einer Linie  zu verstehen hahen ,  die man erhalt,  wenn 
man den Echwerpunkt des abgeschnittenen Theils des Rotationskorpers 
auf die Ebene der kreisformigen Scheibe projicirt und diese Projection 
mit dern betrachteten I'unkte P verbindet. 

Wollte man nun  diese Rechnnng mit Zugrundelegung der unter 7a) 
gegebeueri Meridiancnrve durchführen, so würde die Bereclinung aueser- 
ordentlich complicirt werdeu und  einigermastien ühersichtliche Kenultate 
nicht ergoben. E s  sol1 daher  diese Curve durch eine einfachere ersetet 
werdeu. 

Am nachuten würde es l iegen,  die Intensitat in der scheinbaren 
Scheibe nsherungsweise als umgekehrt propnrtional dern Cosiiiiis des 
Winkels <p zu betrachten, was bei unendlicher Entfernung de6 belcuch- 
teten Punktes  genau der  Fal l  ist. Man hatte dann zu setzen 

1 
- d J = J d f , . - - -  J d f l  r -. 
- 

cos cg a z Z + i ( r Z - a 2 t 2  ) ( l - z 2 )  

Indessen führt auch diese Gleichnng nicht z u  dem gewünschten Ziele 
und es moge daher  a n  die Stelle der dnrch 7 a )  angegebenen richtigen 
Curve ein Viertel eiuer Ellipse als Meridiancurve angenommen werden. 
Die Elfipse ist s o  zu beetimmen, dass sie tur die Mitte der Scheibe die- 
selbe Intensittit wie'  die richtige Curve ergiebt, dass sie ferner das im 
Endpunkte des Radius auf diesem errichtete Perpendikel berührt und  

2nr2 
dass schliesslich das Volumen des ganzen Rotatinnskorpere = -- J I  

d. h. gleich der durch die  ganze Scheibe im P u n k t e  A wirklich erzeugten 
Intensitat ist. Dic Glcichung dieser Ellipse ist - wenn man a durch 
m ersetzt -: 

Wie Fig. 4 ,  in  welçher die  richtige Curve durch a d  (für (:= l O r ) ,  
die Ellipse durch a c  dargestellt i s t ,  zeigt,  ist die Abweicbung beider 
Curvan von einander allerdings nicht ganz unbedeutend. Indessen wird 
man auf eine angenaherte Bichtigkeit der Resultate bei Anwendung der 
Ellipse dennoch rechnen diirfen , da  der Unterschied zweier entsprechen- 
der Abschnitte der  beiden Rotationskorper jedenfalls verlialtnissmiissig 
vie1 geringer is t ,  ale der Unterschied der Abschnitte der durch die Cur- 
ven begrenzten Fliichen. Ueberdies rnag berücksichtigt werden, dass die 
Intensitaten , welche in dern hier betraçhteten Bezirke der belenchteten 
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70 Uober die Bcstrahliing ciner Kugel durch aine Kugel. 
___Yr---/-mX--X->>>-,->-"-- C<_r_" 

Kugel anftreten, überhaupt sehr klein wird gegen diejenigen, welche in  
der  Nahe der  Centralen erzengt werden. 

Bezeichnet man mit p den senkrechten Abstaiid der trrnnenden 
Sehne vom Mittelpunkte der Scheibe, eo i s t ,  wie man leicht erkennt, 

E s  sei nun  

1) Pl < B <  B o -  

I n  diesern Fal le  iut weniger als die Hiilf'te der  Schoibe verdeckt. Es 
iut nuu zuniichst die durch die volle Scheibe vom Radius p eraeugte In- 
tensitat J, zu ermitteln. Diese ist  

wenn der erwahnte rnittlere Einfallswinkel vorlaufig mit A hczeiclinet wird. 

F ü r  P u n k t e  der Scheibe, deren z ewischen p und liegt,  ist die 
m 

Elernentarintensitiii mit dem Bogeu (rn + 2 arcs in - )  zu rnultipliciicn. 
z 

Die  durch d e n  aussern Theil der Scheibe erzengte Intensitat Jg ist also 

und demnach die gesammte Intensitat 

Setat man 
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Von F. MEISEL. 77 

z 4-- J r z - m G z  P P arc sin - - = V, 
z 

so findet man 
P 

J z  (4 - 
~ r - 2  - m ~ )  . arc sin - d i  

z d z  

m2 r 

1 --- + P I ~ - +  m r [ - 7 n 2 ~ - r z p 2 +  z I l r z + m ~ p 2 ) - m z z 4  

r3 . ( rz  + m s p Z )  z" 2  r 2 p 2  + - . arc  szn ---% 
P z2 ( r  - m V 2 )  

r Z + m 2 p 2 - 2 m Z z 2  
+ ( # m r " + ~ n i ~ p ~ ) . n r c s i n  

Ciaraus erhalt man Fur das bestimmte Integral den Werth 

2  r2  nlV 2 ~  z r - r p  m p 3  
- arcsin + - Jr" mm"p" - - - 

VI? ' 1' ~ n  2 La 2,,, +%-2p2- mP r  

und hieraus endlicli 

Es ist nlso nun cosl ,  zu ermitteln. 
E'iir den Abstand sl des Schwerpunktes des hier in Betracht kom- 

inenden Thails des Rotationskorpers von der Axe desselben findet man 
leicht 

und man hat sodann 

8 4 cos l, = s, +p. 

Setzt man noch für p seinen Werth n, so erliiilt man 
m 
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78 Ueber die Restrahlung eioer Kngel dnrch eine Kugel. 

sri ist  mehr, als die Halfte der Scheibe verdeckt. J I  trit t  iu diefiem Palle 

nicht auf ,  nnd da  die Elementarintensitiit mit dem Bogen 

zu multipliciren is t ,  ist der zweite 'I'heil von J2 negativ zu nelimrn. 
Man gelangt dadurch zu der Formel 

welclie sich ails der fiir den ersten Fal l  gefundenen ergiebt, wenn man 
n negativ nimmt. Beeeichnet man den Abstand des S c h w e i p u n k t ~ s  des 
hier in Betracht kommenden Ahschnittrs von der Axe des Rotationskor- 
pers mit s,, so Iiat man zu setzep 

9 a) cos1  = s , - p  

und für  den erwahnten Abstand eigiebt sic11 die,Forrnel 

Für /3 = Bo ergiebt sich dic sehr einfacho Formel 

Zur Rerechnnng eines Beispiels habe ich die Zahlenwerthe 

r =  1, r = 1 0 ,  a =  100 

gewahlt. Daraiis folgen die Wartlie 

P, = 8 3  41' 4,86", Po = 89' 25' 31,18", 8, = 95"  9' 48,9gf'. 

Aus Formel 3) e r h d t  man die Zahlcn 

fiir / ? = O '  15" 1 10. 1 45"  60. 
.J 
- = 0,06411 0,06184 0,05521 0,04474 0,03125 
.7 i 

.J 
Ferner  folgt aus 8) f i r  = 86 30' der Werth - = 0,00363 

.I 
und ,, 8=89°25'31,18",,  ,, ,, =0,00141) 

uud au8 9) ,, 8 - 92"  30' ,, ,, ,, = 0,00028 
und ,, /3 = 95 '  9'48,99" ,, ,, ,, = 0,00000. 

Dic diesen Wmthen  entfiprechende Curve ist in Fig. 5 dargestellt. 

Untersnchnng der IntensitOtsvariation im Halbsohatten der 
belenchteten Kngel. 

Im Abstande 6 von 93, dem Mittelpunkte der beleuchteten Rugel, 
sei durch den Schatten ein Schnitt senkrecht zur  Axe gelegt (Fig. 6). 
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ü e r  Badius U K  des Sclinittkreises wird durch die geineinsamcn Tangen- 
ten der Kreise u n d  durch die von M a n  den Kreis !BI gclegtc Tangente 
in drei Ahschriitte getheilt. U V  liegt im Kernschattxm; für e i n ~ n  Punkt  
innerhalb VW reicht die Bedeckung der helleri Scheibe durch die dunkle 
iiber den Mittelpunkt der ersteren hinaus; fur einen P u n k t  innerhalh 
WX reicht die Bedeckuug nicht his zum ;Mittelpunkt der hellen Scheibe. 
Liegt nun e .  13. der betrachtete P u n k t  P auf wX, so erlialt er von dem 
Theile A'Q der leuclitenden Kugel ,  d. h. von ainem gewissen centralen 
Tlieile der scheinharen leuclitenden Scheibe volles Licht; von einem über 
QAT hinaus liegonden, senkrecht zu il! P gelegten Schnittkreis wird diirch 
rine Ellipse ein Stück herausgeschnitten, dereu grosse Axe .= L T ist. 
Es warc also die Intensitzt,  welche durch den übrig bleibendcn Thcil 
des unendlich schmalen Itinges erzcugt wird, zu ermitteln und dann von 

9 = O bis cp = cp, = nrcc,us (i) zn integriren. Die Ausfuhrung dieser 

Bechnung ware  jedoch, wenn iiberhaiipt moglich, ausserordentlich com- 
plicirt und wiirde keinesfalls auch nur  einigermassen übersicbtliche For-  
uielu ergeben. Es sol1 deshalb sofort au  einer Niiherung geschritten 
werden, welche der früher benutzten Nalierurig entspricht. 

Beschreibt man wieder um den  P u n k t  1' eine Kugel vom Radius 1, 
so s i id  die Centralprnjectionen der  Kugeln N und  auf diese Kugel 
K r e i ~ c ,  deren F l lchcn  annlherungswcise nls eben betrachtet wcrdcn 

m6gen. Der  Radius der Projection der leuchtenden Kugel  ist =z, der 
7n 

Radius der Projection der lielauchteten Kugel  sei mit Q, der Central- 
abstand heider Projectionen mit p bezeiclinet. Sind ferner & und q die 
Coordinaten des Punktes  I' in  Bezug nnf als Ursprung, so bat man 

P ' + 0 5 + q e  p = si11 M P m ,  cos JI Pm = /fio +g +Y jp +rll 
demnach 

Bei der theilweisen U ~ d e c k u n g  der hellen durch die dunkle Scheibe 
k o n n ~ n ,  voi-ausgeeetzt, dass r )  2r  sei,  folgende vier Pliasen eintreten: 

1. Die dunkle Scheibe schueidet in die belle ein,  erreiclit aber niclit 
den Mittelpunkt der letzteren ; 

II. die dunkle Scheibe schneidet in  die helle ein und  überdeckt den 
Mittelpnnkt der letzteren ; 

III. die dunkle Schcibe liegt ganz iu~ierhalb der belleu und  bedeckt 
den Mittelpunkt der  letatcren; 

IV. die diinkle Scheibe liegt ganz innerhalh der  hellen, ohne den 
Mittelpunkt der  letzteren zu hedecken. 
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80 Ueber die Bestrahlung einer Kugel durch eine Kugel. 
___X*__-YI_Y.WU_JMYIIYIY~---. ,"--~ 

Die  Bezirke der vier Phasen im Halbschatten sind in Fig. 7 angegoben. 
Bei der  Bsgrenzung dieser Besirke kommen folgende Abscissen in Retracht, 
dereu Bedeutung ebenfalls ails Fig. 7 und  Fig. 7a zn  ersehen ist: 

zn 5, gehort die  Ordinate 
a r r  

9 4  = -' 
( r  - r) f a 2  r ( r  - r)" 

E s  sol1 nun  für jede der vier Phasen di0 bestimmten Werthen von 
P und p entsprechende Intensitat gefunden werden. Die Einführung dm 
Ellipse als Naherungscurve führt in dicsem Fallo auf unbrqueme ellip. 
tische Integrale;  es  sol1 dahor, iim zu iibersiclitlicheren Formeln i u  ge. 
langen,  an die Stelle der genauen Curve ein Parabelstück gesetzt werden, 
dessen Scheitel und Scheiteltangente mit dem Scheitel und  der  Scheitel- 
tangente der richtigen Curve zusammenfallen, und das so zu hestjmmen 
is t ,  dass die der gauzen Scheibe zukommende Leuchtkraft nic!it vernndert 
wird. Als Gleichung der  diesen Bedingungen entsprechenden Parabel 
findet man leicht 

worin rn = i ( u +  6)" +rl'! ist. D a  für die F u n k t e  des Schlagscliatmns die 
Ordinate 11 immer als klcin gegen a + 5 zii betrachten is t ,  kann man 
ohne merkbare Abweichuug für alle Puukte  des Schattens den Co~inus 

n+& des mittleren Einfallswinkels = - setzen, ohne auf  die Lage des 
nt 

Schwerpunktcs des sichtharen Theils der Scheibe Rücksicht s u  nclimcna 
Man kann  diesen Factor  von vornherein in die  Gleichung der anganom- 
menen Parabel einfügen und  dieselhe schreiben 

E s  musa nun für jede der  vier Phasen die Intensitatsformel gefun- 
den  werden. 

P h a s e  1 (Fig. 8). Zunachst ist  ein voller Kreis vom Radius (P - P )  
in Rechnung zu ziehen. Das unbestimrnte Integral 

ergiebt für die Grenzen O und p - Q  den Werth 
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Für  p- Q < z < ist die Elementarintensitat zu multipliciren mit 
111 

Die durch den ausserhalb des Radius p - p  gelegeneu The i l  der Sciieibe 
erzeugte Intensitat ist demnacb 

P-Q 
was sich reducirt auf 

Demnach ist die volle Intensitat 

rn 

+ 2J (' + $ .2). arc sin ~ ~ + z ~ - 4 ~  I 
m 2 p z  d z ( .  

Ferner is t ,  wie man mit lli lfe der Substitution z2 = y findet, 
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Folglich iat [(f 
* Z R  

= a r c  sin 

1 m I 
- R  ~ / [ ; ~ p ( d - e 2 ~ ] + ~ [ ~ 2 + 3 ( ~ z + p 2 ) 1 ~ ,  
also 

2m ,V"Z~-@~ f i  (A + PP nrr sin d z 
2 p z  

z 2  1 mz2 '  QZ 1 2 m p s  f f i ~ "  1)" QBe - t z  = (n+--5-) ares in  
î p z  +5 (;+r, + T i ) a r c s i ? i  2~ Q 

Hieraua ergiebt sich für das bestimmte Integral der Werth 

1.4 pz+(;)'-p2 0 2  1 2 m p '  me2 P 2 +  B2- (;y 
- nrcsin - + (; + -;i + ;I) a r c  sin ---- 
n13 P 7- 

2 -  2~ Q 

und so ergiebt sich richliesslicli 

2 r2 1 m + - 

+ ,arc sin - + pz [_ + 2 ( 2 p 2  + @)] arcsin m Pr 
2- 29 8 

m 1 

P h a s e  II (Fig. 9). I n  diesem F a l k  tritt  JI niclit auf;  J, iat zwi- 

schen den Grenzen ( p - p )  und  1 zu nehmen und  man erhalt dadurch 
m 

dieaelbe Formel ,  welche fur Phase 1 gefunden wurde. 

P h a s e  Ill (E'ig. 10). J, fallt hier ebeiifalls weg; J2 iat zwischen 
den Grenzen (g  - p l  und (Q +p)  e u  nehmen und  danu  tritt  noch die In- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



tensitat J, hinzu,  welche durch den ausseren vollen Ring, für welchen 

z zwischen den Grenzen Q + P  nnd  zu nehman i s t ,  erzeugt wird. 
m 

Mit HiIfe des bereits berechneten unbestimmten Integrals findet man 

und ferner 

J 3 : 2 J ( a + & ) n  

schliesslich also 

i l )  J =  J(a+E)n 

P h a s e  I V  (Fig. 11). n i e r  bestelit J aus J,, J p  und J3; J, ist 
zwischen den Grenzen O und p- Q ,  J, zwischen den Grenzen p -  Q und 

p + ~ ,  J3 zwischen den Grenzen p + p  

anf diese Weise zu dersclben Formel ,  
funden wnrden ist. 

und - zu nehmen. Man gelangt 
Sn 

welche soeben für Hhase III ge- 

Die nach dan soeben abgeleiteten Formeln für einen P u n k t  de,s 
Ealbschattens gefunderie Intensitat ist die Restialilungsstarke eines durch 
diesen P u n k t  gebenden,  senkrecht zut  Centrale beider Kugeln gerichte- 
ten Flachenelements. 

Beispiel (Fig. 12) 

Es siud auch hier wieder die Werthe 

r = l ,  r = 1 0 ,  a = 1 0 0  

gewalilt worden. Daraus ergeben sich die Werthe 

EO=-O, l l ,  5 , = - 0 , 0 1 ,  &,=0,09, &,=11,111 ..., .&= 24,93737 ... 
Es  sind nun  verschiedene W e r t h ~  von und fiir jeden d e r s ~ l b e n  

verschiedene Werthe von 17 angenommen und di8 zugehbrigen Grossen 
J 

der relativen Intensitat - herechnet worden. 
J 

Die grtiseer gedruckten Werthe von 7 entsprechen den Durch- 
schnitttlpunkten mit deri Tangenten FC, MA und Q'B'. 
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84 Ueber die Bestratilung einer K u p l  durch eine Kugel. 
P -- 
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Von F. M L I B E L .  85 
-----rr-r-*z--/r--r,z--,- -----/r-r--<*-- 

Mit Hilfe dieser Ordinaten sind die Curvan gezeichnet und sodann 
die Isophoten auf eiue sich von selbst ergebende Weise daraue construirt 
wordan. Die Punkte ,  in  denen die Isophoten die Tangente V'R' sclinei- 
den,  werden mit IIilfe der Formel 2) bestimmt. 

1)ia Interisitat in eiriein P u n k t e  der Axe wird leiclit gefiinden, iudeui 
man in (:leichiing 11)  p = O setzt uud i'erner für rn und p die Werthe 

r 
( a + & )  und - setzt. Man 'rhalt die Formel 

l .  

Die Curve, welche in dieser Gleichung enthalten is t ,  liefert die Punkte,  
in welchen die Isophoten die Axe  schneiden. 

Die Interisitiit in einern P u u v e  der  den Kernsçhatten begreneenden 

Tangente Q'R' erlialt man,  wenn man in Gleichung 11) T = p +  p setzt. 
m 

Die Curvci der Inteositat in  der erwahnten Tangente dient eur  Ermitto- 
liing der Spitzen der Isophoten. 

Die so gefuudenen Isophoten sind natiirlicherweise als Meridiancur- 
ven der F 1 a c h e  D gleicher Helligkeit zu betrachten. 

Weicht auch die eingeführte Parabel von der  in 7a) gegebenen rich- 
tige11 Curve nicbt unliedeutend a b ,  so sind doch, wie man aus dem 
ausgefütirten Beispiele sieht,  die Intensitatsverluste, welche durch die 
verdeckende IZugel herbeigefiihrt werden,  bei grosseren Wertheu von 
überhaupt nicbt so bedeutend,  dass eine massige Ungenauigkeit dieser 
Verluste sahr wesentliche Tlnterschiede i n  der sich ergebendeu Intensitats- 
vertheiliing nach sich zielien ktinnte; und  d a ,  wie ans der Figur  ersicht- 
lich ist,  gerade diejenigen Intensitatscurven, welche g r o s s e r e n  Wer-  
then von 6 entsprechen, auf die Gcstaltung der  hophoten  den wesent- 
l i chs t~n  Einfluss ausübeu,  kann man die letzteren wohl als der Wahrheit 
nabe kommend t~etrachten. 
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IV. 

Einige Eigenschaften der Dirichlet'schen Functionen 

R(s) =z - . - die bei der Bestimmung der Clas- (a> :, 
senanzahlen binarer quadratischer Formen auftreten. 

Von 

Dr, AD. ~ ~ U R ~ T I T Z  
in Hildeitieim. 

Hierzu Taf. 1 Fig. 14 u. 15. 

I m  J a h r e  1849 ha t  Her r  S c h  1 O m i  1 c h  folgende interessante Ba- 
merkung gemacht*: 

,, Bezeichnet man durch f ( s )  die Function 

so besteht zwischen den Wertheu f ( s )  u n d  f ( 1 - s )  die Relation 

fi1 - s> = (:)'. sin ( y )  . r ( ~ > .  f < s > ,  

wobei r i s )  die ( E u l e r ' s ü h e )  Gammahnction bezeichnet." 
D e r  Beweis dieses Satzes wird mit Hilfe eines Theorems aus der 

Theorie  der  F o u  r i  er ' schnn Reihen geführt. Spater ist Herr  S c h  1 0  - 
m i l c l i  noch einmal anf die Glaichiing A) z~~rückgekommen*", indem er 
sie auf  einem neuen und elementaren Wege herleitete und ihr die analog 
gebaut-  Gleiçhuug 

B 1 
2"-1 2 

q ( l - s ) = -  --- 

21-5-1 ' ( 2 ~ ) '  . . 
h inznfügte, wo 

1 1 1  1 
rp(s)=- --+--.+...+(-l)n.-. 

1' 2' 3' nS 
jet .  

Zwischen beide VertXentlichungen fallt der  bekannte A u f ~ a t a  von 
R i e  m a n  n : , , n e b e r  die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen 

* Zeitschnft für Mathematik und Phpik,  Rd. III S. 130-131 
** Dieselbe Zeitschnft, and. 0. 
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Grosse".* R i  e m  a n  n stützt hier seine Untersuchung auf einige Eigen- 

unter Anderem leitet er für diese Function die Gleichung her 

Die Analogie dieser Gleichung mit den Relationen A) und B) ,  nament- 
lich mit R ) ,  springt in  die Augcn. Wir  werdrn auch soglcich schen,  dass 
R )  durch aine kleine Umformung aus CJ erhalten werden kann. Zuvor 
müssen wir jedoch auf einen wesentlichen Unterschied zwischen der 
R i e  m a n  n'schen Relation und den beiden von S ch1  O m i l  c h angegebenen 
aufmerksam machen. 

Die Functionen f ( s )  und !p (s)  sind namlich für alle complexen 
W u t h e  von s definirt, deren reelle Theila positiv s ind,  denn für solche 
Werthe von s convergiren die durch f ( s )  und cp(s) bezeichneten unend- 
lichen Reihen; dagegen ist die mit 5(s) benannte Reihe nur  couvergent, 
sobald der reelle Theil von s grbssor alo 1 ist. Wahrend daher die 
Relationen A )  und  B) einen guten Sinn haben,  so langc der reelle Theil 
von s zwischen O und 1 liegt, scheint die Gleichung C) vollknmmen 
sinnlos zu sein. 

In der T h a t  l%st sich aber  die Function 5(s), so gut wie die Func-  
tionen f ( s )  und  q ( s ) ,  nach den Brundpriucipien der modernen Functio- 
nentheorie über die ganze complexe Ebene s fortsetzen. Dieses wird 
weiter unten geschehan; wir werden dabei finden, dass alle drei Func-  
tioncn durchaus eindeutig sind und dass daher die Relationen A ) ,  B)  
und C)  fiir jeden beliebigen complexen Wer th  von s giltig sind. 

1 1 1 1  2 2 2 
5 ( ~ ) = ~ + ~ - k ~ f  und - 28 . [ ( s ) = - + - +  ..., 2-4" 

so lange der reelle Theil von s grosser als 1 k t ,  und diese Gleichung 
setzt sich über die ganze complexe Ebene  s fort. Aus der Beziehung 
zwischen rp(s) und [ (s )  ist aber ersiclitlich, dass die Relationeh B)  und  
C) in der T h a t  wesentlich dasselbe aussagen. 

Bei dem Versuche, die Relation A) auf dem Wege  zu erhalten, 
welchcr dem von R i e m a n n  zur  Herleitung der Relation C) eingeschla- 
g e n m  analog is t ,  gelangte ich zu allgemeinen Formeln , die von gleicher 

* Gesamnielte mathematische Werkc, herausgegcben von H. WC ber, S. 136; 
oder auch in deu Xonatsberichten der Berliner Akademie, November 1859. 
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,N____I -___,,,_ ~ < - C ~ , ~ ~ < < ~ * N I I , - ~ , ~ - - - - - - - - ~ * - - - l  -- 

Einfaçhheit s ind ,  wie die von S c h l o m i l c h  und R i e m a n n  gegebenen, 
und  dieselben iiberdics als specielle Falle enthalten. 

Diese allgemeiuen Formeln dürften um so mehr ein Interewe be- 
anspruchen, a18 sie sieh auf eben die Functionen bezieben, die bei den 
tiefcn Uutersuchiingen D i r i  c h  l e t ' s  über die Anzahl der  Classen binarer 
quadratischer Formen und über die in einer arithmctischon Reihc ent- 
l ia l tmen Primzahlcn eine wichtige Rolle spielen. 

Ich will nun gleich hier die hauptsachlichsten Resultate der anzu- 
stellenden Betrachtungen angeben. - Bezeichnet D irgend p ine  positive 
oder negative ganze Zahl, die ausser 1 keine weitere Quadratzahl als 
Factor  enthalt,  so setzen wir 

Dabei hedentet (4) das hekannte J a c o b i ' s c b e  Symbol aus der Thooric 

der qiiadratischen Reste ,  und die Summation erstreckt sich über alle 
Werthe von n ,  die positiv, p n z z a h l i g  und relativ prim zu 2 0  sind. 

Uann  gelten folgende Satze: 

1. ,, D i e  F u n c t i o n e i i  F ( s ,  D) s i n d  d u r c h a n s  e i n d e u t i g e  
F u n c t i o n e n  d e r  c o r n p l e x e n  V a r i a b e l n  S." 

II. , , A l l e  F u n c t i o n e n  F ( s , D )  m i t  e i n z i g e r  A u s n a h m e  v o n  
P ( s ,  1) h a b e n  e i n e n  e n d l i c h e n  W e r t h  f ü r  j e d e n  b e l i e b i g e n  
e n d l i c h e n  W e r t h  d e s  A r g u m e n t s  S." 

III. , , D i e  F u n c t i o n  F(s ,  1) h a t  f ü r  j e d e n  i m  E n d l i c h e n  
g e l e g e n e n  W e r t h  v o n  s s e l b s t  e i n e n  e n d l i c h e n  W e r t h ,  m i t  
A u s n a h m e  d e r  S t e l l e  s = l ,  F O  P ( s ,  1) rio u n e n d l i c h  w i r d ,  d a s s  
lim [(s - 1) F(s, l)],=i = 1 i s t." 

IV. , , D i e  F u n c t i o n e n  F(s, D) g e n ü g e n  f o l g e n d e n  e i n f a c h e n  
R o l a t i o n e n :  

. J" . ""43 . F(sl  D) 

w e n n  D p o s i t i v  i s t ;  

t L a  r ( ~ )  - 
F(1- s, D) = ( 2 ~ ~ )  -- 7 . f- x D . sin (y). F(s, Il) 

o d e r  a u c h  
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x = i  f ü r  D E I  ( m 0 d . 4 ) ~  
x = 4  i n  a l l e n  ü b r i g e n  F & l l e n . " *  

Von diesen Satzen ist nur  III. aus R i e m a r i n ' s  citirtem Aufsatze 
bckannt, indom F ( s ,  1) der R i e m a n n ' s c l i c n  Function t(s) gleich ist. 
Der Satz IV. ergiebt îiir D = 1 die R i  e m a i i  n'sclie Itelat,ion (C), für 
D = - 1 die S c  h l  O m i 1 c h '  sçhe ( A ) ;  diese Relationen entspreehen also 
den einfachsten Wer then ,  welche D annehmen kann.  

Der positiven oder negativen Zahl D hatten wir die Desçhrankung 
auferlegt, durch keiu Quadrat austier durçh 1  theilbar eu sein. Diase 
Beschrankung ist nicht wesentlich. Denn es ist 

wenn D = D'.S2 und r alle Primzahlen beschreibt, die in  Dl nicht aber 
gleichzeitig in D' aufgehen."* L#sst man also in der Definition der Func-  
tionen P(s, D) die Bedingung fort ,  dass D keine quadratischen Factoren 
besitzrn soll, so lassrn sich die neu hinzugekommenen Fuuctionen F 
vermoge der letzten Glrichuug auf dicjenigen zurüçkführen, von denen 
nnsere Satze 1-IV handrln. 

Der Beweiéi dieser Satze soll uns  nuumelir beschaftigeu - Wir 
betrachten foigendes System von Functiorien: 

m bedeutet hiorbei irgeud eine positivo ganze Zahl. 

* Die zweite Form der Relationen geht aus der ersten durch die loicht zu 
beweiscuden Gleichungen hervor : 

'W: L e j e u n e - D i r i c h l e t ,  Zahlentheorie, herausgeg. von D e d e k i n d ;  2. Aufl., 
S. 248 und 249. 
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--,--/-/---- --.--?.-- 

J e d e  dieser Fnnctionen ist für alle Werthe von s definirt, dcren 
reelle Thei le  grosser als 1 sind. Zur naheren Untersuchnng der [(s, cl) 

geheri wir von der bekannten Gleiühung aus:  

Die  Summation üher alle Werthe n = a + mk', k = 0, 1, 2 ,  . .. m, liefert 

O 

m i r  betracliten n u n ,  immer den von E i e m a u  u e i ~ ~ e s c l i l a g e n e u  Weg 
verfolgend, das Integral 

wohei die Integration anf einem Wege  ausgeführt werden 5011, d e r ,  von  
dern Pnnkte  + CO ausgehend , dicht an der positiven Seite der  reellen 
Axe herlauft,  dann um den Nullpunkt hiegt und diclit an der negativen 
Seite der reellen Axe zum Unendlichkeitspunkte zurückführt (Fig. 14) .  

Dabei soll aiisser dem Nullpunkt keiner der  übrigen Unstetigkeits- 
punkte der integrirten Function innerhalb des schraffirten Theiles der 
Figur  fallen, und bei der Integration soll der  log (-2) so genomrnen 
werden, dass e r  fiir negative x reel l ,  also fü r  positive 2: auf der posi- 
tiven Seite der  reellen Axe den imaginaren Beutandtheil - ni ,  auf der 
negativen Seite den imagiuaren Bestandtheil + n i  aufweist. Da wir 
den  Integrationsweg unbeschadet des Werthes des Integrals beliebig ver- 
zerren dürf'eri, wenn dabei nnr  riicht ein Unatetigkeitspunkt der inte- 
grirten Function überschritten wird, so ist nnser Integral gleich dem auf 
folgendem Wege  genommenen: Anf der r e e l l ~ n  Axe von + oo bis su 
einer dicht vor dem Nullpunkte liegendcu S t d l e  A ,  von A im Kreise C 
nm den  Nullpunkt als Mittelpunkt nach A euriick und schliesslich wieder 
anf der reellen Axe nach + m. Ilabei muss A eo dicbt vor dern Nullpunkte 
liegen, dass im Innern des Kreises C, ausser dern Nullpunkte, keiu Unstetig- 
keitspiinkt der integrirten Function liegt. I n  Ieicht verstandlicher Schreib- 
weise hahen wir dann:  

A 
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1st nuu der reelle Theil von s  grosser als 1 ,  so versctiwindet das 
über den Kreis C genomniene Integral ,  wcnri der I'unkt A in den Null- 
punkt hineinrückt, denn dann  ist 

Für  diescn Fa11 wird dahor 

Also 

wo das Integral auf dem ursprünglich nngegebanen Wege von + m his 
+ CO zu nehmen ist. 

Fassen wir nun  diese Gleichung s l s  Definitionsgleichung der h o c -  
tion f (s, r r )  auf ,  so ist  damit die Aufgabe gelost,  die durch die lteihe 

nur f ü r  Werthe von s ,  deren reelle Theile grosser als 1 sind,  definirte 
Function über die ganze complexe Ebene s fortzusetzen. Ilie Function auf der  
rechten Seite unserer Gleichung ist namlich in  der ganzen cornplexen Ebene s 

1 1 
eindeutig, und sie stimmt mit der Reihe -+--- $ . . . überein, so- 

as ( a + r ~ ) ~  
hala der reelle Bestandtheil von s grosser als 1 k t .  

Nunmehr is t  die Function f (s ,  a )  f ü r  jeden Worth von s dafinirt, 
und zwar besitzt sie für jedes endliche s einen vollkommen eindeutig 
bestimmten Wertb. Dieser Werth is t ,  wie wir weiter hehnupten, überall 
ein endlicher, ansgenommen an der Stelle s=  1, wo f ( s ,  a )  so unendlich 

1 
wird, dass lim [(s- 1) f ( s r  u)] = - wird. 

m 
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92 Einige Eigénschaften der Dirichlet'schen Funct ionen etc. 

Das Integral 

S - a b  
J =  ( - x )~ - l  - d .z 

p x -  1 

ist namlich fiir jeden endlichen U'erth von s endliçh. f (s, o )  kann folg- 
lich nur  dadurch unendlich werden,  dass r(l-s) unendlich gross wird. 
Letxtercs gescliiclit für S =  1, 2, 3, 4,  . . .. Fiir  s =  2, 3 4, . . . wird aher das 
Unendlichwerden von I'(1-s) durch das Veiscbwinden de8 lntegrals 

d x *  compensil.t; dagcgcr~ wird f'ür .Y= 1 
e m z -  l 

2 in; 

r(l -s) 
also / ( s ,  a )  nnendlich wie - - 

1 , d .  h. lim [(s-1) f ( s ,  u ) ] , = I  = - 
m III 

Hiermit sind unsere Behauptungen erhartet. - Es verdient n o c h  
bemerkt zu warden,  dass für nicht povitive ganzzahlige Wertlie von s: 

k t ,  wenn [ F ( z ) ] , P  den Coefficienten von x e  in der Eritwickelung von F j s )  
nacli Poteuzen von a bedeutet. - So findet man z. B. 

etc. - Allgemein konnen wir sagen: , ,Die Werthe von f ( s ,  a )  für nicht 
positive ganse Zahlen sind rationale Functionen von m und  a und folg- 
lich rationale Zahlen." 

Betrachten wir jetzt in der Ebene  der  cornplexen Variabeln x ein 
Rechteck, dessen Seiten der Axe der rein imaginaren Zahlen,  resp. der 
Axe der  reellen Zahlen parallel laufen und  dessen Mittelpunkt der 
P u n k t  x = O ist (Fig. 15) ,  so wird im Innern desselben die  Function 

e(m-a)r  
q ( x )  = ( - x ) s - l .  - 

emi-1 
2 k m i  

n u r  für  die Puukte  x = -- , k = + 1, + 2 und x = O iinstetig. Daher 
na - - 

ist  das Integral r y i ( x )  d z  in  positiver Richtung um den sçhraffirten Theil 

* Man wcrthet eR bekanntlich sus, indem man deu Integrationsweg ituf oinen 
kleinen Kreis um den Nullpunkt zusammenzieht 
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der F i p r  genommen, gleich der Summe der in nogativem Sinne ge- 

nommenen Integrnle ryi (x) r l r  liings des Rechtecks A B  C D  und der kleinen 
2 k n i  

Kreise, welche die in dem Rechtecke gelegenen Punkte  -- umgeben. 
m 

L a s ~ e n  wir nun das Recbteck AB C D  unendlicti gross werden,  indem wir 

die Punkto P, - P, Q, -Q nach resp. + w ,  -a, + i w ,  --i w rücken 
lassen, so geht das Iritegral um d m  scliraffirtp. Gebiet in  das eben betrach- 
tete Integral J über. Somit  ergiebt sich, wenn man noch beachtet, dass 

das Integral !I) (s) d o  in negatircrn Sinne l lngs  eines sehr kleinnn, den  
2 k x i  ' 

Puiikt --- umgebenden Kreis genomrnen 
m 2 k i n  

(m-a) .  - 
2 kin: s - '  e rn . 

m 

wobei ( A B C D )  daii Integral über das ins Unendliche ausgedehnte Rechteck 
bed~utet .  Dieses letztere Integral verschwindet n u n ,  wenu der  reelle 
Theil von s negativ iut. Unter dieser Anuahnie erhalten wir somit 

Setzen wir nnn 
k = n z k P + r ,  

so nimmt Ic alle seine Werthe a n ,  wenn k' von 0 . .  . CO und r von 1 . . . m 
Iauft. Also ist : 

Erfictzen mir noch, dcr bequcmeren Schreibweise halber, s durch 
1 - s, so folgt schliesslicli : 

D i c  F u n c t i o n e n  f(s ,  a )  h a b e n  a l s o  d i e  E i g e n s c h a f t ,  d a s s  
j r d e r  d e r  m W e r t h e  f ( 1 - s , a )  s i c h  a l s  l i n e a r e  g a n z e  F n n c -  
t i o n  d e r  m W e r t h e  f ( s , a )  n a c h  v o r s t e h e n r l e r  F o r m e l  d a r -  
  tell en l a s s t .  
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E h e  wir diesen Satz über ein Systcm von Functionen für die Tl i r i  c h - 
let 'sclien Functionen verwerthen, wollen wir die Gleichung 1) in Bezug 
auf die Anaahl der in ihr enthaltenen Einselformeln untersucheu. - 
Dia Funct ian f ( s ,  a )  hSngt auseer von a noch von der Zahl m ab;  wir 
wollen dies, wenn nothig, durch die Sc,lireihweise f (.y, a l m )  andeuten, 
1st d nnn ein gemeinsarrier Theiler von n und m, und  ist 

a=Sa ' ,  nt= dm', 
so ist  

also : 
f (s, a 1 m) = as .  f (s, a' 1 m'). 

Mit Bcnutziing dieser Gleichung geht die Formel 1) i i b ~ r  in 

Durch Ausführung der Sommation nach A und gehorige Reduction 
findet man 

also 
- 

eine zur Zahl m' gehorige Formel. 
Daher  konnen wir sagen: 
,, J e d e  unter  den m durch 1) reprasentirten Formeln,  die sich auf 

ein a bezieht,  welches nicht relativ prim au  m i s t ,  sonder? mit 7n den 
grossten gemeinsamen Theiler 6 hat ,  sagt im Wesentlichen dasselbe ans, 

1n 
wie eino unt.er dcn Formeln,  die zu der Zahl m'= - gehiiren. Allc 

6 
wesentlich verschiedenen Formeln 1) entstehen also, wenn man m  alle 
moglichen ganzen Zahlen durchlaufen lasst und a immer relativ pr im 
zu m annimmt.'L 

Aue den G r o ~ s e n  f ( s ,  a)  setzcn sich n u n ,  wie man au€ den ersten 
1 

Bliok s ieht ,  die  D i r i c h l a t ' s e b e u  Fuoctionen 2 (:). 2 zusarnmen. Wir 

wollen jetzt sehen ,  was für letztere Functionen aus dern Satze über die 
Grossen f (1 -s ,  a) folgt. Dabei setzen wir voraus, dass die positive oder 
negative ganze Zahl D ausser 1 keine weitere Quadratzahl als Factor 
enthalt. (Vgl. oben S. 89.) Uuter dieser Voraussetzung sind vier Falle 
moglich : 

1) D =  + P E  1 (mod.4), 

11) D =  - + P = 3  jmod.4), 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I I I )  D = + 2 P ~ 2 ( m o d . 8 ) ,  

IV) D =  + 2 P _ G ( m o d . 8 ) ,  
wobei P, resp. 2 P  den absoluten Werth von D bezeiçhnet. 

Wir miissen dieso Fal le  einzeln l d a n d e l n .  Im Fal le  1, wollen wir 
die Fnnction 

F (s, D)= 

betrachten, wo n' alle positiven relativen Primzahlen zn P durch- 
laufen musu. 

wo 1 alle Zahlen durchlaufen mues, die positiv, zu P relativ prim und 
kleiner als P sind. 

Schreihen wir in  der letzten Gleichung 1- s  statt  s und machen 
dann vou den Formcln für die f ( 1 - s ,  n )  Gebranch, so  kommt 

Nun ist 

+sin y..zl((i). sin (%)\. 
2 1 r ~  2 Arn 

Zlrin 

~ ( ~ ) . c o s ( p ) + i . ~ ( ~ j . s i r ~ ( T ) = ~ ( ~ ) . ~  

=(;) thip-u2 - {P* ,  wo die Quadratwnrzel positiv zu nèhmen ist,  und 

(i) = zu setzen is t ,  wenn r nieht ielativ prim zn P ist. 

F ü r  P G  1 ( m o d . 4 ) ,  d. h. für eiu positives B, ist daher 
2 1 r n  2 (i) . )..os (,) = (p,) . JP 

* L e j e u n e - L l i r i c h l e t ,  Zahlentheorie, herausgegeben von D e d e k i n d ,  S.299 
der 2. Anflage. 
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dagegen für P= 3 (rnod. 4 ) ,  d. h.  für ein negatives B,  ist 

2 b r m  2 (a). S- (P) = (i) . JI. 

Tragen wir diese Werthe in den Ausdruck für F(l  -s, D) ein, so 

kommt : 
fiir ein positives D - 

für ein negatives D 

1'" y)" - 
5- 

S 76 
P . sin - . F (s, D). 

76 2 

In  den Fallen I I ) ,  I I I )  und IV)  betrachten wir die Fonctionen 

F(s ,  D) = 2 (:) . f , wo n alls puaitiven relativen I'rimrablen e u  2  0 

durchlaufen 9011. 

Irn Falls  I I ) ,  alsn D = f P 3 (rnod. 4)' ist aber (E) = (- 1)ii in-1). (;). 
Hieraus folgt (:) = (:) , wenn n = n, (nrod. 4 Y), und also 

wo A alle positiven Zalilen relativ priui zn 4 P iind kleirier als 4 P durcli- 
laufen miiss. Unter Benutzung der  Formel für f (1 - s, n) (S. 93) findeu 
wir nun: 

4P 
r s  2 2 1 r n  sn: 

~ ( l - s ,  DJ =- . ( 2)' '. zf(sl ri4 P! .z(- l;%(l-l) . (f) c o s ( - j 7 ; - 2 ) .  
Ic 4P r =  1 . - 

Hier  ist 
2 rlr n 2 1 r n  z(-~p[i-l). G) (-,-y) = cos y . ~ ( - 1 , ~ ~ ~ 1 ) .  (i) . (4 

'LArilr 

auszuwerthen. Betraehten n i r  nun die Summe ~=z(-I;%:@-l). (k) . Frl 
so behiilt dieselbe denselhen Wer th ,  wenn I,  statt  der  a n g ~ g e h e n e n  Zahlen 
irgend ein anderes, vollstandiges, relativ primes Restsystem (mod .  4 P )  
durchlauft. E s  ist  daher 
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Vnn Dr. AD. HURWITZ- 97 

wenn wir G alle Zalilm kleiner alfi P und  relativ prim zu P und (un- 
alihangig von G) s die Wertlir, 1 und 3 durchlaufen lassen. Es wird somit 

also S = O ,  wenn r nicht relativ prim zu  2 P k t ;  fiir die übrigen 

Also kommt : 
S 72 

2 JI->. r u s - ,  für D >  O ,  
TF 2 n  '-s 2 

F I 1 - s , ~ ) = - . ( o )  n . = - l ) * ( r - l ) . ( P ) . f ( s , r ) .  s  n 
2fY.sin -, für D < 0 ,  

2 
oder schliesslich: 

s n 
~ ( 1 - s ,  I I ) =  -, . J ~ P  . s i n  - . ~ ( s ,  D), fiir n < O .  - 

2 

Den dritten Fa11 hiidete die Annalime 13 = + 2 P r 2 (ntod. 8). 
Hier ist 

also 

wo i alle positiven Zahle~i  kleiner als 8 P und relativ prim zu 8 P durch- 
lanfen muss. Nun wird 

und es ist 

Zeltiohrift f .  Matlisrnatik u. Phyaik XXVII,  2. 7 
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98 Einiga Eigenschaften der Dirichlet'schen Functionen etc. 
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wo u alle Zahlen 4 P und relativ zn P, u n d ,  nnabhiingig davon, s 
die Wertb'e 1, 3, 5, 7 z i ~  durchlaufen bat.  E s  ergiebt sicli n ~ ç h  einigeii 
leichten Reductionen 

und folglich s'=O, wenn r niclit relativ prim zn 2 P k t ;  f ü r  alle 

iibrigen Werthe von r :  

Daher i ~ t  
s 7z 

r s .  /fi. COS - . F ( S ,  B )  fiir B > O  P(1-S, D )  = - 
z 2 

und  s m /a. sin - . ~ ( s ,  DI  fiir D c O. - F(1-S, D ) = - .  
2 

Endlich haben wir im lotzten Falle D = + 2 P =  6 ( m o h  8), und alao 

E s  ist folglich 

wo A alIe positiven relativen Yrimsahlen zu 8 P diirchlanfen rnnss, dia 
kleiner als 8 P sind. 

Man findet nun weiter 
R P 

1 

and 

A 2 a 

Also S"= O ,  wenn r nicht relativ prim zn 2 P. Dagegen i s t ,  wie man 

leicht findet f ü r  alle iibrigen Werthe von t :  
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Demnacli ist 

und ' 

rs ( ) ' . . i n . s l ~ )  fiir D < O .  F(1-a, D ) = - .  
7c 

EIiermit ist d ~ r  Satz  IV S. 88 vollkommen erwiesen: F ü r  positives 
I) ist 

r s  2 %  I - ~  é o s s n  
F(1-s, D ) = - .  - y 

n (z) X f j . -  
. P ( s ,  D )  

für nrgativcs D dagegrn 
S l z  

~ ( 1 - s ~  D I =  -. I - ( Z , ~ ) ' - * . f i . s i n - . ~ ( s , ~ )  2 

wobei x = 1 ,  wenn (mod.4) ,  
und x = 4 in allen übrigen Fallen. 

I n  Retreff des analytischen Charakters der Functionen F(s, D) folgt 
aus den Gleichungen 

( s  ) = ($1 . ( s  A 1 )  îiir D - 1 (mod. 4) 

(A positv, < P und  relativ prirn z n  P), 

F ( s l  D )  =?(:) .[(a, 114P) fiir D r  3 (mod.4)  

( A  positiv, < 4 P  u n d  relntiv prim zu 4P), 

(A positiv, <8P und  relativ prim z n  BP), 
und ans den oben bewiesenen Eigenschaften der Functioncn f (s, a 1 m), 
daes die F ( s ,  D )  stimmtlich eindeutige u n d ,  ausgenomrnen den Fsll D = 1, 
irn Endlichen überall endlicha Fnnctionen von .r sind. Denn fiir den 
einzigen Werth s  = 1, fü r  welchen die Endlichkeit in  Fruga  kornrnen 
kaon, iet 

7 
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1 A 1 7 B  
f i m [ ( S - i ) . ~ ( s ,  D)]=-.z(-), P P resp. =-2 4 P (1) ,  

resp. = 2- 8 P 2 (:) , 

also in  allen Fallen glaich Null,  woraus die Endlichkeit von F ( s ,  fi) audi 
für s = 1 folgt. 

Wir  wollen nun scliliesslich noch einige naheliegentle Folgerungen 
ans den  gewonnenen Ilesultaten ziehen. - D a  F(s, D ) ,  D 2 1, überall 
endlich i s t ,  so sind fiir positives! resp. negatives D die  Unendlichkeits- 

s n: s n: 
stellen von r(s). cos - , resp. r ( s )  . sin - Nullstellen der Function 

2 2 
F(s,  D ) .  D. h.: 

, , F ( s ,  D) v e r s c h w i n d e t ,  w c n n  D > O  u n d  v o n  1 v o r s c h i c d e n  
i s t ,  f ü r  s = O  u n d  a l l e  n e g a t i v e n  g e r a d e n  g a n e z a h l i g e n  W e r t h e  
v o n  S ,  u n d  w e n n  D < O ,  f ü r  a l l e  n e g a t i v e n  u n g e r a d e n  Z a h l e n . "  

Dieser Sate  Iasst sich iibrigens auch leicht direct bcweisen. E s  mage 
geniigen, dieses fiir den Fal l  B = - E 1 (mod. 4) anszufiihren. 

es  handelt sich also darum, nacbzuweisen, dass die ungeraden Potenzen 
von x i n  der  Entwickelung von 

fehlen oder, was offenbar auf dasselbp. hinaiiskommt, dass @(-XI = @(x) ist. 
P 

Bezeichnen wir aber diejenigen Zahlen A ,  die kleiner als - sind, 
2 

mit A', so setxen sich die Werthe A ans  den Zahlen A.' und  P -  A' zu- 
sammen. Also ist 

2 (g) . e i  p - 2 , )  +z (y) 
4 (z) = 

e P x  - 1 

und 

E s  ist aber  offenbar 
1 
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Von Dr. Au. HURWITZ. 101 
XUI<d~ - -~~ - , - - , " -X I - I - ^N , -<N ,N I - " - "  

Die bislang ausgesctilossene Function F ( s ,  1) verscliwindet, wie man 

Içickit sieht, für alle negativen ganzzahligen geraden Werthe von s ,  pin 

S s t z ,  welcher iibrigens aus R i  c m  a n  n ' 6  citirter Arbeit bekannt  ist  
Scliliesslich sei noch bemerkt .  d a m  man dia fur die P(s, 1)) gefunde- 

neu Relationen auch so aussprechen k a n n :  
P ü r  p o s i t i v e s  D a n d e r t  d i e  F u n c t i o n  

I 

i h r e n  W e r t l i  u i c h t ,  w e n n  1 - s  a n  S t e l l e  v o n  s g e t l e t z t  w i r d .  
1 ) i e s e l b e  E i g o n s c h a f t  b e n i t z t  für  n e g a t i v e ~  D d i e  F u n c t i o n  

H i l d e s h e i m ,  den 10. Oçtoher 1881. 
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Untersuchungen über die fùnften Potenzreste und die 
aus fünften Einheitswurzeln gebildeten ganzen Zahlen. 

Von 

K. SCHWERING 
in Coesfeld. 

a 1.  
Sei a eine complexe fünfte  Wnrzel  der  Einhei t ,  also 

1) orr'= 1 ,  
so behanpte icli: j ede  reelle Primzahl von der  Form p = lOn  + 1 ist iu 
vier complexe Factoren n(lu), z(u", n(a3) ,  n(lu4), wo 

2, x(u)  = a + b l u + c t ~ ~ + C i a ~ + e u ~  
und a ,  6, c ,  d ,  e ganze reelle Zahlen s ind,  zerlegbar. 

Weil 
3) l u 4 + ~ ~ + u a + a + 1 = O ,  

so k a n n  immer bowirkt werden , dass e i n  e r dcr Cocfficientcn in  2) v e r -  
s c  h w i n  d e  t und  alle übrigan p o s i  t i  v sind. Wir  haben nns also, wenn 
wiï  von einem Multiplicator an abseben, nnr  mit dem Ausdrucke 

4) x ( a ) = a + b u + c l u a + d a 3  
zn beschaftigen, wo a ,  O, cl d positive oder negative ganze Zahlen, die 
Nul1 eingeschlossen , sein dürfen, u n d  

a + b + c + d 7 f  

sein soll o h n e  R ü c k s i c b t  auf  d i e  V o r z e i c h e n .  Ueber f 8011 nacli- 
stehend verfügt werden. 

Lassen wir fur a ,  b, c,  d nnr  positive Zahlen, welche der  vorigen 
Ungleichung genügen, xu, so ergiebt sich, dass wir alsdanu 

ü-l>f.v+l)(f+2)_j 
2 4 

verschiedene complexe ganze Zahlen bilden konnen,  wie eine einfache 
Ueberlegung zeigt. 

hTehmen wir nun  f = 4 E (fi), nnter  E (/;) die grosste g a n i e ,  in 
enthaltene Zahl verstehend, so wird g ' ) p  werden, sobald 
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Uiitersuchungeo üb. d. fünft-Potenzreste etc. Von Dr. K. SCEWERINQ. 103 
P-P,--p..--pP. 

f (P- l ) ( f+1) ( /+2)  > g 6 ( / + 1 ) 2  
wird. Dies ha t  zur  Folge 

f"f2-98/-96 7 0 .  

Jene Ungleichung wird also bestelian, sohald f > 10 oder p > 401. 

Denken wir uns nun  alIo c o m p l ~ x e n  Zahlen der obigen Art auf- 
PL 

geschrieben und a durch g ersetzt,  wo g eine primitive Wurzel m o d p  

ist, so erhalten wir mindesteus zwei Zahlen, welche nmdp congruent sind. 
Man Lieweist dies leicht durch Anwendung des Satzes, dass ~ i u e  Con- 
gruenz dritten Grades nicht mehr, als drei Wurzeln haheu k a n n ,  mit 
Rücksichtnal~me ferner anf den Umstand, dass rvir vier versctiiedene Ein-  
setzungen für a ,  namlich 

Bilden wir die Differenz der  so erhaltenen zwei cornplexeu Zahleu, 
so entsteht eine neue :  

a + b a + c a 2 - + d a 3 ,  

von der wir behaupten ktiunen, dass sie für  a =. g durch p tlieilbar 
ist und dass die Summe der Coefficienteu dem absoluten Betrage nach 

kleiner, als f i  ist. Daher wird sein 

N ( a +  b u +  c u 2 + d a 3 ) < p 2 .  

Diese Norm enthalt aber sicher den Theiler p (S. B a c h m a u n ,  Kreis- 
theilung, S. 250). Folglicli karin sie aumer p nur kleinrre Primzahlen 
enthalten uiid nnser Satz ist  bewiesen, sotiald es geliugt, die Zerlegung 
der reellen Primzahlen bis 401 in ihre complexen Factoren wirklich aus- 
zuführen. 

Das Resultat dieser Rechnuug enthalt die beigefügte Tabelle, wozu 
bemerkt werden mag,  d a s ~  BE praktisch n ie  vi>rkommt, was der obige 
Beweis verlangt,  namlich die Aiisscheidung kleinerar Primzahlen. Uie 
achten Primfactoreu finden sich immer mit Leichtigkeit direct. 
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6 2. 
Die Kummer'sche Normalform. 

Wie wir irn vorigen l'aragraphen gesehen haben,  kann n(a) imrncr 
in die Form gesetzt werden 

5) x ( l r ) - : t r l r + / ~ a ~ + ~ a ~ + d o r ~  

Dies ist eino n O t h w e n d i g e F o r  m ,  weil die Gleiühung vierteu Grades 
3) irreducibel ist. 

Uin die Norm unserer Primzalil Iierxustellen, habe icli als einfach- 
sten Ausdruck den folgenden erhalten. Man bilde das Product 

P =  ( n + b + c + d )  .n . (<u) .7z( lr2) .~(a5) .7z(a4) .  

ü a n n  fiodet man 

P = n 5 + b 5 + c 5 + d j + 5 b c d ( b d - c 2 )  + 5 c d a ( c d - a % )  

6) + 5 a b d ( a b - d 2 )  + 5 a b c ( a c -  b2). 
Führ t  man nun die folgenden Beziehungen e in :  

7) 7j=ff+a4, 4'=a2+a3,  p = a - 1 ,  
so erhalt man fiir p und 7 die naclistehenden i r r e d u c t i b l e i i  Gleicli- 
ungen : 

8) V ~ + V =  1, 
9) e4 + 5 p 3 +  10p2+ 1 0 ~ + 5 = 0 .  

Dahcr nimrnt jede Function g(a)  in  e i n e r  nothweudigen Form die Ge. 
stalt an 

g ( a )  ' ffo + "1 Q + ( I z  p2 + es. 
Man wird als N o r m  von TC(@) i n  der  Form 

10) n ( a ) =  A + b ' p + c $ + f ~ ~  
die folgende erhalten: 

N = A 4 -  ~ A ~ D + ~ A ~ C - ~ A " + ~ ~ A ~ B ~ + ~ ~ A ~ C ~  
+ ~ ~ A ~ D ~ - ~ O A ~ B C + ~ ~ A ~ D D - ~ ~ A ~ C D -  10AB3 
+ 1 2 5 A D 3 + 4 0 A B 2 C - 2 5 A B 2 U - 2 5 A B C a + 5 0 A C 2 U  
+ 1 5 0 A C U 2 + 2 5 A B C D + 5 B 4 - 2 5 R 3 C + 2 5 B 3 D  
+ 2 5 B 2 C 2 - 2 5 B B C I ) -  5 0 B C 3 +  150BDCg-  125BCU2 

11) + 2 f > C 4 -  125 C3D+ 250C2D2 - 250CD3+ 125 D4. 

Diirch die Untersuchungen K u m m e r ' s ,  welcher der Entdecker der 
allgeme~iiien Reciprocitiitsgesetze is t ,  ha t  n n n  die Darstrllung von n(cc) 
in  der Form 10) eine so  hervorragende Bedeutung gewonnen, dass wir 
uns  mit derselhen eiiigeliend zu beschiiftigen haben. 

Unter eiuer c o m  p 1 e x e  n E i n  h e i t verstehen wir diejenige complexe 
Zahl ,  deren Norm E i n s  ist. Als solche erscheinen in unserer Theorie 

uk und $. 
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Uui alle solche complexe Einheiten au finden, nennen wir eine derselben 
E(u)  und bilden 

E ( a ) . E ( a 4 )  = n + b r l ,  

wn n und b  ganze reelle Zahlen sind. ü a n n  muss sein 

( a + b 7 ) ( a + b r l 1 ) = l  oder n 2 - a b - V = l .  

Mau bat also die nicht aquiçalenten I)arstellungen der Eiuhei t  durch die 
quadratisclie Form aZ - a 0 - 6 2  aufznsuchcri. 

Die Tbeorie der quadratischen Farmen zeigt n u n ,  dass man alle 
diese 1)arstellungen erhal t ,  wenn man die positiven und negativen ganz- 
xahligen Potenzen von bildet. 

1 
Man findct T,I = - und 

7  
$= 1 - 7 ,  rl' = - 1 -  8 ,  

$ = 2 q  - 1 ,  71r2 = 2 +  r ,  
r14= 2 - 3q1 r l ' J = - 3 - 2  7  r 

q"55- 3, rl'4 = 5 i - 3 7 ,  
5 - 8 7 ,  7f5 = - 8 - 5 7 1  

12) . . . . .  . . . . . .  
Demnach sind zwei Primfactoren n(u) und  n'(a), welche zu derselben 

P A  
Congruenzwurzel g 5 g e  ho  r c n ,  entweder identisch oder nur  durch 
Multiplicatoren von der  Form 

< y k .  7  I 

verschieden. Andererseits sehen wir hierin ein Mittel, die Primf'actoren 
n (a) derartig umzuformen , dass sie eine gewisse Forrn annetirnen , welche 
für den Ausspruch der ReciprocitBtsgesetze unerlasslicli ist. Uiese Forru 
verdankt man dem Scharfblicke K u m m e r ' s ,  und  mag sie daher die 
K u  m m  er ' ache  Form heissen. 

Man hat zunachst 
= e i + l ,  

m Z = 1 + 2 p + & I 2 ,  
n 3 = 1 + 3 g + 3 f > 9 + 3 ,  . . 

n 4 = -  4 -. fjM... 4 e 2  

Sei nun 
- p3. 

n ( r r ) = a + 6 g + c $ + d p 3 ,  

sn kann n nicht durch 5  theilbsr sein,  weil p  ein Theiler von 5 ist, 
al80 n ( a )  ebenfalls den Theiler e haben würde. Multipliciren wir nun 
n(a) mit den verschiedenen I'otenzen von a und bilden die Reste  mod5 ,  
so durchlauft der Coefficient von e ein vollstandiges Restsystem, muss 
also einmal durch 5 theilbar werden. S o  kann  man also zunachst immer 
bewirken, dass wird 

n ( c r ) = a k z ' ( ~ j = a + 5 b g + c q 2 + d g 3 .  

Nnn bilden wir die verschiedenen Potenzen von 7  und  finden 
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Ilaraus ergiebt sicb mit Leichtigkeit, dass aucli c durch 5 theilbar wer- 
den kann ,  und damit die K n m m e r ' s c h e  N o r m a l f o r m  

14)  y ( a ) = r i I a k q ( u ) = A + 5 R p + 5 ( i p 2 + [ ) e 3 .  

Z a h l e n  b e i s p i e l e .  
P'11, (p(ff)= 2 +  5~ + S e 2  + 2 +  Cr- ff"2ff3, . 

3 1 ,  -1 + es = - 2 + 3 o r - 3 o r 2 +  a', 
41,  6 + 1 0 p +  5 p 2  + p3 = 3 c r + 2 a 2 +  u3, 

61,  - 4 -  5 p  -!je" p 3 - - 3 + 2 a  - - 2 2 -  ci3, 

71, 1 3 + 2 0 p +  1 5 $ + 4 p 3 =  4 + 2 a  + 3 , c e + 4 a 3 ,  
1 0 1 ,  - 3 - 1 O p - I O $ - 3 p 3 =  a - a" 3a3. 

Selbstverstandlicli bleibt die K.'sche Form erhalten, wenu man =(ci)  

mit rlbmnltiplicirt. So ergiebt sich z. B. 

für p =  101:  n ( a ) = 2 O +  7rr + 801" 1 9 a 3  
= 4 4 + 8 0 p + 6 5 $ + 1 9 p 3 .  

5 3. 
Die Perioden. Charakter von 2, 3, 5, q. 

Sei x sine pte Wurzel  (imagintir) der  Einhei t ,  y eiue znm Modulus 
p gehorige Einheitswurzel, so bilden wir riaübtitetiend die füuf P e  r io  d 011 

1 
'lo= x + d + ~ ~ g " + . . . + x ~ ~ - ~ ,  
q ,  = x" + xg6 + 2.y" + . . . + xyp-  

15) q2=xy1+ ZY'+ZY"+...+XYP-~, 
qs = "y'+ zp + "9" + . . . + z r 3 ,  

: q 4 z x ~ + ~ g Y + x ~ ' 4 + . . . + x g ~ - y .  

Ferner  bildou wir die bekannte Function 

16) F ( x ,  a) = + + a27a + " ' ~ 3  + a4r/4- 
Rücksichtlich derselben verweisen wir auf die Lehrbücher, iusbesoudere 
R a c h m a n  n ,  Kreistheilung, 8. Vorlesung. 

Die Perioden qor .. ., q4 haben die merkwürdige EigenscLaft (Bach-  
m a n  n ,  S. 48), dass jede ganze Function derselben sich linear durch die 
fünf Perioden ausdrücken lasst. Uabei findet man sich veranlasst, ius- 
besondere die Congrnenzen 

17)  1 + , ~ 5 v + k  = bvp+L m o d p  - 9  
in  Betracht zu zichen. k und  1 bedeuten darin gegebene Werthe ans 
der Reihe O, 1 ,  2 ,  3, 4 ,  und v ,  u' sind so ganzzahlig zu bestimmen, 
dass 17) stattfiodet. Die  Anzahl der  Auflosnngen dieser Congruene, 
welche auch Nul1 sein k a n n ,  bezeichnen wir mit 
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(k, A)* 
Dann beweist man leicht 

18) (k,A) = ( A ,  k)=(-k ,  A-k) 
(- 1 aquivalent mit 4 ,  - 2  mit 3  u. a. W.) 

Hierans ergiebt sich das folgende Schema: 

(O,O) . 
( O ,  I ) = ( I ,  O) = '(4,4),  ( 1 ~ 2 )  = (2,1) = (4, 1 )  = j i , 4 )  = i3,4) = (4,3), 
!0 ,2 )=(2 ,0 )= ;3 ,3 ) ,  ( 1 , 3 )  - (3, 1 )  = ( 4 , 2 ) = ( 2 , 4 ) = ( 2 , 3 )  = ( 3 , 2 ) ,  
(0, 3) = (3, 0) = i2, 21, 

19) (O, 4) = (4, O) = (1, 1). 

Mithin bleiben von den anfaugs vorhandenen 25 Grossen (k, A) nur Ti 
übrig, die vorlaufig von einander unabhaugig sind. Sühreibt mau die 
Zahlen mudp tabellarisch i n  der von G a u s s  bei den biquadratischen 
Resten befolgten Weise in  fünf Classeu a n f ,  so lassen sich die siehen 
Grossen lcicht abaahlen. Als Beispiel wahlen wir p = 41, g = 11. 

Die Spalte A enthalt die Zahlen vom Index  5 v  + 1 ,  8 vorn Index 5 v  + 2  
u. S. W., E die Reste. Es ist (O, O) = 0 ,  (0, 1) = 2 ,  namlich bei 9, 1 0  
und 32,  33, ebenso ( 1 , O )  = 2 bai 8, 9 und  31, 32, endlich (4,4) = 2 
bei 4, 5 und 36, 37. 

E s  iet 

(O, O )  =O, (O, 1) = 2 ,  (O,2)=3,  (O, 3 ) = 0 ,  (O, 4 ) = 2 ,  
(1, 2 )=  1, (1, 3 ) = 2 .  

Man findet d i e ~ e  Zahlen praktisch, indem man neben die Spalten A und  
E die um 1 vergrtisserteri Zahlen schreibt, also 12 neben 11,  34 ueben 
33, 18 naben 17 n .  S. W., und  dann die Indices dieser Zahlen 12,  34, 
18, . . . sncht ,  welche ehenfalls nebengeschrieben eine dritte Spalte bilden. 

N n n  findet man 
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108 Untersuchungen iiber die fünften Potelizïeste etc. 
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Von den sieberi Coefficienten ( k ,  r l )  bleiberi alsi] iiur vier uubebtirnrnt. 
Diese werden in folgender Weise gewonnen. 

Mau  beweist die Gleiciiung 

P(.c, a). F(x, ah) 

wenn 
,= - 2  

23) q,,JLY) = a h . i n d v - .  ( h i  I ) i n d ( v + I ) .  2 v =  1 

Favst Inan nur die xweite Gleicliung iris Auge, si> ficlieint eine ganze 

12eihe verschiedener durch dieselbe e ingehhr t  zn sein. Siiclieri wir - 
diesclben naher kenncn eu lerncn. 

W i r  wollcn fü r  einen Augcnblick s&en 
T> - 2 

q(p, = ~ d . * d v + ~ i ~ ~ 1 1 * + 1 1  = q., P,v(") .  
1 " 

Wenn nun v nnd v + 1 beide der (!lasse A a n p h o r e n ,  so tr i t t  in ~ ( ( 3 ,  y) 
die Einheit auf. Dies wird also zunachst (0,  O)-mal der Fa11 sein. U m  

eine klare Einsicht in das Weitere zu gewinnen, wollen wir einen spe- 
ciellen Fa11 durchführen. 

+ ( I l  2) = ~ a i n ~ * + 2 i n ~ e + t >  = + i,z(n). 

Sei 

so ergieht sich die  folgende Tabelle: 

Mithin tritt  die Einheit (0,O) + (1, 2) + (2, 4) + (3, 1) + (4, 3) -mal auf 
U. 8. W. 

Setzen wir alfio 

24) &1,2(a)=AO+ Ala+-42a2+A3a3+ A ~ I Y ~ ,  
so ergiebt sich 
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A" = (090) + (1, 2)  + (2, 4) + (3, 1)  + (4, 3) - (O, 0 )  +:2. (1, 2)  + 2. (1, 3), 
A,=(013) f  ( I , O ) + ( 2 , 2 ) + ( 3 , 4 ) + ( 4 , 1 ) = ( O I  1 ) + 2 , ( 0 , 3 ) + 2 . ( 1 , 2 ) ,  
4 = + (1, 3) + (2, 0 )  + (3, 2) + (4, 4) = (0, 2 )  + 2 .(O, 1) + 2 .  (1,3), 
4 = ( 0 1 4 ) +  (11 1) + ( 2 , 3 )  + (3, O)+ (4, 2)  =(O, 3) + 2 . ( 0 , 4 ) + 2 . ( 1 ,  3), 
A , = ( 0 , 2 ) + ( 1 , 4 ) + ( 2 , 1 ) + ( 3 , 3 ) + ( 4 , 0 ) = ( 0 , 4 ) + 2 . ( 0 , 2 ) + 2 . ( 1 , 2 ) .  

Mit der Fnnction v , , ~  (a) sind nun aber drei weitere Functionen 
erledigt. n e n n  es ist 

, & I , z ( c ~  = 1~2,4(0), V1,2 ( 4  = q~3,1 (a) ,  ~ P I . ~ ( I Y ~ )  = $4,~(a) .  
Um die übrigen anf nnsere Fnnction zuriickzuführen, 1iat man xnnaclifit 
( B a c h m a n n ,  S. 86) 

25) 9p.y (a) = V-(p+Y>, y (or). 
Ferner 

26) vp,y (ff) = v y , g  (a). 
Die letztere Gleichung fol@ am einfachstan dnrch Aufstelliing der Wert,lie 
für in F und Division, unter Beachtung, dass 

27) F ( X ,  a y ) .  F(X, a- p. 
Demuach ist 

28) V1,2 (a) = V2,l (a) = V2,2 (a). 
Hierrnit riind alle Functionen I)P,,. anf eine einzige ~ u r ü c k ~ a f ü l i r t .  Denn 
aus den drei Stammfnnctionen 28) ergeben sich zw6lf durch Vertansclinng 
von a mit or2, as, a4. Und die  vier noch denkbaren: 

ql ,4 ,  V4,lr +',37 q 3 , 2  

reduciren sich mit Hilfe von 21) anf die negative Einheit. 
Nehmen wir nun  a n  

29) PZ (x, a) = + (a). F(x ,  a2) , 
so konuen wir alle zwolf auf  diese eine Fnnction znrückfükren. 

qi ,3(ff ,  = V3,1(")=q,,l(") = v ( 4 ,  
*2,1 (a) = 91,2(ff) = v2,2 (a) = q(ff"), 
V3,4 (a) = V*,s (a) = 1Ci3,3(a) = *(a3), 

. *a , .~(a )=~z ,4(or )  =1Ci4,4(w)=~(a~). 

Ersetzt man i n  ~ ( n )  
A 

a durcl] g , A =  1, 2 ,  3, 4 ,  
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110 Untersnchnngen über die fiinften Potenzreste etc. 

so wird p (gq) und  7)(g2.C)1 nicht aber dia beiden andnrn durclip 
theilbar. Also entlialt ~ ( c u )  die beiden Primfactoren 

n ( u )  nnd =(<yS). 

n a  man lmt ( B a c h  m a n  n t  S. 123) 

32) v ( f f ) 4 ( f f 4 ) = p 1  
so knnnen wir setzen 

p ( u )  - E ( 0 )  n(u) . in(aa) ,  

wo E ( u )  eine complexe Einhei t  bedeutet. Diese kann nun wegm 32) 
keine Potenz von 7 se in ,  weil dann E(u)  = E (a4) sein würdo. Ferner 
kann man bcwc,isen, dass (u) immer die K n rn m e r '  sche Norrnalform 
hasitzt. Da nun auwer 17 noch die Potenzrn von u als Einliritsfactoren 
auftreten konnten , die~e lben  aber die K u  m m et-' sclie Normalform nicbt 
haben,  so wiirde, wenn wir n;(a) und n;(a3) in K n m m e r ' s c h e r  Form 
angenommen haben,  die obige Gleiçhung un1n6glich werden. Dalier 

33) q ( a )  = a  (a) ..(a". 
Diose Gleichnng darf schon dann behauptet werden, wenn n ( a )  und n(a3) 

in der Form auftreten, dam i n  denselben n n r  der  Coefficient von pl nicht 
aber  auch der  von $ durch 5 theilbar ist. 

Nnnmehr finden wir für  nnsere sieben Coefficienten die fo1gendi.n 
Werthe (vergl. d. Abh. von K u m m e r ,  Crelle 44 ,  S. 93): 

Selbstveretiindlich ie t ,  nachdem 33) den Werth vop . ~ i  (a) geliefert 
h a t  , demselben diejenige Form e n  erthailen , daes alle Coefficienten 
positiv und  ihre Summe p-2 wird, wae immer und nur  auf eine Art 
moglich ist. 

Z a h l e n b e i s p i e l :  p =  41. 
F ü r  g = 11 finden wir 

a =  16,  a k l O ,  a 3 = 3 7 ,  a4=18 m o d n ( d ,  
daher 

n ( u ) = a + 3 u 8 + 2 a 4 ,  n(u3) = a 3 + 3 u + 2 a 2 .  
D i e  Multiplication ergiebt 

n ( a ) . n ( u S ) = 9 + 4 0 1 +  5 a 2 +  1 1 u s + 7 a 4 .  
Die  Summe der  Coefficienten ist 36. Bilden wir nun 
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V n n  Dr. K. S C ~ W E R I N G .  111 

15(l  + a + a e + a 3 + a 4 ) - n ( a ) . , ( a 3 ) ,  
so crhalten wir 

q ( u ) = - n ( n ) . z ( u 3 ) ,  ~ ( n ) = G + 1 l a + 1 0 < ~ ~ + 4 a ~ + 8 a ~ .  

Hatten wir vorher ~ ( n )  die K.'sche Form 

n ' ( a ) =  r 1 5 . n ( ~ )  = l 5 + l 2 a -  4ol" 2 5 a 3 -  6 a 4  
ertheilt, B O  wiirden wir direct, weil - 1 ist1 erhalten haben 

n' (a ) .  a t ( a 3 )  = ( a ) .  

Da diese Form immer vorher ertheilt werden k a n n ,  B O  haben wir nicht 
n6thig gehabt, in  33) r ine Ai~snahme anzumerken. Will man aber ,  d a  
die Rechniiug durch Anwendung der zweiteu K.'schen Form nicht nn-  
erheblich complicirt wird, die Ausnahme machen, so kann man Hagen: 

Wenn 
n ( 1 )  r 2 oder 3 mod 5 ,  

sa ist 
q) ( a )  = n ( a )  . P (a3) .  

Wenn dagegen 
n ( 1 )  f 1  oder 4  rnod 5, 

so ist 
33 a) 9 (a) = - P ( a ) .  7c(a3). 

D a  fiir p = 41 

B , = 6 ,  R , = I l ,  R , = 1 0 ,  B , = 4 ,  B 4 = 8 ,  
so folgt 

5 . ( 0 ,  O )  = - 18 + 18 = O ,  
5 . ( 0 , 1 ) = - 1 6 + 2 2 + 4 = 1 0 ,  

1 0 . ( 1 , 2 ) =  9 +  6 - 1 1 + 1 0 + 4 - 8 ~ 1 0 .  
Ueber die Coefficienten von + ( a )  konnen wir noch folgende Ue- 

merknngen machen : 
Sei 

2 =  9 f iv+2 ,  

dann ist 
T : f r l l ,  qiz=q l+ i ,  ... m o d 2 ,  

demnach 
F " ( z , u ) = q z + ~ ~ ~ ~ + , &  . . . G ~ - ~ ~ . F ~ ( X , U )  m o d 2 .  

Andererseits ist 
( a )  . F ( x ,  a') = Fe  (x ,  a). 

Darans zieht man den Satz: 
U n t e r  d e n  C o e f f i c i e n t e n  v o n  q ( a )  b e f i n d e t  s i c h  i m m e r  

e i n  e i n z i g e r  n n g e r a d e r .  S e i  d e r s e l b e  BA. D a n n  h a t  2 m o d p  
5 - A  L 

d e n  C h a r a k t e r  - 2 
o d e r  5 - S ,  j e  n a c h d e m  v n n g e r a d e  o d e r  

g e r a d e  i s t .  
Analog beweist man den folgenden Lehrsatz: 
U n t e r  d e n  C o e f f i c i e n t e n  v o n   or) s i n d  i m m e r  j e  z w e i  

e i n a n d e r  m o d 3  c o n g r u e n t .  D e r  f ü n f t e  ü b r i g e  i s t  k e i n e m  
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---- 

a n d e r n  mnd3 c o n g r u e n t .  S e i  d e r s e l b e  131. D a n n  h a t  3morlp 
d e n  C h a r a k t e r  5-A.. 

Untersnchen wir rndlich T) (ol) mod 5. 
Da es die K.'sche Fnrm hat  und ~ ( 1 ) ~ 4  mod5, so wird 

. q ( ~ ~ ) ~ 4 + d ( l - ~ ) ~ = 4 + d ( l  + 2 i r + 3 a 2 +  4a8). 

Nun kann  d durch 5 theilbar sein oder niclit. Im lctzteren Fallr! wird i p ( r r )  

congruent einer der vier Formen 

2ru+3ai2+4ar3, 1 + 4 a +  ru2+3aiS, 
2 +  a+4a"2n3,  3 + 3 a + 4 0 1 e +  as. 

Andererseits ist  

~I(~)=B,,-B,+(B,- B,)a  +(B,-B4)aZ+(R3-H4)u3. 

Daher  der Lehrsatz: 
E n t w e d a r  i s t  R, einer d e r  Z a h l e n  BI, B,, II,, B4mod4 c n n -  

g r n e n t  o d c r  d i c  l c t z t c r e n  a l l e  e i n a n d e r .  
W e n d r t  man die allgrmrinen Methoden K u m m e r ' s  auf die fünftm 

Reste a n ,  so findet man 
3 p ! ! + 3 ~ 4  

35) 7 - a  mou' n (a). 
Wil l  man dagegen nur  den Index  von 11 kennen lernen,  so kaun 

man folgcndcn Satz aiissprochen : 
Wenn die Coefficienten n,, R,, B3, B4 alle einander congruent sind, 

so ist 7 f ü n f t e r  R e s t .  

W e n n  nur BA Bo mod 5 ,  so ist 

36) A . i n d q ~ 3  mod5, A . i n d q ' ~ 2  modo. 
Als Z a h l e n b e i ~ ~ i e l e  für Primzahlen, zn denen q fünfter Rest is t ,  dienen: 

p = 4 2 1 ,  q ( a ) =  8 0 +  8 6 i r +  86a"96a4+ '71a2, 

q = 1 1 0 ,  

p = 5 2 1 ,  ~ ( a ) = 1 1 0 + 1 0 6 o l +  1 0 6 a Z + 8 6 a 3 +  l l l a 4 ,  
r ] =  99. 

Znr Bestimmnng des Charakters der  Zab1 5 fiudet man nach K u m m e r  

Bringeu wir nun  q ( a )  auf die Normalform 

37) *(a) = Co+ 5 c 1 p + 5 ~ 2 7 , e g - k  c3ps, 

so  folgt 

38) in d5 r Cl niod5. 

Dies Resultat k t  i n  der T h a t  so elegant wie nur  moglich. 
E s  ist (vergl. K n m m  e r  2. c.) wenig lohnend, anf die Primfactorrn w (cc) 

zurüekzugehen. Nur m6gen die beiden Sàtze hervorgehoben werden, welche 
die Bedingungen angeben,  so daas 5 oder q Reete werden. Sie lauten: 
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5 ist  Rest ,  wenn n : ( o l ) = ~ + 2 5 B p f  5Ce2+  Be3, 
9 ist t e s t ,  wenn n ( < r ) = A +  5 R p + 5 C e 2 + 5 D e 3 .  

5 ist z. B. Rest zu den Primzalilen 31, 191, 271, 601. hlerkwiirdiger 

Weise kann bei diesen alleri 11 nnd C  als Nu11 arigcnorririien wertlen, so 

dass sie durch die F o r ~ n  

p - ~ ~ + 5 x ~ z j + 2 5 : r ~ ~ ~ -  1 2 5 ~ ~ "  125y4 

damtellbar sind. 

§ 4. 
Die Periodengleichung. 

Die fünf Periodon tjo7 qi, . . . , 174 $nd Wi i rz~ l r i  einer Gleicliniig 
füiiftcn Gradee, welche ermittelt werdtln 8011. Schickeri wir der Ueliand- 
lung des allgemeineli E'alles die lzwei einfachsten numcrisclieii Beispielo 
p =  11 und p = 3 1  voraiis. 

Man findet 
1. p = l l ,  v,"= 2  + q4, 

903 = 3 ~ O + % i  
17:= 6  + 4114+737 
vo5= 107"+ 5 v 2 + r l .  

1)iese Gleicliungcn rrm6glichen e s ,  T ~ ,  r z ,  q3,  v4 in  Potenzeii von q,, 
auszudriicken. Ilic Sumrne al l r r  7 gieht - 1 ,  dalier 

39) y " $ . 4 - 4 ~ , S - 3 y 2 + 3 y + 1 = o .  
y ist f ü r  7 ~  eingetreten. 

2. p = 3 1 .  

Hier hat man die Gleicliiingen 

~ 2 =  6  + 2 ~ o +  1 2  + 2947 
9"qi = 2 l i +  ~ 2 + ~ $ 3 +  7i7 

90lili ~2 = fi + 8 9 0 + 6 7 i + 7 . i 1 2 + 7 9 3 + 7 v 4 i  
rioqiris = 1 2  + g ~ O + 5 r i 1 + 7 ~ z + 6 9 3 + 7 ~ r >  

V o V l r i e V 3 =  - 2 ~ o - k  Vi+ 9%- Vr7 
1 = - 5 .  

Und als definitive Gleiçhung, deren Wurzeln die  sind, 

40) Y 5 + y 4 -  1zy3-21 Y ~ + Y + ~ = O .  
Gehen wir jetzt an die Lüsung der allgemeineu Aufgabe. Mage die ge- 
snchte Gleichung lauten 

wo das Summenzeichen c ~ k l i s c h e  Vertauschung nmfasst. Daher  

42) ml = 1. 
Weiter findet man 

Zeitiohriit f. Mathematik o. Physik XXVII, 2. 8 
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Multiplicirt man den Ausdruck für q o q l  in 20) mit 7 ,  und summir t ,  sn 

erhalt man 
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Wollte man dieselbe Umrechnung fü r  1i5 anwenden,  so würde man zu 
Reclinnngm von absclireckender Lange seine Zufinclit nelimen müssen. 
Glückliclierweise ergiebt sich ein einfaclieres Verfaliren , wie folgt. 

B e k a n d i c h  ist (S. B a c h r n a n n ,  S. 9 2 )  
5 ,  

P ( x ,  a )  = ]/ I/J"u). yi ( a x )  . p  = L. 
Darans leitet man dia Werthe der Perioden ab. So ist 

u n d  hieraus fol@ dss  Systern 
5 z 0 = z  l % p y a ) . ~ ( u ~ ) . p ,  

50) 
5 5  = 2 a 4  ; ' ~ y i " ( U ) . ~ ( a ~ ) . ~ ,  
. . . . . . . . . . .  

5 z , = L a  -i;/q2(u).q,(a2).P. 

 na^ Summenxeichnn umfasst vier Glicder, welche ails dcm erstrri durch 
Vertaiiscliuiig von a  mi t  a2, a3, a4 hervorgehen. Rildet man mit Hilfe 
der Gleichung 6) das Product ,  so entsteht 

1st 
~ ( a )  = .4a+ R a 2 +  C a S + D a 4 ,  

so ist 
2 Q 2 ( n ) . i j , ( a 2 )  - 5 ~ ~ ( n + 2  R)+ 5 B 2 ( C + 2 1 1 ) +  5 C 2 ( R + 2 . 4 )  

5 2 )  a + 5 D 2 ( A + 2 C )  - ( A + B + C + / ) ) 3 .  
Also liat rnau das Endresultat 

Hierxu die folgcndcn numerischen Beispiele: 

p = l l ,  y ~ + y 4 - 4 y 3 - 3 y S + 3 y + 1  = O ,  
~ 5 - 1 1 ( ~ ~ 3 + Z j ; z ~ - T " 2 " ~ z = ~ ~ ~ ~ ) = O ~  

p= 31. y 5 + y 4 - 1 2 y 3 - 2 1 y Z + y + 5 =  0 ,  
z 5 -  31 i g z 3  + + & s 2 -  & & - 2  -S\o*b) = O; 

p = 4 1 ,  y 5 + y 4 - 1 6 y Y + 5 y 2 + 2 1 y - 9 = 0 ,  
z" 441 (+*3-+2- 5x 

Der Coefficient m5 ist m o d p  immer fünfter Eest. 

§ 5. 
Weitere Untersnchnngen t h r  die Wnrzeln q , ,  . q4 .  

Sei irgend eine Fnnction cp ( v ~ ,  qi , qn , q3 , qp)  gegeben, so bezeichnen 
wir die Snmme ans  den fiinf S n m m ~ n d e n ,  welche sus  QI hervorgehen, 
indem wir die Indices der 7 cykliach vertauschen, kurz durch 

8 * 
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116 Untersuchungen üher die ftinften Potenzreste etc. 

Z'cp. 
So ir;t z. B. 

2 ~ O % = ' 1 0 % ?  + '11% + ~ 2 ~ 4  + TSVO + 7 4 % .  

Wir stellttn uns in diesem Paragraphen die Hauptaufgabe, d i e  P r o -  
d u c t e  a u s  d e n  I l i f f e r e n z e n  d e r  W u r z e l n  

welclie br ide g a LI z P, Z a h  l e n sein müssen, auszurechnen. Wie  man  

hemerkt ,  geht Q aus P dadurch hervor, dasa man q0 unverandert lasst 
und die primitive Wurzel g, welche im Systcm 15) angewandt worden 
ist ,  diirch eine andere y y5k+ '  niadp ersetzt. Demnach darf man er- 
warten,  daes P und  Q für die schwierige Aufgabe der Unterschei~lun~ 
der 7 von einxuder die Hauptrolle spielen werden. Für j e d  e Gleicliung 
fiinften Grades ist dau Product I ' , .  Qz ~ i n e  s y m m e t r i s c h e  F u n  ct ion 
der  Wurze ln ,  also r a t i o n a l  d u r c h  d i e  C o e f f i c i e n t e n  darstellbar. 

Man findet 

+ a 3 2 7 3 2 ~ 2 ~ 4  + a 4 2 ~ 1 2 ~ 2 ~ s .  

Derselben entsprechen vier andere ahnliclie. AUS ilinen folgt 

B ~ 0 4 r l i  73 T 4  + L112V~ 7 2  7 4  - z 7 0 8 %  '12% - Zrltrii 7 7 3 ~ 4  

= ( a i - a 2 - a 3 - a 4 )  z q 0 ~ l ~ 2 r l g  + ('2-'l) 2 ~ 1 2 % %  + ('1- 2 ~ l z 1 / 2 r / 4  + ( ~ 4 -  "1) =VI2 9 3 7 4  + (a , -04 )  '%22~iz4  

57) + (0s - 4 =riz2 71 7 3  + (nq - ag)  X V ~ ~ ~ L V ~ .  
Und es ergiebt sich au0 
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Die Ausreclinung ergiebt,  dass  S durch p the i lbar  ist. D e r  Ausdruck 
selbst ist der f o l p n d e :  

Sçhreiteii wir  je tz t  ziir Hildnng des Ausdiiicks 

Nun h a t  man a b e r  

Die  Ausrechnung liefert 

Die Addition von T und S giebt 
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118 Untcrsucliungen üb.d. fünft. Potenzresto etc. Von Dr. K. S c i i w ~ ~ r ~ c : .  

Anm. z u  S. 109. Die Zurückführung der .+- Functionen anf eine 
geringere Zahl Stammforman ha t  schon J a c o b  i @ehrt1 wie Herr Bach-  
m a n  n S. 92 beruerkt. Uoçh iàt  mir keine Veroffentlicliung dieser Unter- 
suchung J a c o  b i ' s  bekannt geworden. Es ist nicht schwer, diese Re- 
duction allgemcin dnrchzuführen, wie ich viellnicht a n  anderer Stellc 
zeigeu werde. 
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Kleinere Mittheilungen. 

IV. ZUT Construction einer Oberfltiche zweiter Ordnung. 

Ilas Prohlem der  construction einer OLerflache zweitrr Ordnung 
durch neun gegebene l'unkte geliort zu den vielfach bekannten Proble- 
men, und mehrere Methodcn konnen als hekannt oorausgesetzt werden. 
Zu erwahneu sind z. B. die Constructionen von T h .  R e y  e (Geometrie 
der Lage, II, 153, 160) und  von C h a s l e s ,  let,ztere ausf'ührlich ausein- 
andergesetzt von Dr. H. S c  h rti t e r  ('I'heoric der Oherflachen zweiter 
Ordnung , 5 53) und von H e  g c r ( S c  h 16 rn i 1 c h '  s Zeitscbrift f. Math. u. 
P h y ~ . ,  25. Jabrg. S. 98). E s  ifit die Ahsicht dieser Abliandlung, da8 
I'roblem zu erweitern, auf ahnliche Weifie, wie iu der Lehre von den 
Kegelschnitten, mo hekanntlich auch die Annahme von conjugirt imagi- 
naren Pnnkten zu den gewohulichen Aufgahen getiort. 

Es sei also die Aufgabe gestellt: Von einer Oberflache zweiter Ord- 
nung (Li'(')) seien gegeben neun Punkte ,  iinter welchen jedoçh acht vor- 
kommen kouuen,  welche Doppelpuukte einer Punktiuv~ilution sind; es 
wird gefragt, diese Oberfiaclie zu construiren. 

Am allgemeinsten wird die Losung sein,  wenn die vier gegehenen 
Punktinvolutianen elliptisch s ind,  so dass nur ein Punkt  grgelien is t ,  die 
andcren conjugirt-imaginar gcdaclit werden müsscn. Dcmzufolge wird 
die Anfgabe formulirt: 

Es seien gegeben: ein P u n k t  E ,  vier Gerade a ,  h ,  c, cl, Trager  von 
eliiptischen Pnnktinvolutionen; es wird gefragt, eine Oberflache zweiter 
Ordnung (W)) au construiren, die durch E geht und zu der  die Invo- 
lutionen a ,  b, cl d gehoreu. 

Verbindet man die oben genannte Constructionsmethode von C h  a s 1  e s  
mit einigen bekannten Eigenschaften eines Eegelschnittbiischcls, so ge- 
langt man zur folgenden Losung. 

Man nehme a u €  i f  drei P u n k t e  A ,  B, C und denke sich die Ebonen 
du = a ,  B6 = f l  und Cc = y construirt. Es folgt uun zuerst die Beband- 
lung der A u f p b e :  

Eine Oberflache zweiter Ordnnng F,p) zu construiren, dio durcb 4, 

R I  C geht und zn dcr die Involutionen a, b ,  c gehoren. 
1. Anf der Geraden trfi wird ein P u n k t  R angenommen. Ein Kegel- 

whnittbüschel in  der  Ebene a ist bestimmt durch R, A nnd die  Involu- 
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tion auf a ;  das Büschel bestimmt auf der Geraden a y  eine Involution 
Y, Y', , Y,Y',, . . . und  auf a p  eine Punktreihe Z, ,  Z,, . . .. Zii einem 
f'esien Punkte  Q auf  a y coustruirt man Q,, Qp,  . . . harmouisch conjugirt 
zu QY, Y',, QY,Y' , ,  . . . ; die Punktreihen QI, Qz, . . . uud  Z,, Z,, ... 
werden projectivisch sein. 

2. Ein  neuee Kegelschnittbiischel ist bestimmt in der  Ebene f l  durch 
R ,  die Involution auf 6 und die involution Y, Y',, Y, Y', , . . . ; es be- 

stimmt auf p y eine Involution X, X', , X2 X', , . . . . Zu einem festen Punkte 
P construirt uiau I : ,  P2, . . . , harruoriisch conjugirt eu P X I  X I 1 ,  l',Y, X',; 
diese Punktreiht? ist projectivisch zu Q , Q , .  . . und e b e n f d a  au  Z,Z , . . . .  

3. Ein Kcgclschnittbüschcl ist wicder bestimmt in der Ehene y .durch 
R ,  die Involution aiif c und die Involution X,  x', , X2 Xt2,  . . . ; es be- 
stimmt auf der Geraden IYP eine Punktreihe Z', , ZI2, . . . projectivisch au 

Z,, Z,,  . . .. Die beiden projectivischen Punktreilien geben z ~ e i  Doppel- 
punkte,  ciner ist der Piinkt O = wpy, der  zweite kann linear coustruirt 
werden, er sei 0' geuannt. 

4. Man lege nun schliesslich den Kegelschnitt in  <Y durch R I  O', A 

und n ,  derselbe schncidet cry in Y,, Y',; der zweite wird gelegt durch 
Y,, Y',, B und b ,  er schneidet f l y  in  X,, X',; der  Kegelschnitt, durch 
X,, X', ,  R und c gelegt,  wird aB in 0' schneiden. 

Auf diese Weise eiud construirt drei Kegelschnitte, velche auf a!, 
py,  ya dieselbe Involution aussclineiden, also sind es die Kegelschuitte, 
die durch das Dreikant a p y  aus einer Oberflache zweiter Ordnung aus. 
geschnitten werdcn. Diese Oberfiache geht durch -4,  B und die Involii. 
tioncn a ,  6 ,  c gehoren ihr. Sie  kann  also hctrachtet werden als eine 
Oberflache durch acht Punkte.  

D e r  P u n k t  R war irgendwo auf a19 angenommcn; ein anderer I'unkt 
auf dieser Geraden giebt abermals drei Kegolschnitte, aus eiuer Ober- 
flache durch dieselben acht Punkte durch o l p y  geschuitteu; die zwei 
Oberflachen bestimmen irn Eaume ein Flachenbiiechel u n d  in jeder der 
Ebenen ein Kegelschnittbiischel, 

Wird  in y der  Kegelschnitt des  Büschels, dor durch C gcht,  con- 
s t ruir t ,  und bestimmt man in a und  die correspondirenden Kegel- 
schnitte,  so siud endlich diejanigan construirt ails der Oberflache zweiter 
Ordnung  durch A ,  Li, C, a ,  6, c auspschni t t en  durch a p y .  

Bis jetxt ist noch die Ausführung ganz dieselbe, wie die ursprüng- 
liçh von C h a s  l e s  angegebene, weiter durchget'ührt von S c h  r 6 t e r  und 
H e l  m e r t ,  nur  mit dem Unterschiede, dass nicbt neun Punkte  als direct 
gcgebene angenommen werden, sondern nur  drei,  und dio übrigon durch 
Involutionen vertreten sind. Wir  ziehcn jedoch a m  dem Gefundenen 
eina wichtige Folgerung. Die ci,nstriiirte Oberflache wird iiotliwendig 
eine Regelfiache se in ,  denn die drei P u n k t e  A ,  B, C liegen iu einrr 
Geraden. Die Regelflaclie entlialt die Gerade d,  denn auf ilir sind A ,  B, C' 
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angenommen, aie kann also betraclitet werden als eine Oberflache zu 
dern Flachenbiischel gehorend,  durch die Involutionen auf a ,  6, c, d 

bestimmt. Von diesem Flachcnbiischel kann eine zweite Oberflache ge- 
fiinden werden, wenn drei Pnnkte  z. B. aiif c angenommen wcrdon, und 
das Biischel ist durch diese zwei Regelflachen vollstandig hestimmt. 

Die Frage ist nun zuriickgefiilirt zu der bekannten Aufpbe , :  Zwei 
Flachen eines Büscliels sind gegehen, es wird verlangt,  diejenige Flache 
des Düschels zu findvn, die durch einen gegebenen I'unkt E geht ,  ein 
Problem, das gelost wird durcli Benützung der Eigenschaft, dass jede 
Gerade durch den P u n k t  h' die Flacheu des Büschels in einer Involu- 
tion schneidet, so dam n u r  der zu E conjugirte P u n k t  bestimmt zu werden 
braucht. Von der gefragteri Ohcrflache konnen bclicbig viele Piinkto 
constrnirt werden und man kann  das Problem als gelost betrachten. 

Die obeii behandelte Aufgabe, deren weitere constructive Durch- 
führung zu keinen principiellen Schwierigkeiten Anlass giebt ,  gestattet 
einige Ausdehnungen, die hier weiter angegeben werden sollen. 

Erstens kann als reciproke Aufgabe gestellt werden: E s  seien ge- 
geben eine E l e u e  E, vier Gerade ri, 6, cl dl Triiger von elliptischen 
Ebeneninvolutionen; es wird gefragt,  ein Ebenenbündel zweiter Ordnung 
zn construiren, zu dem E und die Ebeneninvolutionen a ,  6, cl d ge 
horen. 

Die Losung kann ganz gefunden werden durch da8 Princip der 
Reciprocitat. Folgeiide Parallele ist  zu zielien : 

die I'unkte A, B, G auf  d ;  die Ebenen  a ,  p, y dnrch d ;  

die E b e ~ i e n  A u = or, K b = P, die P u n k t e  a a = A ,  P 6 = B, 
Cc = y ;  yc .=C;  

der P u n k t  R auf a!; die  Ebene 9 durch A B ;  
ein Kegclschnittbüschel in  ci; eine Kegelfliichen~chaar durch A; 
eine Involution Y, Y', , Y2 , . . ; eine Involution ril r', , q2 q'2 . . . 

U. R.  W. 

Die weiter durchgeführte Parallele führt zu dem Resultate. 
Zweitens kann  das Protilem noch auf eine andere W e i ~ e  aufgefasst 

werden; es karin verlangt werden,  eine Oberflache zweiter 0 r d n u n g . z ~  
construiren, die durch acht Punkte. geht und eine gegebene Gerade be- 
rührt; setzt man wieder corijugirt imaginare Punkte  voraus, so lautet sie, 
wie folgt: 

E s  sind gegebeu eine Gerade e ,  vier Gerade a ,  b ,  c, d, Trager  von 
elliptischen Punktinvolutionen; eine Oberflaclie zweiter Ordnung zu con- 
citruiren, die e berührt und  zu der die Involutionen a ,  b, cl d gehoren. 

Man construire, ganz wie in  der vorigen Aufgabc, zwei Rcgelflachen 
des Flachenbüschels durch a ,  C, c, d bestimmt; dadurch ist auch die 
auf E aiisgeschnittene Involution bekannt,. Damit die Flache des Bü- 
schels die Gerade e berühre, muss sie durch einen der Doppelpunkte der 
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Involution gehen;  man bestimme diese, jeder ist der neurite bestimmende 
Punkt  der  Oberflache, das Problem lasst aleo zwei Losiingen z u ,  die 
co~ijugir t  imaginiir werden konoen. 

E s  hedarf wohl kaum der Erwigung ,  dass nun auch die Losung 
gefunden ist des hier folgenden reciproken Problems: 

E s  wird gegeben eine Gerade e ,  vier Gerade O, O, C, cl, Trager 
von elliptischen Elieneninvolutionen; ein Ehenenhiindel zweitrr Ordniing 
s u  construiren, das durch e geht und zu dem die Ebeneninvolutionen 
a ,  b,  c, d geliijren. 

Endlich karin, anstatt  e in r r  Geraden,  eirie Ebene  gegeben seiri, 
welche die Flache berühren soll,  d. h.,  die Anfgabe kann lauten: 

E s  sind gegchen eine Ebene  E ,  vier Gerade u ,  11, cl cl, l'rager von 
elliptischen Punktinvolutionen; eine Oherflache xweiter Ordnung zu con- 
s t r u i r e ~ ,  welche die Ebene E berührt und  zu der die Involntionen u ,  11, cl tl 
gehoren. 

Man construire wieder zuerst zwei Flacheu des Flaclieribüscliels, das 
durch die Involutioneu a ,  b, cl d bestimmt ist. Dieses k'lachenbüilchel 
bestimmt in r ein Kegelschnittbüschel, das durch zwei ICegclschnitte be- 
stimmt ist. 

Zn diesein Kegelschnitthiischel gehorari im Allgemeinen drei Null- 
kegelschuitte (Diagonalpunkte des eingeschriebenen vol ls tandig~n Vier- 
ecks des LSüschelu). J e d e r  dieser drei Punkte  ist der Beriihrungspiinkt 
einer Flache zweiter Ordnung mit der E b e n e ;  sind dierie hekannt, so ist 
die Auf'gabe auf die erste zurüçkgeführt. 1)ie Construction dieser P u n k t ~  
kann  alri bekannt angenommen werden; das Problern k s s t  drei Losungen 
z u ,  von wclchen zwoi conjugirt imaginar werden konnen.  

Schlie~siich findat auch bei dimer Aufgahe das Princip de r  Rrci- 
pracitat Anwendung; die Losung in diesem Fal ie  wird,  wie in den 
vorigan , leicht gefunden. 

Ti1 b u r g  (Holland). J. C A R D I N A A L ,  
Lehrer a. d. hiih. Bilrgersohule Willem II. 

V. Bemerknng znr Kegelschnitt - Theorie. 
I n  C r e l l e ' s  J o u r n a l ,  B d . 5  S. 11, hat P l ü c k e r  den Satz bewiesen: 

S i n d  d i e  D r e i e c k e  a b c  u n d  u'h'c' i n  B e z u g  a u f  e i n e n  K e g e l -  
s c h n i t t  c o n j u g i r t ,  s o  t r e f f e n  s i c h  d i e  G e r a d e n  uu' ,  bb', cc' in  
e i n e m  P u n k t e  d ,  u n d  d i e  P u n k t e  a =  (bc, bc'), 0 = (ca ,  c'a'), 

y = ( a b ,  a'b') l i e g e n  a n f  e i n e r  G e r a d e n  Dl d e r  P o l a r e  d o s  P n n k -  
t e s  d. Spatar  gab H e s s e  ebendaselbst, Rd. 20 S. 301, den Satz: S ind  
a a ,  h p ,  e y  d i e  d r e i  P a a r e  g e g e ~ ü b e r 1 i e ~ e n d ç . r  E c k e n  e i n e s  vo l l -  
s t ~ n d i ' ~ e n  V i e r s e i t s  u n d  s i n d  a u ,  b p  P a a r e  c o n j u g i r t r r  P u n k t e  
i n  B e z u g  a u f  e i n e n  K e g e l s c h n i t t ,  s o  S i n d  i n  B e z u g  a i i f  d ieeen  
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Kleinere Mittheilungrn. 123 

/ 

a u c h  d i e  P u n k t e  c y  e i n a n d e r  c o n j u g i r t .  Als gemeinschaftlichen 
Ausdruck beider Theoreme kann man das folgende betractiten : fi u c h  t 
m a n  a u f  d e n  S e i t e n  e i n e s  D r e i e c k s  a b c  d i e j e r i i g e n  P u n k t e  upy ,  
w e l c h e  i n  B e z u g  a n f  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  j e d e s m a l  d e r  g e g e n -  
ü b e r l i c g e n d e n  E c k e  c o n j u g i r t  s i n d ,  s o  l i e g e n  n p y - a u f  e i n a r  
G e r a d e n  D ;  z i e h t  m a n  d u r c h  d i e  E c k e n  d e s  D r e i e c k s  d i e -  
j e n i g e n  S t r a h l e n ,  w e l c h e  j e d e s m a l  d e r  g e g e n ü b e r l i e g a n d e i i  
S e i t e  c o n j u g i r t  s i n d ,  s o  e r h a l t  m a n  d r e i  S t r a h l e n  d u r c l i  e i n e n  
P u n k t  i l ,  d e n  P o l  d e r  G e r a d e n  D (diese drei Strahlen sind die Po-  
laren von n, p, y). Vergl. S c h  r o t e r ,  Kegelschuitte, II. Anfl. § 31, R e  y e ,  
Geometrie der Lage,  I I .  Aufl. 1. Abth. S. 191 f. 

Vielleicht ist es nicht ganz üherflüssig, au  erwahnen,  dass die 
Glcichung der Geraden D leicht aufgcstellt werden kann mit Hilfe der 
Ideutitat 

1) ( . ~ C ) ~ ( X Y ) =  ( h c x ) f ( v )  + ( c a x ) f ( b y )  + ( a b x ) f ( c y ) ,  
in welcher 

f ( x y )  = 2 o i k z i y k  mit n i k = r r k i  und i, k =  1, 2 ,  3 ,  
( a b c )  = 2 + a l b , c 3 ,  ( t i c x ) = Z + b l r 2 x 3  U. S .  W. 

Bus der obigen Identitat folgt nSrnlich, iudem man y, y, y, mit a, r r ,  a, 
zusamrnenfallen lasst : 

( a b c )  f ( a x ) = ( b c s )  f ( a a )  + ( c a x )  / ( a b )  + ( a h x )  f ( a c ) .  

1st nun f ( x x )  = O die Gleichung des Kegelschnittes und sind cl, n, (1, die. 
Coordinatan des Punktes  a  n. S. W., so erfüllt der  lJunkt or die Gleich- 
ungen f ( u x )  = O  und ( h c ~ )  = O ,  folglich aucli ( c a x )  [ (ah)  + ( n b x )  f (nc )=O 
und schliesslich die  folgende: 

2) 
( c a l )  iobz)  

I ( h  <) + i(- + -- = 0 -  
C U )  / ( a b )  

Da dieee wegeu ilirer Symmetrie auch für /3 und y gelten muss, so wird 
erkannt , dass auf  einer Geraden D l iegen,  welche durch die Gleich- 
ung 2) repraoentirt wird. 

Ohne die Ident i ta t  1) erhalt man die Gleichung von D in der Form 

sofort, wenn man a ,  b ,  c s u  Fundamentalpunkten macht; denn dann 
ist X, = O und ( t I2x2  + ( i I3x3 = O für  a U. S. W. - Nach der von Herrn 
R e y  e (a. a. 0. und vorher in C r e l l  e ' s  Journa l ,  Bd. 77 S. 272) ein- 
geführten Aiisdrucksweise bildet d mit den Punkteu a, 6 ,  c ein P o l v i e  r e c k ,  
ebenso U mit den Geraden bc ,  C O ,  ah ein P o l v i e r s e i t .  In der Thal 
18sst sich f ( x x )  folgeuderuiasoeu als Aggregat von vier Quadraten schreiben: 
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Werden a, b,  c als Fundamentalpunkte beibehalten, so ist  u,;,ir, = O 
die Gleichung des Dreiecks a b c  als Ort  drittcr Cla860 (in Liniencoordi- 
naten u,, u , ,  u,), folglich 

a,3u,+fl, ,u,+a,,u3=0 
die Gleichung des Poles d der  Geraden D i n  Bezug auf das Dreieck, 
B die Polare oder Harmonikale von 6. I m  Anlichluss a n  Ilerrn R e y e  
( C r e l l o ' s  Journa l ,  Bd. 78 S. 97) kann man aber denselben Puiikt auch 
den Pol  (die Polare erster Classe) des Kegelschnittes f ( x z )  = O in Bezug 
auf das Dreieçk u b c  (die Linie dritter Classe u , u ~ u , =  O )  nennen. D i e  
L i n i e  D, w e l c h e  d i e  S e i t e n  d e s  D r e i e c k s  n b ç  z u  e i n e m  P o l -  
v i e r s e i t  e r g a n z t ,  b a t  i n  B e z u g  a u f  d i e s e ç  D r e i e c k  d e n s e l b e n  
P o l  13, w i e  d e r  K e g e l s c h n i t t .  D e r  P n n k t  d ,  w e l c h e r  m i t  a , b , c  
e i n  l ' o l v i e r e c k  b i l d e t ,  h a t  i n  B e z u g  a u f   da^ D r e i e c k  a b c  (a l s  
L i n i e  d r i t t e r  O r d n u n g )  d i e o e l b e  P o l a r e ,  w i e  d e r  K e g e l s c h n i t t  
( a l s  O r t  z w c i t e r  C l a s s e ) .  1st da8 Dreieük a b c  ein Tripe1 des Kegel- 
schnittes, so werden B und d iinbestimmt, der Kegelschnitt wird nach 
R e y e  (am eben a. O.) a p o l a r  zu dem Dreieck zu nennen sein (vergl. 
anch T h a e r ,  Mathem. Ann., Bd. 14 S. 556). 

G i e s s e n ,  September 1881. M. Pssc~ i .  

VI. Bemerknng über  projective Pnnktreihen. 

Liegen zwei projective, aber nicht involiitorische Piinktreilien aiif 
einer Geraden,  so kann man zu einem heliebigen Punkte  t diaser Ge- 
raden (welcher niçht sich selbst zugeordnet sein soll) den zugeordneten 
P u n k t  u, zu u den ziigeordneten P u n k t  v, z u  v den zugeordneten Punkt ni 
constrniren; die Punkte  t ,  u, v Sind von einauder versçhieden. Zu Lou 

construire man noch den vierten harmoniechen P u n k t  r,  eu r c u  den 
vierten harmonischon Punkt  S. W c r d e n  a l s d a n n  u s  d i i r c h  v w  g e -  
t r e n n t ,  s o  s i n d  d i e  D o p p e l p i i n k t e  d e r  P r o j e c t i v i t a t  i r n a g i n a r ;  
w e r d e n  U S  d u r c h  vw n i c h t  g e t r e n n t ,  s o  s i n d  d i e  D a p p e l p u n k t e  
r e e l l .  Eezeichnet man namlich das Doppelverhaltnios (luvw) mit u, sr> 

h a t  man : 
(Ivur)  =-1, ( r o u s ) = - 1 ,  ( u v l r ) = + ,  ( Z C V T S ) = & ,  

(uv ts )=  ( u v i r )  ( u v r s ) =  4, ( u t u s ) = - 3 ,  ( t u u s ) =  9, 
( v T v ~ s ) = ( z . ~ u s )  (112/us)=-3(1- ( ~ I I W S ) )  = 3 ( t t ~ 1 2 / ~ ) ( 1 ~ v s )  - 3 

~ ( 4  - 3a) = (i2. (vwus);  

folglich is t  ~ ( 4  - 36) im ersten Fal le  negativ, irn eweitm positiv. Sol1 
n u n  x eiu Doppelpuukt sein, und  setzt man (tuvlc)= 5 ,  so ergiebt sich 
für 6 die quadratische Gleichung 
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G & - 1  
~ = ( u I ~ ~ ~ ~ ) = ( I I v w ~ ) ( z ~ v I x ) = - -  - , ( 6 - 1 ) t 2 - 6 & f  G = O  

6 - 1  L 
mit der Discrimiriante G (4 - 3 a). 

Nrnnt  man p den vierteu harmonifichen P u n k t  ZIL I L W U ,  so ist 
( u r u v p )  = ( v r ~ i s ) ,  alsu liegen die l'aare U V ,  wr, S Q  in  Involution, die 
Pimktreihcn v?v ir s und u r v p  sind projeçtiv: 

Die h n k t p a a r e  u r  und  rig bestimmen eine Involution, wdche  nach 
cinem Satee von Herrn S c  h r o  t e r  ( C r e l l e ' s  Journa l ,  Rd.  75 S. 120) 
dias~lbcn Doppelpunkte hat , wie die gegebene Projectivitat. Folglich 
s ind  die 1)oppelpunkte ilnaginsr oder reell ,  je naclidem u r  durcli o p  

(und mithin c m  durch 11.9) getrennt werden oder nicht. Dadurch wird 
das obige Criterium bestatigt, w e l c h e s  sic11 a n f  d i e  L a g e  v o n  w h e i  
g e g e b a n e n  t ,  u ,  v l i e z i e h t .  

G i e s s e n ,  September 1881. M. PASCH. 

VII. E i n  Beweis für e in  Theorem von Liouville, die doppeit 
periodischen Fnnctionen betreffend. 

m e n u  f ( z )  eine doppelt periodische Function ist mit den Perioden o 

nnd w', so leitet man bekanntlich ans dem Integral  - d z ,  welches y;:: 
man über die Umgrenzung eines elementaren Periodenparallelogramms 
ausdefint, den Satz ber ,  dass die Anzahl der  Pole mit der Anzahl der 
Nullpunkte in  einem Elementarparallelogramm übereinetirnrnt. I n  ahn- 
licher Form lasst sich das Theorem von L i o  n v  i l  l e ,  dass sich die Summe 
der Pole von der  Summe der Nullpunkte in  einem Elementarparallelo- 
gramm um eine vollstandige Periode unterscheidet,  aus dem Integral 

S z  f% dz ,  ausgedehnt tiber die  Umgrenzung eines solcùen Parallelo- 

gramms, deduciren. Man erkennt sofort, indem 

dia Elcmentarintegrale um die Pole der Function 

dam dasselbe den  Wer th  27ci ( Z a  - Zb)  erhàlt, 
der Nullpunkte und  Zb die der Polo bezeichnct. 

man das Integral auf 

z . '3 znsarnmenziebt, 
f (2) 

worin Z a  die Summe 
Werthet  man dasselbo 

in anderer Art  aus,  so wird man auf einen 'Ausdruck von der  Form 
2ni (n w + n'w') geführt,  woraus das L i o u  v i l l e ' s c h o  Theorem hervorgeht. 

I n  der T h a t ,  fasst man als Ecken eines elementaren Periodenparal- 
lelogramme die Werthe ro, zo+ W, zo+m + w', zo+ CO' auf und führt die 
Integration nach der Umlaufsrichtung a u s ,  welche jene Folge der Ecken 
kennzeichnet, so zerlegt sich die  Integration i n  s ine  Summe von vier 
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Integralen, von deneii die Sumrne über die parall~xlen Gegeuoeiteri beziig- 
licli zii einem Vielfachen von 2 n i w  und 2 n i w '  Iriteri. Dm11 eu ist 

4 20 

Dcr erfitr diewr Tcrmo z r r ~ t o r t  sicli gcgrn das von 
streckandc Intagral ,  der zweite ergiebt in Riicksicht 
Periode fiir / ( z )  ist, ein Vielfaclirs von 2 n i w ' .  I n  

2, bis z,+ w zn er- 
darauf ,  dass w eine 
derselbrn Weise fol- 

gert man 
z,+o+t.o' 2" + m' 

f ? z )  
j : . f ' ( z ) d z  r (2) :jiz+~) - 1 (2) ,,z 

z,+ 20 

z, + m' .so+m' 

=J;.f dz + o J d l U f ( ; ) .  

20 ZP 

Das erste dieser beiden Integrale vernichtet sich mit dem von z,+ ru' bis 
z, auszudelinenden Integral,  das zweite aber fiilirt, da w' eine I'eriode 
für f (2) bedeutet,  zu einem Vielfachen von 2 n i w .  E s  k t  mitliin das 
Integral iibw die Umgrrnzung eines El~mentarparal le logramms in d ~ r  
Form 2 n i ( n w  + n'w') dnrstellhar, u n d  man schliesst 

VIII. Die seitenhalbirenden Transversalen des spharischen Dreiecks. 

I n  dem spharischen Dreieck ABC, dessen Seiten und Winkcl 180' 
nicht ühersteigen, trage nian anf den Sçhenkeln von y die  halbe Siimme 

f l + b  de r  einrichliessenden Seiten ab:  C E  = C F =  -- , so dass G auf R C und 
2 

P auf AC liegt. Dann lege man durch E und F den Hauptkreis,  wel- 
0-6 

cher A R  i n  B schneidet,  so ist A F = B E = - ,  L C P B = C E D ,  
2 

L A D F =  B D E  u n d  
s i n d B  s i n A F I )  s i n D R  s i n R E D  -- - --=--- 
sin A 6  sin A .OP ' sin ti & sin UU & ' 

Daher  ist 
sin A D  = sin D B  und folglich A D  = D BI da  A B e n  ist. 

D e r  Hauptkreis EF, anf welchem die Mitte von A B  liegt,  ist allein 
durch a + b  nnd y bestimmt. Daher  wird der  Satz gewonnen: 
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K l r i r i ~ r e  Mittheilungen. 127 

Weiin iii eiiiern ~ph#risclien Ureieck die Summe zweier Seitpn und 
der ~ingescliloesrne WiiikrI constarit Iilribt, so liegt die Mitte d ~ r  
drittrn Seite auf eiuem hrstirnmtcn Hauptkreise, naiiiliçh anf der Basis 

a+b 
des gleiclischrrikligen Dreiecks mit den1 Scliankel -- nnd  dem Winkel 

2 
y an der S p i t z ~ .  

I)er analoge Satz für das plane Dreieck lautet bekanntlich ebensn, 
nur tritt das Wort  ,, Gerade" a n  die Stelle von ,, IIauptkreis IL.* 

Man lege den Hauptkreis durcli C u ~ i d  11, so ist C D  = l, die zur 
Seite A R gehiirige Transversale. Man verllngerci C D  bis G, so dass 
C G =  21, wird, und Iege den Hauptkrnis durch B und G, so ist I l G =  AC 
= h ,  L D R G = r r ,  also L C R G = a + B ,  ferncr L C C R = A C L ) ,  also L B C G  
+ C G  8 = y .  Daher folgt ans den Dreiecken BCG und A B C  nach der 
ersten der G ai l  8s'  schen Formeln 

c o s $ ( n + I ~ ) . s i n + ( a + ~ )  
- - - -- - -- - 

rns$(n+b).sin & y  
cosl, = - , cos; c = --- - 

cos g y cos+ (a + p )  
und dnrch Ilivision dieser bpiden G l e i c b u r ~ ~ e n  

cos t ,  - sin$(n+f3).cos$(n+B) 
- 

sin (a + B) 
G q  oder c o s l , = e o s ~ c .  

S ~ ~ I ~ ~ . C O S ;  Y SI,/ y 

Aus dieser Formel gewinnt man eofort dcn Satz:  

In allen Drpiecken, in  welchrn a +  O =  y ist ,  ist t ,  = Z r ;  

und umgekehrt: 
Beschreibt man nm die Mitte von c den Kreis mit dem Durch- 

messer c ,  so nimmt derselbe die Spitzen aller Dreieçke aiif mit der 
Basis c, i n  welclien a+ B =  y kt.** 

Beide Satze geltrn wvrtlich anch für das  plane Dreieck. Interessant 
ist, dass das plane rechtwinklige Dreieck nicht dem spharischcn reclit- 
winkligcn Dreicck entspricht,  sondern dem spharischen Drcieck, in wel- 
cliem ai+ f l =  y ist. 

Ausserdem folgen aus  den für die Transversalen gewonnenen Formeln 

oline jede Rechnnng die beidcn Satze: 
I n  allen spharischen Dreiecken, in  welchrn ai + p +  y = 2n is t ,  ist 

jede Transversale das Snpplement der halben zugehorigcn Seite; 
und umgekehrt : 

Wenn in einem spharischen Dreieck eine Transversale das Snpple- 
ment der halben zuphor igen  Seite is t ,  so ist  die  Winkelsnmme gleich 

-- 

* S t e i n e r ,  Crel le 's  Journ. XXIV, S. 191. 
** S t e i n e r ,  C r e l l e ' s  Jonrn. II, S. 47. 
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2 %  und  auch die anderen beiden Transversalen erganzen ihre halben 
zugehtirigen Seiten eu n. , 

Nicht minder einfach ist der rein gcometrische Beweis diescr lctzten 
Satze. Zeiclinet m m  zu dem Hauptdreieck A R C ,  in welchem 
= 2n; k t , ,  da8 Nebendreieck A ZI c', indem man A C und BC verlangert, 
his sie sich in  C' schneideu, so ist in  demselben der Winkel  an der Spitxe 
(7 gleich der Sunime der Basiswirikel. Daher  C'Il = & c  und folglicli 
C D  = TC - + c .  Dasselbe gilt von den anderen heiden Nebendreieckcn 
und  den andcren beidcn Transversalen des Hauptdre ieck~  A B C .  Ebanso 
beweist man die Umkehrung mit Hilfe der Nebendreiecke. 

Bemerkenswerth dürfte fernrr die Eigenschaft dirser Dreiecke ~ e i n ,  
dass der  fiptiarisclie Abstand j e  zmeier Seitenmitteii den constanten Wertli 
!,m hat. Auch die Umkehrung gilt:  

W e n n  die Mittelpunkte zweier Seiten um einen Quadranten von 
einander entfernt s ind ,  so betrngt die Winkelriumme 2 7 c  und jedc 
Transverfiale ist das Supplement der halhen zugehorigen Seite. 

E ine  Specialisirung für die Ebene  gestatten diese Satze natürlich 
nicht. 

Vorstehend wurde die Tranriversale durcli die zugelitirige Seite, die 
Snmme der anliegenden Wiukel i;iid den gegenüberlirgenden Winkel i n  
einer znr logarithmischen Recliuung geeigneten Form gegeben. Sonst 
findet man die !hanfiverfialen durch die drei Seiten ausgedrückt.* Auch 
diese Formeln erhalt man s u s  den Dreiecken B C G  und  ABC. Die 
G a n  s s 1  schen Formeln geben 

c o s + ( a + 6 ) . s i n ~ ( c u + / 7 )  
-- ~ o s + ( a - b ) . c o s ~ ~  cos t ,  = , c o s + =  ----------- 

cos + y sin 4 (u  + B )  
und  durch Multiplication dieser heiden Gleicliungen 

~ o s t , . c o s ~ c =  c o s 3 ( a + b ) . c o s & ( n - 0 ) .  

Das  plauimetrische Analogm ist bekanntlicti 

* Vergl. B ü n t h e r  , Hoffm. Ztschr. XI, S. 422. 

S a a r b r ü c k e n ,  16. October 1881. 
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VI. 

Die Evoluten der geschweiften und verschlungenen 
cyklischen Curven. 

Von 

Dr. C m .  WIENER, 
Professor an der g~ossherzogl .  polytechn. Schule in Karleruhs. 

üierzu Taf. II Fig. 1 - 11. 
. 

Indern ich im Folgenden eine Untersuchung der hezeichneten Evo- 
lnten, und zwar in  moglichst geometrischer Weise,  zu geben beabsicbtige, 
wird es nützlich sein,  derselben in Kürze  die Entwickelnng der Satze 
und Constructionen, welche dabci in Anwendnng kommen, vorauszu- 
schicken. 

1. Auf der  festen Curve f (Fig. 1)  rolle ohne Gleiten die walzende 
m. A aei der augenblickliche Berührungspnnkt beider, B und B' seien 
die zu A benachbarten P n n k t e  beider Curven,  welche beim Rollen mit- 
einander zur Deckung kommen, so dass Bog. A B = Bog. AB'; AM, 6 M 
seien Normalen der f, deren Schnittpunkt M bei unendlich kleinem A B  

der Krümmungsrnittelpunkt der f in  A is t ;  AM', B'M' seien Normalen 
der ru, welche sich unter derselben Bedingung im Krümmungsmittelpunkte 
M' der w in  A sclineiden. P sei der  beschreibende P u n k t ,  c die Roll- 
curve, so ist bekanntlich dia Verbindungslinie P A  von P mit dom angen- 
blicklichen Rcrührungspunkte A die Normale der c in  P. 

In der xweiten Lage beriihrt w die f in B, B'M' gelangt in die 
Gerade B M ,  B'P nach B Q ,  .Q ist der dem P benachbarte P u n k t  der c, 

QB eine Normale derselben, der Schnittpunkt K von PA, QB für uriend- 
lich kleiue A B  r n d  PQ der Erümmungsmittelpunkt der c i n  P. 

Setzen wir 
M A = r ,  Ajll'=r', A P = p ,  K A = q ,  
L M ' A P = ~ ,  L J l ' B P = L M B K = r p ' ,  

L A M F =  a ,  L A M ~ B ' = ~ Y ~ ,  L A K B - p ,  L A P R ' = ~ ' ,  

und nehmen den Sinn MA als positiv, so i ~ t  r stets,  und r'= AM' bei 
der Lage, wio in dcr Figur, positiv. 

Es folgt nun aus den Vierecken A M R K  und  AM'R'P 

cp+a= cp'+P, <p'+ul= <p+B', 
und daraus 

Zeitaçhrift f. Mathsmatik u. Physik XXYII, 3. '3 
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Setzt man das Bogenolement AB = A B f =  d s ,  zieht ans P im Winkel 
p' den Kreisbogen AD', au8 K in B den AD, so ist A D'= AD = d s  coscp 
und 

d s  , d s  dscos<p , d s c o s p  
( Y = -  

r ' ,., B =  y , B=---. P 

Diesa Wer the ,  in 1) eingcsetzt, liefern 

2. Man findet nach dieser Formel q oder K (Fig. 2), wenn man 
A N 1  A P, s i ~ d a n n  P M '  zieht,  beide Linien in A' schueidet,  dann niM 
zieht; diesa triEt die P A  in K. D e n n  zieht man K E  11  MA, schneidet 
B E  mit N P  und NA in E l  besw. LI, und  fiillt M F 1  N A ,  so ergeben 
sich aus ahnlichen Dreiecken die Proportionen 

K D  + DE M A +  A!n' 
- 

K D + n i C  r + r P  
oder - - 

fi A M F  9 r cos9  
und  

K A + A P  K D f  D E  - --- - - oder -- q + ~  - K n + o s  - - 
A P .4 ln ' P r' l 

durch deren Multiplication 2) fol&* 
Diese Construction, in Verbindung mit der Gleicliung 2),  drückt - ~ 

folgenden L e h r s a t z  aus: , ,Wenn man durcli einen P u n k t  A im Innern 
eines Winkels P N K  einc bcliebige Gerade WAM'  zieht,  auf welchcr die 
Schenkel des Winkels dio Streeken = r und A M.= r' absclineiden, so 

ist  fiir alle snlche Geraden 

3. T A s t  mail den beschreibenden Punkt  P (Fig. 2) verschiedene 
Lagen a u €  A P  einnehmen, sn ergiebt sich: 

1. Die Reihe der P ist prnjectiv zu der  Reihe der ziigehorigen K. 
Daun beide R ~ i h e n  sind mit der Reihe der N auf A N  perspectiv aus 
M', bezw. aus M. 

2. So lange A P nicht senkrecht au€  A IV stoht und M nicht in M' liegt, 
ergiebt die Construction zu jedem P cinen davon getrennten Punkt 
K,  aussrr wcnn P in  A fkllt. L)aher ist .4 d ~ r  einzige Doppel- 
punkt  der Reihen der P iind der K ,  u n d  der Krümrnungshalbmess~r 
P K  wird Null ,  wenn P in  d liegt. 

3. 1st A P L  AM,  aber nicht M in BI', so ergiebt die Construction zu 

jedem P den Purikt A als Krürurnungsuiittelpuukt B. 

* Diese Construction der Forni~l  2) r ü h r t  von E u l e r  her (Novi commentani 
der Petersburger Akadernie, Bd. 11 für 1763, S. 219); der Beweis, den er xufügfe, 
ist trigonometrisch. Den obigen Beweis lieferte mein Sohn Otto. 
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4. 1st M in M', aber nicht A P L  AM, so fallt K in  P u n d  der Krüm- 
mungshalbmesser ist für jeden beschreibenden P u n k t  = 0. 

5. 1st A P L  A M  iind fil in in', so lasst die Constructinn den P u n k t  
K uribeutimrnt. Der  Krümmurigstialbmesser der Rollcurve c ist dann 
durch r und r' nicht beetimmt, sondern erst durch die Art der 
Aenderung beider. I m  Allgemeinen schneideii sich dann ni und  f 
in A ,  und  man kann sich Ieicht. vergcgenwlrtigen, dass die Roll- 
curve dann in P einen Schnabelpunkt beeitzt, wdcher  wirklich 
jede Grosse des Krümmungshalbmesuers zulaust. 

6. Liegt P auf Mill ' ,  z. R. in P', so lasst die gegetiene Construction 
keine unmittelbarr Anwendung zu. Es muss aber für K' nacli 
Gleichung 21, da y = 0, p = A P', y = K ' A  wird,  gelten 

Diese Bedingung erfüllt man durch irgend ein sclion bestimmtes 
solcbes P a a r  P, Ky welches auf einer schief zu A M  durch A gehen- 
den Geraden liegt,  wenn man A N  1 A P zieht,  PP'  mit A A' i n  N' 
schneidet und N'K zieht; diese trifft die  A M  in K'. Denn weil P 
und B bcschreibcnder und Krümmungsmittelpunkt s ind ,  ist nach - 
Glcicliung 2) 

und nach dern Letirsats der  vorigeri Niiniuior gilt irn Winkel PN'K 

ails welchen lieideu (4leiçhungen die  vorhergrlieride folgt , welche 
daher durcli die Confitruction erfüllt ist. 

7. Die Punktreihen der P und K siud die senkrechten Projectionen 
der Punktreilien der P' und K',  was man einsieht, wenn mau N' 
auf A N  ins Uiiendliche riickt. 

8 Beschreibt man über A M '  u n d  M A  als Durchmesser Kreise, so 
schneidet jede durch A gelegt,e Gerade den ersteren Kreis in einern 
beechreibenden P u n k t e  P", den letxteren i n  dem zugehorigen Krüm- 
mungsmittdlpuiikte K", weil A P"M' und M K"A rechte Winkel  sind. 
Ua~se lbe  gilt von den Kreisen mit den Durchmessern A p ,  K'A. 

4. Diese Satxe wollen wir auf die . c y k l i s c l i e n  C i i r v e n  oder 
R a d l i n i e i i  anwendeu, d. i. auf d i c j e n i p n  Rollcurven, bei welchen die 
feste f und die walzende Curve Kreise, e i n ~ c h l i ~ s s l i c h  der geraden 
Linie, sind. Wir  haben sie in einem früheren Aufsatze* unterschieden 

* Bd. XXVI  dieser Zeitschrift, S. 257. In diesem Anfsa,tze habe ich mit- 
getheilt, dass ich kurz vor seiner Abuendung von einer früheren Veroffentlichung 
Proc  t o r ' s  (London 1878) Keiiiituiss erhalten habe, worin er die doppelte Eut- 

9 * 
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132 Die  Evoluten der geschweiften u. verschlungenen cykl. Curven. 

als eine Cy k l o i d  e ,  wenn f eine Gerade und  ni ein Kreis ,  eine K r e i s -  
e v o l v e n t e ,  wenn f ein Kreis und  ni eine Gerade,  eine E p i c y k l o i d e ,  
wenn f und  ni Kreise und  ru ausserhalb f liegt,  e ine H y p o c y k l o i d e ,  
wenn f und  ni Kreise und  n, innerhalb f liegt; und diese alle als ge-  
m e i n ,  g e s c h w e i f t  o d e r  v e r s c h l u n g e n ,  je  nachdem der heschreibende 
P u n k t  auf TV, oder mit dem Mittelpunkte der  f auf entgegengesetzter oder 
anf übereinstimmender Seite von TV liegt. Wir  erhielten dadnrch zwdf 
mogliche F a l k ,  wovon wir aber  die  vier der gemeinen Curven als be- 
kannt  hier nicht betrachten, sondern nur  daran er innern,  dass die Evo- 
luton dieser Curven mit ihnen  gleichartige Curven s ind,  deren Scheitel in 
d e n  Spitzen der ursprünglichen Curven liegen. 

Von den im angeführten Aufsatze nachgewieaenen beiden moglichen 
Entstehungsweisen einer verallgemeinerten cyklischen Curve wollen wir 
stets diejenige wahlen, bei welcher das Verhaltniss der  absoluten Werthe 
der  Halbmesser von m und f  da^ kleinere kt. D e r  diirch den beschrei- 
bcndcn P u n k t  concentrisch mit dern walzenden Kreiso gelegte K r e i s  
heisst der b e s c h r e i b e n d o  b. 

5. D i e  g e s c h w e i f t e  E p i c y k l o i d e .  En sei (Pig. 3) f der feste 
Kreis mit dem Mittelpunkte M und dem Halhmesser MA, = r, M' der 
Mittelpunkt und A, M'= r' der Halbmesser des walzenden Kreises TV, wel- 
cher ausserhalb f ,  und ausserhalb dessen, unserer Wahl  in der vorigen 
Nummer entsprechend, auch f liegt. A sei der innerhalb ni liegende 
beschreibende P u n k t ,  durch welchen sus  M' der beschreibende Kreis b 

p z o g e n  ist. A, ist der Berührungspunkt von m und f ;  der Yurchmesser 
M A , M 1  schneide b in den zwei Punkten A und B", wovon A der dem 
A, nahere sei u n d  als Anfangslage des beschreibonden Punktes  ange.sehen 
werde. 

Um einen P u n k t  G des ersten halben Ganges der Curve zn erhalten, 
trage man auf f und ni von A, aux in entgegengesetztem Sinne zwei 
gleiche Bogeii, nicht grosser, als den halben Umfang von w ,  sonst von 
beliebiger Lange A, G ,  = d,Gf auf ,  ziehe den Halbmesser 11.1'6' und schneide 

stehiingsweise der verallgemeinerten cyklischen Curven schon behandelte. Unter- 
dessen habe ich erfahren, dass die doppelte Entstehungsweise noch früher von 
Herrn Professor T. R i t  t er s h a u s  verMtrntlicht worden ist (Verh. d. Vereins f. 
Gewerbfl. i. Preussen, 1874, Heft.111, S. 4), aber noch untor Bcibehaltung der drei 
Arten: Epi-, Hgpo- und Pericykloide; und dass ferner etwa zii der Zeit, al8 ich 
jenen Aufsatz absendete (October 1880), in dieser Zeitschrift (Bd. XXV, S. 263) die 
doppelte Entstehungsweise von Herrn A.Qie tor  eingehend untersucht und dar- 
nach eine neue Eintheilungswei~e vorgeschlagen wurde, die von der meinigen sich 
nur dadurch unterscheidet, dase das Wort ,, gedehnt '' statt ,, geschweift '' gebraucht 
ist. Die Kennzeichen der Arten hat Herr Vie t O r nur der einen , gebriuchlicheren 
Entstehungsweise .eutnommen, wahrend die von mir aufgestellten für beiderlei 
Entstehungsweisen zugleich gelten. 
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ihn mit b in G". Denkt  man sich nun das Rollen ersetzt durch eine 
Drehnng von ni um Mt, bis A ,  nach G' nnd  A nach G" gelangt, nnd  
dnrch eine darauffolgende Drehung von ni und  b um Ml b i ~  der Berüh- 
rungspunkt von A, nach G p  kommt, so gelangt G" nach G .  Man erhalt 
G ,  indem man die Gerade G"A, zieht,  mit f in  dem zweiten Punkte G"' 
schneidet, auf f den Hog. Gt"G3= Bog. AzGe macht, die Selme G,G3 zieht 
und anf ibrer Verlangerung Ge G = A, G" auftriigt. 

Den K r ü m m u n g s m i t t e l p n n k t  GLder  c in G bestimmt man uach 
Nr. 2 ,  indem man A,G4 1 A, G" zieht,  sie mit G"M' in G4 ~ c ~ h n e i d e t ,  G4rM 
zieht, mit A ,  G" in  G5 schneidet und au€  G,GS die G , G ,  = A 2 G 5  auftragt. 

6. Die b e s o n d e r e n  P u n k t e  der Corve und  ihrer Evolute sind 
folgende: 

1) Die S c h e i  t e l  A, C und BI welche aus den Piinkten A und A" 
des Kreises 6 entstehen. Man rnaclit auf  f den Bog. A,C,  = Umf. ni, zieht 
MC,, tragt auf seiner Verlangerung C2C= A, A auf ,  so sind A und  C 
beetimmt, obenso Bog. A2 R, = + Umf. TV, R, R = A, B". Die zugehorigen 
Krümmurigsmittclpunkte A,, Cl, B1 erhalt man nach Nr. 3, 6), indem man 
die aiif irgend einer schief gegen MA, durch A2 gelegten Geraden schon 
bestimmten Punkte GOG5 benutzt (als welche auch die Futispunkte der 
aus M' und M auf 4 G "  gefallten Senkrechten dienen konnteu,  Nr. 3, 7). 

Man zieht namlich A Gr', scbneidet sie mit A,G4 in  Ad, zieht A4G5 und 
schneidet sie mit MA in Al, macht auch CC, = AA,. Entspreçhend 
B"G"B,, B , G ~ ,  B~~ B ~ ,  

7. 2 )  Der W e n d e p n n k t  W der c l  für  welchen der Krümmungs- 
inittelpunkt im Unendlichen liegt. Man construirt znerst auf kl A, den 
zu dem unendlich fernen Erümmuugsmittelpunkte gehorigen beschreiben- 
den Punkt  0, entweder in  der zu der vorigen Construction umgekehr- 
ten Weise, welche aber i n  der Fignr  riicht angegeben ist ( G ,  Lr411MA,, 
G5U4 geschnitteu mit A z G 4  i n  U,, U,G" geschnitten mit MA,  in U ) ;  odsr 
man beachtet, dass i n  Formel 2) y= O ,  p = CO, p = A, U wird, daher, 
weil auçh A, B'= 2 r', 

wornach die Construction in der F ignr  ausgeführt ist. . 

Nun konncn alle uncndlich fcrncn Punktc  als auf oinem Kreise 
liegend angesehen werden,  welcher f in A,  berührt;  daher  enthalt der 
übor A, U als Durchmesser gezeichnete Kreis alle P u n k t e ,  deren zugeho- 
rige Krümmungsmittelpunkte im Unendlichen licgen (3, 8). 

Der  Schnittpunkt W" dieses Kreises mit demjenigen 6 bestimmt 
dann in derselben Weise,  mie G" den G, den  Wendepunkt  W der Curve 
c l  und ihre Normale WH',, welche A s y m p t o t e  d e r  E v o l u t e  ist. ' e'i 
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Verandert sich r von O zu m, so verandert sich A, U von O zu r' 
und U bewegt sich von A2 zu M'.  

A n  m. I n  der  K i n  e m a  t i k  wird die Bewegung eines starren ebeneu 
Systnms iu eiuem festen System auf das Rollen einer Curve ?u des beweg. 
lichen auf einer Curve f des festen Syotems zurückgefülirt. Der augen- 
blickliche Beriibrungspunkt A2 ist der  einzige augenblicklich ruhende 
P u n k t  und heisst der P o l  oder das M o m e u t a n c e n t r u m ,  w und f 

haissen die P o l  b a  h n  e n  im beweglichen, hezw. festen Systeme, U heiat 
der W e n d e p o l ,  der Kreis U'W"A, der  W e n d e k r e i s .  

8. 3) Zwischon B und W wird sich noch ein P u n k t  G g r o e s t e r  
K r  ü m m u  n g der c ergcbeu. Er entstehe auÈ G", wozu der Kriimmungs- 
mittelpunkt G5 gehort. G" muss auf dem Kreise I> so bestimmt werden, 
dass der Krümmungsl~albmesser G,,C"= 6 ,  G = k ein Minimum k t .  Finden 
wir, dass G der einzige zwisçhen W und  H liegende P u n k t  grossteu oder 
kleinsten Krümmungshalhmessem G, G ist, so folgt ans der Nachbarschaft mi t  
W, worin Ic unendlich, dass G, G ein Minimum, sodann dass 6, R ein Maxi- 
mum ist. Setzt man,  wie in Nr. 1, Al G"= pl  GhA2 = q ,  also k = p + y ,  
ferner L Mr.4,G"= y, so ergiebt sich aus Gleichung 2) 

Differenzirt man nach g, und heachtet,  dass pl  p und cp veranderlicli, sa 
ethalt man nach einer Vereinfacliung 

und daraus nach einer Vereinfachung 

Der Werth d p  : d m  ergiebt sich am einfaülisten geometritich [Fig. 3a) .  
1 s t  L G"d, K - c /  cp, schneidet A', h den Kreis b i? K (benaclibart dem G"), 
k t  G"J 1 A, G" und 1 AzK, sowie N ' L  I A, G" gofallt, so sind die Drei- 
ecke KJG" und M'L 6" ahnliçh und es gilt 

K J :  JG"= ,WL: LG", 

oder, d a  K J = - d p ,  JGV=pdcp ,  M'L=rlsirlT, LG"=p-r'cosrp, auch 

d p  --- - p r' sin rp 

dcp p-r'coscp' 

viihrt man diesen Weith in den Aiisdruck von dk:d<p e i n ,  setzt diesen 
dann gleich Null, so erhalt man als Bedingung eines Maximums oder 
Minimums von k ,  nach Weglassung des Nenners ,  

O = - r'sin cp [p" r + - 2 p r r'(r + r') cos cp] 

- (p  - r'cos (p)p2 r rr(r + r') sit i  cp. 
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Diese Gleichung wird erfüllt durch s i n ~  = O ,  d .  i. für die Sctieitel A und 
8, und ausserdem nur noch durch 

'P -- - 3 r 
2r 'coscp 4 r  +2r" 

Schneidet man nun (Fig. 3 a) A, G"(= p )  mit dem Kreise ni in G, ,  
so ist A2 CG = 2r'cos rp; erriclitet man in G" und G6 Senkrechte zu dzG" 

und echneidet sie mit A,M' in  R uud H', so ist 8' der Endpuiikt des 
Durchmessers d,M'Bf des Kreises w,  und ein Kreis über A2H al8 Durch- 
rnesser (Fig. 3) schnaidet den Krcis b in dem gesncliten Punkte  G". 
H ergiebt sich aber durcli die in der  Fig.  3 angedeutete Construction aus 
(Fig. 3 a) 

Verandert sich r von O zu W, so veriindert sich A,H von O au 3r', 

und H bewegt sich von A, bis in die Mitte von M'B'. 
Da A, II > A, ti (Nr. 7 ) ,  so liegt H zwischen U und  fi', G" zwischen 

W" und B", u n d ,  wie vorhin angenommen, G zwisclien W und B. 

9. D i e  E v o l u t e  d e r  g e s c h w e i f t e n  E p i c y k l o i d e  hesteht für 
jeden Gang der Curve, wenn die Schnittpunkte W" und  G" reell sind, 
aus zwei ins Unendliche verlaufenden Aesten A', A, W'l und TT"', G, 8, K ,  S, , 
die als in dem unendlich fernen Punkte  W, zusammenliangend betrachtet 
werden konneu. E in  solcher Gang  der Evolute besitzt z w e i  u n e n d -  
l i c h  f e r n e  P u n k t e  und v i e r  S p i t z e n ,  wovon eiue (Ri) der Curve c 
abgckehrt ist (klcinste Krümmong),  drei (A, ,  GI, R I )  ihr zugokehrt sind 
(grrisste Krümmiing). 

Zur V e r z e i c h  n u n g  der  geschweiften Epicykloide mittels Krüm- 
mungskreisen reicht die Construction der hesonderen Punkte  in  dem Falle, 
dass sie nicht mehr, als einmal den Kreis f iimltiuft, gewohnlich aus. 

Nimmt r von O bis 03 Z U ,  80 veraudert sicb A, U von O zu r' uud  
A,E von O zu $7.'. Nimmt, bei unveriinderlicheu r und r', r" der abso- 
Iuten Grosse nach von r' zu O ab ,  so geht die Curve c von der Gestalt 
der Epicykloide durch die der geschweiften Epicykloide i n  den Kreis- 
und die Evolute der c von der Gestalt einer Epicykloide mit einer Spitze 
auf einem Gange durch dic in  Fig. 3 verzeichnete Gestalt mit zwei Aesten 
und vier Spitzen in den P u n k t  Ji iiber. Sobald der abnehmende Kreis h den 
Piinkt U d u r c h s ~ h ~ e i t e t ,  rückt W" in  d (da  A, U - < - A, M', Nr. 7) ,  es rückt 
auf c der P u n k t  W in A ,  uud bei der  Evolute verschwindet der unend- 
lich ferne Punkt  mit dern aussern Curvenaste und bei weiterer Verklei- 
nerung von b rückt die Spitze A, aus .dem Unendlichen ins Innere  des 
festen Kreises f. Sobald ferner der Kreis b den Punkt  H durctisclireitet, 
rückt G" in B" oder in A ,  je  nachdem A, H > odar < A ,  M' ist (Nr. 8), 
es rückt auf c der P u n k t  G in R oder i n  A ,  und bei der Evolnte ver- 
lichwinden G1 und R I ,  so dass nur  noch zwei Sp i tze t  A,, vorhanden 
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136 Die Evoluten der  geschweiften u. verschlungenen cykl. Curven. 
----a-- . ~ - F C C z N . T - - - - ~ , - . , z z d - - > , - -  

sind. Fiir UM'= M'H verschwinden beide P u n k t e  G und W, sowie G, 
und Wl zugleich; es findet dies s tat t ,  wenn der aus  den Formeln für 
A, U und  A,H (Nr. 7 und 8) gewonnene Ansdrnck 

oder wenn 
, r r=-(13-1) 2 =0,366  ... r 

wird, wobei das  andere Zeichen der Wurzel  weggelassen k t ,  da wir 

die Entstehungsweise mit r ' )  O gewahlt haben. J e  nachdem dagegen 
U M ' S  M'H und r '$0,366r ,  verschwindet zuerst G oder zuerst W. 

10. D i e  v e r s c h l u n g e n e  E p i c y k l o i d e  ist i n  Fig.  4 a n  entspre- 
chenden Punkten mit übereinstimrnenden Bnchstaben, wie die geschweifte, 
bezeichnet. Bei ihr i s t ,  absolut genommen , r" > r', daher whneidet der 
Kreis b die Hilfskreise A, U, A2B nicht,  und  die Punkte  W und G kom- 
men auf der  Curve c nicht vor. J e d c r  G a n g  derselben besitzt einen 
S c  h e i t e 1 A grosster und  einen B kleinster Krümmung , und jeder Gang 
der  Evolute z w e i  S p i t z e n  Al und B I .  

Einen a l l g e m e i n e n  P u n k t  P und  Pl der Curve c l  bezw. ihrer 
Evolute erhalt man,  wenn man eus Az einen beliebigen Strahl zieht, 
dessen einer Schnittpunkt mit dem Kreise b der  Puiikt F" sei, zu P" 
den Krümmungsmittelpunkt P5 bestimmt (5) u n d  daraus P und Pl her- 
stollt. Einen b e m e r k e n s w e r t h e n  P u n k t  E gewinnt man,  wenn man 
d, E " l  in A, oder als Tangente  an f und  nr zieht; dsnn  f d l t  E5 in A, 

(3, 3). Hieraus leitet man die Punkte  E nnd E, a b ,  f ü r  welche die Nor- 
male EE1 der c zugleich die Tangente der  Evolute und  des Kreises f in 

El ist. Ausser A ,  B, C, E wird ein zweckmassig durch einen Strahl A,P" 
gewahltes Panktepaar  zur Verzeichnuug eines Gauges beider Curven 
bei uicht mehr als einmaligem Umlanfen der c um M gewohnlich genügen. 

D e r  D o p  p e l p n n  k t D der c liegt anf ihrer Symmetriolinio MA,. 
E r  entsteht ans dom P u n k t e  D" des Krcisos b, dor so liegt,  dass, wenn 
man die Gerade MD" mit f in Do und  die M'D" mit m i n  D' schneidet, 
Bog. AZDB = Bog. Az Br ist. Denn  dreht man zuerst ni um M', bis A, nach 
n' und  A nach D" kommt, so  muss man dann  noch w um M drehen,, bis 
D, nach 4, also D" sammt der Geraden MD,u" i n  die Gerade MA, ge- 
langt. Man kann  D" durch eine Fehlercurve ermitteln, bestimmt durcb 
die Schnittpunkte von Strahlen auR M und M', welche auf f, bezw. auf 
ni von At ans  in gleichem Siune gleicho Bogen abschneiden. 

11. W e n n  bei unveriinderlichen r und  r' die Grosse r" von r' bis 
cn wachst, so verandert sich die E v o l u t e  von der  Gestalt ciner Epi- 

cykloide aus,  indem eu der Spitze Bl noch die Al hinzutritt ,  und wird 
für r"= ca wieder,zu einer Epicykloide, indem der Satz gilt:  
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, ,Die Evolute der versclil~ingenen Epicykloide mit unendlich fernem 
beschreibeuden Punkte  ist auch die Evolute einer gewijhnlichen Epi- 
cykloide mit demselben festen und  mit einem walzenden Kreise, dessen 
Halbmesser halb so gross, wie im ersten Falle 

Denn ist im ersten Fallc Br' (Fig. 5)  der beschreibende P u n k t  mit 
rU=oo, und drcht man w nrn M', bis B" nach P" und R' nach P r  ge- 
larigt, 80 bestimmt man auf A, FI" den zu P" gehorigen Krümmungsmit- 
telpunkt P5 dadurch (Nr. 5 ) ,  dass man A,  P, 1 A, P" zieht und mit P"M' 
in 1>4 schneidet, worauf P,M die A, P" in P5 trifftj und aus P5 bestimmt 
man P,, wobei Bog. A, P, = Bog. B'P', L f, P2 t; = L f, A, P5 nnd P,1: = A, l 5  

wird. 1st aber für die Epicykloide der walzende Kreis der mit dem Durch- 
messer A, M'= r' und dem Mittelpunkte M M ,  ist ferner M' der  beschrei- 
bende P u n k t ,  und dreht  man den walzenden Kreis um dl", bis Al' nach 
P'' auf d,P" kommt, und bestimmt zu P"' den Krümmnngsmittelpunkt, 
iodem man F M "  mit A2 P, schneidet,  so gescliieht dies in  dem d o n  
crhaltenen Punkte Pd, weil jeder dieser l'unkte der zweite Schnittpunkt 
der Geraden A2P4 mit dem Ereise -4 ,M'  i'st; der friiheie wegen A, P4M'  
= 90' und A, W' ein Durchmesser, der letztere wegen P"'A ,>~=  90° und 
P'"M"'P~ ein Ihrctimesser. P4 M schncidet dann  auf A,P'" den auch zu 
P"' gehürigen Krünimungsuiittelpunkt 1j5 eiri. Weil ausserdem Bog. IM'P"' 
=Bog. B'p ,  also bei der Uebertragung =: Bng. A,P2, so fallen auch die 
Geraden P2Pl und  die Punkte  Pl für beide Evoluten zusammen. Daher  
sind die Evoluten dieselbon, rnogen die Werthe von (r ,  r', r") glcicti 
(r, r', oo) oder gleich (r ,  t r ' ,  +r') fiein. 

12. D i e  g e ~ c h w e i f t e  H y p o c y k l o i d e .  Bei ihr ist der Halb- 
messer des walzenden Kreises negativ; und  wenn wir durch r' seinen 
absoluten W e r t h  hezeichnen, so tritt  in den Formeln für die Epicykloide 
-r' an die Stelle von r'. Von den beiden moglicben Entstehungsweisen 
wahlen wir wieder diejenigc, br i  wclcher der  absolute Wcrth von r':r 
nicht der grossere, also r'< & r  ist. Diese Curve besitzt wieder im All- 
gemeinen den W e n d e p u n k t  W (Fig. 6) und den P u n k t  d e r  g r o s s -  
t e n  K r ü m m u n  g G. Die Formeln der  Nr. 7 und 8 werden zu 

wonach die Hilfskreise mit den Dnrchmessern A, 17 und A , A  verzeichnet 
sind. Schneiden sie, wie in  der Figur, den Kr& b in  den Puukten W", 
bezw. A", so Sind die Pnnkte W und  G reell, deren Construction wie 
bei der geschweiften Epicykloide ausgefübrt wird. 

Wenn r' von O bis +r zunimrut, so veraudert sich A, U von r l (= O)  
zu 2 r '  und A,H von #r '  zu 2r'. Die Formeln ergeben, wenn man A 2 B  
und - A, U entwickelt, d a m ,  eo lange nicht r'= 2 r,  A, B') A,H> A, Z1 

> A,.ti". Nimmt daher r" von r' bis O a b ,  so rückt erst H, dann U i n  
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138 Die Evoluten der gerichweiften n.  verschlungenen cykl. Curven. 
P" 

B", auf der Curve erst G ,  dann W in R ,  und aiif der Evolute erst G1 

und R, in B i ,  dann verschwiridet der unendlich ferne P u n k t  W, mit dern 
aussern Aste der Evnlute, bis zuletzt c ein Kreis,  die Evolute der I'unkt 
M wird. 

13. D i e  v e r ~ c l i l u n g e n e  H y p o c y k l o i d e  (Fig. 7 j  enthehrt der 
Punkte  W i i n d  G. Die E v o l u t e  besitzt z w e i  S p i t z e n  auf j e d m  
Gange und wird, entsprechend wie die verf icl i l~in~ene Epicykloide, fiir 

r"=m zu einer getneinen Bypocykloidr, die auch die Evolute einar an- 
dern LKypocykloide mit den Maassen r, +r' ist. 

Bekanntlich gehen die geschweifte und verschlungene Hypocykloide, 
wenn r'- $, r v i r d ,  in die E l l i p s e  über, welche zwei Gange dieser Curve 
darstellt. Die. Entsteliung der Evolute der Ellipse ist bei der ver- 
schlungenen Hypocykloide am leiclitesten eu ühersehen. 

14. D i e  g e s c h w a i f t e  C y k l o i d e  (Fig. Y)  ist der besondere Fall 
dcr geschweiften E p i -  und Hypocykloide, in welchem r = cm wird. Für 
die beiden Hilfikreise wird d ~ h e r  nach Nr. 7 und 8 

A,u=$A,B'=T- '~ A , H = + A ~ B ' = + ' .  

I laher  fallt U in M '  und A,, W" igt eine Tangente an den Kreis 6, E O  

dass man den Hilfskreis A2 U entliehren kaon. 

15. D i e  v e r s c h l u n g e n e  C y k l o i d e  (Fig. 9)  ist dureh ihre 
Scheitel A ,  R,  Cl ihren Schnittpunkt E mit der Bahnlinie f ,  ihren Dop- 
pelpunkt D und die zugeliorigen Krümmiirigskreise gezeichnet, ihre E v o -  
l u t e  durch die entspreclienden Punkte.  

16. D i e  g e s c h w e i f t e  K r e i s e v o l v e n t e  (Fig. 10). Bei ihr ist  
, ' I  

r = r = a, daher nach Nr. 7 und 8 
4 ,  A , H - s r ,  A g H 1 = & A p f 3 = 4 r .  

Die so hestimmten Kreise, welche n%mlicli Ag U zum hrc l imesser ,  bezw. 
Hl ziim Mittelpunkt und H I A ,  zum Halbmcsser haben, schneiden b in 
den Punkten W" und G", bestimmen dadurch auf  c die H' und G, und 
auf der Evolute Wl und Cl. Die ganze Evnlute, der nur  ein Gang 
zuzuschreihen is t ,  besitzt im Allgemeinen zwei Aeste, zwei Asjmptoten 
und drei Spitzen. Sie schneidet den Kreis f in einem Punkte  J I ,  den 
man erhiilt, wenn man den Punkt  J,, auf f so bestinimt, dass sein Ab- 
stand J ,  J" von 6 gleich dern Durchmeeser A, M N von f ist. Uas Dreieck 
J ,  A, J" hat mit demjenigen A2J4 N zwei Seiten und  den eingeschlossenen 
Winkel  (J,, und AJ gleich, ist also mi t  ihm ccingruent und daher bei A, recht- 
winklig, der  zu J" gehorige Kriimmungsmittelpunkt J1"ergiebt sich dann in 
gewohnlicher Weise dorch J"J4 b, + f 2 ~ , ~  A,J", durch den Schnittpunkt J4 
beider Linien, u n d  den Schnitt  von J"A,  mit J , M ,  welcher auf f in ~" ' l iegt ,  
weil L J,A, J"'= 90'. Bus J"' ergiebt sich dann der  Schnittpunkt Jy  der 
Evolute mit w in gewohnlicher Weise durch Bog. JV'J, = A, J'= A J". Man 
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erkennt leicht, indem man G als laiifenden P u n k t  ansieht,  dails, wenn 
G" von .4 aus über J" hinausrückt,  G ,  ausserhalb und G, innerhalb des 
f gelangt, so dass die Evolute der c ,  mit Aumahme für das endliche Stück 
zwischen den beiden Punkten J, innerhalb f liegt. Ausserdem wird mit 
dern sich über J" hinaiis entfernanden G" die Sehno A,G"' kleiner und 
kann jede beliebige Kleinbeit erreichen, wahrend z u g l ~ i c b  der Abstand 
des G ,  von f klein von der  sweiten Ordnurig wird,  wcraus f'olgt, dass sicli 
d i e  E v o l n t e  d e r  c d e r n  f e ~ t e n  K r e i s e  f v o n  i n r i e n  a s y r r i p t o -  
t i s c h  a n n a h e r t .  

Wachst r'- r"= A, A von Null a n ,  so vorschwinden zuerst für A2 A =  r 

die Wendepunkte W der c und der eine Ast der 'Evolu te ,  wiihrend der 
andere Ast eine unendlich ferne Spitze A, erbalt neben den beiden im 
Endlichen h g e n d e n  Spi tmn G1.  A ist dann ein Flachpunkt  der c. F ü r  
A 2 A =  21- tritt die Spitze A, auf den Kreis f (Gleich. 2)  und kein P u n k t  
der Evolute liegt mehr ausserhalh f ;  fiir A2A - 3 r vereinigen sich die 
beiden G, mit A,, so dass nur noch eine Spitze besteht. Diese naliert sich 
k t  weiter wachsendem A, A von N lier dern M ,  worin für d 2 A  = cr, sie 
(Nr. 3, 6) und  die ganze Evolute anlangt. 

17. D i e  v e r s c l i l u n g e n e  K r e i s e v o l v e u t e  (Fig. 11). Ein all- 
gerneiner P u n k t  P mit P l ,  der Doppelpunkt D, die Spitze Al zu A sind 
nacli dem allgemeinen Verfahren bestimrnt. De,r Schnittpnnkt F der c 

und f entsteht au8 dern Schnittpuiikte P" der  b und f, indern man Bog. A, F, 
= A,F'= AP" und h g .  E', F =  Bog. A, F" macht. Die Evolute schliesst 
sich wieder dem Kreioe f asymptotiscb von innen an. Wachst r"-r' 
= A,d von Null a n ,  so rückt A, von A, gegen M; fiir A , A =  r wird die 
Curve eur A r c h i m e d i s c h e n  S p i r a l e ,  indem b durch M g e h t  und die 
Bewegung des P" auf b gegen M mit der 1)rehungsbewegung des 6 pro- 
portional wird; Al liegt dann in der Mitte von A A , ,  indem in Gleich- 
ung 2) cp = O ,  r'= m, p - - r ,  daher q = $ r  wird. Bei weiter wachsen- 
dern AB A verschwiridet mit A, '4 = 2 r  der Sctinittpurikt Y, und die Spitze 
A, nahert sich irnmer mehr dern IV,  worin sie und die ganee Evolute für 
A, A = m anlangt. 

K a r l s r u h e ,  im October 1880, 
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VII. 

U e b e r  D i s t a n z r e l a t i o n e n .  

Von 

E. STUDY in Leipzig. 

Die Lehre von den Distauzrelationen und Tetraederproducten ist 
neuordings mehrfach ausfuhrliah behandelt worden : s o  von B a  l t  z e r ,  
welcher in seinem Buche ,,Theorie und Anwendungen der Determinanteni' 
$5 16 und 17 zuerst eine zusammenhangende Darstellung der einzelnen, bis 
dahin nur  zerstreuten Satze gab ;  dann von D a r b o n x * ,  F r o b e n i u s * * ,  
d l O v i a i  O *** u. A. in verschiedenen Aufsatzen. 

B a l  t z e r und F r o  b e n i u s  gewinnen ihre Resultate uuter Zugrunde- 
legung des Cartesischen Coordinatensysterns hauptsiichlich durch Multi- 
plication gewisser Determinanten ; D a r  b O u x ,  der ebenso , wie F r  O be - 
n i n s ,  interessante geometrische Anwendungen giebt ,  durch gleichzeitige 
Benutzung und  geschickte Verkniipfnng zweier verschiedener Coordinaten 
systeme, von welchen das eine mit der Natur des Gegenstandes in engem 
Zusammenliange stelit, mit Hilfe der Methoden der  neueren Algebra; 
d 'O v i d i o  endlich giebt eine Verallgemeinerung der  'i'heorie unter Anwen- 
dung der projec,ti~en Maassbestimmung auf beliebig viele Dimensionen. 

Es ist nnn der Zweck d i e s  e r  Arbeit,  eu zeigen, dass man dirse 
metrischen Relatioueu aus gemeinsamem Ursprung auf eine ausserst ele- 
mentare Weise ableiten k a n n ,  iudem sie hich als sehr einfache Consequen- 
zen bekannter elementarer Satze darbieten , so dass man leicht n ich t 
n n r  z u r E r k e r i n t n i s s  i h r e r  f a c t i s c h e n  G e l t u n g ,  s o n d e r n  a u ç h  
z u r  E i n s i c h t  i h r e r  i n n e r e n  N o t h w o n d i g k o i t  gelangt. 

Diese Einfachheit der Entwickelnng ist zum Thei l  durcb die enge 
Verknüpfung bedingt,  welche die Distanzrelationen mit den Eigenschaften 

,,Sur les relations entre les groupes de points, de cercles et de sphères 
dans le plan et dans l'espace41 in Ann. de l'ficole norm., 1572. 

** ,,Anwendungen der Determinanten auf Geometrie", C r e l l e ' s  J., J. 79. 
*** ,, Alcune proprieta metriche e t c t L  in AtLi della Academia dei Lincei Ser. II 

Vol. III, 1875i76, S. 260; andere Aufsatze cbenda S. 661, 723, Ser. III Vol. 1 S. 929 
(1877). - Von anderen Arbeiten ist mir namentlich von Kutzen gewesen: Bauer, 
,,Bemerkungen über einige Deterrninanten geornetrischer Bedeutung" in den Yer- 
handlungen der mathetnatischen Classe der konigl. bayr, Akademie, München 187X 
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Ueher Distanzrelationen. Von E. STUDY. 141 

des Schwerpunktes verbindet,  a n d  dann dadurch, dass sich von diesem 
Gesichtspunkte aus die  Einführung eines willkürlichen Coordinatensystems 
(und so muss hiar ein jedes mit Ausnahme des barycentrischen hezeich- 
net werden) als überflüssig erweist, wodurch framde, die Uebersicht 
erschwerende Elemente vermieden werden. 

Was die Darstellung betrifft, so glaubte ich mich bei dem so vielfach 
behandelten Gegenstande auf die  Grnndzüge beschriinken zn niüssen , um 
so mebr, als in fast allen Fiillen, wo es sich um weitere Ansführung und  
Umformung der einzelnen Satze handelt,  nur  Her rn  D a r  b o u x '  elegante 
Darstellungen zu wiederbolen gewesen waren; doch habe ieh mir erlaubt, 
in eiuem Anhang zu den  zahlreichen , von den Herren F r O b e n  i u s und  
D a r b  o u x  gegebenen geometrischen ~ n w e n d n n ~ e n  einige, zum Thei l  viel- 
leicht neue hinzuzufügen. 

Ebenfalls der Kürze wegen unterliess i ch ,  bei jedem einzelnen Satze 
den Entdecker anzuführen, und  verweise i n  dieser Hinsicht auf obige 
Autoren, hesunders B a l t z e r .  - Auf die von Her rn  d ' O v i d i o  an-  
gewandte projective Maassbestimmung bin ich für jetzt nicht ein- 
gegangen; dagegen itit die Theorie auch hier für beliebig viele Dimen- 
sionen entwickelt, und  jeder S a t ~  bezieht sich, wo nicht das Gcgenthcil 
hamerkt ifit, ayf den ebenen & m m  von n Dimensionen. 

Das Gebilde, das  ans einem solchen Raume verrnittelst einer Trans-  
formation durch reciproke Radieu hervorgeht,  ist im Folgenden als , ,Kreis  
von n Dimensionen" bezeichnet. Unter  einer , ,Pyramide von n Dimen- 
sionen '' iat der einfachste K6rper  rite* Dimension verstanden, der  durch 

(n:l) Ecken,  Ranten  u. S. W. begrenzt wird. 

Durch die Ausdehnung anf eine heliebige Dimensionenzahl wird auch 
für den gewolinlichen Raum von drei Dimensionen ein Vortheil erreicht; 
denn die hierdurch entsteheude Complication der  Beweise ist unbetracht- 
lieh, und man wird so in den Stand gesetzt,  Satze,  die sonst getrennt 
erscheinen, gemeinscbaftlich zu betrachten; auch tritt  das Gesetz der i n  
den betreffenden Relationen vorkommenden numerischen Coefficienten erst 
bei beliebigem ti deutlich hervor. 

Es  seien S, -41, A,, . . . A.+, P u n k t e  eines ebenen Raumes Rn, und 
je  n + l  derselben von einrinder unabhëngig; bezeichnen wir dann die 
nicht verschwindende Pyramidp A ,... Ak-i S A k S 1  ... A,+-, mit L Y ~  und 
gelien ihr das positive oder negative Vorzeichen, j e  nachdem der Raum 

n-1  - 
RI, = ( A ,  . . . dk- A k +  1 . . . A.+,) von der  Geraden Ak S ausserhalb der 
Strecke Ak S getroffen wird oder nicht , ertheilen wir folglich der  Pyramide 
~,...A,+I das positive Volumen ,Yak, 6 0  i s t  S d u r c h  d i e  V e r h a l t n i s s e  
d e r  G r o s s e n  a, ... a,+i e i n d e u t i g  b e s t i m m t ,  u n d  d e r  S c h w e r -  
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p u n k t  e i n e s  M a s s e n s y s t e m s ,  i n  w e l c h e m  j e d e r  P u n k t  A h  mi t  
d e r  m i t  g l e i c h e m  I n d e x  v e r s e h e n e n  M a s s e  a k  b e h a f t e t  ist .  

Die Gerade Ak S trifft nkirnlicb d m  Raum R;-' in 'e inem Punkte S, 

-- 
Bezeichnet man nun die Pyramide n - l t e r  Dimension 

A, . . . Ak-1 d k + i . .  . S k  Ap+l . .  . AN+1 
mit sri und bestirnmt die Vorzeichen nach einem dem obigen ganz ana- 

logen Gesetz, s a  besteht die Proportion 

a l : < u 2 . . . : ~ k - l  : ( ~ k + l . . . : ~ ~ ~ + i = p ~ : f l ~ . . . :  p k - l : p f i + ~  . . . : p n + i i  

denn es is t ,  wenn hk und  h, die von den Punkten A h  und S auf den 

Raum R:-' gefiillten Lothe bezeichneu , 

also 
CYi: f f j  = pi: p* 

Der fiir n = 1 evidente Satz ist hiermit fiir beliebiges 11 hewiesen, weil 
- 

~ e i n e  Giltigkeit auf den Fal l  eines Raumes von n - 1 Dimensionen zu- 
rückgeführt ist. 

D e r  P u n k t  S kann leicht construirt werden,  indem man zuuiiclist 
nur  den  Schwerpunkt von zwei Punkten des Massensystem~ auffiuclit, 
daun zu diesom einen neuen P u n k t  hinznnimmt, und sa fort, bis die 
n + l  Punkte  Ak erschopft sind. Diese Construction fiihrt auch dann 
noch zum Ziele , wenn die Punkte Ak i n  einem Raiime von m < n  Dimen. 
sionen entlialten s ind ,  die Volume der Pyramiden nk also verschwinden. 
I>ie Verhaltnisse der letzteren lassen sich dann  auf unendlich viele Arten 

so best imnen,  dass m m  einen und denselben P u n k t  S erhal t ,  und man 
kann ~ i o c h  n -nt Bedingungen vorschreiben, denen aie genügen sollrn, 
eine Freihei t ,  welcher wir uns spater bedienen werdcn. 

Die  Piinkte A,. . . A,+i  bilden mit dem P u n k t e  S pin , , in  d i f f e -  
r e n t e s  M a s s e n s y s t e m "  ( R e y e  in C r e l l e ' s  Journal ,  J.72) ,  wenn wir 

S die Masse - .Zok beilegen. Ueberhaupt wird ein solches von Y = n + 2  
Punkten gehildet,  wenn man jedem Punkte  Ak die Masse der ihm gegen- 
überliegenden Pyramide a k  zuertheilt und die  Vorzeichen st? wiitilt, dass 
Bak verschwindet,  was (abgesehen von der entgegengesetzten Vorzeichen- 
bestimmung) nur  aiif cinc Ar t  moglich kt .*  

* Es kann dies irn Allgemeinen ausgeführt werden, indem man jedem Punkte 
Ak eiue ~ o s i t i v e  oder negative Masse beilegt, j e  nachdem er von dern durch die 
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v > n + 2  P u n k t e  konnen auf  unendlich viele Arten zn einem indif- 
ferenten System verbunden werden. 

Wir konneu nunmehr den Satz beweisen, der als die eigentliche 
Quelle der iui Folgenden betracliteten Relationen zwischeu Punkten und 
Ereisen angesehen werden k a n n ,  welche sich alle aus itim ohne Scliwie- 
rigkeit ergeben und durch welchen eugleich der Zusammenhang dieser 
Theorie mit- dcn Schwerpiinktseigenschaften klar hervortritt. 

1 s t  n a m l i c h  

(0; .-O).,.+, 
e i n  i n d i f f e r e n t e s  S y s t e m  e i n e s  R a u m e s  Rn u n d  O e i n  g a n z  
b e l i e b i g e r  P u n k t ,  s o  h a t  d i e  S o m m e  Z O d k 2 . c i k  e i u e u  c o n s t a n -  
t e ~ ,  v o n  d e r u  P u n k t e  O g a n z  u n a b h i i n g i g e n  W o r t h ;  es ist für 
jede Lage von O die Gleichung erfüllt 

Fallt  man narnlich aus  den Punkten  Ak Senkrechte hk auf einen 
beliehigen Raum R,n, welcher mit Rn in einorn und demselben Raume 
Rn+l  liegt, so kann  man laicht, ahnlich wie ohen,  durch den Schluss 
von n auf r i + l  darthun,  dass die Siimme Z h k a k  ( d m  statische Moment. 
des Systems in Beziig auf RIn) verschwinden muss. Sind nun O und Q 
zwei Punkte des Raumes Rn+', der eine derselben, 0, also ein ganz 
beliebiger P u n k t ,  und  O P  eine Normale von RIn, so kaun man dies 
offenbar aucli durch die Gleichung 

2 ) E Q A k . f o s Q A k ,  P O . a k =  0 
~usdrücken. 

Nud ist aber  uach einem elementaren Satee 

2 / ' 0 . Q d k  C O S Q A ~ ,  f J O  = O Q 2 f  PA&.2- Q P 2 -  Odk2 

und aus der Iiieraue mit Uerücksichtigung der Ident i t l t  B a k =  O ent- 
springenden Gleichuug 

20 A k 2 .  cik = L PAk2 .  ak 
folgt obiger Satz. 

Für  n = 1 nimmt er die bekannte einfnchere Forrn des S t e w a r t -  
achen Satzes a n ,  von welchem man bei der Reweisführung ebenfalls aus- 
gehen kann : 

,,Liegeu drei Punkte  A,, A2, z13 in  einer Geraden, so gilt für jeden 
Punkt O die Gleichung 

O A , ~ . A , A ~ +  O A ~ ~ . A ~ A ~ +  O A ~ . A , A , + A , ~ , . A , A , . A , A , = O . ~  

iitirigeu'Punkte gelegten Kreise n 'o r  Dimension aus- oder eingeschlossen wird; 
liegen alle Punkto auf einem Kreisc, so erhalt man die Vorzeichen durch einen 
Grenziibergang. Vergl. den weiteren Text. 
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144 Ueber I)istanzrelationen. 
----- 

Unser Satz 1) bleibt auch dann noch richtig, wenn man an die 
Stelle der Quadrate der Entfernungen die gemeinschaftlichen Potenzen 
boliebiger um die Punkte beschriebener Kreise setzt ,  wie man leicht 
erkenut ,  wenn man von der Gleichung 1) die Identitat 

ahnieht. 
Bezeichnen wir mit pok, pik die gemeinsame Potenz 

OdkL-z- rk2=2forkCOS~k 

der Kreise (O), (Ak), r e s p  (Ai ) ,  (Ak), und mit ak die gemeinschaftliche 
Potenz des Kreises (Ak) und  eines Orthogonalkreises* ( ~ ' k )  der nt1 
Kreise ( A , )  . . . (dk-i), (Ak+i) . . . (Ar), so Iasst sich unser Sa tz ,  wenn man 
den veranderlichen Kreis (O) einmal mit ( A ' ~ )  zur Deckung bringt, auch 
auf die Form 

3 z k p O k -  ak ' z k u h  

bringen, von welcher wir bei dieser Untersuchnng ausgehen wollen. 
Beiltiufig ergiebt sich : 
,,Bildet man von n + 2  Kreisen die gemeinschaftliche Potenz irgeud 

eines u n d  eines Orthogonalkrcises der übrigen n+ 1 Kreise, mnltiplicirt 
mit dem Volumen der von den Mittelpunkten der  letzteren gebildeten 
Pyramide,  so haben alle diese Producte denselben Werth."** 

D a  Bak = O ,  eo folgt hieraus noch 

Die Beziehung der beiden Kreissysteme . . . ( A k )  . . . und . . . ( A ' ~ ) .  . . 
ist eine durchaus wechselseitige, wenn die Mittelpunkte der K r e i ~ e  des 
zweiten Systems ebenfalls i n  einem Raume von n Dimensionen enthalten 
s ind ;  man erkcnnt leicht, dam i n  diesern Fal le  die Pyramiden I Y ~  des 
einen Systems den ihnen entsprechenden Pyramiden cr'k des andarn prc- 
portiorial sind. 

Sind z. B. A , ,  A,, A,, A, Punkte  einer Ebene  und A', der Mittel- 
purikt des K r e i s ~ s ,  der durch A,A,A4 geht ,  so theilen sich die Geraden 
A, A, u n d  A, A, i n  demselben Verhaltnisse, wie die entsprechenden A', A', 
u n d  Ae,A'.,; u. B. W. 

Bcsitzen die u ) n + 2 Kreise einen gemeinschaftlichen Orthogonal- 

kreis (='"' Dimension), so wird die Constante der rechten Seite der 
Gleichung 3) NuIl, nnd wir erhalten als Relabion zwischen den gemein- 
samen Potenzen eines beliebigen Kreises uud der Kreise eines solchen 
Systems die  Gleichung 

* Der Mittelpnnkt desselben wird irn Allgemeinen ausserhalb des R a m e s  
Rn angenommen; v wird hier =n+d vorausgesetzt. 

** Hienn liegt die Rechtfertigung der oben iiber die Bestimmung der Vor- 
zeichen der Massen LYA gemachten Remerkung. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von E. STUDY. 145 
w--.m.,,-zd2-- ----.-- ----------. 

5 1 Z'pok.  q = 0 .  
Zn weiteren Sgtzen gelangt man durcli Elimination der Grossen t ~ k  

sus den Gleiehungen 3) und  5). Man erreicht dieselbe wohl am ein- 
faclisten, wenn man den vcrandcrlichen Kreis (0 )  der R e i h ~  nach mit v 

beliebigen Kreiaen ( R , )  . . . (8,) ansammenfallen lasfit,, und gewinut so eine 
Reihe von Distanzre,lationen, die durcli verschwindende Determinanten 
dargeatellt we:den. 

Obgleich dieselheii sicli spater bei Berechnung der Pyramidenpro- 
ducte ganx von selbst darbieten, 80 sollcn doch ihre directen Beweise 
mit den nSchstliegenden Folgerungen hier kurz angeführt werderi. 

Zunachst ergiebt sieh aus Gleichiing 3 )  mit Zuzieliung der Identitat 
Errk = O als Relation zwischen den gerneinsamen Potenzen von v T n + 2 
Kreiscn eines n - dimensionalen Raumes und ebcnso vielen beliehiyen 
Kraisen : 

l f; C O S *  

6) 

sclirèibeii; mir construircn mit ihrer IIilfe ( D a r b o u x  a .  a. 0.) leicht 
einen Rreis, der n f 1 g ~ g e h e n c  Kreiso unter gegebenen \Vinkeln schiieidet. 

* Die~e Form der Gleichung stellt natürlich k e i n e  Ver:~llgemeinerung der- 
jenigen dar, welche aus ihr entsteht, wenn man wieder p,i= Ai Bk2 setzt. 

Zeltichrift f. Mathemztik u. Physik XXFII,  3. 1 0 

eine Gleichuug, nus der nach den1 Zusammenfallen beider Systeme die 
Bcdinguiig hervnrgeht, welche notliwendig erfüllt sein muss, wenn n + 2  
Punkte in eincm Raiime von 11 Diinensionen liegeu sollen. (Dass diese 
Bedingung aucli ausreiçherid i s t ,  erkenrit man spater au5 Uleichurig 20.) 

Bezeicliricu wir mit den Kadiiis des Kreises (Bk) und mit c c i s i k  

dcri Cosin~iti des Winkelv der Kreise (Bi) und ( B k )  (dic,wr , ,Winke lLL ist 
diircli die Gleicliung 

ni B ~ L  ,.t. ."- p k B  = p , k  = 2ri  ~k  COS^^ 

definiit, also von der Dimension und Stcllung der beiden Kreiae ganz 
iinalih%ngig), so konnen wir die Gleichnng 6) anch in der Fnrm 

. . * 

. .. 

. . 
1 P v l  ... Pr* 

= O , *  
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146 Ueber Dist~nzrelat ionen.  
_._-- 

Lassen wir den Kreis (B,) mit ( A , )  zusammenfallen und alle übri- 
gen Kreise von diesem rechtwinklig geschnitten werden,  so erhalten wir, 
wenn wir ans A, die ganae Figur  projiciren und  u wieder durch v - 1  
erset,zen, eine entsprechende Formel für den  Stralilenhündel 

1, C C P ' ,  . - .  "$Q' . I  

c lgr cosll . . . C O S , ,  

8) l : 
1 ..!grp. C O v  . . . CO, ,  

= O. 

r', . . . r', bedeuten jetzt die spharischen Radian von v 1) n + 1  Kreisen 

n x t e r  Dimension, welche auf einem Kreise k der n-] '" Dimension liegen, 
und @', . . . a'v die spharischen Radien eines andern Systems, dessen Kreise 
beliebig auf einem Kreise k, v -lter Dimension liegen, welcher mit k den 
Mittelpunkt und Radius gemein hat. (Aiidere hierher geliorige Formeln 
finden sic11 iin Anhang.) 

Ebenso,  wie zu der Gleichung 6), gelangen wir infolge des gleich- 
zeitigen Bestehens von u Gleicbungen dèr Form 5 )  zu der Relation, 
welclie n + 2  Kreise, die ein gemeinsames Potenzcentrum besitzen, mit  
n + 2 beliebigen Kraisen verbin det : 

9 .z + pl, . . . p * v  = O .  
D m  Zusammenliang dieser Gleicliung mit 6) erkennt  man ,  wenn man die 
Determinante l i n k ~  auf  die É'orrn 

O 1 1 . . .  1 
1 O P l 2  . . . Q," 

r l z  Al BI2 . . . f ~ ' , , ~  
- l 1 :  : 

. . 1 i r? n, i12  , ,  . 4;: 
hriogt und durcli den Raum [A]  cincn Itaurn n f l t e '  Uimension legt. 
L)ie um die T'iinkte Al . . . A, in d i e ~ e m  Ranme heschriahenen Kreise tzter 

Dimension sclineiden sich dann in zwei reellen oder conjugirt - imaginâren 
I'unkten Bo,  R',, und unsere Determinante, zu der wir noch 

- 

O O 
. . . '  l O A , B o V  .... O 

1 O Al BI2 . . . .r , 
1 ; 1 A v i 1 2  . . . A,BV2 : i  

addiren mogen; verschwindet, wie dieser Summand,  nach Satz 6). 
~ n s e r e ' ~ 1 e i c h u n ~  9) stellt aueh eine Ilelation für belicbigo u = n + 3  

Kreise eines Raumes riter Dimension und n + 3  ganz willkürliche Kreise 
dar ; für u = f i  + l findet sie in  einem besondern Falle der  gegenseitigen 
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Lage zweier v e r s c h i e d e n  e r  Systeme statt. H a t  man nzmlich zwei 
Systeme von n + 1 Kreisen, so wird im Allgemeinen jedes derselben i n  
dem durch die &Iittelpunkte des andern hestimmten Raume einen Ortho- 
gonalkreis mit cndlichem Radius besitaen; und  wenn diesc Orthogonal- 
kreise sicli wiederum rechtwinklig schneiden, so vcrschwindet die Deter- 
minante 9) ,  wie man ails der Gleicliiirig 6)  direct ablesen kann. 

Dasselbe gilt natürlicli aiich von der Determinante 

10) 2 + COSil . . . COSV", 
von welcher wir leicht ausserdem noch die Satze heweisen kbnnen (es 

wird vorausgesetzt, dass die i n  Esde detienden Kreise ator 1)imensiori 
alle durch einen einzigen Kreis hbherer Dimension vei-hunden werden 
konnen. Obgleicli es hei diesen Sateen auf die Dimension der einzelnen 
Kreise nicht ankommt, sondern nur  auf ihre spharischen Radien nnd den 
spliarischcn Abstand der Mittelpunkte, bedienen wir uns doch dietiar 
bcsondcrn Bezeichnungsweise): 

,,Dan Verschwinden der Dcterminante 10) stellt eine Relation dar  : - 
1. für v = n + 2 Kreise n Z t n r  Dimension eines Kreities n - lteT Dimen- 

b 

sion und n + 2 bcliebige Kreise n - 2ter Dimension; - 
2. fü r  1 1  = n + 1 Kreise a'"' Dimension eineç Kreises n - lter Dimen- 

sion, die einen gemeinfiamen (fiphariscben) O r t h ~ ~ o n a l k r e i s  besitzen, 
und n+ 1 beliebigo Kreise der n - 2'"' Dimension ; -- 

3. für zwei Systeme von II Kreisen II - 2'" 1)immsion j e  eines Kreises 
t e r  n -  1 Dimension , welche so liegen , dass derjenige Orthogonalkreis 
des erst,en Systemfi, welclier seinen ( ~ ~ ' J a r i s c h e u )  Mittelpuukt auf  dem 
Trager des zwciten Systems bat, von dem analogen O r t h ~ ~ o n a l k r e i s e  
des zweiten Systcms normal geschnitten wird." 

Die Gleichung 10) in Verbindiing mit 7 j ,  resp. 8) dient uns (vergl. 
D a r b o u x  a. a.  0 . )  anr Losung der Aufgahe: , ,Einen Kreis eu con- 
struireii, der n + 2 gegebene unter gleichnn Winkeln schneidet ", sowie 
der analogen Aufgabe des Strahlenbündels. 

Die Bedingung dafiir, dabs n + 2 Kreise ein gemeinsamefi Potcnz- 
centrum besitzen, Iasst sich noch in einer arideren Form darstellen. 

Fügen wir namlich der Ileterrainante 9) die Zeile 0 0 . .  . 0 und dann 
die Colonne 1 1 . . . 1 hinzu, so erhalten wir durch Verbindnng dieser 
Cnlonne mit den übrigèn, wenn wir das  eine %stem von Kreisen mit 
dem System der Mittelpiinkte des andern zusammenfallen lassen: 

I 1 r I 2  
' .  

ry2 , . . rW2 1 

wofür wir aucb 
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Ueber Distanzrelatiouen. 

Zrk2  uk = n ' k  wk 

schreiben konnen,  wenn nnk die Potenz des Punktes Ak in Bezug auf 
den Kreis bedeutet,  der durch die übrigen P u n k t e  geht - eine Gloich- 
ungsforxn, die sich aiicli direct aus 3) ergiebt. 

Ebenso Iasst da6 Verschwinden der Determinante . 

schliessen, dass ein Kreis existirt , welcher die ersten in Diirchmessern 
schneidet. (Vergl. auch Anhang Nr. 7.) 

An diese Gleichungen schliessen sich solche an,  welche Beziehungen 
zwisclien den gemeinschaftlichen Tangenten von K r ~ i s e n  herstellen. Die- 
selben lassen sich nach dem C 11 a E 1 e s  ' scliru Ahbildungspriucip aiif die 

bisher behandelten zurückfüliren, siiid aber auch Ieicht direct abzuleitm. 

Die Mittelpunkte A k  von n + 3  Kreiseri lassen sich n#mlich auf un -  
eridliüh viele Arten zu einem iudifi'erenten Syoterri vereinen;  wir wiililen 
dasjenige, welches die Bedingung 

Zrl ,  (Yk = O 

erf'üllt, und er1i:ilteri nun , wenn l p q  die grriieinsarnc Tangente der Krcisc 
( A p )  und  ( B q )  k t ,  für die Summe 2 l k q . o k  einen constanten, vuri ( B q )  
unabhangigcn Wertli;  man gclangt leicht zu einer Gleicliung von der 
Form 6). 

B ~ r ü h r t  ( A , )  alle (Ilp) und (fi,) die sammtliclien ( A p ) ,  80 findet man, 
wenn v = n + 2 :  

13) 2 rt t , , 2 . . .  [ * y z  = n 
und hieraus nach dom Zusamrnenfallen beider Systeme die Bedingung 
dafür, dass v = n + 2 Krcisc von einem n + 3 ' ~ "  h~,r i ihr t  werden. 

Die Interpretation dicser Gleichnngen fiihrt , gemzss dcm C h  R S I  e s -  
schen Princip (S. D a r  b o i ix  a. a.  O.), zn einfachen geometrisclien Satzen, 
2. B.: 

,,Zn fiinf Kreisen der Ebene lassen sich f i i n f  Punktc? des Ilaunies 
von drei Dimension-en so construiren, dass die Abstand<: der 1ctzt~rr11 
den gempiiischaftlichen Tangenten der ersteren gleiçli werden." 

(Mau erlialt diese Pui ikte ,  indeni rriari in den Mittklpunkten der  
Kreise Sormalen eirichtet und xiif' diesen, unter Berücksiclitigung des 
Vorseichens ilirer Radien oder der Ureliungsrichtung der gpgebrnen 

Kreise, die [nit j/T rnultiplicirten Radion dieset Kreisc auftragt.) 
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, , Z u  vier Kreisen, die von einem fiinften berührt werden,  gohort 
ein Kreisvie,reck, dessen seclis Seiten den sechs gemeiriscliaftlicheu T a n -  
genten der vier Krcise bezüglich gleicli ~irid." 

Aus der A r t ,  wie wir z. B. au der  Determinante 6 )  gelangt sind, 
fnlgt ,  dass siçh die Untordcterrninanten irgend einer Colonne dieser ver- 
schwindenden Determinante verhaltcn, wie die Grossen z k c r k ,  a l ,  uz i  . . . a,. 
Hilden nun aiich die Punkte  B I . .  . 3, ein indifierentes Syfitem, so wer- 
den die Unterdcterminanten der K e i h e n  dieser Determinante proportional 
den entsprechenden Wertlien von 

n ' k B k r  Pli  Pr. 

Beriick~ic!itigen wir Beides, so folgt u. A. ,  dass 

ist , wo A einen Proportionalitatsfactor bedeutet. 
IIa nun weder in  dern Produçt  l inks,  noch in der Ueterminaute 

reehts dieser Gleicliung einer der Punkte  A,, Bq vorkommt, und da I. 
tieinen Werth offenbar niçht iindert,  weiiu man A p ,  Hg mit zwei arideren 
I'unkten A,, 8, der Systeme vertautiçht,, so entsteht die Frage ,  ob A über- 
liaupt von den Punkten dl .. . A,, R I . .  . By abhangt ,  u n d ,  wenn dies nicht 
der FaIl ist, welches die  absoluten Werthe der Unterdeterminanten von 
6) sind. 

Es ist nach dem V o r s t e h e n d ~  klar, d a s ~  die Restimmiing ein;r ein- 
zigeu dirsei. Untcrdeterminanten genügt ,  uni  sofort die Bedeutung aller 
übrigen zu finden; und cs ist dann gleichzeitig die Frage beantwortet, 
welche Deaeutung die Determinante 6) ha t ,  wenn v = n+ 1 ist ,  oder die 
Determinante 9) für v = n + 2  in dem allgemeirieren Fal le ,  wo sie von Nu11 
vereçliiedcu is t ,  d a  Ausdrücke von dieser Form unter den Subdetermi- 
uanteli von 6) vorkornrnen. 

mi r  wollen jedoch hei dieser Untersuchung nicht von der Determi- 
nante 6 )  selbst, sondern von einer andern Determinante aiisgehen, die 
infolge der Glcicliung 2) verschwindet und mit f i ) ,  die sich uns ja auch 
als einc Conxrquenz von 2) darbot, in einem engen Zu'sammenhange 
stebt (S. B a l t z e r  a .  a.  O. S. 220). 

Sind 

zwei indifferente Systeme,  nnd bezeiclinen wir das Pruduct 

-4, A, . 8, Bq cos A, A,, B, Bq = a, b q  c o s u p ,  OY 

mit cap, so ist nach Gleichung 2) 
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zp cc p @LYP Bq = 0 Y rq cp q Bq = 0 
und zufolge einer jeden dieser Gleichungen 

Vertauscht man jetet .4, mit eincm andern Pnnkto  A', des Kaiirnrs 
[Al  und rbanfio B, mit 8', ,  so Rndern sich in  dieser I'roportion alle 
Glieder, mit Ausnahme des ersten links und rechts. Wir erhalten dahcr 

% + I  Pn+ 1 - zt C i l  rsz . . Cnii - 
a ' n + i B P n t i  Z + C ' ~ , C ~ ~ . .  r n n '  

Vertanscht man nun  weiter A, und  B, mit anderen Piinkten -4, und H', 
der Raurne [A] und [ R I ,  eo entsteht ganz ebenso 

und so fort. Schliesslich gelari@ rnari durch Miiltiplicatiou aller so ge- 
fundenen Gleichungen au  der Proportiou 

( ~ n + i B n + i -  z +  E ~ ~ c ~ ~  . . .  ~ n n  - - 

15-1- 2 + c',, cfz2 . . . CL,' 
Verscliiebt man nnn noch die Systeme A,Atl A', ... A', uud Bo B', B' ,... B', 

parallel zn sich selbst, wodurch in der letzten Gleichung Nichts geandert 
wird, so sind a n  Stelle der ureprünglichen Punktgruppen zwei neue 
getreten, welrhe wir in den Raumen LA] und [BI ganz willkiirlich an- 
genommen hahen. 

E s  fnlgt daher aus unserer letzten Glrichung, dass 

2 - + cI1 rz2. .  . crin oder a l n 2 . .  . a,. hl h ,  . . . h , . E  + rosn ,  hl . . . cosa,h, 

sich von C Y , + ~ P , + ~  nur  um eineu constanten Factor c.A unterscheiden 
k a n n ,  wo c eine Functiou von 11 ist ,  1 dagegen von der Lage d ~ r  

Raume [ A ]  und [BI gegen einander abhangt nnd sich durch Parallel. 
verschiebung derselben nicht aridert. 

Kür e erhalt ruau mit  Zuziehung des speciellen Fa l les ,  wo die beiden 
Pyramiden zusammenfallen u n d  die Kanten u ,  a 2 . .  . a ,  alle aufeinander 
scnkrecht stehen : 

c = (n !)2. 

Nennen wir die positive Quadratwurzel sus der Determinante 

2 + C O S  al u,  . . . rns an a n ,  

deren sammtliclie L)iagonalt:lemrnte glrich der Eiuheit s ind ,  den ,,Sinus.' 
der  Ecke (A,) oder des Raumwinkels ( o , n ,  . . . O , ) ,  so fliesst hieraus sofort 
als Ausdruck der >i - dimensionalen Pyramide durch die Elemente einer 
E c k e  

14) I I  ! do A l . ,  . An = a ,  . . . a, sin (A , ) .  
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Von E. S T U ~ Y .  151 

Reilaufig ergiebt sich aus dieser Formel ,  wie man den Sinus eines Raurn- 
n !  

winkels auf - verschiedene Arten als Product von n + 1 Sinus einfacher 
2 

Winkel darstellen kann ,  sowie der Sa tz ,  dass sicli die Sinus der Pyra-  
rnidcnccken wie die Prodiicte der  nicht in  ihnen zusammenstossenden 
Kanten verhalten. 

Um nun auch A zu licstimmen, wollcn wir ~ i i n c l i m e n ,  .4, Al . . . A, 
sei dia Projection von il, B ,  . . . Rn, und  setxen 

Wir haben dano für I die Gleichung 

L Z + ros O, h l  . . . cos O ,  b, 
- (  ~ L I ) ~ A , A  1 . . . A , 2 = a 1 4 . . . n n 2 .  - 

II c o s o i  b l  . . . cosan h ,  

Mit Hilfe von 13) geht diese über in 

g- P ~ c o s n , b  , . . .  cosa,h,  
sin (al . . . a,)  - 

P cosa ,  bl . . . cos a ,  b, 

und hieraus endlich, wenn wir herücksiclitigen, dass 

fulgt 

Da nun i. einen s o n  der speciellen Beschaffenheit der  beiden Pyra-  
miden unahhangigen Werth besitzt, sr> ist dies anch für F( der Fal l ;  die 
Projection ciner n-dimensionalen Pyramide auf einen andern Raum von 
n Dimensionen ist alfio eino Pyramide,  deren Volnm gleich dem der  
ersten i ~ t ,  multiplicirt mit einem nur  von der  gegenseitigen Lage der  
beiden Ranme abhangigrn Factor  p ,  welcher seinen Werth bei Vertau- 
schiing oder Parallelverschiebung der Raume nicht andert.  

Sind niin diese Raume zu einem und demselben Raume Xte' 
Dimension parallel, so ist p offenbar der Cosinus ihreu Winkels; ist dies 
niçlit der Fa l l ,  so kann man im gewübnlichen Sinue des Wortes von 
eiuexn Winkel der Raume nicht sprechen, wir k6nuen aber die Con- 
stante 

arc  cos p [ A ] ,  [BI 

als , , W i n k e l U  von [ A ]  und [BI d e f i n i r e n  u n d  nnnmehr den allgemei- 
nen Satz aussprechen, von welchem wir in Gleichung 14 )  bereits einen 
speciellen Fa11 kennen gelernt haben : 

, , S i n d  A, A, ... A,, Bo B, ... B, z w e i  P y r a m i d e n  j e  e i n e s  
R a n m e s  [ A ] ,  [ B I ,  u n d  a, ... a , ,  b ,  ... 6, d e r e n  i n  A,, r e s p .  Bo zn- 
s a m m e n s t o s s e n d e  K a n t e n ,  s o  i s t  s t e t s  

15) 
( n ! ) 2  A. Al . . . A, . Bo BI . . . B, cos [ A ] ,  [BI 

= al . . .  a , .  b1 ... bn L'+ c o s a l b l  ... c ~ s a , , b , . ' ~  
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152 Ueber  Distanzrelationeu. 
--z--,----,-r->-m<---7 -- A--->-wn-- 

A u s  1 4 )  u n d  1 5 )  folgt noch für zweimal 1 1  Gerade  u r ~ d  die zu jeder 
G ï u p p e  parallelen l iaurne nter  Dimeusiou 

16)  sin ( a ,  . . . a,,) sin (b, . . . b,) cos [ A ] ,  [ B I  = 2' + cos a, hl  . . . cos a, 6,. 

D i e  De te rminan te  d e r  r r ch ten  Sei te  dieser Gleichuug varschwindet also, 
wenn  d ie  R a u m e  [ A ]  und  [ B I  zu e iuander  normal s ind*  oder  [Glcirh- 
iing 14)], wenu die Geraden e ine r  de r  Leideri Gruppcri  zu  einem Raurne 
von  weniger  a ls  n 1)imeiisionen parallel  s ind ;  de r  S inus  t:iries Kaurnwiri- 

kels  von  1 1 + 1  Geraden  verschwindet  
Ails d e r  Forme l  16) erhal t  man  lcicht r ineii  noch allgemeineien Aus- 

druck.  
Zunachst  f inden wii, wenn 

die  S inus  a l ler  Raurnwinkel s i u d ,  d ie  von j e  m Geraden  des  Systems 

n ,  . . . a,, resp .  b, . . . 11, getiildet werden , und  [y1] . . resp.  [a,] . . . [ap] 
clic zugehorigen Raumc  ml*' Dimension (veigl.  B a  1 t z e r ,  Determinaritan, 
S. 62) bezeichnen: 

qi . . . T~ . . . B F cos [yl] , [al] . . .  COS [qr ]  , [a,] 
17). 

= [E + COS al hl . . . cos a ,  b,] 

eine  Beziehung,  d i e  ers t  in Raumen  von  melir alfi dre i  Llirnensioiien zur  

vollen G e l t u n g  gelangt.  
Als Auedruck des  Volums de r  P y r a m i d e  durch die  Volume und 

. 

Winke l  de r  in  e iner  E c k e  z u ~ a m m e n s t o s s e n d ~ n  Pyrarniden n - ll'l' 
Dimension VI . . V ,  erhal t  m a n ,  wenn  wieder [FI] .  . . [V,] die  zugehori- 
gen  Raume bezeiçhnen (vergl. B a l  t z e r ,  S. 212) : 

19) nn-' d o d  ,... ~ : - ' = n - l !  V, . . .  V,.sin([V,] . . . [  V, , ] ) .  

m'ieder a n  d i e  Forme l  15) anknüpfend ,  gelangen wir j e t z t  zur  voll- 
~ t a n d i g e n  L o s u n g  de r  oben gestellten Aufgabe.  Wi r  finden namlich durch 
e ine  e iufache,  von B a l  t z e r  (a. a. O. S. 220) gegeliene Transformation 
den  Wertl i  eiuer u n d  folglich d e r  s%rnuitliçlieu Unterdetermiiianten von 6) 
(wenn man  nauilich den  Index  O mit  n+ 1 vertauscli t) :  

* E s  findet dics dann stat t ,  wenn die Fusspunkte der von irgend n + l  von- 
einander unabhangigen I'unkten des einrn Raiimes auf  den zweiteii Ilaum gefall- 
ten Lothe in einem Raiinie von weniger als n Dimerisioueu liegeu; da8 Uleiche ist 
aladaun für jcde ~olche Punktgruppe des einen oder andern Raumes der Fall, weil 
,u verschwindet. 
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1 A. Bop . . . A,, .Bl / 
- - i - 

Uie Determinante rechts in dieser merkwiirdigen IdentitRt nach dem Zu- 
sauirnenfallm beider Systeine gleich Nul1 g ~ s e t x t ,  liefert uns eine aiis- 
roichende Bedingung dafür, dass r i  + l  Punkte in eincm Raume von 
weniger als n Dimensionen liegen. 

Bus dem letzten Ausdrucke für das Product zwcicr Pyramiden in 
deil Cosinus des Winkels ihrer Raiime kaun man noch einen dritten 
lierleiten, in welchem zwei gauz willkürliche P u n k t e  S u n d  S' vorkomrnen. 

Setzen wir namlich 

und substituiren den Werth von A,, Rae etc. in dit. Formel 20); 8 0  ent- 
s teht  (vergl. B a l t z e r ,  S. 220) 1 ;  .;" ::: .in 

2 1 )  ( n ! ) 2 A o A l . .  . A , .  non,. . . B, C O S [ A ] ,  [ n ]  = - 
l . 

Uicse Formel bildet eine Verallgemeinerung des Pythagoraischen Lehr- 
satzes und dierit zur IJerechnnng des Voliims der einer Ecke A, gegcn- 

L P T  überliegenden Pyramide n - 1 Dimension au8 den Elementen dieser 
Ecke. Mari fiodet, wenn c P 4  die f'rühere Bedeutunç a,, . h, .cos a p ,  bq 11at: 

Ein einfacher Aiisdruck ergiebt sich uns hier aucli f ü r  den Radius t- des 
der I'yramida umschriebenen Kreises. Setzt man namlich iinter der Vor- 
aussetzung, dass A,+ i  der Mittelpunkt dieses Kreises ist ( B a l  t z e r  
a. a. O. S. 208) in der verschwindenden Determinante 

a o  erhalt man für r die Gleichung 
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Bus der Formel 20) erhklt man,  wie schon hemerkt,  leicht die Be- 
deutiing der Ileterminante 9 ) ,  wenn die n f 2  Kreise kein gcmein~am~s 
I'otenzcentrum besitzen, diese Determinante also nicht versühwindet. 

Wir finden 

24) c + p l ,  . . . p,, = (- 1)"+1 2" (n!)%jm'k ai pk r as  [ A ]  [n] 
für ganz heliebiges i und k. 

F ü r  v = nfl ha t  diese Determinante ebenfalls eiue sehr einfache 
Bedentung, welche mit der durcli die Gleichung 24) dargestellten in sol- 
cher Beziehung steht ,  dass die eine unbestimmt wird, wenn die andere 
in Geltung tritt. 

d u s  Gleichung 20) erhalten wir ntimlich sofort, wenn v = n, 

cine Gleichung, deren iinke Seite in  - 2 p l , .  . . pvv iibergeht, wenn 
p o k = p k o = O  wird fiir k = l  . . .  v .  

Fallt noch A, oder R, in  den Raum [A, . . .  A,], resp. [ B  ,... B,] 
liinein oder, was dasselbe ist,  setzen wir jetzt v = n + 1, so entsteht ins- 
besondere 

26) d,+i (A, B )  = (- l)n 2"(r1! )~~ , , .  A, . , . A v .  B, . . . B,  cos [ A ] ,  [ B I ,  

25) A V ( A , R ) ~ .  

- 

eine Formel ,  die einen einfachen Aiisdruck für don Radius des O r t h o p  
nalkreises von n + 1 Kreisen liefert, nanilicb 

O 1 1  ... 1 
1 O pol . . . Pov 

1 Pl0 Pi1 . .. Pi. 
. . 

m . .  

. .  . 
1 Pvo P v l  . . .  P.. 

= ( - l ) n + 1 2 n - ' ( n - 1 ! ) ~ [ 2 n ~ A , ~ ,  . . .  A, 
X Bo B1 . . . Bv cos [ A ,  Al . . . A,,] [ B o  RI . . . Bv]  
+ p o o A ,  . . . d . R, . . . R,, cos [ A , .  . .Av] [Ri .. . Bu]], 
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Eine ahnliche Formel erh#lt man fiir den Radius des Kraises, der 
n+l gegebene iri grossten Kreisen schneidet; auch ist es jetzt leicht, 
die Frage zu beantworten, welche Bedeutung die Determinanten 8), 10) 
etc. haben, wenn sie nicht verschwinden. 

Um den Zusammenhang der letzten Formeln mit - frülieren ganz 
klar hervortreten zn  lassen, sei noch die zweitci Redeiitung dcr Octer- 
minante E+ pli . . . p , ,  für Y = n + 1 angefiihrt, welche sie zufalge des 
C h  as1 e s '  schcn Princips besitzt. Unter alleu Orthogorixlkreiseu (fi,) des 
Systems ( A )  giebt es namlich in einem deu Raurn [A] euthaltenden Raume 
RnS1 zwei, deren Radien verschwinden; es sind dies die heiden Punkte  
R', und B",, in welcheu sich die  nm die Punkte  dk beschriebenen Kreise 
der Dimension treffen. 

Wir haben daher infolge der Gleichung 25),  indein wir v = n + 1 
annehmen , = k Pl, . . . P , J Y  
- - ( - 1 ) ~ + 1 2 n  ( n ! ) 2  [2 / ~ , h ' ~ .  cos [A; . . . A,] [ R ' ,  . . . R,] + B ' , A O   cos[^][^]] 

X Al . . . AV.  BI . . . B v ,  

wo ho ,  hs0 die von den Punkten  B',, A', auf den h u m  [ A ] ,  rcsp. [BI 
gefallten Lothe bedeuten. 

Vergleichen wir dies mit Formel 26j, so folgt u. A., wenn r, jetzt 
die diirch die Gleichung 27) definirte Redeutung hat ,  

ho2 + ro2 = O ,  

was auch leicht direct einznsehen ist. 
Die Gleichung 26) liefert uns also die reelle Bedentnng der Deter- 

mioante 20), wenn die aus den in letztercr vorkomrnendcn Abstanden 
zusammenzusctzenda Pyramide nnr  n reolle Ecken be'sitzt. 

1. Uei den Relatinnen, welche den für Punkte ,  Pyramidenproducte 
etc. abgeleiteten Satzen in der Gcometrie des Strahlenbündels entsprechen, 
spielt der Sinus der Ecke eine ahnliche Rolle, wie dort die Pyramide;  
die Anxahl der in  Betracht kammcnden Fiindamentdgehilde ist hier jedoch 
stets um eines verringert,  da der Ranm von n Dimensionen durch n+ 1. 
Pnnkte, seine Richtung dagegen schou diirch 11 Gerade bestimmt ist. 

Ein anderer, wesentlicher Untcrsühied iut der, dass sich die Vor- 
zeichen der durch n + 2 Punkte  hestimmten Pyramiden stets anf eine 
einxige Art so wahlen lassen, dass ihre Summe verschwindet, wahrend 
die ahnlich gebildete Snmme der Sinus der Raumwinkel von n + l  Ge- 
raden nnr  in einem besondern Falle don Werth Nul1 srlangt. 

Den bereits ahgeleiteten Satzeu konnen wir leiclit noch einige weitere 
hinzufügen. So finden wir, wenn wir annehmen,  dass in der  Gleichnng 
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3) der  P u n k t  Ak von allen übrigen gleichweit ahstclit, in  Berücksichti- 
gung von 14)  : 

,,Bedeutet ~k den Sinus der Ecke a, . . . a k - i n k + i  . . . a.+, , mit ciem 
positiven oder negativeii Vorzeiclien versehen, j e  naclidem ( v ~ r a u s ~ e s e t z t ,  
dass alle Geraden diirch einen Purikt gelien) n k  von dem durcb die übri- 
gen Geraden gehenden Rotationskegelraum aus-  oder eingeschlossen wird, 
so gilt für n + l  feste und  eine bewegliçhe Gerade o die Gleichung 

woraus man le.icht noch weitere Consequenzen ziehen mag. 
Auf iilinlicbe Weise erliiilt man aus Formel 23) (S. S i c  b o c k  in 

C r e l l e ' s  Journa l ,  J. 62 S. 151): 
Die Determiriante 

( I V  l l y P  
'1' . . . siu - 2' + sin - 
2 2 

liat für v = 71 den Werth 
(- l ) n + i  

tg p, tg r,  cos cp sin (A) sin ( B) cos [A] [BI ,  
2" 

wo ( A )  und ( B )  die von den Geraden O , .  . . O, ,  b ,  . . .  O, gebildetcn Raum- 
winkel,  [A], IR] die zugehorigen Raume,  p, und r ,  die Radien,  cp end- 
lich den Winkel der den beiden Ecken umsçhriebenen Kreiskegelraunie 
bczrichnet. 

E'ür v = I I  + 1 nimmt dieser Ausdruck die Form O .  m a n ;  wir e,rlial- 
tc?n in diesern Fal le ,  weriri wir die leiclit eu verifiüirende Relation 

in Retraçht zielitw, den wahren Werth obiger ~ e t e r m i n a n t o  

Sie verscliwindet, wenn die  Geradeu eines der Systeme zii Stralileti eiues 
Kreiskegelraumes parallel sind [vergl. die Formeln 5) und 9)],  sowie 
stets für v = n + 2 .  

2. Aus der Bedingung, dass drei Kiigeln, deren Mittelpunkte i n  

erste 
einer Geraden liegen, die -7- - (vergl. S c h l t i m i l  c h ,  'Geom. des 

zwcito 

rla . .M, ,1I, + r:. fil3 fi!, + r,' . Ml in2 4 N, JI3. M3 Ml. M, BI2 = O ,  

ergiebt sich in Verbindung mit  dern Satze von S t e w a r t  u. A. (vgl. Formel 5 ;  : 
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,,Sind ci, P, y die Mittcn der Diagonalen A,A, ,  Hl B,, C,C,, . . . eines 
vollstandigen Vierseitti, so gilt in Hczug anf jeden P u n k t  O des Raurnes 
die Glcichung O A ,  . OA, cos 8, OA2. p y 

+OR,.OU,cusB,OB,.yru = O .  
+oc1. OP, cosc, oc,.rug 1 

Berücksichtigt man ,  dass drei rnnktepaare  in  Invalution ais die 
Ecken eines vollstandigen Vierseits angesehen werden konnen,  dessen 
Seiten zusammengefallen s ind,  so k a m  man aus dieser Gleichung mit 
grosser Leichtigkeit die bekannten metrischen Relationen gerader involu- 
torischer Punktreihen ableiten. 

Von ilir i ~ t  die folgcnde nicht wescntlich verschicden: 

(OAI2 + OA,? By + (OBI2 + OB,,) y 
+(OC12+OC," 'Yp++py.yu .Ctp=o.  

V i e r  Punktepaare einer involutorischen Punktreihe erster Ordnung 
werden mit einem pi inkte  O ausserhalb durch die Gleichnng 

(On,. OA2.cnsAl On, - O Cl. 0 r,. cos Cl OC,) . ( R I  il, + R,D,) 
+ (O B ,  . on, cos R, o 1f2 - on,. on, COS O, on,. (cl  A, + C, A,) = O 

varbunden. 
Fiir vier Punktepaare einer involutoriechen Punktreilie zwritcr Ord- 

nung hat rnan d a g ~ g e n  
OA1.OA,.coSA, OA,.Py8-ORl.0B,  cosR,OR,.ydu 

+OL;.0C2.cosC, OC,.dffp-OD,.OD,.cosD, OD,.a/?y = O .  

Für F l a c h e n  z w e i  t e r  O r d n u n g  evistirt ein ahnlicher Satz ,  wenn 
die Involiitionsebene zu einer cyklischen Ebene parallel k t .  

3. Die Kugel ,  welcho vier gegebene in grosstcn Rreisen schnaidet, 
die, welche durch ihre Mittclpunkte gcht ,  nnd  die Ortliogonalkugel der 
vier Kngeln besitzen eine gomeirisame Potmzebene;  der geometrisclie Ort  
der Mittelpunkte aller Kugeln,  welche von einer gegebeneii rrchtwinklig 
und vol1 einer zweiten in  Durchmessern geschnitten werden,  ist eine 
leicht construirbare Kugelflaçhe, welche zur Losung der Aufgabe benutzt 
werden kann : 

,, Eine Kngel  zu construiren , die von drei andme.n rechtwinklig und 
von einer in einrm grossten Kreise, oder von zweien rechtwinklig und 
von xwci iii grosstcn Kreiscn, oder endlich von ciner Kugel rechtwinklig 
und von drei anderen in gr6st;ten Kreisen geschnitten wird." 

4. 1st O der Brenripiiukt einer Parabel und A B C  ein derselben urri- 
schriebenes Dreieck, so lirrt man für jede Lage des letzteren 

OA.si t iROC+ OR.sinCOA+ OC.si?iAOB=O. 

5. Sind a ,  oz al Strahleu einer Kegelflache zwciter Ordnnng,  deren 
Endpunkte anf einem Kreisschnittc derselben l i rgen,  und hedeutet z. B. 
n, den Sinus des Raumwinkels na n3 al, so ist sowotil 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



-- 
6. Uie Bedirigung, dass n + 3  Kreise von einern n+4'"' unter 

gleichen Winkeln geschriitteri werden, ist das Verschwindeu einer Deter- 
minante von der Form 9 ) ,  welche mau aus dieser erbalt,  wenn man an 

Stelle der gemeinschaftlichen Potenzen die Quadrate  der  Sinus der hal- 
ben Winkel  setzt. 

7. Bezeichnet man in eiuemeinfachen &%nfeck das Loth vom Punkte 
Ak auf die Ebene  d p A p A r  mit h k p r  60 ist das Bestehen der Gleichung 

eine Form der Redingung dafïir, dass die fünf Punkte  Ak in einem Raume 
von drei Ilimensionen liegen. . 

8. Die von D a r b c u x  (a. a .  0.) abgeleitete Form der einem TP- 
traeder umschriebenen Kugelflache erbalt mari Ie,iclit aus der Glriühiing 
5) mit Hilfe der für jedes indifferente System bestehenden Gleichung 

-Y,, .Zq Ap dq2. a, cip = 0 ,  
indem man in derselben die den Index  v enthaltenden Glieder weglaset. 

9. Das Folgende enthalt eine Anwendung der Formel 1) auf einige 
Symmetriepunkte des Dreiecks. W i r  greifen aus der grossen Menge von 

speciellen Beziehungen, die für solche Piinkte aus 1) reuultircn, nur 
einige heraus, um die Fruchtbarkeit dieses Satzes zu zeigen. Vielc dieser, 
allerdings nur  durch ihre Form merkwiirdigen Gleichnngr,n dürften auf 
anderem Wege wohl kaum A O  leiçht zu verificiren sein. 

Um Wiederholungen zu vermeiden, schicke ich die durchweg an- 
gewandtrn Bezeichnungen voraus: 

t a ,  ma, ha rnogen hezüglich die Mittentransversale, Winkelhalhirend~, 
Hohe der Ecke A des Dreiecks bezeichnen, M e ,  I ~ I ~ ~ ,  . . . die Mittel- 
punkte der Berülirungskreise, R den des F e u e r b a  ch 'schen,  IV den des 
nmschriebenan Kreises, r dessen Radius;  S sei der Schwerpunkt, D der  
H6hendurchschnitt.spunkt, 5 der P u n k t  , i n  dern sich die Transversalcn 
nach den Berührungepunkten von Me dnrchschneiden ; der Schnittpunkt de r  
Transversalen nach den drei Punkten ,  die zn den Hcrühriingspunkten von 
iM, auf den Seiten symmetrisch liegen, hrisse Vo;  endlich bezeicbnen wir 
die  Winkel  des Dreiecke mit a ,  8 ,  y, die halbe Seitensumme mit s und die 
oberen Hohenabschnitte mit nl ,  Pl, cl .  Dann gelten u. A. folgende Satze: 

il +A'+ OB" +CC"- 3 O S & ~ ( a 2 + b e + c 2 ) ;  

2, OAB+ OB" ocC"+ OD" 4 4 ~ 2 ~  3 1 ~ ;  
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0 D 2  
n cosff + I ~ c o s , ~ + < : c o s ~  - ~ -~ 

- = 2 a h c ;  
COS a 1'115 y 2 COS N  COS^ F O S  y 

s- n s 
~ ~ ~ ~ = b c - - = l i r c / g ~ ,  s 2 ~ l e a ~ 2 = b ~ - - i b c l y ~ ,  s-a 2 

S - C  S - [l 
MeuR2-ne-- ICIQn C2 = 0 6  - 

.Y-a '  s - a '  

A Me. A MQa = A iWp, . A AlQc 6 Ç 

O .  8. W. 

Auu diesen Foririeln kann man Iriçlit ebaiisoviele für die Holien de s  

Ilreiecka ableiten. 

5) O ~ ~ s i n 2 a + @ 0 ~ ~ i r 1 2 ~ + ~ C ~ ~ i n 2 ~ - 4 O M ~ s i 1 1 < ~ s i n ~ s i ~ ~ ~ = 2 d ~ R C ;  

B " P Y 
6) OAQfcj y + O B 2  clg - + O (i2 d g  - y  - O V,,%fy - cfg - c/g - 

2 2 2 2 2 2  

ff P Y 
= "2  tg + h2 lg - + ce ig - ; 

2 2 2 

'i > M S 2  = r 2  $ ( u ~ + / J ~ + c ~ ;  

8) M D 2 = r 2 - 2 d  AHCclyuclg/3rlgy; 
a b c  n 11 c 

9) MIClilpe=r2--=rZ-2r(J, M l l f e , 2 = ~ 2 + - - - - = r 2 + 2 r g , l  
2 s 2 ( s - a )  

MJVe2 + iif Me,2 $ M Mebz+ 1M #le: = 8 i-2 ; 

br(s-rr)+ cn is -h)  + nb(s-c) 
10) M Q S 2 =  - - Y  (a" +b2 + cc"),  

3 s 

I,c(s-O)+ ca(s -6)  +ub(s -c )  
M e D e = 3 r e - 4 N e R 2 -  

s 

Hieraus folgt 

IV R = - - p :  
e 2 

der bekannte Sa tz ,  rlass der  F c u e r b a c h ' s c l i e  Kreis jeden der  16 Be- 
rührungskreioe der  vier Dteiecke beriihrt, deren Seiten e r  balbirt. 
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Ueber die Wellenflache zweiaxiger Krystalle. 

Von 

Dr. O. GOKT~EN 
in Eentlingeu. 

0 1- 
O sei der Schwerpunkt eines Kiirprrs,  durch welchen die Ilaupttrig- 

heitsaxen x ,  y ,  z  gehen und deuen die Haupttragheitsradien, deren 
Qnadrate a > 6 > c s ind,  entsprechen. M ist ein P u n k t  irn Innern des 

Ktirpers, OM= f i ,  x 2 + y 2 + z Z =  r2,  dan* sind die drei Wiirzeln der i n  
k cubischen Gleichnng 

( k  - u )  s2 ( 1  - ) ( k  - C )  z2 
1) r - ( k - a ) + r -  ( k - B )  +--=O r - ( I L - C )  

oder, wenn man x e + y z + z 2  = r addir t ,  

die Quadrate  der Haupttragheitsradien von Ml deren Richtuugen die Nor. 
malen der drei durch /W gelienden confocalen Flachen des Grnndellipsoids 

sind. Wenn k constant und > a  is t ,  so sind 1) und 2) die Gleiçliungen 
ciner Wellenflache W k ,  welche von dem Ellipsoid 

4 
xa ! jZ 

-- - 
2% 

+-+--=1 
k - u  k -0  k - c  

sbgeleitet ist, indem man auf den Centralochnitteri desuelben Perpendikpl 
errichtet gleich ihren Iialbaxen. Also liegen alle Punkte  iM, fiir welçlie 
ein Haupttrapheitsradius constant i s t ,  auf Wk. 1st auch r  constant, so 

is t  2) eine der mit 3) confocalen F lachen ,  die in einer spli~risçlien 
Curve schneiden u n d  deren Gleichnngen 

sein sollen. (A) ist das Ellipsoid, ( p )  und ( v )  uind dic heiden Hyprr'rioloidr; 

es irit also nach 2) und 5) A oder p oder v = r -  ( k -  a )  und da niicli 
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der Theorie der elliptischen Coordinaten r = A + p + v-  (a - b )  - (a  - c )  

ist, so muss entweder 

6) A+v = k + a - b - c  
oder 

7) A + p  = k+u-b-c 
sein. 6) ist die Gleichung des aussern Mantels von WA nnd  7) diejanige 
des innern in elliptischen Coordinaten. Weil für e in constantes A ent- 
weder v oder p ebenfalls constant ist, go folgt daraus, dass die Hyper -  
boloide ( p )  und ( v )  , welche den Einen Mante1 in einer spharischen Curve 
schneiden, dem andern in einer von ihren Krümrnungslinien hegegnen, 
wahrend die Ellipeoide (1) die Wellenflache nicht in  spharischen Cnrven, 
sondern nur den einen oder den andern Mantel in eincr von ihren Krüm- 
mungsliuien treffen, welche verschiedenen Systemeri angchbren. D a  die 
Gleichung 1) auch die confocalen Kegel reprasentirt, die Wk i n  den 
spharischen uud ellipsoidischen Linien schneiden, so müssen diese letz- 
teren zugleich Krümmung~linien der Confocalen 2) oder 5) sein. Durch 
il1 geht eine ellipsoidische Linie von IVk; weil sie zugleich eine Krüm- 
mungslinie von (A) ist ,  so giebt ihre  Tangente die Richtung eines Haupt-  
triigheitsradius von M a n ,  und  da für alle ~ n n k t e  II./ anf Wk Ein Hanpt- 
tragheitsradius constant i s t ,  so folgt weiter: 

D i e  T a n g e n t e n  d e r  e l l i p s o i d i s c h e n  L i n i e n  e i n e r  W e l l e i i -  
f l a c h e  g e b e n  d i e  R i c h t n n g e n  d e r  c o n s t a n t e n  T r a g h e i t s -  
r a d i e n  a n .  

Man kann diesen Satz  auch so beweisen: 
Die Qoadrate der Haupttragheitsradien im P u n k t e  M, durch welchen 

die Confocalen ( A ) ,  (y), ( v )  geben,  sind 
r+n-A, r + a . - p l  r + n - v ,  

welche der Reihe nach die Richtung von den Normalen dieser F l a c h m  
haben, oder mit Benütznng des obigen Werthes von r 

p + v - a + b + c ,  A+v-a+D+c,  A+p-r i+b+c;  

nach 6) ist also für den  aussern Mantel der nach der  Normale von ( p )  
geriebtete, und nach 7) fur den innern Mantel der nach der  Normale 
von (Y) gerichtete Hanpttragheitsradius constant. 

00, sei die wahre und  00, die secundiire optische Axe von W k ;  in  
(lem Cuspidalpnnkte O, schneidan sich zwei ellipsoidische Linien, eine 
vorn aiissarn und eine vom innern Mantel; die Gleichnngen von O O2 sind 

8) 
z"k-a)(c-b) 

' = O '  ~ + ( k - Ç ) ( ( I - 6 )  
= o. 

Die Coordinaten von entsprechen der Relation r 2 + z 2 = k - 6 ;  elimi- 
nirt man hieraus und aus 8) k ,  so findet man 

2 2" 

9 y = O ,  - 1. a - 6  h - c  
Die Gleichungen von 00, sind 

Zeltmohrift f. Methematik u. Pbysik XXVI1, a' 
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d. h.: 
D i e  W e l l e n f l a c h e n  Wh, v o n  d e n e n  j e d e  e i n e m  b e s t i m m t e n  

W e r t h  Jk d e s  e i n e n  H a u p t t r i i g h e i t e r a d i u s  i h r e r  P u n k t e  e n t -  
s p r i c h t ,  h a b e n  d i e s e l b e  R i c h t u n g  f u r  i h r e  w a h r e n  o p t i s c h e n  
A x e n ,  n a m l i c h  d i e  A s y m p t o t e  d e r  F o c a l h y p e r b e l  v o n  den 
c o n f o c a l e n  F l a c h e n  d e s  G r u n d e l l i p s o i d s ;  d i e  E n d p u n k t e  
i h r e r  s e c u n d a r e n  o p t i s c h e n  A x e n  l i e g e n  a u f  d i e s e r  F o c a l -  
h y p e r b . e l .  

I m  P u n k t e  O, schneiden sich zwei ellipsoidische Linien,  also sind 
hier zwei Haiipttraghcitsradien gleich. Somit hat  man den Satz von 
B i n e t :  Die Focalkegelscbnitte fiind die Orte  im Baume,  fiir welche 
zwei der  I I a ~ p t t r % ~ h e i t s m o m e n t e  eines festen Korpers nnter  einantler 
gleich sind (Journal de l'Be. polyt. X V I ) ,  oder vou A m p è r e ,  welcher 
sie ala den Ort  der Punkte eines Korpers von unendlich vielen perma. 
nenten Rotationsaxen angiebt. 

0 , G  sei die gemeinsame 'I'angente des Kreises u n d  der Ellipse, i n  
welchen Wk die  z z - E b e n e  schneidet,  so ist 

somit ist , d a  O 0, = Jk, 0 O, .  0, G = f m b )  also constant, fü r  
alle Wellenflachen Wk, d. h. die P u n k t e  G liegen auf eiuer gleiçliseiti- 
gen Hyperbel ,  deren Eine  Asymptote 00, und deren grosse IIalbaxe 

= j /4  (a- 6 )  (6-.c)  ist. O, G sind die Durchmesser der singularen Be- 
riihrungskreise der Flachen Wk, welche auf der x z - E b e n e  senkreclit 
stehen. M ~ e i  ein P u n k t  auf der Peripberie eines solchen Kreises und 
M H  senkrecht auf der xz- Ebene ;  setzt man 00,  = 8, N H = g ,  OIH=p 
so  is t  

r2+g2 -- - - - - - 

11) --A = / ( a - b ) ( b - c )  
1' 

die Gleichung der Flache,  auf welcher die verschiedenen singul%ren 
Kreise der Wellenflache I Y k  liegen. Betrachtet man 0, als Pol der Focal- 
hyperbel ,  so ist die durch G mit 00, gezogene Parallele die Polare. 
C h a s l e s  hat  in dem Aperçu historique, Note X X X I ,  56, den Satz an- 
gegeben: , ,Wenn man von einem Punkte  einer Hauptebene confocaler 
Flachen auf dieselben Normalen fallt ,  so liegen diese in  zwei Ebenen, 
wovon die zweite senkrecht ist zur Hauptebene; die Fusspunkte der letz- 
teren bilden einen Kreis,  dessen Ihrchmesser  das von dem Punkte aof 
seine Polare hinsichtlich des i n  der Hauptebene licgenden Focalkegel- 
nchnitts gafalltc Perpendikel ist." Liegt also M auf dem Kreise, dessen 
Durchmesser O, G, so i ~ i t  Ol M senkrecht auf dern dnrch M gehenden con- 
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focalen Hyperboloid; da  aber durch iM auch eine ellipsoidische Linie von 
geht, welche zugleich Krürnmungslinie des dnrch M gehenden con- 

focaleu Ellipsoids' i s t ,  so ist O,iM zigleich Tangente der ellipsoidischen 
Linie und somit die Richtung eines für alle Punkte /îl auf dem Kreise 
conutantm Triigheitsradius. Die beiden andereu Haupttriigheitsaxen von 
,N treffen die durch G gezogene Polare. Das Vorhergehcndc I a s ~ t  sich 
80 zu~amrnonfassen : 

D i e  v o n  d e n  e i u z e l n e n  P u n k t e n  d e r  A s y i n p t o t e  d e r  F o -  
c a l h y p e r b e l  d e s  G r u n d e l l i p s o i d s  a u f  i h r e  P o l a r e n  h i n s i c h t -  
licli d i e s e r  H y p e r b e l  g e f a l l t e n  P e r p e n d i k e l  s i n d  d i e  D u r c l i -  
m e s s e r  v o n  K r e i s e n ,  d i e  a u f  d e r  A s y m p t o t e  s e n k r e c h t  s t e h e n ;  
für a l l e  P n n k t e  a n f  d e r  P e r i p h e r i e  e i n e s  s o l c h e n  K r e i s e s  
g i e b t  d i e  S e h n e ,  w e l c h e  n a c h  d e m  a u f  d e r  A s y m p t o t e  l i e g e n -  
den  E n d p u n k t e  d e s  D u r c h m e s s e r s  g e z o g e n  w i r d ,  d i e  B i c h -  
t n n g  d e s  c o n s t a n t e n  H u i i p t t r a g h c i t s r a d i u s  a n ;  d i e  b e i d e n  
a n d e r e n  H a u p t t r a g h e i t s a x e n  s c h n e i d e n  d i e  d u r c h  d e n  a n d e r n  
E n d p u n k t  g e h e n d e  P o l a r e .  

Unter deri drei Haupttragheitsradien von einem beliehigen Punkte 
im Innern eines Korpers ist also imnier Einer ausgezeichnet, eiitweder 

der mittlere, wonn 11.I auf  dem auesern, oder der grosste, wenn M auf 
dem innern Mautel der betreffenden Flache Wk liegt. I n  jedem Fal le  
geht dnrch M eine ellipsoidisclie Linie ,  die auf einem Kegel liegt, dessen 
Spitze der Schwerpunkt O ist und dessen Focallinien die secundaren 
optischen Axen dieser WellenflRclie sind [8)];  also bildet die durch O M  
und den ausgezeiclineten TrLgheitsradius, welcheï eine Tangente des 
Kegels i ~ t ,  gelegte Ebene mit den beiden .durch OM und die secundiiren 
aptischen Axen gelegten Ebenen gleiche Winke l ,  oder : 

C o n s t r u i r t  m a n  m i t  d e r n  W e r t h e  k d e s  m i t t l e r e n  o d e r  
g r o s s t e n  H a u p t t r a g h e i t s r a d i u s  e i n e s  P u n k t e s  d i e  b e i d e n  
Axen  8), v e r b i n d e t  fiil m i t  d e m  S c h w e r p u n k t e  O u n d  l e g t  d u r c h  
OIN u n d  d i e s e  A x e n  z w e i  E b e n e n ,  s o  w i r d  e i n e  d r i t t e  d n r c h  
0.V n n d  d e n  b e t r e f f e n d e n  H a u p t t r i i g h e i t s r a d i u s  g e h e n d e  
E b e n e  d e n  e i n e n  d e r  v o n  d e n  z w a i  e r s t e n  E b e n e n  g e h i l d e -  
ten W i n k e l  h a l b i r e n .  H a t  z u g l e i c h  d i e  V e r h i n d u n g s l i n i e  O M  
e i n e  c o n s t a n t e  L a n g e ,  s o  i s t  a i i c h  d i e  S u m m e  o d e r  D i f f e r e n z  
der  W i n k e l  c o n s t a n t ,  d i e  s i e  m i t  d e n  A x e n  8) e i n s c h l i e s s t .  

§ 2- 
Eine weitere Verwendnng findet die Wellentlaclie, wenn man ihre 

Bezieliuugen uritersucht xu dem Couiplex von Geraden,  durch welche sich 
an ein Elliprioid rectangulare 'l'ungentialebenen legen lassen. Mi t  Bei- 
be l ia l t~ in~  der bislierigen Bezeichnungen sei der P n n k t  M die  Spitze eines 

11. 
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Kegels ,  welcher eine der confocalen Flachen (A') des Grnndeliipsoids 3), 
deren Gleichungen i n '  5) angegeben sind , berührt , 60 wird 

i? v 2  c2 AT+ - -7+ - = O  
r -  v - a  

die Gleichung dieses Kegels sein. Die Normalen von den drei Confo- 
calen ( I ) ,  ( p ) ,  ( y ) ,  die sich i n  M schneiden , sind die Axen der 5 ,  1 1 ,  f. 
Zwei Erzeugende des Kegels, welche in der E b e n e  &[ liegen, M f i  und 
M P  [N und  P Sind die Berührungspunkte auf  (A')], entsprechen der 
Relation 

i Bewegt sich M auf der Krümmungslinie v = cor~sl.  suf  (A), so ist - eben- r 
falls constant,  d. h. : 

Dnrch eine Tangente der Krümrnungslinie eines Ellipsoids lege man 
zwei E b e n e n ,  welche ein confocales Ellipsoid berühren,  eo ist der Win- 
kel zwischen diesen beiden Ebenen von constanter Grosse. (Man n h eim, 
From the proceedings of the royal society, 16. J u n i  1881.) 

4 Setzt man i n  13) -= + 1 oder 21'= A +  11, so  is t  der Winkel awi- 
5 

schen beiden Tangentialebeneii ein recbter, und wenn man mit Riicksicht 
anf 6) %A'= k + a -  b - c setzt ,  so erhiilt man das andere Theorem von 

M a n n h  e i m :  Die Spitzen der  Berührungskegel eines Ellipsoids (A'), bei 
welchen die  beiden Erzeugenden Eines Hauptschnittes rechtwinklig zn 
einander s i n d ,  liegen auf einer Wellenflache. Da die Normalen von (A') 
in den Berührungspnnkten N und  P rechtwinklig anf  den beiden Tangen- 
tialebenen s tehen,  so liegen sie in  der Ebene  des Winkels NMI' und 
schneiden sich also in einem Punkte  F. Daher giebt M a n n h e i m  seinem 
Satze (qen er auf kinematischern Wege  bewiesen hat)  anch folgende 
Form: Bewegt sich ein rechter Winkel ,  dessen Schenkel ein Ellipsoid 
beriihren, so ,  dass die Normalen des E l l ipso id~  (in einem Punkte F) sich 
schneiden, sa  besçhreiht die Spitze M des Winkels eine Wellenflache, 
deren Normale M F  ist. B ist der Focus der Ebene des Winkels, deun 
fiir eine unendlicli kleine Rewegung der Ebene  des Rechtecks M N F I '  
Sind die  Tangenten der  von den Punkten N und P beschriebenen Tra- 
jectorien senkrecht zu NP  und  PF, also ist F ein momentaner Drehungs- 
punkt ;  somit sind die Tangenten der Trajectorien aller Punkte  der Ebene 
senkrecht zu ihren Verbiudnngslinien mit F, d .  h. MF ist die Noruiale 
der Wellenflache in M. 

Die Glcichnng der Confocalen (A') 
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zeigt, dass dieselhe unter der Voraussetsung k > n entweder ein Ellipsoid 
oder ein einmantliges Hyperboloid ist. Zu jedem einem bestimmten 
Werthe von k entsprechenden constanten Tragbeitsradius gehort eine 
bestimmte Flacbo ( A ' )  [14)], die durch deusclben a n  (A ' )  gelegten T a n -  
gentialebenen berühren diese Flache in zwei P u n k t e n ,  deren Normalen 
sich schneiden. D a  durch jeden P u n k t  M der Wellenfliiche sowohl eine 
ellipsoidische, als auch eine sie rechtwinklig scbneidende spharische Linie 
geht, so enthalt die dnrch OAki und die Tangente der  ersteren gehende 
Ebene die Normale M F  der  Wellenflache, welche als Diagonale des 
Rcchtecks M N F P  die Sehne  N P  halbirt. Hieraue folgt also der  Satz:  

D i e  d u r c h  d e n  S c h w e r p u n k t  u n d  d e n  c o n s t a n t e n  T r a g -  
h e i t s r a d i u s  b e s t i m m t e  E b e n e  s c h n e i d e t  d i e  E b e n e  d e s  k l e i n -  
s t e n  u n d  g r o s s t e n  T x a g b e i t s r a d i u s ,  w e n n  d e r  P u n k t  a n f  d e m  
Aussern  M a n t e l  l i e g t ,  o d e r  d e s  k l e i n s t e n  u n d  m i t t l e r n ,  w e n n  
e r  a u f  d e m  i n n e r n  M a n t e 1  l i o g t ,  i n  d e r  N o r m a l e  d e r  W e l l e n -  
f l a c h e .  

Die Halbirungelinie des Winkels N M P  giebt die Richtung des klein- 
sten und diejenige seines Nebenwinkels die Richtung des grossten oder 
rnittleren Sragheitsradius an.  

Wenn m x" +tl y - p  z 2  = 0 die Gleichung eines Kegels , auf seine 
Axen bezogen, i s t ,  so ist  die Gleichung eines zweiten Kegels ,  durch 
dessen Mantellinien sich rectangulare Tangentialebenen an den ersten 
lagen lassen, auf dieselben Axen bezogen 

m ( n + p ) ~ ~ + n ( p + r n ) ~ ~ + p ( r n + n ) : ~ = O .  

Weun man dies auf den Kegel  12) anwendet ,  so findet man 

15) ( p + v - 2 1 ' ) ( 2 +  ( V + A - ~ A ' ) ~ " + ~ A - + ~ - ~ L ' ) S ~ = O  

fü r  die Gleichung eines Kegels, dessen Spitze (Ap v )  ist  und durch dessen 
Mantellinien sich rectangnlare Tangentialebenen a n  den Kegel 12) und 
somit auch a n  das Ellipsoid ( A ' )  ziehen lassen. Betrachtet man iu  15) 
A' als constant,  die iibrigen Grossen als verandedich,  so stellt sie alle 
Complexgeraden, diirch d ie  sich an ein Ellipsoid rect.angnlare Tangen- 
tialebenen legen lassen, vor. Setzt man i n  

- 

15) A + v = 2 A '  oder rl+p 
= 2 A', so verwandelt sich diese Gleichung i n  

d. h. der Kegel 15) degenerirt in beiden Fallen in  zwei Ebenen ,  welche 
in 16) reell und  in 17) imagiuar sind. Dnrch Vergleichung mit 6), 7) 
und 14) ergiebt sich, dass im ersten Fa l le  die Spitze des Kegels anf  dem 
aussern und im zweiten Fai le  anf dem innern Mantel von Wk liegt. 
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Alle Complexgeraden des Systerns, welche durch einen Pnnkt  der  

Wellenflache gehen,  liegen demnach in zwei E b e n e n ,  die sich in dcr 
Tangente der  ellipsoidischeu Linie schneiden und  mit der Normale des 
confocalen E;llipsoids (1) gleiche Winkel bi ldin.  Liegt der Punkt  auf dem 
aussern Mantel,  so sind die Ehenan ,  also auch die Complexgeraden, reell; 
liegt er aber anf dem innern Mantel ,  so sind die Ebenen irnaginar, niir 

ihr Durchschnitt ist reell. Also gieht es fiir einen P u n k t  des inn~rn  
Mautels nur  E i n e  Gerade,  namlich die Tangente der  ellipsoidi~ch~n 
Linie ,  durch welche sich a n  das Ellipsoid (A')  rectangiilare Tangential- 
ebenen legen lassen. 

Die Spitxen skimmtliclier rectangularen Trieder, welche sich um das 

Ellipsoid (A') beschreibeu lassen, liegen nach 14) auf  der Kugel ,  deren 

Halbmesser = (3 k - a - b - c) ist. Dieso Kugel  werde von eincr Ebene 
L in  einem Kreise K geschnitten; die Projection von (A') auf L ist eine 
concentrische Ellipse E ;  alle Complexgeraden oder Triederkanten,  welche 
in  L liegen, bilden Sehnen von h'; errichtet man auf danselben in iliren 
Endpunkten Senkrechte, so werden diese E berühren,  a l ~ o  sind die 
Complexgeraden Tangenten eines concentrischen und mit E coaxialen 
Kegelschnittes, welcher eine Ellipse oder Hyperhel is t ,  j e  nacbdenl die 
grosse Axe von E kleiner oder grosser, als der Dnrchmesser von K. Sind 
a u n d  fl die  Ealbaxen von E uud  ist r der  Halbmesser von K ,  so sind 

)'r"b? und  JP-or"ie ZIalbaxen des Krgelschnittes, dessen Tangen- 
ten Complexgerade bilden. Bewegt man also L parallel mit sich selbst, 
so bleihen or und constant u n d  man erhalt ein System von confocalen 
Kegclschnitten, wozn anch E gehort , deren gemeinsame Brennpunkte wir 
mit A und B bezeichnen. I m  Grenefalle, wenn E und  K sich berühren, 
degenerirt der Kegelschnitt i n  die Gerade A B  und  alle Complexgeraden, 
welche dieser speciellen Lage von L entsprechen, gehen sowohl durch A, 

als  durch B; somit liegen diese zwei Punkte  auf dem aussern hlantel der 
Wellenflache Wk. In A B  selbst fallen zwei Complexgerade zosammen, 
welche ausser den Punkten  A  und  B noch einem dritton Punkte C zwi- 
schen A u n d  B auf dem innern Mantel angehoren. Dies geht auch am 
folgender Betrachtnug hervor : 

Auf jeder Ebene  L liegen .zwei bestimmte P u n k t e  A und B, namlich 
die  Brennpunkte von E; wird L parallel mit sich selbst bewegt, so durch- 
laufen A und B zwei auf L senkrechte Gerade; jeder  Lage von L gehort 
eincr von den confocalen Kegelschnitten a n ,  dessen Tangenten Complex- 
gerade s ind,  so lange die Ebene  L nicht ausserhalb der Wellenflache Wh 
ist ,  i n  welchem Fa l le  sie keine Complexgerade enthalt. Berührt L den 
aussern Mante1 von Wk, so ist die E i n s  Axe der  confocalen Kegel- 
schnitte,  welche durch die Mitte von A B  senkrecht zii dieser Geraden 
geht ,  die einzige Complexgerade von L ;  s ie  ist  im Berührungspunkre 
ziigleich Tangente der ellipsoidischen Linie von Wk und also eine sin- 
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gulare Liuie des Complexes, weil aie die Grenzflache Wk oder die S ~ L -  
plaritatenflache des ganzen Complexes in einer ellipsoidischen Linie 
beriihrt. Schneidet L den  aiissern Mantel,  ohne den inuern zu treffen, 
so sind die Tangenten einer der confocalen Hyperbeln Complexgerade, 
worunter zwei singulare in den  Berührungspunkten der Hyperbel mit der 
Durchschnittscurve von L und TVk. Berührt L d e n  innern Mante1 i n  C, 
so geht durch C nach dem Obigen n u r  E ine  Complexgerade, welche 
zugleich Tangente der ellipsoidischen Linie oder Normale des durch C 
gehenden Hyperboloids ( y ) ,  also singulare Linie ist. C liegt deswegen 
aiif d A, welche Gerade als Grenzlinie der  confocalen Hyperbeln anau- 
seheu k t .  Dnrch die Punkte  A und B, die auf dem aussern Mante1 
licgen , gehen unendlich viele Complexgerade, worunter zwei riinguliire 

'(ausser der Geraden A B) als Tangenten der  ellipsoidischen Linien in A 
und B. Die E b m e  L entspricht in dieser Lage für den P u n k t  A der 
Gleichung 16) und steht senkrecht auf einer Focallinie des Tangential- 
kegels 12). Schneidet I ,  beidc Mantel von Wk,  so sind die Complex- 
geraden Tangenten einer der confocalen Ellipsen, welche sowohl die 
l)urchschnittscnrve auf dem aussern,  als auch auf dem innern Mantel 
berührt, und zwar in  je  zwei Pnnkten ,  durch- welche also im Ganzen 
vier singulare Linien gehen. 

Diese Resultnte , welche hier durch einfache geometrische Betrach- 
tungen abgeleitet s ind ,  hat  P a i n  v i n (Nouv. Anuales, 1872) ausführlich 
anf analytischern Wege  entwickelt. Sie  lassen sich anch auf die Lehre 
von den constanten Tragheitsradien anweriden, deren Richtungen als 
Tangeuten von ellipsoidischen Linien mit den singularen Linien zusam- 
menfallen. Man erhalt dann den Satz:  

I n  e i n e r  E b e n e  L i m  I n n e r n  e i n e s  K o r p e r s  l i e g e n  v i e r  
g l e i c h e  H a u p t t r a g h e i t s r a d i e n ,  w e l c h e  e i n e m  b e s t i m m t e n  
H a u p t t r a g h e i t s m o m e n t e  k e n t s p r e c h e n ,  w e n n  L b e i d e  M a n -  
t e l  d e r  n a c l i  d i e s e m  W e r t h e  v o n  k a b g e l e i t e t e n  W e l l e n f l a c h e  
Wk s c h n e i d e t .  B e r ü h r t  Z d e n  i n n e r n  M a n t e l ,  s o  f a l l e n  z w e i  
v o n  d i e ~ e n  v i e r  T r a g h e i t s r a d i e n  i n  d e r  B e r ü h r u n g s l i n i e  a u -  
s a m m e n ;  s c h n e i d e t  d i e  E b e n c  n u r  d e n  a u s s e r n  M a n t e l ,  s o  
e n t h a l t  a i e  z w e i  T r a g h e i t s r a d i e n  u n d  i m  F a l l e  d e r  B e r ü h -  
r n u g  E i n e n  v o u  d e m  W e r t h e  k. A l l e  a n d e r e n  a u s ~ e r h a l b  Wk 

l i e g e n d e n  E b e n e n  e n t h a l t e n  k e i n e n  s o l c h e n  E i a u p t t r a g h e i t s -  
r a d i u s .  

Betrachtet man die Normale einer durch O parallel mit L gelegten 
Ebene als Axe der 8 ,  zieht i n  derselben durch O Parallclen mit den Axen 
der confecalen Kegelschnitte, welche die Axen der r und t) sein sollen, 
so erhalt man f'ür die E'lache, auf welcher bei einer parallelen Bewegung 
von L diese Kegelschmtte liegen, fiir dieses neue Coordinatensystem die 
Gleichung 
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R ist der  Halbmesser der Kugel ,  auf welcher die  Spitzen der nm (A') 
beschriebenen rectangularen Tr ieder  liegen , also ist nach 14)  

R"i ( (3k-a -  b - c ) .  

H a t  die 8-Axe die  Richtung der wahren optischen Axe von Wk, 
welche zugleich die Axe des nm (A') beschriebenen Rotationscylinders ist, 
80 wird a2= Be = 4 ( k  - a + b - C )  und die Gleichung 18) v e r w ~ n d e l t  sich in 

19) f2+9'+,== k - h .  
Legt  man durch eine nicht zum Complex gehorende G e r ~ d e  Ebenen, 

so bilden die i n  denselben enthaltenen Complexkegelschnitte die zur  
Geraden gehorige Complexfl%che, demnacli sind 18) und  19) die Gleicli-* 
ungen von solchen Flachen,  welche unendlich fernen Geraden entsyre- 
chen. In dem speciellen Falle 19), wo L senkrecht auf der wahren 
optischen Axe s teht ,  degeneriren die confocalen Kegelsclinitte in ein 
System von concentrischen Kreisen. 

F ü r  eine bestimmte Normale von L sind drei besondere Lagen dieser 
E b e n e  zi i  nnterscheiden, Lo, L, und  L,; im ersten Fa l le  geht sie durch 
den  Mittelpunkt O ,  im zdeit.en berührt sie den innern Mantel in C und 
dann liegen die Brennpunkte A und R auf dem aussern Mantel,  im dritten 
Fs l le  endlich berührt sie den aussern Mantel in  C". Fal l t  man von O 
ein Perpcndikel OD auf die. Ebene  L , ,  so ist 

ir, n', n" Sind die Producte der ~ a l b a x e n  von den  drei confocalen F1# 
chen (A), ( p ) ,  (w) [5 ) ]  , die sich in A schneiden; wenn r der Winkel ist 

zwischen AB und der Normale von ( v ) ,  so iet nach 16) t g ~ =  EY, 
- -- . J, 
'-Y col .=  bezeiclinet man ferner dia Ab- also sin r = JG, 

I l - v l  

s tande  der  Tangentialehenen dieser Flachen von O mit P, P', P", so ist 
I I  

A rr P=-_=, PIp= -___ - , OD = l ' c o s & +  P n ' s i n r ,  worauli 
Jb-w J A - v  ( & - v  

eich die Relation 20) ergiebt. Da aie y nicht enthkl t ,  so ist OD con- 
s tant ,  wenn A und  v constant bleiben, d. h.: 

D i e  d u r c h  d i e  T a n g e n t e n  e i n e r  e l l i p s o i d i s c h e n  L i u i e  d e s  
a u s s e r n  M a n t e l s  e i n e r  W e l l e n f l i c h e  a n  d e n  i n n e r n  g e l e g t e n  
T a n g e n t i a l e b e n e n  b e r ü h r e n  e i n e  c o n c e n t r i s c h e  K u g e l .  

D e r  Halbmessar des Kreises K, in weilchem die Kugel ,  auf der die 
Spitzen der  nm (A') heschriebenen rectangularen Trieder liegen, von 

-- 

der  E b m e  C geschnitten wird,  ist J R Z - O P  und die Halbaxen des in 
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L liegenden Complexkegelschnittes sind J R L  O P -  u2 und J/%- 0DL-B' ;  

a und /3 sind die Halbaxen der Projection E van  (A') auf L. F ü r  L, 
aird Ra-OUZ= or2 und für L2 R"00n2=p2; im ersten Fal le  içt K der 
über der grossen Axe von E, im zweiten der über der kleinen Axe als 
Durchmesser bescbriebene Kreis. 1st fiir LI OB constant,  so muas es auch 
SU sein, und ist fiir L2 O I )  constant,  so muss auch @ constant bleibeq. 
Mit Bezichung auF das Vorhergehende ha t  man nun den  Satz:  

D i e  P r o j e c t i o n e n  e i n e s  E l l i p s o i d s  (A') a u f  d e n  T a n g e n -  
t i a l e b e n e n  e i n e r  W e l l e n f l i i c h e  IVk s i n d  E l l i p s e n ,  d e r e n  A x e n -  
k r e i s e  a u f  e i n e r  c o n c e n t r i s c h e n  E u g e l  l i e g e n .  F ü r  e i n e  T a n -  
g e n t i a l e h e n e  d e s  i n n e r n  M a n t e l s  l i e g e n  d i a  B r e n n p n n k t e  d e r  
P r o j e c t i o n e n  a u f  d c m  i i u s s e r n  M a n t e 1  u n d  d e r  g r o s s e  A x o n -  
k r e i s  l i e g t  a n f  d e r  K u g e l ,  w i i h f e n d  b e i  e i n e r  T a n g e n t i a l  - 
e b e n e  d e s  i i u s s e ? n  M a n t e l s  d i e s  b e i m  k l e i n e n  A x e n k r e i s e  
s t a t t f i n d e t .  I m  e r s t e n  F a l l e  g e h t  d i e  g r o s s e  A x e  d n r c h  d e n  
B e r ü h r u n g s p u n k t  n n d  g i e b t  h i e r  d i e  P o l a r i s a t i o n s r i c h t u n g  
f ü r  d e n  b e t r e f f e n d e n  L i c h t s t r a h l  a n ,  i m  z w e i t e n  g e h t  d i e  
k l e i n e  A x e  d u r c h  d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t ,  w o  s i c  g l e i c h f a l l s  
mit  d e r  P o l a r i s a t i o n s r i c l i t n n g  ü b e r e i n s t i m m t .  B e r ü l i r t  d i e  
~ a n ~ e n t : a l e b e n e  d e s  i n n e r u  M a n t e l s  z u g l e i c h  e i n e  c o n c e n -  
t r i s c h e  K n g e l ,  s o  b e s c l i r e i h e n  d i e  b e i d e n  B r e n n p u n k t e  d e r  
P r o j e c t i o n  e l l i p s o i d i s c h e  L i n i e n  d e r  W e l l e n f l i i c h e  o d e r ,  w a s  
d a e s e l b e  i s t ,  K r ü m m u n g s l i n i e n  v o n  E l l i p s o i d e n ,  u n d  d i e  
g r o s s e  A x e  d e r  P r o j e c t i o n  i s t  c o n s t a n t .  B e i  d e n  T a n g e n -  
t i a l e b e n e n  d e s  i i n s s e r n  M a n t e l s ,  d i e  e i n e  c o n c e n t r i s c h e  K n g e l  
b e r ü h r e n ,  i s t  d i e  k l e i n e  A x e  c o n s t a n t .  

Dieser Satz Iasst sich anch in anderer Form aiissprechen, wodurch 
man eine neue Construction sowohl der WellenflLche, als auch ihrer 
Fusspunktflache, der Wollengeschwindigkeitsflache, erhalt,  und wobei das 
Ellipsoid (A'), welches aus dem Ergiinzungsellipsoid 4) abgeleitet k t ,  zu 
Grunde liegt: 

D i e  b e i d e n  c o a x i a l e n  R o t a t i o n s c y l i n d e r ,  w e l c h e  d e m  B e -  
r ü h r i i n g s c y l i n d e r  e i n e s  E l l i p s o i d s  (A') u m -  u n d  e i n b e s c h r i e -  
b e n  s i n d ,  s c h n e i d e n  d i e  K u g e l ,  a u f  w e l c h e r  d i e  S p i t z e n  d e r  
um (A') b e s c h r i e b e n e n  r e c t a n g n l a r e n  T r i e d e r  l i e g e n ,  i n  z w e i  
K r e i s e n ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t e  a u f  d e r  W e l l e n g e s c h w i n d i g -  
k e i t s f l a c h e  v o n  Wk l i e g e n  u n d  d e r e n  E b e n e n  d i a  W e l l e n -  
f l a c h e  Wk s e l b s t  h e r ü h r e n .  D e r  D u r c h s c h n i t t  d e g  B e r ü h -  
r u n g s c y l i n d e r e  m i t  d e r  E h e n e  d e s  g r o s s e r e n  K r e i s e s  i s t  e i n e  
E l l i p s e  E, d e r e n  g r o s s e  A x e  d e n  i n n e r n  M a n t e 1  i n  e i n e r  
e l l i p s o i d i s c h e n  L i n i e  b e r ü h ï t  u n d  d e r e n  B r e n n p u n k t e  a o f  
d e m  a u s s e r n  M a n t e 1  d e r  W e l l e n f l a c h e  l i e g e n ,  w a h r e n d  d i e  
k l e i n e  A x e  d e s  n u r c h s c h n i t t s  m i t  d e r  E b e n e  d e s  k l e i n e n  
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K r e i s e s  d e n  a u s s e r n  M a n t e 1  i n  e i n e r  o l l i p s o i d i s c l i e n  L i n i e  
b e r ü h r t .  

Die Durchschnittscurve des Beriihrin~gscylinders mit der Kugel liat 
drei zu eiiiander senkrecbte Symrnetralebenen; ihre Projection auf der 
ersten, senkrecht zur Cylinderaxe, ist die Ellipse El wahrend sie sicli 
auf  den  zwei anderen ala El l ipsen-  uud Hyperbelbogen projicirt. Be- 
trachtet man die Cylinderaxe als gewohnlichen ( ~ n ~ o l a r i s i r t e n )  J,icht- 
stralil, fio stellt sie die  Bahncurve eines Aethertheilchens vor. In einem 
zweiaxigen Krystalle dagegen Sind die Verbindungslinien ihrer hochsten 
und tiefçten Punkte  (welche in der zweiten und dritten Syrnmetralebene 
liegeu) die Polarisationsrictiturigen der Aetliertfieilchen in den heiden 
parallelen Tangeutial-  oder Wellenebenen LI und L E .  

Bezeichnet man die Quadrale de r  Abstande des Mittelpunktes O von 
LI und  L, mit vl und a, und ihre Richtiingscosinns mit 2 ,  m ,  n ,  eo  sind 

l2 n1 712 
vl und v2 die Wurzeln der Gleichung f + ---- = O, 

k-a-v k-6-v k-c-v 
d. h. der Fusspunktflache von W k ,  oder von 

lz(k-b-v)(k-C-V) 
21) + mz(k-r-v)(h-a-ri) + nz(k-a-u)(k-h-v) = p .  

Ferner  ist or" R L u ,  und- p2 = R 2 - v 2 ,  F ü r  die  Quadrate der 
Abstande der Mittelpunkte beider Kreise von den Berührungspunkten 
der Wellenflache auf der grossen und kleinen Axe der beiden Ellipsen 
hat  man die Werthe 

F-a-d,)(k-6-v,)(k-c-a,) -- ( k - n - v z ) ( I r - b - o , ) ( k - c - 1 1 , )  

VI (74 - VI) 
> 

02 (VI -ve) 
Die  Halbaxcn des Complexkegelsclinittes einer Ebene ' L  im Abstaritle 

von O sind J ~ " ~ 2 - p  und V R Z -  b2-a? &Mn ziehe an denselben 
zwei Tangentcn ,  die sich unter einem rechten Winkel in  G schneiden, so 

liegt dieser Punkt  auf dem Kreise, dessen Halbmesser = JSRZ- 2 j"u2-~2 i  
und 9 spien die Coordinateu von G in Beziehung auf die Axen cr und 

@, so ist f 2 + b B = 2 R e - 2  8 ' - a" f i2  oder 

G ist die Spitze einer vierseitigen Pyramide,  deren Seitenflachen 
auf einander senkrecht stehen und (1') berühren. Hleibt die Normale von 
L uiiveranderlich, so Sind Z, m ,  n und somit auch 21, und a, constant, 
also liegt G auf dem abgeplatteten Dreliungsellipsoid 22). Aus 21) fol@ 

v l + v , = 1 2 ( 2 k - b - c j + n r 2 ( 2 k - c - u ) + n 2 ( 2 k - u - 1 i ) .  

1st Gr der  E n d p n n k t  der 3-Axe des Ellipsoids 22) und sind X, y, 
die Coordinaten von G' in Beziehung auf die Axen von (i'), 60  id 
4 (vi S v , )  = x2+ y2+ ze, somit 
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-- 

Setzt man in den Werthen f%!-8"p und [ c . ' R ~ - ~ " - ~  der IIalL- 
axen des Complexkegelschnittes von L v, = R"a2 u n d  v, = R2 - P z ,  
d2 = & ( v ,  + v J ,  60 erhalt man ( & ( v 2  - t i i )  und /+(o, -v,), alsa ist  der 
Complexkegelschnitt von L ,  wenn diese Ebene  durch G' geht, eine 
gleichyeitige Hyperbel ,  woraus folgt: 

D i e  E b e n e n  d e r j e n i g e n  C o m p l e x k e g e 1 s c h n - i t t e  e i n e s  E l -  
l i p s o i d s  (1') [14)], w e l c h e  g l e i c h s e i t i g e  ~ ~ ~ e r h e i n  s i n d ,  h r -  
r ü h r e n  e i n  z w e i t e s  E l l i p s o i d  24). . 

Hieraus folgt ferner, da  die Asymptoten dieser Hyperbeln Comylex- 
gerade s ind : 

D i e  S p i t z e n  d e r  u m  e i u  E l l i p s o i d  (A') b e s c h r i e b e n e n  v i e r -  
s e i t i g e n  P y r a m i d e n ,  d e r e n  G e g e n s e i t e n  p a a r w e i s e  a u f  e i n -  
a n d e r  s e n k r e c h t  s t e h e n  u n d  s i c h  i n  z w e i  r e c t a n g u l a r e n  G e -  
r a d e u  s c h u e i d e n  i n  e i n e r  E b e n e  s e n k r e c h t  z u m  H a l b m e s s e r ,  
l i e g e n  au f  d e r  F u s s p u n k t f l a c b e  e i n e s  z w e i t e n  E l l i p s o i d s  24). 

Der Complexkegel 15) ,  d e ~ s e n  Spitze ( l p v )  i s t ,  herührt beido Mliiitd 
von Wk oder blos den innern ,  und awar j e  in zwei Punkten ,  j e  nach- 
dexn seine Spitze ausserhalb des aassern Mantels oder zwischen beiden 
Manteln sich befindet. Die nach den Berührungspunkten gehenden Er -  
zeugenden des Kegels sind Richtungen von constanten Haupttragheits 
radien, wodurch man einen dem ohigen, sich auf die Haupttragheitsradien 
in eiiier Ebene bezielienden, analogen Satz für solche Radien,  die 
durch einen P u n k t  gehen,  erhalt. 

9 3. 
Das Grundellipsoid 3) ,  welches aus den drei Haupttragheitsradien 

Jg,  fi, für den P u n k t  O als Schweryurikt eines Korpers construirt 
k t ,  geliort zum System der confocalen E'l%chen (1), ( y ) ,  (v) der Gleich- 
i ing 5), deron k'ocale.llipse durch die Relationen 

x2 ya 
- + - _ r i  
a - e  b - L  

besimmt ist. Zieht man in einem Punkte M nder ( -APv) die Kormalen 
dieser drei Flachen und tragt darauf von M nus beiderseits Strecken ab 
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glcich A ,  p und v ,  so erhalt mau die Axen fiir ein Hilfsellipsoid, wel- 
ches die y z - E b e n e  in O berührt und dessen durch M parallel mit dieser 

Ebene  gelegt,er Centralschnitt die Halbaxen fa-h und /= bat, wo- 

von die erste parallel mit der y-Axe und  die zweite parallel mit der 
z -Axe ist. Versetzt man nun das Hilfsellipsoid parallel mit sich selbst, 
so dass sein Mittelpunkt die Strecke 11-10 dnrchlauft,  so wird in dieser 
neiien Lage der genannte Centralschnitt den Gleichungen 

entsprechen. 0 1  wird jetzt der conjugirte Semidiameter von 26) sein, 
d a  die Tangentialcbene von IH parallel der  y:-Ebene ist, und zwar fiir 

jede beliebige Lage des Punktes  M im Raume. Sol1 aber  dieser Punkt 
auf der Wellenflache W-k bleiben, so ist A +  v constant,  so lange er auf 
dem %iissern I lan te l  sich bewegt, und b + p  für deu innern. Hierauf 
beruht folgende neue Erzeugungsart der  Wellenfliiche: 

B e i  d e n  E l l i p s o i d e n  v o n  g e m e i n s a m e m  C e n t r a l s c h n i t t ,  
w o  d i e  Q n a d r a t s u m m e  d e r  g r o s s e n  u n d  k l e i n e n  o d a r  der  
g r o s s e n  u n d  m i t t l e r n  A x e  c o n s t a n t  i s t ,  b e s c b r e i b e n  d i e  E n d -  
p n n k t e  d e s  d e m  C e i i t r a l s c h n i t t e  c o n j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r s  
e i n e  W e l l e n f l a c h e ,  u n d  z w a r  i m  e r s t e n  F a l l e  d e n  a u s s e r n ,  im 
z w e i t e n  d e n  i n n e r n  M a n t e l .  

Bewegt sich M auf einer ellipeoidischen Linie von Wk, so sind zwei 
Axen des Hilfsellipsoids constant u n d  die dritte allein veranderlich; 
beschreibt dagegen IV eine spharisclie Linie  von Fh, so  ist sawohl eine 
Axe,  alfi auch die Quadratsummc der  beiden andercn constant. Dieselbe 
Wellenfl%che f i  ist  aber auch von dern Ellipsoid 4) als Erganzungs- 
ellipsoid abgeleitet dadurch,  daes man auf den  Centralsctinitten desselben 
Parpendikel erricbtet gleich ihren Halbaxen. Dieses Ellipsoid geli6rt zu 
einern zweiten System von confocalen Flacben,  deran ~ o c a l e l l i ~ s e -  man 

erhal t ,  wenn i n  4) x = O nnd k =  a gesetst wird; ~ i e  ist also identisch 
mit 26). I n  einem friiheren Aufsatza (diese Zeitscbrift 1880, S. 346) habe 
ich eine ahnliche Erzeugungsart der Wellenflache durch Ellipsoide mit 
gleiçhem Centralschnitte angegeben, welche auf die Flache Wk in folgen- 
der Weise sich anwenden lasst: 

Rei den Ellipsoiden, deren gerneinschaftlicher Centralschnitt 25) ist und 

deren grosse Axe die constante Lange 2Jk-c  ha t ,  beschreihen dio aiif 
derselben liegenden Hauptbrennpunkte die beiden Mantel von IVk. 

Man kann aber auch das oben eingeführte Hilfsellipsoid sich von 
e ~ i n e r  nrspriinglichen Lage s u s ,  wo der Mittelpunkt M oder (Apv) noch 
auf ( A )  l iegt,  so bewegen lassen, dass ik' stets auf dieser Flache bleibt, 
also die grosse Halbaxe A allein constant ist. Wird es dann aus seiner 
jeweiligen Lage nach O versetzt, so dass es durch die Ellipse 26) 
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geht, sa erhalt man eine Schaar von Ellipsoiden mit gemeinschaftlichem 
Centralschnitt und constanter Lange  der  grossen Axe,  bei welchen die 
Endyiunkte des dern Centralschnitt conjngirten Durchmessers, das Ellip- 
soid ( A )  und die Hauptbrennpunkte eine neue von (1) als Erganzungs- 
ellipsoid abgeleitete Wellenflache Wi beschreiben. 

Werden dia Hauptbrennpunkte mit F upd F' und die Endpunkte 
des dern gemeinsehaftlichen Centralschnitte 261 conjugirten l)urchmessers 
mit M und M' bezeiclinet, sa  kann  man das Vorhergehende sa zusam- 
menfassen : 

1st die grosse Axe der  Ellipsoide allein constant,  so beschreiben M 
und A?' das Ellipsoid (A), F u n d  II' die Wellenfliiche W A .  Weun ausser- 
dern noch die mittlere Axe p oder die kleine v c o n ~ t a n t  is t ,  so bewegen 
sich M und fi' auf cincr Krümmungslinie (p)  oder [ v )  von (A); F be- 
schreibt einen spharischen Kegelscbnitt und  F' eine ellipsoidische Linie 
anf WL (also ebenfalls eine Krümmungelinie, die aber auf einem audern 
Ellipsoid lie@). 1st endlich die  Quadratsumme der grossen und kleinen 
oder der grossen und mittleren Axe constant,  so bewegen sich Pl und 
M' auf der Wellenflache W k ,  wahreud F u n d  F' eine neue Flache beschrei- 
b e n ,  die ans verschiedenen Wellenflachen Wl angehorenden, spharischen 
und ellipsoidischen Linien besteht. Man erhalt also folgende neue  Er- 
zeugungsart für die Krümmungslinien des Ellipsoids: 

B e i  d e n  E l l i p s o i d e n  m i t  g e m e i n s c h a f t l i c h e m  C e n t r a l -  
s c h n i t t  u n d  v o n  c o n s t a n t e r  L a n g e  d e r  g r o s s e n  u n d  m i t t l e r e n  
( o d e r  k l e i n e n )  A x e  b e s c h r e i h t  e i n e r  d e r  H a u p t b r e n n p u n k t e ,  
w i e  a u c h  j e . d e r  E n d p u n k t  d e s  d e r n  C e n t r a l s c h n i t t  c o n j u g i r -  
t e n  D u r c h m e s s e r s  e i n e  K r ü m m u n g s l i n i e ,  w o v o n  j e d e  e i n e m  
a n d e r n  E l l i p s o i d  a n g e h o r t .  

4 4. 
Da die ellipsoidischen Linien der  Wellenflache zugleich Krürnmiings- 

liuieu von Ellipsoiden s iud ,  so  haben sie auçli, wie diese, Brennpuukte, 
welche auf den Axen liegen. Diese Eigenschaft, wie aucb einige andere, 
die sich anreihen, habe ich i n  dieser Zeitschrift (1881, S .  383) unter- 
sueht. Nach einer Notiz im Aperçu historique von C h a s l e s  (Cap. V 
$ 48) hat Ch .  D u p i n  zuerst gefiinden, dass die Krümmungslinien nuf 
Dreliungsflachen liegen und deswegeri Breunpunkte haben. Dieselbe 
Bemerkung liat auch J a c  O h i  in  seinem Schreiben an S t e i n e r  ( C r  e l1  e 
1834, S. 137) gemacht, wo er am Sçhl i i s~e  anfiihrt, daas die Brennpunkte 
aus dem IV o r  y schen Satze abgeleitet wcrdon konnen. Durch Vergleich- 
ung der Formelri 8) und 7)  mit den Gleichungeri 6 ) ,  7) und 8) 1. c. 

ergiebt sich, dass die ellipsoidischen Linien des innern Mantels und des 
aussern, letztere bis zur Grenze Au = ( r t  - b )  (n  - c )  , welche dern Dreh- 
ungscylinder angehort , auf vcrlaiigerten Drehiirigsellipsoiden liegan , deran 
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gerneinschaftlicher Aeqiiatorialkreis in  der y z - E h e n e  liegt und den FTnlb- 
- 

messer i k - a  hat. Die Brennpunkte der ersteren liegen also auf der 
- - 

r -  Axe in den  Grenzen J F b  und J n  - c l  diejenigen der zweiten von 
- 

j?n-c bis m. Die übrigan ellipsoidischen Linien des auesern Mantels 
hilden zwei Gruppen:  die Einen zwischen den Crrcnzen v = O und 

A - ( n - C )  
v = ( a - b )  welche ebenfalls einem Drehungscylinder angehort, 

A- (a -0 ) '  

der aber die y zur Axe h a t ,  liegen auf verliingerteu Drehungsellipsoid~n, 
deren gerneinschaftlicher Aequatorialkreis i n  der x z - E b e n e  den Halb- 

messer ( k - h  hat. Ihre  Brennpunkte liegen auf der  y - A x e  zwischen 

den Grenzen Jb-c. und m. Die  anderen ellipsoidischen Linien,  welche 
von den beiden cylindrischen eingeschlossen sirid, liegen auf einmant- 
ligen L)rehungshyperbuloiden mit dem gleichen Aequator in  der x z - E b ~ n e ,  
und haben also keine Brennpunkte. 

Vorstelienden Betrachtnngen m6gen nun noch einige Schlusshamer- 
kungen als EesurnE beigefiigt werden, die siçh auf die Bedeutung der 
Wellenflache als Veranschaulichungsmittel nicht blos in der Optik, son- 
dern auch in der Theorie der  Tragheitsmomente, sowie für die Georn3trie 
der Flachen zweiten Grades beziehen. 

Man kann O sowohl als Schwerpunkt eines Korpers ,  als auch i m  
Innern eines zweisxigen Krystalls liegend annehmen. Sind im latztein 

-- 

Falle y ' k - a ,  f k - 6 ,  J k - c  die reciproken \Vertlie der  ~ a u ~ t b r e c l i -  
ungscoefficienten, so ist die Fliichc Wh, abgeleitet aus dem Erganzungs- 
ellipsoid 4),  zugleich die Wellenflache des ICrystalls. Ih re  Halbmesser 
geben die Oeschwindigkeiten der heiden in einer Richtung sich fartpflan- 
zenden Strahlen an und die Tangenten der ellipsoidischen Linien in den 
Endpunkten die Halbmesser der zugehorigen Aetherschwingnngen. Diese 
Tangenten sind aber auch die Kichtungen der constanten Haupttragheits- 
radien in denselben Eudpunkten.  

Die Selinen der singnlaren Kreise von Wk, welche vom Endpunkte 
der wahren aptischen Axe ausgehen, stimrnen bei dern I l l  o y d'schen Ver- 
siiche über die innere konische Refraction mit den  Polarisationsrichtungen 
oder Aetherschwingungen der parallel anstretenden Strahlen überrin, 
wahrend sie andererseits die  Richtungen der constanten Haupttragheits- 
radien fur die  Punkte  auf der Peripherie eines solchen Kreises angeben. 
D a  jedem Werthe von Ir eine besondere Wellenflache W;, eutspricht und 
alle diese Flachen die gleicbe Richtung fur ihre wahren optischen Axeu 
haben, welche in der Ehcne des grtisfiten und k l e i n s t ~ n  FTnupttrag1irit~- 
radius im Schwerpiinkte l i rgen,  SI  crhnlten dieselhen für die l'heorie d r i  
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Tragheitsrnomente die Bedeutnng,  dass sich in jedem ihrer Punkte  con- 
stante Haupttriighcitsradien schneiden, welche die Solinen von Kreisen 
sind, die die Flache 11) bilden. 

Fallt man vou O auf die Tangeritialeliene des Ergiinzungsellipsoids 
4) Perpendikel , su bildeu ihre l'usspunkte die Elasticitiitsfliiche , die 
Quadrate ihrer Radien sind gleich den elastischen Kraften, weldia durcli 
die Rcwegung eines Aethermoleculs in gleicher Bichtung erregt werden. 
Construirt man aber die Fusspunktfliiche vom Grundellipsoid 3),  so sind 
die Halbmesser dieser Flacht! gleich den ihrer Richtung entsprechenden 
'i'ragheitsradien. 

Weitere Analogien bieten die C a u c h y '  schen Polarisationsellipsoide 
einerseits für die Optik und  die C a u c h y  - P o  i n s o  t ' schen und B i n  e t  - 
aclien Ellipsoide andererseits für die Theorie der Tragheitsmomente dai. 

Da die Wcllenflache fü r  den Complex von Gwaden ,  durch welche 
sich an ein Ellipsoid rectangulare Tangentinlebenen legen lassen, Singu- 
laritiitenfliiülie (Surfcice limite) ist ,  so dierit sie,  wie irn Obigen an ver- 
schiedenen Beispielen nachgewicsen wurde, zur Auffindung mancher 
Eigenschaften des Ellipsoids, zu deren Veranschaulichung die mit den 
crinfocalen Complexkegelschnitten verseliene Ebene  L wesentlich heitragt. 
Endlich ist noch die Beziehiing der Wellenflaçhu zii den Krümmungs- 
linien des Ellipsoids zu erwahnen,  da  sit? aus solchen, verschiedenen 
confocalen Plschen zweiteii Grades angehtirigen Linien gebildet ist. 

R e u t l i n g e n ,  J a n u a r  1882. 
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Kleinere Mittheilung en. 

IX. Ueber die Anordnung unendlich vieler Singularitii ten einer 
Fnnation. 

Eine auf einer Kreislinie gegebene Ortsfunction m6ge in gewissen 
Punkten  irgendwelche Singularitaten, wie z. B. Unstetigkeit,  Unbeetimmt- 
heit u. s. W. haben. Wir  hetrachten diese Punkte  als ~ h a i l ~ n n k t e .  der 
Kreiçlinic und unterscheidcn zunaclist die  bciden Fal le  eincr cndliclien 
oder unendlich grossen Anzahl derselben. I n  lotzterom Fal le  giebt es 
auf der Kreislinie einen oder mehrere Punkte ,  in welchen die Theil- 
punkte unendlich nahe zusammenrücken, die also nicht in  so  kleine 
B6gen eingeschlossen werden konuen ,  dass in  diesen nicht unendlich 
viele Theilpunkte liegen. Wir  nennen diese Punkte  Ha u f u n  g s  11 n n  k te 
der Theilung, und zwar Haufungspunkte e r s t e r  O r d n u n g .  Ein Haii- 
fungspunkt kaun entweder selbst eiu I'heilpnnkt sein oder auch niclit. 
Die Zalil der Haufungspunkte erster Ordnung ist entweder eine endliche 
oder nnendlich gross. In letzterem Palle nennen wir die Haufungspunkte 
derselben Hiiufungnpiinkte zweiter Ordnung,  welche, wenn ihre Zab1 
unendlich gross ist ,  wieder Hiiufungspunkte dritter Ordnung haben, u. S. f. 
Die  Zahl der Ordnungen ist nun entweder eine endliche, so dam also 
eine bestimmte Zahl 71 angebbar ist derar t ,  dass die Zahl der Haufungs- 
punkte der Ordnung eine endliche is t ,  oder die Zahl der Ordnungen ist 
unendlich gross. 

In vorstehender Weise ha t  Herr  C a n t o r  in  Bd. V der  ,,Mathema- 
tischen Annalen'', S. 123, die Theilungen einer Krcislinie untersucbt und 
davon Anwendung gemacht auf die Theorie der F o u r i  er 'schen Reihe. 
H e r r  C s n  t o r  beschraukt sich fiir diesen Zweck auf Theilungen mit einer 
endlichen Auzahl von Ordnungen der Haufungspunkte. F ü r  eine urirnd- 
liclie Anzatil derselbeu führt er blos ein Beispiel a n ,  und zwar dasjenige 
einer Thei lung,  durch welche die ganze Kreislinie oder irgend ein Bogen 
derselben in lautcr unendlich kleine Theile zerlegt wird. Die Frage, oh 

'eu noch andere Theiluugen gebe,  deren EIaufiingspunkte unendlich viek 
Ordnungen haben,  wirft H e r r  C a n t o r  gar nicht auf. Xun i ~ t  aber 

gerade die Beautwortiing dieser Frage von hesunderem Interesse, da man 

dadurch auf b i ~ h e r  noch nicht betrachtete Functionen vnn ganz eigen- 
tliiirnlicher Beschaffenheit gefiihrt wird, wie ich hier zeigen werde. 
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Wir nehmen also die Zahl der Theilpunkte unendlich gross, schliessen 
aber den Fa11 ans ,  wo irgend ein noch so kleiner Rogen diirch dieselben 
in lauter unendlich kloine Thei le  zerlegt ist. E s  sind also Théilbogen 
von endlicher Groese angebbar. Irgend einer derselben oder mehrere 
gleiche Theilbogen sind einzeln grosser, als jeder  der übrigen; wir nennen 
sie 'i'heilbogen erster Grosse und setzen ihre Summe = b , .  Anf dem 
Reste der Kreislinie sind ebenfalls Theillsiigen von endlicher Grosse 
aiigebbar. Den oder die grossten unter  denselben nennen wir Theil- 
bogen zweiter Grosse oder zweiter Ordnung und  setzen ihre Summe 
= b , ,  u. S. f. Die Zahl der Ordnnngen ist unendlich gross; denn 
weun aie eine endliche ware, so würde offenbar auch die Zahl der  
Theilpunkte eine endliche sein. Die Snmme h, + h, + b3 + . . . in in f ,  

kann nnn entweder der ganzen Kreislinie gleich, also = 2 n ,  ader auch 
kloiner als 27d sein. Dies ist der  wesentliche Unterschicd, welcher, 
wenn die Theilpunkte Unstetigkeitspunkte s ind,  bai der Anwendung 
auf die E ' o u r i e r ' s c h e  Ileihe zu beachteu ist. I n  ersterem Fal le  hat  
jedes Glied der Reihe sowohl bei endlicher, als unendlicher Zahl der  
Haufungsordnungen einen bestimmten Wer th  und die Reihe is t ,  falls 
nicht noch andere Besonderheiten (unendlich viele Maxima und  Minima, 
Pnnkte ohne Differentialquotient n. s. W.) vorkommen, stets convergent. 
In letzterem Falle kann  die Reille einen unbestimmten Wer th  haben 
in der Weise, dass jedes Glied unbestimmt i s t ,  oder aie kann  diver- 
gent sein. Znr Bestimmtheit und Convergenz sind noch besondere Be- 
dingnugen erforderlich. I n  einer spater zu veroffentlichenden Arbeit 
über die F o u r i  e r ' eche  ICeihe werde ich h i e r ~ n f  naher eingehen. E s  
sol1 hier blos noch durch ein Beispiel gezeigt werden,  dass der  zweite 
Fall wirklich vorkommen kann. 

Die Kreislinie werde in vier abwechselnd gleiche B6gen zerlegt u n d  
zwei einander gegenüberliegende als Theilbogen erster Ordnung  betrachtet. 
Vcn den beiden übrigen (Z w i s c h  e n b o  g e n  ereter Ordnnng) werde jeder 
in fünf abwechselnd gleiche Thei le  zerlegt und  die beiden dem m i t t l e r ~ n  
henachbarten als Theilbogen zweiter Ordnung betrachtet. Deren Anzahl 
ist also = 4. Die übrigen sechs B6gen (Zwischenbogen zweiter Ordnung) 
werdm jeder in fünf abwechselnd gleiche Thei le  zerlegt nnd die dem 
mittleren benachbarten als Theilbogen dritter Ordnung bstrachtet,  deren 
Anzahl also = 12 ist. So fahrt man fort ,  indem man immer jeden der  
nt"" Zwischenbogen in fiinf abwechselnd gleiche Thei le  zerlegt und die 
beiden dem mittleren benachbarten Theilbogen n + lLer Ordnung sein lasst. 
Die Zwischenbogen werden hierbei einzeln beliebig nahe = 0 ;  ihre Snmme 
dagegen kann zwar ebenfalls = O  werden, aber sie kann auch gegen 
eine Grenze > O  convergiren. Nimmt man z .  B. die Theilbogen immer 

n 
so gross, dass die Summe derjenigen erster Ordnung =-, zweiter Ord- 2 
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td n 
nung  = - , . . ., nier Ordriu~ig = - wird, B O  ist die Gesammtsumrne der- 

4 2" 
selben en;. Sie machen also znsammen n u r  die halbe Kreislinie aus 
u n d  die t r ien Zwischenbogen bleiben bei noch 0 0 .  grossern ii zusarnmen 
grosser als n. 

Um nun anch eine Function anzugeben,  welche i n  obigen Theil. 
punkten anstetig k t ,  so moge dieselbe suf  den Theilbogen erster Ord- 

1 1 
nung  constant =-, auf denjenigen n te r  Ordnung constant =- genoui- 

2 2" 
men werden. Die Function ist hierdurch aiif Bogen definirt, wclche zu- 
sammen die halbe Kreislinie ausrnachen. Die andere Halfte bestelit 
jedoch nnr  au0 Punkten ,  d a  in keinem noch so kleinen Bogen die Func- 
tion gar  nicht definirt ist. An  den Endpunkten  eines Theilbogens, wo 
die Function springt,  ist nur  e i n  Werth derselben definirt. Den andern 
aber kann man als mit definirt betrachten, da  nach der von dem Theil- 
bogen abgcwandten Seite hin in der Nachbarschaft die  definirten Werthe 
beliebig nahe = O sirid, der  fragliche Werth i n  dem Theilbogenendpunkte 
also ebenfalls = O  zu nehmen ist. Qar  nicht definirt ifit die Function 
in dem Halbirungspunkte irgeud eines Zwischentiagens. E in  solcher 
P n n k t  1Zsst sich aber in  einen so kleinen Bogen einschliesseii, daçs in 
demselben die definirten Functionswerthe beliebig nahe = O  s ind ;  also hat 
in  einem solchen Punkte  die Function nur  den einen Wer th  = O .  

Die  Function ist integrirbar nach dem von R i e m a n n  in seiner 
Abhandlung über die F O u r i  e r ' sche  Reihe gegebenen Kriterium. 

Vorstehendes gilt irn Wesentlichen auch für nichtperiodische F u n c -  
t ioneu einer Veranderlichen und  lasst sich dann auf Functionen von zwei 
Veranderlichen anwenden. Hierdurch verlieren mehrere Satze der Func- 
tionentheorie ihre allgemeine Giltigkeit , u. a. der von R i e m a n n  in ~einer 
Inauguraldisscrtation unter 10. gogebene Satz  ( R i e m a n n ' s  Werke, 
heransgegeben von W e b e r ,  Leipzig 1876, S. 20). Es wird bei der ge- 
wohnlichen Passung dieses Satzes ausser Açht gelassen, dass es ausser 
Reihen von isolirten Punkten und zusammenhangenden Punktreihen nocL 
Reihen von Punkten giebt,  welche a n  keiner Stelle zusammenhangend und 
doch auch a n  keiner Stelle isolirt sind. Man schneide aus einem Quadrat 
eine Kreuzflachc, so dass vier gleiche Quadrate übrig bleiben, schneide 
s u s  jedem der  letzteren auf gleiche Weise eine Kreuzflache u. s. f. Die 
Seiten der Quadrpte rnogen naçh der Formel abnehrnen s,,, = e-($)m. s,-i. 

Die  Zahl der Quadrate wird = cri, ihre Summe = 4m o z m .  e- soz (rn = m), 

J e  nachdem a s * ,  wird also die Summe der Quadrste  = O  oder niclit 
und  die zusammenhangendr., ans sammtlichen Kreuzen bestehende Flache 
gleicb dem ursprünglichcn Rcchteck odcr kleincr. Dcr  Rest besteht aber 
in  jedem Fal le  nur aus Punkten.  Mau kann uun  eine Ortsfunction r i  

angeben,  welche, als Ordinate einer Flache betrachtet , über den Kreuzen 
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eine zusammenhangende, stetig gebogene Flache darstellt und in Bezug 
a2u aeu  

auf ein rechtwinkliges Coordinatensystern der Gleicliung -- + -- = O 
ax2  a y z  

grniigt, wahrend in allen Kreuzpunkten die  Flache Spitzen hat ,  deren 
Holie ctwa in d e r  Mitte am grossten ist und nach dem Rande zu abnimmt. 

April 1881. W. VELTMANN. 

X. Ueber elliptische In tegra le  zweiter Gattung. 

Die Entwickelung des Integrals 

I(u)= t d u ,  S 
O 

d u = i d $ : V t ( l - Q ( 1 - x $ ) ,  & ~ s n i l ,  

nach Potenzen von 5 gehort unter die Metlioden zur Auswerthung der 
Integrale zweiter Gattuug. Man gelangt zu derselben unter Eentitzung 
der Formel 

oline Weiteres aus dem Integral durch die Gleichung 

Vielleicht noch unbekannt  ist aber eine Entwickelung der Integrale 
zweiter Gattung in das Product einer Reihe in den Factor 

Vk(i-&)(l-xE) = s n u . c n u . d a u ,  

eine Entwickelung van der  Form 
- 

~ l ( z r ) +  B u =  J t ; ( 1 - ~ ) ( 1 - x ~ ) . ( a , + o , ~ + n , ~ ~ +  ...+ u,+lgn+ ...). 
LTm zii den Coefficienten a,, rr, ,  . . . zu gelangen, difl'erenziren wir 

(vergl. C r e l l e ' s  Journa l ,  Bd. 81 S. 83) nach u und erlialten (m = O, 
1 , 2 ,  ... m) 

Z ~ 7 , , + l ( l - ( l + x ) ~ + x ~ 2 ) ( 2 m + l ) ~ m a , + ~ ( l + x - 2 x ~ ) ~ m + 1 =  A i + B .  

Setzt man liierin zuerst die Coefficienten vou 5' und 5' gleicli Null,  so 

folgt 
u,=  fi, 3 a p - 2 ( l + x ) a , =  A .  

Setzt man sodnnn, 71 > 0,  den Cocfficienten von pf '  gleicli Null,  so 

ergicbt sich fiir a, die Recursionsformel 
1.3" 
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( 2 n + l ) x a n -  ( 2 n + 2 ) ( 1 + x ) a n + i +  ( 2 n + 3 )  a,+2=0, 
welche durch die Gleichung 

an = P M n +  QNn 
vollig integrirt wird , wenn 

Mn = J s f a c + ( 2 n - i )  
2 facn F ( i P n + l ) ,  3, n + l ,  x ) ,  

i s t ,  u n d  P u n d  Q Constante oder, was für uns  hier wegen der Ganz- 
zahligkeit von n dasselbe is t ,  i n  n periodische Fnnctionen sind. 

A n s  den Gleichungen 

B = P M l + Q N , ,  A + 2 ( l + x ) B = 3 P M 2 + 3 Q N , ,  

u n d  aus der Gleichung 
MIN,-M2Nl=n; :6xx  

ergeben sich frir P und  Q d ie  Wer the  

- 4 + 2 ( 1 + k ) B N ,  
3 

Bequemer ist e s ,  s ta t t  dieser allgemeinen Reihe zwei particularo 
Reihen R (u) und S(u) einznführen, i n  deren einer Q = 0 is t ,  wahrend 
i n  der  andern P= O ist,  nud die allgemeiue Reihe i n  der Form CR( i r )  
+ D S ( u ) ,  in der C, D willkürliche Constante s ind,  wieder zu gewionen. 

Q wird gleich Null,  und zngleich P = l  für R = 4,  A +  2( l+  x )  B 
= 3 M ,  oder A = 3 N, - 2(1+ x )  Ml = - xAWo. Hierdurch gewinnt man 
die Reihe 

R ( u ) =  M , u - x M , i ( u ) = s a u c ~ u d a u X M , s o ~ ~ u ,  m =  1, 2 ,  3, .,. W. 
P wird Null  und  zugleich Q = 1 für  B =  NI, A =  - kN,, und es 

ergieht sich bei diesen ~ n n a h m è n  die Reihe 

S ( ~ ) = N , u - n N ~ ~ ( u ) = s a u c u u d a u 2 : N , , , s a ~ ~ u ,  m = 1 ,  2 ,  3, . . .  m. 

Will man die  Constanten Mo, Ml, No, NI lieber durch die Grossen 
1 1 

ausdrücken, so braucht man n u r  zu beachten, dass 

ist. 
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XI. Ueber epecielle elliptieche Fnnctionen. 

Die Umkehrnng elliptischer Integrale erster Gattung wird in der 
Regel durch Quotienten von, Thetafunctiunen bewirkt, deren Argumente 
um Systeme h a  l b e r  Periodicit5tsmoduln von einander verschieden sind. 
Für das System halber Periodicitatsmoduln konnten auch Systeme an- 
derer rationaler Theila der Perioden eintreten , doch wird im Allgemeinen 
schon fur Drittelsysteme die Darstellung der Thetaquotienten durch die 
obere Grenae des Integrales erster Gattung, wofür ich Formeln in den 
Leipeiger Annalen Bd. VI gegeben habe, complicirt. Fü r  den speciellen 
Fa11 jedoch, in welchem das Integral 

nmzukehren ist, werden die Formeln einfach und elegant. Man stosst 
anf diese Functionen hei der Untersuchung des logarithmischen Poten- 
tials einer gleichseitig- dreieckigen Platte. Aber auch sonst scheiut mir 
die beuprochene Darstelinng nicht ohne Interesse, weshalb hier die wich- 
tigsten Formeln und Satze gegeben werdon sollen. 

5 1. Eine R i e m a n n ' s c h e  Flache T sei wie s = V N ( Z )  verzweigt, 
wenn N ( z )  = (z - k,) (2- k,) (r - k,) ist. Sie besteht ans drei Blattern, 

welcbe I h g s  der beiden zusammenstossenden Durchsetznngslinien klk, 
und kx eusammenhtingen. Die Ufer d i e ~ e r  Linie, welche für die Rich- 
tnogen von k, nach k,, bez. von k, nach k3 anf der Linken liegen, sollen 
die positiven genanrit werden. Im obersten jersten) Blatte werde i für s 
geschrieben, und man gelange durch einen positiven Umgang nm k, ine 
zweite (mittlere), durch einen weiteren Umgang ins dritte Blatt. Znr Ab- 
kürznng werde 

-- a ( )  - A ' ( )  , A = (ka - k,) ( k ,  -KI) (k, - k,) , 
a 

wo das Integral iiber das positive Ufer von k,k, zu erstrecken ist. Dann 
ist da8 Integral über das nntere Ufer z Q  und die Differenz 

w=(l-.)p. 

Erstreckt man das Integral d m  über eine Schlinge, welche (k,k,k,) S 
einfach nmkreist , so folgt ans dem C a u c h y '  schen ~ B t z e  (wenn dss fol- 

gende Integral über das positive Ufer von kak,  erstreckt wird) 
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Derselbe Satz giebt 

Schreiben wir noch 
w T = ( l - t t ) q ,  

woraus w': w  = - z r  folgt,  so ist w, wenn der Anfangswerth des Integrals 
gegeben ist, in der F o r m  enthalten 

wo m ,  m' beliebige ganze positive oder nagative Zahlen sind, die davon 
abhiingen , wie oft der Integrationsweg die Punkte  k ,  k ,  k ,  urnkreist hat. 
Man erweist leicht die zwischen den Periodicitatsmoduln OJ, w' und p 

bestehenden Beziehungen 

r r a = -  a ,  r w  = - m ,  z w = w - w ,  r r a  =a-a), 

e = + ( ~ + w ' ) ,  P T = - a ) + j ( . m + w l ) ,  e r z = - w ' + + ( a ) + w ' ) l  

Den Anfangswerth von TV bestimmen wir s o ,  dass TV im Punkte Ir, Null 
ist. D a n n  hat  m 

in  den Punkten k,, k,v k, 
bez. d ie  Werthe +CO - 3 w', $ o - 6 w', 0 .  

D e r  Kürze  halber werden wir den Wer th  von n> im Punkte k, mit 
TV, ,  im P u n k t e  k, mit TV, bezeichnen. D a n n  ist 

5 2. D a  hier zur Umkehrung Qnotienten von Thetafunctionen ver- 
wendet werden sollen, dercn Argumente u m  Systeme von Drittelperiorlen 
sich unterscheiden , so werden wir in  T d r e  i w e r t h i g e  Functionen dar- 
zustellen haben,  deren Coben einwerthig sind und i n  e i n e m  Pnnkte 
unendlich groes , in  e i n e m  unendlich klein d r i  t t e r  Ordnung werden. 
Solche Funct ionen bieten sich von selhst dar  als die Qnotienten der 
Ausdrücke 

Z -  k l ,  z - k , ,  z -  k3 

und diese Quotienten werden hier dargestellt werden. E s  giebt ausser 
z - k, , z - k,, z - k3 noch andere Functionen , welche nur  irn Unendlichen 
nnondlieh gross werden und n u r  in  e i n  e m Punkte  in der d r i t  t en 
Ordnung  versehwinden. Sie sind in der Form onthalten 

3 s sl s, - 3 N (2,) - ( z  - 2,) ~ ' ( z , )  , 
worin zl eine Wurzel  der Gleichung ist 

3 iV(z,) N f ' ( z , )  - 2 N'(z,)  A"(;) = 0, 
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die zwei Werthe von z, liefert, welche mit j e  drei Werthen s, znsammen 
sechs Fnnctionen liefern. F ü r  den Fall ,  dass N ( z )  = 1 - zz ist ,  sind 
die sechs Functionen in der F o r m  enthalten 

3 s  Fz+ i z o - 3 ,  

in der die Wnrzeln beliebig genommen werden k ihnen .  Man gelangt zu 
der Gleichung für z, durch die Bemerkung, dass die gesuchte Fnnction 
und ihre erste u n d  zweite Derivirte für z  = z ,  verschwinden mues. 

8 3. Die Thetafunctionen, die zur Umkehrnng dienen,  haben den 
Modul m'in : m = - zt . in .  E s  werde 

e-et in  = y*= i g ,  g = e-%nV3= 0,0659812 

gesetzt nnd die  Rezeichnnng gewxhlt 

4ni - (10 - WJ Hl ( T U )  = H ( w  - w,) eS , 
2in i a w  
-(N-TU,)+- '  

J12(m) = I Z ( r u - w Z ) e 3 ~  

Es erliellen dann von selbst die Bezietiiingen 
inw ,  

H ~ ( b ( m ~ + m J )  =H2(&(w,+w2j) ,  H ( w , ) = -  H(+(w+mrj)e", 
in 

Hl (.- >u) = - ( w )  e - 8 1 a .  = - z z H 2 ( ~ ) ,  H z ( - w ) = -  s H 1 ( w ) ,  
i n w ,  -- 

H l ( 0 ) = - ~ ~ H 2 ( O ) ,  Hl(w2)= H ( $ ( w + w ' ) = - H z ( ~ , )  e Co .. 

?, ( N I )  = 72 ( 4  = 0 7 ( O )  = q2 (O) = 00- 

Da die dritten Potenzen dieser Fnnctionen in T eiuwerthig sind und  wie 
1 : ( 2 -  k,) im Pnnkta  k, nnendlich gross, wie z - kl , bel.  r -k2 in k, , 
kg nnendlich klein werden, so folgt sogleich 
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a (7.3 - k2-k, z -  k,' k,-k, z-k3' 

Die Dreideutigkeit der Wurzeln wird dadurch beseitigt, dass eben 
im obern Blatte von T v, (lu,) = 1 ,  = 1 ist. E ine  unmittelbare 
Fo lge  dierier Darstellungen ist die Gleichung 

.'7i3 ("1 + rizs ("1 = 1, 
Lasst man in den Ausdrücken q, (m) .ru, qYIB (N) .PU die Grosse n, der 

a H  
Grense Nul1 e n e i l m ,  so folgt (H'(w) = %) 

Da für n> = +(wl +wz) ril und 7, einander gleich soin müssen, so 
findet man den zugehorigen Werth von z durch die Gleichung 

ergiebt. Setzt man dies in den Ausdruck für  7, e in ,  so folgt 

3 4. D a s  A d d i t i o n s t h e o r e m .  Das Product ql(rv) rlp(~) hat die 
Perioden w und cu', ist also in T einwerthig, und wird algebraisch durch 

;C./ f l P 3 0  

(k, - k,)" k3 - Z 
dargestellt. E s  ist eine g e  r a  d e  Funct ion,  d. h. es besteht die Gleichung 

ri1 (- 4 72 (- "1 = vi 72 (ml. 
Die eiuwerthige Function ri, (w) rl,(?v) - ql (w') (ni') verschwindat 

daher  nicht b l o ~  fiir ni = w',  onder ru auch für m = - rv'. 1st z ;= z' für 

ni = w', so wird beiliinfig der zu rv = - w' gehorende Wer th  von z dnrch 
die  Gleichung gefunden 

~ ~ ' ( 2 k 3 - ~ l - k , ) + ( z + z ' ) ( k , k 3 - k l k z )  + 2klk2k3- k3k3(kl+k,)=0. 

(Wenn k, = m, kl = 1, k, = - 1 ist ,  so ist z = - z'.) D a  nun  q: (ni) die- 
selbe Periodicitat ha t ,  wie q,(tu), und r1,2(lv) dieselbe, als rl,(rv), so 

folgt 

D e n n  i n  diesen Gleichungen haben beide Seiten dieselbe Periodicitat in 
Uezug auf rv sowohl, al6 auch in Bezng auf pu', werden in denselben 
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Pnnkten unendlich gross erster Ordnung, '  niimlich für m = - m'. Sie  
konnen sich demnach nur  durch einen constanten Factor unterscheiden, 
welcher für ni= O leicht verificirt wird. Hieraus folgen sogleich die beiden 
Gleichungen 

l l l ( ~ - n i , ) = ‘ ~ ~ .  ,% ("1 vi2 [ml) - ri, (ni*) Tge (?O) 
TI ("1 rie ("1 - 71 ("'1 ~2 ("'1 ' 

Will man im Additionstheorem m'=ni machen,  so erhalt man For -  
meln von der Form 0 : 0. Um die gewohnlichen Rechnnngsregeln auf 

sie anwenden zu konnen,  thut man wohl, 7, durch 71 - rl: zu ersetzen. 
Auf diese Weise erhàlt man die Beziehung 

Urn die Differentialgleichungen der  Functionen ql und q2 zu erhal. 
ton, haben wir nur  nothig, w' durch dm im Additionstheoreme zn  srsetzen. 
Vorher muss aber gezeigt werden , dass H', (dw), Hfp(dni) nnendlich klein 
sind. Es  ist-Hl(m).H2(m) eine gerade Fnnct ion,  und  also für w = O 

W. z. b. W. Von diesen Werthen in dem Ausdrncke 

H (w) Hl (m) H,Z (d ni) - H [d w) Hl (d ni) H,e (m) 
qi (nl + d w) = L 

Ii, (m) 4 (TV) H z  (d ni) - Hl (d ni) I'l, (dm) H S  (m) 

Gebranch machend, gclangen wir zu dcn Formeln 

5 5. I n t e g r a l e  z w e i t e r  G a t t u n g .  Die Integrale zweiter Gat- 
tung konnen sanimtlich auf ein besonderes unter  ihnen zurückgeführt 
merden. Wir wahlen hierzn des Integral  

und setzen das über da8 positive Ufer der Durchsetzungelinie genom- 
mene Integral 
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ncls integral  über das untere  Ufer ist dann zze. Ferrier sei 

N'(k , )  d z  
t3 (Slz)= - (J3 ( 

c r e  + - m). 
z  - k,)  s @ 

E i n  Integral  zweiter Gat tung ,  welches im Punkte  G ,  5 wie 1:&-2)  

unendlich gross wird, lasst sich mit Hilfe von i, anf die Form bringen 

t ( ~ ,  l ;  s, 2 )  

1 se (t- k3)2  + s G ( Z  - kg) (z - kg )  + [ i2 ( Z  - k3l2 j?'d c- -- 
5 - 2  ~ G G ( Z - k 3 ) ( t - k 3 )  3  a 13 (ss 2). 

Um nachzuweisen, dass diese Fonction für z = k ,  nicht unendlich gros8 

wird, multipliciren wir sie mit v z -  ka nnd  gehen zur  Grenze z -  k, 

über. Der  algebraische Theil erhLlt dann den Werth v m k , ) :  3 66, 
wahrend 

lim V A  ( z  - Ir,) 1, (s, z )  = 1V'(k3) Eim ( z  - k,)"/l: s ( z  - k, )  = 4 ~ ' ( k , )  Nf(k , )  
3 -  

ist , woraus sich lim / z  - k ,  {(G, 5 ;  s, z) = 0 ergiebt. 
Multiplicirt man den algebraischen Theil mit G G  und IZsst dem 

Punkte  6, 6 den Werth ni = v entsprechen, so Iasst sich das Prodnct 
leicht durch 7, und  q2 ausdrücken, und zwar ist  

1 ~ ~ ( ~ - k ~ ) ~ + ~ ~ ( z - I ~ , ) ( ~ - k , ) + u ~ ( z - l i , ) ~  
-- 
f-z ' ( z  -k3) ( 5 -  k3) 

= V d .  % 2 ( n i )  %2(W)  + 7 1  ( ~ 1 %  ( W ) 7 1  (VI  ~ 2 ( ~ )  + q12 %e (O) 

713 ( V I  - 71' ( ~ 1  
Denn beide Seiten sind in T cinwcrthig, werden im P u n k t e  G, [ ( w = v )  - 

iinendlich gross erster Ordnnng und  wechseln ihr Zeichen, wenn [ m i t  z 

(m mit v) vertauscht wird. Deshalb konnen aie sich nur  durch einen 
constantan Factor unterscheiden. Mnltipliciren wir mi t  6 - 2  und setzen 
dann z = t ,  so erhalten wir links den Grenzwerth 366 ,  r e c h t ~  erhalten wir 

2 - k s  K-ks 

also denselben Wer th ,  wodurch die Richtigkeit des constanten Factorfi 
erwiesen ist. 

D e r  Ausdruck {(G, 5 ;  s, z) l a m  sich durch Thetafunctionen und 
ZJ zq H ( v - W )  

d&en Differentialquotienten ausdrücken. Da namlich - f ü r  
a c 

ni = v ,  z = 5 wie 1 : ( 5 -  z) unendlich gross wird und die Periode o hat, 
also nngeandert bleibt, wenn ni n m  o = (1 - r )  p wachst, welche Eigen- 
schaft ebenso der Fnnction t,(s, z )  zukommt, so musa 
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sein, wo D' von z nnabkingig ist und  nyr  noch von 5 abhangt. Multi- 

pliciren wir d i e ~ e  Gleichung mit a 5 : = 3 o u  : v d  und schreiben D für 

D$G : 3u  G, so folgt 

Da H 1 , ( 0 )  = O  i s t ,  so ist für w = O 

Nehmen wir die  noch willkürliclie Integrationsconstante so a n ,  dass 

H'o) = I, (s, i )  , 
H(w) 

Es nimmt ts um 2in : 3o ab, wenn z von k, bis k ,  waclist, wie die  
Dar~tel lung durch Thetafnnctionen sofort zeigt. Die directe Darstellung 
liefert den Znwachs - (e + z re) = r e = (z - zz) e : (1 - t) und diea muss 
demnach gleich - 2 in  : 3 w = - 2 in : 3 (1 - z) Q sein. Daraus erlralt man 
eine Beziehung zwischen e und Q 

Jetzt iindet mari leicht d ie  ~ a r s t e l l u n ~  

n'(a-îli) 

H ( c -  w) 
- ~~"(111 v2' ( ~ 1 ~ )  + rll (w) v2 9, ( 0 )  9, (VI + 9,' (VI rZ2 (21) W w )  H ' ( p )  

%Ji3 (VI - rllS (81)  
+--. 

H(7uI H(v)  
Damit ist zugleich die additive Constante D hestimmt. Schreiben wir 
noch, um das Additionstheorem zu erhaltcn, -ni für w, so haben wir 

5 6. Bei Anwendnngen wird man es im Allgemeinen vorziehen, die 
Fnnction s durch einc lineare Substitution dahin zu voreinfachen, dass 
die Verzweigungswerthe numerisch werden. Wir  wollen sie auf - 1, + 1, 
CO werfen. Dies geschieht durch die  Substitution 
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Nun sol1 noch die nnmerische Constante H'(0) ermittclt werden. 
Hierzn setzen wir 

Transformiren wir das zweite integral successive durch die Snhstitutionen 
z = -  zz ' ,  r r ' + z r x  = - 1 ,  so erhalten wir für iK'  noch die heiden 

Formen 
1 

f dz' - i s z  =-w/ $ d x  - - - r i K .  
z ' ( 1 - z ' ) ( l + z z f )  Kr  1 0 ~ x ( i - a ) ( i + z z x )  

Es ist also i n  i K': K =  - nK': K -  - z r i n .  Hieraus fliesst als bekannte 
Formel die Gleichung 

- - -  J F J T  7z ~ K " J ,  7c 

wenn 
m 

81, (4 = iz,m) (-lIrn!l 'r*YeJ2m+l,u 
-03 

und *',, der nach u genommene Differentialquotient ist. , 

Da die H' und 6',, durch die Gleichung zusammenhangen 

a, 
(O) = - s7c 7 H ( O ) ,  

8 0  folgt 
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Uurch die Substitution x - (1 - &) : (1 - zz) erhalt man 
1 1 

P.S. Zwischen Einsenduig und Druck dieser Notiz sind in J e n a  
die beiden Dissertationen erschienen : 

F. L e f l e r ,  Das Integral und seine Umkehrung. - 
O. Z i m m e r m a n n  , Das logarit,hmische Potential einer gleichseitig drei- 
eckigon Platte. 

Diese Schriften s t ~ h e n  in nahen Beziehungen zur vorliegenden Notiz. 

Xn. Ueber Linienpaare mit optiachen, denen der Brennpnnkte 
enteprechenden Eigenechaften. 

(Hierzu Taf. II Fig. 12 - 14.) 

1st ein Kegelschnitt K ,  sowie ein beliebig gelegener Punkt P ge- 
geben, so giebt es zwei reelle und ausserhalb K verlaufende Gerade 
x y von folgender Eigenschaft : 

,, 1st durch P und den Berührungspunkt A einer belicbigcn Tangente 
g des Kegelvchnittes ein Spiegel senkreçht anf die Ebene der Zeichnung 
aufgestellt, sind ferner X Y  die Schnittpunkte jener beiden Geraden mit g, 
so wird ein von X nach P gelangender Lichtstrahl vom Spiegal nach Y 
reflectirt." (Vergl. Fig. 12.) 

Die Existenz dieser beiden Geraden wird durch Angabe folgeiider 
Construction dargetban, die uns dieselben immer reell liefert. 
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Ers te r  F d l :  P is t  ausserhalb K gelegen. (Fig. 12.) 

Man bestimme unter den Strahleripaaren der zu !' in Bezug auf K 
geliorigen Involution das rechtwinklige und schneide dasselbe mit der 
Polaren von P. Von den beiden so erhaltenen Punkten i d  der im Inriern 
gelegene als zur weiteren Construction nicht mehr verwendbar zu ver- 
werfen, der auss~!rhalb galegene eei mit IW bezeichnet. 

Dieser P u n k t  fi1 ist der Schnittpunkt der beiden e u  bestimrnenden 
Geraden. 

Man verbinde nun einen beliebigen P u n k t  N der Ebe,ne mit P und 
sclineide die Polare von N mit der  in P auf NP erricliteten Seukrechten; 
man erlialt so einen P u n k t  N.' - und es merde M N  mit n ,  MA" mit 
hezeichnet. 

J e d e r  P u n k t  von rl  liefert, auf dieselbe Weise verwendet, einen 
Pnnkt  auf n'. Die Verbindungslinien N'N umhüllen einen Kegelschnitt, 
dessen einer Brennpnnkt  Pl dessen Directrix d mit M P  die Slrahlen fin' 

harmoniscli theilt - derselbe berührt n n' in janen Punkten ,  in welchen 
eine in  P auf M P  errichtete Senkreclite die Strahlen nn' schneidet - er 
ist identisch mit jenem Kegelschnitte, dessen Taiigentenabschnitte zwi- 
 che en nn' von P ans unter  rechtem Winkel  erscheinan. 

J e d e r  P u n k t  auf n nnd  sein conjngirter auf n' bilden, mit P ver- 
hunden,  einen rechten Winkel: gelange es also noch, die getrennten 
Geraden nn' zu e i n e r  Lage x vereinigt zu setien, so ware die oben 
gesteIlte- Aufgabe gelast. 

Nun  überzeugt man sich leicht,  dass eiue Bewegung von 11 eine 
d a m  projectivische Bewegnng von n hervorrnft, bei welcher jede Lage 
nn' sich doppelt entspricht. 

D i e  D o p p e l e l e m e n t e  xy d e r  I n v o l u t i o n  nn' l o s e n  a l s o  d ie  
A u f g a b e .  

Bei der Ausfüliriing der Construction ist nicht eu übersehen, daas 

P M  und  die Polare p von P der Involution nn' angehoren. Man bat  
also nnr  ein einaiges P a a r  Strahlen nn'  zn conetruiren, nm für die Be- 
stimrnung von xy genügendes Material an der  Hand  zu haben. 

Zweiter Pall: P l iegt innerhalb K. 

Hier  liefert der Beginn obiger Construction zwei Punkte  M ausser- 
halb II. Vori diesan beiden Punkten lief'ert der  eine reelle, der ande.ra 
imaginare I)oppelelemente der zugeborigen Involution. Welcher von 
beiden Punkten  J! zu verwerfen, welcher zu varwenden, kann niclit 
a priori entschieden werden. - -  

Lliese beiden Geraden x y  spielen in  der Theorie der Kegelschnitte 
ganz dieselbe Rolle, wie die Brennpunkte. Der  willkürlich gewahlt~ 
P u n k t  P vertritt dabei mit seiner recbtwinkligen Involution die S t e l k  

der iinendlich entfernten Geraden mit ihren Kreispunkten. 
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J e d e r  S a t z  ü b e r  B r e n n p u n k t e  l a s s t  s o f o r t  e i n e  U e b e r -  
t r a g u n g  i n  B e z u g  a u f  d i e s e  b e i d e n  G e r a d e n  eu .*  

E r s  t e s  B e i u  p i e l .  Die beideu gelirauchlichsten Definitionen der 
Brennpunkte, namliçh erstens die  aus ihrer optisclien Eigenschaft hervor- 
gehende, darin die des Senkreclitstehens je  zweier conjngirter Strahlen 
des znm Brennpunkte eines Kegelschnitts gehorigen Strahlenbüschels miis- 
een eine doppelte B a ~ s u n g  unseres am Eingange aufgestellten Problems 
m6glich machen. Und in der T h a t ,  die  beiden Geraden xy losen auch 
die folgende Aufgabe: Man bestimme eine Gerade so,  dass irnmer zwei 
auf ilir gelegene, in Bezug anf K conjugirte Punkte  von P aus unter 
rechtem Winkel erscheinen. 

Zw e i t e s  B e i s p  i e l .  E s  sei folgender Satz z u ï  Uebertragung nach 
uneerem Pr i~ ic ip  vorgegebeu : 

,,Schneidet man zwei homofocale Kegelschnitte ( A P  Urennpunkte) 
durch eine Gerade g, die durcli einen der gemeinschaftlicbeu Breun- 
punkte A gelegt ist ,  in vier Punkten  ( A  B CD) und verscbafft sich die 
Tangenten der Krgelschnitte in diesen Punkten ( u  b c tl), so gicbt es inimer 
einen Kegelschnitt il, der den andern Brennpunkt P zum Brennpunkte 
liat und die vier Geraden o b c d  berülirt; die beliebig gewahlte Gerade g 
wird Mr ihn zur Direçtrix. E r  herührt die Geraden iu vier Punkten  
A'B'C'D', welche so au€  a b c d  gelegen s ind ,  dass irnmer d A', BB' u. S. W. 

von P a m  unter reclitem Winkel  erscheinen. Der  Kegelschnitt ATs selbst 
erscheint von A aus unter rechtem Winkel. E r  ist ,  beilaufig bemerkt, 
eine Parabel,  welche die gemeinschaftliche kleine (imaginare) Axe der 
homof'uçalen Kegeluchuitte berüiirt." 

Derselbe liefert (Fig. 13) : 
,,Sind zwei sich nicht sehueidende Kreise K,K, ,  ihre. ideale Sehne 

p gegeben, sn ziehe man an dieselben v i m  Tangenten a b c d  von der 
gleichen Bichtung G ,  die zugehtirigen Berührungspunkte seien A B C D .  

Es giebt dann eine Hyperbel X 3 ,  die durch A B C D  geht und p in 
denselben imaginaren t'unkteu sclineidet, wie KI und  K, .  

Um die Tangenten i n  den Punkten  A B C U  zu erhalten, verlangere 
man a b c d  bis m m  Ihrchschnit t  mit p ,  (A'B'C'D'). Die Polaren von 
A'B'C'D' sind die zu den Punkten .4 B CD gehorigen Tangenten des Kegel- 
scbnittes K 3 .  

Des Weiteren ist p Durchmesser von Hg, G: selbst ist die zu p con- 
jugirte Durchmeeserrichtung. Die Schnittpunkte der Byperbel  mit der  
unendlich entfernten Geraden gehoren der Involution der Kreispunkte 
an: sie ist gleichseitig. Iliese Hyperhel ,  Mittelpiinkt auf pl gclit durch 
jeno zwei Piinkto, von welchen nus die I'unktepaare der von den Krei- 
een anf p bestimmten Involution unter rechtem Winkel  erscheiuen." 

* Vergl. S a l m o n - F i e d l e r ,  Kegelschnitte, f 385. 
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F ü r  die  beiden Kreise KI K2 vertreten namlich - und zwar für beide 
Kreise gleichzeitig - die ideale Sehne ,  sowie die unendlich ferne Ge- 
rade die Stelle nnserer betrachteten Geraden xy. Sei P ein Punkt ,  von 
welchem s u s  die Punktepaare der Involution auf p untor rechtem Winkcl 
erscheinen, dann  erscheinen auch die dnrch die imaginaren Kreispunkte 
harmonisch getrennteu Punktepaare der  unendlich entfernten Geraden 
von P aus unter  rechtem Winkel  - wie es  j a  für jederi P u n k t  der Ebene 
der Fa11 ist. 

A n  h a n  g. Die Geraden x y der  Fig. 12 trennen die Geraden PM, p 
harmonisch (nach der  Construction). 

Dies giebt ein Mittel, nm die Aufgabe ersten Grades einfach zu 

loscn: Gegeben ein Kreis ,  Pl gcsucht y (x ist bekannt als die unendlich 
ferne Gerade). Man führt y parallel der  Polaren p in der Mitte zwi- 
schen P und p. S o  erhalt man folgetiden, der  elementaren Geometrie 
zuzuweisenden Satz  (Fig. 14) : 

, ,Ist  g eine Tangente  a n  li', so wirft ein durch PA gelegter Spiegel 
d e n  Lichtstrahl YI' parallel mit g zurück." 

M ü n c h e n .  PBITZ HOFMANK. 

Von Herrn Dr.  S c  h 16 m i  1 ç b bin ich nachtraglich darauf aufmerk- 
sam gemacht worden, daas Herr  Prof. S c h r  6 t  e r  in Breslau in einem 
Aufsatze des Jahrg.  XVII (S. 508) ebenso, wie ich in  dem vorigen Jahr-  
gang XXVI (S. 333) dioser Zoitschrift , von dem Gedanken ausgeht , einen 
integrirenden Factor  aufznsuchen. Indem ich versichere, dass ich von 
der S c  h r 6 t e r ' schen  Arbeit keine Kenntuiss gehabt habe,  erkenne ich 
gern die Prioritat des Hsr rn  Prof. S c  h r o  t e r  au  iind überlasse es den 
Sachverstandigen, zu entscheiden, welche M c t h o d ~  zur Auffindung dieses 
Factors die naturgemassere ist. 

H a m m  i. W. &IUCH. 
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IX. 

D i e  F o u r i e r ' s c h e  R e i h e .  

Von 

W. VELTMANN 
EU Franksnthal 1. d. Pfals. 

Ilierzu Taf. III Fig. 1 II. 2. 

1. Wenn a,,+ al + u, . . . eine endliche oder unendlicbe Roilie ist ,  so 
uennen wir die Snmme von irgendwelchen aufeinanderfolgenden Gliedern 
derselben eine Theilsumme der Reihe. E ine  Theilsumme, die mit dem 
Gliede a, anfangt ,  heisst ein Stufenwerth, die Summe der  folgenden 
Glieder der zugchorige Rest. Der  de Stufenwerth ist derjcnige, der mit 
dem Gliede a, schliesst, der de Rest derjenige, der  mit 'dem Gliede a.+i 
anfàngt. 

Eine Grosse a nennen wir grtisser oder kleiner als eine Grosfie b, 
je nachdem n - b positiv oder negativ ist. Dagegen sollen sich die Aus- 
drücko b e t r a c h t l i c h  und  g e r i n g ,  sowie m e h r  und  w e n i g e r  auf die 
Verschiedenheit von Nul1 hezielieu, so daes also eine Grosse nui so ge- 
ringer is t ,  je nalier sie der Nul1 ist. F ü r  ,,grtisseru und , ,kleineriL 
benntzen wir die gewohnlichen Zeichen , fü r  ,, hetrachtlicher" nnd  ,, ge- 
ringer" die Zeichen 3 und  co'. Das Uneiidliehe k a n n  positiv unendlich 
oder negativ unendlich sein;  ersterer Ausdruck umfasst also beide letztere. 

E'ür eine unendliche Anzahl von Wertheu x,, z2, . . . , welche in 
irgend einer Weise definirt s ind ,  sei e ine bcstimmte Reihenfolge fest- 
gesctzt , dcrart , dass , wenn man eino cndliche Anzahl derselben beliobig 
herausgreift, die Reihenfolge derselben eindeutig feststeht. Das grosste 
der auf x, folgenden x werde mit g,, bezeichnet. W e n n  die Grossen g, 
welche wir die Restmaxima der x nennen ,  nicht = + o~ sind, so ist keine 
derselben grosser als irgend eine vorhergehende. I n  diesem Falle konneu 
die Grossen g gegen - cx, divergiren, d. h., wie klein eine Grosse k a n -  
genommen werden mag,  es ist immer eine der Grossen g angehbar, der- 
ar t ,  dass alle auf dieselbe folgenden kleiner s ind ,  als k. Wenn dieser 
Fa11 nicht stattfindet, so oxistirt eine bestimmte Grosse g, derart,  dass 
g-g, für jedes g positiv ist, dass aber, wie klein eine positive Grosse E 

angenommen werden mag,  eiue der Grossen g arigebbar ist, so dass f'ür 
hitachrift  f. Mathematik u. Physik XXVII, 4. 13 
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194 Die Fourier'sche Reihe. 

alle auf sie folgenden die Differenz g - g ,  kleiner ist als E. Die Be- 
ziehung der Grosse g, zu den a: konnen wir dann dadurch bezeichnen, 
dass wir sagen: Die Restmaxima der  x convergiren gegen g,, oder: y, 
i ~ t  die obere Schranke der  Reihe der z. Auf entsprechsnde Weise defi- 
niren wir die untere Schranke der  G r o s ~ e n  s oder die Grenzc der Rest- 
minima derselben. E i u e  solche existirt, wenn die Restminima der ~r6E'sen 
x nicht = - m sind und nicht gegen +CU divergiren. 

E ine  unendliche Reihe nennen wir convergent,  wenn die Stufen- 
werthe derselben i n  ihrer natürlichen Reihenfolge eine bestimmte obere 
und  untere Schranke Liaben und beide Schranken gleich sind. Zur Con- 
vergenz ikt es nothwendig und genügend, daes der  Rest der Reibensnmme 
von hinreichend hohem Index genommen werden k a n n ,  damit jedo Theil- 
summe desselben geringer sei ,  als eine noch so geringa Grficise. 

D i e  Reihe ist = + m oder = - m l  wenn resp. die Restminima der 
Stufenwerthe gegen +ao oder die  Restmaxima derselben gegen -m di- 
vergiren. 

I n  alleu anderen Fallcn ist die Reihe onbestimmt. Dic Unbcstimmt- 
heit kann  eine beiderseits hegrenzte, einseitig begrenzte oder beiderseits 
nnbegrenzte sein,  jo  nachdem die Stufenwerthe der Reihe eine bestimmte 
obere u n d  untere  S c h r a n k e o d e r  uur  eine von beiden, oder weder die 
eine,  noch die  andere haben. 

Wenn eine Grosse r kleiner als 1 und  grosser als O ist und dnrch 
stetige Vergrosserung in 1 ühergeht,  so wollon wir dies andcuten durch 
r < = l .  Das  Zeichen oder der Ausdruck für eine Grosse mit dem dar- 
tiher gesetzten Pluszeichen sol1 immer den absoluteu Werth derselben 
bedeuten. 

II. Wenn a, + al + a, . . . eine beliebige endliche oder unendliche 
Iieihe ist nnd E,, E , ,  e z ,  . . . positive Grossen s ind,  derart,  dass > E ,  > s e . .  ., R O  ist der nte Stufenwerth der Reihe €,no + Ela, + €,a, .. . gleich 
dem P roducte aus co mal einer Mittelgrosse der n + 1 ersten Stufenwerthe 
der Reihe a. + al + az . . . . 

Dieser Satz i ~ t  von A h e l  in  seiner Abhandlung über die Binomial- 
rcihe zwar nicht ausgcsprochen, aber im Wesentlichen bewiesen. Abel  
setzt namlich, wenn die Stufenwerthe der Reihe a, + n, + a,.  . . mit p,, 
pl, . . . bezeichnet werden, 

ao=po, al=Pl-Po, az=Pz-Pll m . .  

also 

P O O O +  - + h a n =  fOPo+ EI(PI-PO) + fn(Pn-pn-i) 
= P  O ( f  O - E ~ ) + P ~ ( E ~ - P ~ )  m . -  + P ~ - ~ ( E ~ - ~ - E ~ )  +pnfn.  

D a  nnn hier die mit den p m u ~ t i ~ l i c i r t e ~  Grossen nicht negativ sind, BO 

ist der  Ausdruck gleich der Summe E, dieser Grossen mal einern Mittel- 
werthe der p. 
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III. Wenn eine uuendliche Reihe S, = n,+a, . . . convergent i s t ,  so 
ist auch die Xeihe Sr  = a, + (1, r + n , ra . .  . für 1 > r > O convergent. Letz- 
tere Reihe ist eine stetige Function von r und  wenn r stetig in 1 über- 
geht, so geht der  Worth der Reihe Sr stetig in  den  von S,  über. 

Diesor Sa tz ,  der von A b  e l  aufgestellt und bewiesen wnrden ist,  folgt 
unmittelbar aus 11. D a  namlich n so gross genommen werden kenn, 
dass jede 'I'heilsumme des nten Restes RIE von S, beliebig geriug wird, 
die entsprechende 'I'heilsumme von Sr aber  uach I I  gleich der in ihrem 
ersten Gliede vorkommenden Potenz von r mal einem Mittleren aria den 
Stufmwcrthen jener Thcilsummo von SI k t ,  so werdcn auch die Theil- 
summen des ntcn Restes Br: von S, beliebig gering. Um ferner zu erken- 
uen, dass Sr für r < = 1 in SI ütiergeht , nehme nian n so gross, dass 
die i'hcilsuininen von il,? geringer werdrn ,  als eine sehr geringe Grosse 
E .  Dann ist nach II auch fi,: fiir jedes zwischen 1 und O liegende r 
geringer als E und untersclicidet sich von Rln um weniger nls E .  ,Jetzt 
nehme man r so nahe a n  1 ,  dass S,n von SIE sich um weniger als E 

nnterscheidet. Die g a m e  Reihe Sr unterscheidet sich daher  jetzt von S, 
um weniger a1s 2s. D w c h  Verkleinerung von 1 - r kann demnach der 
Unterschied von Sr und SI beliebig gering gemacht werden. 

I V .  Wenn SI = a,+ a,+a, . . . eine unendliche Reihe = + m oder 
= - CU ist ,  wghreud für 1 > r > O die Reille Sr = a, + a, r + a,r2.. : stets 
convergent is t ,  so wird fiir r <= 1 auch Sr = + m oder = -m. 

Dieser Satz ist von A b  e l  nicht aufgestellt worden; er folgt aber 
ebenfalls leicht aus II. Die  Rcihc SI sei gleich + oo; für SI = - as ist 
der Beweis nicht wrsentlich verschiedeu. Man zerlege dieselbe in  den 
nten Stufenwerth SI; und den ntBn Rest AIE. Der  kleinsta Stufenwerth 
dieses Restes sei RI("), der grrisste ist +oc. Der convergente Rest R,(") 

rno Sr licgt also nach II für jedes r 5; zwischen R(") und +as; wir 

konneil ihn = Rrn)+ y setzen, wo q eine positive Grosse. Nehmen wir 
jetzt r so nahe a n  1, daas 9.: sich von A',? n u i  um einé beliebig geringe 
Grosse E unterscheidet. D a n n  ist also Sr: = S,z  + E ,  RTE = RI(") + g, also 
Sr = $2 + R,: = s lZ  +Ri-. & E +  y. Die Grosse 1 ifit positiv, E beliebig 
gering, S l F  + RI(") aber .wird = + cn, wenn n ins Unendliche wzchst. 
Ueun s,:+R,(") ist nichts Anderes ,  alu der kleinste der auf SIE folgenden 
Stufenwerthe von SI; die Restminima der Stufenwerthe von S ,  aber 
divergiren der Annahme gemass gegen +m. 

T. Die Reihe Sl = a,+n, Sa,. . . sei unbestimmt, S,= a,+u,r 

+a,.?. . aber fiir jedes r 3 convergent. F ü r  r < = 1 kann dan* 

lim Sr eine bestimmte Grosse sein (2. B. lim [l - r + r" r3.. .] = a), 
auch nicht. Letzteres findet z. B. st'att bei einer Rcihc rml-rm2+rm3 ..., 
falls man die nt in gceigneter Weise stark wachsen Iasst. I n  jcdem Fal le  

13 * 
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h h g t  aber das Verhalten von Sr für r <= 1 in folgender Weise von der 
Beschaffenheit der Reihe SI ab. 

Die Unbcstimmtheit der  Reihe sei eine nach oben begrenzte und die 
obere Schranke,  d. h. der  Grenzwerth der Restmaxima der Stufenwerthc 
derselben, = E. 

Der n L e  Stufenwerth der Reihe Sr für ein beliebiges r zwischen O und 1 
ist nach II (da hier = 1 ist) nicht grosser, als der grosate der Stufenwerthe 
der Reihe SI vom niillten bis znrn rite". E s  k6nnen daher die Stufenwerthe 

von S, und sornit Sr selbst für r" nie grosser sein, als der grosste der < 1 
Stufenwerthe von SI. LXsst man also r von r = O bis r = 1 wachsen, 
so haben die Werthe von S, in der Reibenfolge, wie aie dann ersclleinen, 
bestimmte endliche Restmaxima, welche als eine stetige Function von r 

betrachtet werden kbnneri. Diese Function nimmt nie zu und wenn sie 
nicht gegen - cr, divergirt, so convergirt sie g e g a  eine bestimmte Grosse 
E', welche wir als din obere Schranke der  Werthe von S, für ein von O 
bis 1 wachsendes r betrachten konnen. Dicselbe kznn nicht grosser sein, 
al8 obiges E', d. h. . a h  die obere Schranke der Stufeuwerthe von SI. 

Beweis. Mau rieliuie n sa gross, daus der de und alle hoheren Stu- 
fenwerthe von SI bochstens = E+ E s ind ,  wo E eine sehr  geringe poeitive 
Grosse ist. D e r  grosste Stufenwerth des ni?" Restes von SI sei R'. 
D a n n  ist sl5 +na=,+ E .  s 

Man setze r = 1 - 6 ,  wo d positiv, und  nehme 6 un klein, dass S,E 

für r C 1  von SIE nrn weniger, als eine sehr geringe Grosse r, ver- > 1 - d  
schieden ist. Der Refit Rrn ist jetzt nach II h6chstens -= (1- d)"+'R', 
ühertrifft also den Wer th  B', wenn e r  ihn übertrifft, htichstens um den 
Ahsolutwerth von [ ( l -  6)"+'- 11 R'. Man nebme n n n  ferner 6 noch 
kleiner und so klein, dass das Product [(l-  6)"+'- 11 R' 80, wie eu dann 

i s t ,  u n d  also qm so mchr für ein noch weiter verkleinertes 6 ebeufalls 

geringer als 8 ,  wird. D a n n  is t  also s,? von 8,: und  R,: von A' um 
weniger als E, verschieden, mitliin eine Grosse z2  geringer als 2 E ,  angeb- 
bar, 80 dass 

Sr.? + R,% = SI" RP+ E2 

oder 
Sr= E + a + r , .  

Man k a o n  also r so nahe a n  1 nehmen,  dass Sr fiir alle der 1 noch 
naheren Werthe kleiner bleibt, als eine Grosse, welche von E+ E beliebig 
wenig verschiederi ist. Indem man aber  n grosser nimmt, wird auch E 

beliebig klein. Mithin kann  die obere Schranke von Sr für r < = l  um 
keine noch so kleine positive Quantitat die Grosse E ühertreffen. 

Auf iihnliche Weise folgt,  dass, wenn SIE für n = cn eine u n  tere  
Schranke ha t ,  auch Sr für 7 4 = 1  eine solche besitzt, welche nicht klei- 
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ner ist, als diejenige von SI?. Man kann also allgemein sagen,  dass mit 
unendlich kleinen Fehlern der Werth der Reihe S, für r < = 1 zuletet 
zwischen denselben Schraiiken bleiht, welche SI? bei hinreichend grossern 
n nicht mehr üherschreitet. Wenn Sr für r <=1  einen bestimmten 
Werth ha t ,  B O  wird daher dieser ebenfalls zwischen den Schranken der 
Reihe SI liegen. 

, 
FI. Auf eincr Kreislinie seien Theilpunkte dcfinirt. Die Zahl der- 

selben kann unendlich gross se iu ;  jedoch sol1 in diesem Falle kein noch 
so k l e i n ~ r  Bogen i n  lauter uuendlich kleine Tlieile xerlegt sein. Notli- 
wendig gieht es aber dann einen oder mehrere, moglicherweise auch u n -  
endlich viele Punkte ,  nach welchen hin die Theilpunkte unendlicl~ nahe 
zusammenrücken, die man also nicht i n  sa kleine Riigen einschliessen 
kann, dass in diesen nicht unendlich viele Theilpunkte liegen. Die.se 
Punkte nennen wir H a u f u n g s p u n k t e der l'heilung. Durch die 
IIaufungspunkte ist ebenfalls kein noch so kleiner Bogen in lauter unend- 
lich kleine Theile zerlegt. 

Sind auf einem Kreise zwei Theilungen A und B gegebrn und wird 
durch keine von beiden irgend ein noch so kleiner Bogen i n  unendlich 
kleine Theile zerlegt, so geschieht dies auch durch beide zusammen riictit. 
Denn wenn irgend ein Bogen b durch A nicht in lauter uuendlich kleine 
Theile zerlegt i s t ,  so ist der Bogen entwrder durch A gar nicht getheilt 
oder es sind in demselben zwei benachbarte Theilpunkte der Theilung 
d enthalten, welche einen endlichen Bogen z w i ~ c h e n  sich fassen. Ware  
dieser Bogen nun auch durch d ie  T h e i l m g  B nicht unendlich klein ge- 
theilt, so würde der  Bogen b überhaupt nicht lauter unendlich kleine 
Theile enthalten. Ebenso konnen beliehig viele Theilungen keinen Bogen 
unendlich klein theilen, wonn keine derselben dies für sich thut. 

VlI. Am Bande  aines K r e i s ~ s  vom Radius =1 sei eine reelle und 
nach dem Intervall Sn periodische Function f ( y )  des von einem bestimm- 
ten Punkte a n  naçh links gerrchneten Winkels y gegeben, welche a n  
keiner Stelle .=+ wird. W i r  nennen diese Fnnction in irgend einem 
Punkte stetig, wenn dieser P u n k t  sich in einen sa  kleinen Bogen ein- 
schlicssen lasst,  dass i n  jedem Pnnkte dieses ~ o g e n f i  die Function einen 
einzigen bestimmten Werth ha t  und dass der grosste und kleinste dieser 
Funçtionswerthe ~ i c h  beliehig wenig unterscheiden. 111 alleu anderen 
Fallen ist sie in  dem Punkte  unstetig. E s  sei ausdrücklich bernerkt, dass 
der Begriff der Unstetigkeit hier den  der Unbestimmtheit mit umfasst. 
Uoberdies g c h k c n  zu den Unçtctigkeitepunkten auch solche Punkte ,  die  
sich zwar in  einen so kleinen Bogen einschliessen lassen,  dass die Func-  
tionswerthe in demselben sich heliebig wenig unterscheiden, nicht aber, 
dasn die Function übera11 einen bestimmten und nur   ine en Werth hat. Wir  
wollen jedoch solche P u n k t e  als u n  A C  h t e  Stetigkcitspnnkto bezeichnen. 
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Wir schrlnken nun die Function ein durch die Bestimmung, dass 
auf der Kreislinie und auf jedem noch so kleinen Theile derselben Bogen 
angebbar sein müssen, i n  welchen die Function iiberall stetig is t ,  oder 
anders ausgedrückt, dass die Kreislinie nicht durch Unstetigkeitupunkte 
in  lauter unendlich kleine Theile zerlegt sein darf. Aus dieser Ein- 
schrankung leiten wir Folgendes a b  : 

Uie Function ist entweder überall stetig oder niclit. I n  letztereui 
Falla ist immer irgend ein Bogen angebbar, in welctiem die Functioii 
überall stetig ist. Gehen wir von einem Punkte  eines solchen Bogens 
nach rechts oder links, so treffen wir irgend einmal auf eincn Unstetig- 
keitspunkt , wahrend in jedem Punkte  diesseits desselben die Fnnction 
stetig ist. Den Bogen zwischeu diesen beiden Grenzpunkten nennen wir 
einen Stetigkeitsbogen. 

Wenn die Zahl der Unstetigkeitspunkte e i n ~  endliche i s t ,  so theilen 
sie die Kreislinie in ebenso viele Stetigkeitsbogen, welche also znsam- 
men die ganse Kreislinie aufimachen. 1st dagegen die Zahl der Unstetig- 
keitspunkte und also auch die der Stetigkeits'tiogen unendlich gross, su 
konnen ganz andere Verhaltnisse eintreten. Zunachst giebt es in diesem 
Fal le  einen oder mehrere P u n k t e ,  welche sich niclit in so kleine B6gen 
einschliessen lassen, dass die Zahl der Un~tet igkei tspunkte in densclbeii 
nicht unendlich gross ist. Diese P u n k t e  sind also die Haufungspunkte 
der Unstetigkeiteri. 1st die Zahl derselbw unendlich groos, so kann man 

ihre H%ufungspunkte als solche zweiter Ordnuiig, deren etwaige Haufungs- 
punkte als solche dritter Ordnung 11. S. W. betrachten. Die Zahl der Ord- 
nungen kann  eine endliche se in ,  so dass also die hochste Ordnung eine 
endliche Anzahl enthalt,  oder sie ist ebenfalls unendlich gross." AlIc 
diese Untertichiede sind indess nicht von wesentliclier Bedeutung. Auf 
die  wesentlichen Eigenthümlichkeiten, welche hier zn beachten s ind,  wer- 
den  wir kommen,  wenn wir die Stetigkeitsbogen nach ihrer Grosse ord- 
nen. E i n  Stetigkeitsbogen oder mehrere gleiche Stetigkeitsbogen siiid 
grosser als alle übrigen. Denn greift man irgend einen heraus, so ist er 
entweder ein grosster, oder es giebt e ine endliche Anzahl  noch grihsere, 
von welchen dann  der oder die grossten auch von allen die grossten sind. 
W i r  nennen diese die Stetigkeitsbogen erster Grosse oder auch die erste 
Einsehaltung von Stetigkeitsbogen, und setzen ihre Summe = h l .  Auf 
gleiche Weise folgt, dsss auf dem uoch übrigen Thei le  der Kreislinie tin 
oder mehrere Stetigkeitsbogen die grossteu s ind ,  welche demnach als 
Stetigkeitsbogen zweiter Grosse die zweite Einschaltung darstellen und 
deren Summe wir = b2 setzen. U. S. W. Bilden wir nun  die Surnme 
b ,  +b,+  6,. . . in inf . ,  iro ist dieselbe nicht nothwendig gleich der Kreis- 
h i e ,  wie folgendes Boifipiel zeigt. 

* Man vergleictie die Abhandlung von Herrn C a n t o r  in deu Leipziger 
Mathematischen Annalen, Bd. V S. 1'12. 
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Wir theilen die Kreislinio in  vipr abwechselnd gleiche B6gen und 
betrachten zwei einander gegenüberliegeude als Stetigkeitsbogen (erste 
Einschaltung). J e d e n  der  beiden Zwisçlienbijgen theilan wir in  füuf a b .  
wcchselnd gleiclie Tbeile und nebrnen auf den dem mittleren benachbarten 
die Function stetig (zweite Einschaltiing). Die  jetzt vorhandenen sechs 
Zwischenbogen behandelii wir auf gleiche Weiso und fahrcn so fort, 
nach jed,er Einschaltung jeden der vorhandenen Zwischenbogen in fünf 
abwechselrid gleiçhe 'I'heile zerlegend, von denen dann die beiden dem 
mittleren benachbarten Stetigkeitsbogen werden und die nachste Einsülid- 
tung bilden. Bei jeder Einsclialtiing werden die Gtetigkeitsbogen so gross 
grnomrnen, dass die erste Einschaltung den vierten Theil der Kreislinia 
und jede folgende die Halfte der vorhergehenden betrtigt. Da überdies 
bei jeder folgenden Einuchalturig die Zahl der Stetigkeitsbogen grtisser 
ist als bei dcr vorhergenden, so sind die StetigkeitshSgen nter Einschal- 
tung zngleich diejenigen ntsr Grosse. Obiga Siimrne h,+ 6 , .  . . wird hier 
n n n :  2+1+8 ... = A ;  die Stetigkeitshogen machen al80 zusammen n u r  die 

halbe Kreislinie aus. Die  übrige Halfte besteht aber nur  ana Punkteri, 
da in keinem noch so kleinen Bogan keine Stetigkeitsbogen oder 'I'heile 
von solchen enthalten sind. 

Man hat hier dreierlei Punkte  eu unterscheidcn: 1. innere Punkte 
der Stetigkeitsbogen, 2. 'Endpunkte  derselben, 3. Punkte ,  welche bei 
noch so weit fortgevetzter Einschaltung nie auf  eineu Stetigkeitsbogen 
kommen oder Endpunkte eines solchen werden. Punkte  der letztern Art 
aind vorlianden; jeder P u n k t ,  der nacb irgend einer Einschaltung den 
Zwischenraum zweier benachbarten Stetigkeitsbogen halbirt, hleibt auch 
nach jcdcr folgenden Einschaltung die Mitte zwischen zwei benachbarten 
Stetigkeitsbogen. Diesc? P u n k t e ,  sowie anch die Endpunkte eines jeden 
Stetigkeitsbogens sind Haufungspnnkte der Unstetigkeit, da sie nicht in  
noch eo kleine Bogen eingeschlossen werden konnen ,  in welchen nicht 
nnendlich v i d e  Stetigkeitsbogen liegen. Alle Unatctigkeitspunkte sind 
dernnach hier ebensowohl, wie in dem Fal le ,  wo dieselben die Kreislinie 
unendlich klein theilen, zugleich Hiiufungspuukte der Unstetigkeiten. 

Wir nennen allgemein diejenigen Bogen, welche nach Absonderung 
der S t e t i g k e i t s b ~ ~ e n  von der ersten bis znr nteo Grosse ührig hleiben, 
Zwischenbogen ntO* Ordnung oder nte Zwischenbtigen. 

Einen Bogen der Kreislinie werden wir künftig immer in  der Weise 
bezeiclinen, dass wir die Buçhstaben an seinen Endpunkten in der Eeihen- 
folge schreiben, in  welcher sie beim Durchlaufen des Bogens von rechts 
nach links erscheinen. 

YIII. Wir wollen jetzt die Function weiteren Einschrankungen 
untsrwerfen, derart,  dase aie durch die Werthe auf den Stetigkeitsbogen 
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vollstandig bestimmt ist , soweit sie überhaupt bestimmte Werthe haben 
8011. E s  sei also die  Function zunachst nur  im Innern der Stetigkeits. 
bogen definirt. Damit aie hicrdurch in den Unstetigkeitspunkten und 
deren Hàufungspunkten nicht mehr willkürlich, sondern mit definirt mi, 
setzen wir Folgendes fest. 

Wenn man r e c h  t s von einem Punkte  P einen Punkt  Q so nahe an 
P nehmen kann ,  dass die zwischen P und Q vorhandenen numittelbar 
definirten Werthe der Function von einander n n d  also auch von einer 
bestimmten Grosse beliebig wcnig vcrschieden s i n d ,  so nennen wir diese 
Grosse den r e c h t s s e i  t i g e n  Werth der  Function im Punkte  P. Konnen 
dagegen,  -wie wehig auch Q von P abstehe, zwischen P und Q unmittel- 
bar definirte Werthe gefunden werden, welche sich nm mehr als eine 
vorher gegabene, wenn auch noch so geringe Grosse unterscheiden, so 

ist der rechtsseitige Werth im P n n k t e  P nnbestimmt. 
Ganz in derselben Weise ergiebt sich mittels eines links von P an. 

genommeneri Piinktes Q der l i n  k s s  e i  t i g  e Werth in  Pl welcher eben- 
falls bestimmt oder unbestirnmt sein kann. An dem gemeinsamen End- 
punkte zweier znsammenstossenden Stet igkei t~bogen hat also die Function 
stets zwei verschiedene Werthe,  insofern wir namlich auch zwei nn- 
bestimrnte oder einen bestimmten und  einen nnbestimmten Werth als 
verschieden betrachten. Dagegen konnen a n  einem Haufnngspnnkte 
beide Werthe gleich sein,  wie z. B. wenn die Funct ion,  graphisch dar- 
gestellt, eine Art Treppe bildet, deren Stufenbreite und Stufenhbhe in 
einem P u n k t e  (der dann ein Haufungspunkt ist) gegen Nnll convergirt. 
Im Innern  der Stetigkeitsbogen sind der  rechtsseitige nnd der linksseitige 
Werth überall gleich. 

Anf einem Theilbogen R S  nennen wir den linksseitigen Wertli in R 
und den rechtsseitigen in S i n  n e r  e l   di^ beiden anderen Werthe in R 
und S a u s s e r  e Endwerthe. Sammtliche Functionswerthe auf einem Ste- 
tigkeits- oder Theilbogen einschliosslich der inneren Endwertho ncnnen 
wir Theilbogenwerthe, die übrigen Zwischenwerthe. 

Man wird bernerken, dass durch vorstehende Feststellungen ausser den 
Funct ionen,  deren Unstetigkeitspunkte pinen Theil der Kreislinie uuend- 
lich klein theilen, auch solche mit isolirten Werthen ausgeschlossen sind. 

IX. Sehen wir je tzt ,  wie ~ i c h  dio i n  VI11 heschriebenen Functionen 
bei dem Versuche verhalten, dieselben zu integriren. Das Integral der- 
selben über irgend einem Bogen verstehen wir i n  folgender Weise. Der 
Bogen wird in  eine endliche Anzahl Bogeu getheilt, jeder Theil (Ele- 
mentartheil) mit dem Fnnctionswarthe i n  irgend einem seiner Pnnkte 
mnltiplicirt und die Producte (Elemcnte) addirt. I n  Punkten ,  wo dia 
Function zwei verschiedene Werthe ha t ,  kann man einen von beiden 
oder auch einen zwischenliegenden Werth nelimen. 1st einer derselben 
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oder sind heide unbestimmt, so hat  man ebenfalls irgend einen Wer th  
eu nehmen, welcher innerhalh der Grenzen liegt, in welchen die Punc-  
tion in nuendlicher Nahe des Punktes  bleibt. Die erhaltene Summe 
nennen wir einen Naherungswerth des Integrals.  Die  Grosse des Nahe- 
rungswerthes ist abhangig von der Anzahl der Elementartheile, dem 
Grtissenverhaltniss derfielben und  der  Wahl des F~inc~tionswerthes auf 
jedem. Wir nennen dies die drei Argumente des Niiherungswerthes. 
Die folgenden Nahorungswerthc werden gaiiz auf dieselbe Weise erhalten, 
indem man von eiriem zum andern die drei Naherungsargumente sich in 
irgend einer Weise iindern lasst ,  mit der Einscbrankung jedoch, dass die 
Zahl der Elementartheile stets zunehmen und  alle zulet,zt unendlich klein 
worden müssen. J o  nachdcm man also die Naherungsargumente vou 
einem Naherungswerthe zum andern wahlt,  kann  man verschiedene Reihen 
von Niiherungswerthen erhalten. Führen diese nun alle zu ein und dem- 
selhen bestimmten Grenzwertlie, so ist dieser der Werth des gesuchten 
Integrals. Im  entgegangesetzten Fal le  ha t  das Integral keineu bestimm- 
ten Werth. 

Die dieser Definition gemass über irgend einen Bogen ausgeführte 
Integration führt immer zu demselben Resultate, als weun man über den 
einzeluen Theilen des in eine endliche Anzahl von Theilen zerlegten 
Bogens integrirt und  die Ergebnisse addirt. J e  nachdem das Gesammt- 
integral bestimmt oder nnbestimmt is t ,  ist es auch diese Summe. 

Um nun zu entscheiden, ob das Iutegral beutimmt oder unhestirnmt 
ist, und um im ersteren Fal le  den Werth desselten zu erhalten, haben 
wir folgende beiden Falle zu unterscheiden. 

1. Wenn â eine beliebig geringe Grosse ist ,  so kann  immcr n so 
gross genommen werden, dass die Summe derjenigen Zwischenbogen nter 
Ordnung, in deren jedein die Differenz des grossten und kleinsteu E'unc- 
tionswerthes geringer als 13 is t ,  beliebig nahe = O wird. In  diesem Falle 
Lat das Integral .einen bestimmten Werth. 

Boweis. Wir  nehmen n gleich einer bestimmten Zah'l und sotzen 
die Sumxue derjenigen von den nten Zwischenbogen, in welchen, d. h. in  
jedem einzelnen, die Differenz der Functionswerthe geringer als d i ~ t ,  

= B, die Summe der übrigen = b. Alsdann bilden wir in  irgend einer 
Weise die Naherungswortho des Integrals. J e d e n  Naherungswerth zer- 
legen wir in folgende Theile: 1. die Summe der Elemente, welche woder 
ganz den Theilbogen von der ersten bis zur  nkco Grosse, noch ganz den 
Zwischenbogen nt"' Ordnung angehoren;  2. die  Siimme der Elemente, 
welche ganz den Theilhogen angehoren; 3. die Summe der Elemente, 
welche ganz auf denjenigen Zwischenbogen nter  Ordniing l i e p n ,  deren 
Surnme = 6 angenommen ist; 4. die Summe der Elemente,  welche gang 
den übrigen n'en Zwischenbogen angehtiren , die zusammen = b angenom- 
men sind. 
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Die  erste Sumrne hat  in  der Reihe der Naherungswerthe zur Gronzo 
Nii11, weil die Zahl derselben nie grosser alti die Zahl der  Endpunkte 
der S t e t i g k e i t s b ~ ~ e n  von der ersten bis zur nien Grosse, also eine be- 
stimmte endliche Zahl ist. Aus demselben Grunde hat auch die eweite 
Summe eine bestimmte Greuze, n#mlich das Iritegral über den Stetigkeits- 
bogen bis zur nt'" Ordnung;  denn es werden hierbei immer nur  Theile 
der Elemente der vorigen Surnme vernachl#~sigt .  In  der dritten Summe 
konnen irgcnd zwei Nahernngswertlic nicht um mehr als R 6  verschieden 
sein,  u n d  in der vierten nicht um mehr als h D, wenn D die betracht- 
lichste Differenz von Functiouswerthnn ist, welche in  der Function f i y )  
überhaupt vorkommt. Wenn man also die Naherungswerthe ins Unend- 
liche verfolgt, so werden die Verschiedeuheiten derselben zulatzt geringer, 

+ + 
als eine von BG + b D beliebig wenig verschiedene Grogse. Nun konntt! 
aber n beliebig gross genommen werden, und da  hierdurch b und 6 be- 
liebig gering werden,  wahrend D constant ist und  B nicht grosser als 
2n wird, so ist hiermit erwiesen, dass die Schwanknngen der Naherungs- 
werthe des Integrals zuletzt beliebig unbedeutend werden, dass demnach 
das Integral  einen bestimmten Werth hat. 

Ferner  konnen wir nnn auch ein Verfahren angeben ,  den Wertli 
 de^ Integrals in diesem Falle wirklich zii erhalten. W i r  integriren über 
den  Thoilbogen i n  der Reihenfolgo ilirer Grosse, also zuerst über der 
ersten Eiuschaltung bl,  dann über h2 u. S. W. bis h, u n d  bilden die Summe 
dieser Integrale : 

J i i r ) d y i - j i ( y ) + . . .  + /(Y)+. 
1 2 n S 

I n  jedem der Zwisclienraume nehmen wir die Function constant und 
gleich irgend einem Mittelwerthe zwisclien dem g r h s t e n  u n d  dem klein- 
sten Werthe der  Function in diesem Zwischenraume. Wir  integriren 
dann über eammtlichen Zwisch~nraumen und bezeichnen das  Integral mit 

R - 
I .  

eine Summe, welche, wenn n ina Unendliche w3chst, einen bestimmten 
Grenzwerth h a t ,  niirnlich den Werth des g ~ s u c h t e n  Integrals. E s  ergiebt 
sich dies unmittelbar ans obigern Beweise der Existenz des letzteren. 
Wenn man namlich in  jcdom dar  ntell Zwischcnbogen die Function gleich 
einem Mittelwerthe nimmt, B O  ist  dieser in  denjenigen Zwischenbogen, 
deren Summe = R k t ,  von alleu Fonctionswerthen um eiu Geriugeres 
als d und  i n  den übrigen, deren Summe = b ist ,  um ein Geringeres ais 
D verschieden. Der  bei der Integration begangene Fehler  ist daher ge- 
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4- + 
ringer als BS + 6 U  und wird somit fiir 11 = cx, unendlich gering. Die 
Crenze obiger Summe für n = CO ist  demnach in der T h a t  der Werth des 
vollstandigen Integrals. 

2. Nchmon wir jetzt a n ,  es sei eine beotimmte Grosse S arigebbar, 
so dass die Summe der nten Zwischenhtigen, in welchen um mehr als 6 
verschiedene Punctionswerthe vorkommen, hei noch B O  grossem n nicht 
kleiner, als eine bestimmte Grosse b wird. Wir  theilen jeden der Theil- 
bogen bis zur nten Grosse in  eine bastimmte Zahl = m  gleiche Theile u n d  
nehmen diese Theile, sowio die n'"Zwischenbogen als Elementartheile. 
Alsdann bestimmen wir zwei Niherungswerthe decl Integrals,  indern wir 
bei beiden in den auf den  Theilbogen befindlichen Elernentartheilen den- 
selben Functionswerth, in jedem der Zwischenbogen aber das eino Mal 
den grossten, da8 andere Mal den kleinsten Fnnctionswerth nehmen. Die 
Differenz dieser hoiden Naherungswerthe ist dann mindestens = 6 S. Lasson 
wir jetzt n und m beide ins Unendliche waçhsen, eo werden siimmtliche 
Elementartheile unendlich gering und die  Summe der  Elemente müsste 
also eine bestimmte Grenze haben,  wenn ein bestimmter Integralwerth 
existiren sollte. Nun bleiben aber jedesmal die beiden auf obige Weise 
bestimmten Naherungswerthe um mindestens 66 verschieden; mithin be- 
steht ein bestimmter Integralwerth nicht.* 

Um für solche Integrationen Beispiele zu geben,  wollen wir auf der 
nach VI, S. 197, getheilten Kreislinie eine Filnction in folgender Weise 
definiron. 

Auf der ersten Eiuschaltung nehmen wir die Function überall = a +  c 
und au€ der nt"" überall = a + c n ,  wo a eine beliebige reelle Grosse, 
1 > c > O .  Auf den Stetigkeitsbogen sind hierdurch die Werthe der 
Function sammtlich bestimmt. D a  dieSe aber zusammen nur  die Eialfte 
der Krcislinie ausrnachen, s o  ist die  Function nur  auf Bogen definirt, 
welche zusammen = z sind. Die andere Half te ,  auf welcher die  Pnnc-  
tion nicht unmittelbar definirt i s t ,  besteht jedoch nur  aus Punkten ,  d a  
in keinem noch so kleinen zusammenhangenden Bogen die Function nicht 
definirt ist. 

E s  sei P die Mitte zwischen zwei benachbarten Theilbogen irgend 
einer Einschaltung, also ein P u n k t ,  der niemals, wie weit man auch die  
Einschaltnngen fortsetzen mag, Endpunkt  eines Theilbogens wird. Man 
kann denselben in e i n e f  sa kleinen Bogen einschliessen, dass i n  diesem 
blos Theilbogen von beliebig spaten Einschaltungen liegen, in  einen 
Bogen also, in  welchem siimmtliche definirte Werthe der Function be- 
liebig nahe = a  sind. Beide Werthe im Punkte  P Sind also, weun die 
Function den Einschrankiingen i n  VI11 unterworfen sain soll, ebenfalls 
= a ;  der P u n k t  P ist  dahcr ein unechter Stctigkeitspunkt. Wenn ferner 

* Man vergl. R i  em s n n ,  Mathematische Werke, S. 226. 
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P der Endpunkt  eines Stetigkeitsbogens, so ist in demselben nur der 
ausuere Werth nicht unmittelbar drfinirt. Zwischen P und einem ausser- 
halb des Stetigkeitsbogens nahe a n  1' genommenen l'unkte Q hat aber 
die Function Wer the ,  welche durch Verkleinerung des Bogens PQ be- 
liebig nahe = a  werden; mithin ist anch der aussere Werth im Punkte 
P = a .  

Obiger Bedingiing der Integrirbarkeit genügt diese Function, da 
man 12 so gros8 nehmen kenri, dass in  siinimtlichen Zwischenbogen die 
Functionswerthe beliebig wenig von n und also auch von eiuander ver- 
schietlen sind. Wenden wir nun das obige Integrationeverfaliren an ,  80 

ist das Integral auf den 1 1 ' ~ "  Theilhfigen = hn(a+cr l ) .  Nun ist aber 
7r 7r 

(S. 199) b, = F ,  also jenes Integral = - (a + cn) = 
2" 2" 

das Integral über sammtliclien 'YlieilbGgen bis zur  nt" Grosse 

7c 1 - c+in 
Die Theilbogen sind zusamrrieii = - - , die Zwi~c l ien t io~en  also 

2 '  1 - g  
m 1-(+r = z Z - -  -- - [l + (i)"] 7r. Wenn wir demnach in den Zwisclien- 2 1-4 

bogen überall f ( y )  constarit = a' nohmen, wo a' eine Mittelgr6oss tlrr 
Zwisclienwerthe, so ist das gesamrnte Integral 

welclier Ausdruck für 11 - m, also rif== c i ,  

wird. Dies ist also der Werth des gcwxhten I n t ~ g r a l s .  
Nehmen wir dagcgen die Furiction aiif der ers ten,  dritten, f'üriften 

u. S. W. Einsclialtung etwa = 1, auf der zweiteu, vierten, seclisten u. Y .  W. 

= 2 ,  so sind die giossten Verschiedeulieiteri der Functionswerthe in jedrm 
der nl'" Zwisçlienbogen, wir. gross aucli 11 sei, = 1 und da  die Summe 
dieser Zwischenbiigeri etets grosser als 7c bleibt, so ist  das Integral un- 
bestimrnt. 

Es sei f ~ r u e r  die Function auf jedem 'I'heilbogen durch eine Wellen- 
h i e  dargestrllt. Die WellenhBlie sei irrirner dirselbc,  etwa = l ;  die 
Wellenlange sei auf jedem T h e i l b o p n  bei der rnittelsten Welle etwa 
= der halben Lange des Bogens, bei jeder folgenden riach I~eiden Seitan 
4 der vorigen, so dass also nach den E n d e n  des Theilhogens hin dis 
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Welienlange = O wird. Die Zwischenwerthe behalten auch hier eine 
grosste Verschiedenheit = 1 und  das Integral ist  deshalb wiede.r u n -  
bestimmt. Wenn dagegen auch die Wellenhbhe auf jedem Theilhogen 
nacb seinem E n d e  hin bis zu Null abnimmt, oder wenn sie bis zu einer 
Grosse abnimmt, welche von der ers tes  Einschaltung a n  bis zur unend- 
lichsten gegen Null convergirt, so werden die Zwischenwerthe unendlich- 
ster Ordnung = O  und das Integral hat  einen bestimmten Werth. 

~ a n z  in deraelben Weise, wie das Integrai J ; (y )  d y ,  wird auoh das 

Integral f ( y ) .  cp ( y )  d y gebildet , wenn cp ( y )  eine überall endliche und S 
stetige Function, f ( y )  aber nur  in der früheren Weise eingeschrankt ist. 
Die Theilbogen siud hier die niimlichen, wie für f ( y )  und die Beding- 
ungen der Intrgrabilitat stimmen mit denjenigen für f ( y )  allein überein, 
es sei denu,  dam cp(7) auf irgeudwelchen Bogeu = O  ware, wo dann 
auf diesen die Unutetigkeitspunkte fortfallen und die Bedingungen nur  
fü r  die ü11rige.n erforderlich sind. 

insbesondere haben lategrale  von der Bonn cos ( y  - t )  d y, wic 

sie in der F o u  r i  e r ' schen  Reihe vorkommen, nur  dann einen bestimm- 

te. Wertli, wenn Jf /;[y) d y  einen solchen hat. In  den je t r t  folgonden 

Erorterungcn über die Entwickelung einer E'nnction in eino F o u  r i e  r'sche 
Reilie sollen desbalb die nictit irite,grablen Functionen ausgeschlossen soin. 

X. In  einem Punkte P babe die Function f ( y )  den linksseitigen 
Werth p, in einem Punkte  Q links von diesem den Werth q .  Man bilde 

den Qootienten -9)- und  lasse d o n  P u n k t  Q sich dern Punktc  P 
4-1-' 

stetig nahern, uo dass f ( q )  alle Werthe von [ ( Y )  zwischen Q und  P er- 
h#lt. I n  solchen Punkten ,  wo f ( y )  nicht einen einzigen bestimrnten 
Werth ba t ,  darf man für f ( q )  irgend einen der Werthe von f ( y )  und  im 
Falk von Unbestimuitheit irgend einen Wer th  innerhalb der Schranken 
von f ( y )  setzen. Wenn n u n ,  wie man ailch die Werthe von f ( y )  wahlen 
mag, obiger Quotient eincn beutimmten Grenzwerth e r l d t ,  so nennen 
wir diesen' den linksseitigen Wer th  des Di f fe ren t ia lqu~t i~n ten  oder der 
Fluxion von f ( y )  im Punkte  P. H a t  der Quotient keinen bestimmten 
oder einen unendlich grossen Grenzwerth, so ist der liuksseitige Werth 
der Fluxion irn Punkte  P unbestimmt oder unendlich gross. I n  ent- 
sprechender Weiee erhalt man den rechtsseitigen Wer th  der Fluxion, 
iudern man den Puukt Q rechts von P nimmt. 

Die Fluxion von [ ( y )  is t  also eine E'unction von y, die in jedem 
Punkte zwei  Werthe h a t ,  welche einzeln bestimmt, unbestimmt, endlicli 
oder uneudlicli gross sein konnen. Ausserdem kommen Falla vor, wo 
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die Fluxion in einem Punkte  drei oder vier verschiedene Werthe bat, 
unter welchen dann aber ein oder zwei isolirte sind. Und zwar sind dies 
dann die auf obige Weise bestimmteo, wiihrend die mit deu henachbarten 
Werthen stetig znsammenhangenden diirch letztere mit definirt sind. Wir 
nennen die Function in e i n ~ m  Punkte  ~ t e t i g  oder unstetig fluent, 
je  nachdrm ihre, Fluxion iu diesern Punkte  endlich und stetig ist oder 
nicht. I n  einem Bogen, in welchrm die Function üborall unstetig fluent 
i ~ t  oder welcher wenigstens durch Punkte unstetiger Fluenz in lauter 
unendlich kleine 'l'heile zerlegt ist ,  nennen wir die  Function fluxionslcs. 

XI. Am Rande  der Kreisfiticlie vom Radius = 1 sei eiue rerlle 
Function f (y)  gegeben, welche den in VI11 festgesetzten Einschranknng~n 
unterworfeli nnd überdies nach IX integrabel, sonst aber gana beliebig 
ist. Wir  wollen auf d r r  Krnisfiache eine reelle Ortsfunction v bestimmen, 
welche folgendo Eigenschaften besitzt: 

Sie  sol1 nebst ihren sammtlichen nach beliebigen Eichtungen genom- 
menen Differentialquotienten iiberall endlich, bestimmt n n d  stetig sein. 
Wird  dieselbe nach zwei beliehigen auf einander senkrechten Richtungen, 
also nach den rechtwinkligen Coordinaten x und  y differeneirt, 80 sollen 
ihre zweiten Differentiale überall der Gleichung genügen 

Endlich wird verlangt,  d a s ~  bei Annaherung eines Punktes  a n  den Rand 
der  Wer th  von o in diesem Punkte  gegen den von f ( y )  in  dem Rand- 
punkte  convergirt oder, falls f ( y )  in diesem nicht einen 'uestiuimteu Wertli 
h a t ,  zuletzt immer zwischen den Werthen von f ( y )  i n  einem den Punkt 
einschliessenden baliebig kleinen Bogen bleibt. 

E i n e  solche Function erhalton wir auf folgendc Weise. 
I n  dem Kreise Fig. 1 vom Radius = 1 zahlen wir den  Centriwinkel 

y u n d  den excentrischen Winkel  B von zwei parallelen Richtnngen M A  
nnd  OB aus nach links. Wir  setzen, nm den Wer th  von v im Punkte 
O zu erhalten. 

wo die  Winkel  y  und d und der Functionswerth [(y) zum Punkte P der 
Kreislinie gehiireri und das Integral urii den ganzen Kreis  zu nehmen 
ist. Um das Verhalten dieser Function bei der Annaherung von O an 
einen Randpiinkt kennen zu lernen,  legen wir dnrch O eine Sebne D E  
und  integriren über den beiden Bogeri, worin diese Sehne  den Kreis 

d y  thei l t ,  einzeln. Ua d 6  stets grosser ist, als %, so erhalten wir das 

Intrgral  über jedem der heiden Bügen, indem wir s tat t  f ( y )  ein Mittleres 
zwischen dem grosden und dem kleinsten Wertlie von f(1,) auf dem 
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Bogen setzen. Nennen wir diese Mittelwerthe M, und  M,, so ist also 
das Integral über D Q E 

und dasjenige über EL D 

Wenn nnn auf irgend eine Weise der P u n k t  O dem Rande  nnend- 
lich nahc! rückt und zugleich die Sehne D E  nnendlich klein wird, so 
wird das Intagral über dem griissrren Bogen gleich Null,  dasjcnigo über 
dern andern gleich dem zu diescm gehorigen Mittelwerthe. I n  sinem 
Randpunkte wird also die' Fuuction o immar gleich einem Mittelwerthe 
der Function f ( y )  in  unmittelbarer Nachbarschaft dieses Pnnktes ,  wobei 

ee ganz gjeichgiltig is t ,  ob f ( y )  hier einen oder zwei, bestimmte oder 
unhestimmte Werthe hat.  

Der Punkt  O m6ge sich in der Richtung 0Q dem Kande nahern, 
wkihrend die Sehne DE parallel fortriickt. Das Integral über dem Bogen 
EL D wird = O ,  dasjenige über D Q E wollen wir i n  zwei zerlegen, über 
.DQ und Q E. W e n n  wir mit IV,  und  r2 wieder Nittelwerthe von / ( y )  
resp. anf DQ und Q E bezeichnen, so werden diese beiden Integrale resp. 

Wenn nun f ( y )  in Q ewei bestimmte Werthe D nnd E hat ,  und man 
I a s ~ t  O in gerader Linie gegen Q rücken bis m m  Zusamrnenfallen mit 
diesem, so wird der Werth von v im Pnnkte  Q 

Y= ( r D + v E  
7L 

Geschieht die Anniiherung von O an einen Randpunkt  in radialer Rich- 
tung (welcher Fal l  uns hier hauptsiichlich interessirt), so wird, d a  hier 

R 
p= v =  - der  Werth von ZJ am Randa die halbe Summe aus  den Wer- 

2 ' 
then von f ( y )  in 0.' 

Bei der Annaherang von O a n  einen Randpnnkt ,  in  welchem die 
Function f ( y )  einen oder zwei unbestimmte Werthe ha t ,  Iasst uich über 
den Randwerth. von O allgemein nichts behanpten; derselbe kann eine 
bestimmte Grosse oder ebenfalls nnbestimmt sein. 

* Man vergleiche meine Arbeit ,,Deber die Bestimmung einer Function auf 
einer Kreisfliche ails gegebenen RandbedingungenCL in Bd. 26 dieser Zeitschrifi 
S. 122. Dass die Function v der Gleichung 1) genügt, ist dort gezeigt. 
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----P. 

W e n n  wir obigen Winkel  6 durch Polarcoordinaten r, t ausdrücken, 
so wird die Gleicliung 1) 

2 n 
1 - rZ 

n l + r s - 2 r c o s ( y - 1 )  d~ =Y3 O 

oder, da  r < 1 k t ,  

2 n 

u = p y j d y  2 n 

O O O 

Diese Reihe, welche für r = 1 die aus f ( y )  abgeleitete Four ie r ' scho  
Reihe darstellt, wollen wir Sr nennen,  den  Ausdruck, woraus sie ent- 
standen i s t ,  Y. Die Reihe S, ist absolut convergent und dalier stets =Y.  
Der  Ausdruck Y aber gelit am Rande überall d a ,  wo f ( y )  keinen on- 

bcsiirnrnten Wer th  h a t ,  in  f ( l + a ) + f ( t -  "ber, wenn r gegen 1 con- 
2 

vergirt. Die Reihc Sr wird daher cbonfalls für r < =  1 gleich der halben 
Summe d e r  Bandwerthe. 

J'? [,j - 11 An Stellen dagegcn, wo f (y) unbrstimmt i s t ,  ist l im 

= einem Mittelwerthe der f ( y )  in  der h'ahe des Randpunktes; es wird 
also limv nicht grtisser als der grosste und  nicht kleiner als der kleinste 
Wer th  von f ( y )  innerhalb eines beliebig kleinen, den Randpunkt ein- 
scliliessendeu Bogens. D a  nun die Keilie S, stets = Y  bleibt, so kann 
aucb lim Sr nur ein Mittelwertli von f ( y )  sein. Iii ke ine~n  Falle ist also 
der Randwerth von Sr= + cn oder = - m. Hieraus folgt aber, dass aucli 
die F o u r i e r ' s c h e  Beihe 

2n 2 n 2 n 

O 

an keiner Stelle,  d. 11. für keinen Wertli von 1 uncndlich gross ist. Denn 
wenn die Beilie Sr für r  = 1 einen unendlicli grossen Werth hatte, so  

müsste sie auch für r <= 1 nach I V  uneiidlicli gross werdeii. Weiin 
demnach die F O u r i e r '  sclie Reilie nicht convergent k t ,  so kann aie nur 
unbestimmt sein,  was freiiiah niclit ausscliliesst , daes R ~ A  einerseits oder 
beidcrse,it~ unbegrcnzte Unbestimmtlieit liabe. 
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Wir werden künftig immer einen I iandpunkt  und den zugehtirigen 
Werth von y mit gleicbnamigen Buchstaben beieichnen. Inshesondere 
sol1 in der F o u r i e r '  sclien Reihe der Randpurikt,  fiir welchen die Reihe 
genommen wird,  immer mit T, der zngehorigc Wcrth von y mit 1 he- 
zeichnet werden. Den dem Punkte  T diametral gegenüberliegenden 
Pnnkt nennen wir T'. Wenn die lntegrale der lteihe nicht über der 
ganzen Kreislinie, sondern nnr  über einem Thei le  derselben genommen 
werden, so sagen wir, die Reihe sei über diesem Theile genommen. 

XII. Die F o u r i e r ' s c h e  Reihe werde über einer endlichen Anzahl 
von Etigen genommen, in welchen und ail deren Enden  der P u u k t  T nicht 
liegt. Die Function f ( y )  sei in  jedem d i e ~ e r  Bogen iibarall bestimmt und 
stetig. Der  Differentialquotient derselben sei überall endlich und  e r  habe 
entweder in alleu Punkten  nur  einen bestimmten Werth oder in  einer 
endlichen Anxahl von Punkten iwei  verschiedene endliclie Werthe. Die 
F o n r i e r ' s c h e  Reihe ist daun  = O. W e n n  ferrier die Reihe über e i n e m  
solchen Bogen A B  genommen wird und  dieser ein Theil des Bogens TI" 
ist, so ist  der rnte Stufenwerth der Reibe, wenn man mit f und f' die 

betrachtlichsten Werthe resp. von f ( y )  und d'(y' -- bezeichnet, urn a e n i -  
d y  

ger als 

von Nul1 verschieden. 

Reweis. Unter den gemachten Voraussetzungen ist' theilweise Inte- 

d f ( y )  grstion eulassig und Aan e r h d t  dnrch dieéie, wenn man -- - 
dy  

-. f ' ( y )  

setzt, 
h 

d y  
2 sin - 

L 
2 

2 m + l  2m+1 
f ( h )  COS--- 

2 
( - 1 )  /(«)cos- 

2 (u  - 4 
- 

b - t  ' (A - 1 
r r ( 2 m + l , s i n  y n(2m+l)sinc,  

Y-'  Y - 2  sin -2 - + f (Y) COS - 
2 2 i n + l  

cos - ( y - t )  dy .  
- 1  

n (2 rn + 1) s in2  '- 2 
2 

a 
Zaitsohrift f.  Yathematik n. Phyuik XXVII, 4. 
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R---",- 

1  
D a  f ( y ) ,  f ' ( y )  und  - innerhalb des Integrationsintervalles bestimmte 

Y - t  sin 

Schranken nicht übersteigen, so wird dieser Ansdrnck = O für m =m. 
Wird die  Reihe über mehreren solchen Btigen genommen, sa ist sie für 
jeden einzelnen, daher auch für alle zusammen = O .  Nimmt man sie 
aber  nur  über einem solchen Bogen AB, welcher ein Thei l  von T T '  

a-t Y - 8  
i s t ,  B O  ist s in-  der kleinete Wer th  von s in- - .  In  obiger Gleich- 2 2 
ung  ist dann  das Resultat d e r  ausgcführtcn Integration geringer als 

2; 
a - t  

n ( 2 m + l ) s i n -  
2 

Uas nicht ansgeführte Integral ist  gleich einem Mittelwerthe des Iu- 
+ + 

= b - a ,  mithin garinger als - ( f + & f ) ( b - a )  
a - l  

m(2m + 1 )  sin2-. 
2 

D e r  mle Stufenwerth der Reihe ist also garinger als 

XIII. Lassen wir die Function f (y) wieder von der allgemeinen, in 
XI festgesetzten Beschaffenheit sein. Wir  nehmen i n  jedem der Theil- 
b6gen bis znr  nten Grosse zwei Pnnkte  nahe a n  den Enden.  Den Bogen 
zwischen zwai solchen Pnnktan nennen wir Theilbogtinansschnitt, die 
übrig bleibenden Stücko Theilbogcnreste. Wie  gross auch n  sein mag 
u n d  wie klein die Theilbogenreste s iud ,  es k a n n  immer eine überall 
stetige und stetig fluente Function bestimmt werden,  welche in allm 
Theilbogenausschnittm überall um weniger als e ine vorher gegebene noch 
so geringe Grosse E von f [ y )  verschieden ist. Diese Function wird dsr- 
gestcllt duroh die  Wertho von v auf don entsprechcnden, d. h. durch 
dicselben Radien begrenzten Ausschnitten eiries znm Rande  concentrischen 
Kreises und sie erhiilt obige Eigerischaft dadurch, dass man diesen Kreis 
dem Rande  hinreichend nahe nimmt. 

Dies folgt unmittelbar daraus, dass bei stetiger Vergr6sserung des 
conccntrischcn Krciscs in jedem P u n k t e  eines Thcilbogenausschnittes 
ohne Ausnahme die Werthi? von v auf demselben stetig in die Werthe 
von übergehen. Die Annahme, dass in irgend einem Punkte v dem 
Randwerthe niçht beliebig nahe komme, würde hierrnit i n  UTidersprnch 
stehen. 
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XIY. Wenn wir den P u n k t  T, für welchen die F o u r i e r ' s c h e  
Reihe genommen wird, in  einen.beliebig kleinen Bogen A B  einsçhliessen, 
so ist die Reihe über dem ganzen übrigen Bogen B A =  0. 

Beweis. Der  Bogen BA enthtilt entweder n u r  ganze Theilbogen oder 
an seinen Enden  Stiieke von solchen; i n  l e t z t ~ r e m  Fal le  nehmen wir 
diese mit zu den l'lieilbtigen von B A  und  ordnen diese siimmtlich nach 
ihrer Grosse. Alsdann nehmen wir auf sammtlichen Theilbogen vcn BA 
bis zur r i ten  Grosse Ausschnitte,  die  wir zusammen mit A ,  die Summe 
der Reste mit R hezeichnen wollen. Auf diesen Ausschnitten setzen wir 
die Fnnction f ( y )  = <p (y) + v (y), wo ( y )  eine überall stetige und  stetig 
fluente Fnnction nach XII1 und  +(y) überall geringer ist ,  als eine sehr 
geringe Grosse E .  Setzen wir nnn  iiber den  Ausschnitten 

so k6nnen wir nach XII m so gross nehmen, dass 7 ein beliebig gcringer 
Werth wird. 

Drr ferner +(y) geringer als E ,  so i s t ,  unter cr den kleineren der  
B6gen A T und TB verstanden, 

2 m + l  

d y  
2 sin - 

2 

über den Ausschnitten genommen, für j edrs  m geringer als 
A 

E A 

x stn - 2 ;z sin 
2 

O 

Nehmon wir jetzt das Integral über d m  Rcsten der Theilbogen. Wann 
wir den betr~chtliclisten Wer th ,  walchen die Function f ( ~ )  überhaupt 
hat ,  G neiineu, so i ~ t  der  mle Stufenwerth der  Eeihe über den Theil- 
bogenresten für jedes rn geringer als 

3) 
G R  

2% siri- 
2 

In  den nten Zwischenbogcn setzen wir die Function f ( y )  wieder aus zwei 

Theilen rp, (Y) und  q, ( y )  zusarnmen. cp, (y) sei in  jedem Zwischenbogen 
c o n ~ t a n t  und gleich dem kleinsten Wer th  von f ( y )  i n  dem Zwischen- 

bogen; v,(Y) ist daher überall positiv. E s  sei k eine sehr geringe posi- 
tive Grosse. Diejenigcn Zwis~henh6ge .n~  in welchen I#,(~) überall kleiner 

14' 
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212 Die Fourier'sche Reihe. 

ais 5 i s t ,  wollen wir zusarnmen = 2, di0 ührigen, i n  wclchen der griisste 
Werth von V , ( y )  nicht kleiner als [ und nicht betrachtlichcr als 2 6  kt, 

zusarnmen = z nehmen. W e n n  wir nun über sammtlichen Zwischenbogen 

setzen, so k a n n  nach XII m so gross genornmen werden,  dass x belicbig 
nahe verschwindet. 

Ueber den Zwischenbogen, deren Summe = 2 ,  ist für jedes nl 

und  über denjenigen, deren Summe = Z ,  

2 m + l  
sin - (Y-LI 

6) 
2 z G 

"yc2 
C1 

2ns in-  
2 

Der ganze mLe Stufenwerth der Reihe ist daher geringer, als die Sumrne 
der Werthe 1) bis 6) znsammcn, rnithin geringer, als 

Die Function f ( y )  ist  nun integrirbar, d. h., wie gering auch 5 ga- 
nornmen sein mag, man kann immer n so gross nehmen, dass z ehenfalls 
beliebig &ring wird. Um nun in  dern Ansdrucke 7) alle eechs Glkder 
beliebig gering zu machcn, nchmcn wir zuerst sehr gering, dann n BO 

gross, dass z wird. Ferner  nebmen wir die  Ausschnitte der Theil- 
btigen bis znr nten Ordnung so gross, dam R < [, und den concentrischen 
Kreis dem Rande  so nahe,  dass E G'l wird. Endlich g ~ b e n  wir dem m 

einen hinreichend grossen Worth, damit auch 7 u n d  x zusammen geringer 
als 6 werden. Der  Ausdruck 7) ist  also dann geringer, als 

D a  nnn  A, G und Z über beetimmte Werthe nicht hinausgehen, so kann 
offenbar der ganze Ausdruck beliebig gering gemacht werden. Der Ge- 
sammtwerth der  Rt=ilie ist also geringer, als jede nocli BO unbedentende 
Grosse, d. h. er ist = 0. 
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XV. W e n n  die Function f ( y )  eine Constante = c k t ,  so besteht 
die iiber dern Bogen TT' genommene F O u r i e r ' sche Reihe hlos ans dem 
orsten Gliede und alle Stufenwerthe derselben sind gleich dem halben 

C 
Werthe von f ( y )  = -. R'immt man aber die  Reihe blos über einem Bogen 2 

T U <  TT', so ist  der ml'! Stufenwertli derselben von .!- um weuiger als 
2 

u-1 
z (m + 1) s i n  -- 

2 
verschieden. 

Beweis. Der  mte Stufenwerth über dem Bogen T U  ist 

2 sin - 
2 

C 
Die voll~tiindige Reihe (m = oo) über dem Bogen TT' ist  =-. Densel- 2 
ben Werth erhalt sie aber, wenn man sie blos über dem Bogen T U  nimmt, 
da sie nach XIV üher dem Uogen UT'  NuIl ist. Eei ist also 

2) 
c - c u - t  s in(u- t )  a i n 2 ( u - 1 )  - - + . +  2 2 x 1  2 

Subtrahirt man von dieser Gleichnng die Gleichnng 1)' so erhalt man 

: - .Sm=-  sin (m + 1) (zc - t )  sin (m + 2) [ u  - 1 )  

2 76 " [  .+, + m f 2  -+...] 

Die Reihe in der Klammer ist geringer als 

Demnech ist 
C 

- - s m 6 '  
C 

2 u - t '  
n (m+ 1) sin -- 

2 

YTI. Wenn links von T ein Punkt  U angenommeu werdon kann 
so nahe an T, dass i n  dem Bogen T U  die Fnnction [(y) nie zn - oder 
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nie abnimrnt, so ist die F o u r i e  r ' sche Reihe, über dern Bogen TT' 
genommcin, convergent und  gleich dem Iialben l inks~ei t igen Werth f ( l + O )  

von [(y) im Punkte  T. D e r  mt8 Stufenwerth der blos über dem Bogen 
TU genommenen Reihe iet von $ f ( t + O )  um weniger ale 

4- + i ( t + o ) .  +,, 
u-t 

a ( m + l )  sin-- 
2 

verschieden, wo H der betrachtlichste Werth von f ( ~ )  - f (1+0) i u  d m  
Bogen T U  und IV eine von m, u und der besondern Bescliaffenheit der 
F u u  ction f (y)  unabhkingige Constante ist. 

Beweis. W i r  setzen f ( y )  = f ( l + O )  + f i  (Y), wo also f ( t +  O j  der links- 
seitige Werth von f ( y )  im P u n k t e  T und f ,  ( Y )  eine Function ist, welcbc 
in  T = O  ist  und in dam Bogen TU entweder nie  zu- oder nie abnimrnt, 
also auch entweder nie grosser als Nul1 oder nie kleiner als Nul1 ist. 
Nehmen wiï  die Beihe blos über TU, so ist,  wenn wir der Kürxe wegen 

2 m + l  
sin-- ( y  -1) 

2 -- -- Q,,, setzen, 
Y - 1  2% sin- 

2 

Lias erste Integral auf der  rechten Seite ist von A / ( l + O )  nach XV urn 
weniger als 

2) 
f ( t +  0) 

u- t  
a ( m + l )  sin- 

2 
verschieden. Das zweite zerlegen wir in  mebrere, so dass i n  dem Inter- - 

2 m  + 1 
val1 eines jeden sin--- 

2 ( y - t )  daseelbe Zeichen behalt,  setzon also 

Bezeichnen wir mit mol nt,,  . . . mp Mittelwerthe von f, (y) in den ein- 
zelnen Integrationsintervallen und mit ko, k,, . . . kp die Werthe,  welche 
dio Integrale erhalten, wenn man aus den Integranden Tl (y) fortlasst, BO 

kann man obige Summe darstellen durch 
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Die Intcgralo k nchmen absolut bestandig ab,  sind aber  abwechselnd 
poliitiv und negativ. Die  Mittelgrossen m  nehmen cntwedcr nio eu odor 
nie ab und fiind irn errjten Fa l le  alle positiv, im zweiten alle negativ. 
Die Grossen 2 k,+ k , ,  k, + k , ,  . . . sind also alle positiv, m g -  ml , 3 - m 2 ,  

... (mp-1- a m p )  alle von gleichem Zeichen. Daber  Obiges 

wo M und K Mittelwerthe resp. der  m  und  der k sind. Die Reihe 
2 k, + 2  k ,  . . . + 2  k p - l  + k p  ist abnchmend altornircnd , also gcringor als 
2 k , ,  dieses aber 

2 2 

t+pnt+l 

also nach XV von 1 nm weniger als 

2 

verschieden, mithin geringer als 
n 

Die Grosse m o -  2 m p  ist geringer als 2 m p .  Ferner  ist K geringer 
a h  k,, also geringer als die Halfte des Ausdrucks 4). Mithin ist der 
ganze Ausdruck 3)  geringer als 

Die Grossen M und mp liegcn beide zwischen O a n d  dem betrachtlichsten 
Werthe von f l ( y )  in  dem Bogen TU. Nennen wir letzteren 8, so ist 

21 

also f, ( y )  ,O, d y geringer als J' t 

Der Ausdruck in der Klammer bleibt endlich, wenn m ins Unendliche 
Zb 

wachst. Nennen wir den grlesten Worth desselben 1, so i a t j l / ; , ( y )  Q, d y  
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2 16 Die Fourier'sche Reihe. 
.-.-.a--- An,,- 

für  jedes m geringer als AN. Nehmen wir dies mit dem Ausdrucko 2)  

zusammen, R O  ist f ( y )  Qm d y  von & f ( t + 0 )  urn weniger als J ' &  z 
- - i@+W +;, 

u - t  
n ( m + l ) s i n -  

2 

verschieden. Setzen wir nun f ( y )  (2, d y =  ni', so der tn'r Stufen. .l 
werth der über drrn 
um weniger als 

verschieden. Wenn 

u 
ganeen Bogen TT' genoinmenen Reihe von 2 f ( t  +O) 

+ + 
u - 1  

n ( m  +1)  sin-- 
2 

n u n  m ins Unendliche wachst, so convcrgirt das 
erste Glied diesee Ausdrueks und nach XIV auch TV' gegen O. Wir konnen 
also für m einen so grossen Werth m' nehmen, dass für m = m' und für 

4. + 
jedes m > ni' - f ( i+o)  + w' gerioger ala H wird. Dann ist nlso 

n(rn+i) s inU-* 
2 

der  mL" und jeder hohere Stufenwerth der Reihe von +f(t+O) nm weniger 
als H N +  R verschieden. Lassen wir nun den Bogcn T U  sich verklei- 
nern ,  H O  wird A, d. h. der betrachtlichste Wer th  von / ( y )  - f ( t+Oj in 
dem Bogen TU, immer naher = 0 .  Ohige Grosse wird also beliebig ge- 
r ing,  woraus fulgt, dass die über TT'genommene Reille sich von -&f ' ( t+O) 

gar  nicht nnterscheidet. 

XVII. Links von T moge kein P u n k t  U so nahe a n  T genommcn 
werden konnen,  dass d ie  Fnnction in dem Hogen T V  nie zu-  oder nie 
abnimmt. Dagegen moge der linksseitige Werth des Differentialquotieu- 
ten von f ( y )  im P n n k t e  T eine bestimmte endliche Grosse sein. I n  diesem 
Fal le  ist die Reihe iiber dem Bogen TT' ebeufalls = 3 f(t+O). 

Beweis. Wir führen denselben blos für den F a l l ,  dass die Function 
f ( y )  = O k t  für y = t .  Denn wenn das nicht der Fal l  itit, so konnen wir 
sie wieder zusammensetzen ans eiuer Function , welche diese Eigenschaf- 
ten bat ,  und einer Constanten, für welche letxtere der  Ss tz  gilt. 

m i r  geben dern über TU, wo U zwischen T u n d  T', genommenen 
mtcn Stufenwerthe die Form 

2 m + l  
sin -n-- ( y - t )  
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Die Fiinction iy-')f(y) , welche mir F j y )  nennen wollen, wird darin 
Y - 1  2 sin 

ebenfalls = O  für y  =t. Auch hat  der für den Bogen TU genommene 
DiEereritialquotient von F ( y )  bei unendlich kleiuem T U  cinen hestimmtcn 
Grenzwerth, und zwar denselben, wie derjenige von [ ( y ) .  Dies kann 
selbst in dern Fal le ,  wo [ ( y )  links von T irgend eine Strecke weit stetig 
nnd stetig fluent ist ,  nicht durch Differeuziren dargetlian werdpn. Hier- 
dnrcli würde man nnr  die etwaige Grenze erhalten, gpgen welche der in  
einem Punkte A l inks von T genommene Differentialquoticnt convergirt, 
wenn A dem T unendlich nahe rückt. E s  giebt aber Functionen (ahn- 
lich der in Fig.  2 ,  wo A ein Berühruugspunkt der beiden puuktirten 
Curven k t ,  graphisch angedeuteten), hei welçhen man hierdurch keinen 
beetimrnten Werth erhalt,  wiihrend der unmittelbar in  Z' genammene Dif- 
ferentialqnotient sehr wolil einen bestimmten Grenzwerth hat. Dieser ist 
dann alti ein isolirter Wer th  des als Functiou von y  betrachteten Diffe- 
rentialquotienten anzuseheu. Um im gegeuwartigen li'alle den linksseiti- 
gen Werth des Differentialquotienten von F ( y )  im Punkte  T zn erhalten, 
hat man ohne Riicksicht auf die hesondere R~schaffenheit von f ( y )  die 
Function F ( y )  (da sie = O  ist für y = t )  durch y-t . zu  dividiren und 

Y - t  f ( ~ )  y = t werden zn  lassen. Hierbei wird lim -- = 1 nnd -- erhalt, 
Y - 1  2 sin - Y - l  

2 
wie voransgesetzt, einen hestirnrnten Werth. Nennen wir dieseu g und  
setzen wir 

%) = g ( y - t )  + (y-1) FI(^/), 

so ist F,(y) eine Funct ion,  welche dadurch,  dass man U hinreichend 
nahe a n  T nimmt, i n  dem ganzen Bngen TU heliebig klein gemacht 

d ~ Y Y )  werden kann ,  da  sonst - für  y  = t und  dy =O nicht = g ware. 
*Y 

Setzen wir obigen Ausdruck fur F ( y )  in  deu  Integranden eiu und  zer- 
legen dau Integral in die  beiden 

so k t  nnabhangig von m das zweite geringer als 
II 

- 
t 

wenn p ein Mittelwcrth von F,(y) für Werthe von y zwischen t nnd il ist. 
Das erste aber convergirt offenhar mit wachsendem m gegen Null. 

Dasselbe ist nach XIV mit dem ntte'' Stufenwerthe der P o u  r i  er ' sühen 
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218 Die  Fourier'sche Reihe. 

Reihe über dem Bogen UT' der Fall.  Man kann  alvo m hinreicliend 
gross iiehmen, damit diesc beiden Theile zusammen geringer werden als FI,  
unte r  Tl den betrachtlichsten Werth von FI ( y )  in dem Bogen TU ver- 
standen. D a  nun auch p geringer ist a ls  FI ,  so i ~ t  der  mte Stufenwerth 

der  F o u r  ier 'schen Reihe über dem Bogen TT' geringer als  FI. 1 + . ( -l) 

Man kann nun U so nahe an T nehmen,  daas alle Werthe von I ; ; ( y )  
zwieclien T und O' und daher auch F, beliebig gering werden. Uemnaçh 
krinn nt so gross genommen werden,  dass der mte und alle holieren Stu- 
fenwerthe der  F o u r i  er 'sclien Reihe beliebig nahe = O werden. Mithin 
i s t  i n  diesem Fal le  die F O 11 r i e  r'sclie Reihe = 0. 

Die  Satze XV bis XVII beziehen sich n u r  auf den linksseitigeu 
Wer th  von f ( y )  im I'unkte T und die Integration über der einen Halfte 
d e r  Kreislinie. Die Resnltate gelfen ohne Weiteres auch für den rechts- 
seitigen Werth von f ( y )  und die andere Halfte der Kreislinie und man 
erhalt dann  durch einfache Addition da8 Geeammtergebniss in Bezug auf 
beido Werthe von f ( y )  und  die ganze Kreislinie. 

XVIII. D e r  im Pnnkte  1' links genommene Differentialquotient moge 
keinen bestimmten (auch keinen unendlichen) Werth bahen. Jedoch soll 
l inks von T ein P u n k t  17 so nahe an T genommen werden konnen, dass 
kein Theil des Bogens T U  durch fluxionslose Punkte  i n  lauter unendlich 
kleine Thei le  zerlegt ist. I n  diesem Fal le  kann die F o u r i e r ' s c h e  Iteihe 
convergent oder auch divergent sein. Letzteres bat Her r  D n  Bois-  
R e y m O n d (Abhandlnngen der bayorischen Akndemie) durch ein Beispiel 
gezeigt. D i e  Reihe wird aber dann n n r  unbestirnmt, da aie nach XI 
niclit uuendlich gross sein kann.  

XIX. Der P u n k t  T sei innerer P n n k t  eines Bogens, der durch 
unstetig fluente Punkte in  lauter nnendlich kleine Thei le  zerlegt ist. In 
diesem Fa l le  kann die F o u r i e r ' s c h e  Reihe convergent sein, wo auçh 
der  P u n k t  T in dern Bogen liegen mag, d a  j a  Her r  W e i e r s t r a s s  durch 
trigonometrische Reihen Functionen dargestellt h a t ,  welche in  allen Punk- 
t,en fluxionslos sind. Ilass aher die Reihe aiich divergent sein kann i n  

P u n k t e n ,  welche den Bogen in lauter nnendlich kleine Thei le  eerlegen, 
soll je tzt  dnrch ein Beispiel gezeigt werden. 

W i r  stellen die Punction durch eine unendliühe Beihe dar, deren 
einzelne Glieder von folgender Beschaffenheit sind. 

Um dan  Kreis wird eine senkrechte Cylinderflache gelegt nnd auf 
dieser eine Function graphisch durch eine Wellenlinie dargestellt, deren 
halbe Wellenlange ein aliquoter Theil der Kreislinie ist und  deren Halb- 
wellen ~bwechse lnd  über und  uuter der  Kreislinie liegen. Die Anzahl 
der  Halbwellen ist ungerade, so dass also die Curve a n  einer Stelle statt 
des  Wendepunktes  eine Spitze hat. Die  beiden Halhwellen, welche in 
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2 1n + 1 = np+ 1 und çetzan fiir f (y)  dia verschiedenen Thei le ,  woraus diese 
Function zusammengesetzt ist , 60 dass also 

tC n t - tn  t + n t + n  

3) 1% =J;, P, d y  +/h d y . .  . +fi P~~ dy +fi+, a, d y  
t-7r t - n  t -z t - r r  

2 m + i  
sin - -- ( y  - t )  

wo der Kiirze wegen F ( h , ,  v , )  = I.: und  
2 --- - Om geeetzt 

y - t  2 n sin - 
2 

ist. Dan Punkt  T nehmen wir in der  Spitze von Fp+i  u n d  integriren 
zuniiclist von 1 bis t+n .  Betrachten wir irgend eines von den ertiten p 
Integralen,  etwa das wte,  so ist 

"P 

Die Spitze von F',,+,, also hier der P u n k t  T, befindet fiich in einem Nnll- 
punkte irgend aines früheren Gliedes. Die Nullpunkte eines jeden Glie- 
des fallen aber zusammcn mit irgcndwelchon Nullpunkten eines jeden 
spiiteren Gliedes. Der  P u n k t  ï' fallt daher zusammen mit irgend einem 
Kullpurikte vou F p .  J e d e  Helbwelle vou scbliesst aber eine Anzalil 
von ganzen Iialbwellen der  Fp ein. D a  nun  diese Zahl  eine ungerade 

n: 
k t ,  so ist der  P u n k t  T entweder um wenigsteiis Jh Wellenlange =- 

a~ 
der FI, von dem nachstcn Maximalpunkto der F, entfernt oder er fdlt  

A 
t+ - . + 

mit einem solchen zussmmon. In den Grenzen des Integralfi / F ,  Qmdy 
1 

t 
nimmt daher die Function PY nur eu oder n u r  ah und man kann dee- 
halb auf dieses Integral den Satz XVI a n w e n d m .  D e r  betrachtlichste 

n 
Werth von F v ( y )  - Fv (2) fiir Werthe von y zwischen t und t $ - ist nun 

n~ 
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Von W. VELTMANN. 221 

Fu f + -  - F, ( l )  und diese L)iffereriz hat  wieder ihren betrachtlichsten 3 
7C 

Werth, wenn entweder der P u n k t  T Oder der Punkt  y = t +  - mit dem 
Iip 

Ende einer Halbwelle von F,  zusammenf;illt. I n  lieiden Fallen ist aber 
ein Glied obiger Differenz = O  und das andere die Ordinate der IIalb- 

n 
welle in einem von dem betreffenden Endpunkte  derselben um - ent- 

n~ 
fernten Punkte. Diese O r d i ~ a t e  ist kleiner, als das mit dem Differen- . 

7C 
tialquotienten von F, (y)  in Endpiinkte der Halhwelle. multiplicirte - . 

P 

Jener  Differentialquotient iet aber = ------~- 2 h v n w ;  mitliin ist Fr ( l + ? ) - ~ , , ( t )  
3z " n 

wird und wegen dcr durcligangigen Einwerthigkeit von Fv (y) immer F, ( 1 )  

statt Fu ( t  + 0) gesetzt werdcn k a n n ,  so ist obiges Intcgral von 3 F, ( t )  
nach XVI um weuiger alu 

2hvnv  2E",(t) ! - 

oder, da Fu( { )  h6chstens = h, i s t ,  um weniger als 

2 
- 

5 )  - z ( n p + , + l ) s i n -  n n p  
2 np 

verc cliieden. 
Auf den zweiten Theil 

" . d y  

des obigen Stufenwerthes 4) konuen wir den Satz X I I  anwenden. Der  

betrachtlichste Werth von F, ist  h, ,  derjenige von --- Fu (Y) am E n d e  
d y  

2 h,  rr, a-!  n: 
einer Halbwelle = -- und für sin - ist zn setzen sin -. Mitbin 

7c 2 .  2 7Zp 

ist obiges Iutegral geringer als 

4hv+(%+hv)  (.-;) 
61 - - - -  -~ 

Wir haben hier nur  zwischen t und t + x  integrirt. Integriren wir jetzt 
zwischen t - n  und t ,  so erlialten wir ganz dieselben Resultate 5) und 6). 
Der ganze mte Stufenwerth der F o u r i e r ' s c h e n  Reihe für die Fonction 
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222 Die Fonrier'sche Reihe. 

Fy ist demnach von Fv(L) um weniger verschieden, als um die doppelte 
Surnme der beiden Ausdrücke 5) und 6), d. 1i. um weniger al6 

4 4 n y N  
n; 

+- 
" P 

+ 
7C 

n ( n p t i + l )  sin - n ( n p + i  + 1) sin2 - 
2 n, 2 ri, 1 h" 

Setzt man i n  diesem Auedrucke für v die Zahlen 1 bis p und  addirt die 
erhaltenen Ausdrücke, so ist der mte Stufenwerth der  ails S E ( y )  abgelei- 
teten F o u r  i e r ' schen  Reihe von S p ( t )  nm weniger verschieden, al6 um 

z ( n p + !  + 1) sin" 

Tu dem ( p + l ) t e n  Gliede des Stnfenwerthes Wm nehmen wir die Rpitze 
von Fp+ir also den P n n k t  T als Anfangspunkt der y. Das ( p + l ) ' e  
Glied wird hierdnrch 

+ x  

",+l  

sin2 Y 
n; Y 2 sin - 

2 
-a2 

I n  gleichen Abstanden vom Anfangspunkte der y hat dann F ( h p + i ,  7 ~ , , + ~ )  

n ~ t l  gleiche u n d ,  da  die Wellen der Punction und die Wellen von sin --y 
2 

gleiche Lange  haben,  sin nfi y entgegengesetzt gleiche Werthe;  da fer- 
2 

Y ner  auch sin- entgegengesetzt gleiche Werthe h a t ,  so ist  der ganze In- 2 
tegrand zn beiden Seiten des Anfangspnnktes symmetrisch und das Inte- 
gral wird also 

7L 

,, "eS! Y 
F ( h , + l , n p + l )  2 

z Y 
d y  

sin 5 

oder, wenn wir den Integranden kiirzer durcli Fp+i Vm darstellen, 
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Wir setzen n n n  

7G 
Nehmen wir die  oberen Grenzen um p =  --- kleiner, d ie  unteren um 

2%+1 
grosser, 00 wird d ie  Summe, da  die  Integranden stets positiv sind, 

kleiner. E i n e  fernere Verkleinerung findct s ta t t ,  wenn wir s i n w y  
2 

1 
überall gleich dem Werthe a n  den  nenen Grenzen = + - und ebenso 

JZ 
F ( h p + i ,  n p + i )  = dem V e r t h e  a n  den neuen Grenzen = + Q h p + i  nehmen. 

Y Y Eino weitero Verkleinernng erhalten wir, wenn wir - stat t  sin- nehmen 
2 .  2 

und das letzte Glied weglassen. Indem wir zugleich zwischen j e  zwei 
Integrale ein solches mit dem Integranden = O einschalten, erhalten wir 

3% 6 n 7 n 9 21 - - - @PSI-3116 
2 n p i - i  2 f i p + i  2 - + i  2 n p + 1  2 n p I - 1  

3 
2~ JZ h P + i  [ /$O T2 

+J; d y  +Ji d y  + j q  d y  .. . +J+ d y  

3 n 
- - 5 SC 7 16 - - c 2 n p + i - 6 ) s  

-- 

2 n p S i  2 n p + 1  2 n p + 1  Z n p + i  2 f i ~ + i  
( 2 ~ p + l - 1 ) ~  

+fg. 
( 2 n p + 1 - 3 ) s  

2 %  + i 
Diese Integralo erstrccken sich alle über Intervalle von gleicher Aus- 
dehnung. E ine  fernere Verkleinerung erzielen wir daher, wenn wir in 
dem ersten, dritten, fünften u. s. W. den  Integranden um die H#lfte ver- 

1 
kleinern, denselben also = - seteen und  ihn i n  den übrigen um eben- 

2~ 
1 

soviel vermehren, wodurch e r  auch hier = - wird. Kleiner wird hier- 
2 Y 

durch die Summe otfenbar, weil die Werthe von y bestandig znnehmen 
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und deshalb statt  der fortgcnommmen Halfte eines Integrals mit nngera- 
der Nummer zu dem folgenden Integral mit gerader Nummer eine kleiiieie 
Grosse hinzugekornrnen iot. Wir  erhxlten aber jetzt 

2n,,+1 

Der  mie Stufenwcrth des (JI  +l)'en c l i e d e ~  von W,,, i b t  alsi, gi-iisser als 
dicser positive Ausdruck. 

i las  letate Glied + 71: 

"PSI  -- 

2 Y 
Y 

d y  
sin 

- X 

des Stufenwerthes W,,, ist geringer als M d y ,  unter M einc Mittelgrasse S" 
n,+1 

O "" - y 2 0 
von - verstanden. E s  ist nun  ~ P f f  a n  keiner Stelle be- 

n 
2 s i n L  

2 
, sin n,+l 

n 

trachtlicher als hn+2 + hn+3 . . . und  - = 4 + cos y + C O S  2  y + . . . 
Y 2 sin 

n p + i  -1 . . . + cos ---- 
2 

y nicht betriirhtlicher als w, also jenes l e t ~ t e  Glied 
2 

geringer als 

10) n p + i  ( h n S 2 + h n + 3 .  .). 
Fassen wir jetzt die Resnltate 8),  9) und  10)  zusammen, so ist das 

p + l t "  Glied von Wm in  Gleichung 2)  positiv und  grosser al8 

wiihrend die p ersten zusammen von SL(1) um weniger verschieden sind, als 

und  die übrigen zusammen geringer s ind,  als 
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1 3 )  n P + ~ P p + 2 + $ + 3 + . . . ) .  
Damit der Ausdruck 11) nnendlich gross werde mit wachsendem n, 

setzen wir 

14) 
1 

h , t l  =t- 
4' n p  + 1 

und lassen nach dieser Formel überhaupt die h von de11 71 abliiingen. 
Daun ist der Ausdruck 11)  

- 3 l o g ( 2 n p + ~  - 1 )  

und 12) 4 z  JS J/'- 

und 13) 
16) 

t 

Damit jetzt ferner die Ausdrücke 15) und 16) unendlich klein wer- 
den, setzen wir 

171 np + = ~ " ' P + ~ ,  

wo a eine ungerade ganze Zahl > 1,  und lassen nach dieser Formel 
iiberhaupt jedes n von dem ~ o r h e r ~ e l i e n d e n  abhangen. Das erste n  aber, 
n,, nehmen wir = a ,  wodurch jedes n, wie vorausgesetzt, ein ungerades 
Virlfaches des vorhergehenden nird. Die n sind dann  sammtlich Poten- 
zen von n mit Exponentcu,  welche ehenfalls, und zwar immer hohere 
Potenzen von n sind. Die Logarithmen der n wachsen daher wie Po t rn-  
zen einer ganzeu Zahl mit zunehmendem Exponenten und die beiden 

fallen deshalb starker, als eine geometrische. Reihe. mit gebrochener Stei- 
2 

gungszahl. Die erste ist somit kleiner als - und die zweite klei- 
i l o g  n, 

2 
ner als - . Ilagegen nimmt die Reihe 

i ~ i ~ y ~ ~ ~ + 2  

11. n~ -L+"+...+- 
i l o g  n, i b  n2 J G n p  

starker zu ,  als eine gmrnetrische Reihe mit einer Steigungcizahl >1, 
2 n 

und ist dalier klriner als &. Es sind daller die Ausdriicke 15) und 
J h l  np 

16) zusammen geringer als 
Zeitschrift f. Mathematik u. Pliysik XXVII, 4 15 
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226 Die Fourier'ache Reihe. 

- .  
oder, wenn wir nach Gleichung 17)  n p ~ t i  und np+a durch np ansdrücken, 
geringer als 

+ 
an% Jlog r ,  

Wir haben also, indem wir die n von einander und von den h in 
der  durch dio Gleichiingen 14) und 17) dargcstclltcn Weise atihangen 
lassen, Folgendes errcicht. 

mTenn in deni mlen Stufenwerthe der F o u r i e r '  sclien Reihe 2 m  + l  
= n p + l  genommen wird und der P u u k t  T d i e  Spitze des p+ l t en  Gliedes 
der Reihe S i y )  i n  Gleichung 1) k t , ,  80 wachst das p  +l te  Glied von W m  
i n  Gleichung 3) mit p ins  positive Unendliche. Die ührigen Glieder 
aber  vom ersten bis zum pten und vom p+Zten a n  ins  Unendliche nntcr- 
scheiden sich von S - ( t )  um eine Grosse, welche mit wachsende.m p bth- 

liebig gering wird. Nehmen wir nun für T'irgend einen Inflexiouspunkt 
einer beliehigen Function E' in Gleichnng 1) .  E s  lassen sich nach Frühe- 
rem Zahlen q i i  q2, . . . in inf. angehen, derart,  dnss derçelbe Pnnkt T 
auch in die  Spitze des qItm, q2teD Glicdes u. S. W. von S ( y )  in Gleichung 
1) falit. ' Setzen wir nun 2 m  + 1 = n p + i  und nelimen wir p f  1 uach- 
einander = q , ,  y, u. s. W., so wachst das qLte, yzte n. B .  W .  Glied von WJm 
ins  positiv Unendliche. Die  übrigen aber haben zusamrnen zur Greuze 
den  Werth der Function f(y) im Punkte  T. Mithin wachst bei dieser 
Weise des Znnehmens von m der mtB Stufenwerth der ganzen aus der 
Function f ( y )  abgeleiteten F a  u r i  e r '  schen Reihe ins positiv Unendliche. 
Uie Reihe kann aber nach XI nicht wirklich =+ m sein; eu kann hier 
nur  der E'all vorliegen, wo die Eeihe unbestimmt wird. Es  muss also 
moglich sein,  die Zahl m i n  anderer Weise zunehmen zu lassen, so daes 
der mtE Stufenwerth nicht ins positiv Unendliche wachst. 

D a  dio Reihe in  a l l m  Inflexionspunkten cincs jeden Gliedes der 
Reihe S(y)  Gleichung 1) unbestimmt is t ,  so ist sie in Punkten unbestimmt, 
welche die ganze Kreisliuie in lauter unendlich kleine Theila zerlegen. 
I n  keinem dieser Punkte  hat die Function f ( y ) ,  aus  welcher die Keihe 
abgeleitet ist ,  einen Differentialquotienten von bestimmtem endlichem 
Wer the ;  denn in einem P u n k t e ,  wo sie einen solchen hatte, miisste die 
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Reihe nach X V I I  convergent sein. Die Fnnction f ( y )  ist also in  Punkten  
fluXionslos, welche die Kreislinie in lauter unendlich kleine Thei le  zer- 
legen. 

Nehmen wir jetzt den P u n k t  ï' i n  der  Mitte einer IIalbwelle des 
( p +  l ) ten  Cliedes des Stnfenwerthes W,. Diese Halhwelle sei ,  von der  
Spitze an nach links gcrechnet,  die g t e  und g eine lingerade Zahl, so 

dass also diefielbe obrrhalb der Kreislinie liegt. Xehmrn wir wieder den  
Piinkt T als Anfangspunkt fiir y,  so ist das (,1)+1)~~ Glird von W,,, 

Wir zerlegen diesrs Integral in  zwei, von welchen das einr. sich vom 
Nullpunkte ans nach Iieidcn Seiten üher glciche Bogen, und zwar 
nacli der einen Seite bis zur Spitze erstreckt,  wahrend des andere die 
beideo ebenfalls gleichen Uogen von da  bis zum Punkte T' umf'asst. I n  
diesem Punkte hat  li'(h,,+,, np+,) einen Nullpunkt und In0exionspunkt, 
es sei denn, dass zufdl ig die Spitze. in denselban fiele. Mitliin ist inner- 
halb der Grenzen des zweiten Integrals von diesem Punkte  aus nach 

Y 9 1  + l heiden Seiten in  gleichen Abstanden F (hp+, , np.+,) , sin - und sin -- y 
2 2 

entgegengesetzt gleich. Der  zweite Tlieil des Iritegrals verschwindet 
daller. Dagegeli ha t  innerhalb der Crenzen dee ersten Theils vom Punkte  

Y n ~ + j  T a u s  nach beiden Seiten li(hp+, , n p f I )  gleiçhe, sin - und siri - y ent- 
2 2 

und der zwcite Theil wird dalier gegengesctzte Zeicben 

- - 

oder, wenn wir deu Integranden = Q setzen,  
7z X i 
- 2 -- 3 -- 

% j  + 1 

O n z - 2 -- 
NP + 1 % + l  

Jedes dieser Integrale umfasst sowolil von F ( h p + i ,  71p+l), a18 von 

sin-- y eine Viertelwelle. I n  dern ers ten,  dritteu, fiinften u. S. W. 
2 

l b *  
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haben P(hp+, ,  np+l) und  sin-' y gleiche, in dem zweiten, vierten, 
2 

sechsten 11. S. W. enfgegengesetzte Zeiclien; die lutegrale sind dahar ah- 
wechselnd positiv und negativ. Vergleicht man zwei aufe inander f~ l~ende  
unter einander, so erkeunt  man leicht durch Verzeichnung der beiden 

Wellenlinien, dass die Werthe des Prodncts F ( h p + i ,  np+l). sin- y in 
2 

Y urngekehrter Reihenfolge gleich sind. Da nun sin - stets zunimmt, so 2 
nelimen die Absolntwerthe der Integrale ab. Die  Reihe ist daher eine 
abnebmend alternirende und somit geringer al8 das erste Glied. Letxte- 
res aber  wird für p = oo mit hptl unendlich gering. Dabei kann der 
P u n k t  T immer der namliche bleiben; denn wenn derselba, wie angenom- 
men,  in der Mitte einer Halbwelle von F(hp+l ,  n p + i )  l iegt,  so liegt er, 
d a  die,se eine ungcrade Anzahl von Halbwellen aller spl teren Glieder 
umfasst, auch in der  Mitte einer Halbwelle eines jeden spl teren Gliedes. 
Indem man also für m riacheinander n,, n2, . . .  in i n f .  setzt ,  convergirt 
das  ( ~ + l ) ~ "  Glied von FY, gegen 0. Die Summe der vorhergebenden 
aber  convergirt gegen pirien bestimrnten W e r t h ,  namlich denjenigen van 
F ( y )  im Punkte  7', und die Summo der folgendcn gegen Null ,  was Beides 
anf dieselbe Weise gezeigt werden k a n n ,  wie in dem vorigen Falle. Die 
F o u r i e r ' s c h e  Keihe hat  somit in diesem Falle einen bestimmten end- 
lichen W e r t h ,  niimlich denjenigen der Funct ion,  ans welcher aie ab- 

geieitet k t .  

Die hier betrachtete Function hat  also die merkwürdige Eigenschaft, 
dass sie für gewisse Punkte ,  aelclie die ganze Kreislinie unendlich klein 
theilen, divergent und für andere P n n k t e ,  welche ebenfalls überall ein- 
ander  unendlich nahe s ind,  convergent ist. Uebrigens hat  anch in letz- 
teren Punkten  die Function keinon bestimmten endlichen Differential, 
quotienten. Vielmehr lasst sich nachweisen, dass dieselbe in allen 
Punkten  ohne Aucinatirne fluxionslon ist. E s  sei namlich A ein beliehiger 
P u n k t  der Kreislinie. Man nehme links von A einen P u n k t  B und bilde 

den Quotienten f h f a .  Ea ist zu e e i g e n ,  dam der Punkt  B siob 
b - (1 

dern Punkte  A R O  ulhern k a n n ,  dass dieser Quotient ins Unendliche 
wachst. Der  P u n k t  A befindet sich in  irgend einer Halbwelle von 4,. 
Man lege den P u n k t  B iu den Maximalpunkt der n%chsten Halbwelle 
oder, falls diese zufallig i n  einer Spitze anfangt ,  der  zweitnachstm 
Elalhwelle. B e r  Abstand b - n  der beiden Punkte  ist also weriigstens = a  
und  hochstens = $ W e l l e n l h g e n  und der L)iflerr?nzquotient von F,,, ab. 

2 hp - 2 h ,  n, geselien vom Vorzeichen , betrachtliclier als ,- - --. Der Ilifferenz- 
a,, 3 z  

quotient irgend eines früheren Gliedes II, ist  immer geringer, als der 
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Differentialquotient desselben in einem Nullpunkte, d. h. geringer, als 
2 hvn ,  -. Der Differenzquotient fiir s~mmtlicl ie  frühere Gliedcr znsammen 

R 

ist demnach geringer als 

Die rr waclisen nun so Stark, dass für p = cn dieser Ausidruck gegen 

ohiges verschwindet. Was  aber irgond oinca dor auf Irp folgen- 
3 n; 

den Glieder Ir;, hetrifft, so ist der Differenzquotient desselben nicht 
2 I l f l  271, - 2hPn 

lietraclitlicher als - mithin nicht betrachtlicher als - - - 
b - a '  b n~ 

- - 2 7c . Fiir sammtliche auf Fp f o l g e n d ~  Glieder zusammen ist 
np J109i1P 

alsn der Differenzquotient nicht betrachtlicher, als 

was nach Früherem fur p = in oEenbar unendlich gering wird. Lasst 
man also p ins Unendliche wachsen und giebt man immer dem Punkte  
B die oben beschriehenen Lagen in Bezug auf die  Halbwellen von Fpl 

sn rachs t  der UiEerenzpuotient - ' ( O )  ins  Unendliche; die Function 
6 - n  

hat dalier in dem willkürlich gewaliltan Punkte  A keinen bestimm- 
ten endlichen Differentialqnotienten. 

XX. Ee erübrigt noch die Erorterung der Frage ,  ob eine Furic- 
tion f ( y )  von den bislier vorausgesetzten Eigenschaften au€  mehr als eine 
Weise in  eine trigonometrische Reihe entwickelt werden kann. Wir  
werden uns hierbei auf einen Satz stützen, dass unter  gewissen Voraus- 
setzungen nur  eine einzige Function v existirt, welche den in XI gostell- 
ten Bedirigungen genügt. Dieser Satz  ist au der S. 207 erwiihnten Stelle 
bewie~en wordeu. Da jedoch die Randfunction hier weniger eingeschrtinkt 
ist ,  so darf dem Randwerthe von v a n  den Unstetigkeitsstellen hier kein 
si, weiter Spielraum gestattet werden, wiei es dort geschehen ist. Wir  
wollen deshalb dem hetreffenden Satze jetzt folgende Fassung geben. 

Ausser der Function v in XI Gleichung 2) gicbt es keine andere, 
welche im Innern überall bestimmt, endlich, stetig i s t ,  nach allen Rich- 
tungen bestimmte, endliche nnd  stetige Fluenz besitzt, der Gleichung 

d e v  dY ii 
-- + j = t )  
tlx"19 
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genügt und überdies die Eigenschaft h a t ,  daas, wenn irgend ein Rand- 
punkt  O' in  einen noch sa kleinen Bogen PQ eingeschlossen wird und 
ein Purikt O sich aus beliebiger Kichtung (lem Punkte  0' nahert, der 

erstere so nahe an letzterem genommen werden k a n n ,  dass bei noch 
weiterer Annaherung der Werth von v im Punkte  O stets ein Mittleres 
zwischen dem grossten und kleinsten Werthe der  Randfuiiction f ( y )  im 
B;gen PD hleiht. 

Beweis. Es  saien v, und v, zwei Functionen auf der Kreitiflaclie, 
welche beide obige Eigenscliaften haben. Ferner  sei n eine beliebige 
garize Zahl. Auf samrntlichen Theilbogen nter Grosse, sowie auf sammt- 
lichen Zwischenbogeu ntBr Ordnung nehmen wir Ausschnitte uud ziehen 
sowolil nach den Grenzpunkten der Theil - und Zwischenbogen, als nach 
den Endpunkten der Theilbogen- und Zwischenbogenausschnitte Radien, 
welche also jeden der zum Rande concentrischen inneren Kreise in ent- 
sprechende Bogen theilen. Die Theilbogenausschnitte setzen wir zusarn- 
men = A ,  die Ausschnitte derjenigen Zwischeribogen, in  welchen (d. h. 
in  jedem einzelnen) die Differenz des grossten und kleinsten Wer- 
thes von f ( y )  geringer als eine hestimmte Grosse f 5 ist ,  zusammen 
= 2, die übrigen , in  welchen jene Differenz wenigstens = a l  und, 
falls der betrachtlichste Werth,  der i n  v ,  und v ,  überhaupt vorkomrnt, 
V V 
- genannt  wird, hochstens = - i s t ,  zusammen = z, alle iibrigen Bogen, 
2 2 
also Theilbogen- und Zwischenbogenreste zusammen - R. 

Wir nehmen einen zum Rande concentrischen Kreis dem Rande eo 

nahe ,  dam, wenn man auf jedcm Radius eines bostimmten Theilbogen- 
ausschnittes in dem von beiden Kreisen begrenzten Ringe die betracht- 
lichste Differenz v ,  - f ' ( y )  bildet, keine von diesen Differenzen betriicht- 

licher is t ,  als eine vorher gegebene sehr geringe Grosse E. Dies ist 2 
moglich; denn wenn man den concentrischen Kreis sich dem Rande ohne 
E n d e  nahern lasst ,  so konnen in keinem P u n k t e  die Werthe von v ,  

zuletzt um mehr als 4 von f ( y )  verschieden bleiben. Nachdem das ge- 2 
schehen is t ,  wird derselbe Zweck durch weitere Vargr6sserung des con- 
centrischen Kreises, falls eine solche noch nothig ist,  anf einem zweiten 
Thcilbogenansschnitte erreicht. U n d  sa  fort bis znm nten. Ehendasselbe 
wird dann für die Fnnction v, bewirkt,  B O  dass also a, und  a, in  keinern 

P u n k t e  der Theilbogenausschnitte um mehr als von f (y) verschieden 2 
sind oder bei weitorer Vergrosserung des concentrischen Kreises irgend 
einmal verachieden werden. Die Function v,-v,, welche wir mit ni be- 
zeichnen wollen, ist dann  a n  den erwiihnten Stellen um nicht mehr al9 
s von NuIl verschieden. 
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Nehrnen wir jetzt eine ahnliche Operation i n  Bezug auf den Aus- 
scbnitt irgend eines der Zwischenbtigen Tor. I n  diesem Zwischenbogen 
mtige die grosste Differenz der Werthe von f (y)  geringer als eine Grosse 
A - 
2 

sein. Wir ktinnen also jeden P u n k t  des Ausschnittes in  einen so 

kleinen Bogen einschliessen, dass in  dicsem jeder Werth von [(y) von 
A 

dem Werthe in  dem Punkto  nm weniger als - verschieden ist. Indem 2 
wir also nothigenfalle den  concentrischen Kreis noch weiter vergrossern, 
konnen wir erreichcn, dass iu dem Ausschnitte des Kreisringes auf 
keinem Radius die Werthe von v, sich von irgend einem der beiden 

A (gleichen oder verschiedenen) Wci the  von f ( y )  um mehr als - unter- 
2 

scheiden. Ebendasselhe k a n n  d a n n  auch fiir u,  erreicht werden u n d  die 
Differenz v l - v 2  = TV ist daher in  dem bctreffenden Bereiche an keiner 
Stelle betrachtlicher als A. Iiidem man die namliche Operation der Rcihe 
nach auch für die übrigen Zwischenbogen, sowie für sammtliche Reste 
vornimmt u n d ,  j e  nach der Art  dieser BBgen, für I -en tweder  5 oder V 
nimmt, erreicht man schliesslich Folgendes. 

I n  dem Ringe zwischen dem Randkreise und dem concentrischen 
Kreise ist i n  den Theilbogenaussçhriitten v, - u2 = n) a n  keiner Stelle be- 
trachtlicher als E ,  in den  Ausschnitten derjenigen Zwischenbogen, welche 
znsammen = Z sind, a n  keiner Stelle betrachtlicher als  und in den  
Ausschnitten der  übrigen Zwischenbogen, sowie in  den Resten überall 
nicht betrachtlicher als V. 

Bilden wir jetzt das Integral dy, so besteht daeselbe aus  vier 

O 
Theilen. Das Integral über den Theilbogenausschnitten ist geringer als 
A E ,  über don Ausschnitten der Zwischonhogen e r ~ t e r  Art geringer als Z f ,  
über den Ausschnitten der Zwiechenbtigen zweiter Art geringer als z V ,  
in den übrigen (den Resten) nicht betrachtlicher als RV, in  allen zusam- 
men demnach nicht betrachtlicher als 

i + +  + 
A E + Z [ + Z V +  R V .  

Die Grossen A ,  Z und  V gehen,  welche Grosse anch {, n und  die 
Bogenrcste haben mtigen, über bestimmte Werthe nicht hinaus. Man 
nehme nun zuerst die  Bogenreste, also R sehr klein und  5 geringer als R. 
Alsdann nehme man 71 so gross, dass z geringer als R wird; endlich lasse 
man den concent,riscben Kreis sich dem Rande so weit nahern,  dass e 

geringer wird als R und  dass ziiglrich diejenigen Grossenbeziehungen 
stattfinden, welche oben in Beziohung auf die Zwischenbogenausschnitte 
und die Reste als durch Vergrosserung des concentrischen Kreises 
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erreichbar nachgewiesen sind. Letzteres ist  notliwendig, u m  balianpten 
zu konnen,  dass das Integral über dem concentrischen K r e i ~ e  geriuger 
ist und bei weiterer Vergrosserung dieses Kreises stetri geringer bleibt, als 

+ + C 
A : + Z I + ~ V + R V .  

Diesar Ausdruck aber ist je tzt  geringer als 

D a  R beliebig klein genomrnen 'werden konnte,  so  ist  liirrrnit nacligewir- 
s e n ,  dass der  concentrische Kreis so nahe dem Rande genomrnen werden 

2 n 

k a u n ,  dass - d y  beliebig gering ist. Nun bat aber  dieses Integral Jz". 
O 

auf allen concentrischen Kreisen denselben Werth und zwar denjenigen 
der  Function vi - v 2  im Mittelpunkte des Kreiiies. Dieser We,rth ist 
daher = O .  Cm 'dafieelhe auch für irgend einen andern Punkt  der Kreis- 
flache zu zoigen, bringe man diesen durcli stereographische Projection 
des Kreises auf sich selbst in den Mittelpunkt. Die von der Function 
f ( y )  vorausgeseteten wesentlichen Eigeniichaften werden hierdiirch niclit 
geandert. Die Punkte des Umfangs verschieben sich auf diesem, ohne 
aber  ihre  Reihenfolge zn andern und ohne dass irgend zwei zusammen- 
fallen, die vorher gctrennt waren. Die Theilung durch Unstetigktits- 
punkte behalt also , abgesehen von der Grosse der Stctigkeitsbogen , ihren 
wesentlichen Charakter. Nur die Grosoe der Theilbogen ündert sich und 
damit m6glicherweise auch die Gr6ssenordnung. Jedoch  kann immrr, 
wie gross auch eine Zahl 1 1  se i ,  eine andere Zahl m so gross genommen 
werden,  dass keiri Stetigkeitsbogen nate* und hnherer Ordnung nnter die  
nte Ordnung herahsinkt. Hieraus folgt, daas auch die Bedingungen der 
Iritegrabilitat der  Fnuction f ( y )  betitehen bleiben. Die Function v l - v z  

ist demnach überall = 0 ;  die Functiouau vl urid vz  sind ideutisch. Die 
Function v in  Cleichung 1) is t  daher die einzige, welche den gegebeucn 
ltandwerth f (y) hat. 

XXI. Ueber die Randfunction [ ( y )  n ~ i d  den Kandwerth von v mogen 
dieselben Voraussetziingen gemacht werden, wie in XX,  jedoch sollen 
Ausnahmen von denselben stattfinden in Pnnkten ,  welche auf de r  Kieis- 
linie eine zweite Theilung bilden. In  diesen Punkten sol1 es  dem Kand- 
wertb von a gestattet sein, aus den S c h r a n k ~ n  von f 0 J )  herauszutreten. 
Unter f o l p n d e n  Bedirignngen I k t  sich dann der Satz XX niich auf- 
secht erhalten. 

W e n n  b und [ zwei beliebig geringe G r o ~ s e n  s ind ,  so kann immer 
eine ganze Zahl n so grom angenommen werden, daes die Summe der- 
jenigen n'en Zwischenbogen der neuen Thei lung,  in welchen irgendwo 
der betràchtlichste Unterschied der Schranken des Randwerthes von o 
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iind derjenigen der Fnnction f ( y )  betrachtlicher als ( is t ,  gminger als 
b wird. 

Das Bewcisverfahren ist dasselhe, wio in XX. Lasst man aucti 
diese Einschranknng fallen, so gilt der Satz nicht mehr, wofür noch fol- 
gendes Beispiel angeführt werden mag. 

Auf der Kreislinie mtige die in VI1 beschriebene Tlieilung augenom- 
m m  werden. Es sol1 eine Function a auf der Krei>fiaclie bestimmt wer- 
den, welche am Rande  iiherall = O wird. Nur in denjcnigcn Punkteri, 
welche immer zwiechen zwei Theilbogen l iegrn,  sowie in den Endpurik- 

, ten der leteteren sol1 es der Fiinction v gestattet sein, andere Wcrthe 
anzuneh~nen, welche jedoçh riicht um mehr als 1 von Nul1 verschieden tiind. 

Man setze die E'unction f ( y )  auf den  'i'heilbogen bis üur nten Grosse 
= O ,  iu den Zwischenbogen der Ordnung gleich einer constanten Grosse 
rr nnd bestimme eine k'nnctioii v nach der Gleichnng 2) in XI .  Indem 
man nun n wachsen ISsst, wird d r r  Wertli dieser Function v in jedem 
innrrn I'unkte sich einer best,immten Grenze nahern. Die Randfunctiun 
f ( 7 )  andort siçli ri%mlich liierhei h r tw#hrend;  aber die Aenderurigen 
werdeu, weil die Summe der noch liinzukommendeu Theilbtigen beliebig 
gering wird, zuletzt der Ar t ,  dass oie zu der Function v verschwindende 
Beitrage liafern. Dic Grenzwertlie von v für n = cc bilden eine Function, 
welche im Innern des Kreises die in XI verlangten Eigenschaftrn hat, 
wie sich leicht nachweisen Iasst. Dass der Randwerth in  eiuem innern 
Puukte eiues Tlieilbogens = O wird, ergic~bt sic11 nacli der in XI gezrig- 
ten Weise des Uebergangs nach clem Rande. In  einem Punkte  dagegen, 
der hei noch so grosspm n zwisçhan zwei Theilbogen liegt,  wird der 
Randwerth = n und im Endpunkte  eiries Theilbogens ist derselhe, je 
nach der Richtung der Anniiherung, verschieden, liegt aber zwischeu 
Ni111 und a .  Wenn namliçh in Vif; 1 der P u n k t  Q ein solcher is t ,  wel- 
cher immer zwischen zwei Theilbogen liegt,  so wird, j e  nahar O dem 
Rande ist,  der Bogen DE' niir Theilbogen au6 um so apateren Eiuschal- 
tungen enthalten. U m  so kleiner ist also auch der Theil dee Bogrns 
D E ,  welcher aus Theilbtigen bestelit irn Vergleich zu dem ganzen Bogen, 
und um so kleiner sind die Winkel d d ,  die zu den Theilbogen gehoreu, 
im Vergleicli des zu dem ganzen Bogen gehorigen Winkels = z. Der  
Beitrag, den die Thcilbogen zu dam Werthe von v im Punkta O liefern, 
versuhwindet also znletzt und  dicser Werth liangt immer mehr von dem 
Werthe f ( y )  = a in  den Zwischenb6gen ab. Der Randwerth kann dem- 
nach nnr  = a sein. Indem man nun für ri beliebige Werthe zwisclicn 
O nnd 1 nimmt, erhalt man ehensoviele verschiedene Fiinctionen v, die 
den gegehenen Randbedingungen gcriügcn. 

=II. Wenn eine Fnnction f ( y )  von den in XX vorausgesetzten 
Eigenschaften sich durch eine t r igonom~trische Reihe darstellen liiset, 
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derar t ,  dass dia Reihe für alle Werthe von y, für welche f i y )  einan cin- 
zigen bestimruten Werth ha t ,  convergent und = f ( y )  is t ,  an allen deu- 
jenigen Stellen aber, wo nicht einen einzigen bestimmten Werth hat, 
hinreichend hohe Naherungswerthe der Reihe immer zwischen den be- 
n a c h b a r t ~ n  Werthen der Function liegen, BO k a n n  die Function niclit 
noch durch eine andere trigoriometrischo Reihe in gleicher Weiso dar- 
gestellt werden. 

Beweis. Angenommen, die Function f ( y )  sei in  obiger Weise dar- 
gestellt durch die beiden Beihen 

A , =  a , + a l c o s ( y - t ) + r r 2 c o s 2 ( y - 1 )  . . . ,  
B,= b,+b, ~ o s ( ~ - t ) +  b 2 c o s 2 ( y - t )  ... 

Die Rcihen 
A , = r c , + a , r c o s ( y - 1 ) + n 2 r % o s 2 ( y - I )  ..., 
Br=  b o + b l r c o s ( y - t ) + b , r 2 c o s 2 ( y - t )  . . .  

sind dann für r <1, also im Iunern der Ereisflache, stets convergent 
und stellen Functionen dar mit Eigenschaften, welche in  XX von ol und 

d 2 v  d2v  
v ,  vorausgesetzt wurden. Sie genügen namlich der Gleichuug - 

= O und verhalten fiich nach I I  und V auch bei der  Annaherung an den 
Rand  wie jene E'nnctionen v, und v B .  Hieraus folgt aber der Satz 
nach XX. 

Der  Satz Iasst noch folgende Erweiterung en: 
Auf der Kreislinie moge ansser den Unstetigkeitspunkten von f ( y )  

eine belicbige zweite Theilung angenommen werden. [ ( y )  sol1 durch 
eine trigonometrische Reihe dargestellt werden derar t ,  dass, wenn b und 

zwei beliebig geringe Grossen s ind,  n hinreichend gross genommen 
werden k a n n ,  damit die Summe der Zwischenbogen dieser zweiten Thei- 
lung ,  i n  welchen die Schranken der Reihe a n  keiner Stelle um mehr als 

über die Schranken von f ( y )  hinausgohen, geringer als b wird. Es ist 
d a n n  nur  e i n e  solche Reihe moglich. 

Gestattet man der Reihe weitere Abweichungen von f ( y ) ,  B O  gilt der 
Satz  nicht mehr. So kann  z. B. eine Function f (y), welche constant = O  
i s t ,  auf mehr als eine Weise dnrch eine Reihe dargestellt werden, welche 
i n  den  Ausnahmepunkten des Beispiels in  XXI heliebige Werthe zwi- 
schcn 1 und O erhalten darf. Man erhjilt die Integrale der Reihe in 
derselhen Weise, wie den Grenzwerth von v in  XXI. F ü r  verschiedene 
Werthe von a wird die Reilie verschieden. 

Die F o u r i e r  'sche Reihe hat von der Bedoutung, welche man der- 
selben a1s Darstellungsmittel fur Functionen beilegte, immer mehr ein- 
gabüsst. D i r i c h  1 e t  fichlotis blos solche Functioneu aus , bei welçhen die 
Kreislinie dnrch U ~ s t e t i ~ k e i t s ~ u n k t e  in lanter unendlich kleine Theile 
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zerlegt iet; von den übrigen scheint er geglaubt zu haben,  dass die aus 
denselben abgeleiteten F O 11 r i e  r ' schen Heihen in allen Pi inktcn,  auch 
den Haufungspunkten der Maxima und Minima, convergent eeien. Her r  
Du B o  i B - R e y mo n d hat gezeigt , dass Letztercs nicht immer der Fa11 ist, 
was aber der Anwendbarkeit der F o u r i e r J s c h e n  Reihe als Darstell~ings- 
rnittel für Functionen im Grunde  keiuen Eintrag tbut. Sie wird nam- 
lich, wie hier gezeigt worden k t ,  auch iu solchen Pnnkt.eu nicmals un- 
endlich gross; sic theilt vielmehr nur  mit anderen Darstellungen von 

sin z 
Fnnctionen, z. B. -- , die Eigenschaft,  a n  gewissen Stellen unbestimmt 

5 

zn werden. W i r  Sind hier noeh eineu Schritt weiter gegangen, indem 
wir dargethan haben,  dase es Functionen giebt ,  welche durch die 
Fo n r  i e r ' sche  Reihe, auch wenn man von einzelnen Unbestirnmtheiten 
absehen wollte, nicht darstellbar sind. Es gehoren zu diesen zunachst 
s~mmtliche nicht i u t ~ g r i r b a r e  Functionen. Wie hier durch Beispiele ge- 
zeigt worden ist ,  komrnen solche Functionen anch unter denjenigen vor, 
welclie an keiner Stelle zusammenhangend u n ~ t ~ t i g  sind. Wollte man 
ülirigeos n u r  die Theilbogcnwerthe solcher Functionen darstellen, so 

würde das durch die F o u r i e r ' s c h e  Reihe geschehen konnen;  man 
branchte z n  dem E n d e  nur  die Integrale der Keihe blos über den  Theil- 
bogen zu nehrnen. Auch dies ist aber nicht mehr moglich bei einern 
Theile derjenigen Funct ionen,  bei welchen zusammenhangende Biigen 
durch flnxionslose Pnnkte  in  lauter unendlich kleine Thei le  getheilt sind. 
Uie Endlichkeit der Funçtion vorausgesetzt, wird zwar auçb hier die - 

Reille niemals uuendlich gross, aber sie kann  unbestimrnt werden. 
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Perspectivische Studien. 
(Xnchtrag zu deni Aufsatze: ,,Ue!ier die Grundprincipien der Lineürpewpective" 

iin XXVI. Bande dieser Zeitschrift, 1881, S. 273.) 

Von 

Prof. Dr. GUIDO IIAUCK 
in lierlin. 

I n  dcm obeugeriannten Aufbatze habe ich mich vorwirgeiid mit dm 
1)iscussion des , -c  o 2lin c n r p  e r s p e c l i v i s c h e n  -' Systerns befasst und habi: 
mich hinsichtlich drs  , , c o n f o  r m p e r s p r r  l i v i s c h e n "  Systerns auf einige 
Renierkiingen besclirarikt, welche den Zweck hat ten,  die Bereelitigung 
dieses Systcrns von rein logischem Gesichtspunkte ausser Zwrifel zu 
s e t z ~ n .  Die Frage  uach der a s t h e t i s c h e n  Z u l a s s i g k e i t  blieh un- 
eroriert. Indrssen iat die Nriirtwung gerade dierier Frage  am rnristeii 
geeignet,  die Unhaltbarkeit d ~ r  bisherigen l'heorie der Perspective im 
l i c h t  zu setxen. -MTir warden dahei zu neiian Controversen üher das 
Wcseri des S e h p r o c ~ s s m ,  ~pcc ie l l  über das  Wesen des 5 s  t h e  t i s c h c n  
B e s  c h  a u  e n s  geführt merden und werden es erneut heetktigt findeil, 
dass meine Uehandlungsw~ise drli perqectivischen Problcms die einzig 
mogliche is t ,  wenn man nicht cineiaeits mit der physiologisclien Optik, 
andererseits mit der Kunstwissenschaft in diracien Widerspruch ge- 

rathen will. 
Auf eine Ergsnzung meines früheren Anfsatzcs in der angedcuteten 

Biclitung gehe ich um so bereitwilliger eiri, als içh in  der Lage bio, 
miçh dabei theilweise auf einen (4ewahrsrnann zu stiitzcn, dessen Auto.  
ritat auf dem Gebiete der Perspective allgemein geaclitet ist. Ich meine 
D e  l a  G o  i t rn  e r i e .  E r  ist der  einzige mir bekannte Autor, der auf eine 
Bcsprechung der in  meinem früheren Aufsatze erorterten principielleo 
Fragen eingeht und dietielben in wissenrichaftlichem Geiste behandelt. 
Wenn icli auch niclit in Allem seinen Ansichten beipfiichten kann, 60 

mochte ich doch wünschen, dasa Jeder ,  der sich ein Urtheil über die in 
Rede stehenden Fragen bilden will, das Livre V des trefflichen ,,Trrc.itC 
de Perspeclive line'uire" par Jules de la Gournerie* gelesen haben mochte, 

* Paris 1859, Dalmond et Dunod. 
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Pcrspectivische Studien. Von Prof. Dr. G. HAUCK. 

1. Die Abbildung von krnmmflachigen Objecten. 

E s  ist bekannt ,  dass bei der Abbildung von krummflactiigen Objecten 
die Künstler, und zwar unter ihnen die  tüchtigsten Perspectiviker, sich stets 
rnelir oder weniger bedeutende Ahweictiungen von der strerigen collinear- 
perspectivischen Formgestaltung erlauht haben. Es  mag genügen, hier un 
die hekanntesten Reispiele zn erinnern: E ine  Kugel ,  deren perspectivi- 
scher Umriss eine Ellipse sein sollte von um so grosserer Excentricitat, 
je weiter ihr  Mittelpunkt vom Hnuptpzrnkte entfernt k t ,  wird utets ale 
Kreis abgebildet. - Bei eiuer frontal stehenden Reihe von cylindrischen 
Saulen werden die Bilder der einzelnen Saulen stets i n  gleicher Breite 
gezeicbnet, wahrend sie nach dem collinearperspectivischen Bilde vom 
Huuptpunkle ans nach rechts nnd links immer breiter werden sollten. - 
Auch bai weniger einfachen Flachen fiiidet man stets bewusste Abweich- 
ungen von der centralperspectivischen Ccntonr. B e  ln Gournerie sagt 
über dieselben : ,: J'civriis votdu corriger  c e  qui m e  puraissai l  incorrec l ,  ce  qui 
l'e'iuil ceriainement comme projeclion conique,  et j'nrrivuis ù des  formes itn- 

possibles." - Am uiiffalligsten treten die Abweichungen zu Tage  hei der 
Uarstellung von m e n  s c h  1 i c  h e  n F i g u r e  u. Einzelfiguren werden stets 
mit so groseer Augdistanz gezeichnet - und es wird dies auch bei photo- 
graphisclien Aufnalimen beobacbtet -, dass das Bild als geometrische 
Aufrissprojection betrachtet werden kann. E ine  kleinere Augdistanz er- 
zeugt perspectivimhe Verkürxungen , die ,,den Geist verwirren, ohne der 
Figur Kelief zu geben". E s  werden dann  ferner die Staffagcfiguren, die 
in eine centralperspectivische Scenerie gastellt werden - auch in grosser 
Entfernung vom Hauptpunkte -, ganz in derselben Weise behandelt, 
wie Portraitfigiiren. Die streng centralperspectivischen Contouren mit 
Benützung des Augpunktes der Scenerie wiirdnn n n m  o g l i  c h e  Formen 
ergehen. - Grossere Figurengruppen sollten bei strenger Anwendung 
der collinearen Perspective mit nach rechts und links zunehmender 1)ick- 
bauchigkeit und mit gegen den Rand hin immer langer gezogenen ellip- 
tischen K6pfen gezeichnet werden. Es ist aber noch nie einem Künstler 
eingafallen, in  dieser Weiee centralperspectivisch correct zu zeichnen. 
Allerorts und zu aller Zeit wurden Figurengruppen in parallelperspecti- 
vischer gwatier Ansicht dargestellt, auch wenn die betreffende Scenerie 
in vollkommen centralperspectivischer Correctheit gezeichuet ist. 

Diese Abweichungen sind i n  der K u n ~ t p r a x i s  80 allgemein anerkannt  
und so tief eingewurzclt, dass es thatsachlich schwer ha l t ,  ein mulc- 
rischen Kunstwerk aufzufioden , welches von strengem centralpnrspecti- 
vischem Standpunkte aus nicht ,, f e h  1 e r  h a f t "  gezeichnet ware. Man 
kann duher diese Abweichungen nicht mehr ale blosse k ü n  s t l  e r i  s c h  e 
L i c e n  z e n  bazeichnen; es handelt sich hier vielmchr uni cin tief ein- 
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radlinigen Details steht (Rotationskorper mit viereckigem Aufsatz oder 
Untersatz , Saiilenfuss , Saiilenkopf, Gesimse etc.). 

II. Die conformperspectivische Abbildnng. 

Man sollte erwarten, dass die physiologische Begründung der Per-  
spective eine A u f u a r u n g  über die Berechtigung der besprochenen Ab- 
weichungen von der  strengen centr~lperspectivischen Itichtigkeit ertheilte. 
Der Beweis, der für die  asthetische Wirkung des perspectivischen Bildes 
erbracht wird, miisste sich fur  krurnrnfliichige Objecte weriiger awirigend 
erwaisen, ale für ebenflachige. Bestatigt sich diese Erwartung nicht,  so 
folgt daraus der  Schluss, dase entweder die Ahmeichungen wirklich un- 
zulassig s ind,  odor aber, dass jcncr Beweis unzutrcffend ist. E in  Drittes 
giebt.es nicht. - Da wir von unserem Standpunkte aiis das Erstere nicht 
zageben k6iiuen, so bleibt uns nur  die  zweite Moglichkeit. 

Aus der gewohnlicheii Begründui~g  (Glos l i r [ e l -Reyrü~~dic~zy )  ergiebt sich 
nun in der T h a t  keine Bf~recbt igung für ~ e n e  Abweichungen. Vom Projec- 
tionscentrum aus bctrachtet,  ersclieinen z. B. die richtig R I S  Ellipsen ge- 
zeichneteu Kopfe einer Figiirengruppe wieder vollkommen kreisrund. Wiir- 
den dagegen die Figurcn alla von gleiclier Dicke rnit kreisrundeu K6pferi 
geieiclinrt werden, so wiirden die Randfiguren rechts und links eu dünu 
ersclieinen. - Man kommt über die i n  Rede steliende Schwierigkeit auch 
nicht durch das gewohnlieli empfolilrne Universalmittel dcr Wahl einer 
grossen Augdistanz hinweg. Die Kuns t  kann und will niclrt auf den 
durch kleine Augdistanzen hedingten perspectivischen Eeiz verzichten. 
Namentlich bei Innenraumen erweisen sich kleine Augdistanzen noch 
mehr ans künstlerischen, als aus praktischen Griinden als unvermeidlich. 
(Als Belcg hierfiir mag auf R o f f  n e l ' s  vaticanische Wandgemiilde hiii- 
gewie~en  werden, wo die Angdistxnz nur  gleich der  einfachen Bildbreite 
ist. Eine Currectur derselbeu irn Sinne einer absoluten ccntralperspec- 
tivischen Correctheit dernonstrirt die Widersinnigkeit der centralperspee- 
tivischcn Unfchlbarkcit ad oculos ,  wahrend anderorseits eine Umconstruc- 
tion für eine grossare Augdistanz die gauze Wirkung der prachtigen 
architektonischen Scenerien zerstvrt.) 

Nach unserer C o m p r o m i s s t h e o r i e  dagegen erledigt sich die i n  
Reda stphende F r a g e  auf hochst einfache Weise: Wie  ich in mrinem 
Srüheren Aufsatze gezeigt habe, stellt die Abbildung allgemein einen 
Cornpromiss zwischen den zwei Bedingungen der Collinearitiit und der 
Conformitat vor, wohei die Feststellung des Cornpromissrnodus, in  ana- 
loger R e i s e  wie beim si ibject iv~n Anschauiingabilde selbst,  nach Mass- 
gabe der Besonderheiten des Objecta zu geschehen hat. - Bei solchen 
Objecten, wo gerade Linieri eine tiervorragende Rolle spielen, also 
nameutlich bei architektonischen Objecten, wird die Badingung der Col- 
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linearitat i n  erster Linie zu befriedigen sein, und  nur  soweit es diese 
erste Rücksicht gestattet,  kann noch der Conforrnitat Rechnung getragen 
werden. Hieraus ergab sich lins das c o l l i n e a r p e r s p e c t i v i s c l i e  
Systern. 

Ganz anders  verhalt es sich aber niin bei Objecten, die keine geraden 
Linien enthal ten,  also bei krummfliiçtiig begrenzteri Gegenstanden. Bei 
solchen ist die  Collinearitat mehr oder weniger grgenstaudslos und es 
tritt  daher das andere Princip, d ie  Conforrnitiit, in  den Vordergrnnd. 
Oder  genauer gesprochen: Im snbjectivan Anschaiiiingsbilde verlangt zwar 
hinsicbtlich der Wahrnchrnung von wirklichen geraden Linicn unser Col- 
linearitatsbewusstsein unbedingto Befriedigung. Dagegen erweist sich das- 
selbe für den F a l l ,  dass nicht direct gerade Linieli vorhanden sind, Ln-  
sichtlich der  weiteren C o n ~ e q u ~ n z e n ,  die sich aus der  Forderung der 
Collinearitat ergeben würden, wenigei empfindlich. E s  kornmt daher i n  
diesern Fal le  der andere Factor, das Conformitatsprincip ; eu erhohter 

Qeltnng und gewinnt über das Collinearitatsprincip die Oberhand. (Sn 
kornmt cs  z. B., dass da8 subjective Anschaiiungsbild einer Kugol, selbst 
in  collinearer Umgebung, stets conforrn, das heisst kreisformig ist.) Wenn 
n u n  die objective Abbildung eine Wiedergabe des subjectiven Anschau- 
ungsbildes sein soll,  so folgt sus  dem Gesagten, dass auch in dem für 
die Abbildung einzuleitenden Compromiesmodus bei krurnmflachigen Ob. 
jecten nicht das  Princip der Collinearitat, sondern das der Conforrnitat 
wird dominiren müsuen. 

Ich habe daher schon in rneiner ,,Sirl,jectiuen Perspertive" als Pen- 
dant  zu deui collin~arperspectivischen System ein zweites - conforin-  
p e r s p  e c l i o i s  c h e s  - System aufgestellt, welches darch folgende Ue- 
dingungseigenschaften charakterisirt ist : 1. Bedingung des geradlinigen 
Horizontes, 2. Hedingiing der Verticalitat, 3. Bedingiing der Conforrnitat 
Iangs der wichtigsten Linien,  n5mlicli langs der Horizontlinie und Iangs 
der  Verticalen. ( In  noch htiherern Maasse der Conformitat Rechnung zu 
t ragen,  erweiet sich als unmoglicli.) - Man erkennt leicht, dass die oben 
mitgetheilte Regel,  welche De la Gotirnerie fur die Abbildung von krumm- 
flachigen Objecten giebt,  im  Besultat uiigefahr auf dasselbe hinanslauft, 
wie die Abbildung nach dem Princip des conformperspectivischeu Systems. 
Ich befinde mich also hier in vollkornmener Uebereinstimmung mit De la 
Gournerie und - da  Be lu Gournerie seine Regel aus 'dem i n  der Kunst- 
praxis überall anerkannten L)ai.stellungsveifahren abgeleitet hat - auch 
in Uebereinstimrnung mit der allgemeinen Kunstpraxis.* 

*-Ich habe in meiner ,,Subjjeçtivm Perspeclive" fiir eine Berechtigung der 
conformen Perspective sogar bei e b e n f l k c h i g e n  Objecten plaidirt, soweit als 
die hierbei auftretende Verletzung der Geradlinigkeit das Auge nicht unangenehm 
berührt. Ich war hierzu meinen Grundsiitzen gemass berechtigt, insofern die 
Ii-unstpraxis in der That die mannigfachsten Ileispiele dafiir aufweist. - 1:ebrigens 
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Bei objecteni die aus  ebenflachigen und krummflachigen Details zu- 
sarnmengesetzt sind , hat man einen C O m p r O m i s s  zwisclien der collinear- 
perspectivischen und conformperspectiviscben Formgestaltung einznleiten; 
und zwar wird auch hier wieder die collineare Perspective dominiren 
müssen. Nan wird am besten in  der Ar t  verfahren, dass man die Zeich- 
nung zuniichst collinearperspectivisch anlegt und nachtraglich die dabei 
zu Tage tretenden Confnrmitatsrefzerrungen im Sinne der conformen 
Perspective modificirt. E s  ist dies namentlich fiir Iunen-Archit,ekturen 
bei kleiner Augdistanz a n  empfehlen. ( I n  diesor Weise siud in der 'i'hat 
Zioriardu, Raffuel und  alle grosseu Meister verfahren.) Dasselbe Princip wird 
vor Allem bei Figurengruppen zur Anwendung gelangen m h s e n .  Z.B. müss- 
ten nach der collinearen Perspective die Randfigureri rechts und links dicker 
sein als die Mittelfiguren, was unserem Conforrnitatsbewusstsein wider- 
sprechon wiirde. Nach der conformen Perspective dagegen müssten die Kand- 
figuren (entsprechend ihrer grosseren Entfernung) dünner sein als die 
Mittelfiguren; dies letxtere würde aber in eirien unangenehmen Widerspruch 
zu der collinearperspectivisch gezeichneten architektonischen Scenerie und  
iliram gegen den Rand hin sehr fiihlbar werdenden, in  die Breite gezoge- 
nen ,  Varzerrungficharakter tretcn. Dor Kiinstler hat  dalier ganz Recht, 
wenn er einen Cornpromiss eingeht .und die Fignren alle von gleicher 
Dicke zeichnet. 

ILI. De la Gournerie's Restitutionstheorie. 

Ich sagte zu Aufang des vorigen Abschnittes: die  Abweichiingeii 
von der strengen centralperspectivischen Richtigkeit lassen sich von dem 
alten Standpunkte aus niclit vertheidigon Oder crklaren. Nun hat aber  
De la Gournerie eine Erklarung versucht*, welche intcressant genug ist, 
um unci zu einer kritischen Beleuchtung derselben aufzufordern. 

De la Goitrnerie geht von der Vorstellung einer n u  b e d i n g t  i l l u -  
s o r i s c b e n  Wirkung des perspectivischen Bildes aus und sucht von 
dieser Grnndan~chauung  ails zunachst die Wirkung des Bildes zn  erkla- 
ren fiir den F a l l ,  dass es von excentrischem Standpunkte ( f r e i l i c l i  n u r  
m i t  e i n e m . e i n z i g e n  A u g e )  betrachtet wird. 

Das sogenann.te u m  g e k e h r t e P r  o b 1 e m .der Perspective, ntimlich : 
für ein gagebenes perspectivisches Bild das riiumlicle Object zu recon- 
struiren, ist zuuachst eine unbestimmte Aufgabc. Dieselbe kann  aber 
bestimmt gemacht werden dadurch,  dass man gewisse Uedingungen fest- 

ist, die diesbezügliche Streitfrage eine blosse Frage des individuellen Geschrnacks, 
und ich trage dem vielseitigen Widerspruch, der gegen die hbbildung von Gerixden 
durc,h sanfte Bogenlinien erhoben worden i d ,  o hn  e B e  d enk  en R e  c hnun  g. Es 
liegt mir  sehr vie1 daran, dass durch diese N e b e n f r a g e  die Aiifmerksamkeit 
nicht von dem Kernc der Sache abgelenkt wcrdc. (Vergl. die Schlussworte meioes 
früheren Aufsatzes.) 

* S. Trait6 de Persp., Livre V Chap. 2 - 3. 
Zoiisolirift f. Nsthematik a. P h p i k  XXVII. 4. 16 
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setzt , denen das restituirte Object genügeu soll, - Bedingungen, welche 
sich au8 der  Natur  der dargestellten Gegen6tand.e ergeben müssen. Bei 
architektonischen Objecteil z. B. wird man jedenfalls die Bedingung anf- 
stelleii, dass - nach unserer Ausdrucksweise - d i e  C o l l i n  e a r i t a t  u n d  
d i e  V e r t i c a l i t a t  i m  r e s t i t u i r t e n  O b j e c t  e r h a l t e n  b l e i b e .  - Eine 
solche ,, R e s l i l u t i o n "  führt nun dns Auge beim Beschauen eines Gemaldes 
nnwillkürlich aus. I n  der T h a t  reprascntirt die Illusion, welclier das Ange 
beirn Besçhauen eines Bildes v o m  P r o j  e c t i o n s c e n t r u m  n u s  nnter- 
worfen ist, nichts Anderes, als eine unwillkürliche ltostitution des Objectes. 

Einr? solclie illusorische Restitution kann nun  aber - wie fiir das 
Projectionscentrum, so auch für jeden beliebigen andern Standpunkt des 
Bescbauers ausgeführt werden. Das restituirto Object hat freilich für 
jeden andern Standpunkt  eine andere Gestalt. 1st aher  diese uicht all- 
xusehr ;erschieden von der Gestalt des eigentliçhen Objectes, so wird 
der Eindruck des Bildes ein befriedigender sein. 

Be la Gournerie nntersucht nnn die geometrischen Reziehungen zwi- 
schcn zwci - zweien verschiedenen Augpunkten entsprechsnden - 
Restitntionen. E r  zeigt,  dam dieselben centfisch-collinear in yerspecti- 
vischer Lage sind. I n  der allgemeinsten Form ist der betreffende Satz 

von IIerrn S l o  u d i g l  so aiisgesprocken worden: * 
, ,Es  giebt für jeden beliabigen Punkt  0' des IEaiim~s uriendlicti viele 

mit Z (Originalsystem) collineare raumliche Systeme A', welche, ans O' 
auf  E (Bildebene) projicirt, dicseltic Projection S (Bildfigur) liefern, wie 
Z für da8 I'rojectionscentrum O." 

Die Bildebene stellt die (allen gemeinschaftliche) Collineationsebene 
vor ;  das Collineationacentrum &Z liegt auf der Verbindungslinie der zwei 
Augpunkte O und 0'. J e d e m  auf 00' beliebig angenommenen Pnnkte 
M entspricht ein bestimrntcs System 2'. Jedes  'System 2' hat mit dem 
Originalsystem 2 eine bestirnmte Horizontalebene gemein , namlich die- 
jenige, welche durch das Collirieationsceutrum fil gelit. - Wird M im 
unendlich fernen P u n k t e  der Linie 00' angenommen, so hat das ent- 
sprechende System 2' mit 25 die unendlich ferne Ebene  gemein; die 
zwci Systeme sind a f f i n .  

Die Frage n u n ,  welches von diesen unendlicl~ vielen S p t e m e n  2' 
idrritisch ist mit derjenigen Bestitution, welclie das  Auge beini Resctiauen 
vom Punkte  0' nus u n  w i l l  k ü r l  i c h  ausfiilirt, eiitecheidet De la Gournerie 
dahin, dass im Allgemeinen die horizontale Rodenebene, auf welcber die 
dargestellten Objecte aufstehen, wieder als horizontale Ebene restituirt 
werde. E s  werde daher dasjenige System 2" das bevorzugte sein, für  
welches die der Bodmebene des Originalsysterns entsprecliende Ebene 

* In seinem vortrefflichen Aufsatze: ,,Ueber die Identitat von Constructionen 
etc.IL Sitzungsber. d. k. Bk. d. Wise. z. Wien, math.-naturw. el., 64.Ud. (1871) S.450. 
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wieder horizontal sei ,  also dasjenige, für welches das Collineationscen- 
trum M im Schnittpiinkte der Bodenebene mit 00' liege. 

De la Gournerie sagt n u n :  Die collinearen Deformationen, wie sie 
die rcstituirten Objcctc zeigen, seien für ebenflacbige Objecte dem Auge 
wenig auffallig. (,, Lu conserurtlion des lignes drozles, condilion essenliellri pour 
le rnniniien de  l'harmonie d'une composiiion, est salisfuile dans ln  loi g iorn i .  
trique de Zn reslitulion, pour divers  points de  vue,  des  objets représentes  sur  
u n  tahleair plan pur une projection coniyire. C'est principalement de lÙ  que 
rés~~l ien t  les e f e t s  merwi l l eux  de  ce1 ndniira6le mode de dessin. 'y  Bei krumm- 
flachigen Objecten dagegen seien die Deformationen viel weniger annelim- 
bar (eine Kugel z. B. nndert riiçh in  ein Ellipsoid), und daher sei f'iir 
krumm3Zchige Objecte das centralperspectivische Bild ein weniger be- 
friedigendes, als für ebenflachige. 

IV. Kritik der Restitntionstheorie. 

S o  viel Verlockendes auch diese l'heorie auf den ersten Blick liaben 
mag, so sehr hiinfeu sich die Bedenken gegen dieselbe, sohald man sie 
ciner eingehenderen kritischen Analyse unterwirft. 

Lunaclist erheben sich gewichtige Zweifel darüber, ob das von dem 
Ange u n w i l l k ü r l i c h  restituirte Object wirklich identisch sei mit dem 
von De Zn Gournwic  angenommenen System 2'. Bei dernaelben w ü r d ~ n  
die horizontalen arçhitektonischen Parallellinien nicht wieder parallel sein, 
sondern gegen einen P u n k t  convergiren, wahrend sie doch Jedermann 
u~iwillkürlich als horizontal und unter sich parallel restitniten wird. Vor 
Allem aber macht I Ie r r  W i e n e r  sehr richtig daranf admerkaam,* daes 
- für eine Stellung des beschauenden Auges unterhalb der Abbildung 
des hintercn Randes der bcgrerizten Bodeoflache - die Restitntion der 
Bodenflache durch das Unendliche hindurchgelien und  hinter dem Rücken 
dem Beschauers endigen wiirde. hlnn beachte dabei ,  dass in unsereu 
Wohnraumen die Bilder fast durchweg über Augenhbhe aufgehangt sind, 
dass also jene absurde Art der Restitutioii sogar die gew6hnliche sein 
würde. 

Herr  Wiener nimmt daher a n ,  dass die vom Auge unwillkürlich aus- 
geführte Restitution nicht das von B e  la Gournerie bevorzugte Syslem 8', 
sondern vielmehr das oben erwahnte a f f i n e  Symtem sei. 

Es  Iasst sich nicht l engnen ,  dass hierdurch sehr viel gebessert ist. 
Indeesen erhehen sich ancb gegen die  affine Restitution gewiclitige Be,den- 
ken. Die architektonischen Parallellinien sind nun in der Restitution aller- 
dings wieder parallel; aber alle horizontalen Linien und Flachen sind 
schief. Und zwar erkennt  man leicht, dass sie parallel der Ebene  durch 
Horizontlinie und das beschauende Auge 0' sind. Legen wir als Bei- 

* In einer Fri~at~correspondenz. 
I l i* 
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spiel wie.der die i n  nnseren ~ o h n & u m e n  gewohnliche Art der Aufhang- 
nng  der  Bilder zu Grunde,  so sind hier scheinhare Neigungswinkel der 
horizontalen Flachen von 30 bis 45 Grad nichts Ungew6hnliches. Nun 
kann  mau sich bei Strassenscenen allenfalls die Bodcnflacho aufsteigend 
denken ,  nicht aber die Dachgcsimse. Bei Interieurs ferner wird das 
Auge i n  der u n  w i l 1  k ü r l i c  h ausgeführten Restitution unter alleu Lm- 
standen eine horizontale Bodenebene supponiren. Vollends eine nach 
hinten schief aufsteigende Deckenebene zu restituiren, n i rd  keinem Be- 
schaner einfallen, oder richtiger: wiid sich keiner gefallen lassen. Es ist 
eine s tarke Zumutlinng, den asthetischen G e n i ~ s s  beim Beschauen eines 
Gemaldes eben darin zu erblicken, daris dem Auge ein raumliches Object 
von u n m  6 g l  i c h  e r  Gestalt illusorisch vorgezaubert werde. 

Somit kann  auch das affine System nicht dasjenige sein, welches 
das Auge u n w i l l  k ü r l i c  h restituirt. - Welches ist es aber  dann? Eines 
der Systeme Z' muss es doch wohl se in?  

Dies 1,etztere ist niin cben die Frage. E s  ist in keiner W e i ~ e  be- 
wiesen , sondorn i ~ t  reine F i  c t i  O n. De ICI Gournerie nimmt a n ,  dass der 
Beschauer das restituirte riiumliche Object wirklich zu sehen glaiibe, dase 
alsa die  Restitution, welche er unwillkürlich ausführt ,  durch Vermittelung 
einer s i n n l i c h e n  I l l u s i o n  zu Stande koqme. Dies ist aber eine 
Hypotbese,  die nicht hlos nicht bewiesen is t ,  sondern deren Unrichtig- 
keit sich auch leicht durch directes Expcriment nachweisen lasst. 

E s  ist ganz richtig, dass die unwillkürliche Restituirung dcfi Objectes 
eine sehr wichtige Rolle beim Beschauen einas malerischen Kunstwerkes 
spielt u n d  daher ein Moment von gr6sster Bedcutung für die iisthetische 
Wirkung  des Bildes ist. Allein dieselbe wird nicht durch einen rein 
mechanischen illusorisctien Zauher bewirkt, sondern reprasentirt vielmelir 
einen A c t ,  der in  der g a i s  t i g e n  Vorstelliing vor sich geht ,  Lei welchem 
also das Verstandcsurtheil und die geistige Einbildungskraft die Haupt- 
rolle spielen. Wir  haben es hier wieder mit dem p r o l o n  p s e u d o s  zu 
tLnn, da8 die g a n ~ e  Verwirrung augeriçhtet Lat und  destien Bekkpfuug  
das A und  SL meiner gaozen Polemik bildet: Es ist nicht walir, dasa 
das Selien (und zumal das asthetische Beschauen) eincn hl08 sinnlich- 
mechanischen Vorgang repr%entirt ,  wie die al te  Theorie annimmt. ER 
kommen dabei vielmehr wesentlich p s y c h i  s c h e Momente ins Spicl. 

J e d e r  Beschauer wird die unmillkiirliche Restitution so ausfiliren, 
dass er,  seinem Verstaudeeurtlieil folgend, die geraden Linien geradlinig, 
die ParaIlelen parallel und die Horizontalen liorizontal rcstituirt. Nun 
giebt ea aber nnter  den Systemen 2'' keines, welches die zwei letzt- 
genannten Eigenschaften zugleich befriedigte. Niir das Originalsystem Z 
genügt dieser Forderung. - Würde nun die unwillkürlicl~e Itestitiition durch 
Vermittelung einer sinnlichen Illusion erfolgen, d. h .  würde dati Auge da8 
restituirte Object realiter vor sich stehen sehen,  dann müsste es allcr- 
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dings eines der Systcmo Z' sein. 1st abcr dio Rcstitution cine Func-  
tion des Verstandesurtheils, so ist  dieser Schluss keineswegs gerechtfer- 
tigt. E s  kann dann sehr wohl auch von excentrischcm Standpunkte aus 
das wirkliche Object Z' restituirt werden. 

Man beachte wohl, dass, wenn B e  I B  Gournerie sagt: ,,ln conserva- 
lion des lignes droilcs est salisfaite d!ms la loi ge'ométriqire de la reslitulion 

etc.", er sich eigentlich in cinem Zirkel bewcgt. Denn  der  De la Gour- 
nerie Strtudigl'sche Satz ist nichts als ein anderer Ausdruck der zu An- 
fang aufgestellten H y p O t h e s  e l  jeder gernden Linie des Bildes müsse i n  
der ICestitution wieder eine gerade Linie entsprechen.* Dies Letztere 
ist aber eine rein intellectuelle Fordcrung,  die mit der i n t e l l e ~ t u e l l ~ n  
Forderung der Parallolitat der architektonischen Linien und der Hori- 
zontalitat von Bodenebene und Deckenebene vollkommen coordinirt ist  
und mit sinnliclier Illusion schlechterdings nichts zu thun hat. 

Wie ficlion oben erwahut, kann die Richtigkeit dieser meiner Auf- 
fassung durch directes Experiment erwiesen werden. 

Man heobachtc ziinachst ohne alle Voreingenommenheit, in welcher 
Wciw man beim Beschaucn cines Bildcs v o n .  exccntrischcm Standpunktc 
ails unwillkürlich dit? Restitution ansführt. Man wird sich überzeugen, 
dass hier von eincr Illusion absolut nicht die Rede i s t ,  dass es vielmehr 
lediglich das Verstandesurtheil is t ,  welches die geraden Linien geradlinig, 
die Bodenebene und  Deckenebene horizontal, die Parallelen parallel, 
die Vcrticalcn vertical u .  s. W. restituirt. 

Nun suche man abcr weiter durch Zwang eine Illusion wirklich zu 
erzeugen. - Beim Haschaueu mit z w e i  Augen geliugt dies n i e ,  beim 
Beschauen mit e i n e m  Auge nur schwer. I las  Verstandesurtheil lehnt  
sich ehen gegen jade unwahrscheinliche Gestaltung iinwillkiirlich auf. - 
Dagegen gelingt es leicht, wenn man das eine Auge ziierst an die Stelle 
des Projectionscentrums bringt und  von hier aus allmalig durch stetige 
Bewegung in excentrische Stellung überführt. Beim Betrachten vom 
Projectionscentrum aus ist die Herstellung der Illusion leicht,  weil hier 
das Verstandesurtheil nicht opponirt , sondern sogar unterstützt. H a t  
man dann aber einmal die raiimliche Illusion erzeugt, so gelingt es  un- 
schwer, sie festzuhalten, wenn man das Auge stetig vom Projectionscen- 
trum weg bewegt. Man siebt dann, wie das restituirte raumlicbe Object seine 
Gestalt stetig tindert; und ewar wird man finden, dass die Aenderungen 
und Verschiebungen im Allgemeinen der  Wiener ' schen  Annahme ent- 

* Hieraus folgt zuniichst, dass zwei Systeme 8' zu einander in der Verwandt- 
schaft der allgemeinen Collineation stehen müssen. Dass aber diese Collineation 
eine centriacho in perspectivischer Lage ist, folgt dann unmittelbar aus dem Um- 
stande, dass beide Systeme Z' ein ebenes System (Bildfigur S) gemeinsam haben. 
(Es dürfte hierin zugleich der einfachste und natürlichste Beweis des De la Gour- 
nerie-Staudigl'schen Satzes enthalten sein.) 
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sprechen. Es erfordert jedoch immer einigen Zwang, die Illusion festzu- 
hal ten;  man muss das Verstandesurtheil mit Gewalt zurückdrangen. 

Man halte nnn  eine solche illusorische Restitution (z. B. mit naeh 
hinten aufsteigcndcE Bodcnobene und Dwkenebene)  fest und beantworte 
sich dabei aufrichtig die F r a g e ,  ob durch diese Ar t  des gezwnngenen, 
geistlosen Sehens wirklich ein iisthetischer Genuss bedingt ist, oh h ie r in  
wirklich die  asthetisühe Wirkung des Bildes begründet i s t?  

Endlich offne man plotzlich das ( ~ e i t h e r  verschlaseen gehaltene) an- 
dere Auge -: die ganze Illusion i ~ t  im selben Moment wie weggeblasen. 
Man sieht dic vorher nacli hinten aufsteigCndc Deckenebene forrnlicli 
berunterscbnappen. Man mag sich zwingen, wie man will: es gelingt 
nicht,  die  Illiision festzuhalten. 

Ich mochte Jedermann hitten, diese sehr instructiveu Versuche in einer 
Gemtildegalerie bei verschiedenen guten Bildern anzustellen. Sie scheioen 
mir entscheidend zu sein. - E s  ist eine deprimirende Thatsache, dass 
trotz aller theoretisch - asthetischen Erorternngen noch nicht einmal da3 
W e s e n  d e s  a s t h e t i s c h e n  B e s c h a u e n s  festgestellt ist, dass dioTheorie 
der schonen Künste heute noch auf Anscliauungen aufgebaut ist ,  nach 
denen die  E i n  a u  g i  g k e i  t a1s ein beneidenswerthes , za hoheren astheti- 
schen Genüssen befahigendes Glück erscheineu muss. E s  dünkt mich, 
die  hochste Zeit au  ~ e i n ,  dass uber diese Fundamentalfrage der Aesthetik 
endlich Klarheit geschafft werde. Sa  lange  dies nicht geschehen ist, 
kann von einer richtigen Definition des Begriffes ,, Abbildung" nnd in 
engem Zusammenhang damit - von einer richtigen Begründung der 
l'erspective nicht die Rede sein. 

Kehren  wir iibrigeus wieder zn  De la Gournerie's Theorie zurück, so 
bekampfe ich an derselben nur  die  Voranssetznng, dass d h  vom Reschauer 
unwillkürlich ansgeführto Restitution durch Vermittclung einer I l l u s i o n  
erfolge. Sobald man die Theorie in der Art  modificirt, dass man den 
Vorgang bei der unwillkürlichen Restitution ale einen g e i  s t i g  en an- 

erkennt ,  fallen alle Schwierigkeiten von selbst hinweg. I n  diesem Sinue 
verstanden, kornmt der unwillkiirlichen Restitution allerdings eine grofise 
Bedeutung beim Beschauen eines malerischen Knnstwerkes zu ,  und ich 
sche es als ein entschiedencs Verdienst von De Io Gournerie au,  dass er 
d ie  Anfmerksamkeit hierauf gelenkt hat. 

Mit den angedeuteten Beschrankungen stimmen denn  auch die am 
 cli il us se des vorigen Abschnittes (S. 243) citirten Worte  De lu Gournrrie's: 
,, La conservation des lignes droiies etc." vollkommen mit meiner Auffassung 
iihcrein. 1)enn nur  d a n n ,  wenn die Abbildung die Bodingung der Col- 
linearitat erfüllt ,  kann  das raumliche Object naclitraglich wieder collinear 
restituirt werden. De la Gournerie fordert also irn Interesse der unwill- 
kürlichen Restitution indirect die ntimlichen Bedingungen für 'die Abbil. 
dune;, welche ich auf directem Wege aus der Natur des Sehprocesses 
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und der Definition des Begriffes ,, Abbildung" abgeleitet hrtbe. - E s  ist 
iudessen auf dau Unzureichende der  Betrachtungsweise De la Gournerie's 
hinzuweisen, wenn derselbe nur  die Bedingungen der Collinearitat und der 
Verticalitat in Betracht z irht  und diese allein für die giite Wirkiing des 
perspectivischen Bildes verantwortlich macht. Dic citirten v o r t e  sind in 
gleicher Weise giltig für sammtliche der Bediugung der Collinearitiit und 
Verticalitat genügenden perspectivischen Systeme, auch für solche, denen 
nichts weniger als eine asthetische Wirkung zukommt. Die diesbezüg- 
liche Lücke kann  nui  durch Herbeiziehung des Princips der Conformitat 
ausgefillt werden. -- 

Ceferum censeo: M e  i n  e Behrtndlungsweise des parspectivischen Pro-  
blems ist bis jetzt die einzige, welche sich nicht in Widersprüche mit 
der Logik, mit der physiologischen Optik und mit der Kuustpraxis ver- 
wickelt. - Sie ist zwar etmas umstandlicher, als die alte Theorie; allein 
es ist j a  gewiss niclit meine Schuld, dass der Sehproc~ss  leider nicht so sehr 
einfach ist,  ale die  al te  Theorie annahm. Diese alte Theorie ist in ihrer 
Cnhaltbarkeit blossgelegt, das  herrschende Dogma von dem mechaniochen 
Charakter des Sehprocesses und der  einaugig-illusorischen Wirkung eiries 
Bildwerkes ist gestürzt und  damit der Boden für eine sachgemasse Be- 
handlungsweise der Theorie der bildenden Künste geehnet. - Die dar- 
gelegto neuc Anffassung des porspcctivischen Problems musste sich so 
gewiss geltend machen, so gewiss der  Puncelet'sche Begriff der Ho m o l  O g i e 
sirh erweitert hat en dem Mobius'echen a 11 g e m e i  n e n BegriEe der C o  1 - 
l i n e a t i o n s v e r w ' a n d t s e h a f t .  - Die alte Theorie begründete nur  die 
Panoramaperspective und u n t ~ r s c h o b  dann unberniefien die Behrtuptung, 
dass die Panoramagesetze auch für die Staffeleikunst massgebend seien. 
M e i  n e Theorie begründet die Perspective zunachst für  die Staffeleikunst 
und zeigt nebenbei, dass dieser Perspective u. A. auch eine illusorische 
Eigenschaft zukommt, welche aie für panoramatische Zwecke ausgezeich- 
net geeignet macht. 

Es sei mir übrigens zur  Verhütung von Missverstandnissen gestattet, 
hier zu wiederholen , was ich sclion in  meiner ,, Subjecliven P e r s p e c i i ~ e ~ ~  
ausgesprochen habe: Wenn ich auch die seitherige Begründung der Per-  
spective für absolut ungenügend erklare, so mochte ich doch ihren pada- 
gogischen Werth in  keiner Weise beeintrachtigen. Ich bin keineswegs 
der Meinung, der Unterricht i n  der  Perspect.ive solle mit den in meinem 
früheren Aufsatze gegeberien Erorterurigen beginnen. Man b e g i n n e  
immer m i t  der Ableitung der  ,, P n n o  r a m a -  P e r s p e c t i v e "  vermittelst der 
G 1 sri t a f e l -  B e g r ü  n d 11 n g ;  man unterlasse es aber nicht,  a n  den Scliluss 
des Lehrganges eine allgemcine Betrichtung über das Wesen der  asthe- 
tischen Wirknng des perspectivischen Bildes im Sinne  meines früheren 
und des gegenwiirtigen Anfsatzes zu setzen. 
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Kleinere Mittheilungen. 

XIV. Construction algebraischer Ausdrticke mit Hilfe von Involutionen 
auf Kegelschnitten. 

Rezeichnet man niit x, und x, die Parameter cines Systerns von 

einfaclier Unendlichkeit,  so ist  die allgemeine Relation, die zwischen 
ihuen eine quadratische Involution festsetzt,  

oder 

E s  m6ge nun im Folgenden das Element ,  welches dem Pararnetar- 
werthe x entspricht, stets uiit p ,  n n d ,  wenn pz ein P u n k t  des Kegel- 
schnittes K i s t ,  die Tangente i n  p, mit T, bezeichnet werden. 

1. Wenn po und  p, ein P a a r  entsprechender Punkte  s ind,  so folgt 
aus der  Gloichung dcr Involution 

lYx1x2+y=0 
oder 

1) x, x, = const. 
2. Wenn p, ein Doppelpnnkt is t ,  so ist  

P ( X ~ + X ~ ) + Y  = O, 
2) x, + 2, = const. 

3. Sollen p, und  p, die boiden Doppelpunkte sein,  so muss 

3 x, +x, = o. 
Diese Gleichungen konnen zur  Construction algehraischer Ausdrücke 

benutzt werden. Vor allem Andern werdcu die einzelnen Elemente 
(Punkte) durch Parameter 6xirt. AIS Parameter kann man e .  B. die 
Abscisscn in der geraden Punktreihe,  die Parameter cines mit dem ge- 
gebenen Gebilde projectivischen Systems einfacher Unendlichkeit, das 
Theilverhiiltniss i n  Bezug auf zwei, oder das Doppelverhaltniss in Bezug 
suf drei Elemente annehmen. Denn drei Elementen eines Systems von 
oinfachcr Unendlichkeit kann man beliebige Parameterwerthe zuordnen, 
aber  dann ist der Parameter jedes Elamentes eindeutig bestimmt, und 
nmgekehrt. 

A d d i t i o n .  

Wenn man in der Involution 

1) x, + x, = consl. 

das dem p, entsprechende Elemeut p ,  aufsucht, so ist 
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x1+5%= c + O ,  
so dass die Operation der Addition auf die Vervollstandigiing dieser 
Involution zurückgeführt ist. E s  ist  niimlich p,, und  p, ein Elementen- 
paar einer Involution, der auch p, und p, als P a a r  angehoren und i n  
welcher p, ein Doppelelement ist. 

Ha;t man z. B. zwei Strecken und ob auf einer Geraden G zu 
addiren, so nehme man i n  der  E b e n e  einen heliebigen Kegolschnitt (Kreis) 
K an. Projicirt man O, a ,  b aus  s, einem Punkte  von A', und nennt ihre 
Projectionen p , ,  JI,, pb, nnd bezeichnet den Schnitt  der von s parallel 
zu G gezogenen Geraden mit p,, so iut Lierdurch jedem Purikte von K 
und G ein bestimmter Werth des Parameters zugewiesen. 

- 
Nun treffe papa  Tm in G (Centrnm der Punktinvolution auf K ) ,  so - 

wird nach 1) op ,  K in pa+h schneiden, und  es ist oa  + o b  = O C ,  wenn 
c den Schnitt von G mit spa+b bezeichnet. 

Um also pz,+,, aus pz, nnd  pz. zn construiren, verbindet man den 

Sclinitt von p,,pZ2 u n d  Tm mit p,, welche Gerade K in  p , , + ~ ~  trifft. 
Sol1 X ~ + X ~ + X ~ = C '  construirt werden,  so construire man zuerst 

- 

xl+x, = c und dann c +x3 = c', indem man wieder Tm mit p,p,, in  13' 
- 

schneidet und K mit a'po in c' zum Durchschnitte bringt. 
I n  derselben Weise kann die Summe beliebig vicler Werthe (Punkte) 

x1+x2 + . , . +x, = C construirt werden. 
D a  die Anordnung der Addenden auf das Resultat ohne Einfluss ist, 

so wird m a n ,  wenn obige Summe in irgend einer Art  i n  zwei Partial- 
snmmcn zerlegt wird,  bei der  Bestimmung der diesen letzteren Summen 
entsprechenden P u n k t e  zu Punktcpaarcn einer und dersnlben Involution 

gelangen, deren Centrum Z der Schnitt  von Tm mit Px ist. 
Die Anzahl dieser Punktepaare ist gleich der Anzahl der verschie- 

deuen Arten,  in  der  n Addenden in zwei Partialsummen zerlegt werden 
konnen, das ist d 6 0 ,  wie sich leicht ergieht, 2"-'-1. 

Sind pz, und  p,, irnaginare Pni ikte ,  aber ihre Verbindungslinie reell, 
so karin pz,+,, als reeller P u n k t  nach derselben Weise construirt werden. 
- Die involutorischen Eigenschaften des vollstaudigen Vierseits ergeben 
sich ale specieller Fall. Die vier Punkte pz,,  p,,, pz, ,  pz, mtigen addirt 
werden. Dann sind nach dem Früheren 

P X , + Z ~  und P - Z ~ + T ~ I  PZ,-+Z, und P,+T,, P Z , + Z ~  und P Z , + ,  
Punktepaare einer und  derselben Involution. Infolge dessen entstehen 
in p,  und auf Tm ebenfalls Involutionen. Die Punktepaare auf Tm sind 
aber nichts, als die Schnit,te der Gttgenseiten. 

Die Multiplication mit ganzen Zahlen kann anf die Addition zurück- 
gefiihrt werden, da %cc = X + X ,  und dies wird construirt, indem man s 
mit x verbindet, d. h. T, zieht und deren Schnitt  auf Tm mit p, ver- 
bindet. Deraus kann dann J X  = 2~ +G etc. construirt werden. 
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uati arithm-etische ~ i + t ~ l  wird construirt ,  indem man aus 
2 

dem Sclixiittpuukte von mit Tm die zweite Tangente an den K W l -  

schnitt zieht,  deren B e r i i h r ~ n ~ s p u n k t  pc ist. 
Die Siihtraction folgt schon dnrch Umkehrung der Addition. Aiisser- 

dem k6nncn mit Hilfe der Glcichung - 

3) x l + x , = O  
ncgative Grijsscn eingeführt. werden. Das  Centrum G dicser Involution 
lie@ , da  po und p,  Doppclpunkte s ind,  in  dem 1)urchschnittspiinkte von 

T, und  Tm. Mau findet also -X als zweiteu Schnittpunkt von x< und K. 
Die DifF~renz zweier Zahlen kann  auf mehrere Arten construirt wer- 

den. D a  man statt  x, - X, = r: auch schreibcn kann 

X ~ + ~ = X ~ + C ,  
- 

so wird pz,-,, gefunden,  indem man den Schnitt  von p,,po auf Tm mit 
pz% verbindet,  welche Gerade K in p ,,-,, trifft. 

Aiisserdern kann noch auf drei Arten siibtrahirt werden, ptsprechend 
den drci Formen der Differenz xl- x2: 

[J, + (- 4 1  1 [- (xZ - ~ 1 )  1 Y [- k 2 + ( x 1 ) I I .  
Constrnirt man wirklich die beiden ersten Formen,  so erhalt man dm 
Reweis folgendcn Satzes : 

- - 
Zwei Secauten p u a  und p,b, die durch eiuen P u n k t  JI, des Kegel- 

schnittes K gehen,  bestimmen aiif der Curve und einer Tangente T, vier 
Punkte  pz,, pz,, n, 6, deren wechselseitige Verbindung K in zwei Pnnk- 
ten pz,-, u n 3  pz,-,, trifft, welche mit G ,  dom Schnitte von 'IO und Tm, 
in  ein<:r Gemden liegen. 

Da xi  + :L., sich auch in die Formen bringen lastit 

1 - - 1  l L- - [+ .-11>1l 1 - [- X I +  (- 4 1  1 1 

sa  l W t  sich die Addition jctzt vie1 mannichfaltiger ausführen. 

M u l t i p l i c a t i o n .  

Wenn die Zahl 3,1x2 = c construirt werden soll,  so ist hierzu, wie 
ticlion aus der Dcfinition der Miiltiplication folgt,  die Einheit nothig. Es 
~riuss also auf dern Kegelsclinitte der P u n k t  gegebcn se in ,  dessen Para- 
meter die Einbeit ist. Dann liegen zwischen p, und pl alle positiven 
echten, zwischen po und pm alle positiven nnechten Brüche, zwischen pD, 
p-1 und p, nllc cn t sprech~ndan  negativen. J e d c  Geradc,  die den Kegel- 
schnitt niclit in reellen I'unktea schneidet, bestimmt zwei imaginare 
Punkte ;  diese sind conjugirt imagiri%r, weil ihre Summe und ihr Product, 
wie iinten gezeigt wird, reell ist. Durch G ,  den Schnitt von ï,, und Tm, 
gehen Strahlen, welche K entweder in reellen oder in rein imaginaren 
P u n k t m  schneiden. Denn die Summe solcher zwei conjugirter Zahlen ist 0. 
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Dic Multiplication geschieht mit Hilfe der  Formel 

1) x 1 x 2 = c . 1 ,  
welche die Gleichung einer Involution itit, in  der  pu und p,  ein P a a r  

- 
bildeu. Aaf pop, ,  die wir die Fundamentalgerade F nennen wolleu, 
wird das Centrum der  Involution l k g e n .  Man findet also das Product, - 

indem man den  Schnitt  von p,,p,, auf F mit pl verbindet,  welche Ge- 
rade K in p, trifft. 

Die Punkte po und  p ,  konnen imaginkir sein, wenn sie als Schnitt- 
punkte von K mit einer reellen Geraden auftreten. Auch die uneudlich 
weite Gerade kann  $6 Fundamentalgcrade verwendet werden. I m  F a l k  
der Hyperhel ist untcr dieser Voraussetzung ci der  Mittelpunkt, und dann 
siud auf dem einen Atite die positiven, auf dem andern die negativen 

Zahlen. Die Multiplication wird ausgeführt,  indem man von pl zu p,, p,, 
cine I'arallelc zieht. 

1. Anmerkung. Der  P a s c a l ' s c h e  Lehrsatz kann mit Hilfe aessen 
folgendermassen bewieeen werden: Mao nelime als Fundamentalgerade 
die Verbindungslinie der  Pnnkte III und  I V  a n ,  welche Schnitte der 

- p p p p  

Gegenseitenpaare pz, p,, , pz4px5; px1pB3 , pxIpx6 sind. D a  die Productc 
j e  zweier Zahlen , deren Verbindungslinien durch denselben Punkt  der 
h n d a m ~ n t a l g e r a d e n  gehen, einander gleich s iud ,  so ist 

XI X8 = x4 x5 , x5 = x2 x3 > 
hieraus 

somit 
XI xo = x3 5* . 

- 
Da9 Product r1zo ist alsû gleich x3x4,  infolge dessen gelien p,,pX6 

und p , p , ,  durch denselben P u n k t  der Fundamentalgrraden. 

2. Anmerkung. Dass ein einem Kegelschnitt urnscliriebenes Vierseit 
dasnel be Diagonaldreieck ha t ,  wie das Viereck aus den Berührungspunk- 
tsn p,,p,p, ,pza,  kann  auch daraus gefolgert werden: E s  sei m der 
Schnittpunkt der Tangenten in pz, und p,,, und  n der Schnittpunkt der 

- 
Tangenten in PX., und P Z , ,  und man nehme die Diagonale m n  als F u n -  
darnentalgerado. Dann  ist 

x; = x421 522 = xs2, 
und da die Punkte  nicht identisch sein sollen, 

Also ist . 
x1=-x4,  x q = - x 3 ,  

xlx3=x2x4, - - 
d. 11. p , , ~ , ,  und pZ2p,, schneiden sich auf  F, der Diagonale des umschrie- 
benen Vierwits. Ebenso kann man dies bei den anderen Iliagonalen 
nachweisen, woraus die Identitat der beiden Diagonaldreiecke folgt. 

Cm die ganze Potenz an s u  construiren, construirt man zuerst 
- 

$ 2 5  X .  X ,  darawj z3 etc; L)a f i= Ja = a. 1, so construirt man die 
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Quadratwurzcl,  indem man ans dem Schnittpunkte von p z  mit F die 

'I'angenten a n  den Kegelsçhnitt aieht. Aus der Construction folgt /;= - + c, 
- 

Wahlt  man x negativ, sa schneidet p , p ,  P innerhalb des Kegelschnittes, 
die Wnrzeln sind slso imaginar. 

1 
Beciproke Werthe lassen sich aus x .- = 1 . 1  einfach construiren. 

LL' 

Man vcrbindet pz mit dcm Schnitte von P und Tl, welche Gerade K in 
p l  trifft. 
- 
I 

J e d e  complexe Zahl lasst sich, aber nur  gleichzeitig mit der ihr con- 
jugir ten,  constrniren. Denn a +  b i  und a - b i  gsben addirt 20.  Ihro 
Verbindungslinie schneidet also Tm i n  demselben P u n k t e  m ,  wo Tm von 
Ta getroffen wird. Die Multiplication der beiden coujugirt imaginiren 

Grossen gieht n 2 + b z .  Also hestimmt p,p,2+*= auf P einen Punkt  71 der 
gesiichten Geraden. Die  Gerade schneidet K i n  den Punkten a +  Oi 
und  a - b i .  

Sollen aber die zwei conjugirt imaginaren Wer the  bcstimmt werden, 

in denen eine Gerade einen Kegelschnitt schneidet,  so lasst sich dies 
durch Umkehrung der Construction b e ~ e r k s t e l l i ~ e n .  Der  reelle Theil n 

wird gefunden,  indem man aus dem Schnitto von T, mit die Tan- 
gente an K legt. Der  Parameter des Berührungspnnktes ist a. Die Ge- 

rade ,  welche pl und  den Schnitt von m< mit F verhindet,  trifft den 
Kegelschnitt in  p,l+bl. Davon subtrahirt man a? Die Wurzel aus dem 
Reste giebt 1- b. Die Zahlen sind also a b i .  

D ie  Division kann auf die Multiplication zurückgefülirt werdau, da 
man stat t  x, : x2 = c auch xl. 1 = x2. c whrcibon kann. Der  Punkt p,,,,, 
wird also 
verbindet , 

Auch 

construirt ,  indem man den Schnitt  von plp , ,  und F mit pz2 
welche Gerade K i n  p, trifft. 
kann man dividiren 

Führ t  man dio Construction ans ,  so müssen p, und pi : c  nach dcm Frülie- 
ren auf  eine Gerade zu liegen kommen, die F i n  demselben Puukte 
schneidet,  wie T l .  

W i e n .  L u ~ w i o  KOTLNYI, Stnd. phil. 

XV. Constructive L ~ s u n g  der Aufgabe: Eine Gerade zn bestimmen, die 
zwei durch i h r e  reehtwinkligen Projectionen gegebene windachiefe 

Qerade nn te r  vorgeschriebenen Winke ln  schneidet. 
(Hierxu Taf. III Fig. 3 n. 4.) 

Sind g und  h (Fig. 3) zwei windschiefe Gerade und ist A B  zur ge- 
suchten Geraden,  die  mit g den Winkel l u ,  mit h den Winkel P bilden 
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soli, parallel, so erhaltcn wir in  den beiden rechtwinkligon Dreiecken A B C  
ubd ABD, die entstehen, wenn durch irgend einen P u n k t  R der d B  eine 
Parallele zu h gezogen, auf diese von A das Lot11 A D  und von 8 auf g 
das Loth BC gefallt wird, die Mittel zu einer einfachen L6snng unserer 
Aufgabe. Namlich da  der Winkel  A B D  = ,6 k t ,  so kiinnen jene Ilrai- 
ecke in der durch g parellel zu h gelegten Ebcne gezeichnet und durch 
Drehnng,  wobei A B  L' eine Bewegung nm .l C l  B A D  eine solche um A B  
ausführt, in die angedeutete Lage gebracht werden. Nachdem ist nur  
noch durch A B  und g eine Ebene  zu legen,  dercn Schnittpunkt mit h zu 
bestimmen und durch diesen ,eine Parallele zu A R  zu ziehen. 

Eine solche Losung fuhren wir im Sinne der darstellenden Geometrie, 
wie folgt, durch. 

I n  Fig. 4 sind g l ,  g, u n d  h l ,  h, bezüglich die gegebehen Projectio- 
nen der windschiefen Geraden g und h ;  SI, S2 die Spuren der durch g 
parallel zu h gelegten Ebene S; h' die Projection von h auf dieser 
Ebene und (g), (h') die mit S in die erste Projectionsebene herabgeschla- 
genen Geraden g, h'. MTir tragen a n  (g) in  einem beiiebigen Punktt! A 
den Winkel or ,  ferner in  irgend einem Punkte  B seines freien Schenkele 
an diesen den Winkel  A B D  = P und fd len  von B und A bezüglich die  
Lothe B C  nnd AD auf (g) und UD; ziehen wir noch durch A die Nor- 
male zu (h') und im Abstande RD zn  jener  eine Parallele, die BC i n  (b') 

schneidet, so ist von derjenigen Geraden ab, welche zur  gesuchten parallel 
ist, ~ ( b ' )  die herabgeschlagenc! Projection auf S. Der  Abstand des P n n k -  
tes b von der Ebene  S ist (bS)(b). Schlagen wir nun  die Punkte  A ,  (6') 
in die Ebene S znrück, wodurch wir die ersten Projectionen a, ,  o', be- 
kommen, und errichten in 6' auf S ein Loth gleich der Strecke ( ! r ' ) ( b ) ,  

so giebt der Endpunkt  O desselben, mit a verhunden, was für beide 
Projectionen ausgcfülirt iat,  die Gerade ab.  Durch a b  i d  Q lcgen wir 
die Ebene T, bestimmen deren Schnittpunkt e mit h und ziehen durch 
diesen eudlich die Parallele x z u  a b ;  damit erhalten wir eine Gerade, 
die der Aufgabe genügt ,  deren es bekanntlich im Allgemeinen vier giebt. 

H a n n o v e r ,  9. Novcmber 1881. M. PETZOLD. 

Preisaufgaben 
der 

F i i r s t l i c h  J a b l o n o w s k i ' s c h e n  G e s e l l s c h a f t .  
Mathematisch- natnrwissenschaftliche Section. 

1. Fm das J a k  1882. 
Fiir manche weniger erforschte Gebiete der Krystallographie hat  sic11 

das Studium der durch Einwirkung von Losungs- und Corrosionsrnitteln 
auf den Krystallflachen erzeugten sogen. Aetzfiguren in hohem Grade 
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selben Pnlaritaten, weun aiich in grosserer oder geringerer lnteusitat, 
auftreteii , wie hei steigender Temperatur. Ob bei anderen K r y ~ t a l l f o r m ~ n  
und nameutlich bei anderen Farbstoffen die eben erwahnte Re,xiehung 
fortbesteht, ljisst sich im Voraiis uicht cntscheiden. F ü r  eine weitere 
Verfolgung der elektrischen ~ i r k u & e n  des Liclites werden wahrschein- 
lich nur selir wenige Mineralien ausser deni Flussspathe tauglich aeiii; 
dagegen steht zu erwarten, dam es gelingen werde, auf küristlich dar- 
gestellten , mit  geeigneten Farhutoffen impragnirten Krytltallen die photo- 
elektrischen Er~che inungen  hervorzurufen. 

Die Gesellschaft stellt daher als I'reisaufgabe: 
D i e  N a c h w e i ~ u n g  u n d  n i i h e r e  B e s t i m m u n g  d e r  d u r c l i  
E i u m i r k u u g  d e s  L i c h t e s  a u f  k ü n s t l i ç l i  d a r g e s t e l l t e u  
u n d  m i t  g e e i g n e t e n  S t o f f e i i  g e f i i i b t e n  K r y s t a l l e n  h e r -  
v o r g e r n f e n e n  p h o t o e l e k t r i s e h e n  S p a n n n n g e n ,  s o w i e  
i h r e r  B e z i e h n n g  z u  d e n  d u r c h  T e m p e r a t u r a n d e r u n g e n  
e r z e u g t e n  t h e r m o e l e k t r i s c h e n  E r r e g u n g e n .  

Preis 700 Mark. 

3. Für das Jahr 1884 
wiederlinlt die Gesellschaft die zunachst fiir 1880 ansgeschriebene, damals 
aber ohne Bcarbeitung gebliebene Aufgabe. 

Naclidem durch die embryologisclien Untersuchungen der  letzten 
Jahre der Nachweis erbracht is t ,  dasa der K6rper  sammtlicher Thiere - 
mit Ansschluss der sogen. Protozoen - in  tihnlicher Weise aus Keim- 
blattern sich aiifhaut,  entsteht die Frage ,  oh der Antheil, welchcn diese 
Blatter an der Entwickeliing d m  einzelnen Organe und Gewebe nchmen, 
üherall genau der gleiche ist oder nicht; eine Frage ,  die dann natur- 
gemass weiter zu der Untersuchung fülirt, ob dieser Antheil durcli die 
specifischen Eigenschaften der  Keimblatter oder durch anderweitige Mo- 
mente hedingt ist. In  Anbetracht der  grossen Redeiitiiiig, welche die 
Entscheidung dieser Fragen für  die Auffassung der tliierischen Organi- 
sation hat , wünscht die Gesellschaft 

e i n e  a u f  e i g e n e  U n t e r s u c h u n g e n  g e g r ü n d e t e  K r i t i k  d e r  
L e h r e  v o n  d e r  H o m o l o g i e  d e r  K e i m b l a t t e r .  

Da die zur Bearbeitung dieser Aufgabe nothigen Untersnchungen 
einen liingern Auf'enthalt a n  der Sce  nothwendig machen dürf ten,  also 
ungew6linliche Kosten verilrsachen, sieht sich die Gesellsçliaft veranlasst, 
den dafür ursprünglieh festgesetzteu Preis von '700 Mark auf 1000 Mark 
zn erhohcn. 

4. Fur das Jahr 1885. . 
Die Theorie der Flachen dritter Ordnnng hat durch die neueren 

Untersnchungen vou S c h l a f l i ,  K l e i n ,  Z e u t h e n  und E o d e n b e r g  
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eirien gewissen Abechluss erhalten, insofern es jetzt moglich ist, die 
Gesammtheit der bei diesen Flachen auftretenden Gestalten mit Leich- 
tigkeit s u  überblicken. Hieran anknüpfend,  wünscht dio Gesellschaft 

e i n e  i n  g l e i c h e m  S i n n e  d n r c h z u f ü h r e n d e  U n t e r s u c h u n g  
d e r  a l l g e r n e i n e n  E ' l a c h e n  vierter O r d n u n g .  

D i e  mannigfachen Betrachtungen über die Gestalten der Complex- 
flache, welche P l ü c k e r .  in  seiner ,, Neuen Geometrie des Raumes" ge- 
gehen h a t ,  sowie die allgemeinen Untarsnchungen von R o h n  über K u m -  
m c r ' s c h c  Fliichen werden dabei ebenso ale Vorarbeiten zu betrachten 
sein,  wie die Angaben von Z s u t h e n  und K r o n e  über die Flachen 
vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt. Preis 700 Mark. 

Die anonym einzureichenden Bewerhungsschriften s ind,  wo nicht die 
Ge~el lschaft  im besondern Falle ausdrücklich den Gebrauch einer ar1dei.n 
Sprache gestattet,  i n  d e u t s c h e r ,  l a t e i n i s c h e r  oder f r a n z o s i s c h e r  
Sprache zn verfassen, müssen deutlich geschrieben und p a g i n  i r  t , ferner 
mit eiuem M o  t t o versehen und von einem versiegelten Couvert begleitet 
sein,  das  auf der Aussenseite das Motto der Arbeit t ragt ,  inwendig den 
Namen und  Wolinort des Verfassers angiebt. Die Zeit der Einsendung 
endet  mit dem 30. N o v e m b e r  d e s  r r n g e g e b e n e n  J a h r e s ,  und die 
Zusendung ist an den Secretar der Gesellschaft (fiir das  J a h r  1862 Gch. 
Eofrath Prof. Dr. R. L e u c k  a r t ,  Tlialstrasse 15 b) zu richten. Die Re- 
sultate der I'rüfung der eingegangenen Schriften werden durch die Leip- 
ziger Zeitung im Marz oder April des folgenden Jahres  bekannt gernaclit. 

Die gekronten Hewerhungssc,liriften werden Eigenthum der Gesell- 
schaft,  welche sich vorbehalt,  im gegebenen Fal le  die dafiir ausgesetzten 
Preise nach ihrem Ermessen von 700 Mark auf 1000 Mark zu crhohen. 

W. Roscher, Prases. 

O. Curtins. W. Bankel .  A. Leskien. R. Lenckart.  
W. Scheibner. Q. Voigt. F. Zarncke. F. Zirkel. 
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XI. 

Erzeugung von Complexen ersten und zweiten Grades 
aus linearen Congruenzen. 

Von 

Dr. A. WEILEX 
in IIottingon. 

I l ier~u Taf: 1V Fin. 1-20. 

E i n l e i t n n g  
Eine l i n  e a r e  C o n  g r u e n  s besteht aus allen Stralilen, welclie zwoi 

faste Geraden , die Directricen, gleichzeitig schneiden. Wenn die Direc- 
tricen in allgemeincr Lage sirid, so ist die Congruenz eine a l l g e m e i n  e. 
Sclineiden sich die Directr icm, so entsteht eine z e r f a 1  1 e n d  e Congruenz. 
Ilire Bestandtheile sind ein Bündel und ein Strahlfcld. Sind die Direc- 
tricen zwei (sich nicht schneidende) unendlich nalie Raumgeraden, so ist 
die Congruenz eine s 1) t.. c i  e l 1  e. Uieselbe kann snch in folgender Weist: 
definirt werden: Die  Ebeneli durcli eine Gerade (Directrix) werden de.n 
I'unkten auf derselben prnjectivisch zugeordnct. Die Strahlbüschel aus 
jeneu Punkten in den ilinen entsprechenden Ebenen bilden die Con- 
gruenz. 

Complexe ersten Grades. 

Ein linearer Complex ha t  belranntlicli die Eigenschaft, dass alle seine 
Geraden , welche eiue hestimmte Raumgerade treffen, noch einc zweite 
(conjugirte) Gerade schneiden. Die Congruenz, deren Direct.ricen jene 
Gerade und daren conjugirte s ind ,  gehort ganz dern Complex an. Die  
Conjugirte einer C o m p l e ~ ~ e r a d e n  liegt der letzteren unendlich nahe. 

Der lineare Complex entlialt m4 lineare Congriienzen. Resclireibt 
eine Directrix einen Büschel AA (vom Scheitel A in  der durcli A gehen- 
den Ebeno A),  so beschreibt die andere einen Büschel BB und es s ind 
die S~rahleri baider Büschd in projectivisclier Zuordnung. l m  Büschel 
A A  kommt ein Complexstralil vor und d a  seine conjugirte Linie mit ihm 
ziisammenfallt, so folgt: Die Selieitcl A ,  B der  beiden Büschel liegen in 
der Schnittlinie ihrer Ehenen A ,  I3 und A B = A B  entspricht sich d b s t .  
- i i i e r n a c h  I a s s t  s i c h  d e r  l i n e a r e  C o m p l e x  e r z e u g e n  a u 8  CG' 

Zeiisclirilt I. BIirtliciiiatik u. Pliysik XXVII, 5 .  17 
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l i n e a r e n  C o n g r u e n z e n ,  d e r e n  D i r e c t r i c o n  z w e i  p r o j e c t i -  
v i s c h e  B i i s c l i e l  b i l d e n ,  w e l c h e  e i n e n  g e m e i n s a m e n  u n d  s e l h ç t -  
e n t s p r e c h e n d e n  S t r a l i l  h a b e n .  ( S y l v e s t a r ' s c h e  Erzeugiingsweiuc.)* 
Für den nLmlichen Complex ist dies auf cd Arten ausführbar. 

Indem man beim allgemeinen linearen Complex a u s g ~ l i t  von eincm 
Hiischel von Complexstrahlan , erhiilt man wciter folgende Erzeugung des 
Coniplexes: E r  w i r d  g e b i l d e t  d u r c h  a' s p r ç i e l l e C o r i g r u e r i z e n ,  
d e r e n  D i r e c t r i c e n  d l ,  d, ,  . . .  e i n  1 3 ü s c h e l  B A  b i l d e n .  I lem 
P u n k t e  A e n t s p r i c h t  s t e t s  d i e  E b e n e  A. D e r  Complex ist be- 
stimmt durch zwei der speciellcn Congruenzen. F ü r  den n h l i c h e u  Com- 
plsx ist diese Erzeugung auf m3 Arten mnglich. 

F ü r  den s p e c i e l l e n  l i n c a r e n  C o m p l e x  gelten jcnc Erzeiigu~ig~n 
aus linearen Congruenzen noch. W'enti für die projectivischen Stratil- 
hiischel A A ,  Bi3 die Scheitel in der Linie A B  znfiamrnerifallen nrid A U  
sich selbst entspricht,  sa zerfallen die entstelienrlen Congruenzen iind der  

Cornplex wird speciell. - An Stelle dessen lasse 'man A mit B zusrm- 
menfallan nnd A von 8 verachieden sein,  so bilden die Directricenpaare 
zwai perspcctivischc Büschel in  einerlei Ebene. 

Andere Erzeugungen des linearen Complexes ans Congruenzen ergeben 
sich als Specialf%lle bei Behanillung der Complexe zweiten Grades. Bririgt 
man die Stralilen der einen Regelschaar einer Fl%ctie zweiten Grades in 
involutorische Zuordnung, so ergiebt jedrs  Strahlenpaar eine Congruenz 
des Complexes.** 1st (lie Involution parabolisch, so entsteht der spe-  
eielle Complex. 

Complexe zweiten Qradee. 

E s  giebt im Ganzen 58 Complexe zweiten Grades.*** Von ihnen 
zerfallen 8 und  von den übrigen 49 eigantlichen Cornplexen lasven sich 
38 ails linearen Congruenzen erzeugen. 

Wenn namlich ein Complcx aweitcn  grade^ a m  linearen Congruen- 
zen besteht,  so bilden die Directricen eine (irreducible oder zerfallcnde) 
Regelflaclie, die nothwendig zur Sitigularitatenflaclio gehort. Denn f ü r  
die Punkte  und Ebenen dieser Directricen zerfallen die Complex-Kegel 
und  Kegrlschnitte. Also m ü s ~ e n  die Singulaxitatenilachen der hier zv 

untersuchenden Complexe Linienflticlien fiein. 
W e n n  man umgekelirt weiss, dass fiir einen Complex zweiten G ~ R -  

des die Singulsritiitenflache eirie Linienflache i s t ,  so kann man daraiis 
schliessen, dass dieser Complex aus linearon C o ~ i ~ r u e n z e n  besteht. - Sei 

* Comptes rendus 1861, t. 52. - Im Ucbrigen vergl. P l ü c k c r ,  ,,On a new 
Geoinetry of space", Srans, of the Camb. Phil. Soc., Vol. X I ,  Part. 1, 7 (1866). 

** Vergl. C h a s l e s ,  Liouville's Journal 1839, t. IV pag. 348. 
*** Vergl. meine Dissertation: U e b e r  d i e  v e r s c h i e d e n e n  Gntt i ingen d e r  

C o m p l e x e  zwei ten  G r a d e s ,  Math. Annalen Bd. VI1 S. 145. 
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namlich e eine Erzeugende der Linienflacbe, jedoch n i c h t  gleichzeitig 
C o m p l e x s t r  a h l .  Dann zcrfallt in jcder Ebcnc A durch e (Tangential- 
ebene der Singularitatenflache) der Complexkcgelschnitt in zwei Büscliel, 
deren Scheitel SI, S, nie auf e fallen. Ebenso bilden die durch eiuen 
Punkt A auf e gehenden Cornplexstrahlen zwei Büschcl, deren Ebenen 
E,, E, nie durch e gehen. - Dreht  man A um e l  so bilden die Punkte  
SI ,  Sz einan Ort  zweiter Ordnung ,  welcher, mit jcdem Punkte  von e ver -  
bunden, zwei Büechel liefcrn muss. I l as  ist  nnr  dann moglich, wenn 
dieser Ort  aus zwei Geraden besteht (die mit e zwei lineare Congruenzen 
des Complexes ergeben). - 1st e ein C o m p l e x s t r a h l ,  so muss, wie 
eine dem Vorigen entsprecliende Betrachtung lehrt ,  der O r t  der P u n k t e  
SIS, hestehen ana e nnd ainer weiteren Geraden. I n  e verainigen sich 
somit zwei zusammengehorige Directricen. I h r c  Congruenz ist spcciell 
und besteht aus allen Tangenten der Flache an e. (Die Anwendung des 
Satzes von der Erzeugenden der Singularitatenflache, welche Complexstrahl 
ist, und der Umkelirung dieses Satzes ist dann nicht imrner giltig, wenn e 
auf einer Flacbe zweiten Grades liegt,  von der die andere Schaar von 
Ereeugenden aus Directricen besteht.) - 1st endlich die (zur Schaar der 
Directricen gehorende) Gerade e Z> o p  p e l  g e r a d  e des Complexes, so 
falleu beide zugehorenden Directricen mit e xusamnien (und es ist e ein 
Doppelstralil, resp. eine Riickkehrgerade der gesammten Singularitaten- 
flache). 

Mit Hilfe der ebcu bewiescnen Satze crkennt  m a n ,  dass alle die 38 
Complexe zweiten Grades,  dereu Singularitàtenfl#clien Regelflachen tiind, 
ans liriearen Congrueuzeu brstehen. Uie Erzeugenden der Regelflache 
sind die Directricen (bei Fliichen zweiten Grades im Allgemeinen nur  
die der einen Schaar, die der  andern Schaar sind dann fitet,s doppelte 
Complexgcraden, welche allen Congruenzen angehomn.) 

Nachdem man nun die Gleichungen der verschiedenen Gattungen der  
Complexe kennt ,  sowie die zugeli6rigen Singular i t%tenfl~chen,  so bestelit 
cine sichere und e,infaehe Methode zur  Brstimmung der  Zusammengeho- 
rigkeit der E r z ~ u g e n d e n  zu Directricen in F ~ l g e n d e m :  Man drückt d ie  
Lage zweier Punkte Pl Q der  Singularitatenflache au8 durch Paiametcr 
0 ,  p ;  y, 6 ,  bereclinet die Coordinaten von PQ, setzt in  die Gleichung 
des Complexes ein und  erhalt die Bedingung dafür, dass I'Q Complex- 
gerada ist. Seien ci, y die Parameter der Erzeugenden, auf walchen P 
und Q l iegen, so müssen die Coefficienten der  Glieder mit p ,  6 einen 
gemeinsamen Factor haben,  der nur  a, y entlialt. Setzt man ilin gleich 
Null, so bat mari die Beziebung zwischen den Parametern der Erzeu- 
geuden, welche Directricenpaare sind." 

* Die hier gegeliene Methode ist verschieden von der von IIerrn F i e d l e r  
angedeuteten. Vergl. G e o m ë l r i s c h e  M i t t h e i l u u  Ken, Vierteljalirsschrif't der 
naturf. Gesellschaft, Züricli, 1879, Bd. XXIV S. 186. 

l'i * 
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ZGO Erzeugung von Cornplexen ersten iind zweiten Grades ctc. 

F ü r  die folgende Untersuchnng halte icb mich an die in  meinw Uis- 
sertation angenommenen Bezeichnuiigen. Uie zu den Elemeutartheilern 
gch6rcnden Wurzeln I oder lineare Functionen derselben sind durch die 

Budistaben a ,  6 ,  c, d ersetzt. - Bei jedem Complcx sind der Vollstan- 
digkeit wegen die Gleichungen, welche ihn und seine singularen Liiiien 
bestimmen , vorangest~l l t .  1)arauf folgt die Gleichung der Singularitaten- 
Biiühe. 

Der  Beliandlung der einzelnen Falle mag noch die Bernerkung vornn- 
gescliickt werden,  dass in vielen Fallen die gegehrne Erzeugung sich sn 

vcrallgerrieinern lasst,  dass Cornplexe h6heren Grades anistelien. 

Coniylex [(11)1111], Nr. 1 (der Dissertation). 

1) fi -- (l (~13'+~k:) + 2bp13~.12 + c ( P , , ' + P ~ ~ ~ )  + 2dp,4pZ3 = 0 ,  
2, a'= (pl3'$ P,C~' )  f (f12+112) PI3P4.! $ ~ ~ ( ~ 1 4 ' f  pL>S2) f ( c 2 + d 2 ) ~ 1 4 ~ q 3 = 0 i  

3) a ('1" c2) (yIB yg2 + yp2 yg2) + c (6" 2)  (y,2y,2 + y2'yJ2) 
+ 2 f b ( t 1 2 - ~ 2 )  - d(b2-u2)Iy1y2y3y4:O, 

Die Singiilaritatenflache ist die XI. Gattuog von C r e r n o n a ' s  Linien- 
flaclien vierten Grades. - W i r  gelangen in diescm E'alle durch eine cin- 
fache geometrische Betrachtung zum Ziele (Fig. 1). 

Es sei e e ine Erzeugende der E'lache 4 P ein P u n k t  auf e und P 
die zu P gehorende Tangentialebene von Ic. Die  Ebeoe P sclineidet P 
in  e und einer Curve dritter Ordnung Cs ohne Doppelpunkt, welche durcli 
P geht und e in den Punkten A ,  B trifft, in  denen e die beiden Doppd- 
geraden von F schneidet. I n  dieser singularen Ehene P des Complexes 
I6st sich die Complexcnrve auf in zwei Büschel, deren Scheitel M ,  N auf 
$ liegen und deren Verbinduugslinie als siugulgre Liriie des Complexes 
durch den  zugehorigen singnlaren P u u k t  P geht.* 

Ware  e eine von den vier Erzeugenden von F, welche zugleich Com- 
plexgeraden sind (Difis. S. 157), so würde e die Directrix einer speciellen 
Congruenz sein (S. die Einleitiing dicsrs Aufsatzes). Infolge dessen würdr  
der Büschel PP dem Complexe angehoren, also einer von den Punkten 
M,  N nach Y rücken uritl MA' ware die in P a n  C, mogliche Tangente. 

In  jedern der bciden Falle zerfallt die Congrueriz zweiten Grades 
der e schneidenden Complexgeraden in zwei lineare, deren zweite Dirrc- 
tricen die durch M und N gehenden Erzeugenden von Ir sind. 

Trifft irgend eine Erzeugeude d auf P die C3 in  D, so ziehe BJl,  
DN, welche noch iri D', D"  chn ne id en. Diirch D', D" gehen auf F 
noch die Erzeugenden d', d' und es gehoren die Corigruenzen dtl', dd" 

dem Cornplex an. 

* Vergl. P l ü c k e r ,  K e u e  G e o i n e t r i e  d e s  R,aurnes, Nr.  320. -Die singu- 
llren Linien in P sind MAT doppclt gmiLlilt und die Tangenten an Ca in M nnd N. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [ ( 1 1 ) I 1 1 1 ] .  A n f  e i n e r  a l I g e u i e i -  
ricn L i n i e n f l a c h e  v i e r t c n  G r a d e s  F m i t  z w e i  D o p p e l g e r i t d o n ,  
C r e r n o u a  XI ,*  w a l i l r  m a n  e i n e  b e l i c b i g e  E r z e u g e n d e  c l  a u f  
t l i ese r  e i n e u  P i i n k t  P. D i e  i n  P a n  I ~ g e l e g t e ' I ' a r i g e r i t i a l e b e n e  
1' ~ c l i n c i c l r  P n e b s t  i n  e n o c h  i n  d e r  C u r v e  d r i t t e r  O r d r i u n g  
('3, a u f  w e l c l i e r  mari  w i c d e r u m  e i n e r i  P i i n k t  JZ w i l l k i i r l i c h  
wali l t .  D i e  S t r a l i l e n  d e s  B ü s c h e l s  M P  s c h n e i d e n  Cg i n  I ' u n k t e -  
p R a r e n  BD', D,D', e t c .  u n d  d i e  d u r c h  d i e f i e  P a a r e  g e l e g t e n  
P a a r e  dri', ti1df, e t c .  v o n  E r z e u g e n d e n  v o n  P s i n d  d i e  U i r e e -  
t r i c e n  v o n  09 C o n g r u e n z e n ,  d e r e n  G c s a r n m t l i e i t  d e r  C o m -  
p l e x  i s t .  - Diesrr Cornplex laset sich auf zwei verschiederie Aiten in 
genanriter Weise erxengen, resp i n  zwei getrennte Sehaareri von j c  CE' 

Congruenzen zerlegen. 
I'ülirt man bei der gegebenm Erzeugung an Stelle des Punktes  N 

die beiden Punktr: M ,  N (deren Verbindungslinie durch P geht! ein und 
benutzt man beide gleicbzeitig, BO entsteht der Cornplex doppelt. Uie 
nus flf und N a n  C3 ggezogenan Tangenten liefern die vier spec ie l l~n  Con- 
gruenecn des Complexes. Ihre  Directriccn gehen durch die  Rcrührungs- 
punkte jener Tangenten und sind die vier einzigen Erzeugenden von F, 
welche zugleicli Complexgerade sind. 

Die gegebene Erzeugung des Complexes gilt auch dann noch, wenn 
M auf mit P coincidirt. 

Hat  man durch gleichzcitige Uenutzung der I'unkto M, N zu jeder 
Directrix d (auf F) die beiden ziigeh6rigen O', d" bestimmt, so erhalt 
man d i e  s i n g u l a r e n  L i n i e n  d e s  C o m p l e x e s  alfi die Gesammtheit 
von m1 Begelçchaaren, wdclie je  d ,  tl', d" gleiclieeitig schneiden. Alle 
entbalten die beiden Lloppelgeraden von F. Wenn somit die Doppel- 
geraden 2, y von F und einn singulare IAiiiie s bekannt s ind ,  so lassen 
sich sofort ao' siugularo Linien,  namlich die Erzenguiig x, y ,  s eines 
Hyperboloids linear construiren."* 

Coinplex [(111)111], Nr. 2. 

Die Siiigrilaritatenflache ist vom z w i t e n  Grade,  doppelt zahlerid. 
Sie enthalt das Vierseit A, A, J , A 4  des Coordinatentetraeders. Die eine 

* TTergl. die Alihandlung des lIerrn C r e m o n a :  , ,Su l le  super f ic ie  g o b b e  
di quar to  g r a d o E L ,  Memuria dell'Accademia delle scienze, t. VI11 (serie Z n ) .  

** 1s t  1' gegeben, so kann man leicht alle Complexe' zweiten Grades aon- 
struiren, welche F mir Singularitiitenfliiche haben. Man wahle namlich P als 
festen Punkt und lasse die ~ingulare Linie MN den Büschel P P  durchlaufen. - 
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262 Erzeugung von Complexen ersten und zwviten Grades etc. 
------"- --- 

Y Erzengung -' = -= P besteht aus doppelten Cornplexgeraden. Die an.  
Y4 Y3 

dere Regelschaar ist -=-=a. - Der  Schnittpunkt P dieser beideri 
Y1 Y4 

Strahlen p ,  cr liat die Coordinaten yl: y,: ys: y, = p :  n p :  a :  1.  Ein weite- 
rer P n n k t  Q der Flache sei 6: y 8 : y : 1 .  Für P Q als Complexstrahl e~giebt 
sich aus 1 )  

4 ( b - c ) ~ ~ ~ ~ - a j n + ~ ) ~ + 2 ( b + c ) u ~  + ( h - c )  = O .  
Uie Zuordnung der Strahlen a ,  y zu Ilirectricenpaaren ist eine [2,2]- 

deutige. Zerfallende Congruenzen treten nicht auf ,  dagegen giebt es 
vier specielle. Man erhalt s i e ,  indem man in 4) <y = y setzt. 

Setzt man die  Coordinaten vcn P Q  i n  2) ein oder ersetzt man i n  
4) n ,  b ,  c durch deren Quadrate, sa erhalt man eine Gleichung, welche 
mit 4) die singnlaren Linien ergiebt. Man erfabrt s a ,  dafis die singula- 
ren Complexstrahlen vier von den linearen Congrmmzen ausrnachen. 

Indem men weiterhin noch den Complexkegelschnitt in einer belie- 
bigen Ebene  des Raumes einführt,  hat  man:  

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(111)111]. M a n  wi ih l t  e ine  
F l a c h e  z w e i t e n  G r a d e s  F u n d  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  C i n  a l l -  
g e m e i n e r  L a g e  (Fig. 2). M i t  C l i e g e  d e r  K e g e l s c h n i t t  K von F 
i n  e i n e r l e i  E b e n e .  D i e  T a n g e n t e n  v o n  C s c h n e i d e n  K in 
P u n k t e n ,  d i e  s i c h  e n t s p r e c h e n d e  g e n a n n t  w e r d e n  sol len.  
I r g e n d  e i n e m  P u n k t e  D a n f  K e n t s p r e c h e n  d a n n  d i e  zwei ten  
S c h n i t t p u n k t e  D', D" d e r  v o n  D a n  C g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  
m i t  X.  D n r c h  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  DU', r e s p . D U W g e h e n  
d i e  D i r e c t r i c e n p a a r e  d d ,  dd" d e r  l i n e a r e n  C o n g r n e n z e n  u n d  
g e h o r e n  s a m m t l i c h  d e r s e l b e n  R e g e l s c h a a r  v o n  F a n .  

Wenn bei diesor Erzeugung die an C gezogene Tangente auch K 
berührt,  so entsteht j e  eine specielle Congruena. 

Geht  d (Fig. 2) durch einen der Schnittpunkte Q, R ,  S ,  T von C 
und K, so fallen jedesmal d' und d" eusammen. F ü r  einen Punkt auf d 

erhalt man einen Büschel von Complexgeraden, welcher nach der ver- 
einigten Linie d'du gcht. Der Büschel ist aufzufassen ale zwei unendlicli 
benachbarte Büschel von Complexstrahlen. J e d e r  Stralil kann als der 
gemeinsame beider Büschel gelten, d. h. als der zugehorige singulare 
C ~ m ~ l e x s t r a h l . '  Diese Büschel und  somit jene vier Congrnenzen bestehen 
auu singulnren Linien. Damit sind die singularen Linien aus der gegebe- 
nen Erzeugung hergeleitet und es  ist einleuchtend, dass jene Erzeugung 
von F, welcho sus (doppclten) Complexgersden besteht,  bei den singu- 
laren Linien vierfach zu zahlen ist. Denn ihre Strahlen geli6ren deu 
vier linearen Congrueuzen singuliirer Linien eugleiçh ari. 

* P l ü c k e r ,  a. a. O. Nr. 311. 
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Complex [(11)(11)11], Kr. 3.' 

1)ie Singularitiitmfiactie besteht aus zwei F1Bche11 zweiten Gradce 
FI, F , ,  welche ein wir idscl~ief~s Vierseit gemein haben. P a u €  FI und  
aiif F, seien 1 : p :  -- d c r : a i ~ ,  - d a :  1: yd : y .  FIierbei Sind <y, y die l'ara- 
meter der Erzeugenden auf F,, F,, welche dnrch P und 0 gehen und zu 
der Scliaar A, A2, A, A, gelioren, /3 und d aber die Parameter der Strahlcn 
der arideren Erzeugungen. 

Der Schnittpunkt R des Strahles d mit .4,A4 Iiat die (loordinatrn 
0 : 0 : d :  1 un? P R  ist Complexstrahl, wenn 

4) P 2 S 2 ( b - c ) + 2 0 6 ( h + c - 2 n )  + ( b - c )  -0 .  

Bildet man die Bedingung für P Q ,  wobei 0 auf einer P nacli 4)  xii- 
geordiieten Erzeugcnden d liegen soll,  s a  hleitit 

5 )  #?2d2d(b+c )  + 2 , 8 d { d 2 n + d ( h - c ) + a f  + d ( h + c )  = O .  

L h s e  Bedingung 5) stimmt mit 4) überein, wenn 

2 b c -  o ( b + c )  
d2 - 2 d  + 1 = 0  

a ( b - c )  

oder, nacli der  Bezeichnung in der Dissertation (S. 161 ; A 3  = a ,  A 5  = 0,  
I ,  = c ) ,  @ - 2  d .  C +  1 = 0 ,  welche Gleichung aher erfüllt seiu Inuss. 
Somit gehort Po dem Cornplex a n ,  wenn 

Zwischen a und y lasst sich eine analoge Beziehung herleiten. - -  

Die durch P auf 4 gehenden Coniplexstrahlen bilden zwei Büschel, deren 
Ebenen F, in  vier Erzeugenden schneiden. Bewegt siçh P auf P ,  so 
drehen jene Ebenen um die aus 6) bestimmten Strahlen d. . Bewegt sich 
P auf dem Strahl or, so drehen jene Ebenen  nm zwei Strahlen y. 

E r ~ e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(11)(11)11]. V o n  z w e i  F l a c h e n  
z w e i t e n  G r a d e s  F I ,  F 2 ,  w e l c h e  e i n  w i n d s c t i i e f e s  V i e r s e i t  s , s , s , s ,  
g e m e i n  h a b e n ,  b r i n g e  m a n  d i e  S t r a h l e n  x w e i e r  E r x e u g u n g e n ,  
w e l c h e  d i e s e l b e n  G e g e n s e i t e n  ( s l s 3  oder s2s4 )  d e s  V i e r s e i t s  
s c h n e i d e n ,  i n  p r o j e c t i v i s c h e Z u o r d n u n g ,  s o  d a s s  d i e  g e m c i n -  
s a m e n  i i n t e r  i h n e n  e i ç h  s e l t i s t  e n t s p r e c h e n .  D i e  s o  e n t s t e h e n -  
d e n  S t r a h l e n p a a r e  S i n d  d i e  D i r e c t r i c e n  d e r  C o n g r n e n z e n .  - 
Diese Oonstruction ist für densellien Complex auf vier Arten moglich. 

* Die Herleitung der Erzeugung durch rein geometrische Betrachtung analog 
[(11)1111] ist auch hier noch moglich. Daoselbe gilt für mehrere spatere Falle. 
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264 Erzeuguiig von Cornplexeu ersteii uiid zwoiteii Grades etc. 
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F ü r  die singularen Linien vergl. [(l l)lll 11. Man erkennt,, dass hier 
die von ilinen gehildete Congriienz in  zwei zerfallt, von donen j d e  ails 

CO' Regelschaaren besteht. 

F ü r  die speciellen Congruenzen nnd für die siugularcn Lin i~ i i  liat, 

man L Y = Y = + I .  
E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(111)(11)1]. Auf  e i n e r  F lac l ic  

z w e i t e n  G r a d e s  F b r i n g e  m a n  d i e  E r z e u g e n d e n  d e r  e i n e n  
S c h a a r  s o  i n  p r o j e c t i v i s c h e  Z n o r d n u n g * ,  d a s s  d i e  s o l b s t e n t -  
s p r e c h e n d e n  E r z e u g e n d e n  v e r s c h i e d e n  s i n d .  E n t s p r e c l ~ e u d c  
S t r a h l e n  e i n d  d i e  D i r e c t r i c e n  d e r  l i n e a r e n  C o n g r u e n z e n .  

Roi [(111)111] (Fig. 2) laese man C und  Ir' sich doppelt heriiliren. 
- 1st alsdann inshesondere F eine Rntationsflache, K einer ihrer Krrific, 
C ein mit K concentrischer Kreis,  so  l l s s t  sich der Complex erzeugen 
d u r c h  R o t a t i o n  e i n e r  C o n g r u e n z  u m  d i e  A x e  e i n e s  d u r c l i  die 
D i r e c t r i c e u  g e l i e n d e u  K o t a t i o n s h y p e r b o l o i d s .  

Dieser Cornplex ist der tetraedrale, seine SingularitiitenfliicEic ist das 
Fundarnentaltetraeder. - Die Coordinaten zweier I'unkte I', Q in A,, A, 
mien O :  1: p :  or, 6 : y :  0 :  1. Alsdann ergiebt sich für PQ 

b - a  
ai/ = - 

b+c  ' 

Die Büschel A1A3 und  ASA1 von zwei Ecken nach der g~geniiber- 
liegenden Kante des T e h e d e r s  sind also projectivisch zu Directricen- 
paaren geordnct. Dabei cutspreclien eich die darunter vorkomrnendeu 
sich schneidenden übrigen Kanten. 

* Die i n v  01 u t  O r i s  c h e  Zuordnung würde einen linearen Cornplex liefem; 
a, die Einleitung. 
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E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(11)(11)(11)]. M a n  h i i d e  z w e i  
p r o j e a t i v i s c h e  B ü s c l i e l  i n  a l l g e m e i n e r  L a g e .  E n t s p r e c l i e u d e  
S t r a h l e n  s i n d  d i e  I l i r e c t r i c e n  l i n e a r e r  C o n g r u e n z e n  d e s  
C o m p l e x e s .  -- F ü r  denselben Couiplex ist diese Erzeugiiug auf s e a h  
Arten miiglicli. 

Die ohen angegebenen Büschcl A, A,, A,,A, erzeugen in d ,Ad  zwei 
vereinigte projectivische Piinktreihen. Die Doppelpunkte sind A, und .-Il. 

L)icse Rcihen koiinen auch in eine Involution iibergehen. 
In einem meti.isclieu Speeialfalle entstcht dieser Cornplex d u r  c h  

R o t a t i o n  e i n e r  l i n e a r e n  C o n g r u e n a  uni d i e  B i r i o r m a l e  d e r  
b e i d  e n  Il i r  e c  t r i  c e  r i  (welch' letztere für  den Fa11 der  Involution sich 
rechtwinklig kreuzen). 

Complex [ ( I l l )  (II l)] , Kr. B. 

111 2) = a'= - (P,~-P,,)" ~ P , , P , ,  = 0 ,  
3 ( ~ 1 ~ 3  - ~ 4 ~ 2 ) ~  = O. 

Unter Beibehaltung der Bezeichnung bei [(111)111] p r l d t  man 

4 1 ( a - Y ) ( p - d ) = O .  
E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(111)(111)]. J e d e r  E r z e u g e n -  

dcri e i n e r  F l a c h c  z w e i t e n  G r a d e s  F o r d n e t  m a n  d i e  c o n s e c u -  
t i v e  d e r s e l h e n  S c h a a r  zn.  B e i d e  s i n d  D i r e c t r i c e n  e i n e r  s p e  
c i e l l e n  C o n g r u e n a  d e s  C o m p l e x e s  ( b e s t e h e n d  a u s T a n g e n t e n  
v o n  F). 

Diese Erzeugung ist auf doppelte Weise moglich, man k a n n  beidc 
Regelbahaaren auf P zu Directrieen ~naalien. 

1st F eine Rotationsflache, so entstelit der  Complex durch R o t a -  
t i o n  einer specikllen Congruenz, s. [(111)(11)1]. 

Dieser Complex [ ( I l l )  ( I l l ) ]  entsteht , wie [(111)111], Fig. 2 ,  wcnn 
namlich C mit K zusammenfallt. 

Die Singularitatenflache ist die Regelfliiche vierten Grades, C r e -  
m o  n a  XII ,  und  es k a n n  dieser Fa11 ganz wie [1111(11)] behandelt 
werden, nur  sind die  beiden Doppelgeraden einander uuendlich nahe 
geriickt. 

E r z o u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [111(12)]. E s  s e i e . n  1' u n d  P 
B e r ü h r u n g s p u n k t  u n d  z u g e h o r i g e  T a n g e n t i a l e b e n e  e i n e r  
R e g e l f l a c h e  v i c r t c n  G r a d e s  F, C r e m o n a  XIT. H i e  E b e n e  P 
s c h u e i d e t  F i n  e i n e r  E r z e u g e n d e n  e n n d  e i n e r  C u r v ~  d r i t t e r  
O r d n u n g  CS o h n e  D o p p e l p u n k t  ( w e l c h e  r: i n  P s c h n e i d e t  u n d  
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a n  e i n e r  a n d e r n  S t e l l e  b e r ü h r t ) ,  a u f  w e l c h e r  m a n  e i n e n  I ' u n k t  
M w i l l k ü r l i c h  w a h l t .  D i e  S t r a h l e n  d e s  R ü s c l i e l s  M P  sc l ine i -  
d e n  L i  i n  P u n k t e p a a r e n ,  d i i r c h  w e l c h e  m a n  d i e  D i r e c t r i c e n -  
p a a r e  a l s  E r z e n g e n d e  v o n  P z i e h t .  - Diese Erzeugung ist fü r  d e n  
namlichen Complex aiif zwei verschiederie Arten moglich. - 1)ie Con- 
gruenz der  singularen Litiien ist irreducibel und I w t  sic11 zusarniiieii 
setzen aus m 1  Kegelsçhaareii, welche ~auirntlicli zwei convecutive Strahlen 
gemein haben. 

Complex [11(11)2], Kr. 9. 

l i  fi = a ( ~ l z " ~ p 3 4 ) ~  t 2 b P I ~ P , ~  + 2 c PI: ,  ~ 4 2  + PI,' = 0 1 

2)  fi'= a h (PI, '  + ~ 3 , ' )  + (a2 + b2)p,,  P,, + C'PI, P,, = 0 , 
3)  1 ~ ~ - ( 6 - ~ ) ~ { y ~ ~ ~ ~ ~ -  u ~ ~ ( y , ~ ~ ~ + ~ , ~ y ~ )  + 2 c ( b 2 - a 2 - t c ) y , 1 / 2 9 3 1 / 4 =  0. 

Die Singularitateuflache F hat  zwei doppelte Leitgeraden A, 4 ,  A, .lei 

( y a  = y4 = O ,  y,  = y3 = 0) und eine doppelte Erzeugende A, d3 (y, =y,, 
=O). Sic ist die allgemeine C r e m  o n a  V. - Die Ebenen durch A , A ,  

sclineiden F in Kegelsclinitteii und enthalten zerfallende Complexkegel- 
schnitte,  wobei beide Büschel ihre Sclieitel in AzA3 haben.* ( 4 A B 1  die 
doppelte Erzeugende von FI ist doppelte Complaxgerade.) 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [11(11)2]. E i n e  R e g e l f l i c h e  
v i e r t e n  G r a d e s  Pl  C r e m o n a V ,  h a b e  d i e  d o p p e l t e n  1 , e i t g e r a d e n  
a ,  b ,  d i e  d o p p e l t e  E r z e u g e n d e  c u n d  e i n e n  L e i t k e g e l s c h n i t t  
K ( w o b e i  d i e  E h e n e  v o n  K d u r c h  c g e h t ) .  A u f  P c o n s t r u i r e  
m a n  e i n e  I n v o l u t i o n  v o n  P u n k t e n ,  d e r e n  P o l  e i n  P u n k t  IV 
v o n  c i s t .  D u r c h  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  P n n k t e  z i e h t  m a n  d i e  
E r z e u g e n d e n  v o n  F ( T r a n s v e r s a l e n  a n  a ,  h )  u n d  e r h a l t  so  die 
D i r e c t r i c e n  d e r  l i n e a r e n  C o n g r u e n z e n .  - Diese Erzeugung ist 

für den niimliclien Complex auf zwei Arten ansführbar. 

Complex [11(118)], Kr. 10. 

1) fi= a (tlln+pyJe - h ( ~ 1 2 - p g . i ) ~  + ~ 1 4 '  = 03 

2) a'= ( ~ " P , , + P , , ) ~  - b2(p1, - p d e  = O ,  
3) ( y 1  y 4 y  = O , (u' v 3 y  = o. 

Die Singularitateriflache ist eine zerfallende doppelt zalilende Flaclie 
zweiten Grades. Die Büschel p , , = p l ,  = p,, - 0 oder A , A ,  und -4,A4 
bestehen aus doppelten Complexgeradeii, die übrigen Büschel d,A, u n d  
A3A, werden die Directricen liefern. 

F ü r  P und Q wahlen wir die Punkte  1 : j3: (Y: 0 und  0 : y :  6: 1. Dann 
erhalt man für PQ als Comploxstrahl 

4) a ( ~ 1 + ~ ) ' -  b ( a - y ) ' +  1 - 0 .  

* Die Schnittpunkte der doppelten Erzeugenden mit den doppelten Leitgera- 
den, mit einem Kegelschnitte der FliLche und die zugehorenden Scheitel des zer- 
fallenen Complexkegelachnittes bilden drei Paare einer Involution. Vergl. auch 
[1(11)31. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E R  sind snmit die St,rahlen der Büschel A2 A 4 ,  AS A, 12, 21 - deutig 
iu Directricen geordnet. - F ü r  die singularen Linien hat man neLst 4) 

5) u ' ( u + Y ) ~ -  h2(a-y)"+ = O .  
Aus 4) und 5) ergeben sich für n ,  y vier Wei - thepare ,  d. 11. die 

singularen Linien bilden vier Congrur,nzen. 
Die [2, 21-deut ige Zuordnnng der Stralilen c i ,  y lasst sich durcli 

einen Complexkegelschnitt herstellen. 
E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [11(112)]. D u r c h  d i e  V e r b i n -  

d u n g s l i n i e  z w e i e i  P u n k t e  A ,  B g e h e n  z w e i  E b e n e n  A , B  (Fig.3). 
L e t z t e r e  s c h n e i d e n  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  K i n  Cl  II ,  E ,  P. I r g e u d  
k i n e  T a n g e n t e  t v o n  K t r e f f e  A i i n d  B ( b e z i i g l i c h  C U ,  E F )  i n  
T,, T,. A l s d n n n  s i n d  s t e t s  AT,=d ,  u n d  B T 2 = d ,  D i r e c t r i c e n  
e i n e r  l i n e a r e n  C o n g r u e n z  d e s  C o m p l e x e s .  

Eritsprechend [ l l l ( l l l ) ]  ergeben A C l  A D ,  BE, BB und dereu ( j e  
vereinigte) entsprochende Strahlen die Directriçen der Congruenzen sin- 
gularer Linien. 

Comylex [1(11)(12)], Nr. 11. 

1) G = ~ ~ P , , P , , +  ~(P, ,+P, , )"P~,"=~,  
2, a 2 ~ , 2  p34 f " $P~Z)' =O, - 

Die Singulajitiitenflache besteht a m  zwei Fliichen zweiten Grades 
Ei; h',, welche sich nach A2 A, ( p )  berüliren u n d  Iiings dl AZ ( q )  und ASA,  (r) 

schneiden. (Specialfall von [11(11)(1 l ) ]  , zwei Gegenseiten des Vierseits 
der Doppelgeraden coincidiren.) Fiir P auf FI und Q au€  F, seien die 
Coordinaten 1 : P  : cy (/3 - c) : cc, 1 : 13 :y (d+  c )  : y .  Dann ergicbt sich 

R r z e u g u n g  d e @  C o m p l e x e s  [1(11)(12)]. Z w e i  F l a c h e n  z w e i -  
t e n  G r a d e s  F I ,  F, b e r ü h r e n  s i c h  I a n g s  d e r  G e r a d e n  p u n d  
s c h n e i d e n  s i c h  I a n g s  q ,  r. M a n  b r i n g e  e n t w e d e r  d i e  R e g e l -  
s c h a a r e n ,  z u  d e n e u  y ,  r g e h o r e n ,  s o  i u  p r o j e c t i v i s c h e  S u o r d -  
n u n g ,  d a s s  q i i n d  r s i c h s e l b s t  e n t s p r e c h e n .  O d e r  m a n  b r i n g e  
d i e  S t r a h l e n  d e r  a n d e r e n  l t e g e l s c h a a r e n  i n  p r o j e c t i v i s c h e s  
E n t s p r e c h e n ,  s o  d a s s  f ü r  d i o  h i e r b e i  i n  y ( o d e r r )  e n t s t e h e n -  
d e n  p r o j e c t i v i s c h e n  R e i h e n  b e i d e  D n p p e l p n n k t e  i n  p y  (pr) 
x u s a m m e n f a l l e n .  - li'ür den namlichen Cornplex i ~ t  jede der genann- 
ten Erzeugungen auf zwei Arten ausfiihrbar. - Rrziiglicli der singularen 
Liuien S. [11(11)(11)]. 
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3 (Y,Y, - Y , Y , ~ ~  = 0. 
l ) ie  Singiilarit#tenflacIie F ist  vom zweiten Grade ,  doppclt ~Xlilcnrl. 

Auf ilir l irgen P ((Y : j3 : 1 : o p ) ,  Q (y :6 : 1 : y  d )  iind P (1 ist Coinplrxsti.alil, 
wenn 

4) a2y"u(u+y)2-  2 b a y = 0 .  
Die Zuordnung dcxr Erzeugenden n ,  y zii 1) i rcc t i iwu ist [ 2 ,  21- 

tleiitig. Fiir die speciellcn Congr i l~nzen  ist 

a = y ,  a"(~"2(2n--b)l = O .  

Die Congruenx u = y  = O bestclit aus allen 'I'angc~iitc~ri von F Iaiigs 
A2A, ,  sie gehort doppclt z8lilend dem Complcx an. Auuserden1 giebt cs 

uoch zwei specielle Congruenzen. 
E r z e u g u n g  d e s  C o r n p l e x o s  [1(111)2]. M a n  w a l i l e  e i n e F 1 a c l i c  

z w e i t e n  G r a d e s  F u n d  e i n c n  K e g e l o c h n i t t  C, w e l c h e r  P b e  
r i i h r t  D i e  T a n g e n t e n  v o n  0 s c h n e i d e u  a u s  F P u n k t e l i a a r e , ,  
d u r e 1 1  w e l c h e  d i e  U i r e c t r i c e i i p a a r e  g e h e n .  A l l e  D i r e c t r i e e n  
g e h o r e n  z i i r  s e l b e r i  R e g e l s c l i a a r  v o n  F. - Vergl. [111(111)] und 
Vig. 2. 

Coiiiplcx [(11)(11)1], Br. 13. 

. 1) = a pl2  p34 + P13 P 4 ~  + pl4' = 0 1 

2, P34 + " Pl3 P42 -: 0 ,  

In Ehenencoordinaten eilialt mari fiir die Singulaiitateiiflaclie die in 
3) vorkomrnendo Flache zweitcn Gradra b', sowie die I'unkte r 3 , = 0 ,  
z13 == O ( A 2 ,  A,). Somit hat man irn Ganzen F, zne i  I'iinkte auf' F iiutl 
die Iieiden 'l'arigeutialebenen von F, welche durçli die Verbiiidurigsliriie 
jener  Punkte  gehen. * 

P auf P und 0 in A4 seien 8 : 1 : ~ ( 3 : - 2 k a ,  1 : a : y : O .  L)ann 
erbalt man aus 1) 

4) { B 6 ( 6 - a ) + a f . { ( n - b ) y  + b a ! t = O .  

Entweder giebt BS = die Zuordniirig der 1)irectricen und dann 
a-b 

erliglt nian für /3 = 0, 6  -= m die zerfallende Congruenz A, A,,  -4 ,  A,, für  

Y '1 . /3 = m, S  = O eine specielle mit der Directrix Al A3. Oder es  ist - = - 
u 6 - u '  

dann sind die A, d, schneidenden Strahlcn in projcctivischer Zunrdnung 
u. S. f. 
-- - -  

* ~ l u f  S. 177 der Dissertation iat e i n e  diesbezügliciie Beriehtigurig anzu- 
l~ringen. - Uieser Cornplex, sowie 1(11)(11)(11)1, [ ( I l )  (1:1)], [2("2j], [(24)] sind vor 
Kurzem durch IIerrn Archer  nirat ,  behandelt worden. Vergl.: , ,Note  o n  t h e  
complexes  g e n e r a t e d  b y  t w o  cor re la , t ive  planes."  Proceedings of the 
London Mathematical Society, Fol. X NO. 149. 
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E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(11)(11)2]. A n f  e i n e r  F l a c h e  
z w e i t e n  G r a d e s  E ' w a h l e  m a n  z w e i  s i c h  s c h n e i d e n d o  E r z e u -  
g e n d e  e l ,  e:, u n d  a u f  el d e n  P u n l z t  P (Fig. 4). D e r  S t r a l i l h ü s c h e l  
Fe2  w i r d  d e r  E r z e u g u n g  a u f  F, w e l c h e \ e ,  t r i f f t ,  p r o j e c t i v i s c l i  
z n g e o r d u e t ,  s o  d a s s  6, s i c h  s e l b s t  e n t s p r i c h t .  - k'ür den n i m -  
liclinn Complex ist diese Erzeuguiig auf vier Arten moglicli. 

Coiilplex [(11)(112)], Kr. 14. 

Il sr. = P12P34 + ~ 1 . 1 ~  = , 
2) fi'= P l ,  P34 = O ,  
3) (y, = O ,  ( v ,  v,12 = o. 

Mit Beibehaltung der bei [11(112)] eingefiihrten Bezeichnung erhalt 
man hier die Bedinguogsgleichung 

4 )  2 n a y + 1 = 0 .  
Ilie Büschel sind hier projectivisch, in Fig.  3 fallcn C mit D und E mit 7' 
zusarnrneu, die Congruenzen singnl%rer Linien vereinigen sicli paarweise 
in zerfallende. 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(11)(112)]. D i e  D i r e c t r i c e n -  
p a a r e  s i n d  e n t s p r e c h e n d e  S t r a h l e n  z w e i e r  p r o j e c t i v i s c h e n  
U ü s c h e l  A B ,  B B ,  d e r c n  S c h e i t e l  A ,  R i n  d e r  S c b n i t t l i n i e  A B  
l i e g e n .  ( A B  darf siçh ~ i i ç h t  selbst eutsprechen.) 

4) 

E r z e u g i i n g  d e s  C o m p l e x e s  [(111)(12)]. M a n  b r i n g c t  d i e  
S t r a h l c n  d c r  e i n o n  E r z e u g u n g  e i n e r  F l a c h e  z w e i t n n  G r a d e s  
F s o  i n  p r o j e c t i v i s c h e  Z u o r d n u n g ,  d a s s  d i e  b e i d e n  s i c h  s e l b s t  
e r i t s p r e c h e n d e n  z u s a m m e n f a l l e n .  D i e  P a a r e  v o n  E r z e u g e i i -  
d e n  a i n d  d i e  I l i r e c t r i c e n  d e r  C o n g r u e n z e n .  

Vergl. Fig. 2. Q B S  T sinci consecutive Punkte  von Ji, d. h.  C und 
K osculiren sich vierpunktig. 
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nare Tangentialebenen y, = O ,  y,= O. Die Flache e n t ~ t e h t  dadurch, dasa 
man die Punkte  einer ebenen Curve dritter Ordnung C, mit Doppelpunkt 
und diejeriigen einer Geraden 1, welche CS im Doppelpunkte T eclinei- 
det ,  i n  projectivische Zuordnung bringt und entsprechende Punkte durch 
Geraden verbindet. 

E s  sei P ein P u n k t  auf F, P die ziigehorige Tangentialebene. In 
P liegen eiuc Erzeugende e (tlurch P gehend) und eine Curve drittcr 
Ordnung C,, welche durch P geht und  eincn auf e gelegencn Doppel- 
punkt i' hesitzt (Fig. 5). Der  Complexkegelschnitt in  P I6st sich auf in 
ewei Punkte  M ,  N auf C,, wobei P in  M N  liegeu muss. Die aiis 171 

(oder N )  gezogenen Strahlen schneiden CS in den Paareii  DD', U,  D r l ,  . . . 
einer Involution und durch Il»', D,D', , . . . gehen die Directriçenpaare 
als Erzeugende von F. - Die Strahlen TD, TD' etc. bilden ebenfalls 
eine Involiition. Durcb Betrachtung der  a n  T liegcnden Paarc der In- 
volution auf C, findet man sofort, dass in der Strahleninvolution um T 
die beiden Taugenten a n  die C3 sich entspreclien. - Auch die Ebenen 
und die Punkte  der dreifachen Geraden t der Flaclie sind involutoriscli 
geschaart und zwar auf zwei Arten,  und  die stationaren Ebenen, sowie 
die stationaren P n n k t e  bilden je ein Paar  dieser Involutionen. 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [11(13)]. E i n e  R e g e l f l a c l i e  
v i e r t e n  G r a d e s  P, C r e m o n a  X ,  h a b e  d i e  d r e i f a c h e  G e r a d e  t, 

a u f  t s e i e n  A u n d  B d i e  s t a t i o n a r e n  P u n k t e  u n d  e s  s e i e n  A 
u n d  B d i e  s t a t i o n a r e n  E b e n e n .  A l s d a n n  b r i n g e  m a n  die  
P u n k t e  v o n  t s o  i n  i n v o l u t o r i s c h e s  E n t s p r e c l i e n ,  d a s s  A und  
B e i n  P a a r  h i l d e n  ( o d e r  m a n  c o n s t r u i r e  e i n e  I n v o l u t i o n  n n t e r  
d e n  E b e n e n  v o n  t m i t  A n n d  B a l s  c i n c m  P a a r e ) .  D i c  d u r c h  
d i e  P a a r e  d i e s e r  I n v o l u t i o n  g e l e g t e n  E r z e u g e n d e n  v o n  F sind 
d i e  D i r e c t r i c e n  d e r  C o n g r i i e n z e n .  - Dietie Construction ist fur 
den Cornplex stets auf zwei Arteu ausführbar. - F ü r  das Weitere vergl. 
[l I l  l ( l l ) ] .  

Die Singnlaritatenflache ist eine R~gelf lache F von der vierten Ord- 
niing, welche zwei doppelte Leitgeraden und eine Rückkehrerzeugende 
hesitzt (Specialfall von C r  e m o n  a V). Der  Vcrgleich mit [ l  l(11 j2] ergiebt: 

E r z e u g n n g   de^  complexe^ [1(11)3]. E i n e  R e g e l f l a c h e  v i e r -  
t e n  G r a d e s  F, C r e m o n a  V, h a b e  d i e  d o p p e l t e n  L e i t g e r a d e n  
a, b ,  d i e  R ü c k k e h r e r n e n g e n d e  c u n d  e s  s e i  K e i n  L e i t k e g e l -  
s c h n i t t  v o n  F ( w o b e i  c u n d  H s i c h  b e r ü h r e n ) .  A u f  11' con-  
s t r u i r e  m a n  e i n e  I n v o l u t i o n  v o n  P u n k t e , n ,  d e r e n  P o l  eiu 
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P u n k t  M v o n  c i s t .  D u r c h  d i 6  e n t s p r e c h e n d e n  P n n k t e  n u f  K 
z i e h t  m a n  d i e  E r z e u g e n d e n  v o n  P ( a l s  T r a n s v e r s a l e n  z u  a ,  h )  
u n d  e r h t i l t  d a m i t  d i e  D i r e c t r i c e n p a a r e  d e r  C o n g r u e n z e n .  

Diese Erzeugung ist zweiinal ausfiihrhar, man kann den P n n k t  fi[ 
anf zwei Arten in c wahlen. Diese beiden Punkte M ,  N ,  die Schnitt- 
punkte c n ,  cb bestimmen zwei P a ~ r e  einer Involution, von welcher der 
(xine I)«pp.elpririkt in  den Berülirungspunkt von K mit c fallt. 

Coinplex [1(113)], Br. 19. 

1) S E -  a (pl2 -PJ 1- 2 ~ 1 4  (pl3 + ~ 4 2 >  = O 1 

2, a'= - u2 ( p  12-  ~31)' + ~ 1 4 '  = O l  
3) (y," -2)" O ,  ( u ~ ~  - l i 3 2 y  = o. 

Die Singularitiitenflache besteht doppelt aus den Punkten A (v,+ v,= O), 
B(ve-vs=O) u n d  den E h e n m  A(yl-  y,=O), B (y,+y,=O). Die Punkte  
I 1 i n A  u n d Q i n B s e i r n  I : p : a + p : l ,  1 : - 6 : y + 6 : - 1 .  Rierbei sind 
CY und y die Parameter der Strahlen AI', B 0 in  den Tiüscheln A A ,  BIi .  
Für I'Q ergiebt sich 

4) a ( t ~ + ~ ) ' -  4 ( ~ - ~ )  = 0. 
Wie bei [11(112)] findet man:  
E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [1(113)]. D i e  S c h n i t t l i n i e  v o n  

z w e i  E b e n e n  A ,  B (Fig. 6) e n t h a l t e  d i r ,  P u n k t e  A ,  B u n d  
s c h n e i d e  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  K i n  C. I r g e n d  e i n e  T a n g e n t e  
1 a n  K t r e f f e  A u n d  B i n  ï;, T, .  D i e  S t r a h l e n  A T , = d l  u n d  
B7,=rZ2 s i n d  a l s d a n n  s t e t s  d i e  L ) i r e c t r i c e n p a a r e .  

Coniplex [(ll)(13)], Nr. 20. 

1) J L =  a P l , P , , + ~ 1 , ( ~ , , + ~ , 2 ) = 0 1  
2) fi' = a2 PI, P34 + pl: = O ,  
3, Y I Y ~ { ~ ( Y ~ Y ~  - ~ 4 ~ 2 )  + ~ i 0 / 4 !  = 0- 

Die Singiilaritatenflache hat ,  in Ebmencoardinaten geschrieben, eine 
Gleichung, in welcher v2v3 als Factor aiiftritt. Somit besteht d iwe  
Flache sus  einer vom zweiten Grade F nebst zwei Tangentialebencn 
(A,, A,) und deren Berührungspunkten ( A , ,  A 2 ) ,  welche auf der nam- 
lichen Erzeugenden liegen. - P auf F und in A4 seien n : n P+1: n a @  : n cul 

1: d : y  : O. E s  ergiebt sich dann 

4) ( ~ - P ) ( . Y + . )  = O  
1st 6 = p ,  s o  erhalt man zwischen den Strahlen auf F, zu denen d,A3 

gehort, und denen des Büschels ASA4 eine projectivische Znordnnng. 
Der gemeinsarne Strahl ist selbstentsprecliend. 

Wenn a y + ar = 0 ,  so hat man die eindeutige Zuorrlnung zwischen 
den Strahlen des Büschels d ,A4 und denen der andern Ilegelschaar auf F. 

Rat te  man () in  A, gemahlt, en würde man einc weitere, 4) analoge 
Gleichiing erhalten liaben. E s  sind d i e  Erzeugenden auf F auch mit 
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272 Erzeugung von Cornplexen ersten und zweiten Grades etc. 

zwei Büscheln in A, in  projectivischer Zuordnung. - Alle Complex- 
strahlen, welche <r treffen, bilden zwei Cangruenzeu,  deren zweite Direc- 
tricen den Büscheln A,A,  u n d  A,A1 angehoreo. Die zu p gehorenden 
Ilirectricen lirgen in den B ü s c h l n  ASA1 und  ASA4.* 

E r z e u g i i n g  d e s  C o m p l e x e s  [(11)(13)]. A u f  e i n e r  F l i i c l ~ e  
z w e i t e n  G r a d e s  F (Fig. 7) w a h l e  m a n  e i n e  E r z e u g e n d e  e ,  a u f  
i l i r  d i e  P u n k t e  A ,  8, w e l c h e  d i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r E b e -  
n c n  A ,  B s e i e n .  I n  A u n d  B e e i e u  n e b s t  e n o c h  d i e  w e i t e r e n  
E r z e u g c n d e n  e l ,  es v o n  P g e l e g e n .  N u n  b r i n g s  m a n  d i e  t: 

s c h n e i d e n d e n  E r z e u g e n d e n  v o n  P i n  p r o j e c t i v i s c h e  L u o r d -  
n u n g  m i t  d e n  S t r a h l e n  i m  B ü s c h e l  A B ,  s o  d a s s  e ,  s i c h  s e l h s t ,  

d e m  S t r a h l  e2 a b e r  e e n t s p r i c h t .  - O d e r  m a n  b r i n g e  d i e  a n -  
d e r e  R e g e l s c h a a r  v o n  F i n  e i n d e n t i g e s  E n t s p r e c h e n  m i t  dem 
B ü s c h e l  AB,  s o  d a s s  f ü r  d i e  I i i e r b e i  i n  e z  e n t s t e h e n d e n  v e r -  
e i n i g t e n  p r o j e c t i v i s c h e n  R e i h c n  d i e  D o p p e l e l e m e n t e  i n  B 
v e r  e i n  i g  t  in d. - J e d e  der  genannten Erzeugungsweisen ist für den- 
selben Complex xweimal ausfiihrbar. 

Cainplex [ ( 1 1 1 ) 3 ] ,  Xr. 21. 

l) = pl2 P34 - ( P I S  - ~ 4 2 ) '  + 2 ~ l d ( ~ 1 3  + ~ 4 2 )  = O > 

2) Sz'= ~ ~ ' P I Z P S ~  - c 1 2 ( ~ ' 1 3  - p 4 2 j 2  + P I :  = O ,  
3) (YI Y, + Y 4 Y,)' = O. 

F u r  P ( l : u : - o / 3 : p ) ,  Q ( 1 : y : - y 6 : i ) ' )  erliiilt uian 

4) a ( y - c t ) Z + 2 ( y + a ) = 0 .  
E r z e u g u n g  d e s  C o m p 1 c x r : s  [111(3)]. D i e  E b e n o  e i n e s  R e -  

g e l s c h n i t t e s  C s c h n e i d e  e i n e  F l a c h e  z w e i t e n  G r a d e s  F im 
K e g e l s c h n i t t e  K .  B e i d e ,  C u n d  K ,  o s c u l i r e n  s i c h  a n  miner 
S t e l l e  d r e i p u n k t i g  (so d a s s  s i e  s i c h  a u s s e r d e m  i n  n o c h  e inem 
P u n k t e  s c h n e i d e n ) .  J e d e r n  P u n k t e  a u f  K e n t s p r e c h e n  d i e  
z w e i t e n  S c h n i t t p u n k t e  d e r  v o n  i h m  a n  C g e z o g e n e n  T a n g e n -  
t e n  m i t  K. D i e  d n r c l i  d i e  e n t s p r e c h c n d e n  P u r i k t e  v o n  h' 
g e l i e r i d e r i  E r z e u g e r i d e n  d e r  eir ier i  S c h a a r  v o n  I' sinr i  die  
D i r e c t r i c e n p a a r e .  - Siehe [(1I1)111],  B'ig. 2. 

Coinplex [11(8 2)], Xr. 23. 

I l  s2 (I ( P ~ ~ S P S ~ ) ~  - !l ( ~ l . 2 - ! ) 3 4 ) ~  + ? I I :  + 1)1:= O >  
2 1 a'= ( 1 2  ( pl2 + 1 7 3 J 2  - b2 ( P I S  -p34I2 = O ,  
3) yl"m Y,Z - ys2-  y,") = O ,  ~ 1 , " 7 ? ~ i 1 , ~  - us2 - 1lqB) = 0. 

Die Singularitatenfl~clie ist ein Kogel K m i t  der Spitzr! dB und riri 
Krgelschnitt C in A l ,  welche zwei gcrneinsame Erzeugende liaben. 

* Hieraus ergehen aich sofort die sinçuliren Linicn. In  Nr. 20 der Disserts. 
tioii sind dieselben unrichtig angegeben. 
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Ein Punkt  P auf K sei 2 o r : Z a P : - ( m + a 2 ) : - i ( m - o r " .  - Seien 
non LW und N die gemeinsamen Schnittpunkte von K und C mit d,A,  

(Fig. 8), gegeben durch ys2+y,2 = 0 ,  und seien D, E bezüglich auf den 
Tangenten A, M, A, N an C gelegen , so sind sie darstellbar durch 0 : y  : - i  : 1 ,  
O :  1 :iy': y'. Alsdann gelioren P D ,  PE  dem Complexe a n ,  wenn 

4) a y = m  
Ji+/ ;  , /a+ Jb 

a Y = JIi (rn = va- y%' a- 4 a b  ' 

Es zeigt sich, dass die durch y, y' bestimmten Punkte  D, E als Ver- 
bindungslinie eine Tangente a n  C ergeben. D a  or, y = O ,  m die Gleicli- 
ung 4) erfüllen , so sind A,M, A, N selbstentsprechende Strahlen (Direc- 
tricen specieller Congrnenzen). 

~ e r s t e h t  man unter Ji, / O  die absoluten Werthe der Wurzeln,  so 

., Ja+ JO 
erhalt man für jeden Wertb von cr zwei Werthe y , =  ------ 

or ~/.-fi' 
rn Ji- Jb 

Y2 = <Y 7 so dass y, : y2 = Const. J e d e r  Kegelseite d mit dam 

Parameter a sind zwei Tangenten d', d" von C zugeordnet,  welche, mit 
.4,M geschnitten, zwei projectivische Reihen ergeben. Die Lloppelpunkte 
fallen nach A, und M. - J e  zwei dieser Tangenten d'du ergeben eirian 
Schnittpunkt O, dessen geometrischer Ort  ein nener Kegelschnitt Cl ist, 
welcher C in  M n n d  N lerührt .  

Die Complexstrahlen aus  P auf K bilden zwei Büschel Pd, Pd". 

Dar gemeinsame Strahl P O  ist ein singnlarer Complexstrahl. Bewegt sich 
P anf d l  so bleiben d ,  d" und O fest und  es besteht also der Büscliel 
O d  aus singularen Linien. Indem man das für alle Strahlen d auf K 
ausführt, erhiilt man eine Congruenz zweiten Gradeli von sirigularen 
Linien, bestehend sus  cd Büscheln, deren Scheitel Puukte  O auf Cl sind 
und deren Ebenen die j enen  Punkten  eindentig entsprechenden Strahlen 
d  auf K enthalten. 

Betrachtet man ferner die beidon linearen Congrnenzen, welche als 
gemrinsame Directrix eine Tangente von C haben (y = Cotist. ergiebt zwei 
Werthe für a),  so erhalt man als zweite Directricen zwei Stralilen auf K. 
Es entsteht auch sa ein Büschel singularer Linien." Solcher Büschel 
giebt es für jede Tangente von C eines und  die Gesamrntheit ist eirie 
waitere Congruenz zweiten Grades von singnlaren Linien. 

E ' l r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [11(22)]. E i n  K e g e l s c h n i t t  C 
i n  d e r  E b e n e  E b e r ü h r e  d i e  i n  E l i e g e n d e n  S e i t e n  s,, s, e i n e s  
K e g e l s  K i n  M u n d  N (Fig. 8). M a n  b r i n g e  d i e  S e i t e n  v o n  K u n d  
d i e T a n g e n t e n  a n  C s o  i n  p r o j e c t i v i s c h e  Z u o r d n u n g ,  d a s s  d i e  

* Die Enveloppe der Ebenen dieser Büschel ist ein weiterer Kegel K , ,  wel- 
cher K an den nach 2 und N gehenden Seiten berührt. 

Xeitaclirift f. Mathematik u. Pliysik XXVII, 5 .  18 
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g e r n e i n s a m e n  u n t e r  i h n e n  s i c h  s e l b s t  e n t s p r e c h e n .  D i e  S t r a h -  
l e n p a a r e  s i n d  d i e  D i r e c t r i c e n  d e r  C o n g r u e n z e n .  - Für  den- 
selhen Cornplex ist diese Erze,ugung auf zwei Arten ausführliar. 

Es seirn nun C ein Kreis,  fil und N seine unendlich fernen irnagi- 
naren Punkte ,  K ein Rotationskegel, dessen AXR irn Mittelpunkte von 
C zu der Ebene von C senkrecht steht. A h d a n n  geht der Cornplex durcli 
Rotation um jene Axe in eich selhst über: D e r  C o m p l e x  e n t s t e l i t  
d u r c h  R o t a t i o n  e i u e r  C o n g r u e n z  m i t  d e n  D i r e c t r i c e n  d l ,  i l z  

u m  e i n e  A x e  a ,  w e l c h e  d l  s c h n e i d e t  u n d  d ,  r e c h t w i n k l i g  
k r e u z t ,  w o b e i  d i e  E b c n e  v o m  P n n k t c  nd ,  n a c h  d2 z u  a s e n k -  
r e c h t  s t e h t .  

Cornplex [12 (12)], Nr.  22. 

l) - a ( ~ l , - ~ 9 4 ) ' +  P l 3 P 4 2  + ~ 1 3 ~ + ~ 1 4 8 = ~ >  

2) 52': - a2 ( P I ~ - P ~ . + ) ~  + 4 b 2 p , $ p 4 2  + 2 b ~ , , l  = 0 ,  
3) a y I 4 +  41i(I,-rr)y?yqZ - 4ab2(ylyà-y3yJ2= 0 .  

Die Singularitatenflache F ist eine Linienfiache vierten Grades, C re - 
m o  n a  VI. Sie hat  eine C a y  l e  y'sclic L)oppclgerade und eine doppelte 
Erzeugende. Letztere ist y,  =y, = O ( A ,  A,).  Sie ist zugleieli Dappel. 
gerade des Complexes und daher bat man in einer beliebigen Ebene P 
durch sie einen Complexkegelçchnitt, welchar in zwei Punkte IN, NI auf 
jener Linie liegend, zerfiillt. Von der Flache enthalt P auch einen 
Kegelschnitt K," auf welchem dnrch die Riischel MP, , N P  zwei Involu- 
ticmen entutehcn. Durch die Involutionspaarc gehen die Directricenpaarc 
als Ereeugende von F. (Vergl. [1(11)2], die  doppelten Leitgeraden sind 
hier unendlich nahe gerückt.) 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [12(12)]. E i n e  R e g e l f l a e h e  v i e r -  
t e n  G r a d e e  F, C r e m o n a  V I ,  h a b e  d i e  D o p p e l e r z e u g e n d e  c. Die  
E b e n e  P d u r c h  c c n t h a l t e  d e n  K e g e l s c h n i t t  K v o n  F. A u f K  
c o n s t r u i r e  m a n  c i n e  I n v o l u t i o n ,  d e r e n  P o l  i n  c f a l l t ,  s o  Sind 
d i e  d u r c h  d i e  P u n k t e p a a r e  d e r  I n v o l u t i o n  g e h e n d e n  E r z e u -  
g e n d e n  v o n  P d i e  D i r e c t r i c e n  d e r  C o n g r u e n z e n .  - Diese Er- 
zeugung ist stets zweimal ausfiihrbar. 

Coniplex [1(122)], Kr. 25. 

1) JL = Q (PI% + P ~ J  + ~ 1 3 ~  + P I ?  = 0 ,  
2) fi'= ( p l 2  + ~ 3 4 ) '  = O ,  
3) y 1 4 = 0 ,  v:=o. 

Die Singularitatenflache besteht au3 dem Büschel A, A, ,  vierfach 
zalileiid. Die Congruenzen müssen hier s p  e c i  e l  l e sein. 

* Die Schriittpunkte von K mit der Doppelerzeiigenden und die Pnnkte Jf,N 
Gestimmen eine Iiivolution, von welcher der eine Doppelpunkt in den Sclmitt der 
beiden Doppelgeraden von E' fallt. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ein Punkt  P in A, sei O : ' r r y :  a :  1 (Fig. 9), wobei a der Parameter 
des durch P gehenden Strahles im vorhin genannten Büschel ist. Ein 
Punkt B in  A, A, sei - 1 : 0 : f i  : O. Dann  gehoren die Stralilen des Rii- 

sc l i~ls  aus P nach A, R dem Complex a n ,  wenn 

4) u(qJ-P)" f2+1  = o .  
1st a =  Cnnst., 80 gehoren z u  j ~ d e m  Werthe y zwei Werthe p l ,  O,, 

also zu  jedcm Punkte  P im festen Strahl A, P zwei P u n k t e  R I ,  B 2 ,  welclin 
die Lage der Ebenen der Büschel aus 1' ergeben. - Rückt E nacli A, 

( y = c n ) ,  so fallen die P u n k t e  B,, h', nach A, ( p =  a) und die Ebcnen 
der Büschel sind in Al vereinigt. 

F ü r  den Schnittpunkt A von a mit ASA4 ist y = O ,  y,= ay, nnd fiir 

die ziigeordneten P u n k t ~  B ist -- = /3 = . Diese Punkte  geban, 
Yi 

mit A verbunden, Tangenten des Kegelschnittes y," + n ( ~ ~ ~ + y , " )  = O .  
D i e ~ e r  Kegelschnitt K ist der Complexkegelschnitt in  A2. Fiir ilin ist 
A,A,A, Tripel harmonischer Pole und die Schnittpunkte mit ASA4 
sind bestimint durch y,Z + y,' = 0. 

Setzt man in 4) = O ,  so foigt y = f /= . Sornit hat man fur 

die Punkte PI für  welche j e  die eine zugeliorige Ebene nach Al gelit1 

-- 
a" 1 . Hieraus ergieht. sich als 0i.t dieser Punkte 

Y 4  - 11 

der Kegelschnitt Ii, in  A, von der Gleicbung ri yZ2 + y32 + y42 = 0. E r  ist 
der Schnitt des Complexkegels ans  A, mit A , .  Ferner  schneidet cr AS A4 

in deneelben Punkten (y32+y,2=0) wic K. 

E r n e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [1(122)]. Z w e i  H l ~ e n e n  P, M 
(Fig. 10) e n t h a l t e i i  d i e  ' K e g e l s c h n i t t e  K I ,  P I  w e l c h e  p = P M  irn 
s e l b e n  P u n k t e p a a r  s c h n e i d a n ,  r e s p .  a n f  p d i e s e l b e  I n v o l i l -  
t i o n  h a r m o n i s c h e r  P o l e  e r z e u g o n .  D i e  P o l e  v o n  p f ü r  K, Ir; 
s e i e n  JI, P. F ü r  j e d e n  S t r a h l  cu d e s  B ü s c h e l s  I'P o r d n e  m a n  
d e m P u n k t e  A = u p  d i e  e i n e T a n g e n t i a l e b e n e  ut a u s  rr a n  d e n  
B e g e l s c h n i t t  h' z u  u n d  d e m  e i n e n  S c h n i t t p u n k t e  B v o n  cr m i t  
KI d i e  E b e n e  B q  ( B P M ) .  E n d l i c h  s e i  d i e  d e m  P u n k t e  I' z u -  
g e o r d n e t e  E b e n e  P. H i e r d u r c h  i s t  z w i s c h e n  d e n  P u x i k t e n  
u n d  E b e n e n  v o n  a e i n e  p r o j e c t i v i s c h e  Z u o r d n u n g  g e g e b e n .  
D i e  S t r a h l e n  a n s  d e n  P u n k t e n  i n  d e n  z u g e o r d n e t e n  E b e n e n  
g e b e n  j e  e i n e  ( s P e c i e I 1 e )  C o n g r u e n z  d e s  C o m p l e x e s .  - F ü r  
denselben Complex ist diese Erzeugung auf zwei Arten ausführbar. 

Wird der Complex metrisch specialisirt, so lasst er sich durch R o -  
t a  t i o n  erxeugeu. E s   lei M parallel mit 1'. K und K1 ~ e i e n  Kreise, so 
sind P, M deren hlittalpunkte und P M  = y sei senkrecht zu P (und M). 
Dann içt g die Rotationsaxe. J l c r  C o m p l e x  e n t s t e h t  d u r e h  R o t a -  

I H *  
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t i o n  e i n e r  s p e c i e l l e n  C o n g r u e n z  u m  e i n e .  A x e ,  w e l c h e  d ie  
L l i r e c t r i x  s c h n e i d e t  n n d  ~ e i k r e c h t  s t e h t  z u  d e r  d e m  S c h n i t t -  
p u n k  t e  e n  t s  p r e c h  e n  d e n  E b  e n e .  - Vergl. den Rotationseomplex 
[ I l  (22)]; r l ,  und  d, sind hier unendlich benachbart. 

Coniplex [(Il) 2 21, Kr. 26. 

1)  . Jè = 4 a P,, P,, + 4 b pl, P~~ + P~~~ + pI4' = 0 ,  
2) fi'= 2a' pl, p34 + PU + "p,,e = 
3 Y, I a ' d ~ i ~ , "  + ~ - a ) 2 ~ y , ~ 4 2  + 4nb (b-a)Yzlls~,I = 0. 

Die Ehcne Al (y, = 0) ist Ausnahmeebene u n d  der P u n k t  A, ( 0 ,  = 0) 
Ausnahmeptinkt. Als Beitrag sur  Singularitatenflache liefern beidc den 
Biischel ASA, .  Der übrige Theil ist eine Regelflache dritten Grades F, 
Sur welche A, und A, ein Doppelpunkt und eine L)opyeltaugontialebeue 
sind. - Die Ilirectricen der Congruenzen Sind aleo e n t w ~ d e r  Strahlen 
des Büschels d,A, oder Erzeugende von B. 

n i e  Doppelgerade von F werde d genannt ,  d ie  einfache Tdeitgerade 
sci 2. Der P u u k t  A auf d sei der Ausnalimepunkt des Complexes und 
A = A l  sei die Ausnahmeebene (Fig. 11). Eine  Tangentialebene P von 
F enthalte die Erzeugende e ,  daneben einen Kegelschnitt K. beide aiif 
F gelegen. D a n n  schneiden sich IL und  e im Punkte  il von d ,  sowie 
im Beriihrungspunkte P von P mit P. Weiterhin wird e von 1 in L ge- 
schnitten, die  Ebene A = dl  schneide P in a ,  welche Linie auch durch 
L gchcn muss. K wird von a in  R und S goschnitten. (P wird gebildet 
durch alle gemeinschaftlichen Sclinittlinien von K ,  d und 1, 'drei von 
ihnen sind e ,  A R ,  A S . )  

I n  P l6st sich der  Complexkegelschnitt auf in zwei Puukte ,  deren 
Verhindungslinie durch (den singularen Punkt )  P gehen muss. Diese 
Punkte  liegen auf  dem Schnitte von P mit der  Singularitatenflache ( I !  

ausgenommen, vergl. Srühere Fal le) ,  also der eine auf a ,  der andere auf 
K. I n  Fig. 11 sind sie M ,  N genannt. 

E ine  Ereeugende x von P treffe P, resp. K in  X. Diesem Punkte 
entsprechen X', X". Die eu x gehtirenden zweiten Uirectricen sind 
soniib die durch X' gehende Erzeugende von F und  der Strahl A X "  des 
Büschels AA. Hierbei konnen sich X a n d  X" in R und '5' vereinigen 
und andererseits ist  R S  ein Paar  der Involution XX'. 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(11)22]. E i n e  R e g e l f l a c h e  
d r i t t e n  G r a d e s  F h a b e  d i e  D o p p e l g e r a d e  d ,  d i e  e i n f a c h e  
L e i t g e r a d e  1. M a n  b r i n g e  v e r m i t t e l s t  d e r  P u n k t e  a u f  1 o d e r  
d e r  E b e n e n  d u r c h  d o d e r  d e r  P n n k t e  e i n e s  K e g e l s c h n i t t e s  h' 

d e r  F l a c h e  i h r e  E r z e n g e n d e n  i n  i u v o l u t o r i s c t i e  Z n o r d n u n g ,  
s o  s i n d  d i e  E r z e u g e n d e n p a a r r .  d i e  D i r e c t r i c e n  d e r  C o n g r n e n -  
z e n .  - O d e r  m a n  w a h l e  e i n e  D o y  p e l t x n g e n t i a l e h e n e  A von 
lg', w e l c h e  d i n  A t r e f f ' e n  mt ige .  D i e  S t r a h l e n  d e s  U ü s c h e l s  
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A A  s e t z t  m a n  i n  p r o j e c t i v i s c h e  Z i i o r d n n n g  z u  d e n  E r z e u g e n -  
d e n  v o n  FI s o  d a s s  d i e  i n  A l i e g c n d e n  S t r a h l e n  v o n  F s i c h  
s e l b s t  e n t s p r e c h e n .  

Anrnerkung nu der ersten l3rzeugungsweise. Die Stralileu von F, 
welclic je  von demeelben Punktc  auf rl ausgehen, schneiden ails l eine 
Involution von Punkten. Die involutorische Zuordnung der Erzeugenden 
von F zielit da8 Auftreten einer zweiten Involution nach sich. Reide 
liahen eiu gemainsames Paar, welches eine zerfallende Congruenz (A,  A) 
liefert. 

Coiilplex [(Ils) 21, Nr. 27. 

1) fi = 4 a PIS Pnz pise + PI: = 0 
2, a'= 2 Pis P d 2  + ~ 1 3 ~  = O ,  
3) (y1 yJ2 = O ,  = O. 

Zu der Sii~~ularitatenfliicIie geh6reil je doppelt A , ,  A 4 ,  A p ,  A3. In  
Al und A, wiihle man P und Q mit den  Coordinaten O : P : ct : 1 , 1 : y : S : O, 
so folgt aus 1) 

4) o r " 4 a a y + 1 = 0 .  

Die Strahlen d e r  Büticliel AzA, und  ASA4 siud [2,  11-deutig zu Di- 
rectricen geordnet. 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(112j2]. Von  z w e i  E b e n e n  A , B ,  
i n  d o r c n  S c h n i t t l i n i c  d i e  P u n k t e  A ,  B l i e g e n ,  b e r i i h r e  d i e  
e i n e  d e n  K e g e l s c h n i t t  K i n  C l  w a h r e n d d o m  d i n  a n d c r e  K i n  
E ,  F s c h n e i d e t .  D i e  T a n g e n t e n  I v o n  .K s c h n e i d e n  A u n d  B 
i n  P n n k t e n  Tl, T,  u n d  e s  s i n d ' ~ ~ , = d , ,  R T 2 = r i 2  d i e P a a r e  d e r  
D i  r e c t r i c e n .  - Vergl. [11(112)]; in Fig. 3 fallen C und D zusarnmen. 

Die gegebene Erzeugung kann man aiich so auffassen: Den Strahlen 
n ,  b, cl . . . eines Büschels H B  lasse man dio Paare n'u", b'b", c'c", . . . 
b e r  Involution von Strahlen im Büschcl A A entsprechan , doch s o l  dass 
A und B in A B  liegen nud dass a = A R mit dem einen Strnhl cr' des 
entsprechenden Involutionspaares zusamrnenfallt (sich einfach selbst ent- 
spricht). 

Complex [(12)(12)], Nr. 28. 

li a - (P,, +pS4? + ci pI3 P42 + ~ 1 3 ~  + P~~~ = O , 
2) fi'= a ( ~ 1 2  + ~ 3 4 ) ~  + 4 a PIS Pg2  + 2 &,a - 0 l 
3) {!Il2+ ~ ~ ( Y , Y , + Y , Y , ~  Iyla- ~ ~ ( Y ~ Y , + Y , Y , ~  =o .  

Analog [11(11)(11)], [1(11)(12)] erh#lt man:  
E r z e n g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(12)(12)]. Z w e i  E ' l a c h e n  a w e i -  

t e n  G r a d e s  FI, F2 b e r ü h r e n  s i c h  n a c h  z w e i  E r z e u g e n d e n  p ,  q. 

M a n  b r i n g e  i h r e R e g e l s c h a a r e n ,  w e l c h e  q s c h n e i d e n ,  i n  p r o -  
j e c t i v i s c h e  Z n o r d n u n g ,  s o  d a s s  f ü r  d i e  h i e i b e i  i n  p e n t -  
s t e h e n d e n  v e r e i n i g t e n  p r o j e c t i v i s c h e n  R e i h e n  d i e  D o p p e l -  
e l e m e n t e  i n  p g  v e r e i n i g t  s i n d .  E n t s p r e c h e n d e  S t r a t i l e n  s i n d  
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d i  0 1) i r e  c t r i c e n p a a r  e. - Diese Erzeugung larist sich für densclben 
Complex auf vier Arteu ansführen. 

Cuniplcx [(Il) (2 2)] , Kr. 20. 

l) fi = 4 a p12 P3el + ~ 1 3 %  $ = O 1 

2, fi'= pl2 p34 = O ,  
3) yi2 ( y s 2 +  9:) = 0 ,  v22(v2e + v,2) = 0. 

Die doppelten Ausnahmeelemente sind y, = O (Ebene C ) ,  v, = O 
( P u n k t  C ) .  Die  einfachen sind yi"fy: = 0 (Punkte A und 8). Rcziig- 
lich ihrer gegenscitigen Lage s. Fig.' 12. Es treten ohne Zweifol die 
Büschel auf:  A B ,  B B ,  A C ,  B C ,  CA, CB. D e r  B ü s c h ~ l  CC von Stralilen, 
die in den doppelten Aiisnahmeelementen liegen, kann  hier nicht in 
Betracht kommen; für jeden seiner Stralilen erhiilt man eine Congruena, 
bestehend ans &em Bündel C und dem Strahlfelde C l  beide doppelt 
zahlend. 

Die sehr einfache Untersuchung ergiebt : 
E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(11)(22)]. Z w e i  B ü s c h e l  ( A A ,  

B U  in Fig.  12) i n  a l l g e m e i n e r  L a g e  w e r d e n  s o  i n  p r o j e c t i -  
v i s c h e  Z u o r d u u n g  g e b r a c h t ,  d a s s  f ü r  d i e  i n  d e r  S c h n i t t l i n i e  
i h r e r  E b e n e n  e n t s t e h e n d e n  p r o j e c t i v i s c h o n  R e i h e n  d i o  D o p -  
p e l e l e m e n t e  z u s a m m e n f a l l e n .  (Vergl. [(11)(11)(11)]). Oder: Zwei  
p r o j e c t i v i s c h e  B ü s c h e l  A C ,  CB l i e g e n  s o ,  d a s s  d i e  E b e n e  des 
e r s t e n  d u r c h  b e i d e  S c h e i t e l  g e h t  u n d  d e r  S c h e i t e l  d e r  z w e i -  
t e  n i n  b e i  d e n  E h e n  e n  l i e g t .  (Nach der  eingeführten Bezeichnung 
entsprecheu sich dann d B  nod C E ,  ferner A C  und AB.) - ~ e t z t e r e  
Erzeugung ist auf zwei Arten ausführbar.* 

I n  Fig. 12 ist s ein belieliiger Complexstrahl; er ergielit f'ür jedes 
Büschelpaar zwei entsprechende Strahlen und bestimmt mit  A B CA B C 
den  Complex. 

Complex [1(14)], Nr. 31. 

1) a= a ( P , Y + P J ~  + 2 ~ 1 3 ~ x 3  + 4piii2= 0 ,  
2) fi'= f l e ( ~ l z + ~ 3 4 ) 2  + 2 ~ 1 3 ~ 1 4  = O ,  
a y3' (4y12+ ayS2) + 8 a 9 1 " ~ 3 ~ 4  - Y,Y , )  = 0. 

Die Singularitiitenfiiiche is t  vom vierten Grade mit der dreifachen 
Geraden yl = y3 = 0. Die stationgren Ebeneri sirid in  y, = O vereinigt 
(Spccialfall von C r  e m o  n a  X). M a n  ~ r h a l t  diesen Fa11 aus [11(13)], 
indcm man den dort auftretrnden Doppelpunkt T von C!, in &ne Spitze 
verwandelt. 

E r z a u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [1(14)]. F i i r  e i n e  R e g e l f l i i c l i e  
v i e r t e n  G r a d e s  F, C r e m o u a  X ,  m i t  v e r e i n i g t e n  s t a t ~ o n a r e n  
E l e m e n t e n  h r i n g e  m a n  d i e  E b e n e n  d u r c h  d i e  d r e i f a c h e  G r -  

* S. die Scfilussbemerkurig zu [(53)]. 
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r a d e  6 0  i n  i n v o l u t o r i s c h e  Z u o r d n u n g ,  d a s s  d i e  n i n e  s e l b s t -  
e n t s p r e c h c n d c  E b e n c  i n  d i e  s t a t i o n a r e  f a l l t .  D i e  E b e n e n -  
p a a r e  s c h n e i d e n  F i n  d e n  D i r e c t r i c e n p a a r e n  d e r  l i n e a r e n  
C o n g r u e u z e n .  - Die zweite Doppelebene.  der Involution ergiebt 
jeweilen eine specielle Congruenz. Solcher giebt es aber zwei und es 
ist oben grgcbene Erzeugiiiig  PB Complexes auf zwei Arten ausfülirbar. 
Selbstverstaodlich is t ,  dass man die Involution der Ebenen durch eine 
aus, Punkten auf der dreifachen Geraden ersetzen kann.  

Coniplex [ (I l )  41, Kr. 32. 

Die Singiilaritatenflache ist e ine Regelflache dritten Grades F mit 
eioer Cuspidalebene und dem zugehorigen Cuspidalpiinkte. - Eine  Ba- 
traçhtung unalog [(11)2 21 ergiebt folgendcs Resultat (in Fig. 5 fallen R 
und S znsammen): 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [ ( l l )4] .  E i n e  R e g e l f l i i c h e  d r I t -  
t e n  G r a d e s  F h a b e  d i e  D o p p c l g e r a d e  d l  d i e  e i n f a c h e  L e i t -  
g e r a d e  1 ,  d i e  e i n e  C u s p i d a l e r z e n g e n d e  s e i  c ,  d e r  d a z u  g e h o -  
r e n d e  C u s p i d a l p u n  k t  C'=cd u n d  d i e  C n s p i d a l e b e n e  C = c d .  A l s -  
d a n n  c o n s t r u i r e  m a n  i n  1 z w e i  p r o j e c t i v i s c h e  R e i h e n  X I  Y, 
Z ,  . . . ;  X', Y ' , b ,  ..., d e r e n  D o p p e l p u n k t e  i m  P u n k t e  ZC v e r e i n i g t  
s i n d .  D i e  ausi X, Y,  ... g e z o g e n e n E r z e n g e n d e n  v o n  F b i l d e n  
m i t  d e n  S t r a h l e n  C X ' ,  C Y ' ,  ... d i e  D i r e c t r i e e n  d e r  C o n g r u e n -  
z e n .  - O d e r  m a n  o r d n e t  d i e  P u n k t e  a n f  1 z u  e i n e r  I n v o l u -  
t i o n ,  s o  d a s s  e i n  D o p p e l p u n k t  n a c h  Z C  f a l l t ,  u n d  z i e h t  d i e  
D i r e c t r i ~ e n ~ a a r e  a l s  E r z e u g e n d e  v o n  F d u r c h  d i e  I n v o l u -  
t i o n s p a a r e .  

Coniplex [(114)1, Nr. 33. 

111 2) = + pldo1 fi'= P l ,  P l ,  = 1 

3 (y,y,I2 O 7 ( ~ 2 ~ 4 ) ~  = O .  

Wie b ~ i  [11(112)], [1(113)] findet man ,  dass die Directricen zwei 
Büscliel mit [ l ,  21- deutiger Zuordnung bilden. 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(114)]. D e n  S t r a h l e n  n ,  h ,  c ,  ... 
e i n e s  B ü s c h e l s  6 B  l a s s e  m a n  d i o  P a a r e  aga", b'b", ç'c", . . .  e i n e r  
I n v o l u t i o n  v o n  S t r a h l e n  i m  B ü s c h e l  AA e n t s p r e c h e n ,  w o b e i  
A u n d  B i n  A B  l i e g e n  u n d  AB x u g l e i c l i  S t r a l i l  i n  BI3 u n d  d e r  
e i n e  1 ) o p p a l s t r a h l  d e r  I n v o l u t i o n  i n  A A  i s t  (sich doppelt selbst 
entspricht). - Man verg]. [(112) 21. - Bei [1(113)] lasse man D nach C 

fallen, so dass A den Kegelschnitt K in C  berührt. 
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Complex [1(Z 3)], Nr. 35. 

Il = - a (PIZ-P,~)~ + PI,' + pl4 (pl2 + ~ 3 4 )  = l 

2, (pl2 - ~ 3 4 ) ~  - ~ 1 4 '  = O ,  
3) Y ~ " ~ ~ " ~ ~ ( Y ~ Y ~ - Y , " ) I  = O ,  a22(a,2-4a (man4+~o%)l = o .  

Die Untersuchung wird hier geführt, wie bei [ I l  (2 2)]. E s  ergiebt sicli: 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [1(23)]. E i n  K e g e l  K u n d  ein 
K e g e l s c h n i t t  K s c i e n  s o  g c l e g e n ,  d a s s  K i n  e i n e r  T a n g e n -  
t i a l e b e n e  v o n  K l i e g t  u n d  d i e  d a r i n  b e f i n d l i c h e  E e g e l s e i t e  
a n  d e r  K e g e l s p i t z ~  t a n g i r t .  N u n  b r i n g e  m a n  d i e  K e g e l s e i -  
t e n  u n d  d i e  T a n g e n t e n  v o n  K  i n  p r o j e c t i v i s c h e  Z u o r d n u n g  
m i t  B e a c h t u n g  f o l g e n d e r  B n d i n g u n g .  W e n n  m a n  d i e  T a n -  
g e n t e n  a ,  h ,  ... v o n  K mit. d e r  f e s t e n  t u n t e r  i h n e n  s c h n e i d e t , ,  
s o  e n t s t e h e n  P u n k t e  A ,  B,  C, ...; d u r c h  e i n e  f e t i t e  K e g e l s e i t e  
l e g e  m a n  E b e n e n  n a c h  d e n  S c i t e n  a', B', c', ..., w e l c t i c  den  
T a n g e n t e n  a ,  b ,  c l  ... e n t s p r a c h e n .  D i e s e  E b e n e n  s c h n e i d e n  
t i n  d e n  P u n k t e n  A', B', C', ..., w e l c h e  m i t  A ,  B ,  C, ... e w e i  v e r -  
e i n i g t e  p r o j e c t i v i s c h e  R e i h e n  b i l d e n .  D i e  D o y p e l e l e m e n t e  
m ü s s e n  i m  S c h n i t t e  v o n  t m i t  d e r  K u n d  K g e m e i n s a m e n  Er -  
z e u g e n d e n  v e r e i n i g t  s e i n .  - Diese Erzeugung ist stets auf zwei 
Arten ausführbar. 

Jeder  Seite von K entsprechen zwei Tangenten von K. Der geo- 
metrische Ort  des Sctinittpunktes ist ein neuer Kegeltiehnitt KI,  welcher 
K a n  der Kegelspitze vierpunktig omxlirt. E r  itit die eine Brenncurve 
für  die eine Congruenz zweiten Grades von singularen Linien. Die 
duale  Betrachtung ergiebt eine weitere Congruene, s. [11(22)]. 

Complex [2 (1 3)], Nr. 36. 

I l  .n=4flp13p42+ ~ 1 3 '  $ 2 ~ l d ( ~ ] 2 + ~ ~ 4 ) = 0 ,  
2) fi'= 4 a2p,3 Pd, + 2 a pl: + PI: = O ,  
3) Y, (Y,'+ 8 n 2 ~ 4 ( ~ l ~ g  + y3y4) + 4ayly:I = 0. 

Die Singularitatenfliiche ist eine C a  y 1 e y  'sche L i n i e n f k l i e  dritteri 
Grades F mit einer Ebene A (y, = O) ihrer Doppeleveloppabeln iind dem 
dazn gehorenden Punkte  A der Doppelgeraden. Als Linienflache vierten 
Grades hestcht sio ans F und dcm Büschel AA. 

Ein  P u n k t  a u €  F sei P, P sei die zugehorige Tangentialebene. Dann 
tiat man in P (Fig. 13) einen Kegelschnitt K I  eine Erzeugende e und die 
Schnittlinie a mit der Ausnahmeebene. Llierbei schneiden sich KI e und tr 

in  einem gemeinsamen Punkte. O, welcher auf der  Doppelgeraden d von 
F gelegen ist. Die Tangente b in U an K ist die Schnittlinie von P mit 
der stationaren Ebene. - Der  Complexkegelschnitt in  P besteht aus den 
Büscheln M, N, wobei M auf a ,  N auf K liegt und  M N  durch P geht. 
Einem Punkte  X a u T  K entsprechen X' (auf K )  u n d  X" (auf a) .  Auf K 
entsteht eine Involution von P n n k t e n ,  wobei D E  eines der Paare ist. 
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Ferner vereinigen sich X und X" sowohl in Il, als in E. Dabei ist E 
der Schnittpunkt von P mit der  in  der Ausnahmeehene gelegenen Er- 
zeugenden. 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [2(13)]. D i e  E r z e n g e n d e n  e i n e r  
C a y l e y ' s c h e n  L i n i e n f l a c h e  d r i t t e n  G r a d e s  F b r i n g e  m a n  i n  
i n v o l u t n r i s c h e  Z u o r d n u n g .  E n t s p r e c h e n d e  E r z e n g e n d e n  s i r i d  
d i e  D i r e c t r i c e n  d e r  l i n e a r e n  C o n g r u e n z e n . "  Oder: A u f  d e r  
D o p p e l g ~ r a d e n  d e r s e l b e n  F l a c l i e  F s e i  e i n  P u n k t  A m i t  d e r  
z u g e h h r i g e n  T a n g e n t i a l e h e n e  A. D i e  S t r a h l e n  d e s  B i i s c h e l s  
A A  h r i n g e  m a n  i n  p r o j e c t i v i s c h e  Z n o r d n u n g  m i t  d e n  E r e e u -  
g e n d e n  a n f  F ,  s o  d a s s  d i e  b e i d e n  g e m e i u s a m e n  S t r a h l e n  (die 
stationare Erzeugende und die i n  A aus A gehende) s i  c h  s e l  b s t e n  t -  
s p r e c h e n .  

Coniylex [5 (1 2) 1 ,  Nr. 87. 

1 ) = 4 a p14 FIn:, + ( I ) ~ ~  + ~ 3 . 4 ) '  f PI: + 1'14 (1'11 +1)54) O i 
2) a'= 4 aQP14 p29 + a 2 ( ~ 1 2  + ~ 3 4 ) '  + ~ 1 4 8  + 4 n  p i d ( ~ ~ e  + ~ 3 4 )  = O 1 

3) Y ; - ~ U Y : Y ~ +  4 a 3 ( ~ , ~ , - Y s Y 4 ) " = .  

Die Singularitatenflache ist eine Regelflache vierten Grades F, C r c  - 
rn o u a VI ,  mit Rückkehrerzengen der c , die C a  y 1 e y 'sclie Doppelgerade 
sei d. 

Man gelaugt hier sehr leicht zum Ziele, wenn man irgend eine Tan-  
gentialebene von P cinführt (dasselbe gilt für [12112)]). Noch einfacher 
ist es aber, eine E t e n e  P durch die Rückkehrerzeugende c eineuführen, 
etwa y4 = O. Wie man aus obigen Glrichungen leiçht nachweist, eutlialt 
dime Ebene riebst c einen Kpgelschnitt K, der c berührt, und der Com- 
plexkegelschnitt in  dieser Ebene ist v," (1 I J , ~  = O. E r  hat  sich aufgelost 
in zwei Büschel, deren Scheitel M ,  N i n  c liegan. Der  Schnittpunkt 
von c mit der Doppelgeraden . d e r  Flache, der  Rerührungspunkt mit K, 
M und N bilden dahei eine harmonische Gruppe. 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [3(12)]. E i n e  R e g e l f l a c h e  v i e r -  
t e n  G r a d e s ,  C r e m o n a  VI,  h a b e  d i e  R ü c k k e h r e r z e u g e n d e  c. 
D i e  E b e n c P  d u r c h  c e n t h a l t e  d e n  K e g e l s c h n i t t  K v o n  F (wel- 
cher c berührt). A u f  K c o n s t r u i r e  m a n  e i n e  I n v o l u t i o n ,  d e r e n  
P o l  i n  c f a l l t ,  s o  s i n d  d i e  d u r c h  d i e  P u n k t e p a a r e  d e r  I n v o -  
l u t i o n  g e h e n d e n  E r z e n g e n d e n  v o n  P d i e  U i r e c t r i c e n  d e r  C o n -  
g r u e n  z e n .  - Diese Erzeugnng ist stets zweimal ausführbar. 

* Die der stationiren Erzeugeudeu entsprechende liefert eine zerfallende Con- 
grueuz. 
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Als Linienflache aufgefasst, besteht die Sirigularitiito~iflacl~e aus d m  
Uüschel y, - v, = O ,  vierfach zahlend. Man bat hier specielle Con-  
gruenzen. 

Auf dem Strahl  y3 = a y ,  des Riiscliels A , A l  soi Q mit den Coordi- 
naten O : ay: a :  1.  Durch A,Q legt man eine Ebene nacb B auf A , d , ,  

wobei fiir B y1 = By,. Uas Büschel in  dieser Ebene  B mit dem Scheitel 
gehort dem Cornplex a n ,  wann 

4)  a " + 2 ~ ~ / 3 ~ + 2 = 0 .  
Fiir eine.n beliebigen Werth von a besteht zwischen P ,  y eine bilineare 

Gleichung. - -  F ü r  Q in A, fallt die Ebene /l mit A l  eusammen ( p = 0 ,  
y = m). F ü r  den Schnittpunkt N der Directrix a mit d , A 4  (Fig.  14) itit 

2 
und es nmhüllen dicse Linien N B  in Al den Kegel- 

CK2 

schnitt 11: -- 2 ulug = O ,  y4' - 2 yl y3 = O .  E r  ist der Complexkegelschriitt 
Kz in A,.  

Fiir ,5 = m iet nach 4) a + 2 y = O .  I n  Al liegt also der Kegelschnitt 
y,a + 2 y, y, = O und  es entspricht dem Schnittpunkte M von or mit ihm 
eine nach Al gelleride Ebene. 

E r z ~ u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(123)1. A, d ,A3d,  (Fig. 14) s e i  e in  
T e t r a e d e r .  I n  d e r  F l a c h e  A, b e r ü h r t  d e r  K e g e l s c h n i t t  KI d i a  
K a n t e n  d,A,, A,A, i n  A, u n d  A.,. D e r  K e g e l s c h n i t t  K2 i n  A,  
b e r ü h r t  A I A 4 ,  A3A4 i n  A, u n d  A,. N u n  b r i n g e  m a n  f ü r  d i e  
S t r a l i l e n  A,NN d e s  B ü s c h e l s  A,A, d i e  P u n k t e  u n d  E b e n e n  so 
i n  p r o j e c t i v i s c h e  Z u o r d n u n g ,  d a s s  1. d e m  P n n u k t e  A2 s t e t s  d i e  
E b e n e  A,, 2. d e m  P u n k t e  A?' i n  ASA, d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  a i  

a n  Hz u n d  3. d e r  E b e n e  A,MA,  d e r  S c h n i t t p n n k t  M m i t  KI e n t -  
s p r i c h t .  D a m i t  i s t  A,N d i e  D i r e c t r i x  e i n e r  s p e c i e l l e n  C o n -  
g r u e n z  d e s  C o m p l e x e s .  

Hier wurden der  Complexkegelschnitt K,  in As und der Complex- 
kegel A,& zur  Cnnstruction verwendet. An  Stelle dessen kann man 
anch zwei Complexkegel einführen: D i e  C o m p l e x k e g e l  a n s  d e n  
P u n k t e n  SI, S, d e s  R a u m e s *  s c h n e i d e n  e i n e  E b e n e A  i n  K I ,  K , ,  
w e l c h e  K e g e l s c h n i t t e  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  A d r e i p u n k t i g  
o s c n l i r e n .  (Fig. 15.)  D e r  l e t z t e  g e m e i n s a m e  P u n k t  R v o n  Il, 
K, l i e g t  m i t  A ,  SI,  S2 i n  e i n e r  E b e n e .  I r g e n d  e i n  S t r a h l  a des  
B ü s c h e l s  A A  s c h n e i d e  K 1 ,  K2 i n  M l ,  M,. D a n n  i s t  a D i r e c t r i x  

* Die Punkte S,, S, dürfen hierbei nicht in derselben Geraden aus dem Aus- 
nahmepiinkte A liegen, da sonst KI und XE zusammenfallen. - Der Complex lisst 
sich leioht aus Congruenzen erster Ordnung zweiter Classe erzeugen. Die eine 
Brenneurve ist je eine Gerade aus A, die andere ein Kegelechnitt in A durch A 
gehend. - Etwas Aehnliches gilt für [1(122)], welcher Complex auch aus specielleo 
Congrueneen besteht, deren Directricen einen Büsehel bilden. 
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e i n e r  s p e c i e l l e n  C o n g r u e n z  d e s  C o m p l e x e s ,  w e n n  d e n  P u n k -  
t e n  A ,  M,, M ,  d i e  E b e n e n  A ,  US,, ciS2 e n t s p r e c h e n .  

Complex [2 (2 2)], Nr. 40. 

i l  fi = 2 a P i 2  /j94 + pls2 + pl3' + = 0 1 

2 ,  ' fi'= pl2 (pl4 + ' ~ 1 3 1 )  I 

3 ) y," y,% - a2 + 1 = 0 ,  vp2  (cS2 + vq2) = 0. 
Bei diesem Complex treten eigeutlich zwei duale wesentlicli verschie- 

dene Falle auf. Wir beschranken uns  zunachst auf den Fa11 (A) ,  Diss. 
S. 194. Hier bestelit die Sirigularitatenflachc aus einem Kegel K mit 
der Spitze A, (Fig.  16) und zwei Büscheln MA1, N A , .  - Al ist die 
Ebene y,  = O ,  M u n d  N sind die Punkte  y3 + iy, = 0 ,  y, - i y4  = O in 
A 3 A 4 .  - Ein P u n k t  P auf der Erzeugenden or des Kegels habe die Co- 
ordioaten 2 i n  n : f l  : - i ( l  + cu" : (1 - a'). Ferner  sei Q in A, der Sçliuitt- 
punkt der Strahlen y3 + iy4 + y y2 - 0 ,  6 (y3 - i y4 )  + y, = 0 ,  hat  also die 
Coordinaten O : - 2 i d  : (y d + 1) : ( y  6- 1).  E'ür PQ erhalt man dann 

4, (a- id)(ar- i y )  = O. 
Somit bilden die Complexstrahlen, welche die  Kegelseite rr treffen, 

zwei lineare Congruenzen, deren zweite Directricen Strahlen in Al aus 
Pl und N sind. Nach 4) ist fifr sie y = 8 und der Ort  ihres Schriitt- 
pnnktes ist somit der  Ihgelschni t t  y32+y:  -y2' = O .  Er wird von A2.W, 
d,N in M und N berührt. Seine Punkte  sind den Erzeugenden von K 
eindeutig zugeordnet und die  su entstehenden S t rah lbüsch~l  bilden eine 
Congruenz zweiten Grades von singuliiren Linien. n i e  anderen singu- 
laren Linien bilden zerfallende Congruenzen, bestehend aus den Riindrln 
.YI, 14' und ails de i  Ebene  Al doppelt. 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [2 (22) ] ,  (A) .  A u f  e i n e m  K e g e l  
z w e i t e n  G r a d e s  K w i i h l e  m a n  e i n e n  P n i i k t  M .  D u r c h  d i e  
K e g e l s e i t e ,  i n  w e l c h e r  M l i e g t ,  l e g e  m a n  e i n e  E b e n e  E u n d  
b r i i i g e  d i e  E r z e u g e n d e n  d e s  K e g e l s  s o  i n  p r o j e c t i v i s c h e  Z u -  
o r d n u n g  m i t  d e n  S t r a h l e n  d e s  B ü s c h e l u  M E ,  d a s s  d e r  g e m e i n -  
s a m e  S t r a h l  s i c h  s e l b s t  e n t s p r i c h t .  E n t s p r e c h e n d e  S t r a h l e n  
s i n d  d i e  D i r e c t r i c e n  d e r  C o n g r u e n z e n .  Diese Erzeugung ist in  
doppelter Weise ausführbar. 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [2(22)1, (R). E i n  K e g e l s c h n i t t  
K i n  d e r  E b e n e  E (Fig. 17)  h a b e  e i n o  T a n g o n t i a l e b e n e  A u n d  
es  s e i  A e i n  P u n k t  i n  A E .  D i e  S t r a h l e n  a ,  h ,  c l  ... d e s  B ü -  
s c h e l s  A A  b r i n g e  m a n  i n  p r o j e c t i v i s c h e  Z u o r d n u n g  m i t  d e n  
T a n g a n t e n  a', b', cf, . . .  v o n  K ,  s o  d a s s  d i e  L i n i e  A B  s i c h  s e l b s t  
e n t s p r i c h t .  D i e  C o n g r u e n z e n  s i n d  a n ' ,  bb', cc', . . . .  - Diese 
Erzwgung ist stets zweimal ausführbar." 

* Bezüglich der singularen Linien vergl. den Fa11 (A) .  In der Dissertation 
S. 195 sind dieeeltieri unrichtig angegeben. 
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Coniplex [(2Z 2)], Nr. 41. 

11, 2)  SL = + pl;  + pi4e = O ,  fi'= O ,  
3) Y , ~ = o ,  ( V ~ ~ + U ~ + V ~ ~ ) = O .  

Hier  handelt es oicli zunachst um den Fa11 [(2 2 2)], (A). 1)er Corn- 
plex hesteht nus allen Treffgeraden eines Kegelschnittes (yl= y,"+ $: 

t Y: = 0). 
E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(222)],  ( A ) .  D i e  D i r e c t r i c c n -  

p a a r e  s i n d  c o n ~ e c u t i v e  T a n g e n t e n  e i n e s  K e g e l s c h n i t t e ~ .  
E r x e u g u n g  d e s  C o u i p l e x e s  [(222)], (B). D i e  D i r e c t r i c e n -  

p a a r e  s i n d  c o n s e c n t i v e  E r z e u g e n d e  e i n e s  K e g e l s .  
Wenn man auf einer Flache zweiten Grades die  Strahlen a ,  b ,  ... 

der einen Regelschear mit denen der  andcrn (a', b', . . .) in projectivische 
Zuordnung bringt,  so bilden die zerfallenden Congruenzen an', 60',  ... 
beide Complexe [(2 2 2)] a13 zerfallenden Complex vierten Grades. 

Beide Complexe konnen bei metrischer Specialisirung durch R o t a -  
t i o n  erzeugt werden. B e i  (A) r o t i r t  e i n e  z e r f a l l e n d e  C o n g r n e n z  
m i t  d e n  D i r e c t r i c e n  d l ,  d, u m  e i n e  A x e ,  w e l c h e  dl  s c h n e i d e t  
n n d  z u r  E b e n e  d,d2 s e n k r e c h t  s t e h t .  - B e i  (B) r o t i r t  d i e  z e r -  
f a l l e n d e  C o n g r n e i i z  u m  e i n e  A x e ,  w e l c h e  d u r c h  d e n  P u n k t  
d l d ,  g o h t .  - Beide Falle lassen sich als Specialfalle des Rotationscom- 
plexes [ I l  (22)] darstellen. - Auch der zerfallende Complex vierten Gra- 
des (A),  (B)  kann m m  Rotationscomples werden. 

Complex [(15)], Kr. 43. 

i l  hQ' 2 ~ , , P , ,  + P , ~ ( P ~ Z + P , , )  = O ,  
2) a'= 2 Pl, ( p l ,  + ~ 3 4 )  + P I :  = 0 , 
3) Y, 11 / i "~ /2  - ~ / I Y S Y ~  + 2y3'I = 0 .  

Die Singularit%tenfl%che ist eine C a  y 1 e y'sche Linienflacho drittrn 
Grades F mit ihrer titationaren Ebene S u u d  dem stationaren Punkte S. 

Fig. 18 (analog Fig. 13 für [2(13)]) giebt ein Bild desseri, was in 
einer Tangentialehene P von P enthalten ist. Aus P werden If und e 
geschnitten, nus der Doppelgeraden von B dcr  P u n k t  D l  aus der statio. 
naren Ebene  die Gerade s (dio Tangente a n  X in  D ) .  Die singulare 
Linie durch P ist  fi1 N. - Die Directricen, welche auf F liegen, ergeben 
auf K die Involution mit dern Pol  M. Die andere Schaar von Con- 
gruenzen hat  zu Directricen Erzeugende x von B (welche K j e  in  einem 
Punkte  X treffen) und  Strahlen S X "  des Büschels SS. 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(15)]. D i e  D i r e c t r i c e n  s i n d  
d i e  z u  e i n e r  I n v o l u t i o n  g e o r d n e t e n  E r z e u g e n d c n  e i n e r  
C a y l e y ' s c h e n  R e g e l f l i i c h e  d r i t t e n  G r a d e s ,  w o b e i  d i e  e i n e  
s e l b s t e n t s p r e c h e n d e  E r z e u g e n d e  d i a  s t a t i o n a r e  i s t .  - Oder: 
M a n  b r i n g e  d i e  E r z e n g e n d e n  a ,  b ,  ... d e r  g e n a n n t e n  F lac l ie  
( m i t  d e m  s t a t i o n a r e n  P u n k t e  S u n d  d e r  s t a t i o n a r e n  E b e n e S )  
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i n  p r o j e c t i v i s c h e  Z n o r d n u n g  m i t  d e n  S t r a h l e n  a', b', ... d e s  
B ü s c h e l s  SS,  no d a s s  z n n a c h s t  d i e  s t a t i o n a r e  E r x e u g e n d e  
s ich  s e l b s t  e n t s p r i c h t .  D i e Z u o r d n u n g  m u s s  e u d e m  f o l g e n d e  
B e d i n g u n g  e r f ü l l e n :  E i n  K e g e l s c h n i t t  K a u f  B w e r d e  v o n  
o ,  1 1 ,  . . .  i n  d e n  P u n k t e n  A ,  B ,  . . .  g e s c h n i t t e n  u n d  d i e  E b e n e  
von  K v o n  d e n  S t r a h l e n  a', b', . . .  i n  A', A', . . . ;  d a n n  m ü s s e n  
d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  Ad', R B ' ,  ... e i n  B ü s c h e l  b i l d e n ,  d e s -  
s e n  S c h e i t e l  a u f  h' l i e g t . *  

Coniplex [(2 4)], Nr. 45. 
1 ) , 2 )  f i = ~ ~ , 2 + ~ i 4 ~ + 2 ~ ~ ~ ~ ~ ~ = 0 ,   fi'=^^^^^^=^, 
3) y 4 ' i y s 2 + y ~ ) = O ,  O ~ ~ ( U , ~ - ~ V ~ U ~ ) = ~ ,  

Die Singularitiitenflache hesteht aus zwei degenerirten Flachen awei- 
t.en Grades. Die eine i ~ t  ein Kegelschnitt K in A 4 .  Die andere eerfallt 
in zwei Doppelbüschel, deren Scheitel in ' e inem Pnnkte  ( A , )  auf H ver- 
einigt sind (Fig. 19). Die Ebenen dieser Büschel Sind zwei Tangential- 
ebenen von K (y, 2 i y4  = 0). 

Es sei P ein Punkt  auf dem Strahl u des Büschels A,,  y, - iy ,=  0 
mit den Coordinaten u : i : p : l .  F ü r  ,@ in  A, habe man 1 : 6 : y : O ,  so ist 
PQ Complexstrahl, wenn 

4) u 2 d - 2 y - 2 i u = 0 .  
Der Ort von Q für ein bestimmtes u ist somit d ie  Gerade u2y2- 2y3 

- 2 ia  y, = 0 ,  welche als Enveloppe den Kegelschnitt vI2 - 2v,v3 = 0 
ergiebt, also K ,  fi. 3) .  - Die  Zuordnung der Tangenten 1 an A' mit den 
Strahlen a des Büschels A 3 , A ,  M ergiebt sich durch Einführung der Linie 
A 3 ,  welche ihre Schnittpunkte mit der  Eberie A,  = A, A2A4 verbindet. 
A ist a : i : O : l ,  B ist u : 2 i : 0 : 0  und d ieLin ie  A H  trifft A2A4 stets im 
Pnpkte y, = y ,  = y2 + iy4 = O ,  also im Schnittpunkte von A2 A, mit der 
zweiten Ebene der  Singnlaritatenflache. Die  Roihen A (in M A , )  und B 
(in ASA,)  sind perspectivisch. 

Ebenso entspricht der Tangente 1 a n  K  ein Strahl y = A,C im Bü- 
schel A, .  A,  N. Die  Schnittpunkte B, C mit A3 liegen perripectivisch mit 
171 ale Centrum. 

Ohne Zweifel iet die Ebeue  AS eine singulare (eine Tangentialehena 
der Singularitatenfl~che), A2 der singulare Piinkt in ihr, A, M N  die sin- 
gulare Liuie und M l  N reprasentireu den zerfallenden Complexkegol- 
schnitt in A 3 .  

* Aehnliche EinschrZnkungen kommen vor bci [1(2 3)], [(111)(12)], [(11)(13)] 
etc. - Es hiogt das damit zusammen, dass die Singularititenfliiche (hier E', S und 
6 zusammen) irn Allgemeinen fiir cis' Complexe (zweiten Grades) gleicher Gattung 
Singularitatenfliche ist. Tritt also bei der Zuordnung der Directricen eine Invo- 
lution auf, so hat nian nur e i n e  einschrbkende Bedingung, bei Projectivitat da- 
gegen deren z w e i. 
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Nachdem man erkannt  ha t ,  dass die Congruenzen 1 ,  A,A und 1 ,  AgC 
(Fig. 19; M, N ,  Ai sind fest,  dagegen 1 ,  B. A ,  C verandarlich) dem Corn- 
plex angehoren, kann man eine Congruenz erster Orrlnung zweiter Classe 

von singularen Linien leicht angehen. Die Ebene  A, AC schneidet 1 in T. 
D a  aber  oline Zweifel die Gruppe A, 8 A, B' eine harmoniiîclie ist, 

so ist 1' gerade der Herülirungspurikt von 1 mit K. Der Biischrl ails 7' 
in der Ebene A,AC besteht au8 singularen Linicii Fiir jede Lage von 
t ist T auf K und  die Ebene des 13üschels gelit durch die feste Iinie 

ASA,. S o m i t  b e s t e h t  d i e  C o n g r u e n z  d e r  g l e i c h s e i t i g e n  T r e f f -  
g e r a d e n  v o n  ASA, u n d  h' a u s  s i n g o l a r e n  L i n i e n .  - Der iibiige 
Theil der  Congruenz singularer Linien zerfallt. * 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(24j],  (A).  A n  e i n e n  K a g e l -  
s c h n i t t  K l e g e  m a n  e i n e  b e l i e b i g e  T a n g e n t i a l e b e n e  E u n d  es 
s e i  P d e r  1 3 e r ü h r u n g s p u n k t ,  p d i e  z u g e l i o r i g e  T a n g e n t e  a n  6'. 

M a n  b r i n g e  d i e  S t r a h l e n  d e s  R ü ~ c l i e l s  P E  i n  p r o j e . c t i v i s c h e  
Z u o r d n u n g  m i t  d e n  T a n g e n t e n  v o n  K, s o  d a ~ s  d e r  g c m e i n -  
s a m e  S t r a h l  p s i c h  s e l b s t  e n t s p r i c h t . * *  - Diese Erzrugung ist 
stets auf zwei Arten ausführbar. 

E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  [(24)] ,  (B). A u f  e i n e m  K e g e l  
z w e i t e n  G r a d e s  IC l i e g e  e i n  P u n k t  P. E s  s e i  p d i e  durc l i  I' 
g e h e n d e  K e g e l s e i t e  u n d  P d i e  ' I ' a n g e n t i a l e h e n e  l a n g s  p. D i e  
E r z e u g e n d e n  p, a ,  h ,  . . .  v o n  K b r i n g e  m a n  i n  p r o j e c t i v i s c l i e  
Z u o r d n u n g  m i t  d e n  ~ t r ~ h l e n  p, n', b', . . d e s  B ü s c l i e l s  PI', B O  

d a s s  s i c l i  s e l b s t  e n t s p r i c l i t .  - E'iir tien Coinpiex ist d i p s ~  
Erxengung auf zwei Arten ausfiihrhar. 

Rexeichnen wir die  Punlrte y i  = g2 = y,+y, = O und y, = y, = y, 
-y, = O durch R und S, so besteht die Singularit~tenflüche aus A, und 
A, j e  dreifach, sowie aus der Ebene A,A2 R und dern Purikte S. 

* Vergl einen allgerneinen Satz, Diss. S. 203. 
*.+ Vergl. die Anmerkung zu [ (15 ) ] .  Eine weitere einschrankende Bedingung 

der Projectivitat k t  hier nicht vorhmden. 1st namlich die gesamnite Singulari- 
titenfiache (bestehend aus K und den Seiden Tangentialel~enen E, E' in P) bekannt, 
BO muss für die Strahlen p, a ,  6, . . . des Biiachels P R  und der Tangenten 21 =p' ,  
a', b', ... von K Folgendes eiutreten: Schneidet man das Ganze mit irgend einer 
Tangentialebene T von K ,  so müs~eri die ails p, a ,  . . .; p', a', . . . geschnittenen 
Iieihen per~pectiviech liegen für einen Punkt in der Schnittlinie FT (perspectivisch 
sind sie uniriitt,elbar, weil p=31'>. Man ksnn alsdann nur e i n  I'aar n u '  frci 
w%hlen. 
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Ein Punkt  P auf dem Strahl ci in A, A2 R aus A, sei <r : cif : - 1 : 1. 
Der Punkt  Q sei 0 : 1 : ( y  + 6) : 8 ,  also der Schnitt der Stralilen yy4  - y3 
+y,=O(OS) ,  ,y,=dy,(QAS). Fiir P o  folgt 

4) ( Y + ~ ~ ) ( ~ - Y ) =  0. 
y $ 2  6 = O giebt y, + y, = O ,  wohei ci iincl /3 beliebig siiid. So würdr. 

ein speciellrr Complex entstehen ( ] ~ , , + p , ,  = O).  -: Wenn dagegen n- y 
= O ,  su sind die Strahlen r u ,  ;, in projectivischer Zunrdniing, so dass 
A,R und d , S  sich entsprechen (ebenso A, A, und A,d,, Wahl des Co- 
ordinatensystems). 

E r z e u g u n g  d e s  C o r n p l e x e s  [(33)]. D u r c h  a i n e n  P u n k t  A 
(Fig. 20) g e h e n  z w e i  E b e n e n  A ,  B. I n  e r s t e r e r  l i p g t  R a u s s e r -  
h a l b  AB.  U e n  S t r a h l e n  a, h ,  c ,  ... a u s  A i n  B e n t s p r e c h e n  
d i e  S t r a h l e n  a', b', c', .. . aus R i n  A ,  s o  d a s s  n = A B  u n d  a'= AB 
s i c h  e n t s p r e c h e n .  D e r  C n m p l e x  b e s t e h t  a u s  d e n  C o n g r u e n -  
z e n  r ia' ,  66' e t c .  

In  E'ig. 2 0  k t  der zu der Ebene m n  gehorendr. Complcxkegelschnitt 
dargestellt. - Zii derselben Singularitiitenflache gehoren hier m2 solcher 
Complexe. 

Dieser Complex, sowie [ (  1 1 )  (2 2)] ,  lassen sich durch Einfülirung 
eines Kcgelschnittee Slinlich wie [ l  1 (1 12)] erzengen. Tn Fig. 3 werdr. 
C =  D, E = F, d. h. K bcrührt oowohl A ,  als B. A bleibt in A B ,  da-  
gegen rückt B beliebig in B. So entsteht ((1 1 ) (22) ] .  Wenn speciell I: 
in die Verbindungslinie von A mit dern Beriihriirigst~iirikte von K mit  U 
fallt; so entsteht [(33)1. 

Bezüglich der hier gegebenen Erzeugungsweisen von Complexeri 
zweiten Grades mag noch hemerkt werden,  d a s ~  mit Ausnahme von 
[2 (2 2)],  [(2 2 2)], [(2 4)] die duale Erzeugung ü b a a l l  denselben Cornplex, 
dieselben Directricen und  dieselbc Zuordnung zwischen ihnen crgieht. 
Diese Zuordnung ist [(2, 2)] - dentig bei 

~ u w ~ ~ I ,  w 2 ) ~ 1 1 ,  [ ( l w l i ,  W W I ,  r w ) 3 i 1  
[2, 11 - deutig bei 

[(l 12121, [(114)1, 
und bei den 31 übrigen [ l  , l] - deutig. 

Bezüglich der Anzahl der Moglichkeiten der Erzeugungen stclit 
[(l 1) (1 1 )  (1 l ) ]  mit 6 ohenan. Vier fach~  Mtiglichkeit hat  man für 

[P 111 11, I ( l 2 ) ( 1 ~ ) 1 1 ,  [ ( l l ) V  11219 [ (12)~12)13  [ (13) (1  l)l! 1u1)(22)]1 
dreifache bei [ ( I l l )  ( 1  1) 11, [ ( I l l )  12)],  [(112) (1 1 )], xweifaclie hri ilen 
Cornplexen 
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.,.-p---p---P----" 

[ u ~ w l l j ~  [ ( w ~ ~ ~ I ,  [ u 3 w j I  [WWI, r(wi7 [ ( w ~ ~ I ,  
[ (11)13] ,  L(11)22] ,  [ (11)4] ,  [(12)12] ,  [(12)31, [(1312], [ (22)1  11, 

[(22!21, i (23)111 [(24)1, [ (111) (111)1 ,  [ (122)111  [(33)1, 
bei den iibrigen 9 hat  man nur  einfache Mnglichkeit. 

F ü r  die  Cûmplexo, welche mehrfache Moglichkeit der Erzeugung aus 
linearen Congruenzen zulassen, is t  leicht zu zeigen, wie je aus einer 
die anderen hervorgehen. Ich gedenke liierüber spatpr einige Andeu- 
tungen zu geben. 

D i e  übrigen zehn Complexe (abgesehen vom allgemeinen) lassen sich 
aus Congruenzen 1. (2.) Ordnung 2. (1.) Clasrie oder aus solchen vom 
zweiten Grade erzeugen. Der  erstere Fa11 tritt  e in ,  wenn ein Ausnalime- 
punkt  (eine Ausnahmeebene) vorkommt. Auch liieriiber gedenke ich bald 
Kirliges mitautheilen. 

H o  t t i n g e n - L ü r i c h ,  im Mai 1881. 

N a c h s c h r i f t .  Fiir [ (11)(22)] ,  Nr. 29 ,  S. 278, hahe ich nachtrag- 
lich folgende Eigenschaft gefnndcn: D e r  C o m p l e x  e n t s t c h t  i n  e i n e m  
m e t r i s c h  s p e c i a l i s i r t e n  F a l l e  d u r c h  P a r a l l e l v e r s c h i e b u n g  
e i n e r  l i n e a r e n  C o n g r u e n z .  

Bezüglich der hier gegebenen Resultate wolle man die Arheit des 
Her rn  Li e vergleiclien : , ,Ueber Complexe ", Matliem. Annalen V, speciell 
Ni.. 75. 
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XII. 

Grundzüge der mathematischen Chernie. 

Von 

Prof. Ur. W. C. WITTWER 
in Ragenshnrg. 

III. 

Betrsgt die Quantitiit der triigen Substanz eines Atoms das 39faclie 
von derjenigen eines Wass~rstoffatorns, so ist es d a s ,  was die Cliemiker 
K a l i l i m a t o m  nennen und mit Ii odrr  h'rr bezeichnen. 

Befindet sich ein solches Kaliumatom in einem atbererfüllten Raume, 
so werden ~ i c h  vermoge der Anziehung von Aether-  und Massensubstanz 
vier Actliertlieilchen auf dem Atom unmittelhar niederlassen und wegen 
ihrer gegeuseitigen Abstossung sicli so auf letzterem grnppiren , dass ihre 
Mitt,elpiinkte als die  Ecke eines k l e i n ~ n  Tetraeders betrachtet werden 
konnen , dessen Mittelpunkt mit demjenigen der Massenkugel zusammen- 
fallt. Mehr Aethertheilchon, als diese vier, werden nicht unmittelbar auf- 
genornmen, weil die Abstossuug, welche die bereits incorporirten Tlieil- 
chen auf ein neu aufzunehmeildes ausühen , die von dem Massentlieilchen 
aiisgrhende Anziehung überwiegt. Dem so entstandenen kleinen l'etraeder 
entsprechend, gruppirt sich nun  der umgebcndo Aethcr, und die nach- 
sten TLieile desselben sirid so gestellt, dass sie entweder in einer Geraden 
sind, die mari vorn Mittelpunkte des Atoms nornial auf eine Tetraeder- 
fiaclie ziehen k a n n ,  oder in  einer Geraden,  welche senkreclit auf einer 
Tetraederkante rrtelit und durch den Atornmittelpunkt gelit. Im  ersten 
F d l e  betragt die Zahl der niicbstliegendcn Aethertlieilchen vier, im zwei- 
ten seclis. Im ersten F a l k  ist die Bedingung der Ruhe für ein Aether- 
tlicilchen durcli f'olgende Gleichung gegebeu : 

Zelisohrift f. Yathematik u. Physik XXVII. 5 .  19 
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I n  dieser Gleichnng, welche denjenigen der früheren Abhandlnngen ana- 
log gehildet i s t ,  gieht das erste Glied die Anziehiing, welclie das Atom 
auf das aussere Aethertheilchen, dessen Entfernung bestimmt wcrdcn soll, 
ausübt. Im zweitcn Gliede findet sich die Abstossung zwisclien dem 
aussern Aethertheilchen nnd denjenigen drci incorporirten, welclie an 
den Ecken der  dern aussern Aetliertlieilchen zugewandten l'etraedcrflaclie 
liegeri. Das dritte Glied giebt d ie  Ahstossung zwischeri dem aussern 
.4ethertheilchen und  dem incorporirten, welches das abgeweudete Eck 
des kleinen Tetraeders hildet. Das  vierte Glied stellt die Abstossiing 
dar, welche die drei iibrigen ausseren Aethertheilchen auf das betraclitete 
aueiiben, und drs fünfta ~ l i e ' d  endlicli giebt den  5ussern Aetlierdruck. 
Dcr  UTertli von R ,  welclier der Gleiçlinng 1) geiiügt, ist 1,3890. 

Wenn die n l ~ l i s t l i e ~ e n d e n  Aethertheilchen niclit in der auf einer 
Tetraederflaclie errichteten Normalen, sondern über einer Kante sich be- 
finden, so ergiebt sich als Uedingungsgleich11ng: 

+n=o. 
Dieser Gleichiing entspricht der Weitli  R = 1,5242. D a  niin in dicsem 
Falle R bedeiiterid grosser i s t ,  als im erstcn,  so ergiebt ~ i c l i ,  dass um 
das kleiue Kaliurntetraeder tieriim sich ein solches von Aetliertheil- 
clren einstellt ,  dessen Ecken normal iibcr den Fl%clien des innern TH- 
traeders sich befinden.. Dann mag die durch Gleicliiing 2) angedeutete 
Stcllung (allerdings mit anderem R)  kommen u. S. W.; doch soll dieses 
zuniichst niclit beriicksichtigt werdeo. 

Man kann nun von den Aethertheilchen des aussern Tetraedcrs eines 
wegnehrrien und durch ein zweitcs Kaliurntetraeder ersetzen, und daliei 
dem ausse,rn Tetraeder eine solclie Stellung geben, dass die Abstossung 
zwischen ihm und dem innern einen kleinsten Wei th  erlialt. Es ist diese 
Stelliing diejenige, hei n d c h e r  be.ide 'l'etraeder sich je eine Seite zu- 
wenden, und wenn die Seite des neu liinzugekomrnenc,n aiissern Tctracders 
gegen die des ursprünglicli allein vorhandenen inneru 60 Grade urn die 
Verliindungslinie gedrelit wird. Uezoiclinet man die gegeuseitige Wirkung 
der beiden Tetraeder mit A ,  so ist 

Die von eiuem Ecktetraeder nach dem Mittelpunkte gericlitete Com- 
poiiirende Il der Einwirkung, welche dnu Ecktetraeder von einem d e r  
drei an den aiidcren Ecken befindlichen Aethcrthoilchcn erfahrt,  i ~ t  
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aenn R die Entfernung des Ecktetraeders, RI die Entfernnng des Aether- 
theilcliens von dem Mittelpunkte angiebt. 

Die von einem Eck%thertheilchen nach dem Mittelpunkte gerichtete 
Componir~nde C der Wirkung ,  welche ein Ecktetraeder auf ein Eckather- 
theilchen ausübt. ist 

+ ;) 
- 

((,+ H+;)'+ I ~ l / j - r n 1 2 + a r 2 ) "  

R 
( ~ ~ + % - r )  

- - 

( ( R , + ~ - ~ ) ' + ~ Z P ) ' ' ~ '  

Die nach dem Mittelpunkte gerichte,te Componirende D der Wirkung 
cines Eckathertheilchens auf ein anderes ist 

1 6) D=--- 
2 JB fil2 

Die Wirkung des Mitteltetraeders an€ ein Eckathertheilchen iut 

Wird nun eiries der vier Aethertheilchen, welche nach 1) das nr- 
sprüngliclin Kaliumtetraedar umgehen, durch cin zweites Tetrmderchen 
ersetzt, sa ist Rnhe für das Ecktetracder und für die  drei Eckathertheil- 
chen, wenn naclistehende Bedingungsgleicliungen erfüllt s ind:  

19' 
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,)as Glied ( 4 - g )  H giebt die Einwirkung,  welche der allgenieiiic 

iiiisuere Aether auf das Kalilimatom ausübt, alsn tien Uruck des erstewri, 
mit welcliem er letzteres gegen den Mittelpiinkt a n  fiiliren suclit. E r  i d ,  

wie ich bereits wiedertiolt erwahnt ,  der Entf 'ernung vom Mittelpunkte 
propnrtional, hatragt also für die vier Aetheitheilclien 

F ü r  das Massenthoiichen findet die Wirkung im entgegengesetzten 
3 9 

Sinne etatt ,  der  Aetherwertli des blassentlieilcliens ist 
18,6 ' 

D e n  Gleichungen 8) .entspreclien die Wertlie R= 1,3622 und R, 
= 1,4437. Wenn niin eine gr6ssni.e Anzalil von Atomen fiich irn a t h w  
erfüllten  aum me befindet, so itit die Mijgliclikeit g rbo tcn ,  dass das cine 
in die Nalie einos andern kommt, dass ein Aethertlieilchrn aus dem Um- 
gebungtitetraeder abgedriingt wird und dann  eiri Atorn sich an dessen 
Stelle setzt. Dicscs zweite Atom nahert sich dem e r ~ t e n  mehr, al8 das 
Aethertheilchen, das von ihm verdrangt worden i s t ,  nach 1) es thut, 
und  tinwie es seinen Platz eingenommen hiit, rücken die iibrigen drei 
Aethertlieilclien des Cmhülliingstetraedors iu die grossere Entfernung 
1,4437. Der  eben g~sch i lder te  Vorgang kann sich mit einem eweiteu 
Aetliertlieilchen wiederliolen. Sol1 nochmals ein Tetraednr an die S t e l l ~  
e i n e ~  Aethertheilchens t reteu,  so wird aucb da wieder die Stellung der 
kleinsten Abstossiing eintreten miissen, es wendet also  da^ neue Tetraeder 
dem mittloren eine Flache um 60 Grade gedreht z u ,  und die Stcllung 
gegen das bereits aufgeuommene Ecktetraeder ist derartig, dass heide 
gegen eine sie verbiridende Gerade vollkonirneri glrich gestellt sind. Die 
eine Kante  eines Ecktetraeders ist die F o r t ~ e t z i ~ u g  der  entspreclienden 
Icante des anderu und gleichzeitig ein Theil der Kante  des Umhüllungs- 
tet,rlieders. Die  von einem Ecktetraeder gegen d m  mittlere Tetraeder 
gericlitetc Componirende F dcr Eiuwirkung des einen Ecktetraeders auf 
das andere ist:  
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Für  die Aufnalime eines zweiten Ecktetraeders gelten die Beding- 
iingsgleichungen : 

10) . - I + ~ B + F + ( ~ - - ~ - ) R = o  18,6 und E + D + 2 C + R 1 = O .  

Die Gleichnngen 10) eind erfüllt, wenn R = 1,4183 und  X, = 1,4928. 
Es isl auch hier wieder R kleiner, als R, des vorigen Falles, es mus8 
~ i c h  also auch da8 zweite .4ethertlieilchen abdrangen lassen. Die beiden 
nun vorhandenen Ecktetraeder rücken in die Entfernurig 1,4183 und die 
Leiden noch bleibendei  Aethertheilchen müssen abermals zurückweichen. 

Soll der n h l i c h e  Vorgang ein drittes Mal stattfinden, so muss Lei 
den Gleichungm : 

il) A + R + ~ F + ( ~ - ~ ) R = O  18,6 u n d  . i 3 + 3 C + X , = O  

wieder R kleiner und dann R, groslier ausfallen, als R, in 10). I n  der 
'i'hat ergiebt sich R = 1,4679 und R, = 1,5338, und das iirsprüngliclie 
(iiunmehr innere) Tetraeder  hat  jetzt drei Ecktetraeder und  ein Eckatlier- 
theilchen iim sich. Soll dies's letztere auch noch wegkommen, so muss 
in der Gleichung: 

12) 

IZ kleiner sein,  als R, des vorigen Fal les ,  und  dieses ist in  der T h a t  
auch s a ,  es hat R den Wer th  1,5138, es umgiebt sic11 also das ursprüng- 
liehe Tetraederchen nach u n d  nach mit vier, die  in einiger Entfernung 
von ihm stehen bleiben und  ein grasseres Tetraeder bilden. Die  Eck- 
tctraeder zeigen gegcn des inncre eino Flaclie und  deren drëi nach aussen. 
Diesen gegenüber sind ursprünglich auch Aethertheilchen, doch werden 
letztere ebenfalls infulge ~ 'o r t se tzung  des Vorganges abgedrangt, und 
mdlich kommt ein grosserer K6rper  von der Structur zum Vorschein, 
die ich i n  meinen ,, Moleculargesetzen " in Fig.  I I  dargestellt hahe und 
die im Allgemeinen einen Krystall  des tesseralen Systems geben würde. 
Bei der Ar t ,  wie  da^ Kalium dargestellt wird, ist selbstverstandlich ein 
Krystall nicht zu erwarten und  es enttiteht also an dessen Stelle ein 
Korper von krystallinisçher Structur. Ich hatie allerdings iioch i n  keinem 
Buctie gelesen, dass das Kalium krystallisire; allein es ist nicht noth- 
wendig, dans man Krystalle eines Korpers hahe,  wenn derselbe krystal- 
linisch vorkommt. Das Kalium sieht auf dem frischen Schnitto nicht 
anders aus ,  als das Silber, und  letzteres is t  offenbar krystallinisch, d. h. 
es besteht aus kleinen Krystallen. Man findet bekauntlich auch kleine 
Krystalle von Silber; aber  diese sehen im Innern nicht anders ans ,  als 
das gewohnliche Silber. Wahrscheinlich sind viele Metalle im festen 
Zustande krystallinisch, denn ~ e l b s t  das Blei zeigt in dem Bleibaum eine 
offenbare Neigung zu krystallisiren; und so gut das Blei krystallinisch 
ist,  so gut kann es da8 Kalium auch sein. E s  ist allerdings rnoglich, 
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dass dao allmaligo Àbdriingen der  Aethertheilchcn nicht vollsttindig ein- 
t r i t t ;  das  kann  aber gerade zur Folge haben ,  dass sich kein Krystall, 
sondern ein krystallinischer Korper  bildet. Denkbar  ist es acch, dass 
einzelne Lageu von Aethertheilchen und  'i'etraedern auf einander folgen, 
dass j e  nach der Temperatur  und  anderen ausseren Umstanden Verschie- 
denheiten eintreten. 

Man k a n n  gegen die vorstehende Ahleitung einwenden, dass die 
Bestimmungen von R und  RI in  don Gleichungen 8) bis 12) darum niclit 
ganz richtig se ien ,  weil eine Verschiedenheit der Wer the  von R und RI 
jedenfalls auch eine Verschiedenheit der  Winkel  nacb sich zieht,  welche 
die Richtungen von dem mittleren Tetraeder  g e g m  die a n  den Ecken 
befindlichen Korper  einschliessen. Kleine Verschiedenheiten merden aller- 
dings vorkommen, doch' Sind die dadurch bedingten Aenderiingen der 
Werthe von R und  RI sicherlich n u r  nnbedeutend nnd  ich habe es 
darum für unnothig gehalten, darauf einzugehen. Jedenfalls hezieht sich 
diese Verschiedenheit nur  auf die Uebergangsznstiinde, in denen ein 'i'heil 
der Ecke durch Tetraeder, der andere Theil durch Aethertheilchen ge- 
bildet wird. I n  dem Anfangs- und  Endznstande,  welche durch l) und 
12) reprasentirt werden,  Sind alle Winkel  gleich. 

Kalium und Sauerstoff. 
D i e  Verbindung von Kalium und  Sauerstoff bietet allerlei Verscliie- 

denheiten, denn die Bestandtheile konnen i n  wechselnder Atomzahl auf- 
t re ten,  es kann die  Reihenfolge derselben eine verschiedene sein, und 
dann  ist m6ghherweise die Drehung der Atome noch eiue abweichende. 
Ich werde diese Abarten nach einander durchnehmen, beschranke mich 
aber  jedesmal auf die Zusammenstelluiig dreier besonderer Theile, wie 
ich dieses auch in meiner vorigen Abhandlung gethan habe. 

V e r b i n d u n g  z w e i e r  A t o m e  K a l i u m  m i t  e i n e m  A t o m  S a u e r -  
s t o f f ,  K 2 0 ,  K a l i  o d e r  K a l i u m o x y d  d e r  C h e m i k e r .  Die dreiBe- 
standtheile der  Verbindung mogen i n  der  Ordniing aufeinander folgen, 
dass das Sauerstoffatom in der Yi t te  ist  und s u  seinen beiden Seiten sich 
j e  ein Kaliumatom befindet, dass sie also die  Reihe KO K darstellen. 
Dieae Combination hat zwei Variauten: n) E s  kann das Kaliumatom so 
gegen den Sauerstoff gestellt sein, dass es diesem eine Tetraederkante 
zuweist; b) RB kann dem Sauerstoffatom eine Tetraederflache zugcwendet 
haben. D a  es sich hier nur  um das Aufeuchen derjenigen Stellung han- 
delt,  bei der die gegenseitige Abstossung ein Minimum wird,  so kann 
man von einer dritten Variante, bei der das Kalium dem Sauerutoffu ein 
E c k  zuweist,  absehen. 

a) 1st dem Sauerstoffe gegenüber eine Kaliumkante, so steht letztere 
normal auf der Verbindungslinie B O K ,  dic Axe des Sauerstoffps, d. i. 
die Verbindungslinio der Mittelpunkte von dessen Massen - und Aether- 
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theilchen, steht ebenfalls rechtwinklig auf dieser Verbindungslinie, ist  
aber gegen die ihm zngewendete K a n t e  des Kaliums nui 90 Grade ge-  
dreht. Das zweite Kalium, das sich aiif der  dern ersten diametral ent- 
gegengesetzten Seite des Sauarstoffes befindet, weist ebenfalls zwei auf 
der Verbindungrilinie senkreclite Linien auf ,  von denon die dem Sauer- 
stoff rialler liegende wieder uin 90 Grade gegen die  Sauerstoffaxe gedreht ist. 
Die zwei einnnder gegenüber liegenden iind die zwei von einander ab- 
gewendeten Kanten der  beiden Kaliumatome haben also je die narnliche 
Richtung. Als Bedingiingsgleichung des Ruhezustandes ergiebt sich: 

Der dieser Gleichung entsprechende Werth von R ist 1,0653. 

6)  1st dern Sauerstoffe gegenüber beiderseitci eine Kaliumfliiche, so 
ist die Axe des Sauerstoffes, wie im vorigen Fa l le ,  normal auf der Ver- 
bindungslinie der  drei Atome; die dern Sauerstoffe zugewandten Flachon 
der Kaliumatome sind es ebenfalls, die Ecke sind aber so gestellt, dass 
die Verbindungslinie eines dersclbcn mit dern Flachenmittclpuukte auf der 
Richtung der Sauerstoffaxe normal steht. Bei dern zweiten Kaliumatom 
ist dieses ebenso der F a l l ,  aber dieswmal k t  der rechte Winkel auf der 
andern Seite der  Sauerstoffaxe, es  sind also die beiden Kaliumflachen 
60 Grade gegen einander gedreht. Man erhalt so die  Gleichurig: 
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II ier  bekommt R den Werth 1 ,0832 ,  und ist dieser also grosser 81s im 
vorigen Falle. 

Reniitzt man die  Reihenfolge der drei Elemente K K O ,  so sind die 
beidon Kaliumatomr gleich gestellt, die sich gegcnüberstchcndeu Kantcn sind 
also gekreuzt. Der  Sauerstoff eteht gegen das benachbarte Kalium gerade 
so ,  wie im ersten Falle. Bedeutet R  die gegenseitige Entfernung der  
beiden Kaliumatome, RI diejenige von Sanerstoff und  dem benaclibarten 
Kalium, so erhalt man nachstehende zwei Gleichuugen: 

3g2 1 4 A  2 . i 6  ( R + B ~ + ~ J ~ I  ) .-iR-- +-- - 

1816 ((22 + M, + r + f r")'l= 18,62 R2 2 + + 1 - " 3 / n  

4 ( ~ - 2 r f $ )  - 4 ( ~ + 2 r  ( 4 )  
(iR - 2 r  p'j,Z+ $rZ)'/, ((A + 27- /;)y +r2)'/2 

- 2 ( ~ + ~ 1 + r  J9 - ~ ( R + R , + ~ J & )  
( ( R +  R, + r  + r z ( l  - i j 2 ) ' / 2  ( ( R +  RI + r J-P + 7.71 + 

- 4 ( ~ + ~ , - r  JJ) 16 .39  1 -- - 3 9 

( ( R  + RI - r  Ji)" $r2)*h i s , s 2  ( n + R l ) 2 + ( 4 - m ! ~ = o  
und 

2 . 3 9  R, 2.16 ( R I - r  Jg) 
18,6 ( R , ' + r y a ~ 2 + i s ; 6  ( ( ~ , - r J $ ) ~ + ~ r ~ ) ' z  

2  16 (A+ R, - r  Ji) 2 1 6  ( R , + r J J )  +_ + -- -- - 

18,6 ( ( ~ , + r  + Zr2)% 1836 ((R+ R, - r  9 r2)'/- 
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Ilier ist R =  1,2353 u n d  R, = 1,2219. Reide Werthe sind grofiser, als 
derjenige von R i n  1 3 ) ,  und da  letzterer Werth auch kleiner ist ,  als R 
in 14) , -so ergiebt sich,-dasç die Stellung 13)  das Minimum der Abstossung 
giebt. Bei dieser Stellung hebeu siçh Anziehang und Abstossung iu der 
Entfeiuung 11 = 1,0653 gerade auf', wahrend sich die Theilchen in deu 
anderen Stellungen und , in  der Entfernung 1,0653 irhstossen würden, und 
darurn i8t 13) diejenige Position und Raihenfolge, welche wir ais die in 
dcr Natur vorkommende zu betrachten haben. 

V e r b i n d u n g  v o n  e i n e m  A t o m  K a l i u m  m i t  e i n e m  A t o m  
S a u e r s t o f f ,  /(O. ( E r s t e s )  K a l i u m h y p e r o x y d .  Ersetzt man das eine 
Kaliumatom in 13) oder 14)  durch ein Aethertheilchen, so dass also die 
Reihe KOA zum Vorscbein kommt, wenn man dern Aethertheilçhen das 
Zeichen A giebt, so entsteht ein Kaliumhyperoxyd. Auch hier giebt es 
wieder mehrere Varianten,  von denen jede m6glicherweise ein Rlinimum 
der Abstossung bietet. E s  kann bei dem Kalium eine Kante ,  e s  kann  
eine Flache normal auf der Verbindungslinie der Theilchen stehen. 

lm crsten dieser zwei Fal le ,  in welchem eine Kaliumkante auf der 
Verbindungslinie normal steht , thut dieses auch die Sauerstoffaxe , und 
letztere ist gegen die ihr ntichstliegende Kaliumkante um 00 Grade ge- 
dreht. 1st  K die Eutfernung PO, RI die Eritfernung OA, so ergeben 
sich die Gleichungen : 

- ~ ( R + R , + ~ J $ )  - + ( 4 - g 6 ) ~ = o  
( ( R  + RI + r J-i)a + 3 r2)'f~ 

und 
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Es ist R = 0,9427 und R1 = 1,1206. 
Bei  der zweiten Stellung, wenn also das Kalium dem Sauerstoff 

eine Flache zuwendet,  erhalt man: 

2 ( ~ - H )  1 ~ ( R + R , - ; )  
- - - 

((R- :)P+rpu+$)) " 2  ( R + R , + r j 2  ((R + - ;)'+ T Z ) '  

+ ( I - $ ) A = o  

und 
16 1 39 1 +-.-- 2% - 1 

18,6 ' R,2 l8,6 ( R  +KI)' jRIS+rY)'h ( R  + RI + r ) 2  

3 ( ~ +  4-;) 
- ' , ,+ f i ,  = 0. 

Diesen Gleichungen entsprechen die Wer the  H =1,0073 und tl, =1,1053. 
E s  ist also R gegen den vorigen Fa11 bedeutend gewachsen, walirend Rl 
n u r  unbedeutend abgenommen haî., nnd es ist demnach die Stellung 16) 
der Stellung 17) vorzuziehen. 

1st die Reihenfolge der drei E6rper  O iï A ,  so k a n n  ein Minimum 
der  Abstossuug nur  dann eiutreten, wenn das Kaliumatom eu gestellt i d ,  
dass eine Kante senkrecht auf der Verbindungslinie steht und dass die 

Sauerstoffaxe gegen die ihr nachstliegende Kaliumkante um 90 Grado 
gedreht ist. I n  diesem Falle sind dio Gloicbgowichtsbodingungen: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. Dr.  W. C. WITTWEI~ .  299 

R ( 0 K )  ist = 1,1538 und R, (KA) = 1,2910. 

Die Vergleichung dieses Resultates mit demjenigen der Gleicliungen 
16) zeigt eine grosse Verschiedentieit der  Werthe von R und  R, ,  wahrrnd 
man glauben sollte, dass es gleichgiltig ware,  ob das Kalium auf der  
einen oder auf dor andcrn Seite des Sauerstoffcs sich befindet. Die Ver- 
schiedenheit konnte sich etwa dadurch ausgleichen, dass der Aether jen- 
seits des Sauer~toffes etwas anders gruppirt ist, als jeuseits des Kaliums, 
und unter dieser Bedingung müsste sich die  Gleichheit der Wer the  von 
R in 16)  und 18) erzielen lassen. E s  dürfte jedoch überflüssig sein, 
hier weitere Unter~uchungen  anaustellen, d a  dia Verhindung KO wahr- 
scheinlich gar nicht existirt. Das  Kaliumsuperoxyd bildet sich, wenn 
Kalium in Sauerstoff verbrannt wird. Hierbei findet eiue bedeutende 
Temperaturerbbhurig und  mit ihr ein heftiges Schwingen der Atome statt. 
Da kommt es nun vor, dalis zu heiden Seiten eines Sanerstoffmoleculs 
je ein Kaliumatom sich anhangt  und analog dem W a s s e r s t o f f h y p e r o ~ ~ d  
tias Kaliumhyperoxyd sich bildet. Die  gegenseitige Entfernung zweier 
Sauerstoffatome i n  dcm Molecul betrilgt O,S930?, und wahrend die Distanz 
zw-eier Kaliumatome nach 12) 1,5138 betrggt,  ist nach 16)  der Abstand 
von Kalium und  Sauerstoff 0;9427. Gebt das Kaliumatom von den übri- 
gen Kaliumatomen weg und schliesst es sich einem Sauerstoffmolecul an ,  
so findet hier jedenfalls eine bedentende Annaherung statt. D a  die Vor- 
gange bei whtihter Temperatur  stattfinden, wahrend vorstehcnde Gleich- 
ungen den absoluten Nullpunkt voraussetzen , ktinnen allerdings noch 
~ e n d e r u b ~ e r i  in den Werthen der  Auziehuugen und Abstossungen eiu- 
treten; allein der Hauptsache nach dürfte doch das obige Resultat stehen 
bleiben. 

* Moine aweite Abhendlung, diese Zeitechrift XXVI, 6, S. 346. 
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V e r b i n d u n g  e i n s s  A t o m s  K a l i u m  m i t  z w e i  A t o m e n  S a n e r -  
s t o f f ,  K'O,. ( Z w e i t e s )  K a l i u m h y p e r o x y d .  W a n n  ein Atom Kalium 
sich mit zwei Atomen Sauerstoff verbindet,  BO sind linter den verschie- 
denen mogliclien Ziisammenstellungen Solgende Pal le  zu betrachteri. 

n )  Die lleihenfolge der drei Atome ist gegeben durch O h ' O  oder 
6) durch KOO,  und  in letzterem F a l k  kann mieder das Kalium eine 
Kante oder eine Flache dem Sauerstoffe zuwenden. 

1st die Reihenfolge OKO gegeben, so stehen awci sich entgegen 
geset,zte Kaliumkanten normal auf der Verbindungslinie und  die dem 
SauerstofTe zugewendete Kante ist  gegen die Sauerstofhxe gekreuzt. Es 

- - 

ergiebt sich nun  die Gleichung: 
2 . 3 9  R 2.16 ( R - r f $ )  

19) -- 
18,6 (fi'+ r 2 ) a + m  ( ( R  - Ji),+ 4 r,j% 

1)ieser Gleicliung genügt E! = 1,1672. 
6) Wenn die Reihenfolge der Atome K O O  ist und das Kalium dem 

Sauerntoff eine Kante zuwendet,  so ist  die erste Sauerstofaxe gegen diese 
Kante  gekreuxt, die Axe des zweiten Sauerstoffes ist jedoch wieder 
gegen die des ersten um 9 0  Grade gedrebt,  lauft also mit der nachsteu 
Kaliiimkantt: parallel. Bexeichnet man die Entfernnng K 0  mit R ,  01) 
mit R,, so erhalt man die Gleichungen: 

- 4 ( R + ~ , + r  J$) 
((Ii + R, + r fi)2 + q ?)'/* + (4- g6) R E  0 

und  
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I h s e  zwei Gleichungcn sind erfullt, wenn R = 0,9640, R, = 1,0234 ist. 

1st die Reihenfolge die namliche, wie im vorigen Fal le ,  ist aber des 
Kalium so gestellt, dass eine sainer Flachen senkrecbt auf der Verbin- 
dungslinie stelit, su befiudet sicb dieser gegenüber G n  Sauerstoffatom, 
dessen Axe ebenfalls normal anf der Verbindungsliuie steht und ausser- 
dern noch rcchtwinklig gegen eine Gerade, die man von dern Mittel- 
piinkte der Kaliumfiaclie gegen eines der drei Ecke zielien kann. Die 
Axc des zweitcn Sauwstoffatoms ist gcgen die dcs crsten wieder um 90 
Grade gedrelit. Unter diesen Umst5rideu eigehen sicli die Gleicliungen: 
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- 
( ( f i + ~ , -  ;).+ r'(1 - f i  e u s 6 0 ~ ) ~ + # r ~  sin 60'' 

Hier  haben wir R ( P 0 )  = 1,0022 und R, ( O  0) = 1,0103. 

Das Minimum der Abstossung hei dem zweiten Kaliumsuperoxyd ist 
durch die Gleichungen 20) gegeben und es ist die ihnen zu Grunde 
liegende Stellung als die der Natur entsprocliende anzuiielimen. Die Ver- 

bindung entstelit, wenn Kal ium bei geniigender Quantitat des Sanemtoffs 

in letzterem verbrennt ,  und der Voigang ist der, dass bei den wdirend 
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des Verbrennens stattfindenden Schwingungen j e  ein Kaliumatom sich 
einem Sauerstoffmolecul anschliesst. 

I m  Nachstehenden ist eine Zusammenstellung der drei Oxyde des 
Kaliiims gegeben. Die  zwischen den einzrlnen Theilchen stchenden 
Zalilen geben die jeweiligo Eutfernung für den Stand der geringsten 
Abstossung. 

Oxyd. 

K O K 
13) 1,0653 1,0653. 

E r s t e s  Hyperoxyd .  

K O -  A 
16) 0,9427 1,1206 

oder auch 
K O O K. 

Z w e i t e s  H y p e r o x y d .  

K O O 
20) 0,9640 1,0234. 

Die Vergleiclinng ergiebt,  das die Entfernnng B O  unter allen drei Oxy- 
den bei dem erfiten d e n  grGssten Wer th  hat ,  u n d  dadurch ist es erklar- 
lich, dass bei gehoriger Quanti ts t  des anwesenden Sauerstoffes bei dem 
Verbrennen des Iialiums sich nicht Oxy d , sondern Superoxyd bildet. 
Sol1 Oxyd gebildet werden, so muss eine l ' rennuog der  Sauerstoffmole- 
cnle in Atome stattfinden, was wegen der geringen Entfernung der Atome 
im Sauerstotfmolecnle (0,8930) seine Schwierigkeiten hat. Leichter geht 
die Verhindung bei den Superoxyden vor eich, weil hier nur  der An- 
schluss eines oder zweier Kaliumatome an ein Sauerstoffmolecul statt- 
findet. H a t  sich auf der  einen Seite eines Sauerstoffatoms ein Kalium- 
atom angeschlossen, so rückt nach 20) auf der andern Seite das 
zweite Sauerstoffatom weiter weg (von 0,8930 auf 1,0234), und eine 
yllstandige Abtrennnng wird dadurch eingeleitet. Man stellt das Kalium- 
oxyd dar, indem man eines der Superoxyde mit soviel Kalium glüht, 
dam bei gleichrnassiger Vertheilung des Sauerstoffs auf je  zwei Kalium- 
atome ein Sauerstoffatom trifft. Das erste Superoxyd wird slso mit soviel 
Kalium geschmolzen, als schon darin i s t ,  das  zweite Superoxyd mit der  
dreifacben Menge. Wird das zweite Superoxyd verwendet,  so nimmt 
jedes Sauerstoffmolecnl noch cin zweites Kaliumatom anf und  os entsteht 
ein Doppelatom des ersten Superoxyds. Bei der Bildung des zweiten 
Superoxyds hat  sich das erste Atom K d i u m  bis auf 0,9640 an seinen 
Saueistoff angeechlossen ; dafür aber  ist das  zweite Sanerstoffatom auf der 
aridern Seite des ersten ans sr iner  urspriinglichcn Entfernung 0,8930 bis 
1,0234 weggerückt. Legt sich iinn auch auf der Seite diesrs zweiten 
Sauerstoffatoms noclimals s i n  Kaliumatom a n ,  so muss dieses ein aber- 
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maliges Auseinanderrücken der SauerstoEatome nach sich ziehen, und 
dieses braucht von 1,0234 gar niclit mehr weit zu gehen,  um die Grenze 
1,0653 zu überschreiten. Sowie nun in der Verhindung KO OK die Ent- 
fernung 00 die Grenze 1,0653 üherschritten ha t ,  trit t  die Verbindung 
KOK in ilir Recht  ein und es schiehen sich zwisclicn die beiden Saurr- 
stoffatome zwei Atome Kalium ein,  da  dieselbcii eine geringere 1)istanz 
voii dem Sauerstoff hpanspruchen; es hilden sich zwei Molccule K O K .  
S o  grlit  die Zerlegung der  Sauerstoffmolecule, die direct niclit mijglicli 
war, auf indirectem Wege vor sich. 

Kaliiim iind Wnsserstoff. 

E h e  icli riuf die  Heziehungen zwisclien Kalium und Wasserstoff rin- 

gehe,  mum icli cinc kleine Erorterung über den auf das Wasserstoffatorn 
ausgeiihten Aetherdruck vorausschicken. Dieser Druck ist hei e i n ~ r  
gegehenen Kugel dem Radius yrciportional, und er suclit rin Aetliei- 
theilchen gegen d e n  Mittelpunkt zu f'ühren, wdirend bei dem Massen- 
theilchan das Entgegengesetzte stattfindet. Die kleinsten Theilchen der 
Korper, die man Atome zu neiinen pflegt, sind mit mehr oder weniger 
Aethertheilclien verbundene Massenkugeln, und  die  Wirkung,  die der 
Xussere Aether auf ein Atom ausübt ,  ist daher eine gcrnischte. 1s t  die 
Zahl der Aethertheilchen eines Atoms grosser als 1, so gruppiren sie sich 
s o l  dass ihre  Gesammtwirkung derart i s t ,  als seien die  Aethertheilchen 
alle in dem Mittelpunkte des Massentheilchens vcreinigt, und es wnrde 
darum i m  Vorstehenden der  auf ein Kaliumatom ausgeühte aussere Drnck 

durch 4-- R bezeichnet, weil die Zahl der b i t  der Massenkugel ( ,> 
verbundenen Aethertheilchen 4 ist und das Kaliummassentlieilclien die 

3 9 
Wirkung  von r Aethertheilchen ueutralisirt, wahrend die Eotfernung 

18,s 
von dem Mittelpunkte der um das mittlere Molecul gezogenen Eugel R 
betragt. Bei dem U'asserstoffe, der  nur ein einziges Aethertheilchen liat, 
ist  die Sache etwas anders ,  denu der Wer th  von R ist verschieden, je 
naclidem man von dem Mittelpunkte der  Kugel  zum Mittelpunkte des 
Massentlieilcheos oder zn den~jenigen des Aethertheilçhens rechnet. In 
meiner vorigen Abhandlung habe ich analog dem Ve.rfaliren hei den an- 
deren Elementen die Grosse R bis zu dem Mittelpunkte der Massenkugel 
gemessen, doch sind mir gegen dieses Verfahren nedenken gekornmen. 
Das Aetbertheilchen wirkt (allerdings im entgegengesetzten Sinne) 18,6mal 
so stark als das Massentheilchen, und es dürfte daher vorzuziehen eein, 
die Grosse fi bis zn  dem Aethertheilchen zu messen. Tl iut  man dieses, 
so erlialt R einen um die Distauz der zwei Mittelpunkte, aisr) urn r oder 
0,37296 grossern Wertb,  und ist in  der  vorigen Abhandlung (Gleichg. 5) 
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bei dern Wasser 3 =0,6158 gefunden worden, so ist R für das Aether- 
theilchen 0,6158 + 0,3730 = 0,9888. E s  handelt sich hier nur darum, 
was man als den Rcprasentanten des Atomes betrachtet. 1st R = 0,9888 
angenommen, so kann  dieser Annahme wicder der Vorwurf gemacht wer- 
den, dass, wenn auch das Massentheilchen weniger st,ark wirkt ,  als dae 
Aethertlieilchen, es doch nicht ganz vernachlassigt werden dürfe, und  
ich habe daher vorgezogen, das R bis zu einem Punkte  zu messen, der 
zwischen Aethertheilchen - und Massentheilchenmitteipu~ikt is t ,  und zwar 
um so naher an ersterem, j e  mehr desseri Wirkung überwiegt. Wird 
also die Distana r = 0,37296 in 19,6 Theile getheilt, so  ist die Entfer-  
nung des Mittelpunktes des L h c k e s  von dem A~thermit telpunkte 1 ,  von 
dem Massenmittelpunkte 18,6. Ich bestimme nun  im Nachstehenden für 
die Wasserstoffatome die Grosse R ale di0 Entfernung des Aethertheil- 

clicns und ziehe d a n n  - U137296 = 0,0190 ab. Bci dom Wasser k t ,  wic 
19 ,6  

oben erwahnt, die Entfernung vom Mittelpunkte der Kugel  bis zu dem- 
jenigen des Wasserstoffmasseiitiieilchens 0,6158, bis zu dem Mittelpunkte 
des Aetbertheilchens 0,6158 + 0,3530 0,9888 und bis zum Mittelpunkte 
des Druckes 0,9888 - 0,0190 = 0,9698. Ein analoges Verfaliren ist nothig, 
wenn man die Entfernuugen der RTasserstoITatome, die i n  der vorigen 
Abliandlung bestimmt sind, mit den nachstehenden vergleichen will. 

V e r b i n d u n g  v o n  e i n e m  A t o m  K a l i u m  m i t  e i n e m  A t o m  
W a s s e r s t o  f f .  W e n n  man die Reihe Wasserstoff, Kalium und Aetlirr 
zusammenstellt, so richtet sich das Kalium so, dam es dem Wasserstoff 
eino Kante zuwendet; beide Theilchen des R7asserstoffes liegen in der 
Verbindungslinie, das Massentheilchen ist dem Kaliiiru eugewendet. 1st 
R die Entfernung D K ,  Ji, die  Entfernung K A ,  so ergeben sich die 
Gleichungen : 
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Hieraus entziflert sicb R = 1,2521,  und  ist P die Entfernung des Mittel- 
punktes des Druckes von dem Kalium, so ist P= 1,2521 - 0,0190 
= 1,2331. R, hat  den Werth 1,2778. 

V e r b i n d u n g  v o n  e i n e m  A t o m  K a l i u m  u n d  z w e i  A t o m e n  
W a s s  e r s  t o f f .  Hier ist  gegen den vorigcn Fal l  die Aendcrung ein- 
gctrcten, dass d m  Aethertlieilclicn durch ein Wasserstoffatom ersetzt 
wurde,  so dass also die Reihe HKH entstanden ist. 1lic.r kouirrit die 
Glcicliung: 

3 9 1 2  
23) - - a  -+- (=-ru +Pm 

(i8,ti ) B 2  1 6 , 6 [ ( ~ - r ( l + J j ) ) 2 + + , 2 ] ~ ~  

2 ( B - T ( ~ -  74)) 2 1  +- 
I Y , ~ ~ ~ - ~ ( ~ - ~ ~ ) ~ +  +; rl"+ ";" islr 

R bat den Wertli 1,2492, also ist P =  1,2492 - 0,0190 = 1,2302. 
Man crkcnnt  ane rlrn Werthen von 1' in den vorstchenden Gleicli- 

nngcn,  dass die Vcrbindung von Kalium iind Wasscrtoff jcdcnfalls nur - 

eine sclir lockere sein kann ,  wenn überhaupt eine solche existirt, was 
durcliaus niçlit siclier ist. Ir1 dem Lehrbuclie der Chemie von G r a h a m -  
O t t O ,  4. Auii., II,  2 ,  S. 1 0 6 ,  hefindct siçh liierüber nachstehende An- 
gahe: , , W a s s e r s t o  f f k a l i u m .  Wird Kalium in Wasserstoff erhitet, so 
mengt sich dem Gase Kaliumdampf bei; das  Gas erlialt die Eigenschaft, 
sich a n  der  Luf t  zu entziindcn und nnter  Bildung von alkalisclien Nebeln 
au verbrennen. Bei dem Erkalten setzt sich das Kalium aus dem G a ~ e  
wieder ab. S e m  e n t i n i ,  welcher das Auftreten eines solchen selbstent- 
zündlichen Wasserstoffgases bei der Darstellung des Kaliums (mit Hilfe 
von Kalihydrat und Eisen) beohachtete, hielt dasselbe für  ein Kalium- 
wasserstoffgas." Uieses Kaliumwasserstoffgas zerlegt sich also bai dem 
Erkal ten und da  die vorstehenden Formeln für  0' absoluter Tcmperatur 
gel ten,  so ist der  groerie Werth von P dahin zu deuten, dass die frag- 
liclie Verbindung in diesem Fa l le  nicht existirt. 

Kalium, Ssnerstoff und ~ a s s e r s t o f f .  
Sollen diese drei K o r p e r  sich verbinden, so giebt es verscliiedeno 

Zusammenstcllungen. Die Reihe kann sein:  K O  T l ,  wobei wieder das 
Kalium dem Sauerstoffe eine auf der  Verbindungslinie normale Kante 
oder eine auf der  Verbindungslinie normale Flache zi~gewendet haben 
kaun. Die  Keilie I i O H  kann jedoch auch durch O K H  ersetzt werdim. 

Bei der R e i h ~  K O H  mi t  auf der Verbindungslinie rechtwinkligen 
Eant,en des Kaliums ist die Axe des Sauerstoffes gegen die ihr zngewen- 
dete Kaliurnkante gekreuxt. 1)as Massentheilchen des Wasserstoffes i ~ t  dem 
Saucrstoffo zugcwendet. Man erhalt nun als Gleichgcwichtsbcdingungen: 
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Hier i ~ t  R die Distana KO und berechnet sich zu 0,9339, walircnd 
RI = 1,0991 ist. Die Entfcrnung dcs Mittclpunktcs dcs Druckes des ' 
Wasserstoffes von dem Sauerstoffe ist 1,0991 - 0,0190 = 1,0801. 

Hat  das Kaliurn dem Sauerstoffe eine I-liiche zugewendet, so ergebeii 
sich als Bedingungeq des Gleichgewicbtes: 
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Hier kommt man zu den Wertheu R ( K 0 )  = 1,0020 und R,=1,0860 
oder, nach Ahzug von 0,0190, = 1,0670. 

Dei Beniitzung der Reihenfolge O KI1 ergeben sich die Gleichungrn : 

l l i e r  ist die Entferriung R ( 0 K )  = 1,1534 und RI - 0,0190= 1,2435. 
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Die Vergleichung der Werthe von R und R, in  241, 25) und 26) 
ergiebt, dass die Stellung 24) ein Minimum dor Abstossung bietet, und 
ditr beideii anderen Voraussetzungen konnen dalier einstweilen ausser 
Ueriicksiclitigung bleibeu. 

Bei 24) musa sofort die bedeutende Annalierung des Kaliums an dan 

Sauerstoff auffalleii, und es hesteht demnach, um mich in der Spraclie 
der Cliemiker auszudriiçkrn, zwisclien Kalium und Sauerstoff eine selir 
grosse Verwandtscliaft. Weriiger gross is t  die Anu%herung des Wasser- 
stoffes an den Sauerstoff, sie ist sogar kleiner als boi dem Wasscr. In  
der Verbindung KOii  ist nach 13)  die Entfernung 110 = 1,0653,  si^ ist 
also kleiner, als die Entfernung HO in 24) = 1,0801, und durch Glülien 

' von Kaliumoxydliydrat mit ebensoviel Kalium , a18 schon dariu ist , wird 
iinter Absclieiduug von Wasserstoff aus K O H  di0 Verbiriduiig K O K her- 
gestellt. In  G r  a h a m  - O t t  O *  heisst es: , ,Auch durch Erhitzen von 
I Aeq. Kalihydrat mit 1 Aeq. Kalium lasst siçh wasserfreies Kaliumoxyd 
erhaltcn , indem das Kalium durch den Sauorstoff des Hydratwassers 
oxydirt wird: K 0  (0 = 8), HO und K goben 2 KO und  H. Dies dürfte 
noçh der beqiiemste W e g  zur  Daratellung sein." 

Bringt man Kalium und Wasser zusammen, so wird Wasserstoff aus- 
gescliieden und Kaliliydrat gebildet. Llie Entfernung O H  im Wasser ist 
IIRCII dem, was oben hierüber erwahnt wurdo, = 0,9698. Kommt nun 
Kalium hinzn, no kann  sich dieses naher  a n  den Sauerstoff legen, als 
ein WasserstoEttheeilcheri es zu thun vermag,  und letzteres muss weg. 
Sowie non das Kalium a n  seine Stelle getreten is t ,  rückt das zweite 
Wasserstofftl~eilchcn des friiheren Wassers von dem Sauerstoffe weg,  es 
eutfernt sich nach 24) bis 1,0801 und darum wird es moglich, dass auch 
dieses zweite Waseerstoffatom abgeschieden wird; doch geht es jetzt 
weniger leiçht, als bei dern ersten Atom, deun die hier aussclilaggebende 
Ilifferenz 1,0801 (24) - 1,0653(13) ist bedeutend kleiner, als im vorigen 
Falle 0,9689 - 0,9339. 

* A. a. O .  S .  93. 
(Schluss fiilgt.) 
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Kleinere Mi ttheilungen. 

XVI. Znr Reflexion und Refraction des Lichtes a n  Curven und Flschen. 

Die  um zwei Punkte als Brennpunkte beschriebenau Ellipsen sind 
dio einzigen obenen Curven von der Eigenseliaft, dass jeder von dom 
einen P u n k t e  ausgehende Lichtstrahi nach dem andern Puukte reflec- 
tirt  wird. 

Sind nun eine ebene Curve c und zwei Pnnkte  A und R in ilirer 
Ebene  gegeben, so gelangt man zu jenen Punktcn  vnn c ,  an welchen 
ein von A ausgehender Lichtstralil reflectirt werden muss, damit er n i d  
B zurückgeworfen werde, auf folgende Weise. Man denke in der Ebene 
der  c urn A und  B als Brennpuukte die kleinste Ellipse besçhricbeu, 
welche mit der Strecke A B  doppelt zusammenfallt; denke sodann unter 
Beibehaltung dieser Brennpuukte die grosse Axe derselben stetig ver- 
grossort, so dass diu immer sich erwoiternde Ellipse über die ganze Ebana 
der  Curve fortschreitet. Diese Ellipse wird nach und  nach c in allon 
iliren Punkten  schneiden, und zwar in den nieisten Punkten  fiYi einfaçli, 
in  einigen besonderen Punkten  Pk in  zwei oder mehr zusammenfallenden 
Punkten.  Die Cnrve und die Ellipse werden sich i n  diesen letzteren 
Punkten berühren; von Doppel-  und  Rückkehrpunkten wird abgesehen. 
I n  den Punkten  Pk und  Mi haben c und  die Ellipse gcmciusamo, be- 
ziehungsweise nicht gemeinsame Tangenten,  ein von A nach Pk odor Mi 
gelangender Strahl wird also von c nach B reflectirt oder nicht. 

Diese Punkte  haben aber noch eine andere interessante Eigenschaft. 
Dcnkt  man namlich die einen Puiikt Pk enthaltende Ellipse mit don 
Brennpunkten A und B boschricben, so ist die Summe der Entfernungcn 
eines ausserhalb oder innrrhalb dieser Ellipse befindlichen Punktes von 
den Puukten  A und B grosser oder kleiner als der gebrochene Weg 
APk B. Daraus folgt, dass der We.g A P k B  kleiner oder grosser ist ,  als 
jeder benachbarte Weg von A über einen 4 benachbart.en Punkt  von c 

nach B, je  nachdem namlicli dio Pk bonachbarten Punkte  von c ausser- 
halb oder innerhalb der Pk enthaltenden Ellipse liegen. Nur wenn die Pk 
benachbarten Punkte  von c einerseits dieses Punktes  innerhalb, anderer- 
seits desselben ausserhalh jener Ellipse liegen, c und die Ellipse also 
3, 5, . . . uncndlich nahe Punkte  gemein haben,  ist der W e g  A PkB wcder 
ein Rlinimum, noch ein Maximum. 
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Tritt  an Stelle der ebenen Curve c in  der  vorhergehenden Unter- 
sucliung eine unebene Curvc oder eine Flache und a n  Stelle der ver- 
anderlichen Ellipse eiu ltotatiunsellipsoid mit deu Breunyuukteri A und 
B, so kann das oben abgeleitete Resultat verallgemeinert und folgender 
Satz ausgesprnchen werden : 

Die Zcit, welche ein von einem P u n k t e  ausgehcnder Lichtstrnhl bedarî, 
um nach der Rcflexion an e,iner Curve oder Flzche nach einem zweiten 
I'unkte s u  gelangen, ist im Allgemeinen kleiner oder grosser, a h  jene  
Zeit, welche das Liclit brauclien würde, wenn es vom ersten Punkte  über 
irgend einen dem reflectirendeii beuachbarten Curven - oder Flachenpurikt 
zurn sweiten i'unkte ginge. 

Zu diesem Satzo k a n n  lcicht ein analoger für die Brecbung des 
Liclitee an Curven oder F l a c h m  aiif folgendem Wegc gefuiideri werden. 
In xwei Mittelri liabe eine gewisse Lichtstrahlengattuug die Geschwindig- 
keiten n c  und c l  so dass der Brechungsexponent n ist. Welches ibt die 
ebene Trennungscurve dieser zwei Mittel,  welche die Eigenschaft hat,  
dass ein sich im crsten Mittcl bewegender, einen P u n k t  A enthaltender 
Lichtstralil a n  jener Curve so gebrochen wird, dass der gehrochene Strahl 
einen xweitau gegebenen P u ~ i k t  B enthalte? , ,E in  Lichtstralil euthalt 
einen Piinkt" hat  hier und  im Folgenden die Bedeutung, dass der Licht- 
strahl entweder von diesem Pnnkte  herkomme oder sich gegen diesen 
Punkt bewege. 

Die auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezogenen Coordinaten 
der Punkte A ,  B irgend eines ~ u n k t e s  M der gesuchten Curve uud eines 
Punktes ï' dcr Cnrventaugeute Ml' seien: 0, a ;  O, b ;  x ,  y ;  5 ,  q. Dann 
sind die Gleichungen der Ceraden AM, R M ,  MT bezielinngsweise 

q x - g ( y - a ) - a x = 0 ,  
v x  - E(y-0) - bx= 0 ,  
v, - &  y'-y + x y ' = O .  

duw diescri Gloichungen folgt + ( f / -a)?f '  c o s A M T =  - -- -- 7 

i ( l  +y'" [x2 + ( y - f l y j  

Nacli dem Brrchungsgesetae ist 

c o s A . M ï ' :  c o s B i V i T = n  

oder mit Hilfe der  oben gefundenen F e r t h e  nach Miiltiplication mit 

p'ifv" x + ( y - a ) y '  
x + (!/- 11)  v' + n  - L - = O. 

JzY + (Y -L)i ' / . L Y +  ( 1 )  -y ) '  

Das Inte,gral dieser Gleichung ist 
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lichen spharisclien Begrerizuug der Linseu jerie diircli Stiicke der  friilicr 
erw511nten1 durçli ltutation von Cartesisclien Ovalen eutstandenen FI%- 
chen gesetzt wiirden. 

T r a v n i k  in Rosnien, 1. Mai 1882. JOHANN MORAWETZ. 

XVII. Znr Theorie der  Punktmengen. 

In der Abhandlung S. 193, ~ o w i e  in  der  Mittheilurig S. 176 diescs 
Jalirganges habe ich gezeigt, dase, wenn au€  eiuer endlichen Liriie un- 
endlicli viele 'i'heilpunkte gegehen s ind ,  die unendliche Iteihe, deren 
Glieder die abnehmend oder wnnigstens nie  zunehmend geordnetcn Theil- 
strecken sind, zur Summe auch dann niçht nothwendig die  ganze Linie 
hat, wenn keine noch so  kleine Strecke diirch die 'i'heil~iunkte in  lailter 
iinendlich kleine Thei le  zerlegt is t ,  wahrend man bis dahin das Gegen- 
tlicil annahm u n d ,  freilich vergeblicli, zu beweisen suchte. Eben das- 
selbe hat Her r  H a r n a c k  i n  einer vorigen Herbst vcr6ffentliçhte11, niir 
erst jetzt zu Gesiclite gekommenen, ebenfalls die F O u r i e r ' s c h e  Ileihe 
zum Gegenstande liabenden Abliandlung dargethan. Dass auch für die 
Anordnung von Punkten  auf einar Fljiche Aebnliches gilt ,  ist weder in 
meiner oben genannten Ahhandlung, noch in derjenigen H a r  n a c k ' s  
erw#lint und überhaupt diese Scite des Gegenstandes dort nicbt berülirt 
aorden; in der Mitthailung S. 176 aber habe ich Andeutungen darüber 
gegeben, zn welchen ich hier Eiuigns hinznfugen will. Zunachst lasse 
ich ein eirifaches Beispiel folgen fiir Piinkte auf einer Linie;  das in 
obigor Abhandlung gewahlte ist weniçer oinfach, weil ich bei diescm 
nocli einen Nobenzweck hatte. 

Eine gerade Strecke werde durch zwei Tlieilpurikte iu drei Tlieile, 
ein Mi t t  e l s  t ü c k ,  zwei E n d s  t ü c k e ,  zerlegt,  von welchen die beiden 
letxteren gleich sind. Jedes  der beiden Endstücke werde aiif gleiclie 
Weisc behandelt, jedcs der dann erhaltenen vier Endstückc cbenso und 
so ins Unendliche fort. Die Zahl der Endstücke verdoppelt sich nach 
jeder 'i'lieilung, wird also nach der nrte"Tlieilung =Sm. Die Grosse 
derselben sol1 sich nach der Formel 

bestimmen, wo E,,, eines der Endstücke nach der mten Theilung ist. 
Hiermit ist dann eugleich festgesetzt, dass nach jeder Theilung die Eud- 
stücke nicht blos paarweise, sondcrn sarnmtlich einander gloich sind. Es 
ist 1, > 1, p positiv, 3 5 a >O.  Nennt  uiau die ganze Strecke I ,  so ist eines 
der Endstücke nach der m'en Theilung 

Da die Zahl derselben = 2m, so ist also ihre Summe 
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mitliiu die  Surnme der  bis zur  mten Tlieiliing inclusive erlialteuen hlittd 
stücke 1 

= [i - (2a1mr-'(:"+ '..+T)] 1. 

F ü r  m = ac wird dies = 2 oder (1, j e  nachdeni n < & oder n = 4 isi. 
Dern geometrischen Charabter der  Thei lung nach aber  ist kein weserit- 
licher Untersehied zwischen diesen beiden Fallen. Wenn icli H a u  f i ings-  
p u n k  t einer Tlieilung jeden P u n k t  nenne ,  in dessen beliebiger Nalic 
unendlich viele Thei lpunkte liegen, menn ich ferner solclie Punkte, 
welche i rgend eine Strecke iu  lauter unendlich kleine Tbeile zerlqyri, 
als g e s c h l  O s s e n  e P u n  k t  f o l  g e  bezeichne, so ha t  obige Punktmenge 
in beiden Fallen die Eigenthümlichkeit, dass jeder  Theilpunkt ein 
Haufungspunkt ist und dass dennoch gar  keine geschlossenen Punktfol- 
gen voshanden siud. 

Aus  eiuem Quadrate  = Q werde ein Krenz h e r a ~ s ~ e s c h n i t t e n ,  so 

dass vier gleiche Quadrate übrig bleiben. Jedes  dieser Quadratc werde 

auf gleiche Weise behandelt und so ins Unendlielie fort. Die Zalil der 
Quadrate  ist nach der  rnLe1l Theilung = 4m. Die Grosso derse lhc~  sei 
durch dic Formel bestimmt 1 

-P(;+Q..+T) 
Q , = a m b  0. 

Nach der m'en Thcilung ist also die Summo dersolben 
1 

-&+...+L) 
= (4 a)" b Q, 

rnithin die ans  sarnmtlichen Kreuzen bestehende zusammonliangende ut111 
(geometrisch) da5 ganze Quadrat einnehmende Flache 

F ü r  m = cio ist dies = Q oder < 0, je  naehdem a < ;t oder e = kt. 
Betrachtet man die Ecken der aus  den Kreuzen bestehenden Flache als 
singularo Pi inkte  einer Funct ion,  so sind diese sammtlich Haufungs- 
punkte der  Singularitaten und konrien, wenn u = 4, nieht in  Flëçhen ein- 
gesclilossen werden, welche zusammen beliebig klein sind. Man kann auf 

der genannten Fliiche, wie auf jeder andern,  eine Function durch den 
Randwerth ihres reellen Theiles bestimmen, wenigstens wenn a n  den 
Riindorn der zur mlm Theilung gohorigcn Kreuzo jener  Randwerth mit 
1 - gegen Nul1 convergirt. Wahlt man nun  diesen Randwerth so ,  dass 
m 

derselbe i n  allen E c k p n k t e n  endliche Unstetigkeiten ha t ,  so erhalt auch 
die Function ebenbolche Unstetigkeiten. 

F r a n k e n  t h a l  i. d. Pfalz. W. VELTMANN. 
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XVIII, Ein Znsatz znr  Methode der kleinsten Quadrate. 

1. Bekanntlich bietet die  Anwendung der  Methode der kleinsten 
Qiiadrate nicht aelten eine besondere Schwierigkeit, sohald die Functiori, 
von welcher eino Reihe l)eobachteter Werthe vorliegt, in Bozug auf die 
zu bestimmcndcn unbekanntsn Constanten nicht linear i s t ,  also entweder 
eine hohere algebraische oder eine transcendente. G a u s s  giebt für Pal le  
dieser Art die Vorschrift, man solle znerst aus soviel Beobaclituogen, 
wie Constanten zu bestimmen sind,  angenaherte Werthe dieser Constan- 
ten berachnen und  sodann,  indem m m  die Fnnction nach Massgahe der 
nocli fehlendcn Correctionen in Reihen entwickclt und von diesen Reihen 
nur die ersten Potonzen dieser Correctionen beibeliiilt, die so umgeformtc 
Function der Methode der kleinsteri Quadrate  unterwerfen. E s  ist augeri- 
scheinlich, dass man auf diese Weise eine Fnnction erlialt, welche i n  
Ueziehung auf die gesnchten Correctionen linear ist ,  und somit ware 
ficheinbar Alles in  Ordnung. Aber G a u s s  selbst h a t ,  unseres Wistiens, 
seine Vorechrift niemals anders ,  als auf lineare Fnnctioncn selbst an-  
gewandt, wo die  Anwendung derselben unmittelbar evident is t ,  und 
beaweckt damit im Grunde nur  eine Erleichteriiug der Bechnung,  welche 
dadurch eintritt ,  dass man mit kleineren Zahlen zu thnn bekommt. Da- 
gegen in Fal len,  wo die Functionen nicht linear sind, ha t  man in der  
Begel im Voraus gar keine Garantie dafür, dass in den gedachten Reihen- 
entwickelungen die zweiten und hoheren Potenzen der Correctionen wirk- 
lich weggelassen werden dürfen und nicht vielrnehr diese Weglassung 
einen so bedeutenden Einflnss ausübt, um die ganze Rechnung illusorisch 
ru machen. Uns ist mehr als ein Beispiel bekannt ,  wo man im vollen 
Vertranen eine Rechnung i n  der vorbezeichneten Weise unternahm, 
jcdoch für dio gesuchten Correctionen so grosse Werthe fand,  j a  grosser 
als die zn corrigirenden Werthe selbst,  dass das Resultat geradezu un- 
rnoglich war und  die Rechnung aufgegeben werden m u d e .  

2. E s  ist kaum abzusehen, ob diese Schwierigkeit jemals allgemein 
beseitigt werden kann. Wotil aber sind wir dahin gelangt, zu entdecken, 
dass dies für eine gewisse C'lasse von Fnnctionen allerdings mogliçh ist, 
namlich wenn es gelingt, die gegebene Fnnction durch die gewohnlichen 
Operationon in oine andorc umzuformen, welche linear ist, wie z. B. 

y = e a + b r  in  l o g y = a l o g e + O x l o g e ,  

y = s i n ( a + b x )  i n  n r c s i n y = a + b x  

etc., wo dio neuon Fnnctionen linear i n  Bczng auf  die nnbekannton Con- 
s t a n t e ~  a und b geworden sind. I n  Fallen dieser Art  ist  es immer m6g- 
lich, dio Werthe dieser Constanten vollkommen genau ans den nenen 
Functionen zu bestimmen, sohald man dabei nnr  einen Satz beachtet, 
den wir hier geben,  wie folgt. 
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3. L e  h r s a  ta.  Wenn von eirier Fiiiiction y eirie Rrihe von beobach. 
tetcn Wertlirn N etc., mit den Gewicliten p etc. verselien, gegeben ist, 
so kann man xur Bcstirnmu~ig der in  der Function eiitlialtenen unbekaun- 
tcn Constanteu, anstatt dio Summe der Felilerquadrate dieser E'unctiou 
zu eiiiem Minimum zu machen, vollkomrnen correct auch so veri'alireri, 
dass man die Summe der Felilerquadrate.eirier b e l i e h i g e n  F u n  ct iou 
v o n  y ,  w e l  cli e f ( g )  s e i ,  xu einem Minimum maclit, dabei jedocli jrder 
T3eohaclitring ein Gewiçht bcilegt, welches su dern vorigen p in de r  

Bezichung stelit 

wu Ir eiue willkürliclie und für alle Beobacliturigen ideutisclie positive 
Constante bedeutet. 

Der  Bcweis liegt einfach darin, dass, weun für dieselben Wertlie 
der iri der Function y euthaltenon Constauteu glciclixeitig sowolil 

~ P ( Y - ~ ~ ) ~ ,  
als aueh 

Zpf[f(l l)  - f ( l W ) l 2  

eiri Minimum werden 6011, diesev nur  so moglich ist,, dasr; alle Theile der 
einen Summe, Glied fur Glied, den entspreclienden Tlicileu der aiideru 
Summe entweder gleich oder vun denselben um einen für alle 'i'heile 
identischen positiven Factor verscliiedan sind. Nennt mari k dieson Factor, 
so muas man also haben 

P (f (Y) - f (lV1 ))' p ( y ~ M ) 2 - = k  oiler .=Ir. 
P' I f  (Y )  - f ( M ) 1 2  P y-m 

woraiis, da man fiir da8 Verhiiltnisu der kleinen Differeuzen /(y) - f ( N )  

und y - M oline E'ehlcr das Verhaltniss der  Differentiale setzen darf, 
iintnittelbar der oben gegebene Ausdruck folgt. 

4. I n  den Anweudungcn verfügan wir zur  Verainfacliung der Recliuuiig 
über die  willkürliclie Constante k 60,  dass, wenn der  Ausdrnck 

einen constanten Factor liefert, d. h. welcher für alle Beob~chtungcn 
den niimlichen Werth ha t ,  wir das Product aus k mit diesem Factor = 1 
setzen. 1st  ein polcher Factor nicht vorhanden, so nehrnen wir unmittel- 
bar k =  1. 

S o ,  wenn in dern obigen Beispiel die  Functiori 

y = e  " S b = ,  Gewicht = p ,  
umgeformt wird i n  

logy = n l o g e +  bx l o g e ,  Gewicht =p' ,  
erhalten wir 

p r = p  M e ,  
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mit welchem Gewicht die Constanten dieser letzten Fnnction, a loge und 
Ir loge, berechnet werden müssen. 

Ebenso, wenn in dem zweiten obigen Beispiel die Function 

y = sin (a+  bx), Gewicht = p, 
umgeformt wird i n  

aresin y = a + 6 x , Gewicht = p', 
erhalten wir 

p f = p ( l - M y .  

5. Wir setzen noch hinzu,  dass nicht selten eine gegebene Fuiiction 
auf mehr als eine Art sic11 in aine lineare Fiinction iimfnrmen lasst,  so 
dass man auswalilen kann. E in  solchcr Fal l  tritt z. B. e i n ,  wenn man aus 

1) y = aX, Gewicht 1 
alilcitet 

2) log y = x loga, Gewicht M2, 

3) 
log Y - -- log a ,  ,, G M Z ,  x 

Wir haben ein numerisches Beispiel zur Bestimmung der unbekannteu 
Constante a nach allen diesen vier Gleichungen, mit den hier beigesetz- 
ten Gewichten, durchgerechnet iind die Arbeit in  2 ) ,  3) und 4) nahe 
glsich gross gefunden,  wahrend sie in l ) ,  wo dcr  W s g  der snccessiven 
Anniibernng eingcschlagen werden musste u n d ,  wie wir hinzusetzen, mit 
Erfolg eingeschlagen werden konnte ,  ohne Vergleich grosser war. Dae 
Endresultat der vier Reclinungen war genau dasselbe. 

H a n n o v e r ,  im J u u i  1882. Prof. Dr. T a n o ~ o n  WITTSTEIN. 

XIX. Ueber Reihenentwickelnngen ftir gewisse hyperelliptiache 
Integrale. 

Von O. SCHLOHILCH. 

Bekanntlich ha t  L g c n  d r e die vollstandigen elliptischon Integrale 
F1(k) und E 1 ( k )  in  Reihen entwickelt, die nach Potenzen des comple- 
mentaren &Iodulus k' fortschreiten, also in dem Fal le  einen Vortlieil ge- 
wahren, wo. k wenig kleiner als die Einheit ist. Die von L e g e n d r e  
gcgebene Tlerleitung kommt daraiif hinaus, die beiden Differentialgleich- 
uneen 

# F I  1 - 3 k Z  d F 1  
(l-k")+-.---FI=O, 

d li k tik 
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318 Kleinere Mittheilungen. 

durch unendliche Reihen mit unbestimmten Coefficienten zu integriren; 
sie ist daher  d o n  a n  sich nicht gang einwurfsfrei und wiirde sich über- 
dies auf andere als elliptisctie Integrale nicht ohne Weiteres anwendrn 
lasscn. Vicllcicht erscheint deehalb der  Nachweis niclit ganz iiberflüssig, 
dass das allgemeinere Integral 

1 

mit geringem IZechnungsaufwande nach ro tenzen  von Ir' entwickelt wrr- 

den kann. 
Wenn in dem Doppelintegrale 

das cine Mal nnter Anwendung der bekannten Formel 

1) 
9 sin2Q-1 8 

(13 =  PI r(q) .- 1 
a cosa8 + b SZIL%)P+Q 2 l ' (p  + y)  nw~q 

nach 0, dan andere Mal nach x integrirt wird, so entstclit die Gleicliiing 

die redi te  Seite kann in der Form 

dargestellt werden, und somit ist 

wo P, Q, R solbstverstandliche Abkürzurigen bedeuten. 
D e r  Werth von P findet sicli durch Eotwiçkelung von (1 - z2 sin2 a)-% 

und Integration der einxelnen Terme nacli Nr. 1; er ist 
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Das Sumrncuzeichen tiaeielit sich hier auf die Werthe n  = O ,  1, 2 ,  3  etc.; 
( n  - p), bezeichnet den ntBn Binomialcoefficienten für den Exponenten 
n-p. 

Die zur analogen Ent,wickeliing von Q crforderliclie Formel crhalt 
man aus Nr. 1) fiir n = b = 1  und durch partielle Differentiation nach q, 
namlich 

J,lr 

oder nach einclr brkannten Eigenscliaft der Gammafunctionen 

Setzt man zur Abkürzung 
1 

O 

rio gfilangt man zu dem Werthe 

Um drittens R zu entwickeln, sei vorerst bemerkt, dass hei eclit 
gebrochenen p der Ausdruck 

0 

in die Potenzeureilie + 9% pz + e.tc. verwandelt wcrden kann ,  dass also 
aucti cine Gleictiung von der Porrn 

- 
bestehen miiss. Multiplicirt man mit il - p ,  diffcranzirt nacli e ,  multi- 

plicirt mit 2=, entwickelt l inkm Hand f1-e und  vergleicht die 
bciderseitigcn Coefficienten v o n  en-', so erhiilt man die  Recursionsformel 

1 . 3 . 5  ... ( 2 n - 3 )  
2nun - ( 2 n - l ) u . - i  = --- 

2 .4 .6  ... (2n)  ' 
welclie durch Substitution von 

1 . 3 . 5  . . .( 2 n -  1 )  
Cr, = 

2 . 4 . 6  ... ( 2 , ~ )  
ühergeht in 

1 1 p R - p n - ,  =--- 2 n - 1  2 n '  
Zur Abkiirzung sei noch 
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6) 
1 

S?,, =. 4- f +-&-. . - -. 
271' 

es ist dann = S 2 n ;  hieraus folgt an und 

wobei s, = O zu nehmen ist,  wenn die Summiruiig mit n = 0 heginnrn 
soll. Als Werth von R findet nich nun 

8) 
n: 1 . 3 . 5  . . . (  Zn-1) 

R E -  2 2 . 4 . 6  . .  (212) (11 -/A), s~~ k'2n, 
2 s i n  p n 

und  aus d e n  Formeln 2) ,  3), 5), 8) znsamnien 

1 . 3 . 5  ...( 2n-1) 
2 . 4 . 6  ... (211) 

Im speciellen Fal le  p = wiid tn = 2 2 - s?,, und  

1 . 3 . 5  . . . (  2 n - 1 )  
2 . 4 . 6  . . .  (2;) 

was mit L e  g e n d r e ' s  Angahe ühmeinstimmt. 
Bei sehr  kleineu k' reducirt sich die  12cilie in  Nr. 9) auf iliren An- 

fangstorm; es  ist also naherungsweise 
1 

d x 

O O 

nnd z. B. für p = Q und EL = 4 

AIS baillufige Folgerung aus Nr. 10) m6ge nocli dip. Kelation 

Erwahnnng  findcn. 
(Aus den Sit,ziingsbericliten der K. Sachs. Gesrllsçh. d. Wiswnucli.) 
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XIIT. 

Ueber den Mittelpunkt der Raumcurve dritter 
Ordnung. 

Von 

Dr. L. GEISENHEIMER 
in  Tnrnowite (Schlosien). 

Hierzu Taf. V Fig. 1. 

Unter den neuen Entwickelungen , durch welche Professor S c l i  r Li - 
t e r ' s  vorzügliches Werk  ,,Theorie der Oberflachen zweiter Ordnung und 
der Raiirncurveu dritter Ordnung als Erzeugnisse projectivischer GebildeiL 
die mathematische Literatur bereichert, findet sich auch der Sa tz ,  dam 
der geometrische Ort für den Mittelpunkt des in einer Sçhrni~guiigs- 
ebene erithaltenen Kegelschnittes , dessen Tangenten die Schnittlinien 
dirser mit' alleu übrigen Sclimi~gungsebenen der -cubischen Raumcurve 
bilden, selhst ein ehener Kegelsclinitt ~ e i .  (A. a. O. S. 320.) Dieser 
Kegelschnitt ist  mit seine Ehcne mit p bezeichnet. Es werde 
vorausgesetzt, dass die Raumcurve Cl3) drei  reelle unendlich ferne 
Punkte a,, b,, c, l iabe, sich also durch dieselbe drei (hyperbolische) 
Cylinder legen lassen, deren hezügliche Axen a ,  b,  e seien nnd auf 
welchen die Aqmpt,oten t a ,  r s ,  t ,  verlaufen; alsdann ist leicht iiachzuwci- 
fien, dass der Mittelpunktskegelschnitt p(2) d ie  Cylinderaxen und Asym- 
ptoten trifft. Die Schnittpunkte mit den Axen a ,  6 ,  c seien m ,  n ,  O ,  

die Schnittpnnkte mit den Bsymptoten f a ,  16,  t ,  seien a,, b l ,  c,. Die 
Verhindnngslinien 1 a,m 1 ,  1 rii n 1, 1 cio 1 treffen den zugehorigen Cylinder 
m m  zwciteii Male in Punkten o o ,  b,, c o l  welche anf der Raumcurre 
liegen, also die  Schnittpunkte dieser mit der  Mittelpunktsehene p dar- 
stellen. Uiese lctzten Geraden 1 k a ,  1 ,  1 b,b, 1 ,  i coc ,  i n eun t  S c h r  6 t e r  
l l u r c h m e s s e r  der Raumcurve, d a  dieselben die aus ihren Punkten a n  
die Raumciiive gelegten Secanten lialbiren. Die Secanten selbst bilden 
für jeden der erwahntcn drci Durchmesser diejcnigc Kcgclschaar eines 
liyperbolisçheu Paraboloids, deren Leitebetie zur Asymptotenebeiie des 
bezüglichen unendlich fernen Punktes  parallel lauft. 

Ausser dem System dieser drei Durcbmesser werden aucb die Cylin- 
deraxcn a ,  f i ,  c als solche bezeichnet,  d a  sie cbenfalls die Mitte für jede 
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s ie  s c h u ~ i d e n d e  Secante der  C(3) enthalten. Zwei paarweise zusammpn- 
geliorige Durchmesser, wie laOa,J und a, schneiden sich im Punkte m, 
bezüglich n nnd O; ,,will man", schliesst der  betreffende Alisclinitt des 
angeführten Werkes,  ,,einen solchen P u n k t  einen M i  t t  e l p  u n  k t der 
cubiechen Raumcurve n e n n c n ,  weil sich in  ihrn zwei Durchmcsser der 
Raumcurve treffen, so ha t  die  cubische Ellipse nur  einen,  die cubische 
Hyperbel  drei reelle Mittelpunkte". 

Es erregt Bedeuken,  cinen P u n k t  als M i t  t e l  p u n k t  zu hezeicbnen, 
welcher sich in dreifacher Weise ergiebt; mir ist kein Analogon für eine 
derartige Rezeichnungsweise bekannt. Dieselbe kann  aber auch irn vor- 
liegenden Falle nm so eher cntbchrt werden,  als sich, wie im Folgenden 
gezeigt werden 6011, a u s  d e n  S c 3 r t i t e r ' s c h e n  E n t w i c k e l u n g e n  
d i e  B e s t i m m u n g  e i n e s  P u n k t e s  e r g i e b t ,  de i ssen  z a h l r e i c h e  
E i g e n s c h a f t e n  e i n e  h o h e  U e b c r e i n s t i m m u n g  m i t  d e n e n ,  
w e l c h e  m a n  v o m  M i t t e l p n n k t e  e i n e r  F i g u r  e r w a r t e t ,  z e i g e n  
u n d  w e l c h e m  d a h e r  i n  d e r  T h a t  d i e  B e z e i c h n n n g  a l 8  M i t t e l -  
p u n k t  d e r  c u b i s c h e n  R a u m c n r v e  b e i g e l e g t  w e r d e n  k a n n .  

Der  Durchmesser Ja,,a, 1 erithalt zwei P u n k t e  der Schmiegungselienr 
uo in a,, namlich a. selhst und den Mittelpunkt m des in no enthaltenen 
Kegelschnittes luJ2), welchen die Schnittlinien der  übrigen Schmirgungs- 
ebenen mit luo umhiillen. Demnach ist (ao ail die Schnittlinie der Mittel- 
punktscbene y mit der Schmicgungsebcne O, des p und  C(3) gerneinschaft. 
lichen Punktes  ao. D e r  D u r c h m e s s e r  la,a,l g e h t  a l s o  d k r c h  den  
P o l  u d e r  E b e n e  p i  e h e n s o  l a u f ' e n  d i e U u r c h m e s s e r  16,bll u n d  
Icoc,l d u r c h  d i e s e n  P u n k t .  D a  die uneudlich ferne Gerade der 
Ebene  p als die Schnittlinie zweier (parallelen) Schmiegnngscbenen z, 

und  n', betrachtet werden muas (a. a. O. 5 SB), fallt dieser Punkt  u mit 
dem harmonischen Pol  dieser unendlich fernen Geraden g," in  Bezug auf 
d(a ,b ,c , ) ,  also mit dem Schmerpunkte dieses Dreiecks zdsammen. 

I n  Fig. 1 sind die gesarnmten, in die Mittelpunktsebene p falle~irlen 
P u n k t e  dargestellt, wobei zunaclist die drei sich in u schneideoden 
Tlurchmesver und auf diesen die Schnittpunkte a,,  b,, cl mit den Asym- 
ptoten der Raumcurve als gegeben angcsehen wurdcn. IIa die Aeym- 
ptotenebenen des zu a, gehorigen, durcli die ~ ( 3 )  gelegten Cylinders a:' 
die Asymptote 16 und f, und entsprechend die Asymptotenebenen der 
anderen Cylinder b:) und c c )  je eine Asymptote enthalten, hilden die 
Schnittlinien der sammtlichen an diese drei Cylinder gelegten Asymptoten- 
ebenen ein Scchseck mb, O a, n cl, dcssen Gcgcnscitcn als Schnittlinien 
paralleler Eheneri parallel lauf'eu und dessen Hauptdiagonalcn sich in 
einem Punkte  treffeu. Uieraus folgt sofort, dass sich diese 1)iagr)nalen 
anch h a l b i r e n ,  also m u = u a l ,  r r u = u b , ,  o u = i i c l  ist. D a f e r n e r d e r  
Mittelpunktskegelschnitt p(2 )  diesem Sechseck umsclirieben i s t ,  f a l l t  de r  
M i t t e l p u n k t  v o n  p(=) m i t  u z u s a m m e n .  
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Wenn man durch jeden Pui ikt  in  der  Schnittlinie zweier festen 
Schmiegungsebenen die dritto Schmiegungsebene der Raurncurve legt I n d  
in Bezug auf den in dieser variablen Schmieguugsebene enthaltenen, von 
der Gesammtheit der übrigen Schmiegungsebenen umhüllten Kegelschnitt 
die Polare des gewahlien Punktes  construirt, so bilden diese Polaren die 
Regelschaar eines Hyperboloids, welches die beiden festen Schmiegungs- 
ebcnen berührt. Wird dieser Satz auf  die Gerade g,D angewendet,  so 
treten an Stelle der festeu Schmiegungsebeuen die für die cubische 
Hyperbel allerdings imaginaren Parallelebenen n, und z',, u n d  u f a l l t  
mi t  d e m  M i t t e l p u n k t e  d i e s e s  H y p e r b o l o i d s  z u s a m m e n .  

Punkt  u kann ferner als der Schnittpunkt der drei Durchmesser- 
ebcncn in den drei hyperbolischen Cylindern bestimmt werden, welche 
sich durch j e  eine Cylinderaxe und die hierzu parallale Asymptote l e g m  
laesen, i s t  a l s o  d e r  M i t t e l p u n k t  d e s  d u r c h  d i e  d r e i  A s y m p t o -  
t e n  g e l e g t e n  H y p e r b o l o i d s .  

Die drei Asymptotenebenen r , ,  zb, T c ,  welche die Leitebenen zu 
der Schaar der durch die Durchmcsser Iua,l, Inbol,  lucol halbirten Se- 
canten bilden, schneiden sich im unendlich fernen Pole der unendlich 
fernen Eheue E,, ~ i n d  also der  nach diesem I'unkte e, gerichteteu Ge- 
raden parallrl. Die durch den P u n k t  u gelegte Secante g ,  welche den 
drei Asymptotenebenen parallel Iauft,  ist also nach gerichtet. Diese 
Secante g ,  welche also die Polo der Ebcnen p und E, verbindet,  ist im 
Nullsystem der C(3) zur Schnittlinie g," dietier Ebenen conjugirt und eut- 
halt daher die Berührungspunkte der parallelen Schmiegungsebenen m, 

und n',. D a  die Asymptotenebenen der drei Cylinder a?), bf) ,  cm) die 
Ricbtungen la,b, 1 ,  1 a, c, 1, 1 b, cm 1 b e ~ t i m m e n ,  folgt nach einer hekanntan 
Eigcnschaft der Secantc, dass e, in der  harmonischen Polaren der Ebene 
p in Bezug auf drei riicht parallele Asymptoteneheuen dieser Cylinder 
liegt. Wird p parallel zu sich selbst unendlich weit verschoben, so bil- 
den die Punkte a,, b,, c, iii der  so erlialtenen Ebene E, ein Dreieck, 
welchem die Schnittlinien der Durclimesserebt=nen [a t a ] ,  [Dib], [ c i , ]  mit 
E, urnschrieben sind. Letztere Schnittlinien s ind,  wie s u s  Fig. 1 folgt, 
den Gegenseiten des eingeschriebenen Dreieckti parallel, weshalb auch 
der Schwerpunkt des au8 den Schnittlinien der Durchmesserebenen gebil- 
deten Dreiecks in e, fallt. 

D i e  d u r c h  d e n  P o l  u d e r  M i t t e l p u n k t s e b c n e  p g e l e g t e  
S e c a n t e  g i s t  d i e  h a r m o n i s c h e  P o l a r e  d i e s e r  E b e n e  p s o w o h l  
i n  B e z u g  a u f  d a s  D r e i k a n t  d e r  a u s  u n a c h  d e n  u n e n d l i c h  f e r -  
n e n  S e c a n t e n  d e r  R a u m c u r v e  g e l e g t e n  E b e n e n ,  w i e  i n  B e z u g  
a u f  d a s  D r e i k a n t  d e r  D u r c h m e s s e r e b e n e n  [ a l , ] ,  [ b t 6 ] ,  [ c l , ] .  

Die Secante g kann im Allgemeinen in keine Durchmcsserebene 
fallen; auf besondere Ausnahmefiille kornmen wir spiiter zurück. Diese 
Durchmesserebenen konnen auch nicht alle drei einer Richtung parallel 
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laufen, sich also nicht in einem einzigen Strahle schneiden, da ihrc Pole 
das Ilreieck a,b,c, bilden, in dessen Ecken sich j e  zwei selbstconjugirte 
Strahlen der Ebenen  schneiden. 

Aus vorstehender Entwickelung folgt, dass die Secante g in Bezug 
auf dae durch die Asymptoten ta ,  i b ,  tc gelegte Ilyperholoid zur Geraden 
gIm conjugirt ist. Die  Geraden a t a ,  h t 6 ,  c l ,  bilden ein auf diesem Hyper- 
boloid verlaufendes windschiefes Sechsseit, welche8 den Iialben IJmlauf 
cines Parallelopipedons darstellt. Man findet elementar sehr Icicht, dass 
die Schnittpunkte derjenigen Ebene ,  welche alle Seiten dieses Sechsseits 
tialbirt, das einzige ebene Sechsseit l iefern, dessen Hauptdiagonalen den 
Gegenseiten parallel laufen. Die  Ebene dieses Sechsecks ist also p. 

D i e  M i t t e l p u n k t s e b e n e  p h a l b i r t  d i e  S e i t e n  d e s  a b w e c h -  
s e l n d  a u s  d e n  A x e n  n ,  b ,  c d e r  d u r c h  d i e  R a u m c u r v e  ( c u b i s c h e  
H y p e r b e l )  m o g l i c h e n  C y l i n d e r f l a c h e n  u n d  d e n  A s y m p t o t e n  
f a ,  f6, 1, g e b i l d e t e n  w i n d s c h i e f e n  S e c h s s e i t s .  

Die durch collineare Uuibildung erhaltene Verallgemeinerung dieses 
Satzes lautet:  

D i e  T a n g e n t e n  t a ,  15,  1, d r e i e r  b e l i e b i i e n  I ' u n k t e  a ,  b, c 
d e r  R a u m c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  u n d  d i e  P o l a r e n  a ,  O, c der  
E b e n e  [ a b c ]  i n  B e z u g  a u f  d i e  d u r c h  d i e  C u r v c  g e l e g t e n  K e g c l -  
f l a c h e n  a@!, b(2), c('1 b i l d e n  e i n  w i n d s c h i e f e s  S e c h s s e i t  al,hl ,çtb,  

w e l c h e s  a u f  d e m  d u r ç h  d i e T a n g e u t e 1 1  g e l e g t e n  H y p e r b o l o i d  
v e r l a u f t .  W i r d  z u  d e n  b e i d e n  s i c h  i n  d e r  E b e n e  [abc] s c h n e i -  
d e n d e n  ( r e e l l e n  o d e r  i m a g i n n r e n )  S c h m i e g u n g s e b e n e n  n: und  
z' d i e  z u r  e r ~ t g e n a n n t e r i  E b e n e  [abc] c o n j u g i r t e  v i e r t e  h a r -  
m o n i s c h e  E b c n e  p' g e l e g t ,  6 0  w i r d  d i e s e  v o n  d e n  S e i t e r i  des  
w i n d s c h i e f e n  S e c h s s e i t s  i n  d e n  E c k p u n k t e n  e i n e s  e b e n e n  
S e c h s e c k s  g e s c h n i t t e n ,  d e s s e n  G e g e n s e i t e n  s i c h  i n  d e r  
S c h n i t t l i n i e  gl- ln:x' l  d e r  v i e r  h a r m o r i i s c h e n  E b e n e n ,  u n d  
d e s s e n  H a i i p t d i a g o n a l e n  s i c h  i m  P n l  u' e e i n e r  E h e n e  i n  Be-  
z u g  a u f  d a s  N u l l s y s t e r n  d e r  U3) t r e f f c n .  D e r  d i e s e m  S c c h s e c k  
u m s c h r i e b e n e  K e g e l s c h u i t t  i s t  d e r  O r t  a l l e r  P o l e ,  w e l c h e  
d e r  S c h n i t t l i n i e  d e r  E b e n e  [ a b c ]  m i t  e i n e r  S c h m i e g u n g s -  
e b e n e  i n  B e z u g  a u f  d e n  i n  d i e s e r  S c h m i e g u n g s e b e n e  e n t h a l -  
t e n e n  K e g e l s c h n i t t  e n t s p r e c h e n .  

Das durch die 'I'angenten t a ,  16,  1, gelegte Hyperboloid kann übri- 
gens mit dem Hyperboloid der Polaren,  welche den Punkten von yl iu 
Uexug auf die Kegclschuitte der durch diese Purikte gehenden dritten 
Schmiegungsebenen entsprechen, nicht zusammenfallen. Denn da das 
letztere IIyperboloid die Sclimiegungsebenen 7~ und z' in den (liirven- 
purikten berüiirt, würde bei e in r r  Coincidenz beider Flaclien dassclbe 
aclit Punkte de i  Ci3), also diese selbst,  enthalten. Letzteres ist unmog- 
licli, da  eiri tlurçli die liaurncurve g e l ~ g t e s  Hyperbiiloid n i ~ r  diircli zwci 
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ihrer Tangenten gehen kann.  D a  die Ebene p' für heide Hyperboloide 
deuselben Pol besitzt,  berühren sich diese Hyperboloide liings des iliuen 
gemeinschaftlichan, in  der Ebene liegenden Kegelschnittes. 

Wir legen zwei zur Mittelpunktsehene p parallele Ebenen in glei- 
chem, aber entgegengesetzt gerichtetem Abstande van p. D a  diese P a  
rallelebenen dnrch die unendlich fernen Linien glm von p gehen und 
letztere - stets eine cubische Hyperbel vorausgesetzt - eine uneigent- 
liche Schnittlinie zweier Schmieguugsebenen ist,  rio schneidet jede Paral- 
lelebene die Cc" wieder in drei reellen Punkten ,  und zwar wird die Ver- 
hindungslinie irgend eines Schnittpunktes der eirien Ebene mit einem 
bcliebigen der drei Schnittpunkte der andern parallelen Ebene durch 
eiuen bestimmten Durchmesser der Ebene y halbirt ,  lauft also auch der 
eutspreclienden Asymptotenebene der Curve parallel. Projicirt man die 
beiden Schnittdreiecke ans e, anf p ,  so erkennt m a n ,  dass die Projec- 
tionen dieser Dreiecke (also auch die zn p parallelen Dreiecke. selbst) 
affin-gleich sind und die Affinitatsaxe in cinem heliebigen Durchmesser 
angenommen werden kann;  die zugehorigen Affinitatsstrahlen laufcn als- 
dann derjenigeu Seite des Ureiecku aob,c,, parallel, welche von deui zur 
Affinitatsaxe gewahlten Durchmesser halhirt wird. D a  die Secante y 
oder lueml zu gla conjugirt ist, enthalt g die Pole. der Parallelebenen, 
aleo die Schwerpunkte der  Schnittdreiecke. In elementarer Weise lasst 
sich ferner nachweisen, dass auch die Schwerpunkte derjcnigen Dreiecke, 
dereu Ecken die Durchbohrungspunkte der drei Asymptoten /,, 15,  I ,  mit 
einer zu p parallel gelegten Ebene  s ind,  in eine Gerade fallen. Die 
Schwerlinie dieser, mit den Ecken i n  die Asymptoten fallenden Dreiecke 
fallt für die unendlich ferne Ebene E, u n d ,  wie Fig. 1 lchrt,  für die 
Mittelpnnktsebene p und daher üherhaupt mit der  Schwerlinie der erst- 
genannten Schnittdreiecke zusamrnen. 

Z w e i  v o n  d e r  M i t t e l p u n k t s e b e n e  p g l e i c h w e i t  a b s t e h e n d e ,  
z u  d i e s e r  p a r a l l e l e  E b e n e n  s c h n e i d e n  d i e  c u b i s c h e  H y p e r -  
b e l  i n  P u n k t e n ,  w e l c h e  e i n a n d e r  gleiche D r e i e c k e  b i l d e n .  D e r  
M i t t e l p u n k t  ( S c h w e r p u n k t )  e i n e s  s o l c h c n  D r e i e c k s  f a l l t  m i t  
d e m  S c h w e r p u n k t e  d e s  d u r c h  d i e  D u r c h b o h r u n g s p u n k t e  d e r  
A s y m p t o t e n  m i t  s e i n e r  E b e n e  b e s t i m m t e n  D r e i e c k s  u n d  m i t  
d e m  P o l  s e i n e r  E b e n e  e u s a m m e n .  D i e  G e r a d e  g b i l d e t  d a h e r  
d i e  S c h w e r l i n i e  a l l e r  d i o s e r  p a r a l l e l e n  1 ) r e i e c k e .  

Denkt man eich diese, mit ihren Ecken auf der Raumcurve liegen- 
den parallelen Dreiecke mit hornogener Masse ausgefüllt, so entsteht r in  
Korper, für den der  Schwerpunkt eines jeden Thciles, welcher durch 
zwei zu p parallele iiud hiervon gleichweit entfernte Ebenen hegrenzt 
wird, in u falit. H i e r ~ u f  und auf die frühcr entwickeltcn S#tze gestützt, 
scheiut es gerechtfertigt, den Pol u der Mittelpuuktsebene p als M i  t t e l -  
p n n k t  der cutiischen Raumcurve zu bezeiclinen. Mit  gleichem Reclite 
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würde die Rlittelpunktsebene p die kI i t t e l  e b e n  e ,  die durch dan Mittel- 
punkt u gelegte Sacante g die M i  t t  e l1 i n i  e der  Curve genannt werden 
dürfen. 

B u s  Fig.  1 folgen weitere Eigenschaften der Raumcurve. Der die- 
selbe enthaltende hyperbolisclie Cylinder a:) wird von der Ebene p in 
einer durch a,b,co laufenden Iiyperbel gesçhnitten, deren Asymptoten 
mb, und  mc, sind;  die Tangente dieser Hyperbel in  a , ,  also die Spur 
der Asymptotenebeue ta,  ist daher mit boco parallel. Hieraus folgt: 

D i e  z u r  M i t t e l l i n i o  g p a r a l l e l e n  S c h n i t t l i n i e n  d e r  d r e i  
A s y m p t o t e n e b e n e n  d e r  R a u m c u r v e  s c h n e i d e n  d i e  D u r c h -  
m e s s e r  d e r  M i t t e l e b e n e ,  a u f  w e l c h e n  s i e  d i e  S t r e c k e n  laoml, 
(b,t tI ,  Icool h a l h i r e n .  

I)ie Schmiegungsebenen der Raumcurve schneiden die Asymptoten 
t a ,  1 5 ,  le i n  drei projcctivischen Punktreihen. I n  jeder  Asymptote finden 
sich hiernach zwei, den nnendlich fernen Punkten der beiden anderen 
Asymptoten entsprechende Gegenpunkte, welche z. B. auf t a  durch den 
Schnitt dieser Geraden mit 76 und r, bestimmt sind. Berücksichtigt mari, 
dass sich die drei Asymptotenebenen T,, r b ,  7 ,  in parallelen Garaden 
schneiden, so folgt aus der Figur, dasa al die Mitte der  auf 1, gebildeten 
Gcgenpunkte ist. 

D i e  M i t t e l e b e n e  y g e h t  d n r c h  d i e  M i t t e  d e r  G e g e n p u n k t e ,  
w e l c h e  a u f  j a d e r  A s y m p t o t e  d u r c h  d i e  b e i d e n ,  d i e s e r  u i c h t  
z u g e h o r i g e n  A s y m p t o t e n e b e n e n  a n s g e s c h n i t t e n  w e r d e n .  

Wahlt  man drei durch einen I)iirchmesser, etwa lua,l, balbirte Se- 
canten der Raumcurve, so lassen sich durch die 2 . 3  Endpunkte der- 
selben zwei Ebenen lege,n, welche keinen dieser Endpunkte gemein- 
schaftlich haben. Diese Ebenen schueiden sich in einer den  Durçtimesser 
1 u a,l treffenden, zn r, parallelen Geraden. Rücken die gewahlten drei 
Secanten nnendlich nahe,  so gehen die Ebenen in die Schmiegungsebenen 
der Endpunkte  einer durch 1 u a. 1 halbirten Secante über. 

D i e  S c h m i e g u n g s e b e n e n  d e r  E t a u m c u r v e  i n  d e n  E n d p u n k -  
t e n  e i n e r  z u  e i n e r  A e y m p t o t e n e b e n e  p a r a l l e l e n ,  a l v o  d u r c h  
d e n  z u g e h o r i g e n  1 ) u r c h m e s s e r  h a l b i r t e n  G e r a d e n  s c h n e i d e n  
s i c h  i n  e i n e r  e n  d i e s e r  A s y m p t o t e n e b e n e  e b e n f a l l s  p a r a l -  
l e l e n  L i n i e ,  w e l c h e  d e n  e r w a h n t e n  D u r c h m e s s e r  t r i f f t .  

D e r  letzte Satz ist insofern fur die betrachtete Curve nioht charak- 
teristisçli, als derselbe fur jade Raiirncurve gilt ,  welche einen Durch- 
messer in dem hier gebrauchten Siune besitzt. E ine  Folge des Satzes 
ist ,  daas die Schmiegungsebenen in den Endpunkten der aus ü an die 
C(3) gelegtcn Seeanto parallel laufen. 

Aus Fig. 1 folgt endlich noch, d a  die Sehne Inol  dem Durchmesser 
l m a ,  1 für den Mit te lpunktskegelsch~i t t  conjugirt iot, dam dieëer 
Kegelschnitt die Asymptotenebeuen der Raumcurve berührt,  ein aus den 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. L. GEISENHEIMER.  327 
--pp -- 

von S c h  r O t e r  angegobenen Eigenschaftcn dieses Kcgrlfichnittes leicht 
herleitbares Resultat. - 

Die sarnmtlichen Satze gelten selbstverstiindlich auçh für die cubische 
Ellipse; nur werden zwei Asymptoten dieser Curve und die diese ent- 
baltenden Cylinder imaginar, dagegen die parallelen Schmiegungsebenen 
n, nnd nt, reell J e d e  derselben schneidet da8 den Punkten von glm 
entsprechendc Hyperboloid der  in  Bezug auf die  Kegelschnitte der 
Schrniegnngsebenen geiiommenen Polaren in einem Linienpaare, welches 
die Berühruogspunkte von n,, bezüglich n', mit denjenigen Punkten 
verbindet, in welchen glW die in  den parallelen Scbmiegungsebenen ge- 
Irgencn Kegelsclinitte berührt. Die Gerxden des Linienpaarrs lanfen 
daller den Tangenten in den  Endpunkten  von g parallcl und das Hypcr-  
boloid wird von C C  in  einer Hyperbel geschnitten, deren Asymptoten die 
gleiche Ilichtung haben. 

D e r  M i t t e l p u n k t s k e g e l ~ c h n i t t  d e r  c u h i f i c h e n  E l l i p s e  i s t  
e i n e  H y p e r b e l ,  d e r e n  A s y m p t o t e n  d e n  T a n g e n t e n  d e r  R a u m -  
c u r v e  i n  d e n  E n d p u n k t e n  d e r  M i t t c l l i n i e  p a r a l l e l  s i n d .  

1st 1 aoa, 1 der in diesem Fal le  einzige reelle Durchrnesser, so ergeben 
aich der Mittelpunkt u und ein weiterer P u n k t  m dieser Eiyperbel p(2), 
indem 1 aoa, / nach dem Verhaltniese 3 :  1 ,  bezüglich 1 :  1 getheilt wird. 
R c n n  auch mit b, und C, die Schnittpunkte b, und imaginarwerden,  
bleiben doch die Secanten / b,~, / nnd  Iboc,) reell; erstere ist die unend- 
lich ferne Gerade der dritten reellen Asymptotenebene, welche mit der 
m m  Durchmesser la,a,l parallelen Leitebene des einzigen durch C(3J zu 
kgenden hyperbolischeii Paraboloids zusammenfallt, letztere eine Parallele 
xur Spur der Asyrnptotenebene r ,  mit ,i, welche u a, im Verhaltniss 3 :  1 
verlangert. I n  glricher Weise lasst sich in  jcder parallel zu p gelegten 
Ebene mit Hilfe dea einen reellen Schnittpuiiktes mit CI" die Mitte der  
in dieser Ebene verlauf'enden, die beiden iuiagi~iaren Schnittpunkte ver .  
hindenden Secante und hiermit diese selbst construiren. Der  Satz, dass 
y Schwerlinie der aus den Schnittpunkten dimer parallelen Ehenen mit 
der Curve -gebildeten Dreiecke werde,  wird natürlich illusorisch. Der- 
selbe Iasst aich dahin umformen, dass man die imaginaren Schnittpunkte 
der in den Parallelebenen liegeuden Secauten durch die reellen Potenz- 
punkte der auf diesen Secanten durch die Curve indwirten Involution 
ersetzt. Die stetige Folge dt:r aus dem reellen Schnittpunkte und diescn 
beiden Potenzpunkten gebildeten Dreiecke stellt einen Korper dar, für 
welchen wieder der Schwerpunkt eines jsden Theiles, der durch zwei 
von p gleichweit abstehende Parallelebenen begrenzt wird, nach u fallt 
nnd die zwei i n  den hegrenzenden Ebenen gelegenen Dreiecke gleichen 
Inhalt haben. 

F ü r  d r n  angedeuteten Ausnahmefall, i n  welchrrn die Mittellinie g in 
einer der Durclirnesserebenen liegt,  muss dieselbe mit der in dieser Ebene 
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verlaufendcn Asymptoto, u demnach als Mitte der Schnittpunkte der 
durch diesen P u n k t  gele,gten Secnnte mit einem unendlich fernen Punkte 
zusammenfallen. Daher  muss glm als Sctinittlinie zweier Schmieguogs- 
ebenen mit der Tangente dieses Punktes  coincidiren , die Raumcurve also 
eine unendlich ferne Tangente haheh ,  deren Schmiegungsebene sich als 
Mittelebene p darstellt. Bei der  c o b i s c h e n  p a r a h o l i s c h e n  H y p ~ r -  
b e l ,  wo b,. mit c, zusammenfallt und die Tangente dieses Punktes un- 
endlich weit rückt,  wird also die Scbmiegungsebene zb dieses Punktes zur 
Mittelebene. Die Gerade, welche den Schnittpunkt al dieser Ebene und 
der endlichen ~ s ~ h ~ t o t e  t ,  mit dem unendlich fernen Mittelpunkte b, 
verbindet ,  ist  ein im Endlichen gelegener Diirchmefiser der Curve; diese 
Gerade fallt mit der Axe des durch die cubisclie parabolische Hyperbel 
m6glichen hyperbolischen C'ylinders zusammen. Die beiden anderen 
Durchmesser 1116~1 und Iwc, 1 deckeu sich mit der unendlich fernen Tau- 
gente des doppelt zu zahlenden nnendlich fernen Punktes  6,. 

Bei der c n b i s c h e n  P a r a h e l ,  wo die Piinkte a,, 6, und co im 
Bcrühriingspunkto der unendlich fernen E b r n e  zusarnmenfallen, liegt LI 

i n  diesem Berührungspunkte, welcher durüh die Erzeugende des die 
Curve enthaltenden parabolisctien Cyliuders bestimmt wird. Die Nittel- 
ebene p reducirt sich auf die nnendlich ferne Tangente t,, da die 
s~mmtliçhen i n  den Schmiegung~ehenen enthaltenan Kegelschuitte di8 
unendlich ferne Ebenc E, in  einem Eunhto dieser Gcraden 1, berüliren. 
Die Durchmesser der Curve lassen sich als Schnitt  der zu t, gehorigen 
~ u r c b m e s s e r e b e n e  mit der Schmiegungsebene des i n  letzterer enthaltenen 
Curvenpunktes bestimmen; da jede Erzeugende des parabolischen Cylin- 
ders i n  einer solchen Diirchmesserehene liegt,  folgt, dafis jede Scl-initt- 
linic zwischen der Durchmesserebene und Schmiegungsebene eincs Punktes 
der  cubischen Parahel als Diirchmesser derselben betrachtet werdcn rnuss. 
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Grundzüge der mathematischen Chemie. 

Von 

Prof. Dr. W. C. WITTWER 
In Regsnsbnrg. 

III. 
(Sch lnas . )  

4. N a t r i n m .  
Atomgewicht Nu = 23. 

Betragt die Quantitiit der tragen Substauz einer Massenkugel 23 mal 
soviel, als diejenige einer Wasserstofl'kugel, 80 erhalten wir d m ,  was die 
Chemiker N a t r i  u m a t  om nennen und  mit Na bezeichuen. 

Befindet sich ein solches Nstriumatom i n  einem athererfiillten Raume, 
so werden siçh vermoge der gegenseitigen Anziehung von Massen- nrid 
Aethertheilchen, sowie unter Mithilfe des aussern Aetherdruçkes drei 
Aethertheilchen unmittelbar mit dem Massentheilchen verbinden und 
sich darauf so stellen, dass ihre Mittelpunkte die Ecke eines gleich- 
seitigen Dreiecks darstellen, desseu Mittelpunkt mit demjenigen der 
Massenkugel zusammenf2llt und durch welclien d i e  a u f  d e r  E b  e n  e 
n o r m a l e  A x e  d e s  A t o m e s  geht. Ha t  sich so das Natriumatom con- 
stituirt, BO wird es auf die Gruppirung der benachbarten Aethertheilchen 
anders wirkon, 81s ein Aethertheilchen an seiner Stelle thnn würde. Am 
nachsten kommen ihm jedenfalls zwei Aethertheilchen, die sich in  der 
Verlangerung der 
Atommittelpuukte 

27) 

Atomaxe hefinden und deren Entfernung R von dem 
durch nachstehendo Formel bestimmt wird: 

23 1 -.-- 3 R  1 -- 
18,s HP ( R 2 + ~ I ) %  4iP + = O' 

Der Werth von R ist 1,1718. 
Ersetzt man nun das eine Aethertheilchen durch ein zweites Natrium- 

atom, dessen Axe in  der  Verlangernng der Axo des ersteti liegt, wahrend 
das Aetherdreieck um 60 Grade gegen das des ersten Atoms gedreht ist, 
so findet man: 
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und  

R (Na Na) ist  = 1,1093,  wahrend R, = 1,2568 wird. Kommt also 
ein zweites Natriumatom in die Nalie des ersten, so wird es, wenn es 
sich i n  der riclitigen Stelluug befindet - uud in diese begiebt es sich 
selbst, sohald es in  den Wirkungskreis des ersten kommt -, weniger ab- 
gestossen, als das demselben ~ u n a c h s t l i e ~ e n d e  A&ertheilchen, es drangt 
also dieses wag und  setzt sich a n  seine Stelle. Sobald diases geschehen, 
rückt das auf der abgewcndeten Seitc befiridliche zweito Aethertheilchen 
in eine grossere Entfernung,  geht von 1,1718 nach 1,2568. Es kanu 
nun auch das zweite Aethertheilcheu durch ein Atom ersetzt wertleu, 
welches gegen das mittlere elienfalls um 60 Grade gedreht und also mit 
dem ersten aussern gleich gerichtet ist. Diesea führt zu der Gleichung: 

Es bestimmt sich R zu 1,1643,  u n d  da das Aethertheilcheu, welches 
weggedrangt werden soll, den Abstaud 1,2568 ha t ,  so ist diese Ver- 
drangung sehr gut moglich. 

Seitwarts von der die drei Atome verbindenderi Geraden befinden 
sich zunachst Aetliertheilchen, und es ware uun die Aufgabe, da auch 
wieder eines nach dem andern durch ein Natriumatom zu ersetzen und 
so, wie bei dem Kalium, nach und  nach eiiien Krystall  aufzubauen. Es 
ist jedoch die Zahl  dcr  zu bcrücksichtigenden Thcilchen hier einc vie1 
grossere, u n d  dazu kommt noch, dass, da der entstehende Krystall  nicht 
wie das Kalium dem teslieralen, sondern derri hexagoxialeri System au- 
gehort,  d ie  Verschiedenheit der  krystallograpbischen Axen zu berücksicli- 
tigen ist. Dadiirch wird die Zahl der  Uubekannten um 1 grosser, wah- 
rend die Gleicbgewichtsbcdingungen durch vie1 weitlaufigere Formelu 
ausgedrückt werden. Aus diesen Griinden hahe icti rnich wenigstens auf 
so lange von der Bestimmung dispensirt ,  bio die genauere E'eststellurig der 
Constanten ein anderes Resultat,  als ein blos provisorisches als Vruclit 
der  Arbeit erwarten l a ~ s t .  

h'atrium und Sauerstoff. 

Wie  bei dem Kalium, giebt es auch hier Verschiedenheitan riick- 
sichtlich der  Zahl der sich verbindendon Atomc sowohl, als aucli ihrer 
Xeihenfolge. 
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V e r b i n d n n g  v o n  z w e i  A t o m e n  N a t r i u m  m i t  e i n o m  A t o m  
S a u e r s t o f f ,  Nu,O o d e r  N a t r o n .  Hier kann die Reibenfolge der 
Atome sein N n O N a ,  aie kann aber  auch sein Na Nn O. 

I m  ersten der vorstehenden Fal le  steht die Axe des Sauerstoffes 
normal nuf der Verbindungslinie der drei Atome, wahrend die Axen der 
Natrinmatome in dicse Verbindungslinie hineinfallen. 1)ie Axe des Sauer- 
stoffes ist gegen die Verbindungslinie eines jeden Natriummassentheil- 
chens und eines seiuer Aetliertheilçhen um 90 Grade gedreht ,  die zwei 
Natriumatome sind gegen einander um 60 Grade gecireht. Es ergiebt 
sich so die Gleichung: 

Der Werth von R ifit 1,0328. 
Nimnit man die Reiheufolge Ru N a O ,  so bleibt die Dreliuog der 

Atome ungeandert,  und  es folgen die Gleichungen: 

R ( N a N u )  ist = 1,1183, wahrend RI (Nrt 0) = 1,1705 ist. Diese Werthe 
sind vie1 grosser, als derjenige von R i n  3 0 ) )  und wenii auch die durch 
31) angegebene Stellung cinmal zum Vorsçhein kommen solltc, so müsstc 
sie sich bei der nachsten Schwingung in diejenige von 30) umaudern. 
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V e r b i n d u n g  v o n  e i n e m  A t o m  N a t r i u m  m i t  e i n e m  Atom 
S a u e r s t o f f .  NaO, e r s t e s  N a t r i u m h y p e r o x y d .  H a t  man nur je 
ein Atom h'atrium und  Sauerstoff, und bildet man sus  ihnen mit Lu- 
ziehung eines Aethertheilcheus eine Reihe, so sind die zwei Falle N n O A  
und OhTa A z u  betrachtcn. Die Sauerstoffaxe steht wieder normal auf 
der Verbindungslinie, wahrend die Natriumaxe in dieselbe hineinfdlt. 
Die gegenmitigc Drehnng von Saneratoff und Natrium is t  die namlichc, 
wie in den heiiien vorhergehenden FaIlen. 

h'irnrnt mari die Reihenfolgo Nn O A ,  so ergiebt sicli: 

2 . 2 3 + 3 . 1 6  R 2 3 1 1 6 . 2 3  1 
32) (--- -P.- 

18,6 ) ( ~ ' + r ~ ) % + i g ; f i ' ( R + R ~ ) ~  18,G2 fi2 
2 R  2 R 2 R 

und 

Die Entfernung R ( ~ a  O )  ist 0,9655, die Entfernung RI (O A )  ist 1,0880, 
Benützt man die Reihenfolge ONuA, so entstehen die Glefchnngen: 

3 . 1 6 f 2 . 2 3  R 16 1 1 6 . 2 3  1 
3" ( 18.6 ) (HY+r2 )7*+18; f i ' (m-T8;6P 'R"  

- 2 R  - 2 R 2 R - 
(R2 + 4 r2 sin 15' 2)a11 (R" 2 2')"' (Rn + 4 r2 s i n  75' 2)Y= 

E s  ist R ( O h r u )  = 1,1192 und R,(Aru  A )  = 1,1116, also beide grosser als im 
vorigen E'alle. 

Wir  begegnen so dem namlichen Verhaltnisse wie bei dem Kaliiim, 
- - 

und ans dern namlichen Grunde wie dort ist  auch hier anzunelimen, dass 
sich ein Natriumhy peroxyd bildet, , welches die Zusammensetzung 2 (Na O) 
oder Na O O Nu hat. Dieses Natriumhyperoxyd entsteht bei dem Verbrcii. 
nen des Natriums in einem Strome von Luft  oder Sauerstoff, und der 
hierbei stattfindende Vorgang ist wieder ganz einfach der, dass an ein 
Molecnl Sauerstoff beiderseits j e  ein Atom Rat.rium sich anhangt. 

V e r b i n d u n g  v o n  e i n e m  A t o m  N a t r i u m  m i t  z w e i  A t o m e n  
S s u e r s t o f f .  NuOz o d e r  z w e i t e s  N a t r i u m h y p e r a x y d .  Man kann 
die Frege  aufstellen, wio cs sich mit der  Stellung der Atome verhalte, 
und als Antwort ergiebt sich sehr  leiclit, dass dabei die Beihenfolgen 
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N u 0  O oder ONU O zu berücksichtigen seien. Im ersten Fal le  ist die 
Drehung der Axe des mittlern Sauerstoffs gegen das Natriurn die nam- 
liche, wie hisher, der aussere Sauer~t,otf ha t  gegen den in der Mitte 
befindlichen seino Axe gekrcuzt. I m  letzteren Falle sind die beiden 
Sauervtoffaxen gegen einander um 60 Grade gedreht und auch je um 
90 Grade gegen eirie der Geraden,  die den Mittelpunkt des Natrium- 
massentheilchens mit einem der Aethertheilchen verbindet. 

Bei dcr Reihenfolge Na O O ergiebt sich: 

(R+Rl)  - 2  3 
('R+RdY + 4 r ) l + ( " - l s ; " o ) R = 9  

iind 
4 .16  R, + ( ( 3 . 1 6 + 2 . 2 3 ) - 2 )  ( R +  R , )  
18,6 (R," r2) ' /~ 18,6 ( ( R  + RJ2 + r2)% 

1f j2  1 4 R - 1- - - 1 2 (RI + R , )  
18,V R,' (R,Y+2r2)% (?8 ; :P+1 ) (~+~ , )2 - ( (~+~ , )2+3r2 )h  

- (Ij + R,)  16 

R(n'nO) hat die Grosse 0,9801, R1(O 0) k t  = 0,9869. 
Bei Benutzung der Reilienfolge ONuO entstcht die Glcicliung: 

R hat deu Werth 1,1238. 

Die Vergleichung der Resultate von 34) und 35) zeigt, dass die 
Reihsnfnlge Na O O die nrtnrgsmassere iet, nnd  sie sol1 es daher sein, 
welche der nacbfolgenden Betrachtung xu Grunde lingt. 

Die Verbindung hrnO O entsteht am einfaçhsten in  der Weise,  daes 
ein Natriumatom sich a n  ein Sauerstoffrnolecul inschliesst. Dieses ist 
rnijglich, denn nach 29) nahern sich die Natriumatome einander nicht 
über 1,1643, und ha t  also eiues derselben die Wahl  zwischen eincm 
SauerstoKmolecul und eineni andern Natriumatom, so ergiebt siüh, dass 
es vorr ersterem eine geringere Abntossung erfahrt,  sich ihm also mehr 
naliern k a n n ,  als dieses bei dem benachbarten Natriumatom der Fa11 ist 
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Sowie dieser Anschluss des Natriums an den Sauerstoff erfolgt iet, rücken 
die  Atome des Moleculs des letzteren auseinander, sie gehen von 0,8930 
auf 0,9869. Aiif der flndern Seite des Moleculs kann sich ebenfa l l~  ein 
Natriiimatom anschliessen, und  es entstcht so dio Verbindung No00 Nu, 
die bereits oben erwahnt wurde. E s  geht nun hier wieder, wie bei dern 
Kxliurn, urid weun man die Verbiudung hTa O O Na mit ebensoviel Natrium 
glüht ,  als fichon darin ist ,  so entsteht die Verbindung N u 0  Na, es braucht 
namlich i n f o l g ~  des Anschlusses des zweiten N a  a n  Na O O nur ein weite 
res Auseinanderrücken der zwei Sauerstoffatnrne von 0,9869 bis über 
1,0328 stattzufindrn, nnd die Fhtstehung der Verbindung Na OlC'cr ist 

moglieh. 
Vergleicht man die Werthe von R und R i ,  wie sie sich in den 

Gl(!ichuugen des Kaliunis ergeben, mit den entsprecli~riden Natriumgleicli- 
ungen ,  so ergiebt sich, dass dieselben in letzteren kleiner sind. Aus- 
genommen von dieser Regel Sind die zwei Hyperoxyde,  in denen die 
Anniihernng des Metailes an den Sanerstoff bei dem Kalium grosfier ist, 
al8 bei dem Natrium. Die Grosse der  Annaherung zweier Theilchen 
an einander ist jederifalls maassgebend für  die  Wahrscheiulichkeit des 
Eintrittes einer Verhindung, und weon aie derselben auch nicht propor- 

- - 

tional içt,  muss man doch çchliee~en , dass die  ~ r r l i u m h ~ ~ e r o x ~ d e  sich 
leichter hilden, als diejenigen des Nat,riums, das e r ~ t e  (weisse) Kalium- 
hyperoxyd leichter, als das zweite (gelbe). Ueber das zweitc Natrinm- 
hyperoxyd habe icli nirgends etwas in den Büchr,rn gefunden, und disses 
I % s H ~  mich darauf schliessen, dasselbe sei uoch gar  nicht hergeatellt. 

Natriuni und Wasserstoff. 
Der  Zusamm~nstellungen von Natrium und Wasserstoff sind zwei 

mnglich, namlich die Verbindung j e  eines Atomes beider Snbstanzen, 
wozu als drittcv Glied der Ileihe ein Aethertheilchen zil nehmcn ist,  und 
die  Verbindung von einem Atom Natriiim mit zwei Atomen Wasserstoff. 

V e r b i n d u n g  e i n e s  A t o m s  N a t r i u m  m i t  e i n e m  A t o m  Was- 
s e r s t o f f .  I n  diesem Fal le  kornmen bei der Reihe H N a A  nachstehendn 
Gleichungm zum Vorschcin : 

R ( H R a )  ist = 1,1480, wahrend für  R, ( N a d )  1,1675 sich entziff'ert. Bei 
R ist die Entferniing his zum Aethertheilchen des Wasserstoffatoms ge- 
messen, und naeh dem, was oben bei dem Kalium erwahnt wurde, ist 
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die Entfcrnung bis zurn Mittelpunkte des Druckes 1,1480 - 0,0190 - 1,1290. 

V e r b i n d n n g  e i n e s  A t o m e s  N a t r i u m  m i t  r w e i  A t o m e n  
W a s s e r s t  o f  f. F i i r   di^! Corrihination H N u H  rrgiebt sich: 

Hier ist R = 1,1315, die Entfernung bis zum Mittelpunkte des Druckes 
1,1315 - 0,0190 - 1,1125. 

In beiden Fallen sind die Entfernungen, in welchm sich die Theil- 
clien einstellen, so gross ,  dass das Zustandekommen der  Verhindungen 
e~l i r  fragiich ist. Tch habe nirgends eine Nachricht gefunden, dam die- 
selben sclion einmal hergestellt worden seien. 

Xatriuin, Saiierstofï niid Wasserstoff. 

Sol1 rine Ver1)indung dieser drei Ktirper untersucht werden,  so Iiat 
man d ie  Wahl zwisclien den Ziisarnmenstellung~n N a O H  nnd  ONaiS. 
Die gegenseitige Stellung von Na und O ist die narnliche, wio bei der 
Verbindung No O A. 

Die LZeiherifolge Nu O f l  führt zu naçhstelienden zwei Gleiçliurigen : 

Hier erhalt man R ( N a  0) = 0,9599 nrid R,(OH) = 1,0667 oder O bis zurn 
Mittelpurikte des Druckes 1,0667 - 0,0190 = 1,0477. 

Bei Voraussetzung der Rcihenfolge O N a H  ergeben sich die Gleicii- 
ungen : 
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und 

16 1 2 3 3 4  - 2(R+ 4 )  -- 1 .-- 
+ ~6 ' ((n + 1 8 6  (RI - (RIZ+ rs)'12 ((R + + rY)'IT 

E s  ergiebt sich R ( 0  Na) = l , l l O 7  und R,  (Na H) - 1,1569. Zieht man von 
letzterem 0,0190 a b ,  so arhalt man 1,1370. Beide Werthe sind vie1 
grtisser als bei der Zusamrnenstellung ATaOH, und es iot dalier letzterc 
als die naturgemassere zu  hetrachten. 

 BR^ 38) sielit man sofort, dass die Ann%lieruug des Natriu~ris au den 
Sauerstoff grtisser k t ,  also R kleiner a18 bei einer der  anderen bislier 
besproclienen Comhinationen, und die Verbindung N a t r  o n h  y d r a t  muss 
daller e ine selir feote sein. Nichtsdestoweniger fiteht sie liiiiter der rrit- - 

sprecheuden Kaliumverbindung zurück, oder wie die Chemiker sagen: 
das Kalium ist stiirker als das Natrium. E'ltwas weiter entf'ernt von  deni 
Sauerstofi ist der Wasserstoff, und es muss dalier leichter sein, diesen 
wegzubringen , als das Natrium. Gliiht man Natriumoxydhydrat '  mit, 
ebensoviel Natrium, als schon darin ist, so wird es zerlagt und eR hildet 
sich No O Na, indern sich an die Stelle dtw Wasserstoffes, der nach 38) 
die Entfernung 1,0477 ha t ,  Natrium mit der Entfernung 1 ,0328(30)  setzt. 
Es ist hier die namliche Reilienfolge von Ersclieiiiungen, wie sie obeu 
bei dem Kaliiim dargestellt wurde. 

5. L i t h i i i n i .  
Atomgewicht: Li= 7 

W e n n  die  Quarititat der tragen Substanz eiucs Massentheilchens dns 
Siebenfacbe eines Wasserstoffrnxssentlieilcliens betragt , so entsteht das, 
was die Chemiker ein L i t h i u m a t o m  nenaen und  mit  L i  liezeichnen. 

Rcfindet ~ i c h  ein Lithiumatom im ather~rfül l ten Raume,  so lassen 
sich unmittelbar auf demselban zwei Aethertheilclien nieder und lagerri 
sic11 auf zwei einander diametral e i i tg~gengesetzten Punkten seiner Ober- 
'flkclie. Eirie Gerade,  welche die Mittelpunkte der Aetbertheilchen iind 
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des Massentheilchenu verbindet,  wird im Nachstehendm die Axe des 
Atomes hcissen. 

Sind in einem Raurnc Lithiumatome in grosserer Anzahl mit Acthcr- 
theilchen untermischt, so werden erstere ihren Einfluss auf die Grup- 
pirung der umgebenden Aethertlieilchen ausüben, wahrend andererseits 
auch zwei oder mehrere Lithiumatome gegrnseitig aufeinander einwirken 
kounen. Suchen wir ziinachst die Wirkung auf ,  welche diis Atom auf 
zwei Aetliertheilchen autiübt, w ~ l c h e  sich zu beiden Seiten dcs Atomes 
in einer Geraden befiudm, die durch das Nassentlieilchen geht und auf 
der Atomaxe senkrecht s teh t ,  so hat  man,  wenn R die Entfernung eines 
Aetliertheilçhens von dem ~Uassentheilçhen bedeutet : 

Uieser Gleichung entspricht der Werth f l =  1,1706. 
Wird nun das eine Aethe.rtheilçlien durch cin zweites Atom ersetzt, 

dessen Axe gegen die des ersten um 90 Grade gedreht ist ,  so erhalt man: 

R(ZiLz)  ist gleich 1,0963, wahrend RI = 1,2162 wird. E s  ergiebt sicli 
Iiieraus, dass dia z w e i  Lithiiimatome sich in einer Entfernung anziehen, 
in welchrr das Aethertheilclien bereits abgestossen wird. Darum wird 
dafi Aethertheilcheri waggedrangt und es entsteht die Verhitirlung LiLi. 
Es kann nun auch das zweite Aetliertheilchcli durch ein weitercs Atoni 
ersetzt werden, und dicses geschieht, wenn in der Gleichung: 

der Werth von R < 1,2162 ausf i l l t ,  was auch in der T h a t  der Fa11 k t ,  

da R =  1,1471 wird. 
Die vorstohendr. Ahleit,ung mnge genügen,  um die Analogie zwischen 

dcm Verhalten der Lithiumatorne mi t  denen de; Natriums und des Ka- 
liiims eu zeigen. Streng genommen ist die Sache complicirter. E s  waren 
rknlich riocli die S k l l u ~ i g e n  der Acthertheilchen riiigs um das erste Atorri 
zu siichen und dann r inrs  nach dem andern durch ein weiteres Atom zu 
ersetzen, rlahei aber natürlich nicht zii i ibe rs~hen ,  welchen Einfl~iss der 
neue Ankommling auf den Ort  nnd die Dreliung der übrigen bereits vor- 
handenen ausübt. 
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Ich halte as fiir wahrscheinlich, dafis fiechs unter sich parallele Atome 

um ein erstes ein Hexagon bilden, wahrend in zwei der orsten parallelen 
Ebenen eich j e  drei Atome einfinden und so je  ein Dreieck darstellen, 
von denen da8 eine gegen da8 andere um 60 Grade gedreht ist. Es 
kame so  eine hexagonale Pyramide als Grundform eu Staridp. 

Lithium nnd Sauerstoff. 

V e r b i n d u n g  z w e i e r  A t o m e  L i t h i u m  m i t  e i n e m  A t o m  S a u a r -  
s t o f f .  L i , O ,  L i t h i o n .  Wenn zwei Atome Lithium sich mit einem 
Atom Saue,rstoff verbinden, so kaun die Reihenfolge sein: LiLiO oder 

L i O L i .  I n  beiden Fallcn sind die Axcn zwcier neben einander befind- 
lichen Atome gekreuzt,  die der beiden Lusseren also parallel gericht~t.  
Die Reibenf'olge L i L i O  giabt : 

4 . 7  R 72 1 
43) - - (7+16)  ( R + R , )  _- 

18,6 j K " r ~ 3 / z  + 2~ ((H+I!,)*+r2)'/2 18.6' X 2  

Hier  ist Id= 1 , 0 0 6 2 ,  und es kann also kein Zweifel bestehen, 
R~ihenfo lga  L i 0  Li die naturgrrnasse Sei. Die Verhindung ist das 
oxyd oder Lithion. 

da8s die  
Lithium- 

V e r b i n d u n g  e i n e s  A t o m e s  L i t h i u m  u n d  e i n e s  A t o m e s  
S a u e r s  t O ff. Verbiuden sich j e  pin At»m Lithium und Saneretnff, so 

habcn wir unter den zwei Reihenfolgcn L i 0 . 4  und 0 L i . 4  zu wahlen. Dio 
Reihenfo lg~  L i O A  gieht: 

und 
16 1  m 1 
7 +  - -  

2 R, - - .- 2iR+Rli - -- - - +R,=,). 
RI 18,6 ( 7 i + 4 j 2  i , R , z + r " ) ~ z  ( ~ ~ + & , ) ' + , ~ " ) ' ~ z  

R ( Z i O )  ist  = 0,9293, R, = 1,0835. 
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Bei Uenützung der Reihenfolge O L i A  ist:  

(7+16) '  R 16 1 7 . 1 6  1 
461 2---- 

4 8  
lb ,6  (I?+ rd)' / .  + 18,6 ' ( R  + R,)Y 18,6' il2 (ri2+ 2 r2i3t$ 

- 

uiid 
7 1 16 1 2  11, 2 (R+R1)  

--  -- ' 
+ ~6 a (A + lc,i' + p ((1i + f i ~ ~ +  iYp 

+R,=O. 
Il(0Lz) ibt = 1,0592, R, = 1,1824. 

Die Vergleicliung von 45)  und 46) zeigt,  dass die Reihenfolge LiOA 
in Berücksichtigung zii ziehen Sei. 

V e r b i n d u n g  e i n e s  Ator r ies  L i t h i u m  m i t  z w e i  A t o r n e u  S a u e r -  
s to f f .  Verhindet siçb ein Atom Lithium mit zwei Atomen Sau~rs to f f ,  so  
ist wieder die Rlbglichkeit der Reibenfolge eine d o p p ~ l t e ,  man kann  L O O ,  
man kann O L z 0  nrhmen. I m  ersten Fal le  haben wir: 

( 7 + 1 6 )  3 47) 2- , -( 3-k- ) 1 . 1 6  1 4R 
-- -- 

18.0 ~ B ~ + ~ ~ ) J / ~ + ( ( H + R , ] ~ + ~ ~ ) "  ~ Y . G ' . ~ ~ - ~ H ' + ~ ~ ~ ) I I .  

Es ist hier R ( L ~ o )  - 0,9495, wiihrend 3, deu Wer th  0,9816 bekonimt. 
1 s t  die  Reihcnfolge O L i O ,  so ergiebt s ich:  

Der Werth von IC ist  1,0551, a n d  die Vergleichung von 47) und 48) 
zeigt, davs der  Rcihenfolge Li00  der  Vorziig gcgeben werdeu müsse. 

E s  ist leiclit zu belien, dass bei dern Lithium der namliche Vor- 
gang stattfinden müsse, der auch bei dern Kaliurn und  Natrium eintiitt. 
An ein klolccul Sauerstofï fichliessen sich rechts und  links je ein Atom 
Lithium a n ,  und  es entsteht ein Doppelmolecul des ersteu Superoxyda, 
oder es firidet der  Ausctiluss n u r  eiues eirizigeu s ta t t ,  urn dann das zweite 
Superoxyd zu bilden. Glühen der Suprroxyde mit Lithium muss, wie 
Lei den beiden vorhergehenden Rletallen, znr  Ents tehung des Oxyds 
füliren. I)a aus  den Ueobachtungen über die Zusammensetzung de8 

22 * 
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Superoxyds nictits bekannt ist ,  so verbietet sich ein Vergleich von Rech- 
nung  und Beobachtung von selbst. Die  bedeuteude Annaherung des 
Lithiums an den Sauerstoff in  47) lasst die hloglichkeit des zweiten 
Superoxyds erwarten. 

Lithium und Wasserstoff. 
Ein  Atom Lithium kann sich m6glicherweise mit einem oder auch 

mit zwei Atornen Wasserstoff verbinden. 
Bei der Verbindung mit einem Atom Wasserstoif ergiebt sich unter 

Zuziehung eines Aethertheilchens die Reihe H L i . 4 ,  und es gelten die 
Gleichungen : 

7 1 1 17.6 --.-- + n + ' = o  
1 8,ti2 ( n -  r ) "  + )  l b , 6  18,6 

und 
7 1 1 - 1  .- 1 ZR, 

18.6. R;P + i S,6 (A+ 11, - r)" + 4 (R + fi,)2 + RI = o. 

Die um 0,0190 vermindcrtc Grosse I i ( H L i )  bctragt 1,1242, wahrend  
R, = 1,1666 ist. 

Bei der  Verhindurig eineti Atomes Lithium mit zwei Atomen Rasser- 
stoff ist die Reihunfolge der Atome H L i U  und ihr eutspricht: 

Die um 0,0190 verminderte Grossc Id ist 1,1203. 
In  49) sowohl, al6 in 50)  ist der Abstand des Wasserstnffes von 

dem liithium so gross, dass die Aussicht auf eine Verbindung beidcr 
Elemcute,  CS mag nun der Wasserstoff in  eiriem oder in zwei Atomen 
vertreten se in ,  sehr gering ist,  und ich habe auch in den Lehrbüchern 
der Chernie nirgerids etwas vou einem Litliiumwasserstoff finden konnen. 

Lithium, Sauerstoff und Wasserstoff. 
Hei der  Verbindung diesrr drei Elemcnte ha t  man die Wahl zwi- 

schen dcn Reiherifnlg~n LiOB und O L i H .  
Im ersten Falle besteheu die Gleichungen: 

---. - 
1 Y , f i V i 2  ( R d +  2r2)"2 18,G2 (II!+ fil - r j2  

- 

und 
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Hier ist n(~iO)= 0,9218, wahrerid I L 1  nacli Abzug von 0,0190 nocli 
1,0437 hetragt. 

Eei der Reihcnfolge O LIH ergohen sic11 die G l e i c l ~ u n ~ e n  : 

( i f  16) R 2 ( f i + I Z l  - r )  16 1 52) 2 T. + - - -- -- ---- 
1b.b ( f i L +  T')Y l8,6 - r I2  + 7 2 1 7 +  E(j ' i li + 1 i 1 , z  

ubd 
2 (12, - rj 2 (a+&- r )  

- - - - -  + - , . - - .  5 1 + .  . - 

16,s ((J>',-r)"P))'" iY,b ((IL+ R , - T ) ~ + ~ ~ ) %  18,6 JiL 
7 1 16 1 16 

v ---- .  1 + -- 18,6" (il - 7.)" 8 ,  b (.fi + 1Q2 18,62 (& + l i l  -;y 
2 lil 

- 2w+nIi - - - - 
17,6 

cn,~+-,.%)3/? - ((11 + Ji,)" r , ) . + -  18,6 I$+'=o. 18,6 

Die Entfernung x ( O L i )  ist 1,0572, diejenige von RI ist  nach Vermin- 
dernng um 0,0100 noch 1,1363. Aus der Zusammt:~istellung von 51) und 
52) erhellt, dass die Beihenfolge Li OH die naturgemassere sei. 

Der kleine Werth v o n  l? in 51) weist darauf h i n ,  dass das Lithion 
oder Litliiumûxydhydrat niclit nur  eine mogliche, soridern sogar eine 
sehr feste Veïbiudung sein miisse. 

Wird Jiithiiim mit W a ~ s e r  xusammeng~hracl i t ,  so ist zu erwagen, 
dass i n  den1 Wasser die Entfernung eines Wasserstoffatomes von dern 
Sauerstoffe 0,9695 b e t r ~ g t  , w:ilirend, wenn ein Wasserstoffatom durch 
Lithium ersetet wird,  dieseli sich dern SauerstoEe bis 0,9218 naliern kann .  
Es wird ahio dieser Austauwh stattfinden korinen. 1st das Lithiuinatom 
eingetraten, hat  sich also das Lithiumoxydliydrat gebildet, so riickt dafi 
Wa~serstoffatom auf der zndern Scite etmas von dem Sauerutoffe. weg, 
und seine Gleichgewichtslage ist s ta t t  der früberen Distana 0,9698 nun- 
mehr 1,0437. Wird  das 1.ittiiumoxydhycirat mit ebensoviel Lithium ge- 
glüht, ale schcln darin i s t ,  so fiudet der ntiniliche Vorgang s ta t t ,  der 
schon bei dem Kalium u n d  Natrium crwahnt wurde: es rnacht sich der 
Urnstand gcltend, dass in  LiQLi  [44] die Annalierung eines Lithium- 
atonies an den Sauerstoff his 1,0062 stattfindat, und  da im Litliiiimoxyd- 
liydrat die Uivtrruz des WasserstoEes 1,0437 betragt ,  6 0  kann derselbe 
durch ein Lithiumatom ersetzt werden. Die mit der Erholiung der 'l'ern- 
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peratur verbundenen verstarktcn Oscillationen müasen eine Art von Durch- 
einanderrütteln besorgen, damit der Auutausch leicliter ~tat t f indcn kann. 

Zusammenstellung der drei  Alkalimetalle. 

Kalium, Natrium, Lithium bilden mit einander die drei Alkalimetalle 
der Chemiker und zeigen in ilirem Auftreten ausserordentlich viele Ana- 
logien, w e ~ h a l b  es gereclitfertigt erscheinen dürfte, hier eine Zusammen- 
stellung der Ergebnisse folgen zu lasse,n. 

Ich werde nun die einzelnen Verbindungen der Metalle neben ein- 
ander  stellen; um aber des Terrain moglichst gleichmassig zu machen, 
muEs bei dem Kalium die Zusammenstellung der Atome etwas anders 
genommen werden, als dieses nach 1 2 )  der Fa11 ist. Bei dern Natrium 
und dem Lithium hahe içh mich aus den betreffenden Ortes angegehenen 
Gründen darauf beschrankt, die gegenseitige Stellung dreier in einer 
Reihe befindlichen Atome zu bestimmen, wahrend ich bei dern ~ a l i i h  
diese Einschrankung nicht nothig hatte. Obwohl nun die Molccular- 
zusammensetzung des Kaliiims besser hestirnmt i s t ,  als die der beiden 
anderen Metalle, Iiabe ieh mich doch der Analogie wegeu genothigt ge- 
sehen ,  auch für das Kalium die Entfernung e u  berechnen, in melcher 
drei in  einer Geraden befiiidliçhe Atome sich einstellen, wenn sie so 

gelagert s ind ,  dass die einander entgcgengeoetzten Kanten zweier benach- 
barten Atome gekreuzt sind oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn 
alle drei die uaniliche Stellung haben. Sind drei Atome iii dieser gegen- 
seitigen Stellung gegeben, so ergiebt sich : 

R ist hier = 1,3018. 
I n  der folgenden Tabelle finden sich die Ergebniesc der vorstehen- 

den Rechnungen. Die zwischen den einzelnen Atomen befindlichen Zif- 
fern beileuteu die jeweiligeri Entferriurigen. Bei deujeuigen Zusammen- 
stellungen, welche die kleinsten Distanzen geben,  die  also den in  der 
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Natur vorkomrnenden Fa11 darstellen, sind die Ziffern grosser gedruckt. 
Bei dem Kalium geben die mit * bezeichnetcn Stellungen diejenigen an,  
in welclien statt  einer K a n t e  dee Kaliiimatomes eine Flache normal auf 
der Verbindungslinio steht. 

Die grosse Aehnlichkait ,  d ie  znischen den drei Metallen rücksiçht- 
lich ihres V ~ r h a l t e n s  gegen Sauerstoff und  Wasserstoff besteht,  dürftc 
nach dem V o r s t ~ h e n d e n  kaum zu verkeunen sein. Allenthalben ist die 
in der Natur  voikommende Zusammenstellung de r  Atome die ngmliçhe 
und ebenso ist es de r  W e g ,  anf dem die e ine oder  andere  Verbindung 
zu Stande kommt. Selbst in  denjenigen Combiiiationen, welche keinen 
in der Na tnr  vorkommenden Verbindnngen entspreclien, lasst sich dia 
Analogie des Verhaltcns nicht übersehen. 

Unter den Verscliiedenlieiten de r  Resultate dürf te  am aiiffallendsten 
die sein, dass die grtisste Annalierurig des Metalles an die  anderen Atome 
bei dem Lithium stattfindet. E s  ware daraus  zu schliessen, dass die 
Lithiiimverbindungan die festesten seien. D e r  Sa tz ,  dass eine Verbin- 
dung um so leichter ents teht  u n d  um so fester ist ,  je mehr die Atome 
sich einander nahern ,  ist im Allgemeiuen sicher richtig,  denn  wenn ein 
Atom A sich einem Atom R bis auf eine Distanz naher t ,  in welcher C 
bereits ahges toss~n  wi rd ,  so  kunn A von C nicht v r rd rang t  werden ,  du 
C gar nicht bis dorthin kornmt ,  wo A i s t ;  wohl aber künn das Umgc.kehrte 
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stattfinden. Trotzdem halte ich es nicht für unmtiglicli, dass es aussei der 
indirecten Trennurig,  die ich oben bei dern Kalium angefiikirt habe, noch 
Urnstande giebt ,  welche den Satz zu modiiïciren vermogen. So ist be- 
ziiglich der hei dem Eintreten einer Verhindung sich ent,wickelnden 
Warrne jedenfalls auch der [Tmstand zn beriicksichtigen , w i e v i  e l  die 
Annaherung betragt ,  und wcnn die Kaliumatome aus der grtisseren gegen- 
seitigen Phtfernung,  die ihnen im Kalium zukommt, sich bei Uildung 
des Kalibydrats dern Sauerstoffe iim eine grossere S t y c k e  nahern, als 
die Atome des Lithiums, so kaun bei Bildung  de^ Kalihydrates eine 
grossare Menge von Wtirme frei werden,  selbst wenn aiich bei dern 
Lithionhydratc die endliche Entf'ernung des Lithiums von dem Saiier- 
stoffe eine kleinere ist ,  als bci dcm Kalium. Es mag rrcht  wohl sein, 
dass g ~ g e n w a r t i g  bei der Scliatzung der sogenannten ch~misçlieii  Vorwandt- 
schaft rnehrere Umstande, wie Constanz der Verbindung, \?;%rmeentwick~- 
lung  bei Bildung derselben u. S. W., mitspielen, die nicht gehorig aus- 
einander gehalten werden. 

Wahrend r s  noch uncntscliieden bleihcn mag, oh die  Verwandtscliaft 
des Sauerstoffes m m  Kaliurn grtisser sci ,  als dirjenige zum Lithium oder 
umgekehrt,  ist sieher die Neigurig desselben zuui Kalium grosser, als die- 
jenige zurn Natriurn, weil bei (lem Kalium die ursprünglictie Entfeinung 
grosaer, die endliche kleiner is t ,  als bei dem Natrium. Kleinere Aende- 
rnngen konnen indessen noch eintreten bei B e r ~ c k s i c h t i ~ u n g  der T e m -  
peratur, denn die vorstehendcn Bc,stimmungcn gelten cigentlich alle für 

0' absoluter Temperatur. Ausserdem ist nicht zu vergessen, dam die 
Constanten des Aetherwerthes der Wasserstoffmassenkugel, welche ich 

1 
vorlaufig zu -, bestimmt hahe, sowie die Grüsse r, die ich zu 0,37296 

18,b 
angrnommcn hahe,  die aber jedenfalls veriinderliche Werthe Lat ,  noch 
einer gcnaueren Feststellung harren. Ieh halte es für am zweckmassig- 
s ten,  vorerst mit den tiisherigeu Wertheri eine Anzahl von Verbindurigen 
zu berechnen, und hoffe dabei ,  dass sich eben dadurch neue Anhalts- 
punkte ergeben,  welche ihrarseit ,~ eine genauere Bestirnrnung der Coii- 
stanten znlassen. 

-Ueberblickt man die vorstehende Tabel le ,  so ergiebt sich, dass bei 
denjenigen Combinationen, welche natürliehen Verbindurigen entsprechen, 
also bei den durch grossere Ziffern hervorgehobenen, jedesmal das Me- 
ta11 ein ausseres Glied ist. Nirmals kommt es i n  der Mitte vor, allemal 
scbliesst es die Reihe ab. Eheuso ist CS mit dem Wasserstoffc, dcr seincr 
Ungleichseitigkeit wegen in der Mitte einer Reihe überhaupt nicht gut 
z u  verwenden ist. 

Bekaontlich gehoren der Wasserstoff und die drei Alkalimetalle zu 
den sogenaunten einwwthigen Elementen, und die erwahnte Eigenthiim- 
lichkeït dürfto mit dieser E i n ~ a r t h i ~ k e i t  ziisarnmenhangen. E s  giebt 
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iibrigens einwerthige E lemen te  nicht riur u n t e r  deu elektropositiven , son-  
dern anch iinter rlrn e lekt rnnegat ivrn ,  u n d  d a  ich  le tz tere  noch niclit, 
untersuclit h a b e ,  k a n n  ich selbstverstiindlich den Sa tz ,  dass  d ie  Einwer-  
tliigkeit mit de r  Stell i ing zusarnmenliarige, nicht a h  feststeliend betrach- 
ten; ich miiss mich e ins twri l rn  daniit begnügen ,  auf  obige Eigentliürn-. 
lichkeit aufmerksam ail machen. Br i  den  elektronegativen Elementen 
kann fiir die Einwerthigkei t  ein gnnz ande re r  Grund  bes tehen,  a h  hei 
den elektropnsitiven. 

Ich glaube übrigcns n i ch t ,  dxss cin einwerthiges Element  sich iiber- 
haupt gar  nicht mit zwei ande ren  verbinden k o n i e ,  denn  sonst würden 
die eiuwertliigeri StoKe n u r  ais G a ~ e  vorkornmeu; ist  abe r  ein Ktirper 
fest, wie z. B. die drei  Alkalimetalle,  s o  ist  i n  demselbcn jedenfalls s te ts  
ein Atom mit mehre r rn ,  wenn auch ilim gleichartigen verbunden.  Am 
sçhwersten Iasst sich d e r  Wal;sarstoff i n  dia Mitte e iner  Reille hringen 
oder mehrwerthig machen ,  d e n n  ~ t e t s  wendet  er gegen das mit ihm vcr-  
bundene Atom sein Massenthil i lchen, wahrend das  Aethertheilchen nach 
aussen gericlitet i s t ,  womit d a u n  d ie  weitere Arireiliuug von Elementen 
zunaclist ein E n d e  liat. Uebr igens  bat  man j a  in  neuerer  Zeit den 
Wasserstoff condensirt  und  so  e ine  Verhindi ing von mehr  als zwei Atomen 
desselben hergestell t .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Grundzüge einer Dipolargeometrie. 

Von 

Dr. G. LEONHARDT 
in Colberg. 

Hierzu Taf. V Fig. 2 - 5. 

Durch Untersuchungen über die Vertheilung der Elektricitat auf 
einem Conoide, welche ich in meiner DissertationY veroffentlicht habe, 
bin ich zu weiteren rein geometriscbeii Beziehringen geführt. Genanntc~ 
Problem wird bekanntlich gel6st mit Hilfe der Kegclf'uuctionen und untcr 
Zugrundelegiing des dipolaren C o ~ r d i n a t e n s ~ s t e m s ,  und es ist mir ge- 

lungen,  ausgehand von elektrostatischen Eigenschaften des Conoids, geo- 
metrische Bcziehungen zwischen den dipolaren Coordinaten abzulaiten, 
durch welche theils neue Eigenschaften derselben aufgedcckt, theils be- 
kannte  auf neuem Wege abgeleitet werden. 

Durch die Arheiten des I ierrn C. N e u m a n n  ist dies Coordinaten- 
syetem so gelaufig geworden, dass ich einer naheren Auseinandersetzung 
desselben überhoben hin. E ine  kurze Darstelliing und dia wichtigst.cn 
Eigenschaften desselt~cn findrt man in drm erstcn Paragraphen der Ab- 
handlung des Herrn N e u m a n n :  ,, Ueber die hl e h l  er 'schen Kegelfunc- 
tioneu ", Matliem. Annal . ,  Bd. 18. Ich wil l  nur bernerken, dass, wenn 
zwei feste Punkte /1 und A' (Pole) in der Entfernung 2 e  auf einer Ge- 
raden (Axe) gegeben s ind ,  man dieselhen durch einen b~liebigen Kreis- 
bogen verbindet,  welcher gegen die Axe i n  einem Winkel w ganeigt kt, 

A R  
und  man ausserdem den Quotienten - -1= e-> setzt,  wo A ein be- 

B A ' -  

liebiger P u n k t  ist ,  man unter den dipolaren Coordinaten des Punktes H 

die Grossen o und 8 (oder A) versteht. Der  Quotient I ,  ist  gewohnlich 
durch sein aquivalantes 8 ersetzt. Hier  aber, wo wir geometrische Re- 
ziehungen untersuchen, wird es sich in  einigen Fallen vortheilhaft erwei- 
s e n ,  statt  des 8 die Grosse A zu henutzen,  d a  letztere geometrisch con- 
strnirt  werden kann ,  walirend das 3 eine rein analytisçhe Grosse ist. 
Schliesslich fiuhrt man als dritte Coordinate das Azimuth cp ein. 

* Ueber die Vertheilung der Elektricitat auf einem durch Rotation zweier 
Kreisbogen um die gemeinschaftliche Sehne entstehendcn Korper. Halle 1881. 
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Die Gleichi~ng w = Cons!. stellt ein Conoid, 9. = Const. eine Kugel, 
deren Mittelpunkt auf der Axe ausserhalb A A' l iegt,  rp = Const. eine 
Ebene dar. Tm R e ~ o n d e r n  ist 4= O die Gleichilng einer Ebene ,  welche 
diirch Rotation des im Nullpunkte, d. h. in der Mitte von A A' crrichteten 
Lothes um die Axe entstelit. Dies Loth will icli die Symmetrielinie und 
die Ebene 8 = 0  die Syrnmetrieebeue des Coordiriatensystem nennen. 

$ 1. Begriff der  Isogreene. Gleichung von Ebenen. 

Es ist bei einer Kugel ,  welche nian alu ein Conoid vom Parameter 
n 

w - ansehen k a n n ,  die G reen ' sche  Function 
2 

w o  r p  die Entfernung xwischeu dom Nullpunkte und einem festen aussern 
d e r  innern Punkte y und E: die Entfernung zwischen einern beliebigen 
ausfieru oder innern Puhkte  m und dem zu  p in Bezug auf die Kugel- 
flache conjugirten Punkte  r d a r s t ~ l l t .  Sind ferner a,,, rp,, die diprila- 
ren Coordinaten des variablen P u n k t ~ s  ni iind w,, 8,) v,, diejenigen des 

1 .  Punktes L ,  so lasst sich mit Benntzung des Ausdruckes für - in  dipola- 
E 

ren Coordinaten ( 5  1,s der erwahnten Abhandlung des Herrn N e u  m a n  n)  
die Green ' sc l ie  E'unction i n  der Form schreiben 

Um nun aus diesem Ausdrucke geometrische Beziehungen abzuleiten, 
will ich die Curve, welche alle Punkte  von gleiclier G r e e n ' s c h e r  Fiinc- 
tion verbindet, eine i s o g r e e n s c h e  C u r v e  oder kurz eine l s o g r e e n e  

Cons1 
nennen. Da die G r e e n ' s c b e  Function die Form hesitzt G = -2, so 

E 
ist die Isogreene derjenige Theil einer Kugelfliiche mit dem Mittelpunkte 

n 
L und dem Radius E l  welcher i n  das Innere der Kiigel w = fallt, 

2 
wenn die Punkte m und p innerhalb derselben liegen; liegen dieee h in-  
gegen ausserhalb, derjcnige Thei l  einer Kugelflache, welche ausserhalb 

7c 
der Kugel o = - fallt. 

2 
Geht die Isogreene durch den Po1 A ,  so ist a,= cc und es ~ i r d  

Geht die Tsogreene durch den Pol  A', so ist a,= - co und es wird 
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- -- -- - 
1 1/2 cos i8. - 2 cns m. 

3)  GA,= - L - -- -- . 
2rfi J c o s  i 8, - i sin t 8, 

Geht die Isogreene durch den Nullpunkt ,  so ist 8, = 0 ,  w,, = n ,  und 
es wird 

4) 

Geht nun die I s o g r ~ e n e  soivohl durçh d r n  Pol  A', wie durcli einctii 
n: 

belirbigen Punkt  der Kugeloberfltiche a,, w,= , q,,, so rnuss sie 

gleichzeitig den Gleichungen 1) und 3) geniigen, woriius sic11 rrgiebt 
(Fig. 2 )  

5) i sin i8, [cos i8, - i sin ia,,,] - sin m, COS - qm'l = 0. 
Geht aber  die Isogreene diirch den Pol A' und  einen b~liebigeri Purikt 
der Kiigeloberfiache, so muss der Piinkt r in einar Ebene liegen, welche 
auf der Ebene q,n = Consl. Isenkrccht steht und diese in der Geraden 

O L  schneidet, wo ,; senkrecht auf der Mitte von mA'ersiclitrt  i s t ,  d ,  11. 
e r  muss liegen in einer durch den R'ullpunkt gehenden und auf de r  

Ebene c p , = C ~ ~ ~ i s l .  senkrecht stehenden E b e n r ,  welche in demselhen 

Winkel  9 wie die Gerade TL gegen die Axe geneigt ist. Verbindet man 
ferner den Punkt  m auf d ~ r  Kugeloberflache mit dem Kullpunkte, so ist 

auch am i n  einem gewissen Winkel 1 gegen die Axe geneigt,  und znar 
iat x = 2 9 .  Ferner  ist 

n; 
wo x,, y, d i e  rechtwinkligen Coordinaten deo Punktee O,, w - -, 

- 2 
<pm und r ,  seine Entferriring vom Nnllpunkte. 

Benntzt man jetzt die Relatiorisformeln zwischen den ~cch twinkl i~cn  
und dipolaren Coordinaten ( S  1, 4 der Abhandlung des Herrn N e u m a n n )  

e sin w sin cp 
z = -~ 

C O S  i@ - cos w ' 
n: 

und bedenkt, dass in unserem Falle w, = - und r,, = e i e t ,  sowie dass 
2  

der Winkel  bei der Rotation um die Axe sich nicht andert ,  dass er 
also von <p uuabharigig i d ,  so wird 

1 i sin i 3, 
sm 1 = - cosy== - , -  

C O S  i Sm ' 
nnd hieraus 

cos  1 
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cos 
isinii?,, =- 
- - 

siri 1 

welche Relation man auch direct aus der Figur  ableiten k a n n ,  wenn 
1 A'm 

man bedenkt , dass r o s i 8  - i s i n  i6 = e3 = =- ist. Retzt man nun 
A 7n d 

diesen Wertb in  5) e in ,  so geht die Gleichung, wenn man 0,, w , ,  <p, 

allgemein mit 8, o, rp und  rp,, mit rp' bezeichnet, über in  

7 1 i sin i 19 tag - sin a, cos (<p - <p') = O 

und dies ist die Qleiçhung einer auf der Ebene <p'= Consl. ~ e n k r e c h t  
stehenden, durch den  Nullpunkt gehenden und im Winkel  1C, gegen dia 
Axe geneigten Ebene. 

Aus dieser Gleichung lasst sich durch Specialisiren eine Reihe wei- 
terer Formeln für geometrische Gebilde ableiten. 

Wird in  7) < p l =  O oder = n: und betrachtet man als die feste Meri- 
dianebene cp = O die  obere Halbebene der Zeichnung, so ist 

9) 1 a' sin i 4 log 1C, + sin w cos <p = O 

die Gleichnng einer auf der o b c r m ,  resp. nnteren Halbebeue der Zeich- 
nung senkrecht otehenden, durch den Nullpiinkt gehenden und  im m'in- 
kel Q gegen die Axe geneigteu Ebene ,  und zwar ist in 9) das îI, erit- 
gegengesetzt gleich d ~ u i  iu 8) auftretenden v. 

'lt 3 z  
Wiid in 7) <p'= - oder =-;-, so ist 

2 L 

Io) 1 i s i n i 8 l a g V  + s i n o  sin<p=O 
11) 

'JE 3 'lt 
die Gleichung einer auf d ~ r  Ebene  <p'= - resp. = - 

2 2 
senkrecht titehen- 

den, durch die S p m e t r i e l i n i e  gehenden und im Winkel  î1, gegen die 
Axe geneigten Ebene. 

Setz t  man ferner in  den letzten vier Formeln <p = O, so ist 

die Gleicl iu~g einer in der oberen, resp. unteren Halbebene der Zeich- 

niiiig liegenden, durch den Nullpunkt ge,henden und im Winkel  g c g p  
die Axe ganeigteri Geraden ,  und i s i n i 8  tagîI,= O oder, d a  e i n m  von 
Nuil vcr~cliiedenen Wcr th  besitzt, 

die Gleichung der  Symmetrielinie. 
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350 Griindzüge einer Dipolargeornetrie. 
-- --.,--.- - - -------.,- 

7C 37C 
Setzt  man ferner in  10) rp =- - oder in  11) rp = -,  so erhalt nian 

2 2 
wieder die Gleicliungen S a )  und 9 a ) .  Diese so entstandenen Geraden 

m 3 7~ 
liegen aber in den Ebencn c p ' =  resp. = - 

2 2 ' 
Dia Gleicliung einer 

durch den Nullpunkt  g-elienden und im Winkel  .i/~ gegen die Axe geneig- 
ten Geraden ist also mit Riicksicht auf das Vorzeichen von i, dieselbe, 

z 3 m  
mag sie i n  den  Ebenen  cp'=O =- = z  = -- liegen. Und dies findet in 

2 2 
der T h a t  noch allgemeiner statt. Denn d a  bei der Rotation einer sol. 
chen Geraderi urn die Axe sich weder w ,  noch 8 ,  nocti .Ji andert,  su 

kann unter Rerücksichtigung des Voizeichens von diese Gerade auf 
einem Kegel l iegen,  welcher diirch Rotation der Geraden um die Bxe 
entsteht. Die Gleichung 

1 2) i sin i 9 tng $ - sin w = O 

stellt also nicht nur  eine Gerade,  sondern auch einen Kegel mit der 
Spitze im Nullpiinkte und der Oeffnung 2~ dar. Doch ist zu beriick- 
sichtigen, dass v fiir P u n k t e  oberhalh der Axe positiv und  fiir Puiikto 
unterhalb derselben negativ zu nehmen ist. 

Man kann dasselbe lZesultat auch direct aus 7)  ableiten. Lasst man 
niimlich dort  cp mit rp' eusammenfalleu, so ist 

i sin i 8  tng i, - sin w = O 

die Schnittgerade der E b e n e ,  welche durch 7) dargestellt 
Ebene  g~'= Const. Hier  aber  sirid rp und gi' f'ortgefallen, 
kung aussert sich nur  in  dem Vorzeichen des Winkels q ,  

wird, und der  
und  ilire Wir- 
so dass in der 

T h a t  die Gleicliung dieser Schnittgeraden unter Beriicksichtigung des 
Vorzeichens nicht geandert wird, wenn man rp' und damit gleichzeitig 
auch <p von O his 2 n  variiren lasst. 

Wird  in der  Gleichung 12) des Kegels Ji = O oder =- m ,  so erhalt 
man 

13) siii w = O 
als Glcichung der Axe. Da nun w von O bis n variiren kaon ,  so fdgt 
co = 0 oder = n;, und zwar ist w = O  fiir alle Punkte  der Axe ausserlialb 
Ad'  und  = n: für alle I'iinkte derselben innerhalb A d ' ,  so dass sin w = 0  
in  der T h a t  die Gleicliung der ganzen iurj Unendliühe laufendcri Axe iut. 

n: 
Wird  in 12) v = -, B O  ist wieder 8 = O die Glrichung der Sym- 

2 
i e t r i eebene .  

5 2. Verallgemeinerung. 

Betraclitet man in der Gleichurig 

1) i sin i .8 l i ~ g i ,  - sin w = O 
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sarnmtlichc drei Cossen 8, a,  Q als variabel, so erhalt rnan sgmmtliche 

Punk& des Rarirncii. Nimrnt man hier diejenigen heraus, welche gleicties 
beuitzen, so erhalt man einen Kegel; nimrnt nian ferner diejenigen 

heraus, welche gleichcs w bcsitzen , sa ein Conoid, und endlich diejeni- 
gen, welclie gleiches 6 besitnen, so eine Kugel. Die Gleichung 1)  stellt 
al80 niclit riur einen Kqgel ,  soridern ausserdem noch eiri Conoid und 
eine Kugel dar, j e  nachdem n oder w oder  4 a1s constant betrachtct 
wird. Bringt man in diesen drei Fallen die constanten Werthe auf eine 
Seite, so ist 

sit1 w 
2)  = t a g q  die Gleichung eines Kegels (q = C o n s t . ) ,  

z Sl lLZ 3. 

3) i s in  iS lug V I  = sitz w die Gleichung eines Conoids (w .= Cu~rs l . )  ; 

sin o 
4) -- = i sin i6 die Gleichung einer Kugcl  (8 = Consl.). 

t i l ~  v 
Die Gleichungcn 2) bis 4) kann  man auch durch folgende Betrach- 

tungen gewinnen. Sieht maIl die Ebene  der Zeichnung als x y - E b e n e  
au,  betractitet in der y z -  Ebene  eiuen Kreis mit dem Radius r, dessen 
Mittelpunkt auf der Axe l iegt ,  und verbiudet man einen Punkt  dieser 
Iheisperipherie mit dcm Nullpunkte durcli eine Gerade, welche im Win-  

ke1 II.' gegen die Axe geneigt ist ,  so ist h g +  = L; nad da  r bei  der 
2 

Rotation um die Axe ebenso wie und  x constant bleibt, so ist 

r s i n  ro 
Ing = - = ----- 

x z s i n l a  ' 

Betrachtet man jetzt eine Reihe solcher Kreise,  s o  ist dia Enveloppe 
der Kreisc, welche gleiches Q b e ~ i t z e n ,  ein Kegel mit der Spitze irn 
Nullpunkte und der OeEuung 2 9 ,  derjeuigen Kreise, welclie gleiches w 

besitzeu, ein Conoid und derjenigen von gleichem 9. eine Kugel, wie in  
den Gleichungen 2) bis 4). 

In der Gleichii~ig i  sirli,? tugqi - s in  w = O faese man ais constant 
auf, bctrachte dieselbe also als Glcichung einer Goraden. Hnben zwei 
Punkte derse,lben gleiches 3,  Y O  k t ,  wenn man die w-Coordinate des 
sineu Punktes init w, die des auderu mit wl bezeichriet, sin w = siil w,, 
d. h. entweder al - w, die beiden Punkte fallen eusammen, oder o, = zc -m. 

Es lasst sich auch gcom~t,risch leicht ableiten, dass ,  wenn zwei Punkte  
auf einer diircli den Nullpunkt gchenden Geraden gleiches 6 bcsitzen, 
zwischen ihren w - Coordinaten die Reaiehung gilt w, = x - w, woraus sich 
ohne Schwierigkeit die weitere Eelatiori 

ergiebt, wo r und r,  die Radii vectores der betrcffendcn Punkte  sind. 
Solche Punkte nennt  mau bekanntlicli zwei in Bezug auf einen Kreis 
vom Kadius e conjugirte l 'unkte, u n d  ich will die Conoide, auf denen 
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diese P u n k t e  liegen, welche also die Eigenschaft besitzen, dass ihre 
Parameter w und  n- w s i n d ,  analog zwei in  Beaug auf einen Kreis con- 
jugirte Connido nennen. E ine  bernerkenswertlie Eigenechaft derselben 
folgt zu Schluss des 5 7. 

$ 3. Allgemeinste Gleichung von Ebenen. 

Die bis jetzt gewouuerieu Resultate sind noch eiuer weiteren Ver- 
allgemeinerung fahig. Wir  hatten sie abgrleitet aus der  Bedingung, dass 
die Isogreeue durch den Pol  A' und  einen beliehigen Piinkt der Kugel- 
oberflache gelien sollte. Lasst nian andererseits die Isogreene durch den 
Nullpunkt und einen beliebigen Raumpunkt gehen,  so erhalt man noch 
allgemeinere Rwultate. I n  diesem Falle muss die Isogreene den Gleich- 
urigen 1) u n d  4) des $j 1 gleichaeitig genügen,  woraufi sich ergiebt 

i s in  i 8, 2i sinii?, . - ~ ~  
1)  C O S #  3, - cos w, cos i .8 ,  + cos w, 

Geht aber  die Isogreene durch den Nullpunkt und einen beliebigen Raiim- 

punkt ,  so mus8 der P u n k t  in einer Ebene  liegen, welche senkrecht auf 
der Ebene  qm= Const. steht ,  in einem gewisseu Abstande vom Nullpunktc 
(in $ 1 war diescr Abstand = 0) die Axe sclineidet und in einem ge- 
wiesen Winkel  $ gegen dieselbe geneigt ist. Bezeiclinet man den Win- 
kel ,  in welçhem r, , ,  d. i. die Entf(1rnung des I'unktes m vom Nullpiiukte, 
gegen die Axe geneigt ist ,  mit 1, denjeuigen, in welchrm die durcli 1) 
dargestellte E b e n e  gegen dieselbe geneigt ist ,  mit .ij, und den Abstand 

des Schnittpunktes der Ebene mit der Axe vorn Nullpunkte oz mit p,  
so ist (E'ig. 3) 
2) 

Tc x =$--  und r , = 2 p  c o r p  
2 

Betrachtet man audererseite r, als Entfernung zwisçhen drm Nullpunkte 
und dem Punkte  wm~~,(p,, so ist  

3) 

daher 

4 
e i c o s i a ,  - cos w, 

- - - 
2~ COS X Jros 1.8, + cos CU, 

x m  Ym 
Nuil i s t ,  wie vorher, cnsx = - und  sinil= -, woraus s ich,  wenn man 

r m r ,n 

Sür x,, y, ihre Werthe in dipolaren Coordinaten nach $ 1,6) eiusetzt, nach 
einigen Rechnungen nnter Ileniitziing von 4) ergiebt 

2 i sin i 4, - e 
- - 

C C ~ S ~ O ~ + C U S W ~  y '  
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Von Dr. G. LEONRARDT. 353 

Setzt man diese Wertlie i n  1)  ein,  bezeichnet w L 6 L ( p ,  allgemein mit m 8 q  

u n d  cp, mit so ist 

7 
i sin ii? sin .S, - sin w cos (9 - q~') p - --- 

( r o s i 3  - cos w) s iny ,  e 

die Gleichung einer auf der  Ebene  <p'= Const. senkrecht stehenden, im 
Abstaude p vnm Nullpiinktr. die Axe schneidenden und im Winkel î p  

grgen dieselbc geneigten Ebenc. 
Man kann diese Gleichung anch direct R ~ R  den rechtwinkligen Co- 

ordinaten ableitm. Geht namlich unter Zugriindelegiing einw reclitwink- 
ligtm Coordinateusystems die Isogieerie durch den Nullpunkt und einen 
beliebigen Raumpunkt x,y,z , ,  so fol@, wenn man mit x y z  einen Punkt  
der durcli 7) dargefitellten Ebene  bezeichnet, 

x 2 + y s + z z =  ( z - q +  ( ~ - y ~ ) ~ +  ( ~ - 2 ~ ) ~  

oder, wenn wir die Entfernung des Punktes  zly,zl vom Nullpunkte mit 
rl bezeichnen, 

Q = x z l + i Y i + z z i .  
Nun iat aber 

2 

xl = r1 C O S  x , yI = r ,  sin x C O S  ql  , z1 = rl sin x sin qI. 

Setzt man dies ein und  bedenkt, dass ebenso wie vorher r,  = .2p   cos^ 
7c 

und .X = - - ist ,  R O  ergiebt sich 
2 
p s i n w = x  s i n q -  y c o s ~ c o s ~ ) ~ - z  cos?)sinq,, 

und sotzt man hierin noch für xyz ihre Werthe in dipolaren Coordinaten 
nach 5 1, 6 ) ,  so geht die  Formel in 7) über. 

Von der Gleichung 7) konnen jetzt dieselben Specialfalle, wie in den 
analogcn Formeln des $ 1 in Betracht gezogen werden. R i r d  in  7) 
a<'= O oder = n ,  60 ist 

i sin i 9. sin '511 + sin GI cos @ cos cp p - - - 
(cosiU - cos w) .sirrv e 

die Gleichung einer alif der obaren,  resp. unteren Halbebene der Zeich- 
nung senkrecht s tehenden,  im Abstande p vom Nullpunkte die Axe 
schneidenden und  im Winkel  @ gegen dieselbe geneigten Ebene. 

TC 3 n  
Wird in 7) <p'= - odcr =- so ist 

2 2 '  

die Gleicliiing einer durch die im Abstande p vom Nullpunkte zur  S y m -  
metrielinie parallele Gerade hindurchgehenden u n d  im Winkel + gegen 
die Axe geneigten Ebene.  

Zaitschrift f. Methematik n. Physik XXVII, 6. 2 3 
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354 Grundzüge einer Dipolargeometrie. 

Wird in den letzten vier Formeln nnch cp = O ,  so ist 

die Gleichung einer in der oberen, resp. unteren Lialbebene der Zeicli- 
nung  im Abstande p vom Niillpunkte die Axe  chn ne id end en und im 
Winkel  q gegen dieselbe geneigten Gcraden,  und 

i  s i n i 4  
- P - - 

lia) 1 c o s i a - c o s w  e 

die Gleichi~ng einer im Abstande p vom h'ullpunkte zur Symmetri~liuie 
paralle'len, d. h. auf der Axe senkrcchten Geraden. 

Bemerkt man nuch ,  dass man die Gleiçhungen 8 a )  und  9 a )  auch 
direct auç 7) ableiten k a n n ,  indem man dort rp mit g~' zusamrnenfallen 
Iasst, so erhalt man dor t ,  analog wie dieselben Formeln des 5 1, nicht 
n u r  gerade Lin ien ,  sondern aueh die durcli Rotation derselben iim die 
Axe entstehenden Raumgebilde darstelltrn, das Resultat,  dass die Gleich- 
ung 8 a )  mit Rücksicht auf das Vorzeichon von einen Kegel mit der 
Oeffnurig 2 ~ ,  drssen Spitze in  der Entfernung p vom Nullpunkte auf 
der Axe  lipgt,  und  1Oa) eine im Abstande p rom Nullpunkte auf der 
Axe senkrecht s tehrnde Ebene darstellt ,  u n d  zwar irjt in  8a) ,  analog 
wie v o r l i ~ r ,  das fur Punkte  oberhalb der Axe positiv und fiir Piinkte 
untcrhalb dcrselben negativ zu nehmen. 

Wird in der Gleichung des Kegelli 

i sin i 3 sin q~ - sin o cos I/) p 
-- - -- 

(cos i 9. - cos w) sin i, e 
T) = O oder = n, so erhalt man wieder 

13) sin O = O 
5% 

alti Gleichung der Axe; wird in 1 2 j  I# = - , so ist wieder 
2 

i sin i  9 - P -- 
c o s i 8 - c o s m  e 

die Gleichung einer im Abstande p vorn Nullpunkte auf der Axe serik- 
recht stelienden Ebene. Die Gleichungen 1 0 a )  und 14) bedeuten nam- 
lich niçhts Anderes ,  als z = Cons/. = p. 

Analog wie die Formeln des 5 1 im 5 2 eine Verallgemeineriing 
erfuhren, kann auch hier die Formel 12)  noch daliin erweitert werden, 
dass sie nicht nur einen Kegel,  eondern ausserdem noch ein Conoid oder 
eine Kugel darstellt, j e  nachdern v ,  cu oder 9. als constant betrachtet 
wird. Uoch ist mi bernerken, dass ebenso, wie im Gegeusatz zu 5 2 
die Spitze des Kegels nicht im Nullpunkte, sondrrn in einer Entfernung 
p von demselhen arif der Axe liegt,  ao aiich das durch 12) dargestellts 
Conoid oder bei constantem 9 die Kugel auf ein dipolaros Cooidinaten- 
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system hezogen is t ,  dessen Nullpunkt in  der Entfernung p von dem 
Nullpunkte des ursprünglichen Coordinatensptems auf der gemeinsamen 
Axe liegt. 

Die Formeln dieses P a r a g r a p h ~ n  enthalten die des 5 1 bereits in  
sich; denn man braucht nur  p = 0 zu setzcn,  um die analogen Gebilde 
des 5 1 eu erhalten. 

5 4. Gleichungen von Ebenen,  welche durch die Pole gehen. 

Diese erhalten wir aum den Formeln des vorigen Paragraphe11 , wenn 
wir in ihnen p = + e setzen. 1st p = - e ,  s o  gelien die Gebilde dure11 
den Pol A, und es lassen sich die Formeln,  wenn man bedenkt ,  dass 
m i 8  + i s i n i a  = e-8 = A i s t ,  in  folgende umwandelu (die gleiclibezeicli- 
neten Formcln bezielicn sich anf die analogen Gehilde des vorigen P a -  
ragraphen) : 

7) A tng q = cos w log + siri w cos ( c p  - cd)  , 
8, l 
9, i A t n g v  = cosw l a g v  & sin w c o s c p ,  

10) l I lng + = cos w fng 1Ci f sin w sin < p l  

lia) IOa)/  

rl Iug = cos w tng & sin w , 

Die Gleichung 8 a) stellt also e i n m  Kegel mit der Oeffriung 2~ dar, 
dessen Spitze im Pole A liegt. Man kann  dieser Glnictiuug aucli die 
Form geben 

A sin v = C O S  w sin 9 + sin w cos Y ,  
d .  h. 

n: 
welche Gleichung für v = -  in 1 0 a )  übergclit; man kann Foimel 12)  

2 
auch direct aus der Figur  al~lesen. Rs iet namlicli (Fig. 4 )  

A C si71 A A'C sin (v + w) A=-,=_--= 
C A  szn CA A' sin qj 

Setzt man in denm~,lhen Formaln des 5 3 p = + e ,  so gehen die Ge- 
bilde diirch den Pol  A', und zwar ergiebt eich, werin man bedenkt, dam 

1 
cosiB - i s i n i 8  = e9 = - is t ,  als allgemeinste, der Gleichung 7) des 5 3 

A 
für p = e entsprechende Gleichung 
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woraus man durch Specialisiren wiederum die analogen Gebilde erhiilt. 
I m  Besonaern wird für rp = rp' die Gleichung eines Kegels mit der Oeff- 
n u n g  2 ~ ,  dessen Spitze im Pole A' l iegt,  

sin @ -- - cos w sin îI, - sin w c o s  .Ji 
A 

oder 
1 Sitl (.si - w) 

~ - - 
A sin Q ' 

welche Formel  ebenfalls direct 
rn 

für = - in  die Gleichung 
2 

stehenden Ebene  übergeht 

14) 

aus der F igur  abgeleitet werden kann und 

einer im Pole A' auf d ~ r  Axe senkrecht 

1 -- - C O S  W .  
A 

s 

fj 5. Gleichnng von Ebenen,  welche d e r  Axe paral le l  Ianfen. 

Diese erhalt man aus den Gleichungen des 3 3, wenn man in ihnen 
@ =  n setzt und  gleictizeitig p arc cc werden lasst. Bederikt Inan nocli, 
dass p s i n 9  das vom Nullpunkte auf die Ebene gefzllte Loth p' darstellt, 
so ist 

1) 
sin w cos (cp - p' - - 

c o s i 8 - c o s w  e 

die Gleichung einer auf der Ebene  Consl. senkrecht stehenden nnd 
im Abstande p' von der Axe mit ihr parallel laufenden Ebene. 

Wird in  1) rpf= O oder =TC, so ist 

sin w c o s  p 
- - -  

P ' = + -  
3) 2' 1 c o s r 8 - c o s w  - e 

die Gleichung einer auf der oberen, resp. nuteren Halbebene der Zeich- 
nnng  senkrecht s tehendrn und im Abfitande p' resp. -,v' von der Axe 
mit ihr parallel laufenden Ebene ;  diese Gleichung bedeutet namlich niclits 
Anderes ,  als y = Const. = +P'. 

7z 3 7G 
Wird in 1) 17'3- oder =- , so ist 

2 2 
sin w sin cp P ' = + -  

C O S ~ ~ - C O S ~  - e 
n: , 37z 

dit? Gleichung einer aiif der Ebene cp'= - resp. cp =- senkreclit 
2 2 

stehenden und  im Abstande p' resp. -pl von der Axe mit ihr parallel 
laiifendeu Ebene ;  diese Gleichung bedeiitet namlich nichts Anderes, als 
z = C0ll$L. = + P'. 

Wird  in 2) und  3) noch cp = O ,  sa ist 

2a) ) sin w P' = + -  
3 a )  1 c o s i 8 - c o s w  - e 
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die Gleicbung einer im Abstande - t p 7  von der Axe mit ihr parallel 
laufenden Geraden. In  den Gleichungen 4) und 5) kann 9 nicht O 
werden. Uenu die durch diese Gleichungen dargestellteri Ebenen stehen 

n 3 n 
senkrecht auf den Ebenen q ' =  resp. = - 

2 2 '  
d. h .  laufen parallel den  

Ebenen cp = O resp. q; = n. 

Schliesslich erhalten wir, analog wie  früher, das Resul tat ,  dass die 
Gleichung 

6) 
sin o - P ' -- 

cos il? - cos o e 

niclit nur eine im Abstande p' von der Axe mit ihr parallel laufende 
Gerade, soridern auch das durch Rotation dieseï Geraden um die Axe 
entstehende Kaumgebilde darstellt. Die Formel 6) ist also die Gleich- 
ung eines Kreiscylinders mit dem Radius p', dessen Axe mit der Axe 
des Coordinatenfiystems znsammenfallt , und zwar ist p' für Punkte  ober- 
lialb der Axe positiv u n d  für  Punkto  unterhalb derselben negativ an 
nehmen. 

Se,tzt man in den Gleichungen dieses Paragraphen wieder p'= + e, 
so erhklt man die analogen Gebilde im Abstande + e von der Axe, und 
fülirt man alsdann für 6 sein iiquivalentes 1 ein,  s o  erhalt man analoge 
Formeln wie in  9 4 ;  z. B. wird d ie  Cleichung des Kreiscyliuders mit dem 
Radius 8 

7) A". 2 1 [sin w f COS W ]  + 1 = O 
und hieraus 

8) I =sinw+coswf  J s i l l m ,  
und zwar gilt ,  wie auch die F igur  lehrt,  wenn AI und A, die Wurzeln 
d ie~er  Gleichnng sind,  die Beziehung 1, .A, = 1. 

5 6. Die 9. - Coordinate des Projectionspnnktes. 

Wird ein beliebiger P u n k t  R auf die Axe zum Punkte  C projicirt, so 
hietet sich sofort die Aufgabe dar, die 8-Coordinate  dieses Projections- 
punktes durch diejenige des projicirtcn Punktes  auszudrücken. 

Da der projicirte u n d  der Projectionspunkt immer in einer Ehene 
liegeu, so fiillt die Abhangigkeit der fraglicheu Ausdrücke von dern Azi- 
muth fort und wir k6nnen uns daher auf die Ebene beschraiiken. Sind 

nun 8 o die Coordinaten des gegebenen und  al, col = diejenigen des 
5% 

Projectionspunktes, so ist , d a  beide Punkte  gleiches x besitzen, nach 

§ 1, 6) 
i sin i 3 

- - i s in ia ,  1 + 1, wenn 8, inncrhalh A A', 
') cosi4 - cosm ros ia l  + l - 1, wenn es ausserhalb R A '  liegt. 

Ejne der Form nach von dieser verschiedene und zugleich der g e o ~  

metrischen Construction zugangliche Relation zwischen den 6- Coordinaten 
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. --.-y-------- - - 
beider Punkte  erhtilt man auf folgende Weise. 1st A die 4- oder A-Co- 
ordinate des gegebenen und  A, diejenige seines Projectionspunktes, so ist 
(Fig.  5) 

Ferner  ist 
A C  e + x  

C O S W  =-=- 
A B  A B  

, A '  e - x  
C O S W  = -=- 

A'B A'B 
. - - -- 

c o s ~  A C  A'B e + x  A'B 
-. -- .- 

c o s ~ ~ '  A A A'C e - x  A B  
und  hieraus 

e - t x  
A,=---. 

e - x  

Fülirt man jetzt für x  seinen Ausdruck in dipolaren Coordinaten 
nach 5 1, 6) und alsdann für 3 sein Bquivalentes A e in ,  so ergiebt sich 

welche Gleichung die A-Coordinate des Projectionspunkteéi durch die- 
jenige des projicirten Punktes  ausdrückt. Liegt im Besondern der ge- 

7G 
gebene P u n k t  a u €  einer Kreisperipherie, d. h. wird ~ e i n  w = -, so ist 

2 
3) A, = A2 

oder 

4) 8, = 2 3.. 
Construirt man ferner den 9 -  Kreis ,  aiif dem der gegebene Punkt R 

l iegt,  und ist D sein Mittelpunkt, sa 1Lsst sicb geometrisch leicht zcigen 
(der Beweis für  ine en speciellen Fal l  folgt sogleich), dass anch die 
A - Coordinate d dieses Mittelpunktes = A 2  ist;  daher  

72 
d. h.:  D e r  Projectionspunkt eines Punktes  U der Kreisperipherie w=- 

2 
und  der  Mittelpunkt des 6 -Kre i ses ,  auf dem B l iegt,  liegen au€  dem- 
selben 9 - K r a i s e ,  d. h. bilden mit den Polen A und A' vier harmonische 
Punkte.  

Die Gleichung 5) kann auch geometrisch abgeleitet werden. 1st C 
ein beliebiger P u n k t  zwischen A A', errichtet man in C ein Loth, welches 
den über AA' beschriebeneu Halbkreis i n  B trifft, legt in B a n  denselben 
eine Tangente ,  welche die Axe in D trifft, so sol1 geometrisch bewiesen 
merden, dass C und B in R m u g  auf A und  A' zwei harmonische 
I'unkte sind. 

Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke A C B  und L'BA' folgt namiich 
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und sua der Aehnlichkeit der Dreiecbe A R C  und A'BD folgt 

folglich aus 6) 

und aus 7) 

uud  uriter Beriicksichtigung der Vorzeichen, d a  DA' den iibrigen drei 
Strecken entgegeugesetet gericbtet i s t ,  

A C' 
-- - A n  

--- 
C A  A'B ' 

5 7.  Harmonisohe Strahlen. 

Die Gleichung 5 3, 12) 
i sin i9 sin v - sin w cos .iIi p sin 

1) - 
~p - - 

cos i9 - cos w e 

betrachte man als Gleichung einer im Abutande p vom Nullpunkte die 
Axe schneidenden und im Winkel + gegen dieselbe geneigten Garaden. 
Doch ist zn beachten, dass al le^, was hier von geraden Linien gilt, 
auch von den durch Rotation diescr Garaden um die Axe entstehenden 
Kegeln gilt. Schneidet eine zweite Gerade die Axe im Abstande pl vom 
Nullpunkte und  ist sie im Winkel  vl gegeii dieselbe geneigt, s u  ist ihre 
Gleichuug 

Multiplicirt man nun 1) mit m ,  2) mit n und addir t ,  so ist die cnt- 
stchende Gleichung wiederum die Gleichung einer Geradbn, welche durch 
den Sçhnittpnnkt der beiden e r ~ t e n  hindurchgelit, die Axe in einem 
Abstande pz vom Nullpunkte  chn ne id et und im Winkel 1k2 gegen dieselbe 
geueigt is t ,  und zwar ist 

3) 
ni sin ?p + n sinQI 

l a g v ~ =  r n c o s y + n c o ~ ~ ~  ' 
m p sin Q + 3 1  pl sin VI 

Pz = -tnni+nsln~. 
m 

Der Quotient - ist bekanntlich nichtfi Anderes ,  al6 das Verhaltniss 

der Lothe, welche von einem Punkte  der  Geraden y2= Consl. auf' die 
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beiden ersten Geraden gefallt sind. Itit endlich bei einer vierten Ge- 
- m  

raden (q3 = Gonst.) das Verhaltniss dieser Lothe =- , so ist diese bc- 

kanntlich der  in Bezug auf die Strahlen W = Const. und  VI = Consl. als 
Grundstrahlen anf  den Strahl q, = Consf.  bezogene vierte harmonischc 
S t rah l ,  und zwar ist ,  wenn letzterer die Axe im Abstande p3 vom Null- 
punktc schneidct und  im Winkel  q3 gegen dieselbe geneigt is t ,  

D a  dio beiden Ietzten Strahlen sich nur  darin von einander unter- 
scheiden, dass das n des ersten entgegengesetzt gleich dem n deti zweiten 
i s t ,  so ergiebt sich die einfache Construction des vierten harmonischen 
Strahles. Man falle .von einem Punkte  des dritten Strahles, zn  dem der 
vierte harmonische gesucht wird,  die beiden Lothe auf die Grundstrahlen, 
verlangere da8 eine über einen Strahl  hinaus um sich selbst nnd ziebe 
durch den Endpunkt  eine Parallele zn  diesem Strahl. Zieht man fwner 
durch den I'unkt des dritten Strahles, von welchem die beiden Lothe 
gef'allt s ind ,  e ine Paralleld zu dern audern Grundstrahl und verbindet 
d e n  Schnittpunkt beider Parallelen mit dem gemeinsamen Sclinittpunkte 
der drei Stxahlen, so ist dieser Strahl der vierte harrnonische. 

a 
Wird += n ,  ql = -5 , d. h. Sind die beiden Grundstrahlen 1) die 

Axe und 2) eine auf der Axe irn Mittelpunkte des Strahlenbüschels er- 
- n 

richtetc Scnkrechte, 80 ist rqv, = und t n g q  --, aleo v3= n-a, 
3 -  m 

d. h . :  Stehen die beiden Grundstrahlen aufeinander senkrecht und ist der 
dritte Stralil in  einem Winkel  cr gegen einen derselben geneigt,  so ist 
der vierte harmonische Strahl in einem Winkel ( - u )  gegen denselben 
Strahl geneigt. 

Wird p = p l ,  d. h .  l i rgt  der Schnittpunkt der beiden Grundstrahlen 
auf der  Axe,  so wird auch p3 F p, = pl = p l  d.  h. der  Mittelpunkt des 
Strahlenbiischels liegt auf der Axo. Fall t  diesor ferner mit den Polcn 
A' oder A zusammen, was fiir p =+ e der FaIl k t ,  so hat  man vier 
harrnonisçhe Stralilen in den Polen A' oder A als Mittelpunkt, welche in 
gewissen Winkeln q, +,, qz, q3 gegen die Axe geneigt sind. Construirt 
man jetzt zu jedem dieser Strahlen das zugehorige Conoid, d. h. con- 
struirt  Conoide derar t ,  dass die ï a n g e n t e n  in den Polen A' oder A an 
dieselben vier harmonische Strahlen bilden, sind ferner w und O, die 
Parameter zweier solcher Conoide, welche den beiden Grundstrahlen ent- 
sprechen, u n d  ist w, der Parameter eines drittan Conoids derar t ,  dass 
das Verlialtniss der  Lothe von einem Punkte der Tangente dieses Conoids 
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m 
auf die Tangenten der  beiden anderen Conoide gefallt = - ist ,  sa ist 

nach 3)  
m si71 ai + n sin wl 

7) t ~ g  W2 = 
7n C O S  w  + n cos w, 

und es bestimmt sich schliesslich der Parameter w3 desjenigen Conoids, 
dessen Tangente in  Bezug auf die des Conoids w ,  = Const .  mit den Tan-  
genten an die beiden ersten Conoide als Grundstrahlen den vierten liar- 
inonischen Strahl bildet,  nach der Formel 

m s i n w  - n sin o, 
tug GJ3 = 

n z c o s w - n c o s w 1  
lc - 11 

Wird hier w= n, w  - -, sa ist wieder tugw4 = und  tng w2 = - 
l -  2 m 7n 

d. h. w, = n - w 2 .  E s  ist aber in $ 2 gezeigt wordeu, dam,  wenn zwei 
Pnnkte auf einer durch den Nullpunkt gehenden Geraden die w -  Co- 
ordinaten w und n;- o besitzen, sie in  Bezug auf einen Kreis vom 
Radius e conjugirt s ind ,  nnd die Conoide, auf denen 'diese Pnnkte lagen, 
waren zwei in Bezug auf  den Kreis conjugirte Conoide genannt worden. 

lt 
Da nun hier das eine Conoid o= -- der Kreis vom Radins e ist ,  so 

2 
erhdt man den Batz: 

Besitzen zwei Conoide die Eigenschaft, dass das Product auri den 
Strecken, welche aie auf einer durch den Nullpnnkt gehenden Geraden 
ahschneiden, = e V & ,  sa bilden die Tangenten i n  den Polen an diese 
C o n d e  in Bczng auf die  Axe nnd  der in  den Polen auf ihr errich- 
teten Senkrechten als Grnndstrahlen vier harmonische Strahlen;  

oder kürzer: 
Die Tangenten i n  den Polen an zwei i n  Bezug auf einen Kreis 

vom Radius e conjugirte Conoiden bilden mit der Tangente an den 
Kreis und der Axe als Grundstrahlen vier harmonische Strahlen. 

Da die Gleichung 1) dieses Paragraphen,  von der  wir ausgingen, 
nicht nnr eine Gerade,  sondarn auch einen Kegel darstellt, so gelten 
die erhaltenen Kesultate auch vou den durch Eotation dieser Geraden 
urn die Axe entstehenden Kegeln. Harnlonische Kegel sind also solche, 
welche die Eigenscbaft besitzen, dass beim Schnitt derselben durch eine 
beliebige Ebcne  <p = Consr. i n  letztercr vier harmonische Strahlen ent- 
stehen. 

9 8. Schlussbemerkungen. 

Die hier abgeleiteten Relationen sind natiirlich riicht die einzigen, 
welche sich auf die angewandte Weise unter Benutzung des Begriffes 
der Isogreene ableiten lassen. Ein niiheres Eingehen auf diesen P u n k t  
würde aber die Grenzen dieaer Arbeit überschreiten. Bernerken will ich 
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nocb,  dass bei der Aufgabe, die dipolaren Coordinaten der  Sçhnittpunkte 
zweier Gebilde zu berechnen, sich bemerkenswerthe Relationen ergeben, 
u n d  ich will m m  Schluss noch kurz die Coordinaten des Schnittpunktes 
einer durch den Nullpunkt gehenden Geraden mit einer im Abstande e 
von der Axe mit ihr parallel laufenden Geraden ableiten. 

Dio Gleichnngen dieser Gebilde sind nach 5 1, 12) u n d  9 5, 7) 

1) i s i n i 8  sin 11 - sin w cos @ z 0 ,  

2) k2 - 2 ~ [ s i n a , +  coswl  + 1 = O .  

Führ t  man auch in 1 )  für 9. sein aquivalentes ri. e in ,  so ergiebt sich 

3) l e -  2 1  s i n w c t y q l - 1 =  O. 
Sind A ,  und  A2 die Wureeln dieser Gleichung, so folgt A,.A2=-1, 

mnhei  da^ Miniifiz~ichen daraiif hindeutet,  dass die beiden Piinkte der 
Geraden,  welche s u  gleichem w  gehoren, auf verschiedr:nen Seiten der 
Axe  liegen. 

Die I -Coord ina te  des Schuittpunktes der Gleiçhuxigcn 2) und 3) 
muss beiden Gleichungen genügen, woraus unmittelbar folgt 

4) tag o = 2 t agzv .  

Bringt man ferner die beiden-Gleichungen auf die Formen 

2 a) L2 - 2 Ii cos a, [ I f  tag w] + 1  1 0 ,  

3 a) A'-  Z A c o s o t r r g o c t g ~ - I = O  
und setzt für  l agw  seinan Werth nach 4) ,  so erhalt man nach einigen 
kleinereu Rechniingen 

5) 1 2  = 
1 + 2 t a g 2 ~ + 2 t a g ~  - 1 + s i n 2 @ + s i n 2 @  

- - - - - - -- - -- - 
1 + 2 tag"~ - 2 tug q 1 -j- sin2 SI - sin 2  ' 

d. h. die w- und A-Coordiuate des Schnittpnnktes beider genannten Ge- 
raden bestimmen sich nach den Formeln 4) und  5). 

Auf ahnliche Weise ergeben sich die w- und  ri.-Coordinaten des 
Schnittpunktes einer durch den Pol  A gehenden und  im Winkel  q gegen 
die Axe geneigten Geraden mit einer im Abstande e von der Axe mit 
ihr parallel laufenden Geraden aus den Formeln 

7 1 J.2 == 
1 

1 - 2 sin 2 ql + 4 sin2 VI ' 

Durch analoge Verfahriingsweisen erti%lt man die Coordinaten der 
Sclinittpunkte zweier beliebiger Gebilde. 
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Kleincre Mittheilungen. 

XX. Die Wechselbeziehnng zwischen einem Satze von Chades und 
von Steiner nebst einigen darans  fiessenden geometrischen Relationen. 

S t e i n e r  bat bewiesen , dass zwei Tripe1 eines Kegelschnittes in 
einem Kegelschnitt enthalten s ind ,  u n d  C h a s l e s ,  daos ein P a a r  von je  
drei Pnnkten eiries Kegelschnittes stets alfi Tripel eines Kegelscliiiittcs 
aufgefasst werden konnen. Der  Zusammenhang dieser Satza stellt sich 
in folgender einfachen Form dar:  

Sind x = 0 ,  y = O ,  z - 0 drei C e r a d e ,  deren gegenseitige Diirch- 
schnitte drei Punkte  bestimmen, so is t  j rdcr  Kegelschnitt , welcher durch 
diese Punkte hindurçhgebt, in der Form enthahen z y l +  y zm + z x n  = 0. 
Führt dieser Kegelschnitt durçh die Eckeii eiues Dreiecks, welches durcb 

die Geraden & = 0 ,  q = 0 ,  5 = 0 bestimmt ist , so muss er aiich in der 
Form k ~ / .  + qgW+ g &  N = 0 darstellbar ~ e i n .  E s  mus8 also die eine 
Form in die andere durch die lineare Suhstitntion 

transformirbar sein,  und das erfordert 

u1ugZ+ u2u3rn + u , ( ~ , n =  O ,  

B , B a 1 +  82P3m + P 3 8 1 n = O 9  

Yi Y2 1 + Y2 Y3 7n + Y3 Y1 = 0. 

Es ist dernnech die Bedingung dafür, dass ein P a a r  von je  drei Punkten 
in einem Kegelschnitt enthalten sei,  ausdrückhar dnrch 

Sollen andererseits dio durch x = O ,  y = O ,  z = 0 beschriebenen 
Punkte Tripe1 eines Kegelschnittes se in ,  su muss derselbe sich i n  der 
Form darstellen x2a + y 2 b  + z2c = O. Bilden für  diesen Regelschnitt auch 
die Punkte,  welche durch 6 -  O ,  q = 0 ,  l= 0 ihrer Lage nach gegeben 
s ind ,  ein Tripel ,  so muss dieser Kegelschnitt anch in der  Form k 2 A  
+ qa B + g2C= 0 erscheinen ktinnen. E s  muss dernnach durch dieselbe 
lineare Substitution jener Form in diese überführbar sein, und das ist 
nur moglicli , wenn folgende Gleichungen statthaben: 
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Y1 Y z  Y s  
Die Bedingung dafur, da.ss ein P a a r  von j e  drei Punkten Tripe1 

a i P i a  + a2P2h + a J 8 3 ~ 5 0 ,  

P i r i u + P z ~ z b  + P B Y ~ c = O I  
Y1 ffl a + y2 a, h + y3 a, c = 0.  

Die Bedingung dafür also, dass ein Paar  von je  drei Punkten Tripe1 
eines Kegelschnittes s ind ,  spricht sich in  der Gleichiiug aus 

eines Kegelschnittes s ind,  ist  also identisch mit der Bedinguug, dass ein 

11) 

P a a r  von j e  drei Punkten  in einem und  demaelben Kegelschnitt enthal- 
ten ist. 1st jene erfiillt, so ist auch diese erfüllt, u n d  umgekehrt, findet 

Vergleicht man die Drterminanten 1)  und  II), so erkennt man sie 
sofort alri ideutiech, sobald man aus jeder derselben die  E'actoreu ala,a3 
pl& P3 T~ 7, y3 heraushebt ; denn jede derselben zerlegt siçh in ein Prodiict 
aus diesrn Factoren und  der Determinante 

1 1  

5 P 1  i %Pz1 ~ 3 P 3  

Plri, P Z Y ~ I  B 3 ~ 3  

71 Y2%7 Y3ff3 

diese s ta t t ,  so gilt anch jene;  der eine Gedankc drückt den Satz von 

= O '  

S t e i n e r  a u s ,  der andere den von C h a s l e s .  

1st die  Determinante I I I )  gleich NuB,  s o  ist a :  b :  c eindeutig durcb 
die Substitutionscoefficienten ausdrückbar, d. h. ein Paar  von j e  drei 
Punkten  auf einem Kegelschnitte S bestimmt eindeutig denjenigen Kegel- 
schnitt K, fiir welchen jenes P a a r  von j e  drei Punkten  ein Tripelpaar 
ist. Zu jedem Punkte  p auf S ordnet der Kegelschnitt K eine reciprokc 
Polare P z u ,  welche S i n  q und  r schneidan uiGge. Dem I'unkte q ent- 
spricht als reciproke Polare in  Bezug auf I[ die Gerade Q ,  diese gelit 
durch p und  schneidet P i n  r,, so dass p ,  p ,  r, ein Tripel  für K bilden. 
Diese drei Punkte  mü&en also mit einem der obigen couvtituirenden 
Tripe1 in einem Kegelschnitte liegen; da dietier aber mit S fünf Punkte 
gemein h a t ,  uauilich die Punkte  eines Tripels uebst p und y ,  so musu 
auch r, in S gelegen sein,  d. h. es muss r, mit r zusammenf'allen. Wenn 
demnach auf einem Kegelschnitte S zweimal j e  dïei  Punkte  willkürlich 
angenommen worden s ind,  so lassen sich vermit,telfit K die Punkt,e von 
S in eindeutiger Weise en je  drei Punkten  so ordnen,  dass je ein Glied 
des Dreipunktsystems ein Tr ipr l  fur K ist. 

Polarisirt man dieses Tripelsystern auf K, so geht jeder Punkt  eines 
Tripels in die ihm gegenüberliegende Tripelgerade über, es transformirt 
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sich also jedes Tripel in sich selbst,  und man erkennt, dafis jedcs Tripel 
einem Kegelschnitt Sr  umgeschriebeu ist,  wo Sr das polarische Gebilde 
von S bedeutet. 

In engeiii Zusammenhange hiermit steht ein Satz von P o  n ce1  et .  
Wenn namlich pl g ,  r ein Dreieck bestimmen, welches S eingeschrieben 
und S' umgeschrieben is t ,  so lasscn eich von einem beliebigen P u n k t e  p ,  
des Kegelmhnittcs S zwei Tangenten a n  S' ziehen, welche S in  pl nud 
r, schneiden; die drei P u n k t e  p l ,  ql ,  r ,  aber  geben mit p ,  q ,  r zusam- 
men Veranlassung zu einem Kegelschnitte K ,  für den sie Tripel sind. 
Iliese Tripe1 Sind nach Obigem einem Kegelsclinitt umgeschrieben, und  
da derselbe mit S' fünf Tangentha gemein ha t ,  so ist  er mit S' ideu- 
tisch; a180 ist auch das Dreieck p l ,  y,, r,  dem Kegelscbnitt S' um- 
geschrieben. Der  P o n  e e l  e t'scho Satz ,  welcher hiermit begründet ist, 
lasst sich demnac,h mit folgendem Zusatz aussprechen: 

1 s t  c i n  D r e i e c k  e i n e m  K r g e l s c h n i t t  e i n g e s c h r i e b e n  u n d  
e inem z w e i t e n  K e g e l s c h n i t t e  u m g e s c h r i e b e n ,  s o  l a s s t  s i c h  
v o n  j e d e m p u n k t e  d e s  e r s t e n  a u 8  e i n  U r e i e c k  d e m  e i n e n  e i n -  
u n d  d e m  a n d e r n  u m z e i c h n e n ,  u n d  a l l e  d i e s e  D r e i e c k e  s i n d  
T r i p e 1  e i n e s  u n d  d e s s e l b e n  d r i t t e n  K e g e l s c h n i t t e s .  

Polarisirt man die Schaar der  Tripel ,  welche auf S gelegen sind, 
auf S selber, uo entsteht eine Schaar Dreiecke, welche einem Kegel- 
scbnitte S" cingezeichnet sind. Mit Hilfe dieses Kcgelschnittes S" kann  
man zu einem beliebigen Punkte  u des Kegelschnittes S die beiden 
Punkte b und  C ,  welche mit a ein Tripe1 ausmachen, wie folgt, bestixn- 
mm. Man lege i n  a a n  S die Tangente A ,  diese schneidet S" in zwei 
Punkten, und von diesen laufen aiisser A noch zwei Tangentcn B und 
C an S; diese berül~ren S in den gesuchten Punkten b und  c. Nimmt 
man im Besondern a in einem Grundpunkte yon S und S" a n ,  so über- 
xcugt man sich leiçht,  dass einer der beiden Purikte b, c mit u zusam- 
rnenfallt, d .  h. die Polare von o. in Bexug auf &' geht durch a selber, 
oder a ist anf K gelegen. Der  Kegelschnitt K gebt demnach durch die 
vier Grundpunkte des Büschels, was durch S und 5" bestimmt wird. 
Von dicscr Eigcnschaft sol1 noch für raumliche Gebilde eine. Anwendung 
gemacht werden. 

Das System der conjugirten Ilurcbmesser einer Flaclie zweiten Grades 
bildet auf der unendlich entfernten Ebene eiu l'ripelsystem; für  dieses 
ist der Kegelschnitt Grundkegelschnitt, in  welchem der Asymptoteiikegel 
jenc Etienc; trifft. EH liegen demnach sowohl ein Pnar von je  drei con- 
jngirten Durchmesscrn in cinem Kegel zweiten Grades, als auch kann 
eiu Leliebiges P a a r  von je drei Erzeugenden einer solcheri Kegelfl$che 
als ein P a a r  conjugirter Durchmesser einer Flache zweiten Grades an-  
gesehen werden. Das System der conjngirten Durchmesser ist mit dieser 
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Wahl eindeutig hestimmt, die Fl%chen zweiten Grades aber, denen dieses 
System angehort ,  sind unter sich ahnlich und  ahnlich gelegen. 

Liegen im Besondern in  eincr Kegelflache zweiten Grades drei Nor- 
malstrahlen, sa Iasst gich um die Spitze des Kegels eine Kugel Iegen, 
u n d  fiir diese siud jene Norrnalstrahlen conjugirte Durchmesser. Diese 
Kugel  fichneidet die unendlich eritfernte Ebene  in dem imaginaren Kugcl- 
kreise, und  dieser ordnet auf dem B c g c l ~ c h n i t t e ,  in  welcliem die Kegel- 
flaclie jene E:bene durchsetzt,  die  Punkte  zu j e  dreien derartig a n ,  dass 
je  drei derilelben Tripe1 für den imaginaren Kugelkreis bildeu. L)ie 
Strahlen nach den drei Punkten eines Tripels sind conjugirte Durch- 
messer der Kuge l ,  stelien also ~enkrec l i t  auf einander. Liegrn also drei 
Wormal~tralileii in einer Kegelflache zweiten Grades, ~o giebt es eine 
gnnze Schaar von Norrnalstrahlen in dieser Kegelflache. 

A n  diese Relationen musste zuvor erinncrt werden, um eine Eigcn- 
schaft des geradlinigen Hyperboloids zu beleuchten, welche mit obigen 
Betrachtungen eng verknüpft i d .  - 

Drei Erzeugende einer Schaar eines solchen Hyperboloids G , ,  G,, G,  
bestimmen drei windschiefe Grgenkaiitcn eines Parallelopipedons, dessen 
Ebencn Tangentialehenen der Flache sind. D e n n  eine Ehene,  welche 
eine Geradti i n  sich enthalt und parallel der zweiten Iauft,  schneidet die 
dritte,  und die Gerade,  welche durch diesen Schnittpunkt parallel der 
zweiten lauft ,  liegt ganz in dem Hyperboloid, d a  -sic drei Punkte mit 
ihm gemein hat ;  man gewinnt also drei neue Gerade G',, G',, G',, welche 
hezüglicli mit G , ,  G,, G, parallel Iaiifen. Diese hestimmen ein Secbseck, 
welches dcm Hyperboloid aufgezeichnct ist;  j e  zwei aufeinander folgende 
Kantcn  dieses Sechsecks bestimmen aber jene sechs Tangentialebenrn, 
welche das Parallelopipedon begrenzen. E in  solches Parallelopipedon 
kann al8 dem Hyperbolo id~mgesc l i r i eben  bezeichnet werden. 

Die Ebene  durch zwei parallele Gegenkanten dcsselben ist eine 
Tangentialebene des Hyperboloids i n  einem Punkte  der unendlich ent- 
fernten Ebene ,  beriihrt also den Asymptotenkegel k n g s  einer Gcraden, 
welche mit den Gegqrjkanten pxrallel Iauft,  und iimgekelirt schneidet 
jede Tangentialebene des Asymptotenkegels aus dem LIyperboloid zwei 
parallele Gerade a m .  Jedes  drm Hyperholoid in  obigem Sinne urn- 
geschriebene Parallelopipedon giebt also Vcranlnssung z u  drei Ranten 
des Asymptoterikcgels rl, I L ,  I 3 ,  und umgekehrt bestimmen j e  drei Kan- 
ten dieses Kegels ein ~olcl ies  Parallelopipedon, welches dern Hyperboloid 
umgeschrieben ist. 

Die Rerühi.nngsehenen Iangs jener Kanten  Tl, r,, r3 schneiden sich 
in drei neuen Geradrn y , ,  y,, y s ,  und diese sind die Diagonalen der 
seclis diametralen Ecken des Parallelopipedons, welche auf dem Hyper- 
boloid gelegen sind. 
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Vergleicht man nun  irgend zwei Parallelopipeda, welche dem Hyper-  
boloid in obigem Sinne umgeschriehen s ind ,  so entsprechen diesen ein 
Paar von je drei Strahlrn in  der  Flache des Asymptotrnkegels, r', T', 
r, und r',, rt2, rP3, diese geben aber  wieder Veranlassung zu den bciden 

Dreikanten y,,  y , ,  y3 und y',, Y ' s r  y'3, welche mit ihren Seitenfiacheii 
den A s ~ m ~ t o t e n k e g e l  berühren. 

Die Geraden y,, y,, y, und y'l, y'a, i3 liegen nach Oliigern i n  einem 
Kegel zweiten Grades, welcher die unendlich entfernte Ebene in einem 
Krgelsclinitt S" schneidet. Dieser Kegel nwriten Grades bestirnmt mit 
dem Hyperholoid eine Raumcurve vierten Grades,  und diese Raumciirve 
vierten Grades durchsticht die unendlich ferne Ebene in den vier Piink- 
t ~ n ,  in wclchrn der vorn Asymptotenkegolscbnitt bestimmto Kegelschnitt 
S von S" getroffeu wird. Alle Flëchen zweiten G r a d ~ s ,  welche durcli 
jene Baumcurve gehen, sind mit dern Hyperboloid concentrisch; denn 
eine der hindurchgehenden Kegelfliichen ha t  ihre Spitze im Centrum, 
dieses aber und die unendlich ferne Ebene  müssrn in  Bezug apf jede 
Flaclie der Schaar Pol und Polare bilden. Die Flaclienschaaï schneidet 
die unendlich entfernte Ebene  in Kegelschnitten des Büschels, welches 
durch die Grundpunkte von S und S" bestimmt wird,  und urngekehrt 
tiestimrnt ein jeder K~.gelschriitt dieses Büschels eine çoncentrische F l k h e  
zveiten Grades, welche durch jene Raumcurve geht. 

Unter diesen Kegelschnitten giebt eE aber  nach obigen Entwicke- 
lungen einen Krgelschnitt K, für welchen die  Schnittpunkte von T,, C,, 
1 ,  und r',, l",, rPs mit der unendlich fernen Ebene Tripe1 bilden; die 
Richtilngcn dieser Geraden Sind drmnach als conjugirte Richtiingen des 
Gliedes der Flachenschaar aufzufasscn, welches .durch li' bestimmt wird. 
Die ITanten der beiden Parallelopipeda haben also conjugirte Kiclitung 
für diese Flsche,  und da  diese Flache bereits sechs Ecken von jedem 
Parallelapipedon in sich enthal t ,  so ist dies nilr moglich, wenn auch die 
übrigen Ecken in dieser Flache F enthalten sind. 

Da der Kegelschnitt K die P u n k t e  des Kegelschnittes S in Tripel 
orcinet, so gruppirt diese Fliiche P die Geraden einer Schaar des Hyper-  
bolnidfi derart,  dass j e  drei für P conjugirte Richtungen bilden, also 
das ilinen entsprcchende, Parallelopipedou der Fliiclie F eingeschrieben 
ist. Man erkeunt also rinen Sa iz ,  der 'mit  jenem oben aiiegesprochenen 
1'0 n c e l e  t ' schen cine gewissn Aualogie bietet und so lautet :  

E i n  P a a r  v o n  j e  d r e i  G e r a d e n  e i n e r  R e g e l s c h a a r  d e s  
H y p e r b o l o i d s  b e s t i m m t  iri e i u d e u t i g e r  F o r ~ n  d i e  G r u p p i r u n g  
d e r  G e r a d e n  d i e s e r  S c b a a r  z u  j e  d r e i e n  d e r a r t ,  d a s s  j e d e  
G r l i p p e  v o n  j e  d r e i e n  m i t  d e n  d r e i  i h n e n  p a r a l l e l e n  d e r  a n -  
d e r n  S c h a a r  c i n  P a r a l l e l o p i p e d o n  e r g i e b t ,  w e l c h e s  d e m  
B y p e r b o l o i d  u m g e s ç h r i e b e n  u n d  z u g l e i c h  e i n e r  m i t  i h m  c o n -  
c e n t r i s c h e n  F l a c h e  z w e i t e n  G r a d e s  e i n g e s c h r i e b e n  i s t .  
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1st das Hyperboloid gleichseitig, d. h. sind drei Erzeugende der- 
selben Schaar senkrecht gegen einander gerichtet, so giebt es obigen 
Entwickelungeu gernass eine ganze Schaar derartiger Geraden. Zwei 
Grnppen derselben bestimmen zwei senkrechte Parallelopipeda, die Flache 
P aber ha t  in diesem Fal le  ein Paar  von j e  drei Normalstrahlen zn con- 
jugirtcn Durclimesscrn, ist also eine Kugel. J c d e  Gruppe von drci Nor- 
malstrahlen einer Regelschaar des gleichseitigen Hyperboloids bestimmt 
also senkrechte Parallelopipeda, die einer Kugel eingesclirieberi siud. 

Ilieser Satz vom gleichseitigen IIyperholoid ist zuerst von Iierrn 
A. Vo i g t im 86. Bande des C r el 1 e'schen Journals  synthetisch entmickelt 
worden,  ich selbst hahe ihn im 16. Bande dieser Zeitschrift ails einfachen 
analytischen Formen hervorgehen lassen, und H e r r  .G. B a u  e r hat in den 
Uerichten der Münchener Akademie vom 5. J u n i  1880 zuerst die gene- 
rellere Beziehung zwischen den Geraden eines heliebigeri Hyperboluids 
durch eine affine Transformation gegeben und zngleich dargethan, dass 
zwei Parallelopipeda, welche irgend j e  drei Gerade eines Hyperholoids 
bestimmeu, gleich a n  Volumen sind. Auf diese Eigenttiümlichkeit sol1 
hier nicht weiter eingegangen werden; es war n u r  von Intemme,  die 
allgemeine Relation als einen Ausfluss der Eatze von C h a s l e s  und 
S t e i n  e r zu keunzeichnen. AD. SCHUMANN. 

XXI. Eine allgemeine Beziehung zwischen fiinf Punkten  des Raumes. 

B i l d e t  m a n  a n s  j e  v i e r  v o n  f ü n f  P u n k t e n  d e s  R a n m e s  e i n  
T e t r a e d e r  u n d  b e s t i r n m t  d e n  P o t e n z w e r t h  d e s  f ü n f t e n  g e g e n  
d i e  d i e s e m  T e t r a e d e r  u m g e s c h r i e b e n e K u g e 1 ,  s o  h a t  d a s  P r o -  
d n c t  a u s  d i e s e r  P o t e n z  u n d  d e m  V o l i i m e n  d e s  T e t r a e d e r s  
d e n s e l b e n  a b s o l u t e n  Z a l i l e n w e r t h ,  w i e  m a n  a u c h  d i e  f'ünf 
P n n k t e  z u  v i e r e n  c o r n b i n i r e n  m a g .  

Stellt man die Gleichung einer Kugel diirch vier Punkte des Raumes 
in Form der Determinante dar 

j~, '+v,~+~:,  XI ,  Y., 21, 1 
, x 2 2 + ~ 2 2 + z 2 2 1  ' C a r  Y,, 2 2 1  . 1 

l 
x Q 2 + ~ 3 2 + 2 3 2 1  5 3 ~  YS! '31 

' ~ 4 ~ + ~ q Z + ~ 4 ~ 1  54, Yqr 1 4 ,  1 
X ~ + Y ~ + ' ~ ,  a, Y, 2 1  1 

so Iasst sich diese Determinante für jeden P u n k t  (x, y, z) des Ilaumes 
in ein Product von zwei Factoren zerlegen, van  denen der eine das 
sechsfache Volumen des Tetraoders aus den Punkten 1, 2 ,  3, 4 darstellt, 
der andere aber  als die Potenz dee Punktes  (x, y, z )  gcgen die dieuem 
Tetraeder umgescliriebene Kugel gedeutet werdeu kann.  Bezeichnet man 
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das Volumen des Tetraeders mit Vi,2,3,4, die Potenz des fünften aber 
gcgcn die dem Tetraeder  umgezeichnete Kugcl mit P5, 80 ist 

Da nun die Determinarite durch eine Vertauscliung der Indices ilireri 
absoliiteo Werth n ic l~ t  ander t ,  so bewahrt auch das I'roduct V1,2,3,4.1'5 
denselbeii absoluten W e r t h ,  wie man auch die fiinf Indices permutiren 
mtige. Damit ist die obige Relation begründet.  

B e r l i n .  Au. S C I I U M A N N .  

XXII. Ueber die Krtimmung der Plkchen. 

Es  sollen im Folgenden die Beziehungen zwischen den Flaclien 
sweiten Grades untersucht werden, welche mit irgend einer Flache P i n  
eincm heliehigen Punkte S derselben von gleichartiger Krümmung eine 
Berührung erster oder zweiter Ordnung haben. Zu diesem Zwecke denke 
nian sich ein System von con  focaleri Flacheu,  (A), ( p ) ,  ( v ) ,  w~.lclie durcli 
die Gleichungen 

reprasentirt sind. (A) ist das Ellipsoid, (p) das einmantlige, (v) das 
zweimantlige Hyperboloid. Diese drei Flachen schneiden mich in einem 
Punkte S; ihre drei Nûrmalen bilden ein zweites Coordinatensystem, auf  
welches der Eegel 

t2 v 2  .t2 
--+?+?=O 
1-1' p - b  v -r l  

bezogen ist. Die 5 - ,  7-, b-Axen sind der Reille nacli die Normalen von 
(A), (p) ,  ( v ) ,  und (A') ist eine weitere confocale Flaclie, welclic der Kegel 
2) berührt. I n  dem speciellen Fa l le ,  wenn A'= y k t ,  reducirt sicli diese 
Flache zur Focalellipse, und der Kegel 2) hat die Glfichung 

2 w ,  2 w', 2 w" seien die Winkel  dieses &?gels i n  den Axeiiehcncn qE, 

2 9 ,  29', 2 rp" sind die  Winkel  der  (reellen oder imaginiiren) Focallinien 
der Kegel 2) oder 3):  

Zdtschrift f. Matliernatik u. P l i y ~ i k  XXVII, 6. 1 4  
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Da in  diesen Warthen A' nicht vorkommt, so sind die Kegel confocal. 
B ~ z e i c h n e t  man die Hauptkrümmungslialhmesser von (A) mit L und 

L', von ( P )  mit M und M'  und von ( v )  mit N und N', so ist 

-- - - -- 

n =  J A + & ( A - Y ) ,  n ' = i l * . ( ~ - P ) ( y - p ) ,  n"= J v ~ p - ~ ) ( y - v ) .  

Sind endlich p, p', p" die Abstande des Mittelpunktes von den drei 
Tangentialehenen in SI so ist 

9) 
7z p = __ -- --- , 

i l - "  

Die  - A x e  oder die Normale des Ellipsoids (1) schneide die  Hauptebene 
x y  in  Q ,  so ist 

A - Y  -A-, SQ=-,  also - - 
P cos" p 

oder 
s (I S Q  

- = L ,  , - L', 
C O S  w2 c o s L  w 

L - cos2m' 
- = c o s 2  q7' 
L' - cos2 W 

und analog 
2%' 

13) , L 
N 

cose = il.l, , cos2 rF = - C o s 2  p"= - 
25' ' ,%' ' ' 

1st einer von den drei Winkcln cp, rp', rp'' gegeben,  so sind damit auch 
die zwei anderen bestimmt, wie man sich leicht aus den Glcichungen 5) 
überzeugt; ein System vou confocalen Kegeln ist also durch Ein  (reelles 
oder imagiuares) P a a r  von Focallinien gegeben. Au8 13) folgt ferner, 

L M N  
dass, wenn eines der drei Verhaltnisse L7, $, - bekannt ist ,  dann 

N' 
es auch die zwei anderen sind. 

Irgend cine Flache xweiten Grades A berülire eina beliebige Flache P 
in  einem Punkte  S ,  so wird die Normale S Q  von E'eine Axo dcr beidcn 
(confocalen) Kegcl sein,  deren Spitze S und deren Basis eiue der Focal- 
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cnrven von A ist. Die beiden anderen Axen dieser Kegel liegen in der 
'I'angentialeLene von P oder A. Kommt nun noch die weitere Beding- 
ung hinzu, dass die Krümmungsliuien von P diejeuigen von A irn Punkte 
S beriihren sollen, so sina auch die zwei anderen Axen der Kegel be- 
stirnrnt, als Tangenten der Krümmiingslinien von P. Hieraiis folgt: 

D i e  F o c a l c u r v e n  a l l e r  F l a c h e n  A ,  w e l c h e  P i n  e i n e m  
P u n k t e  S b e r ü h r e n ,  l i e g e n  a u f  K e g e l n ,  d e r e n  g e m c i n s c h a f t -  
l i ç h e  A x e  d i e  N o r m a l e  v o n  F i s t .  B e r ü h r e n  s i c h  a u s s e r d e r n  
d i e  K r ü m i n u n g s l i n i e n  v o n  A u n d  Pl s o  l i e g e n  d i e  P o c a l c u r -  
v e n  v o n  A a u f  c o a x i a l e n  I i  e g e l n  (welche drei Axen gemein haben). 

Rei einer I i~r i ih rung  e r ~ t e r  Ordniing findet zwiecheii den Krürnmungs- 
halbrnessern L,, und LIo von F und den eiitsprechenden L und L' von A 
keine Relation ~ t a t t .  Setzt man aber 

14) 
Id !LI-- 

LPo - 
L, = cos2 

so werden die coaxialen Kegel zugleicli confocal, d. h . :  
S % m i i i t l i c h e  F l a c h e n  z w e i t e n  G r a d e s  A ,  w e l c h e  m i t  e i n e r  

b e l i e b i g e n  F l a c h e  F i n  e i n e m  P u n k t e  S e i n e  B c r ü 1 1 r i i n g  z w e i -  
t e r  O r d n u n g  h a b e n ,  i n s o f e r n  a l s  d i e  V e r h a l t n i s s e  d e r  E i a u p t -  
k r ü u i r n u n g s t ~ a l b r n e s s e r  v o n  d u n d  P g l e i c h  s i n d ,  s i n d  d a d u r c h  
c h a r a k t e r i s i r t ,  d a s s  i h r e  F o c a l c n r v e n  a u f  e i n e m  S y s t e m  v o n  
c o n f o c a l e n  K e g e l n  l i e g e n .  

Wenn nlso i n  irgend einem Punkte  S einer Flacha F die heiden 
Hauptkriimmungshalbmessrr Lo und  L'o gegehen s ind ,  so construire man 
nach 14)  die Focallinien und wahle irgend einen der durch dieselben 
bestirnuiteri Kegel aus ,  schneide il151 durch eine beliebigc Ebeue ,  betrachte 
die Schoitteurve a19 Focale r iner  Flaclie A ,  welche durch S geht ,  so 
wird A in diesem Punkte F beriihren und  die Verhal tui~ae der Haiipt- 
krümmnngshalbmesser von d u n d  F werden einander gleich sein. 1st die 
Schnittlinie ein E r e i s ,  so ist A eine Rotationsfl&&e, ist S ein Kreispunkt 
von F, B O  werden die confocalen Kegel Ihehungskegel.  

Da sowohl der Kegel ,  auf dem die Focalcurve liegt, als auch ihre 
Ebene ganz heliebig s ind,  so erhalt man für einen P u n k t  S auf F un-  
endlich v i d e  Uerührungsflachen d ,  nnter  welchen diejeuigen, deren 
Hau~itkrürumnngshalbmesser gleicli Lo und L', sind (also nicht blos dem 

L 
Verlialtnisse 4 genügen), durch die Gleichungen 12) bestimmt werden. 

L " 
S O 

1st namlich --' - S O  
- L ,  und  A- , - L',, so s ind,  wenn der P u n k t  Q 

cos2 w cos2 O 

auf der Normale von F gcgrbr>n, auch w und  w', d. h. der K e g d ,  auf  
dem die Focale liegt,  I~estimmt, und umgekehrt: 

G e h e n  d i e  E b e n e n  d e r  P n c a l c u r v e n  v o n  d e n  F l a c h e i i  
z w e i t e n  G r a d e s ,  w e l c h e  m i t  e i n e r  F l a c h e  i n  e i u e m  P u n k t e  

24* 
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e i n e  B e r ü h r u n g  z w e i t e r  O r d n u n g  h a b e n ,  d u r c h  e i n e n  P u n k t  
d e r  N o r m a l e ,  s o  l i e g e n  a i e  z u g l e i c h  a u f  e i r i e rn  K e g e l ,  u n d  
n m  g e k e  h r t .  J e d ~ m  I'onkte Q entspricht also ein ihm conjugirter 
Kegel. 

1 und 2' seien die Kriimmungemittelpunkte von F, also S1= Lo und 
SL1=  L',, Lp0 > L,. Man heschreibe iiber SI und  SI' als 1)urchmesser 
zwei Kreise i n  den Ebenen der Hauptsçhnitte 75 und  t [ ,  lege durch Q 
eine Ebenc  senkrecht zn S Q ,  so bestimmen ihre Ihrchscl ini t te  mit den 
Kreise.n die Hanptfichnitte des cunjugirten Kegels; fallt Q auf 1 ,  sn redii- 
cirt  sich der conjugirte Kegel auf die beiden Focallinien, die Focalcur- 
ven degeneriren i n  Linien,  welche durch l bis zum Durchschnitt mit den 
Focallinien guzogen werden; diese Durchschnitte sind die Breiinpunktc 
von Rotationsfliichen, in welche die FlSchen A iibergehen, die also durch 
Drehung  einss Kegelschnittes um diejenige Axe,  welche die Brennpunkte 
enthal t ,  entstanden sind: 

D u r c h  j e d e n  P u n k t  (von gleichartiger Krümmung) e i n e r  b e l i e -  
b i g e n  F l l c l i e  g e l i e n  z w e i  G e r a d e ,  w e l c h e  n a c h  14) ç o n s t r u i r t  
w e r d e n ,  a n f  w e l c h e n  d i e  B r e n n p u n k t e  a l l e r  R o t a t i o n s f l Z c h e n  
l i e g e n ,  d i e  m i t  d e r  F l a c h e  e i n e  B e r ü h r u n g  z w e i t e r  O r d n u n g  
l i a b e n ;  d i e f i e  R o t a t i o n s f l a c h e n  s i n d  d u r c h  D r e h u n g  e i n e s  
K e g e l s c h n i t t c s  u m  d i e  A x e  d e r  B r e n n p u n k t e  c n t a t a n d e n .  
I h r e  A x e n  g e h e n  d n r c h  deri  M i t t e l p u n k t  d e s  k l e i n e r e n  H a u p t -  
k r ü m m u n g s k r e i s e a  d e r  F l a c h e .  

Zu diesen Rotationsflachen gehoren zwei gleiche Paraboloide, die 
übrigen aind Ellipsoide und  zweimantlige Hypcrboloide. 

Llieser Satz lasst sich auch direct béweisen: Zieht man durch 1 eine tie- 
liebige Gerade, welche die Focallinien i n  f und f '  schneidet, hetrachtet diese 
P u n k t e   al^ Rrennpiinkte einer Ellipfie, welche diirch S geht ,  so wird sie 
P' beriihren. I h r  Krürnmungshalbmcssrr in S içt SI'; dreht man die El- 
lipse um ihre grosee Axe ,  so bcschreibt aie eiu Rotationsellipfioid, welches 
F in  S in  zweiter Ordnung berührt;  denn wenn Irian vuri S auf die 
grosse Axe ein I'erpendikel fallt ,  B O  iat dieses der Halbmesser eines 
Parallelkreises u n d  aomit nach dem Satxe von M e u n i e r  SI der andere 
Hauptkrümmungslialbmesser. 1st dio durch 1 gezogene Linie parallel mit 
einer Focallinie, sa entstcht ein Llrehungsparaboloid, und wenu sie die 
Verlangerung einer Focallinie trifft, eiu 1)rehungshyperboloid. 

Die centrischen Flachen zweiten Grades, welche mit einer Flache P 
in einem P u n k t e  von gleichartiger Krürnmung eine Berührung zweitar 
Ordnung habcn konncn, Sind entwcder Ellipsoide oder zweimantlige Hyper- 
boloide; beschranken wir uns zunachst auf den ersten Fall.  

Die Normale eines Punktes  S des Ellipsoids (1) 1) schneide die 
z y  - E b e n e  in Q ,  die x z - E b e n e  i n  Q' und  die y z -  Ehene in O", so ist 
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Durch Verbindung mit 6) und 9) erlialt man folgende Ungleichungen: 

L f > L >  S Q ,  L ' )  SQ'> L ,  S O U >  L') L .  

Die drei Focalcurven von (A) sind 

Die Ellipse liegt also in  der xy-, die Hypcrbel i n  der x z  und die 
imaginare Ellipse in  der y z -  Ebene. H a t  nun (A) mit F i n  S eiue Bc- 
rührung zweiter Ordnurig, so müssen die droi Axenebenen von (A) die 
Normale von F so schneiden, dass der erste Uurchschnitt Q zwischen S 
und 1, der zweite Q' zwischen 1 und 1 und der dritte Q" zwischen 1' und 
m h g t .  

B e r i i h r t  e i n  E l l i p s o i d  e i n e  F l a c h e  i n  z w e i t e r  O r d n u n g ,  
so s c h n e i d e t  d i e  E b e n e  d e r  F o c a l e l l i p s e  d i e  N o r m a l e  a w i -  
s c h e n  d e m  B e r ü h r u n g s p u n k t e  u n d  d e m  M i t t e l p u n k t e  d e s  k l e i -  
n e r e n  H a u p t k r ü m m u n g s k r e i s e s ,  d i e  E b e n e  d e r  F o c a l h y p e r -  
b e l  s c h n e i d e t  z w i s c h e n  h e i d e n  n l i t t e l p u n k t e n  u n d  d i e j e n i g e  
d e r  i m a g i n a r e n  E l l i p s e  j e n s e i t s  v o m  M i t t e l p u n k t e  d e s  g r o s s e -  
r e n  H a u p t k r ü m m u n g s k r e i s e s .  D i e  F o c a l e l l i p s e n  l i e g e n  a u f  
K e g e l n ,  w e l c h e  d i e  F o c a l l i n i e n  d e s  B e r ü h r u n g s p u u k t e s  e i n -  
s c l i l i e s s e n ,  d i e F o c a l h y p e r b e l n  a u f K e g e l n ,  w e l c h e  s i e  t r e n u e n .  

Gelit die Ebene der Focalcurve durch i, so wird letztere ein beide 
Focallinien bwührender Kreis und das Ellipsoid ein athgeplattetes Dreh- 
ungsellipsoid, dessen Meridian der grossere Haiiptkriimmungskreis von P 

ist. Die ührigcn abgcphtteten Drehungsellipsoide, welche F in zweitcr 
Ordnung berühren, haben z u  Focalcurven diejenigen Kreisschnitte der 
Kegel des ersten Systems,  welche zwischen S und  Z hindurchgehen. 
Durch diese Satze ist die Reilie samrntlicher Ellipsoide, sowohl der drei- 
axigen al8 der Rotationsellipsoide, welche mit F eine Berührung zweiter 
Ordnung haben konncn,  erschopft. 

Durch den P u n k t  S auf ( A )  geht ferner ein zweimantliges Hyper-  
boloid (v) ,  auf der Normale desselben liegen die beiden Krümmungsmit- 
telpunkte n und n', also ist Sir = h', Sir'= N', N >  N'. Uiese Normale 
schneide die ~ y -  Ebene in R, die zz in R' und  die y z  in R", so  ist 

Durch Verbindung mit 8) und  11) erhiilt man folgende Unglcichungen: 

N )  S R )  N ' )  SR'.  

Der dritte P u n k t  R" ist  unbestimmt. Die Focalcurven vou (i) sind zu- 
gleich diejeuigen von (y). Derikt man sich nuu eine Flaclie F in der 

Lage, dass sie (v) irn Punkte  S berührt,  und  seien N und  N' zugleich 
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374 Kleinere M i t t h e i l ~ n ~ e n .  
-- .? A ---- -a,- -- - 

die Hauptkrüprnungshalbmesscr von F, so gilt der letzto Satz auch danu, 
wenn man stat t  Ellipsoid zweimantliges Hyperboloid setzt und die Worter 
Focalellipse und F o c a l l ~ ~ p e r b e l  vertausclit; für den Durchscliriitt der 
Ebene der imaginaren Focalellipse lasst sich keine bestimmte Regel an- 
geben. 

Wenn man ferner in  den Gleichungen 4) y durch f l  ersetxt, um die 
Durchschnitto der  confocalen Kegel vom zweiton Systern mit den Ebenen 
.q&, & [  und  [ q  z u  erhalten, so findet man nach 8) und  11) 

s R' S R' 
, E N ,  - à ., = N P .  

sin2 w cos w 

Besclireibt man also über S n  und Sn'  als Durchmcsser Kreise in der 
gl-  und g[ -Ebene ,  legt durch B' eine Ebene senkrecht zu SR' ,  se be- 
stiirimen ihre L)urclisc1111itte mit den Kreisen die Hauptschnitte des dem 
Puokte  R' conjugirten Kegels;  irgend ein hyperbolischer Scliriitt desselben, 
dessen Ebene  dnrch R' geh t ,  giebt eine Focalliyperbel, durch welche ein 
System von Confocalen ( A ) ,  ( y ) ,  ( v )  bestimmt ist. Das  zweimantlige 
Hyperboloid ( v ) ,  welches durch S geht, berührt F in zweiter Ordnuug; 
die dazu gehorige Focalellipse, deren Ebene zwisçhen n und n' sçhueidet, 
liegt auf einem Kegel de8 ersten Systems. 

Ans dem Biuhcrigen erhellt ,  dass es  für jeden P u n k t  von gleich- 
artiger Kriimmiing einer Flactie zwei Gerade giebt, welche man die 
Focallinicn des Punktes  nennen kann und die für  die Tbeorio der Krüm- 
mung der Flachen insofern von Bedeutung s ind ,  als sie die Brennpunkte 
der usculireriden Rotatiorisfliichen enthalten und die Scbaar der corifoca- 
len Kegel bestimmen, auf  welchen die Façalcurven aller osculirenden 
Flachen eweiten Grades liegen. N a n  construirt diese Linien,  indem man 
im grtisseren Hanptkrümmungskreise zwei Seliuen zieht ,  deren Projection 
auf der Normale der kleinere Hauptkriimmungshalbmesser ist. Dae Qua 
drat  dieser Sehneu ist also gleiçh dein reçiproken Werthe des Krüm- 
mungsmaasses. Sie werden in ihren Endpunkten von einer der beiden 
reellen Focalcurven, Ellipse oder Hyperbel,  derjenigen osculirenden El- 
lipsoide beriihrt, deren Ranptschnitte mit den Ebenen der zwei Haupt- 
krümrnungskreise zusammenfallon. 

B e u t l i n g e n .  Dr. O. BOKLEN. 

XXIII .  Ueber eine Transformation der  Differentialgleichung 

Es ist bekannt ,  dass vorliegende Gleichung durch die Substitution 

'Po 
Y = - z  

iibergeht i n  pi 
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woboi die f ganze rilgctiraische Functionen in' x sind,  falls die cp als 
solche vorausgesetzt werden,  und dass endlich dieéie Gleicliung für 

auf folgende lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 

zurückkommt. 
Man kann nun die letzte Gleichung im Allgemeinen gtets 80 trans- 

formiren, dasa ihre linkc Seite den Factor po(s) aiisscheiden lasst und 
sonach d e r  G r a d  d e r  C o e f f i c i e n t c n  b e z ü g l i c h  x u m  d e n  G r a d  
v o n  <po n i e d r i g e r  w i r d .  Setzt man po vom nt"" Grade in der Form 

~ J ~ = ~ ( ~ - E ~ ) ( Z - F ~ ) . . .  ( z - E , )  

voraus, sa fordert diese Transformation nur  noch die Aiiflosung einer 
quadratischen Gleicliung und die Auflosung cines Systems von liriearen 
Gleichungen. 

Um dies darzuthun,  fUhre man in 2) die Substitution 
G dz , = , ,.k 

ein, in welcher G eine Function n - l L e n  Grades 

G = ~ o + g ~ ~ + g ~ ~ ~ + . . - + g n - t s ~ - ~  

mit nocli zu bestimmenden Coefficienten bedeutet. Man erliiilt 

Nun vcrsuche man,  die 71 Grossen go bis g,-1 so zu bestimmen, 
dase der Coefficient von n1 in  der letzten Gleichung die Ge,stalt w o F  er- 
langt, unter F eine ganze Function in x verstanden - oder mit anderen 
Worten, man verlange, daas der betreffende Cuefficient für alle MTerthe 
x =  E.' , , (i = 1, 2 ,  3 . . . n) verschwinde. Die,@ führt auf n Gleichungen von 
der Form 

f o  ( f i )  G4 ( ~ i )  S (fi ( ~ i )  - ~g'g ( p i )  f o  (&il) G ( r i )  + fz ( ~ i )  = O 
und hieraus findet man für G ( Q )  zwei Wer the ,  von denen der eine oder 
der audere di heissen m6ge. Nunmehr ha t  man zur Hestimmung der 
Grossen go bis g n - 1  folgende n lineare Gleichungen: 
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376 Kleinare Mittheilungen. 

Die Function P l#sst sich dadurch hestimmen, dass man den Coefficicn- 
ten von ni in Gleicliung 3) durch rpo dividirt; de r  Quotient muss irn All- 
gemeinen eine ganzc Function vom mindestens n-2ten Grade sein. 

Sind mehrere der Zahlen ~i einander gleich, so hat man znr BA- 
stirnmiiiig der Coefficienten g nicht die hinreichende Anzahl lincarer 
Gleichungcn. I n  dicscm Falle kaun man sich die fehlenden Gleichungrn 
durch einen Differentiationsprocess verschaffen. 1st  beispielsweise 

so hat man zu verlangen, dass der  Factor von ru in  Gleichung 3) die 
Potenz (s - t,)' ausscheide, das heisst,  dasa dersclbe eammt seinen v-- 1 
erfiten Ableitiingen für X =  E, verschwinde. Man findet nun aus diesen 
Bedingungen gewisse Werthe für  G ( E , ) ,  G'(F, ) ,  . . . GcV-') (E,), welche d,, 
A',;.  . . A,('-') heissen mogen; andererseits ist 

G ( r i )  = go + yl EV + qir E~~ +...+ g n - 1  E""-!, 

G ' ( E " ) =  g1 + ~ S ~ E Y  + 3 g s ~ ' v  +...+ ( n -  1)gn-1 ~ v " + ~ ,  

G " ( E ~ )  = 1 . 2 ~ ~  + 2 . 3 g , ~ *  +. . .  + ( n - l ) ( n - 2 ) g , , - 2 ~ , ~ - ~ ,  
. . . . . m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Diese v l inearen Gleichungen im  Verein mit den übrigen Gleichungen 
des S p t e m v  reiclien zur Bestimmung der g aus. 

Wie  man sich zu verhalten ha t ,  wenn noch andere der Zahlen ein- 
ander  gleich s ind,  ist jetzt leicht einzusehen. 

Was nuu das Iutegral der Gleichung 1) anbetrifft, so wird es durch 
die Substitutionen 

d i l  - 
~0 u = - - -  und v = w e  

d z  

(Pl v 
vermittelt ; es  lautet 

unter m das Integral der letzten 1)ifferentialgleichung verstanden. 
Wir wollen die im Allgemeiiien angedeutete Transformation auf die 

Gleichung * 

anwenden; dabei wird sich zeigen, d a m  die  Integration von der Diffe- 
rentialgleichung der hypergeometrischen Reihe abhangig ist. 

* Dicsc Gleichurig Iasst eich auch auf anderem Wege in die Differeritial- 
glcicbung der hgpcrgeometrischen Reihe überführen. Vergl. meinen Aufsatz: Zur 
Integration der Difi'erentialçleichungen, Zcitschr. f. Mathematik u .  Physik XXTII, 1. 
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k =  h"(b , - c )h+c , , .  

Nach diesen Bcstimmungen lautet die Gleichung 3) 

und geht für 
X - E ~  = ( E ~ - P , ) u  

über in eine Gleichung der Form 

II. Fall.  E s  sei a + bx + ex" c (x - E) , .  

Dann lassen sich die Grossen g und h  so hestimmen, dass 

q2= k ( x - E ) ,  

Das heisst aber: es musri der Factor  von x2 in q2 verscliwinden und 

Q, ( E )  = 0 
srin. Dies führt auf  folgende Gleichungrn : 

h 2 f  ( h l - ~ ) h $ r 0 = 0 ,  ( g + h ~ ) ' +  [ f l i $ b i ~ i ( g + h & )  f n o + h , ~ + r o ~ 2 = 0 ,  

Aus d e i  ersten findet man h l  r u s  der zweiten hestirnmt sich der Aus- 
druck g +  he,  also schliesslich g. Die Zahl k h r t  als Factor von x in 
vp den Werth 

k = 2 g h + a , I , +  ( b l - 2 c ) g + b o .  

R u n  reducirt sich die Gleichnng 31 auf 

Fülirt man statt  x eine neue unabhangige Variabele u ein mi t  Hilf'e von 

so vereinfacht sich die Ietzte Differentialgleichung zu 

III. Fall. Es sei c = O ,  b 3 O .  

Dann lassen sich die Grossen g und h so bestimmen, dass 

~ e = k ( n + b ~ )  1 

das heisst aber: es mulis der Factor von $Vin +, verschwinden und 

sein. Dies führt auf folgende Gleichungen: 

h 2 f  b l h + c o =  O ,  ( g + h ~ ) ' f  ( n l - b + h , ~ I ( g + h ~ ) +  n o + h o ~ + ~ , , ~ 2 =  0, 

Aus  der ersten findet man h ,  xus der zweiten bestimmt sich der Auedruck 
g + h E ,  also schliesslich g. 
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Die Zahl k  hat als Factor von x in q, den Wcrth 

k = 2 g h + a 1 h + b l g + h o  

Nun reducirt sich die Glcichung 3) auf 

d2 ni d n, 
( ( 1 + b x ) - ~ + { r 1 ~ + 2 g +  (h1+2h)a l  + k t u = O  

d 2 dcc 
und geht für 

a + D a = ~ c  
über in 

d2w d tu 
~ ~ ~ + ( a + ~ u ) - + ~ m = O .  

d u  d u  

IV. F d .  Es soi c = O u n d  h = O .  

In  diesem Fal le  verfiige m m  über g und h so ,  dass die Factoren 
von x2 und x in qs vemcchwinden. Dies fùtirt au€ folgeride Gleicliungen: 

h 2 + h l h + r o = 0 ,  2 g h + a l h + h l y + h o = 0 ,  

und nun ist v, gleich einer Constanten,  nauilich 

k = g 2 + a 1 g + a h + a , .  

Die Differentialgleichung 3) besitzt jetzt die Gestalt 

und Iasst sich mit Hilfe der Subfititution 

abermals aiif die Form 

hringen. 

d2n ,  d n~ 
! A - + (  < Y + ~ u ) ~ + Y ~ = O *  

du" 

Nach Erledigung der vier Hauptfalle k6nnen wir folgendes Resultat 
aussprechen : 

Die Differentialgleichnog 

kann durch die Substitutioneu 
( X - E ~  = ( F ~ - E ~ ) ! A ,  

g + h x  
1 x-& = -  

v = W .  e S . C b ~ + C X ' d x  und ~ C E P .  u ' 
a + b x = u ,  

Z = O +  JU 
stcts in eine der Glcichungen 

* Auf noch speciellere Falk dieser Gleichung gehen wir hier nicht ein. Man 
findet deren Transformation und Integration in den ,,Qorlesungen über hohere 
Analysia" van O. Schl i jmilüh.  
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transformirt werden,  für welche die lntegration hinlanglich bekannt ist. 
Der Zufiammenhang zwischen den Intagralen der Gleicliung 2) und 

der Gleicbung 

ist nun gegeben durch II u 

- - 
tl .Y - g + h x  r i  n: - - -- 

v u +  bx+ C Z ~ + T '  

so genügt der Glcichung 1) 

nuter  m das in  ausgedrückte Integral der entsprechenden linearen Dif- 
fcrcntialgleichung zwcitor Ordnung verstanden. 

D r e s d e n .  im Mai 1882. WOLDEMAR HEYMANN. 

XXIV. Zwei projectivische Sgtze. 

Es sei A B C D  ein gewijhnliches Vicreck, E der Durchschnitt von 
A C  und BD,  F der von A B und  CD, G der von DA und R C ;  wird nun 
AB C D  mittelst eines beliehig gewahlten Projectionscentrums O perspec- 
tivisch auf eine Eberie projicirt, welche die Gcradc F G  in sich enthalt, 
und ist A'B'C'D' die entstandene Abbildung, so gehen die vier Geraden 
AC', nu', CA' ,  DB' durch einen nnd denselben P n u k t  P. Ureht sich 
dia Projcctionsebene um P G ,  so durchlauft P die Gerade EO. 

Nach ainer Rrmerkiing des. Her rn  Prof. Ur. K l e i n  lautet das Cor- 
relat dieses Satzes folgendrrmassen: Durch ainen Punkt  O mogen vier 
Ebenen A O R ,  OC, C O D ,  B O A  oder kurz a ,  b ,  c, d geheu und es sei 
1 der Durchschnitt der Diagonalebenen d O C und B O D ;  werden nun a, 
b, c, d durch eine fünfte Ebene in den Geraden d B ' ,  B'c', C'D', U'A' 
gefichnitten nnd  letztere mit einem willkürlich anf 1 gewahlten Pnnkte O' 

durch vier neue Ebenen u', b', cf, d' verburiden, so liegen die vier 
Durcbschnitte von a und c', b und d', c und  a', d und h' i n  einer und 
derselben Eberie. 

Diese Satze dürften neu sein und  eine weitere ~ n t e r s i i c l i u n ~  vpr- 
dienen. SCHLOMILCH. 
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XXV. Beweis der  vorigen Siitze. 
(Hierzu Taf. V Fig. 6 u. 7.) 

 sut^ I. ü i e  Se,iten 1, 2 ,  3 ,  4 eines Vierecks, dessen Ecken 41, 
12 ,  23, 34 resp. A ,  BI C, il, dessen Uiagonalendurchschnittspunkt E und 
dessen Nebenecke 1 3  G heissen mogen, werden von einer beliebigen 
Geraden in den Punkten P l ,  P z ,  P3 ,  P4 geschnitten. Die  Schnittpiinkte 
von P I E ,  P ,E ,  P3 E, P 4 E  mit den Gegenseiten 3, 4, 1, 2 : II3,  I l , ,  Il,, Il, 
liegen dann a u f  e i n e r Geraden (Fig. 6) .  

Sak  II. Die Eckpunkte 1 ,  2 ,  3 ,  4 eiries Vierbeits, iu welchem 
die Seiten 4 1 ,  12 ,  23, 34 resp. n ,  b,  c ,  d ,  d i e  Verbindungslinie der 
Nebenecken e  uud die Diagonale 13  g heissen mogen, merdeu mit einem 
beliebigen Pnnkte  der Ehene  durch Stralilen p i ,  rua, P, verbunden. 
Verbindct man dann die Schnittpunkte von p l e l  p , e ,  p , e ,  p,e mit den 
Gegenecken 3, 4 ,  1 ,  2 durch die Stralilen m,, n,, z,, m,, so schrieiden 
sich diese Strahleu in  e i n e m  I'unkte. 

Zum Beweise von Satz 1 wird es genügen, zu zeigen, dass drei der 
Punkte II,, Il',, q, lI, auf gerader Linie liegen. Es folgt dann un-  
mittelbar, dass auch der vierte P u n k t  auf  derselben' Geraden liegt. D e r  
Sçhuittpunkt von FJ2E und CD moge Q heibsen. Verstehen wir unter 

ml *l rnznz , . , *,n, (m, tz, ,m2n, . . . m,n,)  den Quotienten -.-- , so wird die Be- 
?$ 1'12 112 / I l 3  l l S  I I I s  

- - 

dingiing dafür, dass Pl, Pz, P3 auf gerader Linie liegen, durch die 
Gleichnng 

1) ( B P , . C P , . G P , ) =  -1 
aiisgedrückt. 

Nun ist 

( C  P, . Gn, . A E )  = - 1 ,  weil P3nl  E auf gerader Linie liegen , 
(1)17,.GPl >, B E ) = - 1 ,  ,, l I , F J , E '  ,, 7 )  7 77 

(BI>,.  C Q  . DE)=-1, ,, P z Q E  ,, 7, 7 7  7 1 

( A n , . D Q  . C E )  = - 1 ,  ,, l 7 Q E  ,, 7 7  > 9 7 9  

I\fnltiplicirt man diese vier Gleichungm mit einander, so folgt unter  Be- 
rücksichtigiiug von Gleichnug 1) 

(GIT,.AL', .Dn,)=-1 

und diese Gleichung sagt s u s ,  dass iIlIZ,i13 auf gerader Linie liegen. 
Satz II ist der reciproke Satz  zu Satz 1. Der  eben gegehene Be- 

weis kann auf Satz II nach dem Princip der Beciprocitat buchst~blicli  
übertragen werden,  wenn man statt  der grossen Ruchstaben die ent-  
sprechenden kleinen einführt und statt  der Streckenverbaltnisse die Vcr- 
haltnisse der Sinus der entsprechenden Winkel. 

Die Skitze 1 und  I I  gestatten eine U e b e r t r a p n g  in den Rrrum. Es 
ist moglich, die Verallgemeinerung von Satz I mieder ails metrischen 
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Relationen von Strecken,  und reciprok die von Satz II aus metrisclien 
Relatiouen von Sinusfunctionen abzuleiteu; doch gelangt man schneller 
zum Ziele, wenn man die Veral lgemein~ri ing von Satz I I  aus metrisclieu 
llelationen von Strecken beweist und daraus reciprok die Verallgernei- 
neriing von Satz 1 ablaitet. 

Wir  sprechen darnach die verallgemeinerten Satzo in  folgcnder 
Form aus:  

Satn III. Vier durch einen P u n k t  gehende Ebenen A,  6 ,  r, A 
schneiden sich in den Geraden A B ,  B r ,  T A ,  AA. Die Ebene A B ,  TA 
heisse E, die Ebena B r ,  AA beiese Z ,  die Ebene  A B ,  E Z  heisse 8. 
Eine  beliebige Ebeue A schneide nun die Ebenen A ,  6 ,  r, A - i n  den 
Geraden AA,  B A ,  TA ,  A A .  Legt man dann von einem beliehigen 
Punkte  der Schnittgeraden EZ Ebenen A', Br, r', A' durch diese Geraden, 
so liegen die vier Sclinittgeraden A r ' ,  B A', TA', A Br in e i n  e r  Ebene. 

h'atz IV. Vier in ~ i n e r  Ehene liegende Pnnkte  a ,  P ,  y, d bilden 
c in  Vicreck, der Durchschnittspunkt von ci6 und y d h e i s s ~  F ,  der von 
/3y und a 8  heisse 5 ,  der von d(3 und E[ heisse 8. Zielit man nun nach 
einem belieùige~i Punkte  A ixn Mauuie die Geraden a l ,  FA, y A ,  dd ,  welche 
eine durch die Gerade F [  gelegte Ebene iu den I'unkten cy', P' ,  y', d' 
schneiden, so gehen die Geraden cryl, Pd', "JI, i6pf durch e i n  e n  Punkt 
(Fig. '7). 

Zum Bcwcise von Satz IV genügt es wiedcr zu zeigen, dass drei 
der Geraden uy', Pd', yu', dp' sich in einem Punkte  schueiden. Die 
Redingung daf'ür, dass BB', y y', dd' durcli einen P u n k t  A gehen,  Iiudet 
man,  indem man j e  zwei Redingungsglcichungen dafiir aufstellt, dass 
A f i f i ' ,  a v i ,  Aâd' auf gerader Linie liegen. Eliminirt man daraus die von 
A ausgehendcn Strecken,  so  ergeben sicli dio drci Bcdingungsgleichungen 

1) ( p a  . y E . i d ' .  ,Ta) -r 1 ,  

11) ( r ' f l ' .  a's. a p.  y [) - i , 
III) (d ' i . / ? ' l .pY.  8 ~ )  = l .  

N n n  ist 

IV)  ( ~ ~ . ( Y E . ~ B )  =1 ,  
weil 6 u y  so auf den Seiten des Dreiecks / 3 ~ d  gelegen s ind,  dass ilire 
Verbindungslinien mit den Gegenecken sich in einem P u n k t e  schneiden. 
Analog ist 

v) ( / 3 y . S a . d @ ) = 1 .  
Ferne l  ist 

(y [. S c .  E /3) - 1 ,  weil y B E  auf gerader Linie liegen, 
( B ~ . r J . [ f i ) = - l ,  ,, P y 5  9 ,  7, ,, 7 

( a y . f P . a ~ ) = - - 1 ,  ,, â % a  ,, 7 ,, ,? 

( y ~ . ~ ~ . b ~ ) = = - l ?  ,, y P 5  ,, 7 > > 1  7 7  

hIultiplicirt man diese vier Gleicliungen mit einander, so erhalt man 
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Kleinere Mittheilungen. 383 
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VI) ( @ ~ . d f f ) ( p t . 6 y )  = 1. 
Maltiplicirt man nun 1) mit I V ) ,  I I )  mit V), I I I )  mit VI) ,  so er- 

geben sich die drei Gleichungen 

Ia )  ( S B  . or E . y'8'. p18) = 1 , 
I l  a) ( y ' $ . 0 1 9 . . f l S . u [ )  = 1 ,  

III a )  ( B ' y ' . p ' c . 6 ~ . f l ~ )  =1, 

und dieae sagen a n s ,  dass Pd', dfl' und  a y' sich i n  e i n e m  Punkte 
schneiden. 

Dicser Beweis ist  n u n  auf Satz III i n  der namlichen Wcise über- 
tragbar, wie der Beweis von Satz  1 auf Satz II. 

Als intereseante Specialfille der Satze 1 ,  I I ,  I I I ,  I V  fügeu wir rioch 
folgende Satze hinzu: 

1. Zieht man dnrch den Schnittpunkt zweier Diagonalen eines Vier- 
ecks Parallelen zu den  Sei ten,  so liegen deren Schnittpunkte mit den 
Gegenseiten auf e i n e r  geraden Linie." 

2. Zieht man von den Eçken eines Vierseits Parallelen i n  einer 
beliebigen Riclitung und durch de1e.n Schnittpunkte mit der Verbindungs- 
liuie der Nebenecken ge.rade Linien nach den entsprcchenden Gegen- 
ecken, so schneiden sich diese Geraden in e i n e m  Punkte. 

3.  Legt man dureh einen beliehigen P u n k t  einer Diagonalgeraden 
einer vierkantigén Ecke  Parallelebenen zu den Seitenflachen der Ecke, 
so liegen deren Uurchschnitte mit den entsprecbenden gegenüberliegen- 
den Seitenflachen iq  e i n  e r  Ebene. 

4. Zieht man von den Rcken eines Vierseits Parallelen zu einer 
beliehigen Itichtung im Raume und durch deren Schnittpunkte mit einer 
Ebene, welche, durch die Verhindungslinie der Nelienecken gelegt ist, 
gerade Linien nach den entspreçhenden Gegenecken, so schneiden siçh 
diese Geraden in e i n e m  Punkte.  

S t r a s s b u r g  i. E., im Mai 1882. Dr. ARNOLD SACHSE. 

XXVI. Ein elementargeometrischer Satz als  Beitrag eur Theorie der 
stereographischen Projection. 

Sind vier Punkte auf einar Ebene oder auf einer Kugel gegeben 
ABCD,, sind ferner die vier Kreise K I ,  Ii, 4, Il4 gezeichnet, welche 
durch resp. B CD, A CD, A BD, A R C gelegt werden konncn,  so kann man 

* Den obigen Satz hatte der Hem Verfasser gefunden und mir darüber einen 
A~tikel zugesendet; dieser veranlasste mich zur Aufsuchung deti vie1 allgemeine- 
ren Theorems IV, welches ich sowohl unter der vorhergehenden Nummer, als 
brieflich Herrn Dr. S a c h s  e mitgetheilt habe, worauf Letzterer den früheren Artikel 
gegen den vorliegeuden umtauschte. Scu~omr.cn. 
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384 Kleinere Mittheilunçen. 

zwischen den seclis Winkeln (12)(13) (14) (23)  (24) (34), welche die Kreise 
miteinander bilden, vier Beziehungen aufstellen; nian hat  namlich,, weriri 
luan die Winkelsumme um jedeu der vier I'unkte A B C D  bildet und nur 
die absoluten Werthe jener  Winkelgrossen in Rechnung briiigt, 

(23)+(34)  +(24)  = ( 1 3 ) + ( 3 4 )  f(14) = (12)+(14)+(24)  
= (12)+(13)+(23)  = 180'. 

Hieraus folgt durch Subtraction 

(23) + (24) - (13) - (14) = O = ( 1  4) + (24) - (1 3)  - (23) 
und hieraiis durcli Addition (24) = (13). Analog erhalt man (12) = (341, 
( 1  4 )  = (23). 

Das Resiiltat (12) = (34) kann man auch sa aussprechen: 
, ,Ha l t  mari zwei P u n k t e  A B  auf einem fasten Kreise K,, sowie 

einen ausserhalh K j  beliebig gelegenen P u n k t  C fest,  legt dagegen 
durch cinen auf  der Periplierie K3 beweglichcn P u n k t  D die K r e i ~ e  
K I ,  welcher U mit B C ,  sowie K,, welcher D mit A C  verbindet,  s o  

scliliesseu dietie veranderlichen Kreise KI,  K, einen constauten Winkel 
ein." 

Das Genagte liefert wohl den einfactisten Beweis dafür, dass die 
stcreographische IJrojection der Erdoberflache, nach welcher jeder Punkt 
der Kugel vom Nordpol aus auf eine zur l 'angentialebene im Nordpol 
parallele Ebene projicirt wird,  als Rild eines Kreises auf der Kugel 
wieder einen Kreis auf dcr Projcctionsebenc liefert. 

Denkt  man sich namlich den Nordpol in C, sowie einen Kreis K, 
auf der Kugeltlache gegeben, sa kann man auf dicsem Kreise zwei I'unkte 
A ,  B fest annehmen,  sowie cinen dritten P u n k t  D die IJeripherie K3 
durchlaufen lassen ; die durch A B C, R B  C gelcgten projicirenden Ebenen 
schneidcn die Kugel in Kreisen K , ,  K,. I h r e  Scbnittlinien auf der 

Zeichnungsebene hilden auf letzterer einen Winkel ,  der  nicht verschieden 
itit von derri bei C aiiftretenden Winkel (12) der Kreise K I ,  K,, da ja 
die  Zeichnungsebene der Tangentialebene parallel ist. 

Letzterer Winkel  (12) ist nun aher constant nach dem oben Bewie- 
senen;  daher  projicirt sich der Kreis K3 als eine Ciirve I f 9  von der 
Eigeiischaft, dass zwei feste Punkte A', B' derselbcn von jcdcm Curven- 
piinkte PI' aus unter demselben Winkel erscheinen. 

Verwandte Betraclituugen finden sich iu zwei Arbeiten von W e d e -  
k i n  d (Dissertation, Erlangen 1874/75, und  9. Band der mathematisclien 
Annalen). 

M ü n c h e n ,  April 1882. FKITZ HOFYANN. 
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Ristorisch - li terarische Ab theilung. 

Versuch neuer Tafeln der hyperbolischen Functionen. 

Von 

Prof. ANGELO FOLW[, 
E:hrenmitgliad der Oesellsahsft der Wi8aensohaften in  Rordnaux. 

Pisa 1881. 

Die Tafeln der hyperbolischen Funct ionen,  mit dereu Zusammen- 
stellung ich mich seit langer Zeit beschiiftige und von denen ich hier 
uine Probe vorlcge, sind vollstandig verschieden von denjenigen, welche 
ich in  den Jahren  1863 und  1870  veroffentlicht babe. Als die ersten 
erschienen, fehlten der  Wissenschaft noch die hyperbolischen T ~ f e l n ,  
ausgenommen diejenigeu von G u  d e r m  a n n  , welche, weil aie nicht gleich- 
massig s ind,  und  aus  Gründen,  die  ich spater augeben werde, fiir die 
P r a x i ~  sich nicht gut eignen. Wahrend ich nun damals glaubte, der 
Erste zu sein, dor dicse Lücke ausfüllte, bcmerkte i ch ,  dass dasselbe 
Heft des Archiva1), welches die meinigen ankündigte, auch ein Ahnliches 
Werk von Prof. G r  o n  a u  in Danzigz) anxeigte. Die Einrichtung jedocli 
war verschieden 3 ) ,  weil er nach L a b  m e r t den  sogenannten transcen- 
denten Winkel z eingeführt hat te ,  wahrend das von mir angenommene 
Argument der gewtihnliche, mit cp bezeiehnete Winkel  ist. Die Tafeln 
G r o n  a n ' s  gingen direct von z = O 0  bis t = 90°, die meinigen dagegen 
waren doppelte. Die erste gitig von rp = O 0  bis (p = 45', jede Seite 
links enthiclt die gewtilulichen Logarithmen des S inus ,  der Tangente, 
Cotangente und des Cosinus, als Kreisfunctionen betrachtet,  und rechts 
die entsprechenden Werthe von 3 und die gewohnlichen Logarithmen des 
Sinus, Cosinus und des doppeltcn hyperbolischon Sectors, da die hyper- 
bolische Tangente dieselbe i s t ,  als die Tangente des correspoudirenden 
Winkels q .  Die zweite 'i'afel liatte ale Argument +z, ging ehenfalls von 
0' bis 45" und gab die doppelten hyperbolischen Sectaren und die Lo- 
garithmen der Tangenten der entsprechenden Winkel g>. 

Wic es  oft bci der ersten Ausgabe cines nouen Werkes au goheii 
pfiegt, habe ich mich bald überzeugt, dass diese Doppelseitigkeit meine 
Tafeln in vielen Fal len uubequem maclite und dass ich sie deshalb ein- 
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2 Hietorisch- literarische Abtheilung. 

facher einrichten müsste. Darin best#rkte mich noch die Polemik, welche 
zwischen den Professoren H o ü a l ,  G r o  II a u ,  B e l l  a v i t i s  und mir ent- 
stand. Die gelehrte Kritik H o ü e l ' s  befindet sic11 im Septemherlieft 
1864 des Jouruals  von T e r  q u e m .  D e r  erste Tlieil der Ausgahe m e i n ~ r  
Tafeln von 1870 entlialt ausser der Geschichte der hyperbolischen Func- 
tionen eine grosse Anzalil ihrer Anwenriungen auf die Algrbra, die 
Astronomie, die IJhysik, die elliptischen Fiinctionen nnd  die 1,0xodrome4). 
Die hyp~rhol iscl i rn Fnnctionen spielen auch eine wesentliche Rolle in 
der  Nicht - Euklidischen oder, wie aie von Auderen genannt wird , idpalen 
G e o m ~ t r i e ,  wie ich in zweien meiner A b h a n d l u n g ~ n  üher die Arbeiten 
von L o h a t c h e f f s k y  und  der  beiden B o l y a i  gezeigt hale .  Die erste 
dieser Ahhandlungen befindet sich im Septemberhpft 1866 der Rivista 
Rolognese und die zweite im Bulletin der Geschiclite der mathematischen 
und  physikalischen Wiss~nscLaften de8 Füisten B o  n c o m p  a g n i ,  ver- 
tiffentlicht in dcmselbrn Jahre.  Ausserdrm gebt diesrs auch au8 eincr 
klassischen Abliandlung des Prof. B a t  t , a g l i  n i  über dieselbe Geometrie5) 
lervor .  

Vor dem .Jabre 1870 drang Prof. I l o ü e l ,  jener competente Richter, 
in mich, den Winkel y aufzugeben und dafiir als Argument deu dop. 
pelten hyperbolischen Sector zu nehmen. Die  Einwiirfe R e l l a v i  t i ~ '  
kamen zum grossen Tlieil mit denjenigen H o ü c l ' s  übrrein,  nur dass er 
sic11 nicht selir giinstig über das System G r  o n  a u ' s  aussprach. I c h  ant- 
wurtete Beideri, und B n l l a v i  t i s  ~ r w i e s  mir die Ehre ,  riieine garixe Ant- 
wort in  die Annalen des Istituto v e n ~ t o ,  Heft für J u l i  und Angust 1864, 
einziiiiicken. Uer Inhalt meiner Erwidrrung war folgent i~r:  Içh stimmte 
vollstiiutlig daniit iiberein, dass der doppelte Iiype~rbolisclie Sector das 
nirtiirlicliste Argument für ausscliliesslich liyp~rbnliticlie 'I'afeln sei;  der 
g~wolinliclie Wiiikel cp dagrgrn ,  wenn ,  wie es meine damrilige Ahsicht 
war, es sich dnrurn handelt,  die hypi~rlirilischen b'urictionen vom rlernen- 
lriren Standpunkte aus zn betrachten und an die Stelle der bekaunten 
T a f ~ l n  von 1, a l  a n  d a  pin mit dienen Fiinctionen bereicliertes Rncli zn 
setzen, welches man cleu Eleveu der Lyceen,  wo die  Kegelschnitte gelehrt 
werden, in die Hrind grhen k6note und wodurch sie in den Stand 
gesetzt w$r(.n, die Kreis-  und die hyperbolischen Coordinaten unter ein- 

. ander  zu v~rgleiclien und z.  B. die Fl&che des doppelten Sectors w der 
gleichseitigen Hyperbel ans dem gegehenen entsprechendrn IYirikel <p zu 
bereclinon, und niclit ans T, w ~ l c h e ~  in Reziig auf die  F i p r  etwas Er- 
künsteltes bat. I n  Wirkliclikrit habo icli dadurch,  dass meine Tareln 
vom Jal i re  1870 die dritte Ausçabe erlebten, geschlosssn, dass diese 
meine Erwartuiig rnich nicht betrog. 

Da ich nnn jpne Tdee durcligeführt hahe, so schien e8 mir geeignet, 
hyperlolisclie Tat'eln für den ausschliesslichen Gebrauch der Natliematiker 
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zu berechnen, deren theoretischer The i l  aich auf die analytischen Prin-  
cipien dieser Funct ionen gründet. Mit der Ausführung dieses Unter- 
nehmens bin ich gegenwartig beschaftigt. Das  Argument musste der 
dnppelte hyperholiache Sector w sein,  welclier von Nul1 an in  kleinen 
Intervallen wachsen musste. Ich loge am Ende  dieser Abhandlung eine 
Probe dieser Tafeln vor. Weil  ich mich nun dadurch denjenigen G u d  e r -  
m a u n ' s  und nuch mehr deujenigen H o ü e l ' s  n#liere, so muss ich vor- 

- ~ 

erst diese beschreiben, iim den Unterscliied derselben mit den meinigen 
zu zeigen. Nach dcm J a h r e  1830 veroffentlichte G u d e r m a n n  in den  
Banden V I ,  V I I ,  VI11 und IX des C r e l l e ' s c h e n  Journals  &ne Reihe 
von hyperboliechen T'afeln. Dicso warcn eingeleitet durch eine gelehrte 
und aiisfiihrliche Abhandlung, betitelt: Theorie der Potentialfunctionen, 
in welchen durch dieselbe Analysis die ~ u n c t i o n e n  der beiden Curven- 
rrrten so behandelt werden,  als ob sie aus gleichem Uraprung herrur- 
gegangen waren. Die Tlieorie wird vervollstandigt mit der Auseinander- 
setzung der Principien , welche zur Aufstellung der Tafeln gedient haben, 
und  da8 Werk ist dem herülimten Gründer jener Zeitscbrift gewidmet. 
Seine Tafeln sind doppelter Ar t :  die ersten çeben den  transcenderiten 
Winkel z, von ihui Longitudinalzahl genannt ,  wenn der doppelte hyper- 
bolische Sector, von ihm Langenzalil genannt ,  gegeben ist,  und um- 
gekehrt; die zweiten geberi die Logarithmen von s i n h ,  cosh und layh ,  

wenn der doppelte Sector gegeben ist;  nur  dafis diese zweiten Tafeln 
nicht mit dem doppelten Scctor O anfangen,  sondern mit jenam = 2  bis 
1 2 ,  weil, wie er ~ e l b ~ t  sa@, die  ersteren sich niçbt gut  fiir den Gebrauch 
eignen, wenu der doppelte Sector grosser als 4 ist. Llaher kommt es, 
dass der Gebrauch der  G u d  e r m a n  n'schen Tafeln nicht gleichrnassig ist. 
Wenn der g ~ g e b e n e  doppelte Sector grosser als 2 is t ,  geben seine 2we.i- 
ten Tafeln direct die  Logaritbmen der entsprechenden hgperbolitxhen 
Functionen; wenn dagegen derselbe kleiner als 2 ist, muss man auf die  
ersten Tafeln zurückgehen, welche den '  ihm entspreclienden transcenden- 
ten Winkel geben; alsdann muas m a n ,  um die gesuchten Logarithmen 
der hyperbolischen Fnnctionen zii erlialten, zu den gewohnlichen Loga -  
ritlimentafcln greifen und aladann von den gcw6hnlichen Logarithmen zu 
den natürlichen Werthen. Dieses g m i i g t ,  uns zu überzeugen, daes die 
G u  d e  r m a n  n'schen Tafeln sehr unbequem sind,  weil,  wenn wir uns 
aucli der zweiten bedienen konnen,  wir dennoch gezwungen s i n d ,  nicht 
nur, wie ich aoeben hemerkt habe,  von den Logaritlirncn zn den  Zalilen 
mi t  Hilfe anderer Tafeln überzugeheo , sondern auçli die Proportional- 
theile mit tdst  der Logarithmen der gesuchten Functionen zii herechnen, 
wahrend, weun wir genau verfaliren wollen, wir diese Proportionalthcile 
mi t t~ l s t  der numerischen Werthe der Functionen aelbst nebmen müssen. 
Deshalh habe ich i n  dem historisclien Thcilo mciner Tafcln von 1870 
gesagt, dass ich leidcr die  Ansicbt des Herrn S t a d e r f i )  nicht theilen 

1 * 
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k a n n ,  und dass das wirkliche Verdienet, welches e r  in  dieser Arbeit 
seines Lehrers erblickt, in  den verschiedeneu darin enthaltenen neuen 
Anwendnngen besteht. 

Wkhrend der znischen der Veroffentlichuiig der  G u  d e r m a n  n'srlirn 
und meiner Tafeln verflossenen Zeit ver6ffentlichte H o  ü e l  ein interessan- 
tes Werk  unter dem l'itel: Recueil d e  formules et  d e  tables numCriques7), 
n i e  Tafel XIV dirses Werkes ha t  viele Analogie mit den meinigen. Er 
legt in  der  Einleitnng zn seinem Werkc  die  Einrichtung sciner Tafeln 
kurz dar. Auf Doppelseiten enthalt diese Tafel neben einander die natür- 
lichen m'erthe und die Logaritlirnen der Kreisfunctioneri von z = 09 bis 
7 =  09,500, die Werthe der  eutsprechenden doppelteu hyperbolischen 
Sectoren, welche e r  mit u bezeichnet, jene von Mit (wo i1.I der Modul 
rlor gewnhnlichen Logarithmen ist),  und endlich aller hyperbolischen 
Functioncn und deren Logarithmen mittelst der  Rclatianrn 

1 1 
sin t = lngh il, cosec z = 1 = s i  1 ,  cotg s = -- 

irrgh ir ' sinh ii ' 
1 

sec F = cash 1 1 ,  COS r = --- 
cash u ' 

Der Autor bemerkt dann nehrnbei ,  dass mau mit soinen 'l'afeln die 
numerischen Wertlie von eu = cash rt + sinh u und  e- = cos h ir - sinh u 
leicht bestimmeu künne. Sein Argument schreitet nach Hiinderteln de8 
Quadranten weiter, und obgleich dieses ofters weniger bequem, als die 
Sexageaimaltheilung i s t ,  so bietet es doch bei vielen Anwendungen bo- 

merkenswerthe Vortheile. Im Ganzen bieten die  Tafeln H o l i e l ' s  einen 
Fortsct~ri t t  vor denjenigen G r  o n a u ' s .  

Nun spreche ich von denjenigen, welche ich gegenwtirtig berechne. 
Us H o  i i e l  die Giite Lat te ,  mir die grossen astronomisclicn und hydro- 
grapliischen Tafeln des Prof. B a g a y s )  zu schenken,  welche in den 
Werthen des gewohnlichen Winkels rp von Sexagesimalsecunde zu Bexa- 
gesimalsecunde rveiter sclireiten, so kann icli mittelst derselben die meini- 
gen mit einem groEsen Grad von Genauigkeit entwerfen. Trotzdcm batte 
icli für sehr kleine doppelte hyperbolitictie Sectoren w bei cosh die voii 
mir erstrebte Genauigkeit nicht erreiclieri k o n n e n ,  wenn ich nicht von 

der bekannten Formel cosh o = secz = JI  + k g e r  Gehrauch gemacht hiittr. 
Uas Argument w fangt von O a n  und schreitet bestandig um ro&oD 
weiter; die lineare Einheit ist die reelle Halbaxe;  e s  Sind die entspre- 
chenden Wertlie von T hereçhnet und den Logaritbmen der hyperholischin 
Furictionen stehen ilire natürlichen Wertlie gegenüher. Zu dieser Einrich- 
tung  hewogen mich die Anforderiingen der Praxiu und  die verschiedenen 
Formen,  welche sich fiir die logarithmischr, Berechnung Signeu oder niclit 
eignen. Die Eiririclitung ist folgende. Auf der  linken Seite befirideri 
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Vereuch nouer Tafeln der hyperbalischen Functionen. 5 
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sich: w ,  l o g w ,  l o g s i n h w ,  l o g c o s h  w, l o g l a g h r u ;  auf der  rechten: w ,  s i n h w ,  

r o s h w ,  l o g h w ,  A m p r .  Die Tafeln geben anch auf  der  linken Seite für 
das etwaige Bedürfniss die Logaritlimen der  natürlichen Zahlen. 

Die von mir zur Bestimmung der Werthe von r unter anderen ent- 
~ ~ r e c h e n d e n  Functioneu benützte Formel war folgende: 

O =  
l o g e  

Diese Formel giebt t, und wenn dieses bekannt iet, liaben wir dit, IZe- 
lationen 

1 
s inh w = t t l g r ,  c o s h  w = -- = s e c s ,  loyh w ;= s i n  r; 

COS t 

in den E'Allen, wo  w klein is t ,  beniitate ich zur Probe die bekannten 
E'nrtneln 

rm + e-., cf0 - e- 
cosh  w = --- 

2 
, si?ihw=---  

2 ,  
W 0% W ri>$ 

wo e w - 1 + - + - +  . . . ,  ~ - m = l - - + - -  ... ist. 
1 1.2 1 1 . 2  

Um eine Idee  meines bei der Einrichtung dieser Tafeln befolgten 
V~rfatirens zn geben,  set,ze ich einen Theil derselben hier bei. 

Diese Methode kann die siebente Deciinale um eine halbo Einheit 
zu gross oder zn klein ergeben; die sechste Decimale jedoch hat sich 
bei verschiedenen Anwendungen, welcbe ich in meinam Werke  anführeu 
werde und die ich mit Fleiss sowohl mit,  als oline Iiyperbolische Func- 

r . . . . . . . . . . . . 1 ;  1032'48",476; 1°33'09",096 1°33'29",714 1°33'50",3:>6 
- 

log9enhm = log Tanr ' )  2,4314167 

Sinho. . . . . . . . . 0,027003S 

log C o s h a  = l o g s e c r  0,0001583 

c o s h o  . . . . . . . . 1,0003643 

2,4330.228 1 S,4346237 i ,4362163 

1 0,0271033 0,0272OI4 0,0171334 

0,0001595 0,0001607 0,0001618 

1,0003670 1,0003697 1,0003724 

EogTanhw . . . . . . 
T a n h m  . . . . . . . . 

2,4328633 2,43446.20 5,4360545 

0,0270934 1 0,0271093 0,0272932 

i 
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tionexi durcbgeführt habe,  als geriau gezeigt. ueberal i  Iiabe ich die 
beiden letzten Ziffern rechts in jeder Colonne hinausgcrückt,  weil in der 
Begel fiinf Decimalen mehr als hinreicliend sind. Ebenso habe ich es 
in den Colonnen der Differenzcu D gemacht, und bci den Werthcn von 
z habe ich zwei Decimalen angeschrieben, weil ich beinerkt habe, dass 
selhst in der Astronomie eine einzige genügt. 

Schliesslich musa icli noch üher den historischen Thcil meines Wer- 
kes sprechen. Dieser innss eine g r o s s ~ r e  Ausdehnung, als derjenige in 
meinen Tafeln vom J a h r e  1870 haben,  weil in der Folge zwei inter- 
essanto Werke  über die hyperbolischen Functionen erschienen sind; dns 
eiilr! ist von Capitan L a i n a n  t g )  und das andere vou Dr. S. G ü n  ther lo ) .  
Ich bin sicher, dass es dem Leser angenehm sein wird, werin ich eine 
Andeutung über diese beiden Werke  gebe. 

Ilas Mrerk des Herrn L a i s a n t  bestelit ails drei 'i'heilen; der erste 
enthalt die Trigonometrio der glcichscitigen Hyperhel.  E r  fangt damit 
a n ,  die geometrischen Grossen de.r hyperbolischen Functionen mittelst 
gaeigneter Figuren zu erkliiren und ihre gegenseitigen Beziehungen bei 
ein und  demselben doppelten Sector w aufiustellen, wobei, wie gewohn- 
liçli, die reelle Halhaxe als Eintieit angenommen ist. Indem er nlsdanu 
naturgemass ihren analytischen Ursprung niinmt, bestimmt er aile trigo- 
nornetriscben Rclationen, Differentiale und Integrale der Fnnctionen von 
w und ihre Periodicitat. Hier  maclit er mit Nutzen von der conjngirten 
Hyperhel G e b r a u c l ,  welche gewissermassen den Umfang der Curve um 

7 . 6 .  ilir Centrum ergsnzt; dadurch,  dass or - z -  zu w hinzufügt, geht er vou 
2 

eincm I'unkte M der  gegcbencn gleictiseitigen Hyperhel zum l'unkt M"' 
ihrer conjugirten üher, und es sind die Functionen des letztercn in 
Bezug auf die  Axe YY geometrisch dieselben, als diejenigen des Punktes 
,W in Bezug auf die Axe XX. 

I m  zweiten Theile verfahrt der Butor ehenso bezüglich einer belie- 
bigen Hyperhel,  und dieses veraulasst ihn ,  in analoger Weise die Ellipse 
zn  behandoln. Der  dritto Thcil endlich enthalt eine Rcihe von interes- 
santon Anwendungen i n  meisterhafter Behandlungsweise, welc t i~  zu ihrer 
nuruerischen Berechnuug hypertiolische Tafeln nothwendig machen, die 
in sehr kleinen und gleichformigen Iutervallen des doppelten Sectors w 

anfsteigen. 

Harr  Dr. S. G ü n  t Ii e r ,  l'rofesclor am Gymnasium zu Ansbach, fangt 
seioa oben citirte Schrift mit einer historisch- bibliogrriphischen Einleitung 
a n  und erweist mir die E h r e ,  diase fast ganzlich auf den historischen 
Theil meiner Tafeln von 1870 zu gründen,  nur  dass er die Fahigkeit 
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besitzt, denselben durch die nmfangreicbe Kenntniss, welche ilim (wie e r  
selbst sagt) das genaue Studium aller Autoren dieser l)octrin, haupt- 
sachlich M a  y e r ' s  und R i c c a t i ' s  gebracht ba t ,  zu erweitern. Dem 
Letztrren l rgt  er das Verdienst der Griindung der hyp~rhol ischen Tri-  
gonometrie hei,  wahrend nach mriner Auseinandersetzung dieses auch 
N a y  e r  zugeliort. Er  erwahnt auch des F e r r  O n i in ehreohafter Weise 
und sagt (S. 19), ,, dass B a r s o  t t i  und F o r t  i dern rneisterliaften Werk 
des berühmten Florentiners") das verdiente Lob zu Tlieil werden liessen, 
wplcher von den Geschichtsschreibern ( u n d ,  wie ich beifüge, auch von 
den mir bekannten grossen biographischen worterbüchern) vergessen 
wnrdo". 

In Bezug auf das  Verdienst N e w t o n ' s  um diese Theorie sagto ich, 
dass N e w t o n ,  obgleich er keine Ahnung von der hentigen TLieorie der  
Iiyperl~oliscben Functionen hatte, dennoch den Keirn daeu Irgte, und  auf 
dieser Thatsache bin ich bestanden, wcil meines Wissens kein Sçbrift- 
steller sein Augenmerk darauf gerichtet hatte. Dass dieses mein Urtheil 
nicbt irrig war, bestatigt mir Dr .  G iin t h e r  im § 3 seines Werkes, wo 
er sich B O  ausdrückt: , ,Dem F o r t i  gehührt d m  Verdienst, dio unbawusste 
Ahnung, welche N e w t o n  von den hyperbolischen Functionen bat te ,  ale 
der Erete bervorgehohen zu haben." 

In der Tliat finden wir in dam unsterblichen Werke :  ~ h i l k o ~ h i a e  
naturalis principia mathematka  lib. 11 prop. VIII, dass N e w t o n  nach 
seinem Lcmma, in  welcliern er die Fnndamente der Differentialrechnung, 
von ilim Fluxionsreclinung gcnannt ,  darlegt,  von dem Anf-  und  Abstei- 
gen der Korpr r  in Rlitteln, welche proportional dem Qnadrat der Ge- 
seliwindigkeit Widerstand leisten, spricht,  und dass e r  die Gescliwindig- 
keit eiues aiifsteiganden Korpers durch die Tangente eines Kreissectors 
darstellt, die Qescliwindigkeit eines fallrnden K o r p ~ r s  dagegen durch die 
Taiigent.~ eines l iyperbi~l i~clrrn S P C ~ O ~ R .  In Prnp. 1X hewriot er, dam von 
diweo Srctoren der erste proportional iat: der von dern Augenhlick seincs 
vertikalen Aufhtrigrns his zu dern Aiigrnblick, wo er zu steigen aufhort,  
verfiossenen Zr i t ;  der  zweite d a g r g w  proportional der Zeit, welche zwi- 
schen dern Aug~ubl ick  seines Fallens und  seiuer Lurürkkunf't zu d ~ m  
Punkte,  von dern e r  aufwarts geworfen wurde, vei-fioafien ist. Nun Le- 
merke man,  dass die Gleiclrung, welche den Zusammenliang zwischan 
der Gescliwindigkt.it .und der  Zeit,  n ~ c h  der  angcnommenen Hypotliese, 
giebt, bekanntlich ist 

a u  a; = of. (1 + $). 
In diesar Gleichung sind die vertikalen Ordinaten s o n  oben nacb unten 
gezahlt; a bezeichnet die der  Zeit t entsprechende Geschwindigkeit des 
Korpers, g' die dem widerstrhenden Mittel entsprechende Resclileunigung 
und k die Geschwindigkeit, welche H u  y g h e u s  Eudgetcchwindigkeit 
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nennt .  Man sieht bald, dass N e w t o n ,  nach dem Gebrauche jener Zeit, 
in  welcher die  Infinitesimalrechnung in einem Werke von solcher Wicli- 
t igkeit,  wie die Principien, noch niçht als Beweismittel zugelassen wurde, 
das  Integral obiger Gleichung in eine gqometrische Construction übersetzt 
h a t ,  welches, wenn man die Zeit von dem Moment an zahlt,  in wel- 
chem dio Gesçhwindigkeit Nul1 ist,  durch eine der beiden Formeln 

g ' 9' 
il= k .  log - 1 ,  v = k. iugh - t gegeben is t ,  j e  naehdem man von den posi- 

k k 

t iven oder negativen\Zeichen Gebrauch macht. 
Nun  schliesst Dr. G ü n t h  e r  dasselbe, indem e r  zeigt,  dass die 

Werthe der von N e w t o n  bei der  Auflosung dieses Pioblems angewand- 
ten Coordinaten s uud y die Relation x2- ye= cos2h - sin2h = 1 liefern, 
welches die Fundamentalgleichung der hyperbolischen Functionen ist. 
Alle theoretischen Theile vou Wiclitigkeit, welche in den Mernoiren der 
alteren und neneren Schriftsteller über die hyperbolischen und ellipti- 
schen Functionen enthalten sind, hauptsachlich in denjenigen von J a c o b i ,  
G a u s s ,  M o s s o t t i ,  in dem V'erke L a i s a n t ' s  und in dem meinigen, 
sind von Dr. G ü  n t h e r  ausfiihrlich dargelegt,  einige in kritisclier Re- 
handlungsweise, andere mit numerischeii Anwendungen ,  und immer mit 
einer an Skrupiilositat grenzonden Genauigkeit. 

Bezüglicli der  Brauchbarkeit des Arguments 9, worauf sich rrieine 
'I'afeln von 1870 gründeu,  spricht er sich günstig für meine Gründe aus, 
denn  indem er R U F  die  Einwürfe des B e l l a s i t i  s anspielt ,  drückt er sich 
so aua : ,, F o r  t i  giebt die von seinem Gegner vorgelirachtsn Vorwürfc an 
und zugleich legt Cr seine Replik dar, welche uns sehr überzeugend 
scheint." E r  hereichert auch im letzten Theile sein Werk  mit Anwen- 
dungen auf die Hyperbel ,  die Ellipse und die Cykloide, und behandelt 
die von Anderen gemachten Anwendungen mit unparteiischer Kritik. So 
kommt er z. B., bei der Bmprechung meiner Anwendungen, auf die 
loxodromische Linie und schreibt: , ,Der  erste Mathematiker, welcher die 
Verwendbarkeit der Hyperbelfunctionen flic die numerische Behandlung 
dieser Formeln e rkannte ,  war F O r t  i. Derselhe schliesst scino Betrach- 
tungeu jedocli nnmittelbar a n  die M e  r c a  t O r ' sche Abbildung des bezüg- 
lichen loxodromischen Dreiecks an, was a n  sich keineswegs nothwendig ist." 
Aber aucli ich habe dieses bemerkt, wie man s u s  der Methode schliessen 
k a n n ,  die ich irn ersten Thei le  des erfiten Prohlems auf S. 129 ein- 
geschlagen habe und  die ich offenbar bis au E n d e  hiltte weiterführen 
ktinnen. B u s  der  Loxodromie, der  nach zwei Methoden durchgefihrten 
Auflosung der sphlrischen Dreiecke (S. 112)  und aus der Aufloriung der . 
Gleicbungen des dritten Grades geht klar hervor, dass ich immer von den 
hyperhol i~chen Functionen Gebranch zu mac,hen suchte und dass ich fitets 
bestrebt war, die Brauchbarkeit meiiiqr nach rp g ~ o r d n e t e n  Tafr ln nrch- 
rnweisen. 
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Versuch n e u e r  Ta fe ln  d e r  hyperbolischen Funct iouen.  9 
-, * - .,, , P Z ,  *,2>--F<<---*- / --  ----A.- ----*,, 

I ch  schliesse n u n  mi t  d e r  Bemerkung ,  d a s s ,  wenn  meine neuen  

Tafeln,  von d e n e n  içh h i e r  e ine  P r o b e  vor lege ,  a l len  Anforderungen d e r  

Mathemetiker gent igen,  mi r  d e r  G e d a n k e  a n  d i e  M ü h e ,  welche ich bisher 
hatte u n d  welclie i c h  bis z u r  Vo l l endung  noch h a b e n  werde ,  angenehm 
sein wird;  u n d  weil d i e  L i e b e  z u r  Wissenschaf t  j e d e  günst ige  Vorein- 

genommenheit für  d i e  e igenen I d e e n  z u m  Schweigeu br ingen muss ,  so 

erklare ich mich be re i t ,  aus d e n  Kr i t i ken ,  wclcbo nach Vor legnng dieses 

Entwurfs mir e u  Gesicht  kommen  sol l ten ,  Nu tzeu  z iehen zu  wollen. 

1) Archiv der Mathematik und Physik,  herausgeg. v. J o h .  Aug .  G r u n e r t ,  
Professor zu Greifswald. 1864, Theil XLI. 

2 )  Tafeln für s&mmtliche trigonometriache Functionen der cgklischen und 
hpperbolischen Sectoren. 

3) Prof. G r  o n a u  und ich überschickten uns gegcnscitig unsere Werke,  und 
dieser schrieb mir, dnse sich unsere Tafeln weder gegenseit'ig überflüssig machen, 
noch widersprechen. 

4) Tavole dei logaritmi dei numeri e delle funzioni circolari ed iperboliche, 
precediite dalla storiü e teoria delle iperboliche, da  applicaaioni e da  altre tavole 
di uso frequente. Torino, G. B. Paravia e C. 1870. 

5) Rendiconto della R. Accademia delle scienae fisiche e matematiche di 
Napoli. Giugno 1867. 

6) Annali delle scienze matematiche e fisiche del Prof. T o r t o l i n i .  Tomo II. 
7) Mémoires de la sociétd des sciences physiq~ies et  naturelles de Bordeaux 1866. 
8) Paris, Firmin Didot père e t  fils, 18-29. Gdition stéréotype. 
9) Mémoires de  la société des scienceu physiques et  naturelles de Bordeaux. 

Tome X, 1875. 
10) Die Lehre von den gewohnlichen und verallgemeinerten Hyperbelfunctio- 

uen, tlieilweise auf Grund freiet Bearbeitung von Laisant's ,,Essai sur les fonctions 
hyperboliques" und Forti's ,,Tavole logaritrniche" dargestellt von Dr. S. G ü n t he r .  
Halle a. S., 1881. 

11) Magnitudinum expouentialium logarithmorum e t  trigonometriae sublimis 
teoria, nova metodo pertractata, auctore P e t r  O F e r r  on io .  
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Zog Smh m. 
--- - - - - 

2,43141 67 

5,43302 28 - 
2,43462 27 
- 
2,43621 63 

2,43780 52 

2,L3938 78 

i,44096 46 

2,44253 67 

244410 11 
- 
2,44566 10 

'2,44721 16 

g , 4 ~ 8 7 6  40 - 
2,4.5030 72 
- 
2,45181 42 
- 
2,45337 73 
- 

2,45690 45 

2,4561.2 54 
- 

2,45793 89 - 
2,45915 34 

2 , 4 ~ 0 9 5  89 

2,46245 66 
- 
2,46395 56 

2,46544 56 

log Coslh m .  

0,00015 83 

0,00015 95 

000016 O7 

0,00016 18 

0,fJOO 16 3 0  

0,00016 43 

0,00016 5.1 

0,00016 66 

0,00016 78 

0,00016 90 

0,00017 02 

0,000i7 14 

0,00017 27 

0,00017 39 

0,00017 51 

0,00017 64 

0,00017 76 

0.00017 88 

0,00018 00 

0,00018 13 

0,00018 26 

0,00018 38 

0,00018 51 

0,00018 61  

0,00018 76 

0,00018 89 

0,0u019 03 

0,00019 15 

0,000id 2s 

0,00019 41 

0,00019 54 

anr = Sinh. 

Zog Tanhm. 
-- 

S,43125 84 
- 
2,43286 33 

2,43446 20 

?,43605 45 
- 
2,43765 22 
- 

2,43922 36 
- 
2,1L079 91 

'2,44236 91  

2,44393 33 
- 
2,44549 20 

5,41704 14 

2,44869 26 

2,15013 45 

2,48167 03 

2 , 4 ~ \ ? 0  22 

%,45471 80 
- 
2,40624 78 
- 
2,45776 O1 
- 
2,45927 34 

2,46080 76 
- 
2,46227 40 
- 
2,46377 18 

5,46526 05  
- 
2,4i;674 1 3  - 
2,46822 37 

5,46969 77 

i>,47116 32 

i?,47262 72 - 
2,47408 98  

2,17571; 05  
- 
2,47698 99 
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Sinh o. 
-- 

0,02700 33 

0,02710 33 

0,02720 Y4 

0,02730 34 

0,02740 34 

0,02750 35 

0,02760 35 

0,02770 36 

0,02780 36 

0,02790 37 

0,02800 36 

0,02810 37 

0,02820 33 

0,02830 38 

0,06840 39 

0,02850 39 

0,02860 39 

0,02870 38 

0,01880 40 

0,02890 41 

0,02900 39 

0,02910 42 

0,04920 42 

0,02930 41 

0,02940 43 

0,02950 44 

0,02960 42 

0,02970 43 

0,02&0 46 

0,02990 44 

0,03000 44 
-- 

:.us r = sech. 

1,00038 61 

1,0U038 89 

1,00039 17 

1,00039 45  

1,00039 73 

1,00040 O1 

1,00040 30 

1,00040 58 

1,00040 87 

1,00041 15 

1,OOOAl 44 

1,00011 73 

1,00041 02 

1.00042 31 

1,00013 60 

1,00042 89 

1,00043 18 

1,00043 48 

1,00043 77 

1,00044 07 

1,00043 37 

1,00044 66 

1,00044 95 

-- -- 
osecr = coth 

Tcz?~h m. 

--- --- 

0,02699 34 

0,02709 34 

0,02719 33 

0,02729 33 

0,02739 39 

0,02749 31 

0,02759 30 

0,02789 -29 

0,02779 29 

0,02789 28 

0,02799 25 

0,028U9 26 

0,02819 26 

0,02829 24 

0,02839 24 

0,02849 23 

U,02859 21 

0,02869 20 

0,02879 21 

0,02889 20 

0,02899 17 

0,09909 19 

0,02919 18 
0,03929 17 

0,04939 1 6  

0,02949 16 

0,02959 12 

0,02969 13 

0,02979 13 

0,02989 10 

0,02999 O9 
-- 

>t r = cosech 
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Recensionen. 

Theorie der Bewegnng und der Krafte. Ein Lehihuch der  theoretinchen 
Mechanik, bearbeitet von Dr. W. SCHELI,, Professor am Polytech- 
nikum Carlsruhe. II. Aufl., 1878. 

Dieses rühmlichst bekztnnte Werk hat  i n  zweiter Auflage manche 
Verbesseriing und bedeutende E r w e i t e r u n g e ~  erfahren, die es in noch 
hoherem Grade geeignet macheri, durch seine i imf~ssanden Gesichttipunkte, 
durch moglichste Allgemeinhoit seiner Theorien für Technik und Wisscn- 
schaft vollig Erschtipfendes z u  bieten. Von grossem Werthe in dieser 
neuen Auflage ist die ~orgfiilt ige Angabe der Literatur; iiicht minder 
hervorziiheben ist die Vermehrung und Verbesserung der  Figuren und 
des Iiihaltsverzsichnisses. Die Anordnung des Ganzen hat  einige Aende- 
rung erfahren. I m  ersteri Theil wird als Grundlage eines grossen Theils 
der Mechauik die Geometrie der Strecken - und  Werthpunktsysteme im 
Zusamrnenhang gegeben; der zweite Thei l  umfasst die früher den ersten 
Theil bildende Geometrie der  Bewegurig und die Theorie der Bewegungs- 
zustnnde (Kinematik). Wir  glauben dieser geanderten Eintheilung des 
Stoffes Beif'all zollen z u  dürfen. Umgearbeitet wnrde die Lebre von der 
Beschleunigung irn unveranderlichen System; neu ist in  ~ h & l  2 die Lehre 
von den Bewegungszustiiiiden einiger veranderlichen Systeme. Auch in 
l'heil 3 (Theorie der Krafte und ihrw Aeqiiivalenz) und  in Theil 4 
(Theorie der  durch Kriifte erzeugten Bewegung) b e g ~ g n e n  wir zahl- 
reichen theilweisen Neub~arbe i tungen  u n d  mehreren ganz neuen Capiteln. 
Sn sind z. R. in Thei l  3 Cap. 10 und in Thail 4 Cap. 8 die neueren 
Arbeiten von R o b e r t .  S t a w e l 1  B a l1  berückeichtigt (virtueller Coefficient, 
Cylindroid, reciprocale Axensysteme , Kinetik der Dynamen am unver- 
inderlichen System); T'lei1 3 Cap. 11 (astatisches Gleichgewicht und 
astatische Aeqnivalenz) enthalt die interessanten Forschungen von D a r -  
b O u x  über das astrrtisclie Centralellipsoid. - An allen einzelnen Theilen 
des Werkes bemerkt m a n ,  wie eingehend der  Verfssfier sich der zweiten 
Anflage gowidmet ha t ;  anch wo keine eigcntliche Nenbearbeitung statt- 
fand,  war e r  bemiiht, da und dort durch praciseren Ansdriick, durch 
Beifügung weiterer Aufgaben sein Ziel in  moglichster Vollendung zn 
erreichrrn. DIETRICH. 
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~ ~ A X I M I L I A N  DHOBY B A C H  , Kraft und Bewegung. Halle ,  Pfeffer. 1879. 
Der Verfasser geht davon aus ,  dass wir niclit materielle Dinge wahr- 

nehmen, sondern die immateriellen Krafte; die bewegenden Kriifte seien 
nichts Unsinnliches, nichts Rietaphysisches - die K n r p ~ r  nichts Sinn- 
liches, nichts Physikalisclies. N u r  ein kleinrr Thcil des Schriftchens 
beschaftigt sich mit Physikaliscliem, inshesondere mit der Lichtwellen- 
lehre, die ganz verworfen wird. Die letzten Abschnitte behandeln die 
Probleme der Erkenntniss und der E'reiheit. Die Hauptsaclie fallt also 
ausserhalb Mathematik und Physik. P. Z~crr. 

W E I N B E R G ,  Messnng der Wellenlangen des Lichta Inaugural - Diuser- 
tation. W i e n ,  Hvlder. 1879, 

Der Verfasser giebt eine Darstellung der Methoden, die Wellenlange 
der Lichtarten vermittelst Interferenzstreifeii zu messen. Nach einer 
Uebersicht über das von F r e ~ n e l ,  W r e d e ,  F i z e a u ,  F o u c a u l t ,  
E s e e l  b a c h  und  S t e f a n  in dieser Hinsicht Gcleistete wird dio Mothode 
S t e f a n ' s  naher nuseinandergesetzt. Der  wesentliche Unterschied der 
vom Verfasser angewandten Metl~udn von der S t e f a n ' s  bestelit in der 
Anwendung von Halkfipath s tat t  Quarz.  E s  wird das von feinen Inter-  
ferenzstreifen durchzogene Spectrum von Lich t ,  des durch eine zur  Axe 
senkraclit geschliffene Kalkspathplatte bei beliebigem, aber für alle Strahlen 
gleichem Einf'allswinkel durehgeht, bei polarisirtem Lichte beobachtct und 
aus der Distanz der Streifen auf die Wellenlange geschlossen. Die erhal- 
teaen Wertlie stimmen bis nuf die Milliontel Millimeter mit den Resul- 
taten von A n g s t r o m .  P. ZECH. 

-- - - 

G L A S E R ,  Beitrag znr Potentialtheorie. Inaugural - Dissertation. Bonn, 
Georgi. 1880. 

Es  wird die Aufgabe behandelt,  das Potential einer Vollkugel zu 
finden, deren Dichtigkcit eine ganze rationale Function der reclitwink- 
ligcn Coordinatcn is t ,  und die  Flachendichtigkeit einer concentrischen 
Kiigeloberflache zu bestimmen , welche auf Punkte  nuss~rha lb  gleiche 
Wirkung üben soll, wie die Vollkugel. P. Z ~ C I I .  

FLEEDIINO JENKIN, Elektr ici tht  und  Magnetismus. Deutsch von EXNER.  
Braunschweig, Vieweg. 1880. 

Unter die , ,Tex t -books  of science", die in Rugland gegenwartig 
crscheinen, gehort die 1878 in vierter Aiiflage etschienene Schrift von 
F l e e m i n g  J e n k i n  über ,,Eloktricity and  Magnetism". J e n k i n  ist 
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einsr der hervorregendsten Kenner  und Uegrüuder der elektrischen wissen- 
schaftlichen Technik,  er macht in diesem Buche den Versuch einer popu- 
laren Dars td lung  der  Patentialtbeorie, ohne jeden A u f w ~ n d  von Rach- 
n n n g ,  hlos von der Definition des Potcntials als Arbeitfigrosse ausgchentl. 
Dern Uebersetzer gehiilirt das Verd ien~t , ,  der originelien englischen Re- 
haadlung der Elektricitiitslehre, dia in I)eutschlarid weriig bekanrit ist, 
durch seine Uebersetzung weitere Verbreitung verscbafft z u  liaben. Druck 
und Ausstettung lassen, wie wir das bei Vieweg gewolint s ind ,  Nichts' 
a n  wünsclien übrig. P. ZECH. 

RAYLEIGH,  Theorie des Schalls. Deutsch von NEEBEN. 1. Band. Braun- 
schweig, Vieweg. 1879. 

D e r  Verfasser will in vorliegendem Werke  eine zusammenhiingr.ndc 
Theorie des Schalls geben, welche die wichtigsten Fortschritte entlialt, 
die in  neuerer Zeit von Mathematikern und Physikern in  dieser  Uis- 
ciplin gemacht sind. D e r  v o r l i ~ g e n d e  erste Band Iieschaftigt sich in einer 
Einleitung mit der Definition von Schell, T o n  und  Klaug ,  geht dann zu 
den  liarmonisclien Schwingungen über (Schwingungrn, die durch eine 
Kreisfuuction der  Zeit bezeiclinet s ind) ,  und behandelt ilire Zusarnmeu- 
setzung und  Zerlegung. E s  werden liierauf Scliwingungen mit einem 
Grade von Freiheit betrachtet, d. h. solche, die nur nach einer bestimm- 
ten Richtung vor sich gehen,  Stimmgaheln, helastcte Saiten odar Frdern ;  
nachlier schwingende Systeme im Allgerneiueu, das Princip der Coexi- 
stenz kleiner Bewegungen und die erzwungerien Scliwingungen. A l ~ d a n n  
werden die Transversalschwingiingen der Saiten ausfülirlich behandelt, 
ferner die Longitiidinal- und Torsionsschwingungen der Stabe und deren 
Transversal~chwingringen. Die Schwingungen von Membrrtnen und Plattan 
schliessen den ersten Band. Das Werk  nimint vielfach Bezug auf die 
theoretiscbe Physik von T h  o rnsou  und T a i t ,  es werden liaufig nothige 
Formeln nicht abgeleitet, sondern einfach doi t  entlebnt,  so dass ein vor- 
hergehendes Stndium der  einschlagenden Theile j e n r r  Schrift zu empfeli- 
leu k t .  Die Uebersetzung ist gelungen,  die Ausstattung sehr ficlion. 

-. -- ~ 

P. ZECEI. 

K O H L R A U S C H ,  Prakt inche Physik. 4. Anfl. Leipzig. 1880. 

Das verdienstliclie Work des Ver fas~crs  ist in den physikalischen 
Laboratorien wohl bekarint. Die vierte Auflage bezeugt, dass CR mebr  
und  mehr sich dort  einbürgert. Neu ibt die Bestirninur~g der Urecliungs- 
verhaltnisse des Liclits, der optisclien Axen eincs Ki-ystalls, Widerstands- 
bestirnmung eines zemetxbaren Ijeiters und  elektrost,atische Ivlessungen. 
Auch die Tabellen sind betrachtlich erweitert. P. ZECII .  
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SALCIIER, Elemente der  theoretiechen Mechanik. W i e n ,  Gerold. 1881. 

Ein Lehrbuch fiir die Zoglinge der ost~rreicliischcn Marincakademie 
Fiume, welche mit den Elementen der  Ijifferential- und Iutegralrechnuug 
vertrnut sind. Es  ibt eine kuree ,  wesentlicli analytische Uarstellung der 
I)parnik, Kinematik (auf wenigen Seiten) und  Statik. Auch die Be- 
wegung von F l i i ~ s i ~ k e i t e n  und G a w n  wird behundelt und in einem An- 
hang die Bew~gurigswiderstande und die Elasticitat. Die Pracision des 
Ausdrucks Iaast Manches zu wünschrn tibrig: z. B. $5 39, 46, 47 (man 
nennt die Rotation eines Punktes  auch Schraubenbewegung), die Defini- 
tion von Dichte in Ij 89 u. 8. W. P. ZECA. 

Fni.rscir, Stoes zweier Massen nn te r  Vorauesetzung ihrei  Undurchdring-  
lichkeit behandelt. Progiainrn der  Bealscliule Konigsberg. 1876. 

Wenn zwei beliehige M ~ s s e n  mit be1iebigt.n G~ficliwindigkeiten und 
Richtung~n gpgeri einander s t o s ~ e n ,  welche Gesçhwindigkeit werden sie 
nacli dem Stosse liahen, wenn von briden Massen nur  angenommen wird, 
daas sir: undurclidringlich und  crusgedelint s ind? Das ist die Frage , 'd ie  
der Verfrisser sich vorlpgt. E r  konirnt zu dern Sa tse ,  dam die relativen 
Gescbwindigkeiten beider IIasscn vor und nach dem Stosse in  bestimm- 
t rm Vrrbaltnisse stelien mümen, und durch Anwendung dieses Satzcs zu 
d ~ r  F o l g ~ r u n g ,  dass die Atome nur  praktiscli, aber nicht tlieoretisch von 
nnvr~rXnderlirlier Gestalt sirid; sie erleiden Foimanderurigen, aber nur 
unendlicli kleine. Il'eitere Fiilgerungen und Vergleiche giebt der Ver- 
fasser leider nicht. Er zeigt nur  uoüli, dass seine Gleicl iung~n unmit- 
telbar ftir alle Siosm die Erlialtung der lebrndigen Kraft verlsngen. Wie 
sich da6 mit der sunstigen Stosstbeorir. vertrsgt,  oder wawm dieso falscli 
oder unvollstaudig ist,  konnten wir nicht finden. P. ZECH. 

Die Tachymetrie, mit bi.sonderer Beriicksichtigung dcs Tachyrneters von 
Ticliy nnd Stai ke. Für  Terrain - und T r a c e -  Studien bearbeitet 
von A X T O N  S C H E L L ,  k. k. Professor. Mit 2 'i'afeln und 27 Yiguren. 
8'. IV, 93 S. W i e n ,  L. W. Seidel & Sohu. 1880. 

In der Einlr i tung werden zunachst die Formelu entwickelt, welche 
die Eritfernung und die relative Hijhe eines Punktes  L~recbnen  lassen 
aus d e n  Winkel ,  unter deni ein der Lange nach gekannter Ahschoitt 
eioer dort s ~ n k r e c l i t  aufges t~ l l t eu  Lat te  ersclieint, und aus der Neigung 
de8 Zielstralils nach dem Anfangspunkte. dieses Lrittenabschuitts gegen 
die Horizoutale. Dann  wird die Theorie des anallatischen Fernrohrs ent- 
wickelt in engern Anschluss a n  altere L)arstellungen. Anschaulicber und  
zngleich kürzer liesse sich darthun , dass jede centrirte Linsenzuliammen- 
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stellung, so gut wie eine einfache Linse, einen anallatischen P n n k t  besitzt, 
d. L. dass die Bi ldposse  aller von diesem P u n k t e  s u s  unter  gleichem Win- 
kel erscheinender GcgenstRnde die gleiclie i ~ t .  W i e  bei einfacher Linse der 
vordere Brennpnnkt  der  anallatisclie ~ n n k t  ist, so ist dieses bei eincr Lin- 
senzusammenstellung der vordere Brennpunkt der a q  u i v a l  e n t e,n Linse, 
wobei diese a n  iliren wahren O r t ,  iiiinilicli so gestellt gedacht wird, dass 
die mit ilir erhaltenen Bilder nach Grosse und Lage übereinstimmen mit 
j enen ,  welche mit der I~insenzusammenstellung selbst erhalten werden. 
Brennnleite und  Ort  der aquivalenten Linse sind aber nach bekannten 
Regeln leiclit aus den  Brennweiten und Abstanden der  in  der Zusam- 
menstellung vorkommenden Linsen anzugeben. Bei den  etwas umstand- 
licheren Entwickelungen des Verfassers wird - ebenso wie a n  verschie- 
denen anderen Stellen seines Buchee - verrniçst die AngaLe, dass 
genaiie Ausdriicke dnrch Arinalierungen ersetzt werden, und der Nach- 
weis der Borechtigung dazu. S o  sind auf S. 11 die Formeln 9 und 10 
ungenau ,  die damit eng zusammenhangenden 11 und 12 wieder genau. 

Recht scliiitz~nswerth sind  di^ in der  Eiuleitung en t l i a l t~nen  zierriliçh 
vollstandigen Maassangaben hinsichtlich der  Fernrohre , welche an den 
zwei Arten von Tacliymetern, die  in der Werkstatte der Rerren St  a i k  e 
iind K a  m m  e r e  r gefertigt werden , vorkommen. 

Der  zweite Theil der Schrift bringt in ganz zweckmassiger Auswahl 
und Ausdeliriung das,  was hinsichtlich der  tachymetrisclien Aufnahmen 
zu wissen ntithig i6t. Der  crste Theil aber heschreibt ein bestimmtes 
Tachymeter, das von !i'i c lii und S t a r k  e l  erkls i t  dessen Gebraiich, lehit, 
seine Prüfung und Berichtiguiig und erortert schlicsslich die Genauig- 
keitsgrenze der damit ansgeführten Messungen. 

Das entfernungsrnessende Fernrohr ist  ein anallatisches nach Po r r  O ,  
welches anzuwenden eine nicht empfehlenswerthe Mode geworden ist. 
Bekanntlich wird durch Einführnng einer Linse der anallatische Punkt 
in die Dreliaxe des Fernrohrs v e r l ~ g t .  Durch die  Einsatzlinse wird 
aber die Leistung des Fernrohrs  hinsichtlich Helligkeit, Gesichtsfeld- 
grüsse, Vergrosserung und SçhHrfe serrnindert und grosstmijgliclie op- 
tische Leistungsfahigkeit ist doch eben Haupterforderniss des Fernrolirs. 
Worin besteht aber der  ganze Vortheil ? Darin , dass die Entfernuiigen 
sofort von der  Ins t rumentenmi t t~  a n  zahlen,  wiihrend bei gewnhnlichem 
Fernrohr  (ohne Einsatz der sogenanuten anallatischen Linse) die Zu- 
fügung einer leiclit ermittelbaren Constanten, deu A bstands der Instru- 
ment'enmitte vom vordern Ureilupunkte des Objectivs, erforderlich ist. 
Benutzt man,  was jedenfalls zweckinassig ist ,  für die Entfernurigsberech- 
nung  Tabel len,  so kann die Constante sofort eingerechnet sein, also jede 
Unbequemlichkeit vermieden werden und doch dem Fernrolire die mog- 
lichste Vollkommenheit gewalirt bleiben. Allerdings mnss nicht nnerlasii- 
lich des Fernrohr  durch die anallatioche Linse in all' deil angpgebpnen 
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Beziehungen verschleclitert werden. Man ktinnte dieseund dievordersteLinse 
des Fernrohrs so berechnen, dass ihre Zusarnrnenstellung e,in aplanatisch- 
achromatisches Objectiv bildete, und  so wenigstens die Bildscharfe retten. 
Das ist aher leichter gesagt,  a ls  getlian, und meines Wissens nie gescbehen. 
Llas Collectivglas (bei H u  y g h e n  s 'schem, wie bei R a  rns d e n '  schem Ocu- 
lar) ist als anallatisclie Linse deshalb nicht zu gebrauclien, weil seine Stel- 
lung je nach der Entfernung des angezielten Gegenstandes zu wechseln hat. 

Rei dem Entfernungsrnessen durch ein Fernrohr kann  man die Bild- 
grosse stets dieselbe lassen (unveranderlicher Fadenabstand) und aus der 
ver!inderliclien Gegenstandsgr6sse die Entfernung beurtheilen, oder man 
kann die Gegenstandsgrosse unveriindert lasseu und aus der veriinder- 
lichen Bildgrosse auf die Entfernung schliessen. Die Bildgrtisse wird 
entweder an einer Mikrometertheilung, die a n  Gtelle des Fadenkreuzes 
liegt, geschatzt (was im Allgemeinen nicht genügend genau ist),  oder 
durch messende Aenderung des Fadenabstands mit Hilfe einer Mikro- 
meterschraube (oder ahnlich) ermittelt. Gegen dieses Verfahren lasst sich 
grundsatzlich einwenden, dass es richtiger is t ,  n u r  mit dem Auge zu 
beobachten, als auch noch mit der H a u d ,  wenn dies auch durch die 
besten Hilfsmittel unterstützt wird, die F a d e n  zu verschieben, so dass 
~ i e  einen bestimmten Lattenabsehnitt  zwisclien sich fassen. D e n n  ab- 
gasehcn von der erheblichen Unbequemlichkcit, welche das Schwanken 
der Latte und  die Verstellung der Libellen durcb das Angreifen des 
Fernrohrs bedingen, wird nebst genauer Beobachtung mit dern Auge auch 
noch Geschicklichkeit und  Sicherheit der I I a n d ,  Ruhe und Geduld,  die  
bei lastiger Witterung im Freieu manchmal mangeln, verlangt. Bei dem 
Tachymeter von T i c  h y' und S t a r k  e ist weder der Abstand der  Faden  vom 
Fsrnrohr constant, noch die Gegenstandsgriisse (der Lattenabsehnitt),  son- 
dern b e i d e  sind veranderlich, j a  für die Ermittelung der Entfernung und 
flir jene der relativen Holie desselben Puuktes  werden zwei verschiedene 
Fadenabstande und zwei verschiedene Lattenabschnitte verwendet. Ausser 
dem allgemeinen, grunds?itzliclien Einwande gegeu die Fadenverstellung 
kommt die recht umstandliche Handhabung in Betracht. 

Der Verticalkreis des T i  c h i -  S t a r k  e'sclien Tachymeters hat  d r e i  
verscliiedeue Theilungen. Die  eigeniliche Winkeltheilung wird ragel- 
massig gaï nicht gebraucht, sondern nur die zwei anderen Theilungen, 
welche Werthe von Functionen des Hohenwinkels und des diastoinetri- 
schcn Winlrels odcr der Umdrehungszahl und Ganghohe der  don F a d m  
verschkbendnn Mikrometerscliraube sind; diese Werthe sind durch nalie- 
rungsweises Auflosen transcendenter Gleichungen zu gewinnen und dann 
iiacli den Abmessungen des Kreises in  Uogenlangen nmzurechnen und  
aufziitragen. 

Der Gebrauch des i n  Rede stehenden Tachymcters (abgeseben von 
der Bestimmung des Horizontalwinkels, die niclits Brsonderes bietet) ist 

Hi~t . - l i t .  bbthlg. d .  Zeitwhr f. 3rïtll. u. i'liys. XXVII,  1. 2 
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folgender. Der  eine (unbewegliche) Faden  wird auf einen beutimmten, 
den Nnllpnnkt  der La t te  gerichtet,  d a n n ,  nachdem die Libelle scharf 
zurn Einspielen gebracht i s t ,  a n  den zwei genannten Theilungen des 
Verticalkreises abgelesen, welches die zwei successive der Mikrometer- 
schraube zu gebenden Einstellungen sind. Man bewirkt nun die einr, 
richtet bei flpielender Libelle den  fixen Faden  auf  den Kullpunkt der 
Distanzplatte und  liest a b ,  wo der eingestellte zweite Faden  auftrifft. 
Nach hergestelltem zweiten der vorhin abgelesenen Mikrometerschraubcn- 
stiinde wird zur Ermittelung des zweiten Elements ,  abermals mit spielcn- 
der Libelle, der Nnllpunkt der Latte angezielt und der entsprechende 
Lattenabschnitt abgelesen. J r t z t  bedarf es nur  mehr der Multiplication 
der abgelesenen Lattenahschnitte mit einfacher Zahl (100 oder Bruch- 
theile von 1 OO), um die Entfernung,  sogleich auf den Horizont hezogen, 
und die relative Hohe zu finden. Wie  man sieht ,  wird ziemlich vie1 
Zeit,  Gednld und Geschicklichkeit aufgewendet, um mittels Operat,ionen 
am Instrumente,  auf dem Felde sclbst, die fur die riiumliche Bestimmung 
des Pnnktes  erforderlichen Zahlenwerthe s u  gewinnen. Aehnliches, n#m- 
licli Verarbeitung der Messungselemente zu den iu  Frage stehenden 
Ergebnissen, leisten auch d m  Tachymeter von F. K r  e u t  e r ,  das Tachy- 
graphometer von C. W a g n e r  11. a. Es i ~ t  aber wohl allgemein anerkannt, 
dass es u i c b t empfehlenswerth ist , die allcrdings Iastige Hausarbeit (der 
Berechnung u. S. W.) bedeutend zu verkiirzen dadurch,  dass man die kost- 
bare Arbeitszeit a u €  dem Felde verlaugert. D a  sic11 auch Herr  S c h e l l  
in  diesem Sinne auf S. 8 der Schrift aussert,  sollte e r  folgerichtig die 
Einrichtung des T i c  h i -  S t a r k e ' s c h e n  Tachymeters niclit hefürworten. 

Benutzt man ein eiufaches Fernrohr  mit constanter Bildgrosse (statt 
der  immerhin einiger Veriinderung nnterworfenen F a d e n  dient besser ein 
dünnes parallelebenes Glaspl%ttcheu, auf welchern zwei feine Parallellinieii 
aufgetragen sind; ein dritter, mittlerer Strich ist sehr angenehm, wenn 
auch nicht durchaus erforderlich), so bat  man dasselhe nur  aiif die senk- 
recht gehaltene Lat te  in  beliebiger Hohe derselben zu richten, die zwei 
durch die Faden getroffenen Theilstriche a n  der  Lat te  iind dann die 
Hijhenwinkel a m  genügend fein getheilten Verticalkreise abzulesen, und 
besitzt sofort die  Elemente zur Berechnung der Entfernung und der 
relativen Hohe. Da dieses Geschaft so schnell erledigt i s t ,  wird nian es 
wiederholen (ctwa mit etwas andercr Neigung des Fcrnrohrs),  iim wertli- 
volle Restatigungen zu gewinnen. Die Berechnung macht man s u  H ~ U S P ,  
wobei mari zweckni~ssig den Rechenschieber verwendet,  noch besser 
.Tabellen bcnutzt,  oder, wenn man Liebhaberei dafür h a t ,  sich auch eines 
geeigneten Diagr~rnms bedicnt. Sei noch erwahnt ,  dass hei diescm Ver- 
fahren dir  iinvermeidliclie Schwankung der Lat te  w ~ n i g e r ,  a1s hei irgrnd 
anderer  Anorclnung stort;  die heiden Enden  des Lattenahschnitte sind 
g l e i c l ~ z ~ i t i g  sichtbar und  man erlangt hald die Geschicklichkeit, %hnlich 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



wie der Schütze ein bewegtes Ziel zu treffen verrnag, den Augenblick zii 
erhaschen, in welchem der  eine Faden  genau auf einem Hauptstriche der 
Tlieilung s teht ,  und die Stellung des andern dabei sicher abzulesen. 

Der Verfasser versgumt nicht ,  hervorzuhehen, dass bei dern G e -  
brauche des von ihm beschriebenen Tacliymeters (wie bei allem Pu'ivelliren 
und Hobenmessen) ein scharfes Einstellen des Oculars auf die  richtige 
Entfernung vom Objectiv erforderlich i s t ,  erortert aber nicht die Frage, 
ab das hei dern in  Rede steheriden Fernrohre auch mhglich k t .  ER 
liegen aber die beiden Faden niclit in derselben zur  geometrischen Axe 
des Fernrohrs rechtwinkligen Ebene ,  sie konnen also nicht gleiclizeitig 
scharf mit dern reellen Bilde der Lat te  zusammenfallen, auch nicht gleich- 
zeitig in der zur scharfsten Walirnelimung erforderlichen Entfernung von 
der Ocularlupe stehen. IIieraus entspringt  eine Unsicherlieit und Un- 
genaiiigkeit der M e s ~ u n g ,  welche zahlengemass zu bestimmen nicht wohl 
moglich ist,  weil das Auge der einzelnen Beobacliter eine verschiedene 
Anpassungsfahigkeit (durcli Uebung und Sctiulung veranderlich) besitzt, 
hauptsiichlich aber der geschickte und vorsichtige Beobachter dadurcli 
sehr vie1 besseie Ergehnisse erlangt,  dass er sein Auge auf die geo- 
metrische Axe des Fernrohrs  s u  bringen versteht, nicht seitlich davon, 
mie der minder gewandte Renbacliter thut. Imrneihin mag die Angabe 
siriiger Zahlen nicht gauz ohne Wer th  sein. Die Brennweite des Ocu- 
lais wird zu 8,77 mm angcgeben; für einen Beobachter von der deut- 
lichsten Sehweite von 250 mm muss der Faden also 8,473 mm vor den1 
Ocular stehen. Steht der eine E'xden richtig, so ist der  andere zu nahe 
oder zu entfernt,  und  weniqer als 0,2 mm wird das nicht sein, da die 
eine Fadenplatte vor dern andern F a d e n ,  oline diesen zu berüliren, ver- 
sehoben werdeu rnuss. Das virtuelle Bild dieses zweiten Fadens  entstaht 
dnnn iu 146,O oder 7B4,2 mm Entfernung,  also urn 1 0 4  oder 534 mm 
von derri Orte des virtuellen Bildes des ersten k'adens entfernt,  j e  nach- 
dew der zweite dern Ocular um die 0,2 mm zu nahe oder zn entfernt 
steht. Bringt man keinen der Faden  in die gcnau richtige Entfernung 
vnm Ocnlai, snndern den einen u m  0 , l  mm xu nahe,  den  andern iim 

ebensoviel zu ent ternt ,  so sind die Bildorter 1 8 5  und 381 mm vor dern 
Ocular, also 196 mm von einander e.ntfernt. Der  geringste Abstand der 
Bildorter ist 104  mm. E i n  scharfes Sehen der Faden wird hierdnrch 
crschwert, wichtiger aber ist die Gefahr einer Paral laxe,  d a  nie beide 
Faden zuglcicli mit dern reellen Bilde der Distanelatte zusammenfallen 
konnen. 

Dalis das Tachymeter in den Einzelheiten seines Baues vieles Zweck- 
massige und Gute enthalt,  ist bei dem wohlbegründeten Rnfe der  Werk- 
stiitte, ails der  e~ hervorging, nicht andeis e u  erwarten gewesen. Nur  
ist mit unklar geblieben, wic die Nonien eingcrichtet sain ktinncn, die 
nacli der Besclireibung 0,01° (Sexagesimaltheilung) a n g e b ~ n  sollan, wiili- 

2 *  
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rend die Haupttheilung auf 10 Minuten (Sechstelgrade) geht. Auffallend 
ist die Weglassnng einer Russole, welche 'bei tachymetrischen Arbeiten 
schr grosse Bequemlichkeit und Vortheile bictet. D e r  ftîr die Wcglassung 
angegebene Grund  ist nicht einleuchtend, denn einmal kann man das 
Eisen bei einem solchen Instrumente recht wohl entbehren, wie viele 
Fe.ldmessgerathe darthiin; dann  aber  auch kann  man ganz unbedenklich 
central gelegene Theile (wie die  Befestigungsstange) aus Eisen oder 
Stahl machen, weil dadurch ebenso wenig eine Ablenknng der Magnet- 
nadel aus dem Meridian verursacht wird,  wie durch die stahlerne Spitzc, 
auf welcher sie gewohnlich schwebt. - D i e  Ansstattung des Tachymeters 
T i c h i  - Starke ist ohne Sparsamkeit gemacht, es komrnen z. 13. vier Libel- 
len , wovon eine eine Reversionslibelle i s t ,  vor, der  Preis k a n n  demgemass 
kein geringer sein. 

Das  Tachymeter T i c h i -  Starke tragt nicht i n  s i c  h die Moglichkeit 
einer scharfen Prüfung und  Uerechtigung, sondern es sind Hilfsgerathe 
- Verfasser empfiehlt ein S t a m  p f e r 'sches Nivellirinstrurnent mit Mess 
schraube dazu - erforderlich. Die  wichtigste Prüfnng  scheint die der 
Richtigkeit der  zwei empirischen Theilungen am Verticalkreise fur die 
erfordcrlichen Schrauhenetellungen zur Entfernungs - und zur  Hohen- 
messung. Diese durchzuprüfen , scheint kein anderes Mittel vorhanden 
zu sein,  als im Fe lde  sehr  zahlreiche Messungen a n  Punkten auszu- 
führen,  deren Entfernung und  relative H6he  bereits anderweitig genau 
gekannt  sind. 

Auf die Auswerthung der  Genauigkeitsgrenzen ist im Scliriftcheii 
verhaltnissmassig vie1 Raum verwendet. D e r  Berichterstatter kann sich 
aber nicht ganz einverstanden erklaren mit der  Ar t ,  wie die Untersucb- 
m g  geführt wird. D a  unerwahnt  bleibt, wo und wann ein Annaherungs- 
werth a n  Stelle der  genauen Formel  gesetzt wird, 80 l lss t  sich nicht 
entscheiden, ob ein Irrthum bei dem Differentiiren vorgefallen ist oder 
ungerecfitfertigte Vernachlassigung von Gliedern stattgefunden hat. Due 
Letztere  ist wahrscheinlich. Beweis dafür : S. 43  ist gesagt,  fiir h  = 30" 
(und y = 1 : 500) berechne sich 

und  
Sinh .Cosh(  

S" = 1 
100 y 

k S i n D h  ) zu 2 ,165 .  

Dati trifft aber nur  zu, wenn man die  negativen Glieder in der Klamrner w ~ g -  

Iasst; dicsc beibehaltend, fiudet man So = 3,734 und  so = 2,165 1 - -- ( ,:O)- 
E s  ist  aber d eine ganze Zalil, der gr6sstn16gliche Wertli von so also 
nach genauer Reclinung 2,1596. 
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i i ~ s ' h  Siil h Cos h ) A"" = iiVUySo- -- 
100 

IO0 L, (S. 42) folgert Verfasser 

wahraiid man bei richtigor Ableitung erhalt 

A O 1 - = - 3 0  
U s, 'l-ys" lyIr' 

d H  
Aelinlicli uugeuau ist - vom Veïfasser angegebeu. Die Ariwen- n 

duugcli diesor Furmelu leiden aIso a n  dersellion Uugenauigkeit. Wahrond 
auf S. 43 fiir AS,  - d c , = =  0,001, bci h = 30° angegeben wjrd, r s  sei 
d l )  dH - - 1 - --- 

D U 
b0rechnt:u sic11 diese Griis8on nicht gleich, soudern 

3750 ' 
1 

zu - ---- 1 
3717,6 

U U ~  -- 
3730,3' 

Gana anders ,  ale i n  dem Sçhriftchen augegrben k t ,  gestaltot sicli 
mit den ganauen Formeln der Einfluse der  Ungonauigkeit im Hohenwinkel 
auf Entfernung und relative Ablie. 

Man kauu dern Sctiriftclieu deu Vorwurf uiçlit wepareu,  stellenweive 
die fiir Uaïstellungeu aus exticter Wissenschnt't gefurclerte Sorgfalt ver- 
misseu zu lassen. Selbst dia Z a h l e n r e ç h ~ u n ~  ist naclilassig, z. B. S. 46 
wird TT$a angegeben s tat t  riT2 odei, wenn man sta t t  dcs abgckürztcn 

EB ist Werthes des Verfasserfi für i 3  einen genaueren walilt, ---- 
1190,87' 

Mange1 a u  gnnauer UurcLt;icht, wenu die unriditige Formel 5 auf S. 5 ,  
niiuilich 

stelieri gcbliebcn i s t ;  der Factor  206265 muue for t ,  deun a und <p sind 
in dstnselben Martase ausgedrückt; unmittelbar vorlier sind die T a n g m -  
tcu diaser Winkel  arigegeteu, wobei aucli wieder nieht überfliiseig gemesen 
mare, zu bemerken, dass die I3alfte der  angegebenen Biüche genau die 
Tangenten der  halbeu Winkel  ausdrucken.  boa^. 

Dr. HERMANI SCH APIRA , Grundlage zu einer Theorie allgemeiner Cofunc- 
tionen und ihren Anwendnngen, Ersteï 'Theil, l ineare homogene 
Cofuuctionen; crste Abtheilnng, Functianen eiuer Variabeln. (Rus- 
sisch.) Odessa, bei Ulrich, 1881. 

Indem der Verfasser von der Darstellung einer endlichen, eindeu: 
tigcn und stetigen Function f ( z )  in Gestalt einer Reihe 
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ausgeht, betraclitet er zwei Gruppen von Functionen (von iiirii ,,CoSuuc- 
t ionen" genannt) ,  die einerseits von der  gegobeuen Punçtion f (2) iind 
audererseits von einer ganzeu Zalil I I  in f'olgerider Weise abliaiigig airid. 

J c d e  Cofunctiou der ersten Gruppe entsteht als Surnme aller der- 
jenigen, und  uur  derjenigen Glieder d ~ r  Reihe l ) ,  deren Exporienten 
der Conçruenz 

2) ~ & i  (nrodri) 

genügeu. Offenbar erliglt man so ti verschiedene, den Wertlicri i = O ,  
1 ,  . . . ( I I  - 1)  ~ n t s ~ r e c h e n d e  Funçtioneri, und der Verfaiiser nennt  die- 
janige, welche einem gegebenen R e r t h c  von i entspriçlit, , ,die il" F a r -  

tialfunction rite' Classe aus der Hauptfunction f ( z ) "  und bemiclinet 

wotiei er tl den Classenindex und i den Anfangsiridex oder Ordinalitidex 
nennt. 

Nimrnt man eZ als Hauptïuuction, so sind die iz Partialf'unctionen 
nichtfi Anderes ,  als n einfaclie Tutegrale yo, y l ,  y2, . . ., y,+, der Uiffe- 

d" 11 
reutialgleicliung - = y, die durch die Bedingung bestimmt cind , daiis 

dz"  

i n  dem allgemeinen Integrul 

Y = 2 4 Y l  

dio willkürliclie Constante dl  die Gleichiing 

befriedige. Partialfunctionen zweiter Classe werden danu suin 

die  Functionen sin und COS stellen fiich alu lineare Combinationen sou 
Partialfunctionen vierter Classe: cosz = f4,,(z) - f 4 , ,  (z), s i n  = f,,, ( 2 )  

- f 4 , 3  ( z )  heraue. 
J e d e  der  Cofunctiouen der zweiten Gruppe enisteht aus f (z) dorch 

d ie  Substitution r t z  anstatt  Z ,  wobei r ,  eine primitive Wurzel der Gleich. 

ung  xn= 1  bedeutet. Man erhjilt so n v ~ r s c h i e d e n e ,  den Werthen h =  O ,  
1, . . ., ( n - 1 )  entsprechende Funct ionen,  und der  Verfaseer nennt die- 

jenige,  welche einem gegebeiien Wertlie von /L entspriclit, ,, die hte cir- 
curnplexe Funct ion nteP Classe a m  der Hauptfunction f ( z ) "  und bezeiçh- 
net  dieselbe mit [ ( r t z ) ,  so daes 
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wobei wiedcrum ?z Classenindex und  h Ordinalindex genannt wird. 
Nimmt man  f ( z )  = ez, tro werden die zwei circumplexen Functionen 

zweiter Classe eZ und C-%, walirend cos und sin sls gewisse Combina- 
tiouen circurnplexer Punct ionen vierter C l a ~ s e  ersclieiuen. 

I m  Zusamrnenliai~g mit den ewei Arten von Cofuuctianen fiilirt der 
Verfasser zwei nene Operationen e in :  (las I'artialisirm und  das Com- 
plectiren (austatt Circumplectiren). 

Beide Gruppen von Functioncn ~irriiit  der Verfasser ,,gegenseitig- 
coordinirtn" auf Grund der zwisclieu ilineu stattfiudendrn Abliangigkeit, 
welclie es erlautit, die Kincu durcli die Auderen in Gostrtlt folgender 

Der Vcrfasscr gieht ferneï zweierlei Ausdrucke für  die symrnetrischen 
Combinationeii der Cofunctionen einer Gruppe durcli die coordinirten 
Cofuuctiorieri, 1. iri Ueterininaritenforru und 2.  iri Forni 6uccessivrr Ah- 
leitiiugen. Die Summe der Producte z u  je ( n - k )  ails sammtlichen n 

Cofunctionen ist namlich, bis auf einen coristanten Factor, identisch mit 
der Siimme von alleu moglichen Determinanten, welche man erhalt , uach- 
dcm in der sogcnnnuten cyklosymmetrischen Determinante au0 don coordi- 
iiirten Cofunctionen k Zeilen und k Colonnen, die sieh in der Haupt-  
diagonale bclineiden , gestrichen wurden ~ i n d ;  also 

8) = ~ o ' ~ i ( ~ ) ,  
uder aucli 12 

7') 
R 

L)abei sirid die Partialfuuctionen Kiireo halber mit p o ,  p i ,  par  . . ., p n p i  
und entsprecherid die circuuiplexen mit cg,  cl, cl, . . ., c,-1 bozeiühnet; 
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a 

dae Symbol ak bedeutet die Sumrne der  Producte KU je Ir aus den ri 

n 

Crosseu ul ,  . . ., a . - , ;  ferner bedeutet 

I 

und endlich D ( ~ ( L Y ) ,  dass in D ( a )  k Zeilen u n d  k Colonnen, die sici 
in der Diagonale schneiden, gmtrichen sind. 

Diese ltelatiouen siud ihrer Allgemeinlieit, Einfaçhheit und  Gegcn- 
seitigkeit wegen schon an und für sich vou hohem Interessc; aber diesee 
Interesse wachst noch mit den Anwendungen, die  auf den verschiecleuen 
Gebieten der reinen und  angewandten Mathematik erinoglicht werden. 
Von dicsen Anwendungen zeigt der Verfasser vorlaufig eine cinhcitliclie 
Losung algebraischer Gleichungen. Selbstverstandlich giebt derselbe k e i n ~  
Losung d ~ r  allgemeinen Gleicliung in endlicher Gestalt;  vielmehr be- 
schrankt sich der Verfasser in dieser Beziehuug a u f  specielle Fal le ,  wie 
z. B. 1. der allgemeinen Gleichungen der  ersten vier Grade (wobei die 
Losnng sich fur alle vier Grade durch vollkommene Einformigkcit und 
Natürlichkeit auszeichnet; 2. der binomischen Gleichungen und 3. der 
Gleichungen mit gleichen Wurzeln;  und  führt endlich noch ein System 
von Gleichungen e in ,  die er cyklische nennt. 

Die Grundidec diesor Losung ist folgende: F ü r  cine gegobene Gleicli- 
ung  sucht der Verfasser e ine solche Funct ion,  dereri circumplexe Func- 
tionen die Wurzeln jener Gleichung waren,  u n d  findet anstatt jener Fuuç- 
tion ihre Partialfunctionen, wozu ihm die Formel  71, in welcher die 
linke Seite durch die entsprechenden Coefficienten der gegebenen Gleicli- 
u n g  ersetzt k t ,  dient,  und bestimmt dann mit Hilfe von 5) die circum- 
plexen Funct ionen,  d. h. die Wurzeln der  Gleichung. 

D e r  Verfasser b l ~ i b t  nicht lange bei den Anwendungen stehen nnd 
geht zu einer theoretischen Entwickelung nach verschiedenen Richtungen 
seiner Grundgedanken iiber. So stellt cc. z. B. Relationen auf zwischen 
Uerivirten aus Cofunctionen und  Cofunctionen aus  Derivirten: 

[f = r i h  f ( k )  (rnz) , [ f n , i  (z)](~)  = [ f ( k )  (z)] , 
n, a-k 

und indem ahnliche Gleichungen summirt werden,  entstehen die E'orrnelu 

[fn,i (2) l i k '  = T l ,  

il, 1 - k  
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~ b i e s e h e n  davon, dass diese Formeln schon a n  und  für sich interessant - 
sind. so verspreclien sie, in der Analysis eine wichtige Rolle e u  spielen. 

lndem der Verfasser ferner eine Cofunction wiederum zur  IIaupt.  
fuuction nimmt, bekommt er vier Arten von subordinirten Cofunctionen: 
partiale Partialfunctionen , partiale circumplexe Functionen, circumplexe 
circumplexe und circumplexe Partialfunctionen, für welche er eine ganxe 
Reilie von Bclationen aufstellt, ans welchen wir folgende h e r v o r h b e n :  

ni, i 

Diuse Idee weiter eutwickelud, hildet der Verfasser ein wiederholtes Pnr- 
tialisireu mit irnlner neuen Indices und zeigt d a n n ,  wie mau die Cofunc- 
tion d'Cr Ordnung direct durch ein einmaliges Partialisiren (oder complec- 
tiren) der ursprüngliclien Hauptfiiriction erlialten kann, woxu es nur  notliig 
wird, den Classenindex rr(" und Ordinalindex i(l> (odrir h@)) zu bostimmen. 
Zu diemm Zwecke giebt der  Verfasser folgendo Formeln: 

Zum Beliufe der L6sung algebraischer Gleichungen untersucht noch 
der Verfasser einerseits die J a c  O b i 'sche k'unctionaldeterminante aus den 
sguimetrischeu Funct ionen der Cofunctiouen und zeigt andererseits einen 
Zusammenhang z w i ~ c h e n  der Losung von Gleichungen und der Umkeh- 
rung eines Integrals. Dazu kommt noch eine (übrigens nicht neue) Un- 
tersuchung der Wurzcln oiner binomischen Gleichung und ausserdem die 
ganz allgemeine Zerlegbarkeit einer cyklosymmetrischen Determinante 
n'On Grades, bei zusammengesetztem n ,  in  ebensolche Determinantan von 
niediigeren Graden. . 

Wie gross schon die Allgemeinheit der Fragestellung und der nm- 
standlichen Beantwortung auch ist,  so geht der Verfasser doch noch 
weiter, indem er  einen Hinweis zur moglichen Verallgemeiuerung der 
Theorie nach verschiedenen Richtungen giebt. 

1. Die Exponenten der  Glieder der Partialfunctionen konnen durch 
noch irgendwelclie andere Bedingungen [ausser der Congruenz 2)] 
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bestirnmt werden,  z. B. dass sie Primzahlen, Quadratzalilen 11. s. W. 

sein sollen. 
2. Anstatt  der Gleichung xn = 1 kaiin man cine allgomeine Gleich- 

m g  nelimen. 
3. Anstatt +r Bubetitutiou d z  kanii man die allgemeinere Sub8titii- 

tion dllx, + rkx2 + . . . + r h * n x m  setzen. 
n, nm 

4. Als Hauptfunction kann eine Function mit malircren Variwhelu 
genommen werden. 

5. Anstatt  der Reille 11, welclie uach P o t e  II z e n  fortschreitet, kann 
man eine Reille nehmen , welche naçh anderen F u n  c t i O n e n ,  
z. B. Kugelfiinctionen, Uerivirten, einfachen Integralen u. a. W., 
f'ortschreit,et, und  so ganz allgerneine , ,operative Cofunctionen" 
erlialten , von welülien die oben untersuchten ,,potcnziellcri " oder 
schlechtweg , ,Cofunctionen" specielle Fal le  sind. 

Içh glaube, daas man nach dem ohen Auseinandergesetzteii oliue 
Uebertreibung sagen k a n n ,  d w s  die  Ersclieinung der  analysirten Arbeit 
eine wichtige Epoche in der Entwickelung der Mathematik eroffnet, und 
dass sie eine Umwandliing verspricht, deren Grenzen noch schwer vor- 
auszusehen sind. 

Aehnlich, wie es so manchen Entdeckern geht ,  ha t  aucli Herr 
S ü h a p  i r a  Vorgauger, welche e r  irn Vorworte aufzZhlt; aber  alle begnüg- 
t en  aie sich mit einem speciellen Fa l le ,  indem sie als nauptfunct ion eine 
Exponentialfunction ez nalimen. Den Keim z u  einer Verallgem~inerung 
der  Fragestellung enthalt ein dem Verfasser unbekannter,  aber  von G ü n -  
t h e r  in seinem Werke  über verallgemeinert,e Hyperbelfunctioncn citirter 
Ari,ikel von M o s t  irn L. Bande des G r u  n e r t ' s c h e n  Archivs. Aber M o s t  
ha t  aus  seiner Idee  gar nichts gemacht, indein e r  sic11 auf die  Herleitung der 
Formel 8) beschrankte, und jener  Artikel ware vielleicht spurlos verloreu 
gegangen,  wenn nicht die Analyse des vorliegenden Werkes,Veranlassung 
zur  Erwiihnung gegeben hat te ,  so dass die  Existenz von VorgJingern das 
Verdionst von Her rn  S c h a p  i r a  nicht blos nicht verringcrt,  sondern es 
noch eher deutlicher hervortreten lasst,  indem wir daraus sehen , wieviele 
einer wichtigen Entdeckung so nahe standen u n d  dieselbe doch nicht 
gemacht haben. * W. PREOBRASCHENBKY. 

* Wir freuen uns, durch diesen Beitrag des Odessaer Functioueutheoretikers 
iinsere Leser genauer mit  dern Inhalte eines Buches bekannt maçhen zu konnen, 
von dem wir S. 182 der histor.-literar. Aljtheilung  de^ vorigeu Bandea, gezwungen 
durch unciere Unkenntniss der rusaiechen Spraçhe, nur cias Irihaltiiverzeichniss mit- 
zutheilen im Stande waren. M. C. 
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Lehrbnch der  praktischen Geometrie, bearbeitet f'ür den Unterricht a n  
Baugowerkeschulen u. teclinischon Mittelschulen von Dr. M. DOLL, 
Lehrer der praktisclien Geometrie am grossherzogl. Polyteclinikum 
zu Karlsruhe. Mit Figuren im 'l'ext. 8O. II ,  77 S. Leipzig, 
B. G. 'i'euhner. 1880. 

, ,Die Ertheilnng des Unterrichts der praktisclien Geornetrie an der 
grosslierzogl. hadischen Baugawerkeschule und der Wiesenbaiisçliule war 
die Veranlassung zur  Zusammenstellung desjenigen Theils ans den] Ge- 
hiete der niederen Geodasie, welclier für Rautechniker, fiir das Hilfs- 
persoual bei der Ausfiilirung von Wasser- und Strassenbanten und für 
Culturtechuiker bei Planirungsarbeiten zu wissen nothig ist.lL Nacli ciiier 
kuizeu Eiuleitung (2 Seiten) mird im ersten Theil die Horieoritalaiif- 
nahme mit Messlatten oder Messband und Winkeltrommel, Winkelspiegel 
oder Winkelprisma, d m  Auftragen einer Aufnahme, die Flaclienberecli- 
nung durch Zerfallung in Ilreiecke oder mit dem Planimeter und  Einiges 
uber Tlieilnng der Flachen mitgetheilt. Ferner  werden die gewolinliclien 
Aufgaben iiber Langenmessungen und Abstecken von Geraden mit Hiu-  
derniseeu besprochen und  eine recht verstandliche Theorie des A m s  l e r  - 
s c h n  Polarplanimeters nach W e i  s b a c h  gegeben. Ausführliclier und 
befriedigender ist der zweite, vom Nivelliren. handelnde Theil. Nach 
Stelluiig der Aufgabe folgt eine Beschreihung der verschiedenen Nivellir- 
latten, der Kanalwaage, einiger Pendelinstrumente, die  zugleicli Gefall- 
messer s ind,  und endlich eincs Libellcninstrumentes. Vollstaiidigkcit 
wird Niemand verlangen. und gegen die getroffene Auswahl ist, da die  
grundsatzlich schlechtcn Fendelinstrumente eiumal bei dem Publiçum, für 
<las die Schrift bestimmt is t ,  beliebt s i n d ,  wenig zu erinneru. Nur ware 
es wohl angemessen gewesen, eines Gefallmessers mit constanter Instru- 
mentenholie und Zieltafef von derselben Hohe (etwa des S t a u d i n g e r -  
schen) Erwahnung zu thun ,  aych wohl des Libellengofallmessers. Der  
Absclinitt entlialt noch Einiges über Aufnahms und Verzeichnung von 
Proiïlen und eiue hübsche Anleitung m m  Flachennivellement. D e r  dritte 
Tlieil handelt von Berechnung der  Erdmassen. 

Die ganze Schrift iot in einem knappen Tone  gehalten, den man 
einen m i l i t a r i  s c h  e n  nennen konnte. Begründung wird gewohnlich gar 
nicht gegebcn, nur  dor Excurs über das Polarplanimeter macht cine Aus- 
nahme. E s  ist allerdings auch noch Einiges aus den physikalischen Lehren, 
betreffend Winkelspiegel , Wiukelprisma , E'ernrohr, Linaendiopter, gesagt, 
ein paar Bemerknngen über Libellan gemacht, aber man kann d m  nicht 
einmal RIS Elemente der Theorie  bezeichnen; offenbar war nur  praktische 
Anweisung, nicht eingehende Belehrung heabsichtigt. Ilas Buch mnss 
als ein Auszug oder eine Zusammenfassung der Lehren angesehen wer- 
den, die der Verfasser a n  den ixn Vorwort erwiihnten Lehranstalten 
ertheilt. Zum Selhstunterrichte taugt es nicht; Niemand wird daraus 
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z. B. die  Handhabung  des Winkelspiegels oder des Prismas erleinen 
konnen;  selbst die einfacheren Geschafto der Langenrnessung, des Nivel- 
lircns mit dor Kanalwaage u. dergl. s ind hierfür nicht liinreichend aus- 
führlich und deutlich beschrieben. Man muss nehen dem Gebranclie des 
Uuches sich eine praktische Anleitung im Velde,  mit den  Instrumenten 
i n  der H a n d  denken. Der  Tite1 hat te  daher s tat t  Lehrbuch passender 
anders: Instruction, Anleitung, Vorschriften oder sonstwie gelautet. Dass 
ein s o l c h ~ s  Biich recht niitelich i n  manchen Kreisen sein k a n n ,  wird 
nicht bestritten werden konnen,  ebenso wenig wio die Rerechtigung und 
Beiahigung des Verfassers, ein solches zu schreiben; manche für don 
betrefferiden Leserkrcis vortrefflich ausgeführte Einzelheiten beweisen das. 
Docli k a n n ,  aueh wenn man auf  den  Standpunkt  des Verfausers sich 
stellt und  seinen b e s c h r h k t e n  Zweck zu erfüllen trachtet,  hinsichtlich 
der  Auswahl und rnehr noch der  Behandlung des Stoffes zuweilen eine 
morklich andere Ansicht. vertreten werden. Allein darüber ist  nicht zu 
recliten; irn Ganzen ist das  Buch,  für  seiiien Kreis,  als ein gutes zu 
bezeichrien. Mit Definitionen z. B. darf man es aber nicht streng nehmen 
wollen. 

Nur ein ,,VergehenU darf nicht verscliwiegen bleiben, begangen ge- 
legeiitlicli der Anleitung zur Bnrechnung der Erdmassen. E s  werden fiir 

ein bestimmtes Beispiel (Fig. 88) zunachst - oline Begriindung - zwai 
ungeriaue Itegeln a n g n p b e n ,  dann zur  Berechnung des ,,wirklichen Iu- 
halts" gesçhritten und dieser auch riclitig ausgefülirt. Nur  wird dabei 
der  Leser - der doch mathematisch ziemlich harmlos gedacht werden 
sol1 - irre geführt. Es wird niimlich gesagt,  man erhalte durch Zer- 
logung des vierseitigen Prismas i n  zwei dreiseitige Prisrnen den wirklichen 
Inhalt.  Der  Ktirper ist aber kein Prisma (sondern ein Obelisk), und 
die  folgenden Formeln (Flacheninhalt eines' Ureiecks mal dem arith- 
metischen Mittel der drei Seitenkanten) sind keine Prisrnenformeln, son- 
dern (ganz richtig) solcho für Prismenstutze. Ohne  weitere Anleitung 
ist Denjenigen, fiir welche die Schrift bestimmt ist, die Sache uicht ver- 
standlicli. Es ware gewiss besser und dabei eigentlich einfacher gewesen, 
d ie  Formel zur Berechnung eines Obelisken zu geben oder, noch all- 
gemeiner, die  8 i m p s O n 1  sche Korperregel vorzutragen und  anzuwenden, 
welche namentlich in weniger einfachen Fal len die oft so mühsamen Zer- 
legungen ersparen lasst und  fur die Rrdmassenbereclinungen (in dem hier 
i n  Rede  stehenden Umfange) nicht nur  die baste, sondorn dio einzig 
empfehlenswerthe ist. Praktisch recht gut  muss ich, nachdem ich den 
ertiten Thei l  der  Erdmaseenberechnung getadelt habe ,  den zweiten Theil 
dieses Absclinittes nennen. ROHN. 
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Lehrbnch der ebenen Planimetrie. Von Dr .  JUL. I'ETEILSEN, Doeent an 
der polytechnisclien Schule in Kopenhagen etc. Deutsche Ails- 
gabe, unter Mitwirkung des Verfassers besorgt von Dr. R. v. Fr- 
S C H E R - B E N Z O N ,  Oberlehrer am Gymnasium in Kiel. Kopenhagen, 
Verlag von Andr. F r e d .  Hbst & Sohn. 1881. 

,,Man wird sich heutigen 'l'ages wohl dariiber einig sein, dass der 
Unterricht in  der Geometrie nicht den Zweck h a t ,  die Schiiler nur  ein 

System der Geometrie zu lehren ,  sondern vielmehr den,  dieselben fiir 
die Auflosung geometr i~cher  Constructionsaiifgaben geschickt zu machen. 
Die Aufl6sung solcher Aufgahen ist &ne vorzügliche Uebung im logi- 
sclien und consequcnten Denkcn.  

Das vorliegende Lehrbuch ist vorzüglich geeignet,  dem oben genann- 
ten Zwecke zu entsprechen. E s  ist kurz ,  ohne irgend etwas Wesent- 
liches auszulassen , einfacli und  anschaulich. Durch seine Kürze erleich- 
tert es dem Schüler Leruen und Reyetition; Anordnung und Auswalil des 
Lehrstoffes und der Aufgaben sind so ,  dass die Aufgaben die erlernten 
Lehrsatze nicht n u r  einüben, sondern auch crganzen." 

Mit diesen Wor ten ,  welche ich aus der Vorrede des Herrn Ueber- 
setzers heranshebe, kann ich mich aus voller Ueberzeugung einverstan- 
den  erklaren. Auf 105 keineswegs eng gedruckten Seiten findet der 
Leser ein ausuerordentlich reiclies u n d ,  wie aich das bei einem Geometer 
von der Begabung P e t e r s e n ' s  von vornherein versteht,  selbstiit,andiges 
Material. 

Wenn aber am angezeigten Orte  es weiter heisst: ,, Abweichungen 
vom Herkommen finden sich niclit wenige. Ich bin aber überzeugt, dass 
dieselben zeitgemass sind und dass hierin ziim Thei l  d ie  Vorziige des 
Buclies liegen", so befürchte ich doch,  dass dies Urtheil nus  mit einem 
gewissen Optirnisinus von allen Ahweichungen vom ,,Herkommen", die 
sich in dcm Buche finden, ausgesagt werdcn kann. Mogc der L e s w  
soltist urtheilen. 

IJas erste Capitel zerfallt in vier Abschnitte, deren erster die Ueber- 
schrift ,,Abhangigkeit der Winkel von einander" fülirt und die Winkel- 
uiimmen eines Polygons i n  der bekannten Weise durch Umschreitung 
desselben bestimmt. Alsdann werden im zweiten Abschnitte die Satee 
iiber Peripherie- und  Centriwinkel behandelt, im dritten die parallelen 
Liuien, im vierten eine Gruppe von Siitzen über Senkrechte, Scliiefc, 
Mittelsenkrechte vorgetragen, welche als iinmittelbare Vurbereitiing zurn 
zweiten Capitel gelten konnen. Dieses entlialt als ersten Abschnitt d i e  
Lehre über Congruenz und Symmetrie. Die  Congruenzsatze er~cl i r inen 
als Zusatze zu den betreffenden Constructionsaufgaben. 

Vom Standpunkte der blossen 'i'lieorie aus diirfte gegtan die hier 
vnrliegende StoEvertheilung wenig zu erinnern sein. Wenn der Winkel 
doch einkal  nur durch Kreisbogen grmessen werden kann ,  so ist kein 
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v e r n h f t i g e r  Grund abzusehen, warum nicht der  Vortrag diesen innigen 
Zusammenhang auch ausserliçh hervorhebeii sol l ,  waiuni also nicht Siitze, 
welche sonst unter Ueber~chrif t  , ,Krcislehre" ziernlicli spat  auftreten, in 
den Anfang geriickt werden sollen. Zudern empfehlen sich diese S#tze 
gerade durch ihre Einfachheit als dein Anfanger leicht zuganglicli. 

Dagegeii ersclieint es mir bedenklich, wenn dr r  Schiiler mit. Regrif- 
fen , wie ,, Senkrechte ", ,,Winkellialbirer ", ,, Mitte einer Strecke " II .  S. W .  

in den Aufgaheu zu operiren genotliigt ist ,  ehe e r  die betreffenden Con- 
structionen, durcb welche doch dicse Begrift'e ihm erst lebendig werden, 
aiisgeführt hat. So findet sich S. 20 die Bufgahe: Zwei Winkel eines 
Dreiecks betragen 40' und 80';  man halhire den dritten Winkel und 
ziebe von seinem Scheitelpunkte eine Srnkrechte auf die g~genüber -  
liegende Seite; wie gross ist der Winkel zwisclien der Senkrechten und 
(lem Winkelhalbirer? wiihrend die Construction der Senkrecliten und die 
IIalbirung des Winkels erst S. 37 gelehrt werdcn. 

I las  gea imer te  Bedenken ist aber wohl das einzige, welclies mir auf- 
gestossen ist. Zudem würdc dasselbe ganz wegfallcn, wenn d m  Buch 
nicht beim eraten Unterrichte, sondern vielleibht bei der Repetition in 
Secunda u n d  Prima gebrauçht würde. Uebrigeris wiederhole icli an  tiiener 
Stalle,  was ich zurn Lobe der  ,, Methoden und  l 'heorien" ( d i e ~ e  Zeit- 
schrift Bd. 26 S. 176 flgg.) gesagt habe. Wenn ich dort die rnetliodisclie 
Anordnung und geometrisclie Schiinheit der Uebungsaufgaben anerkennen 
konrite, s o  soll hier das Gleiclie von den Uebungssiitxen gern gesagt sciii. 
Auf jeder Seite ist das Büchlein in te rwsmt .  

C n e s f e l d ,  irn April 1881. . Dr. K. S c n w s ~ ~ ~ a .  

A .  W ~ r ~ e o r , ~ ,  Physikalische Demonstrationen. Auleitung aurn Expei-i- 
mentiren im Unterriclit a n  Gymnasien, Realschulen und Gewerhe- 
schulen. Leipzig, Quandt  & Handel. 1881. 677 S. gr.8". I'reis: 22Mk. 

Die Ar t  und Weise, physikalische Erscheiniingen im Unterrichte vor- 
ziiführen u n d  Gesetze diirch Versuclie nachzuweisen, Iiat innerhalh der 
letzten 15 J a h r e  sehr erhehlicbe F o r t ~ c h i i t t e  gemacht. Einen wesent- 
lichen Anstoss nach  dieser Bich'tung hin hatten die Publicationen der 
T y n d a l  l ' schen Vorlesnngen gegcben. Auch viele der hervorragcndsten 
Physiker auf  deutschen Lelirstülilen liahea e6: sich sclion seit langer Zeit 
angelegen sein lassen, ueue Versuclisrtnordnungen zii erfinden, durcli 
welche physikalische Vorgange in zuverlassiger und überzeugeider Weise 
gleichzeitig einer grosseren Zahl von Schülern vorgefiihrt werden konnrii. 
Nicht alle aber ,  welche in di~scir  Beziehung die Metliodik des physikali 
scheri Unterrichtes verbefisert haben,  niacliten diese ilire Fortschritt~. 
weiteren Kreisen bakannt ,  snndern nianclie begniigten sicli damit,  dass 
durch ilire naueii Versuclie iind v e r h e s ~ r r t e i  1)ernon~traticin~vnfriclitiing~n 
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ihre ~peciellen Schüler b e s ~ e r  und eingehender in  d ie  Ekemente der Physik 
eingefülirt wurdeu. Allerdings ist  in den geeigueten Zeitschriften man- 
cherlei aucli den weiteren Kreisen der  Lehrer zuganglich gemacht worden, 
aber gerade einige unter den berufensten Vertretern unserer Wissenschaft 
beobachten nacli dieser Richtung hin eine bedauerliche Zurückhaltung. 
llrntz alledem Iiat sich, wie hereits eingangs angedentet,  ein gewaltiger 
Umscliwurig liinsichtlich der speciellen ùIethodik in den  letzten Jnliren 
vollzogen und Diejenigen, welche vor langerer Zeit einen geordneten 
pliysikalischen Unterricht,  sei e s  a n  eiiier deutschen Hochscbule, oder 
spi es selbst nur  a n  einer Mittelschule, genossen baben ,  würderi 1 i ~ u t e  
wohl üherall den gesaminten physikalischen Lehrapparat wesentlich ver- 
andert finden und würden s tannen,  wie es durch bessere Versiiclisannrd- 
nungen inoglicb geworden ist,  jetzt in derselhen Zeit, wie ehemals, ein 
vie1 griindlicheies und ausgedehnteres physikalisclies Wissen der Zuhorer- 
fichaft zngiinglich zu maclien. 

Wenn jedocli insbesondere der physikalische Unterricht an den Mittel- 
scliulen zar Zeit noch vielfacli erheblich zu wünschen übrig lasst, so hat 
die,s wesentlich in zwei Umstanden rieine Ursache. Erstens sind niimlicli 
dia Mittel, welche seiten der Unterrichtsbehorden den Schulen fiir Ver- 
vollkommnung des physikalischen Lehrapparates zur Verfiignng gestellt 
werden, meist so gering, dass es selbst dem stre'bsamsten Lehrer nicht 
mGglich ist, aucli nur  auniiherud mit  seiner Appriratensammliing den 
Fortschritten auf metliodischem Gehiete zu folgen. Vielfach reichen die 
disPonibleu Summen sogar g ~ r a d e  nur  z u ,  iim die dem iinniit,telbaren 
Verbrauche ausgesetzten Unterrichtsmittel (Praparate, Glas- und Kaut- 
scliukwaaren) zu ersetzcn und die immer von Zeit zu Zeit not,hwendig - 

werdenden Rcyaiatnren vornehmen zu lassan; so dass ganz selten daran 
gedacht werden k a o n ,  altere Apparate durch zweckmassigere zu ersetzen 
oder gar neue , gute Apparate , sofern diese einigermassen kostspielig sind, 
anzuschaffen. 

Andererseits ist aber aucli zur Zeit die Ausbildung der Lehrer fiir 

Mittelschulen an deutsehen Hochtichulen nicht eine dersrtige, dass man 
mit Recht erwarten kounte ,  d i e ~ e l b e n  seien ausnahmslos geeignet, einen 
gedeihliclien Unterricht in Experimentalphysik spiiterhin zu ertheilm. 
I)ie Studienzeit derjenigen Ilehrer, welche d i e ~ e  Ilisciplin spiiterhin zu 
vertreten haben, iut durch Ansprüche a n  eine weitgehende mathematisclie 
und mathematisch - physikalische Durchbildung zumeist derart vollstandig 
und ansschliasslich in Anspruch genommen, dass dem Studirenden der 
bi~tirrrnatik und Physik für &ne sorgsame Vorbereitung auf das physi- 
kalische Leliramt nicht die ausreichende Z ~ i t  hleilit. Auch ~ c h e i n t  man 
die Wiclitigkeit e i n ~ r  solchen besonderen Vorbildung fiir den Unterriclit 
in I'liÿsik an den deutsclien Hochschulen seiten der Prüfungscommiesioneii 
viulfticli rio cl^ riiclit ganz zii erkennen. Men verlangt zwar eine Lehr- 
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probe i n  Mathembtik beim Staatsexamen, um darnacli dio allgen~eixie 
Lehrbefahigung des Candidaien beurtheilen eu konnen;  ganz selten aber 
h6rt man davon,  dass auch eine Lehrprobe in Experimentalphysik ab- 
genornmeri werdtr. J e d e r  aber ,  der das Wesen des [~hysikalischen Unter- 
riclites genau k e n n t ,  wird wahrscheinlich zugehen,  dass Jemand,  der 
sicli in seiner mathematischen Lehrprobe als cin ganx tiichtiger Lehrer 
der Mathematik erwiesen h a t ,  damit noch nicht die Gewahr giebt,  dasfi 
durchaus e r  aueh im Stande sein werde,  einen guten Unterricht in Ex- 
perimentalphysik zu ertheilen. 

Selbst die Arbeiten, welche mari in neuerer Zeit wohl a n  aller1 Huch- 
schulen den zukünftigen Lehrcrn in dem physikalischen Laboratoriurn 
vornelimen IAsst, sind zumeist so einseitig und  konnen nur  so kurze Zeit 
hindurch fortgesetzt werdcn,  dam,  wenn ein junger Lehrer dann in die 
Praxis hinansknmmt und mit eiuem mehr oder niinder unvollkomrnenen 
physikalimhen Lehrapparat seinen Schülern etwas Ordentliches lernen 
sol l ,  er im Anfange entsetzlicli hilflos dastrlit. Ers t  durch viele uri- 
angenehme Erfahrungen , die seinen Schülern kostbare Zeit rauben iind 
der  physikalischen Sammlung der Schnle zunachst xum grofisen Schaden 
gereichen, lernt  er allmalig das,  was er bei einer ausreichcnden Vor- 
bereitung für seinen Beruf von rechtswegen bei dem Beginn seinor amt- 
lichen Thatigkeit mitbringeri sollte. 

Uesonders in Ilinblick auf diese zur  Zeit noch lierrschenden grossen 
Uebelstande ist das Erscheinen dieses W e i  n h O l d 'schen Werkes als ein 
freudiges, sehr bedeutungsvolles Ereigniss aufrichtig zu  begrüssen. M'e i n - 
h o l d hat  sich nicht damit begnügt, die hesten Versuchsanordnungen , die 
ilirn irgendwie eugiinglich gewesen s iud,  zu samuieln u n d  sorgt'iiltig xu 
beschreiben, sondern er hat auch durch Erfindung neuer Versucha und 
neuer  Apparate ,  durch zweckmassige Umgestaltuug iilterer Constructionen 
und durch eine systernatische Anweisiing eiim Experimentiren die Metlio- 
dik des physilralischcn Unterrichtes ganz ausserordentlich gefordcrt. Der- 
jenige 5Itere Lehrer  der Phys ik ,  der  i n  frühereu Jnhren  titudirt hat uiid 
d i e  Experimentalphysik, wie sie heute  is t ,  nicht nach t r~gl ich  noch durch 
Reisen und Verkehr mit hervorragenden Autoritaten auf diesem Gebiete 
kennen gelernt ha t ,  findet in  dem W e i n h o l d ' s c h e n  Werke  eine vor- 
treffliche Gelegenheit, sich damit vcrtraut s u  macheu, in welcher Weise 
e r  seinen Unterricht umgestalten musa, um denselben wieder auf die 
H o h e  der  Zeit zu bringen. Aber  auch der jüugere Lehrer ,  der eiri 
giites Colleg über Experimentalphysik auf einer  IIochschule gehort bat 
und  durcli anhaltendes Arbeiten irn physikalischen Laboratorium, oder 
noch hesser diirch eine Thatigkeit als Famulus und  Assistent eines tücli- 
tigen Experimentators mit den eminenten Fortschritten vertraut ist ,  die 
der  Physikuuterricht in den letzten Jal i ren gemacht b a t ,  wird s o v i ~ l  
Neues utid durcllaus Originelles in  den ,,l'hysikalischen Demonstratioiien" 
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finden, dass auch e r  das Buch nicht nur  mit grossem Interesse lesen, 
sondern in demselben einen trefflichun Beratlier schatxen lernen wird, 
der iliri fast an keiner Stelle bei den Vorbereitnngen fiir seinen Untcr- 
riclit im Stiche lasst. 

Die Beschreibung der  Apparate und die Anordnung der Versuche 
ist so klar,  so eingehend, so leiclit fasslicli und wird durch eine so grosso 
%alil trefflich ausgefülirter Piguren unterstützt,  daes selbst Uerjenige, der 
sic11 noch wenig oder gar nicht mit der Anstellung von Unterriclitsexperi- 
rnenten heschtiftigt h a t ,  eich uach dem W e i n l i o  1 d 'schen Buche zureclit- 
finden und etwas Ordcntliclics leistcn kann.  J e d e r  Pliysiklclirrr wird 
mniner AnsicLt nach ,  sofern er nur  halbwegs ein warmes Herz fiir dir  
Aufgaben seines Berufes h a t ,  sich durch dasselbe angeregt fühlen, erlieb- 
liclie Verhesserungen in seinem Unterriclite itrizubringen. 

Die Zalil der wirklich neuen und  trefflichen Ilemonstrationsapparate, 
die man in dem FiTein h o 1  d'sclien Huche mitgetheilt findet, ist so gross, 
,daas es kaum moglich sein dürf te ,  alle xu erwahnen oder gar ihre be- 
sonderen Vorziige darzutliun, ohne den Rahmen einer Besprecliung un- 
gebiihrlich eu übersclireiten. W i r  wollen hie? nur  liervorheben , was wir 
jeder Mittelschule zu allernachst zur  Beachtung,  resp. zur Anschaffung 
glauben empfehlen z u  müssen. 

Die Wiuke üher A u ~ s t a t t u n g  und Anordnung des physikalisclicn 
Auditoriiims werden Jedein bei Neucinrichtung derartigcr Raume oder 
hei Umgestaltung vorhaudener treffliche Dienste leisten; dies um so melir, 
als die Lieigegebenen Zeichniingen derart ausführlich s ind,  dass die H a n d -  
merker ohne Weiteres dnroach arbeiten konnen. I n  dem ersten T l i ~ i l e ,  
, , a l l g e m e i n  e M e c h a n  i k " ,  scheint mir hesonders gelungen: die bereits 
frülier von W e i  nl i  01 d publicirte Einrichtuug der  Centrifugalmaschine 
u n d  dercn Hilfsapparate, die noue Anordnung des F O uc a u l  t 'schen 
I'endelversuclis (S. 9 8 ) )  welche gestattet,  dieses Experiment in  jedem 
physikalischcri Auditorium vorziinehrnen. Zweckmassig ist die Abande- 
rung des N i  c h  o 1s o n l s c h e n  Aracjmeters (S. 119), welche das lastige 
HineinfaIlen der Gewichte in die Flüssigkeit unm6glich' rnaclit; ausserst 
geschickt ist die Einrichtung des Apparates für Compre~sion von Flüssig- 
keiten (S. 128), der sich zur Benntzung im Skioptikon eignet. Hochst 
ernpfehlenswerth ist in  der A k u s t i k  die ausgedehnte Verwendung der 
sensitiven Flammen als empfindlicheri Reagens auf Schallwellen, z. B. 
fur den Nachweis der  Rafiexion des Schalles (S. 204). IIL der O p t i k  
ist durch das Demonstrationsgoniomcter (S. 276) ein ausgezeiclinetcr Hilfs- 
apparat gegeben, der xu vielen Zwecken ungemein geeigriet ist. Treff- 
licli benalirt haben wir schon seit viclen Jahren  den W e i  n 11 o 1 d'schen 
Wandheliostaten gefunden (S. 281). 

I n  der W a r m e l e h r e  hat  mir besoiiders die einfache Vorrichtung 
zur absolutcn Bestimmung des Ausdehnungscoefficienten des Qnecksilbers 

Hist.lit.-Abth. d. Zeitschr. 1. Math. u. l'liys. XXVII,  1. 3 
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nach der  D u l o n g - P e t i t - R e g n a u l t l s c h e n  Methode gefallen (S. 375). 
Vorxüglich ist das Dampfbnrometer, welches den  Zweck ha t ,  eine ziem- 
lich genaue Restimmung der Spannkrafte  des Wasserdampfes bei ver- 
scliiedenen Temperaturen im Unterrichte zi i  erm6gliclien (S. 404). Gleicli 
empfehlenswerth sind die Vorrichtungen für den Nachweis des Verhal- 
tens der geri2ttigteri und überhitetan Dlmpfe  (S. 412) und die für deil 
Nachweie der Spannkrafte der Salzl6sungen (S. 414). Auch die Aufnalinie 
des A n  d r e m s  ' sclien Compressionsapparates für Verflüssigung von Kolilen- 
saure und Demonstration der kritischen Temperatur iin Unterriclite. (S. 426) 
halten wir für einen erheblichen Fortschritt. I n  der E l e k  t r i  e i t a t s  
l e  II r e glaubeu wir besoriders die Anwendung des Hoiizonblpendelli und 
die IIerstellung von Leimkugeln als eine zweckmassige Neuerung ein- 
pfehlen eu sollen (8- 499). Die einfache Forin der  'I'li O m s o n '  sc l i~n  
Wasserinfluenz~lektrisirmaschine (S. 517) ist ein sehr lehrreicher Z ~ W R C ~ I S  
für jedes halhwegs vollstai~dige pliysikalische Cabinet. Durcli die An- 
wendung des T h  O m s  o n '  sctien Quadrantelektronieters iii der Eiriricliti~iig, 
wie sis Wei  n li O 1 d empfielilt (S. 557). wird es m6glicli , die Grundlage 
des Galvanismiis in sehr ü b e r ~ e u ~ e n d e r  exacter We.ise vorziiführen, besser 

als dies sonst irgcndwic' moglich sein diirfte. 
Sollen wir nun aber aucli,  da es einmal bei Besprechung von lit?,- 

rarisclieu Erscheinungen so ühlicli i s t ,  aucti einige abweichende iileiuung~ii 
aussprechen, sa kanri Verfasser dieser Zeilen angesichts dieses treff liclieii 
Werkes sich auf ein sehr bescheidenes Maass beschranken und auch liin- 
~icht l ich dieser Differenzpnnkte giebt e r  im V o r a u ~  gern mi, dass viele 
derselheu auf Rechnung derjenigen individuallrn Verschiedenheit zii  setzeu 
s ind,  welche jeder Lelirer ver1116ge seiner Eigenart seiuem Unterriclite giebt. 

Zunachst habe ich es seit einer Reille von J a h r e n  für sehr zweck- 
massig gafiinden, den physikalischen Elementarunterriclit nach einer selir 
kurzen Einleitung , welche die  Grundbegrifl'e : Bewegung , Masse, Kraft  etc. 
f ~ s t l e g t  und einige Andcutung ühcr die Methode, Eintlieilung und die 
Grundsatze der Physik g i e l t ,  mit der Warmeletire zu beginnen. Die 
Ersctieinungeii, nm die es sich anf diesem Gebiete handelt,  schlieesen 
sich am besten an die bisherigen Erfahrungen der  Schüler an und  siud 
ihnen am leichtesten verstandlich. Die jungen Leute werden auf dime 
Weise fast unmerklich in die Eigenthümlicbkeit der physikalisclien Be- 
tractitungsweise der Ersclieinungen eingefülirt. W a s  in der Mittelscliule 
von RIathematik in der Warmelehre gebraucht wi rd ,  ist den Scliülern 
bereits vollstandig gelaufig. I n  diesen Absclinitt schliesse icli (am Gym- 
riasium), gclegentlich der Besprechung der  Ausdehnungserscheinungen, die 
Restimmungen der  specifischen Gewiclite und  das Bo y l e - M a r i  O t te 'sche 
Gesete, spiiterliin auch die Elerneute der  Chemie ein. Wendet  man oicli 
erst hiernacli nur Meclianik, so kann diese d a n n ,  weil inzwisclien der 
matliematisclie Standpunkt  der Schüler ein wesentlicli holierer geworden 
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k t ,  strenger mathematisch behandelt werden,  uud man kaun  zu den ein- 
zelrien Fallen lehrreichere Uebungsbaispiele rechnen lassen,  als wenn 
man, v i e  üblich, die Physik mit der Mechanik beginnt. An  die Meclianik 
schliesst sich dann naturgemass die Welleulehre, an diese die Akustik iind 
Optik an. Fiir  die Elektricitatslehre bleibt allerdings dann xumeist wenig 
Zeit übrig. Da der physikalische Lntcrriclit a n  dcr Mittelschule mcincr 
Ansicht nach aber durchaus nicht den Zweck hat ,  ein vollstandiges, ab-  
geschlosseneu Wissen auf diesem Gehiete zu vertnitteln, sonderu die 
Hauptaufgabe nur  die sein dürfte, die Schüler mit dem geordneten Ge- 
brauche der naturwissenschaftlichen, inductiven Methode vertraut zu 
machen und ihnen Verstandniss für diejenigen phy~ikalischen Vorgange 
zu gehen, welche ihncn  spater am hautigston im praktischen Lehen be- 
gegnen, so finde ich darin keinen wesentlichen Nachtheil, menu selhst 
das eïne oder andere Gebiet der Physik auf der Schule nur eine mehr 
encyklopadische Behandlung erfahren sollte, naclidem andere Partien 
ziemlich gründlich und systamatisch erortert worden sind. 

Ein Hauptgewiclit wird man meiner Ansicht nach imrner auf die- 
jenigen physikalischen Vorgange zu l e g m  haben,  welche, sofern qiian- 
titative Verhaltnisse dabei ins  Spiel kommen , auch einer crschopfenden 
elementar-mathematischen Behandlung fahig sind, urn Physik und Mathema- 
tik, die immer vou demselben Lehrer in  derselben Classe der ICIittelschulen 
ertlieilt werden sollten, in  lebendiger Wechselwirkung erhalten zu ktinnen. 

Infolge der geringen Zeit,  welche zumal auf dern Gymnasium, aber 
auch auf der Realschule der Phyuik als IJnterrichtspgenstand natnr- 
gemass gewidmet werdcn k a n n ,  wird sich eine Bcschrankung i n  der Zahl 
der vorzuführenden Experimente gegenüber dem von ~ è i n  h o  1 d Vor- 
geschlagenen ganz von selbst nothwendig machen. Der  Verfavser des 
trefflichen Buches denkt  aber auch gar nicht daran,  die Anstelluug aller 
Experirnente für nothwendig xn erklaren. E r  bietet so vieles, damit 
jeder Lehrer für die Gebiete sich das Geeignete auswahlen konne,  von 
welchem er glaiibt, dass durch eingehcnde Behandlung derselbcn seine 
Schüler am hesten gefordert werden. 

Vermisst haben wir für den Unterricht au  Mittelschulen riur ganz 
wenig i n  dem W e  i n  h o l d ' s c h e n  Werke. F ü r  Realschulen und Gewerbe- 
achulen, deren Schüler künftighin zum Theil mit Dampfmaschinen eu thun 
habcn, sollten die einfachen Verfiuche nicht wegbleiben, welche zeigen, 
dass Wasserdampf, Schwefelkohlenstoff sich bei einer adiabatischen Expan- 
sion theilweise coudensiren, Aetherdampf dagegen ein entgegengesetztes 
Verhalten zeigt. Auch die Methoden der Bestimmung der Dampfdichte 
und der Nachweis, dass die  Dampfvoliimina aquivalenter bfengen ver- 
schiedener Substanzen gleich ~ i n d ,  hiitten wegen ihrer Bedeutung für 
das Verstandniss vielcr physikalisch-chemischen Thatsachen und Lehren 
meiner Ansicht nach Berücksichtigung verdient. Eberiso hatten wir eine 
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einfache Vorriclitung, welche das Verhaltcn der Ilielektrica (dcs Scliwe- 
fels) zeigt,  g r ru  aufgonomrnen gesehen. Auch den Nachweis der Existenz 
einer Brechurig des Bchalles halteri wir nicht fiir unwichtig. Der 'i'or- 
sionselasticitat und den Begriffen : Kriiftepaar, Drehungsmornent, Dreli- 
ungsaxe,  freie Axe ,  hatten wir eine etwas eingehendere experimentelle 
Beliandlung gewünsclit. - Nur ungern wiisden wir den Nachweis des 
wichtigeii J o u 1 e '  schen Gesetzes über die galvanische Wiirmeentwickelung 
i n  Leiteru in einenl vollstandigen Unterrichte entbeliren. 

F ü r  die Anstellung der V o l t a l ~ c l i e n  Frinriarnent~lversuclie halte icli 
die Verwendung eines F e  c h u  er 'schen oder H a n  k el 'schen Elektro- 
skopes, deasen Polplatten mari mit dem Rkinptikon anf einen Schirni 
projicirt, auf welchem man durch grosse P l u s -  und Miniisznichen dercri 
eigene Ladung  kenntlich macht, füs recht zweckmassig. 

Das W e i n  11 01 d ' ~ c h e  autonirttisch wirkende I)ernonstratioustlieruibuiet~:r 

ist  ein allerliebster , geistvoll erfundener Apparat; einer Anschaffung dcssel- 
hen für die physikalischen (labinete der Mittelschulen konnen wir jedoch 
kanrn das Wnrt redan. E in  Apparat, der zum Nachweis eiiifacher That~achpn 
dienen soll, darf meiner Ansicht nach niclit zu complicirt sein. Auch 
kann  man denselben Zweck erreiclien, wenn man die betreffenden Ver- 
suche in grossern Maassstabe anstellt und sic11 eirier Anzahl grosser Ue- 
monstrationsthermometer bedient,  deren Grade ungei'alir 1 cm lang sind, 
und bei welchen man den Stand der Q,uecksilliersaule durch eine dahinter 
gelialtene Beleuchtungseinrichtung sichtbar machen kann. Sclbst wcnn 
mnn sich drei derartige Demonstrationçtherrnometm varschafft : von - 40 
bis + 6 ,  von O 0  bis 50°  und vori 8 0 °  bis 1 10°, dürfte man zumeist mit vie1 
geringeren Udkosten dasselbe Ziel in  einfacherer Weise erreichen konnen. 
I n  anderen Fallen wird men zweckmassig kleine Psojectionsthermorneter 
anwenden und den Versuch vor dem Skioptikon anstellen. 

Ferner  erscheint es iins geeigueter,  wenn man beim Reflexgalvano- 
meter nicht einen Cylinder mit Spal t  beniitzt, sondern einen Blech- 
cylinder wahlt,  i n  dem sich eine scharf begrenzte Oetfnung befindet, in 
deren Mitte ein nicht s u  düuner I l raht  gespaiint ist. Das Bild des 
diinklen Drahtes in dem hellen Felde wird s u f  d e r  Scala gnt gesehen 
und man kann leichter, selbst im stark verdunkelten Zimmer, die Stellung 
des Stïiches a u €  der Scala genau beurtheilen. 

F ü r  viele Versuche, die  Wei r i l i  o l d  mit Elilfe des Reflexgalvano- 
meters anstellt, ziehe ich den Gebrauch einer einfaçhen W i e d  e m a n nlschen 
Tangentenbonssole mit Reflexionseinrichtung vor. N a n  hat  dann mindei. 
n f t  Stromveixn~eigiingrri nbthig, um die Intentiitat der mgewendeteil 
Strome a h z u s ~ h ~ i i c h e n ;  denu mau kanu die Grosse dcr Ablenkung des 
magnetisclien Ringes durch die Entfernung der Drahtrolle vom Magneten, 
oder durch Verandernug der rnagnetisclien Eiclitkraft bewirken, indem 
man einen geeignet gestellten Hilfsmagneten nahert Oder entfernt. 
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Verdienst, fur welches alle Retlieiligten dem Verfasser der trefflichen 
,, Physikalischen DemonstrationenLL he'rzlichen Dank schuldig sind. 

Wir konnen diese Zeilen nicht schliessen, ohne auch der Vcrlags- 
buchliandlung unsere Anerkennung dafür ausgedrückt zu haben,  dass sie 
das W e i  n 11 O 1 d '  sche Buch in einer sehr guten , würdigen Ausstattung dern 
Publicum darbietet. RI CHAH^ R ~ H L M A N N .  

Hilfstafeln zur  pracisen Berechnung 20stelliger Logaritlirnen zu gegebencn 
Zalilen und der Zahlen zu 20stelligen Logarithmen, von A N T O ~  
STEIN~IAUSER, k. k .  Iiegierungsrath. Mit Bubvention der k. k. Aka- 
demie der ~ i ç s e n s c h a f t e n .  Wien 1880. Druck und Verlag von 
Car1 Gerold's Sohn. XII, 296 S. 

Die  Frage ,  ob es'wohl viele Rlathernatiker geben werde, welche je 
in  die Lage kommen,  eich 20stelliger Logarithmen bedienen zu müssen 
oder s u  wollen, ist eine ziemlich müssige. Il6chsteiis der Verleger de8 
uns vorliegenden Werkes konnte sich dieselbe   tell en, iim j e  nach der 
Beantwortung die Moglichkeit oines die Kosten deckenden Absatzes au 
erwagen, aber auch ilim hat die Unterstiitzung der  Wiener Akademie die 
Frage  im Munde abgeschnitten. Wir  mollen aie niclit aufnehmen. Wir 
wollen n u r  Eeststellen , dass jene Cnterstützung keioem Unwürdigen zu 
Theil wurde. Der  Iangst rühmlichst bekannte Verfasser hat a n  die Aus- 
arheitung seiner Tabel len,  deren Verlauf e r  in dem Vorworte genau 
scliildert, eine ~ r h c i t s k r a f t  gewandt ,  die geradezu erstaunlicli ist. Er 
spricht von der  nach bereits vollendeter Arbeit wiederliolt vorgenommenen 
Iriterpolationsrecliuuug bei 20000 Logarithmeri zur Feststellung der End- 
ziffern, als ob das so ein Geschaft ware,  welches zwischen Frühstück 
und Morgenpfeife erledigt werden konnte. Die Hilfstafel selbst besteht 
aus vier einzelnen Tabellen A, 3, C, D. Von diesen liefert A die Loga- 
ritlimen der  Zalilen 1000 bis 9999;  B die von 1000 0000 bis 1000 9999; 
C' die von 1000 00000000 bis 1000 0000 9999; D die von 1000 0000 00000000 
his 1000 0000 0000 9999. J e d e  beliebige Zahl ist daher zur Logaritlimi- 
rung in Factoren zu zerlegen, welche in  diesen Tabellen aufgefundeu 
werden konnen.  D r i x k  und  Ausstattung sind vowiiglich. Ueber die 
Richtigkeit konnte erst fortgesetzter Gebrauch oder da8 Nachrechnen be- 
liebig gewahlter einzelner Logarithmen i n  grosserer Anzahl Auskunf't 
gehen. Wir  begnügen uns damit,  aus d e n  Vorworte die  rühmende An- 
erkeunung der Gerold'schen Druçkerei zu entnehmeu, dass dieselbe die 
Nehrzahl der  Seiten in  fehlerfreiem Satze zur  ersten Correctur lieferte. 

CANI'OR. 
-- -- -- 
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Historisch-literarische Abtheilung, 

Die geometrische Zahl in Platon's VIII. Buche vom 
Staate. 

Von 

Hierzu Taf. 1 Fig. 13. 

In  der ganzen griechischen Literatur giebt es wohl kaum eine zweite 
Stelle, die so rathselhaft und  vieldentig uns  entgegentritt, a h  die Dar-  
stellung des die Heirathen regelnden ELp18p.& Y ~ w p f r e ~ ~ 6 S  in P 1 a t  O n '  a 

VIII. Bnche vorn Staate  (p. 546 B. C). 
Eine Anregung, dieser Frage  von Neuem niiher zu treten, wRhrend 

sie mir früher als unlosbar erschienen war'),  bot eine jüugst erscllienene 
Schrift des Herrn Prof. J. D u  p u i s  in St. Germain. e n - l a y e 2 ) ,  welche 
der Vcrfasser nebst freundlichem Geleitschreiben mir zusendete. 

D a  diese Schrift , was zunachst hervorzuhcben i s t ,  eine sorgfaltige 
und übersichtliche Darstellung der bisher versuchten Losungcn enthalt3), 
so wird im Folgenden,  soweit die Meinungen anderer Forscher zn  be- 
rücksichtigen sirid, meist auf diese treff liche Vorarbeit Bezug genommen 
und dadurch die Untersuchnng moglichst abgekürzt werden. 

Mit Recht weisen einige der früheren Erklareï,  unter ilinen besonders 
S c h l e i e r m a c h e r  und  C o u s i n ,  daraufhin,  dassesvorAllemeinergenauen 

1) Jahrbücher für classische Philologie, herausgeg. von A. F l e  ck ei  se n 
(1. Abth. der Ncuen Jahrb. f. Philologie und Piidagogik), 1873 S. 498. 

2) L e  n m b r e  géowetrique de Platon, interp~itation nouvelle par J. D u p u i s ,  
Paris 1881. 

3) Zu der Literatur, welche H. M a r t i n ,  L e  nombre nuptial et le nombre 
parfait d e  Platon, in Revue avchéo7ogique, XI I Ie  année, prenlière pavtie, 1856, 
p. 287 flgg. ~iachgewiesen hat ,  sind seitdem uoch gekommen: E. Z c l l e r ,  Die Phi- 
losophie der Griechcn, 2. Aufl., II, 1 S. 545flgg.; J. H u n z i k e r  in Platonis opera, 
Parisiis, editore Firmin-Didot,  1873, vol. 111 p. 109; P. T a n n e r y ,  L e  n o m b ~ e  
nuptial dans Platon in Revue philosophique de la France et de l'étranger par 
R i  bo t ,  première année (1876), 1 p. 170-188; B. R o t h l a u f ,  Die Mathematik eu 
P la ton ' s  Zeiten, Jcna 1878, S. 29 flg. 

Hist.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXVII, 2. 4 
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Kenntniss des mathematischen Sprachgebrauchs, soweit e r  zu P l  a t o n ' s  
Zeit riusgehildet war ,  hedürfe, nm die durch den Schriftsteller selbst mit 
eiricrn getieirnnissvollen Dunkel  iimhüllte Stelle verstehen zu lernen. 

I n  dieser Hinsicht sind in den  jüngsten Zeiten grosse Fortschritte 
gemacbt und dadurch die Losung vorbereitet worden. 

Wie  der Text  P 1 a t o n ' s  schon anf d e n  ersten Rliclr zeigt , ist seine 
geometrische Zahl eiiie vielfaltig zusammmgesetzte. Fragen wir, ob die 
Cresammtzahl als Summe oder a18 Product  aufzufassen sei,  so ergiebt 
wiedernm der  Wort lant ,  so dunkel auch Einzelnes bleiben mag, im Gau- 
zen dentlich, dass der  Schriftsteller ein Product vieler Factoren ge- 
nieint hat. 

Dieses Product muss ein numerisch bedeutendes sein,  da  mehrere 
Male der  Factor  100 vorkommt. 

Aus  v i e l e n  verschiedenen Factoren besteht die Gesammtzahl; es 
wird aleo zu suchen sein,  welche von diesen Factoren zuniichst mit 
Wahrsclieinlichkeit sich ermitteln lassen. 

N u n  ha t  es ein günst i ies  Geschick gefiigt, dass gerado der Anfang 
des Platonischen Textes ,  der  ebenso viele Rathsel ,  als Worte  zu bieten 
schien, auch zuerst mit voller Evidenz bat  gedeutet werden konnen. 

' ~ v ~ ~ o r r ~ i ~  ( y h  nepioso's ~ G F L V  d @ ~ 8 ~ d ç )  $ nQdr/ll L Y ~ ~ ~ G E L ~ ,  ~VVCZ!- 

1 , u ~ v a i  TE xui S v ~ r ~ ~ r ~ ~ v o ' ~ ~ v u c ,  zpLs ~ I G O G Z & ( I E L ~  T C I T U Q L Y ~  8È 
oeovS Aapoüun~ dporov'vrov ZE x d  ~ V O ~ O L O ; V Z W V  xai LY~&I'V- 

zov xui rpi9rvdvrwv, xdvza ngo~{~ogcu xcii &a' zedç ar"lAyAa 
 vail, il, sagt P 1 a t  O n a n d  meint damit die nebenstehende 
zwiefache Zahlengruppirung , deren jede eine geometrische 

8 27  Reihe darstellt4).  

Die kleinste Zahl, i n  welcher alle diese Einzelzahlen al8 Factoren 
enthalten s ind ,  ist  23 .33=216 .  Die Factoren eind die Primzahlen 2 
und 3 iind ansserdem Potenzeii dieser Xahlen ; die zweiten, hez. dritten 
Wnrzeln der  letzteren Sind also rational (&rd); in beiden Reihen ist je 
eine mittlere Zahl der Factor der  nachstfolgenden, dergestalt, dass die 
Verlialtnisszahl der  ganzen Eeilie den andern Factor  abgiebt, und eben- 
dieselhe mittlere Zahl ist das Product der Verhaltnisszahl mit der in der 
Reille vorhergebenden Zahl (duv&pv<ri z~ X ~ Y Z  d ~ v a ~ t ~ u ~ p v a ~ ) .  Beide 
Reihen konnen sowohl als steigende, wie als fallende betracbtet werden 
(arv'E6vzwv nui rpbrv6vswv); endlich ewischen j e  zwei Gliedern sind die 
Intervalle, mag man in der Reilie hinauf- oder hinabsteigen, gleich, die 
Verhiiltnisse aber  ungleich (dE*orov'vrwv r s  xul dvoporodvmv), namlich 
beispielsweise das Intervall von 4 zu 8 (aufsteigend) und von 8 zu 4 
(absteigmd) = 4 ,  aber das Verhaltniss 4:  8 = 4 und 8:4 = 2. 
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Alle diese Beziehungen werden von Her rn  D u  p u i s ,  zum Thei l  
nach dem Vorgange Früherer ,  so zweifellos dargestellt, dass icli darüber 
nur zn referiren hatte. Ansserdem mtige aber  noch eine Uebersetzung 
dieses ersten Textabschnittes folgen, welche ebenso der  jetzt übliclien 
mathematischen Ausdrücke sich bedient, wie P l a  t O n deni mathemati- 
schen Sprachgebrauche seiner Zeit folgte. Zwischen Uebersetzung und 
Original findet nur  der Unterschied s tat t ,  dass P l a t o n  seine termini 
lechnici in kunstvoll verschlungener Constrnetion uud i n  grosfiter Kürze, 
deshalb aber anch schwer verstandlich giebt,  wahrend die moderne Ueber- 
setzung die Verschlingnngen auflosen und die Kürze ,  soweit ~ i e  bis aur 
Undeutlichkeit geht ,  beseitigen miiss. 

, , E r  das menschlich Erzeugte ist als Periode eine Zahl massgebend, 
in welcher zunachst als Factoren entlialten sind die Glieder der beiden 
(geom~trischen) Reihen 1 2 4 8 und 1 3 9 27, welche Glieder (gemass 
der Natur der geomctrischen Reihe) derartig aufsteigen, dass jedee (innerc) 
Glied sowohl das Product des vorhergehenden Gliedes mit der Verhalt- 
nisszahl der Reihe,  a h  deu Quotient des nachstfolgenden Gliedes, divi- 
dirt durch dieselhe Verhaltnisszahl, darstellt. J e d e  dieser beiden Reihen, 
brstehend ILUS vier Gliedern und  drei Differenzen, kann sowohl als zu- 
nehmende, wie als abuehmende betrachtet werden,  so zwer, dass in  bei- 
den FRllen dio Differcnzen zwischen j e  zwei benachbartcn Gliedern gleich 
sind, wahrend die Proportionen, j e  nachdem die Reihe steigt oder fallt, 
ungleieh (n5mlicli recipruk zu einander) sind. Die  erwahnten Factoren 
sind sammtlich rational nnd  , soweit nicht Primzahlen , ihrerseits aus 
gleichen Factoren znsammengesetzt, so dass ihre  zweite, bez.' dritte 
Wurzel ebenfalls eine rationale Zahl ist." 

P l a t o n  sagt d e ~ 9 p ; ~ ,  i v  w u. 8. W.;  die erwahnten Factoren sind 
also in der Gesammtzahl ( m e i o d o ~ )  j e d ~ n f a l l s  en thahen ,  aber es ist nicht 
gesagt, ob die Gesammtzahl n u r  diese Factoren oder ausserdem noch 
andere umfasst. Würde P l  a t o n anf die oben angeführten Worte  sicli 
lieschralikt haben,  so lage gewiss die  Vermiithung am nachsten, dass die 
gesuchte Zahl nur  die erwahnten Factoren und ausserdem keine auderen 
enthalte, mithin = 216 sei. Allein ans den weiter folgenden Worten 
haben alle neueren E r k k r e r  übereinstimmend geschlossen5), dass die Zahl 
grosser, als 216 sein muss. W i r  haben also die noch übrigen i n  der 
Gesammtzahl enthaltenen Factoren gemass den  Worten P l a t  O n 'a zu 
suchen. 

Die heiden jiingsten Erklarer ,  die Herren T a n  n e r p  und D n p n i  s ,  
stimmen darin überein, dass sie 100 als Factor anerkennen,  und zwar 
nimrnt ersterer als Gesammtzahl 2700, letzterer 21600 an. Allein wenn 
wir die im Texte  folgenden Worte  

5 )  Vergl. die Irebersicht bei D u p u i s  S. 47. 
4 + 
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( ~ & q 8 ~ i g ,  Z ~ V  p f v  Liqv ~ G O ; X L ~ ,  ~ X L Y I O V  ~ o ~ a v t O ; x i S ,  ~ 7 j v  dé ~ G O ~ ~ X ~  

&J ~ r j  ?ceoprjxrl ai"), ixarov  $v d ~ c 8 ~ w v  &O o'~a,uf'tgwv g'+v 
zrP7cd8os,  b ~ o ~ b v w v  ivo'ç i x ~ ~ r w v ,  ol'ge.rjrwv df ô v ~ i v ,  ixcrtùv dÈ 
x6pwv r p & d o ~ .  <v'pzrrç dé d r o ç  d p ~ 8 r Ô ç  n. S .  W., 

betrachten, mag auch Einzelnes noch so dunkel se in ,  soviel ist doch 
ziinachst klar, dass keine der  bciden ebengenannten Zahlen a I l  e n  von 
P l  a t O n ansgeeprochenen Bedingungen entspricht. Die Gesammtzahl soll 
quadratisch sein,  mas weder 2700, nocli 21600 ist;  sie soll auch zur Zahl 
7 in  einer gewissen, vor der Haud noch geheimnissvollen Beziehung 
stehen. Ferner  erkennen wir, dass P l a t o n  eine Zab1 gemeint haben 
milfis, welche sowohl als Qnadrat ,  d. i. als Product gleicher Factoren, 
wie als Rectangel, d. i. als Product ungleicher Factore,n, aufgefaset wer- 
den kann.  Verfolgen wir diese Spur weiter, so finden wir vielleicht auch 
die ursprüngliche Fassung der Worte  z i v  dd i ~ o ~ i x ~  z< ïzeoprixq df, 
in welchen offenbar ein Feliler, sei es auch nur  ein geringer, enthalten 
ist. Doch verschieben wir diese Verhesserung auf spkter und  versiichen 
e s  znnacbst mit der Lleutung, welche sowohl der Gegeneatz au %qv i d x r c ,  
als der  Ausdruck q o p j ~ ~ ç ,  v b l o n g ~ ~ s ,  a n  die H a n d  geben,  indem nir 
zunachst die von P l a t o n  angedeutete Qiiadratzahl, sodann die ihr gleiche 
Eleeliteckzahl ermitteln. 

E s  ist zunachst nothig,  Wor t  für Wor t  eu verfolgen, w a s  P l a t o n  
sagt. Das einleitende S v  ist partitiver Genitiv in  dem Sinne,  daes unter 
den vorhergenannten O L ~ & ~ G G E L Ç ,  d. i. Gliedcrn zweier geomctrischen Reihen, 
auch diejenigen Zahlen sich befinden, welche durch h z i ~ p ~ s o ~  ZV+{V 
bezeichnet sind. Was dies bedeute, ist bereits von E'rüheren ermittelt 
und dann durch P a p p  o s '  Zeugriiss7) ausscr allen Zweifel gesetzt wor- 

den. Die z v 8 t r é ~ * ~ s  sind die kleinsten ganzen Zahlen,  welche ein gegebe- 
nes Verhaltniss ~usdrücken .  I m  hir,orsos Ioyoç oder, \rie zu P l a t o n ' s  
Zeit noch gesagt wurde,  in  der  E > n i i ~ ~ r o ~  & p o v i a  stehén zu einander die 
Zahlen : 4, 3 : 4 ,  6 : 8, 9 : 12 u. S. W., die  nv8pE'vtç aller dieser Verhdt- 
nisse sind aber nur  3 und 4 ,  von P l a  t o  n zussmmengefasst als E'nhp~roç 
~ v $ ? ~ l j v .  Die Ableitung aus den vorhergenannten geometrischen Reilien 
ergab sich von eelbst, wenn man beide Ileilicn xiisammen auf e i n e r  
Strecke etwa folgendermasscn eintrug: 

6) Die Mehrzalil der Handschrifien bieten npupqxrr. Der Accusativ npopl;'xq, 
welçher dem vortergeheuden l ~ o p j x q  passend entspricht, der aber aiich das vor- 
hergeliende r i  in eine vereinzelte und schwer erklarliche Stellung' drlngt,, steht 
in der besten Handschrift A (nach der l'ezeichnung J. Be c k er  's)  , ausserdem 
noch in Ti. 

7) ID p. 80, 10 nebst Anm. zu p. 81 und Index unter zvi+q'v. 
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Dass nun ein Produc t ,  u n d  irisbesondere ein Quadra t ,  als Ggpovirc 
bezeichnet wird , darf nicht auffallen. Die Quadratzahl wird , wie I ' la-  
t o n  von vornherein ausspricht,  aufgefasst unter dem Gesichtspunkte des 
gegenseitigen Verliiiltnisses der Seiten. Diese Seiten stehen, wie die 
spateren Mathematiker sagen, in dem Lo'yoç i'ciov neOs i'ciuv oder Edrrjroç 
Ao'yoç, wofür P 1 a t  O n i n  dieeem besondern Fal le  die Formel & Q ~ O V ~  i 'q  
Eadxrç ixcrrùv roriluvr9xcs ha t ,  d. i. die Seiten der  aus der Grnndzahl 36 ent- 
wickelten grtisseren Quadratzahl sind jede = 3600 und verhalten sich wie 
1 : 1. Weiter ist z u  heachten, dass auch der  eigentlichen Bedeutung von 
~ Q y o v h ,  scil. Y ~ ~ p ~ r e ~ ~ i ,  von P l a t o n  selhst Rechnung getragen wird. 
Denn  dae ebenbezeichnete Quadrat  wird gleiehgesetzt einem Rec t~nge l .  
Nennen wir nun  die  Seite des Quadrates a ,  die  Basis und Hohe des 
Rectangels b und c,  so erhalten wir, genau im Sinne  P l a t o n ' s ,  die 
Gleichung a" b c , und  mithin die geometrische Harmonie a : b = c : cl 

(oder a : c = b :a) .  

Sind wir aber  einmal so  weit gekommen, so ist auch der Schluss 
der Stel le ,  welcher ersichtlich die grosstan Schwierigkeiten enthal t ,  der 
Deutung zuganglich. Vorbehalten müssen wir uns einstweilen noch die 
Erklarung,  vielleicht auch Verbesserung der Worte  iaopgnq s+ q o -  

rljxr d i ,  aus denen wir, wie schon bemerkt, zunachst niir das Eine ent- 
nehrnen, dass im Folgenden eine der vorhergelienden Zahl gleicho Recht- 
eckszahl gemeint ~ e i n  müese, dargestellt als Verhaltniss, beziehungsweise 
ale Product  der  Seiten. 

Diese 6eyovia neopixqs musa also aus zwei einander ungleichen 
Factoren besteheng). I m  T e x t e  sind diese Factoren bezeichnet durch 
die  Worte:  ixardv pév cie~SyWv dnd 8 1 1 ~ ~ i t g ~ v  (qrriv n ~ ~ z & 6 o ç ,  c!~o&ov 
Evùs Ixciorwv, olge{rwv 8è Gv~ïv, bxcrrdv 6; xv'/7cov zgrddos. 

Beginnen wir mit dem Letz ten ,  weil es das Deutlichste k t .  Hun- 
dert  Würfel der  t a c &  bezeichnen doch wohl nichts Anderes, als die Bah1 
100.3'. S o  verstehen es die meisten Erklarer.  Anderer  Meinung ist 
Her r  D u  p u i s ,  und zwar sind seine Argumente so beachtlich, dass wir  
aie nicht übergehen dürfen. T p d ç ,  so sagt er ,  ist hier nicht die Zahl 3, 
sondern eine Gruppe von drei Zahlen. Znnachst ist dagegen einzuwen- 
den ,  dass a n  der  vorliegenden Stelle aweimal, myndç für  die Zahl 5 
gesetat i s t ,  also wohl auch r P d S  die entsprechende Bedeutung haben 
muss. Wil l  man aber doch annehmen, P l a t  O n habe in einem und dem- 
selben Satze rqr&ç iu anderem Sinne gebraucht, als die mit gleicher 
Ableitungssilbe gebildete Form a ~ ~ n ; & ç ,  eo ist der Boleg für rgc& in dem 
- 

9) Es ist hier der Ort ,  auf den Unterschied von ci~povla! Sreqopjxrlg und npo-  

pq 'xq~  hinzuweisen, welchen T a n n e r y  S. 180flg. (vergl. oben Anm. 3) annimmt 
Nach meiner Erklarung der geometrischen Zahl reducirt sich die aepovia nQo,ujx~î 
derselben auf das Verhaltniss 7:27 = 1: y, entspricht also der von T a n n e r y  auf- 
gestellten Voraussetzung. 
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Sinne von ,, Gruppe  dreier Zahlen oder dreier Elemente" bei P a p p  o s  
VI1 p. 646 (vergl. auch vol. III p. 1257) zu finden. Xun deutet Her r  
D u  p u i s  die Formel x4/3og spr&Sos  als Snmme der  Knben einer Dreizahl, 
namlich 33+ 43+53, welche Summe gleich 6s = 216 ist. P l a t o n  habe 
also damit diese merkwürdige Gleichung bezeichnet , welc l~e ,  gernass der 
netürlichen Zahlenreibe, im Gebiete der Kuben das  Analogon darstellt 
zur Gleicbung des Pythagoraischen Dreiecks 3% 44" = 5" Auch liess sich 
noch ein anderes Argument fur diese bestechende Combination anführen. 
Wenn man nkimlich, wie P l a t  o n  vorschreibt, die gefundene Zahl mit 
100 multiplicirt und  ferner, wie Herr  I) u p u i s meint ,  dieses Prodiict für 
die gesuchte geometrische Zahl halt u n d  endlich, wie ich als Hypothese 
hinzufüge, 21600 T a g e  ansetzt,  so liesse dieser Betrag, welcher in ab- 
gerundeter Zahl gleich 60 Jahren  ist (uriten Anm. 18) , vielleicht sich 
ansehen als das  M a x i m u m ,  und  seine Haifte rrls das M i n i m u m  des 
Alters der zu Verheirathenden, insofern man die  .Jabre des mannlichen 
uud des weiblichen Theiles snmmirte. Anfangend also von dem Mini- 
mum von etwa 18 J a h r e n  für den  Jüngling und 12 Jahren  für die 
Jungfranlo), konnte man sich denken einen Zeitraum bis zu der Gruppe 
a +  b = 60 (z. B. 35 + 25) ,  innerhalb welcher Altersstufen die Heirathen 
passend geschlossen werden. J a ,  man konnte weiter combiniren, dass 
innerhalb dieser Grenzen in jedem einzelnen F a h  wiederum di8jinigen 
Tage für die Vermahlung ausgewahlt werden sollten, a n  welclien d m  
Alter v o n  Jüngling und  Jungf rau  i n  einer Snmme von Tagen sich be- 
zifferte, welche keine anderen Factoren,  als die der Zahl 21600, also 
nnr Vielfache von 2 ,  3 und 5 enthielt. 

Allein allen diesen Vermuthungen steht zunachst der bereits ohen 
(S. 44) erhobene Einwand e n t g e g m ,  dam die Zab1 63. 10' diircbaus niclit 
allen von P l a t  o n  angedeuteten Bestimmuugen entspricht , besonders aucb, 
dass sie keiue Quadratzahl ist. Hierzu kommt sin gewichtiges Bedtmken 
gegen die von EIerrn D u p u i s  vorgeschlagene Deutung von xV@os  rerddoç. 
Denn etwas Anderes ist eR, rprdS als Griippe von drei Zahlen zu fassen, 
was, wie gesagt,  der  Sprachgebrauch gestattet; etwas Anderes wiedcr, s u  
sagen: der  x$os r e ~ i d o S  sei d i e  S u m m e  d e r  K u b e n  der Zahlen 3, 
4 und 5. L)as is t  nach dem Sprachgebrauche griecbischer Mathematiker, 
soweit er bis jetzt bekannt is t ,  wohl nicht zulassig. 

Es mage also dabei sein Bewenden habeii, dass der xt;/30ç r g ~ & o ç ,  

wie dnr schlichte Wortlaut besagt, als 33 gedeutet. werde. Das Hundert-  
fache hiervon (Qxairdv  x v ' @ o ~  r g i d b o ç )  stellt einen Factor  oder, sagen wir 

10) Dieses durch Zahlencombination ge~etzto Minimum würde wohl zu unter- 
scheiden sein von dem ü b li c h e n Alter der Verheiratheten, gerade wie das Mini- 
mum der 216 Tage für die lebensfahige Entwickelung des Fotua (unten S. 64) 
merklich abweioht voil der thatsachlichen und gewohnlichen Zeit zwischen Em- 
pfangniss und Geburt. 
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vorsichtiger, ein Element der Rechteckszahl dar, welche wir suchen. Ein 
anderes Rlement ist zu Anfang der zuletzt citirten Stelle deutlicli genug 
bezeichnot, so verschlungen und dunkel auch dor M'ortlaut orscheinen 
mag. ,, Eiundert Zahlen von den rationalen Diametern der P ü n f ,  jeder 
weniger einsL'  sind aufzubauen aus dem Quadra t ,  dessen Seite füuf 
Langeneinheiten hat. Die  Diagonale dieses Quadrats  (das bedentet cllu'- 

p.~rgoç) ist  =f%, d. i. die Seite eines Quadrats von 50 Fliichcnoinheiten. 
Bildet man aber statt  des Quadrats von 50  ein solches von 50-1  Fla- 
cheneinheiten, B O  ist die Seite dieses letzteren Quadrats = 7 ,  also ratio- 
na l ,  und zugleich um ein Unmerkliches kleiner, als die Diagonale des 
Quadrats über fünf Il) .  

Wir  haben also einerseits die Zalrl 700, andererseite 2700 als die 
Elemcnte crmittelt, ans denen dia gcsuchto Zahl gebildet werden soll. 
Zwiscben 700 und  2700 steht im T e x t  uoch dep i~GJv  â$ B V E ~ V ,  welche 
Worte  sicherlich von o ) d  abhiingen. Also ausser 700 und 2700 sind noch 
zwei irrationale Zahlen massgebend fiir den gesuchten Werth.  Sind diese 
beiden unbekannte; Zahlen, die wir x a n d  y uennen wollen, auch Fac- 
to ren ,  oder 8011 etwa die eine s u  700,  die andcre z u  2700 als Summand 
hinzntreten? An sich ware j a  der letztere Fa11 nicht nnwahrscheinlich; 
allein dann würde (700 +x) (2700 +y), d. i. die gesuchte Gesammtzahl 
irrational sein, was der  Voraussetzung P l a t  o n  ' 8 offenbar widerspricht. 
E s  bleibt also nur  übrig, dass die irrationalen a: u n d  y nur  als Factoren, 
und  zwer als solche, welche eine Rationalzahl crgeben, anauseben sind. 

Wir  kehren nun zum Ueberblicke über die  ganze Stelle zurück. Aus 
36 heraus war die Quadratzahl 36002 gebildet worden. Diese selbige 
Zahl sollte anderweit angesehen werden als Rechteckszahl, mithin in 
z w e i  ungleiche Factoren zerlegt werden. Ermittelt haben wir bisber die 
Factoren 700 und 2700 und dazwischen die irrationalen s und y, welche 
letztere multiplicirt eine Rationalzahl ergeben sollrn. Nach den Regeln 

11) Vergl. H. M a r t i n ,  Le membre lzuptial (oben Anm. 3 ) ,  p. 270, 281 flg.; 
R o t  h l a u f ,  Die Mathematik su Platon's Zeiten, S. 30; C a n t o r  , Vorleeungen 1, 
S. 191. Nach der Anschauung der Alten ist erforderlich, dass rtlle Darstellungen 
der Art, wie die oben angegebene, auch leicht construirbar seien. Errichten wir 
(Fig. 13) über der Geraden A B  = 5 Langeneinheiten Bowohl das rechtwinklige 
Dreieck A B  C mit der Kathete C B  = A B ,  als auch den Halbkreis ADB, und 
siehen von D, dem Schnittpunkte des Halbkreises und der Geraden AC, die Ge- 
rade DB, BO ist A D  + DB = A C, d. i. gleich der Diagonale dcs Quadrats über 
5 =Y%. T&gt man ferner von A aus in den Halbkreis die Sehne A E = + A B  
ein und zieht E B ,  so ist nach dem Pgthagoriiischen Lehrsatze A E + E B = 7 .  
Verlangert man endliçh A E  und macht EF=EB,  so ist AI;' die Seite des Qua- 
drats, welches um eine Fliicheneinheit kleiner ist, als das Quadrat über AC. Dam 
5 und 7 diejenigen Zahlen siud, au8 welchen unter den obigen Voraussetzungen 
der kleinde Werth der Differens A C -  A F ,  der m6glieh ist, sich ableitet, wird 
von M a r t i n  p. 275, 282 nachgewiesen. 
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elementarster Arithmetik ist nun  z y  = SE. Also ist wolil s =y, mithin 
7 - 

= 13;  zu setzen, und  die  Gesammtz~hl  3600"st zerlegt in die unglei- 

ehen Factoren 700 uud  2700J4;R. 

Das ware also das theilweise au f  , ,unsagbaren" Zahlen beruhcnde 
Rechteck, welches dem Q u a d r ~ t  36002 gleicli ist. Zunachst sind diese 
Zahlen noch vom geometrischen Standpunkte s u s ,  und  zwar nach der 
Weise der alten Mathematik zu betrachten. E in  Product aus irgend- 
welchen zwei Factoren i s t ,  sowie es als Prodnct gesprochen oder ge- 
schrieben wird,  anzusehen als ein Rechteck. Natürlich aher entging es 
den Pythagoraern nicht,  dass dieselbe Zahl ,  welche eben als Product 
oder Bechteck aufigesprochen war, auch als L%ngenzalil gelten konno. 
4 bezeichnet sowohl das Quadrat  über 2 ,  als die Liingenzahl, welche die  
eine Kathete des Pythagoraischen Dreiecks bildet. Aber will ich die  
lctztere Zahl bczeichncn, so muse ich stets 4 und darf niemals 2 5 a g e n .  
Wenn also P l a t  o n  a n  unserer Stelle,  ohne Zweifel riach Pythagoraischer 
Lehre, die eine Seite seines Rechtecks bezeichnen musste mit einer For -  

mel, die wir kurz als 7 0 0 G  darstellen, und entsprechend die  andere 

Seite mit der Formel 2700 e, so war dies ein &qgqzov, d. i. etwas 

Unaussprechbares, weil weder die eine,  uoch die andere Seite ale LAngen- 
zahl sich ansdrücken liess 12). 

Hiermit sind wir also eingetre.ten in  das Gebiet des Geheimniss- 
vollen, aber wir brauchen nicht zu fürchten, i n  oinom Labyrinth Uns zu 
verlieren. Halten wir doch den sichern Faden  bereits i n  nnserer Hand ,  
dem wir nur zii folgen brauchen, um zu erkennen,  dass Alles, was die  
Pythagoraer noch weiter nach dieser Richtung hin aufbauten,  nicht mehr 
Wissenschaft, sondern nur  Deutelei und Geheimnisskramerei war. 

Wir  haben bisher unterlassen, die nun errnittelte Gesammtzahl 3600e 
auf ihre einfachsten Factoren zuriickzuführen. E s  sind 2" 34. 54; diese 
aber haben wir noch etwas anders zu gruppiren, namlich 34 .44.54. E s  
war also zuuachst ein Gedankengang fortgesetxt, zu welchem das Pytlia- 
goraische Dreieck den Anlass gab. Gehen wir aus von den Zahlen 3 4 
5, so konnen wir geometrisch darstellen nicht nur  die Summe der ein- 
fachen Zahlcn, sondern auch die Summe der Quadrate von 3 u n d  4, d. i. 
5" Weiter hatte sich gefunden, dass auch die Summe der Kuben von 
3, 4 und 5 eine darstellbare geometrische Grosse, namlicb der Kubus vou 6 
k t .  Sollten vielleicht auch die Biquadrate von 3, 4 und 5 in ihrer Summe, 
oder etwa in einer Differenz, e ine andere biquadratische Zahl ergeben? 
Es war durch Probiran leicht zu fiuden, dass dies nicht der Fa11 sei13). 

12) Vergl. C a n t o r ,  Vorlesungen 1, S. 231. 
13) Die eiuzige vielleicht in Betracht zu ziehende Combination 4'+54 - 3' 

= P.5 '  ist an geornetrischer Evidenz nicht zu vergleichen mit der Formel 3 3  + 43 
+ 53 = V. 
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Also trat. man mit der  Zahl 3600' i n  ein hoheres Gebiet e in,  i n  welches 
das Geheimnissvolle, weun man es einmal suchte, leichter zu ver- 
legen,  i n  welchem es auch leichter zu verhüllen war, als in  einer 
mindern Potenzirung der Zahlen 3 4 6. Für den Unbefangenen jedoch 
liegt das  Geheimniss auch hente noch offen da. Potenzen der ersten drei 
P r i m  z a h 1 e n  s ind mit einander multiplicirt zu der grossen ,, geometri- 
schen Zalil". Aher  e s  schien erwünscht, aucli 7 alti Factor in die grosse 
Zahl aufzunehmen. Denn znnachst war 7 die vierte und  letzte Primzahl 
der  ersten Dekade;  auch stellte diese Zahl die Summe der Katheten des 
Pythagoraischen Dreiecks dar, und wenn man die Hypotennse desselben 
Dreiecks zur Seite eines gleichseitigen rechtwinkligen Dreiecks machte, 
so war der  Werth der  Hypotenuse fast genau gleich 7 (ohen Anm. 11). 
Ferner  zahlte der Kosmoli 7 Flaneten,  u n d  noch i n  manchen anderen 
Reziehungen erschien 7 als  bedeutungsvolle und heilige Zahll4j. Nun 
brauchen wir y n u r  als N~herungswert l i  von 7, und  zwar in  der che- 

rakteristischen Formel 7- +, aufzufassen , um die vorher entwickelte 
Platonische Rechteckszahl zu verstehen. Die eine Seite des Rechtecks 

ist  = l ~ O . ' i  /'i-4, die andere = l 0 0 . 3 ~ f l  15). Sowohl der Nalie- 
rungswerth fi, als der  geriaue Werth f7-+ sind irrational oder nach 
P y  thagoraischer Bezeichnung ,, unausspreclihartt. 

N u n  waren die nothwendigen Elemente für genealogische Combina- 
t ionen,  ahnlich wie auf  dem naheverwandten Gobiete der  Astrologie, in 
schonster Fül le  und Mannichfaltigkeit vorhanden. Zu der  Zablnng der 
Tage  nach Potenzen von 2 ,  3 und  5 t ra t  die heilige Zahl 7 und über- 
dies noch die der Wurxel aus 7 nahestehende unaussprechlicbe Zahl. 
Siimmirte man die vier  ersten nngeraden Zahleu (hi8 7) u n d  zahlte dazn 
d ie  ersten vier geraden (bis 8 ) ,  so hat te  m m  in der Summe 36 die 
g e p r i e ~ e n e  Vierzahl, r ~ s ~ r r x ~ V ~ ,  aus wclcher danu P l a t  o n  durch weitere 
Zahlenspeculation dio Znhl 40 entwickelte, mithin 10 als Factor  einfügtel". 

14) Vergl. Theo Smyrn. ed. Hal Zer, p. 103 flg.; Censorin. de die nat. 14; Ide-  
l e r ,  Handbuch der Chronologie 1, S. 87flgg.; M a r t i n  a. a. O. p. 275; A. Zeising 
in der Deutschen Vierteljahrsschrift 1868, IV, S. 271 flgg.; T a n n ~ r y ,  p. 175; D u -  
p u i s ,  p. 44flg ; C a n t o r ,  Vorlesungen 1, S. 78, 82 

15) Es ist hier noch der Nachweis zu geben, dafis V7-+ mit den MitLeln 
PgthagorSLischer Geometrie darstellbar war. Von dern ohen iii Anm. 11 entwickel- 
ten Quadrat über A F  wurde das Siebentel-Rechteck = B  ahgeschnitten, ferner 
daa Quadrat + Z  gebildet und von diesem wieder das Siebentel-Rechteck = z  ah 
geschnitten. Jedes der Rechtecke Z und z konnte nach dem Pythagoraischen Satxe 
in ein gleichgro~aes Quadrat verwandelt werden. Constriiirte man nnn die Seite 
des dem Rechteck z gleichen Quadrata als Hypotenuse, und die Seite des kleine- 
ren Quadrates als Kathete eines rechtwinkligen Dreiecke, F O  s t ~ l l t e  die andere 
Kathete den Werth fi- 3 dar. 

16) Die Genesis der Pythagoraischen Tetraktys giebt P l u t a r c h  xtgl zfc IV 
T~.uaiy ~ v p y o v i c r g  cap. 30;  die Flatonische Vierzahl, welche di: vollkommenere soi, 
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Weiter l i ~ s s e n  sich aus diesen Elementen iineudlich viele geheimniss- 
volle Formeln aufstellen, nach denen die Zeiten und T a g e  als günstig 
oder ungünstig fur die Geburt oder, woiauf P l a t o n  den  Nachdruck legt, 
für die Paarung berechnet wurden. Alle aher  iin Einzelnen berechneten 
Zahlen mussten sich einfügen i n  den einen Rahmen der grossen geome- 
trischen Zahl 36002. Damit ist schliesslich auch vom g e n e a l ~ ~ i s c b e n  
Standpunkte au8 diese Zahl gerechtfertigt. Denn anfanglich konnte sie 
wegen ihrer Grosse Bedenken errcgan, weil die Paarungszeiten doch nach 
Tagen berechnet werden, eine Paarungszeit von 3 6 0 0 V a g e n  aher über 
alle menechliche Zeitrechnung, geschweige denn über ein einzelnel; Men- 
schenleben hinausgeht. Nach unserer Auffassnng nun bilden die 36002 
Tage, d. i. nach rnnder Schatzung 36000 J a h r e  die grosse P e r i o d  e ,  
weicho P l  a t O n mit ebendiesem Worte hezeichnet. 

I n  diesor Periodenzahl rnüssen alle Lebensabschnitte der Einzelweson 
en tha l t~n  se in ,  und de,r Lebenslauf des Neugeborenen wird ein glück- 
licher und erspriesslicher sein, wenn die Vereinigung der Eltern zn  einer 
Zeit stattgefunden hat ,  welche von den Eingeweihten au8 den Elementen 
der grossen, Alles umfassenden Zahl herechnet worden ist. 

Zuniichst haben wir nnn diese Gesammtzahl noch in einer andern 
Beziehung zu betrachten. W i r  bezeichneten sie nach der  A n w e i ~ u n g  
P l a t  o n ' s  mit 3600" und  indem wir sie ausserdem in ihre Elemente auf -  
Iosten, fanden wir ihren Ursprung im Pythagoriiischen Dreieck. Sie giebt 
sich aher endlich auch als reine Sexagesimalzahl zu erkennen. Dies ist 
kein Zufall, denn die Zahlen 3 4 5 ergeben, mit einander multiplicirt, 
60,  und die Platonische Zahl ist = 604. Es kann hier nicht der Ort  
sein, die Berührung a imer  Zahl mit (lem babyloiiischen Seuagesimal- 
system zn verfolgen17); wir begnügen uns daher mit dem Hinweis, dasn 
behufs Bilduug grosser Zeitperioden die sexagesimale Rechnuug sehr nahe 
lag, da das J a h r  in runder Zahl 360 Tage  enthalt"). 

In der T h a t  finden wir, wie mir scheint, eine solclie grosse Sexa- 
gesimalzahl von Tagen von einem andcrn Schrift,steller des Alterthums 

entwickelt derselbe cap. 11 und 14. Vergl. C a n t o r ,  Vorles. 1, S. 86 (doch iot an 
der dort ebenfalls angeführten Stelle de Iside et Osiride cap. 75 keine Beziehung 
zur a~rqaxrv'ç eu finden). 

17) Qcrgl. B r a n d i s ,  Das Münz-, Maass- und Gewichtswesen in Vorderasien, 
S. 7flgg., insbesoudere über die 3600jiihrige Periode des Berossoe derselben S. 11, 
15, über die Sehaltperioden von 60, 600 und 3600 Jahren S. I l  flg., ferner M a r t i n ,  
Le nombre nuptial (oben Anm. 3), p. 286flg. Auch die Perioden des Orpheus und 
Cassander bei Cens o r i n ,  U e  die nat. 18 ,  11 gehoren hierher. Nach P l u t  a r c  h 
?IE~) ,  "lad'oç xui 'Oaiq~Soç  cap. 75 ist die Zahl 60 r 6 v  pitqmv zeOrov rois x ~ q i  r& 
ov'p2viu a q l u y , u c i t ~ v o p i v o ~ ~ .  

18) Dieees ideelle, sexagesimale Jahr vnn 6e.10 oder 6.60 Tagen erseheint 
vielfach neben dem wirklichen Jahro von nahezu 365a Tagen. Vergl. Mar t in  
p. 278, 284flg., T a n n e r y  p. 179 mit Anm. 1. 
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bezéugt. I n  seinem dialogirs de orrtloribirs kommt T a  c i t u  6 ,  indem er 

C i c e r o  irn Hortensius als Gewahrsmann anführt ,  auf das  , , ~ ~ O R B R  und 
walire J a h r "  z i ~  sprechen, im Laufe dessen dieselbe Stellung des Him- 

mcls und  der Gestirno wiederkelirc. L)cm Wortlante nach scheint damit 
die. grosse Periodo hazeichnet zu sein,  iu welcher die Pole des Aequa- 
tors einen Umlauf um die Pole der Ekliptik vollenden. Dieser Zeitraiim, 
welchen einige Chronologen das Platonische J a h r  genannt  haben,  ist von 

neueren Astronomen annabernd auf 25800 J a h r e  bestimmt wordenlg). 
Die Handscliriften des T a c i t n s  schwankcn zwischeri 12754 und 12854 
J a h r e n ,  wozu als Ueberlieferuiig des Grammatikers S e r v i u s ,  welche 
ebenfalls auf C i  c e r  O '  ci Hortensius zurückgeht , die Zahl 12954 kommtZD). 
Alle diese Betrage stellen sehr nahe die Halfte des sogenannten Plato- 
nischen Jalires dar, n7as sçhwerlich als ein Zufall betrachtet werden kann. 

Aber  noch eine andere Spur  haben wir z u  verfolgen. Ebendieselben 
Botrage kommeu auch dem tausendsten Theile der geometrischen Zahl 

P 1 a t O n ' s  = 12960 (oben S. 45) so nahe, dass die Frage  nach einem inner- 
lichen Zusammenhange von selbst sich aufdriingt. Nennen mir nun die 
ails C i  c e  r 0 ' s  Hortensius zweifelhaft überlieferte Zahl vorlaufig s, so 
werden wir versuchsweise sagen konnen:  Wie  die geometrische Zahl 
P l a t  O n ' a  das Tausendfache von 12960 betriigt, so  stellcn die  x Jahre 

der  Cice.ronischen Zahl e,ina Periode von (360+a)x Tagen  dar, wohei a 

das Plus von Tagen und Theilen des Tages hezeichnet, welches hinzu- 
kommen muss, nm das tropische J a h r  genau zu erfüllen. D a n n  wird die 
Losung wahrscheinlich 360.12960 = 64 .  602 = 2s. 3% s2 sein, d. h. die 
Ciceronische Zahl ist redncirt aus einer grossen sexagesimalen Zahl von 
Tagen.  Der  Betrag a war dan Alten in der Annaherung 5 t  allgemein 

18) Vergl. J. J. v. Li t t r  O w ,  Die Wunder des Himmels, 5. Anfl., S. 250 flg., 
der zugleich na,chweist, dass die Grosse der Priicession veriinderlich und überdies 
auch noch nicht mit der Genauigkeit bekanilt ist, um die volle Periode mit Sicher 
heit bestimmen zu konnrn. Nach L a g r a n g e  nnterscheidet derselbe in Gehl  er 's 
Phgsikalischem Worterbuch Bd. IX, 4 S. 2182 flg. seit dem Maximum der Schiefe 
der Eklilitik im Jahre 29400 v. Chr. zunachst eine 15000jahrige Periode der Ab- 
nahme bis mm Minimum irn Jahre 14400 v. Chr., von da an wieder eine Ziinahme 
wahrend eines Zeit,raumes von 12400 Jahren, eine Abnahme wahrend 8600 Jahren 
(bis m m  Jahre 6600 n. Chr.), endlich wieder eine Ziiuahrne aiif einen Zeitraiim von 
12700 Jahren. Diese Einzeldata, deren Nachweis ich ineineni Collegen Dr. A m -  
t ,hor  verdanke, waren freilich den Alten nicht einmal annahernd bekannt, wohl 
aber konnte, trotz der iiiivollkornnieuen Reobacht,ungen, ein charakteristischer Ab- 
schuitt der Periode, nknilich die Abnahme der Schiefe der Ekliptik seit 2000 var 
Chr., geahnt und eo die Ciceronische %ah1 aiifgest,ellt werden. P t  olein a O s schatzte 
die Pracession der Tag- und Nachtgleichen fijr 100 Jahre gleich 1 Grad, woraus 
sich eine Periode von 36000 Jnhren ergiebt. Vergl. I d e l e r ,  IImdbuch der Chro- 
nologie 1, S. 27, 192. 

20) Tacit., Uial. de orat. 16 (p. 25 der Ausgabe von Ad.  hl i chae l i s ) ,  H. Use- 
n e r  im Hhein. Museum XXVIII, 1873, S. 394flgg. 
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Die geometrische Zahl in Platon'li VIII. Buche vom Staate. 63 

bekannt2'), und  es wird darnach vielleicht auch das x des obigen Ansatzes 
sich finden lassen. Unter den verschiedenrn bereits angeführten hand- 
schriftlichen Lesarten bietct den relativ wahrschcinlichsten Zahlenwerth 
der Codex Vaticanus, der von den Herausgebern des Tacitus mit A be- 
zeichnet wird. Denn 360.12960 = 4 665 600, dividirt dureh 12754,  er- 
g+eht nahezu 365& T a g  für das Jahr .  Entweder rührt nun diese hand- 
schriftliche Lesart wirklich aus C i c  e r  0 ' s  Schrift her, und dann hat  der 
Gewabrsmann C i  c e r  0 ' s  die Jahresdaner  et,was hoher gesetzt, als si0 in 
Wirklichkeit is t ,  oder sclbst die von der  besten Handschrift  gebotene 
Lesart leidet a n  einem geringen Verderbniss und die richtige Lesart 
stimrnt mit der wirkljchen Jahresdauer  besser üherein. 

Verfolgt man rechnungsm~ssig die letztere Alternative, so findet sich 
leicht, dass eine Zahl von 12774 J a h r e n  denjenigen Werth von a ergeben 
wiirde, der der Wirklicbkeit am nachsten kommt, namlich 5 Tage  5 Stun-  
den 48 Minuten und  nahezu 20 Sccunden; dies zu 360 Tagen hinzu- 
gezahlt, würde einen erstaunlich genalierten Wertli des tropischen Jahres  
ergeben")), und es  is t  gerade aus diesem Grunde ,  mit Rücksicht au€ die 
rnangelhaften Beobaclrituugen der Alten , auf diese Hypothese kein allzu- 
grosses Gewicht zu legen. Doch durfte sie wenigsteus ausgesprochen 
werden, weil die vorgeschlagene Vergleichung von Jaliresperioden u n d  
sexagesimal grnppirten Zahlen weiterer Erwagung werth zu sein scheint. 

Yag  nun  C i c e r o  sein ,,grosses und waliïes J a h r "  zu 12774 oder 
12754 «der zu einer andern handsehriftlich übe$ieferten Zahl  von tropi- 
schen Jahren  bestimmt bahen, immer bleibt der Vergleich mit einer 
Periode von 360.12960 Tagen  wahrscheinlich und wir sind dernnach 
wohl berechtigt, zu sagen,  daas das Ciceronische grosse J a h r  zur  geo- 
metrischen Zahl P l a t  o n ' s  sich wie 9: 25 = 35 5' verhalt. 

Zn der letzteren kehreri wir nun znrück und  suchen, anknüpfend 
an die frühere Darstellung (S. 50), einige der kürzcren Zeitperioden 
herauszufinden, welche bedeutungsvoll für  das Einzelwesen sein mogen. 
Bereits früher wnrde die Zahl 216 als diejenige ermittelt, weiehe sainmt- 
liche Glieder der beiden aiifgestellten geometrischen Reihen al0 Factoren 

21)  I d e l c r ,  Handbuch der Chronologie 1, S. 261, 273 und ofters im Folgenden; 
Brandes in Gehle r ' s  Phgsik. Worterbuch V, S. 667 flgg. ; R. Wolf, Geschichte 
der Astronomie S. 159; H e i b e r g  in seiner Ausgabc des Archimedes, vol. II p. 468. 

22) Nach L i t t r o w  in G e h l e r ' s  Physik. Worterb. IX, 'L S. 216Oflg., betragt 
dm tropische Jahr gegenwartig 3G5 Tage 5 Sb. 48 Min. 50,83 Sec.; die Bestim- 
mungen anderer Astronomen (vergl. B r a n d e s  ebenda V, S. 664flg.) schwanken 
- ceteris paribus - zwischen 48 und 61,39 Sec. Zu H i p p a r  ch's Ze i t  hat die 
Jahreslange nmh L i t  t r  om (a. a. O. S. 2161) 14 Sec. meniger ;ils gegenwartig be- 
tragen. Bus zweiBeobacht,urigen H i p p a r c h ' s  und Cassini ' s  berechnet L. I d e -  
ler,  Handbuch der Chronologie 1, S. 34, f'iir dcn Zeitraum von 146 Y. Chr. bis 1735 
n. Chr. ein mittleres Jahr von 365 Tagcn 6 St. 49 Xin. 39 Scc. Es würde also die 
oben berechnete Jahresliinge einen verhiltnissmiissig sehr genauen Betrag darstellen. 
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enthiilt. Diese Zahl von T a g e n ,  gleich 7 Monaten nnd 6 Tagen ,  gilt 
als Minimum für die Entwickelung oines lebensfahigen Fotus"), Das 
volle menschliche Leben bemisst sich nach P 1 a t  O n2') auf 8 1  Jahre .  Hier 
tiaben wir, wie P l a t o n  selbst bemerkt h a t ,  die Quadrateahl von 9, odrr 
s4, a180 ersichtlich ein Element der  grossen geometrischen Zahl. Cjetzen 
wir die 81 J a h r e  zu Tagen n m ,  wobei es  unbedenklich erscheint, des 
J a h r  rund zu 360 S a g e n  zu rechnen (ohen Anm. 1 8 ) ,  da  j a  nur  approxi- 
mativ ein Grenzpunkt bezeichnet wird, so lautet die Zahl 2% 3"s = 29160 
und verhalt sich zur geometrischen Zahl wie 32: 25. 53 = 9 : 4000. Koch 
bedeutungsvolier treteu aber die Gruppirungen mit 7 auf. Die Vermit- 
telung mochte P l a t o n  mit seiner zuletzt gesetzten Einzelzahl 2700 (oben 
S. 48) bieten. So viele Tage  sind rund gleich 7 3  Jahren .  Rein erhal- 
ten is t  diuso Zahl in der Varronischon Thcilung der  Lebensalter von 15 
s n  15 Jahren  (Censorin. 14 ,  2). Die allgemeiiiere Theilung war bekannt- 
lich die iiacb Jahreswochen , über welche C e n  s o r  i n u s (14, 3 flgg.) das 
Nahere mittheilt. W i e  nun nach demselben Gchriftsteller (14, 10) die 
geizelhliaci, d. i. die der  Geburtszeiten Knndigen,  genan die besonders kriti- 
schen Perioden des Lebens festzustellen wnssten - in  welcheu Betragen 
üherall die Zahl 7 enthalten ist -, so haben sie gewiss anch die Zeiten 
der  Geburt selbst u n d  weiter rückwarts d ie  Zeiten d e r  Paarung  mit Hilfe 
der Siebenzahl genau ausgerechnet und glückliche und  unheilrolle Tage 
unterschieden. 

Noch ist Antwort t u f  die  Frage  e u  geben,  warum wohl P l a t o n  jene 
Gesammtzabl die ,,geometrischo" genannt  habe. Sicherlich dachte er dabei 
sowohl a n  ihren Ursprung aus zwei geometrischen Reihen,  als a n  die Dar- 
stellbarkeit nicbt nur  der  Gesamnitzahl, sondern auch moglichst vieler Theile 
derselben durch geometiische Construction, dergestalt ,  dass diese Einzel- 
constructionen zu einander in  leichte u n d  anschaiiliche Beziehnngen ge- 
setzt werden konnen. Das Beiwort ,, gaometrisch" sol1 also niüht einen 
Unterscliied von anderen ,  ahnlich gebildeten grossen Zahlen ausdrücken, 
sondern nur  hervorheben , daas d ie  erwahnte Eigenschaft , wenigstens nach 
Pythagoraischer Ansicht, in besonders hohem Grade dieser Zahl zukommt. 

E s  ist n u n  noch übrig,  den T e x t  der Platonischen Stclle, welche 
im Gauzen trefflich überliefert u n d  besonders von fremdartigen Zusatzen 
frei geblieben ist , von zwei unbedeutenden Schreibfetilern zu reinigen. 

I m  Anfang scheint der Gedankenzusammrnhang Bu $ npWrov statt 
Ev $ ngdry z u  verlangen, denn a n  der fragliehen Zahl treten z u e r s t  
(ngOrou) die und die Merkmalc hcrvor, worauf die weiteren Eigenschaf- 
ten der  Zahl mit etwas veranderter Construction in den Worten Wv ézi- 
zgrzoç n ~ 9 ~ ~ v  u. s. W. hinzugefügt werden. Die  Verwechselungen des 

23) M a r t i n  p. 272, D u p u i s  p. 53. 
24) Bei Censorin,  De die ?zut. 14, 12;  15, 1. 
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adverbialen np&ov mit Casusformen von q W t o ~  sind i n  den Handschriften 
ungemein hkiufig. Zieht man es übrigens vor, n e & s l  beizubelialten, so 
wird der Sinn der Stelle im Wesentlichen dadnrcb nicht berührt. 

Die eigentliche, echon melirrnals angedentete Schwierigkeit findet sich 
in der Mitte der Stelle: 660 olppoviag nueEXrta~,  zy'v ~ G T / Y  . . . 
r$v 6é iuo,uljxg z j j  neop<xg Sf. Man beachte die  zwiefache Gegen- 
überstellung durch pf'v und  BQ. 1)as erste unterscheidet,  wie wir 
bereits festgestellt liaben, die Qnadratzahl von der gleichgrossen Recht- 
eckszahl; letztere ihrerseits wird wieder durch y& und  6f geschieden zu 
den Bezeichnnngen laoyljxgS und  npop<nrqç. Denn nEop$xvl, namlich 
6Qyoviav, ist jedenfalls nach der  hesten Ueberlieferung zn lesen, nicht 
a e o p i x ~ r ,  wie die Mehrzahl der  Handscbriften gieht ,  ein Feliler, der 
leicht ents tand,  wenn einmal das Verderhniss j sich eingeschlichen hatte. 
Die in  zwei ungleiçlie Factoren zerlegte Zahl hat,  geornetrisch betrachtet, 
die Form eines Rechtecka nnd ist demnach selbst oblong, Up~8p8ç q o -  
yrjxqç, und das gegenseitige Verhaltniss der beiden Factoren (oder Rasis 
und Hohe im Rechteck) i s t  eine dePoviol npoprjxg~. Bleiben im Text  noch 
unerklart die  Wnrte  I~o,u.rjxg ,ulv '5. Nun liesse s ich,  wenn man ganz 
oberflieblich verfahren wollte, leiclit sagen: d a  die Zahl ,  uni die es sich 
handelt, npop$xriq i s t ,  so ist sie n i c h t  Eooprjxvgj P l a t o n  muss also 
geschrieben haben iuopjxrl p h  oÜ (statt 75). Oder vielleicht ktinnte man 
auch din weit geringere Aendernng E<ioP{xg p!v vorziehen und  sich 
darauf berufen , dass der  mathematische Sprachgebrauch anch sonst das 
abwehrende ,u$ zulasst,  wo nach den allgemeinen Regeln 04 zu erwarten 
wiire. Allein ein nochmaliges Ueberlesen der ganzen Stelle zeigt, dass 
P l a t  o n  nicht s o  geschrieben haben kann.  E s  lag kein Anlass Tor, das  
icioPDxVS besonders zn  negiren; e r  würde es a180 einfach weggelassen 
ba len ,  wenn es hier nicht statthahen sollte. Um den Gedankengang des 
Schriftstellers uns  v d l i g  zu verdeutlichen, müssen wir uns versetzen i n  
die Pythagoraische Epoehe, wo es noch darauf ankam, die allerersten 
Giundbegriffe der Geometrie und Arithmetik festzustellen. Die aus zwei 
gleichen Factoren bestehende Zab1 entspricht einem Quadrat ,  und  dieses 
ist iuo'ygx~ç zO;vrq. Dem Quadrat am nachsten steht das  Mechteck, wel- 
cties , , in  einer gewissen Beziehiing " aucli noch gleichseitig is t ,  namlich 
je in den gegenüberliegenden Sei ten;  allein die sich schneidenden Sei- 
ten sind ungleich und insofern ist es zp0pqxrs. Nur  dadurch,  dass 
diese F igur  mgleich luop<xrlç und neopljxlls is t ,  wird die arithmetische 
Formel eines Productes aus  nngleichen Façtoren moglich; denn wollta 
man anstatt  des Rechtecks ein Trapez  odcr einen Rhombus oder ein 
nnregelmassiges Vierrck wililen, 80 würde das Product zweier sich schnei- 
denden Seiten nimmermehr die  IE'lLche der  F igur  darstellen25). Uas 

25) Es hat einer langen culturgeschichtlichen Entwickelung bedurft, bis dieser 
für uns sell>stverstandliche Satz in8 allgemeine Bewusstsein gedrungen ist. Can-  
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Rechteck ist also nach Pythagoraischer Auffassung abziileiten aus dem 
Qnadrat ;  es behalt die rechten Winkel  und die  Glcichheit der gegen- 
überliegenden Seiten bei ,  wird aber liinglich, und  so ist auch das gegen- 
seitige Verhaltniss seiner Seiten in  einer gewissen Beziehung noch eine 
&p@vior icioPvjxq~, ausserdem aber eine oi'ppo& ngoy?jxrlç. In  diesem 
Sinne  bat P l a t o n  geschrieben zgv 8;  GO^&^ & ny ,  n p o y ~ x y  88. Das 
seltene Indefinitum a i z G )  wurde leicht zn  zi verschriehen, wozu in der 
Mehrzalil der Handschriften dann  noch der weitere Fehler  n q o P q x r '  kam. 

S o  ist denn aueh diejenige Textesstellc,  welche i n  der vorliergehen- 
den  Untersnchnng nur  ihrem Sinne,  nicht aber  ihrem Wortlaute nach 
benutzt werden konnte,  in vollkommenen Einklang gebracht mit der 
gesammten Erklarung der geometrischen Zahl P 1 a t  O n's .  Ob es dem 
Schreiber dieses gelungen ist , allerwarts das Richtige zu treffen , muss 
dem Sprnche anderer sachverstandiger Beurtheiler überlassen bleiben. 
Pflcgt doch der Urheber eincr Hypotheso i n  seincm eigcncn Gedanken- 
kreise so gefangen zu sein,  dass e r  unm6glicht. wahrend er den ver- 
schlungenen W e g  zur Losung verfolgt, zugleich alle Seiten der Frage 
und alle etwa noch moglichen anderen Auffassungen üherschaiien kann. 
1st also das Richtige, mie es schon seit langer als zwei Jahrtausenden 
im Dnnkel  geblieberi , auch jetzt noch nicht gefunden, so liaben sich 
vielleicht doch einige neue Gesichtspuiikte dargeboten, welche geeignet 
scheinen, eine künftige Lüsung zu fiirdern. 

E s  war anfangs beabsichtigt, zum Schluss auch eine kurze Eriirte- 
rung  über die ,,vullkommene ZahllL anzufügen, welche P l a t o n  an der- 
selben Stelle, und swar als eigenthümlich dem gottlich Erzeugtene7), 
anführt;  doch stellte ~ i c h  im Laufe der Untersuchung heraus, dass man 
hier nicht weiter kommen k a n n ,  ehe nicht einigermassen festgestellt ist, 
wie weit die  Kunst  astronomischer Beoixichtungen und  d i e  Kerintniss des 
gestirnten IIimmels bei den Griechen zu P l  a t o  n '  s Zeit fortgeschritten 
oder, richtiger gesagt, wieviel von solcher Wissenschaft aus den alteren 
kigyptischen u n d  babylonischen Culturkreisen s u  ihnen damals schon 
durchgedrungen war. 

Bis ich bei diesem Hinderniss anhalten musste, hatte ich mir etwa 
folgenden W e g  der Untersuchung gedacht. Uas , ,grosse und wahre J a h r L L  

t o r ,  Vorles. 1 ,  S. 146flg., stellt,e eine lehrreiche, von Tliukydir les  bis in dss 
Mittelalter herabgehende Reihe von Beispielen ziisammen fiir den falschen Schluss 
vom Umfange einer Figur auf deren Flache Es war also die obige umstandliche 
Definition des Rechtecks weder zu P y t h a  go r a s '  noch aiich spater zu P 1 a to n's 
Zeit überiiüssig. 

26) Vergl. P a p p o s  III, p. 84, 25:  ( , u ~ < i o ' z q r ~ ~ )  nt uiv c r ~ ~ ~ t ~ i n ' ~ ~ v a i i .  Andere 
Beispiele finden sich in1 D i n  d O r f '  schen Thesaurus G ~ a e c a e  linguae aufgeführt. 

27) f l z e ;  noArz. 8 p. 546 B :  Pori 82 8riy p h  y 6 v v q ~ @  Z E ~ ~ O ~ O Ç ,  $Y Ci@~ap;>5 
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Die geometrische Zahl in  Platon's VIII. Buche vom Staate. 57 
I-~--~?->.Y,,_UY^--*.- ~ - * ~ - - _ - . I - I - I ~ _ I ~ - - . .  

C i c e r  O ' B war nach dem Wortlaute bei T a c i  t u sZ8) aufgefasst morden 
als die Wiederkehr des gleichen Anblicks des Fixsternhimmels, etwa beim 
Eintritt der Frühlings - l 'ag - und Nachtgleiche , nach eiuem einmaligen 
Urnlaufc der Pole des Aequators uni die Pole der Ekliptik. Diese Pe- 
riode konnte von den  Alten nur  ungefahr abgeschatzt werden. Zwei 
Jahrhunderte nach C i c e r o  ist sie von P t o l e m t i o s  auf 36000 J a h r e  
angesetzt wordeu (ohen Anm. 19). Vielleicht knüpfte der grosse Astro- 
nom an die oben ermittelte geometrische Zahl  P 1 a t O n ' s a n ,  deren Betrag 
ihm wohl bekannt sein konnte. C i  c e r o  seinerseits hat  sus  A r i s  t o  t e l e s  
geschopftzg); aher  A r i s  t O t e l  e E hat  noch von einer andern Periode ge- 
bandelt, alti derjenigen, welche durch die Pracession der T a g -  und' 
h'achtgleichen bedingt ist. E r  h a t ,  wie C e n s o r  i n u s  (de die n r d .  18,  1 1 )  
berichtct, ein grosses und ein grosstes J a h r  u n t e r d i e d e n :  est praelerea 
annus quem Arisloteles maxinzum polirrs qurim magnum oppellnt, quem salis el 

lunue vagarumque quinque stellururn orhcs conficiu?it. cuni ud idem signum, 
ulii quondunz simu2 fuerunt, una referuntur, und die Periode des grossten 
Jalires in Verbindung gebracht mit der Theorie eines Weltenwinters, der 
mit einer allgemeinen F l u t h ,  und eines Sommers, der mit einem Welten- 
brande endigt. 

Die Perioden, i n  welchen die fünf im Alterthum bekannten Planeten 
ihre scheinbaren Bahnen vollendeten , waren schon vor Pt o 1 e m  a o  s an- 
nahcrnd b c r ~ c h n c t ~ ~ ) .  Durch eine einfaclie Multiplication diescr funf 
Perioden mit einer moglichst genaherten Periode des Ausgleichs von 
Mondmonaten und  Sonnenjahren konnte man nun  leicht die grosse Pe- 
riode berechnen, nach deren Ablauf alle Einzelperioden zu einem gemein- 
schaftlichen Anfangspunkte zurückkehren würden. Es  ist  klar, dass der 
Retrag der Gesammtperiode um sa hoher ausfallen niusste, j e  genaner die  
Einzelperioden bestimmt wurden. I n  der T h a t  finden wir bei C e n s o -  
r i n  eine ganzc Reihe von Angaben üher die Grosse dieses Weltenjahres. 
Welchen Betrag A r  i s  t O t e 1 e s  ~ e l b s t  gesetzt haben inag, wissen wir nicht; 
vielleicht verzichtete e r  auf jede Zahlenangabe, gerade wie es P l a t  o n  
sowohl im VIII. Buche über den S taa t ,  als bei der bekannten Schilde- 
rung des Weltganzen im Timaos (p. 39 C. D)  thut.  Die letztere Stelle 
lasst sich nun mit A r i s  t O t e l  e s '  Zeugniss i n  einen charakteristiecheri 
Zusammenhang bringen. P l a t  o n  sagt,  dass die vollkommene Zahl das 
vollkommene J a h r  dann erfülle, wenn s h m t l i c h e  a c b t  Perioden soviele 
-- - -- 

28) Diaz. de orat. 16: is est magnw e t  vews annus, p w  eadem posi t io  caeli 
siderumpue, quae w m  mazime est, rurszcrn e z i s l e t .  

29) S. der] nkheren Naohweis bei Usener  im Rheinischen Museum XXVIII, 
1873, S. 394 flgg. 

30) Vergl. die Zusammenstellung bei Cicero ,  De dinim. 2, 20. Derselbe be- 
aeichnet die Gesanimtperiode des Mondes, der Soune und der fünf Planeten ais 
magaws annus. 

Hiat.lit.-Abth. d. Zeitaohr. 1. Math. u. Phys. XXVII, 2.  
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Mal abgelaufen s ind ,  dass sie eu dem gemeinschaftlichen Anfangspunkte 
zurückkehren. AIS erste dieser Perioden hat  er s ~ l h s t  vorlier di0 Zeit 
von T a g  und Nacht genannt ,  die  zwaite ist der Mondmonat, die dritte 
des J a h r ,  die übrigen Sind die der  fünf Planeten. A r i s  t o  t e l e s  hat, 
soweit wir ans  dem kurzen Berichte hei C e n s o r i n  ersehen,  nur von 
siehen Perioden gcsprochcn ; allein was bei P 1 a t O n die erste von seinen 
acht Perioden is t ,  das lautet bei A r i s  t o t e l e s :  ctim ad idem sigr2um 
(niimlich zodinci), ubi qltondurn simul fiierirnf, una referunfur.  Hiklist 
wahrscheinlich ha t  also A r i s  t o t e l e s  die Periode der  Pracession mit in 
den Bereich seiner Berechnung gezogen. Nun bieten sich weit,er zwri 
Moglichkeiten dar. Entweder  hat A r i s t o t e l e s  g m e i n t ,  dass in der 
Zeitdauer e i n e r  Pracessionsperiode die Zeiten der siehen Planetenperio- 
den ohne Kest aufgehen, sa dass nach Ablauf einer aolchen grossen 
Periode auch die sieben kleineren Perioden zu einem gleichen Anfang 
zurückkchren, oder e r  hat ,  was einen weit grtisseren Fortschritt in der 
astronomischen Theorie bezeichnen wiirde, hereits erkannt ,  dass jenc 
crste Pcriode,  t rotz  ihrcr langcn Dauer, die  andereu Perioden nicht olinr 
Rest in  sich entlialt ,  mitliin als ,,grosstes J a h r "  eine noch weit umfnng- 
liçhere Gesanirutperiode, welche alle Eirizelperioden in sich aufuimuit, zu 
bilden sei. K a n n  man die letztere Alternative dem A r i s t o t e l e s  niclit 
mit Sicherheit zusprechen, so scheint sie noch weit weniger auf P l a t o n ' s  
Stelle Bezug zu Iiaben, und doch iinden wir hier einen Begriff, der da8 
Wagniss einer solchen Hypothese vielleicht entschuldigt. I len Zeitbetrag 
einer Gesammtperiode, sagt P 1 a t O n ,  kennen die  Mensclien nicht, so 
unfasubar ist  die Zahl der  Flineelperiodeu und  so wunderbar verschlungen 
sind die  Einzelbalinen der  Gestirne. 

D e r  Regriff des Uaendlichen ersclieint also hier, wie auch an einer 
Stelle des Gesprachs iiher den Staatsmann31), al8 das Product einer un- 
bestimmbaren Zahl  von Einzelperioden. 1st das cigcntlich nicht der 
glciclir. Gedanke ,  wie ihn A r c h  i m e d e s  i n  seiner Sandzahlung mit emi- 
nentem S c h a r f ~ i n n e  und nach streng wi.xienschaftlicher Methode definirt? 
Und wenn wir fragen wollten, wie A r c h  i m e d e s  wohl darauf gekommen 

31) l7o1tsrno'~ cap. 13, besonders p. 270A: &cise (zùv ov'pruvùv mai xo'ayov) 

&ci'nnArv n o ~ t v ' r c i ~ f f r  n0n j . i~  Z E ~ L ~ ~ C O V  , u ' u ~ L ~ ~ ( Y ; .  T a n n e r p ,  L e  nombre nuptCal, 
p. 173 (vergl. otien Anrn. 3) weist darauf hin,  dasu die Astronomie zu Platon 's  
Zeiteri weit geuiig fortgeschritten war, um eu erkeurien, dass die Plarietenuuiliiufe 
nicht commensurabel eind zu dem Sternentage, mithin das grosse Jahr, nur als 
Auugleich zmiachen jenen UmlLiufen und dem Umschwurig des Himmels gedacht, 
einen Zahlenwerth ausdriicken miisste, welcher die für Griechen leieht veretind- 
lichen Betrige überstieg. Was die Praçession der Tag-  und Nachtgleichen an- 
laugt , welche nach M a r t i n  p. 277 Ag. dern P l a t o n  unbekannt geweseu sein soli, 
so ist es wohl gestattet, eine dunkle Kunde davon aus der oben angefülirten Stelle 
au entnehmen. Als ein Vor- und Rückschreiten hat ja auch A r i s t o t e l e s  (oben 
S. 67) sein grosstes dahr aufgefasst. 
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sei, die erste über die  gewohnlichen Zahlworter hinaiisgehande Stufe 

seines ZahlengebaudesS2) meio8oç, d. i. einen Umlauf zu nenncn ,  so 
finden wir bei ihm selber keine E r k k r u n g  dafür;  wohl aber hietet sich 
eine eutreffende Analogie ungezwungen dar, sowie wir die angeführten 

Stellen P l  a t o n ' s  vergleichen. Dieser geht aus von den  Bewegungen 
der Gestirne, und indern er die  Zahl der Einzelperioden als unfassbar 
darstellt, gelangt er zu einer ungekannten Gesammtzahl: für A r c h i m  e - 
d e s  bildet die Unendlichkeit den in fernste F e r n e  hinausgeschobenen 

Bintergrund, nach welchem man ztihlend und messend sa weit vordringen 
kann, dam man im einzelnen Fal le  nie zu sagen vermag, die  aueserste 
bereits erreichte Zahl sei auch die letete, die überhsupt erreicht werden 

k b n e .  
Nur e i n e  Bemerkung sei zuletzt noch gestattet. Dürfen wir in 

A r c h i m e d  e s '  Zahlenperioden einen Anklang an P l a t o n ' s  ~ E ~ ~ O ~ O L  

finden, sa konnen wir wohl Ruch umgekehrt die Vermuthung aufstellen, 
dass es eine decimale Zahlengruppirung, wio spater bei A p 0110 n i a s 3 )  
und A r c  h i m e  d e s  war, aus welcher P l  a t o n  seine ,,vollkommene Zahl" 
aiifgehaut sich dachte3*). Mithin stand diese dem Gottlichen gewidmete 
Zahl nicht in unmittelbarer Beziehung zu der sexagesimal construirten 
geometrischen Zahl. D m  Menschliche, Hinfallige und vielfach Redingt,e 

ist gebunden a n  die vielen Factoren der Seclizigzahl, einschliesslich der 
7 und des letzten unsagbaren Factors; das Gottliche und Vollendete 
dagegen ist einfach aufgebaut und schliesst desbalb wohl der Lehnzatil 
sic11 a n ,  auf welcher das ganze Zahlensystem heruht und  welche in deri 
grossartigen Systemen spaterer griechischer Mathematiker zu wissmschaft- 

licher Geltiing gelangte 35). 

5 2 )  Ueber das Archimedische Systcm eines unbegrenzten Aufbaues der Zahlen- 
reihe in stets noch verstandlichen Beuennungen vergl. J. L. H e i b e r g ,  Quaest. 
Archin~., p. 59 flg., ncuerdings auch dessen Ausgabc des Archiiuf~des, vol. II p. 266 
bis 271. 

33) Bei P a p p o  s in den Re~ten  des II.Biiches, vol. 1 p. 2flgg , vol.111 p. 1212flgg. 
meiner Aiisgahe. 

34) Zeller ,  H u n z i k e r  und R o t h l a u f  (oben Anm. 3) nehmen 10000 als die 
vollknmmene Zahl P l a t o n ' s  an,  d. i. die ICpoche, welche im Phaedros p. 248 E 
fiir die Seelenwanderiing gesetzt wird. Dass die Bah1 jedenfalls als eine decimale 
zu denken ist, lehrt deutlich die Stelle im Staatsmann (Anm. 13); dieselbe eeigt 
alber aiict, dass wir eiue weit grossere Zahl, als die einfaclie Myriade anxiinelimen 
hahen. 

35) Bei Apol lon ios  werden die Potenzen der Myriaden genaii sa gruppirt, 
wie die Potenzeu der Griindzahl 60 im Sexagesimalsystem. Ar ch im e d es wahlt 
anvtatt der Myriade diejenige ausserste Zahl, fiir welche die griechische Sprache 
noch einen nninittelharen Aii~druck hatte, niiinlich 10000'. Ilas ist der' Rahmen 
seiner Octaden, und er ldsst nun diirch Multiplicationen eine heliebige Zahl in 
ganz analoger Weise ans einer Octade in die andere aufriicken, wie in der Sexit- 
gesinialrechnung tieispielsweise 54 vierte Sechzigstel, mit 10 multiplicirt, zu Y drit- 

5 
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60 Hiutoriuch - l i te rar ische  A b t h e i l m g  

ten Sechzigsteln, oder 55 vierte Sechzigstel, ebenfalls mit  10 multiplicirt, zu 9 
dritten und 10 vierten Sechzigsteln werden. Beide, A p o l l o n i o s  und Arch i  - 
m e  d e s ,  haben also das decimale System, und zwar mit Zugrundelegung hvherer 
Einheiten, bewusster Weifie so ausgebildet, wie vor ihnen das sexagesimale System, 
freilich von einer weit kleinern Einheit aus und auch in der Potenzirung beschrink- 
ter, gescha,fFen worden war. Remerkenswerth bleibt es jedenfalls, dass die Me- 
thode der Zahlenvermehrnug diirch Potenziren im griechischen Culturkreise zuerst 
an  der sexagefiimalen Grundzahl geübt und erst dann wissenschaftlich fortgeechritr 
ten ist zu einer decimalen Grundzahl, so dass erst von da  an  Grundzahl und 
Zahlenbezeichnung d e m s e l b e n  System angehorten. Auch die sprachlichen Aus- 
drücke zu iergleichen lohnt der Mühe. Die Sexagesimalrechnung erhielt sich in 
der griechischen Praxis Iiur riach der Seite der Theilung hin. So wurden geliildet 
die i ( 7 jxoor ;  n q G r c r ,  G ~ v ' z z ~ a r  u. S. W. Entsprechend nennt A r c h i m e d e s  die 
Zahlen seiner ersten Octade 6pr i+po i  n p G z o r ,  die der zweiten G ~ v ' r z ~ o r  u. 8.  W. 

A p  o 11 O n i  o s  bezeichnete seine Potenzeu der Myriaden durch die Zahlwvrter 
u x A o C ç ,  dlxAoGs 11. S .  w.  und konrite auf diesem Q7ege in bequemen sprachlicheri 
Ausdrücken bis zu so huhen Za,hlen fortschreiten, dam jedem vorauszusehenden 
Bedarf dadurch geniigt eu sein schien. Ueberdies konnte durch die Wenduug 
pv~tOLc i p ' v v p ~ ~  T$ Z Ciet8p@, wobei Z einen beliebigen Exponenten des Dig- 
nandus 10000 bezeichnet ( P a p p o ~ ,  vol. 1 p. 4, 15 u. s W.; vol. III Index unter àpd- 
v v p o ~ )  uoch weiter, als durch die auf - n l o ù s  endigenden Zahlworter vorgeschrit- 
t m  werden. 1st es doch nach d i e ~ e r  Formel, also im Sinne des A p o l l o n i o s ,  
sogar moglich , die ungeheure Zahl, welche A m  t h o r in dieser Zeitschrift, histor.- 
literrtr. Abth. XXV S 170, ale Resultat des Rinderproblems ausrechnet, in grie- 
chischer Sprache auseudrücken. Dass cin sprachlicher Ausdruck derselben Zahl 
auch nach dem Sgstem des A r  cl] i m  e d e s leicht aufzufinden ist, hedarf wohl kauni 
bc~ondcrer  Erwiihnung. 
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Recensionen. 

Ornndziige der mathematinchen Geographie und der Landkarten - Pro-  
jeotion. E i n  Handbuch für J e d e n ,  der  ohne Kenutniss der hoheren 
Mathematik sich unterrichten will, insbesondere für Lehramts- 
candidaten der  Mittel- und Volksschulen, von ANTON STICINHAUSER, 
k. k. Regierungsrath. Zweite vollig umgearbeitete und vermehrte 
Auflage. Mit 177 Holzschnitten. 'Rien 1880. Verlag von Fried-  
rich Beck. IV, 143 S. 

Das Büchlein hal t  treulich, was es verspricht. Wer ,  ohne vorher 
tiefere Studien gemacht z u  haben,  eine ausreichende Kenntniss der 
mathematisch - geographisctien Lehren und  ihrer wichtigsten Anwendungeu 
sich erwerben will, mag dasselbe getrost eu seinem Fiihrer wahlen. E s  
ist ewar die früher beliebto Sitte,  popularen Schriften über angewandte 
Mathematik einen kurzen Inbegriff der wichtigsten Vorkenntnisse vor- 
ausauschicken, in neuerer Zeit fast giinzlich abgekommen und es mag 
deshalb Wunder  nehmen,  dieselbe hier wieder anfgefrischt zn  finden, 
indess ist die  hier getroffene Auswahl eine so gute  und  zweckent- 
sprechende, dass man sich gleichwohl mit der ersten Abtheilnng bald 
hefreundon wird. Nacbdem die wichtigsten Satze der ebenen u n d  raum- 
lichen Geometrie, ~ r i ~ o n o m e t r i e  und  Kegelschnittslehre kurz vorgeführt 
Sind, l rhr t  der Verfassar die Orientirung nach den Weltgegenden mittelst 
Sonnennhr nnd Compass, giebt dann  i n  seiner bekannten gründlichen 
Weise eine Anleitung znr  Zeichnung von Laudkarten,  so  lange die he- 
züglichen Thcile der  Erdoberflache als eben betrachtet werden dürfen, 
und erortert die Grundsatze des topographischen Zeichnens. Auch die  
Compasskarten, die bis zur  Mitte des XVLI. Jahrhunderts  bei den See- 
fahrern fast allein im Gebrauche waren,  finden ihre Stelle; s o  ist  (S. 43) 
der nordliche Theil des adriatischen Meeres nach diesem Systeme ver- 
zeichnot. - E s  folgt die eigentlichc mathematische Geographie, bei deren 
Darstellung von der  Rechnung uatürlich ganz abgesehen, dafür aber auf 
Verauschaulichung der himmlischen Erscheinungen nui su mehr Bedacht 
genommen wird. Die Fignren (meisteutheils aiif schwarzem Grunde) Sind 
denn in der Tliat auch ganz vorzüglich ausgeführt; wir nennen ,  als be- 
souders hervorragende Leistungen auf diasern Gebiete, dia graphische 
Bestimmung der 'i'ag- und Nachtlangen (S. 70) und die Construction der 
Sichtbarkeitfizoue (S. 83) einer totalen Sounenfinsterniss. Natiirlich wer- 
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den auch die Modelle besprochen, Globen, Tel lur ien,  Lunarien und 
Armillarspharen *, die j a  a n  sich vom hiichsten didaktischen Werthe sind, 
ganz besonders aber solchen Lcsern, wie sio der Verfasser im Ange hat, 
empfohlen werden müssen. - D e n  Schwerpunkt de8 Werkchens bildet, 
wie von dem berühmten Kartographen nicht an der^ zu erwarten war, 
die  Projectionslelire. Alle nur  geschichtlich interessanten Abbildungs- 
methoden sind in dieser zweiten Auflage ansgeschlossen worden, indess 
ist  die Auswahl noch immer eine sehr reiche. Manche Unterarten der 
so überaus vielseitigen stereographischen Projection, wic die  extorne 
Horizontalprojection von J a m  e s ,  die schiefe Kegelprojection von B r  a u n  
werden auch deln Kenner  merkwürdig sein. Die  aquivnlenten Ahbildun- 
gen werden gleichfalls nicht vergessen. Einen vortrefflichen Eindruck 
macht die  Darstellung des Projectionsverfahrens von N e r c a  t o  r (S. 117), 
denn durch dieselbe mnss auch dem unbefangensten Beschauer auf den 
ersten Blick klar  wsrden,  wio sich die loxodromische Curve in  eine ge- 
rade Linie verwandelt. Zum Schlusse begegnen wir einer Anweisung, 
die  Netze zu spbarischeu Zweieçken herzustellen, mit denen alsdann die 
Oberflache eines Globus überspannt werden soll,  und einer Zusammen- 
stellung der wiehtigsten Flachenverhaltnisse auf dem Erdspharoid, sowie 
andlich einem sehr genauen Sachregister. 

Lediglich z u  dem, was über die  Berechnung der sogenannten ,, Küsten- 
entwickelungk' (S. 135) gesagt i s t ,  mochten wir uns eine Bemerkung ge- 
statten. Hers  S t e i n  h a u s  e r  hat  allerdings die bekannten verbesserten For- 
meln angegeben, welche vot  dan von C a r  1 R i t  t e r  gebrauchten wenigstens 
das E ine  voraus haben,  dass sie kein mathematisches Unding reprbsen 
tiren ( P  esch el-Ruge, Geschichte der  Erdkunde,  S. 812 flgg.). Un- 
brauchbar zu dem Zwecke, z u  welchem sie eigentlich i n s  Leben gerufen 
wurden, sind sie deswegen doch, denn gerade für  die Benrtheiluug dessen, 
was man in der vergleichenden Geograpliie als ,, Gliederung " der Küsten 
z u  bezeichnen pflegt, versagen sie vollig den  Dienst. E ine  sternformige 
Hypocykloide ist doch gewiss eine Figur, die  eine tüchtige Gliederung 
hat,  wahrend letztere einem mathematioicben Ovale vollstandig abgesprochen 
werden muss. Und doch kann man nach einem Theorem von D u r k g e  
leicht eine Ellipse angeben, die mit der  erwahnten Sternfigur gleichen 
Inhal t  und Umfang ha t ,  so dass nach der B o t h e ' s c h e n  Formel beide 
Gebilde die xiamliche Küstenentwickelung besatisen. Will man anf diesem 
Gebiete zu wirklich vorwendbarcn Ergcbnissen gelangen , so wird man 
wohl zu einem ahnlichen Gedanken seine Zuflucht nehmen müssen, wie 
ihm der  Berichterstatter irn 57. Tlieile des G r  u n  er t ' schen Archiva Aus- 
druck gegeben hat. -- 

* Xu erwiihnen ~ a r e  noch das von dern Münchner Reallehrer Go e t z erfundene, 
patentirte ,,EkliptikonLi, ein Lehrmittel, das Manches vor den gewohnlichen Ap- 
paraten voraus hat. 
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Mage da6 S t e i n  h a u s er 'sche Buch in den Handen recht vieler Pr i -  
vatstudirender zu finden sein und insbesondere auch in den  Lehrer- 
seminarien sich Eingang verschrrffen ! 

A n s b a c h .  

Die Recursionsformeln für  die Berechnung 
Enler'schen Zahlen, von A. RADICKE. 
Louis Nebert. 1880. I V ,  35 S. 

Dr. S. G ~ N T B E R .  

der Bernonlli'schen und 
Halle a. S., Verlag von 

Die kleine Schrift des durch mehrere analytische Abhandlungen wohl- 
bekannten Bromberger Mathematikers verfolgt das Ziel,  eine Reibe von 
Untersuchungen über gewisse für die gesarnmte Analysis fundamentale 
Zahlwerthe zu einern übersichtlichen Gesammtbilde'zu vereinigen. In  
sachlicher Beziehnng schliesst sie sich hauptsachlich a n  die Arbeiten von 
S e i d e l  und S t e r n ,  in formaler a n  jeoe von E d u a r d  L u c a s  a n ,  von 
welch' Letztarem intibesondere die überall zur Verwendung gelangeride 
operative Symbolik entlehnt ist. Bedienen wir uns,  abweichend von 
Herrn R a d  i c k e ,  der  hier schon ails ausseren Gründen bosonders be- 
quemen Hyperbelfunctionen, 'so konnen wiï  den drei Relationen, deren 
Studiurn den 1nh& des kleinen Buches bildet, die folgende Gestalt er- 
theilen : 

B,, , En und I', werden bezüglich 81s nts B e r n o u l l i ' s c h e  oder E u l e r ' s c h a  
%ah1 (Secantencoefficient) und als ntcr Tangentencoefficient bazeiclinet. 
Die Aufgabo d m  Verfassers war e s ,  Formeln anzugeben, mittolst deren 
diose Zahlen, wenn für eine gewisse Anzahl von Indices die Berechnung 
hereits stattgefunden ha t ,  fiir ein beliebig grosses n bestimmt werden 
konnen. 

Der  Verfasser entwickelt demzufolge h n a c h s t  ein System v o l l s t h -  
diger Recursionsformeln sowohl für die B ,  al6 anch fiir die E ,  alsdann 
aber zeigt e r ,  wie man mittelst des Lucas 'schori  ~perat ionscalculs  vou 
diesen allgemeinen Formeln zu den abgekiirzten Recursionsformeln von 
S e i d e l  und S t e r n  gelangen konne. Seine Ergebnisse setaen ihn i n  
den Stand,  eiiie Reiho von Beziehungen zwischen den B e r  n ou l l i ' schen  
und E u  1 er'schen Zahlen aiiszumitteln , wie sie theilweise hereite früher 
von S c h e r  k und. S t e r n  angegeben waren. Schliesslich werden anch 
die Tangentencoefficienten in  ahnlicher Weise behandelt. Den  Schluse 

bildet ein neuer und sehr eleganter Lehrsatz, durch welchen gezeigt 
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wird, dass die eine Gleichung (x- 1)P= O ,  symbolilich interpretirt ,  so- 
wohl die  Secantencoefficienten, als auch die Tangentencoefficienten liefert. 

. n i e  recurrente Berechnung dieser wichtigen Constanten ist durch die 
R a  d i  c ke 'sche Broschüre in der T h a t  zum wünsehenswertlien Abschlusse 
gebracht. Indass  verdient es  gerade diese Theorie ,  auch noch von einer 
andern Seite h ~ r  beleuchtet zu werden. Bedenkt  man,  dalis, sei es unter 
der F o r m  des bestirnrnten Integrals ,  sei es unter jener der Determinante, 
neuerdings auch d ie  geschlossene ilarstellung jener  merkwürdigen Zahlen 
mehrfach erbracht worden is t ,  so mird man eine Fortsetzung iiiiserer 
Vorlage für wiinschenswerth erklaren,  auf deren Tite1 das Wort  , ,Ra- 
cursionsformeln" durch , , independente Formeln" e u  e rse t~er i  ware. 

A n s b a c h .  Dr. S. G ~ N T H E R .  

Elementaree Handbuch der Qnaternionen. Von P. G. TAIT, M. A., Pro- 
fessor a n  der Universitat zn Edinbnrg. Autorisirte Uebersetzung 
von Dr .  G .  v. SCUERFF. Leipzig, Tenbner .  1880. 332 S. 

E h e  H a n  k el 's vortreffliches kleines Buch ,, Ueber complexe ZahlenL' 
1867  erschienen war,  fehlte es der  mathematischen Literatur in  Deutsch- 
land an einem Werke über Quaternionen in dem Sinne ,  wie dieser Wis- 
senszweig i n  England seit dan vierziger Jahren schon gepflegt wird. 
Damit ist nicht gesagt, dass diese Scite mathematischer Untersnchung 
bei uns überhaupt keine Beachtung gefunden hat te ,  denn die ,,AUE- 
dehnungslehre '' des gelehrten G r  a s s  m a n 11 war schon 1844,  resp. 
1862 erschianen und auch die Arbeiten S c  h e f f l e  r 's über die Verwendung 
des Imaginaren i n  der Geometrie und sein ,,Situationscalcul" datireu 
aus 1546 und  1552. Die Untersuchnngen dieser Manner streifen aber 
alle das Gebiet des Quaternionencalculs. W c n n  S c h  e f f 1 e r  selbst sich 
jetzt ganz ablehnend gegen die Theorien der Englander verhalt,  so haben 
auf H a n  k e l ' s  Anregung hin doch Andere diesern Gebiete ihre Anerken- 
n u n g  gezollt. F i  e d l  e r  ha t  seiner analytischen Geometrie des Raumes 
ein kurzes Capitel über Quaternionen einverleibt; der  Berichterstatter 
selbst hat  in soiner , ,Theorie  der goniometrischen und longirnetrischen 
Quaternionen" (1876) das Wesentlichste der Lehren H a m i l  t O n 's  mit- 
getheilt und u. A. versucht,  durch die  longimetrischen Qnaternionen die 
T h e  o r i  e der Rrchnung  mit Vectoren zu einer Art  Abschluss auf geo- 
metrischem Gebiete zu fübren. O d s t r y  c i l  bat (1878) in  einem kleinen 
Werkchen über ,, Quaternionen'' die Theorie und Anwendnng dieser Rech- 
nungsart kurz vorgeführt, und  in der jüngsten Zeit hahen die Elements 
of Quaternions, das  Hauptwerk des scharfsinnigen Begründers dieser 
Itechnungsweise, durch IIerrn P a u l  G l a n  eiue Veriifferitlichung in deut 
scher Uebersetzung gefunden. Doch ist von diesem umfangreichen Werke 
erst eine Lieferung erschienen, wahrend uns schon seit Jahresfrist in 
glanzender Ausstattung die deutsche Auagahe vcin T a i t ' x  Elementary 
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treatise on Quaternions vorliegt. T a i t  ist durch ' Arheikn  auf physi- 
kalbchem Gehiete auch bei nnti wohlbekannt; in England wird er als 
der Nachfolger des im J a h r e  1865 gestorbenen R. H a m i l t o n  auf  dem 
Gehiete der Quaternionen betrachtet. Das ~ u c h  T a i t ' s  giebt in  seiner 
gnten deutschen Bearbeiturig auf 382 Seiten eine vollat2ndige 'i'heorie 
und eine Reihe hiichst interesfianter Anwandungen der Quaternionen. 
Die Darstellung ist kurz und  k n a p p ,  fiir den Anfanger vielleicht a n  
manchen Stellen zu kurz. E'reilich sagt T a i t  selbst,  e r  halte nichts von 
dein Wissen, welches zu leicht errungen würde; doch dürfte uns  zu- 
weilen der Führer  etwas melir E l f e  angedeihen lassen. Wie z. B. aus 
den Gleichungen 

i2= j 2 =  ka= - 1 

nicht die Folgerung znlassig sein 6011, dass dann il j und k gleich f? und 
mithin unter einander gleich seien, ist wenigstens nicht sofort selbstver- 
standlich und hat  zum Thei l  anch als Gruudlage für Herrn S c h e f f  l e r  
gcdient i n  den Angriffcn, die der gelehrte Baurath gegen die Werke  
über diese Materie richtete. Ilass durch obige nicht falschen , aber durch 
eine bequeme Schreibweise nngenau ausgedrückteri Gleichurigen keine 
Fehler in den Rechnungen mit Quaternionen veranlasst wurdan, liegt daran, 
dass einiges Ueherlegen zeigt,  Drehungen um zwei Rechte ~ e i e n  niclit 
ideutisch, wenii ihre Axen nn te r  rechten Winkeln einander schneiden. 
Es ist daher ungenau ,  den  Wcrth von Qnaternionen, die nm zwei Rechte 
drnhen, aber nm verschiedene Axen, durch das einzige Zeichen -1 zu 
hezeichnen, woraus dann aber sofort die  Unzulassigkeit der Gleichung 
von i ,  j und  k folgt. 

Wenn wir nun versuchen, eine kurze Inhaltsangabe des Buches vor- 
zulegen, so sind wir i n  der  ühlen Lage ,  dem Kundigen auf dem Gebiate 
der Quaternionen Bekanntcs und dahcr viclfach Ueberflüssiges vorzu- 
tragen, dern Unkundigen aber Unklares, Weil s ich t  Aurireichendes unter- 
hreiten zn müssen. 

Naçti einer historischen kurzen Notiz über die alteren Versuche geo- 
metrischer Interpretirung imaginarer Ausdrücke giebt das erste Capitel 
die Addition und Siihtraction von Strecken i n  der Weise, wie dies von 
A r g a n d  im Anfang dieses Jahrhunderts  zucrst versucht wurde, namlich 
in derselben Ar t ,  wie Kriifte summirt werden,  die a n  demselhen Punkte 
nach verscbiedenen Richtungen angreifen. (Um ilirem Landsmanne die 
Prioritiit eu wahren, haben die Franzosen jüngst das Schriftchen A r -  
g a n d 's bei Gauthier -Villars neu erscheinen lassen.) Es  ist darnach 
eine riiumlicbc Strecke g nach Grosse und  Richtung ausgedrückt durch 

~ = x ~ + ~ B + y z ,  

wenn n, und y Einheitsstrecken i n  den Richtungen dreier Axen sind, 
wahrend x ,  y nnd  z die Masszahlen der in diesen Richtungen genomme- 
nen Coordinaten des Endpunktes  von p sind. Die Verwendbarkeit dieser 
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g e o  m e t r i s  c h  e n  Addition und Subtraction wird a n  einer Reihe interes- 
santer Anfgaben nachgewiesen. 

Uas  eigentliche Gebiet der Qnaternionen betritt T a i t  im zweiten 
Capitel. Dort  wird eine Quaternion definirt als der  Quotient zweier 
raumlichen Vectoren nnd  a ,  wenn bei diesar Messung von /3 durch a 

zugleich herücksichtigt werdan nicht nnr  die  ahsolnten Langen der Vecto- 
r e n ,  sondern auch der Winkel ,  den die Vectoren mit einandor bilden, und 
die Stellung der Ebene dieses Winkels, letztere etwa bestimmt durch das 
Fal len und  Streichen dieser Ebene. Die Abhangigkeit des geometrischen 
Quotienten q = /3 : LY von den genannten vier Elementen ist denn aiich der 
Grund des Namens der Quaternionen. Dem Nachweis, dass jede der vier 
Grundrechnungen mit Quaternionen wieder anf eine Quaternion führt, i ~ t  
der übrige Theil des Capitels gowidmet. Hierhei wird auch der Stein 
des Anstosses dieser Theorie für Viele erortert,  wonach das Product 9,q, 
zweier Quaternionen nicbt allgerriein gleich q2ql  is t ,  eiu Sntz,  der aber 
leicht zum Verstandniss gebracht wird,  wenn man n u r  festhalt, dass 
Quaternicinen ne,ue Zahlwerthe s ind ,  durch deren Multiplication mit einer 
St,recke diefie letztere nicht blos verlangert oder verkiirzt, sondern nnch 
in der Ebene der Quaternion selbst gedreht wird. - Gilt so da8 com- 
mutative Princip bei der Multiplication von Qnaternionen n i  c h t ,  so wird 
doch gezeigt, dasv das distributive und  associative Princip auch hier 
richtig bleiben, wonach 

E i n e  Siir die Rechnung hüchst wichtige Vereiufachung ergiebt sich 
aus dem Nachweis, dass die  Quaternion zweier zu einander rechtwinkligen 
Einhei t~vectoren dargestellt werden kann durch einen dritten Vector, der 
senkrecht zur  Ebene der beiden ersten ist. Sn i ~ t  a .  B., wenn i ,  j und 
k drei Einheitsvectoren in den Richtungen droier zu einander rechtwink- 
ligen raumlichen Axen sind , 

so dass 
i = j k ,  j = k i ,  k = i j  

oder auch ijk - 1 ist,  Gleichungen, die in dem Werke  des Herrn 
Dr. S c l i e f f ' l e r  über polydimensionale Grossen unverdiente - weil auf 

falschen Voraussetzungen beruhende - -  Angriffe erlitten. (Vergl. des Re- 
ferenten ,,Grundlrigen de.r Rechnung mit Quat,ernionen6'.) 

Indem nun umgekelirt jedor Vector als Vertreter einer Quaternion 
aufgefasst werden k a n n ,  ist  es leicht,  

nachzuweiscn, d. h. die Darstellung jeder Quaternion in Form eines vier- 
gliedrigen Ausdrucks, worin w ,  S ,  y und  z gemeine Zalilen, i l  j und k 
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aber Einheitsvectoren oder rechtwinklige Quaternionen dar~ te l len .  b i e  
Herleitung einer Reihe von Fundamentalformeln bildet den Rest  des 
Capitols. 

In Capitel III wird die leichte geometrische Deutung vieler Formelu 
gezeigt, zugleich aber auch die  Mannichfaltigkeit von Umformungen, dereri 
diese Formeln fahig sind. S o  stellen 

Tp=l'or;  7' (f) - =1 , (SE)'- ( V $  1 

etc. etc. lauter Quaternionengleichungen der  Kugelflache d m ,  wobei jede 
ein Ausdruck einer charakteristischen Eiçenschaft dieses geomutrischen 
Gebildes ist. 

Die Grnndgleichungen der ebenen und  spharischen Trigonometrie 
fioden ebenfalls ihre Ableitung. - Zum Schliisse des Capitels ist nach- 

gewiesen, wie auch f-1, das Imagin%e der  Algebra, bei Rechnungen 
mit Quaternionen dann wieder eintritt, weun z. B. die Schnittpunkte geo- 
metrischer Gehilde gesncht werden, die nicht z u  reellen Schnitten gelangen. 

Jetzt ist aber iz kein Vector, sondern eiue richtungslose Zahl. 
Der folgende Abschnitt beschaftigt sich mit der Differentiation von 

Quaternionen. Wegen der Nichtvertauschbarkeit der Factoren bietet diese 
Rechnung Schwierigkeiten, die sich nach H a  m i l  t O n'a Ansicht nicht an- 
ders Itisen lassen, als durch Zurückgreifen auf die Definition des Diffe- 
rantials, wie sie N e w t o n  gegeben hat und von welcher die  jetzt in der 
Analysis üblichc nur  oin besonderer Fal l  ist. 1st n k ~ l i c h  r = F(q), so  
ist nach N e w t o n  

d r = d F ( q ) = l i m n  

für n gleich W. Nach dieser Uefinition brauclien <Ir und tfy nicht un- 
endlich klein zu se in ,  eine Annalime, die  daher auch bei Punctionen von 
Qnaternionen nicht gemacht wird. UnterVoranssetzung gewiihnlicher Func-  
tioneo, d. h.  solcher, worin die  variabelen Grossen keine Qnaternionen 
sind, führt übrigens dio obige Definition des Diffrrentials, wie man leicht 
sieht, zu denselben Ergebnissen, wie die gewohnliche Differentialrechnung. 
Die Engliinder erwahnen mit einer gewissen Genugthuung, dass bei dieser 
Erweiterung der allgemeinen Arithmetik auf die vielfach etwas verachtlich 
behandelte Methode N e w  t O n's zurückgegriffen werden musste. 

Doch nicht blos die  Differentiation der Quaternionfunctionen bietet 
Schwierigkeiten wcgen der Nichtcornmutativit#t der Produete, auch die 
Ltitiung von Gleichungen, selbst ersten Grades, wird dadurch erheblich 
erschwert. So ist  z. B. aus 

u q + ! l h = c ,  

worin alle Grtissen Quaternionen sind , dnrchaiis nicht gestattet, 
C 

( a + h ) q = c  und p z - -  
a + b  
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zu setzen,  sondern nur  auf Umwegen gelangt man zu einem Wertho von 
9.  - H a m  i 1 t o n gat  eine ,, bewundernswerthe" Methode gegehen, eiine jede 
Quaternionengleichiing ersten Grades z u  losen; dieselbe iet in Capitel V 
von T a i t  abgekürzt (reproducirt. 

D i e  Capitel V I  bis XI sind den Anwendungen der Quaternionen 
gewidmet. So werden in dein VI. Capitel Aufgaben aus der aualytischen 
Geornetrie der Geraden und der Ebene  gelost, in  Capitel VI1 solche iiber 
die  Kugel-  und Kreiskegalfl~che. Hier  und  in Capitel VIII,  der Unter- 
suchung der Flachen zweiten  grade^, zeigt sich erst die Machtigkeit des 
neuen Werkzeuges. Den krurnmen Liuien und  Fltichen überhaupt ist 
das IX., Untersuchungen aus der  Mechanik und  .Physik Sind dab X. und 
XI. Capitel gewidmet. 1)ass diese Untersuchungen mit zu den interessan- 
testen gehoren, ist bei der wissenschaftlichen Stellung ' l 'ait 's  und bei dern 
Charakter d m  Methode, dio ja  den Vector nicht als todto Linie, son- 
dern als Vertreter von Translationen und  Rotatiouen einführt,  nicht anders 
xu erwarten;  kaun  man j a  ails Symbolen nichts lierauslesen, was nicht 
durch Definition hineingelegt ist. 

Das Buch ist ganz besonders Denen zu empfehlen, die rasch in die 
Methode und dcren Anwcndungen in der Physik eingoführt scin wollen, 
und wir dürfen hoffen, dasa, trotz unmotivirter Nbrgelei an der Nethode, 
mit dem Ersclieinen der Werko von T a i t  und H a m i l t o n  in deutsçher 
Sprache auch die  Sprodigkeit etwas nachlasst, mit der bis jetzt deutsche 
Mathematiker einem Gebiete gegenühergestanden hahen,  dem doch aiich 
schon G a u s s  und C a u c h y  var mehr denn 25 Jahrcn  eincn Thcil ihror 
Aufmerksamkeit zuwendeten - Letzterer walirscheinlich angoregt durch 
unsern Landsmann G r  a s  am a n n. W. UNVEBZAGT. 

SCHEFFLER, Dr. H., Die polydimensionalen GrOssen und die vollkom- 
menen Primzahlen. Braunscliweig , hei Vicweg und  Sohn. 

L)as vorliegende W e r k  steht in  e n g ~ t e r  Verfiindung mit zwei anderen 
Werkeu desselben Verfalisers, mit dem ,, Situationscalcul" und den ,, Natur- 
gesetzen", iridem es im Ganzen eine Erweiterung des erstern nnd  eine 
Einleitung i n  letzteres bezweckt; es hietet cinc vollstandige Theorie des 
Situationscalculs, Anwendnngen desselben auf Zahlentheorie und Geo- 
metrie, namentlich auf den vierdimensionalen Raurn, und  verbindet da- 
mit e ine scharfe Polemik. 

Der  Situationscalcul bezweckt, das Rechnen mit complexen Zahlen 
aiif ein aus baliehig violen Einheiten gebildetes Grossengebiet zu über- 
tragen. Wir  wisscn durch W c i e r  s t r a s s ,  dass hierfiir die gewbhnlichen 
Multiplications- und Divisionsgmetze nicht bestehen bleiben konnen. Der 
Versuch des Verfassers hat  den Vorzug, dass e r  für 11 = 2 mit den ge- 
wohnlichen complexen Zahlen identisch wird und für n = 3  in engste 
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Beziehung zum Euklidischen Raume tritt. Es  sei gestattet,  mit einigen 
Worten darauf einzugehen. Um die Strecke OA z u  bestimrnen, welclie 
vom Scheitel O eines rechtwiukligen Coordinatensystems nach einem be- 
liehigen Punkt  A gezogen i ~ t ,  wahlt Herr  S c h e f f l e r  die Projectionen 
von O A  auf die Axen zu cartesischen, und  zu Polarcoordinaten ausser 
der Lange a den Winkel X O A = i r  und  den  Keigungswinkel /3 von X O A  
zu XOF; dann erscheint Od in den  drei Formen 

a e u i d i l  = a (cos (Y + i sin (Y COS + ii, sin (Y siri p )  = x + y i + z ii,. 

Die Multiplicationsgesetze ergeben sicli dann aus der Gleichung 

a e ~ i @ ,  . alen, iep , i ,  = e(af a,)ielpf p,>il- 

Die Anwendung der dritten Form wiirde schon bei der Multiplication z u  
iri2itionalen Ausdrücken von geringer Uebersichtlichkeit führen. Ganz 
ahnlich wird die Rechnung mit Ausdrücken von der  Form ueaiePileyi2 ... 
Für diese allgemeinen Grossen ha t  nun  der Verfasser die Theorie der 
Primzahlen untersucht und  ist dabei durch cine einfache Deduction z u  
folgenden allgemeinen Satzen gelangt: J e d e  reellc Zahl kann als Product 
von mehreren Z a h l m  des polydimensionalen Gebietes dargestellt nerden,  
und zwar bedarf eine Primzahl von der Form 2'- ' (2n+l) -1  zu ihrer 
Zerlegung r - dimensionale Grossen ; wenn sich dagegen eine Zabl aus 
einem n-dimeiisionalen Gebiete nicht in Factoren desselben Gebietes 
zerlegen lasst,  so ist  es  auch unmoglich, sie in  (72 + m)-  dimensionalc 
Factoren zu zerlegen, sie ist nach dem Ausdruck des Verfassers eine 
vollkommene Primzahl. 

Auch für manche geornetrische Probleme ist der Calcul,  wie das  
Wcrk zeigt,  mit Vortheil z u  bcnutzen. E s  Sind dies die Satze über das 
spharische Dreieck, Beziehungen zwischen den Seiten und  Winkeln eines 
Kaurnpolygons und einer k6rperliclien Ecke. Alle diese und einige %lin- 
liche Satze ergebe,n sich mit überraschender Einfachheit und erscheinen 
m m  Theil in einem ganz neuen Lichte. W i r  bedauern daher ,  dass der  
Situationscalcul no wenig hekannt  und  seine Anwcndung für schwicrigere 
Probleme noch gar nicht versuclit ist. 

Von hoherer Bedentung, als die iinwendungen, Sind für Herrn S c  h e f f  - 
1 ~ r  die Principieii  de^ Calculs, da sie nach seiner Ansicht von ganz 
geoereller arithmetischer Natur s ind ,  sich aue den Entwickelungen der 
allgemeinen Begriffe von Grossen und Grossenver%nderungen ergeben 
und auf jedes wirkliche Gross~ngebie t  Anwcndung erleiden. Wenn diese 
Ansicht berechtigt ware,  so würde neben der principiellen Wichtigkeit 
die Frage iiach den Anwendungen kaum i n  Betracht kommen; aber die 
ganze Hcrleitung der  Opcrationsgesctze wird ~icherl ich nur  wenig Freunde  
finden. Die gebrauchliche Herleitung wird vollstandig verworfen; viel- 
mehr sol1 zwischen der  Numeration als Zahlung, der Addition als Ver- 
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einigung u n d  der Multiplication ein wesentlicher Uiiterschied bestehen. 
Additianen u n d  Multiplicationen werden als primare, secnndare etc. unter- 
schieden; die secundare Addition von Linien soll z.  B. ihre Lange un- 
geandert lassen, dagegen auf die unendlich kleine Breite einwirken. Die 
prirnare Multiplication soll eine Verhaltnissanderung des Multiplicands 
se in ,  d. h .  eine Veranderung aller seiner 'i'heile nach eiriem uud dem- 
selben Verhaltniss, ohne irgend eine Aenderung der  Anzahl ,  nocb des 
relativen or te^ dieser 'i'heile. Dagegen ist die secundare Multiplication, 
di6 Declination, eine Veranderung des Verhaltnisses zur Grundrichtnng; 
die tertiare, die Inclination, eine relative Bewegung um die Grundaxe 
im Grundraume n. S. W. Das  ist in Kürze die Grundlage, auf welcher 
der Verfasser sein System sufbaut.  Nach unserer Ansiclit siud diese 
Definitionen gane willkürlich; sie sind ferner liochstens für den Eukli- 
discheu Raum berechtigt, und zwar kann d ie  Berechtigung nicht von 
vorn Iierein bewiesen werden;  schliesslich aber müssen wir harvorheben, 
dass die Gesetze nicht direct aus diesen Definiticnen hergebildet werden 
ktinnen, sondern sich entweder nur  auf die Anschauung oder die Ana- 
logie stützen. 

So ist es nach unserer Ansicht nur  die Analogie, welche den Ver- 
fasser z u  seinen Gesetzen über den vierdimensionalen E a u m  führt. Wah- 
rend für Linien und Flachen die  Gesetze der  secundaren Multiplication 
mit der Anschauung der Drehung überoinstimmen, soll e in K6rper  r (etwa 
ein rechtwinkliges Parallelepipedon), weil r durch die eecnndare Multi- 
plication die Form r cos <u + ir siri a! annimmt , bei der Urehung in zwei 
Ktirper verwandelt werden, von denen der  e ine ,  r cos a, aus dem ur- 
sprünglichen durch Compression der Ei6he entsteht,  wahrend der andere 
als eine Verdichtung der Grundflache zu denken ist. Entqirechende 
Festsetzungen werden für die Inclination und  für die  quaternare Multi- 
plication getroffen. S o  gelangt der Verfastier zu dem Reaultate, dass 
der  vierdimensionale Raum begrifflich aus dem dreidimensionalen erhalten 
werde, indem man die demaelben anschaulioh zukommende Dichtigkeit 
Ku11 jeden beliebigen , poeitiven oder negativen Werth annehmen Iasst. 
Aus dieser, unseres Erachtens geetatteten, aber nicht nothmendigen Vor- 
stellung leitet der Verfasser eine Reihe sch6ner Folgerungen her ,  z. B. 
dass mindestens fünf Korper erforderlich se ien ,  um einen Raum von 
vier Dimensionen vollstandig zu begrenzen; dass K6rper  des Anschauungs- 
rnnmes durch den vierdimensionalen hindurch in ihre uymruetrische Lage 
iibergefiihrt werden konnen. Ilennoch miissen wir hervorheben , dass das 
Gebotene keineswegs ausreicht , die betreffende Raiimform , nameutlicli 
ihre Bewegungen vollstandig zu charakterisiren. 

Diese Theorie giebt dem Verfasser Anlass zu einer ausserst heftigen 
Kritik fremder Leistungen. Alles im Einzelnen zu widerlegen, gestattet 
der Eaum nicht; einige Punkte  müssen jedocli erwalint werden. 
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H a m  i l  t O n'a Quaternionen sind nach Herrn S c h e f  f l  e r e ine Ver- 
irrung, ein Zaubereinmaleins, gehiiren einern Zauberlande a n ;  dia Qua- 
ternionen mit complexen Argumenten bilden für ihn den  Gigfel der 
Begriffsverwirrung. Die Gründe,  womit er solche Anssprüche glaubt be- 
gründen zu konnen,  sirid gr6ssteritlieils seirier oben skizzirten 'I'heorie 
entriommen: so soll fz nur einen einzigen Werth liaben konnen ,  und  
nach philosophischen Principien soll ein Product von der Reihcnf'olge 
der Factoren unabhiiiigig sein.. E r  fiigt noch einige Rechniingen bei ,  urn 
Widcrsprüche im Calcul selbst nachzuweisen; aber diese stützen sic11 
wesentlich darauf, dass e r  den Factoren eine andere Reilienfolge heilegt, 
al8 H a m i l t o n ,  und dass er die Gesetze über das Kürzeu von Brücheu 
auch im Quaternionencalcul allgemein als giltig annimmt. E ine  Wider-  
legung im Einzelnen ist nm so weniger nothwendig, als nach einer Be- 
merknng des Her rn  F r o b e n i u s  ( B o r c h a r d t ' s  J o u r n a l ,  Rd. 84 S. 62) 
das Rechnen mit Quaternionen auf gewissc Transformationen hinauskommt 
und schon deshalh keinen innern Widerspruch enthalten kann. Wenn 
aber Herr S c  h e f f 1 e r  glanbt , sein Situationscalcul führe bei geome- 
trischen Probleuien leicliter zum Ziele und die Quaternionen müesten 
fortwiihrend die Anschauung zu IIilfe nelimen, so dürfte ihn  wohl ein 
Einblick in  die Werke von H a m i l t  O n und von T a i t  vom Gegentheil 
überzeugen. 

Ware dem Verfasser die erste ,, Ausdehnungslehre l L  G r a s s  m a n  n 's  
vom Jahre  1844 bekannt geworden, so würde er schwerlich seine An- 
griffe gegen G r a s  s ni a n  n aiifgeutellt liaben. 

Auf die Kritik der Dissertation R i e m a n n ' s  und seiner philoso- 
phischen Studien gehen wir nicht e in ,  dagegen müssen wir die  Angriffe 
auf dessen Habilitntionsvorlcsnng k u r ~  erwiihnen. Dass dicselbcn in der 
Verwerfnng der nicht - euklidischen Geometrie gipfeln, ist selbstverstand- 
lich. Hat te  der  Verfasser s ta t t  dieser nur  für den mündlichen Vortrag 
be~timrnten Ahhandlung andere Arbeiten seinem Angriffe zu Grunde  ge- 
legt, so würde e r  gefunden haben,  dass seine Bedenken schon ofter8 
widerlegt sind. D a  R i e m a n n  den W e g  nicht angiebt,  auf dem er  zu 
seinen Resultaten gelaugt ist ,  so nimmt Herr  S c h  e f f l e r  an,  die  Defi- 
nitionen und Formeln seien willkürlich aufgestellt, und glaubt weitliiufig 
gegen ein solches Verfaliren polemisiren zu sollen. Er verwirft den 
Ausdruck ,, mehrfach ausgedehnte MannichfaltigkeitlL; dem Wor te  ,,Kriim- 
rn i~ng '~ ,  welches bei R i e m a n n  eine rein analytische Bedeutung ha t ,  legt 
er die betreffende geometrisclie Anschauung bei und giündet  darauf seine 
Polemik. 

Wenn der  Herr  Verfasser seinem Situationscalcul n u r  eine innere 
Uerechtignng zuschreiben wollte, ohne ihn als die einzig rnogliclie Rech- 
nungsart mit n - fach complexen Grossen aufznstellen, so würden wir ilim 
gern beistimmen. Aber eine philosoptii~che Bcgründung, mit welcher die 
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Quatarnionen und die niclit-euklidischen Raurnformen nicht bestelien 
konoen,  tragt trotz mancher interessanter Seiten den Beweis der C n -  
richtigkeit in  sich. 

B r  i l  o n .  Dr. KILLINU.  

U N V E R Z A G T ,  Prof., Ueber die Grundlagen der  Rechnung mit Quaternionen. 
Osterprogramm der stadtisclien Realschule zweiter Ordnung zu 
Wiesbaden. 1881. 

Vorstehende Anzeige war hereits gesc.hrieben, als mir da8 vorliegende 
Programm zngesandt wurdc. Da die Abhandlung besonderc Rücksicht 
a n f  das W e r k  des Herrn S c l i e f f l e r  nimrnt, so scheint es angemeesen, 
sie im Anschluss an das vorangehende Referat kurz .zu besprecheri. Die 
Arbeit verdient schon deshalb weitere Beachtung, da  sie eine ausserst 
klare  elemeutare Entwickelung der Principien des Quaternionencalculs 
bietet,  wohei langeie Rechnungen unterdriickt s ind ,  wenn ihre Mittlieiliing 
den Ueberblick erschweit hattc. Die an sich schon interessante Dor- 
legung wird angenehrn belebt durch zahlreiche gescliichtliche Notieen 
über Quaternionen und verwandte Reçhnnngsarten. (Dabei muRs jedoch 
bemerkt werden, d a s s  G r  a s  s m a  n u ' s  ,, Ausdehnungslehre vom Jalire 
1862'' nicht die zweite Auflage des 1844 erschienenen Werkes,  sondern 
ein neuer Aufhaii der Theorie ist.) An pasmuden Stellen werden die 
Angriffe des Her rn  S c  h e f f  1 e r vollatandig widerlegt. Diese Vertheidigung 
sticht schon in ihrem ruhigen u n d  sicliern T o n e  vortheilhaft gegen dieses 
Werk  a b ,  Iasst aber an Klarlieit und Gründlichkeit niclite zu wünsclien 
iibrig. Vielleicht hatte der Verfasser gut  gethan,  an einzelnen Stellen 
mehr die innere Notliwendigkeit der getroffenen Fes t s~ tzungen  zu be- 
tonen,  s ta t t  sicb, was freilich hinreichend is t ,  mit dem Beweise der Er- 
laubtheit zu begniigen. Einige,  zum Theil nngenaue Bcmerkungen auf 
Seitr, 4 ,  15 und  16, welche mit dem Gegenstande nur  in  loser Verbin- 
dung  s tehen,  notliigen zu folgender literarisclien Notiz. l l e r r  W e i  e r - 
s t r a s s  liefert in seinen Vorlesungeri den Beweis des Satzes, dass für 
Zahlen, welche sus rnelir al6 zwei, Grundeinheiten gebildet s ind ,  die 
Regeln des gewohnlichen Rechnens nicht bestehen konnen. E ine  altere 
Form dieses Beweises hat  Herr  K o s s a k  1871 veroffentlicht. H e r  I i a z z  i - 
d a k i s  ha t  diese Theorie weiter verfolgt und ist zu einer Reihe von 
Satzen für solche Grossengebiete gelangt,  für welche die  Additions- und 
Multiplicationsregeln gelteri, aber ein Product verschwinden k a n n ,  ohne 
dass ein Factor  Nul1 ist. Wie  Her r  F r  o b e n  i n  s (R o r c h  a r  d t ' s  Joiirnal, 
Bd. 84) erwiihnt,  kann man durch Verbindung von linearen Transfor- 
mationen eine Rechnungsart scliaffen, in welcher nur  das commutative 
Gesetz der Multiplication negfi l l t .  Am E n d e  seiner Abhandluug lcgt 
e r  sich die Frage  vor ,  welches geschlossene System von Transformationen 
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so heschaffen sei ,  dass die Multiplication niclit verschwindender Factoren 
niemals Nul1 ergebe, und findet,  dass n u r  die  reellen, die  gewohnlichen 
cornplexen Znhlen und  die Quaternionen dieser Bedingung genügen. 
Dadurch dürfte nuch die Vermiithiing des Verfassers (S. 19) ihre Besta- 
tigung finden, dass die Elemente der Kinematik die Substrate dieser 
Untersucliungen sind. 

B r i l c n .  Dr.' KILLINGC. 

Lehrbnch der Differential - und Integralreehnnng. Von Dr. ,J. WOR-  
P I T ~ K Y ,  Professor Bn der konigl. Kricgs - Akademie und am Fried- 
richs-Werder'schen Gyrnnasiurn zu Berlin. Mit 81 in den Text  
eirigedruckten Holzschnitten. Berlin 1880, Weidmann'sçhe Buch- 
handlung. XX, 784 S. 

Kin eigenartiges Buch, nach Tnhalt, Anordoung nnd  Beweisführung 
vielfach ahwcichend von Wcrken gleicheu S i te l s ,  so viole es deren in 
verschiedrnen Sprachen giebt. Dem Inhal te  nach begegnen wir neben 
der Ableitung vou Differentialqiiotienten und  Integralen, neben den  
bekannten Anwendungen nuf Reihenentwickelungen von E'unctionen , auf 
;Maximal- und Rlinirnalwerthe, auf Ermittelung des Sinnes unbestimmter 
Funct ionalform~n,  nehen der Erorterung geometrischer Satze noch einer 
ziemlich h~t rach t l i chen  Anzahl von ~ r i h e t -  und Productenfolgen mit 
Einfichluss ihrer  Convergenzbedingungen, welche insgemein in  der so-  
geriannteu algebraisçheu Analysis als einer besoiidern Abtheilung der  
Mathematik bebandelt zu werden pflegen, begegnen wir wichtigen Sntzen 
aus der Theorie der  Gleichungen und  den Anfangen der Functionen- 
theorie, vermissen wir dagegeu Alles, was auf Integration von Differen- 
tialglcichungen sich bczieht. Die Anordnung betreffend, hehen wir nur  
fast auf's Gerathewohl hervor, in welcher Reihenfolge gewisse Haupt-  
materien abgehandelt sind. 

S. 42 ist  das bestimmte Integral als Reihensumme definirt; S. 82 ist 
F 2  u -- - 

a2 
h e w i e ~ e n ;  S. 1 0 2  ist der T a y l o r ' s c h e  Satz ahgeleitet, 

8 s . a ~  8 y . a ~  
S. 164 ist von dem sogenannten C a u c  h y'schen Hauptwertbe divergen- 
ter Integrale die Rede ;  S.  202 kornmen Aequivalente von infinitgren 
Functionen in F r a g e ,  insofern r p ( x ) ,  /(XI als aquivalent gelten, voraus- 

f ( X I  gesetzt, dass lim -- = 1, die Grenze auf ein x bezogen , welches heide 
'P ($1 

Functionen unendlich gross oder unendlich klein werden lasst; S. 3 0 3  
ersçheint der Drfinitionslehrsatz von der Differenzirbarkeit monogener 
Functionen nach x + i y ;  S. 378 heginnt die Auswerthung unhestimmter 
Forinen, a n  welche die Lehre von den Partialbrüchen sich anschliesst; 
S. 459 ist das E u l e r ' s c h e  Integral erster Gat tung,  S. 501 die Gamma- 

Hist.-lit. Abthlg. d. Zeitsahr, f. Math. n. Phys. XXVII, 2. 6 
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function als unendliches Product  dargestellt; S. 551 hebt das Capitel 
über Maxima und  Minima stetiger Fuiictionen a n ;  von S. 581 bis zum 
Scblusse finden wir endlich einen Anhang über die wichtigsten geome- 
trischen Anwendungen. n a s s  hei solcher Anordniing, die wohl in keinem 
einzigen Werke  verwandten Inhaltfi in  gleicher Weise getroffen werden 
wird,  faet sammtliche Beaeisführungen wenigstens der ersten Hiilfte des 
Bandes wesentlich anders sein müssen, als man es  gewolint i s t ,  vertitelit 
sich von selbst. 

Es fallt uns  nicht e in ,  dem Verfasser diesee Systems, woruntcr wir 
snwohl den Inha l t ,  als besouders die Anordnung verstehen, welcher sein 
Buch einen grotiseu Theil des ihm anhaftenden Interesses verdankt, das- 
selbe verübeln zu wollen. E s  fallt uns  noch weuiger e in ,  es für das 
allein richtige zu erklaren, dern zu Liehe alle ahweichenden Anordnungen 
verlassen werden miissten. Vielleicht wird das frülieeitige Vermeng~n 
von Differential- und Intcgralrechnnng, welches scit einigen Jahrzehntcn 
i n  Vorlesungen und Büchern sich Bahn briclit, mehr und  mehr in  vor- 
wiegeude Uel-iung treten, allein irri Uelirigeu dürfte es deru Mathematiker 
der Zukunft ,  wie der Vergangenheit gestattet hleiben, auf eigene Façon 
selig zu werden. Gewiss sol1 und  muss jeder gewissenhafte Lebrer  von 
der vorwiegenden Treffliçkkeit seines eigenen Ganges auf's Tiefste über- 
zeugt sein, denn sonst. würae e r  ihn nicht wahlen; aber  ein wenig Nach- 
sicht gegen Andersdenkende ist doch wu111 am Platze. Instiesoudere dürfte 
eine Vorrede, welche weniger streitsüchtig gehalten w8re,  dem Leser 
jedenfalle ein günsiigeres Vorurtheil erwecken. W i r  verhelilen es nicht, 
dass Herrn W o  r p  i t z  k y'fi Vorrede den entgegengesetztan Eindrnck hei 
uns hcrvorgerufcn Iiat und dass es i n  unseren Augen ein grossea Lob 
des Werkes enthal t ,  wenu wir ferner bekennen,  dass wir im Weiterlesen 
die Vorrede vergessen haben. 

F ü r  die Heweisfiihriingen ist es kennzaichnend , c',am Herr  Wo r - 
p i  t z k y sich nirgends , am Anfange so wenig, wie am Schlusse des Wer- 
kes,  scheut,  die  Schwierigkeiten d ~ u t l i c h  hervortreten xu lassen. Oh ein 
Schüler, der zum ersteu Male ruit der Analysis bekannt wird, diesen 
Feinbeiten f'olgen kanu ,  wissen wir nicht ,  das ist Sache einer Erfahrung, 
welche wohl nur  dem Verfasser selhst eur  Verfügung steht ;  aber das 
wissen wir, daas der Schiiler, w e l c h ~ r  im Stande war, einen so gegehenen 
Unterricht eu geniessen, vortreElich vorhereitet sein muss,  jeden noch 
sa schwierigen Gegenstand hbheror Mathematik in sich aufzunehmen und 
die in  jeuen Gebieten so nothwendige Zweifelsucht a n  der Streoge der 
Entwickelungen vollauf erworhen hat. Um a n  einigen Beispielen kenrit- 
lich zu machen, von welchen Schwierigkeiten wir reden ,  bemerken wir, 

dass schon S. 8 die Function y = 
1 

auftritt ,  die an der Stelle 

3 + lorz 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



- x = 1 eine Unstetigkeit in Gestalt eines Sprunges von endlicher Grosse 

nicht ohne Weiteres nach seiner oheren Grenze differentiirt werden darf, 
weil der Differentialquotient hei y = O einen Sprung von der Grosse 

1 
macbt; S. 217 ist an der  Entwickelung -- = (1-x)xO 

l + z  

+ (  1 - X ) Z ~ + ( ~ - X ) X ~ +  . . . + ( 1 - x ) x Z r + . . . ,  welche fiir - 1 < ~ < 1  
giltig ist , geneigt, dass bei x = 1 die bis dahin . continuirliche Reiha 
rech t~  vom Gleichheitszeichen auf'hort, dem Substitiitionswerthe z u  ent- 
sprechen, der bei s= 1 aus dem geschloseenen Ausdrucke links hervor- 
geht, 6 0  dass Grenzwerth und Sohsiitutionswerth als wohl zu unterschei- 

denda Begriffe erscheinen; S. 582 ist an der Curve y = s i n - d x  gezeigt, J' s 
dass dieselbt: an d ~ m  Punkte ,  desseu Abscisse Null ist ,  keine Tangente 
hefiitzt u. S. W. Dass hei dieser N ~ i g u n g  zur Strenge die Convergenz von 
brstirnmten Intcgralen und von unendlichen Rcihen besonders genau 
untersucht wird,  bedarf kaum der Erwahnung. Die Convergeuz der 
Reilien wird anf die von Integralen zurückgeführt, nnd hei dieser spielt 
neben und mit C a u c h y '  s singularen bestimmten Integralen (S. 51 flgg.) 
namentlich die Function los .Z1r .122.. . Zn-lx. (Znx)l+p eine HanPtrollel 
deren Graduirung (d. h. Untersuchnng des O r d n u n g s g r a d ~ s ,  i n  welchem 
sie unendlich wird) S. 148 erortert is t ,  und welche dann S. 202 flgg. 
als Aequivalent serwerthet wird. 

An verschiedenen Stellen sind die  Eifinder der betreffenden Satze 
narnhaft gemacht. Vermuthlich durch einen Druckfehler ist  S. 108 von 
der L e  g e n  d r e ' schen  Form des Restes der T a  y1 O r ' schen Reihe die 
Rede, wo es  die 'La  g r  a n g e '  scho Form heissen soll. Etwas zweifelhafter 
sind wir, ob S. 81 die sogenannte B e r n  o u l l i ' s c h e  Schlussweise von n 

aiif n + 1 nur durch einen Druckfehler für J o h a n n  B e r n o u l l i  be- 
ansprucht ist. Thatsachlich hat  nicht JO h a n  n ,  sondern J a c o b  B e r -  
n o u l l i  in den  Acta eruditornm vom September 1686 p. 360 die Methode 
hekannt gemacht, welihe ubrigens richtiger die P a s c a l ' s c h e  Methode 
genannt würde,  d a  auch dieser Mathematiker sich ihrer bereits mit dem 
vollen Bewusstsein ihrer Brauçhbarkeit bediente. Die Verweisungen hatten 
übrigms vielfach vermehrt werden konnen. So hatte die bedingte Con- 
vergenn die passendste G ~ l e g e n h e i t  geboten, den Namen D i r i c h l e t ' s  
zn nennen;  sa ware der Intrgralsinus und lntegralcosinus S ch1 O m i  l c h ' s ,  
welche S .  481 vorkommen, ihrem B e a r b e i t ~ r  znzl~weisen; so hatte E n l e  r' s 

Satz von den homogenen Functionen S. 665 als solcher besonders genannt  
werden sollen. Dagegen würden viele Leser auf Neubezeicliiiungen, wie 
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Tieffunctiouen statt  Binomialcoefficienten (S. 76) ,  oder das neue Loga. 
rithmeneeichen (S. 23, 126 und mehr) , oder il1 statt  C für die E u l  e r '  ticlie 
Constante (S. 490) rnuthrnasslich gern verzichten. 

W i r  haben einige wenige Ausstelluugen uns gestattet;  wir konnten 
sie vermehren. 1st es doch fast selbstvorstandlich, dass bei so mannich- 
faltigen Neuerungen, wie das vnr uns liegende Werk  sie darhietnt,  nicht 
eine jede jeden Lcser befriedigt, auch nicht immer befricdigen kann. 
Aber die Tbatsache,  dass in einern so vielbehandelten Gegenstande Neue- 
rungen überhaupt auftreten, und gar in solcher Anzalil, ist uuter alleu 
Umstanden anzuerkeunen und wird gewiss dern Wo r p i t z  k y 'sclien -Buche 
die Gefahr ersparen, todtgeschwiegen zu werden. CAS'POK.  

Daratellende Geometrie, bearbeitet von Dr. RICHAI<D U E Ü E R ,  Gymnasial- 
lehrer u. a.  o. Hon.  - Professor am konigl. Polytechuikuni zu  Ores- 

' den .  Breslau 1880, hei Eduard Trewendt. 118 S. XII lithogr. 
Tafeln. 

Mit dieser Schrift schliesst der 1. Band des mathematiscben Hand- 
buches der  Eucyklopadie der Naturwisserischaften , w ~ l ç h e r  dadurcli die 
Starke von 41 Druçkbogen erreicht hat. Gehort die dars t~ l lende  Geo- 
metrie mir elementaren Mathematik oder gehort sie hereits den einiger- 
masson hoheren Theileu a n ?  Dar  Verfasser hat  di<: Frage  im erstcren 
S inne  entschieden, indem er seine Bearbeitung noch im ersten Bande 
erscheinen liess. Der  Leiter des rnatheinatischen 'i'heiles der Encyklo- 
padie neigte vii?lleicht der zweiten Meinung zu  n n d  übertrug deshalb die 
Bearbeitung der darstellenden Geometrie dern Verfasser des II. Bandes. 
Jedenfalls gereicht es dcm Handhuche m m  Vortheil, d a ~ s  darstellende 
und  analytischo Geometrie von derselben Feder  geschrieben sitid. Nnr 
no liess eine gewisse Vollstandigkeit sich erreichen, nur  tio ütierflüssige 
Wiederholung siçh vermeiden. I n  der darstellenden Geometrie wird der 
Leser mit den Begriffen der Projection und der Spur eines Ranmgehildes 
bekannt. Die Projection des Kreises verschafft ihm die Kenntniss der 
Ellipse, deren Haupteigenschaften von dimer Entstehungsweise ans ab- 
geleitet werden. Gebilde au13 mehreren Ebenen zusammengesetzt folgen 
sodaun;  die d re i -  und mehrseitige Ecke  wird projicirt; auch der Fall, 
dass Vielflachner sich gegenseitig durchdringen, wird berücksichtigt. Rota- 
tionscylinder, Kugel und Rotationskegel gehen sodann Gelegenheit, ~ i i c h  
die Projection von Korpern mit gekrümmter Oberflache e u  zeiclinen und 
wieder Durchdringungsaufgaben zu losen.,  Die Durclidringung des Kegels 
durch eine Ebene  führt dabei zu den Kegelschnitten. Uie angewandten 
Projectioneu sind fortwahrend Normalprojectionen, nnd diese bleiben auch 
Unter~uchun~sgegens tand  in dem kurzen der Axonometrie gewidmeteu 
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Capitel, bis hie.r (auf S. 651) der Uebergang z11r Centralprojection erfolgt. 
Die auf srchs Seiten ~ u s a m m e u g e d r i i n ~ t e  Besprechung der Schattencon- 
struction hiidet den Schlusu des Abschnittes nud mit ihm den Bandes. 

CANTOR. 

Untersnchnng'des Systems nnter  einander Lhnliaher Kegelschnitte, welche 
einem Dreiecke nmschrieben sind. Inaugural-Dissertation von 
F. KROES. 

Uas lnteresse, welches in  den Kreisen der Geometer jeder Unter- 
siichung entgegengebracht au werden pflegt, die S t e i n e r '  sche Aufgaben 
behandelt, mag den hiermit heahsichtigten Hinweis auf die vorliegende 
kleine Arheit rechtfertigen. Dieselbe verdient in  der T h a t  um sa mehr 
Beachtong, als man schon vom zweiten Paragraphen a n  die Uebemeugung 
gewinnt , dasa man es nicht blos mit S t e i n  e r 'schen Resultaten, sondern 
anch mit S t e i n e r ' s c h e n  Methoderi zu thuri hut. - 

Mtige der Her r  Verfasser bald auch den letzten Theil der von ihm 
so fleissig, wie erfolgreiüh angefangenen Untersuchung beenden und ,  wie 
hier die Enveloppe und die Mittelpunktscurve des betreffenden Kegel- 
schnittbüschels, so auch den  Ort  der Brennpnnkte desselben kennen 
lehren. 

C o e s f e l d ,  den 18. April 1881. 
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Historisch - literarische Abtheilung. 

Recensionen. 

Der Zusammenhang zwischen Hohenunterschied, Temperatur  und Druck 
in einer rnhenden,  nicht bestrahl ten Atmosphare, sowie die Hohe 
der  Atmosphtire. Bearbeitet auf Grund der dynamischen Gastheorie 
von WILHELM S C H L E M ~ L L E R ,  k. k. Hauptmann des 36. Lin.-1nf.- 
Reg.,  elicrn. Lehrer  der Cadettenscliule zu I'rag. go. 19 S. Prag, 
B. Dominikus. 1880, u n d  

Vier physikalisahe Abhandlnngen, von Demselhen. go. 32 S. Ibidem 1881. 

1)er V e r f a s s ~ r  hescliaftigt sich mit dern Einfliisse der Schwerkraft 
aiif die Energie der Luftmoleculo, welcher t)ekanntlich nach der kineti- 
schen Theorie der Gase die 'I'ernperatur proportional ist. Er  meint in 
der Einleitung, man liabe bisher uicbt einmal mit Sichrrheit angeben 
kiinnen, warum die Ternperatur der Luft mi t  wachçender n 6 b a  abnelime, 
noch weniger das Gesetz der Abnalime durch Reçhnung hegründen konnen. 
Ohne lange nach noch altercn Arbriten zu suchen, se i ,  dern entgegen, 
rcrwiesen auf die (Berliner) ,, Fortschritte der Physik im Jahre  1862", 
S. 315. - Der Verfasser bereclinrt auf seine Art das  Gesetz der Tem- 
peraturabnahme, ebenso die grosstnioglichste Hohe der Atmosphtire, dann 
die Bcziehnngen zwischen H6he und Luftdruck und zwischen Druck und 
Temperatur. E r  gelangt zii sehr einfachen E r g e b n i s s ~ n ;  die Formel 
für barometrische H6lienniessung wird, selbet unter Beriicksichtigung der 
Veriinderung der Schwere, noçli beqnem; am kürzesten aber scliildert man 
die Einf'achheit der Rrsultate durch das Citat: , ,Die Drucke in zwei 
verschieden hohen lJunkte,n einer Atmosphare verhalten sich wie die 
secheten I'otenzen der absoluten Tc.mperaturen." E.i sol1 dic theoretisch 
bereclineto Rohe  der Atmosphare beinahe vollkommen geriau überein- 
stirnmen mit der auç Uammerurigsbaobaclitungen abgeleitrten, es wird 
uamentlich hetont ,  dass die R~cl in i ing  eine Temperaturabnalime von l0 C. 
in der freien Atmnsphare (unahhangig von der 'I'emperatnr der untersten 
Gasschichte und  von der geographischen IIreite) für je  175,611 m orgiebt, 
was nur  i n  der vier t rn Ziff'ernstelle iinbedentend von dem Mittelwerthe 
aus den Beobaclitungen abweiclie. Karin nun überhaupt aus der Be- 

Hist.-lit Aùthlg. d.  Zeitiohr. f. Math. u. Phys. XXVIX, 3. 7 
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obachtung eine Stütze f'ür die vorgetragene Lehre gewonnen werden'? 
Der Rerichterstatter denkt  n e i n .  In  dem ersten Aufsatze des zweiten 
oben angeführten Schriftchens , welcher Prioritateansprücbe erortert,  hebt 
der  Verfasser s d b s t  hervor ,  dass, wie echon der Tite1 seiner Abhand- 
lung angebe,  seine Rechnungen sich auf  eine rubende,  unbestrahlte 
Atmosphare bezogen. Nnn sind aber  Beobachtiingen in einer solchen 
nie  gernacht- und nicht moglich; fügt man hinzu,  dass die  Messungen 
auch nicht in trockener, sondern in  wasserdnmpfhaitiger Luf t  ausgeführt 
wurden ,  die Theorie des Her rn  S c h l e m ü l l e r  aber f ü r  feuchte Luft 
erbeblich andere Werthe liefert,  so kann  von einer Bestltigung durch 
die  Erfahruug wohl niçht die Rede sein. 

Wie  steht es nun mit der  theoretischen Regriindung? Der Verfasser 
kann  sich uicht verhehlen, dass seine Losung der gestellten Aufgaben 
- ,, sonst wohl unanfechtbar - auf der Annahme beruht ,  dass die Molecule 
hei einem bestimmten Wiirmeznstand des Gases nicht alle moglicben, 
sondern nur Eine bestimmte, hb'chstens innerhalb enger Grenzen variirende 
Geschwindigkeit besitzen". Diesc Annahme ist aber  durchaus unstatthaft. 
Denn  efi ist leicht einxiisehen, anch ofters schon hewiesen worden, dass, 
wenn zufallig in einem Augcnblicke alle filolecule gleiclie Geschwindig- 
keit besassen, sofort die grossten Verschiedenheiten eintreten müssten 
iufolge der zahlreichen schiefen Zusammeustosse der nach alleri moglichen 
Richtungen bewegteii Molecule. Eine eigentliche Widerlegung des uubeque- 
men hl a x w e 1 l ' schen Gesetzes wird gar nicht vrrsucht ,  sondern nur  gesagt: 
, ,Sobald das Gas dauernd eine bestimmte Temperatur  angenommen hat, 
stehen gleich echwere Molecule unter dem Einflusse gleicher anziehender und 
gleicber bewegendcr Krafte;  da  m u s  docb,  wenn irgend gleichen Ur- 
sachen gleiche Wirkungen entsprechen , der Wiirmezustand eines Korpers 
dadnrch charakterisirt se in ,  dass alle seine Molecule eine bestimmt,e 
(hochstens innerhalb enger Grenzen variirende) Geschwindigkeit besitzen, 
deren Wachsoii als Erwarmung, deren Abnahme nls Abkiihlung bezeichnet 
wird." Uieser I rr thum begegnet anch anderswo, und  deshalb uiag es 
nicht ganz iiberflüssig sein, kurz einen Beweis für die  bestandigen Ver- 
anderungen der' Geschwindigkeiten zu geben. Seien vl und r2 die Ge- 
schwindigkeiten zweier kugelformiger Moleculevon gleicher Masse, i, und iz 
die Winke l ,  welche die Richtungen ihrer Bewegungen mit der Normalen 
zur  gemeinschaftlichen Berührnngsebene im Augenblicke des Stosses 
machen, so sind die  tangeiitiakn Componenten v l .  Sin i, und  v 2 .  Sin i, 

nnd diese bleiben (da Beihung nicht akzunehmen ist) ungeiindert; 
die radialen Componenten sind I!, . Cos il u n d  F,. Cos i, . Nimmt man 
n u n ,  wie gewohnlich geschieht uud  zullssig is t ,  die  Gesetze dee voll- 
kornmen elastischeii Stosses f'iir giltig a n ,  éio tauéichen sich die radialen 
Componeuten aus und  die Geschwindigkeiten nacb dem Stosse sind be- 
stimmt durch: 
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= vI2.  Sin2i, + C o s q i , ,  
VZz = 1 ~ ~ ~ .  Cos3il + r Z 2 .  S i n 2 i z ,  

woraiis hervorgelit, dass selbst bei der Annahme v l  = v 2  die Geschwin- 
digkeiteu nacli dern Stosse nur dann gleich s ind ,  wenn dieser ein gerader 
ceutraler war, d. h. wenn i, = i,= O. Die Formel lasst sofort erkennen, 
was von vornherein xn erwarten war, dass die Gesamrntenergie der xwei 
Mol~cule durcli den Stoss niclit abgeandert wird. Nahrrcs über den 
scbiefen Centralstoss frei bewegliclier Kiirper findet man u. a. in  B o h n ,  
Ergebriisse physikalischer li'orschurig , S. 60.  

Den Einfluss der Schwerkraft auf die Molecularhewegiingen der  
Gase au verfolgen, iot eine interemante, bercits mchrfach in Angriff 
genommene Aufgabe, deren Losung aber nicht so leicht k t ,  a18 sie diirch 
die unstatttiafte Annahme gemaclit wurde. Wie, mittelst dieser die H6he 
der Atrnnsphiire berecbnet werden konnte ,  zugleich aber ,  dass dadurch 
pin unrichtiges Ergebniss gewonnen würde, kann  man in O. E. M e g  e r, 
,,Die kinetische Theorie der Gase", S. 2 4 ,  nachlesen. 

Herr S c  h l e m i i l  l e r  findet den Scliwerpunkt seiner Arbeit in der Ablei- 
tung des Gesetzes der Temperaturabnahme mit  der Ii6hensunalime ails der 
kinetischen Gastlieorie (vergl. S i tzung~her .  d. mat1iem.-pliysik. Classe d .  k. b. 
Akad. d. W. z. München 1880, Heft I I  S. 109). Desbalb sr,i noch eines sehr 
überraschenden Satzes gedacht : , ,Die  Warrnezunahme gegen das Inuere 
eines cylindrisctieri " (senkrechten), , , an  einer Uasivseite rriit der Atmosphiire 
in Verbindung stehenden Relire ist viermal so gross, w i e  in einer freien 
Atmosphare". Demuacli soll in Scliachten, Brunnen u.  dergl. die Luft- 
tcmperatur schon bei urigefiilir 4 4  m Tiefe urn 1" zunclimen und es wird 
hefürchtet, dass viele Versiiche, durch Mesliungcn in solchen Raumen die 
Zunahme der Temperatur grgen das Erdirinere zu liestirrimen, niclits 
Anderes ergeben, als die  Zuuahma der Lufttemperatur in seitlich ge-  

schlossenen Raumen Der mitgetheilte Scliluss gründet auf' der Annuhme, 
die Rohre 8ei so enge,  dass die Molecule ihre Bewegungen nur  in axialer 
Richtung aueführen konnten,  die seitliclien Bewegungen werden als un- 
ausfïitirbar wegen Platzuiangel gedaçht. Nuu ist aber die rnittlere'Weg- 
lange der Luftmolecule, hei mittlerer Temperatur der Atmosphare, zwi- 
schen j e  zwei Zusarnmenstijssen etwa der zehntau~ends te  Thei l  eines 
Millimeter; wie enge wird also wohl der Schacht,  Brunnen u. dergl. an-  
genornmen? 

Die Zuverlassigkeit der S ch1  e m ü l l  er ' schen Arbeit lasst sich nacli 
folgendem Theile der Einleitiing bemessen. Aus der für alle Molecule 
gleich gross angenommenen Geschwindigkeit V soll der Gasdruck be- 
rechuet werden. Man denkt durch den betreffenden Piinkt eine Ebene 
und untersucht alle die von der eiuen Seite dieser Ebene  her erfolgen- 
den Stosse. Ueren Bewegnngsquanti t~ten konnen dargestellt werden 

7 * 
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durch die Halbmesser m V einer auf der Ebene errichteten, um deu 
P u n k t  beschriebenen IIalbkugel. F ü r  die  Druckberechnung sind aber 
nur  die Componenten rechtwinklig zur Ebene  von Bedentung. ,,Alle 
moglichen Componenten dieser Art bilden die Ordinaten der friiher er- 
wahntsn Halbkngel." Das  ist mindestens in  der Fassung  zu beanstan- 
d e n ,  d e u n  die  Ordinaten gehen j a  nicht alle durch den betreffenden 
P u n k t  (das Centrum), wie doch die Componenten müssen; diese b i l d  e n  
also nicht die Ordinaten, sondern k6nnen nur hinsichtlich Grosse, Zahl und 
Vertheilung durch die Ordinaten d a r g e s  t e l l t  w e r  d e n. ,, L)a jede Rich- 
tung  gleich moglich ist,  so wird der Stoss, welcher gegen die Grenz- 
wand ausgeübt wird, ausgedrückt werden durch den  Mittelwerth aller 
moglichen Pa l le ,  d. i. durch die mittlere Ordinate der  Halbkugelober- 
flache oder die Schwerpunktsordinate derselben." Das müsste wohl, um 
deutlich eu sein,  etwa so ausgedrückt werden: i n  endlich grosser Zeit- 
einheit erfolgen Stnsse in  allen moglichen Richtiiiigen und die  fiir den 
untrrsuchten Druck wirksamen Componenten ihrer Bcwegungsquantitaten 
sind nach Grosse und Zahl diirch die Halbkugelordinatcn darstellbar. 
Wie  die  Schwerpuriktéiordinate gleich dem Mittelwertlie aller Ordinaten 
is t ,  so kann  sie auch der Grosse nach den Mittelwerth des Druckes dar- 
stellen, d. h. jenen,  welcher, wahrend der Zeiteinheit unvernndert stark 
bleibeild, dieselhe Wirkung hervorbrachte, wie die aus den verschie- 
denen Stossen hervorgehenden ausserordentlich rasch wechselnden Drucke. 
,,Diese" (Scliwerpunktsordinate) , , l ie@ aher in  der halben Hohe"; - das ist 
ein groblicher Irrthum, denn die Schwerpunktsordinate der  Halbkugel ist be- 
kanntlichnicht dem halben Halbmesser, sondern drei Achteln desselheu gleich. 

I n  vermeintlicher Rerichtigung der Schlussweise von J o u l e  (und 
Andcrcr) findet Her r  S c  h 1 e m ü 1 l e r die R~iolcculargeschwindigkeit doppclt 
so gross ,  als bisher riach zicmlich verschiedenen Beweisarten angenommen 
wird, namlich = 2 J 3 g t > , ~ , ( l  + a l ) ,  worin g die Schwerebeschleiinigung, 
Po den Normaldruck, Vo das Volum von einem Kilogramm des Gases 
hei 0 ( I h u c k  nicht angegelien), <Y den Aiisdehnongscoefficienten, t die 
Temperatur bedeuten. Statt  auf den Irrtlium in der  Schlussweise ein- 
zugehen,  sci er innert ,  dass C l a u  s i  n s  1862 (mien .  Ber. 46, 2. S. 402) 
einen ganz iihnliclien aufgedeckt und willerlegt hat.  I m  weitereri Ver- 
laufe der Untersuchung wird gesagt, in vorstehcnder Formel sei ein mit 
der Holie veranderlicher Werth der Schwerebeschleunigung einzusetzen. 
Dasaist aher iiiclit gerechtfertigt. Denn  jene Formel ist ,  ahgeselien vom 
irrthümlichen Factor  2 und  für 1 = 0 ,  die Umformung von V 2  gleich 3mal 
Normaldruck diirch die Masse der Voliirneinheit bei diesem Drucke und OO; 
die Zahl g kouimt nur  dadurch in die Formel, dass die Masse niittels 
einas Gewichts ausgedrückt wird. Dieses Gewicht Xndcrt proportional 

mit g ,  s icht  aber ist. die Masse und  ebensowenig ist der Normaldruck 
von der  Intensitat der Schwere abhangig. 
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Uie mitgetheilteu Beanstandungen und die Prohen aus der Abhand- 
lung dürften ausreichen zur  Begründiing der Ansicht , der  Herr  Verfasser 
habe die Aufgabe, welche er sich stellte,  noch nicht befriedigend gelost. 

Die Abhandlung III des zweitan Schriftchens: ,, Die mittlere Jahres-  
temperatur eines Parallelkreises als Fnnction der geographifichcn Breite", 
~ u c h t ,  mit Iiilfe von Potenzreihen, die bis zur 22. Potenz des Cotiinus 
der geographiecben Breite und   de^ Sinus ' der  jeweiligen Schiefe der  
Ekliptik enthalt,  die  Differenz der  (nach allen Richtungen gleich gross 
angenommenen) Ausstrahlung der E r d e  gegen den Himmel und die Ah- 
sorption der vom Hirnmelraurn kommenden Einst,rahlung, in  Gleichung 
zu setzen. Dabei werden gewisse ideale Verhaltnisse vorausgesetzt und  
Verfasser maint selbst , die theoretischen Betrachtungcn, welche zu seiner 
Formel führten , seien, da  die Theorie der Warmestrahlung nichts weniger 
ale abgeschloséien sei ,  in  Bexug ihrer Richtigkeit problematisch. E r  
leitet daher noch eine empirische Formel a b  fiir die  mittlere Jahres -  
temperatur , diese als Function der mittlerm Sonnanstrahlungsintensitat 
(durch dic Reihen bcrochnet) anselicnd. All' das ist  nichts wcniger als 
einfach und iiberzeugend. Sicher aber  darf ,  da wedor auf die Ungleich- 
heit des Strahluugs- und  Absorptionsverrriügeue, nuch auf die vermitteln- 
den Stromungen in Luft  u n d  Wasser, noch Leitung der  Warme u .  S. W. 
Rücksicht genommen ist , eine Vergleichung mit der  Beobachtung gar 
nicht vorgenornmen werden,  und wenn das mit dan ' r ech t  zweifelhaften 
Mittelwerthen ails Beobachtungen dennoch geschieht, so liegt dem eiiie 
Selbsttiiuschung zu Grunde ,  ebenso wie der  ausgeführten Berechnung, 
um wieviel ixn Nittel die  Jahrestemperatur von Genf steigen würde, 
wenn es  in die Parallele des St. Bernhard versetzt würde. 

Die IV.  Ahhandlung betrifft ,, Eine  Correction wegen der  Tomperatur- 
abnahrne mit wachsender Breite, anzuwenden beim barometrisclien Hohen- 
messen''. Die augeotellte Betrachtung ist nur  zulassig, wenn das Gesetz 
der Teuiperaturiinderuug d m  Liift mit der Hvhe  bekannt ist  und die 
Barometerformel nach des Verfassers vermeintlichem Temperaturabnahme- 
gesetx eingerichtet ist. Keinesfalls aber  darf sie, wie geschehen, auf 
die gewohnliclie Barometerformel begïiindet werden, welche in  Ermange- 
lnng besserer Kenntniss annimmt, die Temperatur der  Luftschichte 
zwischen den zwei Stationen 6ei das Mittel aus  den dort gleichzeitig 
beobachteten. Das ist sofort' einleuchtend, wenn man wirklich gleich- 
xeitig angestellte Beohachtnngcu (oder auf gleiche Zeit reducirte) ver- 
nrbcitet; ee gilt aber  auch, wenn Jaliresrnittel von Temperatur und  Druck 
i n  die Rechnung gestellt werden,  denn  immer muss mau annehmen, diese 
bastiinrlen gl~ictizeitig zusammen. 

Die Abhaudlung II: , , D i e  specifische Warme der Gase bei constanteri 
Volumcn, aowie bei constantem Drucke und das Verhaltniss beider zu 
einander, berechnet nach der dynamischen Gastheorie", ist entschieden 
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die  interessantere. Der  Grnndgedanke is t ,  dass zwei K6rper  nnr  dann 
gleich warm s ind ,  wenn die Arbeit der Molmule a n  der  Grenzflache in 
g l e i c  h e n Z e i t e n  glcich gross ist. E s  wird dahor die in  einer be- 
stimmten Zeit gegen die Grenzflache geloistete Arbeit gesucht,  wobei 
benutzt wird, dass die Zalil der  Stoese der Molecule gegen die  Grenz- 
flache der Moleculargeschwindigkeiten proportional sei. Die mathematische 
Ansfiilirung leitet dann zu dem Ergcbnisse: , ,die  specifischen Warmen e i n e ~  
G a ~ c s  Ilci constantcm Volumen vcrhaltcn sich wie die  Quadratwnrzelii 
s u s  den abeoluten TemperatureniL. Auch die sphcifische Warme bei con- 
staritem Llrucke wird mit der l'ernperatiir veranderliçh gefunden, jedoch 
in geringerem Grade,  als die specifische Warme bei constantem Volumen, 
also auch das Verhaltniss der beiden genanriten Warmecapacitaten. Bei 
0" C. sol1 dieses (k) sein l +  q, bci der absolutcn Tcmperatur  T abcr 

1 + 4 '. Yerfasser scheint zufrieden damit,  dass seine Tlieorie das 
( T )  

Verhaltniss zwischen 0 "  und 100' doch n a h e z u  c o n s t a n t  (1,444 bis 
1,3802) ergiebt,  wahrend man sonst es auf Grund  der  Messungen fiir 

c O n s t a n  t ansieht. Das Bemerkenswertheste, was bei des Verfassers 
Vorstellungen herauskommt, i s t ,  dass der ganza Betrag der einem Gase 
zugefiihrten Warme zur Vermehrung der Energie der  fortschreitenden 
M o l e c ~ l a r b e w e ~ u n g  verwendet werde, nicht,  wie C l  a u s i  u s  fand, weniger 
d s  zwei Drittel desaelben; die Annahme,  das fehlende Drittel vermehre 
dio Bewcgungon innerhalb der Molecule, wird hiernach also hinfallig. 

Die atereographische Projection von E. REUSCH,  Prof. d. Physik in 'I'ü- 
bingen. 4", 32 S .  Mit 8 Tafeln. Leipzig, B. G. Teubner. 1881. 

Unter den versebiedenen Projectionsverfahren ist das  des Grund- 
und Aufrisses das altelite und das aucli jetzt gebrauchlichste. Sein Ur- 
sprnng kann  nicht nachgemiesen w e r d ~ n ;  es ist offenbar so a l t ,  als die 
Ausfiihrung verwickelterer Gebaude aus  behauenen Steinen. V i t r u v  führt 
es als durchaus bekaont an. Die perspective und  die  stereographische 
Projection verdanken wir aber den Griechen. Die erstcre ware nach 
V i t  r U V ' s  Zeuguiss, soweit sie dnrch die Kenutnise des Flnchtpunktes 
bezeichnet wird,  zur Zeit des A e s c h  y l u s  (525-456 v. Ch.) durch 
A g a t h  a r c h  u s  zur Darstellung von Gebauden auf Biihnengemalden er-  
funden wordcn; und dic aiifgcgrabcnen Wandmalcrcien in Rom weisen 
uns die Kenntniss des Fluchtpnnktes bei den Alten sicher nacb. Die 
stereograpliisclie Projection dagegen wurde nictit durch kiinstlerisclie, 
sondern durch wissenschaftliche Zwecke ins Lehen gerufen, indem sie 
von dem grohsen H i p p a r c h  (um 161 - 126 v. Chr. thatig) zum Zwecke 
der Herstellung des jetzt noch gebriiuchlichen Planisphariums erfunden 
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wiirde*, welches auF der Storukarto vermittelst des ausgeschnittcnen 
Horizontkreises die zi i  einem genissen Zeitpiinkte iiber dem Horizoute 
eines Ortes stehenderi Gestirne anzeigt und  dia Zeit des Auf- und  - 
Unterganges der Gestirno abaulosen gestattet. Hie xu diesem Zwecke so 
sehr geeignete stereographisclie Projection projiüirt die Eiimmelskugel aus 
einem Pole auf die  Aequatorebene und hesitzt die hervorragenden Eigen- 
schaften, dass sicli Kreise der Kugel  wieder als Kreise projiciren und 
dass die Abbildung mit der  waliren Gestalt in  den kleinsten Theilchen 
ahnlich ist oder dase sich alle Winkel ungeandcrt ahliilden. 

Diese auch für manche andere Zwecke, als für Stern-  und  gcogra- 
pbische Kar ten ,  riützliche Projectionsweise h a t  nuu der  Verfasser in  dem 
vorliegenden kleirieri Werke einer eingehenden und  mit Sorgfalt und 
Liebe ausgeführteii Bearbeitnng uoterzogen, und  zwar sowohl auf dem 
Gebiete der Theorie ,  wie auf dern der  Anwendung. Nachdem die Haupt-  
satae entwickelt s ind,  werden die Abbildungen der  grossen und kleinen 
Kugelkreise in ihren wesentlich verschiedeneu Lagen construirt und die  
Formeln für deren Elomente abgeleitet. E s  wird dann das spharische 
Urcirck und sein Polardreieck abgebildet und die grapliisçhe Auflosung 
desselben in einigan Fallen gegeben, wobei aber der Verfasser mit Recht 
die sonst gebrauchlichen Auflosungen mittelst senkrechter Projection für 
einfacher erklart. 1)arauf folgt die Anwendung auf da8 Gebiet der 
Astronomie und es  wcrdcn die Elemento zur  astronomischen Orttibestirn- 
mung, Azimuth und  Hohe ,  Rectascension und Declination, Lnnge und  
Hreite i n  einfacher Weise dargestellt und das Zurückweichen der Aequi- 
noctialpunkte veranschaulicht. 

Das Schriftchen macht auf die mannichfaltige Anwendbarkeit. z. B. 
auch in der Krystallographie aufmerksam, z u  denen efi sich wegen der 
oben angeführt,en ausgozoichneten Eigenschaften eignet. Uabei ist die  
Behandlung des Stoffeti eine eingehende und doch kurze,  die Erorterungen 
sind sorgf'altig und die Losungen der Aufgaben einfach, so dass sich das 
Schriftchen zum Studium und zur  Benu tzung  bei Anwendung der  stereo- 
graphischen Projection auf weitare Cebiete bestens empfielilt. 

K a r l s r u h e ,  im October 1881. Chr. WIENER. 

An introduction to the  ancient and  modern geometry of oonics, by 
CHARLES ' ~ ' A Y L O R ,  M. A. feilow of St. Johnln college Cambridge. 
379 S.  

- Das unter  dem vorliegenden S i tc l  veroffentlichte Werk über Kegel- 
schnittc. hat  dat; Motto: 

,Eu T$ y é r u p ~ a ~ i u  noiurv iutrv &dos yiar, 
-- -- 

* Wolf,  Geschichte der Astronomie, 1877, S. 162. 
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einen Ansspruch, den einst E n k l  i d seinem Konige P t o l ~ m a e u s  gegenüber 
brauchtc, der das mühsame Studium der ,, Elernente" abschreçkend fand. 

Es  giebt in  einer Einleitung eine Uebersicht über die Entwickelurig 
der alten und neuen Geometrie, welche als die Wisseiischaft des E u  k l i d ,  
A r c h i m e d e s  und A p o l l o n i u s ,  des K e p l e r ,  D e s a r g u a s ,  N e w t o n  
und P o n c e  l e. t charakteiisirt wird. Aiiffalleud wird es jedem deutselien 
Leser sein, in  der Zahl dieser Mauncr den Namcn eines der grossten 
Georpetei aller Zeiten, der vielleicht niir von A p  o 11 o n  i u s übertroffen 
wird , unseres grousen Landsmannes J a c o b  S t e i  n e  r riiçhl EU firiden, 
der in der ~ u s b i l d u n ~  der modernen Tlieorie der Kegelschnitte nicht 
minder balinbrechend und grundlegend war, als A p o l l o n i n s  in der alten. 

Die Einleitung zerfallt in vier Abschnitte, welche die Zeit vor E u  k l i d ,  
von E u k l i d  bis S e r e n u s ,  diejenige von K e p l e r ,  D e s a r g u e s ,  K e w -  
t o n  und  endlicli die moderne Georne.trie beliandeln. 

Bevor der Verfasser in  die Behandlung der Kegelschnitte eintritt, 
giebt e r  die Drfinitionen des Kegelschnittes uiid der wiclitigsten EIaupt- 
elcmonto desselben, oline dicse, wie cs  uatürlich i s t ,  begründen zu 
konnen. 

Der  Kegelschnitt wird definirt a18 Ort  eines Punktes ,  dessen Ab- 
stande von einem festen Punkte  und einer festen Geraden ein constantes 
Verhaltniss hahen. Recensent erlaiibt sich liier die Bemerkung, dass er 
in  einem kleinen Werkchen : ,, Die Kegelschnitte, hehandelt für die oberen 
Classen hoherer Lehranstalten ", von A. M i l  i n  O w s k i ,  Uerliu liei Calvary, 
aus derselben Llefiuition die haupts%chliclisten Eigenschaften, Brenn- 
punktseigenschaften sowohl wie Polareigenschaften, auf 28 Sei ten,  aller- 
dings i n  anderer A r t ,  ale Verfasser des vorliegenden Buchefil abgeleitet 
Lat. Mit dieser Behandlungsart sclilagt der Verfasser einen ganz andern 
Weg ein , als ilin S t e i n  e ï  in seirien Vurlesungen über eleuientare Ue- 
liandlung der Kegelsclinitte zu gelien yflegte, indem Letzterer jede der 
drei Arten der Kegelschnitte hesonders definirte und n u r  nachwies, dass 
sic sammtlich auch auf dieselbe Weise erzeugt werden konnen. 

Das constante Abstandsverhal tni~s wird E x c e n  t r i c i t  a t  genannt ,  iui 
Widerspruch mit der gewohnlich diesem Worte beigelegten Bedeutung, 
namlich der Entfernung der Brennpunkte. 

D u r c h m e s s e r  eines Kegelschnittes ist der Ort der Mitten eines 
Systems von parallelen Sehnen. D a  der  Lcser a n  dieser Stelle noch 
nicht weiss, in  wieviel Punkten eine Gerade von einem Kegelschnitte 
getroffen und welche Form der Ort  der  Mitten bat ,  so ware es wohl 
besser, diese Definition und manche andere ,  wie z. B. die der Polsrc 
eines Punktes ,  a n  die  Stelle zu set.zen, an welcher sie aus vorher be- 
wiescnen Eigenschaften abgelcitet werdcn k a n n ;  denn Definitionen, so- 
weit sie ilicht selbstverstandlich oder Namenserklarungen s ind ,  sollen in 
einem Lehrbuche gefolgert und  niçht uubewiesen aufgestellt werden. 
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Der systematische Thei l  beginnt mit der Aufgabe: Einen Kegel- 
schnitt zu zeiclinen , von welchem man Brennpunkt , Leitlinie und Excen- 
tricittit kennt. 

Dicse Aufgabe wird dadurch gelost,  dass die Schnittpurikte auf ciner 
zur Leitlinie parallelen Geraden bestimmt werden. B a t  y von der Leit- 
linie den Abstand d und ist E die Excentricitat,  so ~clineiriet ein Krcis 
um den Brennpunkt mit dem Radius r =  E .  d die tierade y in ihren 
Schnittpunkten mit dern Kegrlschnitte. 

Rci der Parabel ist die Cnn~triiction des Sclinittpunktes einer eur  
Leitliiiie senkreclitcn Geraden sehr bekannt ,  wclcho unmittelbar zu eiuigen 
Haupteigenschaften der Tangenten führt. E s  sol1 hiei. augeführt werden, 
dass die Ausdehnung dieser Construction auf Ellipse und Hyperbel,  wie 
sie iu dem vorhin angegcbeiien Werkcheri von BI i 1 i n o w s k i durcligefülirt 
ist, wesentliche Eigenschafteii der doppelt berührenden unischliessenden 
Kreise und der Tangenten Irervortreton lasfit. 

Mit HiIfe des e x c e n  t r i s c t i e n  Kreises eines Punktes  P, unter  
welcliem derjenige Kreis urn den Purikt P verstanden is t ,  dessen Kadius 
gleich itit dem Producte aus der Excentricitat E und der Entfernung des 
Punktes von der Leitlinie, werdeu die Schnittpuukte einer Geraden uud 
die Tangenten eines Punktes  mit dern durch Brennpunkt ,  Leitlinie uud 
Excentricitat bestimmten Kegelschnitte construirt. Aou dieser Construc- 
tion ergieht sich Ordnung und Classe des Kegelschnittes. 

Der excentrische Kreis eines Punktes  P ist also durch Brennpunkt, 
Leitlinie und Excentricitat belitiuimt; jederri Punkte  des erstereri ent- 
spriclit eiu Punkt  des Kegelsclinitteti, jeder  Tangente des Kreiseli eine 
solche des K ~ ~ e l s c h n i t t e s .  Mittelst derselben Beziehung Iasst sic11 aber 
jedern Punkte niid jeder Geraden der  Eberie ein anderer Piinkt und eino 
andere Gerado dor Ebenc zuordnen. Dadurch sind die Punkte  und 
Geraden der Ebene  in eirie Bezieliung gebraclit, welche ,, R e v e  r s i  o n "  
genmnt  wird (S. 321 etc.). 

E s  lasst sich leicht zeigen, was im Buche nicht geschclien, dass die 
reverseri Elemente von ,vier liarrnanischen ~ l e r n e n t é n  aiich harmoniscli 
sind; aus dicsem Satze folgen danii,  falls man sie fiir den Kreis als 
bewicsen annimmt, die Polareigenschaften des Kegelschnittes. 

Lur Ableitung derselben schlagt der Verfasser einen andern W e g  
ein, der sich allerdingii eng an die Methode der alten Geometrie an-  
schliesst , dafür aber auch die Einfachheit vermissen la&, welche die 
Anwendung der harmonischen Gebilde, überall wo sie auftreten, in  so 
liohem Grade aiisacichnet. Wenn man erkannt  ha t ,  wie einfacb sich die 
Polareigen~chaften beim Kreise ableiten und sich vermittelst einer geo- 
metrischen Verwandtechaft, z. B. der Rkversion oder auch der Perspec- 
tive, auf  den Kegelschnitt übertragen lassen u n d  dann vergleicht, welcher 
Aufwand von Satzen,  die eine weitere Anwendung nur  selten ge- 
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stat ten,  iiothwendig is t ,  um diese Eigenschaften im Sinne der  alten 
Geoinetrie herzuleiien, sa krirnmt man xu der Ueberzeugung, daas die 
Elprleitung ouf dem Ietztaren Wege  derjenigen Kinfaçliheit entbehrt, 
welche stets alti rrstes Erforderriiss einer zweckmiissigen Darstellung ver- 
langt werclen muss. E s  sol1 darnit eine elementare Beliandliing der 
Kegelschnitte, welche alvo die Projectivitat uiclit in Anspruch uinimt, 
riiclit etwa rnissbilligt werden; eine solche ist irn Gegentheile aus viel- 
i'achan Griinden durcliaus wiinsdieiiswerth. Sie muas sich aber der liar- 
monisclien Eig~nschaf ten  ohnc Urnwege bedienen diirfen, souot werdeu 
die Nachweimngen harinoniticlier Beziehiingen so lang und ausgedehnt, 
dass hie cleu Beiz verlieren, der elegante geornetrinche ICrorteruugeri so 
ariziehend macht. 

Ziim Bewrise der I'olareigerischaften benutzt der Verfasser folgeude 
Satze : 

1. Wenu rnau durch rinen beliebigen P u n k t  P auf  einom Kegel- 
schriitte mit dem Urennpunkte B und der Leitlinie h die Tangente ziôht 
uud vou eiriern lJuukte T derselbeu die Perperidikel 7 ' N  und TL auf O 
und P O  fallt ,  sa ist das Verhaltniss L B: 7 ' N  glaich der  Excentritat. 

2. 1 s t  ein O ein be l ieb ig~r  P u n k t  der Rerühriingsseline PQ eities 
Punktes  T, O M  senkrecht au€  der Leitlinio und  schnoidct das Porpen- 
dikel von O auf T f i  (B Brennpiinkt),  die Gnrade U P (oder BQ) in L ,  
so ist  das Verlialtuiss N L: O M gleicli der Excentricitat. 

3. Fall t  man T N  senkrecht riuf die Leitlinie, so  s teht  das l'roduct 
I 3 O .  HL m m  Producte Q , W .  ï ' N  in ainem constanten Verhaltnisse. ' 

4. W e n n  man von den Punkten eines Durchmessers Tangenten zieht, 
o o  sind die Berührungssehnnn parallel und werden durch den Durcli- 
messer halbirt. 

5. Siud O und 0' zwei P u n k t e  einer l 'augcnte mit dern Berülrrungs. 
punkte Tl I ' Q  und P'Q' irgend zwci parallele Sehnen durch s ie ,  so ist 
OT2:O'1'2= O P . O Q : O f J " . O ' ~ ' .  

Man erkennt ,  dam dieser W e g  zu den Polareigenscliafton sehr weit- 
laufig ist. Referent erlaubt sich, darauf aufrnerksam zu machen, dass iu 
der kurzlich bei Teubner  erschienenen ,,elementai-synthetischen Geo- 
metrie der  Kegelechnitte von &I i l  i n O w s k i "  eine kürzere Ableitung der 
Polarrigenschaften , die unmittelbar aus der  Erzeugung durch Brennpunkt 
und Loitlinie hervorgeht und sicli nicht auf die Polareigenschaften des 
Kreises s tützt ,  gegeben ist. 

Uebrigens giebt das vorliegende Buch für  den Satz ,  dass die Be- 
rülirungssehnen aller Punkte  einer Geraden sich in  einem l'unkte schnei- 
d e n ,  einen andern,  kürzern Beweis, der sich auf die Eigenschaften der 
conjugirtm Durchrnesser stütxt (S. 90 etc.). 

E s  treten dem Leser vielfach ne.ue BRweise entgegen. S o  wird der 
bekannte Sa tz ,  davs die Brennstrahlen nach den Beriiliruugspunkten zweier 
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Tangenten gleiche Wirikel mit dem Brennstrahle uach ilircn Schnitt- 
ponkten bildeu, mit IIilfe des vorhin u u t ~ r  1 genaniiteri S a t m s  bewieseu, 
au8 dem auch die polaren Beziehungen zwischen Breuripunkt und Leit- 
h i e  sicli ergehen. Man grlangt jedoch zu jenem Satze,  wie zu diesen 
Beziehungen mit Hilfe der einfacl i~ten liarrnonischcn Eigenschaften U r i -  

mittelbar aus der  Erzengung durch Rrennpunkt und Leitlinie. 
In  besonderen Capiteln (V iind VI) wertleri die A ~ y n i p t o t e n ,  die 

conjugirte Hyperbel und die glricliseitige Hyprrbel  ahgeliandelt; von 
letzterer wird auf  elementarem Wege die Yaupteigensclinft nacligewiesen, 
dass sie durcli den H6henpiinkt jedes ihr ringrschrirhrnen 1) ie ieck~  gelit. 
Der Beweis in  dem ersten Tlieile der S t e i n  er 'schen Vorlrsurigen , he 
sorgt von G e i s e r ,  beruht auf deui Pasca l 'bc l ien  Satze und deijenige im 
aweiteu 'i'heile, herausgegeberi von S c  h r O e t  e r, wird dxdurcli gel'iilirt, 
dass man die gleichseitige IIyperbel in eine P a r a b d  pi>larisirt. 

U I ~  die alte Behandlurigsweise der Kegelschnitte erschüpfend dar- 
zustellen, dilrftn ihre Entstehiing sus  dern Kegel nicht fehlan. Sn wird 
dcnn auch im VII. Capitel gezeigt, wie dor Schnitt einrs geradcn Kegols 
der Ort eines Punktes  is t ,  dessen Abstknde von einein festen Puukte  
und einer festen Geraden in einem con~tanter i  Verhiiltnisse stehen. Un- 
mittelbar aus der Eutsteliung ergeben sich übrigens die Lage der  Brenn- 
punkte als d ie  Berührnngspunkte mit den Brrnnkugeln,  die Lage dt3r 
IAtl inien,  die constante G r 6 ~ s e  der Summn a d c i  Differenz der Brenn- 
strahlen eines Punktes ,  die Gleichheit dur Winkel  , welche eirie Tangente 
mit den Brennstrahlen des Berührungspnnktes bildet etc. 

Vom IX. Capitel au  begiunt die moderne Beliandlung der Geometrie 
der Kegelschnitte. Es werden der Reihe nach die Methoden der ortho. 
gonalen u n d  conischen Projection, welcher letzteren ein Abriss der 
Eigenschaften des Doppelverhaltnisses und der Involution vorhergeht, 
daranf die Verwandtschaften der Po la r i s~ t ion  und  Inversion oder Kreisver- 
wandtsçhaft besprochen und zur Ableitung .der  Polareigerischaf'ten , der 
conjugirten Dnrchrnesser, der Poldreiecke etc. benutzt. 

Sowie der grossere Thei l  des Werkes (228 Beiten von 379) der alten 
Geometrie eingeriiumt k t ,  so scheint der  Verfasser derselben auch ein 
grihseres Interefise noch, als der modernen zugewendet au haben. E s  
fehlt nkimlich  di^ projectivische Behandlung, also gerade diejenigr, welülie 
von alleu modernen Behandlungsarten der  Kegelschnitte weitaus dis  
wirkungsvollste gewesen ist. Wenngleich gezeigt wird, dass die Stralilen, 
welche einen veranderlichen P u n k t  eines Kege.lschnitte~ mil vier festen 
Punkten verbinden, ein constantes Doppelverh#ltniss haben, was übrigcns 
eine nhmittelbare Folge der bekanuten Kreiseigenscliaft von der Gleich- 
heit der Peripheriewinkel auf demselben Bogen i s t ,  so felilt doch ganz- 
lich der Nacliweis für die Bichtigkeit der Umkehrung, dass die Schnitt- 
punkte homologer Stralilen zweier vierfitrahligen Hüscliel von dernselhen 
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Doppelverhaltnisse mit den Sclieiteln der Büschel au€  einem Kegelschnitta 
liegen. E s  fehlt ganzlich die  Einführung i n  denjenigen Thcil der Geo- 
metrie, welclien wir Geometrie der Lage nennen ,  die Einführung in die 
v. S t a u d t 'schen Methoden, jedenfalls ein Mangel bei einem Werke, 
welches auch in die moderne Geometrie einzuführen den  Zweck hat. 

Im Uebrigen sind die gegebenen Beweise und Metboden kurz und 
klar. Von grossem Interessc. sind die liistorischen Notizen und die Füllc 
der dem Werke  beigegehenen Aufgaben, die dem Leser reichbaltigen 
Stoff' zu Uebungen und ErgRrizungen des syytematischeu Thciles vor- 
füliren. D e r  Gesammteiridruck des Buches itjt ein günstiger und seine 
Lectiire durchaus xu ernpfehlen. MILINOWSKI.  

Die FlLchen zweiten Qradea, nach elernentar-syuthetischer Methode ho- 
arlieitet ;om Oberlehrer Dr. J. P. H. W E I N M E I ~ T E K .  Prograrnrn 
der Realscliule 1. O. zu Leipzig. 1880 und 1881. 

Wiiliiend die Curven I I .  O. vielfach auf elementarem Wege untersuclit 
worden s iud ,  hat  sich die elernontare Beliandlung den Oberflachen II. O. 
im Ganzen nur vereinzelt und wenig eingebend zugewendet. W w n  aucli 
da8 vortreffliclie Werk von S c  h r  O t e r: ,,Ttieorie der Oberflaclien 11. O.", 
das Bestrebeu h a t ,  die Eigenschaften der Flachen II. O. mit den ein- 
faclifiten Mitteln abzuleiten, so rulien seine Methoden doch auf den 
S t e i n e r  ' schen Principien , auf der Projectivitat , u n d  k i h n e n  deshalb 
iiicht elementar genannt  werdm.  Daher  is t  d ie  obige kleine Schrift, in 
welcher der V ~ r f a s s e r  mit einfachen und  elomentaren Methoden die 
wefieutliclisten Eigenschaften der Oberflachen II. 0. ableitet, von grossem 
Interesse für jeden Freund  elementarer Geometrie. D e r  Regriff der 
letzteren Iasst fiicli vielleicht als niclitprojectivische Geometrie definiren. 
Und in der Ttiat benutzt der  Verfasser eigentlich nur  die Euklidische 
Geornetrie, indem er  bei seinen Beweiseri uiçht einmal von dem elernen- 
taren harrnonischen ~ e b i l d e  Gebrauch macht. E s  fehlc daher auch die 
Ableitung der polaren Eigenschaften der Flachen II. O. Die übrigeu 
bekannteren metrischen Eigenschaften finden sich in  grosser Vollstandig- 
keit vor. 

L)eu Ausgangsyunkt bildet das D a n  d e l i n -  Q u e  t e l  e t'sche Theorem, 
welches die Eigenschaften der Kegelschnitte am Rotationskegel entwickeln 
lasst. E s  werden nacheinander behandelt: 1. die  Rotationskegel, 2. die 
Cylinder ,  3. die Botationsfliichen, 4. die rillgemeinen Kegel ,  5. die d l -  
gemoinen Flachcn. 

Der  Rotationskegei führt zu den bekanntesten Eigenschaften der 
Kegelschnitte, dann aber auch zu den weniger bekannten der Brenn- 
kugeln und Brennkreise, unter letzteren diejenigen Kreise verstanden, 
welche einen Eegelschnitt doppelt,  reell oder imaginar berühreu und 
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dereo Mittelpnnkte auf der  Hauptaxe liegen. Alle durch einen Brenn- 
kreis gelegten Kugcln Sind Brennkugeln des Ktgclschnittes. E ine  zweitc 
Art von Brennkreisen, deren Mittelpnnkte auf der Nebenaxe liegen, 
wird spater besproclien. Man gelangt zu ihnen am einfachsten, wenn 
man die Strecken zwischen einem Brennpunkte und seiner Leitlinie har-  
monisch im Verhlltniss der Excentricitat theilt und iiber der Entfernung 
der Thcilpunkte einen Kreis beschreibt. Ueber die Brennkreise bat 
sçhon S t e i n e r  im 37. und 45. Bande d m  C r e i l  e 'schen Journals  einc 
Heihe von Satzen ohne Beweis mitgetheilt; ihre  Haupteigenscbaft ist  die- 
jenige, dass die Tangente  von einem Kegelschnittspunkt an einen Brenn- 
kreis au seinem Abstande von der Leitlinie in  einem constanten Ver- 
bHltnisse steht,  welches gleich der  Excentricitat des Kegelschnittes ist. 

In dem Abschnitte iiber Cylinder wird die Methode der Parallel- 
projection und ihre Anwendung a u €  Kegelschnitte erortert. 

Der Abschnitt über Rotationsflachen hehandelt getrcnnt die Rotations- 
flachen, welche die Hauptaxe,  und diejenigen, welche die  Nebenaxe zur 
Rotatiunsaxe haben. I n  einfacher Weise ergiebt sich, dass jeder ebene 
Schnitt ein Kegelschnitt ist u n d  dass diejenigen Brennkugeln einer Ro- 
tationsflache, welche diese also in  einem reellen Oder imaginaren Kreise 
und die Schnittebene berühren,  dies i n  einem Brennpunkte der Schnitt- 
fignr thun ,  dass fcrner dic  Tangenten von jedem Punkto der  Flache an 
eine Rrennkugel zu den Abstanden von der  Berührungsehene in einem 
constanten Verh2ltniase stehen. Auf dem einsclialigen Rotationshyperbo- 
loide werden die beiden Schaaren von Geraden,  die auf ihm liegen, und 
ihro hanptsachlichsten Eigenschaften ermittelt. 

Recht eingehend ist der allgemeine Kegel behaudelt. Ziiniichst wird 
gezeigt, dass jeder schiefe Kreiskegel sich als gerader elliptischer und  
u m g e k ~ h r t  darstellen lasst. Weitere Eigenscliaften folgen au8 der  Ein-  
fülirung des Polarkegels. 

Kennt man diejenige Ebene ,  welche die  Spitze eines Kcgels mit 
einer Leitlinie seiner Grundflache verbindet,  eine L e i  t e b e n  e des Kegels 
nnd die Hohe des Polàrkcgels eino B r e n n l i n i c ,  so folgt, dass alIo 
Punkte des Polarkegels von der Brennlinie und der Leitebene dasselbe 
Abstandsverhaltniss haben. Mit Hilfe hiervon ergiebt sich, dasn jeder 
Schnitt eines schiefm K r e i s k ~ g e l s  und auch eines jeden Kegels II. O. 
ein Kegelschnitt ist. 

Auf die Kreisschnitte eines heliebigen Kegels ist leider nicht ein- 
gegnngen. W e u n  auch dio Aufgabe, einen beliebigen Kegel in- einem 
Kreise zii schneiden, kiibischen Charakters i s t ,  tio hatte doch wenigstens 
das Vorhandensein von Kreisschnitten erwiesen werden sollen. 

Die Focaleigenschaften des Kegels, deren Analogie mit den Brenn- 
punktseigenschaften des Kegelschnittes nach S c h r  o e t  e r  durch eine un-  
eingeschrankte DualitXt wesentlich ergLnzt wird, werden durch eine 
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geometrisçheVerwandtscliaft, die ,,Polarverwandtschaft", abgeleitet. S c h  r O e- 
t e r  nennt  zwei polarverwandte Gebilde ,, reciprok " (Theorie der Ober- 
flachen II. O . ,  S. 52),  R e  y e ,,rechtwinklig aufeinander bezogen" (Geo- 
metrie der Lage I . ,  S. 159). Denkt  man sich namlich alle durch einen 
P u n k t  gehcnden Geraden -und Ebenen paarweise so miteinandcr ver- 
bunden ,  dass jeder Geraden die zu ihr  senkrechte Ebene und  umgekclirt 
zugeordnet wi rd ,  so siud zwei derartige Gebilde polarverwandt. 

Von speciellen Kegeln werden noch der gleicliseitige und der ortho- 
gonale Kegel naher untersuclit. EY wird nachgewiesen, dass ein Kegel 
uncndlicli vieln Tripel  senkrccliter Seitenlipien h a t ,  wcnn er e h  solchcs 
besitzt,  dass ein solcher Kegel von jeder  Ebene ,  welche auf einer Seiten- 
linie seiikrecht s teht ,  i ~ i  einer gleichseitigen Hyperbel geschnitten wird, 
dass die Holienebenen eines heliebigen eingeschriebenen Dreikants sich in 
einer Seitenlinie des K ~ g e l s  schneiden. - -  Neben anderen Eigenschaften 
des orthogonalen Kegels werden folgende bekannten bewiesen : ,, Drelien 
sich die Schenkelebenen eines rechten Flachenwirikels um zwei sich 
schneidende Gerade,  rio durchlauf't die Scheitelkante einen Kegel l '  und 
, ,der  Ort  aller l'iinkte, welche von zwei sic11 schneidenden Geraden ein 
bestimmtes Eiitfernungsverhaltniss haben ,  ist ein Kegel". 

I n  deni Abschnitte ,,Allgemeine Focalgehilde des ebenen Kegel- 
schnittes" werden au8 den Eigenschaften dee allgemeineu Kegels Focal- 
eigenschaften der Kagelschnitte abgeleitet, so narnentliçh anch die von 
S a l m  o n  herrührende Erzeugung der  Kegelschnitte (vergl. S e  h r o e t  R r ,  

Theorie der Oberflaclien II. O. ,  S. 646). Da sie weniger hekannt  is t ,  so 
sei ~ i e  hier angeführt:  , ,Bewegt sich in einer Ehene  ein P u n k t  so,  dass 
das Qoadrat  seiner Entfernung von einem beliebigen P u n k t e  im Raume 
zuru I'roducte seiner Entfernungen von zwei Geraden i n  der Xbene in 
utiver%nderlichern Verhdtnisse s teht ,  so beschreiht er einen Kegelschnitt." 

1)en Uebcrgang zur allgameinen NaChe II .  O. hildet der Satz: 
,,Bewegt sicli ein Punkt  in einer Ebene  s o ,  dass seine Potenz in Be- 
ziehung auf eineu Kreis in  der Ebene  Oder auf eine Kugel irn Raume 
in unver~nderl ichem Verfi%ltnisse stelit aum Producte seiner Abstande 
von zwei festen Geraden der  Ehene ,  so durehlauft e r  einen Kegelschnitt." 
Wird dieser Satz auf den Raurn ausgedehnt, so  liefert er eine Definition 
der Flache I I .  O. ,  von welcher die S a l  m O n'sche Definition (S c h  r O t er,  
Tbeorie der Oberflachen, S. 649) ein specieller Fa11 ist. Aus ihr ergeben 
siçh ungezwuugen die Haupteigeuscliaften der Oberflachen II. O. Auf 
dem einschaligen IIyperboloide und dem hyperbolischen Paraboloide werden 
die beiden Sehaaren von Geraden ermittelt und ihre Eigenschaften nacli- 
gewiesen. 

IXe kleine,  77 Seitrri s tarke Schrift lcitet in  klarer, übcrsichtlichcr 
Weise und mit einfaclier, ungezwungener Methode auf elementarem Wege 
rinen grossen Thei l  jener  Eigenschaften der  Oberflacheu I I .  O. ab, welclie 
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biutier nur  vereiuzelt der Elementargeometrie hekaiint waren,  und führt 
auf dem leichtesten Wege . und iri grosser Kürze in die Theorie  der 
Oherflachen II. 0. ein. Ih r  ist eine reclit weite Verbreitung sehr zu 
wünschen. 

-- - -- 

Die Oeometrie ftîr Qymnasien und Realschnlen. Ein Lelir- und Uebungs- 
hnch von A. MILINOWSKI.  1. Theil. Planimetrie. 

, ,Unter den mathematischen Disciplineri ha t  die Geometrie unzweifel- 
liaft die grosste bildende Kraft ,  uud zwar liegt diese in der Forderung 
des riiumliclien Vorstellungsvermogens. Uie Starkung desselben mnss 
daher der Hanptzweck des geometrischen Unterricbts sein,  die geametrische 
Wahrheit muss durch Anfichauung erkannt werden. Alle Bewoise, welche 
vorzugsweise der Reclinung sich bedienen, sind moglichst zu vermeiden. 
Der wirkliche Lernstoff itit i n  knapper, praciser Form und moglichst 
geringem Umfange zu geben; seine Anwenduugsfahigkeit ist  a n  aahl- 
reichen Constructionsaufgaben zu zeigen. Die Constructionen selhst,  als 
hauptsiichlichstes Mittel zur Kraftiguug des Formensinnes, sind auf den 
unteren Stufen auch in den Nebentheilen genau mit Zirkel und Lineal 
au~zuf i ih ren .~~  

Mit diesen Worten,  welche gewiss den Beifdl  vieler erfahrener 
Schulm%nuer finden werden, leitet der  Verfasser das vorliegende Buch 
ein. Bevor wir uns zu überzeugen suchen, das dasselhe wirklich nach 
diesen Grundsatzen hearbeitet i s t ,  mag hemerkt werden, dass bei der  
, ,knappen, pracisen Form", , ,dem moglichst geringen UmfangetL nicht 
blos die Skylla der Breitspurigkeit, sondern auch dio Charybdis der Un- 
verstandlichkeit zu vermeiden ist , da schon der alte K a n t  Veranlassung 
niuirnt, zu er innern:  manche Bücher seien gar nicht so lang,  wenn sie 
nicht so verzweifelt kuiz  waren. Zu dieser ersten vorlaufigen Uemerkung, 
gegen welche unser Bnch a n  einigen Stellen, wo die Aufgaben ohne 
Andeutung der Lofinng d e h e n ,  gesiindigt h ~ t ,  so dafis mancher Schüler 
die Losung umfionst s u s  dem Zusammrnhange zu entriehmen sicb an- 
strengen wird, mag die zweite t reten,  dass der Verfasser, welcher a u €  
den uutereu Stufen genaue Constructionen verlangt ,  in der  Prima die 
genau gezeichneten Figuren iiicht verdammen kaun. 

Das Huch bietet in  22 Paragraphen auf 118 Seiten einen reichen 
Lrhrstoff und die achtunggebietcnde Zahl von 1181 Aufgaben dar. Die- 
selben sind dem theoretischen Vortrage so eingefügt, dass sie bald die 
riatürliçhe Folge der neuen Erkenntniss darstellen, I~a ld  neue Gesichts- 
puukte darbieten, aus denen die fernere Untersuchung ihren Pfad weiter- 
hin erfipaht. 

Des Buch zerfallt ungezwungen i n  drei Abschnitte,  die  zwar nicht 
bezeichnet s ind,  sich aber erkennbar genug gegen einander abheben. 
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Uer  erste iimfasst die $8 1 his 13; er behandelt die  elementare 
Geometrie bis zur Aehnlichkeit. Da der Winkel  als Maass für den Rich- 
tungsunterschied zweier Geraden drfinirt ist (5 2), so erscheinen die 
Parallelen als Gerade gleiclier R,ichtung (5 9 ,  II), und nun e,rgiebt sich 
ungezwungen, dass sie mit ciner dritten gleic'ne Richtungsunterscliicde 
liaben müssen. Es kann meine Aufgabe einem Natliematiker von der 
Bedeutung M i l i n  o w s k i ' s  gegenüber G c h t  sein,  ihm an dieser Stelle 
theoretische Vorhaltungen zu machen; um so weniger, da  bei einem 
Lehrbuche der piidagogische Gesichtspuiikt der  leitende ist. Cnd unter 
den Versuchen, die betreffende Barrière, welche j a  die ersten Elemente 
durchsetzt, xu  iielimen, gefillt  mir kaiirn eine hesser, als dieser hin- 
reichend hewahrte. Aus der Besch#ftigiing mit dem glcichschenkligen 
Drriecke ( 5  7) ergeben sich die Losungen der bekannten Grundaufgaben, 
die Satze,  welche sic11 anf symmetrische Lage heziehen, geometrische 
Ocrter,  eine Rr ihe  von Kreistheoremeri (die Ueherschrift : , ,Lehre vom 
Kreise" verschwirid~,t jabrlicli mehr - Gott babe sie selig!) und eioe 
Menge von Aufgaben. Hier  schon werden an einen Kreis von einem ge- 
gebenen Purikte die Tangenten gezogen (113),  es erscheinen eine Reibe 
von Tactionsaufgaben (126, 127, 1 3 4 ,  1 3 5  u. u. W.), ja (144) der Kreis, 
welcher einen Halbkreis in einem best.immten Punkte  und den Durch- 
messer beriihrt. 5 8 enthiilt die Congruenzsatze, 9 10 behandelt die 
Parallelogramme, 8 1 1  bestimmt die Winkelsumme des Ureiecks, 5 12 
entliiilt die Lehre vom Centr i -  und Peripheriewinkel. Dem hier ge- 
gebenen Beweise habe ich keinen G e ~ c h m a c k  ahgawinnen konnen. Der 
erste Tlieil enthalt 484 Aufgaben. 

Der  zweite Theil geht vorn 5 13 bis fj 16. E r  umfasst die Le111.e 
von der Aehnliclikrit, die FlachensBtze, den Lehrsatz des P y t h a go  r a s  
und die Satze über die MitteIlinie und die  Halbirungslinie .des Winkels. 
Dass sich hieran der Sehnen - ~ a n ~ e n t e n  - ~ e c a n t e n i a t z  (Potenz) natürlich 
scliliesst, schcint mir zweifellos; d ~ m n a c l i  sollte 5 18 dem 5 17 rneines 
Erachtens inhaltlicli vorangehen. In diesem Theile findet die Geometrie 
der G r ~ ~ s e n v e r ~ l e i c l i u n g e n  iliren Abschluss, es eroffnen sich Aushlicke in 
die  Geometrie der Lagenverhtiltnisse. Sn Aufg. 771. I)ie hier çestellten 
Aiifgahen sind zurn Theil sehr intercssant,  so insbrsondcre eine Iteilic 
von Maximumaufgaben, Einschreibungen der einen F igur  in eine andere, 
Verwandlungen iind Theilungru. Ob man in der Bescliriinknug der 
algebraischen Iiilfsmittel auf das Nothige so enthaltsarn sein will, wie d ~ r  
Verfasser, ist  Gnsclin~ackssache. 8 7 1  und 8 2 6 ,  ehenso 852 und 873 ,  663 
iind 665 siud nur durch den Wortlaut verscliieden. Vielleicht ist es 
bessel-, den Schüler dieçie Umformungen selbst fintlen zu lassen. A h  
fehlerhaft sind mir A .  659 und 670 aufgefallen. 

Der  letzte Theil unseres Buches behandelt die liarmonisclien Puiiktc. 
und Strahlen,  die harmonische Verwandtschaft, die Kreisverwandtscliaft, 
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dann etwas lose irn Zusammenhange des Uebrigen die Kreisrechnnng und 
als Sclilussstein des Ganzen die ausgezeichneten P u n k t e  des Dreiecks. 
Die glückliche geometrische Begabung des Verfassers tritt  hier i n  beson- 
ders günstigein Lichte hervor. Die Umrisse der dargelegten Dinge er-  
d ie inen  in jener lehendigen Klarheit,  welche sie nur  nnter  dem E i n -  
flussa eigener Forschung auf irgend einem Wissensgehiete annehmen. 

C o e s f e l d ,  im August 1881. K. S C H W E R I N ~ .  

SCEIWERING, Mathematische Miscellen. Progr. Coesfeld. 1881. 
Von den  drei in dieser Arbeit vereinigten kleinen Aufsiitzen be- 

schaftigt sich der erste mit der bekannten elementaren Aufgabe: das 
Voliimen einer Halhkugel durch eine dem Grundkreise parallele Ebene 
zu halbiren. 1st a d r r  Abstand der Schnittebene vom Grundkreise, so 
rrhalt man die Gleichung x3 - 3r4x = - r3. Die L6sung dieser Gleichung 
durch die C a r d a n  i '  sçhe Formel  giebt , wenn man die darin auftreten- 
den Coefficienten - 4 und 4 J3 durch cos, resp. sin (120°+ 211 7 ~ )  (n = 0 ,1 ,2 )  
ersetzt und  den h1 o i v  r e 'schen Satz benntzt,  die  einfachen Werthe 
X, = 2 r .  cos 400, - x, = 2 r .  cos 20°, x3 = 2 r .  cos 80°. Diesclbon lassen sich 
mittelst eines regularen dem Grundkreise einbeschriebenen Nennecks sehr 
leicht construiren. D e r  dritte giebt die eigentliche L6sung der Aufgabe, 
wiihrend die beiden anderen einer etwas allgemeineren Fassung des Wort- 
lautes derselben entsprechen. Am Schluss wird auf die Verallgemeine- 
rung der Aufgabe durch Forderung einer andern Theilung der Halbkugel 
hingewiescn. 

Der zweite Aufsatz: , ,Directe Bildung der Gleichung, welche die 
Doppeltangenten einer Curve vom Geschlechte Nul1 finden laast", ist  oine 
ümarb~i t i ing  eiues früheren,  in  Bd.  XXI S. 130 dieser Ztschr. puhlicirten 
A~fsa tzes .  Wird nach der über die Curve gemachten Voraussetzung 

= Y~ 8 A 
,,,*i Y gesetzt,  so laiitet die gesuchte Gleichung 

1::: 8:: 
q v ,  $ A ,  

worin I und v die Parameter der  Berührnngspunkte der Doppeltangenten 
sind. I h c h  sehr sinnreiche Transformationen gelangt nun  der Verfasser 
dazu, gleicfi anfangs die fremden Factoren der Determinante zu beseiti- 
gen, dann iliren eigenen Grad ,  und  denjenigen ihrer Discriminante, in  A 
zu liestimmen, wodurch als Anzahl der D ~ p p e l t a n ~ e n t e n  2 (n - 2) (n - 3) 
ermittelt wird. Besnnders einfach, u n d  sogar auf elementare Gleichungen 
führend, gestaltet sic11 das Problem bei der Lemniskate und Cardioide, 
nachst dem bei der allgemeinen Curve vierter Ordnung mit drei Doppel- 
pnnkten. 

Hiat.-lit. Abth. d. Zeitaohr. 1. Math. ri. I'hya. XXVII, 3. 
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A n  dritter Stolle wird die Aufgabo behandelt:  Die Summe der 
Flacheninhalte aller Kreise zu finden, welche einem Kreissegmente, sich 
gegen~ei t ig  berührend,  eingeschrieben sind. E s  handelt sich hierhei uui 
die Bestimmung des Ausdruckes 

von welchem sogleich gezeigt wird,  dass er convergent ist und den Cha- 
rakter  einer elliptisclien Function hat. I n  der  Herstellung dieser Func- 
tinn liegt der Schwerpunkt der  Arbeit. Es wird zuniichst die Hyparhel- 

function 1 : &0i4 ( I  + Y) durch den gleichwerthigen Eaponeutialausdruck 

eraetzt, alsdann der Factor 1 : (1 + e9-2")* nach der  fjinominlformel ent- 
wickelt u n d  eudlich die Sumrnaticn für a, 2 (Y, 3 u, . . . ausgefülirt. Der  so ent- 
s tandene Ausdrack xeigt bereits Aehnlichkeit mit der  Reihenentwickelung 
der Function p U ,  und erweist sich schliesslich (bis anf cinen Zahlfactor) als 

rl i rli identisch mit P"(T + ni)  - 9 (cp + ni) + - , worauf noch - durch 8 - F u n c -  
n TL 

t ionen ersetzt wird. Der Verfasser macht mit Recht darauf aufmerksam, 
dass hier der Zusammenhang einer geometrischen Aufgabe mit elliptischen 
Functionen oline das Hilfsmittel der Integralrechnung hergestellt ist,. - 
Wahrend zuerst das kleiriere der beiden durch einc Sehne  entstehendcn 
Segmente zu Grunde gelagt war ,  zeigt der Verfasser am Schlusse durch 
eine analog au  dem grosseren gef'iilirte L'ntersuçhurig, dass ein wesent- 
licher Unterschied zwischen heiden Eallen niclit besteht. - Irn Ganzeii 
charakterisirt sich die Arbeit als ein neiier sehr beachteuswerthar Bei- 
t rag zur  gcometrischan Ariwendung der elliptischen Functionen , deren 
Auftreten auf einem so elemeutaren Gebiete, wie das der vorliegendcn 
Aufgabe, man sonst uicht zu erwarten pflegt. 

W a r e n .  V. SCFILEGEL. 

Exposition géométrique des' propriétés générales des courbes. I'ar 
CH. RUCHONNET (de  Lausanne). Quatrième édition augm~ntée .  
Lausanne ,  1680. go. 174 S. 6 Tafeln. 

D a s  Werk des Herrn R u c h  o n  n e t ,  welches schon in viertrr Auf- 
lage vorliegt, verfolgt eine ghnliche Teiideuz, wie die Sclirift des Hrrrn 
S c  h e l l :  ,, Allgemeine Tlieorie der Curven doppelter Kriimmung" (Leip. 
zig, 1559. 8 0 .  106 S.) ,  utid das ziemlich volurnintise W e i k  des Herrn 
A o u  s t : ,, Analyse infinitésimale des courbes dans l'éspace" (Paris,  1876. 
8O. XX, 564 S.). Die Behandlungsweise des Gegenstandes ist eine rein 
geometrische , alle vorkonimenderi metrischen Relationen Sind auf geo- 
metrische Betrachtungen basirt. Die Schrift des Herrn H u c  h O n n  e t  
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aerfallt in zwei Theile. Der  erste behandelt auf S. 7-42 die ebenen 
Curven; in  weit ausführlicherer Darstellung sind auf S. 43 - 172 die 
Curven doppelter Krümmung geometrisch untersncht. D a  die  Darstel- 
lungen der ebenen Cnrven u n d  dor Ranmcurven eine A r t  Parallelismus 
zeigen, so 6011 n u r  die  zweite Abtheilung in Betracht gezogen werden. 
h'ach einigen Stellen des Buchs zu schliessen (S. 50 u. S. 96), scheinen 
Vortriige über die  Geometrie des Raunies, welche H e r r  B e r t r a n d  1856 
und 1857 in Paris  gehalten h a t ,  nicht ohne Einfluss auf da8 Bnch ge- 
blieben zu sein,  der Her r  Verfasser giebt inimer mit grosser Sorgsamkeit 
alle Scliriften a n ,  denen Satze oder Beweise entlehnt sind. 

Der eigentlichen T h e o r i ~  dcr  Cnrven gehen oinige Satzo über krumme 
Flachen voraus, die  sich wesentlich auf  windschiefe u n d  specieller develop- 
pabele E'lachen beziehen. Hierbei zeigt sich eine Eigenthümlichkeit in  
der I)arstellung, welche hin u n d  wieder im Buche auftritt ,  nach einem 
Theorem erst die nothige Definition folgen zu lassen. So z. B. wird auf 
S. 44 gesagt, dass die berührende Ebene im P u n k t e  P einer windschiefen 
Flache die Generatrix enthalt,  welche durch den P n n k t  P geht. Mitten 
im Satz ist  die Definition einer windschiefen Flache in Klammern an-  
gegeben. ISach'einigeu Satzen über die Tangente (S. 46-48) folgt die 
Definition der Schmiegungsebene. Diesa beiden geometrisçhen Elemente 
in Verbindung mit dem Contingenzwirikel und  dem Torsionswinkel sind 
au€ S. 46 -74 sehr ausführlich behandelt. E s  findeu sich dabei manche 
interessante metrische Relationen entwickelt. Auf S. 74-90 ist der  
Krümmungskreis hetrachtet,  sowie die Gelaaden, welche Hauptnormale 
und Binormale heissen. Bei Gelegenheit der Auftitellung des Wiukelri 
der ganzen Krümmung ist die von L a n c r e t  gegebene Deduction mit- 
getheilt. Die  windschiefe Fliiche der Hauptnormnlen giebt S. 8 6  Ver- 
anlassnng, allgemein die  Strictionslinie einer windschiefen Flache zu 
definiren. Auf S. 90 - 103 sind die windschiefen Flacheu in einer wei- 
teren Darstellung behandelt. Wenn auch nicht zu leugnen ist, dass die 
Lehre von den windschiefen Flachen erst durcli Zuxiehung der Theorie 
der Cnrven doppelter Krümmung sich in  manchen Punkten sehr verein- 
fachen lasst,  so mochte doch dem Referenten scheinen, dass eine kurze 
Darlegnng der w~sent l ichsten Eigenschaften windschiefer Flachen einer 
grtisseren Theorie der Raumcurven v o r ~ u g e h e n  muss,  wahrend der Her r  
Verfasser Definitionen und Satxe vorhringt,  wo es ihm gerade gefallt. 
Auf S. 104 ist die geodatisclie Linie einer developpabeln Flache dadurch 
hestimmt, dass sie durch Abwickelung der Flache in eine Gerade über- 
geht. E s  ist dieses bekanntlich ein specicller Fa11 eiues schonen von 
G a u s s  aufgestellten Satzes. Bei dieser Gelegenheit ï s t  zu hedauern, 
dass de! Herr  Verfamer keine allgemeinen geometri.srhen Betrachtungen 
über geodatiache Linien mit,getheilt ha t ,  was bei seiner klaren Darstel- 
liingswaise eehr erwünrsclit gewesen ware. An die Betrachtungen über 

8 * 
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windschiefe Flachen schliesst sich die Untersuchung der developpabeln 
Flache a n ,  welche von den  Normalebenen einer Curve eingehüllt wird 
(Polarflzche, Surface polaire), woran sich Ausführimgen über die Curvr, 
reihen, welche von den Mittelpunkten der osculatorischen Kreise gebildet 
wird. Auf S. 116-131 ist die Schmiegungskugel behandelt. Rei dieser 
Anordnung ist nicht z u  vermeiden, dass zuweilen Satze und Relationen 
iiriter etwas anderén Renenniingen in doppelter Weise auftreten; so 
findet sich auf S. 109 eine Distanz bestimmt, die sich auf S .  119 einfach 
als Distanz der  Mittelpunkte des osculatorisclien Kreises und  der oscula- 
torischen Kngelfliiche erweist. 1)ie Evoluten basirt der Her r  Verfasser 
auf einen einfachen Sa tz ,  welcher mit grosser Sorgfalt ausgeführt ist. 
Sehr vollstandig sind die Evoluten,  Evolventen und  die rectificircnde 
Fiache einer Railmcurve aiif S. 131-154 behandelt. Abgesehen von 
einem Zusatz flchliesst das  W e r k  mit einer eingehenden Untersucbung 
der Schmiegungshelix. Auf S. 110  findet sich in  einer Anmerkung , ,Le 
théorème qu'exprime ce f l e  formule n élé, je c r o i s ,  donne' pour lu première 
fois pur Jacohi en 1835, dans  un nrlicle insire au J o u r n a l  d e  C r e l l e ,  
[orne XIV".  Die  bemerkte Formel enthalt die Entfernnng zwischen den 
Mittelpunkten von Krümmungskreis und  Schmi~gungskngel .  I n  dem.Aiif- 
satze von J a c o b  i :  ,, Zur Theorie der Curven" ( C r  e l  1 e ,  Journa l  XIV, 
S. 56-63) ist die bemerkte Distanz S. 61 unter der Bezeichnung: , ,Lange 
der Krümmungsaxe C K L L  enthalten. .J a c O b i hat te  versuctit, die haupt- 
sachlichsten Formeln ans der  Ciirventheorie aufzustellen, wobei indess 
noch der Begriff des Torsionsradius fehlt. Bei dicscr Gclegenheit moclite 
Referent aiif eine Abhandlnng von J a c o  b i  aufmerksam machen, deren 
Inha l t  i n  den Schriften über Kaumcurven noch keine Deachtung gefun- 
den hat. Die  Abhandlung: ,,Demonstratio e t  arnplificatio theorematis 
Gaussiani d e  rjnadratura integra trianguli in data  superficie e liueis bre- 
vissimis formati ( C r  e l  1 e ,  Journa l  XVI, S. 344 - 350) hatte, ungeachtet 
einer geometrischen und analytischen Beweisführnng , bei C l a u s  e n  Be- 
denken a n  der Richtigkeit der gefiindenen liesultate hervorgerufen. Man 
vergleiche hierüber C l a u s  e n  : ,, Berichtigung einee vou Jacobi aufgestell- 
ten Theorems " (Astronomische Nachrichten Nr. 457, Bd. XX S. 1 3  -16, 
Altona 1843). I n  dem Aiifsatze , ,Ueher einige merkwürdige Curven- 
theoreme" (Astr. Nachr. Nr. 463, Bd. XX S. 115- 120) wies J a c o b i  die 
unbegründeteu Bedenken durch Cehr einfache geometrische Betracbtungcn 
zurück, die wohl verdienten,  in die Curventheorie aufgenommen zu 
werden. I n  einer Anmerknng citirt der grosse Mathematiker einige sein 
Theorem betreffende Wor te  von S t e i n e r .  Der kleine Aufsatz von 
S t e i n e r :  ,, Uehér einige allgemeine Eigenschaften der  Curven doppelter 
Krümmung" (Berichte der  k. preussischen Akademie der Wissenschaften. 
Aus dem J a h r e  1839, S. 76- 80) scheint von geumetrischen Schrift- 
stellern wenig beachtet zu se in ,  obgleich derselbe eine Menge wichtiger 
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Satze enthiilt. So findet man n. A.:  , ,Rollt  eine Ebene  E, ohne zu 
gleiten, als Tangentialebene anf der  Flache F (also aine der vorgenann- 
ten Normalebenen), so wird aie stets im namlichen Punkto  P von der  
Curve C geschnitten, oder so beschreibt s in  bestimmter P u n k t  P derselben 
die Corvr. C." Die von S t e i n e r  durch F bezeichnete Flache i ~ t  die 
Polarfliiche der Curve C. Genau derselbe Satz findet sich S. 131 bei 
IIerrn R u c h o n n e t  u n d  wird als Basis der  Theorie der  Evoluten ge- 
nommen. ,,Si l'on fait rouler Ze plan tungent sur la surface polaire, ce 
plun, qui dans son mouvement reste toujottrs normal à la courbe considérée 
est traverse par elle constumrnenl au même ~ o i n l . ~ '  Uebrigens musa her- 
vorgehoben werden, dass S t e  i n e r  seine Satze ohne Beweis mitgetheilt 
hat. Schliesslich k a n n  Referent nicht umhin, die  Schrift des Herrn 
R u c h o n n e t  in  mehr wie einer Dinsicht der  Beachtnng der Mathe- 
matiker zu empfehlen. D i e  Darstellung ist sehr k la r  und pracise, das  
Werk enthalt, soweit die  G e g e n ~ t a n d e  behandelt s ind,  einen grossen 
Reichthnm a n  Satzen,  die namentlich i n  Form metrischer Relationon or- 
scheinen. E s  sind weniger eine groswre Anzahl von Satzen behsndelt,  
die siçh auf Raumcurven und  windschiefe Flachen beziehen, als d ie  mit- 
getheilten fundamentalen Theoreme ausfübrlich behandelt, was der Schrift 
nur znm Vortheil gereicht. 

G o t t i n g e n .  ENNEPER. 

Analytische Geometrie, bearheitet von Dr. RICBARD H E Q E R ,  Gymnasial- 
lehrer u. a. o. Hon.-Professor am konigl. Polytechnikum zu Dresden. 
Breslaii 1880/81, bei Eduard  Trewendt. 380 S. [Encyklop%die der  
Naturwissenschaften , Bd. V, 1-380.1 

Das W art ,, Analytische Geometrie" ist ein ungemein dehnsames. 
Wir haben in den Banden dieser Zeitschrift über manche so henannte 
Schrift berichtet, welche eines Lobes würdig erschien, und deren Inhal t  
doch ~ e c h t  kurz hei einander war. Ee waren das meistens Schulbücher, 
Bücher zur Einleitiing in die analytische Geometrie, die sich der Auf- 
gabe entschlagen durften, ihre Leser mit denjenigen Methoden bekannt  
zu machen, welche insbcsondere seit 1828 ,  dem Erscheinnngsjahre von 
P l ü c k  e r '  s Analytisçh- geometrischen Entwickelungen, den hervorragen- 
den Geometern gedient haben,  Untersuchungen anzustellen, deren Gegen- 
stande einer nur  um Weniges früher gelegenen Zeit so gn t  wie nnbekannt 
waren. Wer gerade diese modernen Methoden in Anwendung anf die 
analytische Geometrie der Ebene kennen lernen will, den verweist man 
auf die durch vollendete Eleganz sich auszeichnenden kürzer gefassten 
Bücher von H e s s e  oder J o a c h i m s t h x l ,  auf das nicht minder elegante, 
vollstiindige Werk  über Kegelschnitte von S a l m  o n ,  dessen Bearbeitung 
in dentscher S p r ~ c h e  durcli F i e  d 1 e r in der vierten Anflage bereits die  
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Starke von 700 Seiten erreicht h a t ,  welche von der fünften Aufiage, an  

dereu Erscheinen nicbt zu zweifeln is t ,  noch üherhoten werden dürfte. 
H e r r  H e g e r  hatte sonach für die Analytische Geometrie der Ebene und 
des Raumes,  deren Behandluug auf verhtiltnissmassig geringfügigcm Raume 
ihm übertragen worden ist,  eine reiclie Auswahl von Musterwerken. Er 
durfte nicht ausser Augen lasseri, dass die Voraussetzung eines Haod- 
buches der  Mathematik - denn a h  Thei l  cines solchen erschicn diese 
analytische Geometrie in  der Encyklopadie der Naturwissenschaften - 
darin besteht,  dass dem Leser kein anderes matbematisches Werk Zn 
Handen  se i ,  dass also zwar nicht alle Feinheiten von Sorideruntc~rsuch- 
ungen Aufnahme zu finden haben ,  aber  doch auch nichts Wesentliches, 
a n  Ergebnissen wie an Methoden, fehlen darf. E r  liess sich denn ituçli 
von diesem uns richtig erscheinenden Gedankcn leiten und  schloss sich 
unter den notbwendigen Kürzungen an die Werke  a u ,  welche wir als 
die moderne analytiache Geometrie enthaltend bezeiclinen dürfen. Die 
symbolische Bezeichnung von Gleichungspolynomen durch einen einfacheo 
Buchstaben, die Anwendung von Determinauten, die nehen einander 
stattfindendo Benutzung von Punkt  - und Liniencoordinaten, die Ein- 
führung homogener Coordinaten treten der Reihe nach auf, und ihre 
Wirkungsweise bewahrt sich wie an den gewohnlichen Eigenschaften der 
Geraden und  der Kegelschnitte, so auch a n  den projectivisclien Satzeri 
über diese ebenen Gebilde und über Curven dritten Grades. An die 
analytische Geometrie der Ehene schliesst sich die des Raumes nnmittel- 
bar an. Hier  war  eine grosse Sparsamkeit in  der  Anewahl aus dem 
überreichen Stoffe noch mehr geboten und  doch zugleich schwieriger. 
Wenn in der analytischen Geometrie der  Ebene  recht vie1 ohne Infinite- 
simalrechnung oder mit verkleideter Infinitesimalrechnung geleistet werdeu 
k a n u ,  so ist es in  der analytisehen Geometrie kaum rnoglich, der neueren 
Untersuchungen au gedenken,  ohne den Begriff und die B~ze ichnung  
von Differentialquotienten eu benutzen: Man konnte wolil Zweifel aus- 
sprechen,  ob es zweckmasciig Sei, überhaupt mehr als nur  die Letire von 
dem Punkte ,  der  Geraden und  der Ebene im Raume zu behandeln, bevor 
die Differentialreclinung dem Leser die fast auf Schritt und Tri t t  un 
entbehrlichen Werkzeuge geliefert hat. H e r r  H e  g e  r ist dieser Ansicht 
nicht. E r  hat  nicht n n r ,  was auch unserer Meinung nacli thunlich ist, 
die Ausdehnung der früheren Methoden zu P u n k t -  und Ebenencoordi- 
naten,  sowie zu homogenen Raumcoordinaten vollzogen und projectivisclie 
Eigenschaften der  vorgenannten e i n f a c h o  Raumgebilde entwickelt, er 
ha t  auch die Lehre von den Flachen zweiter Ordniing, von den Raum- 
curven dritter Ordnung ,  von den abwickelbaren Flactien dritter Ordnung 
60 vollst%ndig geliefert, als es mit ausschliesslich elementaren Hilfsmitteln 
überhaupt thunlich war. H a t  e r  mit dieser Ausdelinung des Stoffes 
Recht gehabt ,  was wir, wie gesagt, nicht zu hehaupten im Stande sind, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



BO ist die Ar t ,  wie er seiner Aufgabe gerecht wiirde, gewiss nur  rüh- 
mend anzuerkenneri, und wir sind überzeugt, dass der Verleger keinen 
Fehlgriff thun würde , falls er die 11 e g er'sclie Analytische Geometrie 
anch als besonders verk2ufliches Buch heften liesse, .welches manchen 
Ahnehmer hei Solchen finden rnochte, die sich zur Anschaffung der ganzen 
Encyklopadie der Naturwissenschaften , beziehungsweise dercn mathemati- 
sclier Abtheilung, nicht entschliessen konnen. Bei einer solchen Sonder- 
ahgabe ware es  v ie l l~ ich t  auch moglich, einen Neudruck des ersten Druck- 
hogens zu veranstalten , der sich durch zahlreiche sinnentstellende Druck- 
fehler unvortheilhaft von den folgenden Bogen unterscbeidet. 

CANTOR. 

Gemeinfassliche, le icht  controlirbare Losung der  Aufgabe: , , In e in  
ringformig geschlossenes Band einen Knoten zu machen'', und  
verwandter  merkwtîrdiger Probleme, van  Dr. OSCAR SIMONY, a. o .  
Professor au  der  k. k .  Hochschule für Bodençultur,  Privatdoceut 
an der Wiener Universitiit. I I I .  erweiterte Auflage (mit 42 Holz- 
schnitten und 4 lithographirten Tafeln). Wien , Verlag von Gerold 
& Cornp. 1881. 

Referent hat diese kleine Schrift mi t  urn so grosserem Interesse ge- 
lesen, als durch eigentliümliçhes Zusammentreffen gerade xur Zeit , als 
der Wunsch ausgesprochen wurde,  wir mochten über den Inhal t  uns  
aussern , der Gegenstrrnd in dem Heidelberger Mathematischen Vereine 
experiuient,eJl erortert wurde. Her r  G e  o r g W a l  1 e n  b e r g aus Danzig 
hat mittcls steifer Papierbander, die  a n  den  Euden  gummirt waren, die 
wichtigsten S i m O n y 'schen Versuche zur Anscbauung gebracht und  uns  
so unser U r t h d  wesentlich erleichtert, wahrend ohne die Fingerfertigkeit 
dieses jungen Stiidireuden der  Mathematik unser personlicher Mange1 an 
Raiiniphantasie aiich trots der  vortrefflichen Abbildnngen mit den Ergeb- 
nissen sich nicht genügend vertraiit zu rnaclien genusst hatte. Vielleiüht 
ist es auch anderen Lesern ahnlich gegangen und  dadurch eine Befangen- 
heit gegen Dinge erxeugt worden, die sie sich nicht vorzustellen ver- 
mochten. - 

Es handelt sich um die Aufgabe: i n  ein ringformig geschlossenes 
Band einen Knoten zii machen, eine in wissenschaftlichen Kreisen übel 
bcrüchtigte Aufgabe, weil sie i n  den von Herrn S l a d e  gegebenen Vor- 
~tel lungen durch salua venia Geisterhande gelost worden sein soll. Mit 
Geis te rn  hat  aber die uns  vorliegende Abhandluug Niçhts z n  thun ,  so 
wenig, als mit einer objectiv vorhandeneu. vierten Dimension des Raumes. 
G a i s  treich ist sie nur  im guten S inne  des Wortes. Herr  S i m o n  y zeigt 
nBmlich mittels sehr sinnreicher Versuühe, dass eiu vor dern Schlusse 
einer ungeraden Anzahl von Torsionen unterworfenes Band eine oder 
rnehrere Verschlinguugen darbietet,  sobald mau es zwar nicht der Quere, 
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aber der  Lange nach durchechneidet. Die  Ansahl der Torsionen lasst 
sich aus den erzeugten Verschlingungen gewissermassen ablesen. Herr 
S i m  o n  y beruft sich mit Recht auf L i  s t i n  g 's  Topologie, als einer friili- 
zeitig erschienenen Vorlauferin dieser Untersuchnngen. Verwandt sind 
denselben auch zahlentheoretisch - geometrische Betrachtnngen , welche 
insbesondere einige franz6sische Mathematiker in den letzten Jahren an- 
gestellt haben und  über welche z. B. H e r r  Ed.  L u c a s  in einer italienisch 
geschriebenen Abhandlung , ,Principii fondamentali della geometria dei 
tessutiLL in dem sechsten Jahrgange der z u  Tur in  erscheinenden Monats- 
schrift ,,L71ngegneria Civile e le  Arti Industriali" berichtet hat. 

La science d e  l'espace par  LUCIEN BUYS, capitaine d u  génie. Bruxelles 
1881, Librairie Européenne C. Muquardt Merzbach & Falk.  608 S. 

W i r  haben seiner Zeit in  kurzen Worten über die ,,Science de la 
quantite " desselhen Verfassers berichtet , als einem m ~ r k e ,  desscn Haupt- 
merkmal darin zu erkennen sei ,  dass complexe Grossen grundsatzlich 
nicht verkommen, weil sie nach des Verfassers muthmasslich von keinem 
anderen Mathematiker getheilter Meinnng nur  nutzlose Erzeugnisse einer 
ganz subjectiven Einbildungskraft darstellen. Heute  liegt uns  die erste, 
38 Drnckbogen starke Abtheilung der  R a n m  w i s  s e n  s c h a f t  vor, welcher 
nach der Absicht des Verfassers noch ~ w e i  weitere Abtheilungen nach- 
folgen sollen. Wie  der  gegenwartige Band Linien, Oberflachen und 
Korper  i n  elementarer Weise nach Form und Grosse betrachtend den 
E l e m e n t e n  d e r  G e o m e t r i e  u n d  d e r  T r i g o n o m e t r i e  der ver- 
breiteten Lehrbücher entsprechen soll,  so ist  die Absicht des Verfassers, 
i n  einer zweiten Abtheilung der a u a l y  t i s c h e n ,  i n  oiner dritten der 
d e s  c r i p  t i v e n  G e o m e t r i e  sich zuzuwenden. Erstere  wird es mit dem 
allgemeinen Stndium von Linien,  Oberflachen und Korpern zu thun 
haben,  gegründet auf die Messung der  Entfernung ihrer Punkte von 
gegebenen festen Ranmgebilden; letztere wird ihre Anfgabe darin sehen, 
Eigenschaften von Linicn und  Oberflachen des Raumcs ans ibrcn ebenen 
Projectionen kennen zu lernen. Man sieht ,  es ist ein weitangelegter 
P l a n ,  den H e r r  B u  y s gefasst hat. Weniger dentlich ist a n s  die Ab- 
sicht,  w e l c h ~  seine Veroffentlichungen leitet. Will er dem schon fertigen 
Mathematiker zeigen, welche Anordnnng der Wissenschaft die streng 
richtige ware,  oder will e r  mittels seiner Schriften selbst Mathematiker 
bi lden? D e r  grosse Umfang scheint die erstere Auffassnng auszuschliessen, 
aber eine WillensXusserung des Verfassers muss u n s ,  wenn sie vorhanden 
sein sollte,  entgaugen sein. I m  Zweifel nehmen wir a n ,  der Verfasser 
sei zum Mindesten der Meinung, a n  seinen Werken k6nne  ein Leser 
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sich zum Mathematiker ausbilden, und  von diesem Gesichtspunkte aus  
benrtheileri wir das  uns  vorliegende Buch. 

Es  ist eine missliche Sache,  in  einem ersten Bande Lücken nach- 
weisen zu wollen. D e r  Verfwser kann regelrn%ssig erwidern, er habe 
das Vermisste im zweiten oder dritten Bande  nachholen wollen. Wir  
nehmen also diese Einrede vorweg und  bemerken nur ,  dass demnach 
den folgenden Banden angehoren musa die zusammenhangende Lehre 
von den merkwürdigen Punkten des Dreiecks, die Lehre von der har- 
monischen Theilung, d ie  Erklarnng der  Archimedischen Korper ,  der 
Euler 'sche Satz über Vielflachner u .  S. W., welche im ersten Bande nicht 
mit einern Buchstaben Erwahnnng finden, wahrend gegenwartig kaum 
eine bessere Schulgeometrie diese Gegenstande vermissen lasst. 

Schwerer wird die Vertheidigung des wirklich Gebotenen sein,  wenn 
von Seiten folgerichtiger Strenge ein Sturm gefiihrt wird, und d a m  fehlt 
es keineswegs a n  geeigneten A n g r i f f s p ~ n k t ~ n .  

S. 14-15. E i n e  Ebene enteteht aus den Punkten  sammtlicher Ge- 
raden, welche zwei beliebige Punkte  zweier einander schneidender Ge- 
raden verbinden. Wir  lassen die  Definition gelten. Nun heisst es weiter: 
Eine Gerade, welche irgend zwei Punkte  dieser Oberflache verbindet, 
gehort ganz der Oberflache an. Wir  lassen diese Fortsetzung nicht 
gelten. Sie muas erst hewiesen werdan! 

S. 26. Das  Zusammenfallen zweier Dreiecke, deren Seiten einzeln 
einander gleich s ind,  i s t  evident. Wirklicli? Dem Verfasser scheinen 
doch selbst Zweifel a n  dieser Ersichtlichkeit aufgestossen eu sein,  denn 
er laest einen Beweis nachfolgen; aber dann musste der  Vordersatz ein- 
fach gestrichen werden,  welcher geeignet is t ,  den Anfanger zu ver 
führan, auch sonst Satze als crsichtlich anznnehmen,  die vielleicht gar 
nicht wahr sind. 

S. 32. Die  Verbindungslinien der Endpunkte der Grundlinie eines 
Ureiecks mit einem P u n k t e  im Innern  des Dreiecks hahen eine kleinere 
Somme, als die sie umschliessenden Dreiecksseiten. Das sei ersichtlich! 

S. 45. Ein  Vieleck ist regelmassig, fa118 alle Seiten nnd Winkel nnter  
einander gleich sind. W e n n  aber nnn  der Schiiler fragen würde, ob es 
anch solche Vielecke giebt? 

S. 57. Kachdem der Begriff der Krümmung in der Weise, wie man 
ihn in der Differentialrechunng zu entwickeln pflegt, ans dem Winkel  
auf einander folgender Berührungslinien hargeleitet ist ,  wird der Kreis 
als Linie von überall gleicher Krümmung definirt. Das ist eine neue, 
aber sehr interessante Einführung dieser krummen Linie. Ans ih r  folgt 
die Existenz eines Mittelpunktes, wie S. 54 bewiesen wird. Nun soli 
aber auch bewiesen werden,  dass umgekehrt jede Linie, deren Punkte  
gleich weit von einem gegebenen P u n k t e  abstehen, ein Kreis sein muss. 
Zn diesem Zwecke werden a n  die betreffende Curve Beruhrungslinien 
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gelegt u n d  es  8ei evident,  dass die Berührung~punkte  dem festen Punkte 
naher  liege,n, als irgend andere Pnnkte  der Berührungelinie ! 

S. 68. Drei  Winkelpaare AA' ,  B B', C C  liangen nothwendig durcli 
A=A'  oder A +  A'=180° ,  B = B '  oder B + B ' = 1 8 0 ° ,  C=C'  oder 
C +  C' = 180°  unter einander susammen. I l e r r  B u y s meint,  d a  gebe es 
niir drei denkbare Fal le:  1. A +A'=  180°, R + B'= 180°, C +  Cs= 180°; 
2. A=A', B + B ' = 1 8 0 ° ,  C+C'=180° ;  3. A=A' ,  B = R ' ,  C = C ' .  Wo 
bleibt der  Fa11 4 : A = A', R = B', C + Cr= 18OU? 

Wir wollen niçht eine uns  und  unsere Leser errnüdende Vollstan- 
digkeit dieses Sündenregisters anstreben. Wir lieben nur  noch eine 
unhewiesene Behauptnng hervor. S. 300-301 is t  von der Krümmung 
der  Oberflachen die Rade und  ohne Weiteres der Satz aiisge~prochan, 
der Or t  der  Beriihrungslinieri a n  alle durch ein& P u n k t  einer Ober- 
flache auf der Oberflache gezogenen Curven in dem gemriusamen Punkte 
sei eiue Ebene. S o  darf man die Augensclieiuliclikeit doch nieht miss- 
hrauchen ! 

W i r  baben mit diesen Ausstelliingen im Eineelnen das Grtheil be- 
gründen wollen, welches wir n u n  zum Schlusoe aussprechen. Des Buch 
besitzt, namentlich durch die Ar t ,  wie der  Kreis i n  die Betraclitungs- 
reihe eingeführt ist, manche nicht unintercssante Eigentliiimlichkeit, wirn- 
melt aher  derartig von Stel len,  die der heute mit Recht verlangten Strenge 
der Darstellung nicht entfernt genügen,  dass man auch ihm,  wenn auch 
vielleicht nicht ganz in dem Maasse, wie der ,,Science de 1s quantité" 
d e n  Vorwurf nicht wird ersparen konnen ,  eine anaühronistische Er- 
scheinung zu bieten. 

B. ZUCKERMANN , Materialien znr Entwickelung der  altjüdischen Zeit- 
rechnnng im Talmud. Heilage m m  Jahresbericlit des judisch- 
theologisclien Seminars Frankel'sclier S t i fhng .  Breslau, arn Ge- 
daühtnisstage des Stifters,  den 27. J a n u a r  1882. 6 8  S. 

W i r  haben gewiss kaum nothig, den regelmassigen Lesern unserer 
Zeitschrift ins  Gedachtniss zuriickzurufen, d a s ~  wir schon einmal 1878 
(Rd. X X I I I ,  Histar.-literar. Ahtheil. S. 88- 92) iiber talmudisch- mathe- 
matische Forschungcn des gleichnamigen Verfassers berichten durften. 
Die  heute uns vorliegende Untersuchung ist clironologiscben Inlialts und, 
wenn auch in miincher Hirisicht voller Interesse, doçh für den Matlie- 
matiker, selhst für d e n ,  welcher die Gescliichte seiner Wissenschaft mit 
Vorliebe studirt,  ohne sonderliclie Anslieute. Hande l t  es siçh doch in 
diesem Sühriftchen nicht um die sclion entwickelte jüdische Zeitrechnung, 
sondern um die Periode jüdisclier Geschichte, wiihrend welcher den 
Schwierigkeiten der Vermittelung zwisçhen dein Mondjahre von 1 2  Mo- 
na ten ,  die je 29 oder 30 Tage  in sich schlossen, und  dem Sonnenjahre 
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rein empirisch begegnet wiirde. Durch zweier Zeugen Mund wurde fest- 
gestellt, ob die neue Mondsichel an diesem oder jenem Abende zuerst 
gesehen worden war ,  ob also an diesem oder jenem Tage  der alte Monat 
abechliessen, der neue beginnen musste. So erwuchs alljahrlich zwischen 
den beilaufig 354 Tagen des Kalendcrjahres und den etwa 365) 'i'agen, 
nacb welchen die Jahreszeiten wiederkehrten, ein Unteruchied, welclier 
in drei Jahren  selbst über einen Monat betrug und die Einschaltung 
eines Schaltmonats zur Nothwendigkeit machte. I n  der T h a t  zur Noth- 
wandigkeit, denn die a n  gewissen Fes ten ,  welche innerhalb eines ge- 
gebenen Kalendermonats a n  fest bestimmten Tagen (wie Ostern am 
14. Nissan) Iagen , vorgeschriebenen religiosen Handlungen,  Opfer von 
jnnger Feldfrucht u .  dergl. konnten nicht vollzogen werden, wenn d e r  
Monat selbst die  Jahresaeiten durchwandelte. Aus landwirthschaftlich- 
religiosen Gründen wurden also Schaltjahre gebildet, und wenn H e r r  
Z u c k e r m a n n  auch wahrscheinlich z u  machen sucht ,  dass daneben hereits 
in früher Zeit eine Berechnung irgendwelcher Art (S. 54) stattgefunden 
liaben muss, die  freilich mehr die  Monatalaiige, als die  Ausgleichung der  
beiden J a h r e ~ g a t t u n g c n  betroffen zu haben scheint,  sa Sind das doch BO 

schwankend gehaltene Behauptungen,  dass der Mathematiker ihnen,  wie 
wir sçhon andeuteten,  zwar Gescbmack, aber niçht gar vie1 Eelehrung 
abgewinnen kann. CANTOR. 

Proklos riber die Definitionen bei Euklid. 1. Theil. Definition 1 - 7. 
Mit 2 Tafeln Abbildnngen. Von Prof. Dr. L u ~ w r a  MAJER. Pro- 
gramm des konigl. Gymnasinms in Stut tgart  zum Schlusse des 
Schnljahres 1880/81. 4'. 28 S. 

Wir  haben 1876 irn XXI. Bande dieser Zeitschrift (hist.-literar. Ab- 
theilung S. 181 - 183) ein Tübinger Schulprogramm des gleichen Ver- 
fassers zu hesprcchen das Vergnügen gehabt. Damals beschaftigto sich 
Herr N a  j e r mit den Auseinandersetzungen des P r  O k l  O s über die Pet i ta  
und Axiomata bei E u k l i d ;  heute giebt e r  uns nine auszugsweise Ueber- 
setzung und Erklarung dessen, was P r o k l o s  über die ersten sieben 
Definitionen E u k l i d ' s  zu sagen weiss, uns  a h  nachste Gabe eine alin- 
liche Bearbeitung des P r  O k l o  s '  schen Commentars zu den iibrigen De- 
finitionen irn 1. Buche der Elemente in Aussicht stellend. , , W h  hoffen 
su, mit der Zeit da# leider unvollendet auf uus gekom~riene Werk  des 
Neuplatoiiikers allen Denen vollstandig zu erscliliessen , die das Original 
zu lesen nicht im Stande sind oder nicht Zeit und Lnst  d a m  haben." 
Wir nehmen gern Act von dieser Zusage, mit welcher der Vorfasscr sein 
diesjahriges Programm abschliesst, mochten aber unsererseits den Wunsch 
daran knüpfen, die Fortsetzungen in etwas besçhleunigterer Aufeinander- 
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folge ersclleinen zii sehen. Zur Veroffentlichung in Bruchstücken naçh 
je fünfjahriger Pause  reicht ein Menschenleben kaum sus!  

Nachst dieser auf die Zukunft berechneten Mahnung haben wir die 
angenehme Pflicht, unsere rückhaltlose Anerkennung der Art  nnd Weise 
anszusprechen, i n  welcher IIerr  M a j  e r  als Uebersetzer und  Erklarer 
sowohl dem griechischen Originale, als dem heutigen Leser  gerecht zu 
werden verstcht. Die  vierte Definition z. B., um nur  eino Einzelhcit 
hervorzuheben, war bisher oft übersetzt, nie aber, wie uns  nach M a j e r ' s  
Uebervetzung klar wird, verstanden worden. Sol1 die gerade Linie d k  
i'uov ~ o ï g  iq3EuutrjS U ~ ( * E L I J L ~  l iegen,  so muss die Abhangigkeit des 1)ativs 
r o y  o q p i o ~ ~  von Ig i'crov i n  der Uebersetzung hervortreten, es muas 
heinsen: ,, Die Gerade liegt i n  gleicher Weise d a ,  wie die  Punkte  auf ihr, 
d. h. mit irgendwelchcn Punkten anf ihr, also auch schon mit zweien ist 
die Gerade gegeben" (S. 27). Von feinem Verstandnisse zeugt auch die 
Einschaltung, welche der Uebersetzer S. 11 2. 24 -26 in  den  Text  ein- 
zufügen wusste. Unbegreiflich dagegen is t  uns  sein Skrnpel  S. 25 be- 
züglich des Alters der von E n d  O x n s erfundenen Hippopede gegenüber 
den von P e r s  e u s  herrührenden spirischen Schnitten. Der  schleifenartig~ 
spirische Schnitt i s t  j a  keine Hippopede,  sondern gleicht ihr nur - 
EOLXVZEL 271 Z O Ü  Ymnou ni89 - und  k a n n  sehr  wohl um einige Jahrhun- 
derte nach der ersteren Curve bemerkt worcieu sein,  wie er selbst im 
Datum um mehr als anderthalb Jahrtausende der  jüngeren a n  Gestalt 
beiden vergleichharen Lemniscate vorausging. CANTOR. 

Archimedis opera omnia cum commentariie Entocii. E ~ o d i c e  Florentino 
recensuit, latine vertit  notisque illustravit J. L. HEIBEKG, Ur. phil. 
Leipzig, bei B. G. Teubuer. Vol. 1. 1880 ( X I I ,  499). Vol. II. 
1881  (VII I ,  468). Vol. I I I .  1881 (LXXXIX, 525). 

G e  O r g Va 11 a ,  ein gelchrter itdienischor Philologo, welcher 1499 
starb , besass eine Handschrift der W e r k e  A r c  h i m e d ' s ,  welcher von 
Uenen ,  die sie noch salien, hohes Alter naçhgerülimt worden ist. Ab- 
schriften dieses Codex sind nach den in der Vorrede zum III. Bande 
vorliegender Ausgabe enthaltenen eingehenden Untersuchungen des Herrn 
H e i b e r g  einige P a r k e r  Codices (B, C) und  der berühmte Florentiner 
Codex (F), welcher demnach nicht,  wie man bisher annahin,  dem XIII. S. 
angehoren würde, auch nicht der  ehemals V a l  l a '  sche Codex selbst ware, 
wie I Ie r r  II e i b e r  g in seinen Quaestiones Archimedeae S. 125 flgg. noch 
vermuthete, sondern dessen Entstehnng etwa auf 1491  oder knrz daranf 
zu bestimmen ware. Sei d e m ,  wie da  wolle, und moge man a n  eiriem 
Irr thum von 2: Jahrhunderten in  der alteren Zeitbcstimmung von F An- 
stoss nehmen oder nicht, jedanfalls s ind F, B, C Handschriften der glei- 
chen Familie und  unter  ihnen 6 am sorgfiiltigsten hergestellt, sogar unter 
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Fefithaltnng weit alterer Buchstabenformen, als das  J a h r  1500 zu be- 
nutzen pflogte, die vialmehr auf das IX. bis X. S. xurückverweisen sollen, 
ein Umstand, der von Fachleuten vielleicht gcgen die H e i b e r g '  sche 
Annahme so spiiter Ents tehung  verwerthet werden mochte. Auf dieselbe 
Haudschriftenfamilie weisen alle Ausgaben und Uebersetzungen des A r -  
chim e d zuriick, letztere an fangend mit der lateinischen Bearbeitung, 
welche J a c o b  v o n  C r e m o n a  a m  1450 für Paps t  N i c o l a n s  V. anfer- 
tigte, und die durch T a r t a g l i a  1543 im Drucke vertiffentlichte Ueber- 
fietznng keineswegs ausschliessend. Man mochte ewar gegen diese letz- 
tere Behauptung einwenden,  in  den V a l l a ' s c h o u  T e x t e n ,  wie wir alle 
jene Codices kure nennen wollen, fehlten bekanntlich die zwei Bücher 
von  d e n  s c h w i m u i e n d e n  K o r p e r ~ ,  wiihrend aus T a r t a g l i a ' s  P a -  
pieren auch sie in  lateinischer Sprache erschienen, gegenwiirtig die ein- 
zige altere F o r m ,  welche, von einem kleine,n griechischen Brnchstücke 
nbgesehen , als Original dienen muss. H e r r  H e i b e r g  raumt diese Ein-  
wendung dadnrch aus dem Wege ,  dass e r  annimmt,  T a r t , a g l i a  habe 
jene heiden Bücher selbst auch nie griechisch gesehen, sondern eine alte 
lateinische Uebersetzung, deren Verfasser durchaus unbekannt is t ,  ab- 
geschrieben. E r  folgert diese ï'liatsache aus der wesentlich andern Lati- 
nitat dieser Bücher, als der übrigen bei T a r t a g l i a ,  und wer T a r -  
t a g l  i a ' s  Personlichkeit betrachtet,  ohne sich ausschliesslich auf seine 
selbsthiographischen Redensarten zu verlassen, wird eine Unmoglichkeit 
in dieser freilich eine Anklage in sich schliessenden Vermuthung nicht 
finden. Handschriften anderer Entstehung ha t  auch Her r  H e i b e r g  bei 
dieser neuen Ausgabe nicht benutzen konnen ,  aber e r  hat  mit der dop- 
pelten Saclikenntniss, welche wir ihm früher schon nachzuriihmen wuss- 
teo, als Philologe und  Geometer Handschriften , Ausgaben und Ceber- 
sotzungen benutxt und  uns nicht blos A r c  h i m e d '  s Schriften , sondern 
auch die vorhandenen Erlauterungen des E n  t O k i u  s in  handlicher Form 
mit einander gegenüberstehenden griechischen und lateinischen Texteu 
leiclit zug%nglicb gemacht. Mag auch von dern rleiitschen Renutzer N i  z z e's 
noch immer vortreff liche Uebersetzung des A r c  h i m e d nehen dem Ori- 
ginale mitbenutzt werden,  das Original ist darum nicht enthehrlich, und 
für die Erlauterungen des E n t o k i n s  vollends blieb man auf die unfor- 
mige, riesige Archimeda?isgabe von T O r e l l i  angewiesen, so dass in  dieser 
Beziehung vollaiif ein Bediirfniss zu befriedigen war. Nicht minder wird 
der Benutzer der neuen Ausgabe in drei Banden des b ~ k a n n t e n  Formates 
der Bibliotheca Teubneriana II pi b e r g  für den fortlaufenden Commentar 
Dank wissan, als welchen die  zahlreichen, unten a n  den Seiten a n -  
gebrachten Noten sich erweisen. W a r  aucb , insbesondere durch N i  zz a ,  
in dieser Beziehung vielfach und gut vorgearbeitet, so hrtt doch Herr  
H e i  b e r g  noch zahlreiche eigene Zuthaten beigefügt, namentlicli vielfache 
Verweisungen auf audere griechische Mathematiker, als z. B. E u  k l i  d l  
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A p O I l  O ii i u s , P a p p u a ,  Verweisungcn , welche das Verstandniss des 
Wortlautes nicht wenig zu erleichtern sich eignen, da  bei dem von son- 
stigen Schriftstelleru abweichenden Sprachgebrauche der  Mathematiker 
gewohnliche Worterbücher nicht selten irn Stiche lassen, Damit ist zii- 
gleich auch die Nothwendigkeit eines Wortindex gegeben, und  ein eol- 
ches hat  H e r r  H e i b e r g  seinem III. Bande  beigefügt, das Wortindex 
RIS Muster nehmend , welches eine Zierde der H u  1 t s c  h ' schen Pappus- 
Ausgabe bildet. Ueberhaupt war es jene klassisclie Ausgabe,  der Herr 
H e i b e r g  ausgesprochenermassen nacheiferte, und  wenn wir aiich glaub- 
t e n ,  gegen beide Gelehrten, gegen den langst berübmten erprobten Meister, 
wie gegen d e n  strebaamen, sich raseh aufschwingenden J ü n g e r  der Wissen- 
schaft , ein Unrecht zu begehen, falls wir bchaupteten, die  Archimcd - AUS- 
gabe stehe der  des P a  p p  u s  schon ganz gleich, so konnen wir doch mit 
gutem Gewissen es aussprechen, dass wir künftigen Ausgaben griechischer 
Mathematiker - z. B. des E u k l i d e s  - dnrch Herrn H e i b e r g  jetzt 
mit gesteigerter Zuversicht entgegensehen. CANTOB.  

Die Uebersetzungen des Enklid durch Campano u n d  Zamberti. Eine 
mathematisch-historische Studie von Prof. Dr. HERMANN WEIPSES- 
B O R N .  Halle a. S. Druck und Verlag von H. W. Schmidt. 1882, 

Vierliundert J a h r e  tiind verflossen, seit im Mai 1482 die emte Druck- 
ausgabe der  C a m p  a u  o'scheu Uebersetznng der  E u k l i d ' s c h e n  Elemente 
aus dem Arabischen in das Lateinische durch Erhard Ratdolt vollendet 
wurde. H e r r  W e i s s  e n  h O r n ha t  diese Saciilareriunerung durch eine 
interessante Studie gefeiert. E r  schildert uns die Schicksale, welühe die 
oben genannte C a m p  a n  o 'sche Uebersetzung im Drucke erfuhr. Er zeigt, 
wie Z a m b e r t i  (ein Venetianer, welcher irn J a h r e  1539 rriindestens 66 
J a h r e  alt war) eine Gegena~isgabe veranstaltete, deren lateinischen Text 
er aus  den? Griechiscben ubersetzte; wie der  bekanrite Freund  des L i  o - 
n a r d o  d a  V i n c i ,  L u c a  P a c i o l o ,  der Uebersetzung des C a m p a n o  
wieder den Vorzng gab und  sie seiner Ausgabe zu Grunde legte; wie 
J a q u  e s  L e f b v r  e von Estaples beide Uebersetzungen vergleichsweise 
abdrucken liess, eine Si t te ,  welcher noch andere Herausgeber treu blie- 
ben ,  selhst nachdem der griechische Urtext 1533 in Raeel erschienen war. 
Her r  W e i s s  e n  b O r n giebt bibliographisch genaue Schilderungeu dirser 
verschiedenen, meiçtens recht selten gewordcnen Drucke und zieht aus 
ihreri Eigentliü~nliclikeiten Folgerungeu, welche allgameineres Interesse 
Lesitzen, als etwa nur  für den Freund alter Ausgaben. Wir  heben a18 
theilweise schon früher festgestellt, aber neu bekraftigt hervor: 1. dass 
E n  k l i d l  der Verfasser der ~ l e r n e n t e  , bis in das XV. ,Jahrhundert liinein 
mit dern Philosophen aus  Megara verweclisclt zu werdcn pflegte; 2. dass 
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E u k l i d  nur als Verfasscr der Lehrsatzo gal t ,  wahrend inan die Bowcise 
von ' i 'beon v o n  A l e x a n d r i a  herrühren liess. Dazu hat  He.rr W e i s s e n -  
born  noch weiter b e h ~ u p t e t  u n d ,  wie uns scheint,  bewiesen, dass 3. schon 
1482 der Urnstarid nahezu vergessen war, dass C a m  p a n o  nicht unmittel- 
bar aus dem Griechischen, sondern aus dem Arabischen übersetzte, eine 
Bemerkung, welche ihre Wichtigkeit darin besitzt, dass sie die Ritterkeit 
der Angriffe e rk la r t ,  welche die humanistisch geschiilten Kenner  des 
Urtextetl gegen C a m p  a n  0's Irrthümor richtoton, Augriffe, die cigentlich 
an die Adresse des Arabers zu richten waren, welcher C a m p a n  0 ' s  
>lissverstanduisse ganz oder duch zum grossen Thei le  verschuldet. hatte. 

Wir konnen uns  iibrr weitere Einzelbeiten, welche die kleine, 4& 
Drnckbogen s tarke Abhandlung enthalt,  nicht weiter verbreiten, sonderu 
hegnügen uns damit ,  im Allgemeinen unser Einverstjindniss a u s ~ u s p r e -  
chen, etwa mit Ansnalime einer Stellr (S. 42) ,  wo Herr  W o i s s e n  b o r n ,  
wie wir glauben,  einen Satz des L n c a  I ' a e i o l o  missverstauden und  
darauf ihn ,  den verdienten Minoriten, eines IrrfLiums beschnldigt hat, 
der ihm nicht zur  Last fallt. CANTOR. 

Intorno ad m a  nuova edizione delle opere di Galileo per ANTONIO .FA- 
VARO. Venezia 1881. 51 S. 

1st die sogenannte vollstandige und correcte Ausgabe der Werke  
des G a l i l e i ,  welche unter  der Aufsicht von A l b e r i  im Laufe der vier- 
ziger J a h r e  unseres Jahrhunderts  erschien, berechtigt, sicb jene schmückon- 
den Bezeichnungen beizulegen? Die Verneinung dieser Frage  steht unter 
den Mannern des Faclies vollkommcn fcst. Lohnt  es sich, eino wirklicli 
vollstandige, wirklich correcte Ausgabe zn  veranstalten? Wir  würden 
fürchten, die Mahnen des grolcsen Gelelirten des XVII. Jahrhunderts  zu 
heleidigen, wenn wir diese Frage  als zweifelliafter Beantwortung faliig 
ansahen. Zweifelhaft ist in  unseren Augen nur  Eines:  ob namlich gegen- 
wartig schon der  Moment gekommen is t ,  die Wüosche zu befriedigen, 
welche Her r  F a v a r o  autlspricht und fiir wclcho e r  der Zuatimmung Aller 
gewiss sein kanri, welche fiir die Geschichte der Wissenschaften Interesse 
empfinden. 

Gerade die letzten 18 J a h r e  - seit der dritten Sacularf'eier von 
Ga1 i l e i ' s  Geburt im Fcbruar  1864 - haben die (~alileifornchung in 
kraftigeren Aufschwung gebracht. Die politisch - kirchlichen Kampfe un- 
serer Zeit haben vielleicht am meisten dazu beigetragen und haben ins- 
brsoudere Verarilassung gegeberi, immer und  irnmer wieder auf den In-  
quivitionsprocess gegen G a l  i 1 e i  zuriickzukommen. Aber zugleich mit 
Schriftstiiçken, welche auf das J a h r  1633 fiich brzieheri, kamen andere 
in ungeahnter Menge ans dem Staube der Archive hervor, und  H e r r  
F a v a r 0  geh6mt neben ~ e r r n  C a m p o r i  zu deu Manneru, welche 
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am eifrigsten und erfolgreichsten der Nachstüberungsmühe sich unter- 
zogen. 

Darf  dieses Suchen als beendigt betrachtet werden? Nur in diesem 
Fa l le  halten mir es für richtig, mehr als den Gedanken einer neuen 
Gesammtausgabe von G a l i l  e i ' s  Werken auszusprechen. Freilich werden 
die  Vorhereitungen znm Drucke unter  allen Umstandcn geraume Zeit in 
Anspruch nehmen,  und  inzwischen kann noch Manches geschehen. Aber 
fiir einzelne unentbehrliche Forschungen handelt es sich auch noch darum, 
ob sie zur Zeit moglich s ind,  und insbesondere der Besitzer von Ash- 
burnham ist ein zum Voraus unberechenbarer Factor, ohue den die Rech- 
n u n g  selbst nun einmal nicht zum Stimmen gebracht werden kann. Wir 
meincn, um uns deutlicher auszudrücken , die Benutzung dor i n  Ashburn- 
Iiam befindlichen Papiere sei unerl5ssliclie Vorbedingung für die  wirkliclie 
Inangriffnahme der  neuen Ausgabe. 

Sollté es erst einmal so weit sein,  so wird die Answahl des Mannes, 
der  die Ausgabe su leiten ha t ,  nicht schwierig sein. Die Nothwendig- 
ke i t ,  dass es ein Italiener sei ,  dass e r  mit G a l i l e i l s  Arbeiten hinlang- 
lich ~ e r t r a u t  sei,  dass geschichtliche Arbeiteii ihm gelaufig seien,  schliesst 
so Vielc von dem Wettstreite aus ,  datis diejenige Behorde, welche dia 
eigentliche Bestimmung zu treiïen haben wird, kaum mehr nothig haben 
diirfte,  wirklich zu wahlen,  sie wird hikhstens bestatigen. 

Die Vorschlage v a n  Her rn  F a v a r o  für die Anordnung der neuen 
Ausgabe hilligen wir mit einer einzigen Ausnahme. Die Schriften der 
Qegner G a  1 i 1 e i ' s anseinanderzureissen und in fieinen eigenen Schriften 
d a  und  dort einzuschalten, wo sie ihre Widerleguug finden, halten wir 
fiir ein a n  diesen Gegnern geübtes Unrecht. Die  chronologische Reihen- 
folge scheint uns hier gleichfalls Pflicht u n d  ebenso die getreue Wieder- 
gabe. Oh die Gegner in  Allem und  Jedem Unrecht hat ten,  ob G a l i l e i  
alle ihre  Einwiirfe auch mit den richtigen Gegengründen widerlegte, bei 
dem damaligen Stande d e r  Wissenschaft widerlegen konnte,  darüher kaun 
n u r  der parteilos unveranderte Abdriick von Schrift und  Gegenschrift in 
richtiger Zeitfolge ein Urtheil verstatten. CANTOR. 

P a g i s t e r  Gearg Samuel Dtirffel. E i n  Beitrag zur Geschichte der Astra- 
riomie irn XVII. Jahrhunder t  von CURT REINHARDT,  Gymnasial- 
oberlehrer zu Plauen i. V. (Sonderabdruck aus dem Jaliresbericht 
des Alterthumsvereins s u  Plauen i. V. für 1S81.) 77  S. 

Das Programm der  Annen-Realschule z u  Dresden vom J a h r e  1850 
enthalt eine wissenschaftliche Beilage von G n s t. H o f f m a n n  über die 
Entdeckung der wahren Bahnform der Cometen. H e v e l  ist in ihr als 
der Erste genannt ,  welcher 1668 in den Cometenhahnen Parabeln erkannte 
u n d  stillscliweigend annahm,  dass deren Brenupunkt von der  Sonne ein- 
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genommen werde. D o r f f e l  habe sodann 1 3  J a h r e  spiiter, 1681 ,  die 
letztere Behauptung mit klarcn Wortcn ausgcsprochen. N e w t o n ' s  Ver- 
dienst endlich ist es ,  die Cometen als Weltkorper erkannt  zu haben,  die  
ihre Bahnen nicht minder als dia Planeten infolge des Gravitationsgesetzes 
durchlaufen. Die II O f f m a n  n '  sche Abhandlung ist als Quellenschrift in  
Wolf's vortrefflicher Geschichte der  Astronomie (S. 411) benutzt, wenn 
auch dort nur davon gesprochen wird, dass H e  v e 1 die  Concavitat und  wahr- 
scheinliche Paraboloitiit der C o m e t ~ n b ~ h n e n  erkannte, wahrend D o  r f f e l  in  
glücklichster Weise ergiinzte, dass wenigstens bei dem Cometen von 1680 
der  Brennpunkt der Bahn in die Soune fille. B r  ü c k  n e r ,  der Verfasser 
von D 6 r f f e l ' s  kurzgedraugter Charakteristik in der Allgemeinen deut- 
schen Biographie (V, 346) ,  sagt nur, dass von ihm die  Behauptnng her- 
riilire, dass die Cometen sich in  sehr exçentrischen parabolischen Rahnen 
um die Sonne bcwcgen ; N e w t o n  habe ein J a h r  spater dasselbe aus- 
gesprochen und die Gesetze jener Bewegung aufgestellt; H e v  e l ' s  geschieht 
keine Erwahnung. Her r  K e i n  h a r  d t sucht nun in der vorliegeuden Ab- 
handlnng auf Grund  eingehenden Quellenstudiums festzustellen, wie weit 
H ev e 1 und  wie weit D o r f f e l  als Vorganger Fi e w t O n ' s anzuerkennen 
saieu, n ~ i d  kommt dabei zu Ergebnissen, die von den H o  f f m a n n ' s c h e n  
einigermasscn abweichen. H e v  el (S. 32) habe gefupden : ,, Alle Cometen 
bewegeu sich iu krummlinigen Bahnen ,  die von der  geraden Linie  nur  
sehr wenig abweichen und deren concave Seite sich gegen die Sonne u n d  
die Ekliptik richtet. Nicht mehr u n d  nicht weniger. Niemals ha t  er die 
Art dieser Krümmung aus d e n  Reobaclitungen zu bestimmen gesiicht, nocb 
weniger sich mit der Ebene  der krummlinigen Comctcnbahn beschaftigt.lt 
Freilich wird (S. 3 4 )  zugegeben , dam H e  v e 1, von unrichtiger Begrün- 
dung ausgehend, die Meinung geiiuusert habe,  jene gekrümmte Cometen- 
bahn sei meistens einer Parabe l ,  U U ~ R ~  Cmstanden einer Eiyperbel ahn-  
lich, ktinne auch genau gcradlinig werden. D o r f f e l  dagegen zeichnete 
seinen Rcobachtungen entsprechend die Bahn des Cometen von 1680 und 
kam so zu seiner ,,neuliehsten (ohwohl noch unreiffen) Erfindung", die 
er (S. 44) dem Leser zur Erwagung stellt: ,,Ob nicht dieses (und der 
andern) Cometen Bewegungslinie eine solche Parabole sey, dero Focns in  
das Centrum der  Sonnen zu setzen?" D t i r f  f e l l e  Verdienst diirfte also 
ein unbestreitbares sein,  nm so mehr, als dieser sich bei aller Anerken- 
nung von H e v e l ' s  Bedeutsamkeit in  Gegnerschaft zu ihm stellt ,  der 
zwar bereits die  Parabel als Cometenbahn erkannt ,  aber nicht eingesehen 
habe, dass die Bahnebene durch die Sonne hindurchgehe, geschweige 
denn, dass die  Sonne im Brennpunkte der Bahn sich befinde. W i r  sind 
nicht i n  der L a g e ,  die Originalschriften selhst prüfen zu konnen;  doch 
scheint uns  H e r r  R e i n h a r d t ,  soviel aus den durch ihn abgedruckten 
Stellen hervorgeht, die rictitige Würdigung H e v  e l ' s  und D 6 r f f  e l ' s  
vollzogen zu haben. Als weitere Verdienste D o r f f  e l ' s  weist e r  nach, 

Hi&-lit Abthlg. d. Zeitsohr. f. Meth. u. Phys. XXVIl, 3. 9 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



114 Historisch -1iterarische Abtheilnng. 
CU- P -- 

dass dieser den Cometen von 1682 ( H a l l e y ' s  Cornet) entdeckte und 
dass e r  die erste Hohenberechnung einer Fenerkugel auu zwei correspon- 
direnden Beobachtungen ausführte. CANTOR. 

-- 

Die Tachymetrie, mit hesonderer Rerücksichtigung des Tachymeters von 
T i c h i  u n d  Starke. (Bemerkungen zu der  Recension des Herrn 
Bohn im 1. Hefte des 27. Jahrganges dieser Zeitschrift.) 

D a s  in  der mechanischen Werkstat te  der Herreii S t a r k  e iind K a m  - 
m e r  e r in  neuester Zeit hergestellte Tachymeter ist  ein tbeodolithartig 
gebautes Instrument ,  welches, wie alle bisher bekannteu Tachymeter, die 
Rlessuug von Horizontal- und Verticalwinkeln , sowie die Ermittelung der 
schiefen Distanz gestattet. Indem das distanzmessende Fernrohr mit 
einer Lihelle versehen i s t ,  kann das Tachymeter von T i c  b i  und S t a r k e  
auch als Universalnivellirinstrument verwendet werden. Der  Vorzug des 
genannten Tachymeters befiteht dar in,  dafis man mit demselben die fiir 
die  Construction eines Planes nothigen Elernente: ,,Horizontaldistanz und 
Hohe"  unmittelbar auf dem Fe lde  erhalten kann. Dieser Zweck wird 
dadurch erreicht, dass das distanzmessende Fernrohr  des Tachymeter- 
Theodolithen von TiC h i  nnd S t a r k e  mit einem Ocular-  Filar-Schrauben- 
mikrometer versehen iat, und  a n  dem Verticalkreise ausser der gewohn- 
lichen Gradtheilung noch die beiden diarne,tral gegenüberliegenden, je 
einen Bogen von 90° umfassenden Tachymetertheilungen angebracht sind, 
mittelst welcher man durch einfache Operationen zur  Kenntniss der 
IIorizontaldistanz u n d  IIohe eines Punktes  gelange-n kann.  

Durch diese Einrichtung ist es moglicb, j e  nach Wunsch oder Be- 
dürfniss die ranmliche Bestimmnng eines Punktes antweder nach der 
bisher gebranchlichen Methode durch Ermittelung der schiefen Distanz 
und  des Verticalwinkels, oder nach der T i c h i ' é i c h e n  Methode durch die 
Bestimmung der  Horizontaldistanz und  H o h e  vorzunehmen. 

H e r r  B o  h n  unterzieht die Einriclitung und  die besondere von T i c h i  
angegebene Methode einer ausführliclien Kri t ik ,  in  welcher eine Reille 
von Unrichtigkeiten und  falschen Auffassungen enthaltcn s ind,  heziiglich 
welcher ich mich veranlasst fühle, einige Bemerkungen zu machen. Hier- 
bei will ich die  eigentliümliche Ansicht des  Her rn  B o  h n  über den Zweck 
und  die  Leistungsfahigkeit eines andlat isch eingerichtaten Fernrohres 
ganz nnherüchsichtigt lassen und nur  nachstehende Punkte  hervorheben. 

1. Auf S. 20 schreiht Herr  B o h n  wortlich: Die Ausstattung des 
Tachymeterfi von T i c  h i -  S t a r k  e iet ohne Sparsamkeit gemacht, es 
kommen z. B. vier Libellen, wovon eine eine Reversionslibelle is t ,  vor; 
der  Pr& k a n n  demgemass kein gcringer sein. 

Dieser Ansspruch ist wohl a n  und  für eich etwas naiv, aber inso- 

fern bemerkenswerth, als aus demeelben klar hervorgeht,  dase H e m  
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Bohn die vielseitige Anwendung des Tachymeters von T i c h i  und  
S t a r k  e ,  welche das Vorhandensein dieser Libellen bedingt,  ganzlich 
fremd geblieben k t .  Herr  B o h n  ist entschieden der  Ansicht,  dass das 
fr~glicbe Instrument nur  zur  tachymetrischen Aufnahme nach der T i c h i -  
schen 3fethode geeignet sei,  und bringt dies auch klar  m m  Ausdrucke 
auf S. 17, indem er sagt :  , ,Der  Verticalkreis des T i c h i - S t a r k e ' s c h e n  
Tachymeters liat drei verschiedene Theilungen. D i e  eigentliche Winkel-  
theilung wird regelmassig , ,gar  nichtLL gehraucht, sondern nur  die zwei 
anderen Theilungen, welche Werthe von Funct ionen des Hohenwinkels 
und des diastometrischon Winkels oder der Umdrehungszahl und Gang- 
liohe der den F a d e n  versehiebenden Mikrometerschraube s ind ;  diese 
Werthe ~ i n d  durch niiherungsweises Auflosen transcendenter Gleicliungen 
ru gewinnen u n d  dann nach den Abmessungen des Kreises in  Bogen- 
langen umzurechnen und anfzutrageu." 

Auf S. 11 der  ohen erwahnten Schrift wurde ausdrücklich hervor- 
gcboben, dass die znr Ermittelung der  Horizontaldistanz und  H6he  
dierienden Theilungstabellen mittelst der Gleichungen 11) u n d  12) er- 
lialten werdeu. Die j e  einem Trommelttieile der Mikrometerschraube 
entsprechenden Theilungsintervalle, welche bis auf eine Bogensecunde 
scharf gerechnet a ind,  werden mittelst einer in  Bezng auf Theilungs- 
fehler gcnau untersuchten Kreistheilmaschine auf den Vertiçalkreiu des 
Instrumentes ühertragen, wobei noch hesonders bemerkt werden mag, 
dass das bei der Kreistheilrnaschine in  Verwendung stehende Schrauben- 
mikroskop die Einstellung der  Mikrometerschraube bis auf 0 , l  Bogen- 
secunde gestattet. Von einer Umrechnung der Theiliingstabellen nach 
den Abmessungen des Kreises in Rogenlangen kann demnach uicht die  
Rede sein. 

2. Die auf S. 20 ausgesprochene Behauptiing: , ,Da8 Tachymeter 
T i c  h i- S t a r  k e  triigt nicht in  sich die Mtiglichkeit einer scharfen Prü-  
fuug und Berichtigung", ist falech. 

I n  der Tachymetrie wnrden die Eigenschaften und die Rectification 
dcs fraglichen Tachymeters in  ansführlicher Weise besprochen u n d  jenes 
Verfahren angegeben , welches hei der Untersuchung dieses Instrumentes 
anxuwenden is t ,  nm demselben die erforderlichen Eigenschaften zu ver- 
leihen. Das daselbst auf S. 33-40 angegebene Rectificationsverfahren 
setzt kein Hilfsinstrument voraus und gewtihrt, wie dies ans dem Vor- 
gange der Prüfung und  Rerichtigung des Tachymeters von selbst erhellt, 
jenen Grad der  Genauigkeit,  welcher der Distanz-  und Hohenmessnng 
überliaupt zukommt. Wenn zum Schlusse dieses Capitels bezüglich der  
Stellung der anallatischeu Linse auch der  bekannten G a u s s ' s c h e n  Me- 
thode Erwahnung geschieht , deren sich der Besitzer eines S t a m p  f e r -  
schen Nioellirinstrnmentes eventuell bedienen k a n n ,  weil die betreffendo 
Untersuchung auf eine ausserst einfache und scharfe Weise irn Zirnmer 
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auszufiihren ist;  R O  kann hieraus keineswegs gefolgert werden, dass die 
Untersnchung bezüglich der St,ellung der  anallatischen Linse nur nach 
dieser Methode mit einem Hilfsinstrumente mtiglich ist. 

3. Auf S. 20 heisst es meiter: , ,Die wichtigste Prüfung scheint die 
der Richtigkeit der zwei empirischen (?) Theilungen am Vcrticalkreise 
für die erforderlichen Schraubenstellungen zur  Entfernungs-  uud sur 
Htihenmessung. Diese durchzuprüfen, scheint kein anderes Mittel vor- 
handen zu se in ,  als im Fe lde  sehr sahlreiche Messungen a n  Punkten 
auszuführen, deren Entfernung und  relative Hohe bereits anderweitig 
genau gekannt  sind." 

I n  Bezug auf diese sonderbaro Methode dcr Untersuchung von Thei- 
lungsfehlern erlaube ich mir an Herrn B o h n  die  Bitte zu stellen, die- 
selbe recht bald praktisch zu erproben und  die Resultat,e dieser Unter- 
suchung bekannt zu geben. 

4. H e r r  B o  h n sagt auf S. 20: ,, Auf die Auswerthung der Genauig- 
keitsgrenzen ist im Schriftchen verhiiltnissmassig vie1 Raum verwendet. 
D e r  Berichterstatter kann  sich aber nicht ganz einverstanden erklaren 
mit der  Art, wie die Untersuchung geführt wird. D a  nnerwahnt bleibt, 
wo u n d  wann ein Annaherungswerth a n  Stelle der genauen Formel gesetzt 
wird,  so lasst sieh nicht entscheiden, ob ein Irr thum bei dem Differen- 
tiiren vorgefallen ist oder ungerechtfertigte Vernachlëssigung von Gliedcrn 
stattgefunden hat. Das letztere ist wahrscheinlich." 

E s  ist selbstverstandlich und bedarf keiner naheren Erürterung,  dass 
man sich bei der Aufsuchung des relativen Fehlers  der Horizontaldistanz 
und  Hohe  stets der einfachen Naherungswerthe der  letzteren bedienen 
wird. H e r r  B o h n  ist allerdings der Ansicht, da88 auch bei der Fehler- 
berechnung die s t rengen,  complicirten Formeln anzuwenden s ind,  indem 
er einen nicht z u  rechtfertigenden Unterschied der diesbezüglichen Re- 
sultate zu erblicken glaubt. Zu  diesem Beliufe weist Herr  B o h n  au€ 
das S. 43 der Tachymetrie angeführte Beispiel hin. Die von mir an- 
gewend&n Niiherungsformeln ergeben für den  rclativen Fehler  der Hori- 
zontaldistanz und  Hohe den Werth 

A D  d B  1 ---=- 
D B 3750 '  

wahrend die  strengen Formeln ergebcn 

A B  - 1 AH 1 
- =zl- 

B 3717,6 ' D 3730,3' 
Ich weiss nun nicht,  ob Herr  B o  h n  mit diesen bis auf eine Decimale 
gerechneten Daten sich ein scharferes Urtheil über den Einfluss de8 be- 
treffenden Fehlers auf Horizontaldistans und Holie zu bilden im Stande 
is t ,  als Derjenige,. welchem dieser Fehler  etwa mit angegeben wird. 
E s  mnss selbstverstandlich ganz Herrn B o h n  überlassen bleiben, sich in 
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einem gegabenen Fa l ie  der strengen oder der  Naherungsforrneln zu be- 
diencn und dieselben bis auf eine Lieliebige Anzaiil von Decimalen e u  
berechnen. Wenn jedoch Her r  B o h n  glanbt,  auch von mir fordern zu 
dürfeu, den  Nenner des relativen Fehlers  der  Horizontaldistanz und  
Bohe ebenfalls bis auf eine Decirnale zn entwickeln, obschon für die Be- 
urtheilung des betreffenden Genauigkeitsgrades die Kenntniss der  H u n -  
derter vollkommen hinreicht,  so muss ich mich dagegen feiarlichst ver- 
wahren. 

5. Zum Schlusse erklart Her r  B o  h n  auf S. 21 : , ,Die  Formel 

O"= 206265 1 - - cp sei unrichtig; der Factor  206265 muss fort,  denn ( d)  
a und cp sind in demselben Maasse ausgedrüçkt." 

Der  blosse Anblick dieser Formel zeigt die Unwahrheit dieser Be- 
hauptnng. Der  Winkel  or ist ausdrücklich mit dem Secundenzeichen ver- 
sehen, wiihrend cp im Bogenmaasse angegeben ist. Hat te  Her r  B o  h n  
bei der Durchsicht dieses Schriftchens n u r  die geringste Anfmerksamkeit 
verwendet, so hat te  e r  au13 Gleichung 6) erfahren konnen ,  dass dieselbe 
den Winkel rp im Bogenmaasse für den Halbmesser gleich Eins darstellt 
und diesar Bogenwerth, in  die Gleichung 5) substituirt, den Winkel  cc 

in Secunden giebt. ANT. SCHELL, 
Profesaor a. d. k. k. techniachen Militarakademie in Wien. 

Les prétendus probiëmes d'Algèbre du  manuel du calculateur bgyptien 
(papyrus Rhind) par L ~ O N  RODET. 126 pages. Extrait  du Journal 
Asiatique. Paris 1882. 

Die in der Ueberschrift genannte Abhandlung sucht zu beweisen, dass 
nedcr der Herausgeber des mathematischen Papyrus, Prof. An g. E i s e n .  
l o h r ,  noch der Referent die sogenanntcn Seqem- und Hau-Aufgaben der 
Aegypter verstanden hstten. Wir  sind der entgegeugesetzten Meinung, 
welche wir nicht verfehlt haben, in  unseren sogleich Mitte April an das Journal 
Asiatique eingesandten Entgegnungen zu begründen. D a  der Abdriick dieser 
Entgegnungen nieht allzufriihe stattfinden dürfte, so sei einstweilcn auf 
dieselben hingewiesen, um die Meinung nicht aufkommen zu lassen, als 
hitten die R o d e t ' schen Ausführungen unsere früher ausgesprochenen An- 
sichten irgendwie erschüttert. CANTOR. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bibliographie 
vom 16. Pebruar bis 30. April 1882. 

Mathematische Abhandlungen der konigl. preuss. Akademie der Wissen- 
schaften. Bus dem J. 1880. Berlin, Dümmler. 1 Mk. 40 Pf. 

Sitzungsberichte der mathem. -physikal. Classe der konigl. bayr. Akademie 
d. Wissensch. Jahrg. 1882. Heft 2. München, Franz. 1 Mk. 20 IJf. 

IJenkscliriften der kaiserl. Akademie d. Wissensch. zu Wien. Matliem.- 
naturwissenschaftl. Classe. 43. Bd. Wien,  Gerold. 46 Mk. 

Sitzungsberichte d. kaiserl. Akademie d. Wissen~ch. au Wieu. i'v1athem.- 
naturwissensch. Cl. 1I.Abth. 84. Bd., 3.n. 4. Haft. Ebendas. 3Mk. 20Pf. 

Meteorologische und magnetische Beobachtungen der konigl. Sternwarte 
bei Münçhen. Jahrg. 1881. Müncheu, Franx. 1 Mk. 

Annalen der IIydrographie und maritimen Meteorologie. 10. Jahrg. 1882, 
1. Heft. Berlin, Mittler & S. Halbjahrl. 1 Mk. 50 Pf. 

Annalen des physikalischen Centralobservatoriums. Jahrg. 1880, heraus- 
gegeberi von H. WILD. Leipzig, Voss. 30 Mk. 

Kleines nautisches Jatirbuch fü r  das Jah r  1883. XXII. Jahrg. Bremer- 
haven, Vangerow. 60 Pf. 

Journal f. reine u. angewandte Natliematik, begr. v. CRELLE, fortges. v. 

L. KRONECKER U. K. WEIERSTRASS. 92. Bd. (4 Hefte). 1. u. 2. Hoft. 
Berlin, G. Reimer. pro compl. 12 Mk. 

Reine Mathematik. 
KKONECKEK, L, ,  Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen 

Grossen. Berlin, G. Reimer. 6 Mk. 
KLEIN , F., Ueber Riemann's Theorie der algebraischen Functionen und . 

ihrer Integrale. Leipzig, Tenbner. 2 Mk. 40 Pf. 
GEGENBAUER, L. ,  Ueber algebraische Gleichungen, welche nur reelle 

Wurzeln besitzen. (Akad.) Wien,  Gerold. 20 Pf. 
dcc 

LEFLER,  F., Das Integral und seine Umkeh- 

riing. (Dissert.) J ena ,  Neuenhahn. 1 Mk. 
SPITZER,  S., Neue Stndien über die Tntegration linearer Differential- 

gleichungen. 2. Forts. Wien,  Gerold's S. 3 Mk. 60 Pf. 
GEGENBAUER, L., Ueber das verallgemeinerte Legendre'sche Symlol. 

(Akad.) Wien, Gerold. 30 Pf. 
WINCKLER, A., Ueber die transcendenten Integrale von Differentialgleich- 

ungen 1. O. mit qnadrat. Coefficienten. (Akad.) Wien, Gerold. 40 Pf. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bibliographie. 119 
_, - - - . I , - - S - , - - " w - ~ ~  

SUCASLAND, E., Systematische Entmickelung der gesauimten Algebra. 
3. Thl. Stolp, Schrader. 50 Pf. 

FORDEMANN , A., Geornetrische Betrachtungeu über algebraische Gleich- 
nngen. (Dissert.) J e n a ,  Neuenhahn. 1 Mk. 60 Pf. 

GFNTHEB, S. , Parabolische Logarithmcn und parabolische Trigonometrie. 
Leipzig, Teubner. 2 Mk. 80 Pf. 

MILINOWSKI, A., Elementar - synthetisclie Theorie der Kegelschnitte. 
Ebendas. 8 Mk. 80 Pf. 

SCHOFFLER, B. , Synthetische Theorie der Curven II. O. Wien, Seidel 
& S. 2 Mk. 

KANTOR, S., Ueher gcwisse Configurationen und deren Zusammenhang 
mit den Curven I I I .  O. (Akad.) Wien, Gerold. 60 Pf. 

S c e m i ~ ,  TFI. , Ueber die Strictiondinie des Hyperboloids als Erzeugoiss 
mehrdeutiger Gebilde. (Akad.) Ebendas. 20 Pf. 

WEYR,  E., Ueber mehrstufige Cnrven - und Flachensysteme. (Akad.) 
Ebendas. 40 Pf. 

-, Ueber die Bedeutnng des raumlichen Nullsystems für cubische In- 
volutionen beider Stnfen. (Akad.) Ebendas. 50 Pf. 

SCEIUBE~T,  H., 1. Losung des auf trilineare Verwandtschaft ausgedehnten 
Projectivitiitproblems, II. Elementarer 13eweis des Feuerbach'schen 
Satzes. Harnburg , Nolte. 2 Mk. 50 Pf. 

BINDER,  W.,  Die Centralprojection als Hilfsconstruction der Orthogonal- 
projcctinn. Wien,  Braumüller. 2 Mk. 

SALMON, G., Analytische Geometrie der hoheren ebenen Curven; deutsch 
hearb Y. W. FIEDLER. 2. A d .  Leipzig, Teubner. 11 Mk. 20 Pf. 

ABENDROTH, W.,  Anfangsgründe d. analyt. Geometrie d. Ebene. Leip- 
zig, Hirzel. 1 Mk. 80 Pf. 

HOCHHEIM,  A. ,  Aufgahen aus der analyt. Geometrie der Ehene. 1. Heft 
(Punkt, Gerade und Kreis). Leipzig, Tenbner. 1 Mk. 50 Pf. 

- , Auf l6sungen hierzu. Ehendas. 1 Mk. 50 Pf. 
IIEGER, R., Leitfadan für den geometrischen Unterricht. 1. Thl. : Plani- 

metrie. Breslau, Trewendt. 1 Mk. 50 Pf. 
REIDT, ,J., Planimetrische Anfgaben. 2 Thle. Breslau, T r~wend t .  1 Mk. 50 Pf. 
STEINER, J., Gesammelte Werke,  herausgegeben von K. WEIEREITRA~S. 

2. Bd. (Schlnss.) Berlin, G. Reimer. 18 Mk. 

Angewandte Mathematik. 
A ~ S T E B L I T Z ,  L., Beitrag m m  ballistischen Problern. (Akad.) Wien, 

Gerold. 30 Pf. 
r l ' ~ ~ ~ ~ ~ z ,  O., Ueber das Flicssen einer incompressibeln Flüssigkeit durch 

Rohren von kreisformigem Quersçhnitt. (Akad.) Ebendae. 30 Pf. 
-, Ueber die Rotation einer Flüssigkeit unter Einflnss der Reihung. 

(Akad.) Ehendas. 45 Pf. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



F U ~ R M A N N  , A., Aufgaben aus der analytischen Mechanik. 2. Tlil. (Dy- 
namische Aufgaben.) 2. Aufl. Leipzig, Teubner. 3 Mk. 60 Pf. 

BOLTZMANN, L., Zur Theorie der Gasreibung. 3. Thl .  (Ak.) Ebendas. 60Pf. 
D R O X K E ,  A., Einleitung in die analytische Theorie  der  Warmeverbrei- 

tung. Leipzig, Teubner .  2 Mk. 
THEILE, F., Anleitung su barometrischen Hohenmessungen mittelst Queck- 

silberbarometer und  Aneroid. Ilresden, Axt. 1 Mk. 
GRETBCHEL, H., Lexikon der Astronomie. Leipzig, bibliogr.Inst. 5Mk. 50 Pf. 
SEELIQER, H . ,  Untersuchungen über die Bewegungs~erhaltniçse in  dem 

dreifachen Sternsyntem S Cancri. (Akad.) W i e n ,  Gerold. 4 Mk. 
GRUSS,  G., Bahnbestimmung des Cometen V, 1877. (Akad.) Ebendas. 

20 Pf. 
H A R T M A N N  , E. , Der  romische Kalender;  herausgeg. v. L. LANGE. Leip- 

zig, Teubner. 8 Mk. 
Z E ~ I D E N  , F. , Handbuch des terrestrischen und  astronomischen Theils der 

Kautik. m i e n ,  Helder. '7 Mk. 60 Pf. 
D I R N ,  G. A.,  Recherches sur  la Relation qui  existe entre  la résistance 

de l'air e t  sa  température. Colmar, Barth. 4 Mk. 80 Pf. 

Physik und Meteorologie. 
HELMHOLTZ, H., Wissenschaftliche Abhandlungen. 1.  Bd. 2. Abth. Leip- 

zig, Barth. 14 Yk. 
KIRCHHOFF, G., Gesammelte Abhsndlungen. 2. Abth. Leipzig, Barth. 

9 Mk. 
E x ~ s n ,  K., Ueber das Funke ln  der Sterne und die  Scintillation über- 

liaupt. (Akad.) Wien ,  Gerold. 90 Pf. 
BRHCKE , E., Einige Consequenzen der Young-IIelmholtz'schen Theorie. 

2. Abhdlg. (Akad.) Ebendas. 50 Pf. 
ETTINQGHAUSEN, A. v., Bestimmung der  Diamagiietisirungszahl des Wis- 

muths in absolutem Maasse. (Akad.) Ebendas. 60 Pf. 
STROUIIAL, V. U. C. BARUS, Ueber den  Einfiuss der Harte  dcs Stahls 

- auf dessen Magnetisirbarkeit und  des Anlassens auf die IIaltbarkeit 
der Magnete. Würzburg,  Stahel. 2 Mk. 40 Pf. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Historisch - li terarische Abtheilung. 

Eine bis jetzt unbekannte Schrift des Nic. Oresme. 

Von 

Dr. IIEINRICH SUTER 
in Aarau. 

Vor einiger Zeit fand ich im Kataloge der Manuscripte der  Stifts- 
bibliothek zu St.  Galleii nn te r  Nr. 839 das W e r k  verzeiehnot: Orem. de 
Zibris meteor. Arislot. Durch Vermittelung der  Aargauer Cantonsbibliotliek 
wurde mir das Manuscript fur einige Zeit überlassen und  es mogen hier 
eiiiige wenige Angaben über den  Inhal t  desselben folgen. 

Dasselhe zahlt 350 eng  geschriebene Qurrrtseiten (175 Blatter) und 
ist infolge einer grossen Zahl von Abkürzungen ziemlich schwer zu lesen. 
Dor Schluss dos Manuscriptes giebt uns  Anfscliluss über Inhal t  und Ver- 
fesser und die Zeit der Abschrift, weshalb wir diesen hier zuerst folgen 
lausen. E r  lautet:  

Rescriplae sunl hue yuesfiones vetw-abilis mngislri Orem super lilrris 
metheororitm (sic!) Arislotelis paripotetici (s ic!)  anno domini 1459 pridie 
idus mensis Septembris indiclione 7"Ia. 

Wir schen also hicraus, dasa d m  Mannscript eino von ungenannter Hand 
im Jahre  1459 gemachte Abschrift eines Commentars zu der Meteorologie 
des A r i s t  o t e l  e s  von O r e s  ui e enthalt. Nach den obigen Worten atelier1 
noch die folgenden , denen ich keineu Sinn zu gehen irn Stande war:  

Lnbores manuum luarum qui mnnducat beulus es  et bene fi61 eril. 

Die beiden angcführtcn Satze sind also vom Abschreiber hinzugefiigt,; 
der Schluessatz des von O r e s  m e  verfassten Commentars lautet: 

El sic finis es1 hrijus Zibri, de quo fine laudeliir deus gloriosus il1 secula 
brr~ediclus , Amen. 

Wir haben es  also hier mit einer Schrift des N i c .  O r  e s  m e  zu thun, 
die auch demjenigen Gelehrten, der sich hanptsaclilich mit O r  e s  rn e he- 
echaftigt ha t ,  Herrn M. C u r t s e  i n  Thorn bis jetzt unbekannt  gebliebcn 
ist, indem es deniselben naçli seiner mir gemachten Mittheilung seiner 
Zeit niclit vergonnt war, St.  Gallen eu besuchen. Dass ein Commentar 
zu der Meteorologie des A r i s t  o t e l e s  zn den mathematisch- physikali- 

Rist.fit. Abthlg. à Zeitsohr. f. Math. u. Phps. XXVII. 4. 10 
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schon Schriften gezahlt werden und  deshalb eino Besprechung desselben 
a n  diesem Orte Platz finden dar f ,  ist wohl mit keinen weiteren Worten 
zu bekraftigen; oh aber diese Schrift des bedeutenden Mannes auf die 
gleiche Linie zu stellen sei mit seinen übrigen mathematisçh-phpikalischen 
Schriften , wie eeinem Algorismus proportionnm, seinem Tractatus de latitii- 
dinibus formarum, seinem Trai té  de la  Sphére oder seiuen Scbriften gegen 
die  Astrologie und Zeichendeuterei etc., is t  eine andere F r a g e ,  die ich 
nach ziemlich eingehender Betraçhtung des Werkes verneinen musu. - 
E s  enthalt dasselbe also in  vier Büchern (entsprechend den vier Büchern 
der Meteorol. des Aristot.) 77 Fragen  (Questiones),  deren Bejahung oder 
Varneinring jeweilen durch Reweise (Argumenta) unterstützt wird, welche 
zum grosaton Theile dialectisch geführt s ind ,  ganz im Sinne und Geistc 
der  scholastisçlieri Philosophie des XI I .  uud XIV. Jahrhunderts .  Nicht 
mit naturwissentxhaftlichen Gründen , die der Beobachtung und Erfahrung 
entnommen sind, sondern mit den Satzen der Aristotelischen Analytica 
priora et  posteriora, der Metaphysik u n d  der Physik,  welch' letztere 
selbst trotz ihres Titels ganz von der Dialektik beherrscht k t ,  warden 
die Behauptungen bekraftigt. E i n e  Vergleiçhung der analogen Werke 
von T h o m a s  v o n  A q u i n o ,  D u n s  S c o t u s  und  A l b e r t u s  M a g n u s  
(diese sammtlichen drei Scholastiker haben Commentare zu der  Meteoro- 
logie des A r i s  t o  t e l e s  geschrieben) hat  ergeben , dass N i e .  O r e s m e  in 
der  Form seiner Beweise und Schlüsse sich ganz an D u n s  S c o t n s  an- 
l ehn t ;  auch sind eine grosse Anzahl von E'ragen bei Beiden ganz die 
namlichen. S o  beginnt der Commentar des N i  c. O r  e s  m e folgender- 
massen : 

Circn primum meiheorortirn querititr primo, utrum possibile sit de im-  
pressionibrcs nrelFceoroloyicis habere simul scientiam el opinionetn. 

Die ertite Queetio bei D u n s  S c o  t u s  lautet:  
Ulrum de impressionibus meleoricis si1 scientia, tanquam de subjeclo. 

Die zweite Qnestio bei O r e s n i e  lautet:  
Uirum impressiones ntetheorologicne fiant secundum naturarn inordbia- 

liorem quum si1 mturn  corporum supercelesh'um. 
D i e  zweite Questio bei D u n s  S c o t u s  heisst: 

An irnpressiones melheoricae fiant per nuturam inordinatiorem ea nrrlura 
quoe est proprin elemcintorum. 

Wir  geben im Folgendan noch die beiden ersten Argumenta mir 
ersten F r a g e ,  als Muster Oresme- Scotischer Beweismethode. 

Nach der  oben angefiihrten ersten F r a g e  dee Manuscriptes fahrt dann 
O r e s m e  fort:  

EL nrguitur quod non: quia de impressionibus rnelheorologicis non con- 
tingit hubere scienliunr el opinionem, igilur questio frrlsa; eonseqzientio tenet 
et rinlecedens probntur, quia vel potest sciri vel opinnri nisi proposiiio: im- 
pressiones autem melheorologicae non sunl proposiliones, sicul clarum est. 
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Eine  bis jetzt unbekannte Schrift dra Nicolaus Oresme. 123 

Secundo arguitur: Idem non est scibile el opinabile : igilur de impressionibus 
meleorologicis non polesl haberi scientia et opinio: consequenlia tenel ,  unle- 
cedens probalur per Arislolelem primo postcriorunz (h. e. Anulytica) cirra 
/hm, et proLlalur ralione sic: nam sieul scienlia est de illo, quod irnpossi- 
bile est se aliter habere, sic opinio de ilIo quod possibile es1 aliter se hnbere, 
sed non est idem quori irnpossibile es1 se aliter habere el possibile est se 
nliier hahere, igilur etc.; et per consequens non est idem scibile el opinabile. 

Es enthalt n u n  allerdings der  Commentar auch Fragen ,  die  reellerer 
Natur sind, wie z. B. die neunte  Frage  des ersten Buches: Utrum lumen 
sit prodztclum caloris: die fünfte Frage  des zweiten Buches: Utrtrm rubedo 
mctfulina si1 signum fuiurue pluuiae; die 25. F r a g e  de.s dritten Buclies: Ulrum 

iris solurn dupliciter el non multipliciter potest appurere;  die 26. Frage  des- 
selben Buches: Utrum semper apparentibus dunbus iridibus stiperior iris de- 
6eat hubere colores concersim positos; die vierte Frage  des vierten Buches: 
u'lrurn frigus praeservel a pulrefaclione. etc. 

Ei  n e Frage , glaubte ich momentan, konnte einige intereesante Ge- 
sichtspunkte z u  T a g e  fordern,  allein ich sah bald, dasa ich mich ge- 
tauscht Iiatte. Es ist dies die vierte Frage  des dritten Buche.6: Utrum 
motus terrae sit possibdis. I n  der Antwort werden die verschiedenen denk- 
baren Bewegungen der E r d e  aufgezahlt; diese sind: die geradlinige, die 
kreisfiirmige und  diejenige, die  sich blos auf einzelne Theile der  E r d e  
erstreckt. Die erstere ist nnm6glich aus verschiedenen Gründen , ebenao 
die zweite. Hie r  vernehmen wir, dass O r  e s m e  die Ansichten einiger 
Pythagoraer (Namcri werden allerdings nicht genannt) über die Bewegung 
der Erde kannte;  er sagt: . . . aliyui imaginabuûliir yuod terra rnovereiur 
circulnriler motu diurno e f  ce2um yuiesceret et per illud salvabanl appa 
riiiones i n  ce10 scilicel orlum el occnsum solis. . . . Sed de isto molu terrae 
non intendilur in proposilo, nec opinio eorum est v e ra ,  puia, si terra movere- 
t w ,  non viderelur qualiler possemus salcare ecclipses, conjunctiones el oppo- 
siiiones planetarum. - Wir ersehen hieraus u n d  aus den übrigen Gründen, 
dass O r e s m e  in dieser Frage  ganz auf Aristotelischem Boden s teht ;  
übrigens bandelt es sich j a ,  wie er sagt,  in diesem Capitel gar nicht um 
diese Bewegungen der E r d e ,  sondern um diejenigen secundum nliquns suas 
parles, d. h. die Erdbeben. 

Die 18. Quaestio des ersten Bnches handelt über die Bedentung der  
Cometen. O r e s m e  kommt mit A r i s t o t e l e s ,  P l i n i u s ,  P t o l e m i i n s  
und Anderen (deren A u s ~ p r ü c h e  theilweise citirt werden) zu dem Resul- 
tate, dass die Corneten Stürme, Erdbeben,  Ueberschwemmungen, Krank- 
heiten, Kriege etc. anzeigen: Est (conlela) signum maynorum venlorum, terrae 
molus, inundationum apunrum. Es1 signum slerilitalis terrae. Comela significal 
morlalilates et epidimias (sic!) ,  significal guerras (sic!) el homicidia, signijkat 
mortes principunz etc. 

IO* 
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E s  konnte nach dem Angeführten Vielen auffallend erscheinen, dass 
ein Mann,  der in naturwissenschaftlichen Fragen ganz auf Aristotelisch- 
scholastischem Boden s teht ,  doch so encrgisch Stellung genommen hat 
gegen die Astrologie und Magie, wie ans einigen der von Herrn C u r t e  e 
angeführten Schriften hervorgeht; j a ,  es konnte vielleicht diese Erschei- 
nung  bei Einigen Zweifel wachrufen über den O r e s m e '  schen Ursprung 
dieses Commentars. Allein hierbei ist  daran zn  erinnern, dass die Astro- 
logie des Mittelalters in zwei Thei le  zerfiel: i n  die  natürliche, welche ans 
den  meteorologischen Erscheiriungen auf Witternngswcchsel, Stürme, Flu- 
theu ,  Erdbeben etc. schloss, und in die positive oder Judicialastrologie, 
welche von dem Einflusse der Gestirne auf das Schicksal des Mensclien 
handelte." Von dieser letzteren, eigentlichen Astrologie war O r e s  m e  ein 
erklarter Gegner und  er zeigt sich in diesem P u n k t e  wiederum als getreuer 
Aristoteliker, denn der  Stagirite u n d  seine àlteren griechischen Auhanger 
waren Feinde dieser Astrologie, w$hrend P l a t  o n ,  S e n  e c a  und Andere 
als Frennde  derselben genannt  werden. U e b r i g e n ~  verwarfeu auch die 
altesten Kirchenvater die Astrologie, sie wurde mat durch die Araber 
wieder dem christlichen Mittelalter zugeführt. - Wie kommt aber O r e  s m e 

dennoch daen ,  die Cometen als Verkündiger vou groeser Sterblichkp.it, 
von Kriegen,  von I'odesfillen vornehuier Personen zu betrachten? Man 
sollte meinen, diese Punkte  gehtirten ins  Gebiet der Judicialastrologie. 
Hiarfiir findet O r e s m e ,  wie auch A l b e r t u s  M a g n u s  u n d  D n n s  S c o -  
t u s ,  eine natürliche Erklarung:  Ans der Natur  der  Cometen (denn diese 
sind nichts Anderes, als heisse und  trockerie Erdausdünstnngen, erhrcla- 
liones e ferra calidae et sicccze) folgen nothwendigerweise grosse Trockenheit 
und heftige Winde ;  letztere aber erzeugen Ueberfluthungen des Landes 
durch die aufgeregten Wasser des Meeres. U n d  nun  macht O r e s m e  
folgende weitere Schlüsse: Comela significat mortalitates et epidemias: paie!, 
quia aliqune parles illius ezhalationis sunt venenosae et illaf: exiraciae a ferra 
ad aërem redduni eum venenosum, quo acre inficiunlur animnlia et sic fiunt 
mortes subilaneue. - Comela significat giierrrrs et homicidia: palel, nom per 
lulem exhulafionem calidam el siccam exisle~ites homines exsiccantur el fiunt 
homines quasi colerici: colerici autem homines sunt proni ad homieidia el 
guerrns. Similifer per talem infectionern horninum nb illa cxholafione existente 
i n  aëre homines quasi  perdunt sensus et semper siml proni ad girerras el ira- 
cundias p a s  seytcnfrtr homicidia. - Cornelue significant mories principirni: 
palel, quia comelne significanl guerras el bella: in bellis autem principes per- 
d u n f u r ;  el confirtnafzcr quia principes magis delicnte oliis sunt nutrjli: igifur 

* ... Sciendun~ quod duplex est significatio cornetae, puaedanz est signifitatio 
generalis, wilicet quae convenit quasi omnibus cometis indifferenter, et illu sipifi- 
catio est v e r  i o r  et etianz de illa significatione determinare seu considera~e pertimt 
ad praesewtem scimtiam (h. e. meteoro1ogia.m). Alia est significatio cornetae specia- 
lis de qua considerare pwtinet  ad astrologos. .. . 
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Berichtignng su S. 65. 125 
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ciciifs infZciunlur el moriunlur propter  aërem venenosrina existentcm. - Wir  
erkennen also in  diesen Schliissen doch das der Astrologie entgegen- 
iitehende Bestrcben, die Einflüsse der Cometen aus natürliclien Ursachcn 
lierzuleiten, wenn anch auf hochst erzwungene Weise. 
' 

Ans dem Geaagten ergiebt sich zur Genüge,  dass das O r e s m  e'sçhe 
Werk eiuen vollstandig scholastischen Anstrich ha t ;  eiue Vergleichung 
mit dem D u n  s'schen Cornmentar der Aristotelischen Meteorologie ergab 
iin Weiteren die Thatsache,  dass O r  e s m e  keine oder hochst wenig neue 
von den D n n s ' s c h e n  abwcichonde Idecn i n  das Buch hineingclegt hat. 
Schlüsse, die etwa hieraus gegen die Echtheit des Buches gmogen Ger- 
den konnten,  findeu ihre theilweise Widerlegnng in der iiusseren for- 
mellen Uebereinstimrnung der questiones, conclusiones, rutiones etc. des 
fraglichen Werkes mit denen der von Herrn C u r  t z e angeführten: Utrum 
res fttlurue per uslrologium possinl p r a e s c i r i :  Plura quociii6eta el diverse 
questiones, Soluliunes predictorum problemutum. 

Berichtigung zu S. 65. 

Herr U n  v e r  z a g t macht gelegentlich die Bemerkung: ,,Um ihrem 
Landsmanne dia Prioritat s u  wahren ,  haben die Franzosen jüngst das 
Schriftchen A r  g a  n d'a bei Ganthier -Villars nen  erscheinen lassen." Wer  
Herrn U n v  e r z  a g t  kennt  , k a n n  keinen Augenhlick im Zweifel dariiber 
sein, dass Nichts ihm ferner Iag,  als mit dieser Bemerknng Herrn H o  ü e l  
in Bordeaux für die  Besorgung der neuen Druckausgabe von A r g a n d ' s  
Abhandlung einen Vorwnrf nationalcr Parteilichkeit machen zu wollen. 
Handelt es sich doch nm Wahrnng  einer wirklichen, keiner blos ver- 
meintlichen Prioritiit, also um ein durchaus berechtigtes Vorgehen, und  
hat doch gerade H e r r  I l o ü e l  i n  seinen Sçhriften zn  oft seine Unpartei- 
lichkeit in der Hochhaltung fremdlandischor Verdienste bewahrt, alti daas 
sie in  F r a g e  stchen konnte. W i r  würden deshalb trotz Herrn H o ü e l ' s  
Ersuchen vielleicht Anstand genornmen haben,  diese unserer Neinnng nach 
zieuilich gegenstandtilose Erklarung abzuge l~en ,  wenn nicht zu gleicher 
Zeit Herr  H o ü e l  auch eine thats3chliche Berichtignng beigefügt hkitte, 
die einen wenig hekannten Umstand betrifft: den namlich, dass A r g a n  d 
gar Sein Franzose, sondern Schweizer war, mithin überhanpt nicht Lands-  
mann von Herrn H o ü e l  genannt  werden kann. D. Redac t ion .  
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Recensionen. 

Die Continuitht des gasformigen und flüssigen Zustands,  von Prof. V A N  

D E R  W A A L S ,  übersetzt aus dem Hull%ndischen von Ur. ROTH. 
Leipzig 1881, Amhr. Barth. 

Don Botrachtungen des Verfassers liegt der  Gedanko s u  Grnnde, 
dass man vom flüssigen m m  gasformigen Zustande i n  ganz continuirlichrr 
Weise gelangen kann  oder, geometrisch gesproctien, dass die Isothermeii 
des flüssigen und des gasformigen Znstands derselhen Curve angehoren. 
E e  wird in  den ersten Capiteln die Gleichung der  Isotherme abgeleitet, 
wobei anch der  Einfluss der  Zusammensetaung der Masscntheilchen aus 
Atomen und der  ihrer Ausdehnung berücksichtigt wird. Der  Verfasser 
kommt hierbei zu der  Gleichung 

wo p d e n  iiussern Druck ,  a das specifische Volumen, b ein Vieifaches 
des &Iolecularvolumens , a die specifische Attraction, t die Temperatur, 
R eine Constante und a den hnndertsten Thei l  der  Zunahme a n  leben- 
diger Kraf t ,  welche die progressive Bewegung dor Massentheilchen bei 
der  Erwiirmung vom Gefrier- bis zum Siedepnnkte des Wassers erfahrt. 
In den folgenden Capiteln wird die  Kichtigkeit dieser Formel nachgewie- 
sen oder, wenn dies nach den bisherigen Versuchen direct nicht moglich 
is t ,  wenigstens gezeigt, dass vorliegende Versuche der Formel  nicht wider- 
sprechen. E s  werdeu s u  diesem Zwecke die Untorsuchnngen von R o g -  
n a u l t  über Gase bei Aenderang der Pressung oder des Volumens auf 
die  Formel angewendet u n d  nachher insbesondere die neuen Untersnch- 
nngen von A n d r e w s .  Allerdings zeigt sich hierbei, dass selbst die 
genauesten Experimente, die  bis jetzt an G ~ b o t e  s tehen,  noch nicht 
genügen, um die Richtigkeit einer Zustandsgleichung zu verificiren, dass 
für die Bestimmung der Constanten noch ein grosser Spielraum bleibt. 
E s  folgt d a m  die Betrachtung der  kritischen Temperatur  nach den Be- 
obachtungen von C a g n i a r d  d e  l a  T o u r ,  C a i l l e t e t  und  A m a g a t  und 
dea Werthes der Capillarconstanten i n  der Theorie von L a p l a c e ,  end- 
lich ein Capitel über molecnlare 1)imensionen u n d  Anwendungen auf die 
mechanische Warmetheorie. Zum Schlusse Sind zwei Capitel angereiht, 
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velche die neuesteri Untersuchungen des Verfassers enthal t tn  über die  
Nnrmalcurven des gesattigteu Darnpfes urid der Flüssigkeit für verschie- 
dene Ktirper, und über Ausdehuungs- und Zu~ammendrückbarkeitscoeffi- 
cienten. E s  ist unmoglich, über die Fülle von bearbeitetem Stotfe eine 
kiirze Uebersicht zu gelien, es  ist  ein Verdienst des Uebersetzers, diesa 
Pülle in ansprechrnder Form uns  nkher gehracht zu hsben,  da  das Hol- 
landisclie docli der Melirzalil der  Physiker feru liegt. P. ZECH. 

Die Physik auf Grnndlage d e r  Er fahrnng ,  von Dr .  ALB. M O U S S O N ,  P r o -  
fesfior an der schweiz. polytechri. Schule. 3. Aufl. Zürich. 

Das E r ~ e h e i n e n  des erstrn Theiles dicsos Werkes in dritter Auflage 
haben wir schon früher freudig begrüsst und den Wunsch aiisgesproçhen, 
es mogen die  awei weiteren TLieile bald dem ersteu fulgen. Auch dieser 
Wnnsch geht rasch der  Erfüllnng entgcgen. Der  zweite 'i'heil, erste 
Halfte, die Warme,  zweite Half te ,  die Opt ik ,  und die erste Halfte dcs 
der Elektricitat gewidmeten drittcn 'i'heiles liegen fcrtig vor. Sie  ent- 
halten eine Reihe m u e r  oder vollstandiger ausgeführter Capitel. So ist 
Iiei der Wilrme ein besonderes Capitel der mechanisclien Theorie der 
Gase, eines der  Verdichtung der  Dampfe und  Gase mit den  neuen Ver- 
snchen von A n d r e w s ,  C a i l l e t e t  nnd P i c t e t  iiher Verflüsfiigung der 
Gase, eines theoretischen Betrachtungen nach T h o  m s  e n  über Warmc- 
entwickelung bei chemischen Verbindungen und Aenderung des Aggregat- 
xustandes gewidmet. In  der Optik itit jetzt der  Theorie centrirter Lintien 
nach G a u s s  ein besonderes Capitel zngewiesen ; hei der Brechnng ver- 
missen wir die  Construction von R e u s c  h nnd ihre einfachen Consequen- 
zen. Nachdem dio Mitbewsgnng der Massentheilchen mit den Aether- 
schwingungen nach früheren Untersuchungen dargestellt ist ,  wird für die  
Bewegung des Lichtes in  Krystallen die  neue Theorie von L ~ m m e l  
dargestellt. (Das Urtheil des Verfasssrs lautet:  man sieht,  dass die  
L o m m e l '  ache Theorie Resultate liefert, welche merkwürdig genan d e n  
Thatsachen folgen.) D e r  Saccharimetrie ist jetzt ein besonderos Capitel 
gewidmet. Beim Magnetismnu im dritten Thei le  i6it die Bestimmung der  
Yole mit den  Arbeiten von R i e c k e  aufgenommen. In  der Elektricitiit 
finden wir die  neneren Elektrometer dargestellt, die Theorie der  leiten- 
den und dielektrischen Korper ansführlicher behandelt,  dem Residuum ein 
besonderes Capitel gewidmet u n d  endlich das Licht des Funkens  ein- 
gehender dargestellt. Ansser diesen hanptsachlichsten Zusatzen und  Er- 
weiterurigen sind solçhe im Einzelnen von Stelle zu Stelle eu finden, so  
dass der Umfang des Werkes ungefahr um 4 gestiegen ist. Unser  Urtheil 
von friiher über die Reichhaltigkeit und Vollstandigkeit des Werkes nebeu 
der Kiirze der  Behandlung ist von Neuern bestatigt; riur Einen Wunsch 
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tiatten wir noch anszusprechen: um das ausgezeichnete Werk  noch he- 
quemer nutzbar z u  machen, ware am Schlusse ein ausfülirliches Regifiter 
am beston geeignet. P. Z ~ c a .  

Vorleanngen über die  Wellentheorie des Lichtes, von E. VERDICT. Deutsclie 
Bearbaitung von Ilr.  K. EXNER. Braunschweig 1881, Vieweg & S. 

D i e  , ,Leçons d'optique physique'' von V e r  d e t erschienen 1870 nach 
seinem T o d e ,  bearbeitet von L e v i s t a l .  Sie  liegen der vorliegenden 
Uebersetzung zu Grunde. Die Uebersetzung ist keine directe Wieder- 
gabe - das ist wohl bei eiuem rein wissenschaftlichen franzosisch ge- 
achriebeneii Werke für  deutsche S t u d i r e n d ~  unnothig -, sondern a8 ist 
a n  passenden Orten Noueres cingeschaltet. Dcr  Uobersetzer ist ans soinen 
optischen Abhandlungen, die in  den Borichten der Wiener  Akadcmie 
erschienen sind, bekannt. Die  erste Abtheilung des ersten Baudes exit- 
hjilt die Interferenz, Fortpflanzung und Beugung des Lichtes. 

P. ZECH. 

Ueber eine Art Bewegungen eines Punktes  auf  einer Kngelfltlche, von 
E. J Ü R I ~ E N ~ ~ E N .  Halle  a. S., 1881. 

D i e  Dissertation z u r  Erlangung der pliilosophischen Doctorwüide 
behandelt die Anfgabe, die  Bemegung eines P u n k t e s ,  der auf einer 
Kugeloberflache bleiben muss u n d  von e i n ~ m  P n n k t e  auf ihr nach einer 
ganzen Potenz der  Entfernung angezogen wird,  zu bestimmen. D a  die 
allgemeine Losung nicht moglich ist,  so werden eine Anzalil Einxelf%lle 
untersucht. P. ZECH. 

Anfangagriinde d e r  Mechanik fester Korper, von Dr. WALBERER,  Pro- 
fesser am Gymnasinm Amberg. München 1881. 4. Aufl. 

Das Werkchen ist für Gymnasien und verwandte Lehranstalteri be- 
stimmt. Die Behandlung k t  die gewohnliche, der Ausdrilck keineswegs 
correct; z. B.: , ,die  Grosse, mit welcher ein Korper  von der Erde an- 
gezogen wird, ist  sein Gewicht". Von der  Centrifugalkraft wird hier 
nicht gesprochen. Oder:  , ,die  Bescbleunigung der Schwere ist nur an 
Orten in Hohen unter 100 Fuss  gleich"! Man kanri sich denken,  watl 

der Verfasser sagen will, aber  in vierter Auflage sollte das den Schülern 
nicht v o r g e l ~ g t  werden. P. ZECE. 

Qrnndries der Mechanik, von Dr. LÜROTH,  Professor a n  der technischen 
Hochschnle München. München 1881. 
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Recensionen. 129 

Eine kurzo, streng wissenschaftliche Darstcllung der wicbtigsten 
Ihgriffe und  Satze der Mechanik, unter Anwendung der Rtreckenrecb- 
nung (uach G r  a s s r n a  un) .  D i e m  Rechnungsart wird,  wie wir aus frühe- 
ren Recensionen wissen (Jahrg.  XXVI S. 213), auch von S o m o f f  an-  
gewendet, der sich dabei a n  die 13ezeichnungsart von l t k s a l  (Cinéma- 
tique pure) halt. Der  Verfasser vorliegenden Grundrisses beniitzt dagegen 
benondere Symbolzeichen S und V ,  was den Formeln eine gewiase Kin- 
formigkeit giebt. P. ZECA. 

E i n f a r n n g  in  d ie  Mechanik, von H. UNDEUTSL'LI, Professor an dor Uerg- 
akademie Freiberg. Freiberg 1881. 

Das Werk ist eine Verarbeitung oder, vielleicht besser gesagt,  eine 
Zerarbeitung der  Mechanik von H o  l t  z m a n n (Stuttgart bei Metzler, 1861) 
mit Einschiebung von Figuren u n d  einfachen Aiifgaben. Eirizelne Sei- 
ten Sind wortlich abgeschrieben (vergl. S. 222 und 223 mit H o  l t  z m a n n ,  
S. 94 flgg.), andere Stellen sind stylistisch umgearbeitet , Umstellung von 
Vordersatz und Nachsatz und  Aehnliches (vergl. S. 442 flgg. mit H o l t z -  
m a n u ,  S. 227 flgg.). Die  schwierigeren Sachen sind weggelassen. Schwer- 
punktsbestimmungen füllen etwa ein Fünftel des Werkes,  eingereiht unter: 
,,Freie Bewegnng eines starren Korpers", sonderbarer Weise aber nicht 
in das Inhaltsverzeichniss aufgenommen. Es ware wolil besser gewesen, 
der Vorfasser hat te  die  , ,Bitte seiner Zuhorer" nicht erfüllt. 

P. ZECE. 

Ueber Gleichgewichtsznsttlnde isotroper Korper in verschiedenen Tem- 
peratnren, von Dr.  MAX PLANCK. München 1880. 

E s  ist Aufgabe der vorliegenden Abhandliing, den Einfluss der Tem- 
peratur auf die elastischen Krafto im Innern eines Korpers darzustellen. 
Es wird zunachst gezeigt,  dass in  diesem Fal le  keine Kraftfunction exi- 
stirt, daun der erste und  zweite Hauptsatz der Warmetheorie angeweudet.  
Die Gleichgewichtsbedingungen, die  so g e h n d e n  werden,  sind nothwen- 
dig fiir das  Gleichgewicht , abe.r nicht irnmer hinreichend, z. B. für Misch 
ungen von Flüssigkeit und  Dampf. E s  wird daher weiter nach den Be- 
dingungen gesucht, welche für des Gleichgewicht vollkommen genügen, 
mit Hilfe der vom Verfasser früher aufgestellten allgemeinsten Form des 
zweiten Hauptsatzes, u n d  einzclne Beispiele durchgeführt. Als Resultat 
ergiebt sich: es werden die nnter  den gegebenen Bedingnngen moglichen 
Maxima der Entropie des Korpers bestimmt; das absolnte Maximum ent- 
spricht dem absolut stabilen Gleiçhgewicht, jedes andere Maximum einem 
mehr oder weniger labilen Gleichgewichtszustande. P. ZECK. 
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Dr. BENNO K L E I N ,  Theorie d e r  t r i l inear-  symmetrischen Elementargebilde. 
Mit 4 lithogr. Tafeln. Marburg, Elwert.  1881. IV, 78 S. gr. 8". 

D e r  Inhalt ist eine geometrische Entwickelung derjenigen Verwandt- 
scliaft, welche analytisch durch eine in  jeder von drei Variabeln linearen 
Gleichung dargostellt wird. Eingehend wird der Fa11 beliandelt, dor sic11 
durch eine in  zwei der Variabeln syrnmetrische Gleichung ausdrucken 
würde, und  zwar zunachst durch projectivische Bezieliung eines Elemen- 
targebildes anf  die Paare  eines involutorischen Elementargebildes; die 
trilineare Verwandtschaft entsteht liieraus, indem man jedes Involutions- 
paar als Ordnungselementa eincr neuen Involution betrachtet (Abschnitt 1). 
Abschnitt II behandelt sodann analog den  in allen drei Variabeln gyrn- 
rnetriscben F a l l ,  Abschnitt III denselben FaIl in anderer  Auffassuug: 
als lineare zweifach unendliche Schaar von Elemententripeln eines Ele- 
men targebildes ; also auch,  indem eine zweifach unendliche Schaar von 
Kcgelschnitten mit einer gemeinsamen Tangente  gegeben ist:  als das 
System der  Gruppen von j e  drei Schnittpunkten der drei Tangeaten, 
welche noch j e  zwei der  Kegelschnitte gemein haben,  da  diese Gruppen 
bekanntlich alle anf e i n e m  Kegelschnitte liegen. 

Die Methode ist im Wesentlichen die nach S t a u d  t - R e  y e bekannte; 
es werden vom Verfasser eingehend die Constructionen entwickelt, die die 
Verwandtschaft beetimmenden Elemente diticutirt , auch eine Anwendung 
auf die Gleichung dritten Grades gemacht. Die hier mitgetheilten Resul- 
tate sind n u r  solche, die sich aus der  analytischen Darstellung unmittal- 
bar ablesen liessen; indess scheint eine Weiterführnng der Arbeit und 
Anwendung auf dio Curven drittcr Ordnnng vom Verfasser boabsichtigt. 

E r l a n g e n ,  October 1881. M. N O E T R E B .  

S O P H U S  L I E ,  Classification d e r  Plaohen nach d e r  fisnsformationsgrnppe 
ih re r  geodëtischen Cnrven. Universitatsprogramm Christiania 1679. 
45 S. 4". 

Diese Arbeit ist  nur eine aus der  E e t t e  von Cntersuchnngen, die 
vorn Verfasser seit Jahren  mit bedeutendem Erfolge betrieben werden, 
aber  als ausgeführttis Beispiel a n  sich bemerkenswerth. E s  handelt sich 
dabei immer nm die Sheorie  der G r n p p  e n  von P u n k  t -  oder allgerneiner 
von B e r ü h r n n g s t r a n s f o r r n s t i o n e n ,  zu der sich die ersten Ideen in 
einer Arbeit von F. K l e i n  und S. L i e  i n  Mathem. Ann. I V  niedergelegt 
finden. Bei den  Differentialgleichnngen, welche bei solchen Transforma- 
tionen nngeandert bleiben , ergeben sich wescntliche Vortheile und all- 
gemeine Gesichtspunkte für die Integrirbarkeit. So beruht des Verfsssers 
bckannte Integrationsmethode der  partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung  hierauf. (Mathem. Ann., Bei.  d. Ges. d. Wiss. zu Christiania, 
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Gott. Nachr. etc.) J e t z t  wendet sich der Verfasser zn den gewohnlichen 
Differentialgleichungen hoherer Ordnung,  hier au h j e n i g e n  aweiter Ord-  
nung, welche die geodatischen Curven einer Flache definirt. 

Der Ti tel  entspricht nun nicht ganz dem Inha l t ,  d a  hier nur  von 
denjenigen s p e c i e 11 e n  Flachen die Rede ist, bei denen wirklich infini- 
tesimale Transformationen ihrcr geodatischen Curvcn in einander existi- 
ren. Diese speciellen Flachen werden vom Verfasser in drei Classen 
tiingetheilt und  es gelingt ihm i n  den meisten dieser Fal le ,  die Differen- 
tialgleichung vollstandig s u  integriren , insbesondere bei den Flachen, 
deren geodatische Curven eine G r u p p e  von unendlich vielen l'ransfor- 
niationen aulessen. Man lernt dabei,  ansser schon langer hekannten 
Flachon, ganse Classen von ncuen Flachcn von der angegebenen Eigen- 
schaft kennen. 

Zum Verstandniss der Arbeit genügt die Kenntniss einigar Unter- 
mchungen des V e r f ~ s s e r s  über Berührungstranliformationen , etwa eines 
Theils der (spateren) Arbeit in Math. Ann. XVl. 

E r l a n g e n ,  October 1881. M. NOETHER. 

P. HELMLING , Ueber die  In tegra t ion  d e r  allgemeinen Riceati'schen Gleich- 

dy 
u n g  + y" X und der  von i h r  abhangigen DXerentialgleich- 

nngen. Leipzig, Koch. 1879. 43 S. 4'. 

In dieser, H e r r n  Prof. M i n d i n  g in Dorpat zu seinem 50jahrigen 
1)octorjiibilaum gewidmeten Universitiitsschrift wird der Versuch gemacht, 
die im Titel  genannte verallgemeinerte R i  c c  a t i ' s c h e  Gleichnng riuf dem 
Nahernngswege zu integriren, und  zwar dnrch Aufsuchung eines genaherten 
particulSren Integrals und Einführung desselhen nnter  successiver Varia- 
tion der Constante. - Es soll sich dabei wesentlich um Aufstellnng von 
reellen Losungen handeln, welche zn numerischer Bestimmung branchbar 
sind. Indessen erscheint es  von vornherein klar, dass man nur  eu Re-  
sultaten von wenig allgemeinem Charakter gelangen kann;  und  i n  der  
That  wird die  im dritten Abschnitte gegebene Methode schon in ein- 
fachen Fallen nicht mehr brauchbar, was auch der  Verfasser durch nn-  
bestimmte Ausdrücke, wie , , in  den meisten Fallen ", ,, einigermassen be- 
schrankte Werthe" etc. hinreichend zagiebt. I n  den  Fa l len ,  in  welchen 
die Mathode anwendbar sein wird, sind noch cumplicirte Grenxbestim- 
rnungen z n  machen, wohl ebenso complicirt, als wenn man sich derjeni- 
gen Beihen bedient ,  welche durch die vom Verfasser nicht berücksich- 
tigte Functionentheorie geliefert werden. 

E r l a n g e n ,  Oçtoher 1881. 81. NOETHEK. 
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. Y. D E  A R N O L D ,  Trkectio angulornm. Moskau, E. Lyssner. 1881. 

D e r  Verfasser, der  uns  neben dem russischen Original eine fran- 
zosisclie Uebersetzung bietet, will das bekannte Problem der  Trisection 
eines Winkels mittelst Zirkel und Lincal gelost haben. Jedoch enthalt 
der Reweis eiuen Pehlschluss (S. 21 Z. 14-21), watirend die Construc- 
tion widerlegt wird durch eine der folgenden Porrneln: 

wobei g> * O E H  und 5, wahrend q~ = EKJ und  5 gleich seiu sollte. 
3 6 

F u r  d e n  speciellen Fa11 a = 90° ergcben beide Formeln q~ -- > 49". 
3 

Die imaginilren Qrossen und  ih re  Aufloaung (aus dem J a h r e  1863),  von 
HEINRICH FRIEDRICH THEODOR BEYDA. Bonn 1881. J. B. Metz- 
ler'sche Bnchhandlung. Stuttgart 188 1. 

Auf 60 Druckseiten lernen wir hier, dass E u l a r ,  G a n  s s  und einige 
andere Mathematiker, deren Narnen und ~ c l i r i f t e n  dem Verfasser indesrleu 

weniger bekannt zu sein scheinen, sich über /? in gewaltigem Irrthum 
befanden. Her r  B e  y d a ha t  1863 entdeckt,  leider aber erst 1881 ver- 

offeutlicht, dass t- = (7. Beweise s ind,  nachdem eine Entdeekung 
einmal gemacht is t ,  meistens leichter zn finden. Z. B. : ,, W e n n  die rechte 
Rheinseite mit positives L a n d ,  die linke mit negatives L a n d  bezeichnet 
würde, so konnte j a  ein Bewohner des linken Rheinnfers von tieinen 16 
Quadratmeilen ebenso gut  die Wnrzel nehmen,  wie ein Bewohner des 
recliten Ufers von den seinigen" (S. 6). Ungemein sçharfsinnig ist auch 
(S. 58) die  Widerlegung des falsclien Satxes, dam i3 = - i sein 8011. 

, ,Denn wenn dieses der Fa11 wilre, so würde sowohl v=+i, s l s  anch 

vz=$ i  sein,  also die dritte Wurzel  e iner  negativen Grosse eine 
positive Grosse sein. E s  hat  aber sonst immer die dritte Potenz einer 
Grosse dasselbe Vorzeichen wie die  Grundgrosse, also wenn diese positiv 
is t ,  so ist auch die dritte Potenz positiv, und wenn negativ, so ancli die 

3 3 -- 3 
Patenz  negativ, I/Z? = + 3 und /- 27 = - 3 ;  /+ ad= + a  u n d  f-  oS 
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- - - a .  Aus welchem Grunde  nun ist bei i e in Entgegengesetztes, 81s 
es bei einer Grosse a ist 

Neben dem unfreiwilligen Humor, der  in  diesen Satzen liegt,  ent- 
halten aie die Bestatigung dcr Wahrhei t ,  dass die Bezeichnnng i nngemein 
nnglückl.ich gewahlt war, und wenn es natürlich anch Niemand einfallen 
wird, in fur Matliematiker vou Fach verfassten Schriften von der  ein- 
gehiirgerten Uebung abzuwcichen, so mochten wir doch immer wieder auf 
die Mahnung znrückkommen, im Elementarunterricl-ite sich statt  des i 

irgend eines Zeichens, z. B. eines aufrecht s t e h e n d ~ n  Pfeiles zn bedienen, 
damit dor Schüler dentlich var  Augcn sehe, es handle sich im Imaginarcn 
nicht nm andere Zahlengrossen, sondern um andere Zahlenarten, ale irn 
Reellen. CANTOR. 

Differential - und Integralrechnnng,  Ansgleichnngsrechnong, Benten-, 
Lebens - und Ausstener -Versichenmg, bearbeitet von Dr.  RICHARD 
HEGER. Breslau 1881, bei Eduard Trewendt. 583 S. (Encyklo- 
padie der Naturwissenscliaften Bd. V, 381-963.) 

Wir  baben es mit den Schlusslieferungen der mathematischen Ab- 
theilung der Encyklopadie der Natnrwissenechaften zu t h u n ,  die  nuu- 
mehr als Ganzes i n  zwei sehr  stattlichen Banden vor uns liegt. Die 
Frage d r h g t  sich auf, ob diese matliematische Abtheilung die Zusage 
erfüllt habe, welche ihr Herausgeber in seinem Vorworte znm 1. Bande 
anssprach: , , D i e  vorliegende Darstellung der  Mathematik kann (so sagte 
damals Geh. R. S c h  l ü m i l  ch)  gegenüber der kolossalen Ausdehnung der 
Wissenschaft selbstverstandlich keine erschopfende sein; wohl aber sol1 
aie den Leser so weit fiihren, dass e r  e ine ganze Reihe von Hanptwer- 
ken üher Astronomie, Mechanik, Physik und Ingeriieurwissenschaften 
leeen und  sich nothigenfalls weiter helfen kann." So viel,  vielleicht anch 
etwas rnebr, ist allerdings geleistet worden (mit einer kleinen Einschran- 
kung des Wortlautes, auf die wir gleich xn reden kommen), und die  
Leistung zeigt, dass der  Herauogeber in der  Auswahl der Hande,  wel- 
chen die unmittelbare Arbeit übertragen wurde, richtig vorgegangen ist. 
Die Einschrankong, welche wir meinen und  deren Betonung dem Leser- 
kreise nnserer Zeitschrift gegenüber sicherlich nnr  empfehlend wirken 
kann ,  benieht sich auf das von Herrn S c h l ü m i l c h  gebrauchte Wort 
,,Leserl'. Ein Buch znm Lesen ist dieses Werk u k h t ,  sondern zum 
St.ndircn und , ,  falls 's nicht iim blouses Auffrischen ans dem Gedacht- 
uisse geachwundencr Dinge sich handelt,  m m  Studircn unter der Leitung 
eines Fachrnnnnes. Noch heute gilt das W o r t ,  zur Mathematik hin gehe 
ea keinen geraden Pfad für Konige; die gewundenen und verschIungenen 
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Wege  aber, welche e u  ihr führen, ohne Wegweiser r u  gehen,  ist schwie- 
rig und  gefahrlich anch nnter Renutzung einer gedruckten Anleitung. 
Deshalb sind wir pers6nlich, und nicht wir allein, ü h e r a u ~  rnisstrauiscli 
gegen Lehrbücher der  gesammten Matliematik znm Selbststudinm, die so 
leicht geschrieben sind , dass wirklich auch niclit ganz besondcrs ver- 
anlagte Personlichkeiten sie ,,lesen '' konnen. hromina sunt odiosn, darum 
erwahnen wir keine besonderen Beispiele, sondern begnügen uns mit der 
Wiederholung des Lobes: die mathematische Abtheilung der  Encyklo- 
piidie der  Naturwissenschaften ist keiu Buch m m  Selbststndium! 

Wenden wir uns  von dieser allgemeinen Anerkennung des Ganzen 
zn denjenigen Abtheilnngen, welche eigentlich Gegenstand d i e ~ e r  Re- 
eprechung sind,  so m6ge uns  die Bemerkung gestattet sein,  dass Herr 
H e g e r ,  wie er schon in früheren Veroffentliehnngen als Geometer sic11 
erwiee, wie e r  die descriptiv- und analytisch-geometrischen Theile dieses 
Handbucha in von uns  beifallig besprochener Weise bearbeitete, auch 
hier vorwiagend Lobliches in  den geometrischen Capiteln leistet,  in  welche 
er auch seinen Neignngen entsprechend den Schwerpnnkt verlegt hat. 
Die analytischen Capitel stehan etwas grgen jene zurück sowohl in  der 
Ausdehnung, a h  in  der Griindlichkeit der Behandlung. 

dy - 1 i m d y  
So sind heispielsweise Grenzübergange, wie S. 385 lirn - - - 

d x lini d:t ' 
S. 388 lim log y = log l i n  y ,  S .  606  l imJf(y)  dx =&mm l(y) d x  aln îell,st- 

verstandlich angenommen, wahrcnd sio nicht einmal immer richtig sind. 

Dass S. 495 der  Grenzwerth von - für x = l ,  unter  nelcher Aonahrne 
'P jz) 

Zahler und  Nenner  unendlich werden , in der althergehrachten , eine 

Division durcb (TG)' vorausaetzenden Weise abgeleitet wird,  tmtzdeol 
. . 

man i n  diesem Angenblicke des Verfahrens noch gar nicht weiss, ob 
jener  Divisor einen von O verschiedenen Wertli  besitze, also znm Divisor 
geeignet sei ,  wollen wir nicht einmal besonders rügen;  diese fehlerbafte 
Ableitnng schleppt aich eben durch nahezn sammtliche Tjehrhlicber fort, 
auch nachdem H e r r  S t O 1s  anf deren Unzulassigkeit (Mathem. Annalen 
Bd. XIV u n d  XV) so ausdrücklich hingewiesen hat. 

Die Ableitung der  M n c l a u  rin'schen Entwickelung dagegen (S. 496 flgg.j 
entfernt sich von d e r  i n  den meisten Lehrbüchorn festgebaltenen Methode. 
Zuerst wird, wohl im Anschluss a n  J. A. S e r r e  t ,  gezeigt,  dass, a e n n  
q ( x )  eine ganze algebraische Function nten Grades, also a, + a , ~  + a,xa+ ... 
. . . + a,xn k t ,  fortgesetzte Diffarentiation und Nullsetzen, der  Verander- 
lichen die  Identitaten cp(0) = a,, tp'(0) = 1 . a , ,  . . . I$~](O) = 1.2.. . n .a, 

/ ha 
erkennen lasse, dass somit i n  diesem Fa l le  cp (h) = cp ( O )  + h . rpf(O) -+ - 

1 . 2  
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h" 
X ~ " ( 0 )  + . . . + <pn (O) soi,  woraus, wcnn auch f das Functional- 

eeichcu eine.r ganzen algebraischen Function rite" Grades bedeutet,  die 

iqiebt.  Dann wird hypothetisch die Gleichung f (s) = f ( & )  + (r-6) f'(&) 
(9 - 4)"  IL.-^)^+^ ' x - 5 ) s  ft'(k) +. . . +- 

+T f'n'16) + i . 2  ... n ( n + ~ ) .  
P gesetzt, wo das 

1 . 2  ... n. 
Functionalzeichen f in seiner Bedentung nnbeschrankt ist ,  abgesehen von 
der Bedingnng, dase die  Diff~rentialqnotienten von f ( ~ )  vom ersten bis 
znm n'en einschliesslich fur jeden zwischen z und liegenden Werth der 
Veranderlichen stetig nnd  endlich seien. P ist natürlich noch zu bestim- 
m m ,  und zwar aus der  angenommenen Gleichang. Nun wird der  
R o l l e ' s c h e  Sa tz ,  dessen Benennung wir allerdings vermissen, eingeschal- 
tet, dase, wenn F(4j = F ( & + h ) = n  und  Firc) zwischen x=& und x = ( t + h !  
stetig bleibt, nothwendig F 0 ( x )  i n  dem genannten Intervalle einmal min- 
destens verschwinden müsse, also bci x = k+ e h ,  wo 0 ein positiver echter 

(x - z ) ~  
Bruch ist. Setzt  man F(z )= f ( z ) - f ( z ) - ( z - z ) f ' ( z ) - - - -  f ' (r)-  ... ' 

1.2 
(x - 2)" - (x - z)"+' 

f (4 (2) - . Pl so i ~ t  offenbar B(r )  = O bei r = x 
1 . 2  ... n 1.2  . . .(  n+1) 

und bei z = &, mithin F 1 ( z )  = O bei z  = 6+0 ( x - 5 ) .  Die Differentiation 
von F L z )  liefert aber, heisst es  weiter, dadurch,  dass a ~ f e i n a n d e r f o l ~ e n d e  

( x  - z ) ,  (x - 2)" 
Entwickelungstheile sich wegstreichen, ~ ' ( z )  = - - /("+')(z) +- 

1.2  ... n 1.2 ... n 
X P = O  nnter  der  Annahme z = t + 6 ( x - & ) ,  also sei P = f ( " + l ] ( &  

+ 8 ( x  - 5)) .  Diese Beweisführung ist schr interessant, dürfte aber zu- 
gleich zur  Bestatigung nnserer Behaiiptung dienen,  dass der Anfanger 
der Hilfe liedarf, wenn e r  des in  diesern Buche enthaltenen Stoffes Herr  
werden will. 

Wir  haben oban schon gesagt,  de r  Schwerpunkt der H e g e r ' s c h e n  
Bearbeitung liege in den geornetrischen Capiteln. Hier findet man in 
der T h a t  Probleme behandelt,  welche die Lehrbücher sonst wohl verrnis- 
sen lassen und  welche die heutige Mathematik kaum entbehren kann. 
Die Tangentenanzahl a n  eine Curve von einem Pnnkte  sus  (S. 415)' die 
Fnsspunktcurven (S. 418), confocale Kegelschnitte (S. 420),  die Zab1 der 
Wendepunkte einer Cnrve (S. 4621, die Singularitaten (S. 519 flgg.), die 
Wellenflk'che (S. 526) m6gen als Beispiele dafür gelten, welcherlei Unter- 
sochnngen wir meinen. 

Ohne einen functionentheoretischen Abschnitt ist ein Handbnch der  
gegenwartigon Mathematik nnvollstandig, aber cine ausgcführte Functio- 
nentheorie ist wiedcr i n  einem Handbnche nnm6glich. Her r  H e  g e r 
ücheint uns  mit dem, was er S. 678-829 in  dieser Beziehnng geboten 
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ha t ,  so ziemlich das richtige Maass eingehalten s u  haben. Wer diesen 
Abschnitt sich aneignete, kann wohl ohne weitere Hilfe a n  das Studium 
schwierigerer Originalarbeiten sich wagen. 

Die beiden letzten Abschnitte (Ausgle.ichungsrechnung und anf das 
mensçhlicbe Leben sich beziehendes Versicberungswesen) sind als Darein- 
gaben zu betrachten, welche dem l'hysiker und Statistiker erwünscht 

- se in  werden, ohne ihm besondere Lehrbücher entbehrlich zu machen; 
der Mathematiker dagegen dürfte a n  dem hier Gebotenen gerade die 
ihn vorzugsweiae interessirenden Shei le  jener nmfassenden Lehren be- 
sitzen. Ob es abcr für den Mathematiker nicht noch willkommenerer 
gewesen ware, in einem Anhange das Wichtigste aus der Lelire von den 
numerischen Gleichungen vereinigt au Gnden? Wir  mochten die Frage eut- 
schieden bejahen, und wir denken ,  wir werden damit nicht die Einzigen 
sein,  ganz abgesehen davon,  dass auf S. 105 des 1. Bandes eine Behand- 
lung  der  nnmerischen Gleichungen i n  sichere Aussicht gestellt ist. 

In  memoriam Dominici Chelini. Collectanea mathematica nunc  primum 
edita cura e t  studio L. CREMONA e t  E. BELTRAMI. Snmptibus 
Ulrici Hoepli bibliopolae Mediolani 1881. X X X I I ,  424 pag. 

W i e  die politische Gesçhichte Italiens mit der  Ueutschlands eine 
auffallende Aehnlichkeit darbietet,  so ist es auch mit der Geschichte der 
mathematischen Wissenschaften in  beiden Landern der Fall.  Die Mathe- 
matik Italiens, wie die Deutschlands war einst eine so hoch entwickelte, 
dass von dcr E i n e n ,  wie von der  Andern die  übrigen Lander  Enropas 
lernten. I n  I ta l ien,  wie in  Deutschland folgte auf die  Zeit des Ruhmes 
eine Zeit der Schmach. Grosse Mathematiker xu erzeugen, waren das 
Vaterland eines G a u s s ,  das eines L a g r a n g e  gewiss imrner im Stande, 
aber  die einzelnen Creistesricscn lassen das sie nmgebende Zwergen- 
geschlecht n u r  um so deutlicher in seilier Kiedrigkeït erkennen. Erst 
um die  Mitte unseres gegenwiirtigen Jalirhunderts strebte der  allgemeine 
Spiegel der Entwickeliing auf's Neue ,  in beiden Landern eine h6here 
Lage zn gewinnen, und heute steben sicherlich nicht Deutsche, nicht 
Italiener am tiefsten, wenn man die mathemati~chen Leistungen aller 
Volker Rn einander messen wollte. Die  deutsche Neuerhebung ist um 
fast zwei Jahrzehnte die  altere und l l s s t  sich, ohne sonderliclie Un- 
gerechtigkeit, als W e r k  der J a c o  bi 'sclien Scbule bezeichnen, einer 
Schiile, in  welcher allerdings mancller Schüler dern Lelirer gleichaltrig 
war u n d  an Bedeiitung mit ihm wetteiferte. Zu den Xannern ,  welche 
in Italien die Neuzeit vorbereiten h a l f m ,  gchtirte U o m e n i c o  C h e  l i n  i. 
Niemand aiicli seiner wiirmsten Verehrer wird ihn deshalb nur  entfernt 
mit J a c  O b i sargleiclien wollen. C h  el  i n  i Lat hübsche Arbeiten in#- 
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brsondere auf dem Gebiete der geometrisch behandelten Mechanik ge- 
liefert, aber man streiche aie hinweg, und  die moderne Mathematik wird 
in ihrer Gesammtlieit bestehen bleiben. Die  Bedeutung C h  e l  i n i ' s  für 
Italien liegt viel~nehr  darin,  dass er einer der Ersten war, welche nicht 
blos die in  anderen Liindern veroffentlichten nenen Entdeckungen ohne 
Anleitung lasen u n d  sich durch e m s i g e ~  Studium aneigneten, sondern 
auch wagten, diese neuen Lelireri ihren Schiilern mitzutheilen. So wurde 
die Generation selbstschaffender Gelehrten herangehildet,  welche wir das 
lieutige Italien nennen und  von denen wir, eben weil es  das heutige ist, 
keinen Sarnen besonders hcrvorlieben wollen , auch unseren Lesern gegen- 
über keinen besonders hervorzuheben hrauchen. 

1 ) o m e n i c o  C h e l i n i  ist am 16. November 1878 im Alter von 76 
.Jaliren gestorben. Die Herren C r  c m  o n  a und  B e l t r a m i  übcrnalimen 

es ,  eine elirende Gedenkschrift für den Dahingegangenen zu Stande zu 
bringen, a n  deren Herstelluug 16 Italiener und j e  3 Deutsche, Ehgliin- 
der, Franzosen , Schweizer sich betheiligten, Gelehrte, welche meistcns, 
wenn ançli nicht alle,  zu  Chelini in  personlichen Beziehnngen gestanden 
hahen und von dencn wenigstens Einige Gegenstande behandelten, an 
denen bereits C h e l i n i  sich versuclit hat. A n  der Spitze des ganzen 
Bandes befindet siçh eirie ausführliche Würdigung des Gefeierten von 
llerrn B e l t r a m i ,  in welche ein kürzerer aus LTerrn C r e m o n a ' s  Feder  
starnmender, hereits frülier veroffentlichter Nekrolog hineinv~rarbei tet  ist. 

Wir  konnen unmoglich die 29 auf jene Einleitung folgcndcn Iange- 
ren oder kürzeren Ahliandlungen der Reille nach aufzahlen oder gar ana- 
lysiren. Nur  z w e i ~ n  derlielben widmen wir einige Wor te ,  dia Auswalil 
mit dem Interesse entsçliuldigend, welches die eine Abliandlung für uns 
personlich, die andere wohl für jeden Mathematiker beuitzt. 

Oder sollte niclit jeder Mathcmatikm Interesse nehmen an der letz 
ten wissenschaftliclicn Arbeit von C. W. B o  r c  b a r  d t ?  B o r  c h a r  d t war 
1844 persthdich mit C l i e l i n i  in Rom bekarint gewordeii, mi jener  für 
C h e l  i n  i ' s  eigene Entwickelung gewiss fruclitbaren Zeit, als aucli J a c  o b i , 
S t e i n  a r  und D i r i  c h l e  t ebendort verweilten. Um seine Mitwirkung zu 
dem gegenwartigen Bande gebeten, sagte er dieselhe sofort eu und er-  
fiillte die übernommene Verpflichtung in einem vom 5. Mai 1880 datirten 
Hriefe an Herrn C r  em o n a ,  welclier mit den Worten schliesst: ,, Exctrsez, 
cher ami el confrère,  le long retnrd de cei leftre,  prolongi en dernier lieu 
par 1112e wicdadie, don1 j e  ?te suis  pos encore guiri." E r  sollte niclit wieder 
genesen. Am 27. .Tuni verlor ihn die M'issenschaft, und somit ifit gewiss 
eine der letzten druckreif B o r  c h a r  d t'fi Feder entflosscnen Arheitcn, 
m6glicherweise die allerletzte, der Aufsatz, welchen wir S. 206-212 
lesen. E r  bescliaftigt sich mit Algoritlimeu, die xu Ausdrücken fübren, 
welche dem arithrnetisçh-geometrischen Mittel zweicr Zalilen verwandt sind. 
Das eine Mal setzt er 

Histrlit. Abtblg. d. Zeitsohr. L Math. u. i'hys. XXVII .  4.  11 
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- 

(,,a - ,z 
und findet (bei m < n) lim m, = hi n, = w = . Ilas andere Mal 

111 

setzt er 

m . . . . . . . . . .  

1 1 
D e r  besondere Fal l  tn=-, n = - 

1 
4 

fiihrt zu o= -, und zu der- 
2 JZ 7G 

1 1 
selben Greuze,  nsmlich zu S2 = -, gelangt man von M = - ,  1 

7z 4 Ar= 3 
ausgehend. 

D e r  andere Aufsatz, auf  welchen perstinliche Beschaftigung mit 
ahnlichen Arbei ten5 nnsere Aufmerk~amkei t  fesselt, steht S. 363- 412. 
Fürst  B a l  d. B o n  c O m p a g n i hat  aus dem Notariats~rchive von Venedig 
das Testament  von N i c o l o  T a r t a g l i a  ermittelt und  hier zum ersten 
Male abgedruckt. Die Untersuchnngen, welche a n  diese a n  sich ver- 
dienstliche Veroffentlichung ankniipfen, aind mit der  ganzen peinlichen 
Sorgfalt nnd  Zuverlassigkeit geführt,  die den Verfasser geradezu kenn- 
zeicbnet, und haben mehrere Pnnkte festgestellt, über welche bisher irrige 
Neinungen verbreitet waren oder welche ganz unbekannt  waren. Der 
Todestag des geistreichen B r e s c i ~ n e r s  war unzwt.ifelhaft der 13. Decem- 
ber 1557, oder genaner gesprochen: T a r t a g l i a  starb in der Nacht von 
Xontag ,  13. auf Dicnstag, 14. December 1557;  das ergiebt sich ans einer 
durch den Notar aiif die Anssenseite des Testamentes geschriebeneii Be- 
merkung uud stimmt mit einer Aussage des bekannten franzosischen Ge-  
schichtssclireibers D e  T h o u  ( T h u a n n s  1553  - 1617) überein, N i c o  - 
l a u s  T a r t  a l e a  aila Brescia sei E n d e  1557 in Venedig schon hochbatagt 
gestorben. Ganz neu sind d ie  Aufschlüsse üher den Namen T a r t a g l i a ' e ,  
welche H e r r  B o n  c o  m p  a g n i  dem Testamente zu entnehmen wueste. 
Bekanntlich war bisher ein von T a r t a g l i a  in seinen Quesiti veroffent- 
lichter Dialog, eine Art von Selbstbiographie, die einzige Quelle, aus 
der  man die  fast romanhaft zugespitzte Jugendgeschichte desselben scho- 
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pfcn mnsste. Darnach war T a r t a g l i a ' s  Vater ein Postillon RUS Brescia 
mit dem Vornamen M i  c h  s e l ,  Tartaglia nur  ein vom Stottern hergenom- 
mener Spottname, welclien dessen Trager beibehielt und zu Ebren brxclite; 
auch von einem altereh Bruder  und von einer jüngeren Schwester spriclit 
T a r t a g l i a  a n  dern gleichen Orta. Diese beiden letzten Personen k ~ m -  
men nun als Erben  in dem Tcstamente vor. Der  leihliche Bruder (ntio 
frcrtello legilimo curna2) wird Zuampiero F o n t a n a ,  die Schweeter Catarina 
genannt, Wittwe des Dominico da  Aurera. Uemgem5ss wird aucli d m  
Mathematiker künftighin als N i c  O 1 O F O n t a n  a mit dem Beinrrrnen T a  r - 
t a g l  i a bezeichnet werden müssen. CANTON. 

Lehrbnch der Elementargeometrie, von J. HENRICI, Professor am Gym- 
, nasium zu Heidelberg, und  P. TKEUTLEIN, I'rofessor RIU G y m -  

nasium zu Carlsruhe. E r  s t e r  T h e  i l :  Gleichlieit der  ylanirnetri- 
scheu Grossen; congruente Abbildnng in der Ebene; Pensum der 
Tert ia .  Mit 188 Figuren in Holzschnitt. Leipzig, bei B. G. Tauhner. 
1881. VIII, 132 S. 

Als wir dieses Bucli zuerst in  die Hand bekamen, als wir spinen 
Inlialt in Vergleich brachten zu den Worten des Titelblattes: Pensum der 

Terlia, da tauchten gewaltige Zweifel in uns aiif. Kann m a n ,  fragten 
wir uns,  Knaheu vou durchsc~hnittlich 13-14 Jahren  von Punktreihen, 
von Strahlenbündeln, von Symmetrieaxen, von centrischen Figuren und 
diametraler Lage einailder entsprecliender Gebilde n e. W. reden,  ohne 
durch solche Allgemeinheit der Anscliauung, die ,  wolil bemerkt,  nicht 
etwa ails so und  so vielen Einzelfallen ahstrahirt ,  sondern iinvermittelt 
an die Spitzc gcstellt int, den jugendlichen Gcist. geradezu ahzuschrecken? 
Diese Frage  werden mit uns  gewiss viele Leser des Bucbes stellen, und 
der Zweifel wird, wenn auc11 wetientlich gemindert,  doch nicht ganz ge- 
liobm durch personliche Bekanritscliaft mit beiden Verfawern. Wohl 
weiss, wer sie kennt ,  dass beide tüchtige Schulmanner s ind,  denen erfolg- 
reiche Lehrerfahrung zur  Seite steht,  wohl konnte man geneigt sein, 
ihrer Meinnngsübereinstimmung gegeniiber seines Miestrauens sich zu ent- 
sclilagen, wenn nicht der Urnstarid übrig blieb, dass in der Haud des 
Erfindeis jedes Werkzeug gut  zu sein pflegt und dass die absolute 
Rrauchbarkeit nur  dann  feststeht, wenn auch ein Dritter sich dessen 
bedienen kann. Diese Ueberzeugung haben wir inzwischen im vcllsteii 
Grade gewonnen und  freuen uns ,  sie aussprechen zu konnen. ü e r  Knabe 
des Referenteu besucht seit Herbst 1881 die Tertia des Heidelberger 
Gymnasiums und lernt die Anfange der Geometrie mit Zugrundelegung 
des nenen Lehrbnches kennen. Lehrer in dieser Classe ist nicht Prof. 
H e n r i  c i ,  sondern ein jüngerer Fachgenossc, der. erst in1 Herbst. nach 

11 * 
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Heidelberg k a m ,  also der Methode, wie den Bearbeitern derselben bis 
dahin personlich fern stand. So waren die  Elemente zu einem vollig 
unparteiischen Versuche gegeben, und  e r  ist bis dahin durchaus geglückt. 
Die ganze Classe folgt,  wie wir durch unsern J u u g e n  wissen , dem Unter- 
richte und hat  mit so seltenen Ausnahmen, wie sie wohl kaum anderswo 
vorkommen, Freudo  a n  dor Geomctrie. E s  wird uns dadurcli gnstattet, 
das Buch,  welches seinem selbst gesteckten Zwecke erprobtermassen ge- 
nügt ,  ohne Rücksiclit auf' diesen Zweck zu besprechen. Dass wir hier 
ein unhedingtes Lob zu iiussern haben,  liegt eigentlich schon in den obeu 
angedenteten Skrupeln,  welche wir hegten. W a r  das in diesem nuche 
Cebotene nicht au schwer fiir d i e ,  welche es  au benutzc,n hnttcn, gut 
und i n  manclier Beziehung neu war es in jedem Falle. Die Euklidisclie 
Anordnung und deren Abarteu riacli franzosisclien Mustern habeii die 
~ e r f a s s e r  (so erkliiren aie i n  der Vorrede) aufgegeben. Sie  lassen alle 
Gebilde durch Bewegungen, durch Drehiing nnd Verecliiebiing aua ein- 
ander  hervorgehen und gcwinnen hcispielsweise die Congruenz von Fign- 
ren als Folge der Congruenz von Punkten ,  welche mit einarider verbun- 
den in Bewegung gesetzt werden. Die Winkelsumme der geradliiiigvn 
Figuren wiid ebenfalls sus  drehenden Bewegungen ahgeleitet, also mittelli 
des sogenannten T h i b a u t ' s c h e n  Beweises d m  Sat,zes von den Ureircks- 
winkeln. F a s t  am sympatliischsten beriihrt uns  dcr V. Absclinitt von der 
Flachenvergleiehuug. Hier sirid die  fl#chengleicheii, aber  einander un-  
iihnliclien Figuren vielfach in einsnder  congruente, mit derseltien Ord- 
nungsziff'er bezeichnete Theile zerlegt , so dass aucli subjectiv einleuclitet,, 
was durch den allgemein geführt,en Beweis als objectiv walir sicli ergieht. 
Wir sind auf 's  Aeusserste gcspannt, zu selicn, wic die Verfasser die 
beiden noch in Aussiclit stehenden Fortsetzungen behandeln werden, von 
welclien sie in der Vorrede uns sagen: D e r  II .  Theil wird sich mit den 
Verhaltnisseii iind Bereclinungen planimetrischer Grossen (incl. Trigono- 
metrie) und mit der perspectivischeii Abbildung in der Eheiie befassen und 
der III. Theil mit der Geometrie des Maasses uud der Lage von Gebilden, 
die nicht in einer Ehene  liegen. Hierbei wcrden insbeeondere die Kegel- 
sclinitte von verschiedenen Gesielitspurikten nue lietraclitet werden. 

Die Functionen Cosinue und Sinus beliebiger Argumente in clementarcr 
Uarstellung, von E. GOTTING,  Prnfefisor an] Gymnasium ail Torgau. 
Berlin 1581, t J .  A. Wolilgernutli'~ Verlagsbucliliandluiig (Max IIer- 
big). 66 S. 

Die Resprechung der Rinleitung in die Analysis des gleiclicn Vri- 
f a s s r r ~  ( B d .  XXVI, hist.. lit. Abtli. S. 71 -73 rliesrr Zeitschril't) Iiat iiiis 
Gelegenlieit gegeben , ,Herrn G o t t  i n g unsnren Lrsern als einen Sclirift- 
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steller vorzustellen , der  seine eigenartigen Bahnen geht und vielbahan- 
delten Gegenstanden neue Seiten abzugewinnen weiss. Die gleiclien 
Eigenschaftan legt er i n  der neuen Abhandlung, über welche wir heute 
zu reden haben ,  a n  den  T a g ,  und wir ktinnen auch aie als eine Probe 
interessanter Darstelliing unseren Lesern empfehlen, wenn wir gleich 
nicht der Mcinnng s ind ,  der  W e g ,  auf welchem Herr  G o t t i n g  sein Ziel 
aufsucht, sei der natnrgemasseste und  ale solçher au empfehlen. En 
scheint uns beispielsweise nicht,  dass eine zweite Auflage von G.'s Ana- 
lysis gewinnen würde, wenn diese Abhandlung etwa hineinverarbeitet 
w ü r d ~ .  

Herr  G 6 t t i  n g definirt namlich zwei Reihen von Zsh lengros~en  
a,nlu ,... und  bohlb2 .... Es ist a , = 2 ,  b , = O ,  fcrner a l = u + v i  und 
aiigemein uk-i+ ak+i = a l .  ni,, sowie ak- 1 - a k + i  = bl. bk, eine Definition, 
aus welcher auch bk-1 f b k + i  = a,. bk sich ergiebt. Einfache Multiplica- 
tionen und Anwendungen des Schlusses von n auf n + 1 führen weiter zu 

und durch Vervielfaltigung der beiden Gleichungen, welche hier mittels 
Iloppelzeicben vereinigt geschr ieb~n  wurden , au 

$un2 + f bn2 = 1. 
Auch ergiebt sich 

I a k + l =  4 .kal- 21 b t h ,  
b k + i = $ b k a l  ++akb.l- 

1st die n-Reil le  eine reelle und fallende, so sind samrntliche h rer l l ;  ist  
die u-Reille eiiis reelle und steigende, so sind die b imaginiir. I m  erste- 
reu Falie wird die  Identitat der  halben a mit Cosinussen, die der  halben 
h mit Sinussen bewiesen, als mit Funct ionen,  welche nebst ihren Haupt-  
eigenscliaften aus der  Trigonometrie bekannt  siud. Alles, was für die 
ri und b abgeleitet wird, kann dementsprechend von nun  a n  in  die  
Sprache der Trigonometrie übersetzt werden , und insbesandere haben für 
die trigonometrisclien Functionen auch die Reihen Anwendung , welche 
von den a und b ausgohend entwickelt werden und  deren Argument als 
complexe Zalilengrtinne gewalilt wird. 

Das ist,  in  wenige Worte  gefasst, der  Hauptgedanke der  uns vor- 
liegenden Abhandlung, neu und geistreich, wie wir zii Anfang sagten, 
aber auch etwas absonderlich und  darum,  wie uns  scheint, sehr wohl zu 
einer nachtraglichen Lecture von Seiten eines der Analysis hereite kun-  
digen Lesers, weniger zur  ersten Einführung in diene Leliren geeiçnet. 
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Logarithmisch-trigonometriache Tafeln mit secha Decimalstellen, mit be- 
sonderer Rücksicht auf' den Schulgebrauch bearb. von Dr.  C. BRE- 
Mmen. VIII .  Stereotyp-  Ausgabe. Preis  4 Mk. 20 Pt'. Berlin, 
Nicolai'sclie Verlagsbuchhandlung (R. Stricker). 1881. XXIV,  
542 S. 

Damit eine Logarithmentafel stereotypirt werde, muss sie schon in 
wiederliolten mit bcweglichen Let tern gedrnckten Ausgaban vergriffen 
sein;  damit aber  gar eine VIII .  Stereotypausgabe nothig werde,  ist eine 
so starke Verbreitung nothwendig , dass diese .selbst als Beweis der Vor- 
ziige der Tafeln zu gelten vermag. Wir  brauchen deshalb auf diese 
Vorzüge, als da  sind: arigenehme Papierfarbe, scharfe Ziffern, Reichhal- 
tigkoit des Inhalts bei selbstverstandlicher Correctheit, massiger Preis, 
nicht genailer einzugehen. Dagegen gestatten wir uns  eine Susstellung, 
die ihre Begründnng gerade in  dem Stereotypirtsein der 'i'afeln hat. So 
wenig wir gegen die Unveranderlichkeit der  eigentlich mathematischen 
Tafeln einwenden kounen ,  so Sind doch die am Schlusse vorhandenen 
Hilfstafeln für  Umwandlung von Maassen, Gewichten, Nünzen duich ihre 
Uuveranderliçhkeit nachgerade antipuirt und uubrauchbar, oder doch nnr 
auf Umwegen brauchbar geworden. E s  sollte, meinen wir, in  Deutsch- 
land kein auf den Schulgebrauch Rücksicht nehmendes Buch mehr gedrnckt 
worden, welches bei Münzen und  Maassen eine andere Vergleichseinheit, 
als Mark-  und  Xetersystem zu Grunde  le@. Bei einer derartigen zeit- 
gemass unerlasslichen Neubearbeitung der  S. 518-542 würde man viel- 
leicht sogar besser thun ,  alle gesetzlich unstatthaft gewordenen Einheiten 
cinfach bei Seitc zu lasscn, allenfalls d ie  Pariser Linien von dieser Ver- 
banuung ausnehmend. CANTOR. 

Mathematical Tables, consisting of logarithms of ~ u m b e r s  1 to 10800, 
trigonometrical, nautical and other tables ,  edited hy JAMES PRYDE, 
F .  E. 1. S. New edition. W. & R. Chambers. London and Edin- 
bnrgh 1880. XLII, 454 pag. 

Dieses Tabellenwerk ist i n  England nnter  dem Tite1 Chambers's 
Mathematical Tables bekannt ,  und  zwar so  ausschliesslich unter diesem 
Titel ,  dass derselhe allein auf dem Rücken der  gebundenon Exemplare, 
wie s ie  von den Verlegern in  die Oeffentlichkeit gebracht werden, an-  
gegeben ist. E s  ist von ausserordentlicher Reichhaltigkeit. Den die ersten 
201 Seitrn füllenden briggischen Logarithmen der Zahlen von 1 bis 
108000 auf j e  7 Decimalstellen schliesst sich eine kleine Tabelle au znr 
Umrechnung briggiachcr in  natürliche Logarithmen u n d  umgekebrt. E s  
folgt auf 45 Seiten die logarithmisch - trigonometrische Tabel le ,  an welche 
wieder andere weniger haufig in deutschen Werken auftretende ï'abellen 
sich anschliessen : die der Bogenlangen , welche gegebene Centriwinkel 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



bei einem Ilalbmesser 1 umspannen, und der trigonometrischen Functio- 
rien selbst unter Annahme der gleichen Einheit und  unter Fortsclirciten 
der m'inkel von Minute zu Minute. Nun entbalten nocli fernere 121 
Seiten 'ïabellen von wesentlich astronomischer, beziehungsweise nauti- 
sclier Bedeutung, die Heirriatb der Sammlung Iiiul%ngliçh verrathend. 
Die sogenannten Additionslogarithmen dagegen fehlen. Dass die Aus- 
stattung dem Ursprunge zur E h r e  ge.reicht, weiss zum Voraus, wer irgend 
ein matliematisches Werk  englischan Verlages in Handon hatte. Einen 
Unterschied dieses Druckes gegen die meieten deutschen Tabellen, B .  13. 
gegen B r e m i k e r ,  mochten wir übrigens zu Gunsten der letzteren ber- 
vorheben. I n  der englischen 'i'abelle sind alle Ziti'ern gleich hocli, in 
der deutschen findet das  Gegentheil statt. I n  ihr reicht die 7, die 9 
unter, die 6 über die Zeile. Die  deutsche Tabelle sieht dadurch un-  
ruhiger aus als die  englische, aber bei langerem Gebrauche ermüdet die 
englische Tabelle wenigstens des Referenten Auge mehr als die deutsche, 
und mit der Ermüdung des Auges wachst die Urisicherheit des Abschrei- 
bens der aufgesclilagenen Zahlen, mithin auch des Kechnens. Wir sagen 
absichtlicli, dieljes Vmhlltriiss finde für nnsere Augen s tat t ,  da  wir wohl 
wissen, wie verschieden auch in dieser Beziehiirig die einzelnen Person- 
lichkeiten geartet sind und  wie dem Einen als Empfehlung der eng- 
lischen Tabelle gelten mag, was wir zu ihren Ungunsten erwahnt haben. 

Das mathematieche Gesetz der Sterbl ichkei t ,  von THEODOK WITTSTEIN, 
Dr. phil. und  Professor, birector  der hannoverschen Lebensver- 
sichernngsanstalt i n  Hannover. Als Manuscript gedruckt. H a n -  
nover 1881. 27 S. und eine lithographirte Tafel. 

Der  Verfasser bedient sich als Motto des Ausspruches K o p p e r - 
n i g k ' s ,  es geniige, wenn die Rechnung mit den Heobachtungen über- 
cinstimme, und  in der T h a t  k s s t  sich nicht mehr verlangen auf einem 
Gebiete, welches voraussichtlich noch für  lange,  muthmasslich für die 
Dauer des Menschengeschlechtes, aussçhliesslich erfahrungsui%ssig durch- 
forschbar ist. Das Gesetz der Sterblichkeit der Menschen theoretisch eut- 
wickeln konnen ,  hiesse ja  alle die Factoren kennen und gegen einander 
abznwiigen im Stande sein,  welche die organischen Processe veranlassen, 
hemmen, vernichten, und  mit dieser Zukunftskonntniss schrneichelt sich 
wohl kaum der entschiedenste Gegner des Ignorabimns ! Herr  W i t t  - 
s t e i u  giebt dementsprechend und  will nur  geben eine Formel ,  welche 
zur byahrheit sich gewissermassen asymptotisch verhalte, ein Versuch, 
der sclion wiederholt anch von anderen Fachmannern mit verschiedenem 
Erfolge angestellt worden war. Seine Formel lautet:  
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I n  ihr  bedeutet w die Sterbenswahrscheinlichkeit im Alter x, d. h. den 

Quotienten -- der  irn Alter z Sterbenden,  getheilt durch die im Alter 
L ( x )  

x Lebenden;  M ist  die  Altersgrenze oder das Alter d e r  altesten am Be- 
ol~achtungsorte vorhandenen Menschen und  kann  durch die Zahl 95 ersetzt - 

werden; a ,  m, n sind Constante, zu deren Berechnung drei Daten erfah- 
rungsm%ssig aufgestellter Sterblichkeitslisten genügen würden, wenn diese 
eben nicht erfahrungsm%sige waren. Wegen dieser Eigenschaft und den 
damit verbundenen Mangeln müssen moglich viele Daten ,  jedes einzelne 
unter Berücksichtigung seines Gewichtes, nach der Methode der kleinston 
Quadrate  verbunden werden. Als Gewicht einer Beobachtung nimmt 

L La 
Herr  W i t t s t e i n  -- u n d  findet so m = 5 ,  n = 0,63033, 

I ~ ( ~ - W ) - T ( L - T )  
a = 1,42423. Wir konnen für die Ableitung oder, wie wir lieber sagen 
wollen, fiir die Begründung der Formel  nur  auf die kleine Abhandlung 
selbst verweisen, in welcher ihr Entstehen als  ein allmaliges bezeichnet 
werden darf. Von 

ni = u - ( M - x )  

gelangt der Verfasser xu 
* = a- ("- 4". 

Von dieser Formel ails gewinnt ex- die zuletzt ~iufgeetellte mit den drei 
Constanten. Dio Bedeutung des zweiten Gliedcs der  endgiltig angenom- 
menen Formel tritt  in der Kindersterblichkeit z u  'I'age, also bei niedri- 
gen Werthen von x. Es stellt gewissermassen die Schadlichkeiten dar, 
welchen das Kind von sich aus sich nicht entziehen kann ,  sondern gegen 
welche es durch die Fürsorge seiner natürlichen Beschiitzer gehütet wer- 
den muss. Manche interessante Folgerungen für die Eigenschaften der 
Fiinction n, ergeberi siçh übrigens auch aus der  Zeichnung der Curve der 
Sterbenswahrscheinlichkeiten, sowie der Curve der Lebenden,  welche 
auf einer Tafel beigegeben iet. CANTOR. 
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118. Sur l a  résolution d'un système particulier de deux Equationa siinultaiiées dii 
degré m à deux inconnues. Escii ,ry.  K. ann. ~riatli. XL, 227. 

Vergl Kettenbrüche 144. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Qrenzwerthe. 
119. Note siir les limites e t  les nombres incommensurables. J a b l o n s k i .  N. anri. 

math XL, 241. 
120. Daïnition du mot limite. M a n s i o n .  Mathesis 1, 193. 

Hydrodynamik. 
121. Condition d'équilibre d'une masse fluide homogbne ayant l a  forme d'un ellip- 

soïde à trois axes inégaux e t  animée d'un mouvement uniforme de rota- 
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118. Conséquences géométriques du théorCrne que quatre forces qui se font équi- 

libre sont situées sur un même hyperboloïdc. J a r n e t .  N. aun. niath. 
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m a n n .  Grun. Archiv LXV1,-z 
157. Lieu des centres des cercles taniari t  intérieurement à un démi-cercle, et ex- 

térieurement aux deux d&i-cercles, qui ont pour diamètres les dcux 
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160. Sur deux coniques osciilatrice l'une à lla,utre. M o r e  t - R  1 a n  c. N. ann. math. 
XL, 372. 

161. DQterminer une courbe telle que si l'on forme une de ses transformées par 
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geoden. B u k a .  Zeitschr. Math. Phys. XXVI, 15. 

Vergl. Ellipsoid 69, 70. 
Kugelfunctionen. 

Vergl. Bestimmte Integrale 33. 
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IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



156 Historisch -1iterarische Abthei lung.  
--- _ X _ . l ~ I ~ ~ ~ I ^ ^ _ . - _ - Y X ;  --.. X _-*-- 

male est un rectangle à côtés courbes ou eet com rise entre deux lignes 
fermées. B o u s s i n e s q .  Journ. mathém. Sér. Y, $1, 177. 

Vergl. Astronomie 29. Elasticitat. Geechichte der hlsthernatik 99. ITydro- 
dynamik. Eypcrboloid 127, 128. Maxima und Miuima 170. Optik. Poten- 
tial. Schwerpunkt. Wkrmelehre. 

N. 
Naatik. 

187. Sur l'astronomie nautique. R e s  al .  Journ. mathém. Sér. 3, VI, 85. 

Normalen. 
Vergl. Ellipse 63, 64, 65. Geometrie (hohere) 84. Kegelschnitte 133. 

0. 
Oberfllichen. 

188. Ueber geoditische Linien. B 6 k l  en. Zeitschr. Math. Phys. XXVI, 264. 
189. Equation différentielle des Ligues asymptotiques d'une surface engendrée par . 

une circonférence. F a u  q u e m  b e r g u e .  N. ann. math XL, 471. 
190. Surfaces applicables sur des surfaces de  révolution. a. P i c a r t .  N. ann. math. 

XL, 113. 
191. Lieu des points de  l'espace d'où les trois côttis d'un triangle, dout le sommet 

fixe et  les angles tous aigus sont donnés, sont vus sous des angleù droits. 
G o f f a r t .  N. ann. math. XL, 524. 

192. Courbe de contact d'un cylindre circonscrit à un hélicoide à plan directeur. 
V e r s t r a e t e n .  Mathesis 1, 49. - M i s t e r  ibd. 137. 

193. Sur une certaine coiirbe tracée sur un cylindre. F a u  q u  e m b e r y  ue.  Y. ann. 
math. XL, 348. 

191. Surface produite par dca ellipses situées cn même temps sur  des ellipsoïdes 
hnmothétiqiies e t  concentriques. B a r b a r i n .  N. ann. math. XI,, 57. 

195. Eine Taucrentenconstruction zur Astroide. S u c  h a r d a .  Grun. Archiv LXVI. - 
321. 

196. Sur une classe de surfaces du quatrième ordre. J a m e t .  N. ann. math. XL, 
344, 385, 434. 

Vergl. Elasticitit 57. Krümmung 162, 163. Oberflachen zweiter Ordnung. 
Sphiirik. 

Oberflgchen zweiter Ordnung . 
197. Sur un théoréme de Chasles. A. D r o z  N. ann. math. XL, 305. 
198. Propriétés du paraboloïde hyperbolique. G r i e s s .  N.  ann. math. XL, 120. 
199. Enveloppe d'une sphère qui coupe orthogonalement une sphère fixe donnCe et 

qui demeure tangente à un système de trois diamktres conjugués d'une 
surface a centre du second degré égalemeut douné. H i o u x .  N. ann. - \ 

math. XL, 276. 
200. Sur les conditions qui expriment qu'une surface du second degré est de révo- 

lution. G e n  tv. N. ann. math. XL. 414. 
201. Lieu des axes de cekaines surfaces derévolution du second degré. C. Michaux.  

N. a m  math. XL, 17. 
202. Ueber confocale Fliichen. B o k l e n .  Zeitschr. Math. Phys. XXVI, 204. 
203. Sur trois surfaces du second degré M o r e t - B l a n c .  N. ann. math. XL, 333. 

Vcrgl. Ellipsoid. Hyperboloid. Paraboloid. 

Opfik. 
204. Bcwegungen des Acthers im frcien ltaume, welche ein continuirliches Fartien- 

spectrum verursachen. Ma i s s .  Grun. Archiv LYVI, 397. 
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Vergl. 0berd)achen zweiter Ordnung 198. 

Partialbriiche. 
213. Zur Zerlegung einer rationalen algebraischen Bunction in Partialbrüçhe. 

v. H o e p f l i n g e n ~ B e r g e n d o r f .  Grun. Archiv LXVI, 314. 

Planimetrie. 
214. Sur les figures semblables. N e u  b e r g .  Mathesis 1, 106. 
215. Questions de mathématiques élémentaires. W e u  b c r g .  Mathesie 1, 7, 26. 
216. Trouver dans le plan d'un triangle un point tel que les trois parallèles aux 

côtés menées par  ce point e t  limitées au  périmktre du  triangle soieut 
Beales entre elles. B r o c a r d .  Mathesis 1. 148. - N e u b e r e  ibid. 149. 
1;s. - J e I a b e k  iliid. 191. 

c, 

217. D'un point P, pris sur l a  bissectrice de l'angle A d'un triangle A R  G', on 
abaisse des perpendiculaires PA', PB', PC' sur les côtés. Démontrer 
aue les droites PA'. B'C' se counent sur la médiane issue d e  A. E d m .  
Van A u b e l  & D u y c k a e r t s .  &lathesis 1, 117. - P i s a n i  ibid. 118. - 
K o u b e r g  ibid. 118. 

218. Théorème sur des triangles siiccessifs dont on mêne les hauteurs. H. v a n  
A u b e l .  Mathesis 1, 91. 

219. Si trois droites quelconques, issues des sommets d'un triangle ABC,  coupent 
les côté3 eu A'. B'. C'. les milieux A". B". C" de AA'. BB'. CC' sont 
les sommet's d'un t r i k g l e  dont l'aire k n t S l e  quart  de 'celle d c  A'B'C'. 
E dm.  v a n  A u  bel.  Mathesis 1, 202. 

220. Aire du triangle dont les sommets sont places sur les côtds d'un triangle 
donné et les partagent en proportio-ns données. D e l  a c o u r c e l l e .  N ann. 
math.  XL, 1x2. 

221. Propriét6s d'un triangle sur les côtés duquel on construit extdrieurement e t  
int6rieurement des carrés. E d m .  v a n  A u b e l .  Mathesis 1, 163. 

222. Trouver sur le côté d'lm triangle équilatéral un point tel que l'aire d'un qua- 
drilatère donné à l'aide de ce point soit d'une grandeur donnée. L e z .  
K. ann. math.  XL, 311. 

223. Dans un quadrilatère le point d'intersection des diagonales, le point d'inter- 
section des droites qui joiguent les milieux des côtés opposés e t  le centre 
de  gravité sont en ligne droite. H. v a n  Aube l .  Mathesia 1, 90. - 
Edm:  v a n  A u b e l  ibid. 90. - P. R u e x  ibid. 91. - M i s t e r  ibid. 91. 

224. Construire un quadrilatère connaissant les quatre côtés e t  l a  droite qui divise 
deux côtés opposés dans un même rapport. V e r h e l s t .  Mathesis 1, 47. 
- P r é v o s t  ibid. 47. 

225. Construire un quadrilatère connaissant les quatre côtés e t  sachant d e  deux 
anglee consécutifs sont égaux entre eux. P i s a n i .  Mathesis I l  179. - 
R o c c h e t t i  ibid. 179. 

226. Construire un quadrilatère, connaisfiant les côtés e t  l a  somme de deux anglee 
opposés. H. v a n  A u b  el .  Matheuia 1, 93. 

227. Construire un quadrilatère inscriptible, connaissant Iee deux diagonales, l'angle 
qu'elles forment entre elles et le rayon du cercle circonscrit au quadri- 
latère. M o r e  t - B l a n  c. N. ann. math. XL, 320. 

228. Ueber die Verwandlutig des Rechtecks in ein Quadrat. S c h o  e n e m a n n .  
, Zeitschr. Math. Phys. XXVI, 208. 

229. A un cercle donne circonscrire un trapBze connaissant les deux bases. G ü n -  
t h e r .  Mathesis 1, 61. - V e r h e l s t  ibid. 61. - P. R u e x  ibid. 61. 
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230. Ein Satz vom ebenen Viereck. K. W e i h r  auch .  Zeitschr. Math. Phgs. XXVI, 
133. 

231. Étant  construit extérieurement sur deux côtés opposés d'un quadrilatère et 
interieuremeut sur les deux autres côtés des triangles seu1b1;ibles à un 
triangle donné il en résulte lin parallélogramme; ce théorème reste vrai 
si lc quadrilatère dévient triangle lui méme. I n t e r  d o n  a t o. Mathesis 
1, 166; 167. 

- 

232. Partage des polygones. D ' O  c a g n e .  Mathesis 1, 109. - E u z e t  ibid. 110. 
G r *  23.3. Anzahl der inneren Diagoualschriitte eiriel; Vielecks. S a  a l  s c h  ii t z. Gruri. 

Archiv LXVI, 331. [Vergl. Bd. XXVI, Nr. 268.1 
234. Théorie généra10 des polygonee étoilés. D o s  t O r. Journ. mthc 'm .  Sér. 3, VI, 

343. 
Potential. 

235. Die Discontinuitiiteu der  eweiteu Differentialquotienten des Oberilicheripoten- 
tials. T h .  H o r n .  Zeitschr. Math. Phys. XXVI, 145, 209. 

236. Sur l a  manière de  prEsent,cr la théorie des potentiels d'üttration, dans i'hypo. 
thèse, généralement admise, de l a  discontinuité de l a  matière. R o u s s i -  
nesrl .  Journ. mathérn. Sér. 3, VI, 89. 

Q. 
Qnadratische Formen. 

237. Réduction de deux polynomes homogènes du second degré i des sommes de 
carr8a. H. L a u r e n t .  N. ann. math. XI,, 38. 

Qnadratur. 
238. Sur l'évaluation approchée des aires planes. M a n s i o n .  Mathesio 1, 17, 33 & 

A * 

Supplément. 
239. Sur le planimktre polaire. H a i l l e c o u r t .  N. arin. math. XL, 265. - B a r -  

b a r i n  ibid. 266. rVerd.  Bd. XXVI. Nr .  476.1 
Erweiterung des 8atzcs von  der  Sichel des ~ rch imedea  und sein Zusarnmen- 

hang mit  dem Satze von den Mondchen dos Hippokratca; Schwerpunkte 
der Flachen. F. W. F i s c h e r .  üriin. Archiv IdXYI, 337. 

L'aire de l'ellipse décrite par un point d'une droite de longueur constante 
qui glisse entre les jambes d'un angle est indépendante de la, grandeur 
de  l'angle. J a m  et. Mathesis 1, 179. 

i-tant données deux paraboles, l'une du second, l'autre du troisicme ordres et 
passant par  les extrémit6s de trois ordonnées équidistantes, ces courbes 
formeut entre elles deux eegments curvilignes de même aire. C a t a l a n .  
N. ann. math. XL, 403. 

Sur une courbe du auatrième ordre dont l'aire cst éealc à, celle d'une cir- 
conférence d o m &  B r o c a r d  Pz P i s a n i .  ~ a t h e G s  1, 198 . -Mans ion  
ibid 129. 

Vergl. Uestmnite Integrale 34, 35. Cubatur 43. 

Qnadratwnrzel. 
Vergl. üeschichte der Mathematik 93. 

N a  

Reihen. 
Ucber simultan convergirende und diverçirende Iteihen. S ch  l o m  i l  ch. Zeitschr. 

Math. Phys. XXVI, 63. 
1 1 1 

Sur la serie --- + -- +...+-- ( l o g ~ ) "  + . . I I e r  m i  t e. Mathetiis 1, 37. 
(log 2j.n (log 3)" 

- C a t a l a n  ibid. 58.  - H a e h r  ibid. 58. 
Sur la &rie harnionique. C e s  aro .  hlathesis 1, 51, 143. 
Sur la série harmonique e t  la formule de Stirling. M a n s i o n .  Matticsis 1, 69. 

1 . 2  2 . 3  3 . 4  F o u q u e t .  Mathes is I ,76 . -Vcrhels t  
3 . 4 . 5 . 6 + ~ 5 . 6 . 7 ~ ~ 7 . 8 . " " = ~  9 '  

ibid. 77. - C a t a l a n  ibid 139. - M a n s i o n  ibid. 140. 
Somme des cin uièrnes puissances des n. premiers nomtires entiers. II. M a r  - 

c h a u d .  3. ann. math. XL, 140. 
Vergl. Taylor's Reihe. 
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(Ichwerpnnkt. 
Ueber den Schwerpunkt des Eckpunktsgatems eines Vierecks. H oppe.  Gruu. 

Archiv LXVI, 330. [Vergl. Bd. XXVI, Nr. 494.1 
Vergl. Quadratur 240. Singnlaritaten, 

Théoric dcs oints singuliera dans les coubcs alg6briques. B i e h l e r .  N. ann. 
math. &, 97, 489. 637. [Vergl Bd. XXVI, Nr. 498.1 

Sur le nombre des points multiples d'une courbe algébrique et  les courbes 
unicursaleli. E. P e l l e t .  N. ann. math. XL, 444. 

Recherche de points multiples à l'aide d'introduction de certains résultats 
étrangers mais bien connus. S a l t e l .  N. ann. math. XL, 546. 

(n-Il(?%-2) 
Propriété d'une courbe plane du degré lz qui a pr6cisénient - 2  

1.2 
points doiibleu différentti. H. A. S c h w a r z .  Journ. mathum. SBr. 3, VI, 111. 

Ueber Discontinuitaten bei Curven. P. TTogel. Zeitschr. Math. Phys. XXVI, 391. 
Vergl. Geometrie (hohere) 87. 

SphPrik. 
Sur les angles d'un triangle formé par trois arcs de loxodromie sur une sphère. 

P. R u e x .  Mathesis 1, 29. 
VergL Geodssie. Spiralen. 
Vergl. Analgtische Geometrie der Ebene 18, 19. 

Taylor'a Reihe. 
Démonstration élémentaire du théorème de  Taylor pour les fonctions d'une 

variable imaginaire. M a n  s ion .  Mathesis 1, 3. 

Tetraeder. 
Pro~r i6 tBs  du tktraèdre dont les faces sont  équivalentes. N. a m .  math. XL, 

515. 
Sur l'expression du volume de  certains tétra6dres. F a u r e .  N. ann. math.  XL, 338. 

Thetafnnctionen. 
Sur l a  transformation des fonctions O. D a v i d .  Journ. mat,hém. Sér. 3, VI, 187. 

Trigonometrie. 
Zur Theorie der merkwürdigen Punkte im Dreieck. J. L a n g e .  Grnn. Archiv 

LXVI, 220, 
Rhoodre  un tnangle  rectangle connaissant les rayons des cercles inscrits dans 

les dcua triangles dans lesquels l e  triangle cherché est décomposé par  
la droite menée du sommet; de l 'angle droit au milieu d e  l'hypoténuse. 
A L a m b e r t .  Mathesis 1, 131. 

Vergl. Astronomie 30, 31. Planimetrie 125. 

U. 
Unbestimmte Integration. 

Enr la dé t~rminat~ion de quelques int6grales indéfinies. R e s a l .  N. ann. math. 
XL, 529. 

V. 
Variationsrechnung. 

Ueber die von Challia vorgenchlagene neue Inteprationsrnethode von gewohn- 
lichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung und ihre Anwenduiig auf 
gewissc ungeloste Aufgaben aua der Varintionsrechnung. E h r  h O r n. 
Grun, Archiv LXVI, 113. 

Ucbcr die Variationen n'Cr Ordnung. G. E r d m  aiin.  Zeitnchr. Msth. Phys. 
XXVI, 73. [Vergl. Bd. XXIV, Nr. 202.1 

Wilrmelehre. 
Sur le pulsomètre de Hall. D e  M a u p e o u .  Journ. mathém. S6r. 3, VI, 267. 

Vergl. Mechanik 186. 
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WahrscheinLichkeitsrechnnng. 
267. Sur un principe de calcul des probabilitéti. B i e n a  ynié. Matliesis 1, 10. 
268. Wahrscheinlichkeit, mit  TZ Würfeln k Augcn zu werfen. K. W e i h r a u c h .  

Zcitschr. Math. Phys. XXVI, 127. 
269. Zur mathematischen Statistik. K ü t t n e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXVI, 297. 

L. 
Zahlentheorie. 

270. Sur la théorie des nombres complcxes, Z O 1 O t a r  e ff. Journ. mathém. Sér. 3, 
VI, 61, 129. 

271. Abkürzung des dritten Gauss'schen ILeciprocitAtsbeweises. A .  V o i g  t. Zeitachr. 
Math. Phys. XXVI, 134. 

272. Einige Eigeuschaften der Zahlen, welche zum Product der ersten n Primzalilen 
nrim und kleiner als dasseliic sind. W a l l i ~ .  Grun. Archiv LXVI. 363. 

273. ~ e h e Î  magische Qiiadratr! und iihnliclie ~ a h l e n f i ~ u r e n .  H a r m u t h .  Grun. 
Archiv LXVI, 286. 

274. Ueber magische Rechtecke mit  ungeraden Peitenzahlen. H a r m u t h .  Grun. 
Archiv LXVI, 413. 

275. Théorème de Farcy. P u l l i c h .  Mathcsis 1, 161. 
276. Théorie des fractions périodiques. M a n s i o n .  Mathesis 1, 103. 
277. Démonstration élbmentaire et généralisation de quelques théorèmes de  M. Rer- 

ger. C e s a r o .  Mathesis 1, 99. 
278. Solution d e  différentes questions d'analyse indoterminée proposées par  M. Ed. 

Lucas. M o r c t - B l a n c .  N. ann. math. XL, 150, 201, 253. 
279. Exercices de calcul algébrique. R e a l i s .  N. ann. math. XL, 501. 
380. Zum Beweise des Satzes, dass jede Primzahl p = 492 + 1 Summe zweier Qua- 

drate i d .  H a r m u t h .  Grun. Archiv LXV1, 327. 
281. Toute puissance entière de  3 es t  une somme de trois carrés premiers avec 3. 

N e u b c r g .  Mathesis 1, 73.  - R e a l i s  i'uid. 76. - C a t a l a n  ibid. 87. 
282. Sur les carrés égaux à l a  somme de plusieurs carres et  décomposition d'une 

somme d e  n carrés en une somme de n O U  de (n+ 1) autres carrés. 
D o  s t o r .  Mathesis 1, 156. 

283. Sur les carrés des nombres entiers. N e u b e r  . Mathesis 1, 88. 
284. Sur quelques équations iudéterminées du seconf degr6. R o c c h e  t t i .  N. aiin. 

math. a, 4.25. 
285. Trouver, par  des formiiles directes, ilne infinitj6 de valeurs entières d e s ,  y, z, 

telles que l'expression 2 ix y + y z + zx) - (xP+ y2+ 9) se réduise un carré 
pair, assigne d'avance. R o  c h e t t i .  Mathesis 1, 165. - N e  ub e r g  ibid. 165. 

286. Des solutions entières et  positives de l'équation ze+l= 2ye.  P i s a n i .  N. ann. 
math.  XL, 372. 

287. Crie pile de  boulets à hase carrée ou a base triangulaire n e  contient jamaia 
un nombre de boulets égal au  cube ou à la. cinquième ~iuissance d'un nombre 
entier. M o r e t - B l a n c .  N. ann. math. XL, 330. 

288. Sur quelques équations indc'terminées du troisième degré. D e s  b o v  e S. N. ann. 
math. XL, 173. 

289. Sur  une somme de  cubes. R e a l i s .  Mathesis 1, 176. 
290. Un nombre pl qui est la somme de n cubes entiers, étant donné, assigner un 

nombre q tel que l e  produit p 2 q  soit l a  somme algébrique de  II. cubes 
entiers. R e a l i s .  K. ann. math.  S L ,  177. 

291. Décomposition des nombres f - 9gLP e t  du double de ces nombres en deus 
cubes rationnels. C. H e n r y .  N. ann. math. XL, 415. 

292. Ueber die Gleichung xy - yx. L u x e n  b e r g .  Grm.  Archiv LXVI, 332. 
293. Trouver un nombre positif' ayant l a  double propriété d'être égal a u  produit 

d e  trois enticrs consécutifs et  a celui de deux entiers cousdcutifs. M o r e t  
B l a n c .  N. ann. matil. XL, 431. 

294. Trouver un nombre positif ayant la triple propriété d'être, ainsi que sa moitié, 
Bnal au  ~ r o d u i t  de deux entiers consécutifs. le ulns netit des facteurs de 
c h t e  mGtié étant lui  même égal au  p o d u i t  de de& entiers consécutiflu. 
M o r e t - B l a n c .  N. ann. math.  XL, 375. 

Vergl. Division. Geschichte der Mathematik 95 ,97 ,100 .  Quadratische Formen. 
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Historisch - literarische Abthcilring. 

Recensionen. 

Die Elemente der Differential- und Integralrechnung.  Zur Einfülirung 
in das Studium dargestellt von AXEL HARNACK,  O. Professor der 
Mathematik am Polytechnikum zu Dresden. Leipzig,  B. G. Teubner. 
1881. 

Bei der ersten Einführung in die  Differential- und  Integralrechnung 
wird di0 Füllo neuer  Bcgriffe, die e u  verarbeiten sind, dem Lehrer Bo- 
wohl, wie dern Lernenden immer gewisse Schwierigkeiten bereiten. Will 
man den Versuch machen, gleich von Anfang a n  mit voller Allgemein- 
heit -und Strenge zu Werke  zu gehen,  so  dürfte ein solcher Versuch 
leicht an der Klippe scheitern, dass der  Anfanger Manches zu bewfiltigen 
hatte, was über sein Fassungsvermogen hinausgeht, dessen Nothwendig- 
keit und Zweck e ï  nicht einmal vollstandig cinzusehen im Stande ist. 
Man wird daher am Anfang stets eine bedeutende Beschriinkung der 
Allgemeinheit eiritreten lassen müssen, und  die A n  vch  a u  u n  g wird stets 
das kraftigste Hilfsmittel bilden müssen, um den Leruenden in der neuen 
Welt heimiach und  mit ihren Begriffen vertraut zu maclien, che cr an 
die volle Allgemeinheit und Scharfe derselban herantritt. 

Es sol1 damit niclit gesagt sein, dass der erste Unterriclit in der 
Differential- und  Integralrechnung auf Strenge und  Richtigkeit in dor  
Beweisführung nothwendig verzichten müsse; aber gewisse beschrsnkende 
Voranssetzungen, die dem Anfinger  selbstverstandlich erscheinen und 
dnrch alle ihm bekanntcn Beispiele bestatigt werden,  wird man still- 
schweigend oder ausgesprochenermassen ziinachst machen miissen, und 
es dürfte nicht allziischwer sein, auf Grund dicser ein consequcntes und 
e i n w ~ r f s f r e i ~ s  Lehrgebaude der Differential-. und Integralrechnung iiuf- 
zuf'ühren. 

Erst auf einer etwas htiheren Stufe,  auf der das Einfachste schon 
vorausgesetzt werden k a n n ,  wird es moglich se in ,  mit Erfolg die all- 
gemeinen Begriffe der Funct ion,  der Stetigkeit,  der Differentialquotienten 
u. S. f. in  den Unterricht einzuführen. Dieser Ansicht ist auch der Ver- 
fasser des uns zur  Besprechung vorliegenden Werkeci, wia aus  dern Eiu-  
gange der Vorrede zu ersehen ist;  sein Werk  ist hiernach nicht,  wie 

Hi&-lit.  Aùtùlg. d. Zeitwhr. f. Matli. u. Pùya. XXVII. 5 13 
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man nach dem Tite1 anaunehmen geneigt sein ktinnte, fiir die erste Ein- 
führuug in die h ihere  Analysis bestimmt, sondern dasselbe will als eine 
Erganzung eines ersten elementaren Unterrichts betrachtet werden für 
Solche, welche wissenschaftliche Ziele verfolgen und  nicht blos zu prak- 
tischen Zwecken mit diesen Dingen sich befassen. 

Das Streben des Verfassers ist in erster Linie auf eine moglichst 
allgemeine und  pracise Passung der Grundbegriffe und  Ueweisfiilirung 
gerichtet; die  geometrischen und sonstigen Anwendungen,  die in  den 
meisten Lehrhüchern einen breiten Raum einnehmen u n d  anf die der 
Unterricht auch nicht gern verzichten wird, treten infolge dessen in dem 
vorliegenden Werke  n a t u r g e m k s  zurück. 

Mit der Art  und  Weise ,  wie der Verfaeser sein Ziel zu errcichen 
sucht ,  k6nnen wir uns  im Wesentlichen durchails einverstanden erklaren. 
Auch ist die Darstellung meist elegant und  klar. Nur  in einzalnen 
Punkten  waro vielleicht ein weiteres Eingehen und grossere Ausführlich- 
keit den Zwecken des Buches angemessen gewesen. So scbeint uns e. B. 
der  Beweis des Satzes S. 155, 156, dass eine durch eine Potenzreihe im 
Convergenzkreise definirte Function i n  der Umgebung eines jeden im 
Innern  des C o n ~ e r ~ e n z k r e i s e a  gelegenen Punktea nach Potenzen ent- 
wickelbar i s t ,  in diescr Fassung kaum verstandlich. Auch die Definition 
des Doppelintegrals (S. 309 flg.) scheint uns  durch die kurze Hinweisuug 
anf die Analogie mit den einfacheu Iutegralen nicht hinl%~iglich klar 
gelegt zn  sein. E s  müsste jedenfalls noch die Bedingung hinzugefügt 
und  in ihren Folgen besprachen werden, dam auch die Schwankungen 
der  Wer the  der  unabhangigen Variablen in  den Elementen zl, a,, ... 
unendlich klein werden müseen, dass niclit e. B. diese Elemente unend- 
lich schmale Streifr,n von endlicher Lange sein dürfen. 

Auch der  anf S. 157  bewiesene S a t z ,  dass eine durch eine Potenz- 
reihe dargestellto Function im Innern  des Convergenzkreises nicht in 
unendlich vielen Punkten  verschwinden kann, bedarf einer etwas genaueren 
Pricisirung. Zuerst w#re xiamlich zu beweisen, dass, falls im Innern 
eines eudlicheu Gebietes unendlich viele I'nnkte irgend einer Art liegen, 
im Innern  oder am R a n d e  dieses Gebietes ein Punkt  existirt ,  in dessen 
Umgebung sich diesr. Punkto  uncndlich nahc zusammendrangcn, und so-  
dann  ist fiir die Giltigkeit des zu beweisenden Satzcs noch die Beschran- 
k u n g  notliig, dass dieeer P u n k t  nicht auf der Peripherie des Convergenz. 
krrises liegt. Ohne  diese Ueschrankung ist der  Satz nicht allgemein 

7c 
riclitig, wie das Beispiel der Punction sitl-- zeigt ,  welche in eineni 

2 - - C  

Kreise mit dom Radius c nach Potenzen von z e,ntwickelbar ist und doch 
1 

für  jedcv z von der Form c- - für cin brliebiges ganzzaliligns tt vcr- 

schwindet. 
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Was Auswalil und  Begrenzung des Stoffes anlangt, so  s ind  diesel- 
ben mit Glück und Geschmack so getroffen, dass der Umfang des  Wer-  
kes ein massiger geworden i s t ,  ohne dass ein wesentlicher P u n k t  verrnisst 
würde. Ans dem Inhal t  des Buches hehen wir nur  Einzelnes hervor. 

Der Verfasser beginnt seine Auseinandersetzungen mit einem kurzen 
Ueberblick über die Operationen mit rationalen Zahlen und  gelit dann,  
veranlasst durch das Problem des Wurzelziehens, zur Einführung der  
irrationalen Zahlen über, welche e r  in  der'von H e  i n e  mitgetheilten, von 
W e i e r s t r a s s  herrührenden Art erklart. 

Statt  n u n ,  wie es i n  den  elementaren Darstellungen gebrauclilich ist, 
von den durch Grtissenoperationen definirten einfachen Functiorien all- 
malig zu den zusammengesetzten fortznsohreitcn und  so den Functions- 
begriff synthetisch anfzubauen,  geht der Verfasser von dem allgemeinen 
Functionsbegriffe auti, erlautert die Bcgriffe der Stetigkeit,  des  Difl'eren- 
tialquotienten, u n d  giebt dann  erst die Regeln für die Berechnung der  
Differentialquotienten der einfachen Functionen. 

E s  versteht sich von' selbst, dass auch die cornplexen Grosaen und  
die Functionen derselben eine eingehende Berücksichtigung fiiidcn Nsch- 
dem zuerst  di^ fundameutalen Rechenoperationen mit solchen Grossen 
erkliirt sind und dauiit zugleich der Begriff der elerneutaren P'unçtioneri 
derselben gewonnen is t ,  wird auch hier der  Functionsliegriff zunzchst 
allgamein gefaest und  die analytische Funct ion durch die Forderung der 
Existenz eines von der Richtung unabhangigen Differentialqiiotieuten 
erklart. Dies fiifirt zur geornctrischen Darstellung solclier Funct ionen 
durch die conforme Abbildung. Die  allgemeinen Definitionen werden 
sodann angewandt auf die  durcli Potenzreihen dargestellten Funct ionen 
und insbesondere auf die impliciten algebraischen Funct ioneu,  welclie zur  
Einführung der mehrblattrigen Fliichen und der Verzweigungspunkte An- 
lass gehen. 

Ein analoger Gang ist für die Integralrechnung fcstgehalteii. Auch 
hier wird zunachst der Integralbegriff für reelle Variable eingehend 
erortert und zunachst die Aufgabe der Integralreçhniing d s  die Urnkeli- 
rung von der der Differentialrechnnng gefasst und  zunachst die Existcnz 
der Integrals einer stetigen Function a h  Grenzwerth einer Summa nach- 
gewiesen. In einem apateren Capitel kommt der  Verfasser auf diescn 
Begriff in  vie1 allgemeinerer Fassung zurück, in wolehem das hcstimmte 
Integral i n  der strengen und allgemeinen, zuerst von R i  e m a n  n Rn- 
gegebenen Weise definirt und die Bedingungen seiner Existenx eingeliend 
discutirt werden. Nachdem aiich noch die mehrfachen und  insbesondcre 
die Doppelintegrale besprochen s i n d ,  s'chliessen sich natuigern%ss die 
Integrale complexer Variablcn an. Die auf diese Waisc gcwonnenen 
Grundlagen fü r  ~ i n e  allgemeine Theorie der analytischen Functionen 
complexer Variahlen werden sodann in d r n  beiden letzten Cnpiteln auf 

13" 
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die eindeutigen und  schliesslich au€ die mebrdeutigen, insbesondere die 
algebraischen Fnnctionen und ihre Entwickelung angewandt; dam das 
weite Gebiet der algebraischen Integrale ,  welches sich hier naturgemass 
anschliessen würde, niçht rnelir hetreten ist,  konnen wir nur  billigen. 

Moge dieser flüçhtige Ueberblick über den Inhalt ge.nügen, zu zeigen, 
dass das Buch,  dem wir den besten Erfolg wünschen, dem Lehrer sowohl, 
als Lernenden eine willkommene Gabe sei. 

Znr Integration der linearen Differential-Qleichungen. Feetficbrift zur 
tlritten Sacularfeier der k .  Jul ius  - Maximilians - Universitat verfasst 
von Ur. A L O Y S  MAYK, Off. ord. Professor der Mathematik und 
Astronomie an genannter Universitat. Würzburg,  1881. 4O. 28 S. 

I)er Herr  Vcrfasscr vcrfolgt in dirser Schrift den Zwcck, angebliche 
Irrthümer in  der bisherigen Behandlung linearer Differentialgleichungen 
auhudecken  und  vor Verirrungen auf diesem Gebiete z u  warnen. Im  
ersten Ahschnitte, welclier überschrieben ist : ,, Die partikularen Integrale 
der linearen Differentialgleichungen von der Form d n y  + Xo d' ' - 'y  + X, 
d n 2 y  + . . . + Xny = O c ' ,  werdeu zwei Methodrn zur Ermittelung solchcr 
Integrale, die Construction und die Reihenentwickelung, tiesprochen und 
durch Beispiele erlautert,  oline dass, ausser einer weiter unten zur S p r a c h ~  
kommenden nnrichtigen Rehnuptung, etwas Neues baigeliracht würde. 
Der  zweite Ahschnitt bebandelt: ; ,Die Quellen der Irrthümer bei der 
Integration durch partikulare Integrale.'L Als vor einer ersten solchen Quelle 
wird davor gewarut ,  verschiedene partikulare Integrale eiuander gleich 
zu srtzen. An einer so angenfalligen N i p p e ,  an welçber docL wohl nur 
Anfangrr  scheitern konnten,  eine Warniingstafel aufzurichten, diirfte 
unseres Erachtens überflüssig sein. Als zweite Quelle von Irrthümern 
wird die Gleictisetzung eines singul#ren und eines partikularen Integrals 
bezeichnet. Dies sol1 nach der  Meinung des Herrn Verfassers geschehen 
sein hei der binomiscben Differentialgleichung 

welche bekanntlich durch bestimmte Integrale von der F o r a  

wo p eine der Wurzeln der  Gleichurig @+'- 1 = 0 ist, integrirt wird. 
Indem der  Hcrr  V ~ r f a s s e r  hier u n  t e r  d em I n  t e g r a l  z e i c l i e n ,  also vor 
A u ~ f ü h r u n g  der Integration, statt  u den Grenzwcith - ao einsetzt, kommt 
er zn de111 Fetilschlustie, dass diesee Integral Nul1 sei ,  und aiissert sich 
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nnn f i b ~ r  die Tntegrationsmethode, welche daau geführt h a t ,  wie fnlgt: 
,,Dies heisst auf Umwegen das singulare Integral  y = O suchen,  das man 
d ch on « priori kennt." Mit welcher Naivetjit der  H e r r  Verfasser sowohl 
hier, als a n  anderen Stellon oinerseits seinen Mangel an Sachkenutniss - 

an den T a g  legt und  andererseits über anerkannte,  von ihrn aber nicht 
verstandene lteniiltatti der Wissenscliaft abspriçlit, m6gen die Uemerkiiugen 
aeigen , welche er a n  die Bedingungsgleicliung Al + A4 + . . . +An + = O 
fiir die ti+ 1 Integratioiiseonstanten des vollstandigen Integrals obiger 
1)iff~rentialgleirhung ankniipft. ,, Diese R e d i n p n g  iot nnthwendig'', heisst 
es S. 10, , , d a  man rnerkwürdigcrweise für eine Differentialgleicliung des 
dr" Grades (n + 1)  partikularo Integrale mit ( n  + 1 )  Constanten findet, 
wahrend die Gle.ichung des ntcn Grades n u r  n partikulare Integrale urid 
71 willkürliçlie Constauten liaben kann. Uebrigens w e i  s s  m a n  n i  c h  t ,  
aus welcher Operation diese Bedingilng abgeleitet wird. Denn die ( n +  1) 

partikularen Integrale bleiben dennoch, wiihrend das totale Integral nur 
n partikulare Integrale haben kann. J e d e s  dieser partikularen Integrale 
i ~ t  gleich Nii11, und y =  O bleibt NuIl, auch wenn man tansend Nullen - 
mit willkürlichen Constanten zusamrnenfasst. Man kann nui1 wohl das 
gefundene Integral mit geistreiclien Reflexioneii erlautern; der Bodensatz 
bleibt aber immer, dass man ein singulares Integral für ein totales ge- 
nommen und auvgegeben Auf der  folgenden Seite (Zusatz 3) heisst 

es weiter: , ,Auch dy  - s y - O gehort unter  d n y  - XY = O .  Nun gicbt 

d y  - sy = O das Integral y  = Cea l '  und die recensirte Methodo ergabo 

Es gehort Muth d a m ,  diese beiden Integrale einander gleich eu sotzen." 
Wohlan, wir besitaeu diesen Muth,  wir Anderen. n e n n  man hat 

ist, so ergiebt sich 
xa x4 x6 + -- + . . .) = ce'*.' 

y = 2 8 1 / ~ ( 1 + ~ + ~  8 . 1 . 2 . 3  

Der dritte Absclinitt mit der Uehersclirift: ,, I)ie B esse l ' sç l i e  E'nnc- 
tion und verwandte Funct ionenL'  enthalt nichts Neues ansser der irrigen 
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Rchauptung, anf welche, da  sie auch im ersten Absclinitte vorknmmt, 
bereits oben angespielt wurde, dass namlich der B e  s s e l ' schen Differen- 
tialgleichung 

v 2  

neben dem bekannten partikularen Integral 
n 

y, =j x ~ e o s u x ( 1 -  u2)y -% rlu 

a u c h  noch da2 andere 

welches b i s h ~ r  ,, ühersphen '' w o r d ~ n  sein sol l ,  entspreche. Dieses lctz- 
tere Integral ,  welches der Herr  Verfasser mit Y, bezeichnet und als 
B e s s  el'sche Function zweitcr Art hetrachtet wissen will, g e  n u g t  n a m  - 
l i c h  d e r  B e s s e l ' f i e h e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  g a r  n i c h t ,  auseer 
wenn seine Grenzen -1  und +1 sind; i n  diesem E'alle aber  ist es Nul1 
uud  stellt blos die alleu linearen Differentialgleichnngen gemeinsame 
singulare I h s u n g  y = 0 dar. Denn substituirt man 

in obiga Differentialgleichnng, so findet man 

wo die rechte Seite nur  dann  Null wird, weiin man u, = - 1 ,  u2 =- + 1 
(oder umgekehrt) nimmt; in diescm Falle aber ist jenes Integral,  wie 
man mit e i n e ~ n  Rlicke erkennt ,  idrntiscli Null. F ü i  alle anderen Werthc 
der Grenzen verschwindct die  rechte Scitc der Glcichung nielit; nimmt 
mau z. B. u, = O ,  I r 2  = 1, so genügt 

y =  ~ ~ s i n u x ( l - u ~ ) ~ - ~ d u  S 
O 

wolil der Differentialgleichung 

uicht aber der  B e s  sel 'schen. 

Wenn der Herr  Vcrfasscr in den1 auf S. 16 gegrhenen Beispiel 
( v  = 2) gleichwohl das zweite partikulare Integral richtig angiebt, so ist 
dies dit! Folge eines grobeu Verselieus, indem er aus der Gleicliung 
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x''. sin u x (1 - u')' d rc . r 
die drei letzten Glieder der rechten Seite einfaçh weglasst. 

Das Integral 
y =  xvs inux(1 -UT)* -%du  , S 

genügt also der B e s s  el ' scben Differentialgleichung nur dann,  wenn es 
gleich NuIl k t .  Indem somit der H e r r  Vcrfasser die singularc Lofiung 
y = O für ein partikularcs Integral ausgiebt, verfallt er gerade i n  den 
Irrthurn, welchen er (bei der obigen hinomischen Gleichung) falschlich 
Anderen z u r  Last legt ,  und liefert, ohne es z u  wollen, das einzige uns  
bekannte Beispiel für  eine derartige Verirrung. Seine Tr3iume von einer 
Fülle neuer und schoner Lehrstitze über B e s  fi e l ' sche  Functionen , welche 
aus der Cornhination der heiden partiknlaren Integrale y1 und y, hervor- 
gehen sollen, zerrinnen liiermit ebenfalls in Nichts, d a  das eine dicser 
Integrale heharrlich gleich Nul1 k t .  

Das  zweite partikulare Iutegral der B e s s e l '  schen Differentialgleich- 
ung wird, wie Refcrent seiuerzeit gezeigt liat,* in einer namentlich auch 
für die numerische Berecbnung unmittelbar bereiten Form dadurch ge- 
funden,  dass man den Begriff der B e s s e l ' s c h e n  Function auch auf 
solcha mit negativem Index  ausdehnt. Dies geschieht mit Hilfe der  end- 
lichen Beihe 

2 n + v  ~ t ( n + v )  J ~ , , + ~ - !  
J;) = (- 1). IJ(., - 2. -- 

2 

welclio, tlo lange v )  -& i s t ,  mit dcr ursprünglich durch ein bestirnmtos 
Integral oder durch eine convergente nnendliche Reihe definirten B e s  s e l  - 
schen Fuuction sich vollkommcn deckt. Setat man dariu - v  statt  v und 
wahlt das positiv ganze n s o l  dass n > v - + ist , so kommen i n  der Reihe 
zur Rechten nur solche B e s s e  l 'ache Functionen vor, deren I n d e x  > - Q 
ist, und  welche demnach durch bestimmte Integrale oder durch conver- 
gente unendliche Reihen ohne Anstand darstollbar sind. Dia Gleichung 

* Studien über die Bessel'schen Functionen. Leipzig 1863. 
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mit der Bedingnng ri > v - 3 wurde daher als Definition der  B e  fis e l -  
schen Funct ion mit negativem I n d e x  aufgestellt. Hiermit ist eine Func- 
tioii gegeben, welche die narulichen Gesetze befolgt, wie die nrsprüng- 
licli dofinirte H e s  s e l ' sche Function JY,  und insbesondere, obgleich im 
Allgemeincn wcsontlicli von diesrr verschieden, die B e s  s e l  'scho Diffe- 
rentialgleichung befriedigt und sonach das zweite partikulare Integral 
derselben darstellt. I n  dem oben erwahnten Heispiel (v = +) findet man 
a u f  diese Weise zu dem ersteu partikularen Integral 

dl J s h  = C, (-x- sinx - 3x-'4 cusx + 3x-'19 s inx)  

sofort das richtige zweite partikulare Integral 

d ,J-%= C , ( x - % c o s x - 3 s X s i n x -  3 s - ' = c o s s ) .  

Aus der obigen allgemeinen Definitionsgleichung ergiebt sich nun 
fur ein ganzes v (= n) die speciellere 

J -  n = (- 1)" J" 

als D e f i n i t i o n ,  w e l c h e  f e s t s e t z t ,  w a s  (den Anschauungen des Re- 
ferenten gpmasfi) u n t e r  d e r  R c s s e l ' s c h e n  F u n c t i o n  m i t  n e g a t i v  
g a n z c m  I n d e x  s u  v e r s t e h e n  Sei.  Diese Definition is t ,  wcnn man, 
wie Referent es gethan ha t ,  die B e s s e l ' s c h e  Function als eine Func- 
tion zweier Veranderlichen, des Arguments z und des Index v, auffasst, 
geradezii 1 o g i s  c h n O t h w e  n d i  g. Herr  M a  y r dagegen hal t ,  indem er 
die Begriffe ,,definiiio" und  ,,propositio" verwechselt, diese Definition für 
einen Lehrsatz , der  auch fur seinen beschrankteren Begriff der B e e s e l  - 
sclien Function gelten soll,  also etwa für die bestimmten Integrale oder 
für die Reihenentwickelungen, welche statt  ln bai positivem Index  gesetzt 
werdeu konnen,  für ein negatives rt dagegen alle Bedeutung verlieren. 
Gerade diescr letztero Umstand macbte j a  eine erweiterte Definition der 
B e s  s e l ' schen  Function nothig, die  von den  speciellen Formen,  unter 
welchm die Function in besonderen Fal len auftreten k a n n ,  vtillig ab- 
sieht und  nur  noch auf die durch die Differentialgleichung geforderten 
wesentlichen Eigenscliaften derselben Gewicht legt. Das Missverstand- 
nias, welchorn Hcrr  M a  y r hinsiclitlich dieser Dofinition zum Opfor ficl, 
verleitet ihn z u  dem unberechtigten Ausspruche: , ,Dam J-p = (- l ) P  J P ,  
ist  i n  jeder  Hinsicht falsch." 

Ebenso unbegründet sind die Bemerkungen, welche der  Herr  Ver- 
fasser, gestützt anf sein falsches Resultat,  dass das von ihm mit Y, be- 
zeicbnete Sinusintegral eine partikulare Losnng der B e. s s el 'schen Diffe- 
rentialgleichnng sei,  gegen die Retrachtung richtet, durch welche Referent 
gezeigt b a t ,  dam es eine B e s s e l ' s c h e  Function zweiter Art  mit ge- 
brochenem Index nicht giebt (untnr B e s s e l ' s c h e r  Function immer eine 
Fnnction verstanden,  welche der  B e s  s e 1' schen Differentialgleichung ge- 
nügt). 
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Von den angeblichen ,,Trrthümern und Verwirriingen", die nach der 
Ansicht des Herrn Verfassers bisher in der Theorie der B e s  s e l '  schen 
Functionen stattgefunden haben ~ o l l e n  u n d  welclien er durch seine Aus- 
eiuandersetzung , ,ein E n d e  zu machen" hofft, h:rt derselbe in der Tha t  
keine aufzuweisen vermocht, diejenigen ausgenommen, welche er selbst 
durch die vorliegende Schrift anxurichten sich vergehlich hemüht. 

Im vierten Abschnitt: ,,Tntegration diirch be~t immte  1)ifferentinle" 
(als ,,bestimmto Differontiale" werden Ausdrücko bezeichnot, , ,d ie  nach 
ri als einer von x u n d  y nnabhangigen Grosse differenzirt werdonL') ent- 
wickelt der Herr  Verfaseer einige von den nnendlicli vielen partikularen 
Integralen, deren eine lineare Partialgleichung fahig ist,  jedoch ohne den 
Versuch xur Auffindung des vollstandigen Integrals zu machen; e r  hricht 
vielmehr ,,hier, a n  dor Schwelle neuer Untersuchnngen", ah. 

Hiermit schliesst diese nnüberlegte Publication, welche ausser selbst- 
verstandlichen, jodem Anfanger gelaufigen Wahrhciten nur  Irrthümcr 
und Fehler enthiilt. F ü r  etwaige , ,neue Untersuchungen" mochten wir 
dern Herrn Verfasser seine eigenen W o r t e ,  welche er Anderen warnend 
glaubt entgagenhalten zu müesen (S. 9), zur Beherzigung emyfehlen: , , I s t  
schon bei so einfachen Fnrictionen, deren Relationen man vollstandig 
kennt, Vorsicht gebaten,  so  ist  dies in  erhohtem Maasse der  Fa11 bei 
Functioncn, deren 

Oeuvres complktes 

Relationen man nur unvollstandig kennt." 

E. LOMMEL. 

de Miels Henr ik  Abel. Nouvelle édition, publiée aux 
frais d e  1'Etat Norvkgien par  MM. 12. SYLDW et S. I ~ r e .  Christiania 
1881. (In Commissionsverlag von B. G. Teubner ,  Leipzig.) T o m e  

premier, contenant les mémoires publiées par ABEL (VI11 und 
621 S.). Tome second,  contenant les m h o i r e s  posthumes  ABEL EL 
(341 S.). 

Die Akademien oder Ragierungen der  verachiedenen Tlander erfüllen 
wetteifernd die Ehrenpfiicht,  die Werke  ihrer grossen Meister der mathe- 
matischen Wissenschaft in würdigen Gesammtausgaben eu publiciren. I n  
Deutschland bezeichnen die Kamen G a u s s ,  J a c o  h i ,  S t e i n e r ,  denen  
D i  r iü h l  e t folgen wird, diese Thatigkeit , i n  Frankreich die Namen 
L a g r a n g e ,  L a p l a c e ,  endlich C a u c h y ,  als dns umfassendste, gerade 
erst hegonnene Unternehmen dieser Art. Die  nene  A h  e 1 - Ausgabe, ans  
Mitteln des norwegischen Staates unternommen, reiht sich ebenbiirtig an. 

Die  erste, 1839 von H o i m b o ~  veranstaltete Auegahe von A b e l ' s  
Werken war nach und  nach so selten u n d  schwer zuganglich geworden, 
daas da8 Bedürfniss nach einnr neuen Ausgabe sich immer mrlir gel t rnd 
machte. Durch die  vorliegende vollstandige Ausgabe, die  durch dia  
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Herren S y10 w und  L i  e l  zwei i n  der Wissenschaft hochangesehene Com- 
patrioten A b  e l ' s ,  anf Grund aller noch vorhandenen Manuscripte und 
Veroffentlichungen kritisch durchgeführt is t ,  werden nun  die weitest- 
gehenden Wünsche befriedigt. E s  sei nur  kurz auf die gegen die frühere 
Ansgabe entstandeneu Veranderungen hingewiesen. 

Dieae selhst besass schon einen hohen Grad von Vollstandigkeit; 
und  inabesondere waren. im zweiten Bande die noch nicht veroffent.lichten 
Manuscriptc fast vollstandig verwerthet. Wenn auch dio lctzteren sich, 
ausser der spliter so einflussreich gewordenen, .leider Fragment  gebliebe- 
nen  Arbeit , ,Sur  la rksoliition algébrique des Cquatione", grosstentheils 
auf Arboiten A b e l ' s  bezielien, die ana der  Zeit vor dem Antritte seiner 
Reise,  8ommer 1825, also vor Entwickelung seines ,, kritischen " Bewusst- 
seins ,  stammen, so ist es doch interessant,  in  diesen früheren Schriften 
schon die meisten dcr spateren Ideen A b e l ' s  vorzufiuden, zum Theil 
sogar, wie das A b  e l '  sche Sbeorem, in allgemeinster Auffassung. Da 
gerade die hieraiif beziigliclien Manuscripte, die vermuthlich bei einem 
Brande xn Grunde gegangen s i n d ,  nicht mehr vorhanden waren, auch 
kein neuee ungedrucktea Material, daa I I o l m b  a e nicht zu Gebote ge- 
s tanden ,  hiueukam , so haben sich die jetaigen Herausgeber wosentlich 
auf  H o  l m  b O e sclbst stütaen miissen und  auch die  chronologiscbe Anord- 
n n n g  seiner Ansgabe im Gannen beibehalten. 

Trotzdcm Sind wichtige Bereicherungen orler Veranderunge,n ein- 
getreten. Die wiclitigste derselben besteht in  der  je tzt  ermoglichten Auf- 
nahme des von A b e l  1826 der Pariser Akademie eingereichten, von 
derselben aber  erst 1841 publicirten grossen ,,Mémoire sur  une propridtk 
géndrale d'une classe très étendue d e  fonctions transcendantes", in wel- 
çhem A b e  1 seine fiüh gefasste Idee der Zurückführuug einer beliebigen 
Anzahl von glcichartigen Tntegralen algebrsischer Differentiale auf eine 
f e s t e  Zahl solcher in allgemeinster Weise entwickelt, also aus dcm 
A h  e l ' schen  T'heorem den heutigen ,, Geschlechts " -  Begriff ableitet. Diese 
seine bedeutendste nnd  fruchtbarste Idee  sollte auch,  wie die vorliegende 
Ausgabe, Bd. II S. 319 ,  bestiitigt, der Gegenstand der letzten von ihm 
redigirten Note werden. 

E ine  weitere Bereicherung des ersten Bandes is t  die  Aufnahme aiuer 
kleinen,  früher übersebenen Note iiber d ie  Bestimmung einer zweiea 
algebraischen Gleichnngen gameinsamen Warze l ,  aus  G e r  g O n n e '  s An- 
nalen. Dazn kommt, dass die  dem vierten Bande von C r e l l e ' s  Jonr-  
na1 entnommenen Aufsatze, ausser dem Précis,  i n  mannigfach ver- 
besnerter Gestalt geboten werden kounten;  denn der  Uruck im Journal 
war nach von C r  e l l e ' s  I l a n d  vielfach corrigirten Copien der  Originale 
A b e l ' s  geachehen, und diese Copien, mit den noch leicht erkennbaren, 
nicht imrner richtigen Corracturen, waren a n s  dem Besitze der Berliner 
Akademie den Rerausgebern znr Benutzuag geetellt worden. Endlich 
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konnten auch dem ,, P r é ~ i s ' ~  aus den noch erhaltenen Papiereu einige 
Seiten, die sich a u €  die Transformation der Integrale zweiter und dritter 
Gattung b e z i ~ h e n  , hinziigefügt werden. 

F ü r  den zweiten Band sind ans den Manuscripteri noch zwei inter- 
essante Bereichernngen gezogen worden: die eine giebt snccessive Con- 
vergenzkriterien, die seit A b  e l  freilich wiedergcfunden worden s ind,  d i e  
andere den Beweis eines seiner Theoreme über die Beziehungen zwischen 
Integralen algebraischer Differeutiale. - Am Scblusse sind, an Stelle 
der erkliirenden Noten von Il O 1 m b O e ,  Noten angefügt , die ausführliche 
Mittlieilungen über die noch existirenden Manuscripte nnd über die von  
den Heransgebern in Einzelheiten vorgonommenen Aenderungen enthalten. 

I n  der von den Herausgebern gcübten gewissenhafton Kritik haben 
dieselben nur  ein Erbe A b e l ' s  verwaltet. Denn  das sind ja  die beiden 
Merkmxle seines Geistes, mit dern e r ,  an der Seite von G a u s s  u n d  
C a u c h y ,  zuerst das ihn umgebande Uunkel der Analysis erleuchtet 
bat: die Kraf t ,  mit der er in dan Mittelpunkt seines Gegenstandes vnr- 
dringt, um von dort aus mit umfassendster Ldee nach allen Seiten d i e  
Wisscnschaft zu gestalten, und  die Schiirfe seiner Kritik. Beides -hat 
sich in  den  wenigen J a h r e n ,  die A b e l  vergtinnt waren,  BO weit en t -  
wickeln konnen ,  dass sich vier grosse Gehiete a n  ihn anschliessen konn- 
ten : das der Convergenzuntersnchungen a n  seine Arbeit über die bi- 
nomische Reihe, Thei le  der Thearie der elliptischen Fnnct ionen,  d i e  
Theorie der algobraischen Gleichungen, die Theorie der Integrale alge- 
braischer Ausdrücke, die i n  die Theorie der , ,Ab  e 1' schen Funct ionen '' 
rriündrn sollte. Uiese neue Ansgabe, die jedem Mathematiker ermoglicht, 
mit dem Geiste A b e l ' s  in  Contact zu hleiben, wird immer durcb Vor- 
führung seines Beispiels wirken u n d ,  wie J a c o b i  a n  L e g e n d r e  schreibt 
(Brief vom 14. J u n i  1829): ,,il a laissé un grand exemple". 

Hoffen wir noch niit den Herausgebern, dass die von ihnen erwahnte 
ausführliche Biographie A b e l ' s ,  die Her rn  B j e r k n e ~  m m  Verfasser 
bat,  durch eine Uebersetzung bald allgemeiner zngiinglich gemacht weïde. 

E r l a n g e n ,  Marz 1882. M. NOETHER. 

Einleitnng in die analytische (leometrie des Eaumes. Von Dr .  G. v. 
ESCHERICH , Professor an der  Universitiit Czernowitz. Leipzig, 
B. G. Teubner. 1881. VI11 u. 282 S. 

Dor Verfasser macht hier zuerst den Versuch, einen Standpnnkt ,  
der i n  der neueren Gnometrie wissenschaftlicli und auch bei Universitats- 
vorlesuugen immer mehr zur Geltung kommt, auch i n  einem Lehrbuche 
m m  Ausdruck zu hringen. E r  stellt sich die Aufgabe, in  analytischem 
Gewande eine Einleitung sowolil i n  die  analytische, als i n  die s p t h e -  
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tische Geometrie des Raurnes zu geben,  um den Leser mi t  den Anschru- 
ungen und  Methoden der beiden Disciplinen und deil daraus folgeliden 
airifachen Beliandlung~weisen der geometrischeu IJroLilenie vertiaut zu 
machen. 

Indrm Rec. diese Aufgabe als eine durchaus zeitgemasse ~nerkei int ,  
wendet er sich 211 e i n ~ r  naheren R~,sprecliiing der A i l s  f iih r LI n g dieser 
Aufgabe, mit der er sich nicht ebenso einverstanden erklaren kann. 

Der  Verf. suclit s e i r i ~ n  Zweck dadurçh xu erreiçlien, dass e r  in 
einem ersten Theile die einfaclisten Begriffe der analytisclien Geometrie, 
in einem zweiten 'i'heile in analytischer F o r m  die Grundliegriffe der syn- 
tlietischen Geometrie des Rauines rntwickeln will. Dabei giebt er im 
ersten Tbeile der Reihe nacli die P u n k t  -, Ebenen -, Liniencoordinaten 
und discutirt in jeder der Arten von Coordinaten d ie  linearen Gleicli- 
nngen,  in uicht liomogener und in homogener Form. Im zweiten Theile 
scliliesst er sich moglichst eng a n  den gewohnlichen Gang der Geometrie 
der Lage a n ,  indem er die projectivischen Verwandtsçhaften bei Grund- 
gebilden der d r r i  Stnfen und deren Erzeugnis~ce der Rciho nacb in ana- 
lytische Form umsetzt. Eiu kurxes Schlusscapitel über lineare Transfor- 
mation im Ilaume sol1 den Uebergang zu den algebraischeu Methoden 
varmitteln, die selbat einer etwaigen Fortführung des Lehrbuclis vor- 
behalten bleiben. 

Ueber die dem Buche zu Grundo licgendcn Voraussctzungcn spriclit 
sich der Verf. nicht naher ans; aus den a n  verschiedenen S t e l l ~ n  ohne 
Ableitung benutzten Satzen geht aber  hervor, dass die analytische und 
synthetisclie Geometrie der E b e n e ,  sowie Satze der Elimination aus h6he- 
ren Gleichungen gefordert werden. 

Bei solchen Voraussetzungen waren nnn auch eigentlich manche der 
irn Buche gcgebenen Eutwickelungen, wie die über dio Grundgebilde 
erster S tufe ,  schiin als bekannt anznnehmen. Jedenfalls aber muss der 
Leser  schon sa weit gedaclit werden,  dass ilim nach dem im ersten Theile 
gewonnenen analytischen Staudpuukte unmittelbar die 1 i n e a r e  T r  a n s -  
f O r m  a t  i o n der Coordinat,en oder der Parameter, dnrch welche die ein- 
zelnen Gebilde ausgedrückt werden konnen,  allgemein vorgeführt werden 
kbnnte. Die analytische Grundlage macht eben das successive Verfolgen 
der einzelnen geometrischen Verwandtschaften und ihrer Erzeugnislie 
iiberflüssig, Iasst vielmehr mit einem Schlage die projectivischen Begriffe 
und  die  ganze Reihe der  geometrischen Anwendungen übersehen. Erst 
auf diesem Wege wird das eigentliche Ziel erreicht, zu zeigen: dass sich 
die in der neueren projectivischen, analytischen und synthetischen, Geo- 
metrie Lienutzteu Begriffe decken, dams die zweite ein Gegenbild der 
ersten ist u n d  dass ebenso jede rein geometrische Operation unmittelbar 
auch analytisch gedeutet werden kann;  arst dieses Verstandniss macht 
die Handhabnng der entfiprechenden Methoden leicht. 
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Indessen ist dieses allgemeine Bedenken nicht so gewichtig, da  der 
Verf. sich die Entwickelung dieses Gefiichtspunktes wohl für einen spa- 
teren algebraisclien Theil des Lehrbuches vorhehalten liat. Erheblichere 
Bcdenken machen sich gegeu die  im Einzelnen befolgten Methoden 
geltend. 

Vor Allem in Uezug auf die Behnndlung des Imaginareu. Nach den 
analytischen Grundlagen ware zn erwarten , dass dasselbe direct explicite 
eingeführt und  überall gleichmassig mit dem Reellen behandelt würde. 
Statt dessen spricht der Verf. S. 88 zuerst glattweg von der Existenz 
zweier imaginarer Geraden,  'erwahnt alsdann bei d r r  Aufgabe zweiten 
Grades auf S. 99 die Realitatsverhaltnisse gar niclit, gebraucht in den 
folgenden Capiteln den Ausdruck: ,,im A l l g ~ m e i n e n ' ~  oder ,,h6cbstens" 
zwei Elemente, und erst S. 170 wird der Ausdruck: ,,zwei reelle oder 
imaginare Elemente" eingeführt. Aber schon S. 172  werden dem Para-  
metrr der Paare  einer Involution nur  reelle Werthe heigelegt und doch 
auf S .  173 ~ l l g c m e i n  von dem Paare der Doppelelemente gesprochen. - 
Dazn kommt, dase die Ilciden imaginaren Kreispuiikte im Unendlichen 
und der irnaginare Kngelkreis,  a i m e r  i n  einem Beispiel auf der letzten 
Seite des Bnches, überliaupt nicht eirigefutirt werden; daes also aiich das 
Nittel, das dem Standpunkte des Buches so vollig entsprechen würde, 
die projectivische Auffatisung des Metrischen mit den darauf beruhenden 
Methoden, nirgends behandelt oder angedeutet wird. 

Ebenso wcnig wird von den imaginaren Geradcn der elliptischen 
Flachen zweiter Ordnung und von der entsprechenden Erzeugung dieser 
Flachen gesprochen. 

Einen weiteren methodischen Mange1 erblickt Rec. dar in,  dass von 
der JJarstellung der  Coordinaten einer Geraden durch einen l'arameter 
beim Schnitt  der Geraden durch eine Flache zweiter Ordnung kein Ge-  
b r ~ u c h  gemacht, vielmehr statt  dessen a n  mehioren Stcllen durch unsym- 
metrisc,he Coordinatenannahme vorgegangen wird. 

Die frühe Behandlurig der linearen Linien - Complexe und -Congruen- 
zen halt Rec. für melir formel1 als sachlicli bercchtigt,  da-dieselben 
eigentlich Gebilde zweiter Ordnung sind. 

1)ie den einzelnen Capiteln angef'ügten Uehnngen sind reiclihaltig. 
Theilweise bringeu aie Gegenstande - wie die F r a g e  nach der analytischen 
Behandlung des Hauptaxenproblems bei den Flachrn zweiter Ordnung -, 
die mit den gegebenen Mitteln und den sparlichen Andeutungen nicht 
zu bewaltigen sind. 

Endlich ist Rec. genothigt,  eine in Einzelheiten sicb zeigende Flüch- 
tigkcit, aiich abgeselien von Mangeln der Correctur, zii rügeu. Es  seien 
nur erwalint: S. 130 ,  wo für die Existens der Tangent idebene  einer 
I"l#che ein durcliaus verfehlter Bewcis gegeben k t ;  der  letzte Satz des 
$ 87, der auszuschlicssen sçheiut,  dass der Kegel auch als Abart  des 
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zweifachen Hyperboloids betrachtet werden k a n n ;  S. 1 8 6 ,  wo ails der 
eindeutigen Beziehung zwischen zwei Systemen A, ,  A , ,  A, und x , ,  zzr  X ,  

auf  den 1 i n  e a r e  n Charakter der  Beziehungsgleichungen geschlossen 
wird;  etc. 

Rec. kann hiernach dem vorliegenden Buche nur  dem Zwecke, nicht 
der  Ausführung nach,  z u s t i m m ~ n  und m6ehte dasselbe nur  unter zuver- 
lassiger Controle gebraucht sehen. Vielleiclit vermag auch eine Fort- 
führung des Buchee manchem der gerügten Jlangel naclitraglich abzu- 
helfen. 

E r l a n g e n .  M. NOETHER. 

H. W I E N E R ,  Ueber Involutionen auf ebenen Cnrven. Inauguraldififierta- 
tion. München 1881. 37 S. und  1 0  Tafeln. 

Ers t  in neuerer Zeit ist  die Geornetrie der  S c h a a r e n  v o n  P u n k t -  

g r  u p p e n auf algebraischen Curven ausgebildet und zur Grundlage der 
Theorie  dieser Curven gemacbt worden. Wenn so Resultate von sehr 
allgemeinem und umfassendem Charakter erzielt worden s ind ,  sa handelt 
es sich jetzt darurn, speciellere Untersuchuiigen, zunachst a n  den ein- 
facheren Schaaren von Pnnktgruppen,  anzustellen, hauptGichlich um zu 
Constructionen und Eintheilungen der verschiedenartigen algebraischen 
Curven zu gelangen. Zu dieser Classe von Untersuchungen gehort die 
vorliegende, von Her rn  Professor R r i l1 angeregte Arbeit. 

D e r  Verf. betrachtet auf synthet isch~rn Wege Involutiouen, d. b. ein- 
fach-unendliche Schaaren von Gruppen von j e  n Punkten ,  und  zwar im 
ersten Thei le ,  in ~nariuigfaclier Berührung mit Arbeiten von Herrn E m i l  
W e y r ,  solche auf rationalen Curven. Zunachst wird vermittelst Curven 
nter Ordnung mit (n - 1 ) -  facham Punkte  die allgenieiiie, alsdann ebenso 
die  von Herrn L ü r o  t h (Math. Ann. XI) sogenannte ,,cyklische" Invo- 
lution, hei der in zwei Gruppen die n Elementc? in  j e  einas zusammcn- 
rücken,  coustruirt; durch die letetere Construction iut hierrnit auch, 
durch Uebeïtragen auf den  Kreis,  eine solche der Kreistheilung geliefert. 
Perner  wird die ,,Involutionscurve", d. h. die durch die Verhindungs- 
geraden entsprechender Punkte  eincr Involution eingehiillte Ciirve, be- 
trachtet;  diesolbe wird einmal vermogo ihres Geschlcchts, ncben der 
Anordnung der Doppelelemente, eur Eintheilung der Involutiorien, be- 
sonder5 Sür n=3 und 4 ,  benutzt,  sodann auch zur Ableitung vou Siitzen 
über die rationalen Curven dritter und vierter Ordnuug varwerthet. 

Der  zweite The i l ,  auf Curven von einam G e ~ c h l e c l i t p > O  bezüglicli, 
beliandelt Curven, welche eine Involution von Gruppen von je v I'iink- 
tcn besitzen, die von einem Stralilbüschd ausgesclinitien werden kann 
und bei der  zugleich jede Gruppe in durch qiiadixtisclio G l e i c l i u n p ~  zu 
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bestimmende Punkte  zerfiillt. Inshesondera werden die Curven vierter 
Ordnnng mit zwef Doppelpunkten construirt uud  in Bezug auf d ie  Reali- 
tats- und Lagenverhaltnisse ihrer D o p p e l t a n g e n t ~ n  eingetheilt. 

Rec. begrüsst diese Arbeit in  der Erwartung,  das oben angedcutete 
Gebiet specieller Untersnchungen, das reiche Resultate für Curven von 
IGherem Geschlecht verspricht, woiter verfolgt z u  sehen. 

E r l a n g e n .  M. NOETRER. 

Die Arithmetik der Lage. Ein  neues Hilfsmittel zur analytischen Be- 
handlung der  Raumlehre mit Berücksichtignng ebener geometri- 
scher Gebilde erster und zweiter Ordnung,  dargestellt von Ur. 
HERMANN NOTII, Oberlehrer am Gymnasium zu Freiberg in  Sachsen. 
Leipzig, J. A. Barth. 1882. Preis 2 Mk. 40 Pf. 

Auf 89 Seiten bietet Herr  N o  t h  in  klarer Sprache und eleganter, 
durchweg dualistischer llarstellung ungefahr folgende Principicn. 

Man denke sich in der Ebene  vier P u n k t e  A ,  B, Cl D gegehen,  von 
denen nicht drei in gernder Linie liegen. Alsdann bezeirhnen wir den 
Punkt  D durch A+ B +  G ,  indem wir ihn als g e o  m e t r i  s ç h e  Summe der 
drei Punkte  A ,  B, C ansehcn. 

Die Berechtigung dieser Bezeicbnung wird,  wie dies anderswo schon 
oft gescbehen ist, dadurch nachgewieseu, dass diesern Puukte  in der 
'l'hat in Bezug auf die drei  Summandeu die wesentlichen Eigenschaften 
der Snmme ziikommen. J e d e r  P n n k t  der Geraden A B  wird n u n  durch 
L A +  p B, wo A und p gewisse Zahlwerthe bcdeutcn, zu bezeichnen sein. 
So ifit der  Rühnittpunkt ( A D ,  B C )  offenbar B + C ,  und es ist ebenso 
lockcnd , wie leicht,  die s u s  dem Vierecke A B CU entspringenden Punkte  
- die Diagonalpunkte, die  Schnittpunkte der Diagonalen mit den Seiten 
u. S. W. - zu bestimmen, und umgekehrt,  die Punkte  2 A + 3 B + 4 C 
II. a. W. geometrisch anfzusuchen. Die Gesammtheit aller P u n k t e  LYA 
+/3 B +  yC, wo LY, j3, y eunachst rationale und danri in selbstverstand- 
licher Beschrankung g a n  z e Zalilen bedeuten , stellt dann d a s  g e O - 
m e t  r i s c  h e N e t  z dar. Mag hier vorwegn~limend bemerkt werden,  dass 
das Hineinspielen eines zahlentheoretischen Begriffes sich spater  durch 
[las nngesuchte Anft,reten d m  Kettenbrnchalgorithmus dankhar erweist. 
Der Vcrfasser bezeichnet nun den P u n k t  n A + ,6 B + y C durch da6 
Symbol 1 uflr 1 ,  wobei noch die Kleinigkeit erwllint sein mag ,  daas ich 
mir gestatte,  seine dentschen B u c h t a b e n  durch gric=chisclie en ersetzen. 

I n  derselben Weise,  wie die Addition, wird nun die Multiplication 
benutzt. Da erscheint (S. 23) die Verbindungslinie der  Punkte R und C 
a16 B C ,  81s p r o j e e t i v i s c h - g c o m ~ t r i s c h e s  P r o d u c t ,  als d i e  G e -  
r a d e  u. D a  für diese Art  , ,Mi~l t ip l ica t ion~~ niclit alle Gesetze der  ecliten 
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Multiplication gelten, so befindet sich der  mit dem Quaternionencalcul 
vertraute Lever hier auf antieimelndem, weon niclit auf  heimischem Bodeu. 
Naclidem S. 24  flgg. die Bezeichnung der  Punkte  und Geraden,  welche 
hieraus entstehen, als identisch mit der  aus der Addition hervorgehenden 
nachgewiesen i s t ,  kann S. 27 die interessaute Aufgabe gelost werden: 

, , E s  sind im geometrischen Netze die vier P u n k t e  gegeben: 

P , = 8 + 2 R + C ,  P , = 2 A - C ,  P 3 = 3 A + B + 2 C ,  I ; = 5 A - B + C .  

Man berechne d ie  Rezeichnung des Punktes  P, in  welchem die Gerade 
Pl P, von der Geraden P3P4 geschnitten ~ i r d . ' ~  

Der Verfasser giebt zwei Auflosungen, von denen ich die letztere 
hier mittheile. ' 

und  

( f ' f J =  O ,  pp = O ,  wie S. 20 bewiesen). 
Man kann diesem Verfahren Eleganz und Einfacliheit riicht ab- 

sprechen. Doch gelingt die Losurig dcr Aufgabe, wenn man A = O ,  
13 = 0 ,  C = O als die Gleichungen der drei Grundpunkte eines Linien- 
coordinatensystems ansieht,  wo dann der Punkt  lapjl die Gleichung 
ol A + P 5 + y  C =  O bat ,  ebeu aucli sehr leicht und es ist irnmerhin noch 
fraglich, oh das Ueberwiegen des Rechnungsmechanismus nicht eine Ver- 
flachung des geometrischen Gcdankens zur Folge hat. 

Auf S. 28 fiihrt der Verfasser eiuige im Folgenden sehr oft ver- 
weridete Bezeicliuuugen ein. Der  P u n k t  U A  + PB + y C und die  Gerade 
art + P D  + y c erhalten die g e  m e  i n  s a m e  symbolische Bezeichnung I I Y ~  
Hieraus ergeben sicli mehrera Conseqnenzen, die für kurze Bczeichnuug 
und Rechnung im Folgenden sich als friichtbar erwe,isen. Verfasser mag 
mit der Bemerkung im Rechte se in ,  dass diese Bezeiçhnung niclit leicht 
zu einem Irrtlium führen k a n n ;  allein ich erlauhe mir doch,  den Lesar 
auf diese Bezeichnung besonders aufmerksam zu machen, d a  mir selbst 
ein solches Missver~trhen pafisirt ist. Die Discussion S. 30 und  31 konnte 
dagegen bedeutend kiirzer gefasst werden, w a h r ~ n d  die wichtige Be- 
ziehung S. 35 Z. 2 v. o.  wohl eine schiirfere aussere Hervorhebung ver- 
d ien t  hatte. 

Auf S. 53  bewirkt der Verfast;er deri Uebergaiig zU den Gebilden 
zweitcr Ordnung. Bedeuten I; = la1 B l y l  1>2= Iu2& y,l zwei piInkte d r r  
Ebene ,  so sol1 der Purikt I',.P,= Ia luz  p , P p  yly,I P r O j c C t i Y i o C ~ , -  
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a r i t  h m  e t i  s cli e Product  genannt  werden. Hieraus ergicbt sich von 
selbst, wenn a, =a,, Pl - &, y, = y ,  d m  projectivisch - arithmetische Qua-  
drat, P2 und ebenso P. D e r  Verfasser liefert eine hübsche Zeiclinung, 
welche die Punkte  Pl Pz ,  P3, P5, P - ' ,  . . . P P 5  zur  Anvchauung bringt. Icli 
Iiabe nicht unterlassen koiinen, die Glcichung dcr Curve, auf der die 
Punkte Pn liegen , aufiustellen. 

Die weitcre 1)iecussion der neu eingeführten , ,M~il t ipl icat ion '~ leitet 
nun S. 62 i u  einem System von d r e i z  el1 n Pnnkteinlieiten, denen ehen- 
sovicle Linieneinheiten gegenüberstehen. Die gcometrische Anuchaulicli-- 
keit dieser ,, complexen Einheiten I L  wird vielleiclit auch im Kreise der- 
jenigen Mathematiker Freunde finden, die den verwaudteu Uestrebungeri 
moderner Algebraiker obne sonderlicbe Begeisterung xuziiselien gc- 
wolint sind. 

Den Scliliiss bilden Retraclitungen aus der  Theorie der Kegelschnitte, 
die eino praktisclie Verwertliung des ncuen Verfahrens darbieten sollen. 
Dieselben gipfeln irn P a s  c al ' scben Sechseck und  (lem S t e i n e r '  schcn 
I'uukte und ~çliliessen mit ciricni liübsclieri Zalilenbeispiel ab. 

C o e s f e l d ,  im J a n u a r  1882. K. SCFIWERING. 

Die Riicklanfigkeit des Raumes ein I r r t h u m  und Ursache weiterer Irr- 
thümer. Von RUDOLP OTTO CONGENTIIJS.  K a r l s r n l i ~  und Leipzig, 
Verlag von II. Rcutlier. 1881. 

Der  Vcrf'asser dcs vorliegcnden Werkclicns tlieilt uiis i n  der Vor- 
rcde mit,  dass man ihm als ,,vermeintlichem Poeten und Scliauspieler " 
wohl nicht den Muth iiitraiien werde, i n  der  Mathematik die Rolle des 
Corr~ctors  spielen zu wollen. Dass die Abhandliing niclit in cincr Fach-  
zritsclirift, sondern als Anliang zu den ,, Dichtungtan " des Verfasscrs 
crscl i iene~ k t ,  ha t  darin seinen G r u n d ,  dass der Redacteur einer solclien 
Zeitschrift, welche hereitfi eiiiiga ~yntl ie t ische Aufsiitzc des Verfafisers 
aufgenommen ha t ,  nach verschiedenen Correspondenzen hin uud lier dem 
Verfasscr abbrecliend scliricb: clic Ausfiilirungru desselben g511en ihm zn 
ciner solclien Unxahl von Zwcifcln Anlass, dass e r  Bcdenken t rage,  sic 
abziidriicken. 

So eriiililt die Vorrede. 
Wer  ist der Redacteui-? 
III seincr Ars poetica erzalilt H o  r a z  von einem weiscn Rritiker 

Q u i n  t , i l i u s .  Obschon mir dirser Q n i n  t i l i n  s Iehliaft einfirl, hahe icli 
mir docli die geringe Mülie gennmmbn, den fragliclien liedacteur zu 
crmitteln; und da  Jahrg .  X X V  IIeft 2 S. I l 9  flgg. d i e s c r  Z e i  t s c h r i f t  
sic11 xwei kleiriere Mittheilungrii syntlietiscli~ri liilialts , ,, 12. O. C o n  s e n  - 
t i u s  " unterzeiclinet, finden, so kann niclit zweifelhaft sein,  W e r  ge- 
meint k t .  

Hi&-lit. Alitlil~. d .  Zoituchr. f .  Mntli. u. IJhys. X X V I I .  5. 14 
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N u n  m6chte ich gern beiden Thei len gerecht werden. 
E s  würde mich freuen,  Herrn C o n s  e n  t i n s  den Beweis zu liefern, 

daas seine Ausführungen von den Maunern der  Wissenschaft nicht als 
Umwiilznng kündende Sturmv6gel gefürchtet werden. 

Ich würde andererseits mich gliicklicli schatzen, dem mathematischen 
Publicum - auf dieses allein, nicht auf die Leser von D i c h t u  n g e n ,  selbst 
riiclit auf die gefühlvollen L e s e r i u n e n  kommt es an - den Reweis zii 
liefern , wio sehr der Redactcur des d O g m  a t i s  c h e n  Theiles dieser Zeit- 
sclirift im Rechte v a r ,  dem Vorbilde des weisen Q u i n t i l i u s  zu folgen. 

Beides kann aber erreicht werden, weun der  liedacteur des l i t e r a -  
r i s  c h -  k r i t  i P c h e n Theiles gestatten will, dass der erste Fiauptsatz 
unseres Verfassers, mit welchem nach seiner Ueberzeugnng Alles stelit 
und fallt, nebst seinem Beweise hier sbgedruckt werde. 

Die beiden, in entgegengesetzter Richtung liegenden unendlich f e c  
nen Punkte  einer Geraden fallen nicht zusammen. 

E r s t e r  B e w e i s .  Diese beiden Punkte  seien Q+, und Q-,. Sirid 
ein Uoppelverliiiltniss von vier reellen Puiikten A ,  I I ,  Cl D einer Geraden 
und drei dieser Punkte gegeben, so ist die Lage  des viertcn, nicht gc- 
gebenen Punktes  bestimmt. Hierans nnd weil die 1)oppelverlialtnisse (A,  
B, Cl Q+..) und ( A ,  B, Cl Q-,) gleich s ind,  zieht man den Schluss, dass 
Q + ,  und  Q - ,  ziisammenfallen. Dieser Schluss h6rt aber  auf ,  richtig zu 
seiu,  wenn die vierten I'urikte uueudliçh fern sind. Fiele11 dieselben zu- 
sammen, so ware die Gerade, in welcher diese P u n k t e  liegen, nothwendiger- 
weise eine gesclilossene Figur. Legen wir nun  durch diese Gerade eine 
Ebene ,  so fragt es sich, welche Seite der Geraden die aussere oder innero 
Seite der gcschlossenen Figur  sei. D a  kein Grund vorlianden is t ,  einc 
Se.ite zil b e v o r z u g ~ n ,  so müssen wir uns darein fügen, dass diese Eine Ge- 
radc ~ w e i  geschlossenc Figuren sind. D a  man aber  aucli die gegebene Ge- 
rade als Axe eines Ebenenbüschels betrachten kann und die Gerade in jeder 
seiner Ebeuen l iegt ,  und da  wiederiirn kein Grnnd vorhanrlrn ist ,  eine 
dicscr Ebcnen z u  bevorzugrii ,  so rnuss man sich nochmals darcin fiigen, 
dass in jeder  derselben ein P a a r  die Gerade darstellender gesclilossener 
Figuren liege. Es giebt demnacli auf der  uuendlicli fcrneri Kugelfiiiclie 
keirien I 'unkt,  durch welclien nicht irgend eine dieser gesclilossenen Figii- 
ren ,  d. 11. die gegebene Gerade hindurchginge. Nennen wir nun einen 
beliebigen dieser Punkte XI so sind fiir beide 0 die l)oppelverli$ltnisse 
( A  B C Q )  u n d  ( A n C X )  gleich. D a  nun aber X ein beliebig unendlicli 
fernrr  Piinkt ist ,  so fallen n a c h  j e n e m  S c h l u s s e  alle I'unlrte der 
unendlicli feriien KugelflBclie, d. Li. die Kiigrlflaclie sclbst mit Alleru, 
was sie umschliesst, also dem ganzen uncndliclirn Raume in einen ein- 
zigcn Punkt. xiisammm, wnraus man sieht,  dass jcner  Scliluss of! d ~ s i t r -  

d u m  fülirt." 
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So der I Ie r r  R. O. C o n s e n t i u s .  
Dem habe ich tiichts weiter hinzuzufügen, als die oben bereits erwabn- 

ten Iiorazischen Verse von Q u i  n t i 1 i u s : 
,, Quintdio si puid recitares, /Corrige sodes 
floc ajebat et hoc.. . 
Si defelzdere delictum puam vertere malles, 
Kul lum ul /ra  verbum aut opevani. insun~ebnt inanenz, 
&uin sine rivali ... tua  solus amares." 

C o e s f e l d ,  im Mare 1882. K. Scnwea~x<:.  

Beitrage znr  Theorie der  qnadrat ischen Formen. Inaiigural -Dissertation 
von L. GOLDSCHMIDT. 

Dieselie lijst einige von 1, i o u v i l l  e gmtellte zahlentheoreti~clia Auf- 
gabcn, welche sorgfaltig behandelt und zum Thei l  erweitert wcrden. Die 
von E i s e n  e t  e i n  eingeführten ,, Gitterpunkte" namentlicli sind vom Ver- 
fasser mit Sachkenntniss und Geschick verwandt worden. 

Der erste der behandelten L i o u v i l l e ' s c l i e n  Satze ist der folgende: 
,,Bezeiclinet n irgend eine ganze Zalil und nimmt s nacbeinanrler 

die iingnraden Wertlie 
1 , 3 , 5 , 7 , 9  , . . .  

an ,  ohne n zu übersteigen, wahrend andererseits dem Zeiclien 9. die 
Wertlie 0 , 1 , 2 , 3 , 4  , . . .  
in der Weisc znertheilt wcrden,  dass der hochste, zum Q,iiadrat e r l in l )~n ,  
r i  niclit i ih~rtr i f f t ,  HO findet die Qleicliiing s tat t :  

C o e s f e l d ,  im M#rz 1882. K. S c ~ w e a r ~ c .  

Einige geometrische Anwendungen d e r  Orassmann'schen Ausdehnnngs- 
lehre. Von Dr. VICTOR S C ~ ~ L E G E L ,  Oberlelirer am Gymnasium i n  
Waren. Waren ,  1)ruck von C. Quandt. 1882. 31 S. 

Man kennt  in weiten Kreisen Herrn S cl]  1 e g e l  als den tliatkriiftigen 
Scliüler Ki e r rn a n n G r  a s  s m a n n ' s ,  der es siçli als Lebensaufgabe vor- 
gesetzt Iiat, fiir die weitere Verbreitung und Vertiefuug der eu des 
Meisters Lebzeiten so wenig gewürdigtcn ,, Ausdelinungelelire " zu wirken. 
Diesar Tendena ent,spreclien einerseits die traff liche Riographie Q r a  R s - 
ma n n ' s  und (las zweibandige bei Teubner  crscliianenc Lrhrbucli,  wel- 
ches den  Gcgnnstand in einer melir der  gehriinclilichen matliematisclien 
Darst~~llur ig oich anri%liernden E'orrri beliandelt, anderarseits zalilreiche 
Ahhandlungen rein wissenscliaftlichen Inlialts, grossentlieils i n  dieser 

14' 
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180 flistorisch-literarische Abtheilung. 
_ _ _ Y _ ~ - - - - - ^ - ^  

Zeitschrift erschienen. Hierher gchort denn auch das vorliegende Pro- 
grarnrn, von welchem jeder  Freund  G r a s s  rn a n  n 'scher  Methoden mit 
Interesse Einsielit nehmen wird. Im  Wesentliclien handelt e s  sich darin 
um mannichfaltige geometrische Anwendungen jeuer  Methoden, doch sind 
aucli noch einige anderweite Bemerkungen in Form von Anliangen an-  
gcfügt worden. 

Wir  erhalten zun5chst zwei einfache Beweise des Satzes von S t e -  
w a r  t (nicht Steward) über Punkte ,  welche auf Einer  Geraden liegen, 
sodann einen Beweis des Satzes von P a p p u s  und alsdann die Zurück- 
fülirung gewisser dem Ausdehnungscalcul cigentliümlicher Algorithmen 
zur Darstellung von Drrhungen auf Kreis- u n d  Hyperhelfunctionen. Es 
folgen weiter einige Satze über die Addition von Strecken und ein Be- 
weis des P a s  c a l ' schen  Theorems, der sich zur  Veranscliaulichung der 
grossen von der A u s d e h n ~ n ~ s l e h r e  gebotenen Vortlieile vielleiclit noch 
liesser eignet,  ale jenes Verfaliren der linealen Erzeugung eines Kegel- 
schnittes, welches He,rr G r  a s  s m  a n  n i n  seiner bekannten Selbstanseige 
des Werkee von 1844 ( G r u n e r  t ' s  Arcliiv, VI. Theil S. 340) als sclila- 
gendes neispiel gewalilt liatte. Herr  S c h l e g e l  beweist d a m  weiter cina 
Itcihe von Satzen über Kreise an sic11 odcr in  Verhindung mit dem Ureieck, 
snwie über merkwiirdige Puukte  u n d  Linicn im ebenen Ureieck. AII- 
gcmeinerer Natur  sind dia Unterenchnngen iiher ,, disliarmonischeLL Piinkte- 
paare einer Involution, welche Bezeicliniing diejenige von L. S ch e n d c l  
(,, anliarmonisch conjiigirt") zu erlietzen bestimrnt is t ,  und über die Reali- 
t a t  eines Doppelverh%ltriisses von vier Purikten in  der Ebeue,  woliei der 
Verf. Berührungspunkte mit den bekanntcn Arbeiten von B j  O e r l i n g  
und  L i e  iiber d ie  g~omet r i sche  Darstellung des Imaginaren gewinnt. Wir 
wiirden I ierrn S c  h l e g e l  empfelilcn, diese Betraclituugen auch auf andcrc 
Flaclien, irisbesondere auf die Kugel ,  auseudelinen, wie dies unter gana 
anderen Gesiclitspunkten iu der Sclirift von W e d  e k i  n d (Studien iui 
binaren Wertligebict, Carlsruhe 1876) gceclielien ist. Zum Scliluss wird 
der Zusammrnliang awiaclicn P a s c a l ' s c l i ~ n  Seclisseiten und R r i  a n  cli O n -  
sclien Secliseckcn in dcm Sinne festgrstellt, dass g c w i ~ s e  Pnnkte iiud 
Linien des einen gewissen Linien und Punkten  des andern d i id  ent- 
apreclien. 

Der  erste Anhang reclitfertigt die vom Verf. fiir dio Determinantcn- 
form 

(%,kr -ni,kl 

gebrauchte Renenniing ,, congruente Determinantc '' gcgen einen Einwurf 
des Unterzeichneten. Man wird Herrn S c h l e g e l ' s  Gründen,  die sicli 
auf d r n  geomctrischen Uriterscliied zwisclien symmetrischen iind con- 
grucntcn Figuren stiitzen, die Bcreclitigiing nicht abstrciten konnen; 
allein d a  nffrnhar angesiclits dar mancliei.1ei für dicse , , l iélcrniinnt~/.~ 

g m r l i r s  syvzP'iriql~es" in Deutschland gebraucliten Namcn (scliicf, sym- 
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metralL' u. 6. W.) gerada kein 13edürfniss zur Erweiterung der Nomen- 
clatur vorliegt, so scheint uns  die Einführung eines neuen Kunstaus- 
druckes a n  sicb niclit wiinsclienswertli. 

Im eweiten Anbang ist von einem Algoritlimus die Rcde ,  welclieri 
il. L i p s c l i i  t z  im 91. Bande der ,, Comptes rendus" entwickelt hat ,  um 
ails ihm glciclim&ssig die Quaternionenrecliniing und die Tlicoric d r r  
cornplexen Zalilen abzuleiten. E s  werden Bezieliungen zwischen 1, i p - 
scl i i  t z '  ,, I'rirnitivzeichen L L  und G r  a s  s m a n n ' s  allgemeinen Eiutieitcn 
und Einlieitr;producten nrmittelt. 

An dritter Stelle begegnen wir eirier interessanten Erorterurig der 
liiularig reclit unklaren A ~ i ~ e l r g e r i h e i t  Cauchy -St. Venant-Grassmann. An 
dem Andenken des Ersteren war stets der scblirnme Verdacht hal ten 
geblieben, eine Sendung des deutschen Rlathematikers todtgeschwiegen 
utid gleichwohl aus derseltten den  Stoff zu scinen ,, Clef's algébriques" 
eiitnommen zu haben. Nach neueren Forschungen, wozu einige erst 
kiiizlicli ncu anfgcfundene und hier abgedruçkta Originalbriefe den A n -  
stoss gegeben liaheu, glaubt der VerS. obigen Verdaçht jedoch niclit mehr 
aufreclit erlialten zu dürfen,  vielinehr ersçlieint ilim die Annalime am naçli- 
sten z u  l iegen, dass wirklich die franeosischen Forscher oplintu /ide i n  
einxelnen Punktcn mit G r a s s m a n ri's Ideen sicb begegneten. Steht  es 
doch fest,  dass S t. V e n a n t  Bogriffe und  Bezeichnuiigen heniitete, die 
vun G r a s  srri a u  n brreite im J a h r e  1840 verweudet,  durcli den Druck 
aber erst volle 37 Jal i re  spater bekannt  gemacht worden s ind ,  so dass 
also hier eine zweimalige Erfindung mit Nothweiidigkeit angenommen 
werden muss. 

Endlicli giebt uns Her r  S c h l e g e l  nocli ein selir darikeriswcrtlies 
,,Veraeicliniss von Arbeiten, in welcben Metlioden der Ansdehniingslelire 
beriützt oder crortert sind". 1)asselbe u m f a ~ s t  von K y  s a e u s  (1850) birr 
ï u  L i i e r o t l i ' s  Meclianik (1881)  20 Numrnern. Beigefügt muss dernsel- 
tien rioçli werden der im 92. Bande  des B o  r c l i a r d  t'sclien Journale 
publicirte Aufsatz von C a s  p a r y über gewisbe in de,r Kegelschnittslelire 
vorko~nrnende Deterruinanten. In dcrnsdberi wird einc liailie von Siitzen 
von Hu11 y a d  y ,  M e r t  e n s und P a s c l i  überraticlieud einf'açli aus den 
(:ruudlebren G r  a s  s ui a n  n ' s I~ewiesen , sa dass dies8 Abliaudlung sich 
als eine wertlivollo Erganzung der S c h 1  ege l ' sc l i en  darstcllt. Bcide 
mogeu allseitigcr Beachtung anernpfohlcn sein. 

A n s b a c l i .  Dr. S. GÜNTHEK 

Die theoretische Hydrodynamik, naçh dem Gange i t ~ r e r  Entwickeliing in 
der  nouesten Zeit in Kiirze dargestellt von Dr. FELIX A U E R U A C H ,  
Privatdocent an der Universitat s u  Breslau. Von dem k. venetia- 
nisclieuInstitut der Wissenschatteu g e  k r 6  n t e  I J r e i r ; a c h r i f t .  1881. 
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E s  ist dern Verfasser gelungrn,  in diesern nur  150 Seiteri starken 
Werke  die Entwickelung der  IIydrodynamik in dcn letzten 30-40 Jalireu 
zwar in gedrangtar, nur  des wirklich Bedeutungsvolle iris Auge fafisendrr 
Kiirze, aber mit grosser Klarheit und Scharfe der Darstellung zu be- 
sclireiben. Ausführlicbere Behandlung karin natürlich niir dem priiicipiell 
Liervurrageudsten zu Theil werden, atier durcli kiirzere Notizeri urirl 
liauptsaclilicli dnrch zahlreiche Literaturangaben findet aucli das minder 
Wichtige Beriiekeiçlitigung. I las  Buch muss als hriclist geeignrt zur 
Orieiitiruug übcr den heutigen Stand der Wissrnscliaf't bezeichnet wcrden 
und  dürfte insbesondere Studirenden die bestcn Dienste leisten. 

Uer Verfasser zerlegt ,seinen StoE in drei Haupttheili:. Uer erste iat 
den G r u n d g l e i ç h u n g e n  f ü r  d i e  B e w e g u n g  i d e a l e r  F l ü s s i g -  
k oi t e n  gewidmet. Der Anfstellnng der  G r ~ n d g l e i c l i u n ~ i ~ n  in der E u l e r  - 
schen und der L a g r a n g e ' s c h e n  Form und dcm Hinweis auf die von 
der lctxteren gebotenen Vortlieilo folgt eingeliende Uesprechung der 
'i'ransforuiationen, welche diese Gruudgleicliungen erf'aiiren liaben. Hieran 
sclilietist sich die fundamentale Frage  der Zerleguug der Flüssigkeits- 
bowegung nnd  ihre Lt js i~ng durcb H c l r n  h o  1 t a  und durçli R e l  t r a m i ,  
sowie Uemerkungen über dio Eigcnschaften des Geschwindigkeitspoten- 
tials, dessen Existenz vorausgesetzt wird fiir die drei ersten Problorne, 
welche im xweiteu 'I'lieile zur  Behandlung konirricn. Dicselben siud: 
1. S t r b m u n g  u n d  W e l l e n b e w  e g u n  g (unter Voraussetzung stationarer 
Hewegung); 2 . A u s f l u s s n n d  S t r a h l b i l d u n g ;  3. G e m e i n s c h a f t l i c h e  
B e w e g u n g  f e s t e r  u n d  f l ü s s i g e r  K o r p e r .  Den viertcn Absclinitt 
[les zweiteri Tlieiles bildet die T l i e o r i e  d e r  W i r b e l b e w e g u n g e n .  
Uicscr xweite 'i'lieil ist der  Natur  der Saclie nach der urnfarigreicliste 
des Buches, insbesondere irn dritten und  vierten Abfichnitte; wir miisseii 
darauf verzicliten , Details zu geben , und tiesçhranken uns ,  ausziigsweise 
arizuführen, dass bei Besprechung der Contraction von Fliiseigkeitn- 
stralilen die von Hclm h o l t z  und  K i r c b  h o f f  angewandte Metliode der 
alinlichen Abbildurig ausf'ülirlich dargestellt wird; ebenso irn dritten Ab- 
sçhnitt  die relative Bewegung einer Flüssigkeit und eines Botationtikor- 
pers, dessen Axe stets in derselben Ebene ist (Losung von K i r c h h o f f  
mit Ziigrundelegung des H a m i l  ton ' schen  P r i n c i p )  ; ferner finr1t.u wir 
hier die interessanten Forscliungen von K i r  c h  11 o f f  und R j c i k  n es 

iiber zwei Korper, be,z. viole Kugeln ,  die sicli in einer Pliissigkeit be- 
wegen, und im vierteu Abechriitte die Arbriten von H e  l m  11 O l t z ,  K i  r c h  - 
h o f f ,  B e l t r a m i  u. à. W . ,  sowie interessante Specialfalle der Beweguug 
voii Wirbelfaden nacli G r o ti l i  und K i r c h h o f f .  

Der Untcrschied der tlieoretisclien Ergebnisse dcs zweiten Thciles 
und der Erfalirung giebt dem Verf'asser den Ucbergang m m  dr i t tw 
Haupttlicile: T l i e o r i e  d e r  R e i b u r i g  d e r  E ' l ü s s i g k e i t e n .  Nacli tlico- 
retischen Vorbereitungen , die Aufijtellung der  Bewegungrcgleiçhungeo 
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durch N a v i e r ,  P o i s s o n ,  d e  St. V e n a n t ,  S t o k e s ,  O. E. M e y e r ,  
S t e f a n  und K i r ç h t i  o f f  betrefknd,  weiden cinigc bis jctzt gcloste spe-  
çielle lJrobleme ziemlicli ausf'ülirlicli behaudelt (I 'eudclscliwi~i~urigeu einer 
Kugel und einer k re i s f 'o~rn i~en  Süheibe in einer Fliissigkeit, Ltitzteres iris- 
besondere mit Rücksiclit auf die Bestimmung der Reibungsconstantrn; Be 
wrgung eines Ellipsoids; I'cndelscliwingungen einer mit Flüssigkait gefüllteii 
Llolilkugel; Strornung reibendcr Flüssigk<iiton dure11 eylindrisclia Rolircn). 

E s  sei noch hesonders liervorgehoben, dass der Verfasscr stcts die 
sich tifters bietende Gelegenlieit lieuiitzt, um auf deri inriigen Zusaruine~i- 
Iiang liydrodynamisclicr und elektrodynariiisclier I'rolilcme liinxuweiseri. 
Ebenso ist die fortwalircn~le LZetcinung p r i n c i p i c l l e r  F o r t s c l i r i t t e  
der Wissenschaft und ihre süliarfe Trenriiing vom Nebensaçliliclicn ~ e l i r  
zu rülimcn. UIETKICIJ.  

Parabolische Logarithmen und  parabolische Trigonometrie. Eiiie ver- 
gleicliende Untrrsucliung von Ur .  S I E G N U N D  G Ü N T I ~ E K ,  l'rofessor 
arn K.  Gymnasium E U  Arisbach in Hayeru. Leipzig, 1)ruck und 
Verlag von U. G.  Teubner. 1882. 

l m  XXVI. Bande dieser Zeitschrift, histor.-literar. Abtlilg. S. 98 biéi 
104,  liaben wir Herrn G ü n t h e r ' s  ,,Lelire von den gewtihnliclien und 
verallgemeinerten Hyperbelfunctionen" besproclien. l l a s  5. Capitcl jencs 
Iliiclies: ,, Anwenrlurig der Hyperbelfunctionen auf Fragen  der  Geonietrie 
und matlir.mntischen I'hysiktL, stelltc auf 3116 Seitcn fast den vierteu 
'i'heil des ganxeii Bandns dar. Die weitere, ~ e c l i s  L)ruckliogcn starke 
Abhandluug, welçtie uus  lieute vorliegt, ist etwa als Anhang zu jonem 
5. Capitel zu betraclitcn. Wer  junes Werk  besitzt, wird verniutllicli 
aucli die neue Sçlirift siüli anscliaffen; wer dicse lesen will, muss Vor- 
kenntnisse sich erwerben, welche i n  dem alteren Bande vereinigt sind, 
welche aher allerdings auch der neuon Sclirift und zwar in iieiier E n t -  
wickelungsweive zu entnehmen sind. 

Die Hauptquelle, aus welclier l i e r r  G ü  n t h  e r  deu Keirn seine6 
Stofïes entnahm, hilden uunmehr bereits an 30 J a b r e  alte, aber in Deutseli- 
land fast unbekanut  gebliebene AufsBtze des Englanders J a m e s  B o  o t II. 
I)ic gesdiichtliclien h'eigungen des Verfassers führtm ilin natiirgomass 
d a m ,  derartige Gegenstandc, wir wollen nicht sagen aufausucheu, aber 
aufzufinden, und es bildet dann ein weiteres kennzeichnendes Merkrnal 
seiner Forschungsweise, den Gegenstand dadurch abzurunden und ihm 
eine mehr als nùr  scheinbar neue  Gestalt z u  gehen,  dass e r  verwandten 
IIestrebuxigen i n  den von einander entlegensten Zeiten nachspiirt und 
das unbcwusst oder bewusst Cremeiosame in den Arbeiten verschiedcner, 
einander gegeuseitig oft unbckannter Scliriftsteller horvorziilieben weiss. 
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1 8 4  Historiscli- literarische Abtlieilnng. 

Heute  nimmt c r  seinen Ansgangspuukt von dein, was e r  C u r v e n -  
A n  a10 g i e  nennt ,  d. h. Vergleichungen von Raumgebilden, deren Aus- 
dchnungcn in gegenscitigcr Beziehung stehen. Wcnn er zucrst N i k o n ,  
einen l'ergamenier von durchaus unbekanntcr  Lebenszeit,  uns  nennt ,  der 
in einer Inschrif't den Satz rühmt,  dass ein Würfel und  dessen Innen- 
kugel Oberfliiclien und Volumina proportional besitzen, so hatte er aucli 
des H y p s i k 1 e s  gedenken konnen , der  im 4. und 6. Satze seines Buches 
von den regelmassigcn Korpern Gleiches von dom D o d e k a d e r  und dcm 
Isokaeder aussagt,  welche der gleichen Kugel eiribeschricben sind. Er 
liatte auch die Gedanken seiner Leser auf die Satze hinlenken konnen, 
welche selbst durch melircre Jahrhnnderte  sich entwickelnd ürnfang uud 
Inhal t  eines regelmassigen Sehnen - wie Tangenten - 2 n  - Ecks zu den 
g l e i ç h ~ n  an den n - Ecken gemessenen Grossen i n  Reziehung setzen. Doch 
diese Satze mogen zn denen zahlen, a n  welchen der  Verfasser absiclit- 
lich mit den Wortcn vorübergeht: mit Leichtigkeit liessen sich nocli 
zahlreiclie andere Belege. für die Existenz einer solchen vergleichenden 
Gcometrie beihringen; ein wirkliches holieres Interesse gewinne dieselbe 
jedoch erst dann ,  wo sie die  Curvenlrhre erreiche. Mit Recht wird hier 
die sogcnannte symliol izu~io spirulis el pairtbolue a n  die Spitze gcstcllt, 
welcho G r e g o r i u s  a S t .  V i n e e n t i o  erdachte und  in seinen in Rom 
gehaltericn Vorlesungen zuerst hekannt maclite, worauf C a v a l i e r i  dou 
gleichen Gegenstand mittels seiner Indivisibilien bearbeitete. E s  handelt 
sich dabei um die Flachenraume, welche dnrch eine Parabel und gerade 
Linieu, sowie durcli eine Arcbimedische Spirale und  eine Gerade be- 
grenzt sind, und welche unter gewissen Voraussetzungen für die Con- 
stariten der beiden Curven einander glciçh sirid. Bo b e r v a l  und P a s c a l  
vcrglichen alsdann , wie IIerr  G ü n t h e r weiter berichtct , 13ogenlangeu 
eben jener  beiden Curven. Unter den Schülcrn des G r e g o r i u s  a 
S t. V i n  c e n  t i  o in der Aufsuchung gleicher Quadraturen versc l~ ied~ner  
Curven oder vielrnchr - denn darin liegt der  praktische Wer th  dieiier 
Illethode - in der Aufsuchung neuer Curven von gleiclier Quadraliir 
mit einer gegehenen, aber unmittelbar niclit leicht qnadrirbaren Curve 
vermissen wir L e i  b n i  t z .  I n  den Acta eruditorum von 1691 pag. 438 
(abgedruekt in  der  durch C. J. G e r h a r d t  auf Kosten der Berliner Aka- 
demie veranstaltcten Ausgabe der  mathematischen Schrifter Leibnitzens, 
Bd. V S. 257, aber irrig als aus den Acta Erudit. von 1692 bezeichnet) 
sa@ L c i  b n i t z ,  er hahe 1672, fast ein Fremder a u €  dem Gebiete der 
feineren Geometrie, in Paris  C h  r i s  t i a n  H 11 y g e n s  kennen gelernt, 
einen Gelehrten, welchem nachst G a l i  l e i  und  L) e s  c a r t  e s  snwohl die 
Wissenschaft , als e r  p ~ r s o n l i c h  am meisten verdankc. ' L e i  b n i t  a falirt 
fort: ,, Huius c z m  legerem librilm de Iloroloyio Oscillulorio, adiurigrrernyue Dei 
toizvillaei (i. e.  Pascal i i )  Epis tolas ,  et G r ~ g o r i i  n S. vincenlio o p u s ,  stibilo 

lucem hnusi el nzihi el nliis p ~ o y z r e  qui me itr his nooum nor-nrrl iricxpeclal<rni, 
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yuod m o x  speciminibzcs dalis ~ s l e n d i . ' ~  Allerdings ha t  er in einern andern 
Aufsatze von 1683  ( G e r h a r d t '  sclie Ausgabe V, 232) auch gesagt: ,,Coin- 
minisccbac frinngirlum , qitod in omni citrvn voca~l i  churncierisiicu cujus lnli!s 

csscnl . . . qitrti~liloles dif lerenfiales:  itnde stntim innurnera theoremula nul10 negcilio 
condebarn, quorum purlem poslea apud  G w g o r i o s  et Bnrroviicm tlcprehenrli." 
Diese Stelle hat te  wohl C h a s l e s  im Auge,  alu er in seirier Gescliiclitc 
der Geometrie (deutsche Ausgabe S. 87) bemerkte, L e i  b n i t z  moge durcli 
die Retrachtung der Figiiren in  dern MTerke de8 G r  e g o  r i u s  auf sein 
ails nnendlich kleinen Linirnelementen gebildetes ~rircngzilirm rharacnleristi- 
cum geführt worden sein. Wir sind nicht ganz dieser Meinung. Oline 
das Gewiclit der Stelle von 1683 zu verkeunen,  legen wir doch aucli 
rinigen Naclidruck auf die i n  den sicbziger .Jaliren durcli 1, e i b ri i t z ver- 
fassten Abhandlungen, um die Stelle von 1691 riclitig zu verstehen. 
Ilann erkennen wir aber, dass es mindestens auch die Ciirven - Analogie 
ist, nm dieses von Her rn  G ü n  t h e r  eingeführten nicht ungecigncten 
Wortes uns  zu bedieuen, welche L e i b n i t z  zn Anfang der  eiebsiger 
Jalire i n  deru Werke des G r e g o r i u s  kennrn  lernte und  welche e r  sofort 
in wirktiamster Weise verwertliele. I n  Paris  schrieb bekanntlich L eili  - 
nitz die Abhandliing Quadratura Arithmetica, welche 1675 vollendet in  
diesar ersten Gestalt uie veroffentlicht worden ist. E in  Auszug ails der- 
selben, Compendium Quadraturae Arithmeticae, vielleicht um 1678 oder 
1670 angefertigt, fand sich unter den  L e i b n  i t z '  schen Handschrif'ten 
iu Haririover vor. E r  ist  i n  der sclion erwahriten G e r  li a r  d t'ficbeu Aus- 
gabe aligedrnckt Bd. V S. 99 -112, und anf ihn verweisrn wir unseie 
Leser, insbesondere auf Propositio 7, S. 100 --101, wo klar und deutlicli 
ein Sector, welcher dnrcli eine Curve und zwei von einem P u n k t e  a u s ~  
gehende Leitstrahlen begrenzt is t ,  seiner Flache nach mit einem gemisclit- 
linigen Paralleltrapeze, dessen eine Seite eine ueue Curve (figura rescc -  
tnrum d e r  curon nova)  i s t ,  verglichen wird. Andere Stelleli auR Ver- 
~Ecntl ichungen der  J a h r e  1684, 1686 ,  1693 vergl. i n  eberi jenem 
Bd. V S. 123, 228, 299. Wir  unterlassen es ,  Herrn G ü n  t h e r  aiiF seineri 
weiteren Streifzügen durch das Zeitalter der sich ausbildenden Infinitesi- 
malrechnung eu begleiten, verweilen auch nicht mit ihrn bei den ideen- 
reichen, aber  unriclitigen Arbeiten von B r e n  d e 1, sondern kominen sofort 
zu J a m e s  B o o t h .  

Ilieser Schrif t~tei ier  bescliaftigte sich vielfach mit eirier Curve dritten 
- 

Grades, welcher er den von Herrn G ü n  t h e r  übernommcnen Namen der 
l o g o c y k l  i s  c h e n C u  r v e gab, wiihrend franzosische Gelchrte die gleiche 
Curve als S t r o p h o  i d e zu behandelu gewohnt waren. Ih re  Gleichung 

n. C O S  2 e 
ist (x2 + y" (2u  -x) = u% oder in Polarcoordinaten Q = -- Sie 

c o s 0  

besitgt eine Schlaife, an welcher ein Doppelpunkt, von dem aus zwei 
symrnetrisclio Zweige ins Unendliclie sich erstreckeu, nnd ein Scheitel- 
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186 Historiscli - literarische Abtlieilung. 

punkt  von eelbst erkennbar sind. F ü r  die angegebenen Gleichungen 
dient der 1)uppclpiirikt als Anfiiiigspurikt der Coordinaten. Verle@ man 
dagrgeri dcn Anfangspunkt nach dem S chcitelpunkle der Ciirve und fiilirt 
die Hilfsgrosse 71 durcli die Keniierii der 1,elire von den IIypeihelfiinc- 

O .  
t ionen gelaufige Gleicliiing t a q  = k i r i g -  ein, so wird die L'olai.gleicli- 

2 2 
ung r = a(c08u + f l l ~ u ) ,  .Jeder vorn Scheitelpuukt ausgehende Leilstralil 
sclineidet die Curve in  zwei xusaoimciigeli6rigen I'unkten. Die Normaleri 
au znsarnmnngeli6rige I'unkte sclineiden sich auf einer I'arabel, der so- 

genanntan adjungirten I'arabel, dercn Beziehungen zii der logocyklischen 
Curve uellist rnit l l i l fc  der Hyperbelfunctionon enthaltenden Gleicliuug 
eutwickelt werden. Diese Uemerkung sol1 n u r  in  aller Kürze verstiiud- 
lich inaclieii, was dia Einleitung über Ciirvenanalogie und die in  einem 
2. Capital zusamrnengefassten Haupteigenscliaften der Hyperbdfurictionen 
bezweckt. Auf die angedeuteten Ucziehungen nalier einzugeheri unter- 
lassen wir, iiidcrn wir aiisdrücklich auf die G ü  n t h cr 'sclie Schrift Lin- 
weisen. Uie 1Jetic:r dersellieu werdcn sic11 überzeugen, dasti die hier voll- 
zogenc ICiiiiüliruiig von IIyperbelfiinçtiurien niclir als ein blusser liech- 
iiuugsbe!i~lf ist und dass es Herrn G ü n  t h  e r mittels ilirer golurigen ist, 
syrnbolisclie Formeln von U o o t l i  in wahre Gleicliungen umzusetzen. 

Dr. Kuitu LASSWITZ,  Die Lehre von den Elementen wiihrend des Ueber- 
ganges von der  scholastischen Physik zur Corpusculartheorie. 
l1rograrnin des lierzcigl. Gymriasium Ernelitiniim zu Gotha auf' 
Otitein 1882 (Progr. Nr. 679). 4'. 21 S. 

1)ic pliysikalischen Grundanscliauungen von deru Welreri der Materie 
siid dweri Zu~amxnensetzung bat im Laufe der Zeiten violfacli gewcchselt. 
Alle diese iii eirier Zeitepoche vorgekommeneri Wandliingeri aufzeichnen, 
Iiicsse eine Geschiclita der I'liyfiik und  der Chemie in den beiden gemeiri- 
samcu Tlieilen wahrend der  betreffendcn Periude nicdersclireiben, und 
mit einem solchen weit ausgreifenden Plane scheint H e r r  L a s s w i t z  
etwa für die Jahrliundeitc von L i o n a r d o  d a  V i n c i  bis L e i b n i t n  sicli 
zu tragen. E i n c  erste Probe,  zuglcich einen ersten Beweis seirier Be- 
fiiliigiing mi derartigen Forschiingen Iiat der Verfasser in der Viertel- 
jalirsschrift f'iir wissenscliaftliclie Philosophie III,  408 - 434,  in der Ab- 
liandlung , ,Die Erneuerung der Atomistik in Deutschland dnrch Uaniel 
Sennert"  niedergelegt, und  was er jetzt als ungemein interessaute Pro- 
grainrnbeilage ver6Eentliclit, ist eiu zweites Musterstück, gleiüh geeignst, 
die Begierde nach dem Genusse des Ganzen zu reizen, welches IIerr 
L a s  s w i t z nns nicht langer vorentlialt.en sollta. Wir sind überzeugt, 
dass es itim niclit schwer fallcn k a n n ,  einen Verleger für die grosfiarc 
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Arheit zu finden, und wiirdcn uns iingemein frenen,  wenu ctwa uusere 
Iiicr ausgrfiprochcnc A n e r k m n u n g  des bis jetzt Gcbotenen ilirn das Siiclieri 
nocli erleichtern konnte. Die  heute uns  vorliegende Prograrninabliand- 
lung bezeichnct durch ihre Uebersclirift den dariu beh~nr lc l t rn  Gegeu- 
stand mit binrcicliender Scliarfe, die es  üherfliissig maclit, ilin hier uoch 
zu erlautern. Nur  die Persbnlichkeiten nennen wir, deren Ansichten über 

die Rlerncnte der Ktirper qiiellerimiissige Darstelliing finderi. A g r i p p a  
v o n  N e t t e s h o i m ,  P a r a c e l s u s ,  W i l l i a m  G i l b e r t ,  eridlicli v a u  H e l -  
m O n t sind es neben andrren weniger aiisführlich befiandelten Golehrten, 
von deren Arisicliteri pin klares Bild gewonnen wird, Maniier vuu I~alin- 

brcchencler MTii.ksamkeit auf veischiedenen Wissensgebietrn, von der 
praktisclien Arzneikunde bis zur  speculativen Philosophie, so dass nucli 
ein Interesse an n e r r n  L a s f i w i t . ~ '  k'orschiingen hei 1,esern der ver- 
scliiedensten Berufszweigc ein durchaus gereclitfertigtes sein wird. 1st 
es uus gestattct,  unserer Anzeige noch eiue leise Malinung an den Ver- 
I'asser beizufügeri, so bcstelit d i w e  dariu: e r  rngge sicli rnit den Uriter- 
sucliungen bekannt maclien, welclie I Ierr  K o p p  in dern 3. Stücke sciner 
Hcitrage zur Geschichte der ChCrnie ( R r a ~ i n s c h w e i ~  1875) un t r r  deni 
'i'itel: ,, Ansiclit8n über die Auf'gabe der Chernie und über die Griind- 
bestnndtlieile der K6rper bei den bedeutenderen Cliemikern von Gober 
I i i ~  G. E. StalilLL veroffentliçlit hat. CANTOR. 

Arithmetik und  Algebra nebst einer Geschichte dieser Disciplinen, f'ür , 

Gymnasien und Mealscliulen bearbeitet von E. UI . : I~UOLD,  I'rof'esoor 
am Gymnasium iri Freiburg i. B. Karlsriilie, Verlag von ii. Reutlier. 
1881. XXII, 200 S. 

,,L)ic nachfite Veraniassurig zur I l e r ~ u s g a b e  dieses Huches" - mit 
diescn Worten beginnt die Vorrede - ,,war die Absicht, den Scliülern 
einen kurzcn Abriss der Gcschiülito der beliandeltcn Disciplinen z u  geben, 
mie e r  in unserer Zoit auch für mathematische Lehrfaclier niclit mehr 
fehlen sollte." Referent braucht niclit erst zu sagtw,  mie sehr diese 
Ansicht von ihm getheilt wird. Nur Eines ist allerdirigs notliwendig: 
dafis der Abriss ,der Gcschichte aus guten zweiten Quellen gefichnpft sei, 
vorausgesetzt, dass der Verfasser niclit bis su den ersten Quellen selbst 
auffiteigen konnte oder wollte, was in der T h a t ,  um von anderen Grün- 
den abzusehen, schon als vie1 xu zeitraubend nicht jedermanns Sache 
sein kann. Nun erkliirt aber Herr  B e r  g o  l d  am Schlusse der Vorrede: 
,, Fiir den Gcschichtsahriss wnrden folgeridc Werke  banutzt : K a s t n e r ,  
Geschichte der Mathernatik (1796); K l ü  g c l ,  Nathematisches Worterbuch 
(1803flgg.); S u  t e r ,  Ge~lchiclite der mathematifichen Wissenscliaften (1 873). 
Auch Iiat eine sçliatzenswertlie I'rugrarumarbeit , 'l'r c u t l e  i n ,  Die Ge- 
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scliiclite unserer Z~li lenzeichen n. S. W. (1875),  wesentliche Dienste ge- 
leistet." Im August 1881 kennt  und  benützt der Vcrfasser wedw T r e u t -  
1 e i  n ' s  spztere Abliandlungen Ueber das Rechnen im XVI.  Jalirbundert 
(1877) und Ueber die deiitsche Cos6 (1879), noch irgend eine der niclit 
ganz seltenen gescliiclitlicli-matliematischen Scliriften von C u  r t z e ,  I" r i e d - 
l e i n ,  G ü n t h c r ,  H a n k e l ,  M a t t h i e ~ ~ e n  oder d ~ r n  l<efereiiteri, um riur 
einigo dentache Namen von selbststandigen Forscliern zu nennen! E r  hat 
die mannigfaclim Unter1asr;ungssüiideri durcli cine einsigc' Unterlassungs- 
t u p n d  zu milderu gewusst. Her r  D e r  g o  1 d liat wcriigstens Ii 6 f e r ,  
Histoire des rnathcimatiqucs (1874),  niclit beniitzt, sic11 alsu die in  riiesern 
Uuclie ciitlialtenen Felilor nicht angeaignet. CANTOR. 

Lehrbuch der Planimetrie, mit Rücksiclit auf W O c k e 1' t; Samrnlurig gco- 
metrischer Aufgaben neu bearbeitet von 'l'ri. E. S C F I R O E D K R ,  PI.(I. 
fessor der Mat l i~mat ik  und l'liysik am konigl. Gymuasium xu 
Nürnberg. I I I .  A u f .  der Planimet,rie von FISCITER. Mit 6 Fign- 
rentafeln. Nürnbcrg 1882 ,  Verlag dcr Fiiedrich .Korn'schen Ducli. 
liandlung. V I I I ,  288 S. 

l l s s  uns iinterbreitete Buch ist ein Schulbucli, d. h. für den unmit- 
telbaren Clebraucli d ~ s  Scliülers bestimmt, wenn aiich die  Leitnng des 
Lolirers, wic irnmcr, vorhelialteri und ihr ein gewisser Spielraum ühcrlassen 
bleibt. Das Bucli sc t s t ,  wie der Tite1 es  auch ausspriclit, die Mitbenutz- 
ung  eiiies auderu Bl~clieli voraiis, der gleichfalls durch Herrii S c  11 r o e d  e r  
lierausgegebeuen, urspriinglich W Gckel ' schen  Geometrie der  Alten, in 
einer Sammlung von 850 Aufgaberi. Mit diesen beiden Bemerkungen 
ist dcr Maassstab gageben, welcher anzulegen ist. Wir  haben zu fragen, 
ob dcm Schüler niclit zuviel zugetraut werde, und haben,  denken wir, 
diese Frage  mit Neiu xu bearitworteri. LIcrr S c  lir o e d e r  setzt allerdirigs 
denkf'aule Scliüler niclit voraus,  aber das sol1 der Rlathematiker aiicL 
niclit; und  wenn e r  ebensowenig auf einen faulen Lehrer reclinet, so 
stimmen wir erst recht damit üherein. Wir  selbst m6chtcn, wenn wir 
Knaben au  - untcrrichten hat ten,  keines Buches uns bedienen , welches 
uns iiberflüssig maclite. Der  W e g ,  auf welchern die Planimetrie hier cnt 
wiçkelt ist ,  s t i~nmt  soviel als moglich mit  dcm der Alten überein. Ue- 
weise, deren Erfinder Jalirtausende vor uns lebten, werden liaiifig thcils 
vollfitandig angegaben, theile angcde.utt.t. Dass wir auch damit uns ein- 
vcrstandcn erkl#reri werden, bedarf kaum der Erwahniing. 1st docli 
jndes g~scliiclitliche Datum ein Ruhrpunkt  für den Geist und eine An- 
rcgung für das Intcresse, und insbesondere der Grieche ist dem mit 
klassischer Speise genalirten Gymnasialschüler ein heimathlicti bekannter 
Entdecker. Wenn wir a n  der A r t ,  wie Her r  S c h r  O d e r  seine gcscliiclit- 
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lichen Bemerkurigcn einfliclit, eine leise Ausstellung uns gestatten moch- 
ten,  so bezieht sic11 dieselbe, so wunderbar eine solclie Beniangelung 
klingen rnag, auf die angstliche Gewissenhaftigkeit irn Anfiilireri jiingeter 
QueIlen. Was  gelit es den Schüler a n ,  ob  die Bemerkung, dieser oder 
j m c r  Satz rülire von diesem oder jenem Entdecker licr, von B r e t -  
s c l i n e i d e r ,  F r i e d l e i n ,  G i i n t h e r ,  dem Referenton il. A. gemacht 
worden is t?  Vor ihm will doch Her r  S c h r o e d e r  sich weder reclitferti- 
gen, noch der  Verantwortliclikeit für die geschichtlichen Ueliauptungen 
entladen. Lelirern gegeni ib~.r  konnte aber eine golche entlastende Be- 
rufung füglich iri der  Vorrede ausgesprochen werden. I m  KDrper des 
l~iiclies, wo uns  S. 29, 41, 54 ,  56, 65, 80, 97, 131, 137, 149, 171, 160, 
237 ~ o \ c h e  Verweisungen aofgefallen s ind,  konnen sir, nacli unserem 
1)afürlialteri p%hgogisch riur scliadlicli wirken, im günstigsten Falle iitier- 
flüssig sein. CANTOR. 

INustrirtes Han&-  und  Eilfsbuch der F lachen-  und  Korperberechnnng. 
Für den  Scbul-  und Selbstiinterriclit bearheitet von LI. S C ~ ~ I ~ B E R T ~ I ,  
r,eIirer an der s t#dt  Gcwcrk-  und Souniag~sctiule in Sicgen. Mit, 
150 vollstandig bereclineten, der Praxis entnornrneneu Anfgnhrn 
und 177  F i g u r t ! ~  auf 9 littiogiapliirteri 'i'afelri. Berlin 1S81, V r r -  
lag von J .  IIorrwitz. 163 S. 

Der Verfasser steht mit. den Wortrn sciner Vorrr.de in einigcm 
Gegcosatee zu drm Tite1 des Buches. Dort mcint er, die vorlicgcnde 
Arbeit konne mit grosfitem Vortheile dern Unterrichte in der bere,clinon- 
den Geometrie als Grundlage uud dem Lelirer zur Vorbcreitung fü r  seirio 
Unterrictitsstunden dienrn,  hier riennt sic11 das Buch f'ür den Schiil- und 
S~lbstunterr icht  bearbritpt. Wir  glauban, dass das Vorwort die Absiclit 
mit grnsserer Treue  ansspriclit. Herr  S c  h 11 b e r  t h liat für den Lelirer 
grschriehen , nnd zwar für den Lelirer an eincr Gewerbcschule, der 
Scliüler zu unterricliten h a t ,  walclien die Sprache der Baugcwcrbe und 
dt:r praktisçlien Mascliinenlr.tire g(.liiufig ist ,  und welclieri Aufgatieri von 
mitunter nicht sofort einleucliteiider Auf'lijsung im Leben sclion vor- 
gekommeri sein rniigen, ilinen so das Interesse an einer Wissenscliaft 
riijffnend, welche vom einsig tliaoretisclien Gesiclitspiinkte aus kaiim Yer. 
mijclite, ihre Aufmerksamkeit zu fcsscln. Der  Lehrer cinar solclien An- 
stalt wird aus dern Gange des S c h u b e r t  h 'schen Buelies Mancherlei fiir 
mine Zwecke sic11 aneignen konnen,  Manches wird e r  aiicli naclisiclitslos 
lieseitigen miissen. So x. B. wird e r  niclif I I y p o t h e ~ i u s ~ ,  sondein riclitig 
IIypoteniisc sclireiben lassen, so oft das !\'art vorkomint; e r  wird S. 43 
niclit 1 + c o s  A = 2 cos24 8 setzrn unil (laiin R fortwalircnd gebraiiclieii, 
sondrrn von 1 + c o s A  = 2 cos". A die riiitlii(;e Anwendung rnaclien ; er 

wirrl niclit mit S. 4 8  sagen, ein Ar i t ip~ra l l~~log iamm sri  dasjeriigo Paral- 
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lelogramm, bei welchem die Seitenlinien von gleicher Lange und unter 
gleichen Winkcln nach entgcgcngcsctzter Richtung gencigt s ind;  ebcnso- 
wenig wird er mit S. 88 von doppelt gekrümmtcn Flachen reden und die 
Kugelflache als solche bexeichncn, weil ~ i c h  auf derselben in keiner 
Kichtung eine gerade Linie ziehen lasse; kurzum, er wird bei der Be- 
uutzung des Buches fnrtwahrend mit Vorsiclit verfahren, nm sicli der 
nicht seltcnen Druckfuhler und  stylistisclien Ungcnauigkcitcn xu crweliren. 
Wolil aber wird er bald bemcrken, dass diese Mange1 n u r  verhiiltniss- 
massig geringe sind gegenüber vuri den vortrrlf'lich gewalilten Beispielen 
und  den rneistens sehr deutlichen und  lehrreichen Zeichnungen. E r  wird 
also das Rncli, wie nns scheint,  im Ganzen gern benutzen und auch 
keinen Anstoss daran nehmen,  dass manche Regeln der Langen-,  H a -  
chen -, K6rperausmessung n u r  angegeben und niüht abgeleitet sind. 

Ueber einige Ar ten  der  Aussteuerversichernng, insbesondere die Militar- 
dienstversicherung, von Dr.  au ci us^ Aaiwori. Scparatabdruck 
ails dem Programm des Gymnatiiuins zum heiligen Kreue in Dies-  
den. Ostern 1882. 4'. 46 S. 

Wenn Herr A m t h o r  durch seine im J a h r g .  1880 dieser Zeitsclirift 
abgedruckte Abhandlung üher das Rinderproblem des A r c h i  m e  d e s  sicli 
als unersclirockener Kechner zu erkennen gclgebcn liat,  so hat  c r  in dcr 
uns vorliegeudeu Prograrnmbeilage die gleiche Eigcnscliaft in  erli6litem 
Maasse bewahrt. Der  mathematische Gedanke,  welcher allem mit der 
Tlebensdauer zusammenhangenden Versicherungswesen zu Grunde liegt, 
ist gewiss ain ungemein cinfacher, aber der W e g  von diesem Gedanken 
gleiclier Leistung und Gegenleistung für aile einer Versicherungsc~nsse 
angehorigcn Individucn unter  Reduction aller Summen auf eirien und 
denselben Zeitpunkt und unter Mitei~ireclinung der  erwachseuden Betriebs. 
kosten bis zur Ableitung dcr  ilim entspreclienden Uuchstabenformeln ist 
aclion ein recht miiliseliger, u n d  nun gar erst die Eiriset,zung der durcli 
die Statistik gelieferten bestimmtm Zahlenwertlie erfordert eine Sicher- 
lieit im Reclinen, welche der  Unfelilharkeit naliestelien muss. Grund 
genug für viele Matliematiker, den Fragen praktisclier Walirsclicirilicli- 
keitsrechniing fern zu hlcilrien, und da  anderrmeits zur Prüfung  derarti- 
gcr Reclinungeii immerliin etwas Matlicmatik erforderlicli is t ,  dic den 
Beriiffireclinern meistena fehlt, no ist es doppelt dankenswertli, weiin 
I'ersiinlichkeiten, die in beiden Siittelii gareclit s ind,  sic11 eum allgrmri- 
ncn Wolile opfern. Feh l t  es  doch n e l ~ e n  Vei~siclierungsanstalten anf 
riclitiger Gruridlage auch riiçlit an solclien, wclçlie die IAeiclitgl~ubigkeit 
und U n w i s s e n h ~ i t  zu missbrauclirn gcgriiiidt.t sclicinrii niid deren Scli#d- 
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lichkeit das Publicum, auf dessen absichtliche oder unabsichtliche Aus- 
beutung es hinauslauft, n u r  dem Mathematiker allenfallfi glanbt,  wenn 
es auch ein leichtes Kriterium zur ersten eigenen Prüfung an der IIand 
hatte, darin b ~ s t e h e n d  , dass alle wie immer gearteteu Lebensversiche- 
rungssatziingen falsch s ind ,  welche die Leistungen für eine Versicherurigs- 
classe durcli eine andere mit aufbringen lassen, ohne dass Gegenseitig- 
keit darin stattfande; vergl. z. B. die Satzungen der sogenannten Eeiclis- 
versicherungsbank iu Bremen. 

1)ass Her r  A m  t h o r diesem einfachsten Gedanken unentwegt treu 
bleibt, brauchen wir nicbt erst zn sagen;  wokl aber  dürfte es nicht u n -  
angemessen sein,  auf eine kleine absichtliche Ungenauigkeit hinzuweisen, 
welche den  Gegenritand einer briefliçhen Unterredung zwischeri dern 
Verfasser und  uns  gebildet hat. 

Die Zahl der gleichzeitig Geborenen,  welche zur Militardienstver- 
sichernng sich melden, betrage ao, und  von diesen erreichen G, das rate ,  
beispielsweise a2, das 20. Lebensjahr, rnithin das Alter, in wclchom erst- 
malig die Frage  nach Einstellung in das stehende Heer  oder nacli Be- 
freiung, hrzieliungsweise Ueberwei~ung  zur Ersatzreserve, oder auch riach 
vorlaufiger Zurückutelliing zur Entsclieiduug kommt, eine F r a g e ,  die fiir 

die Ziirückgestellteu bei Erreichung des 21. Lebensjahres in allcn drei 
I J n t e r ~ b t h ~ i l n n g e n ,  bei Erreichung des 22. Lebensjahres mit den beidcn 
ersten Mtiglichkeiten sich erneuert. Die seltenen Pal10 noch spiitercr 
Entscheidung sind bei der Berechnung ausgeschlossen. Die Bedingungen 
dcr Versicherung sind in dem Normalfalle folgende: die t'r%mienzaliliing 
des Versicherten erfolgt jiihrlich bis znm 31. December des Jahres ,  i n  
welchem der V e r s i c h ~ r k  das 20. L e b e n ~ j a h r  vollendetc?. Stirbt der Ver- 
sicherte vor Erreichung der Militarzuit, eo verfallen die gczaliltcn Pr#-  
mien der Anstalt. Die versicherte Summe wird in vier Jahresraten zalil- 
bar mit dcm Augenbliçke der Eiristellung des Versiclierten in  das Heer  
d e r  die Flot te;  sollte der Versicherte innerhalb der gesetzlichen drei- 
jiihrigen Dieustzeit sterben, so ist damit die Zahlungspflicht. der Anstalt 
fiir keinen Theil der versiclierten Summe aufgehoben. Wird der Ver- 
siclierte von dcr l)ienstpflicht bcfreit oder der E r s ~ t x r e ~ e r v c  überwiesen, 
so werden drei Viertel der gezahlten Pramien ohne Zinsm zuriickver- 
gütet. Nirnmt man nuri a n ,  es werdcri dl ,  d,, 4 Versiclierte iui 20., 21., 
22. Lcbensjahre eingestellt und f,, fi2, f, in eben dicsen Jahren  frei oder 
der Ersatzreserve iiberwissen, so baut sich aus diesen Jahren  die Siimmr. 
d ~ r  Tdeistungcn auf ,  z u  wclchcu die VcrsicherungsgeselIscli;ift verpflichtet 
ist. Zwischen den Zahlen c i ,  t l ,  f findet tlal~ei folgender Zusammenhang 
statt. Im 20. Lebensjalire wird über dl niid ri endgiltig hestimmt. Zurück- 

gmtellt werdcn op, - dl - f i ,  von welrlitn % (azo- d, - f,) da9 n ~ c h s t e  
(%l 

Lebensjahr erreiclieii. Ails diesem trifft die Entscheidung 1 4  iind f,, zu- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



192 Historisch - literarisclie Abtlieilung. 

rückgestellt werden (a. 10 - d  1  - f l )  - d2 - f, und von diessn erreichen 
a ~ o  

2 d l -  f l ) -  d p -  f2  da8 fnlgende Lebenijalir, in uelclicm iiber 1 
s ie ,  (1. 11. über $ und f3 entscliieden wird. Mitliin ist 

Die Iiicr auftretenden Brüclie sind nahezu 2 = ] , O 1  und %%= 1,02, so 
('21 

dass sicli ergiebt 
4 + f 2  (13 + f? 

"20 = dl + f i  + 4 +f, + (13 + f 3  + + 50 
Statt dicsar richtigen Wer the  liat I lerr  A m t l i  o r  snlcho (1 und f ari- 
genommen , welche 020 = dl + fl + Ci2 + f2 + d3 + f 3  entspreclirn, hat also 
absiclitlicli die d und f vergrossert. Mit dieser Vergr6riseriiiig wiiçlist 
ri5mlicli ersiclitliçh die Summe der  der Gesellscliaft zugemiit1ieî.cn Leist- 
ungen,  wacliscn folglich auch die Versiclierungspramicn, wiiclist enrllich 
die Snlirlitat der Versiclieri1ngsgcsel1sc1iaft~ das Haiipterforderniiio, aiif 
welchcs s u  sclien ist. CANTOR.  

Aufgaben znm Rechnen mit Systemzahlen von Oberlclirer K A R L  U U N I ~ A T I I .  
I'rogramm des Gymnssiums zu IIaderslc.ben fiir da6 Scliuljnlir 
1881-1882. 4'. 20 S. 

D e r  Verfasser hat gewiss Recht ,  wenn e r  dem vnrtreff'liclien Jo l i .  
H e i n  r. T r a u g .  M ü l l e r  darin beipfliclitet, es ~ e i  im lteclieniinteriiclitc 
darauf s u  acliten, dass niclit das Gedaclitniss dem Verstande vorauseilc, 
und dieseri werde am hesten dadurcli erreiçlit, dass man den Scliüler die 
a n  dekadischen Zahlen erlerriten Operationen an 'inem andcrn Zalilcn- 
systcm auszuführcn nothige. H e r r  H u  n r a  t h  i ~ t  noch ziemlich weit dar- 
iiber hinai i~gegangen,  indem er bestimmte Beispicle an Zalilen schr vrr- 
schiedener, niclit blos eines Systcms s u  rechnen gicbt und aucli clas 
nllgomeine System mit de r  Grnndzalil n in Betracht zielit, alsn eigcntlicli 
sclion algeliraisclie Analysis mit seinen Scliülern treibt. I n  welcher Classe 
e r  die Zeit zu solclier umfassendcn und an sicli vortreffliclien Gcistrs- 
iihung fintlct, hczieliungsw~iso wic rcif die Scliiilcr hercits s ind,  mit wel- 
chen er sic vornimmt, hat  er leider niclit heinerkt. J c d c n f a l l ~  sclirint 
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uns der Vcrsnch intoressaut, und mancher Lelirer, der i b n ,  wenn auch 
wolil in etwas bescheideneren Grenzen,  nachzuinactien wünschen mochte, 
wird sich frenen, in diesem I'rogramm Material zum Voraus gesarnmelt 
au finden. CANTOR. 

Uebungsbuch für  d e n  Unterricht i n  der  Arithmetik und Algebra. Nacli 
der Aufgabensammlung von 11~1s fiir hohere Riirgerschiilen, Ge.- 
werbeschulen, Progymnasien und  Rcalschulen II. Ordnung bc- 
arbeitet von Dr. L o ~ w r c  MATTIIIESSEN , o. 6. Professor der Physik 
a n  der Universitat zu Rostock, früher Professor und Oherlelirer 
der Mathematik und IJliysik am Iionigl. preuss. Gyrnuasium in 
IIusum. Koln 1 8 8 2 ,  bei M. D u  Mont-Schauberg. V I ,  252 S. 

Wenu eiiio Aufgabcnsarnmlnng glcich der von H e i s  bcrcits in  
56 Auflagen Verbreitnng gefunden ha t ,  so verstummt dieser allscitigeti 
Anerkenuung grgenüber jedes Einzelloh, wie jeder Einzeltarlel. Nur eine 
13crn2ngelung sclieint aus dern Kreise der Lehrer an den Scliulen etwas 
niedrigerer Rangstufe laut geworden zn sein,  dass nainlicli für die Süliiiler, 
n~elclie sic zu unterrichten liahen, die H e i s'sche Sammlung docli einiger- 
massen schwierig erscheine, dass es wünschenswertli sei,  die leichteran 
Aufgaben zu verrrielireu ohne die Weglassung jener lioliereri Part ien,  zu 
welchen nur  eino ~ t u f ~ n m a s s i g e r e  Einfülirung liinleiten solle. Die Ver- 
lagsliandlung hat zur  Erfüllung dieses Wunsches sic11 a n  Prof. hl a t - 
t , l i iess  e n  gewandt, siclierlicli an die richtige I'ertioiiliclikeit. Sein 1561 
in 3. Auflage crscliicnener Conimentar zur H e  i s'schcn Sammlung vcr- 
bürgt die genaneste Kenntniss des zu überarbaitenden Werketi; mine  
frülirre 'I'liStigkeit an  ~Iittelscliulen liess iliu die Uedürl'nisse derselben 
aus eigener Anscliauung erkennen;  seine eigenen L ~ i s t u n g e n  auf dem 
Ccliiete der reinen, \rie der angewandten Matliematik konneii als Ge-  
wklirleistnng dnfür dienen, dass cr niclit leichtcr mit seichter zu ver- 
wecliscln der Mann ist. U n d  somit ktinnen wir getrost die  Hotrnung 
:~ussprechen, r s  werde die urngearbeitetc Samnilung ilireri Zweck niclit 
minder erfiillen, als dieses mi t  Jahren  fu r  die ursprünglielie Sammlnng 
sic11 bewalirheitet Iiat. CANTOR.  

Anfangsgründe der  analytischen Geometrie der  Ebene f ü r  die obcrsto 
Stufe der li6lieren Scliiilen und m m  Selbstunterriclit bearbeitet 
von Dr. WILLIAM ABENIIROTH , I'rof'estior am Gyinnasiu~n zurn Iieil. 
ICreuz in Dresden. Mit G8 IIolzsclinitten. 134 S. Le i l~z ig  1882, 
Verlag von S. TTirze1. 

Etwa da6 zelinte Lelirhucli über die gleiclien Gebiete, welclies inner- 
Iialb der lotzlen drei Jalire in  dieser Zeitsdiril't mir i3rsprrcliiirig gelangt 

11ist.-lit. A l i U i l ~ .  c i  Xeitschr. f .  hlatli. i i .  Pligs. X X V I I ,  6. 15 
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i s t !  S ind  die  Herren Verfasser nicht der  Meinung, das  sei etwas zu viel? 
W i r  zweifeln kaum,  dass wir eina meistens zustimmende Antwort auf 
unsere F r a g e  erlialtcn werden;  nur  sind wir ebenso wenig im Zweifel, 
ein J e d e r  werde das Zuviel auf , ,die  Andcrcn" beziehen! Das  hat ja 
bis e u  eiriem gewissen Gradc seine Berechtigung. W e r  immer beim Un- 
tcirriclite das  Lehrbuch eines Andern z u  benutzen ha t ,  findet zuverl2ssig 
M a n g ~ l  darin,  welche e r  vermieden wünscht; schreibt e r  dann selbst ein 
Lehrbuch,  so wird er, wenn e r  objectiv gcnng d e n k t ,  schon hei der 
xweitnn, viellcicht bereits bei der erstmaligen Benutzung erkcnncn,  dass 
er,  jene früheren Mangel vernieidend, andere sich e u  Schulden kommeii 
liess. U n d  die  Moral davon? Die lautet naçh unserem Dafürhalten a lm:  
Es giebt kein absolut gutes Lehrbuch; es gieht heutzutage wenige absolut 
schlechfe; dariim verrneide man die letxtereri und halte sich a n  irgend 
ein beliebiges mittelgiites Buch,  am liebsten an ein und  dasselbe in 
mijglich vielen Unterrichtsanstalten, denn je  mehr ein Buch benutzt wird, 
devto hgufiger folgen sich die  Auflagen,  desto genauer kann  es sich den 
in Xeitscliriften u. B. W. laut geworderien Wünschen entsprechend aiif der 
Rohe des Zeitbediirfnisses halten. 

Wenn wir diesen Mahnruf gegen den  Schulpartikiilarismii~, der nns 
sclion einigc Zcit auf  dem Herzen lag,  ganz zufiilligerweise gerade h i  
Gelegenheit der A b  'n d r  O th'schen Analytieclien Geometric ausstossen, 
so mag der E e r r  Verfasser uns  denfielben nicht verübeln. Nicht gegen 
ihn bcsonders ist er gerichtet. Wir  geben sogar gern z u ,  dass wir sein 
Riicli mit einigem Vergniigen durchlesen haben ,  d a s ~  wir es in  seiner 
Klsrlieit , wclclie wisscnscliaf'tlichcr Auffassung nicht im Wegc steht , fiir 

braiicliharer hal ten,  als manche der  wenige Jal i re  alteren Vetter und 
I3asen; aber  his zur Anerkenniirig der Notliwendigkeit, dam es gesclirie- 
ben werden musste, k6nnen wir uns niclit versteigen. CANTOR. 

A Treatise on the theory of determinants with graduated sets of exer- 
cises for use in colleges aud scliools by THOMAS M U I R ,  JI. A., 
E'. Ji. S. K . ,  matliematical master in the higli scliool of Glasgow. 
London 1882. Macmillan and Co. 240 pag. 

Dieses Ruch,  welches die Vorredc als sogen. fez/-book bezeiclinet, 
welches also die Ucstirnmung ha t ,  den Schülern statt  scliriftlicher Auf- 
eeichnungen ail dienen,  zerfallt in fünf Abtlieilungen: eine Einleitiing 
(S. 5-23) ,  ein Capitrl  über Determin:rriten im Allgcmcinen (8.24-148), 
riri solclins üher T)cterminantcn hesnnderer Art (S. 149 - 227), eine ge- 
driingte gcscliiclitlicli~ Uebersiclit (S. 228 - 234), eridlicli eine Zusammen- 
stellnng der Auflosungen zu den a n  den varschiedenstm S t ~ l l e n  ein- 
gestreuten Uebungsaufgiiben (S. 235-240). 
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Die E i n l e i t u n g  geht von der Definition aus: man nenne  a e k  

+ d h c + g b f -  g e c - d b k - a h f  eine D e t e r m i n a n t e  und sclireibe dafür 
cl b c  
d e f  . Dann wird rückwarts gezeigt,  wie von dem Symbole ausgehend l n  h  * l  

die Determinante tiicli herstelleri lasse, iudem man die positiven Glieder 
von der Diagonale rrek aus erhalt,  wozu die Verbindung von j e  einer 
uachsten und entfernteren Parallelen auf beidcn Seiten dieser Diago- 
nale, also d h  verbunden mit c  und  b f  verbunden mit g ,  hinzutritt, 
wahrond die negativen Glieder in  ahnlicher Weise aus der zweiten Diago- 
riale c e g  und deren Parallelen sich ableiten. Aus dieser rein empiri- 
schen Definition und uiechanischen Bilduugsweise werden niclit weniger 
empirisch und mechaniscli eine Anzabl von Determinantensiitzeu gefolgert; 
sci der Satz von der Vervielfachung einer Determinante mit einer Zalil 
durcb Vervielfachnng einer Zeile oder einer Coliimne, so die Vertaiisch- 
barkeit von Zeilen u n d  Coluinuen, so das Verachwinden der Determi- 
nante bei Gleichheit zweier Rcihen,  so die Zerlegiing der Determinauto 
in Producte der  Elemente einer 12eilie in  j e  eine Unterdeterminante. und 
die Anwendung auf die Auflosung linearer Gleichungen. Schlicsslicti 
wird der Schiiler mit dem Begriffe der Inversionen hekaunt gemaclit und 
wird wieder empirisch gezeigt, dass einc von der Invcrsionszalil GebraucLi 
machende Zeicheuregel dieselben Vorzeichen für die Glieder der Deter- 
ruinante liefera, wie vorlier. 

Das Capitel über U e t e r m i n a n t e n  i m  A l l g e m e i n e n  findet somit 
den Schüler bereits im Besitx einer gewissen Surnrne von Kenntnisse,n, 
was angeriehm i s t ;  zugleich aber auch - und dae ist die grosse Scliatten- 
seita der Einleitung - vcrw6lint durch leichtc, um nicht au  sagen lciclit- 
fertige Inductioocn, und  deshalb violleicht weniger geueigt,  dit! Notli- 
wendigkeit einer strengerexi Uarstelliing eiuzuselien, wie diesellie ihtu 
jetzt geboten wird. Dieses Capitel bringt namlich die in  alleu Lelir- 
biichern enthaltenen Satze streng bewiesen, aucli solche, welche in der 
Einleitung zu vorlaufiger Kenntniss gebraclit waren. Die Reihcnfolge 
der Satze ist von der  anderer Lelirbücher mitunter verscliieden, und  es  
crschcint didaktiscli sehr gerechtfertigt , dass Herr  M u i  r (S. 147) in einem 
liesonderu Paragraphen darauf aufmerksam macht, dass die Umkelirbar- 
keit der meisten Satze der Dcterrninantenlehre so weit gelie, dass, was 
dern einen Sctiriftsteller Ilefinition sei,  von dem andern als Lehrsatz 
bewiesen werdo und umgckehrt. Beispielsweise bringt Hcr r  M u i r  das  
Laplace ' t i che  Theorem von den Determinanten mit Rechtecke bildentleri 
Nullelementen erst nach der  Multiplication der Determinauten mit eiu- 
ander, und die G r  a s s m a n  n'schen alternirenden Einheiten, auf welche 
Berr  S co t t sein ganxes Lehrbuch alinlichen I n l i a l t ~  gegriindet hat , er- 
schrinen ganz vorübergahend S. 146. Uabei ist der schr sinnentstellende 
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Druckfeliler L,L, = L,L, stat t  L,L ,  = - L,L ,  leider übersclien worden. Viel- 
leiclit a ls '  nicht gana conseqnent müchte beaeiclinet werden,  dasa in 
diesem Capitel schon ge lcg~nt l i ch  D~ter rn inan ten  hesonderer Art auf- 
t re ten,  z. B. S. 88 solche, deren in der Hanptdirigonalc bcfindlichen Ele- 
mente s#mmtlich = O s ind;  sie beantworton die Frage nach denjenigori 
Pcrrriutatio~isforuien aus n Elementen, in welchen kein Element a n  seiner 
Normalstelle sich befindct, eine F r a g e ,  die  vermuthlicli zuerst von dem 
I t ~ f e r e n t e n  Bd. II S. 410 dieser Zeitschrift (1857) aiifgeworfen wiirde. 
F ü r  dicse Determinanten hat  H e r r  S y l v e s  t e r  den Namen der Null- 
axialeu oder wirbellosen Determinanten in Vorschlag gebracht. 

Mit soristigen I) e t e r  m i n  a n  t e n  b e s o  n d e r e r  A r t  besçli#ftigt sich 
der folgendc Abschnitt des Buclies. Unter Namen und mit Bezeiclinungen, 
welclie in  Erigland allcrdings ütilich s ind ,  i n  1)eutscliland aber nur  m m  

geringsten Tlieile sich einzubürgern vcrmochten, erscheinen hier ver- 
scliiedenc Gattungen, Zuerst die Coutinuants (Ketterihruchdeterminsn- 

6, O O . . .  

... ten). Wenn dabei S. 151 von der Umformung von in 

die  l iede ist,  w ~ l c b e  gelirige, indeui uiau 

1 
die erste Colurnne mit -- 

C l  , 
und die erste Zeilc mit - c l ,  die zweite 

Columne mit - 5 und die xweite Zeile mit - c, u. e.  W. vervielfaclie, 
r 2  

so berulit diese Angabe auf einern unbegreif'licheri lrrthum. Die Ver- 
wandlung erfolgt vielmelir, indem man die zweite Columne mit -cl und 

1 
die zweite Z d e  mit -- Y die dritto Columne mit c,c, und die dritte 

Cl 

Zcile mit A, die vierte Columne mit -c,c,c, und  die vierte Zeile 
Cl 

1 
mit -- 11. s. W. vervielfriclit. Alternants werden neterrninanten 

C, CLi Cg 

;/'l(x) f 2 ( 4  f3(x)  1 

1 .  . . . . . . .  . I  

belu, etwa x und y, den entgegeiigesotzten Wcrtli annelimcn uud sich 
dadurcli als alternirende Functionen kuridgeberi. Es folgen die sym-  
metrischen Ileterminanten und  die skcw dcterniimrils (symrnetrale Ueter- 

f 3  (Y) - " 
/', (2) f 2  (2) /-? (2) . * , 

geuarint, die  durcli Verlauscliuug ïweicr Varia- 
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minanten), lotztere mit ilircn Beziehungen zu den Pfaffians. Die als 
cyclosymmetrisclie Determinant,e besonders interessante Untergattung der 
çymmetrisclien Determinante tritt  als Circulant auf. Die Jacohians 
( . Jacobi l s  Functionaldr~tcrrninnrite) findct Beachtung, und rbenso ancli 
U e  s se ' s  Iuflexionsdeterminante, d ~ r  die Englander den Kamen I-Iessian 
beixulegen pflegen. J a ,  urn noch einen weiteren Namen hat  IIerr M u i r  
diesc Patronymika vermehrt. Er ncnnt  Wronskian die Determinante, 
deren Zeilen ails Functionen einer Variabcln und dcren auf&ianderfol- 

p n d e  Ahlciturigrn gebildet s ind,  also 

Wir kijrititen uris i ~ i  diesmn, wir! in den anderen Falleu immer rioch 

Yi Y2 Y,' 

loicliter mit den Namen,  als mit den 13ezeichnungen befri:urirleu, welçlie 
eiucn, wie uns  scheiot, hoclist überflüssigeu Ballast a n  Gediiclitnissstoff 
ilem Sciiüler aufladen. 

Ucber die g e s c h i c h t l i c h e  D a r s t e l l u n g  der Entwickelung der 
1)eterminantenlelire konnen n i r  rasch hinweggehen. Her r  M u i r  sellist 
betraclitet dieselbe keineswegs als eine ersclitipfonde und verweitit claI'ür 
au€ seine ausführliclic Abliandlung, welcho im Octoberhcft 1881 des 
Quarterly Journal of Natliematics zum Abdruck gckommeii ist. 

Die sc,lir salilreiclien Uebiingsaufgahcn tragen zur Brauclibarkcit dee 
Werkos bei. CANTOR. 

' i ~ l  ~ 1 ~ 2  d y ,  --- 
f fx  dx ( l x  

d", @Y, d 2 y ,  
-- - - 
d x V x 2  d x 2  

= W z ( y , ,  y&,, y:$). 
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Historisch - li terarische Ab theiliing. 

Zu F. Klein's Schrift ,,Ueber Riemann's Theorie der 
algebraischen Functionen". * 

Von 

Prof. Dr. M. NOETIIER 
i n  Rrlanyi,n. 

Hier  liegt eine Schrift vor, welche den Stempel des Originalen t,r%gt: 
aus Vorlrsungen hervorgegangen, führt sie auch den Lcser mit cinem 
Wurfe in das Innere des Gebiets lebendig ein. Sie stellt den Kenner  
der Theorie, oder aucli deu Pliysiker, der sicli mit  der Potentialtheorie 
d e r  der Stromoertheilung beschaftigt hnt ,  unmittelhar auf einen Piiukt, 
von dem aus er die Gedankeu der Theorie sich einheitlicli, wie von selbst, 
aus einander entwickeln sicht und die Tragweite und den Umfnng der 
Methoden von voruherein überblicken kann. 

A h e r  h a t  s i c h  d i e  T h e o r i e  d e r  a l g e b r a i s c h e n  F u n c t i o n e n  
a u c h  h i t ; t o r i s c h  b e i  R i e m a n n  s e l b s t  v o n  d i e s e r n  P u n k t e  a u s  
en t w i c k e l t ?  Hier  ist die Stelle,  wo der Kritiker einzugreifen hat ,  und 
nicht etwa bei der Frag-e, ob H e r r  K l e i n  bai der ausserordentlich knap-  
pen Behandlung seines Gegenstandes Lücken gelassen hat. Solche sind 
sichcr vorhanden,  ohne aber dcm Buche etwas von seincm anregenden 
Werthe zu nehmen; der Verf. überlaest ehen die Ausführung der  Details 
spateren Schriften oder beruft sich dafür auf die  vorhandenen Arbeiten. 
Wir beschkftigen uns daher wesentlich nur mit der Idee der Schrift ,  und 
um so mehr, als aie einen der interessantesten Punkte in  der  Geschiclite 
der neueren Mathrmxtik, der  nocli wenig geklart ist, beriihrt. 

Des Vcrf. Gedankengang ist de r :  Man kennt  die physikalisclie Deu- 
tung der Function u + v i  eines cornplexen Arguments x +  y i ;  u mird da8 
Ges~hwindi~ke i t spo ten t ia l  fur die stationare Stromung einer incompres- 

* , ,Ueber  R i e m a n n ' s  T h e o r i e  d e r  a l g e b r a i s c h e n  F u n c t i o n e n  u n d  
i h r e r  I n t e g r  a l e .  Eine Erganxung der gewohnlichen I)arstellungen. Von F e l i x  
Klein, o. o. I'rof'essor der Cienmetrie a. d. Universitat Leip~ig.~ '  Leipzig, B. a. 
Teubner. 1882. VI11 u. 82 S. gr. 8". 

Hist.-lit. Abthlu. c i .  Lcitsohr. f. P n t h .  n. Phys. XXVII. 6. 16 . 
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sibeln Flüssigkeit i n  der x y - E b e n e ,  a =  Const.,  bez. u =  Const. werden 
die Stromnngs-, bez. Niveaucurven. Das Studium der Stromungen nnter 
gegebenen Bedingungen liefert also auch umgekohrt Definitionen von Func- 
tionen complexen Arguments. Nun  ist R i e m a n n  einerseits sicher durch 
die Physik hindurchgegangen; andererseits beschrankte sich R., wie der 
Verf. einer Aeusserung P r y m ' s  entnimmt, nicht auf ebene Fliichen, 
sondern sol1 auf beiiebig gegebenen krnmmen Flachen Functionen des 
Ortes stndirt haben. Auf solchen geschlossenen Flachen aber, welche man 
sich nur  ale einblattrig zu denken braucht,  kann  man leicht einformige 
Strümuugen (solche, bei welchen in jedexn P u n k t e ,  einzelne ausgenom- 
men, die Geschwindigkeiten eiudeutig gegeben sind) bewirken und studiren, 
also auch hierdurch Funct ionen des Ortes anf diesen Flachen definiren. 
Zwischen irgend zwei complexen Funct ionen des Ortes ,  zwei einformigen 
Stromungen entsprcchend, besteht dann die Beziehung, dass j ede ,  im 
gewohnlichen Sinne, eine Function der andern is t :  Abhangigkeiten, deren 
Eigenschaften man aber  physikalisch von vornherein übersehen kann. 

In  diesem Gedankengange verschwindet zunachst die Schwierigkeit 
der mehrfach iiberdeckten F lachen;  vielmehr sieht man ,  dass zwei con- 
form auf einander abbildbare Flachen für die Theorie der  auf ihnen zu 
studirenden Functionen des Ortes gleichhedeutend sind , und man erkennt, 
indem man eine solche Function i n  der Ebene  ausbreitet,  die Hedeutuug 
der mehrbliittrigen ebenen Fliichen. Ferner  tritt  die Wichtigkeit der auf 
mehrfach zusamrnenhangenden Flachen existirenden g e ~ c h l o s s ~ n e n  Cur- 
v e n ,  welche die Flache nicht in getrennte Bereiche zerlegen, unmittel- 
barer hervor. Indem man dieselben, wenn man etwa elektrische Stromiingen 
betrachtet,  zum Sitze constanter elektrouiotorischer Krafte  macht, über- 
sieht man ,  dass nnendlich vieldeutige Ortsfunctionen existiren, mit Pe-  
riodicitatsmodnln; und  da  bei mehrfach zusammenhangenden Flachen 
dann Stromungen ohne einzelne Pole (unwesentliche Singularitatsstellcn 
für die Function, d. h. algebraische oder logarithmische, die  letztereu mit  
der Residuensumme O) hergestellt werden kounen ,  ergiebt sich die Exi- 
s t e m  der allenttialben endlichen Ortsfunctionen. Weiterhin kann man 
die Bedeutnng der Zahl p erkennen und die Zahl der  Constanten einer 
anf einer solchen Flaclie existirenden eindentigen Functicin des Ortes, 
mit gegebenen nur  unwesentlichen Unstetigkeiten voraussehen. Und end- 
lich erkennt man - u n d  dieses ist das Ziel aller Betrachtungen -: dass 
für  die geschlossene E'liiche zwischen j e  zwei eiudeutigen Ortsfunctionen 
ni, z mit nur  unwesentlichen Unstetigkeiten eine a l g e b  r a i s c h e  G l e i c  h -  
u n  g f (ni, z) = O vom Geschlecht p besteht,  wobei alle betrachteten Orts- 
functionen oder deren Differentialquotienten rationale Fnnctionen von nt 

nnd  z werden. 
S o  entsteht die R i e m a n n ' s c h e  Theorie der algehraischen Functionen 

u n d  ihrer Integrale: die Integrale zweiter Gat tung erscheinen ale die 
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ursprünglichen Funct ionen,  aus denen sicb die algebraischen Functionen 
additiv zusamrnensetzen; für alle d i e ~ e  Functiouen erh%lt man die  noth- 
wendigen und hinreichenden Bestimmuiigsstücke. - 

Man kann  nicht anders sagen, als dass der i n n e r e  Zusammenhang 
dieses Ideenganges des Verf. bestechend wirkt.; und es sind auch wesent- 
lich innere Gründe,  die den Verf. zii seiner Auffassung fiihrcn. Die 
von ihm atigefiihrten Belege - die eo weitgeherid aufgefasste Bemerkung 
des Herrn P r y  m ,  die Bedingungea, unter denen R. in Gottingen 
arbeitete, die allgerneinen physikalischen (naturphilosophischen) Specula- 
tionen R.'s, die Schliie~worte seiner Dissertation - lauten alle zu wenig 
hestimmt, urn als Argumente gelten zu konnan. Anch iat jetzt kaum 
mehr zu erwarten, dass noch personlicho Erionerungen a n  R. solchcs 
Xaterial liefcrn konnteu,  das in dieser Frage über Vermuthungen hinaus- 
zugehen gestattete. 

Dagegen liegt iiber diese Frage  noclr ein Material vor, das vom Ver- 
fasser gar nicht erwahnt ist: das sind einige in  den Schriften von R. 
selhst enthaltene bezügliche Aensserungeu. Ich will deren Bedeutung 
hier untersuchen. 

Der  Abschluss der Ilissertation R i  e m  a n  n'a - Grundlagen für  eine 
allgemeine Tlieorie der F u n c t i o n ~ n  e i n ~ r  veranderlictien cornplexen 
Grosse -, deren erste Ideeu B. 1847, wobl seit er U i  r i c h l e  t in Berlin 
horte, erfasste (Werke S. 512), fallt in den H e r b s t  1851. I n  Nr. 21 
der 1)ifisertation erklart nun R., dass die in NT. 20 derselben bezeicbnete 
Anweudung seiner allgemeinen Satze - -  üher die Definition e.iner Func-  
tion durch von einander unabbangige B~st immungsstücke - d i  c b e i  
i h r e r  A n f s t e l l u n g  z u n a c h s t  b e x b s i c h t i g t e  gewesen sei. Dieee 
specielle Anwendung aber beeieht sich nach Nr. 20 auf nichts Anderes, 
als auf die durch eine endliche Anzahl von Grossenoperationen ausdrück- 
haren Abhangigkeitegesetxe, inshesondere tiuf dip, Theorie der a l  g e -  
b r a i s c h e n  F u n c t i o n e n  und ihrer Integralc. Hicrzu kommt in der  
Einleitung zur  Theorie der Abel 'scben Fnnctionen die wichtige Aeusse- 
ruog (Werke S. 95): dam R. auf die algebraischen Tlieile (genau so weit, 
als K l e i n  dieselben in dem oben mitgetheilten Gedankengange eut- 
wickelt) , , im H e r b s t e  1851 und zu Anfang 1852 durch Untersuchungen 
iiber die conforme Abhildung mehrfach znsammenhatrgender Flachen ge- 
führt wurde." 

Zur Vervolletiindigung ist noch hinzuzufügen, dass R. in Nr. 21 der' 
Difisertation eine einfache Ahbildungsaufgabe behandelt und in der letz- 
ten Nr. 22 ausspricht, dass die allgemeinste Anfgabe der conformen Ab- 
bildung zweier heliebiger Flachen auf ahnliche Weise, unter Renutzung 
der G a u s s ' s c h e n  Untersuchungen, heliandrlt werdm konne. - 

Zunachst cntnehme ich nun ans dem ganzen Entwickelungsgango 
R i e m a n n ' s ,  var Allem ans dern Einflusse von G a u s s ,  D i r i c h l e t  und 

16* 
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W e b e r ,  dass die physikalischen Gesichtspunkte auf  die Ideenentwicke- 
lung  B.'s geradezu bestimmend wirkten; aber  nicht etwa aiif die Ideen 
bexiiglich specieller Funct ionen,  sondern auf die b e z  ü g l  i c  h d e r  D e f  i n  i -  
t i o n  d e r  F u n c t i o n e n  c i n e r  c o m p l e x e n  V a r i a b l e n  ü b e r h a u p t .  
Die Grundidee, die Einsicht , auf was die  F o r  t s e t z u  n g einer Function, 
die in einem endlichen Stüçke der Ebene gegeben ist,  beruhe,  musste 
ihm durch die Potentialtheorie geliefert sein,  in  welcher, in einer um 1 
grtisseren Dimension, die Funct ionen wesentlich durch die  partielle Dif- 
ferentialgleichung und  durch unabhangige Grenzbedingungen definirt wer- 
den. F ü r  B. blieb also noch hauptsachlich die Einführung der Unstetig- 
keiten der Function in die Bestimmungsstücke und die Anwendung des 
D i  r i  c h  1 e t7schen Princips auf diese Falle. 

Von experimentcllen oder theciretischen Untersuchungen über statio- 
nare Strome exifitirte damals, ausser den hierher xu rechnenden G a n s  A - 
schen Untersuchungen über dcn  Erdmagnotismus, hanptsiichlich nur  die 
K i r  c h h O ff'sche Arbeit über die stationaren elektrischen Stromungen in 
eiuer Plat te  hei aufgesetxten Polen (Pogg. Ann. 64 ,  1845 und  67, 1846). 

Sicher ist ferner, dass R. das Prohlem der Bestimmung einer Func-  
tion sogleich g e  O m e t r i  s c h ,  als Problem der conformen Abbildung einer 
gegebencn Flache auf einer zweiten, auffasste. Hierfiir sprieht die ganze 
Anlage der Dissertation, insbesoudere die oben angeführten Stellen, deut- 
lich; und  wir m6gen dabei dahingestellt sein lasisen, auf welchem Wege, 
ob rein geometrisch, ob durch Integralbetrachtuugen, R. auf seine Ein-  
theilung d ~ r  Fkc l ien  naçh der  Ordnung des Zusammenhanges und  deren 
Zerschneidung gekommen ist. Jedenfalls waren hiernach die Beispiele, 
welche B. sich bildete, sowohl von frei im Raume schwebenden krum- 
men Flachen,  als von solchen, die über die Ehene  einfach oder mehrfach 
ausgebreitet s ind,  wie den von p + l  geschlossenen sich nicht schneiden- 
den  Curven begrenaten ebenen Flachen T, hergenommen. 

Ebenso erscheint als sicher, dam R. sich diese Probleme direct redu- 
cirte durch conforme Abhildung jeder  solchen hegrenxten Flache auf die 
mehrfach überdecktc Halbebene;  eine Auffassung, welche ihm die Poten- 
tialtheorie und das D i r i e h l e t ' s c h e  Princip a n  die  H a n d  gaben,  analog 
der  einfachen Abbildnngsaufgabe in Nr. 21 der Dissertation. 

Endlich ergeben die oben angeführten Stel len,  dass R. bei dieser 
Operation i n  der Theorie der algebraischen Funct ionen,  die er von vorn- 
herein zu begründen in Aussicht nahm, seine Hauptresultste fand. 

Vergleicht man diese Daten mit der K I  e i n'schen Darstellung, so 
erscheinen a n  dieser folgende P u n k t e  wohlhegründet: Einmal waren die 
physikalischen Gesichtspunkte fiir die Grundanschauung B.'s massgebend 
geworden; zweitens beschaftigte sich lt. mit den allgemeinsten Flachen 
von beliebigem Zusammenhange, krummen und  ebenen,  einfach und 
mehrfach überdeckten, geschlossenen und  berandeten; drittens wird R. 
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der Zusammenbrrng zwischen ~ ta t ion%reu  Stromungen einer incompressib- 
len E'lüssigkeit i n  der Ebene und der Function eiuer complexen Variab- 
len,  wie auch die Thatsache,  dass hei conformer Abbildung Stromungs- 
carven in solche iibergehen, also die Mnglichkeit der Definition einer 
,,cornplexen Function des Ortes" auf beliebiger Flache,  deutlich gewesen 
sein; und  endlich lieferte ihm die partielle Differentialglcichung, wio in 
der Physik das Princip der Ueberlagerung der Stromungen, so das Prin-  
cip der additiven Zusamnienset~ung seiner Funçtionen aus einzelnen eiu- 
facheren. 

Als nicht zu erweisen e.rgiebt sich aber, dass R. die  geschlossenen 
Flaclien vor den berandeten, mit Ausnahme der geschlossenen die ganze 
Ebene mehrfach iiberdeckenden Flache, in  seinen Betrachtungen wesent- 
lich bevorzugt liabe. Weiter wird es ,  indem man bedenkt, dass damals 
erst der verh%ltnissuiassig einfaçhe Fa l l  von K i r  ç h h  o f f  nntersucht war, 
wenig wahrscheinlich, dass K. die experimentelle Anordnung für alle ein- 
formigen Stromungen, mit alleu Unstetigkeiten , deutlich eingesehen habe. 
Und wenn m m  auch diese beiden Dinge zugehen sollte, erscheint es 
doch als kaum mtiglich, dass R., wie es jetzt K l e i n  skizzirt, die Thcoric 
jener Stromungen und der  entsprochondcn Ortsfunctionen auf solchen 
Flachen bis zur  allgemeinsten Theorie der zugehorigen algebraischen 
Gleichung durchgeführt liabe. 

Ich erkenne daher, die K l  ein 'sche Auffassung beschrEnkend, nur  
den im A l 1  g e m  e i  n e n leitenden Charakter der physikalischen Anschau- 
ung u n d  die Radeutnng der  conformen Abbildung nur soweit a n ,  dass 
R. von der allgemeinsten Abbildungs f r a g e  (Schlussnummer der Disser- 
tation) ausging, ohne dass die vollkommene Erledigung dieser Frage, 
auch nur  i n  Bezug auf die  geschlossenen krummen Flachen,  für seiue 
Theorie der  algobraiscben Functionen Vorbedingung gewesen ware. Viel- 
mehr denke ich mir die  Folge der  Entstehung so:  

Vorausging die Darstellung der algebraischen Function als eindeutige 
Function des Ortes i n  einer die ganze Ehene  mehrfach überdeckenden 
geschlossenen Flache T. D i e  geometriscben Betrachtungen, welche R. zu 
seinen Zerschneidungen der  mehrfach zusammenhangenden Flacheu in 
Ebene oder Raum fübrten,  wurden von ihm auch auf diese mehrblattrigen 
ebenen Flachen T angewandt ,  wobei Betrachtungen der conformen Ab- 
bildnng leitend mitwirkten. Sodann betrachtete R. die einfachsten mehr- 
fach zusammenhangenden F lachen ,  und ich denke mir hier, cinmal wegcn 
der Anscbaulichkeit, sodann weil die  gewohnliche partielle Differential- 
gleichung ohne Weiteres angewandt werden k a n n ,  eine eolche über die 
Ebene  einfach ausgebreitete Flache S,  welche von mehreren geschlossenen 
sich nicht schneidenden Curven (vielleicht speciellen Curven,  wie Krei- 
sen) begrenzt wird. E ine  snlche Flache wurde - nnd  hierhei leiteten 
die physikalischen Gesichtspuukte, die Potentialtheorie und das D i r  i c  h - 
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l e t ' s c h e  Princip - aiif die mehrhliittrige Helbebene abgebildet; und hier- 
nach ergab sich lcicht die Einsicht in  den algebraischen Charakter der 
Beziehung zwischen zwei eindeutigen Ortsfunctionen in der e r ~ t e r e n  
Flache - analog,  wie es K l e i n  für se.inen Fa11 skizzirt. 

Die Wahrscheinlichkeit dieses Gauges wird noch erhoht ,  wenn man 
die grosse Analogie beachtet,  die derselbe mit dern von Hnrrn S c  h o  t t k y  
i n  seinar Dissertation und seiner Arbeit übor conforme Abbildung mehr- 
fach znsammenhangender Flachen in C r  e l  1 e '  s J. Bd. 83 genommenen 
Gange hat. - 

Es mien noch einige Wor te  über den  dritten Abschnitt der K l e i n -  
scben Schrift hinzugef'ügt, wenn aucb derselbe die hier beiiandelte Frage 
nicht beriihrt. Dieser Abschnitt giebt Untersuchungen über conforme 
Abbildungen von beliebigen F l a c h m ,  welche als Ausführungen der An- 
deutungen R i e m  a n  n's in  der Sclilussnummer der  Dissertation auzu- 
sehen sind. Dabei schliesst der  Verf. wohl im Wesentlichen an die 
Resultate der  oben citirten S c  h o  t t k  y 'schen Schrift a u ,  geht aber durcli 
Betrachtung der allgnmeinsten Flacben und  ihre Anknüpfung an die 
Theorie der algebraischen Functionen über diese Rrsultate bedeuteud 
hinaus. Insbesondere ist hierbei auf die  Betracbtung der s y m m e t r i - 
s c h e n  Flachen und ihre Eintheilung aufmerksam zu machen - Flaclien 
namlich, welche eine conforme Abbildung in sich nnter  Umlegung der 
Winkel  gestatten, und s u  denen z. B. solche, schon in der S c  h O t t k y  - 
schen Arbeit auftretenden, geschlossenen Flachen gehoren, welche aus 
den berandeten entsteheo, indrm man beide Seiten einer solchen zu einer 
Gesammtflache vereinigt. Aber gerade bei diesen Untrrsuchungeu, wie 
am Anfange des 5 21, wRre eine grosaere Ausführlichkeit dankenswerth 
gewesen. - I n  einer Anmerkung auf S. 67 wird noch dem Zweifel Raum 
gelassen, ob eine Flache vom Geschlecht p > l  nicht unter  Umstanden 
durch unendlich viele d i s  c r  e t e conforme Abbildungen in sich übergehen 
bonne. Uiese Mogliclikeit lileibt jetzt ausgesctilossen , sowohl durch den 
algebraischen Beweis, welchen içh im 20. u. 21. Bd. der  Math. Anu. ge- 
geben habe, als durch im 19. und  20. Bd. der  Math. Ann.  enthaltene 
Noten von K l e i n  über e i n d e u t i g e  F u n c t i o n e n  m i t  l i n e a r e n  
T r  a n s f o r m a t i o n e n i n s i c  h. Gerade der letztere Umstand verdient 
hier Erwahnung,  weil er auf ein neues Gebiet hinweist, dessen Ideen 
bei alleu Forschern wesentlich a n  den R i  e m a n  n'sçhen aufgewachsen 
s ind ,  das ferner eng mit der von mir angenommenen Entstebung der 
Thnorie der algebraischen Functionen aus einem speciellen Abhildungs- 
problem zusammenb%ngt (vergl. insbesondere die nachgelassenen Formeln 
R i e m a n n ' s ,  Werke  Nr. XXV, S. 413), und das in  seiner Verbindung 
der geometrischen Betrachtuugen, der algebraischen Functicirien und der 
linearen Differentialgleichnngen eines der wiclitigsten der neueren Ana- 
lysis z u  werden verspricht. 
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Beitrag zur Geschichte der Mathematik. 

Von 

1)r. EUTTARD MAHLER 
in Wieii. 

I n  der historisch-literariscben Abtheilung der  Zeitschrift für Mathe- 
matik und Physik (Rd. XX S. 163) drückt Herr  C a n t o r  auf Grund einer 
Talmudstelle* die  Vermuthung a u s ,  die Zahl n = 3 sei orientalischen 
Uraprungs. Nach weiteren Auseiuandersetzungen über diese 'i'almudstelle 
sagt Herr  C a n  t o r :  , ,Dann folgen noch weitere sehr sctiwer verst%ndlictie . 
A u s e i n a n d e r s e t ~ n n ~ e n  über Flacheninhalte des Kreises , des umschriebenen 
und des eingeschriebenen Quadrates, für deren Erlauterung wir sehr 
dankliar waren. Mogen Gelehrte, deren Sprachkenntnisse,, von mathe- 
matischem Wissen unterstützt , ihnen die Fahigkei t  verleihen, jenes Na-  
terial zu überscbauen und  s u  sichten, sich der für aie wohl nicht über- 
massigen Mühe unterziehen. E i n e  Frage ,  welche gleichfalls von sol- 
cher Seite her beantwortet werden müsste, ist die  nach dem Alter der  
betreffenden Ta lm~ds te l le . '~  

Ich habe mich nnn dieser Aufgabe un te rmgen ,  aber nicht blos diese 
Talmudstelle, sondern alle damit i n  Zusammenhang stehenden und  auf 
diesen Gegenstand Bezug habenden Stellen gesichtet und gefundeu, dass 
diesalben für die Geschichte der Mathematik von grosster Bedeutung sind. 
Nicht nur  die Zahl n; = 3 bat  - wie dies sammtlicbe auf den  E r e i s  Be- 
zug hahenden Stellen beweisen - orientalischen Ursprung,  auch das 
Zcrlegen eincs Flachenstückes i n  unendlich viclo unendlich klcinc Ele-  
mente, das  Snmmiren von unendlich vielen unendlich kleinen Flachen- 
streifen, somit das Wesen der Integralrechnung findet sich daselbst vor, was 
doch für die Geschichte der  alteren Mathematik gewiss von Wichtigkeit k t .  

D e r  Inhal t  der  erwahnten Talmudstelle ist  folgender: 

R a b b i  J O  c h a n a n  s a g t ,  eine Suecha mit kreisformiger Basis sol1 
24 Ellen im Umfange auf 8 Ellen in der Breite haben,  und begründet 
dies mit den  Worten:  

A) ,,,Jedes Ereisrund,  das  im Umfange 3 Spannen ha t ,  ha t  in 
der Rreite 1 Spsnne." 

Gegen diese Worte  des R a b b i  J O  c h  a n  a n  polemisirt die Gemarah, 
indem aie fragt: 

* Succha, fol. 7 ,  2. 
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B) ,,Um wievicl ist ein Quadra t*  grosser als ein Kreis? urn i; 
n u n ,  daun waren j a  1 2  genug?" 

Hicrauf  wird erwidert,  dass R a b b i  J o c h a n a n  nicht einen einern 
Qiiadrat eingeschriebenen Kreis ,  sondern einen dit-firrn Quadrat umschrie- 
benen Kreis gemeint habe ,  und dieser steht zum Quadrate i n  dem Ver- 
haltnisse wie 3 :  2,  dcnn:  

C) ,, Ein einem Quadrate eingeschriebener Kreis ist urn 4 kleiner 
als das Quadra t ;  ein diesem Kreise eingescbriebenes Quadrat 
hat  die Halfte des ersten Quadrates." 

W i r  entnehmen dem bisher Vorgcbrachten, dafis hei den Gernara- 
histen allgemein n =  3 als Verhaltuisszahl zwischen Umfang und Durch- 
messer eings Kreises galt. W i r  entnehmen aber auch, dass die Gema- 
ratiisten bereits die 'l'tiatsache erkannten,  dass E'lache eines eiuem Kreise 
nrnschriehenen Quadrates zur Flache diefies Kreises i n  dem Verhaltnisse 
4 :  n (n = 3 vorausgesetzt) steht [B) und C ) ]  und  dass die Flache eiries 
einem Kreise eingeschricbenen Quadrates balb so gross is t ,  als die Flacho 
des diesem Kreise umschriebenen Quadrates [siehe C)]. 

E s  scheiut aber  auch ,  dass sie die Begriffe Kreisumfang nud Kreis- 
flache mit einander verwechselten, oder wenigstens glaubten, dass Ver- 
haltnisse, die zwischen der Flache eines Kreises und der eines Qiiadra- 
tcs bestehen, aucb für die U m  f a n g e  gel ten;  denn anfangs wird nur 
vom U m  f a n  g e  eines Kreises und Quadrates gesprochen [siehe A)], 
wahrend der Satz C) ,  der die Worte  des R a b b i  J o c h a n a n  vertheidigt, 
nm so R a b b i  J o c h a n a n  mit R a b h i  in  Einklang au bringen, sich 
diirchaus n u r  a u  f F l a c h  e beziehen k a n n ,  da  nnr  die F l a c h e  eines 
Quadrates zur F l a c h e  eines ihm umschriebenen Kreises in dem Verhalt- 
nisse 2 : n  oder - n = 3 vorausgesetzt - 2 :  3 steb't; keineswegs stehen 
aber die U m f a n g e  in diesem Verhaltnisse z u  einander. Auch ist die 
F l  a c h  e eines einem Kreise nmschriebenen Quadrates zweimal so gross, 
als die F l a c h e  eines diesem Kreise eingeschriebenen Quadrates; keines- 
wegs gilt dies aber für die  Umf a n  g e  dieser Quadratc. 

Ers t  die B a l  e h  T o s  f e  t h * "  erkannten die Thatsache, dass von F l a c h e  
auf U m  f a  n g nicht eu scliliessen seil  und  begründen itire diesbeeiigliclie 

* R a b b i  (d. i. R a b b i  J e h u d a h  H a n n a s s i ,  auch R a b b e n u h  h a k o d a u s c h  
genannt) sagt, ein Succha in Form eines Quadrates sol1 eine Seitenliinge von 
4 Ellen haben. 

** Die Baleh Tosfeth waren nachst R a s c h i  die hervorragendsten und bedeu- 
tendsten Commentatoren des bab-jlonischen Talmuds; sie lebten 4900 - 5100 n. E. 
d. W., d. i. 1140 - 1340 n. Chr. Geb. Wer der Verfaaser jener Tosfeth-Stelle id ,  
ist nicht erwiihnt, aber im Allgemeinen ist es R a b b i  J i t z c h a k  ( R i  genannt), 
der deshalb aiich R a b b i  J i t z c h a k  B a a l  T o e f e t h  heisst. E r  Btudirte in Cor- 
dova und galt in ganz Spanien als hervorragende Personlichkcit. Er  lebte 4890 
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Anschauung damit,  dass der  U m  f a n g eines Kreises, dessen Diameter 
= 4 is t ,  gleich ist dem U m f  a n g e  eines Quadrates mit der Seitenlange 
3 ,  wahrend die F l  a c h c n  diesar beiden Figuren nicht gleich sind. 

Interessant ,  j a  von grosster Wichtigkeit für die Geschichte der Ma- 
thernatik ist der Beweis, den die B a l e h  ' l ' o s f e t h  fiir den Satz liel'ern, 
dass FlRche eines Quadrates znr  Flache des ihm eingeschriebenen Kreises 
in dem Verhaltnisse 4 :  n; oder (TC= 3 vorausgeaetzt) 4 :  3 stelit. 

Denken wir u n s  - sagen die B a l e h  T o  fi f e t h  - einen Pnnkt  uud 
nm dieseu einen unendlich klcioen uncndlich dünnen kreisfiirmigcn Fadeu  
gelegt; nnendlich nahe nm diesen sei ein zweiter une,ndlich diinner kreis- 
forruiger P a d e n  gelegt, um welclien wieder unendlich nahe ein dritter 
unendlich dünner kreisformiger F a d e n  gehen sol1 u. S. f., bis man eino 
kreisformige Flache erhalt,  deren Durchmesser 1 Spanne  betragt; dann 
hat der Umfang 3 Spannen. Niin denke man sich einen Schnitt geführt 
vom Rande der Kreisflache bis zum bfittelpunktr. hin und die einzelnen 
Faden in ihrer Reihenfolge vom aussersten bis zum innersten i n  Geraden - 

ausgestreckt übereiuander g e l ~ g t ,  so erhalt p a n  ein gleiçhscheukliges 
Dreieck, dessen Basis 3 Sp. und  dessen IItihe + Sp. betragt. Nun führe 
man wieder einen Schnitt von der  Spitze diesee Drriecks bis gegen die  
Mitte fieinor Basis hin,  so erhalt man zwei reehtwinklige Dreiccke, die 
Iangs ihren Hypotenusen über einander gelegt ein Rechteck geben, dessen 
Basis 14 Sp. und deusen H6he + Sp. ist und das durch zwei passende 
Querschnitte in drei Quadrate  von der Seitenlange =+ Sp. zerfallt. 

Niin denke man eich nnendlich viele unendlich dünne F a d e n  von 
der Lange  = 1 Sp .  unendlich nahe an einander gelegt, bis man ein 
Quadrat von einer Sei tenl lnge = 1 Sp. erhalt,  so ksnn  dies s i s  ein 
vorigem Kreise umschriebenes Quadrat  anfgefasst werden. Nachdem aber  
dieses Quadrat tlurch passenden Quer -  und passenden Langenschnitt  in 
vier Quadrate von der Seitenlange = + Sp. zerfallt, so  ist de r  Beweis 
geliefert. 

Dies ist der  Gang  des Beweises, den die B a l e h  T o s f e t h  lieferten; - 

wenn e r  auch in der Vorauasetznng n: = 3 gipfelt, sa ist derse.lbe doch 
n e n i i e n s w e r t h  und fiir die Geschichte der Mathematik von g r o s s t e r  
W i c h t i  g k c i t , da  er das Summiren von unendlich vielen unendlich 
kleinen Mementen,  das Zerlegen eines Flachenstückes in  unendlich viele 
unendlich kleine Fliiclienstreifen, also das Wesen des Iutegrirens bringt. 

Von Interesse mag aiich die Bemerkung se in ,  die die Baleh Tosfeth 
auf den Satz der Gemarah : 

bis 4980 n. E. d. W., d. i. 1l:K-1220 n. Chr. Geb. Einige behaupten, der Ri sei 
im Jahre 4863, d i. 1103 n. Chr. Geb., im Alter von 90 Jahren gestorben. 
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D) ,, J e d e r  Elle i n  der Richtung der  Seitenlange eines Quadrates 
entsprechen l* El le  in  der Richtung der DiagonaleLL 

machen. 
Denken wir uns  - sagen die Baleh Tosfeth - ein Quadrat  mit 

der Seitenlange = 10 Einheiten, sn ha t  dasselbe einen Inhal t  von 100 - 
Quadrateinheiten. Durch einen passenden Quer -  und passenden Laugen- 
schnitt k a n n  man das Quadrat  i n  vier Quadrate  von 5 Einheiten Seiten- 
lange zerlegen. W a r e  nun  der Satz  der Gemarah richtig, so würde die 
Diagonale eines solchen Quadrates ,  welche gleichzeitig dia Seite des dem 
gegebenen Quadrate  eingeschriebenen Quadrates ist ,  7 Einheiten und 
somit das  eingeschriebene Quadrat  49 Qurrdrateinheiten haben ,  wahreud 
es i n  der T h a t  50 Qoadrrteinheiten hat. 

W a s  die weitere Frage nach dem Alter der betreffenden Talmudstelle 
betrifft, so giebt uns das Buch , ,Sepher  hadaurauth" (Buch der Ge- 
schlechter),  das  die Manner aufzahlt,  die  sich an der  Discussion einer 
bestimmten Hallachah (rituelles Gesetz) hetheiligten, und  die  Zeit an- 
giebt,  in  der dieselben hervorragend wirkten , einige Auf klarung. Nach 
den Angaben dieses Buches sol1 R a b b i  J o c h a n a n  im ,Jahre 3948 n. E. 
d.  W. (d. i. 188 n.  Chr. Geb.) Nassi (d. i. Fürst)  geworden sein; also 
stammt die  im Eingange erwahnte Hallachah jedenfalls aus dem 2. Jahr-  
hundert  n. Chr. Geb. 

Schliesslich erachte ich es  als angenehme Pflicht, an dieser Stelle 
meinem ~ i e l ~ e l i e b t e n  Vater, dem ehrwürdigen Herrn S a l a m .  M a h l e r  
(Rabbiner in  Pressburg), meinen innigsten Dank für die Mühe auszu- 
sprechen, die e r  sich gelegentlich einer Rückspracbe bezüglich dieser 
Talmudstelle nalim. Auch glaube ich,  diesen Dank  im Namen aller 
Fachgenossen abstatten zu dürfen. 
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Recensionen. 

SCHLEGEL , VICTOR, Lehrbuch der  elementaren Mathematik. 4 Hefte. 
Wolfenbüttel, bei Zwiusler. 

Die grosfie Zahl der mat,hamatischen Lehrbücher, welche in  der letz- 
ten Zeit erschienen s ind,  spricht dafür, dass das Bedürfniss nach Um- 
gefitaltung des mathematischen Unterriclits von sehr vielen Lehrern 
gefühlt wird,  dase aber  über die Art der  Umgestaltung keine Einigung 
erreicht ist. Dabei ist es besonders erfreiilich, dass Manner, welche in  
der Wissen~chaf t  selhst bareits Tiichtiges geleistet haben, ilire Zeit nnd  
Mühe der Ahfasfiiing von Lehrhüchern widmeu. Schon ans diesem Grunde 
muss das Erscheinen des vorliegenden Werkes freudig begrüsst und das- 
selbe eiuer eingehenderen Besprechung gewürdigt werden. Beferent be- 
dauert ,  durch auseere Umstande a n  der früheren Abfassung der Anzeige 
gehindert zu sein. 

H e r r  S c  h l  e g e l  will dcm Unterricht nicht einen Leitfaden, sondern 
ein Lehrbuch zu Grunde gelegt wissen, u n d  vertheidigt seine Ansicht 
mit schwerwiegeuden u n d ,  wie uns scheint,  unwiderleglichen Gründen. 
Weil aber der mathematische Unterricht vor Allem ,,mathematische Bil- 
dung anstrebt,  bestéhend in klarer Erkenntniss des innern Zusammen- 
hanges und der Bedeutung der mathamatischen Wahrhei ten,  in Ueber- 
sicht über das Ganze und Einsicht in  die einzelnen Theile", ao sol1 auch 
das Lehrbuçh ,,vor Allem der wissenschaftlichen Seite ihr Recht werden 
lassen, ohne eich angstlich au Pensa zn  klammern". Demgemass wird 
die strengste Eintheilung im Ganzen u n d  im Einzelnen,  vielfach im An- 
schluss a n  G r  a s s m a n  n , durchgefübrt. Die  Definition der  Mathematik 
und die Begrenzung der einzelnen Zweige, womit das erste Heft  beginnt, 
ist  vielleiçht s e l b ~ t  für eirien Primaner noch zu sçhwer, gehort aber 
gewiss zum Besten,  was hierüber bis jetzt geleistet ist. Von den anf- 
gestellten vier Zweigen enthalt das erste Heft  die Arithmetik nnd  die 
Combinatorik; jede zerfallt in  eine reine und  angewandte, die reine 
Arithmetik wieder in die Lehre von den einfachen und den zusammen- 
gesetzten Zahlen. Die erate hehandcrlt die sieben Grnndrechnungen , und 
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zwar znerst für die ganzen positiven oder, wie der  Verfasser sagt ,  die 
absoluten Zahlen. Ers t  ~ iachdem diese Lehren vollstandig erschüpft sind, 
treten die ,,relativen " Zahlen : die Nul1 und  die negativen, die Eins und 
die umgekehrten, sowie die irrationalen Zahlen hinzu. D i e  cornplexen 
Zahlen kommen in dicsem Abschnitto noch nicht var, sondern schliessen 
sich den quadratischen Gleichungen an. Die Lehre von den zusammen- 
gesetzten Zahlen zerfallt i n  die fünf Ahsclinitte: Polynome,  Proportionen, 
Gleichungen, Reihen und Eettanbrüche. Ich gehe auf die Einzelheiten, 
sowie anf die Combinatorik nicht natier e in,  obwohl manche Eigenthüm- 
ljchkeit lobend zn  erwahnen ware; nnr  glaube ich auf die gemeinschaft- 
liche Methode zur Losung der Gleichnngen zweiten, dritten u n d  vierten 
Grades aufmerksarn machen zu müssen; der einfache Grundgedanke, ntim- 
lich die  Eiuführung einer linearen gebrochenen Function der  Uubekann- 
t e n ,  muss dem Schiiler sofort klar werden und sein dauernder Besitz 
bleiben, wahrend die ,  auch mitgetheilten, mehr künstlichen Methoden 
erfahrungsmassig leicht wiedcr vergessen wordcn. 

Das  zweite Heft  behandelt die Geometrie, niimlich denjenigen Theil 
der Raumlehre,  welcher den  in den Gebieten der Geraden und der Ebene 
vorkommenden Gebilden gewidmet ist. Wie  spater in  der Stereometrie 
finden wir die Eintheilung: reine nnd rechnende Geometrie. Die Berech- 
tigung dieser Eintheilung mochten wir sehr bezweifeln; die Darstellung 
des Fl%henraumes als eines Productes von Strecken und die Kreisrech- 
nung  sind nneeres Erachtens auf"s Engste mit der  ,, reinen " Geometrie 
verbunden und  findén in derselben ihre naturgemiisse Stellung. Die 
reine Geometrie zerfiillt in  eine Geometrie der bewegten und  der ruhen- 
don Gcbilde. Nachdem in der Einleitung dcr Bcgriff der Richtung vor- 
ausgesetzt u n d  darauf die Parallelentheorie begründet is t ,  wird die Be- 
wegung m ~ i s t e r h a f t  durchgef'ührt; dieselbe dient nictit n u r  zur  wesentlichen 
Vereinfachung der Beweise, sondern bietet auch ein ganz vorzügliches 
Eintheilungsprincip, und  wir Liedauern nur, nne dieser Begründung der 
Parallelensatze nicht anschliessen au  konnen. Die Geometiie der ruhen- 
den Gebilda baut sich auf der Projectivitat und  diese auf der perspccti- 
viscben Lage  auf. E u r z ,  aber klar und  einfach werden Congruenz, 
Afiinitat, Aehnliclikeit und Collineation unterschieden, jedoçh werden nur 
die  beiden letzten genauer behandelt. D a  zunachst die ahnlichen Urei- 
ecke einen gemeinsamen Eckpunkt  zum Aehnlichkeitspunkt haben,  so 
ergeben sich ihre Eigenschaften mit besonderer Einfachheit. Daran schliesst 
sich die Aehulichkeit bei verkehrt-perspectivischer Lage ,  die Lehre von 
den ahnlichen Polygonen u n d  die Anwendung auf Kreise. Die Mehrzahl 
der  bei der Colliueation behandelten Satze konnte vielleicht ebenso gut 
der  Aehnlichkeitslehre zugeordnet werden. 

Auch  da^ dritte Heft :  die ebena Trigonometrie, nehst eiqer (anch 
eiuzeln verkauflichen) vierstelligen Logarithrnentafel, bietet, theilweiso 
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im Anschluss a n  G r a s s m a n  n , viele Eigenthümlichkeiten , welche gross- 
tentheils fü r  Vorzüge e r k k r t  werden müssen. Zwar konnen wir es nicht 
billigen, dass zuerst der  Cosinus Spitzer Winkel  allseitig behandelt 
und sogar das Additionstlieorem für denselben abgeleitet wird, ehe die 
übrigen Functionen definirt sind. Wir  verkennen die  Bedeutung der  
Gründe nicht ,  welche der  Verfasser für diese Behandlung anführt,  glaubcn 
aber, dass dia Wichtigkeit dieser Functionen gerada in  ibrer Verbindung 
beruht. Abgesehen hiervon, hat uns  dieser Abschnitt sehr gut gefallen. 
Nachdem die Functionen des spitzen Winkels vollst%ndig erschopft sind, 
wird der Cosinus eines beliebigen Winkels, dessen Schenkel gleich lang 
~ i n d ,  definirt als die ,,Projection eines Schenkels auf den andern ,  divi- 
dirt durch den  andern". Die anderen Functionen ergeben sich durch 
einfache Rechnurig, nud neben den hohen wissenschaftlichen und @da- 
gogischen Vorzügen, welche dieeer Mathode eigen s ind,  fallt es wenig 
ins Gewicht,  dass auf  die  Anschaulichkeit für d ie  anderen Functionen 
verzichtet werden muss. I m  Weitern enthalt dieses Heft  eine gründliche 
Theorie der einfacheren unendlichen Reiheu, bei den Dreiecksberechnungen 
genaue Berücksichtigung der  Radien der Kreise, die trigonornetrieche 
Losung der quadratischen und kubischen Gleichungen und unter  den 
Aufgaben G r a s s  m a n  n ' s  Verfahren, rationale schiefwinklige Dreiecke zu 
bestimmen, nebst einer Tafel  von je 100 rationalen rechtwinkligen und 
schiefwinkligen Dreiecken. 

D a s  vierte EIeft, die Stereometrie u n d  spharische Trigonometrie ent- 
baltend, reiht sich d e n  früberen würdig an.  Namentlich muss hervor- 
gehoben werden, dass es dem Verfasser gelungeu is t ,  die  Eirithcilung 
und die Beweisverfahren genau dem im zweiten Hefte befolgten Gange 
nachzubilden, ein Umstand, walcher unbedingt einen wesentlichen Vor- 
zng vor der  gebraucblichen Behandlungsweise bildet. Nur die Stereo- 
metrie der ruhenden Gebilde ist mit Recht weggelassen. Gleichwie das 
zweite Heft  irn Anhange eine elementare Theorie der Kegelschnitte bietet, 
welche sich auf die Grundeigenschaft der Brennstrahlen gründet,  so ist 
dem vierten Hefte eine elementare Beschreibung der Flachen zweiten 
Grades beigegeben. 

Schliesslich müssen wir noch erwahnen,  dass der gebotenc Stoff 
ausserst rriçlïbaltig is t ,  dass das erste und  dritte Heft zum Sahluss eine 
Uehersicht über alle Formeln und Regeln e n t l d t ,  h#uCig rerbunden mit 
Anleitungen zur Rechnurig, dass dem zweiten und vierten Hefte  reichliche 
Aufgabensamrnlungen beigegehen Sind und dass ein Anfangs-  und ein 
ulphabetisches Schlussregister in '  jedem Hefte genau über den Inhal t  
orientirt. 

was nun die Form anhetrifft, so ist die starre euklidisclie Behand- 
lung,  in welcber jeder Satz  für sich ein kleines Ganze bildet, vollstandig 
verlassen. W i e  i n  den  Beweisen die Rewegung i n  ihrem ganzen Ver- 
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SCFIEADEL, LEOPOLD, Beitrage znr  Theorie der  Functionen, Halle, bei 
H. W. Schmidt. 

Das  vorliegende Werkchen darf auf eine um so  freundlichere Auf- 
uahme rechnen,  da  der  H e r r  Verfasser, soviel wir wissm,  noch in J a p a n  
weilt* und durch diese schone Arbeit das Band ,  welches ihn mit den 
Mathematikern seines Vaterlandes verbindet,  noch fester knüpft.  

Der  Inhal t  steht in  nahem Zusammenhang mit dem dreier Abhand- 
lungen, welche der Verfasser in  B o r c h a r d  t's .Journal (Bde. 80, 52, 84) 
ver6ffentlicht ha t ,  Namentlich ist es die letzte, unter demselben Tite1 
e rsch ie~ene  Ahhandlung, welche hier weiter ausgeführt ist ,  und das dort 
aiifgestellte allgemeine Gesetz, welches lehrt,  wie man eine Function 
durch e i n ~  Reihe mit dem allgemeinen Gliede (z + y) (x + q y) (X + g e y ) .  . . 
. . . (x + qn-' y) darstellen konne ,  liegt auch den Entwickelungen dicser 
Arbeit zu Grunde. Wie  dicse Reihe eine Verallgemeinerung der T a  y 1 o r -  
sclien darstellt ,  so steht mit ihr &ne Verallgemeinerung der Uiffereiltial- 
quotienten, der  Binomialcoefficienten u .  A. in engster Verhindung. Diese 
neuen Betrachtungen, deren Keime sich allerdings in früheren A r b ~ i t e n  
finden, lassen, wie das Werkchen zeigt,  zahlreiche Anwendungen zu, 
namentlich auf die Darstellurig der elliptischen und  d w  Kugelfunctionen. 

Die  Beweise kommen ihrem Wesen nach maistenci nur  auf eine Veri- 
fication hinaus. Uarum beguügt sich der Verfasser auch,  zu zeigen, dass 
die gewonnenen Resultate den gestellten Bedingungen formel1 genügen, 
ohne auf Convergenzbedingungen u. dergl. niiher einzugehen. Das war 
indessen um so weniger nothwendig, als die erhaltenen Formeln meistcns 
bekannt sind und das Interesse vor Allem diirch den Zusammenhang mit 
der neueu Theorie und durch die besouders einfaclie Herleitung bediugt 
wird. Auf S. 25 u n d  26 entwickelt der Verfasser eine neue Auffassung 
der unendlichen Reihe, nach welcher dieselbe als eine stetige Folge von 
Elementen angeseheu und deshalb mit einer Geraden verglichen wird. 
Wir haben uns  indessen, abgesehen von der Künstlichkeit dieser Auffas- 
Sung, nicht überzeugen konnen ,  dass dieselhe besondern Vortheil biete; 
wir glauben doch nicht ,  dass er die Darstellung einer beliebigen Func-  
tion der Lage eines Punktes  in  ainem Gebiete von v Dimensionen durch 

- 

harmonische Kugelfunctionen von v Dimensionen hiermit zusammenstel- 
leu will. 

B r i l o n .  Dr. EILLING. 

J. C. M A X W E L L ,  An elementary Treatise on Electricity. Edi ted by  
W. GARNETT.  Oxford 1881. 208 S. 

l)as Werk  ist ein Fragment aus dem Nachlass M a x w e l l ' s ,  welches 
durch Abschnitte seines grosseru Werkes über Elektricitat und  Magnetis- 
-- - -- 

* Herr S ch end  el ist inzwischen nach Europa zurückgekehrt. (1). Red ) 
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mus von dem Herausgeber rn6glichst erganzt wurde, so dass eine voll- 
standige Ahhandlung über die elektrischen Erscheinungen entstanden ist, 
soweit diese nicht auf der Wechselwirkung zwischen bewegten elektri- 
schen Massen beruhen. 

I n  der f'ragmeritarischen Vorrede des Verfassers sagt derselbe, dass 
er seither die Ceberlegenheit der  Methode F a r  a d  a y 'e über diejenige der 
Gründer  der mathernatischen Theorie der Elektricitat erkannt habe. Dem- 
gemiiss findet man in dem Werke  manche Gesetze an der Hand  von 
Experimenten nachgewiesen, die man gewohnt ist nur  als Resultate ana- 
lytischer Operatiouen augeführt zu ~iehen. 

Nachdcm der Verfaseer a n  einzelnen Versuchen die Wirkungen der 
Elektricitat geaeigt und  einige Apparate  erklart bat ,  beschaftigt e r  sich 
eingehend mit dem Potential und  leitet Satzo iiber dasselbe her. Dabei 
stellt er interessante Betrachtungen a n  über Potent ial ,  Temperatur und 
üher Pressung in Flüssigkeiten, indern e r  auf Uebereinstirnmung und 
Abweichung hinweist. Auch sucht e r  verschiedene Satze G r e  e n 's auf 
elementare Weise plausibel zu machen. Eingehend beschXftigt e r  sich 
mi t  der Untersuchuug des elektrischen Feldes; er untersucht die Gleich- 
flachen und Kraftlinien und giebt geometrische Constructionen derselben 
a u ,  die auf elementarer Grundlage beruhen. Verschiedene interessante 
Beispiele sind auf Steindrucktafeln dem mTerke beigegeben. Weiter unter- 
sucht der Verfasser die F a r  a d  a y'schen lnductionsrohren (Eraftlinien- 
rnhren) und  zieht die e,lektrischen Bilder in  Batracht. Die Fortpflanzung 
der Elektricitat (Strom) in Lei tern,  Elektrclyten und Nichtlcitern wird 
eingehend nntersucht. Sowohl die W#rmeerzeugung durch Elektricitat, 
als auch die Erzeugung von Elektricitiit 
Ilieran reihen sich die Erzeugung und 
sowie die  Messung derselben. Mit der 
Widerstands schliesst d a e  Werk  ab. 

durch Wiirme wird beêprochen. 
Erhaltung elektrischer Strijme, 
Untersuchiing des elektrischen 

Der Hydromotor von Dr.  F t ~ ~ s c e s ~ .  Kiel 1882. 
Die  Physik des Hydromotors von D r .  FLEISCHEK. Kiel 1882. 

I n  zwei kleinen Schriften giebt der  Verfasser Auskunft über die 
Einrichtung und  Theorie seiner Erfiudung, den Darnpfdruck uurnittalbar 
auf eine Wassersaiile einwirken au lassen, iim Forthewegung und Steiie- 
rung  von Schiffen aller Ar t  zu erzielen. E s  wird dabei die lebendigo 
Kraft  des Ausflusswassers nach Analogie der Reactionsmaschinen verwer- 
thet. Der  Verfasser rechnet auf' grtisseren Nutzeffect und Ersparniss an 
Gewicht,  Raum und Unterhaltungskosten. P. ZECH.  
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ROTTOK , Die Deviationstheorie. Berlin, Reimer. 1881. 

Der  Verfasser giebt eine vollstandige Theorie der Einwirkung des 
SchifiSmagnetismiis auf die Compassnadel, hupts%ctilich zum Gebrauch 
an Navigationsschulen. Bedeutet 6 den ileviationswinkel der Nadel und  
[ den Winkel  des magnetischen Neridians mit der Kursrichtung, 80 

lasst sich 6 als Function der Sinus und Cosinus von t und  2 l  aus- 
drücken. Die Coefficientcn, die dabei auftreten,  werden durcb Beohach- 
tungen von d für verschiedene S bestimmt, wie an einigen Beispielen 
gezeigt wird. D a  dieselben von der  Intensitat des  Magnetismus abhangen, 
so werden die  Aenderungen der Deviation von Ort  zu Or t  ausführlich 
dargelegt. Ferner  wird die Deviationsanderung bei einer Seitenneigung 
des Schiffes berechnet. 

Nachdem auf diese Weise die Deviation nach allen Seiten hin be- 
stimmt ist,  wird gezeigt,  wie man den Feliler diirch passende Aufstelliing 
von Magneten beseitigen kann. Endlich wird nachgewiesen, wie man 
das Deviationsmagnetometer zu alleu ntithigen Messungen verwenden 
kann. Die klare Darstellung, die einfache Behandlung und die Ueber- 
sichtlichkeit rechtfertigen vollkommen die Erwartung des Verfassers, bei 
den Fortschritten im Eisenschiffbau einem Bedürfniss nach einer solchen 
Arbeit entgegenzukommen. P. ZECH. 

N E U M A N N ,  Vorlesungen über  die  Theorie des Magnetismus. Leipzig, 
Teiibuer. 1881. 

Die im Sommer 1857 von dem berühmten Physiker in  Konigsherg 
gehaiteoen Vartrage über Magnetismus werden hier von seinem Sohne, 
dem Leipziger Professor der  Mathematik, veroffentlicht. Es wird darin 
die Theorie der magnetischen Induction gegeben, die allgeuieinen Diff'e- 
rentialgleichungen aufgestellt, einige Beispiele aufgestellt und zum Schluss 
das allgemeine Problem der  magnetischen Induction auf die Ermittelung 
einer ,, charakteristischen Function " aurückgcführt. P. ZECH. 

KREBS, ffrundri~~ der  Physik für hohere realistieche Lehranstalten. 
Leipzig, Veit. 1882. 

Der V e r f a ~ s e r  ist den Phyaikern als Mitarbeiter am zweiten Thei le  
des Lehrbuchs der Physik von F l i a d n  e r  bekannt. E r  giebt hier einen 
Grundriss der Phys ik ,  welcher als Lehrbuch für Schüler von Realscbulen 
erster Ordnung und von hoheren Gewerbeschulen dienen soll. W i r  be- 
~ i t z e n  auf diesem Gebiete schon eine ganze Reihe von Lehrbüchern, so 
dass ein Bedür fn i~s  für ein neues nicht vorliegt, um so weniger, wenn 
es sich ganz auf dem hergebrachten Wege  der  Behandlung des Stoffes 

Hiut.-lit. Ahthlg. d. Zsitachr. f. Math. e Phga. XXVTI, 6 .  17 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



218 Hietorisch - literarische Abtheilnng. 
-- - - -  

hewegt. A i l e r d i n g ~  glaubt der Verfasser den Anforderungen der neueren 
Wissenschaft Rechnung getragen zn  hahen,  er verweist z. B. auf die Ein- 
flihrung des ,, absoluten " Systems statt  des ,,irdischen ". (Unter dem 
letzten ist natürlich das conventionelle, wie es H e r w i g  geiiannt ba t ,  zn 
verstehen; die Bezeichnung ,, irdisch " ist wenig glücklich.) I n  dem gan- 
zen Buche finden sich aber nur  S. 32 einige Satze darüber, die einen 
klaren Unterschied nicht begründen, da  von den  Einheiten und Dimen- 
sionen der Einheiten Nichts gesagt ist. A n  anderen Stel len,  z. B. bei 
der Schwingungsdauer ( $ 5  184 und  274), ist  keine Rücksicht darauf ge- 
nommen. E s  ist dem Verfasser kein Vorwurf darüber zu macheu: für 
die Stufe,  auf die das 13uch berechnet ist ,  passt wohl die volle Einfüh- 
rung  des absoluten Maasses nicht. Ebenso wenig scheinen die R e  u l e a n x -  
schen Aufstellungen über Maschinen bierher zu gchorcn. Auch kann 
man eine Abhandlung der Meteorologie auf 15 Seiten eine ,, eingehende" 
wohl nicht nenuen ,  wie e s  der  Verfasser thut. 

Doch von alledem liesse sich abschen: was au  Stoff vorgebracht w e c  
den 5011, hangt  von der  Individualitat des  h h r e r s  und  der Art der 
Schüler a b ;  jedenfalls aber kann  man heutzutage Exactheit in Aufstel- 
lung der  BegriEe verlangen. Ich babe früher Gelegenheit gehabt, darauf 
aufmerksam zu machen, wieviel Verstosse in dieser Richtung bei den 
gewohnlichen Lehrbüchern noch immer vorkommen, u n d  finde anch im 
vorliegenden Fal le  nichts Besseres. Sucht man sich über die Begriffe 
Masse, Gewicht,  Schwere zn  orientiren, so findet man S. 7 die Masse 
mit Hilfe des Urnckes auf die  Unterlage defiuirt und  diesen Uruck S. 8 
alu Gewicht bezeichnet. Im Folgenden wird dann  (S. 30) die Masse als 
die Summe des Tragen am Korper  bezeichnet und das Gewicht mit An- 
zichung der E r d e  odcr Schwerkraft identificirt und daraus abgeleitet, dass 
die Masse gleich Gewicht dividirt diirch die Erdbeschleunigung sei. Wenn 
dann noch der Satz kommt: ,,Gleiche Massen liaben a n  a l l ~ n  Orten der 
Erde  gleiche Gewichte", so wird man wohl nicht weiter nach klaren 
Worten suchen und  sich anch nicht wundern ,  dafis der  Verfasser sich 
die Schwere gegen den Erdmittelpunkt gerichtet denkt ,  die Anziehung 
dagegen nicht (vergl. S. 6 und 120) ,  wahrend vorlier beide gleich gesetzt 
wnrden. Sieht man sich nach den Schwingungen u m ,  z. B nach der 

- 

Formel fiir die Scha l lge~ehwindi~ke i t  (S. 247), so findet man n J: nnd 

wird auf 9 163 verwiesen: was a sein sol l ,  steht dort nicht ,  und wenn 
man auf $ 81 zurückgeht, auf welchen wieder verwiesen wird, so findet 
man abermals zwei verschiedene Formeln ohne Andeutung,  woher diese 
Verschiedenheit kommt, und die Definition einer Kraft ,  die deutlich 
zeigt,  dass dern Verfasser die absoluteu Maesse noch fremd sind. - Die 
Ausçtattung des Buches ist sehr zu loben. P. ZECFI. 
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Aufgaben ans der  analytiechen Geometrie der Ebene ,  von Dr.  ADOLF 
H O C H H E I M ,  Professor. Heft 1. 1)ie gerade Linie, der P u n k t ,  der  
Kreis. A. Aufgaben, 79 S. B. Auflosungen, 102 S. Leipzig 
1882, bei B. G. Teubner .  

Wenn in jpder Wisuenschaft das Wissen von dem Kijunrn bis zu 
einem sichern Grade zu untrrscheiden is t ,  wovon jenes durch den theo- 
retisclien Unterricht eines Lehrers, diesea nur  durch eigene Thatigkeit 
des Schülers erworben werden kann ,  so ist diese Unterscheidung in der 
Nathematik ganz besonders zu machen. E s  kommt h iazu ,  dass hier daa 
Konnen neben dem Wissen dnrchaus nnenthehrlich i s t ,  und  zwar in um 

BO hoherern Grade ,  a h  das betreffeude Gebiet der Mathematik haufiger 
in andere eingreift; das haben die Verfasser der vielverbreiteten Uebungs- 
bücher über Algehra, über Geometrie, über Differential- und Integral- 
rechnung wohl eingssehen. E ine  Aufgabensarnrnlung der analytischen 
Geometrie ist  unseres Wissens seit der von L u d  w i g  I m m a n u e l  M a g -  
n u s  (Berlin 1833) nicht erschienen. Die  Verfasser der meisten umfang- 
reicheren Lehrhücher ersetzten den nicht xu leugnenden Maugel durch 
eingestreute, meistens an dae Rnde der  einzelnen Capitel verwiesene 
Aufgaben, die ,  an sich ganz vortrefflich, nur den Umstand gegen sich 
hatten, einzig von dcm Bositzer des ganzen Werkee benutzt werdcn z u  
konnen. H e r r  H o c h h e i m  ha t  daruni,  wie uns scheint,  das Gefühl für 
ein wirkliches Bedürfniss a n  den T a g  gelegt, indem er Aufgaben zur 
arialytischen Geometrie und Auflosungen derselben in j e  einem besondern 
Heftchen der Oeffcntlichkeit übergab. Für's Ervte sind Aufgaben über 
Gerade, P u n k t e  und Kreislinie gewahlt. D a  natargemtiss vom Einfache- 
ren zilm Verwirkelteren fortgeschritten wird, so mag die durch den Tite1 
verrathene Anordnung des Stoffes zun#chst überraschen, sie erklart sich 
aber dadurch, dass Bei den auf Pnnkte  hezüglichen Aufgaben die An- 
wendung von Liniencoordinaten vorausgesetzt is t ,  welche erst nach ge- 
nügender Uebung im Gebrauche der Punktcoordinaten bei Satzen über 
die Geraden erlernt zu werden pflegt. Bei den Kreisaufgabeu sind wieder 
aus~chliesslicb Punktcoordinaten benutzt;  wer also auf die Einübung 
dieser sich besehranken will, wird die Aufgaben 314 - 366 (S. 45-52 
der Aufgaben, S. 60-70 der Aufl6sungen) ütierschlagen. An irgend 
ein bestimmtes Lehrbuch sçhliesst die Sammlung nicht au. Sie  setzt nur, 
wie aus dem soeben Bemerkten leicht erschlossen werden k a n n ,  voraus, 
dass dit modernen Methoden der analytischen Geometrie dem Benutzer 
bekannt sind. Die Sammlung wird also beispielsweioe neben den Lehr-  
büchern von J o  a c h i m s t  h a l  und H e  s s e  ihre Uienste niclit versagen. 
Zur Beurtheilung des Werthes einer jeden Aufgabensarnmlung ist natur-  
gemass anch die Zuverlassigkeit der angegehenen Auflosungen in Retracht 
eu ziehen. Nach dieser Richtung haben wir die uns vorliegenden Heft-  
chen noch nicht prüfen konnen. H e r r  H o c h h e i m  hat sich übrigens 

l ï  * 
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gerade mit analytisch - geometrischen Abhandlungen von zu vortheilhafter 
Seite bekannt gemacht, als dass nicht die Vermuthung im Vorans dafür 
sprache,  er werde gewusst haben Rechenfehler s u  vermeiden. 

RBcrBations math6matiqnes -par  M. ÉDouam Lucas. Par i s ,  Gauthier- 
Villars, Imprimeur-Libraire. 1882. X X I I I ,  251 S. 

Von Her rn  L u  c a s ,  dem auch in Deutschland besonders durch seine 
Theorie der B e r n O u 1 li 'schen Zahlen und  der einfach periodischen Func- 
tionen wohlbekannten franzosischen Mathematiker, erschienen seit einigen 
J a h r e n  i n  dar Zeitschrift , , L a  revue scientifique" kleine in  losem Zu- 
sammenharig stebende Aufsiitze unter  obigem Titel.  Dieselben erscheinen 
nunmehr in naiier Redaction nnd mit nicht nnwesentlichen Erweiterungen 
abermals in  Buchform. Die Bezeichnung mathematischer Ergtitzunçen 
war in  früheren Zeiten eine gane übliçhe; in  Frankreich sellist gab,  nach- 
dem B a c h e  t d e  M é z i r i a c  mit seinen , ,Problèmes plaisants e t  ddlac- 
tables * die Bahn ertiffnet h a t ,  O z a n a m  seine gleichbenannte inhalts- 
reichc Schrift heraus,  und wir Deutsche konncn uns der  ,,Deliciae 
mathematico -philosophicae " des Altdorfer Professors S c  h w e n t e  r riihmen, 
welche allerdings auch n a d i  einem franz6sischen Vorbilde gearbeitet sind, 
dabei aber des Originellen und  Verdienstlichen recht vie1 enthalten. Man 
wird von vornherein annehmen diirfen, dass dieses neue Buch einen 

, hoheren Standpunkt  einnimmt, als alle seine Vorggnger, und in der That 
kanu  die Aufschrift hier nicht mehr wortlich genommen werden: es sind 
ausschlie~slich ernste wiesenschaftliche Aufgaben, mit welchen sich der 
Verf. beschaftigt, u n d  nur  die Einkleidung dieser Anfgaben ist es nocli, 
welche an bekannte Spielzeuge, Rathsel und  ~che:zfra~an erinnert. Die 
mathematischen Hilfsmittel, welche zur  Verwendnng gelangen, gehoren 
hauptsiçhlich der elementaren Zahlentheorie, der Cornbinationslehre und 
jener  Gattnng riiumlicher Probleme a n ,  welche der Franzose als ,,géo- 
métrie d e  position", der Deiitsche aber vielleicht zutreffender als ,,Ana- 
lysis s i tusi '  zu bezeichnen pflegt. 

Die Einleitung enthalt eine Reihe geschichtlicher Nachweieungen 
über sulche altere Vntersuctinngen, deren Gegenstand mit den im Bucbe 

' ~ e l b s t  behandelten 1)inge.n in  einem gewissen Zu~ammenhange  steht. 
L e i b  n i z 's Versuch einer ,, Lagerechnung" beginnt den Reigen, dann 
folgt einc grtissere Anzahl von Arbeiten über das sogenannte Rossel- 
-~ 

* Wir machen bei dieeem Anlasse darauf aufmerksam, dass ungefihr 8 Jahre 
var der Vorlage und im gleichen Verlage dieses füc die Geschichte der alteren 
Zahlenlehre unschLtzbare Werk zum dritten Male aufgelegt worden ist (1. Aufl. 
1612, 2. Aufl. 1624). Professor L a  bosne hat diese neue Auegabe besorgt und 
zngleich die allerdiiigs sehr nothigen Erliiuterungen hinzugefügt. 
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sprungproblem, die Konigsberger Brückenaufgabe, die magischen Qua- 
drate und endlich jene Art geometrischer Betrachtnngen, für welche 
nulangst vom Ref. die zusammenfassende Bezeichnung ,, Geometrie der 
Gitt,ersystemea in Vorschlag gebracht worden ist. Der  Leser ist  somit, 
wenn er diese , , Introduct ionu gelesan ha t ,  über den Charakter dessen, 
was ihm im Folgenden geboten wird, so ziemlich ins Klare gesetzt. Wir  
wolleu jetzt die acht Capitel, in welche das Ganze zerfallt, einer kur-  
zen Besprechung unterziehen. 

1. L e  jeu  des travers& en bateau. Dem Sinne nach ist dieses Spiel 
bareits i n  der  erwahnten Sarnmlung R a c h  e t ' s  enthal ten,  über dessen 
Lebcn und Lcistungen domzufolge einige Mittbcilungon gcmacht werden. 
Llie Fassnng dieser Aufgabe iet bei uns in  Deutschland gewohnlich diese: 
Urei Herren kommen mit iliren Dieneru,  welche gegen erstere bose Ab- 
sichten hegen,  a n  einen Fluss ,  über den eine Fahre  fülirt, in welcher 
nur zwei Personen Platz finden. Wie  gelangen nun  alle sechs hinüber, 
ohne dass jcmals irgendwo zwei Diener  mit einem der Hcrren zusammen 
allein s ind? Her r  L u c a s  verallgemeinert die Aufgabe, die Zahl 3 durch 
n eruetzend, macht dabei gelegentlich auf einen Irrthixm aufmerksam, 
welchen T a  r t a g l i  a eben bei diesem Rathsel begangen h a t ,  und  fügt 
schliesslich noch die  Erschwerung hinzn,  dass e r  das Boot auf einer 
Ineel im Flusse Halt  mnchen lasst. Zum Verstandniss dieses ersten Ab- 
schnittes, der eigentlich nur  ein Probestück strenger Logik darstellt , sind 
matheuiatisçhe Vorkenntnisse niclit erforderlich, nm so melir aber für  den  
zweiten, der nunmehr a n  die Reihe kommt. 

II. L e  jeu des ponts e t  des iles. l m  Jahrgang  1759 der preusrii- 
schen Akademieschriften findet man eine Abhandlung von L e  o n  h a r  d 
E u l e r  über die Brücken der  Stadt  Konigsberg i. Pr.* Das Centrum 
derselben ist die Insel Kneiphof,  von welcher s u s  mehrere Brücken zum 
Festlande, sowie zu benachbarten Inseln führen,  und E u l e r  warf n u n  
die Frage  auf :  Welche Bedingnngen giebt es für die Anzahl der Inseln 
und Brücken,  damit man bei einem Gange sammtliche Brücken ein ein- 
ziges Nal ,  keine aber  mehrere Male zu überschreiten brauche? Um hier- 
auf die Antwort zu finden, studirt H e r r  L u c a s  das Wesen der Fignren, 
deren ~mfassungs l i&e  in Einem Zuge beschrieben werden kann ,  wie dies 
z. B. bei den Sternpolygonen der  Fa11 is t ,  und kommt so zur  Aufstellnng 
der niithigen Regeln,  um ain Kriterium aufiustellen. Es scheint dem 
Verf. entgangen au sein, dass L. K u n  z e i n  seinem treff lichen Lehrbnche 
der Planimetrie dem Gegenstande eine so h s s e r s t  einfache Fassung 

* Da wir Deutsche doch gern in geographischer Beziehung unseren w-est- 
lichen Nachbarn etwas am Zeuge flicken, so m6ge unser geehrter College sich 
hier auch die kleine Berichtigung gefallen lassen, dass Konigaberg, die Hauptsti~dt 
Oatpreusseno, nicht zu Pornmern gerechnet werden darf. 
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ertheilt ha t ,  um ihn sogar geornetrischen Anfangern zuganglich eu niachen 
(vergl. auch T h .  S c h  r O e d e r ' s  Lehrbuch der Planimetrie, Nürnberg 
1882, S. 14). 

III. Lo jeu des labyrinthes. E i n e  sehr intcrossante ~$nlei tung,  sich 
durch Schlüsse aus einem Wirrsal zusammenhangender Gange - der 
Verf. nennt  als E[.ispiel die berütimteri Katakomben von Paris - heraus- 
z i i f ind~n.  Besonders wichtig auch in wisfienschaftlicher Hinsicht wird 
diese Aufgahe dadurch,  dass sie von Lii c a s  mit der  durch verschiedene 
franzosischc Geometer ausgebildeten Theorie der Verzweigungen (,,rami- 
fications") in B ~ z i e l i u n g  gesetzt wird. Wir  mochten jedoch daran er- 
innern ,  dass ausser L i s t  i n  g auch noch andere deutsche Mathematiker, 
namlich H i e r h o l z e r  und  W i e n e r  (im 6. Bande der Clebsch ' schen  
Annalen) ,  sich mit der Entwirrung eines Labyrinthes beschàftigt haben. 

IV .  L e  prohléme des huit reines au jeu des échecs. Wir  erhalten 
zunachst eine kurze Gwchichte dieser interessanten comhinatorisch-geo- 
metrischen Aufgabe: Anzugeben, wie und  wie  oft auf einem regelrnassi- 
gen Plangitter von n2 Zellen j e  n Zellen so gewahlt werden konnen, 
dam sie unter sich weder in vertikaler, noch in horizontaler, noch end- 
lich in diagonale1 Richtung zusammenhtingen. Mit ihr hat sich bereits 
G a u s s  beschiiftigt, B e l l a v i t i s ,  P a r m e n t i e r ,  L a  N o ë ,  L a q n i A r e ,  
G 1 a i  s h e r  und der Berichterstatter haben Vorschriften zu ihrer L6sung 
gegeben. Diese Methoden werden durchgosprochen und analysirt. Den 
Vorzug unter ihnen verdicnt zweifellos diejenige des jetzt in  Algier al6 
Beamter lebenden ehemaligen Pariser Polytechnikers L a  q u i  Are,  welcher 
es mDglich gemacht h a t ,  die 92 verschiedenen Losungcn, deren die Auf- 
gabe bei Zugriindelegung des gewohnlictien Schachbrettes fahig ist, durch 
einen der Sache ganz Unkundigen i n  überraschand kiirzer Zeit hinschrei- 
ben zii lassen. Zum Sclilusse wird gezeigt, in  welch' enger Beziehung 
dicses Sctiachproblern xu der von E. L u c a s  in einer selbststandigen 
Monographie abgehandelten ,, Geometrie der Gewebe '' steht , welch' letz- 
tere selbst wieder eine einfache Conseqnenz zahlentheoretischer Wahr- 
heiten ist. 

V. L e  j e u  du  solitaire. Ueber die mathematische Bedeutung des 
Einsiedlerspieles, welchee bereits von L e i  b n  i z  als ein sehr geistreiches 
erkannt  ward, ist besonders dnrch V a n  d e r m  O n d e  und  spaterhin durch 
R e i s s  Licht verbrcitet worden, anf deren Arboiten natürlich auch hier 
mehrfach Bezug genommen wird. Zum Spiele gehort ein Schachbrett von 
meistentheile 25 Zellen; auf jede Seite sind symmetrisch gegen den 
Mittelpunkt drei weitere Zellen aufgesetzt, so daas deren mithin im Gan- 
zen 37 vorhanden sind. I n  der Mitte einer jeden solchen Zelle befindet 
sich ein kleines mit einem Pflockchen verschlossenes Loch. E in  d c h e r  
Pflock wird herausgezogen, und nunmehr tritt die Spielregel in  Geltung, 
welcher zufolge ein Stift dann einen zweiteu wegschlagen darf ,  wenn er, 
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sei es in  der Zeilen-, sei es  i n  der Colonnenrichtnng, über einen andern 
Stift weg in eine freie Oeffnung gelangen kann. Man sieht,  dass sich 
je nach der Lage  der  zuerst gemacbten Oeffnung und nach der Bcschaf- 
fenheit der ersten Fortbewegung die mannigfachsten Abwecbselungen er- 
geben, bis es endlich gelingt - oder auch nicht gelingt -, das Brett 
von alleu Pflocken bis auf einen zn befreien. E ine  grosse Anzahl dieser 
Moglichkeiten wird erortert und auf  bestimmte - dem Wesen nach natür- 
lich auch wieder zahlentheoretische - Satze zurückgeführt. 

VI .  La numération binaire. Nach kurzer Erwahnung des von S t e - 
v i n  befürworteten DuoJecimalsystems setzt H e r r  L u c a s  die Eigenthüm- 
lichkeiten der  biuaren Zahlung auseinander, welche, lediglich von den  
Zahlzeichen O und  1 Gebrauch macht, dabei auch L e i b n i z '  irrthüm- 
licher Identificirung der chinesischen Kua's mit diesem System gedenkend. 
Hierauf woist er nach,  dass mit Gewichtsstücken von 1 bis 2"-l Gewichts- 
einheiten sammtliche Wagungen von Korpern vorgenommen werden kon- 
nen ,  die nicht mehr als 2n derartige Einheiten wiegen, und widmet auch 
dem sogenannten ,, mysteriosen Facher  " einige Worte. E in  Excurs über 
die , ,~o l lkommenen"  Zahlen, deren Theilersnmme der Zahl selbst gleich 
ist, beschliesst diese A b t h e i l m g *  

VIL L e  jeu  du  baguenaudier. E ine  Anzahl Ringe ist auf einem 
C 

Stabe aufgereiht nnd dnrch Drahte,  die i n  einer Metallplatte befestigt 
sind, verbunden;  es gilt, dieselben sammtlich von dern Stabe loszumachen. 
Dieses originelle Spielzeug, welches in Süddentschland unter dem Namen 
,,ZankeisenLL bekannt ist und  der  Volkssage nach von einem zum Tode  
verurtheilten Mechaniker als Bedingung tieiner Begnadigung erfunden sein 
8011, dankt  , wie uns  des Verf. bibliographische Angaben belehren , seine 
Entstehung i n  Wirklichkeit dem ebensa scharfsinnigan, als excentrischen 
C a r  d a n  us .  Hochst elegant ist das Verfabren, welches dieses anschei- 
nend recbt wenig mathematische Geduldspiel ebenfalls anf das binare 
Zahlensystem und  weiterhin auf gewisse combinatorische Grnppenbil- 
dungen zurückführt. 

VIII. L e  je6 du taquin. Dies ist  das nenerdings i n  die Mode ge- 
kommenc Fünfzehnerspiel, von den Englandern , ,boss  puzzle " genannt. 
Herr  L u c a s  theilt die  von den Amerikanern W o l s e y  J o h n s o n  und 
S t o r y  aufgestellte combinatorische 'i'beorie dieses Spieles mit, bringt aber 
a n  demselben noch gar manche Erweiternngen a n  und zeigt, i n  welchen 
Falleii diesen verallgemeinerten Anordnungen genügt werden k a n n ,  in  
welchen nicht. Zur Erganzung sei aucb zweier dcutscher Schriften ge- 

* Es hatte ~ i c h  empfohlen, an dieser Stelle niiher auf den irn Register aller- 
dings kurz erwahnten Hi  n d en b U T  g 'achen Aufsatz über das Llechiffriren solcher 
Geheimschriften einzugehen, welche durch Gitter geschrieben sind. In seinen Er- 
Iiuterungen dieser Art Krgptographie macht der Erfinder der combinatoriachen 
Analysis von der dyadiachen Zahlenschrcibung einen umfaasenden Gebrauch. 
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dacht, i n  welchen ebenfalls eine abschl io~sende theoretische Behandlung 
dieser Aufgabe enthalten ist und deren eine von Herrn S c h u b e r t  in 
Hamhurg,  die andere von einem P r o f e s ~ o r  I). D. herrührt,  hinter welcher 
Chiffre s ich,  wenn wir nicht sehr i r ren,  eine bekannte Capacitat verhirgt. 
In dieser kleinen Schrift (Dresden, Jaeniçke) wird die Louiing in sehr 
einfacher Weise mittelst ebcnsolcher Inversionalahz~hlungen erbracht, wia 
man deren beim Ausrechnen einer Determinante benothigt. - 

Den Beoichluss anseres Werkes machen einige niathematische Auhange, 
unter denen besonders Nr. 4 hervorragt,  eine Methode zur Prüfung sehr 
grosser Zahlen von der Form (2"- 1) auf ihre Primzahleigenschaft ent- 
haltend, und sodann ein bibliographischer Index  von grosscr Reichhal- 
tigkeit. Wenn sich derselbe auch,  wie unsere Bemerknngen ersehen 
lassen, noch in einigen Punkten vervollstiindigen lassan wird, so ist doch 
dadurch eine sehr dankenswerthe Grundlage für  weitere Studien auf die- 
sem bisher nicht genug beachteten Grenzgebiete des Exacten gegrben. 

W i r  nehmen von dem schtinen Buche Abschied mit der Hoffnung, 
bald einer Fortsetzung der darin niedergelegten Untorsuchungen zu be- 
gegnen. 

A n s b a e h .  Dr. S. G ~ N T E I E B .  

Sechs Karten enr mathematischen rteographie von Dr .  A. STEINBAUSER, 
k. k. Rcgierungsrath. W i e n ,  Verlag von Artaria & Co. 

Wir  haben in einem der  leteten Hefte dieser Zeitschrift das aus- 
gezeichnete populare Lehrbnch der mathematischen Geographie und Pro- 
jeütionslehre S t e i  n h a n s  e r ' s  besprochen und lassen nunmehr dieser 
Besprechung anch noch die Anzcige eines Lehrmitte.18 folgen, welches 
zunachst alleu J e n e n ,  die sich des genannten Leitfadens beim Uuterrich- 
ten und Lehren bedienen, weiterhin aber auch jedem Lehrer der Mathe- 
matik,  wie der Erdkunde  in hohem Grade erwünscht sein mnss.' Einige 
astronomisch - geographische Diagramme enthalten allerdings die meisten 
unserer grosseren Atlanten,  doch keine dieser Tafeln ist wohl so unmit- 
telbar dem Lehrzweçk angepasst,  wie diese Garnitur des Herrn S t e i n -  
h a u s  e r ,  die  allerdings auch nnr  aus  einem so guten Rufes sich erfreuen- 
den Kunstverlag in  dieser Vollendung hervorgehen konnte. Leider fehlt 
den  einzelnen Karten jede Numerirung, so dass wir bei unsersr Beschrei- 
bung derselben willkürlich eine Reihenfolge einzuführen gezwungen sind. 
Wir  wahlen dieselbe so ,  wie sie sich bei der Verwendung der Karten in 
der Schule als die natürlichste ergeben würde. 

Die  auf Karte  1 vereinigten Gegenstande sind sehr  mannichfaltiger 
Natur. D e n  Mittelpunkt nimmt eine orthographische Aequatorealprojec- 
tion der Erdkugel e in ,  auf welcher nicht nur  die Meridiane und Paral- 
lelkreise, sondern auch die Dammerungs - u n d  Beleuclituugsgrenzen für 
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einen gewiseen Sonnenstand sehr deutlich zum Ausdruck kommen. Ua-  
neben versinnliçhen 24 kleiue Kugeln in  verschiedcnen Farbentonen die  
Bestrahlung der Erde  durch die Sonne im Verlaufe eines Jahres. Ausser- 
dem finden wir hier als Beispiel des sogenannten grapliischen Calculs ein 
Schema xiir Auffindung der Zeitgleichung aiif xeichnendem W e g e ,  eine 
Schaar concentrischer Kreise zur Versinnlichung der gewisseu Bergspitzen 
entsprechenden Gesichtskreise, ein genaues Bild der Mondellipse mit all' 
ihren Elementen,  eine F igur  zur  Darstellung der Erdzonen in zweierlei 
Projection und  endlich zwei Zahlentafeln für die Lange  von T a g  und  
Nacht für aquidistante Brciten und  fiir die Grosse der von erbabenen 
Punkten überblickten Kugelcalotten. Die aweite Karte  entlialt j e  ein 
Planiglobium für den nordlichen und südliçhen Himmel, Grundton hlau, 
Sterne weiss, mit eiuer treii'lictien Wiedergahe der Aeste der Milchstrasse, 
eiu stereographisches Abbild der nordlichen Eklipt ik-  Halbkugel mit alleu 
wichtigen Kreisen und zwei Sternverzeichnisse heider Hemisphiiren i n  
photometrischer Anordnung (nach H e r s  c h  el). Das Hauptstück von Nr. III 
ist eine Cylinderprojection der himmlischen Aequatorealzone mit ein- 
gezeichnetem Sonnenlaufe, desgleichen ein Diagramm der  Mondbewegung. 
Ferner  begegnen wir hier vorzüglichen Abbildungen der bemerkenawer- 
thesten Sternhaufen und  Nebelflecke (Kohlensacke, Orionnebel u .  s. W.). 
Die viertc Kar te  ist den Planeten gcwidmet; au€ zwei gleicligrossen Krci-  
sen ist die aussere und innere Planetengruppe abgebildet,  und  zwar mit 
einer Menge von Einzelheiten, ohne dass doch von Ueberladung die 
Rede sein ktinnte. Zumal der Gürtel der Planetoiden,  von welchen nicht 
weniger als acht Rahneii aiifgenommen s ind ,  tritt  hier klarer als i n  vie- 
len anderen Darstellungen hervor, so dass man sich besonders auch von 
dem annahernden Zutreffen der d ' A r r e s t ' s c h e n  &gel durch den Augen- 
schein überzeugen kann.  Ferner  trifft man hier a n  eine Uebersicht der  
Grtissenverhaltnisse der  Wandelsterne, ein graphisches Schema für die 
Neigung ihrer Bahnen und  eine perspectivischc Zeichnung des Systems 
der Jupiterstrabanten. Kar te  V enthalt i n  erster Linie eine fein detail: 
lirte Mondkarte (die Berge n u r  durch eingezeichnete Zahlen gekennzeich- 
net) ,  sodann einige Specialkarten von Mondgebirgen , zii deren besserer 
Uebersicht ein Kartchen der Umgebung von Wien in gleicliem Massstabe 
beigegeben ist,  weiterhin Zeichnungen der Mondpbasen und der verschie- 
denen Formen von Finsternissen, ein paar auffallende Sonnenfleeke mit 
Grossenangabe und endlich ein Erdbi ld,  auf welchem die Wanderung des 
Kernschattens ainer Sonnenfinsterniss mustergiltig verzeichnet ist. Am 
verdienstlichsten in der  ganeen Sammlung erscheint uns jedoch die  
sechste und  letzte Kar te ,  anf welcher nicht weniger als 30 Figuren i u r  
Erlauterung der bekannten Projectionsarten sich vorfinden, und zwar 
theilweise als Netzg, theilweise als wirkliche Erdbilder. Um nur E in-  
zelnes anzuführen, so ist hier vertreten M o  11 w e i  d e's aquivalente, 
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J a e g  e r - P e t e r  m a  n u ' s  sternformige, S a n s  on ' s  rhombische Projection, 
die Erweiterung der vou dem alten P e t  e r  A p i a n  vorgeschlagenen 
Manier, über deren Besondcrhcit man sich ebenfalls hier unterrichten 
k a n n ,  indem das Netz der Weltkarte von 1524 gleichfalls ein Platzchon 
gefunden hat. W e r  da  gefühlt ha t ,  wie sehr der Mangel von Figuren 
die Lecture z. B. der treff lichen Kartographie von T i  s s O t beeintrachtigt, 
der wird Herrn S t e i n  h a u  s e r  für diese mnsterhafte Sarnmlung von P a -  
radigrnen ganz besondern Dank wissen. 

Wir hoffen, dam diese kurze Beschreibung uns  hesonderer Lobsprüche 
überheben, wohl aber weitere Kreise zur  Kenntnissnatime der S t e i n -  
h a u  s e r'schen l 'afeln anregen werde. 

A n s b a c h .  Dr.  S. G ~ N T H E B .  

Abriss der  mathematischen Geographie fiir hohere Lehranstalten von 
Dr. KARL ISRAEL-HOLTZWABT, Oberlehrer a n  der Musterschule zu 
Frankfurt  a. M. Nach des Verfassers Elementen der spharischen 
Astronomie. Mit einer Tafel der  astronomischen nreiacke und 
Coordinaten. Wiesbaden, Vcrlag von J. F. Borgmann. 1882. 
VII ,  40 S. 

Der Unterzeichnete war jüngst veranlasst, a n  einem andern Orte 
(im ,,Humboldt") d ie  Elernente der  spharischen Astronomie des namlichen 
Verfassers zu besprechen, an welche sich da8 vorliegcndo Werkchcn dem 
Titelblatte zufolge unmittelbar anschliesst. E r  konnte dort  sowohl den 
Grundsiitzen, nach welchen dieser f'ür Studirende bestimmte Lehrbegriff 
gearbeitet is t ,  als auch der Ilurcbführung dieser Grnndsatze nur  un- 
getheiltes Lob  spenden. Bis zu einem gewissen Grade gilt dieses Lob 
allerdings auch noch im gegenwartigen Fa l le ,  allein d a  wir an ein Ele- 
mentarbuch u n d  a n  ein Compendium für  akademiciche Vortrage doch 
ziemlich verschiedenartige Anforderangen stellen zu sollen glauben, so 

müssen wir es tadeln, dass der Verf. diesem Gegensatze so gar wenig 
Rechnnng getragen hat. Nach unserem Ermessen durfte sich Ersterer 
nicht daranf beschranken, einfach einen Auszug ails seiner griissern 
Schrift seinen Primanern in die HSnde zu geben;  e r  musste vielmehr 
dieselbe gründlich durcharbeiteu und die ganze Anlage anderu,  wenn er 
die astronomische Geographie nicht lediglich als eine Aufgabensamrnlung 
fü r  spharische Trigonometrie, sondern als selbststandige Disciplin von 
geistesbildender Kraft betrachtet wissen wollte. J e d e r  Lehrer, der nicht 
nnter  ganz aussergew6hnlich günstigen Verhaltnissen arbeitet,  wird uns 
Recht geben, wenn wir behaupten,  dass selbst mathematisch geübte 
Schüler n u r  schwer d a m  gebracht werden konnen,  die Phanornene der 
taglichen und jahrlichen Bcwcgung ricbtig aufzufasqcn, dass somit der 
Unterricht inductorisch von diesen Erscheinungen selbst zn deren Erkla- 
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rung aufsteigen muss. Diese padagogische. Grundregel ,  über welche alle 
neueren Schriftsteller auf dem Gebiete der Schulastronomie einig sind, 
ward nun  aber von Eierrn 1 s  r a e l  nicht beobachtet, wie die nachfolgende 
Inbaltsübersicht beweisen wird. 

E s  werden zuerst die drei üblichen Coordinatensysteme geschildert, 
deren Wesen richtig zu versteben die am Schlusse beigefügte treffliche 
Uebersichtstafel ainen guten Anhalt bietet. Darauf folgen sofort Fraces- 
sion und  Nutat ion,  zwei Erscheiuungen, die gleich beim Beginn des 
Pensnms einen um so verblüffenderen Eindruck machen müssen, als die 
zu ihrer nnmerischen Berechnnng dienenden Formeln nicht abgeleitet, 
sondern mit Bezug auf L a p l a c e  einfach mitgetheilt werden. Nunmehr 
begegnen wir einer ausführlichen und an sich rnusterhaft durchgefübrten 
Discussion der beiden Fundamentaldreiecke, vou denen die Transforma- 
tion der  spharischen Coordinaten abhangig ist; diese Aufgaben werden 
jedem Lehrer  sehr willkommen sein. I m  nnmittelbaren Anschluss an die 
entwickelten Formeln werden verschiedene Methoden der geograpliischen 
Ortsbestimmung auseinandergesetet, und  zwar bezüglich der Lange mit 
besonderer Betonung des Verfahrens der Monddistanzen. Einer  wohl 
etwas e u  kurzen,  wenn auch durch eine sehr instructive Zeichnung ver- 
anschaulichten Skizze der Gradmeesungsarbeit auf der kugelformigen Erde  
reiht sich die Bestimmung der  Distane und Parallaxe eines Himmelskor- 
pers a n ;  die Venusdurchgange finden, wie wir gern zugeben, eine kla- 
rere I)arstellung, als sie in den meisten Lehrbüchern z u  finden pflegen. 
Den  Schluss bildet eine hübsche mathematiscbe Theorie der Darnmeriing 
in Verhindung mit der bekannten A l h a z e n ' s c h e n  Losung der Aufgabe, 
jeno Hohe des Luftkreises e n  finden, bis s u  welcher noch eine Reflexion 
des Lichtes stattfindet. 

Diese Analyse wird unser Urtheil best&igen. Das Büchlein ist ein 
sehr guter Leitfaden für  den Unterricht in gewisseii Theilen der, an- 
gewandten Mathematik, allein da  es ehen nur  Bruchstücke und kein 
System liefert, wird mine Verwendung in der Schnle selbst nur  eine 
beschriinkte sein konnen. Die Ausstatturig ist nntadelhaft. 

A n s b a c h .  Dr. S. G ~ N T H E R .  

E n t g e g n u n g .  
I n  der Zeitschrift für Mathematik und Physik (Jahrg. 27 II. 4 S. 129 

der hist.-lit. Abthlg.) behauptet Herr  Prof. H. Z e c  h - Stuttgart,  meine 
Schrift , , E i n f ü h r u n g  i n  d i e  M e c h a n i k "  (Freiberg, Craz & Gerlach, 
1881) sei eine Ver-  oder Zerarbeitung der Mechanik von H o 1  t z m a n n  
(Stuttgart, Meltzer, 1861) mit Einschiebung von E'ignren und Aufgaben. 

Zur Richtigstellung erlaube ich mir hierzu zu bernerken, dam bei 
der Bearbeitung meines Buches, wie boi jedem Lehrbuche, nothwendiger- 
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meise existirende Literatur zn  verwerthen war;  - in  den vielen anderen, 
zum grossen Tfieil eehr anerkenuenden Kritiken über mein Buch ist mir 
hieraus auch keiu Vorwnrf gemacht worden. 

Verschieden von H o l t z m a n n  bot ich l e d i g l i c h  P r i n c i p i e n  d e r  
M e c h a n i k  u n d  v o r b e r e i t e n d e  A u f g a b e n  a l s  U n t c r l a g e  f ü r  
V o r t r a g e  u n d  w e i t e r g e h e n d e  a n a l y t i s c h e  o d c r  t e c h n i s c h e  S t u -  
d i e n  (vergl. die Vorrede meiner Schrift) nnter  Benutzung der  Werke 
cou N e w t o n ,  P o n c e l e t ,  C o r i o l i s ,  D e l a u n a y ,  L l u h a m e l ,  T r e s c a ,  
M a x w e l l ,  D ü h r i n g ,  R e d t e n b a c h e r ,  W e i s b a c h ,  A n t e n h e i m e r ,  
H o  1 t z m a n  n , Ri  t t  e r  und  der vorziiglicheu Vortrage des auch Bergleute 
schulendcn Professors C. M. G u 1  d b  e r g  in Christiania. 

D a  es nicht üblich ist,  i n  einem Lchrbuche Citate anzuführen, ver- 
mied ich dieselben, wie H o l t z m a n n  und  Audere; um dem Studirenden 
aber Quellen zu liefern, verfasste ich gleichzeitig mit dern Lehrbuche 
einen Literaturnachweis, welcher - bereits im Anfang dieses Jahres  in  
oinem Artikel erwahnt - noch nicht zur Veroffcntlichung golangt ist. 

Schon vor der Fertigstellung und dern Druck meiner Schrift von 
dem Erscheinen nugünstiger Bespreçhungen unterrichtet, beschloss ich, 
denselben unter bestem Dank bei der Ilerausgabe des Quellennachweises 
entsprechende Berücksichtigung zu schenken und der Bemangelung auf 
diese Weise nur  in d u r c h a u s  s a c h l i c h e r  F o r m  zu begegnen. 

Hier  erlaube ich mir aber zu bemerken, dass heutzutage Xiemand 
ein Recht ha t ,  fiir das H o l t z m a n n ' s c h e  Buch, s o w e i t  e s  d i e  P r i n -  
c i  p i  e n d e r hl e c h a n i  k, welche vom ersten Viertel dieses Jahrhunderts 
ah fest begründet sind, b e h a n d e l t  , Anspruch auf geistiges Eigeuthum 
zu erheben; auch Herr  Professor Z e c h  wird vielmehr zugestehen müssen, 
dass sich die dern Anfanger wenig, dern in  die Wissenschaft Eingeführ- 
ten recht gut dienende H 01 t z m a n n ' s c h e  analytische Mechanik bezüglich 
der I'rincipien ebenfalls an die Werke  früherer Scbriftsteller anlehut. 

F r e i b e r g ,  1882. H. UNDEUTSCH. 
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352. On the construction of the uhotoahone. S i l v .  P T h o m n s o n .  Phil. Maa. 

L > " 
LXI, 286. 

353. On the  best arrangement of Wheat~tone ' s  bridge for the measurement of a 
particular reuistance. T h o m .  G r a y. I'hil. Mag. LXTJ, 283. 

Vergl. Kegelfunetionen. Kugelfunctionen. Magrietiunius. Optik. Potential 467. 

Elliptische Transcendenten. 
354. Grundlagen c h e r  independenten Theorie der elliptischen Modulfunctioneu und 

Theorie der Multiplicatorgleichungcn erster Stufe. H u r w i t z .  Mathem. 
Annal. XVIII, 528. 

355. Sur la. diE6rentiation des fonctions elliptiques par  rapport  au module. H e r -  
m i t e .  Astr. Nachr. XCVI,  321, 

Vergl. Modulargleicliungen. Hiemarin'sche FlacLe 470. 

P. 
Formen. 

556. Sur un thkorème général dans l a  theorie des formes binaires. F a à  d e  
B r u  no. Mathem. Annal. XVLII, 280. 

Vergl. Dzterminanten 326, 327, 3-29. Invalrianten. 

Functionen. 
357. Zur Theorie der symmetrischen Functionen. M e r t e n s .  Wien. bkad.-Ber. 

LXXXI, 988. 
358. Shcorie der allgenieinen Periodicitat. R a u s e n b e r g e r .  Mathem. Annal. 

XVnT. 378. 
Verpl. Abbildung. Bestimmte Integrale 320. Elliptische Transcendentrn. 

Geschichte der Mathematik 38fi. Invarianten. Xegelfunctionen. Hetten- 
brüclie. Kugelfuuctioneu. LamB'sche Fuuctiorien. ILieniariu'sche Flache. 
Sturm'sche Functionen. 

a. 
Geodasie. 

359. Note sur un procede' pratique pour etahlir l'accord entre plusieures bases 
d'une triangulation. A. F' e r r  e ro .  Astr. Nachr. XCVII. 177. 

360. Ueber die Cnikehrung der Bcssel'schen Methode der  phir roi dis ch en Ueber- 
tragung. A l b r e  c h t Astr. Nachr. XCVI, 209. 
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361. Ueber den Ein5uss verbesserter Stemorter auf die Polhohen der Gradmessung 
in Ostpreussen. M. Law, Astr. Naçhr. XCVI, 333. 

362. Ueber den Einfluss der Wahl verschiedener Nullrichtungen auf die Ausgleich- 
ung von Richtungsbeobachtungen. B o r s  c h. Astr. Nnchr. XCVII, 181. 

363 IL6diiction des observations a.stronomiques et, des angles g6od6sirlues d 'me  
siirfitce de niveau à une autre, E. P u c c i .  A&. Nachr. XCIX, 161. 

Vergl. Astrononiie 312. 
Geometrie (descriptive). 

364. Der orthogonal- axonometrische Verkürzungskreis J. l ' e s  a;. Wicn. Akad.- 
Ber. LXXXI, 453. oeometrie (hijhere)* 

365. Ueber den Fundamentalsate dcr projectivischcn Geometrie. S c  h u r .  Mathem. 
Annal. XVIII, 252. 

366. Ueber die durch collineare Grundgebilde erzeugten Curven und Flichen. S c h u r .  
Mathem. Annal. XVILI. 1. 

367. Ueber eine ~ i ~ t t u n ~  von  onf figuration en in  der Ebene und i m  Raumc. S. 
K a n t  or.  Wien Akad. - Ber. T,XXX, 715. 

368. Ueber Polargruppeu. E m i l  Wcy  r. Wien Akad.-]Ber. LXXXI, 841. 
369. Ueber harmonisclie Mittelpunkte eiueu Quadrupla. E mi  1 We y r. Wien. 

Akad.-Ber. LXXXI. 1213. 
370. Weiterc svmmetrische ~ez i ehuneen  am voll~tandieen Vicrecke. S. K a n t o r .  

~ i e n . "  Akad.-Rer. LXXIX, 6 7 .  
.J 

371. Ueber das riiumliche vollstandige Fünfeck. G u s  t .  K O hn.  Wien. Akad.-Ber. 
T , X X X  7 - --A- > . ' 

372. Ueber Projectivitaten und Involiitionen auf ebenen rationalen Curven dritter 
Ordnung. E m i l  We y r. Wien. Akad.-Ber. LXXXI, 169. 

373. Ueber rationale ebene Ciirven dritter und vierter Ordnung. A m  e s e der .  
Wien. Akad.-Ber. LXXX, 487. 

374. Ueber gewisse Curvenbüschel dritter und vierter Ordnung. S. K a n t  or .  Wien. 
A k a d B e r .  LXXIX, 787. 

375. Ueber rationale Curven vierter Ordnung, deren Doppelpunktatangenten zum 
Theil oder ganz in Inflexionstangenten übergehen. A m  e s e  d e r .  Wien. 
Akad.-Ber. LXXIX. 472. 

376. Uebeï &"en vierter O;dnung mit  drei Doppelpunkten., Am e s e d e r .  Wien. 
Akad.- Ber. LXXIX, 241. 

377. Ueber ebene rationale Curven vierter Ordnung. C. B o b  ek.  Wien. Akad: 
Rer. LXXX, 561. 

378. Ueber eine Helation zwischen den singularen Elementen cubischer Involutio- 
nen. C. L e  P a i g e .  Wien. Akad.-Ber. LXXXI, 159. - E m i l  W e y r  
ibid. 162. 

379. Bemerkungen über cubische Involutionen. C. L e  P a i g e .  Wien. Akad.-Ber. 
IJXXXI, 845. 

380. Ueber biquadratische Involutionen zweiter Stufe und ihre typischen Curven. 
E r n i l  W e y  r. Wien. Abad..Ber. LXSXI, 1007. 

381. Ueber Involutionen n t e n  Grades und kter Stufe. E m i l  W e  y r. Wien. Akad.- 
Ber. LXXIX, 680. 

Vergl. Xegei~chnitte.  Oberfliichen. OberfEachen zweiter Ordnung. 

Geschichte der Mathematik. 
382. Ueber Ulugh Reg's Sterngrossen. C. E l .  P. P e t e r s .  Astr. Nachr. XCIX, 236. 
383. Nonius oder Vernier? B r e u s i n e .  Autr. Nachr. XCVI. 129. 
384. Zu Herrn Prof. Oudemans' NotiS' über den Erfinder der nerativen Oculare - ~ -  - - ~ - -  

nebst einigen Bernerkungen über die von Schyrlaeus de  Khtheita angeblich 
cntdcckten Marsmonde. W i n n e  c ke .  Astr. Nachr. XCVI, 184. 

385. On Newton's , ,Begi~la tertia philosophandi ". C h a l l i s .  Phil. Mag. T J X ,  21. 
386. B. Bolzano's Lledeutung in der Geschichte der Infinitesimalrechnuug. O. S t o l z .  

Mathem. Annal. XVIII, 255. 
387. Nekrolog von Christ. Aug. Friedr. Peters,  -f 8. Mai 1880. Astr. Nachr. XCVII, 

113. 
388. Nekrolog von William Lassell, -t 4. October 1880. Astr. Nachr. XCVLII, 207. 
389. Sodesanzeige von Benjamin Peirce, -1 8. October 1880. Astr. Nachr. XCVIII, 

303. 
390. Nekrolog von H. v. Dembowski, -f 19. Januar 1881. Astr. Nachr. XCIX, 111. 

Gleichnngen. 
391. Ueber Galois' Theorie der algebraisehen Gleichungen. B a c h m  a n n .  Mathem. 

Annal. XVLII, 449. 
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394. Bemerkung über Abel'sche Gleichungen. N e t t o .  Mathem. Annal. XVIII, 247. 
393. Ziir ï'heorie der Ke~olvent~en. J .  K o n i g .  Miithem. Annal. XVIII, 78. 

VergL E'uuctionen 357. luvariauten. Sturm'sche Functiorien. 

IL 
Eydrodynamilr. 

394. Supplement to researches on the hydrodynnmical theory of the physical for- 
ces, inclndiiig u theory of the microphone. C h  a l l i ~ .  Iihil. Mag. LIX, 448. 

395. Uelier d i~cre te  Wirbelfiideu. M. M a r g i i l e s .  Wien. Akad.-Ber. LXXXI,  810. 
396. Vortex statics W i l l  T h o m s o n .  Phil. Man. LX, 97. 
397. Un gravitational - -- oscillations of rotating water. W i l l  T h o m s o n .  Phil. Mag. 

LA,  109. 
398. Vibrations of a columnar vortex. W i l l .  T h o n i s o n .  Phi1 Mag LX, 155. 
399. On steadv motion in an incorn~ressibir viscons fluid. T h  Craie. Phil. Mar. " -  

~ ~ , * 3 1 2 ;  LXI, 304. - 0b;r b e c k  ibid. L U ,  153. 
" 

Vergl. Diffusion. Ryperboloid. 
Ucber das Parallelhexagon auf dam geradliuigeu Hyperboloid. H. S c h r o e  t e r .  

Blathem Annal. XVIII, 4-8 
Ueber die Strictionslinie des Hyperboloids alfi rationale Raumcurve vierter 

Ordnung. N ig O t t i .  ?Vien. i k a d .  Ber. LXXX, 1023. 
Ueber eine Iiesoiidere Erzeugiinpveise des orthogonalen Hyperboloids iind 

über Riischel orthogonüler Kegel und Hgperboloide. B u t  h. Wieri. 
Akad, Ber. LXXX, 257. 

1. 
Interpolation. 

Bemerkung über die allgerneine Cauchy'sche Interpolationsrriethode. S e e l i g c r .  
Astr. Nachr. XCVI, 235. 

Invarianten. 
Ueber endliche Formensyoteme in  der Theorie der rationalen Functionen. J. 

K o n i g .  Mathem. Annal. XV111, 69. 

Eegelfunctionen. 
Ueber die Mehler'scheu Kegelfiinctiouen und deren Anweuduug auf elektro- 

statische Problenie. C. N e u m a n n .  Rlrthem. Annal. XIX, 195. 

Keaelschnitte. 
Die Projectiv-Constructionen der Curven zweiter Ordnung. W. B i n  d er. 

Wien. Akad.-Her. LXXXI, 648. 
Beziehungen der  Geradrn zu Linien zweiter Ordnung, welche durch einen 

, Diameter und eine conjugirte Sehne gegeben sind. U a r c h a n e k .  Wien. 
A kad -Ber. LXXIX. 7 13 

Ueber die Reduction ;ines Büschels von Curseii zweiter Ordnung auf ein 
Strahleniiüschel M ich .  T r  c b  i t  s c h e r .  Wien. Akar1.- Bcr LXXX, 913. 

Ueber dreifach lxriihrende Kegelschnitte einer ehenen Ciirve dnt ter  Ordnung 
und vierter Classe. E m i l  Weyr.  Wien. Akad -Her. LXXX, 1040 

Die Beziehungen zwischen Kegelschnittbüscheln und rart,ioualen Curven dritter 
Classe. hl. T r e l i i  t s c  h e r .  Wien Akad. Ber. LXXXI, 1080. 

Ueber v ierhch berührende Hegelschnitte der Ciirven vierter Ordnung mit drei 
Doppelpunkten. A m e s e d e r .  W i ~ n .  Akad.-Her. LXXX, 187. 

Ueber vollstLndige eingeschriebene Vielseite. Ernil Weyr .  Wien. Akad.- 
Ber LXXXL, 80. 

Charakter, Axen, conjugirte Durehmesser und conjugirte l'unkte der Kegel- 
schnitte einer Schaar. J o s .  M a u  t nu r .  Wien. A h d  -Ber. LXXX, 973. 

Yergl. Astronomie 305. 
Kettenbrüche. 

Deber Kettenbrüche. L. G e g e n  b a u e r .  Wien. Akad.-Ber. LXXX, 763. 

Kugelfunctiocen. 
Ueber cine mit  den K u g e l  und Ç~linderfunctionen verwandte Function und 

ihre Anwendung in der Theorie der E;ektricitiitsvcrtheiluiig. M e h l o r .  
Mathem. Annal. XVilI, 161. 
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Lamd'sche Functionen. 
~ e b e r  LamB'achc Functionen. F. K l e i n .  Mathem. Annal. XVLII, 237. 

Logikcalcul. 
On thc dingrammatic and mechanical represcntation of propositions and 

reasonines. J. Venn. Phil. Mae. LX. 1 .  
On the diaGammatic and rnechan&al réPresenkation of' propositions and 

reasouings. K. M'  Col l .  Phil. Mag. LX, 168. 
Iniplicational aud equatioual logic. H. M '  Co l l .  Phil. Mag. LXI, 40. 
On Mr. Yenn's ,,Synibolic logicLL. A. M a c f a r l a n e .  Phil. Mag. LXII, 61. 
On logical diagrams for n terms. 811. M a r q u a n d .  Phil. Mag. LXLI, 266. 

Magnetismns. 
Ueber die Abweichungen der ~mpère ' schen Theorie des Magnetismus von der 

Theone der rlektromagnctischen Krafte. S t e f an .  Wien. akad.-  Ber. 
LXXIX, 659. 

On Mr. E. 11. LIail's experiments on the ,,action of magnetism on a permanent 
electric currentLc. J .  Hopk inso r i .  Phil. Mag LX, 490. 

On the  new theory of magnetic attractions mrl the  magnetic rotation of 
polarizcd light. H. A. R o w l a n d .  Phil. Mag. LXI, 464. 

Ueher eine neue Art, die Inclinatiou aus den Schwiiigungen eines Magnet? 
stabes zii bestinimen. Ps  c h e i d l  Wien. Akad.-Uer. LXXX, 11. 

Ueber die T r a g k r ~ f t  der Magnete. S t e f a n  Wien. Akad.-Ber LXXXI, 89. 
Ueber die auf Diamagnete wirkssmen Krafte. B o l t  z ni ann .  Wien. Akad.- 

Ber. LXXX, 687. 
Complete theory of the bifilar-magnetometer and new methods for the  deter- 

mination of t he  absolute horizontal intensity of the Earth's magnetism, 
as well as of the temperature and induction-coefficients of magiiets. H. 
W i l d  Phil. Mag. LIX, 443. 

Vergl. Elektricitkt. 
Mannichfaltigkoiten. 

Die Anzahl der uuabliiingigeu Gleichuugen, die zwischen den allgemeinen 
Charakteren einer Curve im Raume von n Diaensionen stattfinden. 
Vero  n e  s e. Mathem. Annal. XVILI, 448. 

Mechanik. 
Ueber die Losung von dynamischen Problemen mittelst der Hamilton'schen 

partiellen Differentialgleichung. H o  Cevar .  Wien. Akad.- Rer. LXXIX, 
Ti67 

~ h e o r i è .  der Bewegung auf developpablen Flachen. F e r  d. W i t t  e n b  a u e r .  
Wien. Akad.-Ber. LXXXI, 697. 

Ueber die Differentialçleiçhungen der Bewegung in dem Problcm der drci 
K6ruer. A n a .  Wei l e r .  Astr. Nachr. XCVI. 161. 

Das ~ r o h l e m  derudrei Korper in der neuen ~t6r;ngstheorie. Ang .  Wei l e r .  
A&. Nachr. XCVII, 97, 129, 161, 193. 

Sopra una relazione di distanze ne1 problema dei tre corpi. A. d e  G a s p a r i s .  
Astr. Nachr. XCVI, 337. 

Sui rapporti delle variaxioni simultanee di  alcuni elpmenti di ellissi istantanee. 
A. d e  G a s p a r i s .  Astr.Nachr.XCIX, 65, 81, 97. 

On a neglected principle, tha t  may be em loyed in Earthquake Measurements. 
P e r r g  & A g r t o n .  Phil .Mag LVII!', 30. 

On the  forma of the vibrations of twitched an atroked strings. F. L i n d e -  - 
m a n n .  Phil. Mag. LIX, 197. 

Melisunaen über daa Nitschainaen. A. v. E t t  i n  rr h a u  s e n. Wieu. Akad.-Ber. 
L ~ X I X ,  215. 

- - 
Remarks on a simolification of theorv of vibratorv motions. C. C e l l é r i e r .  

Phil. Mag. LX: 57. 
On the  resultant of a large number of vibrations of the same pitch and of 

arbitrary phase. R a y l e i g h .  Phil. Mag, LX, 73. 
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441. The vibrations of a film in reference to  the  phoneidoscope. W. B a i l y .  Phil. 
Meg. LX, 79. 

442. Ueber eine Erweiterung der Giltigkeitsgrenzen einiger allgenieiuer Satze der 
Mechanik. O. S i m o n y .  Wien. Akad -Ber. LXXXI, 399. 

Vcrgl. Akustik. Astronomie. DiEusion. Elektricitat. Hydrodynamik. Magne- 
tismiis. Optik. Warmelehre. 

Modulargleichungen. 
4.13. Die Untergruppen der Galois'schen Gruppe der Modulargleichiingen fiir den 

P'all eines primzahligen Trausformationsgrades. Cii e r  s t e r .  Mathem. 
Annal. XVIII, 319. 

Vergl. Ltiemann'sche Flachc 470. 

0. 
Oberfltlchen. 

444. Ueber eine charakteristische Eigenschaft der developpabeln Flaohen. v. M a n -  
g o  l d  t. Mathcm. Annal. XYIII, 604. 

446. Beitrag ziir Theorie der Normalflkchen. G u s  t. P es  c h  k a .  Wien Akad.-Ber. 
LXXXI, 1128, 1163. 

446 Die verschiedenen Gestalten der Kummer'schen Flachc. R n h n .  Mathem. 
Annal. XVLII, 99. 

447. Ucher die Abhkngigkeit der Charaktere einer durch Leitcurven be~tirnrnten 
llegelflache von den Charakteren dieser Leitcurven Hupp .  Mathem. 
Anrial. XVIII ,  366. 

418. Beitrag zur Theorie der RepelflBchen vierten Grades mit  einem Doppelkegel~ 
schnitt. A m e s c  d e r .  Wicn. hkad.  Her. LXXXI, 271. 

449. Die Begelfl%chen vierten Grades, d ~ r e n  Erzougende sich zu Quadrupeln griip 
piren. A m e s e d  er. Wien. Akad.- Ber. LXXXI, 615. 

450. Bemerknug über Flicheu vierter Ordnung F. KI ein.  Mathem. Annal. XVliI, 
160. 

451. Ucbcr zwei besondcre Flachcn sechster Classe. S. K a n t o r .  Wien Akad: 
Her. LXXIX, 768. 

462. Ueher einen besonderu b'all des eindeutigen Entsprechens der Punkte zweier 
Fliichen. K r e y .  Mathem. Annal. XVIII, 8.2. 

453. Zur Taneentenbestinimune der Selbstechatten~rcuzen von RotationsPAchen. 
~ e l l .  Wien. Akad. Rer. LXXIX, 447. 

Vergl. Cieodiisie. Geometrie (hohere) 366. ~ é c h a n i k  431. 

Oberflachen zweiter Ordnnn~. 
454. Théorie des figures projectives sur une surfacedu second ordre. Z e u t  heu.  

Mathem. Annal. XVIII, 33. 
455. Ziir Constriiction der Schmirgung~ebene der Diirchdringi~ngseiirve zweier FI%- 

chen zaeiter Ordnung. il U r a s c h .  Wien. Akad.-Ber. LXXXI, 264. 
Vergl. Hyperboloid. Potentiül 466. Sphirik. 

Optik. 
456. On Maxncli'u theory of light. J. J. T h o m s o n .  Phil. Mag. LIX, 284. 
457. On the electromagnetic theory of light. T&ay le igh .  Phil. Mag. LXLI, 81. 
458. Hemerkungen zu Cauchy's 'I'heorie der Lloppelbrechung. v. L a n g .  \Vien. 

Ak:td.-Ber. LXXXI, 369. 
459. On Nicol's prism. G l a z e b r  oo k.  Phil. Mag. LX, 247. 
460. On the opacity of tourmaline crystals. S i lv .  P. T h o r n p s o n .  Phil. Mag. 

LXII. 112. 
461. Ueber d& Gang der Liühtstrahlen in einer hornogerien Kugel. L i p p i c h .  

Wien. Akad.-Ber. LXXIX, 516. 
462. On images formed without reflection or rcfiaction. R a y l e i g h .  Phil. Mag. - - 

LXl, 214. 
- 

463. Ceber die llenderungen der Refractionsconstantc und Storungen der &ichtung 
der Lothlinie im Gebirge. B. v. S t e r n e c k .  Wicn. Akad.-Ber. LXXX, 61. 

464. Die Aenderurig des Moleculargewichts und des Molecularrefractionsvermogens. 
J a n o v s  kg.  Wicn. Akad.-Ber. LXXXI, 53'3. 

465. Investigations in optics with fipecial reference to the spectroscope. R a y l e i g h .  
Phil. Nag. LVIII, 261, 403, 477; LIX, 40. 

Vergl. Akustik 299. Geschichte der Mathematik 384. 
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Potential. 
466. Uebcr Rorpcr, welche von confocalen Flichen zweitcn Gradee begrenxt Sind. 

F. K l e i n .  Mathem. Annal. XVIII, 410 
467. On the e inplo~~ment  of the  electrodynarriik poteutial for the deteruiination of 

the ponderomotive and electromotive forces. C 1 a u s  i us. Phil. Mag. LX, 253. 
Vergl. Kugelfunctionen. 

Eechenmaschine. 
468. On a calculating apparatus based on Napier's rods. J. B r i d g e .  Phil. Mag. 

LIX, 191. 
Vergl. Bestimmte Integrale 321. 

Riemann'sche Flache. 
469. Ceber die algebraischen Functioiien, welche zu gegebenen Kiemann'schen 

Flachen gehoren. 'r h o m a e .  Mathem. Annal. XTIlII, 423. 
470. Versuch einer iihersiclitlichen 1)arstellung der Riemann'schen Flache, welche 

der Galois'schen Resolvente der Modular~leicliur~g für Primzahltransfor- 
mation der  elliptischen Modulargleichungen entspricht. W. D y c k .  M a  
them. Annal. XVLII, 507. 

Sphirik. 
471. Beitrag zur Sphirik.  Me i s se l .  Astr. Nachr. XCVI, 139. 

Stnrm'sche Fnnctionen. 
472. Ueber Sturm'sche Reihen. L. G e g e n b a u e r .  Wien. Akad.-Ber. LXXXI, 576. 

W. 
Whmelehre. 

473. Ziir Theorie der Gasreibung 1301 t z m a n  n. Wien Akad.-Rer. LXXXI, 117. 
474. On the specific heat and conductivity of bodies. M o r i s  O t ,  Phil. Mag. LIX, 

386.- 
- 

476. On thermal conductivity and on the effect of temperature-changes of specific 
heat and conductivity on the propagation of  plane heat-waves. T a i t .  
Phil. Mag. LXII, 147. 

476. On the determination of the variation of the thermal conductivity of rnetals 
with temperature by mcans of the permanent curve of temperature d o n g  
3, uniform thin rod hcated a t  one end. 01. J. L o d g e .  Phil. Mag. 
LVJII, 510 

477. On the theoretic determination of vapour- resaure and the volumes of vapour 
and lioiiid. C l a u s i u s  Phil. Marr. L ~ I I .  :Ml. 

478. ~ e b e r  die ~ i r k s a m k e i t  der Sicherhei tsGt i lc  b&l)ampfkesseln. Ad. v. B u r g .  
Wicn. Abad.-Ber. LYXX, 872. 

479. On the tension of vapoiirs npa,r curveri surfaces of their liqiiids. F r .  F i t z -  
g e r a l d .  i'hil. h a g .  LV111, 382. 

480. On Professor Osborne Reynolds's paper ,,On certain dimensional properties 
of matter in the gaseous state". F r  F i t z g e r a l d .  Phil. Mag. LXI, 103. 

481. Certain dimensional properties of Mattcr in the gascons state;  an  answer t o  
Mr. l-itzgsrald. Osb. ILeyr io lds  Phil. Mag. LXI,  3%. 

482. Ueber die Ueziehung zwischcn der Warmestrahlung und der Temperatur. 
S t e f a n .  Wien. Akad.-Ber. LXXIX, 391. 

483. Zur Theorie der Metalltherniometer. J ü l  l i g .  Wien. Akad.-Ber. LXXIX, 349. 
Vcrgl. Crystallographie. 

Wahrscheinlichkeitsrechnnng. 
484. Das Fehlergesctz und die Genauigkcit gcomctrischer Nivellements, aus Be- 

obachtiingen abgeleitet. Hor sch .  A h .  Nachr. XCVI, 33, 81. 
485. Ueber die Vertheiluug der Vorzeichen der nach einer Ausgleichung übrig 

bleibenden Fehler. S e e l i ç e r .  Astr. Nachr. XCVI, 49. 
486. Wahrscheinlichkeitsbetmchtiingen über die Vertheilung zufàlliger Fehler. 

S e e l i g e r .  Astr. Nachr. XCVII, 289. 
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Wnrzelnnsziehung. 
487. Evolution by subtraçtion. F. H. H u m m e l .  Phil. Mag. LX, 190 

Zahlentheorie. 
488. On unilalion. W a l e n n .  Phil. Mag. LIX, 121, 271. 
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