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Avis.

Cette Encyclopédie est un exposé simple, concis et, autant que possible complet, des
résultats acquis dans leg diverses branches de la seience mathématique. On y trouvera
des renseignements bibliographiques permettant de suivre le développement des méthodes
propres & chacune de ces sciences; on s'est d'ailleurs particuliérement attaché & saivre ce
développement depuis le commencement du 19° sidcle.

Pour les Mathématiques pures, on insistera sur les définitions et sur l'enchainement
des théories, sans donner de démonstrations. Pour les applications des mathématiques, les
diverdes sciences techniques seront exposées avee de larges développements: de la sorte,
e mathématicien pourra facilement prendre connaissance des guestions de science pure
quil anra 3 traiter; D’astronome, le physicien, l'ingénieur pourront, eux aussi, se reporter
aux solutions Geg problémes qui les intéressent.

Chacun, sans. études préalables spéciales, peut aborder la lecture de I'Encyclopédie
et y puiser les donnéex générales sur Vensemble des mathématiques pures et appliquées.
Cet ouvrage rendra égalyment service aux spécialistes, désireux de se documenter sur
quelgue point particulier de~g science.

La rédaction est assistée d'uné Commissien composée de délégués Qes Argdémies
des sciences de Gottingue, de Leipzig, de Munich et de Vienne., Cette commission com-
prend actuellement MM. Walther von Dyck & Munich, Gustave von Escherich &
Vienne, Otto Holder a Leipzig, Félix Klein & Gottingue, Louis Boltrmann 2
Vienne, Hugo von Seeliger & Munich et Henri Weber & Strasbourg,

L'édition francaise de l'Encyclopédie est divisée en sept tomes, eommmant
trois ou guatre volumes, grand in-8% qui paraissent par livraisons. On trouv Cbaeu‘
de chaque volume un index alphabétique se rapportant aux matiéres conbenues
volume.

Dans l'édition frangaise, on a cherché & reproduire dans leurs traits essentiels
articles de P'édition allemande; dans le mode d’exposition adopté, on a cependant largement
tenu compte des usages et habitudes frangaises.

Cette édition frangaise offrira un caractére tout particulier par la collaboration de
mathématiciens allemands et francais. L'auteur de chaque article de Y'édition allemande
a, en effet, indiqué les modifications qu'il jugeait convenable d'introduire dans son article
et, d’autre part, la rédaction frangaise de chaque article a donué liew & wn échange de
vues auquel ont pris part tous les intéressés; les additions dues plus particulierement
aux collaborateurs francais, seront mises entre denx astérisques. L'importance d'une telle
collaboration, dont Uédition frangaise de I’Encyclopédie offrira le premier exemple,
n'échappera & personne,

Les tomes {—IIl, comsacrés aux mathématiques pures, sont rédigés dans 1'édition
allemande par MM. Frangois Meyer & Konigsherg (Algébre et Géoméirie) et Henri
Burkhardt & Zurich (Analyse); dans 1’édition frangaise ils seront rédigés, d’aprés I'édition
allemande, par M. Jules Molk & Nancy. Les articles de I’édition allemande sont dus a
MM. ,,Ahrens, Bécher, Bobhlmann, v. Bortkevitch, Brunel, Fano, Fricke,
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§F~ Toute rectification ou addition, se rapportant i 1’édition francaise, adressée a

J 10lk, 8 rue d’Alliance, Naney, sera insérée, s'il y a lieu, avec mention dn nom et de
’ 1 b) b

1 1lvesse de son anteur, dés le fascieule suivant.

Abréviations.

Dans les publications de 1'Académie des sciences de Paris, H. signifie Histoire;

M signifie mémoires.

I, = renvoi au tome premier; troisitme volume.
(T2, 19) = renvoi au tome premier, article 2, numéro 19.

Dans les Notes, un nombre ¢« en exposant indique un renvoi & la note a du

méme article,

(2) 8 (1812), éd. 1816, p. 57 [1810] = deuxidme série, tome ou volume 8, annéde 1812,
édité en 1816, page 57, lu ou signé en 1810.

Abh. = Abhandlungen.
Acad. = Academie.
Accad. = Accademia.
Akad. = Akademie.

Alg. = Algébre, Algebra.
Allg. = Allgemeine.

Amer. — American.

Ann. — Annalen, Annales,
Annali.

Anw. = Anwendung.

appl. = appliqué.

arit. = aritmetica.

arith. = arithmetik, arith-
métique.

assoc. = association.

Aufs. = Aufsitze.

Avanc. = Avancement.

Ber. — Berichte.

Bibl. Congres = bibliothéque
du Congres.
Bibl. math. =
mathematica.
Brit. = British.
Bull. = Bulletin.
Bull. bibl. = Bulletino biblio-

Bibliotheca

grafico.
cah, = cahier.
Cambr. = Cambridge.
car. — carton.
cf. — comparez.
chap. — chapitre.
chim. — chimie, chimique.
¢ire. = eircolo.
eircul. = circular.

col. — colonne.

Comm. = Commentarii.

Commentat. = Commenta-
tiones.

Corresp. = Correspondance.

C. R. = Comptes rendus.
déf. = définition.

Denkschr. = Denkschriften.

Diss. — Dissertation.

Ec. = Ecole.

éd. = 6dité a, édité par,
édition.

Edinb. = Edinburgh.

Educ. = Educational.

elem. = elementare.
élém. — élémentaire.
exX. = exemple.

extr. = extrait.

fis. = fisica.

fol. = folio.

Géom. — (Géométrie.

Ges. — Gesellschaft.
Geach. =— Geschichte.

Giorn, = Giornale.

Gott. = Gottingen, Géttingue.
Gymn. = Gymnasium.
Hist. == Histoire.

id. = idem, ibidem.

imp. = imprimé.

inser. = inscription.

inst. = institution.
interméd. _— intermédiatre.
intern. — international.
introd. — introduction.
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Ist. = Istituto.

J. = Journal.

Jahresb. = Jahreshericht.
Lehrb. = Lehrbuch.
Leop. = Leopoldina.
Lpz, Lps = Leipzig.
Mag. = Magazine.

Mée. = Mécanique.
med. — medicinisch.
Mém. = Mémoire.

métaph. = métaphysique.
Monatsb. = Monatsberichte.

ms., mss. = manuscrit, ma-
nuscrits.

Nachr. = Nachrichten.

nat. = naturelle.

naturf. = naturforschende.

naturw. = naturwissenschaft.

norm. = normale.

nouv. = nouveau, nouvelle.

num. = numérique.

numism. = numismatique.

Op. = Opera.

Opuse. = Opuscule.

Overs. = Oversight.

P. = page.

p. ex,parex. par exemple

partic. = particulier.

Petrop., Pétersb. — Saint
Pétersbourg.

philol. = philologie.

philom. == philomatique.

philos. = philosophique.
phys. = physique.



polyt. — polytechnique.
pontif. — pontificia.
posth. — posthume.
Proc. = Proceeding.
progr. programme,
prop. = proposition.
publ. = publié.

Quart. = Quarterly.

R. = reale, royal.
Recent. = Recentiores.
Rendic. = Rendiconto.
réimp. = réimprimé,

8C. = sciences.
Schr. = Schriften.

scient. acientifique.
s. d. sans date.
sect. — section.
Selsk. — Selskabs.
sign. — signature.
Sitzgsb. — Sitzungsberichte.
8. 1. = sans lieu.
gpéc. = spéciale.
suiv. = suivante.

sup. = supérieure.
guppl. = supplément.
Soc. = Société,
theor. = theoretische.
trad. = traduction.
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Trans. — Transactions,

Unterh. — Unterhaltung.

Ver. = Vereinigung.

Verh. = Verhandlung, Ver-
handlingar.

Vetensk. = Vetenskabs.

Viertelj. — Vierteljahres-
schrift.

Vol. = Volume.

Vorles. — Vorlesung.
‘Wiss, = Wissenschaft,
wissenschaftlich.

Z. — Zeitschrift.



I1. PRINCIPES FONDAMENTAUX DE
L’ARITHMETIQUE.

ExrosE, D’APRES L’ARTICLE ALLEMAND DE H. SCHUBERT (HAMBOURG),
PAR J. TANNERY (PARIs) ET J. MOLK (NANCY),

Notion du nombre naturel,

1. Nombre eardinal. ,Le nombre naturel peut &tre considéré a
deux points de vue: le nombre cardinal (quotité) répond & la question
pscombien?“; le nombre ordinal (numéro) désigne le ,rang“ dun
objet).*

L’idée du nombre cardinal suppose I'idée d’objets distincts réunis
dans un tout, une collection, distincte elle-méme de ce qui n’est pas
elle; la collection peut d’ailleurs ne contenir qu'un objet. Le nombre
attaché & une collection n’est autre chose que l'idée méme de cette
collection, quand on fait abstraction de la nature des objets distincts
qui la constituent?). Par cela méme qu'on fait abstraction de tout

1) G. W. Leibniz affirme, contre l'opinion des scolastiques, qu’on peut
compter des objets immatériels [Diss. de arte combin. Leipzig 1666; Werke, éd.
C. I Gerhardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p. 12]. ,Cette méme idée était d’ailleurs
cxprimée, avant Leibniz, dans nos auteurs frangais [voir p. ex. J. 4. Le Tenneur,
Traité des quantitez incomensurables, Paris 1640, p. 3].* On la rencontre aussi
dans J. Locke, An essay concerning human understanding, Londres 1690; trad.
P. Coste, Amsterdam 1700; éd. J. F. Thurot 2, Paris 1822, p. 65.  Pour G. Berkeley
[Principles of human knowledge, Dublin 1710; trad. Critique philos. 5% (1889),
p. 35] le nombre est entidrement la création de I'esprit, mais, pour lui, toutes
nos idées ne sont que les résultats d’impressions autrefois éprouvéesx Pour
J. Stuart Mill [System of logic, Londres 1843; trad. L. Peisse 2, Paris 1867,
p. 147] le fait énoncé dans la définition d’'un nombre est un fait physique;
E. Mach [Prinzipien der Wirmelehre, Leipzig 1896, p. 65 et suiv.] regarde aussi
le nombre comme s’appliquant aux objets physiques.

2) Cf. P. Tannery, Revue philos. 38 (1894), p. 60: Le concept de pluralité

. se forme par une abstraction indépendante de la nature des objets réunis et

par réflexion sur leur liaison collective; ... s'ils sont pergus successivement,
cette circonstance n’intervient pas dans la représentation de leur pluralité.*
Encyclop. des scienc. mathémat. I 1. 1
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2 H. Schubert. 11. Principes fondamentaux. J. Tannrery et J. Molk.

ce qui distingue chacun de ces objets, sauf de ce que chacun est
distinct des autres, les objets de la collection, ou unités, sont regardés
comme dguivalents®). Une partie d'une collection est une collection,
dite partielle, dont les éléments sont quelques objets de cette col-
lection, mais non tous.

JDire qua un objet d'une collection correspond un objet déter-
miné d’'une autre collection, c'est dire que la pensée de l'objet de la
premidre collection éveille la pensée de L'objet de la seconde collection.
Si, réciproquement, c'est la pensée du méme objet de la premiere
collection qu’éveille uniquement la pensée de cet objet déterminé de
la seconde collection, on dira de ces deux objets qu’ils se correspon-
dent mutuellement. Lorsque a chaque objet de chacune des deux collec-
tions correspond ainsi un et un seul objet de 'autre collection, et que,
81 A est un objet de J'une des collections et A" son correspondant dans
Tautre, les denx objets A et A" se correspondent mutuellement, on dira
que la correspondance entre les deux collections est parfaite (uniuni-
voque, eineindeutig) ou que les deux collections se correspondent par-
faitement. Deux collections ont le méme nombre (ou, si Pon veut,
des nombres égaux) si on peut établir une correspondance parfaite
entre elles*

2. Collections finies ou infinies. Une collection peut &tre finie
ou nfinie. Il est assez difficile de définir ces deux termes. Si l'on
regarde la signification du premier comme nous étant donnée par l'ex-
périence, on pourra regarder le second comme étant défini négative-
ment. Une collection finie ne peut avoir le méme nombre qu'une de
ses parties; au contraire, on peut établir une correspondance parfaite
entre une collection infinie et une de ses parties*), en sorte que, d’aprés
la définition précédente, la collection (infinie) a le méme nombre
qu'une de ses parties. Rien n'empéche de regarder cette derniére pro-
position comme contenant une definition positive du terme infini®):
Une collection est infinde, lorsqu’il existe wme partie de cette collection
qui lui correspond parfaitement; mais alors le terme fini est défini

8) K. Schrider [Lehrb. der Arith. und Alg. 1, Leipzig 1873, p. 4] insiste sur ce
que tout dénombrement d’objets présuppose d’une part le rassemblement dans
un tout de ces objets, d’autre part la connaissance du fait que ces objets sont
équivalents.

4) B. Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, publ. par F. Prikonsky, Leipzig
1851, réimp. Berlin 1889, § 20, p. 28/31 [1847/8].

5) R. Dedekind [Was sind und was sollen die Zahlen, Brunswick 1888;
2¢ éd. 1893, p. 17; voir aussi préf. 2° 6d.] semble &tre le premier qui ait ainsi
défini positivement le terme infini.
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1—8. Nombre cardinal. 3

négativement: Une collection est finie, lorsqu’il w'existe pas de partie
de cette collection qui lui corresponde parfaitement.

J'aprés Ch. Peirce®), une collection est finie, si, de quelque
fagon que l'on passe d'un objet & un autre, de cet autre & un autre,...,
on revient nécessairement & l'un des objets rencontrés. Pour que
cette définition edt un sens positif, il faudrait que l'on put cons-
tater, afin de savoir qu'une collection est finie, qu'on a bien essayé
tous les modes de passage, et, par conséquent, avoir établi que le
nombre de ces modes est fini?).*

Dans cet article il ne sera question que de nombres finis.

3. Suite naturelle des nombres. Zéro. Si deux collections finies
ne sont pas égales en nombre, c’est qu'on peut faire correspondre
les unités de lune aux unités d'une partie de Vautre: le nombre de
celle-ci est dit plus grand que le nombre de la premiére qui est dit
plus petit. Les nmombres rangés dans un ordre tel que chacun soit
plus grand que le précédent et plus petit que le suivant, forment la
suite immédiate des nombres naturels®), ou suite naturelle des nombres®).

Comme signe d’'un nombre on peut employer une collection d’ob-

~

jets réels faciles & figurer ou & manier: traits paralleles, mot ,un®
répété, jetons, cailloux, ou des symboles conventionnels: termes de la
numeération parlée, chiffres et assemblage de chiffres. Ces signes ou
ces symboles s’appellent aussi des nombres®). Compter les objets
d’'une collection, dénombrer ces objets, c’est déterminer le signe qui,
d’aprés les conventions adoptées, représente le nombre de ces objets*).

6) ,LAmer. J. math. 7 (1885), p. 202.*

7) . Schroder estime que cette définition de Ch. Peirce est essentiellement
positive. Si l'on se place & son point de vue, il est nécessaire de montrer que
les définitions de Peirce et de Dedekind sont équivalentes; c'est ce qu'a fait
Schrider en 1896 [Nova Acta Acad. Leop. 71 (1898), p.303,(1896]]; C.J. Keyser [Bull.
Amer. math. Soc. 7 (1900/1), p. 218] cherche & approfondir la méme question.*

8) ,Cette locution, classique am moyen age, est venue des Grecs: guoixds
&ouPuds [Nicomachi Geraseni Pythagorei Introd. arith.; éd. R. Hoche, Leipzig 1866,
p. 52, 88, 91] par l'intermédiaire de Boéce [A. M. T. S. Boetii de instit. arith. éd.
G. Friedlein, Leipzig 1867, p. 47, 48, 50,...]; elle était encore d'un usage
courant au 18° siecle.*

9) ,Cette locution, en usage au 18° siccle, préte a ambiguité depuis que
I'on a donné au mot nombre un sens plus général.*

10) E. Schrider, Lehrb. %) 1, p. 5, distingue entre les umités, objets de la
collection primitive, et les wns, objets de la collection qui en est le signe.

11) Le nombre ainsi défini est le nombre abstrait. Une collection d’objets
de méme espice peut &tre désignée par un nombre abstrait suivi de la spécifi-
cation des objets dont elle est formée, c'est & dire par un nombre concret. On
ne considérera, dans le texte, que des nombres abstraits; 'introduction des nom-

lt

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4 H. Schubert. 11. Principes fondamentaux. J. Tannery et J. Molk.

Zéro indique Pabsence de tout objet dans une collection qui
ainsi est vide et, & proprement parler, n'existe pas; mais il est, aussi
bien que n’importe quel nombre, la réponse & la question ,combien?“
et, 4 ce titre, doit étre regardé comme un nombre. L’habitude toute-
fois n'est pas de le comprendre dans la suite naturelle des nombres;
si on I'y comprenait, on devrait le faire figurer en téte de cette suite'®),
Dans ce qui suit, zéro ne sera pas regardé comme un nombre naturel.*

4. Nombre ordinal. La suite naturelle des nombres implique
la notion de rang. Cette notion, considérée comme primitive, conduit
a la notion de nombre ordinal®), qui est regardée par plusieurs mathé-
maticiens comme antérieure & la notion de nombre cardinal, laquelle,
4 ce point de vue, est une notion dérivée. Les nombres, ou numéros,
sont alors regardés comme une suite de signes différents, d’ailleurs
arbitraires. Cette suite comporte un premier signe, le numéro wun.
Chaque numéro est suivi d’un autre numéro, différent de tous cenx
qui le précédent; chaque numéro est précédé d'un autre numéro, sauf
le premier numéro. On peut prendre, par exemple, pour cette suite
de signes, les symboles 1,2, 3, ..., 9, 10, 11, ..., 99, 100, 101, . ..
en entendant que les chiffres sont de simples signes d’écriture qui se
suivent dans un ordre fixé et sont ensuite assemblés dans un ordre
déterminé systématique (conforme, par exemple, aux habitudes de la
numération décimale) qui permette de spécifier le symbole qui suit
un symbole donné. La suite ainsi formée est la suite naturelle des
nombres, qui est ainsi définie en se plagant au point de vue ordinal.

Pour obtenir le nombre cardinal d’'une collection, on numérote
successivement chaque objet de la collection dans un ordre déterminé,

bres concrets est inutile en Arithmétique. ,Le dictionnaire de ’Académie rappelle
que Von dit aussi, mais plus rarement, nombre mombrant pour le nombre ab-
strait, et beaucoup plus rarement, nombre nombré pour le nombre concret.®

12) ,Quoique, d’aprés la définition du nombre donnée par Euclide *%),
T'unité (wowds; livre 7, déf. 1) ,ce suivant quoi chaque chose est dite une*, n’an-
rait pas fait partie du nombre, on la comprenait généralement dans la suite
des nombres naturels. Quelques Pythagoriciens, dit Jamblique [Iamblichus . . .
in Nicomachi Arith. introd. . .. éd. S. Tennulius, Arpheim 1668, p. 11] la regar-
daient comme la limite commune (ueddpiov) entre les nombres et les fractions;
d’apres la doctrine courante 'unité est la génératrice du nombre et comme telle
en possede toutes les propriétés, mais seulement en puissance. L’opinion que
Tunité doit étre regardée comme en dehors du nombre fut adoptée par Alkho-
varesmi °8) (9° sidcle) [B. Boncompagnt, Trattati d’arit. 1, Rome 1857, p. 2] ef,
aprées lui, par les mathématiciens arabes et chrétiens du moyen-fige; elle ren-
contra encore des partisans au 17° siécle [J. 4. Le Tenneur, Traité ), p. 9].*

13) ,ou nombre d'ordre [Dict. de I'Acad.}.*
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4—6. Nombre ordinal. 5

en attribuant successivement aux différents objets les numéros de la
suite naturelle. Le dernier numéro employé est le nombre cardinal
de la collection); rien n’empéche de le désigner par le méme signe
que le dernier numéro employé®).*

Au point de vue du nombre ordinal, il n’y a guére lieu de dé-
finir Végalité: Deux nombres égaux sont le méme nombre de la suite
naturelle. La notion d’inégalité n'implique d’ailleurs aucune com-
paraison de grandeur; aussi dira-t-on plutdt inférieur ou antérieur que
plus petit, et supérieur ou postériewr que plus grand®). A ce point
de vue, une collection est finie quand elle a un nombre; une collection
infinie ne saurait avoir aucun nombre.

5. Introduction du nombre d’aprés Dedekind et Peano. Au
lieu de faire reposer, comme dans ce qui précede, la définition du
nombre ordinal sur I'idée de rang, on peut, avee R. Dedekind'"), la faire
reposer sur l'idée de correspondance'®). Cette idée regardée comme

14) Philos. Aufsitze, Ed. Zeller gewidmet, Leipzig 1887, p. 32, 266; L. Kro-
necker, J. reine angew. Math. 101 (1887), p. 8339; Werke 3, Leipzig 1899, p. 254;
H. von Helmholtz, Wiss. Abh. 3, Leipzig 1895, p. 871.

15) E. . Husserl, Dans un Appendice & sa ,,Philosophie der Arithmetik*
[1, Halle 1891, p. 190], critique les essais nominalistes de L. Kronecker et de H. von
Helmholtz. 1l insiste particulierement (1° partie, p. 3) sur ce que les nombres car-
dinaux se rapportent a des ensembles, les nombres ordinaux & des suites, et sur
ce que les suites n'étant que des ensembles ordonnés, le nombre cardinal pré-
cede nécessairement le nombre ordinal. I 1'a d’ailleurs effectivement précédé
dans le langage parlé. ,Cependant Husserl n’en conclut pas que 1'’Arithméti-
que-cardinale soit la seule Arithmétique possible (préf. p. VIII) ni méme puisse
toujours suffire & toutes les applications. Bien d’autres Arithmétiques lui sem-
blent indispensables (Communic. verbale 1904) en particulier celle qui repose sur
la notion de nombre ordinal. Si, & chacune des notions de nombre cardinal et
de nombre ordinal, on fait correspondre un symbolisme, les opérations sont
identiques (formellement) dans l'un et dans l'autre; elles ont cependant une
signification distincte et ne peuvent se déduire logiguement les unes des autres.
Si V'on introduit un symbolisme neutre défini seulement par les lois d’opéra-
tions, on obtient une Arithmétique formelle distincte des deux Arithmétiques
réelles auxquelles elle s’applique. Quoique cette Arithmétique formelle rende
inutile les développements des Arithmétiques réelles auzquelles elle s’applique,
on ne saurait cependant en déduire U'interprétation dans ces Arithmétiques réelles
des résultats qu’elle fournit. Pour Husserl tout développement d'une Arithméti-
que purement formelle présuppose d’ailleurs les principes purement logiques et
en particulier les idées de quotité et d’ordre qui en font partie (ainsi que les
axiomes qui les concernent).*

16) Philos. Aufs.'%), p. 23; H. von Helmholtz, Abh. %) 3, p. 362.

17) Was sind %) . . ., p. 6.

18) L’idée de correspondance, sur laquelle K. Weierstrass insistait beaucoup
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6 H. Schubert. 11. Principes fondamentaux. J. Tannery et J. Molk.

primitive, et l'idée de chaine que 'on peut en faire dériver, suffisent
4 caractériser la suite des nombres naturels'?).

G. Peano®™) a formulé, en symboles particuliers, une théorie qui
n’est pas sans analogie avec celle de R. Dedelind. 11 admet comme idées
primitives le zéro, 'idée du nombre entier et l'idée du nombre con-
séeutif d'un autre. Il pose ensuite les axiomes suivants: 1) zéro est
un nombre; 2) tout nombre est suivi par un nombre; 3) deux nombres
suivis par le méme nombre sont égaux; 4) zéro ne suit aucun nombre;
5) si une proposition est vraie pour le nombre zéro et si, étant vraie
pour un nombre quelconque, elle est aussi vraie pour le suivant, elle
est vraie pour tous les nombres. Cette dernitre proposition, établie
d'ailleurs par R. Dedekind, est le principe de Uénduction compléte.

.C. Burali-Forti a proposé une définition nominale®!) du nombre
et en a déduit les axiomes de G. Peano*

6. Invariance du nombre. Lorsqu'on se place an point de vue
du nombre ordinal, la question de l'invariance®) du nombre se pose
nettement: ,Parvient-on au méme numéro, quel que soit T'ordre dans
lequel on numérote les objets d’une collection?” L. Kronecker et H.von
Helmholtz ont prétendu le démontrer ).

Lorsquon se place au point de vue du nombre cardinal, on écarte
habituellement la question, en raison de I'équivalence des objets de la
collection. ,Méme & ce point de vue, il est douteux qu'elle puisse
étre écartée légitimement, dés que l'on procéde au dénombrement
effectif d’'une collection, car pour effectuer ce dénombrement, il est de
toute nécessité de distinguer les objets de la collection.*

dans son enseignement oral, n’est pas moins fondamentale dans la conception
du pombre cardinal (n° 1).

19) R. Dedekind %), p. 11, 20,54, en fait dériver la notion de nombre cardinal.

20) Arithmetices principia, Turin 1889; Rivista mat. 1 (1891), p. 17: Formu-
laire math. 8, Turin et Paris 1901; Bibl. congrés intern. philes. Paris 1900, 3,
éd. 1901, p. 279. Voir aussi L. Couturat, Revae métaph. 8 (1900), p. 23.

21) ,Revue math. (Rivista) 6 (1899), p. 141; Bibl. congres intern. philos. Paris
1900, 3, éd. 1901, p. 294. Une définition nominale d’un symbole consiste & égaler le
symbole 4 définir 4 une expression formée avec des symboles déja définis. C. Burali-
Forti distingue (p. 295) les déf. math. qui ne sont pas nominales en déf. par
postulats (Dedekind, Peano) ot déf. par abstractions (longueur, température).*

22) E. Schrider, Lehrb. %) 1, p. 14, a appelé V'attention sur ce postulat.

23) Philos. Aufs. '%), p. 32, 268; L. Kronecker %), p. 341; Werke 3!, p. 255;
H. von Helmholiz **) 8, p. 8372; L. Couturat [De P'infini math., Paris 1896, 2° partie,
livre 1, chap. 1 et 2, et p. 313] critique tout particuliérement la démonstration
de Kronecker et, dans cette critique, se rencontre avee . Cantor qui y trouve
une pétition de principe [Z. Philos. 91 (1887), p. 90].
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7. Critique de la notion de nombre. 7

7. Critigue de la notion de nombre. L’Arithmétique, une fois
admise la notion de nombre naturel, doit se comstruire sans aucun
postulat, d’'une fagon purement logique). On verra qu'elle comporte
une suite d’extensions®®) de l'idée de nombre auxquelles on peut
assigner comme but pratique de rendre le nombre propre & représenter
la mesure des grandeurs. Les points de vue des philosophes qui ont
prétendu distinguer les éléments psychologiques de l'idée de nombre
(soit naturel, soit généralisé) different d’ailleurs notablement; conten-
tons-nous d’en donner ici un rapide apercu.

Pour W. E. Hamilton, conformément 3 la doctrine de I Kant ),
le temps considéré comme une forme de lintuition est le fondement
de Uidée de nombre. 1’Algébre est, pour lui, la science de ,lordre
dans la progression” ou la science du ,pur temps“®). Clest aussi la
doctrine de A. Schopenhauer®); H.wvon Helmholtz®) exprime la méme
opinion; de méme aussi W. Briz®).

Au contraire J. F. Herbart®) dit que le nombre n’a rien & faire
avec le temps. J. J. Baumann®®) et F. A. Lange®) estiment que le
nombre se rapporte plutdt & Uespace qu’au temps: la notion de nombre

24) Les Cours professés par K. Weierstrass & 1'Université de Berlin ont
beaucoup contribué & répandre cette fagon de voir.

2b) ,D. Hilbert rejette ces extensions successives de 1'idée de nombre; il
suppose l'existence préalable de symboles liés par des axiomes compatibles,
choisis de telle fagon que toutes les propriétés des mombres s’en déduisent.
[Jabresb. deutsch. Math.-Ver. 81 (1899), p. 180/4]. Des idées analogues concernant
les opérations sur les gramdeurs ont été développées par R. Bettazs [Teoria
delle grandezze, Pise 1890, p. 67; cf. Bull. sc. math. (2) 15 (1891), p. 53; Periodico
mat. (2) 2 (1899/1900), p. 11]; il en déduit une exposition formelle de 1’Arith-
métique. Voir aussi O. Holder, Ber. Ges. Lpz. 53 (1901), math. p. 4.*

26) Kritik der reinen Vernunft, Riga 1781; 7° éd. Leipzig 1828; trad.
J. Barnt 1, Paris 1869, p. 203. ,Le nombre n'est donc autre chose que l'unité
de la synthése que jopére eutre les diverses parties d'une intuition homogéne
en général, en introduisant le temps lui-méme dans l'appréhension de 1'intui-
tion."* Appréhension — premidre opération de l'esprit, moins compléte que la
perception.

27) Trans. Irish Acad. 17 (1837), p. 293 [1833/35]; Lectures on quaternions,
Dublin 1853, préf. p. (2)-

28) Die Welt als Wille und Vorstellung, Leipzig 1819; trad. 4. Burdeau 2,
Paris 1889, p. 170.

29) Philos. Aufs.!%), p. 20; Abh. %) 3, p. 859.

30) Philos. Studien (Wundt) 5 (1889), p. 632; 6 (1891), p. 104, 261. Les
chap. 3 et 4 ont paru comme Diss., Leipzig 1889.

31) Psychologie als Wiss. 2, Konigsberg 1825, p. 160/63.

32) Die Lehren von Raum, Zeit und Math. 2, Berlin 1869, p. 668/71.

33) Logische Studien, Iserlohn 1877, p. 141 et suiv.
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8 H. Schubert. 11. Principes fondamentaux. J. Tannery et J. Molk

est paralléle a celle de Pespace); avant le nombre ordinal apparait
le nombre cardinal formé par une synthése que nous effectuons dans
Pespace; chaque élément d'une pluralité d'une part, et I'ensemble de
ces éléments d'autre part, provoquent notre attention; les axiomes de
PAlgebre reposent, comme ceux de la Géométrie, sur lintuition que
nous avons de lespace®). @. Frege se rapproche de J. F. Herbart;
pour lui le nombre exprime quelque propriété objective d'un concept;
,au fond, sa définition du nombre cardinal qui appartient & un con-
cept déterminé, ne différe pas essentiellement de celle donnée plus
tard par A. W. Bussell sous une forme plus lumineuse: Deux classes
étant dites similaires quand on peut établir entre leurs éléments re-
spectifs une correspondance univoque et réciproque, un mombre car-
dinal est une classe de classes similaires®®).*

. Dedekind®) et L. Kronecker®) considérent I'idée de nombre comme
entierement indépendante de notre représentation de l'espace ou du
temps et estiment que les nombres sont de libres créations de l'esprit
humain. C.F. Gauss déja déclarait®) que le nombre est un pur produit
de notre esprit par opposition & lespace qui a une réalité hors de
notre esprit.*

Aristote est regardé souvent, mais a tort, comme ayant, le
premier, défini le nombre et comme ayant tiré de la notion du temps
cette définition. Au contraire, il définit le temps par le nombre et
dit dans sa Physique®?) que le temps est le nombre du mouvement*!).
LIn revanche I'Epinomis platonicienne dit que ce sont les mouvements
célestes qui ont appris aux hommes & compter??). La définition

34) J. J. Baumann %), p. 671. 36) F. A. Lange ®%), p. 142.

36) G. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik, Breslau 1884, p. 79, 115;
Grundgesetze der Arithmetik 1, Iéna 1893, p. 57; Revue métaph. 3 (1895), p. 73;
A.W. Russell, The principles of mathematics, Cambridge 1903, p. 116, 136; voir
aussi A. N. Whitehead, Amer. J. math. 24 (1902), p. 367; L. Couturat, Revue
métaph. 12 (1904), p. 19.

37) Was sind . . . %), p. 21; voir aussi la préface de la 1° éd.

38) Philos. Aufs.'%), p. 266; J. reine angew. Math. 101 (1887), p. 339;
Werke 8!, p. 254,

39) ,Lettre & F.W. Bessel, 9 Avril 1830; Werke 8, Gottingue 1900, p. 201.*

40) Pviny) Guodectg, livre 4, chap. 11; éd. Acad. Berlin 1 (1831), p. 219,
col. b; éd. F. Didot 2, Paris 1878, p. 301.

41) Déja Thalés, au dire de Jamblique®) (p. 10) aurait défini le nombre
un systéme d’uwités, et cela d’aprées les Egyptiens. JTambligue '®) (p. 11) donne
comme définition d’Eudoxe (4° sizcle avant notre ére) doiduds ot 7mAijfos doto-
pévov, le nombre est une pluralité définie.*

42) , Platon, *Emwopts, éd. H. Estienne, Paris 1578, p. 978, col. d; éd.
F. Didot 2, Paris 1883, p. 506.*
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8. Numération primitive. 9

d’ Aristote*?), qui ne differe guére de celle d’FEudoxe, est analogue,
sinon identique®, & celle donnée plus tard par FEuclide®t) , A4oi9udg
0t 10 & povddwv euvyxelpsvov mAfiFog® qui a été ensuite si souvent
répétée.

Numération.

8. Premiers systémes de numération. Pour exprimer les nom-
bres, on peut se servir d’objets pareils quelconques (doigts, boules,
traits tracés sur le tableau ou le papier). Les peuples qui n'ont pas
d’écriture se servent de cailloux ou de coquilles pour compter; par-
fois aussi ce sont des entailles dans des bambous (anciens Chinois), ou
des trones d’arbre, dont ils font usage. ,Les Etrusques et les anciens
Romains enfongaient chaque année un clou dans un lieu consacré?®).*
La correspondance des objets que l'on veut compter & des signes con-
ventionnels constitue la numération. Elle est dite primitive lorsqu’on
se borne & répéter le signe que l'on fait correspondre & wn objet.
Les peuples civilisés modernes se servent encore d'une numération-
primitive pour les dés, les dominos et les cartes. La répétition par
les horloges d'un méme son pour les heures, constitue aussi une numé
ration primitive.

La numération primitive n’a nul besoin d’étre enseignée; elle
s'entend d’elle-méme; mais elle ne permet pas de discerner facile-
ment*%) les nombres un peu grands. L’emploi d’une échelle de signes
abréviatifs dont le premier remplace un nombre déterminé # dunités
(ou plutdét de signes correspondant chacun & un objet), dont le second
remplace # premiers, etc., est le principe essentiel de ce que l'on
appelle un systéme de numération®™) & base n». Le plus répandu a
sans doute toujours été le systéme & base diz (numération décimale)*%).

438)  Zare yoe dorduds mAidos évi peronrdv, le nombre est une pluralité qui
se mesure par l'unité, [z& perd & guoixd, livre 9, chap. 6; éd. Acad. Berlin 2 (1831),
p. 1057, col. a; éd. F. Didot 2, Paris 1878, p. 581]. _Aristote discute, sans se
prononcer en fait, l'opposition des nombres et de I'unité; il admet méme que
Pon puisse dire que V'un est une certaine pluralité, quoique petite, wijjdog 7,
simeo nel Giiyov; et, & cet égard, il assimile completement un et deux. Au 3°
siecle avant notre &re, Chrysippe le Stoicien [Iamblique '?), p. 12] définira méme
Vunité wmiijdos &v, la pluralité une.*

44) Elementa, livre 7, déf. 2; Opera, éd. J. L. Heiberg 2, Leipzig1884, p. 184.

45)  Tite Live, Hist. de Rome, livre 7, § 3.*

46) ,Ann. math. pures appl. 21 (1830/31), p. 341.*

47) A chacun de ces systémes correspond un systéme de numération parlée.
Le systeme vicéstmal (& base 20) parait avoir été répandu parmi les Celtes; on
en trouve des traces en France dans les dialectes de la Bretagne occidentale.
C’est sans doute la P'origine des locutions comme quatre-vingts, six-vingts [ef. la
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10 H. Schubert. 11. Principes fondamentaux. J. Tannery et J. Molk.

,Dés la plus haute antiquité les Chaldéens®®) avaient aussi un
systeme & base 60 (numération sexagésimale); cette base est divisible
par les premiers nombres et a dot &re commode pour I'évaluation
approchée de certains phénomeénes astronomiques. Les Chaldéens écri-

farce de Pathelin, écrite sans doute entre 1460 et 1470, publiée & Rouen en 1486,
auteur inconnu; éd. critique par E. Chevaldin, sous presse], quinze-vingts [hospice
fondé sous Louss IX et qui porte encore ce nom]. Voir dans le Dictionnaire de Litiré des
exemples de trois-vingts (12° siecle), sept-vingts (11° siécle), huit-vingts (15° sigcle),
douze-vingts, quatorze-vingts (14° sitcle). Dans le plus ancien traité francais
d’Algorisme que I'on connaisse [ms. bibl. St Geneviéve, Paris, n°® 2200, publié
par Ch. Henry, Bull. bibl. storia mat. 15 (1882), p. 67; auteur inconnu du 13° siécle]

XX

on désigne (fol. 161*) 81 par Iﬁfl, 121 par Vlet 1, ete. Les Azteéques avaient
adopté le systéme vicésimal pour la numération écrite; ils figuraient au moyen
de cercles les nombres de 1 & 19 et avaient des noms et des signes spéciaux
pour 20, 400, 8000; des peuples voising avaient méme un nom spéeial pour
160000. .

Des traces de systéeme senaire (& base 6) subsistent encore ¢a et la dans
diverses régions dispersées du vieux continent. La base 12 n’a pas disparu de
T'usage courant pour la numération concréte (douzaines, grosses). A ftitre de
curiosité, on peut signaler le systéme & base 11 en usage chez des naturels de
la Nouvelle Zélande avec des noms spéciaux pour 11, 121 et méme 1331 [cf.
E. A. Marre, J. math. pures appl. (1) 13 (1848), p. 233, d’aprés A. von Hum-
boldt; et ,De I'Arith. dans I'archipel indien*, Rome 1874, d’apres J. Crawfurd].
L’étude approfondie de la numération parlée appartient & la philologie.*

48) Il est méme employé par certains peuples sauvages, ou les nombres
de doigts que lévent simultanément plusieurs individus, indiguent respective-
ment les unités, les dizaines, les centaines que renferme le nombre & exprimer;
d’autres tapent dans leurs mains pour exprimer les dizaines. Le calcul avee les
doigts (calcul digital) a été employé dés l'antiquité en Orient et en Gréce [cf.
E. Ridiger, Jahresb. deutsch. morgenl. Ges. 1845, éd. 1846, p. 111; P. Tannery, Notices
et extr. mss. bibl. nationale 32 I, Paris 1886, p. 18]; on le rencontre chez les Romains
[T. M. Plaute, Miles gloriosus, acte 2, scéne 2; Pline Uancien, Hist. nat. livre 34,
§ 16; D. J. Juvénal, Satire X, 249° vers]. Au moyen de ce calcul, expliqué par
Bede le venérable (+ 735) et professé dans les Ecoles au temps de Charlemagne,
on parvenait & représenter avec les deux mains tous les nombres de 1 & 10000.
11 était aussi trés usité chez les Arabes [cf. E. 4. Marre, Bull. bibl. storia mat. 1
(1868), p. 309]. Il n’a d'ailleurs pas entiérement disparu de nos campagnes et
pourrait rendre service aux sourds muets. Les noms de digiti pour désigner
les unités et d’articuls pour désigner les dizaines, se rattachent & cette origine
[cf. Geometria quae fertur Boetii, probabl. du 11° siécle !°7); dans 1'éd. G. Fried-
lein de ,,A. M. T. S. Boetii instit. &) ....%, p. 395; E. Lucas, Récréations math. 3,
Paris 1893, p. 8/23 et M. Cantor, Vorles. Gesch. Math. (2¢ éd.) 1, Leipzig 1894,
p. 542, 758, 7901*

49) ,Les deux tableftes de Senkeré (prés de I'Euphrate), trouvées en 1854
par W. K. Loftus, datent au moins de ’an 1600 avant notre ere; on y trouve les
nombres carrés jusqu'a 8600 et les cubes jusqu'a 32768; une de ces deux tablettes
est reproduite Abh. Akad. Berlin 1877, math. p. 105.*
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8. Numération des Chaldéens, des Egyptiens, des Grecs. 11

vaient les nombres par juxtaposition et avalent des symboles (cunéi-
formes) particuliers pour 1, 10, 100; ils avaient des noms spéciaux
pour 60, 3600 et 600; ils employaient parfois le méme symbole pour
représenter 60 et 3600 que pour représenter l'unité; il semblent n’avoir
envisagé que des nombres inférieurs & un million®?).

Dans leur écriture hiéroglyphique, les Egyptiens représentaient
les neuf premiers nombres par um, deux, ..., neuf traits; dans les
écritures hiératique et démotique (papyrus), ces assemblages de barres
ont été réunis, modifiés, simplifiés et ont ainsi formé des signes spé-
ciaux. Chacune des premiéres puissances de 10 est représentée dans
Yécriture hiéroglyphique par un signe particulier et porte un nom
spéeial; un nombre quelconque est ensuite représenté par répétition
et juxtaposition®t).

Les anciens Grecs écrivaient les noms de nombre tout au long
et cet usage a prévalu jusqu'au 3° siecle avant notre ere; ils employ-
aient aussi®?) les initiales T, A des mots zfvrs, déxe pour désigner
les nombres b, 10, et la letire H pour désigner le nombre 100; ils
les juxtaposaient pour former d’autres nombres®®). Ils imaginérent
plus tard®) un systéme de numération décimale qui differe sensible-
ment du notre. Ce systéme consiste & représenter par 27 lettres (les
24 lettres de leur alphabet et 3 anciennes lettres d’origine orientale,
dites episemon) les 9 premiers nombres, les 9 premiéres dizaines et les
9 premicres centamnes®); les mombres de 1 & 1000 sont représentés

50) ,Cf. J. Oppert ot R. Lepsius, Monatsb. Akad. Berlin 1877, p. 741/68.*

51) ,Cf. F. Hultsch, Abh. Ges. Lpz. (philol.-hist.) 17 (1897), mém. n° 1, p.17
[1895]. Le manuel du calculateur égyptien, di au scribe 4hmés [British Museum,
papyrus Rhind; trad. A. Eisenlohr, Leipzig 1877 et 1891] a été écrit entre 1'an
2000 et l’an 1600 avant notre &re; c’est le plus ancien document, relatif au
calecul en Egypte, que nous connaissions.*

52) ,Ces nombres ont été dits hérodiens, parce que Herodianus, grammairien
alexandrin, qui vivait vers 200, a décrit ce systéme de numération. Ils parais-
sent remonter au moins au 6° siecle avant notre ére et sont les seuls employés
dans les inscriptions attiques jusque vers — 100. On a dit que le symbole I
par lequel on désignait 1'unité pourrait &tre l'initiale du mot ’Iog (vieille forme
homérique); il est toutefois au moins douteux que I soit une initiale.*

53) ,Ainsi HHAAATTIl représente 237, HTT représente 105.*

54) ,Peut-étre & Alexandrie, oi on le constate pour la premiere fois vers
—266 sur une monnaie [voir J. Gow, A short history of greek mathematics, Cam-
bridge 1884, p. 47]. Mais, d’aprés les inscriptions, le systtme a ét6 ébauché des
la fin du 4° siecle avant notre ére, sur les cdtes Sud-Ouest de I’Asie Mineure.*

55) ,Unités: «, B, 7, 8, & 5, &, 7, ¥; dizaines: ¢, «, 1, p, 2, &, o, =, G;
centaines: ¢, 6, 7, v, @, g, ¥, o, Q. Les symboles 5, G, D &'énoncaient fod
(forme byzantine, ou § a le son de v), »énxne, sopmxi*
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12 H. Schubert 11 Principes fondamentaux J. Tannery et J Molk.

par simple juxtaposition des lettres désignant les centaines, dizaines
et unités, en surmontant le tout d'une barre horizontale®). Les lettres
&« 4 & avec un signe , sous la lettre, & gauche, représentent mille
fois la valeur des lettres & & §. Pour 10000 (myriade) on éecrit sou-
vent M ou Mu (uvgudg); parfois aussi un simple - remplace ce sym-
bole®”). Les multiples de 10 000 forment de nouvelles unités d’ordres
successifs °%). En Astronomie, les Grecs faisaient usage d'un systeme
de numération sexagésimale, emprunté aux Babyloniens®).

Dans leur systéme de numération qu'ils ont emprunté en grande
partie aux Etrusques®), les Romains ont d’abord employé un procédé
analogue & celui des peuples sauvages. Ils figuraient les nombres
depuis un jusqu’a neuf par des traits répétés et employaient des signes
spéciaux, qui finalement ont pris la forme X, C, M, pour désigner dix,
dix fois dix, dix fois dix fois dix traits. Plus tard, ils ont infroduit
des signes spéciaux®) pour cinq, V, cinquante, L, cinq cents, D, et
ils ont indiqué la multiplication d'un nombre par mille en tragant une
barre horizontale au dessus de ce nombre, et la multiplication par
cent mille en mettant, en outre, le nombre entre deux barres®®); mais
leur numération est restée additive.

56) ,Ainsi vf = 857; #f — 307; vv — 350. La barre indique ici que les
lettres ont un sens numéral; elle ne doit d'ailleurs pas étre considérée comme
essentielle, et semble n'avoir été usitée que dans les manuscrits de 1'époque
byzantine.*

57) ,Ainsi fry = 2350; ,@ — 1000; fMod ou f- 08 = 20074; le mot myriade
ne figure pas encore dans Homére. Quand les nombres ne sont pas grands, les,
calculs s’effectuent assez aisément dans ce systéme de numération [cf. P. Tannery,
Mém. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux (2) 4 (1882), p. 171]. Souvent le coefficient
de la myriade se trouve écrit au dessus du symbole p".*

58) ,,,Tétrades* (Apollonius); dans son wepulrng (arénaire), Archiméde a
envisagé des tranches de huit chiffres: ,,octades*; 10® octades forment une période
[Opera, éd..J. L. Heiberg 2, Leipzig 1881, p. 242/91; (Buvres, éd. F'. Peyrard, Paris
1807, p. 348/67].*

69) Il ne semble pas avoir été introduit avant Hypsiclés [Avegooixds,
éd. K. Manitius, Progr. Dresde 1888, p. XXVI] au commencement du 2° siecle avant
notre ére. Un autre systéme antérieur, divisant le cercle en 180 coudées de
24 doigts était encore employé par Hipparque, en concurrence avec le systéme
sexagésimal [voir P. Tannery, Revue archéol. (3) 7 (1886), p. 31].*

60) 11 est fort probable que les Etrusques ont eux-mémes subi diverses
influences étrangéres. Leurs anciens chiffres semblent formés suivant le méme
principe que les caractéres hiératiques égyptiens et il n’est pas impossible que
I'on parvienne 4 démontrer l'origine orientale de leur systéme de numération
[ef. F. Lindemann, Sitzgsb. Akad. Miinchen 26 (1896), p. 625; 29 (1899), p. 71].*

61) ,Pour I'otigine des signes employés par les Romains, consulter K. Zange-
meister, Sitzgsb. Akad. Berlin 1887, p.1011 et Th. Mommsen, Hermeés 22 (1887), p.596.*

62) ,1180600 g’'écrivait X|CLXXXDC, Plus tard, pour éviter des altérations,
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Les Chinois avaient adopté neuf signes pour les neuf premiers
nombres et onze signes pour les onze premiéres puissances de 10.
Leur numération est dite multiplicative: le signe d’'un des neuf premiers
nombres placé avant le signe de 10 ou de ses puissances, le multiplie;
placé aprés il g'ajoute®s). Ils n’écrivaient d’ailleurs pas leurs nombres
de haut en bas, mais de gauche & droite, comme nous®).

Les abaques (#fcf) sont des cadres & colonnes sur lesquelles on
faisait mouvoir des jetons®). L'usage de ces jetons®) repose sur le
méme principe de numération que le systtme romain. Les abaques
ont été en usage chez les Orientaux, les Grecs et les Romains ainsi
quau moyen-ige dans tous les pays chrétiens; les Grees les em-
ployaient toutefois moins que les Romains, & cause de la facilité plus
grande pour les calculs qu’offrait leur systéme de numération écrite.
Dans les anciens abaques % jetons dans la #° colonne valent #.10%-1
jetons. Pour rendre la lecture plus facile, les Romains séparaient
Tabaque en parties supérieure et inférieure et convenaient qu'un jeton
placé dans la partie supérieure d'une colonne en valait cing placés
dans la partie inférieure de cette colonme. A la fin du 15° sidcle,
apparaissent subitement des abaques & lignes dans lesquels un jeton
placé sur une ligne vaut dix fois le méme jeton placé sur la ligne
immédiatement en dessous et cinq fois ce jeton placé entre les deux
lignes. Ces abaques a lignes n’ont disparu que dans la seconde moitié
du 18° siecle.

on a éerit XXXM pour 30000, puis on a remplacé M par CID [ef. Th. Mommsen
et J. Marquardt, Manuel des antiquités romaines (trad. G. Humbert); tome 10 par
J. Marquardt, trad. par A. Vigié, Paris 1888, p. 47, 49].*

63) ,Pour écrire 350 par exemple, ils écrivaient d’abord le symbole de 3,
puis celui de 100, puis celui de 5, puis celui de 10 [cf. E. Biot, J. asiatique (3)
8 (1839), p. 497; H. . Zeuthen, Hist. math. trad. J. Mascart, Paris 1902, p. 227].*

64) ,D’autres systémes ont été introduits plus tard en Chine, et le systtme
de position n’y est pas resté inconnu [cf. K. L. Biernatzki, J. reine angew. Math.
52 (1856), p. 59; trad. J. Bertrand, J. des savants 1869, p. 817, 464; M. Cantor,
Vorles. %) 1, p. 631]. Pour les calculs, on se sert d’ailleurs encore en Chine dun
swanpan, instrument analogue & I'abaque, mais constitué par des tiges parallles
sur lesquelles sont enfilées des boules-unités. Des instruments du méme genre
sont en usage chez les populations de 1'Asie septentrionale et de la Russie occi-
dentale; c’est d’eux que dérive le boulier, introduit en France par J. V. Poncelet
pour V'enseignement enfantin.*

65) ,D’abord, sans doute, des catlloux plus ou moins polis, puis des dis-
ques en os, et enfin des disques en métal d’argent et méme d’or. Rappelons
que calcul vient du latin calculus (caillou); les Grees disaient ¥ijpoeg, d’ou Pngo-
gople (calcul) chez les Byzantins.*

66)  Jeter était synonyme de calculer sur Pabaque. Les Allemands nom-
ment les jetons ,Rechenpfennige* ou ,Raitpfennige*, les Anglais ,counters'.*
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14  H. Schubert. 11. Principes fondamentaux. J. Tannery et J. Molk.

C'est vers le milieu du 13° siécle que la mode apparait d’agré-
menter les jetons dune devise ou dun relief®”); c'est sans doute en
France que cette mode a pris naissance; c’est en France qu'elle a per-
sisté le plus longtemps: les services publics en étaient régulierement
pourvus. L'usage des jetons n’a diminué que fort lentement; au siéele
de Louis XIV, il était encore courant pour vérifier les comptes, en
France du moins®), et chacun a présent a 'esprit la premitre scéne du
Malade imaginaire®). IL’Académie des inscriptions devait, d’aprés ses
statuts®®), fixer les devises & inscrire chaque année sur les jetons.
En 1777, @. L. Leclerc, comte de Buffon™) vante encore leur usage
pour les femmes et ceux qui ne savent ou ne veulent écrire. Ce n'est
que vers la fin du 18° siécle qu’ils cessent en France™) de servir au
calcul; on ne les utilise plus que pour jouer.

On a de méme, pendant bien longtemps, fait usage en Occident
des chiffres romains; la Cour des Comptes a conservé I'emploi de ces
chiffres jusqu'au 18° siécle™). Aujourd’hui ces chiffres ne s’emploient
plus guére que pour marquer des dates sur des inscriptions, les heures
sur nos horloges, les numéros d'ordre des tomes d’'un ouvrage.*

9. Numération décimale. Principe de position. Notre numé-
ration décimale écrite est fondée sur l'emploi de neuf caractéres ou
chiffres qui représentent les nombres un, deuz, trois, . . ., neuf, sur un
principe d’une importance capitale, le principe de la valeur de ces
chiffres d’aprés leur place relative (principe de position) et sur l'intro-
duction du #éro, signe destiné a tenir la place des chiffres manquants.
Elle constitue un progrés décisif en ce qu'elle permet d’'écrire n’im-

67) ,Le plus ancien jeton, ainsi marqué, que l'on posséde, est celui de la
reine Blanche, mére de Lowis IX. 1l est décrit par J. Rouyer et E. Hucher, Hist,
du jeton au moyen-dge, Paris 1868, p. 78. Voir aussi A. Nagl, Numism. Z. 19
(1887), p. 309.*

68) ,Cf. F. Le Gendre, I’Arith. en sa perfection, 1° éd. Paris 1646; & cette
Arith. est adjointe, & partir de 1'éd."de 1712, un Traité d’Arith. par les jettons;
éd. de 1727, p. 472.*

69) ,,,Une table devant lui, comptant avec des jetons* (Acte I, scéne I).
Voir aussi G. W. Leibniz, Nouv. essais sur 'entendement (écrits de 1701 & 1709),
livre 2, chap. 22, § 11, éd. Amsterdam et Leipzig 1765, dans les (Buvres philos.
de Leibniz; Philos. Schr. éd. C. 1. Gerhardt 5, Berlin 1882, p. 240.*

70) ,Statuts de Juillet 1701, Art. XV.*

71) ,Essai d’Arithmétique morale (écrit vers 1760); Suppl. & I'Hist. nat. 4,
Paris 1777, p. 123.*

72) ,Dans les temps modernes, l'usage des jetons n’a jamais prévalu en
Italie; il y a cependant quelques jetons italiens [J. Rouyer 8", p. 175]*

73) Cf. Natalis de Wailly, Mém. Acad. inscriptions 18% (1849), p. 562 [1848].*
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porte quel nombre au moyen des neuf chiffres choisis et du zéro™).
Notre numération décimale parlée suit & peu prés notre nmumération
décimale écrite™).

,On peut évidemment appliquer le principe de position & n'im-
porte quel systéme de numération™). Pour représenter tous les nom-
bres dans un systéme & base », il suffit d'introduire, outre le zéro,
n — 1 chiffres ™). Le systeme binaire (ou dyadique) qui a pour base 2,
n'utilise ainsi que le zéro et le chiffre qui représente l'unité’™). Si

74) ,Un ,blanc ne suffit pas dans le cas ol ce sont les wnités qui man-
quent au nombre envisagé; il ne suffit pas davantage lorsque plusieurs chiffres
congéecutifs manquent, car la largeur du ,blanc* devient alors difficile &
évaluer.*

75) ,En Suisse romande, en Belgique wallone el (au moins dans le peuple)
dans plusieurs provinces du Sud de la France, on a conservé la bonne et an-
cienne habitude de dire ,septante, nonante*, parfois méme ,octante. Simon
Stevin, 1'Arithmétique, Leyde 1585, dit septante, huictante (par ex. p. 6). Dans
les Eléments d’Arithmétique de Ch. E. L. Camus, Paris 1749 (2° éd. 1774), on
rencontre encore (p. 7/8) ces termes, avec la remarque que hors du caleul on dit
et on écrit soixante-dix, quatre-vingt, quatre-vingt-dix. Il sera plus malaisé de
remplacer les locutions onze, douze, treize, quatorze, quinze, et seize par des
locutions conformes & la numération écrite.*

76) ,B. Pascal & donné une notion claire d’une numération & base quel-
conque (De numeris multiplicibus..., écrit en 1654, éd. Paris 1665; (Euvres
éd. Hachette 3, Paris 1880, p. 312); J. Caramuel a décrit [Mathesis biceps vetus
et nova, Campagna 1670, p. XLV—LXIV] les systéemes de numération i base
< 10, 3 base 12 et & base 60. On envisage parfois des systémes de numéra-

tiop de position, reposant sur un principe fout différent. Ainsi, dans la numé-
ration dite factorielle, le symbole «fyd représente le nombre o-4!- f-3!
+y-2048-1! cest & dire 2446842y + &.*

77 4. L. Cauchy a remarqué [C. R. Acad. sc. Paris 11 (1840), p. 796;
Euvres (1) 5, Paris 1885, p. 439] que les opérations de I’Arithmétique sont nota-
blement simplifiées si, sans changer la base du systéme de numération, on réduit
de moitié le nombre des chiffres, en donnant & chaque chiffre deux significations
Pune soustractive, 'autre additive, suivant que ce chiffre est ou n’est pas affecté
d’un indice (Cauchy le surmontait d'une barre). Dans le systéme décimal, les
premiers nombres g'écrivent ainsi 0, 1, 2, 8, 4, 5, 14, 13, 12, 11, 10, 11, .. .;
L. Lalanne [C. R. 11 (1840), p. 903] applique cette méme notation au systéme
ternaire; si l'on adopte le signe ® pour désigner 'unité, les premiers nombres
w'écrivent alors 0,9, 9%, 90, 77,933, 170, 199, 0%, 900, 303, 2%, 170, 99, 7999,
of. aussi E. Collignon, Ann. Ponts et Chaussées (7) 5 (1893), I p. 790/92.*

78) ,8i l'on adopte le signe ¢ pour désigner l'unité, les premiers nombres
seront 0, §, %0, ¢, %00, $0% %0, %%, 9000, .... La table de multiplication
se réduit & ,,une fois um égale wn'; la division s’exécute sans tdtonnements. La
lecture des nombres est rapide, si ’'on adopte le systéme de G. Peano qui permet
de lire huit chiffres & la fois avec une seule syllabe. On peut effectuer rapide-
ment les calculs en représentant les unités des différents ordres par des dames

“ay
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Pon se place au point de vue du mécanisme des opérations, c'est le
plus simple de tous les systémes de numération™). On a signalé®)
les avantages que présenteraient soit au point de vue théorique, soit
pour le caleul, diverses bases®!), en particulier®?) les bases 4 et 8 dont
la seconde serait trés commode pour la notation musicale®?).

Parmi les Hindous, Aryabhata (né en 476) semble avoir été en
possession du principe de position de la numération®). Du temps de
Brakmagupta (né en 598) on avait certainement introduit zéro comme
nombre et l'on avait- cherché a soumettre 4 des régles déterminées
les calculs effectués avec ce nombre®®). Mais on n'a jusqu'iei ren-
contré le chiffre 0 dans aucun document hindou antérieur au 8°siecleé).
Les Hindous ont appelé le zéro ,kha“ ou ,sofinya“ ce qui signifie
»espace (vide)* ou ,vide (n'étre riem)*

sur une ligne de damier [cf. E. Lucas, Récréations math. 1, Paris 1882, p. 145/60;
E. Collignon, J. math. élém. (Longch.) (6) 1, 21° année, 1897, p. 101, 126, 148, 171].*

79) ,G. W. Leibniz qui en a signalé I'importance [lettre & Schulenburg, 1698;
Hist. Acad. sc. Paris 1708, H. p. 58, M. p. 85; De dyadicis et autres mss. de la
bibl. de Hanovre; Werke, éd. C. 1. Gerhardt, Math. Schr. 7, Halle 1863, p. 223, 228,
235, 238, 241], a cru, a tort, que les Chinois en avaient eu connaissance dans
des temps trés anciens. I. Fantet de Lagny a envisagé I'Arithmétique binaire
presque en méme temps que Leibniz [Hist. Acad. sc. Paris 1703, H. p. 61/62].
G. F'. Brander a publié & Augsbourg en 1767 (2¢ éd. 1775), une ,Arithmetica
binaria s. dyadica*.*

80) ,T. N. Thiele, Overs. Selsk. Forhandl. (Bull. Acad. Copenhague) 1889,
p. 25/42.*

81) ,Buffon™), p. 116, vante les avantages du systéme duodécimal et pro-
pose deux nouveaux symboles pour les nombres dix et onze. Voir aussi J. F.
Chr. Werneburg, Teliosadik (s. 1) [Leipzig] 1800, et Lehrb. Arith. Iéna 1819.*

82) F. Weigel a publié le plan d’une Arith. tétractique [Aretologistica vel
logistica . .., Nuremberg 1687). Déja Aristote avait obsexrvé que le nombre guatre
limitait la numération usitée chez un peuple de Thrace [IToofljucre, livre 15,
chap. 3; éd. Acad. Berlin, 2 (1831), p. 911, col. a; éd. F. Didot 4, Paris 1857, p. 194].
J. D. Collenne (d’Epinal) est ’auteur d’un livre intitulé: Le systéme octaval, Paris
1845. Voir aussi G. Enestrom, Interméd. math. 7 (1900), p. 227 (Question 1717).*

83) ,Pour calculer les notes de seconde majeure en seconde majeure, le
procédé serait presque semblable & celui de la formation du triangle de Pascal
| Ch. Berdellé, Assoc. fr. avane. se. 26 (St. Etienne) 1897% p. 200].*

84) 1 donne un procédé exact pour I'extraction des racines carrées, dans
lequel il indique le partage du nombre envisagé en tranches de deux chiffres.
On ne connait pas exactement son systéme de numération, mais il ne semble
pas analogue & notre systéme actuel. [cf. L. Rodet, J. asiatique (7) 13 (1879}, p. 393;
1) 16 (1880), p. 440].*

85) ,Brahmagupta, Cuttaca, chap. 18, sect. II, trad. H. T. Colebroocke, ,,Alg.
with arith.* Londres 1817, p. 339/40. Cf. L. Rodet, J. asiatique (7) 11 (1878), p. 30.*

86) ,En 738, d’apres K. Clive Bayley [J. asiatic soc. (2) 15, Londres 1883, p.27).*
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Avpres les conquétes d’'Alexandre, Vinfluence grecque sur les écrits
des Hindous est incontestable. Il est certain, d’autre part, que le zéro
était employé par les Grecs, dans leur numération sexagésimale, au
2¢ giecle avant notre ére, pour marquer l'absence de degrés, minutes
ou secondes. Il n'est donec pas improbable que les Hindous aient
emprunté le zéro aux Grecs. Ils n'en auraient pas moins réalisé un
progrés considérable en lintroduisant dans la numération décimale®”).

Pour désigner le zéro dans leur numération sexagésimale®®), les
Grecs employaient le symbole actuel®®), leur ,omieron® peut &tre
comme initiale du mot odd» (rien). Comme les Grecs ont emprunté
aux Babyloniens leur systéme de numération sexagésimale, il n'est
pas impossible que l'origine de l'emploi du zéro remonte aux Baby-

87) ,Les Hindous désignaient par des noms spéciaux les puissances de 10
qu'ils énuméraient; ils n’4dvaient pas d'unité numérique du second ordre comme
notre mille, ou notre million, ou la myriades”) des Grecs®®). IL’unité du second
ordre ,mille" nous vient des Romains. Les peuples germaniques ont plutdt
adopté le million comme unité du second ordre. Il en est résulté que, tandis
que les mots billions, trillioms, ... signifiaient 10° 10'% ... pour les peuples
latins, ils prenaient chez les peuples germains le sens de 1072 108, . . [ef.
G. W. Letbniz, Philos. Schr. %) 5, p. 143/44]. En France, la régle germanique était
encore en usage & la fin du 15° sigcle [NV, Chuquet, Triparty, Lyon 1484; ms. bibl
nationale (fonds frangais n° 1346) fol. 2*; Bull. bibl. storia mat. 138 (1880), p. 594] et
au 16° siccle [J. Peletier, I'Arithmétique, Poitiers 1551/52, fol. 6*]; mais, depuis le
17¢ siécle, la régle latine y est adoptée. Le mot milliart ou miliart, puis milliard,
était employé en France dans le sens de million de millions [voir par ex. l'ou-
vrage cité de J. Peletier]; mais déja J. Trenchant, I'Arithmétique, Lyon 1566,
p. 14%, 2152, 'emploie dans le sens de mille millions qu'il & encore actuellement.
On a aussi dit pour 10'* millier [ H. Meynier, I'Arith., Paris 1614, p. 14], milliasse
[/. E.Gallimard, La sc. du calcul num. 1, Paris 1751, p. 2], malliote [cf. P. Tannery,
Interméd. math. 8 (1901), p. 234 (Question 1849); voir aussi 9 (1902), p. 75]; S. Stevin
[Arith. 78, p. 6] répete autant de fois le mot mille qu’il y a de tranches de
trois chiffres et n’emploie pas le mot million; A. Girard dit bilion pour 10% et
trilion pour 10%¢ [Invention nouvelle en 1'Algébre, Amsterdam 1629; réimprimé
par D. Bierens de Haan, Leyde 1884, sign. A, recto].

Les noms d’unités, de dizaines et de centaines (unitates, deceni, centeni) se
trouvent déja dans les trad. latines du 12¢ siécle de manuscrits arabes [cf. Algo-
ritmi de numero indorum %), ms. Codex Cambridge, car. 1022, publ. par B. Bon-
compagni, Trattati d’arit. 1, Rome 1857, p. 7].*

88) ,Dans leur numération décimale, le zéro n’'était pas nécessaire.*

89) ,Les Byzantins écrivaient ordinairement 0, la barre indiquant le sens
numéral *6) [cf. C. Ptolémée, Meyddn odvrabis (Almageste), livre 1, chap. 9; éd.
N. Halma, Paris 1813, p. 38 et suiv.]; mais elle ne parait point dans les Tables
et J. L. Heiberg qui, dans son édition de 1’Almageste [Syntaxis mathematica 1,
Leipzig 1898; 2, Leipzig 1903] I'adopte pour les nombres significatifs, la rejette
au contraire pour le zéro. En tous cas, il fallait éviter la confusion avee Pomicron
qui signifie 70, comme lettre numérale.*

Encyclop. des scienc. mathémat. I 1. 2
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loniens®); les assyriologues n'ont toutefois pu jusqu'ici en trouver
aucune trace, mais il semble bien difficile d’admettre que les Baby-
loniens aient toujours pu s’en passer.

Dég la seconde moitié du 8¢ sidcle, les Arabes d’Orient avaient
eu connaissance de la numération de position®); ils ne l'adoptérent
que lentement®®); au 10° sidcle son usage était cependant déja assez
répandu parmi les commergants. Les Arabes appelaient®®) le zéro

~

pas-sifr. Il est possible™) que sifr doive étre rattaché a saphira,
traduction arabe du sanscrit sotnya. C’est sans doute ce mot arabe
gifr qui a donné naissance au bas-latin zefirum (dont Léonard de Pise
a fait usage), d'on la forme italienne zefiro qui a, elle-méme, donné
naissance par contraction au mot #2¢ro dont I'introduction remonte au
15° sizele®).

90) ,Sous une autre forme que 0, qui n’a rien d'un caractére cunéiforme.*

91) Alkhovaresmi & beaucoup contribué a la répandre par la publication
(au début du 9° siecle) de son Traité d’Arithmétique ®¢) qui fut d’ailleurs bientdt
également répandu chez les Arabes d’Occident. ,Dés la seconde moitié du
8¢ gidcle, des écrits hindous étaient d’ailleurs certainement répandus a Bagdad
[cf. J. T. Reinaud, Mém. Acad. inscriptions 182 (1849), p. 312/14 [1845/46]; M. Cantor,
Vorles. %) 1, p. 657; H. Suter, Abh. Gesch. Math. 10 (1900), p. 4, 5].*

92) ,Ils éerivirent d’abord tout au long les noms de nombre, puis adapte-
rent & leur alphabet le systéme des Grecs, ainsi que l'avaient fait les Juifs des
longtemps.*

93) ,La plus ancienne citation de sif dans le sens de 0 (zéro) date de I'an
880 environ [1. Nildeke, Byzant. Z. 2 (1893), p. 300].*

94) ,On a cherché, bien & tort, & faire dériver sifr de vijpos par l'entre-
mise de sipos, terme par lequel les abacistes désignéerent le jeton non marqué
dont ils se servaient, non pour remplacer le zéro (ils n’en avaient pas besoin),
mais pour distinguer la colonne sur laquelle portait 'opération.*

95) ,Dans les premieres trad. latines (12° siécle) de manuscrits arabes, le
zéro g'appelle circulus [cf. Algoritmi de numero indorum, ms. Codex Cambridge
car. 102 publ. par B. Boncompagni, Trattati d’arit. 1, Rome 1857, p. 8; Jean
de Séville (Hispalensis) Liber algorismi de practica arismetrice, ms. bibl. nation.
fol. 85Y, col. b, publ. par B. Boncompagnsi, Trattati d’arit. 2, Rome 1858, p. 28].
Dans le plus ancien traité frangais d’algorisme *7) [ms. bibl. St Genevizve, fol. 150,
col. 1; Bull. bibl. storia mat. 15 (1882), p. 53] on lit: ,dusca le darraine ki est
appellée cifre 0. Au 13¢ sidele, le mot latin cifra pour 0 se rencontre d’ailleurs
dans I'Algorismus demonstratus de Jordan Nemorarius [éd. J. Schoner, Nurem-
berg 1534) et dans I'Algorismus [tractatus de arte numerandi] de Sacrobosco
(Jean de Holywood), écrit & Paris vers 1240 [Commentaire de Pierre de Dace, écrit en
1291; éd. M. Curtze, Copenhague 1897]. Sacrobosco emploie aussi le mot teca dont
Yorigine est douteuse: théta? ou certain cautherium de forme annulaire dont
parle Pierre de Dace (6d. M. Curtze, p. 26). Pour N. Chuquet ,le zéro est une figure
qui porte le nom de chiffre ou nulle [Triparty "), fol. 2*; Bull. bibl. 13, p. 593].
Luc Paciuolo [Summa de Arithmetica, éerite en 1487, impr. Venise 1494, 2° éd. 1523,
fol. 19*] dit: ,nulla O over zero. On rencontre encore le mot latin de cyphra
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Il semble acquis que la numération de position avec l'emploi du
zéro ne pénétra qu’an 12° siécle dans I’Europe latine par la traduction
de traités arabes d’Arithmétique, en particulier par celle®) de VAxt
de calculer (Algoritmi de numero Indorum) d’Alkhovaresmi (premiere
moitié du 9° siecle).

Mais déja an 11° siecle, les neuf chiffres se rencontrent dans les
manuscrits®®).  Gerbert®®) et les Abacistes®) en faisaient usage anté-
rieurement & la traduction des traités arabes, surtout pour marquer
les jetons de Vabaque. Le systéme des Abacistes différait de celui des
Algorithmiciens '), disciples des Arabes, en ce que le zéro leur faisait
défaut; ils appliquaient, comme eux, le principe de position, mais des
colonnes, tracées d’avance et portant en téte les titres d’unité, de
dizaine, de centaine, ... recevaient les jetons marqués des chiffres 1,
2,..., 9; ainsi, dans leur systéme, les colonnes étaient indispensables
pour écrire les nombres. Au 12° sitcle!®'), cette méthode était encore
la plus usitée, mais, dés le 13° son usage diminue et au 14° il dis-
parait completement. On ne sait pas quelle est lorigine de cette
méthode; il n'est toutefois pas impossible qu’au 10° siécle on sat déja

dans le sens de 0, & lafin du 18¢sidcle [L. Euler, Opusc. analytica 1, St. Pétersb.
1783, p. 87].* Les Anglais disent aujourd’hui encore ,,cypher< pour 0. -

96) ,L’original arabe de cette Arithmétique de Mokammed ben Mousa Alk-
hovaresmi ne mous est pas parvenu; Atelhard de Bath (vers 1120) I'a presque
certainement traduite; mais la version que nous possédons [ms. Codex Cam-
bridge publ. par B. Boncompagns, Trattati d’arit. 1, Rome 1857] est peut-&tre de
Gérard de Crémone, un peu postérieur.™

97) ,Aux 9° et 10° sidcles, on enseignait I’Arithmétique, dans les couvents
et les écoles cathédrales, en chiffres romains; depuis la seconde moitié du 10°
siecle Vabague d colonnes s'introduit.*

98) ,Pape de 999 & 1003, sous le nom de Sylvestre II. Malgré les efforts de
N. Bubnov [Gerberti, Opera mathematica, Berlin 1899] le rdle joué par Gerberi
dans Yintrod. des chiffres sur 1'abaque n'a pu &tre encore entitrement élucidé.*

99) ,En particulier dans les couvents lorrains et wallons de Bénédictins.
Le systéme qui se développe alors, consiste & remplacer sur V'abaque (abacus des
Romains), les jetons-unités par des jetons marqués de chiffres, ce qui permet des
opérations analogues aux ndtres. Mais le pseudo-Boéce %) (éd. G. Friedlein de
A. M. T. 8. Boetii instit.®)..., p. 897), indique que les marques pouvaient
élre en chiffres romains, en lettres, etc. Une preuve décisive de Vemploi des
chiffres arabes des le temps de Gerbert manque encore, quoique trés proba-
blement il les ait introduits & I'Ecole de Reims.*

100) ,Le nom d’algorithme vient du nom méme d'Alkhovaresmi; J. T. Reinaud
[Mém. Acad. inser.®') 18% p. 303] 1'a soupgonné le premier et cette conjecture
a 6té confirmée, en 1857, par la découverte du Codex de Cambridge %).*

101) ,Parmi les disciples de Gerbert, il faut citer ici Bernelin de Paris,
Raoul (Radulph) de Laon, mort en 1131 et leur contemporain Gerland, prieur de
3t. Paul & Besangon.*

2:{:
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dans 1'Occident latin quelque chose de la méthode arabe et que, sans
en comprendre toute la portée, on ait songé a transformer, en abaques
a chiffres, les abaques romains auxquels on était habitué.

La numération de position était connue'®?) & Byzance bien avant
que le moine grec Maxime Planude'®) y écrivit son Arithmétique'®);
son emploi y était cependant moins fréquent qu’en Ocecident.

La question de Vorigine de la figure de nos chiffres est loin d’étre
élucidée. Ce qui la complique singuliérement, c’est que chez tous les
peuples la forme des chiffres a sensiblement varié1%%) et qu’elle n'est
& peu prés définitive'®®) que depuis linvention de l'imprimerie. On
sait seulement que nos chiffres actuels semblent dériver des apices®")
dont faisaient usage les Abacistes, et que ces apices et les chiffres dits
gobdr dont se servaient les Arabes occidentaux & la fin du 10° giecle,
offrent une grande ressemblance'®®); les chiffres gobdr ont certains
traits communs avec les chiffres des Arabes d’Orient; ces derniers ont

102) ,J. L. Hetbery, dans son éd. 4’ Euclide **), a donné [5, Leipzig 1888], d’apres
un ms. grec du 12¢ sitcle (Codex Vindobonensis Gr. 103) de nombreux Scholies
ot l'on rencontre déja (Scholies du livre X) des chiffres de forme semblable i
celle des Arabes d’Orient. Un seholie du moine Neophytos nous dit que chaque
chiffre doit étre surmonté d’un nombre de petits cercles égal & l'exposant de la
puissance de 10 qui le multiplie [ef. P. Tannery, Revue archéol. (8) 5 (1885),
p. 99; voir aussi id. (3) 7 (1886), p. 355]. C'est le systeme que F. Wipcke (J. asiati-
que (6) 1 (1863), p. 69/79, 514/29 a attribué aux Arabes d’Occident sous le nom
de chiffres gobdr.*

103) Maximus, saxnommé Planude (IThevoddr).

104) yngpopoeia xut Ivdobg 1) heyoudvn peydin [vers 1300]; texte grec éd.
par C. I. Gerhardt, Halle 1865; trad. allem. par H. Wischke, Halle 1878, p. 3.
«Les chiffres de Planude sont ceux des Arabes d'Orient; P. Tannery a annoncé
lédition d'une Ynmpogoole xwz’Ivdods écrite en 1254, et ol les chiffres se
rapprochent des formes usitées en Italie & cette date.* Planude appelle le zéro
véipox et le représente ,d’aprés les Hindous* par le symbole 0.

105) ,La forme des chiffres 1, 6, 8 et 9 n’a pas beaucoup varié chez les
Arabes ni chez les chrétiens occidentaux; les chiffres des Arabes occidentaux
pour 2, 8 et 5 ont des formes offrant avec les ndtres quelque analogie (3 et 5
sont primitivement retournés aussi bien chez les chrétiens que chez les Arabes
occidentaux); mais la forme du 4 et celle du 7 se sont beaucoup modifiées. Les
chiffres 5, 6, 7, 8 des Arabes d’Orient different nettement de ceux des Arabes
occidentaux (chiffres gobdr).10%)*

106) ,Nous écrivons encore 5 et § pour cing.*

107) ,Ces apices se rencontrent dans la Géométrie *8) [éd. G. Friedlein ®), p. 397]
qu'au moyen 4ge on attribuait & Boéce (qui a vécu vers 500); en réalité le plus
ancien manuscrit contenant cette Géométrie est celui d’Erlangen (11° siécle) et
il est assez probable que Yoriginal est l'oeuvre d'un faussaire postérieur 2
Gerbert°8) [ef. P. Tannery, Bibl. math. (3) 1 (1900), p. 42].*

108) F. Wipcke*%); G. Iriedletn, Die Zahlzeichen .. ., Erlangen 1869.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



9. Les neuf chiffres significatifs. 21

d’ailleurs emprunté leurs chiffres aux Hindous; mais les Hindous sem-
blent n’avoir fait usage de chiffres qu'a une époque ol ils avaient dtt
certainement avoir été en contact avec la civilisation grecquel®?).

La question de l'origine des noms donnés aux chiffres est tout
aussi obscure; on sait seulement que les noms des apices dérivent d’une
source orientale.

Le mot chiffre lui-méme signifiait primitivement ,zéro“. Comme
le mot allemand équivalent ,Ziffer, il dérive évidemment du mot arahe
»sifr. Ce n'est qu'a partir du 16° siecle'®) que le mot chiffre a pris
la signification plus étendue actuelle; auparavant nos chiffres étaient
appelés ,figures“ (figurae, Figuren).

Comme chez les Arabes, la numération de position ne se propagea
que lentement dans les pays chrétiens. La plus ancienne monnaiell?)
sur laquelle on rencontre nos chiffres, et non des chiffres romains,
semble &tre une petite piece d’argent datant de 1458. Ce n'est que
depuis la fin du 14° siecle que I'on commence & rencontrer nos chiffres
dans les églises, sur les inscriptions de monuments funéraires!l?). ILa
pagination des livres & l'aide de nos chiffres, se rencontre peunt-dtre
pour la premiére fois dans une édition de Péfrarque'®) imprimée &
Cologne en 1471. A la fin du 15° sidcle et surtout au 16° siecle, le
nombre de gens sachant écrire augmente sensiblement; ce n’est qu'alors
que notre pumération de position commence vraiment & s'implanter
dans nos pays.*

Opérations directes et inverses.

10. Généralités sur les opérations. La science des relations des
nombres entre eux est U Arithmetique'™). Calculer 1'%), c’est déduire!*)

109) ,P. Tannery, Revue archéol. (3) 20 (1892), p. 64.*

110) ,J. Huswirt, Enchiridion, Cologne 1504 [cf. Wildermuth, Progr. Tubingue
1864/65] emploie le mot chiffre dans les deux sens, le sens actuel et celui de 0.
En Portugais, le mot ¢ifra a aujourd’hui encore les deux sens de chiffre et de 0.*

111) [Cf. G. Wertheim, Bibl. math. (2) 12 (1898), p. 120]. Elle est représentée
dans le Repertorium der steierischen Miinzkunde de F. Pichler, Gratz 1875.
Elle date de 1458; c’est la plus vieille pitce de monnaie que nous possédions
avec numération de position*

112) Cf. A. G. Kdstner, Gesch. der Math. 1, Gottingue 1796, p. 36.

113) , ,Liber de remediis utriusque fortunae‘, Cologne 1471. L’imprimerie
Petzensteiner (Nuremberg) pagine, des 1482, comme nous le faisons aujourd’hui,
les traités de mathématiques qui sont sortis de ses presses.*

114) dotPuds, nombre, collection d’objets ,serait, d’apres Michel Bréal, le
méme mot qu’ édoduds, et indiquerait ainsi la liaison ordonnée.*

115) ,Du latin calculus, trad. exacte du grec ¥7jgog qui veut dire caillou.*
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de nombres donnés dans un systéme de numération & base donnée,
des nombres cherchés écrits dans le méme systéme.

11 est commode, en Arithmétique, de désigner un nombre quel-
conque par une lettre, étant entendu gue cette lettre doit désigner un
seul et méme nombre quand on reste dans un méme sujet. Les pre-
mieres traces d'un calcul arithmétique avec des leftres se trouvent chez
les Grecs''"); on en trouve davantage chez les Hindous'®). Les Arabes
n'ont réalisé, a cet égard, que peu de progrés sur leurs devanciers.
Chez les Arabes d’Orient 'emploi des symboles date de la publication
de T Aljebr walmoukibala &’ Allhovaresmi'*®). Chez les Arabes d’Ocei-
dent les symboles n’apparaissent que vers la méme époque (12° sidcle)
ou ils se rencontrent chez les Occidentaux chrétiens; au 1H° siecle
Alkalsddi'®) augmente le nombre de ces symboles.

Le calcul proprement dit, au moyen de lettres désignant aussi
bien les quantités connues que les quantités inconnues, l'usage du
signe ™) d’égalité'?®) =, des signes'®®) d'inégalité >, <, et des signes

116) En s'épargnant, dans la mesure du possible, de compter directement
[E. Mach, Die Mechanik, 2¢ éd. Leipzig 1889, p. 458; trad. E. Bertrand, Paris
1904, p. 454].*

117) Les lettres servent d’abréviation dans I'’Arith. de Diophante (vers -+ 300)
[Opera, éd. P. Tannery, 1, Leipzig 1893; 2, Leipzig 1895]; ,mais il n’y a de sym-
bolisme systématisé que pour une seule quaniité, ses puissances jusqu'a la sixieme
et leurs inverses. Pour raisonner sur plusieurs quantités différentes, et indiquer
les opérations, les Grecs représentaient d’ordinaire ces quantités par des lignes
(désignées chacune par une ou par deux lettres) et les opérations se notaient
comme en (éométrie.*

118) Aryabhata (né en 496). Les chap. math. de Brahmagupta (né en 598)
et de Bhdskara Aédrya (né en 1114) ont été trad. en anglais par H. T. Colebrooke
[Algebra with arithmetic ... ®5), Londres 1817).

119) ,C’est peut-étre le plus ancien traité arabe d’Algébre (9° siécle). Trad
latine, [ms. bibl. nationale] due peut-&tre & Gérard de Crémone (12° sitcle) publie
par G. B. I 1. Libri, Hist. math. en Ttalie 1, Paris 1838, p. 258; 2¢ éd. Halle
1865. Texte arabe et version anglaise par F'. Rosen, Londres 1831 [cf. L. Rodet,
J. asiatique (7) 11 (1878), p. 21). L’origine de cette Algébre semble plus grecque
qu’hindoue: Les deux mots arabes qui forment le titre de I'ouvrage correspondent
d’ailleurs a deux opérations nettement prescrites par Diophante pour le traitement
des équations (& une inconnue); le jebr (restitution) consiste & faire passer d'un
membre dans V'autre les termes affectés du signe —; la moukdbala (opposition)
consiste & réduire d'un membre & I'autre les termes semblables.*

120) Mort en 1486; F. Wopcke a trad. son traité d’Arith. [Atti Accad.
pontif. Nuovi Lincei 12 (1858/59), p. 230, 399].*

121) Dans le papyrus Rhind®?), le signe d’égalité est un scarabée, hiéro-
glyphe qui signifie ,devient" (trad. A. Eisenlohr 1, par ex. p. 49/53; planche IX;
n° 6). Diophante représentait 1'égalité par les initiales ¥ du mot isos (égal)
[Opera®'’) 1, p. 102, 112, 128,...]. Les Arabes faisaient, de méme, usage de
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d’opération, remontent au 15° sitcle et se sont répandus d’abord en
Allemagne (Regiomontanus) et en Italie. Le pas déeisif est fait par
Frangois Viéte'™) qui remplace systématiquement I'Algébre numéri-
que par V'Algebre des symboles. Ses successeurs se sont bornés a
remplacer ses notations assez compliquées par des notations plus simples,
plus pratiques et plus élégantes'®). Depuis L. Euler, le symbolisme
arithmétique est resté a peu prés le méme.

LOn a déja parlé de Végalité de deux nombres naturels et des
opérations''®) de calcul sur ces nombres'®®). Les idées d’égalité et
d’opérations s'étendent d’ailleurs & d’autres objets que les nombres
naturels. Notons que toute définition de I'égalité'®") doit satisfaire aux
conditions suivantes: 1°) ¢ = a; 2°) l'égalité @ = b entraine 1'égalité
b= a; 3°) les égalités @ — ¢, b = ¢ entrainent a =>b. Il est nécessaire

~

de satisfaire & ces conditionsi?) dans les extensions successives de la
notion de nombre.

Yinitiale du Idm final du mot signifiant égal [cf. F. Wopcke 12%), p. 420. F. Viéte
emploie le verbe aequare; A. Girard écrit esgale. Depuis Viéte jusqu'a Leibniz
et méme encore jusqu'su milieu du 18¢ sitcle, on rencontre le signe d’égalité >0,
déformation des lettres initiales ae de aequare*

122) Le signe — se rencontre pour la premitre fois dans l'ouvrage de
R. Recorde, ,,The whetstone of witte**, [Londres s. d. (préface 15571, sign. F'f1]
qui dit le choisir ,parce que rien ne peut &tre plus égal que deux petits traits
paralleles®. Adopté par J. Wallis, il a peu & peu, mais trés lentement, rem-
placé tous les autres. ,En France, ou F. Viéte et R. Descartes avaient donné un
autre sens aux deux traits paralléles horizontaux 4%), on désigne fréquemment,
dans la seconde moitié du 17° siécle, I'égalité par deux traits paralleles verticaux.*

123) ,Les signes >> et < ne se trouvent pas avant 7. Harriot [Artis analy-
ticae praxis, Londres 1631, p. 10]; les signes >, < sont de P. Bouguer [Corresp.
math. phys. (€ Euler,...) publ. par P. H. Fuss 1,_St. Pétersb. 1843, p. 304].*

124) In artem analyticam isagoge, Tours 1591; Opera, éd. F. Schooten, Leyde
1646, p. 1; trad. F. Ritter, Bull. bibl. storia mat. 1 (1868), p. 228. Voir aussi
F. Ritter, Assoc. fr. avanc. sc. 21 (Pau) 18922 p. 178.*%

125) ,Pour a®-+4-Ba®+ ca=0>?r, F. Vidte écrivait Ae+ B in Aq+ Opl
in A aeq-Dgq in F*

126) Une analyse des concepts ,,6gal, plus, moins, plus grand et plus petit*
se trouve dans E. G. Husserl, Philos. der Arith.!%), chap. 5 et 6.

127) ,Toute définition de ’inégalité doit satisfaire aux conditions suivantes:
1°) L’inégalité a > b, entraine l'inégalité b < a; celle-ci entraine la premiere.
2°) L'inégalité a > b et 1’égalité b = c entrainent l'inégalité a > ¢; I'inégalité

a <b et I'égalité b— c entrainent I'inégalité a < ec.
3°) Les inégalités « > b, b > ¢, entrainent V'inégalité a > c.*

128) E. Schrider [Abriss der Arith. und Alg. 1, Leipzig 1874] a cherché a
mettre d’accord le point de vue pédagogique et le point de vue logique, en se
préoccupant de Venseignement & donner aux commencants. Cela a été fait plus
explicitement par H. Schubert dans ses livres d’enseignement [Sammlung von
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Une opération consiste toujours & déduire de plusieurs objets
donnés un objet ou un systéme d'objets. IL’opération est dite wnivo-
que lorsqu’elle n’a qu'un résultat. Toutes les opérations que l'on dé-
finira en Arithmétique seront univoques; chacune d’elles ne comportera
donc qu'un résultat et doit fournir des résultats égaux quand on rem-
place les données par des données égales?®)*

Si le signe t est regardé comme indiquant une opération quel-
conque & effectuer sur deux quantités quelconques @, b, dont le ré-
sultat soit une quantité déterminée, cette opération est dite commuta-
tive lorsque Yon a ath =0>b1a; elle est dite associative lorsque, ¢ dé-
signant une troisitme quantité quelconque, on a [atb]tec=at[b1¢],
en convenant d’entendre par chaque crochet le résultat de 'opération
indiquée dans le crochet. Si ensuite | est le signe d’'une autre opé-
ration (quelconque), celle-ci est dite distributive par rapport & la pre-
midre si Yon a [atb]lic=[atec]t[ble]; la premiére serait distribu-
tive par vapport & la seconde, si Uon avait [a{b]te=[atc]i[btc]

On concoit d’ailleurs que Yon puisse faire une théorie des opé-
rations'®) satisfaisant aux lois précédentes ou & quelques-unes d’entre

arith. und alg. Fragen..., Potsdam 1883, 4°éd. 1896; System der Arith., Pots-
dam 1885; Arith. u. Alg. (Sammlung Gdschen), Leipzig 1896, 1898; Elem. Arith.
und Alg. (Sammlung Schubert), Leipzig 1899].

129) On a beaucoup varié sur celles des opérations qu'il y a lieu de regar-
der comme fondamentales. ,Les Hindous avaient 6 opérations fondamentales:
V'addition, la soustraction, la multiplication, la division, V'élévation aux puis-
sances, l'extraction des racines. Alkhovaresmi [Algoritmi de numero indo-
rum ®®), ms. Codex Cambr., car. 105*; B. Boncompagni, Trattati d’arit. 1,
p- 10] parle de la dimidiation et de la duplication comme de deux opérations
spéciales; on trouve aussi parfois chez les Arabes la division du plus petit par
le plus grand, séparée de la division proprement dite [c¢f. H. Suter, Bibl. math.
(8) 2 (1901), p. 17]. D'une fagon générale, on peut dire qu’a la suite de Léonard
de Pise, les arithméticiens-marchands n’ont pas envisagé la dimidiation et la
duplication comme des opérations spéciales, tandis qu'a la suite de Jordan
Nemorarius 25 [Algorismus, éd. J. Schoner, p. 7| et de Sacrobosco *%), les arith-
méticiens de I'Ecole les ont soigneusement distinguées de la division et de la
multiplication. Dans son Algorismus qui a été longtemps le manuel courant dans
les universités, Sacrobosco envisage sous le nom de progressio une 9° opération
qui ne consiste d’ailleurs qu’en sommations de suites particuliéres de nombres.
N. Chuguet dans son Triparty ®"), et Luc Paciuolo dans sa Summa %), ne men-
tionnent méme pas la dimidiation et la duplication comme opérations spéciales;
Paciuolo donne (fol. 19*) sept opérations: numération, addition, soustraction, mul-
tiplication, division, progression, extraction de racines. L’origine de la distine-
tion de la dimidiation et de la duplication comme opérations spéciales est sans
doute égyplienne et a dil étre transmise aux Arabes par voie grecque (cf. M. Cantor,
Vorles. %) 1, p. 46, 674).*

130) On pourra consulter sur la théorie des opérations H. Grassmann, Aus-
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elles et s’appliquant soit & des nombres entendus d'une fagon plus
générale qu'on ne I'a fait jusqu'ici, soit & d’autres objets que les nom-
bres. C’est ce que 'on fait, en particulier, dans I'Arithmétique formelle,
le Calcul logique et I’Algébre des concepts!®'). On peut, par exemple,
convenir que atb signifie tout ee qui est & la fois a et b, a+b tout
ce qui est a ou b; la loi de distributivité a alors lieu sous les deux
formes que l'on vient de citer )

11. Principe de permanence. Supposons qu'on ait défini une
classe A de nombres ou d’objets et, pour les objets de cette classe A,
I'égalité, l'inégalité et certaines opérations univoques. Soit ¢1b une
de ces opérations qui, effectuée sur deux objets quelconques a, b de
la classe A donne toujours pour résultat un objet ¢ de la méme classe A;
cette opération sera dite possible relativement & la classe A.

Si 'on se donne maintenant le résultat ¢ de l'opération et l'un
des deux nombres @, b, on peut se proposer de trouver l'autre, d’on
deuz opérations ¢nverses de lopération proposée considérée comme
directe. S1 Yon se donne par exemple ¢ et b, on pourra représenter
U'opération qui donne @, par le symbole ¢}b; en d'autres termes,
U'opération ¢1b est définie par Végalité [c}b]1b =c.

Lors méme que l'opération directe est toujours possible, I'opéra-
tion inverse peut ne U'étre que sous certaines conditions. Dans le cas
ou elle n'est pas possible, on peut conserver la méme écriture cib
qui sert pour en désigner le résultat lorsqu’elle est possible, constituer
avec ces écritures et les nombres ou objets de la classe A une nou-
velle classe de nombres ou objets B, puis définir a4 nouveau l'égalité,
Vinégalité et des opérations sur les objets de la classe B, de maniére
que ces définitions se réduisent aux définitions relatives aux éléments
de la classe A lorsquon n’opére que sur ces éléments et non sur
les symboles qui complétent la classe B. Dans le choix de ces dé-
finitions on est, en outre, guidé par le souci de conserver autant que
possible les lois formelles qui s'appliquent aux éléments de la classe A.

Lorsque les objets de la classe A sont des nombres, on convient

dehnungslehre Leipzig 1844, Berlin 1862, Leipzig 1878; Werke 1, Leipzig 1894/6;
H. Hankel, Theorie der complexen Zahlsysteme, Leipzig 1867; ,G. J. Houdl,
Mém. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux (2) 1 (1876), p. 1; (2) 5 (1883), p. 149; Théorie
élém. des quantités complexes, Paris 1874, p. 293; O. Stolz und J. A. Gmeiner,
Theor. Arith., Leipzig 1900/2, p. 87 et suiv.*

1381) Pour ce qui est de ’Algeébre des concepts (Begriffsschrift) voir surtout
les ouvrages de G. Frege®®) et de G. Peano *°).

132) Cest ce que remarque E. Schrider, ,,Der Operationskreis des Logik-
caletls®, Leipzig 1877.
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souvent d’appeler encore nombres tous les objets de la classe B, et
Pon dit, & tort ou & raison, qu'on a élendu l'idée de nombre. On
peut d’ailleurs obtenir de la méme fagon des extensions successives
de l'idée de nombre.

Cest & ce procédé que l'on a donné le nom de principe de per-
manence *33).

Opérations de rang un.

12, Addition. ,Le nombre cardinal, considéré comme une in-
tuition, implique la notion d’addition.* Deux collections (nombres)
étant données, on concoit que chaque unité restant distincte des autres
unités, elles soient réunies en une seule collection, dont les collections
primitives sont des parties. La collection ainsi obtenue (qui ne peut
étre égale en nombre & une de ses parties) est la somme des collec-
tions primitives; son nombre est la somme des nombres donnés!®).
A ce point de vue, on regarde comme évident que la somme ne dé-
pend pas de Tordre de ses parties; elle est plus grande que chacune
de ses parties et chaque partie est plus petite que la somme.

Une collection finie quelconque peut étre constituée en réunissant
les objets un & un, ou détruite en supprimant les objets un a un,
La suite naturelle des nombres g'obtient en partant du nombre wun1%);

133) Ce principe a été donné pour la premiére fois sous sa forme générale
par H. Hankel [complexe Zahlsyst. 13%), p. 10]; G. Peacock avait d’ailleurs reconnu
la nécessité d’une mathématique purement formelle et avait, & ce propos, énoncé
un principe dont celui de permanence est une généralisation (Report Brit. Assoc. 3,
Cambridge 1833, éd. Londres 1834, p. 195; Treatise on Algebra, Cambridge 1830,
p-105; 2°éd. 2, Cambridge 1845, p. 59).

,On nomme habituellement derectes 1'addition, la multiplication, 1'élévation
aux puissances. La soustraction, la division, lexfraction des racines et la
recherche des logarithmes, en sont respectivement les opérations inverses. D'apreés
H. Hankel, les opérations directes appartiennent au mode de liaison qu'il appelle
thetique et leurs opérations inverses au mode lytique. De la liaison thétigue a><b=c
résultent les deux liaisons Ilytiques ¢ T a eb ¢ | b. On trouve dans O. Stoiz
und J. 4. Gmeiner 1*°), une étude logique des conditions sous lesquelles une liaison
thétique entre deux objets a, b ayant toujours un sens, mais non la liaison lytique
correspondante, il est possible de créer, comme dans la théorie des nombres
négatifs (n° 17) et dans celle des nombres fractionnaires (n°21) un nouveau sym-
bole composé de deux éléments, auquel s’applique le principe de permanence.*

134) Entre compter et ajouter, la différence consiste seulement dans la
noun-réunion, ou réunion, de plusieurs groupes d’unités en un seul.

185) ,G. Cantor [Math. Ann. 46 (1895), p. 489; trad. F. Marotte, Mém. Soc. sc.
phys. nat. Bordeaux (5) 3 (1899), p. 353] développe ce procédé de formation des
nombres cardinaunx (finis) qui les rapproche manifestement des nombres ordinaux,
de maniére & lui donner la précision logique dont il est susceptible.*
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le pombre suivant est um ef un, ...; chaque nombre sobtient en
ajoutant un & celui qui le précéde. Chaque nombre est une partie
de ceux qui le suivent; chaque nombre est plus grand que ceux qui
le précedent.

Pour indiquer qu'un nombre ¢ est la somme des deux nombres
o et b, on éerit ¢ = a + b; le signe 4+ qui sépare les deux fermes a
et b de la somme ¢, peut &tre regardé comme impliquant une idée de
succession; il s'énonce ,plus®1%6),

Du postulat de linvariance du nombre contenn dans Vidée de
compter, résulte d’'une part qu'il n’y a quune somme de deux nombres
(univocité de I'addition) et que @+ b est égal & b + a (commutativite ®7)
de Vaddition)*®). De la définition de l'inégalité (plus grand et plus

136) ,L'usage de ce signe, ainsi que '*% celui du signe —, est asgez récent.
On rencontre ces deux signes imprimés pour la premitre fois dans le Compen-
dium arithmeticae mercatorum de Jean Widman (d’Eger), Leipzig 1489, fol. 85,
86, 110 ,Behéde und hubsche Rechenung auff allen Kauffmanschafft [cf. Bull.
bibl. storia mat. 9 (1876), p. 188]. On les rencontre aussi dans un ms. de la
bibl. de Vienne ,Regulae cosae vel algebrae‘, écrit sirement avant 1510, dans
le Traité de calcul de Grammateus ,,Ayn new kiinstlich Buech...*, Nuremberg
1521/28 et dans la Coss'*!) de son éleve Chr. Rudolff, Strasbourg 1525. L’Arith-
metica integra de M. Stifel, Nuremberg 1544, a vulgarisé I'usage de ces signes;
au 17¢ siecle ils n’étaient toutefois pas encore universellement adoptés.

On ne sait rien de certain sur l'origine du signe -, mais on posséde des
chartes et des manuscrits ou la conjonction ,et est représentée par une forme
spéciale de la lettre ¢, parfois avec un trait plus ou moins court, en haut a
gauche, se raccordant avec la barre verticale du t (chartes liégeoises de 1298,
1383, . ..); ce trait manque toutefois souvent (Bibl. Darmstadt, ms. 2640,
138° siecle, fol. 108). Aux 15° et 16° sidcles on se servait d’ailleurs plutdt du
mot et que du mot ,,plus** [ef. C. Le Paige, Ann. Soc. scient. Bruxelles 16?(1891/92),
p. 74]. D’autres conjectures ont été émises par A. de Moargan [Trans. Cambr.
philos. Soc. 11 (1871), p. 208, [1864]] et Ch. Henry [Revue archéol. (2) 38 (1879), p. 3].

Léonard de Pise écrit souvent ,et, rarement ,,plus*, pour indiquer 1'addition
[cf. Liber abbaci 1202; dans le texte qui nous est parvenu et qui est de 1228,
fol. 191°; Seritti di L. Pisano pubb. da B. Boncompagni 1, Rome 1887, p. 414];
il écrit ,,minug* pour indiguer la soustraction. [Sur l'origine des locutions ,plus‘
et ,minus* voir G. Enestrom, Interméd. math. 1 (1894), p. 119 (Question 5) et
Bibl. math. (2) 18 (1899), p. 105.] N. Chuguet et Luc Paciuolo emploient les
signes p ou $ et m ou 7 pour plus (pid) et moins (meno, minus), [Triparty "),
fol. 62°, Bull. bibl. 13, p. 710; Summa %), fol. 92, . . .; la conjecture suivant la-
quelJe le signe - serait une abréviation du mot ,plus* semble toutefois peu
probable [cf. A. de Morgan, Arithmetical Books, Londres 1847, p. 19].*

137) L’expression ,commutative” est due a F.J. Servois [Ann. math. pures
appl. 5 (1814/15), p. 98].

138) La loi de commutation n’empéche pas, si 'on veut, de distinguer entre
le premier et le second terme d'une somme de deux termes; le premier est alors
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petit) et de celle de addition, il résulte immédiatement qu'une somme
est plus grande que chacune de ses parties; (elle est plus grande du
nombre d'unités contenues dans la seconde partie). Lorsque a est
plus grand que 4, on peut envisager @ comme une somme de deux
nombres dont l'un est . De méme qu'il n'y a quune somme de
deux nombres a et b, de méme il n'y a qu'un nombre b qui, ajouté
a un nombre @, ait pour somme un nombre ¢ donné plus grand que a.

L’idée de compter entraine 1'égalité (@ + b) + ¢ =a + (b + ¢), o
les parenthéses!®®) indiquent que l'on a préalablement ajouté les
nombres qui y sont contenus. La loi qu’exprime cette égalité est la
loi d’association40).

Si & une somme de deux nombres a,, @, on ajoute un troisiéme
nombre ay; si & la somme ainsi obtenue on ajoute un quatrieme
nombre a,, et ainsi de suite un nombre fini quelconque de fois, la
derniére somme s = {[(a, + a;) + @3] + - - -} + @, que I'on obtient ne
dépend pas de Yordre dans lequel on a pris les nombres a,, a,,
g, ..., a,; on le démontre en appliquant les deux lois réunies d’asso-

envisagé comme passif (destiné a étre augmenté), le second comme actif (destiné
i augmenter). Cette distinetion entre le terme actif et le terme passif powrra
étre employée avec avantage pour toutes les opérations qui portent sur deux
nombres [ K. H. Liersemann, Lebrb. Arith. und Alg., Leipzig 1871, p. 1]*. On la
rencontre dans E. Schroder, Lehrb. 3) 1, p.121; pour I'addition, il appelle ,, Augend*
le nombre passif, ,Increment le nombre actif; H. Schubert appelle ce dernier
sAuctor [Elem. Arith. und Alg., Leipzig 1899, p. 19]. ,La langue francaise ne
possede pas de mots particuliers correspondants; l'emploi des termes passif et
actif permet toutefois de distinguer les deux termes de la somme (les ingrediens
de A. Girard, Inv. 8%, sign. A ).*

139) ,L’emploi de nos parenthéses (rondes) pour grouper les termes, semble
dia 4. Girard[Inv. ®7), sign. E, recto, B, verso, C, recto]; pour indiquer la racine carrée
de 2 V3, il écrit, en effet, 1 (2 4 ¥/3); mais 13 ou nous écrivons 7 — (— 2),
il écrit encore 7 — — 2 [Inv. 37), sign. E;]. Déja R. Bombelli [L’Algebra, Bologne
1572; 2° éd. Bologne 1579, p. 6] avait fait usage de sortes de crochets pour
grouper les termes; F. Viéle indiquait le groupement des termes par une acco-
lade [cf. Zeteticorum libre quinque, Tours 1593, livre 4, Zététique 10, fol. 18%;
Opera, éd. I. Schooten ***), p. 70]; mais on trouve des parenthéses rondes dans
la trad. des 5 livres des Zététiques de F. Vidte, par J. L. de Vaulezard, Paris 1630,
a la p.218 par ex.

R. Descartes et ses disciples mettaient parfois une barre au dessus des termes
que nous mettons entre parenthéses. Bien avant R. Descartes, N. Chuquet mettait
une barre en dessous des termes qu’il voulait isoler des autres, en les réunissant
[Triparty 7), fol. 462, 46°; Bull. bibl. 13, p. 655]. G. Peano a proposé de rem-
placer les parenthéses par des points.*

140) Cette loi n’a été mise en évidence pour les sommes et les produits
qu’an 19¢ sizcle. Le terme associatif semble avoir 6t introduit par W. R. Hamilton.
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ciation et de commutation. Rien n’empéche donc de nommer s la
somme de tous les nombres a,, dy,...,a,; on désigne cette somme
simplement par le symbole s = a; + a4 + --- + a,; chacun des nombres
@y, gy ..., a, est un ferme de la somme.

,JL'addition peut aussi &tre définie, et ses propriétés établies, en
se plagant au point de vue ordinal; la suite naturelle sert alors de
point de départ. Ajouter 1 au nombre a, c’est remplacer a par le
numéro qui le suit; si Yon sait ce qu'est @, on sait done ce quest
a + 1. En supposant que la somme @ + b obtenue en ajoutant le
nombre b au nombre « soit définie, la somme obtenue en ajoutant le
nombre b 4 1 & a sera, par définition, le nombre qui suit @ + b; en
d’autres termes on a, par définition, @ + (b + 1) =(a + &) 4+ 1.

D’apres cela'#!), quel que soit le nombre b, la somme a + b se
définira de proche en proche. De ces définitions on déduit, par in-
duction, les théordmes qu'expriment les égalités

a+b=b+a, a+b+e)=(+b+ec
~ Le signe 0 ne figure pas dans la suite naturelle des nombres.
Rien n’empécherait de le faire figurer a4 la téte de cette suite et
d’adopter, pour définir O 4 a, le procédé général, lequel conduit &
regarder @ comme le résultat de Vopération O + a. A cette définition
on adjoindra ensuite celle qu'exprime I'égalité a + O = a qui subsiste
méme quand ¢ est 0.

En résumé les propositions de commutation et d’association con-

stituent les propriétés fondamentales de 1'addition.

13. ,Progression arithmétique®?), On appelle progression arith-
metique une suite de nombres

Ay, Qg .., @,

dont chacun est égal au précédent augmenté d'un méme nombre au-

141) ,H. Grassmann avait reconnu [Lehrb. der Arith., Berlin 1861, p. 2/10]
que les régles de I'addition, (et celles de la multiplication p. 17/28), des nombres
naturels résultent de cefte double convention. Voir aussi H. von Helmholtz,
Abh. 4% 3, p. 863; Philos. Aufs. 19, p. 24; F. Klein, Math. Ann. 87 (1890), p. 572;
H. Poincaré, Revae métaph. 2 (1894), p. 875; La science et I'hypothése, Paris
s. d. [1908], p. 15.*

142) , Ahmés déja envisageait des progressions arith. tres simples [ papyrus
Bhind %), trad. A. Eisenlohr 1, p. 89/92, 159/162; planches XIV, XIX; n° 89, 40, 64];
les Pythagoriciens aussi [cef. Théon de Smyrne, Exposition des connaissances
math. . ., éd. J. Dupuis, Paris 1892, p. 64/69]). Léonard de Pise donne la formule de
sommation d'une progression arithmétique quelconque [Liber abbaci 1%¢), fol. 70,
éd. B. Boncompagni 1, p. 166/68]. Elle était connue des Grecs; Diophante en donne
une démonstration [De polygonis numeris, y; Opera 1'%) 1, p. 456].*

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



30 H. Schubert. 11. Principes fondamentaux. J. Tannery et J. Molk.

quel on donne le nom de raison de la progression. Si Yon désigne
cette raison par r, on a done pour 1 =2,3,...,n,
a,=a, ,+r=a,+ {E— Dr

Si Yon désigne par s, la somme des n fermes a,, a,, ..., a, dune
progression arithmétique de raison r, on a

S =% n(a +a,)=nfa, +3(n—1)r]
Dans le cas particulier ot @, = 1, on dit (& cause de linterprétation
géométrique que l'on en peut donner) que s, est le »° nombre poly-
gonal de r + 2 co6tés; on désigne généralement ce nombre par le sym-
bole PU+8. Le n® nombre #riangulaire est PO = 4n(r + 1); le
»n® nombre carré est P¥ = n?; le #°® nombre pentagonal est

PO =1n(Bn — 1);
le #* nombre hexagonal est P©) =n(2n —1); ... en général le #°
nombre polygonal de r cotés est
PO=n+ inn—1)(r—2).
Dans le cas o n serait négatif ou nul, on peut définir P?) par cette
égalité %), pour tout entier r > 3.

On appelle nombres figurés d'ordre 1, les nombres naturels 1, 2,
3,...; on appelle nombres figurés d'ordre 2, les nombres riangulaires
1, 8, 6, ...; la somme des % premiers nombres figurés d'ordre 1 est
le n® nombre figuré d'ordre 2. On dit, de méme, de la somme des
n premiers nombres figurés d'ordre 2, qu’elle représente le »° nombee
pyramidal ou, plus proprement féfracdral, ou encore le n° nombre figuré
d’ordre 3, et Ton définit ensuite successivement, par le méme procéds,
les nombres figurés d’un ordre quelconque (entier positif) i, en appelant
»n® nombre figuré dordre m, la somme des % premiers nombres figurés
d’ordre m — 1. -

14. Boustraction. La soustraction est une opération inverse.
Elle a pour but, étant donnés deux nombres a, b, de trouver le nombre
inconnu 2 qui vérifie I'égalité a = b + 2.

Une pareille égalité qui contient une ou plusieurs lettres, telle
qu'ici x, représentant des nombres dont la valeur est inconnue*), et

148) ,Cf. A. Berger, Nova Acta Upsal. (3) 17 (1898), mém. n°® 3.*

144) ,Les Egyptiens employaient I'hiéroglyphe représentant un ,,fas® pour
désigner l'inconnue.* Chez Diophante, I'inconnue est représentée par le sym-
bole ¢ [Opera ') 1, p. 4,...]. ,Les Arabes appelaient l'inconnue ,schai® (la
chose) ou jidr (racine). Le second de ces mots a été traduit par radiz, qui
prédomine au 12¢ gidcle, le premier par res, qui emporte au contraire a partir
de Léonard de Prse. Le mot arabe signifiant racine est la traduction d’un mot
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qui n'est vraie que pour certaines valeurs attribuées & ces inconnues
est ce qu'on appelle une dguation. Résoudre une équation a une
inconnue, c'est déterminer les valeurs qu’il faut donner & cette in-
connue pour wérifier 'équation. Au contraire, si 1'égalité est vrale
pour foutes les valeurs attribuées aux lettres qui y figurent et repré-
sentent des nombres dont la valeur est inconnue, l'égalité prend le
nom d'identité.

Le probleme de la soustraction n'est possible que si @ est supé-
rieur & b; (si Von a introduit 0 comme nombre, il faut dire: le
probleme de la soustraction n’est possible que si @ est supérieur ou
égal & b, et, dans ce dernier cas, x est égal & 0)* le probleme supposé
possible n'admet qu'une solution: c’est la différence entre a nombre
passif et b nmombre actif; elle se représente par a — b; le signe —
g'énonce ,moing“5). Le nombre ¢ — b est défini par la formule

b+ (a—0b)=a

hindou de mé&me sens, appliqué & la racine carrée. Alkhovaresmi, en traitant
des équations quadratiques avait dit jidr (racine), par opposition au carré, en
arabe mdl (0dvapueg, richesse), traduit an moyen dge par cemsus. Quant au mot
res, les Italiens I'ont traduit par cosa, mot dont les Allemands ont fait cossa 2
la fin du 15° siécle, puis coss au 16° sidcle. Luc Pacituolo désigne x'! par le sym-
bole co (Summa %, fol. 67%); les cossistes allemands font usage d'un signe formé
par contraction de ce signe co, ou peut &tre parfois du mot radiz. F. Viéte
désignait les inconnues par des voyelles [Isagoge **f), fol. 7%, éd. F'. Schooten, p. 8;
trad. F'. Ritter, p.237]; A. Girard et P. Fermat suivent encore I'exemple de F'. Viéte.
Cest & R. Descartes [Géométrie, Leyde 1637, p. 4, 5, 6; (Buvres, éd. Ch. Adam
et P. Tannery 6, Paris 1902, p. 873, 875], que 'on doit I'usage, universellement
adopté aujourd’hui, de désigner les inconnues par les dernitres lettres de l'al-
phabet 2z, y, z,... L'hypothése d’aprés laquelle R. Descartes aurait pris pour un #,
le symbole des Cossistes allemands est loin d'étre vraisemblable; celle d’aprds
laquelle il aurait fait dériver 2 du signe employé par P. 4. Catald: [Trattato
dell' Algebra . . ., Bologne 1610, Trattato del modo brevissimo ..., Bologne 1618]
ne semble guére plus probable*.

145) ,Au lieu de ce signe, Diophante [Opera ''") 1, p. 12], et avant lui Héron
dans ses Meroind [Heronis Alexandrini Opera 3, éd. H. Schine, Leipzig 1903,
p. 186, annotation critique], a employé un signe P qu'il désigne comme un psi
tronqué et renversé, et qui est probablement un sepxi ®*%) archaique. Les Byzantins
(Mazime Planude?) I'ont énoncé sous une forme invariable: Asiver, suivie du
génitif. Mais dans Vantiquité, il représentait plutdt le participe limdv, avec
ses différents cas, suivi de I'accusatif (laissant..... ). [Note ms. de P. Tannery].

On ne sait rien de certain sur lorigine du signe —; c’est peut &tre une
simple barre servant aux marchands pour séparer l'indication de la tare, appelée
longtemps minus, de celle du poids total de la marchandise; d’aprés L. Rodet
[Actes Soc. philol. Alengon 8 (1879), p. 105] ce signe serait copié sur un signe
hiératique égyptien. On a aussi cherché l'origine de notre signe — dans le
signe employé par Heéron et Diophante et qui se serait transformé en T avant
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De la définition de la soustraction et de son caractére univoque,
on déduit I'égalité (¢ + ) — b= a.
Le symbole a — b n’a, pour le moment, aucun sens quand a est
inférieur & b. Les égalités
a=b+c¢, a—b=¢, a—c=0b,
ont exactement le méme sens; si l'un des nombres @, b, ¢ est une
inconnue, cette inconnue peut ainsi &tre 7solée.

15. Combinaison de I’addition avec la soustraction. La défi-
nition de la soustraction, jointe aux propriétés de l'addition (associa-
tivité, commutativité) permet d’établir les trois formules

at+b—c)=(@+b—ec; a—Ob+c)=(@—b)—c;
a—b—c)=(a—D>)+c;

ou Ton suppose toutefois un sens & b — ¢ pour la premiere, & a — (b +¢)
pour la seconde, & b — ¢, a — b pour la troisieme. Sous le bénéfice
de ces suppositions, ces égalités peuvent d’ailleurs étre lues, soit de
gauche & droite, soit de droite & gauche. En leur adjoignant la for-
mule d’association pour laddition, on a soit les regles pour ajouter
& un nombre, ou pour en retrancher, une somme ou une différence,
soit les régles pour ajouter un nombre & une somme ou & une diffé-
rence, ou pour len retrancher. On en conclut que dans une suite
d’additions ou de soustractions & effectuer, on peut faire les opéra-
tions dans tel ordre que l'on veut, pourvn qu’elles soient possibles
dans cet ordre; on déduit enfin les regles relatives & l'inégalité qu'on
peut conclure, par soustraction membre 4 membre, soit d'une égalité
et d’'une inégalité, soit de deux inégalités.

Dans Dlécriture des formules d’Arithmétique, on a pris I’habitude,
pour ce qui est des opérations d’addition et de soustraction, d’écrire
les nombres et les signes d'opération, dans V'ordre ou l'on entend que
les opérations soient effectuées, en allant de gauche & droite sans mettre
de parenthéses: un signe 4 ou — qui précede des quantités mises
entre parenthéses, veut dire que les opérations sur les quantités mises
entre parentheéses doivent é&tre effectuées avant l'addition ou la sous-

de devenir —. D’autres ont émis I’hypothése que le signe — aurait son origine
dans 1'6feidg des grammairiens alexandring. Aucune de ces hypothéses n’est
appuyée de preuves plausibles.

Pendant longtemps on a écrit - au lien de —; au 17° siécle on rencontre
encore le signe -~ dans les Pays-Bas. F. Viéte n’écrivait a — b que pour a > b;
il désigne par a ="> la valeur absolue de la différence de a et de b, c'est &
dire a—b si a>b ou b—a 8i a <b [cf. Isagoge **%), fol. 5 éd. F. Schooten,
p.5; trad. F. Ritter, p. 233].>

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



15. Combinaison de l'addition avec la soustraction. 16. Zéro. 33

traction qu'indique ce signe'4é). Ainsi la loi d'association et les trois
formules précédentes doivent s'écrire

a+b+e)=a+b+e; a+b—c)=a+b—c;
o—0b+c)=a—b—¢; a—(b—c)=a—b+e.

16. Zéro. ,Lorsqu'on n'a pas introduit zéro comme un nombre*,
on peut introduire zéro en appliquant le principe de permanence
(n° 11).

Observons d’abord, en nous plagant dans le cas ol la classe A
du n° 11 est formée des nombres naturels, que des lois de I'addition
et de la soustraction il est aisé de déduire, quand a, b, % désignent
des nombres naturels tels que l'on ait @ > b > », la formule

. a—b=(@+n)—(b+tn

olt les signes se correspondent. B8i l'on veut continuer & écrire cette
formule dans le cas od b est égal & g, il faut regarder (a 4- %) — (@ +n)
comme étant égal & (o — a), et, par suite, tous les symboles (@ — a)
comme €tant égaux entre eux, quel que soit a. ,Cette définition satis-
fait aux conditions imposées & toute définition de 1'égalité.* Il est
naturel de représenter tous ces symboles égaux (¢ — @) par un méme
signe; on choisit O pour ce signe!’), on convient de l'appeler encore
nombre et on lui donne le nom de zéro.

On a ainsi formé une classe B de nombres plus étendue que la
classe A des nombres naturels. ,Dans cette classe B, zéro est regardé
comme plue petit que tous les nombres naturels, qui sont regardés
comme plus grands que lui*

Si, dans le cas od b est égal & ¢, on veut continuer a écrire la
formule

at+b—c)=a+b—ec,

146) E. Schrider [Lehrb. %) 1, p. 217/21] généralise cette regle. Quelle que
gsoit 'opération envisagée, il propose de laisser les parenthéses de cdté dans
deux cas: 1° lorsqu'ayant & effectuer deux opérations de méme rang (n°29),
Yopération indiquée en premier lieu doit &tre effectuée la premidre; 2°) lors-
qu'ayant & effectuer deux opérations de rangs distincts p>wv, c’est celle de
rang p qui doit &tre effectuée la premidre. ,Cette régle semble adoptée par la
plupart des auteurs allemands; on verra plus loin (note 166 et n° 26) que si elle est
d’accord avec nos usages pour l'addition et la multiplication, elle ne I'est pas
pour les autres opérations.*

147) Le zéro apparait au 17° sitcle comme signe d'une différence entre
deux nombres quelconques égaux. ,A. Girard [Inv. 3%), sign. D, recto] envisage
nettement zéro comme un nombre; avant lui, on envisageait comme impossible
une équation qui n’aurait admis que la racine zéro. Des le septiéme siecle, les
Hindous ont, il est vrai, essayé de multiplier et de diviser par zéro.*

Encyclop. des scienc. mathémat. I 1. 3
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il faut définir la somme a + (b —b), ou @ + 0, comme étant égale a
a4+b—>b, oua Silon veut que la loi de commutation continue
de gappliquer, il faut définir la somme (b — b) 4- @ ou 0 4 a comme
étant égale 4 a. Dans ces formules a est un nombre naturel; en
vertu du principe de permanence, on continue & les écrire quand a
est zéro. Si l'on veut enfin continuer d’écrire la formule qui définit
la soustraction, il faut écrire @ — 0 — a, a désignant soit un nombre
naturel, soit zéro.

17. Nombres négatifs. Le principe de permanence permet aussi
d'introduire les nombres négatifs. Désignons, & cet effet, tout d’abord
par A la classe formée des seuls nombres 0, 1, 2, 3, . . .; n’employons,
pour le moment, les lettres @, b, ... que pour signifier de tels nom-
bres; supposons établies les propriétés de l'addition et de la sous-
traction pour ces nombres et reprenons pour les signes +, —, la
signification relative & ces opérations. Le symbole @ — b n'a de sens
gque 8i a est supérieur ou égal & b. Que a soit supérieur, égal oun
inférieur & b, on convient d’appeler nombre 'écriture @ — b formée en
réalité au moyen de deux nombres constitutifs a, b, qui d’ailleurs ne
jouent pas le méme rdle. Sur ces nombres de nouvelle espéce, toutes
les définitions dowent éfre reprises.

,On va d’abord étendre la notion d’égalité. Lorsque les deux
symboles @ — b, a’— b ont un sens, il est bien aisé de tirer des
propositions concernant l'addition et la soustraction que 1'égalité
a+ b =a—+ b est la condition nécessaire et suffisante pour que ces
deux symboles représentent le méme mnombre. Il est naturel de
définir dans tous les cas, par cette condition, 1'égalité des symboles
a—b, & —¥, en remarquant que cette définition satisfait aux con-
ditions imposées & toute définition de 1'égalité. Il résulte de 14 que
si (a, o’ étant respectivement plus petits que b, b) b —a et ¥ —a’
sont égaux au méme nombre ¢, les deux nouveaux nombres a — b,
o — b sont égaux; ils sont égaux & 0 —¢* Au lieu de 0 —¢ on
convient d’écrire — ¢ et c’est sous cette forme abrégée que peuvent
étre représentés les nouveaux nombres que l'on appelle nombres né-
gatifs8). De méme au lieu de 0 + ¢, ou de ¢, on écrit + ¢ Par

148) ,Dans son Isagoge **4), [fol. 5; éd. F. Schooten, p. 5; trad. F. Ritier, p. 284]
F. Viéte parle de Vopposition ,affirmata, megata”; son éleve J. de Beaugrand
parle de racines positives et négatives dans son 3° factum anonyme contre la Géo-
métrie de R. Descartes [Bull. sc. math. (2) 15 (1891), p. 283; P. Tannery, La
correspondance de Descartes dans les inédits du fonds Libri, Paris 1893, p. 45];
T Harriot dit positivus et privativus en 1632 [cf. J. Wallis, De algebra tractatus,
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17. Nombres négatifs. 3b

opposition aux nombres négatifs, on désigne sous le nom de nombres
positifs les nombres tels que ¢ ou 4 ¢. On forme avec tous les
nombres positifs et négatifs et le nombre 0, une classe B dont les
éléments sont dits nombres entiers?).

Ja somme de deux nombres a — b, a’ — ¥, est le nombre a” — b”
dont les nombres constitutifs sont ¢'=a4a’, b"=b+4+ . Cette
définition doit, pour étre légitime 1°0), &tre immédiatement complétée

Opera 2, Oxford 1693, p. 139], mais J. Wallis lui-méme préfere dire affirmatus et
negativus. De méme Gilles Personier dit Roberval [Mém. Acad. sc. Paris 1666/99,
6, éd. 1730, p. 94] qui emploie d’ailleurs positivus dans notre sens de réel.
R. Descartes n’a jamais employé les termes positif et mwégatif; pour nombre
négatef i1 dit encore ,mombre faux® [Géométrie 144), livre 3; (Kuvres 6, p. 445 et
suiv.]; quand il parle de nombres faux, il n’énonce que leur valeur absolue
| Euvres '*) 6, p. 473, Note de P. Tannery] et les envisage comme g'ils
croissaient avec leur valeur absolue [(Euvres '*%) 6, p. 450].*

149) 8i, dans une construction logique de 1’Arithmétique, l'introduction des
nombres négatifs doit, peut &tre, précéder celle des nombres fractionnaires ,[au
sujet de V'ordre dans lequel il convient de traiter les 4 opérations fontamentales,
voir A. Capelli, Rendic. Accad. Napoli (3) 6 (1900), p. 188]* il est certain que,
historiquement, les nombres négatifs ont été employés beaucoup plus tard que
les fractions. Les arithméticiens grecs calculaient seulement avec des différences
oi le terme passif est plus grand que le terme actif. ,Toutefois Diophante ne
se préoccupe pas d'établir ce caractere, et, d'autre part, il connait la regle des
signes tant pour la multiplication que pour le passage d'un terme d’un membre
dans un autre [Opera %) 1, p. 12/15].* On trouve ensuite chez les Hindous des
traces de calcul avec des nombres négatifs; ,Brahmagupte (7°siecle) dit déja
,dette retranchée de zéro devient un bien, et bien devient une dette...; st on doit
retrancher un bien d’'une dette, ou une dette d'un biem, on en fait la somme.
[Cf. L. Rodet, J. asiatique (7) 11 (1878), p.25];* de méme Bhdskara Aedrya (12° sitcle)
qui distingue aussi la valeur positive et la valeur négative d’une racine carrée
| Vijaganita (Algebre) chap. 1, sect. II, n° 3; éd. H. T. Colebrooke, Alg. *1%), p. 135]; un
point placé sur un nombre le transforme en son symétrique. Les Arabes n’alle-
rent gueére plus loin. ,Au 15° sidcle, N. Chuguet interpréte des nombres négatifs
[Triparty %), fol. 84b, 151%, 157%, 159>; Bull. bibl. 13 (1880), p. 738; 14 (1881),
p. 419, 424, 427], mais il reste assez longtemps sans étre imité.* M. Stifel nomme
les nombres négatifs ,numeri absurdi“ par opposition aux ,numeri ver:“, ,mais
il les dit plus petits que zéro [Arith. 1%%), fol. 482 248% 249%]. S. Stevin %) fait
usage de solutions négatives d'équations numériques. A. Girard, par ses décou-
vertes sur les éléments de la théorie des équations, leur donne droit de cité
au méme titre qu'aux nombres naturels; il dit déja [Inv. 87, sign. F, verso] ,la solu-
tion par — sexplique en Géoméirie en rétrogradant et le — recule 16 ou le +
avance”, Les calculs effectués systématiquement sur les nombres négatifs sont
postérieurs & R. Descartes.*

150) ,Voir les eritiques de G. Peano sur ce mode de définition, dans son
mémoire ,Les définitions mathématiques* [Bibl. congrés intern. philos. Paris
1900, 3, éd. 1901, p. 286]. Ces critiques se rapportent & la théorie des fractichs,
mais leur portée est la méme ici.*

3*
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36 H. Schubert. 11. Principes fondamentaux. J. Tannery et J. Molk.

par la remarque que si, dans une somme, on remplace les termes par
des termes égaux, on obtient une somme égale: I'addition reste uni-
voque et, comme on le voit de suite, commutative et associative.*

D’aprés ces conventions, en désignant par ¢ la différence entre le
plus grand et le plus petit des deux nombres a, b, tout nombre ¢ —b
pourra s’écrire 4 ¢ ou — ¢, suivant que a est plus grand ou plus
petit que b. Dans les deux cas ¢ est la walewr absolue de a —b.
Deux nombres 4 ¢ et — ¢ sont dits eégaux et de signes comtraires, ou
mieux syméirigues. Le symétrique de O est O; + 0 et — O ont le
méme sens que O. _

Pour bien mettre en évidence l'opposition entre la valeur absolue
des nombres entiers et ces nombres entiers eux-mémes, on dit de ces
derniers qu’ils sont relatifs (ou encore qualifics).

JLes signes 4, —, ont été d'abord regardés comme des signes
d’opération; ils sont maintenant considérés comme attachés®) & la
valeur absolue des nombres envisagés®?). Ainsi, d’aprés ce qui pré-
céde, a — b peut &tre, dans tous les cas, regardé comme la somme
de a et de — b;* il suit de 13 que si 'on a une expression telle que
a —b+4 c—d, on pourra lenvisager comme la somme obtenue en

151) ,Dans la langue algébrique, les unités sont des substantifs, les signes
-+ et — des adjectifs [A.Q. Buéde, Philos. Trans. London 96 (1806), p. 27 [1805]].*

152) ,J. B. J. Delambre avait déja signalé I'importance qu'il y a & ne pas
confondre ces deux significations des signes 4~ et — [Rapport sur les progreés
des sc. math. Paris 1810, p. 44]. Ch. Méray et Ch. Riquier [Nouv. Aun. math.
(3) 9 (1890), p. 50; voir aussi Ch. Meéray, Legons nouvelles sur ’Analyse infinité-
simale 1 (1894), p. 11] et H. Padé [Premieres legons d’Algébre élém. Paris 1892,
p- 5 et suiv.] qui évitent la confusion possible par I'emploi d’autres signes.

A. Padoa insiste sur les inconvénients de la double signification des signes
~+ et —; ses mémoires [Bibl. congrés intern. philos. Paris 1900, 3, éd. 1901,
p- 364; C. R. du 2° congrés intern. math. Paris 1900, éd. 1901, p. 250] con-
tiennent une exposition logique de la théorie des opérations sur les nombres
entiers positifs et négatifs. Cette exposition, congue dans le sens des idées de
G. Peano, repose sur 'introduction de 3 symboles non définis [entier, successif de,
symétrique de] et sur 7 postulats: 1°) si @ est un entier quelconque: le successif
de a est un entier; 2°) le symétrique de @ est un entier; 3°) le symétrique du
symétrique de @ est «; 4°) le symétrique du successif du symétrique du successsif
de a est a; 5°) il y & un entier x tel que le symétrique de x soit x; 6°) il n’y
a pas d’entiers x et y différents entre eux, tels que le symétrique de x soit x,
et que le symétrique de y soit y; 7°) si une classe a vérifie les 8 conditions:
il y a un entier qui appartient & la classe a; toutes les fois qu'un entier z
appartient & la classe a, le successif de x appartient aussi & la classe a; toutes
les fois que x est un entier tel que le successif de = appartienne & la classe 4,
x ‘appartient aussi 4 la classe a; alors fout entier appartient a la classe A.
Ces postulats sont compatibles et irréductibles.*
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ajoutant & @ le nombre négatif — b, au résultat le nombre positif c,
et au nouvean résultat le nombre négatif —d. Une telle expression
g'appelle somme algébrique et les termes en sont a, — b, ¢, —d. Dans
une somme algébrique, on peut intervertir l'ordre des termes.

Jusqu’ici les lettres n'ont représenté que des nombres naturels
ou zéro. Il convient de pouvoir représenter par une lettre (sans
signe) un nombre entier relatif quelconque!®®). Si a représente un
tel nombre, on convient de représenter par + a le méme nombre gy
a et cette convention est conforme & ce que l'on a dit plus haut
dans le cas o0 @ est un nombre naturel. Au contraire — a repré-
sente le nombre symétrique du nombre a. La valeur absolue de «
se représente’™) par |a| ,Les signes + et — qui figurent dans les
symboles 4+ a et — a sont les signes apparents des nombres 4 o et
— a; ce sont aussi les signes vrais si @ est un nombre naturel ou un
nombre positif; au contraire, si a est négatif, les nombres - a et
— a sont respectivement négatif et positif et leurs signes vrais sont
respectivement — et +.*

Jour représenter la somme de plusieurs nombres entiers relatifs
donnés dans un ordre déterminé, on éecrit les symboles des nombres
dont on veut faire la somme, en ayant soin de mettre le signe -+
devant ceux de ces symboles qui n’auraient pas de signe apparent;
toutefois 'habitude est de supprimer le signe apparent du premier
symbole quand ce signe est +. Ainsi @ — b + ¢ veut dire la somme
obtenue en ajoutant au nombre @ ou + @ le nombre — b, puis le
nombre + ¢ au résultat. Dans le cas ol a, b, ¢ désignent des nom-
bres absolus et ol les opérations dans V'ordre indiqué sont possibles,
ce méme symbole désigne aussi, comme on l'a vu, le résultat d'une
suite d’'opérations & faire sur ces nombres absolus; mais la confusion
n'est pas & craindre parce que le résultat est le méme, du moment que
Yon confond les nombres absolus et les mombres positifs. Ainsi dans
I'expression @ + b, si lon attache le signe 4+ au symbole b, on a
affaire & la somme de + ¢ et de 4 b; si Uon envisage le signe +-
comme un signe d’addition, on a affaire & la somme de o et de D.

La théorie de l'addition des nombres entiers relatifs permet ainsi
de rendre an signe 4 son sens de signe d'opération. La théorie de

158) ,Cette convention est d’un usage courant depuis I. Newton; R. Descartes
désigne encore isolément les nombres négatifs; il expose seulement ses formules
avec des points au lieu de signes, et il explique tout au long #'il faut mettre
4 ou — lorsqu'on substitue un nombre & son symétrique 148) *

154) Les legons de K. Weierstrass ont vulgarisé cette notation [Werke 1,
Berlin 1894, p. 67 [1841]].
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la soustraction des nombres entiers relatifs va de méme permettre de
rendre au signe — son sens de signe d’opération. Au moment ou
nous sommes, @ — b veut dire la somme de a et de — b.*

Si a et b sont deux nombres entiers relatifs, leur différence est,
par définition, un nombre # tel gue Yon ait @ =b 4 z; en ajoutant
— b aux deux membres de cette équation, on reconmnait que z ne
peut étre que a — b, puis on voit que a — b vérifie effectivement
Iéquation @ = b + . La soustraction des nombres entiers relatifs est
toujours possible et elle est univoque. Pour retrancher d'un nombre
b un nombre @, on ajoute & b le symétrique de @. Le symétrique
d'une somme algébrique s’obtient en ajoutant les symétriques de tous
les termes de cette somme. Conformément aux conventions adoptées
pour la signification de + a, — a, le symbole formé an moyen de
paventhéses qui enclosent un nombre et dont la premiére est précédée
du signe -+, ou du signe —, signifie le nombre placé entre paren-
theses, ou son symétrique.* Dans une somme algébrique ol figurent
des termes entre parentheses, on peut supprimer celles qui sont pré-
cédées du signe 4 et, a condition de changer les signes des nombres
qu'elles enclosent, celles qui sont précédées du signe —. On a ainsi
les régles relatives a l'addition et & la soustraction des sommes algé-
brigues.

Un nombre entier relatif ¢ est dit plus grand que le nombre
entier relatif b, si la différence @ — b est positive. Cette définition
satisfait aux conditions imposées & la définition de linégalité, et en-
traine les conclusions relatives & l'addition ou & la soustraction des
inégalités %),

,On peut aussi introduire les nombres entiers relatifs abstraits au
moyen de nombres relatifs concrets en cherchant a distinguer des
quantités comme le doit et 'avoir, ou des intervalles de temps égaux
comptés & partir d'une origine dans deux sens opposés. On place, &
cet effet, devant le nombre qui mesure la quantité envisagée, un signe
différent, par exemple 4+ ou —, suivant que cette quantité est d'une
espece ou de Vautre. Un nombre est dit positif ou négatif suivant
qu'il est précédé du signe 4 ou du signe —; la valeur absolue dun
nombre est le nombre naturel obtenu en laissant de coté le signe qui
précéde ce nombre. Deux nombres sont égaux lorsque leurs valeurs
absolues sont égales et qu'ils sont précédés du méme signe. A ce

1565) La distinction entre les inégalités entre nombres absolus et les in-
égalités entre nombres relatifs se trouve d’abord dans 4. L. Cauchy [Cours d’Analyse
de I’Ecole polyt. 1, Analyse algébrique, Paris 1821, p. 438; (Euvres (2) 3, Paris
1897, p. 360].* .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



18. Multiplication. 39

point de vue, la somme de deux nombres relatifs est, par définition,
un nombre relatif dont la valeur absolue est la somme des valeurs
absolues de ces nombres si ces nombres sont de méme signe, la diffé-
rence entre la plus grande et la plus petite de ces valeurs absolues
si les signes sont différents, O si les nombres a, b sont symétriques.
Dans le premier cas, le signe de la somme est le signe commun &
a, b; dans le second, il est celui des deux nombres @, b qui a la plus
grande valeur absolue. Si l'un des deux nombres a, b est O, leur
somme est égale & l'autre nombre. L’opération ainsi définie est évi-
demment commutative; on démontre qu'elle est associative comme
l'addition des nombres absolus. La convenance des définitions adoptées
se justifie immédiatement par lapplication aux grandeurs concrétes.
Ces définitions se rattachent d’ailleurs trés aisément & la suite natu-
relle: seulement au lieu de considérer cette suite comme commengant
au nombre 1, ou + 1, et se poursuivant indéfiniment par valeurs
croissantes, on regardera cette suite comme indéfinie dans les deux
sens, + 1 étant précédé du nombre O, celui-ci étant précédé du nombre
— 1, celui-¢i du nombre — 2,... Les démonstrations relatives & la
commutativité ou & l'associativité s'étendent alors sans peine.”

Opérations de rang deux.

18. Multiplication. Supposons d’abord qu'il s'agisse de nombres
naturels. Une addition dans laquelle tous les nombres a ajouber sont
égaux prend le nom de multiplication; I'un quelconque de ces nombres
égaux s'appelle multiplicande, le nombre de fois qu'il figure dans cette
somme s'appelle multiplicatenr 1*%); la somme elle-méme, résultat de
l'opération, s’appelle produit (du multiplicande, nombre passif, par le
multiplicateur, nombre actif). Le multiplicateur et le multiplicande
sont les deux facfeurs du produit. Lorsque le multiplicateur est 1,
le produit est égal au multiplicandes7).

156) ,A. Girard [Inv. ®7), sign. A; verso] appelait efficient le multiplicande et
coefficient le multiplicateur. F. Viéte avait déja introduit le mot coefficient [De
numerosa potestatum ad exegesim resolutione, Paris 1600, p. 7 (cet ouvrage a did
exister dés 1591); Opera, éd. F. Schooten 1*4), p. 173].*

157) ,G. Cantor [Math. Ann. 46 (1895), p.485; trad. F. Marotte, Mém. Soc.
s¢. phys. nat. Bordeaux (5) 8 (1899), p. 348] adopte une définition de la multi-
plication fondée sur la notion de nombre cardinal et indépendante de I’addition.
La réunion d'une wnité [ou élément] de a et d'une unité de b constitue un couple;
le nombre de couples que l'on peut former en prenant une unité de a et une
unité de b est le produit de a par b. De cette définition résultent facilement
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Si Pon veut classer les opérations, la multiplication pent &tre
regardée comme une opération du second rang, tandis que I'addition et
Topération inverse, la soustraction, sont regardées comme des opéra-
tions du premier rang.

On reprégente un produit en écrivant d’abord le multiplicande,
puis le multiplicateur, et en les séparant par un point e, ou par le
signe ><,%) ou encore sans aucun signe®?); il est nécessaire de mettre
un signe quand les deux nombres sont écrits en chiffres. Ainsi les
symboles a - b, a><b, ab représentent chacun la sommea4a-+---+a
de b nombres égaux & a; les symboles 23-12, 23 >< 12 représentent
chacun la somme de 12 nombres égaux & 23.

Cette définition suppose essentiellement que b soit un nombre
naturel, mais elle a un sens quel que soit a, pourvu que l'addition
goit définie, et c’est ce sens qui sera adopté pour définir le produib
d'un nombre quelconque par le nombre naturel b.

Les propriétés de Yaddition entrainent les propriétés de déstribu-
tion %) qu’expriment les égalités

les propriétés fondamentales de la multiplication. [Voir aussi A. Capelli, Rendic.
Accad. Napoli (3) 6 (1900), p. 138].*

158) ,Le signe >< doit sa disposition actuelle & G. Oughtred [Arithmeticae
in numeris . . . quasi clavis est, Londres 1631, p. 7]; on le rencontre déja entre
les facteurs d'un produit placés l'un sur 1'sutre dans les Commentaires d’Oswald
Schreshensuchs [Claudii Ptolemaei . . . annotationes, Bile 1551]. O. Le Paige [Ann.
Soc. scient. Bruxelles 162 (1891/2), p. 80] conjecture que ce signe & pour origine,
comme le signe —, des barres de direction servant 4 marquer l'opération.
D’apres Ch. Henry [Revue archéol. 38 (1879), p. 4] ce serait le chiffre romain X:
dans Y'abaque on multipliait par 10.*

159) L’usage consistant & écrire simplement les deux facteurs du produit, sans
les séparer par aucun signe, est 'usage primitif; il correspond au langage parlé
lorsqu’il y & une seule lettre avec un coefficient numérique, ce qui a été le cas
Jusqu'a F. Viéte; on le trouve dans Ahmés®') comme chez Diophante, chez les
Hindous et chez les Arabes.

Dans les mss. du moyen-ige, certaines écoles de copistes prirent 1’habitude
de mettre un point aprés tout nombre, et cet usage, passé de bonne heure dans
I'imprimerie, & déterminé l'adoption du point comme signe de multiplication;
cette adoption est plutdt ficheuse puisque le point indigque en général que la
phrase est terminée.

Pour le produit de deux lettres a, B, F' Viéte écrivait o in B; tout comme
pour le produit de deux nombres les Grecs séparaient ces deux nombres par la
préposition Zwi. S. Stevin'®) employait le symbole u; A. Girard [Inv. ®%), sign. B,
verso] et T. Harriot [Artis anal. 1*%), p. 7] ont précédé R. Descartes pour la simple
Juxtaposition *

160) ,Le mot distributif a été employé pour la premiére fois par F.J. Ser-
vois [Ann. math. pures appl. 5 (1814/5), p. 98].*
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Vorwort.

Der wichiigste Zweig der mathematischen Wissenschaft ist ohne
Zweifel der, welcher die Moglichkeit ausnutzt, die Zahlen beliebig zu-
nehmen oder abnehmen zu lassen und mit Bezug auf die zwischen
ihnen stattfindenden Relationen ein System analytischer Verfahrungs-
weisen aufbaut, die fiir die Erforschung der geometrischen, sowie der
mannigfachsten Naturerscheinungen so nutzbringend sind. Es ist das
die sogenannte Infinitesimalrechnung. Sie soll in diesem Buche,
welches zunichst fiir meine Schiiler bestimmt war, in elementarer
Weise entwickelt werden auf der sicheren Grundlage der alge-
braischen Analysis, deren Hauptlehren ich hier auseinandersetze.
Ich nehme dabei auch Riicksicht auf den (parallellaufenden) Kursus
der analytischen Geometrie. Uber die Prinzipien, auf die ich bei
meinem Unterricht nicht so viel Gewicht lege wie auf die Anwen-
dungen, kann sich der Leser, der es wiinscht, in ausgezeichneten
Werken, wie denen von Lipschitz, Dini, Hermite, Weber, Stolz,
Genocchi, Peano, Tannery, Jordan, d’Arcais, Arzeld usw.
eingehender unterrichten. Ich fithre ihn hier schuell und sicher zu
einer groBen Ernte analytischer und geometrischer Tatsachen.

Dem Herrn Verleger B. G. Teubner bin ich sehr dankbar fiir
seine fiir mich sehr schmeichelhafte Aufforderung, die Ubersetzung
meines Buches zu gestatten. Zugleich fithle ich die Verpflichtung,
meinem verehrten Kollegen an der Universitit Greifswald, Professor
G. Kowalewski, 6ffentlich den lebhaftesten Dank auszusprechen fiir
die bewundernswiirdige Art, in der er diese Ubersetzung ausgefiihrt hat.
Ich verspreche mir, daB seine und meine Bemiihungen ihren Lohn in
einer guten Aufnahme des Buches bei der mathematischen Jugend
Deutschlands finden werden, fiir die allein das Buch bestimmt ist.
Wir bieten es ihr dar als eine Sammlung von Ubungsaufgaben im
Rahmen einer (wenn auch nicht erschpfenden) Darstellung der wich-
tigsten Teile der algebraischen Analysis und der Infinitesimalrechnung.

Universitit Neapel. E. Cesaro.
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E%F~ Von E. Cesaro erschien friiher im gleichen Verlage:
ERNESTO CESARO

ORD. PROFESEOR DER MATHEMATIK AN DER KONIGL., UNIVERSITAT ZU NEAPEL

VORLESUNGEN UBER NATURLICHE GEOMETRIE

AUTORISIERTE DEUTSCHE AUSGABE VON
De. GERHARD KOWALEWSKI

PRIVATDOZERT DEXR MATHEMATIK AKX DER UNIVERBITAT LEIPZIG
MIT 48 IN DEN TEXT GEDRUCKTEN FIGUREN.

[VIII uw. 341 8] gr. 8 1901. In Leinwand geb. n. A 12.—

Die Tatsache, daB wir fdr geometria intrinseca keinen allgemein adoptierten
deutschen Ausdruck besitzen, beweist zur Geniige, wie wenig man sich in Deutschland mit dieser
Art von Geometrie beschiftigt. Das ist um so merkwtirdiger, als gerade deutsche Gelehrie (im
Anfang des 19. Jahrhunderts) die ersten Versuche auf diesem Gebiete gemacht haben, an dessen
weiterer Bearbeitung dann englische, franzsische und italienische Mathematiker titig gewesen sind.

Es ist nicht leicht, kurz und zugleich erschépfend die Methode der geometria in-
trinseca oder (wie wir Ubersetzt haben) der nattirlichen Geometrie zu charakterisieren.
Sie benutzt die sog. natiirlichen Koordinaten (wie z. B. Bogenlinge und Kriimmungsradius
einer ebenen, Bogenlange, Kriimmungs- und Torsionsradius einer Raumkurve), um sich unab-
hangig zu machen von Elementen, die nichts mit der Natur des zu untersuchenden Gebildes zu
tun haben. Die kartesischen Koordinaten konnen freilich nicht entbehrt werden. Wo sie aber
auftreten, wird das Achsensystem immer so gewahlt, daB es in einer gewisgen natiirlichen Be-
ziehung zu dem betrachteten Gebilde steht. Hierher gehérendiebeweglichen Achsensysteme,
z. B. Tangente und Normale einer ebemen Kurve, Tangente, Hauptnormale und Binormale einer
Raumkurve, wo der Anfangspunkt des Systems lings der Kurve fortrticken kann. Diese be-
weglichen Achsensysteme, mit denen die natiirliche Geometrie meisterhaft zu operieren weiB,
bringen es mit sich, da8 man oft durch einfache Differentiation geometrische Sitze erhdlt. Eine
hervorragende Rolle spielen dabei die Differentialgleichungen, denen ein fester Punkt bezw.
eine feste Richtung (bezogen auf das bewegliche Achsensystem) geniigt. Auch die Behandlung
der Flichen wird wesentlich erleichtert durch die Anwendung beweglicher Achsensysteme.

Das Buch von E. Cesiro, der sich durch eine ansehmliche Reihe von Arbeiten um die
Ausbildung der natiirlichen Geometrie ausgezeichnete Verdienste erworben hat, ist wegen der
Fiille von Anwendungen, die es bringt, besonders geeignet, dem Leser die Macht der Methode
der natfirlichen Geometrie zu zeigen und ihre Uberlegenheit iiber die gewdhnlichen Methoden
iberall da, wo die Infinitesimalrechnung in Anwendung kommt. Mochte die deutsche Uber-
setzung dieses Buches, das bei seiner auBerordentlichen Klarheit und Prizision zum Eindringen
in dieses wichtige und bel uns noch 80 wenig bekannte Gebiet geradezu einladet, dahin wirken,
daB die deutschen Mathematiker Geschmack sn derartigen Untersuchungen finden und sich
wieder einer Geometrie zuwenden, deren erste Anfinge Deutsche gegriindet habent

Die deutsche, vom Verfasser revidierte Ausgabe ist mit einem ausfithrlichen Sach-
register versehen.

Bestell-Zettel.

Bei

Buchhandlung in
bestellt der Unterzeichnete hiermit das im Verlage von B. G. Teubner
in Leipzig soeben erschienene Werk [zur Ansicht]:

Ernesto Cesaro, Elementares Lehrbuch der alge-
braischen Analysis und der Infinitesimalrechnung.
Mit zahlreichen Ubungsbeispielen. Deutsch heransgegeben
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Vorlesungen iiber natiirliche Geometrie. Auto-

risierte deutsche Ausgabe von Dr. GERHARD KOWALEWSKL

[VIII u. 341 8.] gr. 8 1901. In Leinw. geb. n. 4 12.—
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18. Multiplication. 41

a(d 4+ ¢) = (ab) + (ac), (a + b)c=(ac)+ (be);
en se conformant aux habitudes, on peut supprimer les parenthises
dans les seconds membres de ces deux égalités. Ces propriétés s’éten-
dent immédiatement au cas od, soit le multiplicande, soit le multi-
plicateur, est la somme de trois, quatre, ... nombres. On déduit
d’ailleurs aisément de ces mémes propriétés distributives, que la multi-
plication est commutative, en d’autres termes que l'on a ab=ba, et
qu'elle est associative, c’est & dire que on a a(bc) = (ab)c.

Le produit de trois nombres @, b, ¢, rangés dans un ordre dé-
terminé, s'obtient en multipliant le produit des deux premiers par le
troisieme; il s'écrit a-b-¢, a><b><c, ou abe, ce qui est conforme &
la régle de E. Schroder'®). Le produit de quatre nombres s’obtient
en multipliant le produit des trois premiers par le quatridme, ete.
Les nombres que l'on multiplie ainsi sont les factewrs du produit.
Dans un produit d’'un nombre guelconque de facteurs, on peut inter-
vertir Vordre des facteurs, remplacer tels facteurs que Von veut par
leur produit effectué, ou inversement.

D’apres la définition générale, le produit de @ par le nmombre
naturel b est égal & O quand a est nul. Pour conserver le caractére
commutatif de Yopération, il convient de regarder le produit d’'un
nombre quelconque par 0 comme étant nul. Deés lors un produit oi
figure un facteur nul est nul: les propriétés fondamentales de la
multiplication subsistent pour de tels produits.

8i a, b désignent des nombres relatifs, leur produit sera un
nombre relatif dont la valeur absolue est le produit des valeurs ab-
solues de a, b et dont le signe (vrai) est +, ou —, suivant que les
deux nombres @, b ont tous deux le méme signe (vrai) ou des signes
différents. Il résulte de 1a et des régles précédentes que l'on a (végle
des signes)

(+0) (+0) =+ @h); (4 a){=b)=—(ab);

(@) (B =—(ab);  (~a)(~b) =+ (ab).
Dans les expressions -+ (ab), — (ab), on supprime habituellement les
parenthéses et l'on écrit + ab ou ab, et — ab.

Ces définitions peuvent &tre rattachées au principe de perma-
nence!®!), en remarquant d’abord que les nombres positifs ‘devant étre
confondus avec leurs valeurs absolues, la définition du produit d’un

161) ,Au reste, la convenance de ces définitions apparait sur les premiéres
applications des mombres relatifs & la représentation de grandeurs concrétes
susceptibles d’étre comptées daus deux sens opposés (relations entre l'espace,
le temps of la vitesse dans le mouvement uniforme, etec.).*
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42 H. Schubert. 11. Principes fondamentaux. J. Tannery et J. Molk.

nombre quelconque par un nombre positif, résulte de la définition
générale. Les définitions relatives au produit par un nombre négatif
sont ensuite nécessitées par cela méme que Lon veut conserver le
caractere commutatif de Vopération. Le caractere associatif sub-
siste aussi.

La formule de distributivité a(b + ¢) = ab + ac, quil suffit de
considérer sous cette forme, en raison de la commutativité, s’applique,
en vertu des définitions précédentes, que les nombres a, b, ¢ soient
absolus, nuls®%) ou relatifs. Elle implique la formule

a(b—c)=ab—ac.

Ces formules, en tenant compte de la commutativité, et lues de
gauche & droite ou de droite & gauche, contiennent les régles pour
multiplier un nombre par une somme ou une différence, une somme
ou une différence par un nombre, ou pour mettre un nombre en
facteur dans une somme ou une différence de produits ol ce nombre
figure comme facteur.

Pour multiplier une somme algébrique par une somme algébri-
que, on multiplie chaque terme de la premiére somme par chaque
terme de la seconde somme et on ajoute les produits partiels. Le
signe (4+ ou —) de chaque terme du multiplicande doit étre regardé
comme attaché & ce terme, et pour chaque produit partiel on observe
la reégle des signes. Lorsqu'on effectue un produit dans lequel un
des facteurs est une somme mise entre parenthéses, on dit que l'on
ouvre la parenthése; Vopération contraire est la mise entre parenthéscs.

De ces regles résultent facilement celles qui concernent la con-
clusion & tirer des inégalités, par multiplication.

On appelle multiples d'un nombre a, tous les nombres que l'on
obtient en multipliant @ par un nombre naturel.

La multiplication (opération directe) n'introduit pas de nouvelle
espéce de nmombres.

LOn appelle progression géometrigue 1*%) toute suite de nombres de
la forme

162) ,8i l'on eupprimait ici le mot ,nul* il faudrait ajouter & la ligne
suivante: et elle implique la formule a(— ¢) = — act*

163) ,Euclide [Elementa %), livre 9, prop. 35; Opera 2, p. 406] apprend &
former la somme des termes d'une progression géométrique; mais on pourrait
faire remonter l'origine de ces progressions aux Egyptiens [cf. Ahmés %), trad.
A. FEisenlohr 1, p. 202/4; planche XX, n° 79]. N. Chuquet appelle les pro-
gressions géométriques ,nombres constituez par ordomnmance continue en toutes
proporcions multiplex*; il donne [Triparty 87), fol. 26®; Bull. bibl. 13, p. 628] une
régle qu'on peut traduire par la formule s(g — 1) =Ilg — a; déja Prosdocimo di
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19. Division. 43

a, ag, ag’, ..., ag"~;
o est lo premier terme, q la raison de la progression. Si l'on désigne
par s, la somme des termes de la progression, on a

(1 - Q)S,, = a(l - qn),
et cette formule permet d’évaluer s,, sauf dans le cas ol ¢ = 1, cas
auquel on voit directement que l'on a

__ *
s, = na.

19. Division. ,Le mot division a deux sens tres distincts. Dans
le premier, étant donnés deux nombres @ (dividende, nombre passif)
et b (diviseur, nombre actif), la division a pour but de mettre a sous
la forme bg + 7, r étant un des nombres 0, 1, 2,..., b—1, in-
férieurs & b. On suppose, dans cette définition, que le nombre b est
un nombre naturel (zéro exclu); @ peut étre un nombre naturel ou
un nombre relatif. Le probléme comporte deux inconnues g, » dont la
premiére s'appelle quotient, la seconde resfe; il admet toujours une
solution et une seule. Lorsque le dividende est un nombre naturel,
le quotient indique combien de fois le diviseur est contenu dans le
dividende, combien de fois il peut &tre retranché du dividende, d’od
son nom (quoties). Le rveste r indique alors le résultat de cette
soustraction. On peut dire encore que bg est le plus grand multiple
de b contenu dans @ (inférieur ou égal & a). Lorsque r est nul, c'est
que @ est un multiple de b; on dit aussi que la division se fait
exactement et que a est (exactement) divistble par b, ou encore que b
est un diviseur (exact) de a. La considération du reste joue un rdle
fondamental dans la Théorie des nombres.

Deux nombres @, &, qui, pour le méme diviseur ou module b,
donnent le méme reste, sont dits comgrus suivant le module b, ou
modulo b, et Yon écrit, d’apres C. F. Gauss,

a=a (mod. D).

La définition de la congruence satisfait aux conditions imposées &
toute définition de Pégalité, et en remplagant, dans une somme, une
différence, un produit, les nombres par des nombres congrus suivant
un module déterminé, on ne change pas les testes des résultats pris
suivant le méme module. Cette notion se généralise en remplagant

Beldomands [Algorismus de integris, (€crit vers 1410), imp. Padoue 1483] avait
donné une régle qu'on peut traduire par la formule

n—1
atagtagittag" = ag T S0
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le module par un systéme de modules: deux nombres a, a’ sont con-
grus suivant un systéme de modules b, by, ..., b,, ou modulis b,
by, ..., b,, 81 leur différence est une somme de multiples des nombres
by, by,...,b,; on écrit alors

a=a (modd. b, &y,...,Dd,).

On peut aussi se proposer de mettre @ sous la forme bg, —17,
r, étant un des nombres 0,1, 2,..., 5 — 1. Celui des deux nombres
r et — 7, dont la valeur absolue est la plus petite, prend le nom de-
reste minime184),

J. L. Lagrange appelait division en dedans'®®) celle ou le reste minimé
est positif, et division en dehors celle ol ce reste est négatif, parce-
que dans la division en dedans le produit du quotient par le diviseur
tombe en dedans du dividende, tandis que dans la division en dehors
il tombe en dehors.*

On peut aussi envisager la division comme opération inverse de
la multiplication. On dit alors qu'elle a pour but de frouver un
nombre ¢ qui multiplié par b donne @. Le dividende a et le divi-
seur b peuvent étre des nombres naturels ou des nombres relatifs, si
ce n'est que le cas b =0 est exclu. Dans ce cas exclu le probleme
gerait impossible & moins que @ ne fat nul; dans le cas ol l'on
aurait @ = 0, b = 0, tout nombre ¢ vérifierait V'égalité a = bg, et ce
cas doit &tre exclu si I'on veut que l'opération soit uwnivoque (n° 10).
L’opération, dans le cas général, m'est possible (n° 11) que si a est
un multiple de b; on en représente le résultat g, qui conserve le

nom de quotient, par le symbole % et quelquefois @ : b ou a/b. Ces

symboles ) pour le moment, n'ont de sens que si @ est un multiple
de b; dans ce cas 'opération est univoque et, d’aprés la définition de
la multiplication, le signe (vrai) du quotient est 4 si les deux nombres

164) ,Les mots frangais maximé, minimé seront employés dans toute
I'édition frangaise de I’Encyclopédie, plutét que les mots lating maximum,
minimum.*

165) ,J. Ec. polyt.,, cah. 5, an VI, p. 94; (Euvres 7, Paris 1877, p. 292.*

166) ,Le signe : pour indiquer la division est inutile et mieux vaudrait le
réserver i dénoter les rapports. L’écriture a : be préte & ambiguité. Contraire-
ment & la convention de E. Schrider 1%%), on entendrait plutdt en France par a:be
non pas (a:b)c mais a:(bc).

Le signe : a été employé par G. W. Letbniz pour désigner la division [Acta
Erud. Lps. 1684, p.470; Werke ), Math. Schr. 5, p. 223]; J. H. Rahn avait déja
employé, pour le méme objet, le signe - [Teutsche Algebra, Zurich 1659, p. 8].
Au 18° sitele on remcontre le signe ( pour ,diviser par® [cf. J. E. Gallimard,
La sc. du calcul ®7) 1, p. 3; 2, p. 2]%
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20. Combinaison de la division avec I'addition, . . . 45

a, b ont le méme signe (vrai), — dans le cas contraire. Si a est nul,
le quotient est nul

Dans ce qui suit, & moins qu'on n'avertisse du contraire, le mot
division est pris dans ce second sens, et il est entendu, une fois pour
toutes, que le diviseur ne sera jamais nul.

La définition de la division donne I'égalité % b=a, quand b est

P , . . a
différent de zéro; en particulier ' —a. On ne change pas un nombre

en le multipliant ou en le divisant par un autre nombre, pourvu que
celui-ct me soit pas nul. Les formules

4

ab=¢c, a=,,

[
b=7,

ont exactement le méme sens, pourvu que a, b, ¢ ne soient pas nuls,
Si V'un des nombres a, b, ¢ est une inconnue, cette inconnue peut
ainsi &tre isolée.

20. Combinaison de la division avee I’addition, la soustraction
et la multiplication. La définition de la division conduit immédia-
tement aux formules suivantes

0 S0+ () 0 2= ()~ 2 (2=

().

£) G5 =" °)é=(%)c;

a4
O A R %=E—§—§-
n

On peut, sans craindre aucune ambiguité, laisser dans les formules
10, 20, 3°, 6°, 7° les parenthéses de coté. ,Quoique dans les formules
4°, 5° la place de la barre renseigne dans une certaine mesure sur
Pordre dans lequel on doit effectuer les opérations, la suppression de
la parenthese n’est pas & conseiller dans ces formules.*

Dans toutes ces formules, on suppose que les symboles de la
division ont un sens. Dans les formules 1°, 2° 7°, le premier membre
a un sens si toutes les divisions indiquées dans les seconds membres
en ont un; pour les formules 3° 4° c’est U'inverse; si l'un des membres
de la formule 6° a un sens, il en est de méme de lautre. Quand
les lettres désignent des nombres relatifs, les formules 1° et 2° sont
contenues l'une dans l'autre. Ces formules 1° et 2°, équivalentes aux
formules de distribution pour la multiplication, montrent comment on
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divise une somme algébrique par un nombre, ou inversement, comment
on change en un quotient unique une somme algébrique de guotients,
pour lesquels le diviseur est le méme. Si les diviseurs étaient diffé-
rents, la formule 6° permettrait de remplacer les quotients par des
quotients égaux comportant le méme diviseur. La formule d’associa-
tion pour la multiplication et les formules 3°, 4°, 5° lues dans un
gens ou un autre, montrent comment on multiplie un nombre par un
produit ou un quotient et aussi comment on multiplie, ou on divise,
un produit ou un quotient par un nombre. Les facteurs et les divi-
seurs peuveni étre employés dans un ordre quelcongue; le résultat
final n’est pas changé.

On déduit aisément de ces formules, les regles concernant les
conclusions & tirer des inégalités, par division.

21. Nombres fractionnaires. Le principe de permanence permet
aussi d'introduire les nombres fractionnaires. Partons de la classe A
formée des nombres naturels et de zéro. Pour faciliter le langage
nous dirons, dans ce numéro, que zéro est un multiple de tout nombre
naturel.

Le symbole ©, ol a désigne un nombre de la classe A, et b un
y b b te) ?

nombre naturel, n’a de sens que si @ est un maultiple de b. Lorsque

n n'est pas un multiple de b, on convient d’appeler encore nombre ce

symbole % formé en réalité de deux nombres constitutifs a, b qui,

d’ailleurs, ne jouent pas le méme role. Ce nouveau nombre est dit!®")

167) ,On a dit pendant bien longtemps nombre rompu pour fraction; ainsi
Léonard de Pise dit numerus ruptus [Liber abbaci 1%¢), fol. 20°; éd. B. Boneom-
pagni 1, p. 47]; N. Chuquet dit nombres routz; il se sert des termes numérateur et
dénominateur dans le méme sens que nous [Triparty ®7), fol. 102, 12®; Bull. bibl. 13,
p- 604, 607]; pour 4. Girard le numérateur s’appelle aussi note supérieure, le
dénominateur ou (d’aprés S. Stevin’® Arith., fol. 7%) le nominateur, s’appelle aussi
note inférieure, et I'ensemble des deux notes avec la ligne de séparation s’appelle
fraction ow rompu [Inv. 37, sign. A, verso, A, recto].*

«Diophante traite absolument les fractions abstraites comme de wvéritables
nombres [cf. Opera 117)]; a cet égard il est is0lé dans D'antiquité; ainsi C. Ptolémée,
pour une expression en degrés et minutes d’arc, dira mnlixdrns (quantité). Les
géometres classiques traitent les fractions comme dénominations de rapports
(d'un nombre moindre & un nombre plus grand). Si de deux nombres a et b,
le plus petit a divise exactement le plus grand b = ma, celui-ci est dit multiple

de a et a est dit péeoc (partie aliquote, quantiéme 7:-1) de b. Sia<Cb et ne

divise pas b, a est dit (au pluriel) ufen (fraction ordinaire, partie aliquante) de b
[ef. Euclide, Elementa %), livre 7, déf. 3/5; Opera 2, p. 184] (Note ms. de
P. Tannery)*

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



21. Nombres fractionnaires. 47

nombre fractionnaire ou fraction; les nombres constitutifs a, b sont
dits le premier ,le numérateur”, le second ,le dénominateur® de la

fraction Z- Le trait horizontal*®) qui sépare le numérateur du

dénominateur s'énonce ,sur®. La classe B du n° 11 est formée des
nombres de la classe A et des nombres fractionnaires. Nous dirons
de chacun des nombres de cette classe B qu'il est un nombre rationnel
absolu (sans signe).

On étend d’abord la notion d’égalité aux nombres de la classe B.
1l est bien aisé de voir que quand @ est multiple de b, et @ de ¥,
Pégalité ab’ = a’b est la condition nécessaire et suffisante pour que

les deux symboles —Z—, Z—, représentent le méme nombre. Il est naturel
a a
b’y
en remarquant que cette définition satisfait aux conditions imposées a
toute définition de V'égalité. On convient, en outre, de confondre avec
leur numérateur les fractions dont le dénominateur est égal & 1; des

e définir par cette condition 1'égalité des mouveaux nombres
de défi tt dit Pégalité d omb

lors, si dans la fraction le numérateur est un multiple du déno-

2
b b
minateur, on devra regarder cette fraction comme égale au quotient
(3 zéro quand a est nul). Dans ces conditions les formules 1° & 7°
du n° 20 subsistent; en particulier on obtient la régle pour la réduc-
tion au méme dénominateur et la régle pour la simplification des
fractions qui consiste & supprimer tous les facteurs communs aux
deux termes. La fraction est drréductible quand il n’y a plus de divi-
seur commun (autre que 1). Toute fraction a ses termes équimul-
tiples de la fraction irréductible (unique) qui lui est égale.

. .. a o P
Pour comparer deux fractions inégales ., .., on les réduit au

méme dénominateur; celle qui a le plus grand numérateur est dite
alors plus grande que l'autre. Cette régle s’applique au cas ol l'une
des deux fractions est un nombre naturel.

Une fraction proprement dite '®) est une fraction plus petite que 1,

168) ,G. de Longchamps a envisagé [Giorn. mat. (1) 15 (1877), p. 299] des
a4
fractions étagées ai’— ol les barres ont des longueurs différentes.*

a?’l
169) On distingue encore parfois entre les fractions propres (ou proprement
dites) %— pour lesquelles a < b, et les fractions tmpropres pourx lesquelles a > b.

J{Cf. A. Girard, Inv. ®7), sign. A, verso].*
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48 H. Schubert. 1 1. Principes fondamentaux. J. Tannery et J. Molk.

c’est & dire dans laquelle le numérateur est plus petit que le déno-
minateur. Un gquantiéme est une fraction dont le mumérateur est 1.
Conformément & la régle de simplification des fractions et a I'éga-

lité 1° du n° 20, on définira la somme de deux fractions —;:—, gT comme
a—b—b;;,—aé, en observant de suite que V'opération ainsi
définie est univoque. Les propriétés fondamentales de I'addition sont
conservées.

Si 'on a @ >b, on peut mettre a sous la forme bg + r (od

’

étant la fraction

r <b) et la fraction % est Ja somme du nombre entier g et de la

fraction proprement dite % Ainsi une fraction qui n'est pas égale

a4 un nombre entier, est comprise entre deux entiers consécutifs’ dont
I'un est plus petit, Vautre plus grand que la fraction.
La soustraction, définie comme opération inverse de Iaddition,
conduit & la régle qu'exprime l'égalité
a o _ab —db
b v (214
La définition générale de la multiplication, quand le multiplica-
teur est un nombre naturel, s’'applique au cas od le multiplicande est
une fraction, et montre, en particulier, qu'une fraction quelcongue peut
étre regardée comme égale au produit par son numérateur d'un quan-
tieme de méme dénominateur qu'elle, et que le produit d’une fraction
par son dénominateur est égal & son numérateur. Il en résulte gue
la notion de nombre fractionnaire rend toujours possible (sauf quand
b est nul) la résolution de 'équation @ = bz, lors méme que l'entier

a n’est pas un multiple de b; cette solution est x = %- On dit pour

cette raison, que la fraction représente le quotient exact!™) de la
division de son numérateur par son dénominatenr.
o

Quand le multiplicateur est la fraction ;- on adoptera la définition

a o  ad

DY T bp
définition qui est conforme & une conséquence immédiate des formules
3° 4° 5° du n° 20 et qui comserve le caractére univoque de l'opéra-
tion, comme aussi ses propriétés fondamentales. La division sera

170) ,Le mot quotient, en sous-entendant comme on le fait souvent, 1'épi-
thete ,,exact, préte & confusion, & cause du sens donné au mot quotient dans
la premidre définition de la division. On pourrait lui substituer systématique-
ment le mot rapport.*
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22, Nombres rationnels relatifs. 49

encore considérée comme opération inverse de la multiplication; elle
consistera & trouver une fraction inconnue qui, multipliée par la
fraction diviseur, reproduise la fraction dividende. Le probléeme admet
une solution, d'ailleurs unique, sauf dans le cas ol la fraction divi-
seur est 0. Cette solution s'obtient en multipliant la fraction dividende
par la fraction inverse!™) de la fraction diviseur, en sorte que

a.a_ab

by ab

22. Nombres rationnels relatifs. On forme une classe de nombres
qui comprend tous les précédents, en affectant les nombres rationnels
absolus (& lexclusion de 0) du signe + ou du signe —, et en con-
fondant ceux qui sont affectés du signe -+ avec les nombres rationnels
absolus. On appelle nombres rationnels'®) tous les nombres ainsi
formés, y compris O; ceux qui sont affectés du signe + sont les
nombres rationnels positifs, ceux qui sont affectés du signe — sont
les nombres rationnels négatifs. Lorsqu’on veut opposer ces nombres
rationnels aux nombres rationnels absolus précédemment envisagés, on
les nomme nombres rationnels relatifs.

On peut représenter par une lettre unique un nombre rationmel
quelconque. La fraction elle-méme indépendamment de son signe, est
la valeur absolue du nombre relatif ainsi créé. Si o représente un
nombre rationnel quelconque, on représentera par |¢| sa valeur absolue.

Pour les définitions de 1'égalité, de l'inégalité (plus grand et plus
petit) et des opérations, définitions ol toutefois les nombres entiers
absolus sont remplacés par des nombres rationnels absolus, on re-
prend, mutatis mutandis, ce qui a été dit au n° 17 au sujet des
nombres négatifs.

Un symbole de fraction % , oil @ et b sont des nombres rationnels

relatifs (qui peuvent d’ailleurs étre entiers) sera regardé comme le
nombre rationnel relatif dont la valeur absolue est le nombre rationnel
absolu que Yon obtient en appliquant la régle de la division aux
valeurs absolues de a et de b, et dont le signe (vrai) est + ou —,
suivant que @ et b sont, ou non, de méme signe. Dans ces condi-
tions toutes les propriétés fondamentales des opérations subsistent et,
en particulier, les égalités 1° & 7° du n° 20 en convenant d'y regarder
les Jettres qui y figurent comme représentant des nombres rationnels

171) Deux fractions dont l'une se déduit de Y'autre en intervertissant le
numérateur et le dénominateur sont dites fractions inverses.
172) ,Voir par ex. S. F. Lacroix, Eléments d’algdbre, 1° éd. Paris an VII;
5° éd. an XIII, p. 146/7.*
Encyclop. des scienc. mathémat, I 1 4
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50 H. Schubert. I1. Principes fondamentaux. .J. Tannery et J. Molk.

quelconques, absolus ou relatifs, avec cette seule restriction que la
division par O est toujours exclue.

Il importe de remarquer que les opérations précédemment dé-
finies (opérations du rang wun et du ramg deux) effectuées sur des
nombres rationnels, ne conduisent jamais qu'a des mombres rationnels.
Les opérations inverses du rang trois, dont il sera question un peu
plus loin, nécessiteraient une extension nouvelle de l'idée de nombre.

23. Origine concréte de la notion de fraction. Historiquement'™)
les fractions se sont présentées quand on a voulu mesurer des gran-

173) On calculait déja avec des fractions dans 'antiquité. Le plus ancien
manuel mathématique connu [Ahmés °1)] contient déja un mode particulier de
calcul avec des fractions. Toute fraction y est représentée par une somme de
quantiémes différents. ,Pour désigner ces quantidmes, les Egyptiens écrivaient
notre dénominateur surmonté de I'hiéroglyphe signifiant ,,partie ou d’'un e dans

. . . . . . 1 2
V'écriture hiératique; ils avaient des symboles spéciaux pour - et pour 3

Les procédés dont se servaient les Egyptiens pour décomposer un quotient en
quantitémes, sont exposés par V. V. Bobynin [Abh. Gesch. Math. 9 (1899), p. 3].*

Pour les quantiémes, les Grecs écrivaient simplement le dénominateur avec

PR | 1 2 . .

un (ou deux) accents; ,ainsi y* signifiait 53 pour o et 3 ils avaient, comme
les Egyptiens, des symboles particuliers. Pour désigner les autres fractions
(envisagées déja du temps de Platon et que 'on trouve dans Aristarque de Samos
et dans Archiméde, mais surtout dans Héron et Diophante), ils écrivaient le dé-
nominateur au dessus du numérateur, en interligne, plus tard, chez les Byzantins,

en exposant; B¢’ signifiait alors % - On distinguait aussi, surtout 3 Byzance, le

numérateur du dénominateur par des formes différentes d’accent, en répétant
parfois le dénominateur [F. Hultsch, Metrologicorum scriptorum reliquiae 1,
Leipzig 1864, p. 173/5] écrit alors aprés le numérateur.*

+Dans ses Métriques authentiques, Héron, vers 4 100 [Opera *45), 8] emploie
le plus souvent les fractions ordinaires, mais parfois il emploie deux quantidmes
simples successifs. Les suites égyptiennes de quantidmes reparaissent vers
le 7¢ sidcle, avec l'indication de procédés pour les former, dans le Papyrus
mathématique &’ Akhmim [publié par J. Baillet dans les Mém. publ. par les mem-
bres de la mission archéologique francaise au Caire 9, Paris 1892]; puis on les
xetrouve & Byzance dans les écrits pseudo-héroniens [Heronis Alexandrini Geo-
metricorum . . . reliquiae, éd. F. Hultsch, Berlin 1864] et elles sont couramment
pratiquées jusqu'a la fin de l'empire byzantin [voir P. Tannery, Notice sur les
deux lettres arith. de Nicolas Rhabdas, Notices et extr. mss. bibl. nationale 82 I,
Paris 1886; cf. Bull. sc. math. (2) 8 (1884), p. 274].*

Les Romains avaient cherché & représenter les fractions comme multiples

1 1 1

—, = —_ sme —-—— £ 3
de 12° 22" 288 et plus tard méme 1798 conformément & leur mode
de division de 1’ 4s, poids d'une livre [cf. Th. Mommsen et J. Marguart *%) trad. 10,
p- 7, 88]. A propos des opérations en chiffres romains au moyen-Age (10° sidcle)

voir B. E. Ch. Guérard, J. math. pures appl. (1) 3 (1833), p. 483/4.

-+« Jusqu’a
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23. Origine concrdte de la notion de fraction. 24. Opérateurs. 51

deurs continues, des longueurs par exemple, qui ne pouvaient pas
¢tre regardées comme formées par la réunion d'un certain nombre
d'unités. L'unité (de grandeur) est alors divisée en un certain nombre
de parties égales et si I'une de ces parties est contenue un nombre
exact de fois dans la grandeur considérée, on est parvenu & la mesure
de cette grandeur qui s'exprime au moyen de denx nombres naturels,
dont T'un, le deénominateur, exprime en combien de parties égales
Punité est divisée, I'autre, le numeérateur, combien de ces parties con-
tient la grandeur & mesurer. Cette mesure s’appelle aussi rapport de
la grandeur & mesurer & la grandeur prise pour unité.

On écrit'™) le numérateur au dessus du dénominateur en le

séparant par une barre. Le symbole % ainsi formé au moyen de

deux nombres entiers, abstraction faite de son origine, est considéré
alors comme un nombre (fraction, nombre fractionnaire). Si l'unité
de grandeur était contenue exactement a fois dans la grandeur &

mesurer, on serait conduit ainsi au symbole —?— que T'on écrit sim-
plement a.

Il est entendn que sur cette nouvelle sorte de nombres, toutes
les définitions doivent &tre reprises'’). Dans le choix des définitions,
on peut, & ce point de vue, se laisser guider par origine concréte
des fractions, en sorte que des fractions égales mesurent des gran-
deurs égales, que l'addition de celles-ci corresponde & l'addition des
grandeurs, et la multiplication au changement d'unité de grandeur. La
soustraction et la division restent les opérations inverses de l'addition
et de la multiplication. Les propriétés fondamentales des opérations
se trouvent ainsi &tre conservées.*

24, Opérateurs de Méray et de Peano. ,On peut aussi, avec

Ch. Méray 1'%) et G. Peano'™), considérer les fractions % comme des

174) Les Hindous qui connaissaient les quantidmes et les opérations qui en
dérivent, placaient, comme nous, le numérateur au dessus du dénominateur, mais
sans les séparer par une barre ou n’importe quel signe. La barre de la fraction
a 6t6 employée par les Arabes; Léonard de Pise, dont le Liber abbaci a été la
source pour les manuels de calcul des sidcles suivants, écrit les fractions comme
nous le faisons [Liber abbaci 1%) fol. 11*; éd. B. Boncompagni 1, p. 24]. La barre
des fractions est universéllement répandue au 16¢ siécle.

175) ,Ch. Riguier, Ann. Ec. Norm. (3) 12 (1895), p.198; J. Tannery, Legons
d’Arith. Paris 1894, p. 143.*

176) ,Ch. Méray et Ch. Riquier, Nouv. Ann. math. (3) 8 (1889), p. 421;
Ch. M¢ray, Legons nouv. '*%) 1, p.2; Ch. Riguier, Revue métaph. 1 (18938), p. 346.*

177) ,Arith. *%, p. 13; Formulaire 3, p, 55; Congrés philos. 3, p. 286 [1901].*

4*
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Opérateurs 1'8) représentant 'opération composée ,multiplier par a“ et

.. . a e . Lo
»diviser par b“. Deux opérateurs » 1 g Sont €gauz quand appliqués
a un méme nombre qui rende les opérations possibles, ils donnent des
résultats égauax1™®)*

25. Fractions systématiques. Par lextension du principe de
position de notre numération écrite, on parvient a4 la notation des
fractions décimales'®), dont on écrit seulement le numérateur et dont
le dénominateur est diz, cent, mille, ... La place de la virgule in-
dique lequel de ces nombres est le dénominateur.

Lue méme principe qui sert de base a l'emploi des fractions
décimales peut &tre étendu & des numérations & base quelconque a.
On appelle fraction systématique, & base a, toute expression de la forme

R - T R

aaa aa...a’

ol ¢, est un nombre entier, ot chacun des numeérateurs «,, a,, «;,...,0,

est I'un des chiffres 1,2,...,0 — 1, ou 0, et ou le dénominateur de
chacune des fractions est le produit d’autant de facteurs égaux a o
que l'indique I'indice du numeérateur.

Les fractions déeimales sont les fractions systématiques & base 10.
Les fractions sexagésimales®!) sont les fractions systématiques &
base 60.*

178) ,Cette méme idée d’opérateurs peut aussi bien servir a4 définir les
nombres négatifs.*

179) ,G. Peano fait observer que déja Ahmés donne comme raison de 1'éga-
lité des deux expressions 1 — 2 — 115 et % +I15’ qu’en opérant sur 15, elles
donnent les denx nombres égaux 15— 10— 1 et 3 -+ 1 [Papyrus Rhind %), trad
A. Eisenlohr 1 (1877), p. 57/8; planche X, n°® 21].*

180) ,Le premier exemple d une division purement décimale se trouve dans
les Tables trigonométriques de Regiomontanus dressées en 1467 [Opus tabula-
rum . .. éd. douteuse Nuremberg 1475; éd. certaine Augsbourg 1490]; en prenant
10® pour rayon du cercle trigonométrique, il évitait d’ailleurs tout signe pour
indiquer la partie décimale. Des divisions décimales mélangées & des divisions
sexagésimales avaient déja apparu dans les écrits des premiers algébristes occi-
dentaux chrétiens [pour Jean de Séville, voir Liber algorismi °%), fol. 100%, col. b;
B. Boncompagni, Trattati d’arit. 2, Rome 1858, p. 87].

Le véritable inventeur du systéme décimal a été Simon Stevin. Dans sa
Disme, brochure de 10 pages seulement, écrite d’abord en flamand puis en
frangais [p. 139/148 de la Practique d’Arith. faisant suite & I'Arith. 75), Leyde
1585], il a, en effet, insisté le premier sur la facilit€ de calcul résultant de I'emploi
systématique du systéme décimal. Sa notation n'a cependant pas prévalu; il
écrivait par ex.

941 3D0@)4(3) pour 941,304
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Opérations de rangs plus élevés que deux,

26. Puissances. Lorsque les facteurs d'un produit sont tous
égaux, la multiplication s’appelle élévation @ une puissance's?). Elever

peu aprés, en 1592, J. Biirgi écrivait 14(1)4 pour 1414 et 001414 pour 0,01414

[ef. R. Wolf, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 33 (1888), p. 226]. F. Viéte parle des
avantages qu’offrent les fractions décimales [Universalium inspectionum p. 7;
Appendice au Canon mathematicus, 1° éd. Paris 1579]; il s’approche davantage
de notre notation car apres avoir employé (p. 15) pour la partie décimale des
caracteres plus petits que ceux qui servent i représenter la partie entiére, il
sépare par un signe spécial, un trait vertical (p. 64, 65) la partie décimale de
la partie entitre; de ce trait vertical a la virgule actuelle, il n’y & qu’un change-
ment de bien peu d’importance. La virgule elle-mé&me apparait pour la premidre
fois pour séparer seulement la partie décimale de la partie entiére (au lieu de
séparer les mombres en général en tranches de trois chiffres) dans un ouvrage
de J. Neéper (Napicr), Rabdologiae seu numerationis per virgulas libri duo,
Edinbourg 1617, p. 21.*

181) Les fractions des Babyloniens appartiennent toutes au systéme sexa-
gésimal. ,Dans son Advagoeinds °%), Hypsiclés divise la circonférence en 360 parties
égales [éd. K. Manitius, p. XXVI]; Hipparque emploie couramment les fractions

sexagésimales;* de méme C. Ptolémée qui, dans son Almageste %), envisage la
30

60 >< 60

J. L. Heiberg [Syntaxis math. 1, Leipzig 1898, p. 216] écrit 77 4 (sans barre dans
les Tables) ce qui est une pure numération de position, tandis que N. Halma
[Composition math. de Ptolémée 1, Paris 1813, p. 421] éerit 7 % 4”; cette nota-
tion de N. Halma parait plutét byzantine.*

Notre division en 60 parties égales de l'heure et du degré, ainsi que les
expressions minute (pars minuta prima) et seconde (pars minuta secunds) ont
pour origine les anciennes fractions sexagésimales; ,les Grecs disaient é&nxoora
pour soixantiémes et ismrd pour minutes.*

JLendant tout le moyen fge les fractions sexagésimales ont ét6 en usage
chez les Hindous, les Arabes et dans les pays chrétiens (minutae physicae). On
les rencontre encore au premier plan au 16° siécle, méme parfois au 17° sidcle
[cf. V. Wing, Astronomia britannica, Londres 1652; 1669, livre 1]. Le fait de
supprimer les démominateurs 60, 60 >< 60, 60 >< 60 >< 60, en ajoutant aux numé-
rateurs correspondants des accents ’, ”, ' est trés courant, mais comme il ne
correspond pas 4 Vintroduction de 59 chiffres significatifs il n’offre aucunement
1les avantages que la convention correspondante apporte dans le systéme décimal.*

182) Diophante nomme la seconde puissance de I'inconnue dvwopes[Opera 1171,
p- 4, 6,...]; .déja Hippocrate de Chios (vers — 440) avait employé le méme mot
dans le méme sens [Eudemi Rhodii . . .., éd. L. Spengel, Berlin 1870, p. 128].*
La traduction latine ,potentia* du mot grec ddweurg, ,en italien potenza,
[R. Bombelli, Algebra 3% p. 37]* a conduit au mot puissance. ,Réservé d’abord
au carré de l'inconnue [R. Bombelli, Algebra 1%%) p. 64, 204, dit encore potenza
di potenza pour la 4° puissance|, il s’étend au cube, puis & toutes les puissances
[déja S. Stevin dans sou Arith. %), p. 40, parle de potence cubique et de potence

8
valeur approchée 3 - 60 —+ de z; ,pour représenter cette valeur approchée
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le nombre (passif) @ & la puissance p (nombre actif), c’est former un
produit de p facteurs dont chacun est égal a a. Le nombre a (le
facteur du produit), qui peut &tre un nombre rationnel (absolu ou re-
latif) quelconque, s’appelle base; le nombre p qui exprime combien de
fois le nombre @ entre comme facteur et qui, ainsi, doit étre un
nombre naturel, g’appelle exposant.’®) Le résultat que V'on éecrit o?
gappelle puissance.1®)

de quarte quantité] et non seulement & des puissances de l'inconnue mais aussi
3 des puissances de quantités données; F. Viéte dit ,potestas [Isagoge 12¢),
fol. 5; éd. F. Schooten, p. 4; trad. F. Ritter, p. 232]; 4. Girard [Inv. %), sign. B,
recto] emploie le mot méme de puissance dans le sens actuel *  *

183) Cette dénomination se rencontre pour la premitre fois [cf. note 196)
dans M. Stifel, Arith. 13%), fol. 285, 245>,

184) , Diophante [Opera **7) 1, p. 4] use déja d’abréviations pour représenter
les puissances de l'inconnue de 1 & 6. Les Hindous et les Arabes suivent
Texemple de Diophante; de méme aussi les Occidentaux chrétiens: les premidres
puissances de l'inconnue ont chacune un nom particulier et sont désignées par
Yinitiale ou une abréviation de ce nom; Luc Paciuolo a des abr(viations pour
les 29 premieres puissances de I'inconnue [Summa %), fol. 67*]; les Cossistes alle-
mands cherchent & perfectionner cette notation.

Dans une lettre du byzantin M. Psellus, au 11° siécle [ Diophante, Opera 17) 2,
p. 38], les puissances successives sont désignées comme nombre premier (inconnu),
second (carré) etc. Cette nomenclature semble empruntée par l'intermédiaire du
commentaire d Hypatia a Anatolius, contemporain de Diophante. Mais elle rests
inconnue en Occident, ot N. Chugquet réalisa, le premier, le méme progres, de-
cisif cette fois [Triparty ®%), fol. 84*% Bull. bibl. 13, p. 787]; il appelle l'inconnue
et ses puissances successives ,nombres premiers, seconds, tiers, quartz,...* et
ajoute (fol. 84%): les nouvelles dénominations ne s'arrétent pas comme les an-
ciennes ,veu qu’elles sont innumérables.* La notation de N. Chuquet est bien
voisine de la notre; la base toutefois reste sous-entendue; ainsi V. Chuguet écrit 5,
5%, 53, ... 14 ol nous écrivons 5z, 5x% 5z°% .... Les notations de R. Bombelli\V,
&, &, ... [Algebra 1%%), p. 57] et de S. Stevin @), @, @), ... [Arith. %), p. 9]
ne sont que des variantes de celles de N. Chuquet; A. Girard étend ces nota-
tions aux puissances de quantit€s données et écrit 18 (i) pour notre 18z}
(1) 18 pour mnotre 18%,... [Inv. ®%), sign. B, recto]; P. Hérigone [Cursus mathe-
maticus, Paris 1634] inscrit 1'exposant aprés la base, sur la méme ligne, le
coefficient numérique étant toujours écrit avant la base; ce mode, exclusivement
applicable au cas ou la base est une lettre, n’est d’ailleurs employé par P. Heérigone
qu'en se conformant au principe de F. Viéte pour qui une letire désigne une
grandeur géoméfrique d'une, deux ou trois dimensions; enfin R. Descartes introduit
la notation actuelle [Géom. 4%) livre 1; (Buvres 6, p. 371] en se bornant toutefois
a des puissances déterminées aa ou af, al af, .... et ainsi & Vinfini*, sans
jamais écrire an, ou n désigne un nombre naturel quelconque; c’est 1. Newton
qui a fait cette derniére abstraction %7). C. ¥ Gauss écrivait encore aa 14 ou
nous écrivons q? estimant qu'une notation abrégée ne doit étre employde que
quand elle prend moins de place. L’idée de représenter les puissances des in-
connues (au moins des inconunues auxiliaires), en répétant les lettres qui représem-
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On pose a' = a. ,Contrairement & la régle de [E.Schrider 14%), on
entend en France par o non pas (a%)° mais a®9.*

De cette définition de 1’élévation & une puissance et des lois de
la multiplication, résultent les lois suivantes de I'élévation & une
puissance:

Formules de distribution pour une mime base:

1°) afa? = a?+9; 29) §;=a”'9, 8lp > g;
P . P 1 .
30) %:1, Slpzq; 40) %=a‘_—f,, 51p<q.
Formules de distribution pour des bases différentes:
o o af a\?
5%) aabt = (ab); 6 7= (3)"

Formule d’association:

70) (aP)Q = qP? = (aQ)P_
On a d’ailleurs, pour tout nombre naturel p,

0P=0; 1Ir=1; (—1PP=1; (—1)7"'=—1.
Sia>b>0, on a aussi
a? > b?;

gi p>gq, on a

a?>a? ou a? L a?,
suivant que 'on a a > 1 ou 0 <a << 1.

A cause des applications géométriques, on a conservé aux puis-
sances avec les exposants 2 et 3, les noms de carré et de cube
Parfois on dit aussi bicarré pour 4° puissance.

Si la base est une somme, une différence, un produit, un quo-
tient, ou une puissance, on doit lenfermer entre parenthiéses. Au
contraire, la fagon de placer V'exposant rend les parenthéses inutiles
lorsque lui-méme est une somme, ete.

Les symboles a® et @, quand % est un nombre positif, n’ont
jusqu'a présent aucun sens. D’aprés le principe de permanence, il

~

convient d’attribuer!®) 3 a° la valeur a?-?, indépendante de », c'est

tent ces inconnues, semble due & M. Stifel [¢d. de Konigsberg (1553/564) de la
Coss 13¢) de Chr. Rudolff, fol. 61°, 628; cf. G. Enestrom, Bibl. math. (2) 13 (1899),
p. 55]; T. Harriot [Artis anal. %), p. 4] écrit aussi aa, aaa, aaaa, pour
at, as, at.

Enfin des exposants en chiffres romains apparaissent un moment avant les
exposants en chiffres arabes de R. Descartes dans U Algébre nouvelle de Victe d’'une
méthode nowvelle claire et facile, éditée par J. Hume, Paris 1636, p. 235, 401,...*

185) ,Déja N. Chuquet [Triparty 8%, fol. 84*; Bull. bibl. 18, p. 787], apres
avoir introduit sa notation des exposants, ajoute qu'un simple nombre a pour
dénomination zéro. 8. Stevin™), p. 28, éerit (©) pour «£° ou 1.*
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4 dire 1, & cause de la formule 3° et, en raison des formules 2° 4°
2 2 7 ? 2

de prendre —- comme définition’*®) de a~". Ces deéfinitions admises,

~

les formules 1° & 7° subsistent, quels que soient les mombres entiers
(positifs, nuls ou négatifs) et sous les restrictions qu'on leur a
imposées.

L'extension du concept de puissance au cas ou l'exposant est un
nombre fractionnaire®”), présuppose la notion de l'extraction des racines
qui est une des opérations inverses de l'élévation aux puissances.

Celle-ci n’est pas une opération commutative: en général b* n'est
pas égal a »’; les deux opérations inverses doivent donc étre distinetes.
L’opération par laquelle on cherche la base (le nombre passif) b
telle que l'on ait ¥”= a, en regardant a et #» comme données, g’appelle
extraction de racine.’®) IL’opération par laquelle on cherche lex-

186) ,N. Chuquet écrit par ex. [Triparty 87), fol 84°; Bull. bibl. 13, p. 738]

51% 13 on nous écrivons 5z-! ou _ et il soumet au calcul [Triparty %) fol 85°;
x

Bull. bibl. 13, p. 740] les puissances nulles ou négatives. J. Wallis met en évi-
dence l'analogie des puissances négatives et des puissances positives [Arith.
infin. 1665, prop. 101/6; Opera 1, Oxford 1695, p. 407/10]; il compare par ez.
les suites —i—, %, %, ...et 1,4,9,... et dit de la premidre que son indice
est —3, tandis que celui de la seconde est 2. I Newton enfin introduit la
notation des exposants négatifs [Methodus fluxionum, écrit en latin entre 1664
et 1671, imprimé en anglais, Londres 1736; trad. par Buffon, Paris 1740, p. 4;
Opuscula, éd. J. Castillon 1, Lausanne et Gendve 1744, Opuse. I p. 34].*

187) ,Nicole Oresme envisage déja des exposants fractionnaires et en dé-
veloppe le calcul formel [Algorithmus proportionum, écrit vers 1360; 6d. M. Curize,
Z. Math. Phys. 13, Suppl,, Lpz. 1868, p. 70/73]; il égale, par ex., 8 & 41+} qu'il
écrit 4. 8. Stevin dit [Arith. %), p. 18] ,toutefois le { en circle serait
le caractére de racine de (1) efc., et ainsi des aultres*; il écrit 4(1)
pour Vazx; A. Girard écrit (3)49 pour 343 [Inv. %), sign. B, recto] tandis que
49(3) représenterait 49 ]/:1:3; J. Wallis %), sans employer de notation pour les
exposants fractionnaires, les définit cependant complétement; I. Newton intro-
duit enfin notre notation moderne.

La notation aAm, pour a™, proposée par G. Peano [Formulaire 2) 3, p. 60]
quel que soit m, peut étre avantageuse quand m a une forme compliquée; A est
le signe radical y renversé.*

188) ,D’aprés L. Rodet [J. asiatique (7) 13 (1879), p. 419], les Hindous em-
ployaient pour désigner la racine carrée d’un nombre non carré, une abréviation
dn mot ,Karani* qui signifie ,faire; ce mot traduit exactement la locution
grecque 6 &md vijs «f. Ils employaient d’ailleurs dans le sens arithmétique de
racine, le mot ,,mila* qui veut aussi dire racine de plante; les Arabes ont traduit
littéralement et ont désigné la racine carrée par Yinitiale du mot arabe cor-
respondant ,jidr"; ils placaient d’ailleurs cette initiale au dessus du nombre en I'en
géparant par un trait horizontal. Jean de Séwville a traduit , jidr* par ,radix"
[Liber algorismi ®%), fol 106%, col. b; B. Boncompagni, Trattati d’arit. 2, Rome
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posant % (le nombre actif), tel que lon ait encore b»— a, s'appelle
recherche du logarithme de a, dans la base b,

0 . . e y £ e .

21. Racll}es. La racine n°® de a, qu'on écrit 18%) Va, est ainsi
le nombre qui, élevé & la puissance #, donne a; en d’autres termes,
on a la formule .

Va)=a.

Dans le symbole }'a le signe }/ s'appelle radical, a est le nombre
ou la quantité sous le radical, n est Vindice. Au lieu de 7@ on
éerit Va.

L'habitude est de n’employer cette notation que quand # est
un nombre naturel.1%)

1858, p. 112]. Déja chez les Arabes, et de méme chez les Occidentaux latins,
Julr (radiz) prend d’ailleurs souvent une signification plus étendue et se con-
fond avec $ai (res) pour désigner l'inconnue, non seulement des équations bi-
nomes, mais de toute équation. (Cf. note 144).* (Note ms. de P. Tannery).

189) ,Les premiers Cossistes allemands [Codex de Dresde C. 80] mettaient
des points devant le nombre dont on a a extraire la racine, un point e pour
la racine carrée, deux points e e pour la racine quatriéme, trois points e « ¢ pour
la racine cubique, quatre points e ¢ ¢ @ pour la racine neuvieme. Dans la Coss 14%) 4’ 4.
Riese [ms. terminé en 1524; cf. B. Berlet, Progr. Annaberg 1860, et Adam Riese,
sein Leben. . ., Francfort ¢/ 1892] le point g’est déjs transforme en e pour ]/r,
i}/_, f/ , Chr. Rudolfi’ emploie, dans sa Coss 1%¢) de 1525, les symboles o/ -ene’,
- tout en faisant usage du mot point (Punkt) pour désiguner ces signes; au
lieu de ces symboles, M. Stifel [Arith. '%), fol. 109] introduit des indices sous
P'unique radical }/, mais ces indices sont les signes cossiques servant & désigner
les puissances correspondantes et non les nombres 2, 8, 4, ...; S. Stevin enfin
[Arith. 78), p. 24, 26] écrit Y (&) pour i]/—et V® pour f/; on trouve encore dans
R. Descartes [Géom. 1*4), livre 1; (Buvres 6, p. 371] le symbole YVC.+ 4 pour
désigner 'f/z L'origine de la transformation du signe V en }/ est sans doute la
barre dont R. Descartes et ses disciples surmontaient les expressions que nous en-
fermons dans des parenthéses [Voir par ex: Géom. ***) livre 3, p. 461].*

190) ,Les notations de N. Chuqupt avaient déjd un caractére universel.
éerivait [Triparty 87), fol. 45°, 462; Bull. bibl. 13, p. 655] B%4, B®4,... R4
pour ]/Z, f/z, C f/:i quel que soit le nombre naturel envisagé A; il avait
méme étendu cette notation au cas od n =1, en sorte que B'A4 est égal & 4.
Il nomme d’ailleurs ces racines, non pas carrée, cubique, carrée de carrée . . .,
mais seconde, tierce, quarte, ... [Triparty 87), fol. 46*; Bull. bibl. 13, p. 655].
A. Girard [Inv. 8%), sign. B, recto| propose d’écrire f/ s f/, i’/, ... mais il se con-

forme encore le plus souvent aux anciennes notations; pour ]/é-, f/!) par ex. il
éerit encore (3)8, (3)9 et il emploie parfois le signe cossiste €€ pour 'i/ Tet le

gigne cossiste VV pour ft/ " [Tuv. 8", sign. B, verso, B, recto]. C'est depuis la
publication du Traité d’Algebre de M. Rolle, Paris 1690, que notre notation
moderne est systematiquement employée.*
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JLexpression ¥a n'a de sens, pour le moment, que 8i a est la
puissance #°® d'un nombre rationnel; en particulier, elle n'en a pas
quand & est un nombre négatif et que # est un nombre pair. Lorsque a
est un nombre positif, d’apres la définition précédente 1'expression

¥ a serait susceptible de deux (déterminations) significations, car a est
alors la puissance #° de deux nombres symétriques. Pour que l'opé-

ration soit wnivogue (n° 10), il convient d’adopter pour ¥ 'a une seule
valeur, la valeur positive par exemple, (valeur arithmetique, ou absolue,

du radical) l'autre valeur étant représentée par — §/q.*
Les définitions de l'opération et les propriétés de 1’élévation aux
puissances fournissent les formules de distribution 19)

) Yayi-Var; o FE-V5;
d’association
39 Fap=Ya; 4 VVa=Ve=VVa;
et la formule -
5) Yar ="Vars.

Dans ces formules #, p, ¢ désignent en général des nombres
naturels; rien n’empéche toutefois de regarder ¢ comme étant un
entier quelconque dans les formules 3° et 5°.

LOn suppose que les expressions qui figurent dans les diverses
formules ont un sens, ce qui a certainement lieu si le premier
membre a un sens. Pour la formule 4° si l'un des membres a un
sens, il en est de méme des deux autres.*

Le principe de permanence conduit & adopter l'expression Var

2
pour définition de a?, p et g étant des nombres naturels, et & regarder

@ ‘ comme ayant le méme sens que Var Des lors les sept formules
a

fondamentales relatives a 1’élévation aux puissances subsistent toutes,
pourvu que les nombres p, ¢ solent rafionnels, 3 supposer, bien en-
tendu, que les opérations indiquées aient un sens.

191) ,Les premieéres traces d’opérations effectuées sur des radicaux se ren-
contrent chez les Grecs [Fuclide, Elementa ¢4, livre 10; Opera 3, Lpz. 1886];
mais les transformations de quantités dans I'expression desquelles figurent plu-
sieurs radicaux est plus développée chez les Hindous [voir en particulier Bhds-
kara '*°), Vijaganita, chap. 1, sect. 5; éd. H. T. Colebrooke, Alg. 1), p. 145/55)
et chez les Arabes [voir par ex. Alkarkhi, Fakhri (vers ’'an 1000); extraits publ. par
F. Wopcke, Paris 1858, p. 56/59] avant de faire Vobjet des recherches des
Occidentaux chrétiens.®
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?8. Logarithmes. Le logarithme') de a, dans la base1®s) p,
que l'on écrit1%) log, a, est V'exposant de la puissance & laquelle il
faut élever le nombre & pour obtenir le nombre a; en d’autres termes,
il est défini par la formule

blogba —a. 195)
,Cette définition n’a de sens, pour le moment, que #'il existe un nombre

naturel p, tel que b soit la puissance ¢° d'un nombre rationnel f/i ,
et, en ontre, un nombre entier p (positif, nul ou négatif) tel que

(m” soit égal & a; log,a est alors le nombre rationnel %*

192) ,Le germe de la notion de logarithme se trouve déja dans le Triparty;
N. Chuquet y envisage simultanément la progression arithmétique 1,2, ..., 7
et la progression géométrique a, a?, ..., a?, ou a désigne un nombre naturel
donné, et il remarque qu'en faisant correspondre les termes de méme rang de
ces deux progressions, la somme de deux nombres de la progression arithmé-
tique annonce le produit des deux nombres correspondants de la progression
géométrique [Triparty ®7), fol. 262, 26®; Bull. bibl. 13, p. 629, 630]. M. Stifel
étend la correspondance en envisageant la progression arithmétique — 3, — 2,
—1,0,1, 2, ... et la progression géométrique correspondante §, 1, 4,1, 2, 4,...
a base 2 [Arith. 1%¢), fol. 35%, 35", 249%]; de plus M. Stifel semble nettement entre-
voir la fécondité de la mnotion nouvelle. Elle ne se développe cependant qu’an
17¢ siecle, lorsque .J. Néper (Napier), et, peu aprés lni, J. Burg:, eurent l'idée
de construire des Tables permettant de passer immédiatement, avec une approxi-
mation suffisante, d'un nombre quelconque de la progression arithmétique (et
aussi de nombres intercalaires), au nombre correspondant de la progression géo-
métrique envisagée.

Déja les deux progressions envisagées par J. Neper [Mirifici logarithmorum
canonis descriptio, Edinbourg 1614] sont supposées engendrées par fluxion (mouve-
ment continu). Mais ni J. Néper, ni J. Biirgi [Jobst Byrgs arith. und geom. Pro-
gresstabuln, Prague 1620] n’ont, & proprement parler, de base fixée a priori; si
Ton envisage les nombres n et b qui joueraient le rdle de base chez J. Néper et
chez J. Birgs, en trouve

n = 107¢= 00000001, ]og, 27184593 = 10°.*

193) ,Cest dans ’Appendice, écrit vers 1616, joint & V'ouvrage de J. Néper
Mirifiei logarithmorum canonis constructio, Lyon 1620 (réimpr. Paris 1895),
qu'apparait pour la premiere fois explicitement une base, la base 10. On y pose
log 1 =10 et log 10 =1 pour fixer la egrrespondance entre les deux progressions.
L'idée en semble due aussi bidn & H. Briggs qu'a J. Néper [c¢f. M. Cantor, Vorles. %) 2,
Lpz. 1900, p. 738].*

194) . A. L. Crelle avait proposé [Sammlung math. Aufsitze 1, Berlin 1821,
p- 207] d'écrire la base awu dessus du logarithme, d gauche. Cette notation se
rencontre parfois dans les publications allemandes.*

195) La motion précise du logarithme d'un nombre ne date que de l'instant
oit I'on a reconnu lidentité du logarithme de a dans un systéme 4 base b, et
de Yexposant auquel il faut élever b pour obtenir a. C’est alors seulement que
les opérations du rang trots prirent vraiment place en Arithmétique.*
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En se reportant aux lois de 'élévation aux puissances, cette dé-
finition entraine les formules:

1) log(pg) =logp +logyg;  2°) logo(§)=logbp~logbq;

log.(@)
3%)  log,(p*) = mlog,p; 4°) log,(a) = log,(B)’

ot I'on suppose que les opérations indiquées aient un sens. Ainsi
les formules 1°, 2° supposent que log,p, log,¢ aient un sens; la for-
mule 3° suppose que log,p et p™ aient un sens.

Jl est souvent commode de distinguer la purtie entitre dwn
logarifhme 1) de sa partie décimale; on désigne alors la partie entitre
sous le nom de caractéristique®®”) et la partie décimale sous le nom
de mantisse.1%)

On appelle parfois untilogarithme *°) de ¢, dans la base b, le
nounibre @ dont le logarithme, dans la base b, est égal 3 ¢. On a donc

antilog,c = b°;  antilog, [log,a] = log, [antilog,a] = a.

Les logarithmes dont la base est le nombre transcendant e qui
sera introduit plus loin (I 3, 21) sont dits logarithmes naturels 200); les
logarithmes & base 10 sont dits logarithmes décimaua201) >

196) Le mot logarithme a 6t6 introduit par J. Neper [Mirifici ... descriptio 192,
p- 5]; il a son origine dans 'expression Adyov dgifuds (numerus rationis, nombre
d’un rapport) et s’explique par la considération de deux rapports (rationes) dont
on obtient 'un en élevant 'autre & une certaine puissance. C’est ainsi qu'on
nommait le rapport de 8 a 27 raison triplée de 2 4 3. ,Cette fagon de parler
se trouve déja dans Fuclide qui appelle [Elementa *4), livre 5, d¢f. 9, 10; Opera 2,
p- 4] le rapport a? ,diwiesior 1dyes* et a® ,roimiasiov idyos du rapport a;*
c'est a4 elle que se rapporte aussi 'expression ,numerus rationem exponens"
pour désigner le logarithme, et cette dernidre expression est, peut étre, V'ori-
gine du mot exposant. 18%)

197) ,H. Briggs [Arithmetica logarithmica, Londres 1624, p. 4, 21], déja
avant N. Mercator [Logarithmotechnica, Londres 1668, p. 4], fait usage de ce
mot pour désigner la partie entitre du logarithme décimal.*

198) L. Euler fait usage de ce mot pour désiguer la partie décimale du
logarithme décimal [Introd. in analysin infin. 1, Lausanne 1748, p. 83]; dans sa
trad. J. B. Labey [1, Paris an IV, p. 83] traduit mantissa par ,partie décimale.
Le mot mantissa (bas latin) avait ét6 employé par le grammairien Festus dans le
sens de complément de moindre valeur [cf. P. Tannery, Interméd. math. 6 (1899),
p- 181; A. Desprats id. p. 182; 7 (1900), p. 61 (Question 1336)]. L. Euler I'avait
emprunté a J. Wallis qui 'applique en général & la partie décimale d’un nombre.*

199) ,Ce mot ,antilogarithme* était pris au 18¢ siecle dans le sens de
log cos. que lui avait donné J. Néper [cf. Bibl. math. (8) 1 (1900), p. 278).*

200) ,On les appelle aussi assez improprement ,,népériens* (voir Note 192).
Cependant, peu aprés J. Néper, J. Speidel a construit des Tables ot le nombre s
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29. Remarques finales®™®).  On pourrait 8tre tenté d'appliquer
encore ici le principe de permanence. En partant de la classe A
formée au moyen des nombres rationnels absolus et en regardant
comme un nombre naturel, on serait amené a former une classe nou-
velle B constituée avec les nombres de la classe A et les symboles
% ol @ mne serait pas une puissance #° exacte, ou encore avec des
symboles du type log,a n’ayant jusqu'ici aucun sens. Mais la somme
de depx nombres de la classe B n’appartiendrait pas nécessairement
4 cette classe, et ce seul fait montre qu'une extension de la notion
de nombre doit &tre cherchée dans une autre voie.*

On pourrait aussi étre tenté d’introduire des opérations de rang
quelconque. De méme que l'on fait sortir la multiplication de l'ad-
dition, Vélévation & une puissance de la multiplication, on pourrait
déduire de cette derniére opération, regardée comme l'opération directe
du froisiéeme ramg, une opération du quatriéme rang?®®), puis de celle-ci
une opération du cinguiéme rang et ainsi de suite.

Si la définition d'une opération du quatriéme rang est légitime
au point de vue logique, elle est sans importance parce que l'opération
du troisieme rang n’est plus commutative.

Pour parvenir & une opération directe du quatritme rang, on n'a
qu's prendre a® comme exposant de @, la puissance ainsi formée
" ou a** comme nouvel exposant de a et ainsi de suite?*%). On écrira
le résultat (a; b) en supposant que a soit écrit b fois et cest dans
la formation de ce résultat (@; b) que consiste l'opération directe du
rang quatre.

qui jouerait le rdle de la base, si I'on avait jugé utile de le faire intervenir, serait
lié au nombre e par la relation

log, x = 10°log, x
quel que soit z [cf. Bull. bibl. hist. biogr. math. 1 (1855), p. 48; F. Cajori, Abh,
Gesch. Math. 9 (1899), p. 83].*

201) ,On les appelle aussi trés souvent logarithmes vulgaires.*

202) ,4. de Fortia [Traité d’Arithmétique, Avignon 1781] semble étre le
premier qui ait essayé de créer de nouvelles opérations.*

203) Parmi les mémoires qui se rapportent & des opérations du rang quatre
ou d'un rang plus élevé, on peut signaler celui de G. Eisenstein [J. reine angew.
Math. 28 (1844), p. 36], celui de F. Wipcke [id. 42 (1851), p.83], celui de H. Gerlach
[Z2. Math.-Naturw. Unterricht 13 (1882), p. 428], celui de E. Schulze [Archiv Math.
Phys. (2) 3 (1886), p. 302]. Les Traités ou Manuels de H. Hankel, H. Grassmann,
H. Scheffler, E. Schroder, O. Schiomilch, H. Schubert, signalent 1'opération directe
du rang quatre, sans d’ailleurs entrer dans Yétude directe de cette opération.

204) L. Euler, Acta Acad. Petrop. 1 (1777)I, éd. 1780, math. p. 38; E. M.
Lémeray, Proc. Edinb. math. Soc. 16 (1897/8), p. 13 et (courte notice) Assoc.
fr. avanc. sc. 26 (8t Etienne) 18971, p. 178,*
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Si l'on convient de représenter par (a; b)“i ) I'expression (a; b+ ),

on aura, entre autres, la relation
(a5 0)@ 9= (a; ¢ + 1)@id-D,

Rien n'empécherait de continuer indéfiniment dans la méme voie®),
Dans un ordre d’idées analogues, G. Mannoury®) a constitus, sous le
nom d’addition de rangs 1, 2, 3, ... une autre suite d'opérations; son
addition du rang un, est l'addition ordinaire et son addition du rang
deux est la multiplication ordinaire, mais son addition du rang trois
quil appelle hypermultiplication est distincte de I'élévation aux puis-
sances.*

205) ,Nieuw Archief voor Wiskunde (2) 4 (1900), p. 285.*
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[2. ANALYSE COMBINATOIRE ET THEORIE
DES DETERMINANTS.

Exrosg, D’APRES L’ARTICLE ALLEMAND DE B, NETTO (GIESSEN)
PAR H. VOGT (Naxcy).

Analyse combinatoire.

1. Aper¢u historigque. L’'Analyse combinatoire est la branche des
mathématiques qui s'occupe de la formation, du dénombrement et des
propriétés des différents groupes que l'on peut constituer, d’aprés des
lois déterminées, au moyen d’'un nombre fini d’éléments.

Les origines de I'’Analyse combinatoire remontent jusqu’au 17° siécle
et se trouvent dans les fravaux de B. Pascal'), de G. W. Leibniz?),
de J. Wallis®), de B. Frenicle*), mais plus particuliérement dans ceux
de Jucques Bernoulli®) et de A. de Moivre®). Cest & la fin du 18¢ siecle
et au commencement du 19° que cette branche de la science prit le
plus d'importance, avee C.F. Hindenburg™), H. A. Rothe®), Chr. Kramp?),
J.D. Gergonne®), A.von Ettinghausen'*), et de nombreuses monographies
datent de cette époque; les mémoires vraiment importants sont ce-
pendant assez rares. L. Poinsot voyait dans la théorie des combinaisons
une branche de la théorie de l'ordre qu’il affectionnait beaucoup.

1) Traité du triangle arithmétique écrit en 1654; Op. posth. Paris 1665;
Euvres, éd. Hachette 3, Paris 1880, p. 243.

2) Diss. de arte combin., Leipzig 1666; Werke, éd. C. I Gerhardt, Math.
Schr. 5, Halle 1858, p. 13 et guiv.

8) Treatise of Algebra, Londres 1685; 2°¢éd.: De algebra tractatus, Opera 2,
Ozford 1693, p. 1.

4) B. Frenicle de Bessy, Abrégé des combinaisons, Paris 1693; Mém. Acad.
se. Paris 1669/99, 5, éd. 1729, p. 87 et suiv.

5) Ars conjectandi, pars II, Bale 1713, p. 72; trad. L. G. F. Vastel, Caen an X,

6) Doctrine of Chances, Londres 1718; meilleure éd. 1756.

7) Novi systematis permutationum ..., Leipzig 1781.

8) Dans Hindenburg, Sammlung combinat. analyt. Abh.2, Leipzig 1800, p. 263.

9) Arithmétique universelle ou I’Algébre, Cologne 1808.

10) Ann. math. pures appl. 2 (1811/12), p. 197.

11) Die combinatorische Analysis, Vienne 1826.
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Depuis cette brillante période, 'Analyse combinatoire fut un peu dé-
laissée 12), sauf peut-8tre en ces derniéres années o D. André, T. Muir,
P. A. Mac Mahon, entre autres, firent d’intéressantes recherches. Ce
sont plutét les applications de cette science aux autres parties des
mathématiques qui offrent actuellement de l'intérét* Nous citerons
parmi les applications & 1’Analyse, les formules concernant les caleuls
effectués sur les séries, leurs produits, puissances, inverses, logarithmes;
la théorie des différentielles d’'ordre supérieur des fonctions compli-
quées, etc. Dans ce but avait été imaginé tout un systéme de nota-
tions'®) qui est tombé dans T'oubli. La théorie des groupes finis ef
celle des déterminants se rattachent & 1’Analyse combinatoire.

2. Opérations fondamentales. Lorsqu'on forme des groupes au
moyen d’éléments donnés, la grandeur de ces éléments n’entre pas en
ligne de compte; il suffit de savoir quels sont ceux que l'on considéere
comme distinets, et ceux que I'on considéere comme égaux ou équi-
valents. Parmi toutes les manieres de grouper ces éléments, on con-
sidére comme fondamentales les trois formations que l'on appelle per-
mutations, combinaisons, et arrangements.

Les permutations de n éléments, distinets ou non, sont les groupes
que Y'on peut former en disposant ces éléments & n places déterminées.

. Les arrangements simples de n éléments distinets pris p & p, sont
les groupes que l'on peut former en disposant p de ces éléments a p
places déterminées.

Les arrangements complets'*) de » éléments distinets pris p & p,
sont les groupes que Yon peut former en disposant & p places déter-
minées, p éléments, distincts ou non, égaux a un ou & plusieurs des élé-
ments donnés.

Les combinaisons simples de » éléments distincts pris p & p, sont
les groupes que l'on peut former en prenant p des n éléments donnés
et les disposant d’'une maniére quelconque. Les combinaisons complétes
de n éléments distinets, pris p & p, sont les groupes que lon peut
former au moyen de p éléments, distincts ou non, égaux & un ou
plusieurs des éléments donnés et disposés d’'une maniére quelconque.

,JDans une combinaison, la disposition des éléments n’entre pas
en ligne de compte; si I'on a une combinaison, et si l'on dispose

12) Voir cependant J. F. C. Hessel, Archiv Math. Phys. (1) 5 (1844), p. 295
et L. Ottinger, id. (1) 156 (1850), p. 241.

13) Voir p. ex. L.J. Fischer und K. Chr. F. Krause, Lehrbuch der Combi-
nationslehre und der Arithmetik, Dresde 1812.

14) Certains auteurs remplacent les expressions arrangement complet et com-
binaison compléte, par arrangement avec répétition et combinaison avec répétition.
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3. Permutations rectilignes et circulaires, ()

comme dans une permutation les éléments dont elle se compose, on
obtient un arrangement. En particulier, les arrangements simples de
n éléments » & » ne sont autre chose que les permutations de ces
éléments.

Les mots de permutation'®) et d'arrangement n’ont pas toujours
eu une signification aussi préeise qu'aujourd’hui; I'un et Yautre ont
été pris indifféremment, dans les ouvrages écrits en frangais au début
du 19° sidcle, pour désigner tout groupe d’éléments rangés dans un
ordre déterminé. @G. W. Leibniz?) désignait les permutations sous le
nom de variations et toutes les combinaisons simples possibles sous
le nom général de complexions, en distinguant les groupes d’objets
pris 24 2, 34 3, ete, sous le nom de combinaisons, conternations, ete.
On emploie encore & l'étranger le mot de variation pour désigner un
arrangement.

Les éléments distincts que Ton considere sont ordinairement dé-
signés par les lettres de l'alphabet @, b, ¢, ... ou bien encore par
une méme lettre affectée d'indices successifs a,, @5,...,a, ou enfin
par ces indices eux-mémes.*

3. Permutations rectilignes et permutations eirculaires.- Il existe
deux especes de permutations, les permutations ordinaires et les per-
mutations circulaires. Pour les premiéres, les n places que doivent
occuper les n éléments ont un ordre de succession parfaitement dé-
terminé, et sont, par exemple, numérotées de 1 & #; on peut sans in~
econvénient supposer qu’elles sont disposées sur une droite horizontale
par ordre de numéros croissants, en allant de gauche a droite; une
telle permutation est alors caractérisée par I'ordre de succession de
ses éléments. C’est pour cette raison que les permutations ordinaires
sont aussi appelées permutations rectilignes.

Si les n éléments sont distincts, le nombre P, de leurs permuta-
tions rectilignes est*®)

P,=1.2.3.--n=nl;

si les n éléments ne sont pas tous distincts et se répartissent en en-

15) ,Un anagramme est une permutation des lettres d’un mot, formant un
nouveanu mot, comme arme, rame, mare, amer.*

16) ,Le produit des » premiers nombres est désigné par A. M. Legendre
[Exercices de Calcul intégral 1, Paris 1811, p. 277] par I'n+-1); C. F'. Gauss emploie
la notation II(n) [Commentat. Soc. Gott. recent. 2 (1811/13) math., mém. n°1,
p. 26; Werke 3, Gott. 1876, p. 146]. C'est Chr. Kramp qui @ introduit®) la nota
tion m! [voir aussi Ann. math. pures appl. 3 (1812/13), p. 3]. Flusieurs auteurs
(en Angleterre, Suede,...) emploient la notation fn.*

Encyclop. des scienc. mathémat, I 1, 5
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sembles renfermant respectivement p, g, . .. éléments égaux entre eux,
le nombre de leurs permutations rectilignes est
b, o«
P,D,... plql...

Jour les permulations circulaires, on suppose que les 7 places occu-
pées par les éléments sont disposées & la suite I'une de l'autre sur une
circonférence parcourue par un mobile dans un sens déterminé, par
exemple aux sommets successifs d'un polygone régulier convexe de
sommets, mais on ne spécifie pas quelle est la premitre de ces n
places; deux permutations sont dés lors idemtiques si, aprés avoir
disposé leurs éléments aux sommets de deux polygones réguliers éganx,
on peut amener ces polygones & coincider, de fagon qu’'en deux som-
mets coincidants soient placés des éléments égaux.

Lorsqu'on a une permutation circulaire de # éléments disposés
comme on vient de le dire, et qu'on choisit I'un des sommets du poly-
gone comme premier sommet, la suite des éléments placés aux sommets
successifs & partir de celui-la constitue une permutation ordinaire.
Cela peut avoir lien de plusieurs fagons; en choisissant le premier
sommet de toutes les maniéres possibles, on voit que le nombre des
permutations circulaires de n éléments est inférieur & celui des per-
mutations ordinaires des mémes éléments. Si les » éléments sont
tous distincts, chaque permutation circulaire donne naissance i # per-
mutations rectilignes, toutes différentes, et le nombre des permutations
circulaires est égal & (» — 1)!; si les #» éléments ne sont pas tous
distinets, il peut arriver qu'une permutation circulaire soit constituée

par m groupes successifs identiques renfermant chacun - éléments;

. . R . . .
elle donne alors mnaissance seulement & - permutations ordinaires

différentes. Soient p, ¢, ... les nombres respectifs des éléments égaux
entre eux; D le plus grand commun diviseur de p, g,...;d un des
diviseurs de D; @, b, . . . les facteurs premiers distincts de d. La somme

SH0-96-)

étendue & tous les diviseurs d de D, représente le nombre de permu-
tations circulaires de % éléments’”). Lorsque p, ¢, ... sont premiers
entre eux, ce nombre est égal & (» — 1)!*

17) ,J. B. Durrande, Ann. math. pures appl, 7 (1816/17), p. 834; C. Morea,

Nouv. Ann. math. (2) 11 (1872), p. 309; E. Jablonski, J. math. pures appl. (4) 8
(1892), p. 331; G. Landsberg, Archiv Math. Phys. (3) 3 (1902), p. 152.*
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La considération des permutations circulaires permet d’établir une
classification logique des permutations rectilignes®) et de les ranger
en une suite linéaire, de fagon qu’on puisse former celle qui occupe
un rang donné dans cette suite. Une étude analytique des permuta-
tions a été faite par T.B.Sprague'®).

4. Arrangements et combinaisons. Le nombre des arrangements
simples de n éléments p & p est?)

Al =nn—1)---(n—p+1);
celui des arrangements complets est
of = n?.
Le nombre des combinaisons simples de n éléments p & p est

o o= —ptl) P
" 1'2p Pan—p,

on le représente®) par (;)
Le nombre des combinaisons complétes de # éléments p & p est)
re _ret1---ntp—1) 184

1-2---p n+p—1-

On peut généraliser la notion de combinaison ou d'arrangement,
en considérant np éléments a,, affectés de deux indiees, ¢ variant de
lapet k de 1 & n; on forme ainsi des groupes de p éléments dont les
indices ¢ sont tous distincts et 'on dit que la combinaison ou l'arran-
gement sont simples ou complets, suivant que les indices % sont
distinets, ou mnon.

Jhibault*®) envisage les arrangements simples ou complets formés
au moyen d'éléments dont p, sont pris dans une premidre suite de n,

18) J. Bourget, Nouv, Ann. math. (2) 10 (1871), p. 254; (3) 2 (1883), p. 443;
C. R. Acad. sc. Paris 95 (1882), p. 508; C. A. Laisant, Bull. Soc. math. France 16
(1887/88), p. 176; E. Netto, Archiv Math. Phys. (3) 5 (1903), p. 185.

19) Proc. Edinb. math. Soc. 9 (1890/1), p. 59; Trans. R. Soc. Edinb. 37 (1895),
p. 399 [1893].

20) A. T. Vandermonde emploie la notation [#]” [Hist. Acad. sc. Paris 1772 I,
M. p. 490].

21) L. Euler & employé la mnotation [%], Acta Acad. Petrop. 5 (1781)],

éd. 1784, math. p. 89, et la notation (%), Nova Acta Acad. Petrop. 16 (1799—

1802), 6d. 1806, math. p. 33 [1778]; la notation (;‘) a 66 introduite par J. L.

Raabe [J. reine angew. Math. 42 (1851), p. 350].
22) B. Frenicle *); Jacques Bernowlli %), p. 116; H. F. Scherk, J. reine angew.
Math. 3 (1828), p. 97; W. A. Forstemann, id. 13 (1835), p. 237.

23) ,Nouv. Ann. math. (1) 4 (1845), p. 627.*
5!
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éléments, p, dans une deuxiéme suite de #n, éléments, ete. Si les
arrangements aingi formés sont simples, leur nombre est
PP1+PQ+"‘ APlAPx__ .
L St ’
PPL PP: ot
si les arrangements sont complets relativement aux éléments de la

de la 7°... suites, leur nombre s’obtient en remplagant, dans lex-
pression précédente, Aﬁi, AI,J,:, ... par a:::, aﬁ’;, S

b. Inversions. Considérons n éléments distincts représentés par
une méme lettre affectée des indices 1, 2,...,%, et formons des per-
mutations ou des arrangements simples de ces éléments, en les dis-
posant chaque fois par exemple & la suite I'un de l'autre, sur une
ligne horizontale. On dit que, dans un arrangement, deux éléments,
consécutifs ou non, forment une inversion®), si lindice du premier
est supérieur a celui du deuxiéme. Lorsque les indices des é&léments
successifs vont en croissant, l'arrangement est dit bien ordonné; dans
le cas contraire, les éléments pris deux & deux de toutes les maniéres
possibles présentent un certain nombre d’inversions. Le nombre total
de ces inversions est un nombre qui caractérise l'arrangement; sui-
vant qu’il est pair ou impair, on dit que 'arrangement est de premicre
ou de deuziéme classe®); par I'échange de deux éléments d'un arran-
gement, c'est-i-dire par une tramsposition, on forme un nouvel arran-
gement d'une classe différente de celle du premier.

L’étude des inversions, qui présente des applications & la théorie
des déterminants et & celle des équations du premier degré, a fait
Vobjet de nombreux travaux; M. A. Stern?®), 0. Terquem®), Olinde
Rodrigues®®) caleulent le nombre d’inversions pour les différentes per-
mutations; L. Ottinger?) fait le méme calcul pour les arrangements

24) G. Cramer désignait une inversion sous le nom de dérangement [Introd.
& I'Analyse des lignes courbes alg., Genéve 1750, append. p. 658]; ,P.S. Laplace
gous le nom de vartation [Hist. Acad. se. Paris 177211, M. p. 294; (Euvres 8, Paris
1891, p. 396]. C'est J. D. Gergonne qui introduisit le nom d’inversion [Ann. math.
pures appl. 4 (1813/14), p. 149].*

25) E. Bézout, Hist. Acad. sc. Paris 1764, M. p. 292; A. L. Cauchy, J. Ec.
polyt., cah. 17 (1815), p. 41; C. G. J. Jacobi emploie les expressions de classe posi-
tive et de classe négative [J. reine angew. Math. 22 (1841), p. 286; Werke 3,
Berlin 1884, p. 358]; A. Hurwitz [Math. Ann. 39 (1891), p. 7] et E. Neito [id. 56
(1902), p. 482] ont étudié la maniére dont une permutation se compose au moyen
d'un nombre donné de transpositions.

26) J. reine angew. Math. 18 (1888), p. 100.

27) J. math. pures appl. (1) 3 (1838), p. 559.

28) id. (1) 4 (1839), p. 236.

29) J. reine angew. Math, 53 (1867), p. 822,
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simples ou complets, et l'applique aux équations du premier degré;
P. Gordan®) domne une regle générale pour effectuer ce calcul
en le ramenant & d’autres relatifs & un moindre nombre d’éléments;
W. H. Metzler 8) étend la notion d’inversion & la théorie des combinaisons;
J. Muir®®), aprés avoir fait Vhistorique de la question, donne le
nombre des permutations de # éléments distincts qui présentent d in-
versions; ce nombre est le coefficient de 2 dans le développement de

A+2Q+24+2Y) - -Q+24+---+ 2
c'est aussi le nombre des combinaisons 0 & 0 de L n(n — 1) éléments
dont un est égal & @, deux sont égaux a b, trois a ¢, etc. ce que T. Muir
exprime par 1'égalité
Vnd‘ = 01+2+---+n—1,d'

Si Yon considere deux permutations inverses Vune de Uautre, c'est-a-
dire telles que les éléments de I'une soient identiques & ceux de l'autre
pris en sens inverse, le nombre total des inversions pour ces deux
permutations est L#(n — 1); il en résulte®®) que le nombre total des
inversions pour les n! permutations est égal & }n!n(n — 1)*

6, Séquences. La notion de séquence, introduite dans I'étude des
permutations d’éléments distinets par I J. Bienaymé®), a fait I'objet de
nombreux travaux de Désiré André. Plusieurs éléments consécutifs
d'une permutation, distingués enfre eux par une suite d’indices
@, O, @, ..., constituent une séguence lorsque l'indice de chacun
deux est constamment plus grand (ou constamment plus petit) que
I'indice de 1'élément précédent. Chaque permutation de # éléments
renferme un certain nombre s de séquences, et ce nombre s est
important pour caractériser la permutation. D. André a donné le
moyen de calculer de proche en proche le nombre des permutations
de » éléments qui ont s séquences®®). Il a partagé les permutations
en deux espeéces, suivant qu'elles ont un nombre s pair ou impair de
géquences; il a montré que, dans ces deux especes, le nombre des
permutations est le méme, et que, & partir de certaines valeurs du

30) Vorles. Giber Invariantentheorie publ. par G. Kerschensteiner 1, Leipzig
1885, p. 2.

31) Amer. J. math. 22 (1900), p. 55 [1898].

32) ,Proc. R. Soc. Edinb. 22 (1897/99), p. 441; un calcul de récurrence
avait ét€ indiqué par J. Bourget, Nouv. Ann. math. (2) 10 (1871), p. 254.*

33) ,Ch. Henry, Nouv. Ann. math. (2) 20 (1881), p. 6.*

34) C. R. Acad. sc. Paris S1 (1875), p. 418.

35) C. R. Acad. sc. Paris 97 (1883), p. 1856; Ann. Ec. Norm. (3) 1 (1884),
p. 121; Bull. Soc. philom. Paris (8) 8 (1890/1), p. 153; Bull. Soc. math. France
21 (1898), p. 131; J. officiel de la République frangaise 25 (1893), p. 1748
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vombre % des éléments, la somme des nombres des séquences est la
méme, ainsi que la somme des carrés de ces nmombres, la somme de
leurs cubes, etc.%). Il a aussi étudié, en les nommant couples actifs,
les couples de deux éléments d’une permutation qui, par leur échange,
font passer cette permutation d'une espece a l'autre?).”

,Parmi les permutations de # éléments, celles qui ont » — 1 sé-
quences et celles qui en ont » — 2 ont été étudides en détail par
D. André, sous les noms respectifs de permutations allernées et de per-
mutations quasi-alternées®®); le nombre des premiéres est 1ié étroi-
tement aux développements de séc z et de tg z. Soit A4, la moitié du
nombre, toujours pair, des permutations alternées, et B, la moitié du
nombre, toujours pair, des permutations quasi-alternées; on a

4,,,=24,+ B,
avec les valeurs conventionnelles 4y= A4, =1; By=B, =—1; By=0;
A, est le coefficient de ;:f, x* dans le développement de tg (—Z + %),

. 1 . 1—2cosz
B, est le coefficient de ,, 2" dans le développement de J——;

les rapports :ii:—l, BL:I , f;" , 27; , sont, pour n infini, des infiniment
n n n
petits, et le quotient de deux quelconques d’entre eux a pour limite

. . R 2\n+1 ’
Tunité; A, est asymptotique a »!2 (;)” .

D. André a anssi partagé en quatre groupes les permutations des n
premiers nombres unaturels, la parité du nombre des inversions ou
celle du nombre des séquences variant dun groupe & Vautre; pour
n > 6, les quatre groupes renferment le méme nomhre de permuta-
tions®). D. André a enfin étendu la notion de séquence aux permu-

tations circulaires*’).*

7. Permutations réciproques. H. A. Rothe®) dit que deux per-
mutations sont en affinité si, (pour chaque indice 8), a, désignant
Télément placé & la §° place dans l'une, a, désigne l'élément placé a

36) C. R. Acad. sc. Paris 118 (1894), p. 575, 726, 1026; rapport de G. Dar
boux, id. p. 1026; Mém. prés. Acad. sc. Paris (2) 82 (1902), mém. n°1, p. 1 et suiv.

37) ,Bull. Soc. math. France 31 (1903), p. 105; C. R. Acad. sc. Paris 136
(1903), p. 295.*

38) ,C. R. Acad. sc. Paris 88 (1879), p. 965; 97 (1883), p. 983; 119 (1894),
p. 947; J. math. pures appl. (3) 7 (188i), P- 167; (6) 1 (1895), p. 3156; Bull. Soc.
philom. Paris (8) 8 (1895/6), p. 5.*

39) ,C. R. Acad. sc. Paris 115 (1892), p. 872; Bull. Soc. philom. Paris (8)
5 (1892/3), p. 33.*

40) .C. R. Acad. sc. Paris 120 (1893), P. 714; Bull. Soc. math. France 23
(1895), P.122/84.*
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la «f place dans Yautre. C.G.J. Jacobi*') les appelle réciprogues. Deux
permutations réciproques ont le méme nombre d’inversions*?); le nombre
s, des permutations de »n éléments qui sont réciproques d’elles-mémes
satisfait & la relation de réeurrence

s;=1,8=2,...,8,=5,_,+®m—1)8,_,.

I. Muir®®) a étudié ces permutations, qu’il appelle conjuguces, et a
déterminé celles qui sont conjuguées d’elles-mémes; P. 4. Mac Mahon**)
a généralisé la mnotion de réciprocité; D. André a ¢étudié, dans ses
travaux, les permutations symétriques des nombres 1, 2, ..., 2, ol un
élément ¢ de la premitre a le méme rang que 1'élément » + 1 — @
dans la seconde.

8. Permutations soumises & des conditions restrietives. On peut
imposer différentes conditions restrictives aux places occupées par les
éléments d’'une permutation; ordinairement on limite le nombre des
places que peuvent occuper cerfains éléments donnés, ou inversement
on limite la nature des éléments qui peuvent occuper certaines places,
en disant, par exemple, que les places de numéros pairs seront occupées
par des éléments d’'indices pairs. '

En ce qui concerne les permutations de # éléments distinets,
L. Euler introduit une fonction f(») qui indique le nombre des per-
mutations pour lesquelles aucun élément n’a conservé sa place primi-
tive; cette fonction satisfait aux relations de récurrence

et a pour valeur
r=n 1
oy =nt X5 (— 1y
r=2

La fonction plus générale F(n, m), indiquant le nombre des per-
mutations de » éléments pour lesquelles m d’entre eux ne changent
pas de place, a pour valeur

r=n—m

Fn, m)="2 2%&W=@V@-M;

elle se réduit & f(n) pour m = 0. Les deux fonctions précédentes ont
66 Vobjet d’un grand nombre de travaux?); & leur étude se rattache
——— %

41) J. reine angew. Math. 22 (1841), p. 287; Werke 3, Berlin 1884, p. 369.

42) E. Netto, Lehrb. der Combinatorik, Leipzig 1901, p. 118.

43) Proc. R. Soc. Edinb. 17 (1889/90), p. 7; 22 (1897/9), p. 463.

44) Messenger math. (2) 24 (1894/5), p. 69.

45) L. Euler, Mém. Acad. Pétersb. 8 (1809/10), éd. 1811, math. p. 57 [1779];

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



72 E. Netto. 12. Analyse combinatoire. H. Vogt.

celle des permutations pour lesquelles chaque place ne peut &tre
occupée que par des éléments donnés; ces questions sont intimement
liées & la recherche du nombre de termes d'un déterminant satisfaisant
a des conditions données.

Les permutations dont les éléments ne sont pas tous distincts
peuvent &tre soumises & certaines restrictions, par exemple a la con-
dition que des éléments éganx ne soient jamais consécutifs *f).

Etant donnés » éléments distincts, on peut se proposer de choisir
n permutations de ces éléments et de les disposer l'une au-dessous
de lautre, en un tableau carré, de fagon que chaque colonne con-
tienne des éléments tous différents*’), (carrés latins, permutations
carrées). A. Cayley*®) a mis en évidence l'importance des carrés latins.
A la question des permutations carrées se rattache le probléme des
8 reines du jeu d’échecs®®), ainsi que le probléme des 36 officiers, pro-
posé par L. Euler dans les Mémoires de la Société de Flessingue*?) sous
la forme suivante: Disposer 36 officiers de 6 grades différents et de
6 régiments différents, dans les cases d'un échiquier de 36 cases, de
fagcon que dans chaque ligne et dans chaque colonne se trouvent
6 officiers de grades et de régiments différents. ,Ce probleme, que
Yon peut proposer en général pour »® officiers, est toujours possible
pour n = 2%(2p + 1) lorsque % n’a pas la valeur 1; il n'est pas tou-
jours possible pour les autres valeurs de » et est impossible dans le
cas de n = 6 proposé par L. Euler®)*

L. Ottinger, Die Lehre von den Combin., Fribourg en Brisgau 1837, p. 108; E. Coupy,
Nouv. Ann, math. (1) 3 (1844), p.404; C. W. Baur, Z. Math. Phys. 2 (1857), p. 197;
M. Cantor, id. p. 410; J. J. Weyrauch, J. reine angew. Math. 74 (1872), p. 273; H. R.
Baltzer, Ber. Ges. Lpz. 25 (1873), math. p. 534; D. André, Ann. Ee. Norm. (2)
7 (1878), p. 383; A. Cayley, Proc. R. Soc. Edinb. 9 (1875 8), p. 338, 388; Papers 10,
Cambr. 1896, p. 245, 249; S. Kanior, Z. Math. Phys. 28 (1883), p. 379; P. Seelhoff,
Archiv Math., Phys. (2) 1 (1884), p. 97; C. A. Laisant, C. R. Acad. sc. Paris 112
(1891), p. 1047; Bull. Soc. math. France 19 (1890/1), p. 105; G. Musso, Rivista
mat. 4 (1894), p. 109; E. Madllet, Assoc. fr. avanc. sc. 23 (Caen) 1894% p. 244

46) M. Cantor, Z. Math. Phys. 2 (1857), p. 103; C. W. Baur, id. p. 267;
A. Vachette, Nouv. Ann. math. (2) 14 (1875), p. 299; (2) 15 (1876), p. 114; T. Muir,
Proc. R. Soc. Edinb. 11 (1880/2), p. 187.

47) L. Euler, Verh. Genootschap Vlissingen 9 (1782), p. 85 [1779]; Commentat.
Arith, 2, StPétersb. 1849, p. 802; L. J. Fischer, Lehrb. '%) 1, p. 65.

48) London Edinb. Dublin philes. mag. (4) 7 (1854), p. 40; Papers 2, Cambr.
1889, p. 123 [1853]; Messenger math. (2) 19 (1889/90), p. 135; Papers 13, Cambr.
1897, p. 55; M. Frolov, J. math. spée. (3) 4 (1890), p. 8, 25; P. A. Mac Malon,
Philos. Trans. London 194 4 (1900), p. 361 (solution du probléme des carrés latins).

49) Voir P'article sur les jeux mathématiques.

50)  Interméd. math. 2 (1895), p- 79; 3 (1896), p. 90; 5 (1898), p- 83; 6(1899),
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9. Combinaisons ou arrangements soumis & des conditions restrictives. 73

Etant donnée une permutation de » éléments distinets, on dit que
l'on en déduit une deuxiéme permutation par le batfement de Monge,
si 'élément de rang ?, dans la deuxieme permutation, est égal a I'élément
de la premiére dont le rang est le nombre

nt2—20, sii<®E2
ou bien le nombre
2i—n—1, sii>2EL.

On peut se proposer de chercher les éléments qui conservent leur
place aprés un ou plusieurs battements successifs ).

9. Combinaisons ou arrangements soumis & des conditions restric-
tives. On peut classer les combinaisons simples ou completes de =
éléments p & p, en différentes catégories suivant que l’ensemble des
indices de ces éléments satisfait & telle ou telle condition. ,Supposons
que Ton range par ordre de grandeur croissante les indices des élé-
ments d'une combinaison simple; ces indices se partagent en un ou
plusieurs groupes de mombres conséeutifs; s'ils ne forment qu'un seul
groupe, la combinaison est dite fofalement continue; dans le cas con-
traire, elle est dite partiellement ou fotalement discontinue, suivant qu'il
existe des groupes contenant plusieurs nombres, ou que tous les groupes
n'en renferment quun seul. Il est possible de déterminer le mombre
des combinaisons dont les indices se répartissent, comme on vient de
le dire, en un nombre donné de groupes®?).*

Parmi les combinaisons pouvant renfermer plusieurs fois un méme
élément, on peut distinguer celles qui contiennent certains éléments
un nombre donné de fois fixé 4 l'avance, ou un nomhre de fois ne
dépassant pas un nombre déterminé®). Le nombre des combinaisons

p- 261; 7 (1900), p. 14, 311; (Questions 261, 453); G. Tarry, Assoc. fr. avanc.
sc. 29 (Paris) 1900%, p. 122; 1900%, p. 170; Mém. Soc. sc. Liége (3) 2 (1900), mém.
n° 7, p. 3; Mathesis (2) 10 (1900), suppl. p. 23; J. Petersen, Annuaire des mathém.
Paris 1902, p. 418.%

51) G. Monge, Mém. présentés Acad. sc. Paris (1) 7 (1778), éd. 1776, p. 390;
J. Bourget, J. math. pures appl. (8) 8 (1882), p. 413; A. Bienaymé, Nouv. Ann.
math. (4) 2, 1902, p. 443.

52) ,J. D. Gergonne, D. Encontre, Legrand, Rochat, Ann. math. pures appl.
3(1812/3), p. 69, 218; H. A. Delannoy, Interméd. math. 7 (1900), p.167; 8 (1901), p. 23;
(Questions 1479, 1869); M. Stuyvaert, Mathesis (2) 10 (1900 , p. 224; T. Muir,
Proc. R. Soc. Edinb. 24 (1901/3), p. 102.*

58) B.Frénicle?); Jacques Bernowlli %), p.118; H. F. Scherk, Math, Abh., Berlin
1825, p. 67; A.Cournot, Bull. gc. math. astr. phys. chim. 11 (1829), p. 93; Ch. Famus,
J. reine angew. Math. 11 (1834), p. 353; O. Terquem, J. math. pures appl. (1) 4
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4 E. Netto. 12. Analyse combinatoire. H. Vogt.

n A n de m éléments «;, dy, ..., a,, dans lesquelles pour @ — 1,
2, ..., m chaque élément «, entre un nombre de fois égal ou inférieur

~

2 «;, est égal au coefficient de 2" dans le développement du produit
e
1—a
LLe cas le plus simple est celui ot tous les nombres «; sont égaux
3 un méme nombre p; les eombinaisons ainsi considérées sont appelées

par D. André®) combinaisons réguliéres d'ordre p de m éléments n a n.
Le nombre de ces combinaisons, qu'il désigne par (m, 1),, a pour valeur

(m, ")p = 2(~ 1)1 c 1",:‘,""(”“)’

A variant de O au quotient entier de » par p + 1; on peut le calculer
an moyen d'un triangle arithmétique particulier d’aprées la formule

k=p
(m, n), = ;.2=:)(m —1, n— k),

D. André®t) appelle combinaisons générales de m éléments distincts
Ay Agy- -5 Ag, By, By, ..., By, ... les groupes que Yon peut former
en prenant » de ces éléments de toutes les maniéres possibles de telle
fagcon que, a, b, ¢, ... désignant des nombres donnés, distinets ou non,
les lettres A puissent entrer chacune dans le méme groupe jusqu'a
@ fois, les lettres B jusqu’a b fois, ete. Il indique le moyen de caleuler
le nombre de ces combinaisons.*

Les conditions restrictives auxquelles peuvent &tre soumis les
arrangements simples ou complets de » éléments, concernent soit la
place occupée par les éléments comme dans les permutations, soit la
nature des éléments ou le mombre de fois que chacun peut entrer
comme dans les combinaisons. ,D. André étudie les arrangements
complets de n éléments p & p, contenant tous les éléments ou satis-
faisant & d’autres conditions restrictives®®).*

10. Combinaisons dont les éléments ont une somme donnde.
Décomposition d'un nombre en une somme de plusieurs autres.
Lorsque les » éléments dont on forme des arrangements ou des com-
binaisons sont des nombres entiers, il y a lieu de chercher le nombre
de ces arrangements ou combinaisons dont les éléments ont une somme
donnée m. Le cas le plus important est celui ol les % éléments sont

(1839), p. 177; Ad. Weiss, J. reine angew. Math. 84 (1847), p. 255; 38 (1849), p-107;
L. Ottinger 1%).

54) ,Ann. Ee. Norm. (2) 5 (1876), p. 155.*

55) ,C. R. Acad. sc. Paris 87 (1878), p. 838; Bull. Soc. math, France 5
(1876/7), p. 150;,7 (1878/9), p. 43.* .
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10. Combinaisons dont les éléments ont une somme donnée. 75

les # premiers nombres naturels; un cas voisin de celui-la est celui ot
les »# éléments gont % nombres naturels conséeutifs.

Le nombre des arrangements complets, p & p, des nombres %,
k+1, k+2,..., de somme m, est égal & Chi s _1_4p; le nombre
total des arrangements complets, p & p, des nombres 1, 2,..., %, de
somme m, lorsqu'on donne & p toutes les valeurs possibles, est égal
au coefficient de =* dans le développement de la fraction

Z+22+"'+Z"

R JE—

suivant les puissances croissantes de 2.5%) A ces questions se rattache
le probleme traité par C.W. Buur®): On a n dés & m faces numé-
rotées de 1 & m; de combien de maniéres peut-on amener une somme
a? Ce probléme a été repris par D. André comme application des
combinaisons régulieres54).*

Le caleul du nombre des arrangements simples ou complets de
n éléments entiers positifs, de somme m, se raméne a celui du nombre
des combinaisons analogues des mémes éléments. Il existe des for-
mules directes ou récurrentes pour déterminer le nombre des arrange-
ments et des combinaisons des premiers nombres entiers positifs pris
p 4 p, de fagon & obtenir une somme m;%) L. Euler a démontré que
le nombre des combinaisons simples des nombres 1, 2,3,..., de somme
m, est égal au nombre des combinaisons completes des nombres impairs,
1,3,5,..., de somme . %)

Il se peut qu'un nombre entier soit, de plusieurs manieres, la
somme de plusieurs autres nombres entiers soumis & des conditions
données. La détermination du nombre de décompositions possibles d’un
nombre, en termes additifs de nature donnée, a d’abord été faite par
L. Euler®); ce nombre s’exprime par le coefficient d'un terme parti-
culier dans le développement d’une certaine fonction rationnelle. Dans
le développement du produit

z=(1+a2)(1 + 2f2) (L +272) ...

56) A. Cayley, Messenger math, (2) 6 (1876), p. 188; Papers 10, Cambr. 1896,
p. 16; J. Hermes, Math. Ann. 45 (1894), p. 371; 47 (18?6), p- 281.

57) ,Z.Math. Phys. 2 (1867), p. 195; voir encore L. Ottinger, J. reine angew.
Math. 67 (1867), p. 334.*

58) H. F. Scherk, J. reine angew. Math. 8 (1828), p. 96; M. A. Stern, id. 21
(1840), p. 91, 177; 95 (1883), p. 102; K. Reich, Archiv Math. Phys. (2) 11 (1892),
p. 226; A. Holtze, id. p. 310; M. Kusckniriuk, Progr. Mihrisch-Trilbau 1895;
E. Netto, Combin. 42), p. 137.

59) L. Euler, Introd. in analysin infin. 1, Lausanne 1748, chap. 16; trad.
J. B. Labey, 1, Paris, an IV, p. 234.
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76 E. Netto. 12. Analyse combinatoire. H. Vogt.

suivant les puissances de x et de z, le coefficient de z"2™ exprime le
nombre des décompositions possibles de » en une somme de n: termes
différents pris dans la suite e, B, 7,...; si ces derniers nombres sont
ceux de la suite 1, 2, 3, ... des nombres naturels, le coefficient con-
5idéré est celui de z” dans le développement de Yexpression

A" —0) (1 —ah) (1 =29 (L —a")]7
si dans z on fait 2 =1, le coefficient de z* exprime le nombre des
décompositions possibles de » en une somme d’'un nombre indéter-
miné de termes différents pris dans la suite «, 8, »,... ,Dans le dé-
veloppement de I’expression
z=[1—z%2) (1 —af2)..-(1 —2*2)]?

suivant les puissances croissantes de z et de 2, le coefficient de a™2™
exprime le nombre des décompositions possibles du nombre 7 en une
somme de m nombres, différents ou non, pris dans la suite «, 8, 7, .. .;
si ces derniers nombres sont ceux de la suite naturelle 1, 2, 3,...,
le coefficient considéré est celui de 2" dans le développement de

[A—a) (1 —a%)--- 1 =2
si dans z" on fait 2 =1, le coefficient de z* exprime le nombre des
décompositions possibles de # en une somme d’un nombre indéterminé
de termes égaux ou différents pris dans la suite o, 8, 7,... ). Ces
questions se rattachent naturellement & Ila formule®0)

(1 — x) (1 — .’l:2> (1 — (1;3) R V(_ 1>rx'%‘(3"zi’)'t

Les applications de I’Analyse & la partition des nombres et aux
combinaisons de somme donnée ont fait I'objet de nombreux travaux.
A. Cayley et J. J. Sylvester, en particulier, ont indigué des moyens rapides
et construit des Tables pour calculer les coefficients d’Euler et d’autres
plus généraux®); oJ. J. Sylvester a transformé la question et &’est servi de

60) ,L. Euler, Comm. Acad. Petrop. 13 (1741/8), éd. 1751, p. 64; en partic.
p.- 93; Novi Comm. Acad. Petrop. 3 (1750 1), éd. 1753, p. 159 {1750]; 5 (1754/5),
éd. 1760, p. 78[1754]; Commentat. Arith. 1, S* Pétersb. 1849, p. 93,235; C. G.J.
Jacobi, J. reine angew. Math. 37 (1848), p. 67; Werke 2, Berlin 1882, p. 226;
L. Goldschmidt, Z. Math. Phys. 38 (1893), p. 121.*

61) H. Warburton, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1849), p. 471/2 [1847];
J. Herschel, Philos. Trans, London 140 (1850), p. 399; C. Wasmund, Archiv Math.
Phys. (1) 21 (1853), p. 228; (1) 34 (1860), p. 440; N. M. Ferrers, cité par J. J. Sylvester,
London, Edinb. Dublin philos. mag. (4) 5 (1853), p. 201 (en note); A. Cayley, Philos.
Trans. London 146 (1856), p. 127 [1855]; 148 (1858), p. 47 [1857]; Papers 2,
Cambr. 1889, p. 235, 506; F. Fad di Bruno, Ann. sc. mat. fis. 7 (1856), p. 313;
F. Brioschi, id. 8 (1857), p. 5; J. J. Sylvester, id. 8 (1857), p. 12; Quart. J. pure
appl. math. 1 (1857), p. 81,141; Londomn, Edinb. Dublin philos. mag. (4) 16 (1858),
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10. Décomposition en une somme. 11. Applications aux produits. i

représenvtations géométriques désignées sous le nom de graphs?). P. A.
oMac Mahon a fait lhistorique de ces recherches et les a considéra-
blement augmentées %), soit en considérant des groupes de deux nombres,
goit en cherchant la partition parfaite d'un nombre n, c'est-a-dire sa
décomposition en éléments au moyen desquels peuvent se composer
tous les nombres inférieurs 4 n. Ces questions intéressent également
la théorie des nombres, celle des invariants, I’Analyse indéterminée et
le Calcul des probabilités.

11. Applications aux produits de facteurs. Au lieu d’envisager
les arrangements ou les combinaisons d’éléments entiers, au point de
vue de la somme de ces éléments, on peut les étudier au point de vue
du produit des éléments qui y entrent; il y a du reste correspondance
univoque entre les combinaisons simples ou complétes de nombres
pris p & p et les produits de p facteurs égaux a ces nombres; c'est
pour cette raison que les propriétés des combinaisons ont été énoncées
par la plupart des auteurs jusqu'au milieu du 19° siécle comme des
propriétés de produits de facteurs.

Tout nombre entier 2 peut étre considéré, en général de plusieurs
maniéres, comme un produit de facteurs dont le nombre et la nature
peuvent étre soumis & des conditions restrictives®). Lorsque le nombre
# est un produit de ¢ facteurs premiers tous différents, et qu'on veut
le mettre sous forme d’un produit de % facteurs, £ < ¢, le nombre des
décompositions possibles est le coefficient de 22~* dans le développe-
ment de

[(A—2) (1 —22)--- (1 — k)]

et il a pour valeur

p. 869; Amer. J. math. 5 (1882), p. 119, 2561; C. R. Acad. sc. Paris 96 (1883),
p. 743, 1110, 1276; Proc. London math. Soc. 28 (1896/7), p. 83; J. W. L. Glaisher,
C. B. Acad. sc. Paris 80 (1875), p. 2565; Th. von Oppolzer, Math. Ann. 13 (1878),
p. 405; F. Faa di Bruno, C. R. Acad. sc. Paris 86 (1878), p. 1189; J. reine angew.
Math. 85 (1878), p. 317; E. 4. A. David, C. R. Acad. sc. Paris 90 (1880), p. 1344; 91
(1880), p. 621; F. Franklin, id. 92 (1881), p. 448; J.J. Sylvester, John Hopkins
Univ. Circul. 2 (1882/3), p.70; K. Th. Vahlen, J. reine angew. Math. 112 (1893), p. 1;
Daublebsky von Sterneck, Sitzgsb. Akad. Wien 105II» 1896, p. 875; 106 1I* 1897, p.115.

62) Amer. J. math. 5 (1882), p. 251.

63) P. A. Mac-Mahon, Quart. J. pure appl. math. 21 (1886), p. 367; Messenger
math. (2) 20 (1890/1), p. 103; Proc. London math. Soc. 28 (1896/7), p. 10; index
bibliogr. id. p. 82; Philos. Trans. London 184 4 (1893), p. 835; 185 a (1894), p. 111;
187 4 (1896), p. 619; 1924 (1899), p. 851,

64) A. von Ettinghausen %), p. 295/6; A. Cournot*%); A.F. Mibius, J. reine
angew. Math. 9 (1832), p. 105; Werke 4, Leipzig 1887, p. 591; Ch. Ramus, J. xeine
angew. Math. 11 (1834), p. 8563; E. Netto, Combin. *%), p, 168/88,
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78 E. Netto. 12, Analyse combinatoire. H. Vogt.

=gl () E—v+(G) E—2— £ (5]
ce nombre est aussi la somme des produits constitués par les combi-
naisons complétes des nombres 1, 2,...,% pris ¢ — %k & ¢ — k. Lors-
que le nombre # est formé de facteurs premiers non tous disfincts, le
probléme est plus compliqué.

A. F. Mobius®) a étudié les arrangements complets dont le pro-
duit des éléments pris en nombre indéterminé est égal & un nombre
donné. Chr. Kramp®) et A.von Ettinghausen') ont étudié la somme
des produits constitués par les combinaisons, simples ou complétes,
d’éléments donnés entiers®®). La somme des produits simples p— 1 &
@ — 4 des nombres 1,2,3,..., p — 1 est égale a

2 p! at+btet---=1y,
alblel-. . 1a263c...7 (a+2b—|—3c+---=y)’
c’est le coefficient de 2#—? dans le développement de

(L +2) (A +22)---[1 4 (& —Da];

de méme la somme des produits formés par les combinaisons com-
pléetes des nombres 1,2,...,4, pris u—41 & u— A1 est égale a

2 w! at+b4c4 - =12 3
alblel - - (ANa(@p (8Y)e-..? (a+2b+3c—|—---=u)’

c'est le coefficient de z“~* dans le développement de
A=)l —22)---(1 —Aix)]""

H. F. Scherk®) a considéré les combinaisons simples des nombres
1,2,...,n, pris p & p, puis, ayant rangé, dans chaque combinaison,
les éléments de cette combinaison par ordre de grandeur croissante,
il a augmenté le premier élément de O, le second de 1, le troi-
sieme de 2,...; il a fait le produit des p nombres ainsi obtenus et
a considéré la somme des C} produits formés. Il a considéré, de
méme, les combinaisons completes des mémes nombres, en retranchant

cette fois, des éléments successifs de chacune d’elles, les nombres
0,1, 2,...

12. Autres applications. La théorie des combinaisons présente
de nombreuses applications non seulement & la théorie des nombres

66) S. F. Lacroiz, Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral 3 (1° éd.
Paris an VIII), 2° éd. Paris 1819, p. 26; L.D. H. Picquet, J. math. spéc. (3) 2
(1888), p. 150, 172, 196.

66) Voir encore M. A. Stern, J. reine angew. Math. 18 (1838), p. 375; O. Ter-
quem, J. math. pures appl. (1) 3 (1838), p. 656; K. Weihrauch, Z. Math, Phys. 20
(1875), P. 116; E. Netto, Combin. #?), p. 185.

67) H. F. Scherk, J. reine angew. Math. 3 (1828), p. 96; 11 (1834), p. 226.
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et an Calcul des probabilités, mais encore 3 la Géométrie; sans les
mentionner toutes, nous citerons les suivantes:

La recherche du nombre de maniéres dont on peut effectuer
une somme de # termes, ou un produit de n facteurs, en réunissant
de proche en proche certains de ces termes en sommes ou en pro-
duits partiels, d’apres une loi donnée, de toutes les maniéres possibles ).

La recherche du nombre P, de manitres dont on peut décomposer
un polygone de 2 cOtés en triangles par des diagonales. Ce dernier
probléme, proposé par L. Euler, a été résolu d’abord par J. 4. de Segner #%);
lenombre cherché satisfait & 1a relation de récurrence #P, ,=(4n—6)P,,
ot est égal &

1 —2
P Cenls-

La question, reprise par G. Lame, Olinde Rodrigues, J. P. M. Binet ™),
a 6té généralisée par E. Prouhet™); le nombre de maniéres de dé-
composer un polygone convexe de # cOtés en d -+ 1 parties au moyen
de d diagonales qui ne se coupent pas, est égal a™)

1 d
moi—srn-

Entre les nombres de permutations, d’arrangements et de combi-
naisons de » objets, existent un grand nombre de relations qui ont été
autrefois réunies par C.F. Hindenburg "®); & ces relations se rattachent
du reste celles qui existent entre les coefficients du binome dont nous
parlerons plus loin.

13. Ternes ou Triades. Une branche de I’Analyse combinatoire
dont l'importance se manifeste surtout dans V'étude des groupes de
substitutions, est la théorie des ternes ou d#riades dont lorigine se
trouve™) dans les problémes suivants proposés indépendamment l'un
de T'autre par J. Steiner et T. P. Kirkman.

68) ,J. D. Gergonne, Ann. math. pures appl. 11 (1820/1), p. 165; E. Catalan,
J. math. pures appl. (1) 8 (1838), p. 515; (1) 6 (1841), p. T4; Olinde Rodrigues
id. (1) 3 (1838), p. 649; E. Schréder, Z. Math. Phys. 15 (1870), p. 361.%

69) ,Novi Comm. Acad. Petrop. 7 (1758/9), éd. 1761, p. 203; la formule citée
se trouve dans le Résumé, en téte du volume p. 13.*

70) ,J. math. pures appl. (1) 8 (1838), p. 605, 547; (1) 4 (1839), p. 79.*

71) ,Nouv. Ann. math. (2) 5 (1866), p. 384.*

72) ,E. Lucas, Théorie des nombres 1, Paris 1891, p. 93.*

73) Infinitomii Dignitatum, Géttingue 1779; Novi Syst. ”); Samml. combi-
nat, ®) 1, Leipzig 1796; 2, Leipzig 1800. Voir aussi J. 4. Grunert, Archiv Math.
Phys. (1) 1 (1841), p. 67; J. G. Hagen, Synopsis der hoheren Math. 1, Berlin 1891,
Abschuitt 111; E. Netto, Combin. *%), p. 246/58.

74) L'historique est indiqué par E. Netio, Combin. *%), p. 202 et suiv.
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Le probleme de J. Steiner™) est le suivant: 1°) Pour ‘quelles
valeurs de N peut-on constituer, au moyen de N éléments, des groupes
de trois (ternes ou triades) contenant une et une seule fois chaque
groupe de deux éléments (ambe ou duade)? Lorsque le probléme est
possible, combien peut-on constituer de groupements distinets en
triades avec N éléments donnés, ces groupements ne se déduisant pas
T'un de l'autre par une simple permutation des éléments? 2°) Peut-on,
au moyen de N éléments donnant liew & un groupement en triades
constituer des groupes de quatre (quaternes ou tétrades), de fagon que
trois éléments d'une des triades formées ne soient jamais dans une
tétrade, et que trois éléments n'entrant pas dans une méme triade
solent toujours une fois et une seule dans une tétrade? 3°) Peut-on,
de méme, avec les N éléments précédents donnant lieu & un groupe-
ment en tétrades, constituer des groupes de cing (pentades), satisfaisant
a des conditions analogues? etec.

La partie du probleme relative aux triades est résolue; les autres
parties sont plus difficiles & résoudre et ont fait I'objet de peu de
travaux™). Il faut d’abord que N soit de la forme 6n + 1 ou 6n+3;
cette condition est suffisante pour I'existence des friades, dont le nombre
est § N(N—1) et pour celle des ftrades dont le nombre est
2 N(®@ — 1) (N — 3); mais N doit &tre soumis & d’autres restrictions
pour lexistence des groupes suivants: penfades, etec. Par exemple,
pour N="T, il y a T triades, caractérisées par les indices

123, 145, 167, 246, 257, 347, 356
et T tétrades, caractérisées par les indices
1247, 1256, 1346, 1357, 2345, 2367, 4567;

mais il n'existe aucune pentade satisfaisant aux conditions voulues.
La démonstration de l'existence d'un systeme de triades de
N=6n-+1 ou 6n 4 3 éléments et la construction effective dun tel
systéme ont été effectuées pour la premiere fois par M. Reiss™) en
déduisant du cas de N éléments ceux de 2N 4+ 1 et 2N — H éléments.
Une démonstration et un mode de formation indépendants des précé-
dents et donnant un nombre plus étendu de solutions sont dus &
E. Hastings Moore™). Lorsque N est un nombre premier de la forme

76) J. reine angew. Math. 45 (1853), p. 181; Werke 2, Berlin 1882, p. 437.

76) W. Lea, Math. Quest. Educ. Times 9 (1868), p. 35; W. Lea et T. P.
Kirkman, id. 11 (1869), p. 97; W. Lea, id. 22 (1874), p. T4; G. Brunel a résolu
le probléme complet pour N = 7, 9, 15 [Procés-verbaux Soc. sciences Bordeaux
1896/7, p. 37].

77) J. reine angew. Math. 56 (1859), p. 826 [1856].

78) Math. Ann. 43 (1893), p. 271.
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13. Ternes ou Triades. 81

62+ 1, un mode de formation simple et direct d'un systeme de
triades de N éléments a été donné par E. Netto; les i N(N—1)
=n(6n + 1) triades de ce systéme se partagent en n groupes ren-
fermant chacun N friades; celles d'un méme groupe se déduisent de
l'une d'entre elles en augmentant d'un méme nombre les indices des
3 éléments qui la composent, et elles forment un systeme cyclique.
(e mode de formation et de répartition des triades en systémes cycli-
ques a été étendu par E. Neflo au cas od le nombre N a la forme
6724+ 3 et est le triple d'un mnombre premier de la forme 6% + 5,
puis par L. Heffter au cas ol le nombre 6%+ 3 est le triple d'un
nombre premier quelconque, ainsi qu'a d’autres cas spéciaux et & tous
les nombres inférieurs & 100.7) Ces questions qui se rattachent a
la théorie des groupes de substitutions, ont été approfondies, au point
de vue de cette théorie, par M. Nocther, E. Netto et E. H. Moore®®).

Le probleme des friades a, pour N > 9, plusieurs solutions dis-
tinctes, non réductibles I'une & l'autre par un changement d'indices;
par exemple pour N = 13, il posséde deux solutions; pour N = 15,
plus de deux?!).

Jorsque N n'a pas la forme 6%+ 1 ou 6% 4 3, on peut chercher
quel est le plus grand nombre Q de triades que l'on peut former, si
une méme duade ne doit jamais figurer deux fois dans I'ensemble.
T. P. Kirkman®?) avait donné, sans démonstration, des résultats en
partie inexacts, qui ont été rectifiés par G. Brunel®); on a

3e=4v(¥—-1)—v,
avec
v=0 pour N=06%+1 et 6n+4 3,
v=4 pour N=6n—1,
= LN pour N=6xn et 6n + 2,
v=4~N-+1 pour N=6n— 2"

79) E. Netto, Math. Ann. 42 (1893), p. 143; Combin, %), chap. 10; L. Heffter,
Math, Ann, 49 (1897), p. 101.

80) M. Noether, Math. Ann. 15 (1879), p. 89; E. Netto, Substitutionentheorie,
Leipzig 1882, p. 220; E. H. Moore, Math. Ann. 43 (1893), p. 271; 60 (1898),
p. 2256; Bull. Amer. math. Soc. 4 (1897/8), p. 11.

81) Jan de Vries, Rend. Circ. mat. Palermo 81 (1894), p. 222; E. H. Moore,
id. 91 (1895), p. 86; ,G. Brunel, Mém. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux (4) 6, extraits
des proces-verbaux, p. XLVII, [1894]; Ass. fr. avanc. sc. 24 (Bordeaux) 18957,
p.180; 18953 p.145; K. Zulauf, Diss. Giessen, éd. Darmstadt, 1897; G. Brunel,
mém. posth: J. math. pures appl. (6) 7 (1901), p. 305; Mém. Soc. sc. phys. nat.
Bordeaux (6) 2 (1903), p. 1.*

82) ,Cambr. Dublin math. J. 2 (1847), p. 191.*

83) ,G. Brunel, Procés-verbaux Soc. sciences Bordeaux (1895/6), p. 40.*

Eneyclop. dea scienc. mathémat, I 1. 6
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82 E. Netto. 12. Analyse combinatowre. H. Vogt

Les problemes d’Analyse combinatoire relatifs aux triades com-
portent la recherche des différentes manitres de grouper en tableaux
toutes les triades possibles de N éléments suivant certaines lois.
A. Cayley et B. R. Anstice®) ont examiné des cas particuliers.

Le probleme de 7. P. Kirkinan ) ou des 15 demoiselles est le suivant:
Quinze demoiselles vont chaque jour em promenade trois par trois;
les disposer de fagon que, dans le cours d’une semaine, chacune d'elles
soit une fois, et une seule, avec chacune des autres. Ce probléme peut
étre énoncé dans le cas général de la fagon suivante: étant domnés
N=26%n + 3 éléments, que l'on peut grouper en triades, le nombre
total des triades étant (2n+4 1) (Bn+ 1), ranger ces triades en 3n+41
ensembles de 2% + 1 triades de fagon que, dans chaque ensemble, les
6n + 3 éléments entrent une fois et une seule; le cas de n =1 con-
stitue un probleme de F. Walecki, cité par E. Lucas %°).

O Brunel®) a généralisé les questions précédentes. Si l'on
figure les N éléments par des points, les duades sont représentées par
les lignes joignant les points deux & deux; la détermination d'un
systeme de triades revient & la construction d'un ensemble de triangles
tel que chaque ligne apparaisse dans un triangle et un seul. Ceci
posé, G. Brunel se demande si l'on peut épuiser toutes les duades,
sans omission ni répétition, en tragant un systéme de polygones fermés
24, oudd, ..., oud vcdtés. Les groupes correspondant aux divers
polygones, sont appelés quadricycles, pentacycles, ..., et en général
v-cycles.

Pour v =4, il faut, pour que le probleme soit possible, que

=8k+1; il y a alors dans chaque systeme possible k(8% + 1)
quadricycles, que l'on peut former par une généralisation du pro-
cédé de E. Netto. En général, on peut distribuer en un systéme de
n-cycles les %(2n -+ 1) duades formées avec (2 + 1) éléments, de
fagon que chaque duade figure une fois et une seule dans chaque
systéme.

84) A. Cayley, London Edinb. Dublin phijlos. mag. 37 (1850), p. 50; (4)
25 (1863), p. 59; (4) 30 (1865), p. 370; Papers1, Cambr. 1889, p. 481; 5, Cambr.
1892, p. 95,493; R. R. Anstice, Cambr. Dublin math. J. 7 (1852), p. 279; 8 (1853),
p. 149.

85) Cambr. Dublin math. J. 2 (1847), p. 191; 5 (1850), p. 260; 8 (1853),
p. 38; London Edinb. Dublin philos. mag. 87 (1850), p. 169; 7. Clausen,
Archiv Math. Phys. (1) 21 (1853), p. 93; A. H. Frost, Quart. J. pure appl. math.
11 (1871), p. 26.

86) Récréations math. 2, Paris 1883, p. 183; W. Ahrens, Math. Unterh. und
Spiele, Leipzig 1901, p. 2567, 274.

87) ,Proc.-verb. Bordesux %), 1894/5, p. 56; 1895/6, p. 6,568; 1898/9, p. 59, T1.*
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14, Développement de la puissance d'un polynome. 83

A ces différentes questions se rattachent d’ailleurs les problemes
considérés par D. André dans son Organisation des assauts completss).

D'autres généralisations sont équivalentes au probléeme suivant:
la configuration régulidre la plus simple de l'espace & ¥ — 1 dimen-
sions peut-elle étre formée, sans omission ni répétition d’arétes, par
w ensemble de configurations régulieres de l'espace & P — 1 dimen-
gions, P étant inférieur ou égal & N? Pour P = 3, on a le probleme
des triades. Pour P =4, 5,..., si les configurations sont les plus

simples, on & des problémes analogues avec des tétrades, pentades, . . .;

", . . N—1 NN —1)
des conditions nécessaires sont alors, que ——- et - ® =1
entiers, mais ces conditions ne sont pas toujours suffisantes. Si les
configurations sont plus compliquées, on a des problémes qui sont la

généralisation de ceux des cycles.*

solent

14. Développement de la puissance d'un polynome. La formule
du binome, dans le cas d'un exposant entier et positif, est

p=m
(z+ a)™ =ZOC,’,’. a’z" ",
p:

Cr étant le nombre des combinaisons simples de m éléments p & p.

Le caleul des coefficients successifs a été indiqué pour la premiére
fois par M. Stifel®) qui a donné la loi numérique de récurrence ex-
primée aujourd’hui par la formule

Ch=0Cri+ C:;:i;

B. Pascal ®) a construit, d’aprés cette relation, le triangle arithmetique

1
11 ‘
12 1

13 3 1

14 6 41

15

10 10 5 1
ol chaque nombre est égal & celui qui est au-dessus de lui,
angmenté de celui qui précéde ce dernier dans la méme ligne; la
(n+ 1)° ligne de ce triangle donne les coefficients du développement
de (z + a)

88) ,Bull. Soc. philom. Paris (9) 2, 1899/1900, p. 45/73.*
89) M. Stifel, Arithmetica integra, Nuremberg 1544, fol. 44°; cf. P. Tannery,
Interméd. math. 3 (1896), p. 98 (Question 615).
90) Traité du triangle arith. !)
6*
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84 E. Netto. 12. Analyse combinatoire. H. Vogt.

JL’écriture actuelle de la valeur des coefficients C7., en fonction
de m et de p, repose sur la formule de récurrence

m— 1 -1
Orlri:—_';:—l— Clzl’l ’

celle-ci se trouve énoncée par B. Pascal de deux maniéres diffé-
rentes, dont V'une lui appartient, tandis que Vautre est de P. Fermat®).
De cette formule, B. Pascal et ses contemporains auraient pu déduire,
g'lls 'avaient voulu, 'expression de C}, sous forme de fraction, mais
ce n'était pas dans les habitudes de leur temps. I. Newton %) a écrit
le premier la formule du binome sous la forme actuelle; dans le cas
de m entier positif, sa formule n’était pas nouvelle et n'était que la
transcription de résultats connus; c'est l'extension au cas de m quel-
conque qui caractérise la découverte de . Newton.* Jacques Bernoulli®)
insiste sur les propriétés du triangle arithmétique au point de vue de
la théorie des combinaisons. Entre les coefficients du binome existent
du reste une grande quantité de relations dont la plupart peuvent
étre énoncées sous forme combinatoire; elles se rapportent aux sommes
de ces coefficients, aux sommes de leurs carrés, etc.; elles sont dues
& J. L. Lagrange®*), L. Euler %%), Vallés*®), A. L. Cauchy "), F. Arnd %),
H. A Rothe, Chr. Kramp, ete. leur énumération serait longue; elles
sont d'ailleurs indiquées et classées par J. G. Hagen %) et par E. Nelto 19%),

La formule donnant le développement d'une puissance positive et
entidre d’'un polynome

91) ,B. Pascal, Traité des ordres numériques; (Op. posth.) Paris 1685, prop. XI
[1664]; (Euvres, éd. Hachette 3, Paris 1880, p. 271; P. Fermat, Note dans une
lottre & M. Mersenne écrite en 1636; (Euvres, éd. Ch. Hemry et P. Tannery 2,
Paris 1894, p. 70.*

92) ,Lettres & Oldenbourg, datées 13 Juin et 24 Oct. 1676; Opuscula éd.
J. Castillon 1, Lausanne et Gendve 1744, p. 318, 324; Comm. epist. J. Collins et
aliorum, Londres 1712, éd. E. Biot, Paris 1856, p. 103, 122.*

93) Ars conjectandi %), p. 87.

94) Misc. Taurinensia 5, 1770/3, math. p. 167; (Euvres 2, Paris 1868, p. 175.

95) Acte Acad. Petrop. 6 (1781) I, éd. 1784, math. p. 74.

96) Ann. math. pures appl. 16 (1825/6), p. 263.

97) Exercices math. 1, Paris 1826, p. 49; (Euvres (2) 6, Paris 1887, p. 68.

98) Archiv Math. Phys. (1) 8 (1843), p. 256; J. reine angew. Math. 31 (1846),
p. 241.

99) Synopsis ”%) 1, p. 62.

100) Combin. %), p. 246. Voir aussi G. Eisenstein, Abh. Gesch. Math. 7 (1895),
p- 193 [1849]; M. Cantor, Z. Math. Phys. 2 (1857), p- 65; D. André, Nouv. Ann.
math. (2) 10 (1871), p. 74, 221; (2) 12 (1873), p. 84; L. D. H. Picquet, J. math.
spée. (3) 2 (1888), p. 150, 172, 196; 0. Schlomileh, Z. Math. Phys. 33 (1888), p. 190;
@. Vivanti, id. p. 868; P. Mansion, Mathesis (2) 10 (1900), p. 159.
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(“+b+6+'--)"‘=2;$;!—ma"bﬂcﬂ.. (a+ﬂ+y+=m)

peut dtre rattachée & une remarque due & G. W. Leibniz dans une
lettre ) & Jean Bernoulli. Le nombre des termes du développement
est égal & I'm, si p est le nombre des éléments a, b, ¢,...*%) On

déduit de 13 le nombre des termes d’'un polynome complet du degré
(m —+ n)! 103)
m!n! '

En particulier, les coefficients du développement de (@ +b4-c)™
peuvent étre calculés au moyen d’un fctraédre arithmélique'®t).

m & n variables; il est égal &

15. Généralisations. Les coefficients du binome rentrent dans
les nombres figurés dont 'étude a été faite surtout au point de vue
arithmétique®®) et g’est considérablement étendue.

Les diagonales allant, dans le #riangle arithmétique de Pascal®),
de gauche en haut & droite en bas, constituent les suites

1,1, 1, 1,...... , 1,
1,2 3, 4 ... , (1),
1,3 6 10,...... ("D,
1, 4, 10, 20, ...... , ("‘j2),

qui fournissent les nombres figurés proprement dits. Le m® terme de
la (k4 1)* de ces suites,

Ff = ("t

est le m® mombre figuré d’ordre k1%). Ce nom provient de linter-
prétation géométrique donnée & FY comme nombre triangulaire et &
FY comme nombre tétraédral. On a dailleurs

101) datée 6/16 Mai 1695; Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math. Schr. 3, Halle
1835, p. 175; Voir aussi Jacques Berroull:, (op. posth.), Opera 2, Gendve 1744,
p. 993; A. de Moivre, Philos. Trans. London 19 (1695/7), p. 619.

102) Ch. J. Brianchon, J. Ec. polyt., cah. 26 (1887), p. 158; E. Catalan,
J. math. pures appl. (1) 8 (1838), p. 1115 L. Ottinger 3.

103) J. D. Gergonne, Ann. math. pures appl. 4 (1813/4), p. 115; 13 (1822/3),
p. 282; A. M. Ampére, id. 15 (1824/5), p. 869. Cf. J. A. Serret, Alg. sup. 5° éd.
Paris 1885, p. 144/5.

104) C. A. Luisant, Bull. Soc. math. France 19 (1890/1), p. 18.

105) P. Fermat, Observations sur Diophante; Fuvres, éd. Ch. Henry et
P. Tannery 1, Paris 1891, p. 341.

106) On peut aussi introduire les nombres fignrés comme sommes de facto-
rielles; voir E. Lucus, Théorie des nombres*#) 1, p. &6.
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FotP=FP+ FP 4.+ F) = Fi2) 4+ PR,
et
Fr(:) - 01’:._”‘_1 107).
A ces nombres figurés viennent #’'en adjoindre d’autres parmi
lesquels nous citerons les nombres polygonaux a p cotés (cf. 11, 13)
qui sont de la forme

=N+ @-2(3), =m=12.)

~

et les nombres pyramidaux & p faces qui sont de la forme
1 1
22— ("F) + -2 ("‘j" ), (m—12..)

et que l'on peut aussi interpréter géométriquement.

M. & Ocagne®®) a donné une généralisation du triangle arithmé-
tique dans laquelle figurent des nombres K<’ définis par les relations
de récurrence suivantes qui sont la généralisation de celles de M. Stifel

K=K =1; BP =pKilly + KyZD;
ces nombres se rattachent d’ailleurs a la solution d’une question de
probabilité %),  Les nombres de Bernoulli s'expriment au moyen des
nombres K d’'une maniére simple; on peut du reste les évaluer au
moyen des nombres C; des combinaisons simples!!®).*

JLes coefficients du développement de (1 + z)™ sont les nombres
Cr; ceux du développement de (1 + 2+ 2%+ --- - 2?)™ sont les
nombres (m, n), des combinaisons réguliéres (n° 9) d’ordre p; ils forment,
pour chaque valeur de p, un triangle analogue & celui de B. Pascal
et se présentent dans diverses questions; il en est de méme des
coefficients du développement plus général 1)

Atz +ai+--+oe)A+mt+ai+- )1+ +--0)

107) Les sommes u,, Uy, Uy, . . . des éléments des diagonales dirigées de
gauche en bas & droite en haut, dans le triangle de Pascal, forment une suite
=1, 4 =1, wuy =141, u, =142, uy=143+4+1, 4, =144+ 3,

u, =1+54+6-4+1,...
4 laquelle on & donné le nom de suite de Fibonacci (Léonard de Pise); on les trouve
jusqu'a u,, dans son Liber abbaci [1202; dans le texte qui nous est parvenn
(1228), fol. 124*; Scritti di L. Pisano pubb. da B. Boncompagni 1, Rome 1857,
p. 284]. C’est le premier exemple d’une suite récurrente: on a
Uppy ==ty + Uy g =Up_y + Up_g + -+ %y +uy + 1.

108) ,Amer. J. math. 9 (1887), p. 353; 13 (1891), p. 145.*

109) L. D. H. Picquet, Interméd. math. 1 (1894), p. 125 (Question 124).*

110) .M. d’Ocagne, Bull. Soc. math. France 17 (1888/9), p. 107; C. R. Acad.
gc. Paris 106 (1888), p. 731; E. Lucas, Ann. mat. pura appl. (2) 8 (1817), p. 60;
Interméd. math. 4 (1897), p. 259 (Question 1091).*

111) A. de Moivre, Miscellanea analytica, Londres 1730, p. 196; L. Euler,
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N H. Abel a développé (z + «)* sous la forme
@+ Co(z+ B)*
+ Cale—2p) (x+ 20+ Ca(a—3p0 @+ 38"+
qui renferme une quantité arbitraire 8; une généralisation de cette for-
mule est le développement de la méme quantité sous la forme
@+ay=a"+a@+a) " +a@+4+40 4

ol f,1%,... sont des quantités arbitraires®).
A Hurwitz %) indique les généralisations suivantes relatives a la
puissance #° d’un polynome:

(@, +a,+ -+ a + nay
=a?a3”'a’°27|,—|_,,_‘ (ay +rya)1 (a4 rya)=1 '(ak+rka)’k—1)
et
(a’l+a2+"‘+a'1,)(a1 +a2+---+ak+na)""

< aa,---a, 2 " 'r e (al +ray-t.. . (a, + r,‘a)"‘_l.
A. L. Cauchy ™) a donné la formule
(1 +2)(1+tx) -- (1 4+ t*—1z)

(l—t)(l —t"‘l)
TG—pa—

De toutes les expressions analogues & celle du binome, cest le produit
P=a(a+b)(a+2b) - [a+ (»n—1)b]

qui a le plus attiré l'attention des analystes. Lorsque b est égal a 1,

ce produit, considéré comme fonction de a, est appelé factorielle, ou

produit continuel; les coefficients de son développement satisfont a

des relations simples de récurrence. Dans le cas général, P consideré
comme fonction de b et de n #'appelle facultd; lorsque % est entier,

tﬁ2+___+t%”("—1)xnt

Acta Acad. Petrop. 5 (1781) I, éd. 1785, math. p. 76; C. W. Baur, Z. Math. Phys. 2
1857), p. 1965 D. André®%); F.J. Studnicka, Sitzgsh. bohm. Ges. Prag 1879, p. 375.

112) N. H. Abel, J. reine angew. Math. 1 (1826), p. 159; (Buvres, éd. L. Sylow
et S. Lie 1, Christiania 1881, p. 102; A. von Burg, J. reine angew. Math. 1 (1826),
p. 367; A. Cayley [London Edinb. Dublin philos. mag. (4) 6 (1833), p. 185;
Papers 2, Cambr. 1889, p. 102], généralisation élégante, sans démonstration;
E. Lucas, Théorie des nombres %) 1, p. 197; E. Netto, Combin. %), p. 54.

113) ,Z. Math. Phys. 35 (1890), p. 56.*

114) ,C. R. Acad. sc. Paris 10 (1840), p. 178; 17 (1843), p. 627; (Buvres (1)
5, Paris 1885, p. 40, 81; @. Eisenstein, J. reine angew. Math. 28 (1844), p. 44;
E. Catalan, Bull. Soc. math. France 19 (1890 1), p. 145; 20 (1892), p. 40.*
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les coefficients de son développement s’expriment au moyen de sommes
de produits combinatoires; sa généralisation dans le cas ot » n'est plug
entier constitue une fonction dont I'étude sort du domaine actuellt®),

Déterminants,

16. Apercu historique. Lorsqu'on élimine # inconnues entre
n + 1 équations linéaires par rapport & ces inconnues, on est conduit
a égaler & zéro une certaine fonction rationnelle entiére des coefficients
de ces équations; G. W. Leibniz a, le premier, étudié cette fonction et
a énoncé la loi suivant laquelle ses termes successifs se déduisent de
Pun d’eux®). De méme, lorsqu’on régout % équations linéaires par
rapport & » inconnues, les valeurs des inconnues sont des fractions
dont le numérateur et le dénominateur sont des fonctions rationnelles
enticres des coefficients; G. Cramer''") a donné ume régle pour com-
poser ces fonctions. Les expressions ainsi formées furent étudiées par
E. Bézout'®), par P.S. Laplace'*®) qui leur donna le nom de résultantes,
et par A.T. Vandermonde'™). J. L. Lagrange, dans plusieurs de ses
mémoires 1#1), considéra certaines expressions qui sont des déterminants
du froisitme ordre et forma leurs carrés ainsi que leurs réciproques.
C. F. Gauss'*®) considéra les discriminants des formes quadratiques

118) B. Pascal'); L. Euler, Institutiones caleuli differ., S* Pétersb. 1755, p. 832;
A. T. Vandermonde *°) emploie le nom de puissance du second ordre et, dans le
cas de b = — 1, la notation [a]*; Chr. Kramp, Analyse des réfractions astr. et
terrestres, Strasbourg et Leipzig 1799, chap. 3; Ann. math. pures appl. 3 (1812/3),
p. 1: Kramp emploie la notation a™®; a est 1a base, b 1a différence et # I'exposant;
A. M. Ampére, Ann. math. pures appl. 15 (1824/5), p. 869; F. Arndt, J. reine
angew. Math. 31 (1846), p. 241; K. Weierstrass, id. 51 (1856), p. 1 [1854]; Abh.
aus der Funct., Berlin 1886, p. 185; Werke 1, Berlin 1894, p. 153: Weierstrass
discute les travaux de ses devanciers Chr. Kramp, T. Clausen, F. W. Bessel,
M. Okm, A. L. Crelle, L. Ottinger et en fait 'historique; E. Lucas, Mathesis (1)
3 (1883), p. 25.

116) Ms. bibl. Hanovre, daté 1678; lettre & G. F. 4. de U'Hospital, datée
28 IV 1693; Acts Erud. Lps. 1700, p. 206; Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math. Schr. 7,
Halle 1863, p. 5; 2, Berlin 1850, p. 239; 5, Halle 1858, p. 348. Voir aussi
C. I. Gerhardt, Sitzgsb. Akad. Berlin 1891, p. 407; G. Peano, Formulaire math. 3,
Turin et Paris 1901, p. 164.

117) Introd. %), p. 656 et suiv.

118) Hist. Acad. sc. Paris 1764, M. p. 288.

119) id. ?%) 1772 II, M. p. 296; (Buvres 8, p. 397.

120) id. 1772 II, M. p. 518 [1771].

121) Nouv. Mém. Acad. Berlin 4 (1773), éd. 1775, p. 85, 121, 149; (Buvres 3,
Parig 1869, p. 579, 619, 661.

122) Disquisitiones Arithmeticae, Leipzig 1801, n® 154 (trad. 4. Ch. M.
Poullet- Delisle, Paris 1807); Werke 1, Gott. 1870, p. 121,
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16. Aperc¢u historique. 17. Définition et notations. 89

et les désigna sous le nom de déterminants: c'est la lorigine du
mot actuellement employé.

Une étude raisonnée des resultantes en général a été faite par
J. P. M. Binet**) et simultanément, mais d’'une fagon beaucoup plus
complete, par A. L. Cauchy '*) qui employa le mot de déferminant 12)
pour les désigner et trouva la plupart de leurs propriétés fondamenta-
les en partant de la notion de fonction alternde. La théorie des déter-
minants a été exposée d'une fagon didactique par les auteurs que l'on
vient de citer et par C. G. J. Jacobi dans un mémoire qui est fonda-
mental 1*¢). La bibliographie la plus compleéte est celle de T Muir 1%7).

17. Définition et notations. Etant donnés n® éléments g,
représentés par une méme lettre affectée de deux indices variables
de 1 & »n, on forme les #! produits tels que

Aoz Gy,

ol «, f,..., 4 constituent une permutation des » premiers nombres;
on fait précéder chaque produit du signe + ou du signe — suivant
que la permutation «...21 est de premiére ou de deuxitme classe
(° ) [régle de Cramer]. La somme algébrique des résultats est
appelée le déferminant des n® éléments; les produits dont elle est
constituée, accompagnés du signe correspondant, sont les fermes du
déterminant; le terme @, 0,...4a,, est appelé terme principal. Le
nombre n est appelé degré ou ordre du déterminant. Quelquefois on
éerit a}f & la place de ay.

Il existe d’autres définitions d'un déterminant. A. L. Cauchy **)

123) J. Ee. polyt., cah. 16 (1813), p. 280[1812]; (Euvres (2) 1 (1905), sous presse.

124) id., cah. 17 (1815), p. 29 [1812].

125) ,id. p. 51 2* 1l semble cependant que A. L. Cauchy, n’a pas toujours
fait usage de cette locution [cf. par ex. Exercices d’Analyse et de phys. math.
2, Paris 1841, p. 160, ol il ne l'emploie pas]; elle n’est devenue usuelle que
depuis que C. G. J. Jacobi 1*¢) I'a, & son tour, adoptée.

126) J. reine angew. Math. 22 (1841), p. 285; Werke 3, Berlin 1884, p. 855.

127) Quart. J. pure appl. math. 18 (1882), p. 110; 21 (1886), p. 299; London,
Edinb. Dublin philos. mag. (5) 18 (1884), p. 416; Proc. R. Soc. Edinb. 13 (1884/6),
p. 547; 14 (1886/7), p. 452; 15 (1887/8), p. 481; 16 (1888/9), p. 207, 389, T48.
Ces articles ont paru en volume: The theory of determinants in the historical
orders of its development 1, Londres 1830. Voir encore Proc. R. Soc. Edinb.
22 (1897/9), p. 441; 23 (1899/1901), p. 93, 181.

128) J. Ec. polyt. cah. 17 (1815), p. 51 [1812]; Cours d’Analyse de I'Ecole
polyt. 1, Analyse algébrique, Paris 1821, p. 521; Exercices d’Analyse et de phys.
math. 4, Paris 1847, p. 856; (Euvres (2) 1, Paris 1905, sous presse; (2)3, Paris
1897, p. 426; (2) 14 en préparation. Voir encore J. A. Serret, Alg. sup. 8° éd., 1,
Paris 1885, p. 527. '
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90 E. Netto. 12. Théorie des déterminants. H. Vogt.

considere le produit J[(a,— a,), o 7 prend les valeurs 0,1,2,...,n—1,
et & les valeurs 0, 1,2 ..., » — 1 supérieures i ¢; tout terme du
développement de ce produit est de la forme + ay*a,f... a%_;, out les
exposants «, 8, ..., 4 forment une permutation des nombres 0,1, 2,..,
n— 1. 11 suffit déerire les exposants comme seconds indices, pour
que le développement considéré représente le déterminant des élé-
ments ;. A. L. Cauchy considére aussi un déterminant comme un
produit symholique de facteurs composés linéairement au moyen de
paramétres ou clefs algebriques ou anastrophiques*®).  Cette idée se
trouve déja dans la maniére dont H. Grassmann'®) définit les déter-
minants comme produits symboliques de la forme

H(ailel + a6+ - - -+ a8,
avec les conditions
e?'=0, e¢e=—¢e¢, (k%].)

A
E. Schering ') donne dun déterminant une idée géométrique et
analytique. L. Kronecker, dans ses cours professés a 1'Université
de Berlin, reprenait I'idée de G. Cramer et définissait un déterminant
comme une fonction invariante relativement & la composition des
formes linéaires; d’aprés L. Kronecker, un déterminant est une fonction de
n® variables qui est caractérisée par les trois propriétés que voici:
st Pon dispose les »n? variables en un carré formé de n lignes et de
n colonnes, le déterminant est fonction lindaire et homogene des
éléments a,,, Aoy, - - -, @,, de chacune des % lignes; cette fonction
change seulement de signe lorsqu'on transpose deux quelconques

129) C. R. Acad. sc. Paris 36 (1853), p. 70, 129; Buvres (1) 11, Paris 1899,
p. 439; (1)12, Paris 1900, p. 12. Voir aussi B. de Saint Venant, C. R. Acad. sc.
Paris 36 (1853) p. 582.

130) Archiv Math. Phys. (1) 6 (1845), p. 387; Die Ausdehnungslehre, Berlin
1862, p. 20, 27, 87; Werke 1%, Leipzig 1896, p. 28, 34, 43; C. R. Acad. sc. Paris
38 (1854), p. 743. Voir aussi F. Caspary, J. reine angew. Math. 92 (1882), p. 123
[1880]; 95 (1883), p. 86 [1881]; [E. Carvallo, Nouv. Ann. math. (3)10 (1891),
p. 219, 341; E. Miiller, J. reine angew. Math. 115 (1893), p. 236 [1894]; Z. Math.
Phys. 44 (1899), p. 28; R. F. Scott, A treatise on the theory of determinants,
Cambridge 1880, p. 12; V. von Schlegel, Z. Math. Phys. 41, hist.-lit. Abt. (1896),
p- 1, 41.

131) Abh. Ges. Gott. 22 (1877) math.; mém. n° 1, p. 7/8; C. R. Acad. sc.

i=n—k=n —1
Paris 86 (1878), p. 1387. Si I'on développe H[Zaikxk] suivant les puis-
i=1 k=1
sances décroissantes de z,, x,, ... &,, le coefficient de (za,.. .xn)’l est la
valeur réciproque du déterminant |a;|. Cf. C. G.J. Ja.cobz', J. reine angew. Math.
5 (1830), p. 334; Werke 3, Berlin 1884, p. 68; 7. Muir, Trans. R. Soc. Edinb. 40

1 903), p. 615.
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des lignes a,;, agy, ..., 0, €t a,;, ay;, ..., a,, de ce carré; elle se
péduit & + 1 pour @y —=ag,=---=a,,=1 et a, =0 (z§k) 189),
JOh. Méray *3%) établit une théorie des déterminants en partant de la
résolution des équations linéaires™

Les notations les plus usitées pour les déterminants sont: celle

de A. L. Cauchy '**)
S(& @irs Aoz - - Cnp)s
celle de A. Cayley %)

8| « f 7
’ ’ ’
o, ’ ﬂ, » o ﬂ 7 y "y
” 7 ”
e B7 p
celle de C. . J. Jacobi %) qui écrit: déterminant du systéme
Ay Oy - Gy,
gy Qgg ... Gy,
. a‘nl a'n2 a’nn ’
et la notation
lay, a, Ay p
A3y dye ag,
Gy By .. Oy,

qui participe des deux précédentes. Dans les irois derniéres notations
les éléments sont disposés en carré dans # lignes et » colonnes de
fagon que l'une des deux diagonales renferme le terme principal
@y4 Qg - - . @, cette diagonale est dite principale. Citons aussi la

nnt

notation de H. J. S. Smith %),

| @],

celle de G. Salmon 1%)

(a17 bﬁ’ 68) MRS | lﬂ),

132) Vorles. iiber die Theorie der Determinanten, publ. par K. Hensel,
Leipzig 1903, p. 295, 307.

133) ,J. math. pures appl. (8)10 (1884), p. 181/281.*

134) J. Ec. polyt., cah. 17 (1815), p. 46, 52 [1812]; (Euvres (2) 1, Paris 1905.

135) 4. Cayley, Cambr. math. J. 2 (1839/41), p. 267; Papers 1, Cambr.
1889, p. 1.

136) C. G. J. Jucobi (Nachlass), Werke 3, Berlin 1884, p. 588/9.

187) Report Brit. Assoc. 32, Cambridge 1862, éd. Londres 1863, p. 504;
Papers 1, Oxford 1894, p. 229.

1388) Lessons introd. to the modern higher Algebra, Dublin 1859, 4° éd.
Dublin 1885; trad. Bazin, Paris 1868; trad. O. Chemin, Paris 1890, p. 1, 8, ...
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92 E. Netto. 12. Théorie des déterminants. H. Vogt.

et celle de L. Kronecker '*°)

| @a1s Gags - -5 Tanls h=1,2,...,n).
. J. Sylvester**®) introduit la notation ombrale (umbral) dans laquelle
tout élément est un ensemble de deux symboles 1'an algébrigue, I'autre
ombral servant & indiquer son rang4")*

A. Cayley *?) établit, en vue de la théorie des formes linéaires
et des substitutions, une distinction entre l'ensemble des éléments
disposés en carrés, et la valeur du déterminant; il désigne I'ensemble
sous le nom de mairice, et étend cette motion au cas de m#n éléments
a;;. disposés en un rectangle suivant m lignes et n colonnes; dans le
cas ou 7 est différent de n, on place les éléments entre deux doubles
traits verticaux.

18. Nombre des termes. Le nombre des termes d’'un déterminant
général de degré n est »®. Lorsque certains éléments sont nuls, ce
nombre est réduit, et sa détermination se rattache & 1'étude des per-
mutations des # premiers nombres dont certaing éléments donnés
conservent leur place primitive (n° 8); il en est de méme de la
recherche du nombre des termes qui contiennent des éléments de
la diagonale principale en nombre donné ou en nombre ne dépassant
pas une limite donnée 5).

19. Propriétés élémentaires des déterminants. Des définitions
précédentes résultent immédiatement les propriétés suivantes que con-
naissaient déja G. Cramer "), A.T. Vandermonde'®®) et J. L. Lagrange'®").
Un déterminant ne change pas si 'on change les lignes en colonnes;
il change de signe si I'on permute deux lignes ou deux colonmnes; il

1389) L. Kronecker g'est aussi servi de la notation de H. J. S. Smith
[Monatsb. Akad. Berlin 1866, p. 600; J. reine angew. Math. 68 (1868), p. 276
[1866]; Werke 1, Leipzig 1895, p. 149].

140) ,London Edinb. Dublin philos. mag. (4) 1 (1851), p. 296.*

141) ,Pour d’sutres notations voir E. J. Nanson, id. (6) 44 (1897), p. 396;
A Cayley, id. (4) 21 (1861), p. 180; Papers 5, Cambr. 1892, p. 45; W. Schrader,
Beitriige zur Theorie der Determinanten, Halle 1887.*

142) Cambr. math. J. 4 (1843/45), p.119; Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1849),
p. 76 [1843]; J. reine angew. Math. 50 (1855), p. 282; Papers 1, Cambr. 1889,
p. 55, 63; 2, Cambr. 1889, p. 185.

143) J. J. Weyrauch, J. reine angew. Math. 74 (1872), p. 273; C. J. Monro,
Messenger math. (2) 2 (1873), p. 38; H. R. Baltzer, Ber. Ges. Lpz. 25 (1873), math.
p. 534; I\ Mudr, Proc. R. Soc. Edinb. 9 (1875/8), p. 382; 11 (1880/2), p. 187;
N. von Szits, Math. Ann. 33 (1839), p. 477; G. de Longchamps, J. math. spéc.
(3)6 (1891), p. 9, 29, 54, 85; C. 4. Laisant, C. R. Acad. sc, Paris 112 (1891),
p- 1047; A. Holtze, Archiv Math. Phys. (2) 11 (1892), p. 284; E. Netto, Combin. *3),
p. 71, 80.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



18. Nombres des termes. 19. Propriétés élémentaires des déterminants. 98

est donc nul #'il a.deux lignes ou deux colonnes identiques; il est une
fonction linéaire et homogéne des éléments d’'une ligne ou d'une colonne.
Si 'on multiplie les éléments d’'une ligne ou d’une colonne par un
facteur, le déterminant est multiplié par ce facteur!#*). Si les éléments
d’une ligne ou d’une colonne se décomposent chacun en une somme 6
de deux éléments, le déterminant est égal & la somme des deux déter-
minants que l'on obtient en effagant, soit le premier, soit le second
des deux termes de ¢; réciproquement la somme de deux déterminants
du degré n, ayant » — 1 lignes (ou colonnes) identiques, se met sous
la forme d’un seul déterminant du méme degré. On peut, sans changer
la valeur d'un déterminant, ajouter aux éléments d'une ligne ou d'une
colonne les éléments correspondants des lignes ou colonnes paralléles,
multipliés par des facteurs constants. ,L’application de cette remarque
permet de remplacer les colonnes successives d’un déterminant par
les différences successives des éléments situés dans chacune des lignes;
si l'on pose

—_ —_ 2 — —
Ay =y — 8 51, A A k1= Bag—Aa; gy ...

on peut aussi écrire
— 2 n—1 ) — .
Uigy Gigy -y G| = | Biq, Bayy, Blayy, ..., A ey, |, (G=1,2,...,n);

il résulte de 13 qu'un déterminant est nul si les éléments de &
colonnes forment une suite arithmétique d’ordre inférieur a h — 114%).
On peut exprimer un déterminant |a;, | de n? éléments au moyeu
dun autre de (n — 1)® éléments du second degré

1
@} = ai-3 | @y @y — Gy3@h15 Garlas — Gagys - |3

11

(h=2,3,..,m; 3,k=1,2,...,n).
En généralisant ce procédé, on peut remplacer un déterminant de
degré % par un quotient; le dénominateur est le déterminant de
degré b — 1,

A1y Oggy -+ ak—l,h—ll

élevé & la puissance » — h; le numérateur est un déterminant ren-
fermant # — h + 1 lignes et colonmes; chacun de ses éléments est un
déterminant de degré h obtenu en bordant (n° 26) le précédent par les

éléments d’une ligne et d’une colonne de rang égal ou supérieur a 5145).
Inversement, on peut remplacer un déterminant de degré n par

144) Généralisation par E. Fiirstenau, J. reine angew. Math. 89 (1880), p. 86.
145) F. J. Studnitka, Sitzgsb. bbhm. Ges. Prag 1896, mém. n° 6, p. 1/5.*
146) ,id. 1879, p. 489.*
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94 E. Netto. 12. Théorie des déterminants. H. Vogt.

un autre déterminant de degré plus élevé en bordant le premier
déterminant par des éléments convenablement choisis.*

20. Développement d'un déterminant. Mineurs. Lorsqu'on
met en évidence, dans l'expression d'un déterminant D, les éléments
d'une ligne ou d’une colonne et que l'on éerit par exemple

k=n
D = |a;| =k;:a{k'Aik7

on dit qu'on développe D suivant les éléments de la ¢ ligne; le coef-
ficlent A, est égal au produit de (— 1y** par le déterminant de
degré n — 1 que l'on tire de D en supprimant la ligne et la colonne
gul se croisent sur a;,; ce dernier déterminant est appelé sous-deter-
minont ou délerminant partiel ou mineuwr du premier ordre; le terme
,mineur désigne souvent aussi le coefficient 4, lui-méme. ,Comme
les appellations employées par les auteurs sont différentes, il y aurait
lieu d’adopter une régle fixe; on conviendra ici d’adopter la suivante:

Le déterminant tiré de D par suppression de la ¢ ligne et de la
ke colonne est appelé sous-déterminant (du premier ordre) de D relatif
d Vélément ay; le produit de ce sous-déterminant par (— 1)+* est
appelé minewr (du premier ordre) de D relatif a Udlément a,; c'est
la dérivée de D par rapport & a,,. Les mineurs satisfont aux rela-
tions de la forme

Za’ikAjlc = 0;,;D,
d;; ayant la valeur 1 si v =4 et la valeur O si i%j’”).

Si l'on considere le mineur du premier ordre A, ralatif a a,
on peut le développer lui-méme, d’aprés la méme regle, snivant les
éléments d'une de ses lignes ou de ses colonnes; les coefficients de
ce développement seront des mineurs du premier ordre de A4,,; ils
sont, au signe pres, des déterminants tirés de D en supprimant deux
Lignes et deux colonnes; par exemple, le coefficient B;, de a,, dans
le développement de A, est égal au produit par (— 1)+¥+i+* du
déterminant tiré de D en supprimant Ia ¢° et la j° lignes ainsi que
la k° et la h° colonnes; ce dermier déterminant est appelé sous-déter-
minant du second ordre de D et B, est appelé mineur du second ordre

de D relatif aux dewx cléments ay, a5 B, est aussi la dérivée par-

147) C'est L. Kronecker qui a introduit le symbole &;; [Monatsb. Akad.
Berlin 1866, p. 601; J. reine angew. Math. 68 (1868), p. 276; Werke 1, Leipzig
1895, p. 150]); il désigne par a,; ce que nous appelons ici 4;, et par a; le
quotient de 4y; par »; les systémes a;;, a); sont appelés réciproques [Sitzgsb.
Akad. Berlin 1882, p. 821; Werke 2, Leipzig 1897, p. 891].
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20. Développement d'un déterminant. 95

tielle On définirait de méme les sous -déterminants et les

00;, 00,
minewrs de D d'un ordre gquelconque; un mineur de D, d’ordre p, relatif
a certains cléments de D est aussi, comme lindique C. G. J. Jacobi 48),
la dérivée partielle, d’ordre p, de D prise par rapport & ces éléments.

Plusieurs auteurs emploient le mot ordre pour désigner le nombre
des lignes et des colonnes d’un déterminant. Pour éviter toute con-
fusion nous conviendrons d’appeler degré ce nombre de lignes et de
colonnes; de cette fagon un mineur du premier ordre d'un déterminant
de degré » est, au signe prés, un sous-déterminant de degré » — 1,
un mineur du second ordre est, au signe prés, un sous-déterminant de
degré » — 2, et ainsi de suite.*

Les sous-déterminants principaux ou mineurs principaux sont ceux
qui sont relatifs & des éléments de la diagonale principale. En ajoutant
¢ aux éléments diagonaux d’'un déterminant et en développant suivant
les puissances de z le déterminant ainsi formé, le coefficient de 2*
dans ce développement est la somme des mineurs principaux de degré
n—k. %) On trouvera plus loin (n° 30) l'application de ce procédé
a I'équation séculaire.

Un déterminant ayant pour sous-déterminant un déterminant
donné est un superdéterminant de celui-ci ).

On appelle sous-déterminant complémentaire d'un sous-déterminang
donné, celui que lon obtient par suppression des lignes et des
colonnes qui se croisent sur les éléments du premier; la somme des
degrés d’un sous-déterminant et de son complémentaire est égale au
degré du déterminant total. Pour la clarté des énoncés relatifs & un
sous-déterminant et & son complémentaire, on affecte ce dernier du
signe que posséde, dans le déterminant total, le terme renfermant
lensemble des éléments placés dans les diagonales principales du
sous-déterminant donné et de son complémentaire; de la sorte, le
premier est un véritable sous-déterminant tandis que le deuxiéme est
le minewr du déterminant total relatif aux éléments de la diagonale
principale du premier, c’est-a-dire la dérivée partielle du déterminant
total par rapport & ces éléments.

Un mode important de développement a été donné par P. S. La-

148) J. reine angew. Math. 22 (1841), p. 301; Werke 3, Berlin 1884, p. 373.

149) Des généralisations ont été indiquées par A. Capelli, Rendic. Accad.
Napoli (2)3 (1889), p. 58; Nouv. Ann. math. (3) 14 (1895), p. 62; T. Cazzaniga,
Reale Ist. Lombardo, Rendic. (2)29 (1896), p. 541.

150) G. Frobenius, Sitzgsb. Akad. Berlin 1894, b. 35; K. Hensel, J. reine
angew. Math. 114 (1895), p. 25 [1894].
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place 1), Etant donné un déterminant » de degré =, considérons
m lignes particulieres de ce déterminant et tous les sous-déterminants
de degré m, en nombre C,™, formés au moyen des éléments de ces
m lignes; multiplions chacun d'eux par le sous-déterminant com-
plémentaire, affecté de son signe comme nous venons de le dire, ef
formons la somme des produits: cette somme est égale & la valew
du déterminant D.

C. G. J. Jacobi 5%) a tiré de ce développement une suite de pro-
priétés des déterminants dont certains éléments sont nuls.

Une généralisation du développement précédent, indiquée par
A. T. Vandermonde ), P.S. Laplace''®), C.G. J. Jacobi *®*), consiste &
géparer les lignes du déterminant D en plusieurs groupes renfermant
respectivement m,, m,, ..., m, lignes; D est égal & une somme algé-
brique de produits, chacun d’eux renfermant p sous-déterminants
affectés d’un signe convenable. ,Si l'on a développé un déterminant
suivant les éléments d’une ligne ou d'une colonne, si 'on opére de
méme sur les mineurs, et que l'on continue toujours de méme, on
obtient finalement l'expression développée du déterminant en fonction
de ses éléments; cette expression n'est fournie par une regle simple
que dans le cas de n = 3 (Regle de Sarrus)1°%)*

21. Produit de deux déterminants. Produit de deux matrices.
Le produit de deux déterminants de degré m et n peut &tre éerit
gous la forme d'un déterminant de degré s + » dont deux sous-
déterminants complémentaires sont les deux déterminants donnés. Des
(m+n): —m?—n®=2mn éléments du nouveau déterminant n’entrant
pas dans ces deux sous-déterminants, m# sont égaux & zéro: ils font
partie des mémes lignes que les éléments de l'un des deux sous-
déterminants et des mémes colonnes que les éléments de Lautre; les
mn autres éléments du nouveau déterminant sont arbitraires. Le
développement suivant la régle de Laplace du déterminant de degré
m + % ainsi constitué est, en effet, égal au produit des deux premiers.

Dans le cas de m=n le produit de deux déterminants de degrés »,

D=]ay], D' =]b,l,
a &6 mis par J. P. M. Binet et A. L. Cauchy **) sous forme d’un dé-
terminant de méme degré

151) Hist. Acad. sc. Paris 1772 II, M. p. 300; (Euvres 8, Paris 1891, p. 401.

152) J. reine angew. Math. 22 (1841), p.290; Werke 3, Berlin 1884, p. 362.

153) ,Une généralisation a ét6 donnée par A. Bonolis, Giorn. mat. (1)21
(1883), p. 336; G. Teixeira, Jornal sciencias math. astr. (Coimbre) 11 (1892),
p. 88, 173.*

154) J. Ec. polyt., cah. 16 (1813), p. 280; cah. 17 (1815), p. 29 [1812).
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h=n

'

D' = ¢, , ol ¢, =’¢21'aihbhk;
=

le changement des lignes en colonnes dans D ou D’ permet d'écrire D"
de quatre maniéres différentes 15%).

J. P. M. Binet et A. L. Cauchy'™) ont indiqué la généralisation
suivante du produit de deux déterminants. Etant donné deux matrices
rectangulaires de mn éléments

1 =1,2 ...,m
agl, by, (k=1: 2:“., n)’
le nombre des lignes de l'une étant égal au nombre des colonnes de
lautre et réciproquement, on calcule ? nouveaux éléments ¢, par la
formule

h=n

Cik =Igaihbh}.; (Gh,k=1,2,..., m);

le déterminant ¢!, ({,k=1,2, ..., m), est appelé produit des deux
matrices; si m > n, il est nul; si m < », ce déterminant de degré m
est égal 4 la somme des produits des déterminants homologues de
degré m tirés des deux matrices, et l'on a

Chr =2 Gy - by,

les indices } étant, dans chacun des déterminants du second membre,
m des nombres 1, 2, ..., n, et la somme étant étendue a toutes les
combinaisons m & m de ces nombres. On peut remarquer que si un
déterminant D" est égal au produit de deux déterminants D et D" de
méme degré, tout mineur de D” est égal au produit de deux matrices
rectangulaires; il s’exprime, par suite, au moyen de produits de mineurs
des déterminants D et D’. %)

Lorsque dans le produit de deux déterminants de méme degré, on
intervertit I'ordre des facteurs, on obtient deux déterminants dont les
éléments sont respectivement

155) J. L. Lagrange **) montre que le carré d'un déterminant du 3° degré se
met sous forme d’un déterminant du méme degré; C. F. Gauss [Disq. '?%) n°s 159,
170; Werke 1, p. 126, 304] montre que le produit de deux déterminants du 2¢
ou du 3° degré est un déterminant dv méme degré. Voir aussi A. V. Jamet,
Nouv. Corresp. math. 8 (1877), p. 247; M. Falk, Report Brit. Assoc. 48, Dublin
1878, éd. Londres 1879, p. 473. — J. Konig [Math. Ann. 14 (1879), p. 507] déduit
le cas de deux déterminants du méme degré de celui de deux déterminants
quelconques. Voir encore C. Le Paige, Bull. Soc. math, France 9 (1880/1), p.67;
4. de Presle, id. 14 (1885/6), p. 157,

186) L. O. Hesse, J. reine angew. Math. 49 (1855), p. 243; L. Kronecker, id.
107 (1891), p. 254; E. Nefto, id. 108 (1%91), p. 144.

Encyclop. des scienc. mathémat. I 1. 7
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98 E. Netto. 12. Théorie des déterminants. H. Vogt.

Ca = %a’ih byi» Cip = %bih Qi

on trouve que les sommes de leurs mineurs principaux du méme degré
sont respectivement égales 157).

Etant donuné, dans un cas particulier, deux matrices rectangu-
laires dont les colonnes de l'une sont en méme nombre que les
lignes de l'autre )

1 =1, 2, ..., ¢; -
ol [Oall, <k=1v 2 s l‘+”=”)’
=1,2,..., 1

on peut constituer, au moyen de leurs éléments, pv éléments

h=mn
Cix =h21'am byrs

on dit que les deux matrices envisagées sont correspondantes®®) si
tous ces éléments ¢, sont nuls; supposons qu’il en soit ainsi: & un

déterminant
I“ l (1==1, 2, ...,y,)
ih 12 h=a, a, ..., /)’
tiré de la premieére, on peut alors faire correspondre un déterminant
Ib | (_’;=ﬁ1, ﬁh'"v ﬁv)
LEARS =1, 2, ..., v/]?
tiré de la seconde par la condition que les nombres

Opy Ogy -y Gy, Bis Bss -5 B,
constituent une permutation des nombres 1, 2, ..., n; le rapport des
déterminants correspondants ainsi formés est constant.

A la regle de formation du produit de deux déterminants ou de
deux matrices, se rattachent d’importantes formules d’Analyse et de
la Théorie des nombres'®®) qui seront développées dans les articles
relatifs & ces branches de mathématiques; les applications & la géo-
métrie analytique sont aussi trés nombreuses, et se rapportent 2
Tévaluation des surfaces, des volumes, et aux relations qui existent
entre les distances mutuelles des points d’une figure %).

167) C. Weltzien, Math. Ann. 42 (1893), p. 598.

168) P. Gordan, Invar. *°) 1, p. 95, 110.

159) Ch. Hermite, J. reine angew. Math. 40 (1850), p. 297; H. R. Baltzer, Ber.
Ges. Lpz. 25 (1873), math, p. 530; K. Weithrauch, Z. Math. Phys. 21 (1876), p. 184;
G. Frobenius, Sitzgsb. Akad. Berlin 1894, p. 31.

160) L. Kronecker, J. reine angew. Math. 72 (1870), p. 162; Werke 1, Leipzig
1895, p. 237; Vorl. tiber Integrale, publ. par E. Netto, Leipzig 1894, en partic.,
p. 238 (volume du prismatoide dans l'espace 3 #» dimensions); eb swrtout
Determ.1%?) p. 180, 215, 231; S. Gundelfinger, Z. Math. Phys. 18 (1873), p. 312.
Oun peut aussi consulter G. Dostor, Eléments de la théorie des déterminants,
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22, Composition des systémes. Etant donné deux systémes ou
matrices |a; , |b;, , de n lignes et » colonunes, le systéme ¢,
dont les éléments sont obtenus d’aprés la régle de multiplication qui
a été indiquée (n° 21), est dit composd au moyen des deux premiers.
La composition et la décomposition des systémes ont de nombreuses
applications & la théorie des formes linéaires et a celle des substi-
tutions, et nous renvoyons aux articles spéciaux & ces théories;
nous mentionnerons seulement ce fait que l'on appelle systéme-unile
une matrice dont la diagonale principale est formée d’éléments égaux
i I'unité, et dont tous les autres éléments sont nuls; deux systemes
sont dits réciproques si le résultat de leur composition est le systéme-
unité 1%1).  Les conditions sous lesquelles on peut décomposer un
systeme donné, c'est-d-dire le mettre sous forme d'un produit de
systemes élémentaires ont été étudiées par L. Kronecker ™),

Il existe d’autres maniéres de déduire de deux systémes d’éléments
un troisiteme systéme. KEtant donnés deux systemes

(i,k:l, 2 .., m
g h=1,2 ..., n)’

al'k? bgh’

si 'on forme le systéme des m*n® éléments

Cpg=1tpbyy, o8 p=(i—DLn+yg, ¢g=F—1)n+h,
le déterminant |c,,| a pour valeur le produit |a,, - [b,, ™. L. Kro-
necker, dans ses cours professés & I'Université de Berlin, a démontrd
ce théoreme et signalé I'importance de ce mode de composition qui se
rattache & la composition des formes bilindaires ®%).  Effectuer la
composition bialternée de deux formes bilinéaires

t,hk=1,2 ..., m
A=2aikxiuk7 B=2byhyavh’ ,h=1: 2:: n)’

cest, en effet, constituer au moyen de ces deux formes, la forme

1¢ éd. Paris 1877, 2° éd. Paris 1883, p. 161; E. Rouché et Ch. de Comberousse,
Géométrie (1° 6d.) 2, Paris 1865; (7° éd.) 2, Paris 1900, p. 567.

161) L. Kronecker, Sitzgsb. Akad. Berlin 1882, p. 821; 1889, p. 349, 479,
608; Werke 2, Leipzig 1897, p. 891; 3%, Leipzig 1899, p. 295/368; Determ. 13%)
p. 360.

162) Sitzgsb. Akad. Berlin 1890, p. 1081; Werke 3!, Leipzig 1899, p. 463;
Determ. %), p. 46, 145.

168) G. Zehfuss, Z. Math. Phys. 3 (1858), p. 298; G. Frobensus, J. reine
angew. Math. 84 (1878), p. 1; 114 (1895), p. 187; Sitzgsb. Akad. Berlin 1894
p. 241, 407; K. Hensel, Acta math. 14 (1890/1), p. 317 [1889]; G. Rados.
Math.-Naturw. Ber. Ungarn 8 (1891), p. 60 [1886]; B. Igel, Monatsh. Math. Phys.
3 (1892), p- 55; G. von Escherich, id. p. 68; C. Stéphanos, C. R. Acad. sc. Paris
128 (1899), p. 593; J. math. pures appl (6)6 (1900), p. 73.

7'
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100 E. Netto. 12, Théorie des déterminants. H. Vogt,

C= Zaikbgh X Ukssy
qui ne differe que par la notation des variables de la forme
> CpgPpW, O €y, ©8h de la forme indiquée précédemment. Une
généralisation de ce mode de composition, signalée par A. Scholtz et

J. Hunyady '®), consiste a prendre n formes linéaires & # variables
k=n
f,.=k2;a,.k:ck, (=12 ..., ),

et toutes les formes possibles de degré m données par la relation
fili,---t"_—“ e faim, (z'1+i2+---i”=m);

elles sont en nombre » = C';,,_; et sont des fonetions linéaires des

produits xh 2% . .. 2% avee v coefficients; le déterminant des coeffi-

cients de ces v formes est égal & la puissance »° du déterminant q;, ;

A. Hurwitz'™) Yappelle ,déterminant de la transformation de puis-

sance ¥“. Pour n =2, m =2, par exemple, on a le déterminant de
la transformation de puissance 3,

2 2

., 2a,,a,, e a a8
11 @3

Oy10gy  Oyq Qg+ Gy Oy (yaleg| =

P 9 2 Agy Qg

91 . (a1 0q5 A3

De nombreuses applications de ce théortme et d’autres analogues ont
6té faites & la théorie des coniques, en particulier & létude du
théoréme de Pascal 1%%)*

23. Déterminants composés formés au moyen des mineurs
d’'un déterminant. On appelle déterminant composé un déterminant
dont les éléments sont définis comme étant des déterminants tous de
méme degré; nous allons d’abord supposer que ces éléments sont des
mineurs d'un méme déterminant D = |a;,| de degré n.

Les mineurs du premier ordre 4, = 5713— G k=12 ...,n
ik

forment le systéme adjoint®) du systtme a,,'%"). A. L. Cauchy a

164) ,A. Scholtz, Miiegyetemi lapok 2 (1877), p. 65; Archiv Math. Phys.
(1)62 (1878), p. 819; J. Hunyady, Ertekezések math. Tud. kor. 7 (1879/80), mém.
n* 5, 18; 8 (1881), mém. n° 12; J. reine angew. Math. 89 (1880), p. 47, 79;
92 (1882), p. 304; A. Hurwitz, Math. Ann. 45 (1894), p. 390; W. Anissimov, id.
51 (1899), p. 388.*

165) ,J. Hunyady, Ertekezések 1%4) 8 (1881), mém. n° 12; F. Mertens, J.
reine angew. Math. 84 (1878), p. 355 [1877]; M. Pasch, id. 89 (1880), p. 247
[1879); F. Caspary, id. 92 (1882), p. 123 [1880].*

166) A. L. Cauchy, J. Be. polyt., cah. 17 (1815), p. 29 [1812].

167) d’apres C. F. Gauss, Disq. 1??) n° 268; Werke 1, p. 803.
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montré que le déterminant composé A = A, | a pour valeur Dr-t,
A est le déterminant adjoint du déterminant D. On dit aussi quel-
quefois que A est le ddferminant réciproque de D; cette fagon de
parler peut préter a confusion; elle sappliquerait plutét au déter-
minant du systéme réciproque d'un systeme domné (n° 22).

C. G. J. Jacobi'®) a obtenu un résultat plus général que celui
de A. L. Cuuchy: considérons un sous-déterminant d, de degré p, du
déterminant A, et son complémentaire 0’; appelons sous-déterminant
de D homologue de 0", celui dont les éléments a,, ont les mémes indices
que ceux de 0'; désignons-le par d’ et supposons-le affecté du méme
signe que 05 C. G.J. Jacobi a démontré que le sous-déterminant J
de A a pour valeur le produit de p?—! par le sous-déterminant d’ de D.
On a, par exemple, )

i, k=1 p cen
Ay =orta, (g:hsp’—]- 1, ;’_}. 2, ’ﬁ)’
en particulier, on a
¢D @D oD ¢D b 0*D

cay aay,,_ang ca;, m.

Lorsque D est nul, tous les mineurs du second ordre de A sont
mils et le systéme adjoint A,, est tel que les éléments de deux lignes
ou de deux colonnes du déterminant de ce systéme sont proportionnels.
J. Muir %) a montré que la différence entre deux termes quelconques
de A est divisible par D.*

Les sous-déterminants de degré m du déterminant D sont en
nombre u?, w étant égal & C,™; rangeons d’'une maniére arbitraire les
combinaigsons m & m des lignes du déterminant, et affectons ces com-
binaisons d'un indice ¢ variable de 1 a yu; affectons de méme d'un
indice & variable de 1 & p les combinaisons m & m des colonnes,
rangées également d’une maniere arbitraire; désignons alors par p;, le
sous-déterminant de D de degré m dont les éléments sont tirés des
lignes formant la combinaison de rang ¢ et des colonnes formant la
combinaison de rang k; désignons de plus par p, le sous-déterminant
de D complémentaire de p;,;, affecté de son signe comme nous 'avons
dit. Au moyen des sous-déterminants p,, nous formerons un déter-
minant A de degré g, et au moyen des sous-déterminants complé-
mentaires p;, nous formerons un déterminant A’ du méme degré.

Une premiere série de propriétés consiste dans les égalités

r__ A [ -2 N s __qym-—1,
AN =D', A=D* A=p* on pw=Cnm A=C";

168) J. reine angew. Math. 22 (1841), p. 285; Werke 3, Berlin 1884, p. 357.
169) I. Muir, Proc. R. Soc. Edinb. 20 (1892/5), p. 323 [1894].
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elle a été énoncée par W. Spottiswoode™); elle se trouve contenue dans
un résultat plus général énoncé auparavant par J. J. Sylvester '™) en
utilisant la notation ombrale; elle a été retrouvée d’une maniére in-
dépendante par E. Franke 1'?) et par E. d’ Ovidio '®); E. Franke complete
le résultat précédent par cette propriété: un sous-déterminant de
degré @ du déterminant A’ est égal au produit de p”~* par le sous-
déterminant de A homologue du complémentaire du sous-déterminant
considéré. L. Kronecker %') remarque que les relations de C. G. J.
Jacobi et de E. Franke sont des applications de ce théoréme: deux
systemes de sous-déterminants homologues de systémes réciproques
sont eux-mémes réciproques. L. &’ Ovidio'™) énonce en outre cette
propriété: le déterminant dont les éléments sont les produits p;,p;,
est divisible par p.*

Une autre série de propositions se rapporte a des sous-détermi-
nants de D, de degré m, constitués au moyen des éléments renfermés
dans p lignes et p colonnes fixes, et dans m — p autres lignes et
colonnes variables; nous les appellerons p;, et nous désignerons par d
le sous-déterminant de D de degré p dont les éléments sont renfermés
dans les p lignes et colonnes fixes. oJ. J. Sylvester 1) a énoncé sans
démonstration le théoréme suivant: le déterminant des p;, est un sous-
déterminant de A de degré C;'F; il est égal au produit de D élevé

IS . n—1m 2 FN . r—m—1
& la puissance C,; " | par d élevé & la puissance C_""".

Ce théoreme a été donné apres J. J. Sylvester par E. d Ovidio!™)
et par L. D. H. Picquet'™); dans le cas particulier de m — p + 1 par
G. Frobenius et par E. Netto'™); il a fait 'objet de nombreux travaux
et contient les théortmes de E. Franke comme cas particulier ™).

170) J. reine angew. Math. 51 (1856), p. 209, 328.

171) London, Edinb. Dublin philos. mag. (4) 1 (1851), p. 297, 304/5, 415;
(4) 2 (1851), p. 142; J. reine angew. Math. 88 (1880), p. 49.

172) J. reine angew. Math. 61 (1863), p. 350; C. W. Borchardt [id., p. 353;
‘Werke, Berlin 1888, p. 479] remarque le lien qui rattache le résultat de E. Franke
3 celui de J. J. Sylvester.

173) ,Atti Accad. Torino 11 (1875/6), p. 949; 12 (1876/7), p. 331; 26 (1890/1),
p- 131, apergu historique.*

174) L. D. H. Picgquet, C. R. Acad. sc. Paris 86 (1878), p. 310; J. Eec. polyt.,
cah. 45 (1878), p. 201; R. F. Scott, Proc. London math. Soc. 14 (1882/3), p. 91;
E. Barbier, C. R. Acad. sc. Paris 96 (1883), p.1845; 97 (1883), p.82; C. A. van Velzer,
Amer. J. math. 6 (1884), p. 164; G. Frobenius, J. reine angew. Math. 86 (1879),
p- 58; Sitzgsb. Akad. Berlin 1894, p. 79; E. Netio, Acta math. 17 (1893), p. 201;
J. reine angew. Math. 114 (1895), p. 3456; E. J. Nanson, London Edinb. Dublin
philos. mag. (5) 44 (1897), p. 398; J. reine angew. Math. 122 (1900), p. 179;
B. Igel, Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 47; E. Muiller, Z. Math. Phys. 44 (1899),
p.28; H. Vogt, Nouv. Ann. math. (4)1 (1901), p. 211.
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24. Relations entre les mineurs d’un déterminant ou d’une
matrice. Généralisations. J. J. Sylvester 1'5) g'était proposé de former
des sous-déterminants p;, de degré m d'un déterminant D de degré =,
en décomposant les lignes de D en groupes de n,, 7, ... lignes, et
en prenant de toutes les manieres possibles s, lignes parmi les n,
premiéres, my lignes parmi les », suivantes, etc., la somme m, + my + -+
étant égale & m. oJ. J. Sylvester avait d’abord énoncé que le détermi-
nant composé des p,, est une puissance de D, mais il reconnut
ensuite que la proposition n’est vraie que dans des cas particuliers.

Des recherches de E. Nefto ™) se rapportent & une généralisation
du développement donné par P. S. Laplace: tout théoréme relatif 3 un
développement de Laplace pour un déterminant de degré n donne lieu
4 un autre théoréme pour un déterminant de degré # 4 m en multi-
pliant ce dernier par une puissance d'un sous-déterminant particulier;
ces recherches, reprises par E. Miiller'™) avec les notations de H. Grass-
mann, avaient déja été entreprises par M. Reiss'™®) et servent i
démontrer les théoremes de J. J. Sylvester. E. Pascal'™) a donné
un théoreme voisin de celui de E. Netto. T. Muir'™®) a, du reste,
montré comment on peut passer de I'un & lautre.

W. H. Metzler **') et G. Rados'$?) généralisent les théoremes de
E. Franke: si, dans le déterminant D, on remplace les éléments a;
de la diagonale par a@,;— ¢, on forme une équation caractéristique
de degré n en o; si, dans le déterminant A = |p,, |, de degré u dont
on a parlé au n° 23, on fait la méme opération, on a une autre
équation caractéristique de degré u; les racines de celle-ci s'expriment
au moyen de produits de racines de la premiére,

JBntre les mineurs d'un déterminant symétrique existent des
relations importantes dont nous parlerons plus loin (n° 27); . Muir 15%)

175) J. reine angew. Math. 88 (1830), p. 49; remarques de C. W. Borchardt,
id, 89 (1880), p. 82; Werke, Berlin 1888, p. 494.

176) J. reine angew. Math. 114 (1895), p. 345.

177) Z. Math. Phys. 44 (1899), p. 28.

178) Beitrige zur Theorie der Determinanten, Leipzig 1867, p. 13,

179) Afti R. Accad. Lincei, Rendic. (5)5 I (1896), p. 188.

180) Trans. R. Soc. Edinb. 30 (1883), p. 1, 5 [1881]; voir aussi G. Chrystal
id, p. 13.

181) Amer. J. math. 16 (1894), p. 181 [1893]; 20 (1898), p. 253 [1897].

182) Mathematikai és Természettudomanyi Ertesits 10 (1891), p. 34/42;
Math. Ann. 48 (1897), p. 417.

183) ,Proc. R. Soc. Edinb. 23 (1899/1901), p.- 142; W. H. Metzler, Trans.
Amer. math. Soc. 2 (1900), p. 395.*

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



104 E. Netto. 12. Théorie des déterminants. H. Vogt.

les a généralisées pour des déterminants quelconques et pour leurs
sous-déterminants de degré pair 2m et il les a mises sous la forme

1,28 ...,0—1 p

L Y

S S preney b BB n

() (v o B V. .Y
¢ prend les valeurs #, %+ 1, ..., 2n; @, B, ..., @ sont les nombres
de 1 & 2n distinets de 1, 2, ..., » — 1, u et rangés par ordre de
grandeur croissante; v est un des nombres «, 8, ..., @ et la suite
o B, ¥, ..., ¥ est constituée par ces nombres sauf ».

Les théoremes de J. J. Sylvester, E. Netto ete. constituent des
relations entre des mineurs d’un déterminant. C. Flye Sainte-Marie ™)
a donné des relations générales entre les mineurs* Mentionnons
encore qu'entre un déterminant de degré = et tous les mineurs prin-
cipaux des différents degrés existent 2% — n? + n — 2 relations parti-
culieres 18%),

,Une matrice rectangulaire d’éléments «,,

a,l, (=12 ..,m; k=1,2, ..., n; m<n)
donne lieu a O déterminants de degré m; il existe entre ces déter-
minants C* — 1 — m (n — m) relations indépendantes **%). Les plus
simples sont celles qui relient entre eux les déterminants ayant
m — 2 colonnes communes; elles ont la forme suivante

12 ..,i—1 i+l ..., j—1,sj+1, .., m{, 2 ...,m
=(1,2 ..,¢i—1,ri+1,..,m(1, 2 ..,j—1,s j+1,...,m
—(1,2, ..,¢—1,s¢+1, ..., m)(1, 2 ..., j—1, ri+1 ..., m,
ol les nombres indiquent le rang des colonnes, 7 et s étant supérieurs
a m. On peut déduire de 14 une autre relation plus symétrique; si
Pon considére la matrice formée par les colonnes de rangs 1,2,...,m, 7, s
et que l'on désigne, en général, par A, le déterminant obtenu en

=1y
()

(a‘/: v ar,u) 3

184) ,Interméd. math. 7 (1900), p. 416 (Question 1727).*

185) P. A. Mac Mahon, Philos. Trans. London 1854 (1894), p. 146 [1893];
T. Muir, London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 38 (1894), p. 537; Proc. R. Soc.
Edinb. 20 (1892/5), p. 300 [1892]; A. Cayley, id., p. 306 [1894]); T. Muir, id,
p. 371 [1895]; 21 (1895/7), p. 220, 328 [1896]; A. Cayley, Papers 13, Cambridge
1897, p. 645.

186) ,K. Th. Vahlen, J. reine angew. Math. 112 (1898), p. 306. — Ces relations
ont 66 indiquées dans un cas particulier par G. Brunel [Mém. Soc. sc. phys.
nat. Bordeaux (3) 2 (1886), p. 129 [1884]; id. (4) 2 (1891), extrait des proceés-
verbaux, p. VIII [1890]]; elles se rapportent aux coordonnées d'une droite dans
Pespace & n dimensions et aux coordonnées de I'hyperboloide,*
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24, Relations entre les mineurs d'une matrice. (Généralisations. 106

supprimant dans cette matrice les colonnes de rangs ¢ et j, le dé-
terminant

Ai} At’r A«'a
Ahj Ah r Aha
Akj Ak r Alu

est égal & 2éro¥"). Cette relation peut étre envisagée a un autre
point de vue, comme reliant des mineurs de degré m d’'un déterminant
de degré m + 2.

Les déterminants tirés d’une matrice, et ayant m — p colonnes
communes, sont reliés par des équations de degré p par rapport &
ces déterminants. Ces équations sont contenues dans la formule générale

(g 2, ..., m), (1, 4, 3, ..., m), ...

(’/-1, 1-2, e im) (1) 2, . m)m_l — (‘l.z, 2, caey m), (1, 1.2, 3, ey m), ..

G 2y ooy m)y (1, 2,3, ..., m), ...
mais elles se déduisent toutes de relations fondamentales du second
degré par rapport aux déterminants; si l'on choisit m — 1 colonnes
fixes, de rangs j;, Jja» -+ > Jmu_1s € m + 1 colonnes, distinctes ou non

des premieres, de rangs i, %g, ..., ¢,,,, ON &

2:}: (as dgy ooy i) (im+1? Jis Joy o+ Imer) =0,
la somme étant étendue & toutes le permutations circulaires des
nombres iy, iy, ..., 4,,,q, les signes étant partout les mémes si m
est pair, ou étant alternativement + et — si m est impair 1%¥).

A cette question se rattachent les relations ui existent entre les
déterminants que l'on peut former au moyen de n® éléments disposés
de toutes les maniéres possibles. Le nombre de ces déterminants est
(n®)}; ils se déduisent tous de 'un d’eux en effectuant une ou plusieurs
fois I'opération qui consiste & permuter deux éléments d’une ligne ou
d'une colonne, mais ils ne sont pas tous distincts; les relations qui
existent entre ces déterminants ont été étudides par G. Bagnera )
et par E. Pascal'®). Considérons un des déterminants de n® éléments,
et laissons fixes les #» — 2 premieres colonnes; désignons par e, ¢, &”

187) E. Netto, Acta math. 17 (1893), p. 199. Pour la généralisation de
la formule, voir E. Pascal, Ann. mat. pura appl. (2) 24 (1896), p. 241.

188) ,Bazin, J. math. pures appl. (1) 16 (1851), p. 145; K. Pascal, Atti R.
Accad. Lincei, Memorie, mat. (4) 5 (1888), p. 875. Dans des cas particuliers,
J. Hunyady, Ertekezések!64) 9 (1882), mém. n° 10; J. reine angew. Math. 94
(1883), p. 171.*

189) ,Giorn. mat. (1) 25 (1887), p. 228.*

190) ,Reale Ist. Lombardo, Rendic, (2)29 (1896), p. 436.*
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106 E. Netto. 12. Théorie des déterminants. H. Vogt.

trois permutations quelconques des éléments de la (% — 1)° colonne,
par f§, §, f” trois permutations de ceux de la »° et par A,; le dé-
terminant correspondant aux permutations « et 8 des deux dernitres
colonnes; entre les neuf déterminants ainsi formés existe la relation
de E. Netto dont nous avons parlé plus hant,

Doy Bup  Doge |
Bosp Byp Byg|=0.
Byy Byy Doy

Il existe des relations analogues lorsqu’'on permute des éléments de
plus de deux colonmnes.*

25. Déterminants composés formés an moyen des mineurs de
plusieurs déterminants. J. J. Sylvester 7'%) a mentionné, relativement
aux déterminants composés, la propriété suivante qui est la générali-
sation, dans le cas de deux déterminants, du mode de développement
de P.S. Laplace. Soient

A= a,, B=b,, (5, E=1,2, ..., %)
deux déterminants de degré n; choisissons, dans le premier, m lignes
et formons tous les sous-déterminants p,, en nombre u = Cr, tirés
de ces m lignes; désignons par p;, les sous-déterminants complémen-
taires correspondants. Désignons de méme par ¢;, et g;; les sous-
déterminants homologues tirés de B. Les produits

by = %ng Qs> U= %qgjphj,

sont égaux & des déterminants de degré » constitués par m lignes
d’'un des déterminants et n — m lignes de Vautre; la somme

2 b1t

est égale au produit A B si g=/, et est nulle si g é h; les déterminants
{%,] eb |u,,| sont respectivement égaux a A#~? B* et A* B“~%, u étant
égal & Cm et 4 & O"'. ,Cette propriété peut tre étendue®t) au
cas ol I'on considére p 4 1 déterminants »,, D,, ..., D,,; de degrés
n; on partage les lignes du dernier en p + 1 groupes renfermant
respectivement r,, 73, ..., 7,,, lignes; & chacun des p premiers
groupes on adjoint respectivement »—r,, ..., n—r, lignes prises dans
Dy, Dy, ..., D, et au (p + 1)° groupe on adjoint les », + 75 + -+ + 1,
lignes restantes dans ces p déterminants; on forme ainsi p + 1 nou-
veaux déterminants dont on fait le produit; la somme des produits
ainsi obtenus de toutes les maniéres possibles est égale au produit
des p + 1 déterminants donnés.*

191) E. Miller, Z. Math. Phys. 44 (1899), p. 28.*
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26. Rang d'un déterminant ou d'une matrice. 107

Dans ses importants mémoires, L. D. H. Picquet'*®) a démontré
la proposition de J. J. Sylvester dans le cas de deux déterminants; il
a de plus démontré d’autres propriétés relatives aux mineurs com-
plémentaires des déterminants £,| et u,,|; un mineur du premier,
de degré 7, est égal au mineur complémentaire de son homologue
dang V'autre, multiplié par 47—*Br+*-#4 ou 1 = C:’:ll et o C’;".

L. Kronecker ') a donné des théorémes relatifs aux éléments et
aux mineurs du premier ordre de trois déterminants; d’autres généra-
lisations, se rapportant & la composition des formes bilinéaires, ont
été données par C. Stéphanos'®); d'autres, relatives & un déterminant
composé au moyen des lignes de deux déterminants, par G. Zehfuss 1%).

26. Rang d'un déterminant ou d’une matrice. Déterminants
bordés. On appelle, d’aprés G. Frobenius %), rang d’'un déterminant
ou d'une matrice, le degré maximé de ses sous-déterminants non
nuls; la notion de rang est importante dans la théorie des formes
linéaires et des formes quadratiques. L. Kronecker ") a montré que
les éléments d’'un déterminant de degré n et de rang r peuvent &tre
obtenus par composition de deux systemes

b e G2y )

Dans une matrice carrée ou rectangulaire, un sous-déterminant
de degré égal au rang, et mon nul, s’'appelle déterminant principal de
la matrice; pour que tous les sous-déterminants de degré supérieur
au rang soient nuls, il faut et il suffit que ceux que Von obtient en
bordant le déterminant principal d’'une ligne et d’une colonne de

toutes les maniéres possibles soient nuls %),  Le rang d’une matrice
ne change pas lorsqu’on permute entre elles les lignes ou les colonnes,

192) C. R. Acad. sc. Paris 86 (1878), p.1118; J. Ec. polyt., cah. 45 (1878), p. 201.

193) J. reine angew. Math. 72 (1870), p. 162 [1869]; Werke 1, Leipzig
1895, p. 231.

194) C. R. Acad. sc. Paris 128 (1899), p. 593; Giorn. mat. (2) 5 (1898), p. 376;
J. math. pures appl. (6) 6 (1900), p. 73.

195) Z. Math. Phys. 7 (1862), p. 436.

196) J. reine angew. Math. 86 (1879), p. 1; J. J. Sylvester [Amer. J. math.
6 (1884), p. 274] dit d’un déterminant |a;xl, (b k=1, 2,...m) de rang 7, qu'il
a un degré n—r de nullité.

197) J. reine angew. Math. 72 (1870), . 152 [1869]; Sitzgsb. Akad. Berlin
1884, p. 1071; Werke 1, Leipzig 1895, p- 237; 3', Leipzig 1899, p. 33.

198) A. Cayley, Cambr. math. J. 4 (1843/5), p. 119; Papers 1, Cambr. 1889,
p. 55; Benoit, Nouv. Ann. math. (3)5 (1886), p.30; I\ Muir, Proc. R. Soc. Edinb.
18 (1890/1), p. 73; W. Ahrens, Z. Math. Phys. 40 (1895), p. 177; 42 (1897), p. 65.
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108 E. Netto. 12. Théorie des déterminants. H. Vogt.

quon multiplie les éléments d'une ligne ou d’une colonne par un
facteur, et qu'on leur ajoute ceux d’une autre ligne ou d'une autre
colonne. Si le rang r est inférieur au nombre m des lignes (m étant
égal ou inférieur au nombre » des colonnes), il existe une méme
relation linéaire entre les éléments de chaque colonne; les mineurs de
degré r dormés au moyen des éléments de r colonnes sont propor-
tionnels & ceux qui sont composés d'une mauiere analogue au moyen
de r colonnes quelconques %),

Ces propriétés se rattachent du reste a la théorie des formes et
des équations linéaires; H. Andoyer exprime la condition pour que le
rang soit égal & 7, en annulant un systéme particulier d’invariants et
de covariants *).*

Létude des déterminants bordds présente de mombreuses appli-
cations & la théorie des formes et & la géométrie analytique. On
g'occupera plus loin du cas important ol ces déterminants sont
symétriques. Généralement, on considéere un déterminant D, symétri-
que, de degré 4, & éléments constants, et on le borde par p lignes
d'éléments variables z;; et p colonnes d’éléments variables y,,, i et &
variant de 1 & p, j et I de 1 & n, et les p* éléments formant le
mineur complémentaire de D étant tous nuls. Le produit par pr-!
du déterminant de degré m» 4 p ainsi formé, peut étre transformé en
un déterminant de degré p dont les éléments sont des formes ren-
fermant linéairement les différentes séries de variables x et y ')
Un cas important est celui ol l'on borde un déterminant D symé-
trique avec les demi-dérivées de formes bilinéaires; lorsque D est
nul, son rang intervient dans la valeur du déterminant bordé; en
particulier, si p = 1, et que 'on borde un déterminant nul D avec une
ligne d'éléments x; et wne colonne d’éléments 7,, le déterminant
obtenu est décomposable en un produit de deux formes linéaires,
l'une renfermant les variables z, 'autre les variables y20%)*

27. Déterminants symétriques. On dit quun déterminant est
symetrique, ou, d'une fagon plus précise, unisymdirigue et quelquefois

199) . 4. Capellt ¢ G. Garbieri, Corso di analisi algebrica 1, Padoue 1886, p.398.*

200) ,G. IF'robenius, J. reine angew. Math. 82 (1877), p. 290; H. Andoyer,
Legons sur la théorie des formes 1, Paris 1900, p. 49.*

201) C. Le Paige, Sitzgsb. bohm. Ges. Prag 1880, p. 125; Bull. Soc. math.
France 8 (1879/80), p. 128; M. Arnald:, Giorn. mat. (2)3 (1896), p. 209.

202) K. Weierstrass, Monatsb. Akad. Berlin 1858, p. 211; Werke 1, Berlin
1894, p. 287; L. O. Hesse, J. reine angew. Math. 69 (1868), p. 319; G. Frobensus,
Sitzgsb. Akad. Berlin 1894, p. 241, 407,
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azisymetrique, si les éléments symétriquement placés par rapport a la
diagonale principale sont égaux, c’est-i-dire si I'on a constamment
Gy = Ay
,Le nombre #(n) des termes distincts du développement d'un
déterminant symétrique satisfait & la relation de récurrence %)

p(n) =ny(®m—1)— t(n —1)(n— 2)v(n — 3),
vO)=1, »(1)=1, y@)=2"

Les sous-déterminants du premier ordre d'un déterminant symé-
trique forment un systtme symétrique; toute puissance d'un déter-
minant symétrique, toute puissance paire d'un déterminant quelconque
peut étre mise sous la forme d'un déterminant symétrique *); le pro-
duit d'un déterminant symétrique par le carré d'un déterminant quel-
conque de méme degré peut se mettre sous forme d'un déterminant
symétrigque %),

Entre les sous-déterminants de méme degré d'un déterminant
gymétrique existent des relations linéaires déja entrevues par H. Grass-
mann 26) et mises en lumitére par L. Kronecker ). C. Runge a
montré *%) que les relations de L. Kronecker sont les seules qui existent;
ce sont les relations

avec

g=12,...,m,
h=m+41, m+2 ..., 2m,
Ry =2|a',k|, r=m+1,m42 ..., 2m,
) t=1,2, ..., m—1,r,
k=m4+1,m+42, ...,r—1,mr+1, ..., 2m,

ol 2m a une valeur quelconque égale ou inférieure & ». Elles ont
ét¢ généralisées par T. Muir et W. H. Metzler'®¥) qui ont, en outre,
considéré le cas de déterminants quelconques (n° 24).

L. Kronecker a composé les systémes a,, symétriques, an moyen
dantres plus simples (n° 22); il en a déduit la maniére dont un

208) ,J. J. Weyrauch, J. reine angew. Math. 74 (1872), p. 273; A. Cayley,
Monthly Notice astron. Soc. 34 (1873/74), p. 308, 335; Papers 9, Cambridge 1896,
p. 185; G. Salmon, Alg.*®®), p. 45; trad. O. Chemin, p. 66.*

204) H. Seeliger, Z. Math. Phys. 20 (1875), p. 467,

205) L. O. Hesse, J. reine angew. Math. 49 (1855), p. 246 [1853]; Werke,
Munich 1897, p. 822. Généralisation par T. Muir, Amer. J. math. 4 (1881),
p. 273, Historique par T. Muir, Proc. R. Soc. Edinb. 24 (1901/3), p. 565.

208) H. Grassmann, Ausdehn. 13%) 1862, p. 131; Werke 17 p. 136.

207) L. Kronecker, Sitzgsb. Akad. Berlin 1882, p. 821; Werke 2, Leipzig
1897, p. 391; voir encore T. Muir, London Edinb. Dublin philes. mag. (6) 8 (1902),
p. 4186,

208) J. reine angew. Math. 93 (1882), p. 31%.
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domaine représenté par un déterminant symétrique est divisé en de-
maines partiels par les mineurs principaux de ce déterminant ).

Le rang d'un déterminant symétrique joue un grand role dans
la théorie des formes quadratiques et dans celle de I'éguation en s,
ou équation séculaire dont on parlera plus loin (n° 30). Si  est le rang
d’'un déterminant symétrique, il existe au moins un mineur prinecipal
de degré r non nul; lorsque les coefficients sont réels, tous les mineurs
principaux de degré » non nuls ont le méme signe. On déduit de
1a les conditions pour que le rang soit égal a r219)

Lorsqu'un déterminant symétrique de degré » est nul, celui que
Ion obtient en le bordant symétriquement par u,, u,, ... %,, 0, est
carré parfait. Cette propriété, déja vue par A. L. Cauchy®''), inter-
vient dans l'étude des formes adjointes et a été généralisée par
K. Weierstrass et (. Darboux #1%).

28, Déterminants centrosymétriques, orthosymétrigues. Cir-
culantes. Généralisation. Tout déterminant de degré #, centro-
syméitrique, c’est & dire symétrique par rapport & son centre, est tel
que Von a constamment

a,

lk=a

ntl—i, n+l—k)

un tel déterminant est égal %) au produit de deux déterminants de
n—1 n-41
7 o 3
LBntre les sous-déterminants d'un déterminant centrosymétrique existent
des relations analogues & celles de L. Kronmecker on de H. Grass-
mann 214).*
On dit qu’un déterminant symétrique est orthosyméirigue si les

N

éléments de chaque rangée parallele & la seconde diagonale, cest-a-

P . . . .
degrés < si » est pair, de degrés si n est impair.

209) L, Kronecker, Sitzgsb. Akad. Berlin 1889, p. 349, 479, 603; Werke,
81, Leipzig 1899, p. 295/368; voir aussi J. N. Hazzidakis, J. reine angew. Math.
91 (1881), p. 238.

210) S. Gundelfinger, J. reine angew. Math, 91 (1881), p. 221; L. O. Hesse,
Vorles. iiber analyt. Geom. des Raumes, 8¢ éd. Leipzig 1876, p. 460; F'. Walecki,
Nouv. Ann. math. (3) 1 (1882), p. 401; Benoit, id. (3) 5 (1886), p. 30*; G. Frobe-
nius, Sitzgsb. Akad. Berlin 1894, p. 245.

211) A. L. Cauchy, J. Ec. polyt., eah. 17 (1815), p. 29 [1812]; (Buvres (2) 1,
Paris 1905, sous presse.

212) K. Weierstrass, Monatsb. Akad. Berlin 1868, p. 316; Werke 2, Berlin
1896, p. 26; G. Darboux, J. math. pures appl. (2) 19 (1874), p. 847; voir aussi
L. O. Hesse, Analyt. Geom. ?1%), p. 449.

213) G. Zehfuss, Z. Math. Phys. 7 (1862), p. 436.

214) T\ Muir, Proc. R. Soc. Edinb. 15 (1887/8), p. 96.* .
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dire & la diagonale perpendiculaire & la diagonale principale, sont
égaux entre eux; on écrit alors a;,;_; & la place de a,.
JH. Hankel™®) a exprimé un tel déterminant au moyen des diffé-
rences successives de ses éléments; si on pose
1 g — 2 Al __ Al 3. A2 __ A2
Al=a,—a, ,, Al=Al—-A) |, A}=AZ—-A7 ...

on a

1 2 n—1
a a A ... G, a, Al A ... AT
1 2 3 ”
a ay a; ...a, Al A A ... A
. 2 3 4 n+l
ag @y a, ...a,, (=|AF A} AL ... A}
n—1 ” n+1l n—2
Gp_y Cp  Opyy oo OQyq s Arr Ar AR ... AINTS

Si les différences d'ordre » sont nulles, le déterminant est égal &
+ (A7 si celles d'ordre <% sont nulles, le déterminant est nul
La valeur des déterminants orthosymétriques et le mombre qui
exprime leur rang jouent un réle important dans la théorie des in-
variants des formes binaires et dans la réduction de ces formes & la
forme ecanonique particuliere constituée par une somme de puis-
sances ¥18).*
Un cas particulier est celui ou les éléments d'un déterminant
orthosymétrique sont tels que l'on ait
i =a.M);

a‘n+

en effectuant un changement de lignes, on remplace un tel détermi-
nant par un autre jouissant de la propriété d’étre symétrique par
rapport & la seconde diagonale, et on lui donne la forme

ay G a3 ... @, _4 a,

a, @ Gy ... Gy g a”_l
an—l aﬂ a ... a’n—s an-2 ?
a @ @ ...6, a6

un déterminant qui a cette forme porte le nom de circulante, de

216) ,Diss. Leipzig 1861, éd. Gottingue 1861.*

216) C. G. J. Jacobi, Werke 3, Berlin 1884, p. 297; J. reine angew. Math.
16 (1836), p. 101; W. Spotiiswoode, id. 51 (1856), p. 328 [18568]; A. Cayley, id.
64 (1857), p. 48 [1856]; Papers 4, Cambridge 1891, p. 43; L. Kronecker, Monatsb.
Akad. Berlin 1881, p. 660; J. reine angew. Math. 99 (1886), p. 346; Werke 2,
Leipzig 1897, p. 146; 3!, Leipzig 1899, p. 170.

217) T. Muir dit. d'un tel déterminant qu’il est persyméirigue [Quart. J.
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determinant cyclique, quelquefois de déterminant ndgativement ortho-
symétrique, ou doublement orthosymdtrique. La propriété fondamentale
d'une circulante est d’étre décomposable en un produit de n facteurs
complexes de la forme

@ + w%ag + 0*¢ag+ - -+ @0V, (=12, ... %)
@ étant une racine primitive #° de l'unité. Cotte propriété a été
énoncée par W. Spottiswoode *'¥), généralisée par M. Nither*'?) et étendue
par E. Schudze®®) au cas d'un déterminant eyclique dont les éléments
sont les nombres complexes formés au moyen de » unités au sens de
K. Weiersirass et de R. Dedekind (I 5).

J. Muir*') a montré qu'une circulante de degré n est décom-
posable en facteurs rationmels et entiers par rapport aux éléments,
chaque facteur correspondant & un facteur entier a coefficients entiers
de la décomposition de z* — 1.

Aux déterminants cycliques se rattachent les déterminants eycli-

ques gauches qui sont aussi symétriques par rapport a la seconde
diagonale, mais ont la forme

al a2 as an—-l (L”
—a, ay Uy Az Oy
— @y &, qQ Ay Ay _3
—a, —a —a,... —a, a,

Un déterminant cyclique ou cyclique gauche, de degré rm, peut
se mettre sous la forme d'un déterminant de méme nature de degré m,
chaque élément de ce dernier étant une somme de m”~! mineurs de
degré » du déterminant primitif #2%)*

pure appl. math. 18 (1882), p. 261]; @G. Frobenius *'®), p. 258, dit qu’il est le
déterminant d'un systéme récurrent.

218) J. reine angew. Math. 61 (1856), p. 875. Voir encore L. Cremona,
Anmn. sc. mat. fis. 7 (1866), p. 99; Nouv. Ann. math. (1) 19 (1860), p. 151;
C. Sowillart id. p. 320; G. Zehfuss, Z. Math. Phys. 7 (1862), p. 439; M. A. Stern,
J. reine angew. Math. 78 (1871), p. 874; A. Minozzi, Giorn. mat. (1) 16 (1878),
p. 148; J. W. L. GQlaisher, Quart. J. pure appl. math. 15 (1878), p. 347; 16 (1879),
p. 31; K. Weihrauch, Z. Math. Phys. 2¢ (1881), p. 64, 183.

219) Math. Ann. 16 (1880), p. 551 [1879].

220) Z. Math. Phys. 42 (1897), p. 313; 44 (1899), p. 167.

221) ,Proe. R. Soc. Edinb. 21 (1895/7), p. 369 [1896].*

222) ,J. W. L. Glaisher, Quart, J. pure appl. math. 16 (1879), p. 81;
T. Muir, id. 18 (1882), p. 1665 G. Torelli, Rendic. Accad, Napoli (1) 21 (1882
p. 88.*
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Le produit de deux déterminants cycliques de méme degré peut
ére mis sous forme d'un déterminant cyclique du méme degré que
les premiers #2%). R. F. Scott ***) a montré quun déterminant cyclique
de degré 2m est le produit d'un déterminant cyclique et d'un déter-
minant cyclique gauche de degrés m. G. Torelli #2?) a généralisé et
considéré le cas d’un déterminant de degré rm.

JUne classe particuliere de déterminants symétriques analogues
aux circulantes est constituée par les déterminants de degré 2«
jouissant de la propriété suivante: la matrice de degré 2¢ formée par
les éléments, se partage en quatre matrices deux & deux égales et
symétriques par rapport au centre, en sorte qu’elle se présente sous
la forme

A B

B 4

ot chacun des symboles A, B représente une matrice qui jouit de
la méme propriété, et ainsi de suite 225) TUn déterminant de degré
2« de la classe considérée est égal au produit de 2¢ facteurs linéaires
par rapport aux éléments; par exemple, on a

L o=@, + ay + a; + a,,
Ty @ @, a N —a, +a—a;—a
2 B % % 8ye,  on B 1 T+ s 4
ag @y a; a, V=0 — Gy + @y — ay,
a ag Gy G 0 =a;, —a; — a3+ ag;

cette propriété est analogue a celle des circulantes. Les mineurs du
premier ordre relatifs & deux éléments égaux sont égaux, et le dé-
terminant adjoint (n° 23) est analogue au déterminant primitif; les
mineurs complémentaires de degré 2¢—! sont égaux aun signe pres.
La définition et les propriétés des déterminants qui précédent se
généralisent au cas de déterminants dont le degré est un produit de
facteurs quelconques #n,, #,, . . ., #, égaux, ou non, a 2.

Les déterminants de la classe considérée rentrent, comme les
cireulantes, dans la catégorie des déterminants que l'on peut former
en prenant # éléments a,, a,, ..., a,, leur appliquant les substitutions
dun groupe dont l'ordre est égal au degré, et constituant les lignes
par les # permutations résultant de ces substitutions.

223) ,C. Soutllart, Nouv. Ann. math. (1) 19 (1860), p. 320.*

224) Quart. J. pure appl. math. 17 (1881), p. 129.

225) 4. Puchta, Denkschr. Akad. Wien, math. 88 II (1878), p. 215 [1877];
44 11 (1882), p. 277 [1881]; M. Nither, Math. Ann. 16 (1880), p. 322, 5561 [1879];
T, Muir 233)

Fucyclop. des sciene. mathémat. I 1. 8
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Daps certaines questions de Physique interviennent des détermi-
nants de degré 2» dont les éléments satisfont aux conditions

Qi 951 == Qg;_1, 255 Qi 95 = — 1,251
de tels déterminants peuvent &tre mis sous la forme d'une somme de
deux carrés 3%).*

29. Déterminants gauches. Pfaffiens. Un déterminant est dit
gauche si l'on a
Uy = — Oy @+ k).
Un déterminant gauche pour lequel on a, pour chaque indice ¢,

a,=0
est dit symétrique gauche "), "

Un déterminant symétrique gauche de degré impair est nul; son
déterminant adjoint (n° 23) est symétrique. Un déterminant symétrique
gauche de degré n pair est le carré parfait dune fonction entitre
de ses éléments; son adjoint est aussi symétrique gauche. La fonction
entiere des éléments qui constitue la racine carrée d'un déterminant

symétrique gauche d’ordre pair se compose de 1. 3. 5 ... (n — 1) termes;
chacun de ces termes est le produit de —;5 éléments dont les indices

sont tous distincts; elle renferme en particulier le terme @ ,d5, ... &, —1,.
et Yon convient de faire précéder ce terme du signe +; le signe de
tous les autres termes est alors déterminé.

La racine carrée d'un déterminant symétrique gauche est désignée
sous le nom de pfuffien; A. Cayley®®®) la représente par la notation

(1,2, ..., n);

226) ,W. Voigt, Ann. Phys. und Chemie (2) 16 (1882), p. 314; P. Drude,
Nachr. Ges. Gott. 1887, p. 118; H. R. Baltzer, id. p. 389; L. Gegenbauer, Sitzgsb.
Akad. Wien 96 II* (1887), p. 5, 489.*

227) Les déterminants symétriques gauches se sont présentés & C.G.J.Jacoli
dansg le probleme de Pfaff [J. reine angew. Math. 2 (1827), p. 354; 29 (1845),
p. 286; Werke 4, Berlin 1886, p. 26, 420]; C. G. J. Jacob: remarque que des dé-
terminants du méme type s’étaient déja présentés a J. I. Lagrange et & S. D.
Poisson. Voir aussi 4. Cayley [J. reine angew. Math. 32 (1846), p. 119; 38 (1849),
p. 93/6 [1847]; Papers 1, Cambridge 1889, p. 332, 410/3] auquel sont dus les
noms de déterminant gauche et de déterminant symétrique gauche; H. Grass-
mann, Ausdehn. 1%%) 1862, p. 347; Werke 1%, p. 841, et la remarque de la
p- 471; W. Veltmann, Z. Math Phys. 16 (1871), p. 516; F. Mertens, J. reine an-
gew. Math. 82 (1877), p. 207. ,Pour l'historique, consulter T. Mudr, Proc. R.
Soc. Edinb. 23 (1899/1901), p. 181.*

228) A. Cayley, J. reine angew. Math. 38 (1849), p. 93 [1847]; 50 (1855),
p. 299 [1854]; Cambr. Dublin math. J. 7 (1852), p. 40; Papers 1, Cambridge
1889, p. 410; 2, Cambr. 1889, p. 16, 202; W. Scheibner [Ber. Ges. Lpz. 11 (1859),
math. p. 1561] dit semi-déterminant (Halbdeterminante) au lieu de pfaffien.
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,elle se calcule de proche en proche par la formule de récurrence
1,2 -, n)=(,2)34- -, 0+, 345 - n2)+- -
+@,n (8 -, n—1),
od les symboles (1, 2), (1, 3), ... désignent a5, @, - .- Ainsi I'on a
(17 2,3, 4) = (1’ 2) (3: 4) + (1) 3) (41 2) + (17 4) (2’ 3)

= Q1054 + Q30,5 + 03405
T. Muir #7) écrit un pfaffien sous la forme dun demi-déterminant;
pour #» =4 par exemple, il I'écrit

a b ¢
d e}=af— be cd.
f

Un mineur, non prineipal, de degré » — 1, d’'un déterminant symétrique
gauche de degré n pair, est égal au produit du pfaffien (1,2, ..., ») par
un autre pfaffien relatif & n — 2. éléments.* Le carré d'un déterminant
quelconque p de degré pair, peut &tre mis sous la forme dun dé-
terminant symétrique gauche: le déterminant D peut alors étre mis sous
la forme d’un pfaffien®). Tout déterminant symétrique gauche, bordé
symétriquement ou nom, est le produit de deux pfaffiens ?*9).  T. Muir
a appliqué ce théoreme au développement d'un déterminant gauche
non symétrique; il a aussi donné le mombre des termes non sem-
blables d'un tel déterminant?*); ce nombre est

1+C§+3(12+3) ot + 3-5(124-3-5) C:+3.5-7(1;|-3-5-7) oo 4.

Le rang d'un déterminant symétrique gauche est toujours pair; si
tous les mineurs principaux de degré 2r sont nuls, tous ceux de
degré 2r — 1 le sont aussi. Un déterminant symétrigue gauche &
éléments réels posséde en commun avec les déterminants symétriques
la propriété suivante: si le déterminant est nul ainsi que la somme
de ses mineurs diagonaux du premier ordre, tous les mineurs du pre-
mier ordre sont nuls. Cette propriété se généralise a des mineurs
d'ordre supérieur #%).*

229) F. Brioschi, J. reine angew. Math. 52 (1856), p. 133 [1855]; 1. Mudr,
London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 12 (1881), p. 391.

230) A. Cayley, J. reine angew. Math. 55 (1858), p. 277 [1857]; Papers 4,
Cambridge 1891, p. 72.

231) ,T. Muir, Proc. R. Soc. Edinb. 21 (1895/7), p. 342 [1896]. Voir déja
A. Cunningham, Quart. J. science (2) 4 (1874), p. 212.*

232) ,G. Frobenius, J. reine angew. Math. 82 (1877), p. 242 [1876]. Voir
sussi H. Grassmann, Ausdehn. 1°%) 1862, p. 351; Werke 1%, p. 345, et la remarque

8*
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Si T'on considére un déterminant gauche quelconque, et si on le
développe comme une fonction entiere des éléments de sa diagonale
principale, les coefficients du développement sont des sommes de
déterminants symétriques gauches. A. Cayley ?*°) considéere le cas ou
les éléments de la diagonale principale sont égaux & l'unité.

- J. Sylvester 2%) considere les déterminants doublement gauches,
c'est-a-dire gauches par rapport aux deux diagonales; pour qu'un tel
déterminant ne soit pas nul, il faut que son degré soit de la forme
4n; sa racine carrée est une fonction entidre dont le nombre des
termes est égal & 2.4 -6---(4n — 2)y(n), la fonction 3 (n) étant
définie par les conditions de récurrence

Y(n) = (4n — B)y(n — 1) — 2ny(n — 2)
»(0)=1, »(1)=1

G. Brunel %) a appliqué les déterminants symétriques gauches
et les pfaffiens au probléme d& Analysis situs qui concerne les réseaux
et les lignes passant par leurs sommets, ainsi qu'ad la marche du
cavalier sur l'échiquier.*

avec

30. Equation séculaire. Généralisation. Etant donné un déter-
minant |« |, retranchons x des éléments de la diagonale principale
et égalons & zéro le résultat; mous formerons ainsi une équation que
Pon rencontre souvent dans les applications,

Osie==k

fl@)= ay;—duz =0, ou 9, = { 1 s zi k;

le degré de cette équation est égal & celui du déterminant.
Le cas le plus important est celui ou le déterminant est symé-
_trique; l'équation f(x) =0 s'appelle dans ce cas eéquation séculaire;
elle a été rencontrée par P.S. Laplace dans une question d’Astronomie:
la détermination des inégalités séculaires des mouvements des planétes;
elle a de nombreuses applications en Géométrie analytique, on elle
est connue sous le nom d’équation en 8, parce qu’on y écrit généralement
S au lieu de 2. L’équation séculaire a toutes ses racines réelles. Elle

a fait l'objet de nombreux travaux 23). :

de la p. 490; E. von Weber, Vorles. tiber das Pfaff’sche Problem, Leipzig 1900,
p- 80; C. Russjan (Roussiane), Rozprawy Akad. Umiejetnoéci 1903, sous presse;
Bull. intern. Acad. se. Cracovie 1903, p. 1.*

238) ,C. R. Acad. sc. Paris 89 (1879), p. 24, 497.*

234) ,Mém. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux (4) 5 (1895), p. 165.*

2856) P. 8. Laplace, Hist. Acad. sc. Paris 1772 II, M. p. 363; Méc. céleste 1,
Paris an VII, p. 299; (Euvres 8, Paris 1891, p. 464; J. L. Lagrange, Nouv. Mém.
Acad. Berlin 4 (1773) éd. 1775, p. 108; Buvres 3, Paris 1869, p. 603; A. L. Cauchy,
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Un généralisation de Ch. Hermite®) ge rapporte au cas o les
éléments a;; et a,; sont imaginaires conjugués.

T. Muir 7) a considéré le cas ol les éléments «,, sont réels et
quelconques: les racines de l'équation f(x) =0 sont toutes réelles si,
pour ¢ et & variables de 2 & n, on a constamment

A0y = Gy Uy gy 00y > 05
elles sont toutes imaginaires (pour # impair il existe en plus une
racine nulle) si 'on a constamment, pour 7 et & variables de 2 a =,

Oy Gyl = — Oy Qilygy O30y <0, @, =0
Le cas ou les éléments a,, forment un systeme orthogonal est impor-
tant, nous le considérerons dans le numéro suivant.

,La généralisation de l'équation séculaire se présente lorsqu'on
considére deux déterminants a;|, 'b;, de méme degré, et le déter-
minant |ia,, + pb,,| dont les éléments sont les mémes fonctions liné-
aires et homogeénes des éléments correspondants des deux premiers.
F. Siacci *®) a étudié le déterminant ainsi composé; il a montré qu'il
peut étre transformé en un produit de trois facteurs dont deux sont
les denx premiers déterminants et dont le troisitme a la forme
pd, + AB;,l; il peut &tre aussi transformé en un autre déterminant
ne contenant 4 ou u que dans les éléments de la diagonale principale.

A un autre point de vue, l'équation séculaire relative & un
déterminant quelconque, écrite sous la forme |a,;, — 19;,| =0, avec
4 comme inconnue, s’est présentée a J. J. Sylvester 2°) dans la théorie
des puissances et des racines de substitutions linéaires. Etant donnée

Exercices math. 4, Paris 1829, p. 140; Euvres (2) 9, Paris 1891, p. 174; C. G. J.
Jacobi, J. reine angew. Math. 12 (1834), p. 16; 30 (1846), p. 46 [1844]; Werke 8,
Berlin 1884, p. 209, 461; E. E. Kummer, J. reine angew. Math. 26 (1843), p. 268;
C. W. Borchardt, id. 30 (1846), p. 38 [1845]; J. math. pures appl. (1) 12 (1847),
p. 50; Werke, Berlin 1888, p. 5; J. J. Sylvester, London Edinb. Dublin philos.
mag. (4) 4 (1852), p. 138; L. O. Hesse, J. reine angew. Math. 60 (1862), p. 305;
Werke, Munich 1897, p. 497; O. Henrici, J. reine angew. Math. 64 (1865), p. 187;
G. Bauer, id. 71 (1870), p. 46 [18681; J. J. Sylvester, id. 88 (1880), p. 6 [1878];
F. Walecki?1%); I,. 0. Hesse, Analyt. Geom. 1%, p. 247; T. Muir, Amer. J. math.
19 (1897), p. 312; W. H. Metzler, id. 21 (1899), p. 367 [1898]. Historique par
T. Muir, Proc. R. Soc. Edinb. 24 (1901/3), p. 244, 555

236) C. R. Acad. sc. Paris 41 (1833), p. 181; J. reine angew. Math. 52
(1856), p. 39 [1854].

237) Amer. J. math. 19 (1897), p. 312.

238) ,Atti Accad. Torino 7 (1871/2), p. 772; Ann, mat. pura appl. (2) &
(1871/3), p. 296. Voir aussi O. Niceoletti, Atti R. Accad. Lincei, Rendie. (5) 11 II
(1902), p. 124.*

2389) ,C. R. Acad. sc. Paris 94 (1882), p. 65, 396.*
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une matrice carrée |a,[, on peut considérer ses éléments comme
coefficients d'une substitution linéaire; la matrice dont les éléments
sont les coefficients de la puissance ¢® de cette substitution, a pour
déterminant la puissance 7° du déterminant de la premidre. Inverse-
ment, on peut se proposer de trouver les éléments d’une substitution
dont la puissance ¢ soit une substitution donnée: ces éléments consti-
tuent une matrice qui est dite la racine ¢° de la matrice de cette
substitution. Plus généralement, on peut {frouver une matrice qui
soit la p® puissance d’une matrice donnée, w étant un nombre fraction-
naire quelcongue. J.J. Sylvester démontre que les racines de I'équation

f(A) =la,— 19, | =0,

qu'il appelle racines lambdaiques relatives & la matrice cherchée, sont
les puissances u°® des racines lambdaiques de la matrice donnée.

Le cas le plus intéressant est celui ot la matrice donnée a ses
éléments diagonaux égaux & l'unité, et tous les autres nuls; elle est
dite matrice unitaire. Lorsqu'on cherche la racine ¢ de cette matrice
et que ¢ est supérieur au degré n de la matrice, on obtient une
solution en formant une matrice dont les racines lambdaiques sont »
racines ¢*® distinctes de l'nnité; mais cette solution n’est pas la seule
et il en existe d'autres quels que soient : et »; il y a autant de
genres de racines /i qu'il y a de partitions indéfinies du nombre .

Soient »,, »,, ..., ¥, des nombres entiers tels que Swv, =1,
(h=1,2,...,k); solent @, @, - .., ¢; des racines ¢** de l'unité en
nombre k et soit M la matrice cherchée [a,;'. On considérera les

ig
déterminants mineurs de |a;;— 40;;| de degrés respectifs n —», +1,..,
n—wv,+ 1, et on choisira M de maniére que @, soit racine de cha-
que mineur du premier de ces systémes, que g, soit racine de chaque
mineur du 2° ..., que g, soit racine de chaque mineur du %°; il
restera 23w, v, (5,5=1,2, ..., k; i=j) constantes arbitraires dans
la détermination de M.

Un autre cas intéressant est celui on tous les éléments d’une
matrice sont nuls; une telle matrice est dite matrice zéroidale.

A la formation des puissances entiéres ol fractionnaires des
matrices, se rattache la formation de leurs produits ou de leurs
quotients, ainsi que la résolution d’équations fonctionnelles, telles que
MX =XM', ot M, M’ sont des matrices données et X une matrice
inconnue. Ces questions sont plutdt du domaine de la théorie des
substitutions 20)*

240) ,J. J. Sylvester, C. R. Acad. sc. Paris 99 (1884), p. 67, 115, 117, 409,
432, 473, 502, 527, 565, 621; FEd. Weyr, id. 100 (1885), p- 787, 966; (. Brunel,
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La recherche des matrices & coefficients entiers dont le déter-
minant a une valeur donnée se rattache & la théorie des congruences
linéaires et & 1'Analyse indéterminée du premier degré %),

31. Déterminants de systémes orthogonaux. Maximé d'un
déterminant. Un systéme orthogonal est celul gui, par sa composition
ave¢ Jui-méme, fournit le systeme-unité (n° 22). Le carré du détermi-
nant d'un systeme orthogonal a ses éléments diagonaux égaux 2 V'units,
et ses autres éléments nuls. Le déterminant lui-méme est égal &
+ 1 et chacun de ses mineurs ne differe de son complémentaire que
par un facteur égal & la valeur du déterminant.

L’étude des déterminants orthogonaux est intimement lide & celle
des substitutions orthogonales dont il sera question dans un autre
article. ,Mentionnons cependant la maniere générale dont A. Cayley
a formé les éléments dun systeme orthogonal de déterminant égal a
+1 au moyen de ceux dun déterminant gauche. On considere un
déterminant B = |b;, dont les éléments diagonaux sont égaux & lunité

et dont les autres sont tels que Yon ait b, = — b,;; si B;, est le
mineur de B relatif a b,,, on pose
B;; 2 B;
aii=2'§‘_ ’ Ay = Bk:

et le systeme (a,;) est un systéme orthogonal de déterminant + 1%2).
Dans V'étude des substitutions orthogonales, la recherche des éléments
identiques & leurs transformés dépend de la résolution de 1’équation
fle) =lay —¢dy =0,

analogue & l'équation séculaire. Cette équation est réciproque %).
Si le déterminant |a;,' est égal a + 1, Véquation f(¢) =0, pour »
pair, n'a aucune racine réelle; pour » impair, elle a une seule racine
réelle égale 4 — 1. Si le déterminant |a,,| est égal & — 1, pour »
pair I'équation f(¢) = O a deux racines réelles égales & *= 1, et pour
n impair elle a une seule racine réelle égale & 4 1.

id. 106 (1888), p. 467; W. H. Metzler, Amer. J. math. 14 (1892), p. 826; 15 (1893),
p. 274; H. Tuber, id. 16 (1894), p. 123; L. Autonne, Nouv. Ann. math. (4) 3 (1903),
p. 57.*

241) Ch. Méray, Ann. Ec. Norm. (2) 12 (1883), p. 89; T. J. Stielijes, Ann.
Fac. sc. Toulouse 4 (1890), mém. n° 18, p. 49.

242) ,A. Cayley, J. reine angew. Math. 32 (1846), p. 119; Papers 1, Cam-
bridge 1889, p. 332; L. Kronecker, Sitzgsb. Akad. Berlin 1890, p. 525, 601, 691,
873, 1063, 1081; Werke 8!, Leipzig 1899, p. 371/473; dans ces communications de
L. Kronecker, il est, en outre, question de systémes orthogonaux et symétriques.*

243) ,F. Brioscki, J. math, pures appl. (1) 19 (1854), p. 253; F. Fag di
Bruno, id. p. 304.*
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Les substitutions orthogonales ne sont ¢u'un cas particulier des
substitutions (ui transforment en elles-mémes une forme quadratique et
elles ont donné lien & de nombreux travaux dont nous ne mentionnons
que ceux qui se rattachent a la théorie des déterminants. Ch. Hermite™)
a étendu le théoreme de F. Brioschi au cas de la transformation
d’une forme quadratique quelconque a 3 variables; A. Voss ), dans
un important article, a examiné le cas plus général des substitutions
linéaires homogenes transformant un nombre queleconque » de variables
x; en un méme nombre de variables y; et satisfaisant identiquement
a la condition

Syr=mx2, (=12, ... n).

Si (a;;) est le systeme des coefficients d’'une telle substitution et D
le déterminant |a;, | de ce systtme, D est égal & +)}Vm" Ly a
d'ailleurs lieu de distinguer le cas ot D = 4 V/'m» (substitutions propres)
de celui ot D = — Vm» (substitutions impropres). Le théoreme de
F. Brioschi s'étend a ce cas général, la propriété des racines d'étre
réciproques étant remplacée par cette autre propriété que les racines
ont deux i denx un produit égal & m. Le déterminant syméirique
gauche dont les éléments sont égaux & a;; — @;; est nul identique-
ment pour » impair; pour i pair, il s’annule également ainsi que ses
mineurs du premier ordre lorsque la substitution est impropre. Les
propriétés des mineurs du déterminant a; + d;, WI permettent de
retrouver les formules de A. Cayley et de voir que ce sont les plus
générales pour les substitutions propres.

Etant donnés deux déterminants de systemes orthogonaux

D= a,, D' = by ,
dont les valeurs & et & sont égales & + 1 ou & — 1, on peut former,
au moyen de leurs éléments, un nouveaun déterminant
D" = [ + by

F. Siacci #%) a démontré, relativement & ce déterminant D”, le théoreme
suivant: Quels que soient les valeurs des coefficients 1, et w,, si lon
change 4, en u, pour toutes les valeurs de %, la valeur nouvelle de D”
est égale a I'ancienne multiplie par s, En faisant tous les nombres
4, égaux & -+ 1 ou tous ces nombres 1, égaux & — 1 et opérant de
méme sur les nombres u,, on en déduit que si D et D’ ont des
valeurs symétriques (I 3, 5), le déterminant a;,+b;, | est nul; si D

244) ,Ch. Hermite, Cambr. Dublin math. J. 9 (1854), p. 63; J. reine angew.
Math. 47 (1854), p. 312, 318 [1853]; 78 (1874), p. 825; voir aussi J. Rosanes, id.
80 (1873), p. 52 [1874]; G. Frobenius, id. 84 (1878), p. 1.*

245) Math. Ann. 13 (1878), p. 320 [1877]*
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et D' ont la méme valeur et sont de degré impair, le déterminant
a,,—b;, est également nul.

Si D et D' ont la valeur + 1 et si le déterminant @, -+ b;;|
est nul, tous ses mineurs de degré n — 1 sont aussi nuls #¢).

Dans le cas particulier on le systéme |b;, se réduit au systéme-
wité, le déterminant |a;, + b,, se réduit au déterminant R obtenu
en ajoutant 1 aux éléments a;; de D; soit E;; le mineur de It com-
plémentaire de a;; + 1, et soit ¢ = + 1 la valeur de D; F. Siacci %)
et E. Netto ") ont montré que l'on a

E=(1+ )R,

de sorte que si e=+41, on a IK,;;=3R, tandis que si e=—1, on a
R=0. E. Netto®") a, de plus, obtenu le résultat général suivant:
§i D=4 1, les premiers des sous-déterminants de R qui ne sont
pas tous nuls sont de degré »n — 2m; si D =—1, ils sont de degré
n—2m —1; m est dans les deux cas un nombre naturel ou nul.
A. Voss #°) a énoncé des propriétés analogues pour les mineurs dans
le cas général*

A Tétude des systemes orthogonaux se rattache le probleme de
la recherche de la valeur maximée (I 1, note 164) que peut avoir la
valeur absolue d'un déterminant dont les éléments sont, en valeur ab-
solue, égaux ou inférieurs & un nombre donmné. On peut supposer
que ce dernier nombre est égal &4 - 1, et résoudre le probleme lors-
que les éléments du déterminant sont réels ou imaginaires. Si Von
désigne par a;, le nombre conjugué de a;, et si Von pose

’ ' ’
Sik = By Oy + BygCrg + -+ + 0y, By
on démontre que la valeur absolue maximée du déterminant s;, est égale

a mi"; pour que cette valeur maximée soit atteinte, il est nécessaire
et suffisant que les quantités s;, soient nulles pour i =k, et que les
valeurs absolues des éléments a,, soient égales a l'unité. Lorsque ces
conditions sont remplies, J. J. Sylvester %) dit que le systeme a,, est
orthogonal inverse. '

J. Hadamard %) g’est occupé de cette question et a complété les

246) ,T. J. Stieltjes, Acta math. 6 (1885), p. 319; E. Netto, id. 9 (1886/7),
p. 205; 19 (1895), p. 105.*

247) Acta math. 19 (1895), p. 105.

248) London Edinb. Dublin philos. mag. (4) 84 (1867), p. 461.

249) C. R. Acad. sc. Paris 116 (1893), p. 1500; Bull. sc. math. (2) 17 (1893),
p. 240. Voir aussi U. Scarpis, Resle Ist. Lombardo, Rendic. (2) 31 (1898),
P- 1441,
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122 E. Netto. 12. Théorie des déterminants. H. Vogt.

résultats de J. J. Sylvester, en indiquant un procédé plus général de
formation de déterminants maximés ayant des éléments de valeur
absolue égale a 1.  Lorsque % est une puissance de 2, on peut
former en particulier des déterminants dont les éléments sont réels,
maximés et égaux a + 1 ou & — 1; on peut aussi en former pour
d’autres valeurs de #, mais il est nécessaire cependant que # soit
multiple de 4; J. Hadwmard cite en particulier un déterminant de
degré 12 et un autre de degré 20; il y aurait lieu de rechercher #'il
en existe d'autres et de trouver pour chaque valeur de » le maximé
d'un déterminant dont les éléments sont 4+ 1 ou — 1.*

32. Déterminants spdeciaux: wronskiens, jacobiens, hessiens.
Nous ne pouvons mentionner toutes les applications de la théorie des
déterminants; nous indiquerons seulement quelques déterminants
spéciaux, en renvoyant pour leur étude complete aux théories aux-
¢quelles ils se rapportent.

Un ddterminant de Wronski®®), de degré s, est formé de la
fagon suivante: dans la premitre ligne sont % fonctions d'une variable
x, dans la seconde ligne sont les dérivées premiéres de ces fonctions,
dans la troisieme ligne sont les dérivées secondes, ete ..., dans la
#® ligne sout les dérivées d’ordre #» — 1. ,C’est surtout dans la théorie
des équations différentielles linéaires que se présentent les détermi-
nants wronskiens; leur propriété fondamentale est que I'on forme leur
dérivée en y remplacant les dérivées d’ordre # — 1 par celles d’ordre #;
si le wronskien de % fonctions est nul, ces fonctions sont lides par
une équation linéaire homogene & coefficients constants®*). F. J.
Studni¢ka ®2) a considéré un déterminant wronskien particulier, dans
lequel les éléments de la premiere ligne sont eux-mémes constitués
par une fonction et ses # — 1 premieres dérivées.*

250) Ces déterminants ont été dénommés ainsi par F. Pascal, 1 Deter-
minanti, Milan 1897, p. 62; trad. all. par H. Leitzmann, Leipzig 1900, p. 48.

251) ,C. J. Malmstén, J. reine angew. Math. 39 (1850), p. 91; L. O. Hesse, id.
54 (1857), p. 249; Werke, Munich 1897, p. 439; E. B. Christoffel, J. reine angew.
Math. 55 (1858), p. 281; G. Frobensus, id. 76 (1873), p. 236; 77 (1874), p. 245
[1873]; M. Pasch, id. 80 (1875), p. 177 [1874]; J. Tannery, Ann. Ec. Norm. (2)
4 (1875), p. 121; C. Jordan, Cours d’Analyse de 1'Ec. polyt. 3, Paris 1887,
p. 150; 2° éd. 3, Paris 1896, p. 1562; . Peano, Mathesis (1) 9 (1889), p. 75, 111;
Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 6 1 (1897), p. 413; L. Heffter, Einleitung in
die Theorie der linearen Differentialgleichungen, Leipzig 1894, p. 233; L. Schlesinger,
Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen 1, Leipzig 1895, p. 36;
A. Demoulin, Mathesis (2) 7 (1897), p. 62; M. Bicher, Trans. Amer. math, Soc. 2
(1901), p. 139.*

252) ,Monatsh. Math. Phys. 10 (1899), p. 338.*
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82. Déterminant wronskien; déterminant fonctionnel ou jacobien. 123

Le dderminant fonctionnel ou jacobien %) de n fonctions fi; [z,
.., [, de »n variables x,, x,, ..., %,, est le déterminant

of;  of; of; ;
aL:?g;:"';gxn? U=1)2;'-'7'n/\)7

formé par les dérivées partielles du premier ordre de ces fonctions,
prises par rapport aux variables successives %),

JLe déterminant fonctionnel jouit, au point de vue des frans-
formations de variables, de propriétés analogues & celles de la dérivée
dune fonction et il s'exprime par le quotient de deux déterminants
de degré n,

%L; GEk=1,2,...,mn);
dans ce quotient le dénominateur est formé par » systémes de diffé-
rentielles indépendantes et le numérateur par les différentielles totales
correspondantes des » fonctions ). La condition nécessaire et suf-
fisante pour que les # fonetions soient liées par une relation identique
est que le déterminant fonctionnel soit nul

De nombreuses applications du déterminant fonctionnel au caleul

intégral et 4 la géométrie analytique, seront mentionnées dans des
articles spéciaux de I’Encyclopédie.

Au déterminant fonctionnel de # fonctions de » variables se
rattache le déterminant suivant, relatif & » 4 1 fonctions de n
variables

a {3 0 7 a (3 ,
K(?/o; yu--'?/n)‘: y"’b—.i/?’ 3032;” Y (’=O)1;"')">7

° axn H

253) Le nom de jacobien a été donné & ces déterminants par J.J. Sylvester
[Philos. Trans. London 143 (1833), p. 476].

254) T. Musr [Proc. R. Soc. Edinb. 24 (1901/3), p. 151] fait I'historique des
jacobiens. On trouve déja des jacobiens mentionnés par A. L. Cauchy [Mém.
présentés Acad. sc. Paris (2) 1 (1827), mém. n° 1, p. 12 [1815]; (Euvres (1) 1, Paris
1882, p. 8]. C. G. J. Jacobi les considére aussi dans ses mémoires [J. reine angew.
Math. 5 (1830), p. 344; 6 (1830), p. 257; 10 (1833), p. 101; 12 (1834), p. 38;
Werke 3, Berlin 1884, p. 69, 161, 233; 6, Berlin 1891, p. 26]; mais c’est surtout
dans son mémoire J. reine angew. Math. 22 (1841), p. 319; Werke 3, p. 895,
qu'est établie la théorie. Voir aussi J. .J. Sylvester, Philos. Trans. London 143
(1853), p. 467; W. F. Donkin id. 144 (1854), p. 72; A. Cayley, J. reine angew.
Math. 52 (1856), p. 276 [1855]; Papers 4, Cambridge 1891, p. 30; A. Clebsch,
J. reine angew. Math. 69 (1868), p. 355; 70 (1869), p. 175; C. Neumann, Math.
Ann. 1 (1869), p. 208; L. Kronecker, J. reine angew. Math. 72 (1870), p. 155
[1869); Werke 1, Leipzig 1895, p. 240; J. Rosanes, J. reine angew. Math. 75
(1873), p. 166.

255) J. Bertrand, C. R. Acad. sc. Paris, 32 (1851), P- 134; J. math. pures
appl. (1) 16 (1851), p. 212.
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déja comsidéré par C. G. J. Jacobi*®) et étudié par F. Casorati®7)
La condition nécessaire et suffisante pour que y,, #,, ..., ¥, Soient
reliés par unne équation homogene, est que K soit nul.

Le déterminant K est égal au produit de y2*' par le déter-

minant fonctionnel des quotients Y, %, ... Y». Q. Toreli %8) con-
Yo Yo Yo

sidere un cas plus général: il forme le déterminant fonectionnel de #

produits ¥,2,, Ys2y, - .., ¥,2, au moyen dun déterminant de degré »

dont les éléments sont les fonctions y,, 45, ..., Y, &, %5, -« -, 2, et

leurs dérivées premieres.

Un déterminant particulier, que 'on appelle quelquefois defermi-
nant fonctionmel, s'introduit dans la théorie des formes binaires. 8i
fi» fas -+ -y [, désignent n formes binaires homogenes des deux va-
riables z et y, c'est le déterminant

_o"fi
axkayn—l

Ce déterminant fonctionnel se rattache immédiatement au déterminant
wronskien de ces formes considérdes comme fonctions de la seule
variable #, en appliquant aux éléments de ce dernier déterminant la
relation de L. Fuler sur les fonctions homogenes; il joue un rdle parti-
culier dans la réduction des formes binaires & une forme canonique
et dans la théorie des covariants 2%9),

Si n est impair, le dcterminant fonctionnel s'exprime linéairement
au moyen des formes hinaires données; si # est pair il s'exprime par
une fonetion quadratique de ces formes avec des coefficients invariants
ou covariants.

Un autre déterminant considéré par A. Voss *°) est le déterminant

1 ..0 P10 - - P1r

0 1 (pnO"‘pnr
Yo - Yoo O .. 0

Py, .- 9,0 ..0

256) J. reine angew. Math. 10 (1883) p. 101; 12 (1834) p. 40; Werke 3,
Berlin 1884, p. 161, 235/6.

257) ,Reale Ist. Lombardo, Memorie (3) 4 (1877), p. 181 [1874].*

258) ,Rendic. Circ. mat. Palermo 7 I (1893), p. 75.*

259) ,C. Le Paige, C. R. Acad. sc. Paris 92 (1881), p. 688.*

260) ,Math. Ann. 13 (1878), p. 161 [1877)*
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32. Déterminant hessien. 83. Déterminant de Vandermonde. 125

ou les @, et ¥, désignent les dérivées d’ordre k des fonctions ;o et
4;, d'une méme variable. Ce déterminant est un invariant pour les
substitutions linéaires effectuées sur cette variable.*

Le déterminant hessien *') d'une fonction f(z, z,, ..., z,) de »
variables indépendantes z;, z,, ..., z, est formé par les dérivées
partielles secondes de cette fonction; c’est le déterminant

H— 2 S k=1,2,...,n).

ox;ox; |’

Il présente de nombreuses applications & la géoméirie analytique et
4 la théorie des formes homogénes.  Lorsque, par une transformation
linéaire, on peut transformer une forme f(z, #;, ..., z,) homogene
4 n variables x;, 25, ..., #, en une autre & n— 1 variables, le
hessien H de la forme f est nul. La réciproque qu'avait énoncée
L. 0. Hesse, n'est exacte %) que si # est égal ou inférieur a 4.*
,Mentionnons encore un théoréme énoncé par P. Painlevé®6%):

Soit T une fonction homogene d’'ordre o quelconque des % + 1 variables
%, &y, Ly, ..., &, et v la fonction obtenue en faisant x — 1 dans T;
goit H le hessien de T et d le déterminant de degré # dont 1'élément
général est

Uy = €T 0t — (a—l)a—r oe,

ik ox;0x; ox; oxy’
si 'on fait £ =1 dans H et que l'on appelle H, le résultat obtenu,

on a identiquement
(¢ —1)0 = a*~1H 22— 1*

33. Alternants. Permanents. Continuants. On appelle deter-
minant de Vandermonde ou de Cauchy, le déterminant

[1, a;, a2, ..., a®" 1|, (=12 ..., n).

Ce déterminant est égal au produit des différences deux a deux des
éléments a; ou, d’'une facon plus précise, au produit

H(“i—ak)) k=12 .., n i > k).

Cest une fonction alternée des quantités a,, en ce sens que les valeurs
qu'elle acquiert lorsqu’on permute ces quantités d’une maniere quel-

261) L. O. Hesse, J. reine angew. Math. 28 (1844), p. 83; 42 (1851), p. 117;
56 (1859), p. 263; Werke, Munich 1897, p. 106, 289, 481; J. J. Sylvester, Cambr.
Dublin math. J. 6 (1851), p. 186.

262) M. Pasch, J. reine angew. Math. 80 (1875), p. 169 [1874]; P. Gordan,
Sitzgsb. phys. medic. Soc. Erlangen 8 (1875/6), p- 89 [Décembre 1875]; M. Nother,
id. p. 51 [Janvier 1876]; P. Gordan et M. NOther, Math. Ann. 10 (1876), p. 547.

263) ,Bull. Soc. math. France 22 (1894), p- 116.*
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126 E._ Netto. 12. Théorie des déterminants. H. Vogt.

conque, sont seulement au nombre de deux, et que ces deux valeurs
sont symétriques.

Le carré du déterminant précédent se met sous la forme d'un
déterminant orthosymétrique (n° 28)

30, Syy -+ oy 3,.-1
S15 Say --5 5y

D= . ’
Sp—1s Suy -+ 2 San—2

ou l'on a posé S, =0 + af + -+ apr.
C’est le discriminant de 1'équation qui a pour racines a,, d, ..., a, ).
,La condition nécessaire et suffisante pour que cette derniére équation
ait des racines multiples, est que son discriminant soit nul; d'une
maniére plus précise, pour qu'une équation de degré = ait seulement
n — p racines distinctes, il faut et il suffit que son discriminant, mis
sous la forme du déterminant D, et les p — 1 déterminants qu'on en
déduit en supprimant successivement 1,2, ..., p—1 lignes et colonnes
a partir des dernidres, soient tous nuls, ce qui fait p conditions 2.
Tandis que A. T. Vandermonde n’a considéré qu'un cas particulier du
déterminant précédent, A. L. Cauchy**) a étudié les fonctions plus
générales qu'il appelle fonclions allernées ou alternants; ces fonctions
g'étaient déja présentées & G. C. F. M. Riche de Prony*"): elles
jouissent de la propriété de prendre des valeurs symétriques quand
on permute deux des éléments qui y entrent 268),

LLes déterminants de la forme |a,:|, ot les exposants #; sont

264) Le nom de discriminant a été donné par J. J. Sylvester [London Edinb.
Dublin philos. mag. (4) 2 (1851), p. 406]).

265) , L. Baur, Math. Ann. 50 (1898), p. 241; H. Weber, Lehrb. der Algebra,
2° éd. 1, Brunswick 1898; trad. J. Griess, Algebre supérieure, Paris 1898, p. 179.*

266) J. Ec. polyt., cah. 17 (1815), p. 29, 52 [1812]; Exercices d’Analyse et
de phys. math. 2, Paris 1841, p. 161; Oeuvres (2) 1, Paris 1905, p. 91; (2) 12, en
préparation.

267) J. Ec. polyt. cah. 2, an IV, p. 264,

268) Voir aussi F. Schweins, Theorie der Differenzen und Differentiale,
Heidelberg 1825, p. 317; J. J. Sylvester, London Edinb. philos. mag. 16 (1840),
p. 37; C. G. J. Jacobi, J. reine angew. Math. 22 (1841), p. 360; Werke 3, Berlin
1884, p. 441; T. Muir, Proc. R. Soc. Edinb. 10 (1878/80), p. 102; F. J. Studnicka,
Sitzgsb. bohm. Ges. Prag 1896, mém. n° 22; 1897, mém. n° 1, 16.

La théorie est développée dans les Traités classiques de S. Giinther,
Lehrb. der Determinanten, Erlangen 1875, 2° éd. 1877, p. 66; R. F. Scott, De-
term. 139, p. 115; H. R. Baltzer, Theorie und Anw. der Determinanten, Lpz. 1857;
5°éd. Lpz. 1881; trad. G.J. Hoviel, Paris 1861, p. 92. Pour l'historique, consulter
T. Muir, Proc. R. Soc. Edinburgh 23 (1899/1901), p. 93.
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des nombres naturels quelconques distincts, sont des alternants; ils
sont divisibles par le produit des différences des éléments, c'est-d-dire
par le déterminant de Vandermonde de ces éléments 2%); ils s'expriment
au moyen de certaines fonctions appelées fonctions homogénes complétes,
qui ont été étudides par J. Hoéne Wronski®™) sous le nom de fonc-
tions alephs. On les obtient en écrivant tous les termes qui entrent
dans le développement d'une puissance de la somme des éléments q,
et faisant tous les coefficients de ces termes égaux & l'unité ™).
T. Muir a exprimé au moyen de ces déterminants le produit d'un
déterminant de Vandermonde par une fonction symétrique des éléments
qui y entrent "),

J. Ph. E. de Fauque de Jonguiéres *'®) étudie sous le nom de deter-
minants potentiels les déterminants |a,*| lorsque les éléments et les
exposants sont des nombres naturels.

Une généralisation du déterminant de Vandermonde s'obtient en
écrivant dans la premietre ligne les # éléments

2 n—1,
1, a, o, ..., a" Y

dans les ¢, — 1 lignes suivantes les dérivées d'ordres successifs 1, 2,
..., 0 —1 de ces éléments, prises par rapport & a,; dans la ligne
suivante les »n éléments

2 n—1,
1, a5, a?, ..., ag" "

dans les &, — 1 lignes suivantes les dérivées d’ordres successifs
1,2,..., ag — 1 de ces éléments, prises par rapport & a,, et ainsi de
suite, la somme &, + & + - -+ 4 o, étant égale & ». A un facteur
numérique pres, ce déterminant?™) est égal & II(a; — a,)"%-

A la théorie des alternants se rattache celle des permanents. Un
permanent est la fonction que Yon obtient en développant un déter-
minant et affectant tous ses termes du signe +. 7. Muir®™®) a étudié

269) 4. H. Anglin, Bull. Soc. math. France 15 (1886/7), p. 120.

270) ,Introd. & la philos. des math. et technie de 1'algorithmie, Paris 1811,
p- 65.*

271) L. Crocchi, Giorn. mat. (1) 17 (1879), p. 218.*

272) T. Mutr, Proc. R. Soc. Edinb. 22 (1897 9), p. 539; E. D. Roe, Amer.
J. math. 25 (1908), p. 97 [1901]; Trans. Amer. math. Soc. 5 (1904), p. 193; Taylor,
Amer. math. Monthly 10 (1903), p. 119.*

273) ,C. R. Acad. gc. Paris, 120 (1895), p. 408, 580.*

274) M. A. Stern, J. reine angew. Math. 66 (1866), p. 285 [1865]; Ch. Méray,
Apn. Ee. Norm. (1) 4 (1867), p. 176 [1865]; Revue math. spéc. 5 (1898/1900), p. 217;
E. Franke, J. reine angew. Math. 83 (1877), p. 65.*

275) ,Proc. R. Soc. Edinb. 11 (1880/2), p. 409; 22 (18%7/9), p. 184.*
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les relations qui existent entre les déterminants, les alternants et les
permanents; il désigne un permanent par la notation

+ +
arbyey ...,
la notation |a, b, ¢, .. .| étant réservée aux déterminants; il démontre
que Ton a
+ o+
|agbyes .. .| = Sa, - |byeg .. .| — Slagby -legd, .. .|

+ +
— 2abyey -ldy. ..+
Un alternant de Vandermonde contenant 2n éléments peut s'exprimer
par une somme de 1-83-5...(2n — 1) guantités; chacune d'elles est
un terme du pfaffien
b—a, ¢c—a, d—a, ...
c—b d—b ...
d—e, ...

multiplié par un permanent ne renfermant que les puissances paires
des éléments.*

Nous renvoyons a la théorie des équations et de 1'élimination
pour Tétude des résultants que 'on met sous forme de déterminants.
Beaucoup d’invariants et de covariants se mettent aussi sous cette
forme, particuliérement sous forme de déterminants orthosymétriques.
Nous renvoyons aussi & la théorie des équations linéaires, pour
Pétude des applications des déterminants & la résolution de ces
équations. )

Nous mentionnerons cependant des déterminants remarquables
qui se présentent dans la résolution d’équations linéaires particuliéres.
Par exemple les sommes des puissances semblables des racines d’une
équation peuvent s'exprimer au moyen de déterminants composés avec
les coefficients de cette équation®®). Les coefficients des séries ré-
currentes qui constituent le développement d'une fonction rationnelle
suivant les puissances de la variable, s’expriment aussi sous forme de
déterminants 7).

Les déterminants les plus intéressants obtenus de cefte fagon
sont les continuants; ils se présentent dans le calcul des réduites
successives d'une fraction continue; ils sont de la forme

276) S. Ginther, Determ. 2°%), p. 110; E. Pascal, Determ. 2°°), trad. H. Leite-
mann, p. 145.

277) M. Dietrich, J. xeine angew. Math. 69 (1868), p. 190; E. Netto, Vorles.
iiber Algebra 1, Leipzig 1896, p. 84; T. Musr, Proc. R. Soc. Edinb. 24 (1901/3),
p. 387.
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@, 1, 0,... 0, 0O

-1 a, 1, ... 0, O
Co=" 0,—1, a5,... 0, O
0, 0, 0,...—1, a,,

,Les continuants satisfont & la formule de récurrence
C,=a,(,_,+C _,.

(omme généralisation on peut supposer que les éléments 1 et — 1
sont remplacés par d’autres quantités?™®). Bi les ¢ sont éganx & une
méme variable z, certains continuants sont décomposables en un
produit de facteurs rationnels du second degré®™). Mentionnons
encore qu'un polynome entier en x de degré » peut se mettre sous la
forme d'un déterminant de degré n + 1%°). En particulier, les poly-
numes X, de Legendre se mettent, & un facteur pres, sous la forme !)

Toy Uy, Gy ooy @
au Qg as, .. ©) an+1
Pn= S
an—l’ a’n’ an+l’ NS a2n—1

l :
1, =, A
1
r+1

ol a, est si 7 est pair, et est nul si # est impair.*

34. Déterminants arithmétiques. 11 existe un grand nombre
de déterminants spéciaux ayant comme éléments des nmombres parti-
culiers, et dont la valeur est remarquable: on les trouvera cités en
grande partie dans V'ouvrage dé E. Pascal®2). Les uns??) ont leurs

278) ,J. J. Sylrester, London Edinb. Dublin philos. mag. (4) 5 (1833,
p-463; (4) 6 (1853), p. 297; W. Spottiswoode, J. reine angew. Math. 51 (1856),
p.- 374 [1858]; L. Painvin, J. math. pures appl. (2) 3 (1858), p. 41; S. Giinther, Dar-
stellung der Nidherungswerte von Kettenbriichen, Erlangen 1872 3; Archiv Math.
Phys. (1) 65 (1873), p. 400; Math. Amn. 7 (1874), p. 267; Determ. *%), p. 123,
ol se trouve un apercu historique; 7. Muir, London Edinb. Dublin philos. mag.
(8) 3 (1877), p. 187, 360; Amer. J. math. 1 (1878), p. 344; E. Cesdro, Mathesis
() 2 (1892), p. 5; V. Mollame, Rivista mat. 8 (1893), p. 47 [1892].*

279) ,E. B. Elliott, Proc. London math. Soc. 33 (1900 1), p. 229; 1. M,
Proc. R. Soc. Edinb. 24 (1901/8), p. 105.*

280) , W. Veltmann, Z. Math. Phys. 16 (1871), p. 525; S. Geinther, id. 21
(1876), p. 187; C. A. Laisant, Bull. Soc. math. France 17 (1888/9), p. 104;
G. von Escherich, Monatsh. Math. Phys. 8 (1892), p. 19.*

281) E. Rouché, C. R. Acad. sc. Paris 47 (1838), p. 919.*

282) ,Determ. %), trad. H. Leitzmann, p. 132.*

283) , E. Catalan, Bull. Aead. Bruxelles 13 1 (184¢), p. 6345 G. Fouret, Bull.
Soc. math. France 14 (1885/6), p. 146; 15 (1886/7), p. 146; F. J. Studnicke,
Sitzgsb. bihm. Ges. Prag 1880, p. 50.*

Encyclop. des scienc. mathémat., I 1. 9
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éléments égaux a4 + 1, —1 ou 0; dautres sont des” déterminants
cycliques dont la premiére ligne est formée de termes en progression
arithmétique ®*¥) ou de racines de l'unité?®); d’autres ont comme
éléments les différences successives de 7 quantités *%); d’autres les
coefficients binomiaux #7). On peut exprimer au moyen de détermi-
nants dont les éléments sont les coefficients binomiaux les nombres de
Bernoulli et d'Euler ainsi que les nombres A4, introduits par D. Andre
dans la théorie des permutations alternées 2%} (n° 6). D’autres déter-
minants sont formés an moyen de factorielles ¥%9).

Le déterminant de H.J. S. Smith**) et de P. Munsion **) est le
déterminant .
1G5 &)y

ol ¢ et %k prennent les valeurs 1, 2, ..., %, et ou (i, k) désigne le
plus grand commun diviseur des nombres ¢ et k. Ce déterminant a
pour valeur le produit @(1)@(2)...@(n), ou @(k) désigne le nombre
des nombres premiers avec &k et inférieurs & lui. Plus généralement,
le déterminant dont l'élément général est une fonetion F(i, £) du
plus grand commun diviseur de ¢ et de X, est égal au produit
Ff(Of(2)...f(n), les fonctions f et F' étant telles que l'on ait

F(m) =fla) + 1) + 1) +- -+,
a, b, ¢, ... désignant les diviseurs du nombre m ¥%).*

284) L. Cremona, Nouv. Ann. math. (1) 19, 1860, p. 151; H. Lemonnier,
Bull. Soc. math. France 7 (1878/9), p. 175.*

286) ,M. A. Stern, J. reine angew. Math. 73 (1871), p. 374; E. Schulze, Z.
Math. Phys. 44 (1899), p. 173.*

286) ,R. Raimondi, Giorn. mat. (1) 26 (i888), p. 185.*

287) V. von Zeipel, Acta Univ. Ludensis 2 ITI (1863), p. 17; F. J. Studniéka,
Sitzgsb. bohm. Ges. Prag 1879, p. 292, 295; 1897, mém. n** 1, 16; F. Caldarera,
Giorn. mat. (1) 9 (1871), p. 223; A. Bonolis, id. (1) 15 (1877), p. 113; IL. 4. Stern,
J. reine angew. Math. 66 (1866), p. 287; E. Schulze, Z. Math. Phys. 44 (1899),
p. 174.%

288) _H. Nigelsbach, Z. Math. Phys. 19 (1874), p. 219; K. Lucas, Ann. mat.
pura appl. (2) 8 (1877), p. 56; Bull. Soc. math. France 11 (1882/3), p. 69;
R. Haussner, Nachr. Ges. Gott. 1893, p. 782/93; Z. Math. Phys. 39 (1894),
p- 183; K. Estanave, Bull. Soc. math. France 31 (1903), p. 203.*

289) ,E. d’Ovidio, Giorn. mat. (1) 1 (1863), p. 133; J. W. L. Glaisher,
Messenger math. (2) 6 (1877), p. 49; (2) 7 (1877,8), p. 160; (2) 8 (1878/9), p. 168.*

290) ,Proc. London math. Soc. 7 (1875/6), p. 20%; Papers 2, Oxford 1894,
p- 161.*

291) ,Bull. Acad. Belgique (2) 46 (1878), p. 892; Aun. Soc. scient. Bruxelles
2% (1877/8), p. 211.*

292) ,E. Catalan, Nouv. Corresp. math. 4 (1878), p. 103; C. Le Paige, id.
p. 176; E. Cesdro, Giorn. mat. (1) 23 (1883), p. 182; Ann. Ec. Norm. (3) 2 (1885),
p. 425; Nouv. Aun. math. (3) 5 (1886), p. 44; Mathesis (1) 5 (1885), p. 248;
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35, Déterminants cubiques. Déterminants & plusieurs dimen-
sions, La généralisation de la notion de déterminant au eas ou Yon
considere #* éléments @, ... affectés de v indices variables de 1 & =,
a été considérée pour la premiére fois par A. de Gasparis dans un
opuscule qu'il fit paraitre sous le psendonyme de Jean Blaise Grand-
pas ). L'étude de ces déterminants, en particulier des déterminants
cubiques formés au moyen de %3 éléments, a été faite en outre par
E. Padova, G. Garbieri, L. Gegenbauer ete. ). La méthode de H. Grass-
mann s'étend immédiatement du cas des déterminants ordinaires @
celui des nouveaux déterminants.

JEtant donnés #° éléments a,;, dont les trois indices varient de
1 & », nous les disposerons suivant un cube en considérant un triedre
de coordonnées rectangulaires Ozyz et placant 'élément a,,, au point
de Vespace de coordonnées x = ¢, ¥ =j, 2 ==F; les #u® éléments sont
ainsi répartis en » tranches de »* éléments paralléles & 1'une des faces
du cube; la diagonale principale renferme les éléments @5, Gsge, -- -,
@,,,- Prenons n éléments @, de fagon que les indices de méme
rang constituent une permutation des 7 premiers nombres, et effectuons
le produit de ces éléments; on peut former (n!)® pareils produits; la
somme de ces produits affectés de signes convenables, sera la valeur
du déterminant cubique; on dit que ce déterminant est de degré #.

Mais on peut choisir le signe de chaque produit de plusieurs
maniéres. On peut.d’abord supposer les éléments rangés par ordre
de grandeur croissante des premiers indices @y, @,k « - @aj k)
on affecte alors le produit du signe + ou du signe — suivant que
le nombre des inversions des seconds indices et celui des inversions
des troisibmes, sont, ou non, de méme parité. On peut opérer d'une
manitre analogue en rangeant cette fols par ordre de grandeur les
Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (4) 1 (1884/5), éd. 1885, p. 709; L. Kronecker,
Vorl. iiber Zahlentheorie publ. par K. Hensel 1, Leipzig 1901, p. 242.*

298) A. de Gasparis |J. B. Grandpas], Sur les déterminants dont les ¢lé-
ments ont plusieurs indices, (s. 1.) 1861.

294) G. R. Dahlander, Otversigt Vetensk. Akad. forhandl. (Stockholm) 20
(1863), p. 295; A. drmenante, Giorn. mat. (1) 6 (1868), p. 175 [1866|; K. Padova,
id. p. 182 [1868]; G. Zehfuss, Progr. Gewerbeschule Francfort s/M 1368, p. 21/8;
4. de Gasparis, Rendic. Accad. Napoli (1) 7 (1868), p. 118; G. Garbieri, Giorn. mat.
(1) 156 (1877), p. 89; H. W. L. Tanner, Proc. London math. Soc. 10 (1878/9),
p. 167; R. F. Scott, id. 11 (1879/80), p. 17; W. Zajqczkowski, Pamigtnik Akad.
Umiejetnodci (Cracovie) 6 (1881) mém. n°® 3; G. von Escherick, Denkschr. Akad. Wien,
math, 43 JI (1882), p. 1 [1880]; L. Geyenbauer, id. p. 17; 46 II (1883), p. 291;

49 II (1885), p. 2256; 50 I (1885), p. 145; 55 1 (188Y), p. 39; Sitzgsb. Akad
Wien 101 II (1892), p. 425; L. Schendel, Z. Math. Phys. 32 (1887), p. 185:

N. von Sziits, id. 40 (1895), p. 113. .
Y
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152 E. Netto. 12. Théorie des déterminants. H.Vogt.

seconds ou encore les troisidmes indices; les valeurs ainsi obtenues
pour le déterminant sont en général distinctes. Nous appellerons
premiére valeur du déterminant celle que l'on obtient en choisissant la
premiere facon de procéder. Si l'on permute alors entre elles deux
tranches paralltles & la face Oyz du triedre et de premiers indices
£=1 et x =1, la premiere valeur du déterminant ne change pas;
an contraire, si 'on permute entre elles deux tranches paralleles
a la face Ozz et de seconds indices y =j, et yy = j,, ou bien deux
tranches paralléles & la face Ozy et de troisiémes indices 2 =£, et
2z =1F,, cette premiere valeur se transforme en sa valeur symétrique.

Un déterminant cubique est la somme algébrique de n! déter-
minants ordinaires. Si I'on fixe, en effet, une permutation 7, ... J,
des seconds indices, les termes correspondants constituent, au signe
prés, un déterminant ordinaire de degré n.

Cn peut aussi développer un déterminant cubique D suivant les €lé-
ments d'une tranche; convenons d’appeler mineur de » relatif & «;; le
produit de (— 1)’*+* par le déterminant cubique de degré » — 1 qui
reste lorsqu’on a supprimé dans D les éléments d'indices z = i, y = j,
z =k situés sur les paralleles aux axes se croisant sur I'élément q,;;;
la premitre valeur de D est égale & la somme algébrique des produits
des éléments dune tranche paralltle & 'un queleconque des plans de
coordonnédes par les mineurs correspondants.

A. Armenante®®) a montré yue le produit d'un déterminant
cubique A par un déterminant ordinaire B de méme degré n est égal
a un déterminant cubique ¢ de degré »; on obtient les éléments de C
en effectuant, dans chaque tranche de A parallele au plan Oyz et
d'indice x = ¢, le produit ligne par ligne du déterminant de cette
tranche par B, d'apres la regle ordinaire de multiplication des déterminants.

E. Padora®*) a montré que le produit de deux déterminants ordi-
naires peut se mettre sous la forme d'un déterminant cubique; inverse-
ment un déterminant cubique peut étre considéré comme le résultat
de la multiplieation symboliue de deux déterminants.*

Les propriétés des déterminants cubiques se généralisent, pour
la plupart, au cas de n”" éléments & » indices, mais il y a cependant
une distinction marquée entre les déterminants pour lesquels » est
pair et ceux pour lesquels » est impair.
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I13. NOMBRES IRRATIONNELS ET NOTION
DE LIMITE.

Expos¥, D’APRES L’ARTICLE ALLEMAND DE A. PRINGSHEIM (municH),
PAR J. MOLK (NANCY).

-

Nombres irrationnels.

1. Grandeurs incommensurables. Les mathématiciens de I'Ecole
de Pythagore nont, il est vrai, jamais dénommé d’antres nombres que
les nombres naturels; mais ils furent les premiers a ohserver que les
rapports') entre certaines grandeurs, [et tout d'abord entre la diagonale
et le coté d'un carré®)], sont incommensurables®), c'est-d-dire que ces

1) ,On dit que des grandeurs ont rappert entre elles, lorsqu'elles peuvent
se surpasser réciproquement si on les multiplie par des nombres naturels
{Euclide, Elementa, livre 5, déf. 45 Opera éd. J. L. Heiberg 2, Leipzig 1884, p. 2]
Il n'est peut-étre pas inutile d’observer yu’Euclide ne suppose nullement que
deux grandeurs homogenes ont nécesseirement rapport entre elles; en particulier
[Elementa, livre 3, prop. 16; Opera éd. J. L. Heiberg 1, Leipzig 1883, p. 208] il traite
de I'angle de contingence comme d'une guantité homogéne i 'angle rectiligne,
quoique plus petite que tout angle aigu.*

2) Les anciens attribuaient la découverte des incommensurables & Pythagore
Ini-méme (vers — 500). D’aprés P. Tannery on a droit de penser que cette
opinion est fondée [La Géométrie grecque, Paris 1887, p. 87, 8%, 103]). M. Cantor
estime que c¢’est sans doute Pythagore lui-méme qui a montré que le rapport
de la diagonale d'un carré & son cOté ne peut dtre énoncé par le rapport de
deux nombres [Vorles. Gesch. Math. (2¢ éd.) 1, Leipzig 1804, p. 142, 169, 170]
et est done inexprimable (&dénrog) si le coté du carré est exprimable. ,De
nouvelles recherches de P. Tunmery [Communication orale, Congrés Soc. sav.,
Nancy 1900; Bibl. math. (3) 3 (1902), p. 164, 173] lui font admettre que la
question musicale de la division de l'octave ou du ton en deux parties égales a,
elle aussi, suscité la reconnaissance de l'incommensurabilité de )2, géométri-
quement figurée comme diagomale du carré. .dristote mentionne souvent l'in-
commensurabilité de la diagonale du carré, et dit méme une fois explicitement
PAvedvrine moéreoe, livre 1, éd. Acad. Berlin 1 (1831), (chap. 28) p. 41, col. a;
éd. F. Didot 1, Paris 1878, (chap. 22), p. 68)] que cette irrationalité a pour cause
que le pair ne peut étre égal 4 V'impair. Le sens de cette phrase est éclairei
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134 A. Pringsheim. 13, Nowmbres irrationnels. J. Molk.®

grandeurs n'ont pas entre elles rapport de nombre (naturel) & nombre
(naturel)*). Loin de conclure cependant de ce fait, qu'il y a lien
d’étendre la notion de nombre naturel afin de lui donner le méme
caractére de généralité qu'a la notion de grandeur, ils attribuérent &
une impuissance de ’Arithmétique ce qui n'était qu’une dérogation
aux résultats acquis jusqu’alors, et furent ainsi amenés & séparer net-
tement 'étude des nombres naturels de celle des grandeurs.

Afin de donner & l'étude des grandeurs un caractére d'universalite
que ne pouvait avoir I'Arithmétique telle qu’ils la concevaient, ils
cherchérent, en faisant intervenir l'intuition spatiale, & la fonder di-
rectement sur des axiomes, sur des postulats et des définitions con-
venablement choisis.

Leurs efforts furent couronnés de suceces: ils aboutirent & I'admi-
rable T'léorie des proportions®) entre grandeurs (commensurables ou
incommensurables), qui constitue le 5° livre des Eléments d’Euclide®).
Comme rien nempéche de rattacher directement & cette théorie des
proportions?), une doectrine des nombres irrationnels établie en toute

par Euclide [Elementa, livre 10, Appendice n°® 27; Opera, éd. J. L. Heiberg 3,
Leipzig 1886, p. 408].*

8) ,&obppsree [Euclide, Elementa livre 10, prop. 7, 8; Opera®) 3, p. 22).*

1) D'apres Platon, son maitre, Théodore de Cyréne, établit I'incommensura-
Lilité de V' 3, V5, V6, ¥V 7, V' 8, V10, V11, V12, V13, V14, V15, V11, ct
son ami Théétite envisagea, le premier, l'incommensurabilité en général des
racines (carrées) des nombres naturels (non carrés parfaits) | Osairnrog; Platonis
opera, ¢éd. H. Estienne, Paris 1578, p. 147, col. d; éd. F. Didot 1, Paris 1891,
p. 113)*.

5) ,Nous appellerons en proportion les grandeurs ayant le méme rapport
[ Fuclide, Elementa, livre 5, déf. 6; Operal) 2, p. 2], c’est & dire (déf. 5) que les deux
rapports a : b et ¢: d sont dits égaux lorsque, pour des multiplicateurs entiers quel-
conques m et %, on a toujours, si ma>nb, mec>md; si ma=nb, mc=nd; si
ma < nb, me < nd. i, au contraire (déf. 7), on a, en méme temps ma > nb
et me < nd, le rapport a: b est dit plus grand que le rapport ¢:d.*

6) ,Le contenu du livre 5 appartient & Fudoxe de Cnide (4° siécle avant
notre ére) disciple d’Archytas. Fuclide vivait vers —300 [voir P. Tannery, Bull.
sc. math. (2) 10 (1886), p. 183; Géom. grecque *), p. 95]*.

7) Déja Hippocrate de Chios (vers —440) [Procli Diadochi . . . Euclidis comm.
éd. G. Friedlein, Leipzig 1873, p. 213] et Archylas de Tarente (vers —390) |Comm.
d’Iutocius (6° siécle) sur: De sphaera et cylindra d'Archiméde d’aprés Eudéme
(4° siécle avant notre ere); Archimedis Opera, éd. J. L. Heiberg 3, Leipzig 1881, p. 98]
appliquent la méthode des proportions & V'étude des racines cubiques f/a’b f/ b2,
envisagées comme la 1° et 1a 2° proportionnelles, intercalées entre a et b. Dinos-
trate [Pappus, Zvvayoyr pednuotird] (éerit vers 295) livre 4, § 26; éd. F'. Hultsch1,
Berlin 1875, p. 256] et Archiméde [Kibnlov ufveneis (De la mesure du cercle),
Opera, éd. J. L. Heiberg 1, Leipzig 1880, p. 257) 'appliquent & I'étude de la longueur
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rigueur®), il n'est que juste de faire remonter aux mathématiciens de
VEcole de Pythagore Vorigine de cette doctrine, quoique, en fait, ni
eux, ni les grands théoriciens classiques?) qui leur ont succédé, aient
jamais songé qu'une telle abstraction fut désirable ou méme possible.

Les géometres grecs n'ont étudié que quelques types de quantités
incommensurables'®) obtenues au moyen de certaines constructions
géométriques déterminées qui en assuraient l'existence; cette étude est
exposée dans le 10° livre!'!) des Eléments d'Euclide'®). ,Apollonius*®)

de la circonférence et, par suite, en quelque sorte & I’étude du nombre trans-
cendant .

8) Dans son grand ouvrage: Des méthodes dans les sciences de raisonnement
2¢ éd. en 5 vol., Paris 1865/78: 3¢ éd. 1 (1885), 2 (1896), J. M. C. Duhamel a cherché
a le faire. Toute la premiere partie de ses recherches est exposée avec une
clarté et une netteté remarquables [2, p. 72 75; voir aussi p. 22 3, 41/2, 63/72];
on n'en regrette que davantage lintroduction d’un concept obscur de limite géo-
wmétrique dans la démonstration du théoréme (p. 76) d’aprés lequel tout nombre
irrationnel peut étre envisagé comme la limite d'un nombre rationnel plus grand
ou plus petit que lui. Comme la théorie des opérations qu'on est en droit d’ef-
fectuer sur les nombres irrationnels (p. 76/7) repose sur ce théoréme, toute la
marche suivie par J. M. C. Duhwmnel ¢'en trouve faussée. 0. Stolz a repris ce point
de vue et, aprés avojr exposé d’une fagon comforme &4 nos habitudes modernes
le 8¢ livre des Elements d’Euclide [Allg. Arith, 1, Leipzig 1885, p. 85; 0. Stols
und J. A. Gmeiner, Theor. Arith., Leipzig 19002, p. 120] il donne des indications qui
suffirajent pour en dégager en toute rigueur une théorie des nombres positifs quel-
conques. |Voir aussi P. Tannery, Revue philos. 7 (1879), p. 113; 46 (1898),
p. 473, et 0. Stolz, Grossen und Zahlen, Leipzig 1891, p. 16 (en note).]

9) ,De Pythagore au second siécle avant notre eére.*

10, Comme grandeurs incommensurables particulieres, Euclide étudie seule-
ment celles qui, en fait, correspondent aux solutions d'une équation quadratique
ou d'une équation bicarrée ou tricarrée & coefficients rationnels et peuvent, par
suite, se construire avec la régle et le compas [voir P. Tannery, Mém. Soc. sc.
phys. nat. Bordeaux (2) 4 (1882), p. 401,6.

11)  Théctéete *) avait sans doute déja démontré plusieurs des propositions du
10° livre [voir 1. H. Knoche, Progr. Herford 1865, p. 10, 24 et P. Tannery, Géom.
grecque %), p. 100].*

12) Euclide emploic les mots opposés rationnels (§nrds) (proprement énon-
gable, exprimablc), et irrationnel (¢loyog) dans un sens différent du notre [Ele-
menta, livre 10, déf. 3; Opera?) 3, p. 2]. Lorsque le coté d'un carré dont laire
est commensurable, est incommensurable en longueur, on dit dans les Eléments,
que ce coté est cependant commensurable en puissance, et on le considére comme
rationnel. Ainsi, an sens d'Euclide, si a, b sont commensurables et b non-carré,
V b incommensurable est rationnel, mais @ + 11 est irrationnel. M. Chasles
[J. math. pures appl. (1) 19 (1854), p. 417) n’envisage pas comme impossible
que la théorie musicale, tout arithmdtique, ait été la cause de cette extension
de la définition de la rationalité donnée par Euclide. Platon oppose encore
simplement ¢nrév et deenrov [Inmies peifwr; 6d. H. Estienne, Paris 1578,
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a été plus loin qu'Fuclide. Ses recherches n’ont pas été sans exercer
plus tard quelque influence sur la généralisation de la notion de nom-
bre, mais, & cet égard, d’autres recherches, conques d’abord dans un
esprit tout différent, ont joué un role bien plus important.*

2. Logistigue. ,Les Grecs de la période classique distinguaient
nettement I’ Arithmdtique, ayant pour objet 'étude des nombres naturels,
de la Lugistique on l'on se proposait d’établir des regles de calewl pou-
vant &tre utiles en Géométrie, en Astronomie ou en Mécanique.

En Logistique, on cherchait & ¢viter les nombres irrationnels, en
envisageant deux rapports entre nombres naturels (représentant ce
que nous nommerions aujourd’hui des valeurs par exces et par défuut
du nombre irrationnel) différant assez peu l'un de lautre pour que
leur emploi simultané permette de satisfaire aux besoins de la pra-
tique. Ces recherches se raffinérent peu & peu; elles prirent méme,
surtout avee Archiméde™), un caractere théorique précis, et le pro-
bleme consista alors'”) & donner une methode permettant de déterminer
tant de termes gue l'on veut, de deux suifes de rapports entre nom-
bres naturels, tels que les termes de I'une d’elles soient des valeurs
approchées par exces, les termes de 'autre des valeurs approchées par
défaut, et que ces termes se rapprochent indéfiniment. La possibilité
de déterminer des termes de ces deux suites était d’ailleurs déja connue
de Platon®) pour la premiere irrationnelle constatée, /2.

p. 308, col. b, ¢; éd. F. Didot 1, Paris 1891, p. 755]; le passage % ovdev ...
que Pluton met dans la bouche de Socrute, s'applique 3 ce que si a et b dé-
signent des nombres commensurables et si b est non-carré parfait, « + /D et
a—7V b sont incommensurables, tandis que leur somme ne l'est pas.*

13) Il désignait par dloyor draxror des expressions irrationnelles plus géné-
rales que celles A’ Fuclide. D'apres F. Woy eke [Mém. présentés Acad. se. Paris
(2) 14 (1856), mém. n° 4, p. 658], ces irrationnelles seraient des racines 2 indices
> 2; cette conjecture manque toutefois d'une base certaine [ M. Cantor, Vorles.?) 1,
p- 333]. Les termes employés par le scholiaste d’ Euclide [Opera, éd. J. L. Heiberg 5,
Leipzig 1888, p. 414] semblent plutdt indiquer qu’dpollonius avait déerit cer-
taines des formes, en nombre illimité, qui s’engendrent par la seule addition de
plusieurs radicaux simples, et qui peuvent, par suite, &tre représentées par des
constructions au moyen de la régle et du compas.*

14) ,Opera ) 1, p. 257/71. Cf. P. Tannery, Mém. Soc. se. phys. nat. Bordeaux
2) 4 (1882), p. 314; M. Cantor, Vorles.?) 1, p. 285.*

15) ,Avant Archiméde V'exemple rigoureux d'une détermination analogue
avait été donné par Aristarque de Samos [voir P. Tannery '*) (2) 5 (1883), p. 237].

16) ,Platon [ToAwrsie: (République) livre 8; Opera, éd. H. Estienne, Paris 1578,
p-546,col.c; éd. F. Didot 2, Paris 1883, p. 144 5]. La suite compléte des nom-
bres naturels latéraux (wisveei) et diugonauxr (Sidusrpor), solutions de I'équation
20® — y?= 11, a ét6 donnée (vers 4 130) par Théon de Smyrne [Exposition des
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Ce fut 1a le germe d'ou devait sortir la généralisation de la
notion de nombre (rationnel). Quant aux développements ultérieurs
de ce germe chez les Anciens, il est clair que c’est surtout l'usage
des Tables de cordes en Astronomie, & partir &'Hipparque, qui fami-
liarisa les calculateurs avec 1’emploi de nombres représentant des lon-
gueurs incommensuarables, ou regardés comme susceptibles de le faire,
quoique pratiquement limités. Déja Diophante (3° siecle), a aban-
donné la nomenclature &' Fuclide, d’apres laquelle il n'y a de nombre
que le nombre naturel, et s'i] se propose uniquement de chercher des
solutions rationnelles, il ne recule pas devant l'expression de nombre
non-rationnel 17).

Les Grecs de la période de décadence) ecalculaient déja bien
certainement avec des racines carrées, comme si ces racines représen-
taient des nombres, et sans se préoccuper de lorigine géométrigue de
ces nombres'®). Les Hindous, gui envisageaient tout ce qui existe
comme dépendant du nombre, ne sg'arrétérent aucunement a justifier
cette fagon de procéder, et cherchérent plutdt a la généraliser; Bhaskard
Aédrya (le savant) connait déja quelques transformations élégantes de

connaissances math. . . . éd. J. Dupuis, Paris 1892, p. 72; voir aussi p. 341]. En
faisant usage de notre terminologie moderne, le texte de Théon reviemt & ob-
gerver que si I'on a 2u®*—b%2=4-1 on a aussi 2(¢ + 1) — (2a+ V) =F1, et
4 conclure ue les solutions e, b, de I'équation envisagée se déduisent les unes
des autres au moyen de la suite

Ay =1, by =13 tyyq =0Gp 4 by, byyy=2a,+ by, (W=1,2 ..;
quelque petit que soit fixé ¢, on peut lui faire correspondre un indice »n 3 partir

duquel les rapports ?l’;‘ different de 2 de moins que &; ces rapports sont
n
d'ailleurs alternativement plus petits et plus grands que 2. Les premiers termes

des rapports (b'; sont i , %, —;—, i:, ;;,

17) ,é&otduds ov ¢nros [Opera, éd. P. Tannery 1, Leipzig 1893, p. 204, 208,
210, 212]*

18) ,Cette période s’étend du siécle qui préceéde notre ére jusqu’au 6° sidcle
de notre ére inclus [P. Tannery ') (2) 3 (1880), p. 366]. En 529, Justinten ferme
T'école d’Athénes et les derniers savants héllenes se retirent en Perse. Des
exemples nombreux de calculs du genre indiqué, dans lesquels V'approximation
est théoriquement indiquée comme indéfinie, mais est pratiquement assez grossiere,
peuvent étre tirés des Meroexa, I fol. 76 & 80 de Héron d’ Alexandrie [Heronis
Alexandrini Opera 3, éd. H. Schine, Leipzig 1903, p. 50, 54, 56, 60, etc.]. Héron
vivait vers l'an 100.*

19) ,Au temps de Diophante, la distinction entre ' Arithmétique (science
des nombres) et la Logistique est perdue [P. Tannery ') (2) 3 (1880), p. 371].
Déja Héron %) [Meroine: I, fol. 71%; Opera'®) 3, p. 22] multiplie entre elles des
aires et extrait la racine du produit.*

n *
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symboles formés avee des radicaux superposés?). Les Arabes ne font que
compléter les procédés qu'ils tiennent, soit des Grecs, soit des Hindous;
c'est par eux surtout qu’a partir du 12¢ siécle, ces procédés sont par-
venus jusqu’a nous. Pour juger du peu dimportance des modifications
de pure forme que la doctrine des incommensurables a subies depuis
Fuclide jusquan 13° siecle, il suffit de comparer au livre 10 des
Eléments d’Euclide, la section 14 du célebre Traité d’Algébre®!) de
Léonard de Pise, composé en 12027

3. Nombres sourds. Michel Stifel. Dans les écrits que nous
ont laissés les mathématiciens de la fin du moyen dge, on désigne
sous le nom de nombres sourds?®) les expressions formées au moyen
de radicaux (ef. I 1, 27) mais cette dénomination n'implique en rien une
géneralisation de la notion de nombre rationnel. Les mathématiciens de
cette période semblent avoir été fort éloignés de toute tentative de ce genre;
leurs procédés de démonstration étaient restés entierement euclidiens.
Jls étaient parvenus & démontrer que les regles concernant la trans-
formation des nombres sourds pouvaient s'établir, en faisant cor-
respondre & ces nombres sourds certaines grandeurs géométriques, en
effectuant sur ces grandeurs des constructions déterminées, et en appli-
quant les théorémes connus de la Géométrie d’Euclide. Cette fagon

20) ,Vijaganita Algebre) chap. 1, sect. V; éd. H. 1. Colebrooke [Algebra
with Arithmetic, Londres 1817, p. 149; Jf. Cantor, Vorles.?) 1, p. 586.*

21) ,Liber abbaci (1202 ; dans le texte qui nous est parvenu et qui est de
1228, fol. 158 & 167%; Scritti di L. Pisano pubb. da B. Buncompagni 1, Rome 1857,
p. 852/87. Au reste, la nomenclature de ce Traité, p. ex. rit/ pour ¢t (ration-
nelle) semble prouver que la section 14 a été directement tirée du gree d’Euclide,
probablement expliqué oralement & Léonard de Pise par un Byzantin.*

22) Numeri surdi. ,Le mot surdus a été introduit comme traduction de
Yarabe a sam, par lequel les Arabes ont désigné d’abord tout nombre rationnel
g'exprimant difficilement dans leur langue, puis les quantités irrationnelles formées
au moyen de radicaux [G. W. Freytagii Arabico-latinum ... 2, Halle 1833, p. 518;
4, Halle 1837, p. 639].* La traduction surdus apparait désla tin du 12° siécle, dans
la traduction latine faite par Geérard de Crémone du Commentaire arabe sur les
Kléments d'Fuclide (livre 10) db & Anaritius (El Nairizi) [Anaritii in decem
libros . . ., éd. M. Curtze, Leipzig 1899, p. 2563]. Jusqu'au 18° siécle on disait géndé-
ralement en France et en Allemagne, nombre sourd, pour nombre irrationnel.
On dit encore aujourd’hui surds en Angleterre. ,L’expression sursolide dans
R. Descartes [Géométrie, Leyde 1637, livre 1; (Buvres, éd. Ch. Adam et P. Tannery 6,
Paris 1902, p. 873] pour désigner la puissance cinquiéme, n'est qu'une infidéle
transcription du terme surde-solidwm (solide d'une fagon non-énongable) venu de
YArabe et correspondant a 1’ &loyos (wedmrog, devrspos ete.) d’Anatolius, contem-
porain de Diophante [Opera *%) 2, Leipzig 1895, p. 38], désignation des puissances
o, 7¢, ete. (Note ms. de P. Tannery.)*
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de procéder devait éloigner de leur esprit toute idée de spéculer sur
les nombres sourds eux-mémes, comme ils le faisaient en Arithmétique
sur les nombres naturels.*

JAu 14° siecle, Nicole Oresme envisage le premier des puissances
fractionnaires de nombres rationnels®), mais I'extension du caleul des
radicaux qui en résulte, semble n'avoir exercé aucune influence sur
le développement de la doctrine des mombres sourds. Au 13° siecle,
Nicolas Chuguet remplace les expressions de racine carrée, racine cubique,
... par celles de racine seconde, tierce, ... ce qui indique manifeste-
ment une tendance a arithmétiser la notion de racine®)*

C'est toutefois Michel Stifel qui, aun 16° siecle, pressentit, peut-
étre le premier, quelque analogie entre le caractéere des nombres sourds
et celui des nombres rationnels. Dans son Arithmétique générale®),
il distribue, en effet, les nombres en classes: classe (ordo) des nombres
rationnels compris entre deux nowbres naturels consécutifs, classe
(ordo) de racines quelconques de nombres naturels, comprises entre
deux nombres naturels consécutifs, ... et il observe qu'un méme
nombre ne peut appartenir a deux classes différentes?). Avec ses
contemporains, il a cependant toujours cru que les nombres sourds
n’étaient pas de véritables nombres®) et, tout en remplagant volontiers
dans les démonstrations les lignes par des mombres, il est au fond

23) ,Cf. I1, note 187 [Algor. proport., p. 69| N. Oresme emploie le mot
trrationalis dont Gérard de Crémona avait déji fait usage [Anaritii ®%), p. 214]
dans le sens euclidien de dloyov. J. Kepler a observé [Harmonia mundi, Linz
1619; Opera, ¢éd. (. Frisch 5, Francfort et Erlangen 1864, p. 86] que le choix des
mots latins rationalis, irrationalis pour rendre les mots grecs i6yog, dioyos, n'est
pas heureux.*

24) ,Le Triparty en la science des nombres, écrib & Lyon en 1484; (cf. I 1,
note 87), [ms. fol. 45%; 46*; Bull. bibl. storia mat. 13 (1880), p. 654/5]. Luc
Paciuolo dont la ,Summa de Arithmetica*, écrite en 1487, (ef. I 1, note 95)
a exercé, en son temps, une trés grande influcnce sur le développement des
mathématiques, dit nombre sourd (fol. 45%), tandis que N. Chuquet évite cette
locution. R. Descartes dit encore quantité sourde [par ex.: Géom.®®), livre 3;
(Euvres 6, p.4562].* .

25) Arithmetica integra, Nuremberg 1544.

26) Item licet infiniti numeri fracti cadant inter quoslibet duos numeros
immediatos, quemadmodum etiam infiniti numeri irrationales cadunt inter quos-
lihet duos numeros integros immediatos. Ex ordinibus tamen utrorumgque facile
est videre, ut nullus eorum ex suo ordine in alterum possit transmigrare [Arith. %),
fol. 103%, 104*].

27) 11 les désigne, en général, sous le nom d’irrationnels et non de sourds
[Arith. 23), fol. 134*]; il désigne par racines sourdes de binomes et de résidus, les
expressions de la forme Vd_i]/b, V]7‘a ;b, VYV a4Vb, qui ne peuvent se
réduire a des formes plus simples telles que } o 3=V 6.
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resté attaché aux idées d’Fuclide®). Cependant, le fait d’avoir for-
mulé l'existence d'une certaine analogie entre les véritables nombres
(les nombres rationnels) et les symboles irrationnels n’est pas tout
3 fait sans importance, alors que les contemporains de M. Stifel ne
voyaient guere sous ces symboles que la représentation de caleuls
aboutissant pratiquement & un nombre rationnel inexact, en tant que
ne pouvant satisfaire & la condition supposée par le symbole, et s'en
écartant seulement plus ou moins selon le degré d’approximation?®).

JLa construction de tables trigonométriques de plus en plus per-
fectionnées et l'invention des logarithmes, contribuerent surtout a pré-
parer la généralisation du nombre rationnel étendue méme & d’autres
irrationnelles que les racines de nombres naturels, en répandant 1'usage
des suites, qui, quoique pratiquement limitées, étaient supposées ne
pas létre dans la pensée. Ce n'est toutefois qu’en s’affranchissant de
Tinfluence exclusive des idées des anciens que lintroduction systéma-
tique des nombres irrationnels an méme titre que les nombres ration-
nels, devenait vraiment possible. Le progres dans cet ordre d’idées
devait résulter d’'un changement complet de methode.* :

4. FrangoisViéte. RenéDescartes. ,Le point de départ de ce change-
ment de méthode se trouve dans les publications de Frangois Victe (1591).
C'est F.Viéte qui nous a appris & calculer avec des lettres représentant
des grandeurs, sans perdre la trace des letires, en faisant nsage d’un sym-
bolisme spécial permettant d’effectuer les opérations sur les lettres,
comme si ces lettres représentaient des nombres déterminés, et c’est F. Viéte

28) L'opinion contraire émise par C. I. Gerlardt [ Gesch. der Math. in Deutsch-
land, Munich 1877, p. 69] semble exrronde. 1L Stifel commence son livre 2 [ Arith. %)
fol. 103*] par discuter si les nombres irrationnels sont des nombres véritables
(veri), ou des nombres fictifs (ficti). Il dit le pour et le contre, et donne l'ar-
gument que voici contre leur caractére de véritables nombres: Non autem potest
dici numerus verus, qui talis est ut praecisione careat, et ad numeros veros
nullam cognitam habeat proportionem. Sicut igitur infinitus numerus, non est
numerus: sic irrationalis numerus non est verus numerus, quum lateat sub
quadam infinitatis nebula. I1 conclut qu’Euclide a nié¢ ouvertement que les
nombres irrationnels fussent des nombres.

29) ,En cherchant 4 montrer que les qualités des racines et des fractions
sont semblables, S. Stevin |L’Arithmétique, Leyde 1585, fol. 5* et p. 301, 35;
cf. Pappus 7, livre 2; éd. F. Hultsch 1, p. 2, 6, 22] soulevait pendant la premiére
moitié du siecle suivant le plus grand nombre de ses contemporains [voir par ex.
H. Meynier, I/ Arithmétique, éd. Paris 1614, p. 267 et J. A. Le Tenneur, Traité
des quantitez incomensurables, Paris 1640, p. 50, 61, 63, 67].*

30) ,Pendant tout le moyen age [cf. Léonard de Pise, Liber abbaci 2?), fol. 54°,
85%; éd. I3. Boncompayni 1, p. 132] on avait, 4 I'exemple des Grecs [ef. Aristote, Pveini)
éupduorg, livre 7, chap. 5; éd. Acad. Berlin 1 (1831), p, 249 col. b, p. 250 col. a; éd.
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qui a eu l'idée de renouveler la méthode des anciens en la- fondant
dans 1'Algebre nouvelle ainsi constituée. Mais F.Victe a été arrété dans
cette voie dés les premiers pas pour ne pas avoir su se defacher suf-
fissamment de linterprétation géométrique des expressions algébriques,
gui lui était familiere. Ayant fait se correspondre une lettre o et
une longueur déterminée, il lui semblait naturel de faire aussi se
correspondre A.A et le carré, A.a.A et le cube construit sur cette
longueur. Ce mode de correspondance l'empécha de donner & la
science qu’il avait fondée toute la généralité dont elle est susceptible.

C’est Rlené Descartes qui, en fixant d’une fagon toute différente la cor-
respondance des symboles algébriques et des grandeurs extensives, a
permis de réaliser effectivement le changement de méthode annoncé.
Apres avoir®) fixé l'unité de longueur, et désigné par des lettres le
rapport des différentes longueurs & la longueur-unité, il s'inspire de
la théorie des proportions des anciens, pour faire correspondre de
nouvelles longueurs au résultat de toutes les opérations connues effec-
tuées sur ces lettres comme si elles représentaient des nombres.

W1 a et b correspondent respectivement aux longueurs L et L', au
produit a b, par exemple, correspond, pour R. Descartes, 1a longueur qui est

~ ~ sy - a
aL comme L’ est & la longueur-unité; au quotient b correspond la lon-

gueur qui est & la Jongueur-unité, comme la longueur L est & la lon-
gueur L, ete. . .. Il crée ainsi®?) l'unité d'interprétation qui man-
quait & I. Viéte: 'Algébre et la Géométrie sont parfaitement soudées
I'une & l'autre, ou plutét se péneétrent mutuellement. Et comme rien
ne se dit dune grandeur en général qui me se puisse rapporter d une
grandeur en particulier®), UAlyébre se trouwve du méme coup soudée a

F. Didot 2, Paris 1878, p. 341; Diophante, Opera %) 1, p. 90, 92], souvent désigné par
des lettres des grandeurs quelconques; mais les résultats des opérations effectudes
sur ces lettres étaient alors désignées par de nouvelles lettres, en sorte que nulle
trace des opérations effectuées ne subsistait dans les résultats, sauf toutefois pour
les puissances de l'inconnue [cf. I 1, 26]; 'emploi de lettres ne constituait donc
pas un réel progrés sur celui de chiffres quelconques, arbitrairement fixés; il
était méme moins avantageux que la représentation des nombres par des lignes,
des surfaces et des volumes, avec la nomenclature empruntée & la Géométrie,
quoique cette nomenclature ne fit applicable que jusqyu'au troisieme degré
d’homogénéité.*

31) Giéom. **), livre 1; (Buvres 6, p. 369,71

32) L. Liard, Revue philos. 10 (1880), p. 598; , Descartes*, Paris 1882, p. 59.
Voir aussi 4. Mouchot, La réforme cartésienne, Paris 1877.*

33) ,Regulae ad directionem ...: reg.14; éd. V. Cousin 11, Paris 1826, p.296/7.
Les grandeurs qu'il est le plus aisé de se représenter sont les lignes, c¢’est pour-
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la science universelle des grandeurs, qu’elle traduit en une écriture com-
mode **).*

Apres Yapparition de la Géométrie de R. Descartes, (1637), la nou-
velle méthode se développa sous le nom de Gdométric analytique, en
utilisant les travaux fondamentaux de P. Fermat ). Ce développement
méme fit naitre le besoin de généraliser la notion de nombre, de facon
3 permettre de représenter effectivement tous les vecteurs par des
nombres; ce besoin s’accentua d’ailleurs apres linstitution définitive du
calcul infinitésimal par P. Fermat, G. W. Leibniz et 1. Newton3®), et, lente-
ment37), aux classes d'irrationnelles particuliéres®) étudiées exclusive-

quoi R. Descartes se sert de ’étendue linéaire pour éclairer la marche de I'Algebre
[ef. Discours de la Méthode, Leyde 1637, 2¢ partie; (Euvres ®*)6, p. 20].*

34) I1 importe de remarquer que R. Descartes ne cherche pas a abstraire la
science des nombres de celle des grandeurs extensives; les rapports de longueurs
ne sont pas pour lui des nombres: s les remplacent seulement [cf. F. Debaune,
Remarques dans 1’ éd. I Schooten (éd. latine) de la Géométrie de R. Descartes, Leyde
1659, p. 107,

35) ,Ad locos planos et solidos isagoge [(Euvres, éd. Ch. Henry et P. Tannery1,
Paris 1891, p. 91,110; trad. 3, Paris 1896, p. 85/101}, mémoire publié seulement
en 1679, mais certainement indépendant, quant au fond, de la Géométrie de
R. Descartes.*

36) I. Newton donne, au début de son Arithmétique universelle, la définition
du nombre que voici: On entend par nombre, moins une collection de plusieurs
unités, qu'un rapport abstrait d'une quantité quelconque a une autre de ménte
espéce qu’on regarde comme Uunité [Arith. univ., Cambridge 1707, nouv. éd. Leyde
1732, p. 4; trad. N. Beaudeux 1, Paris an X., p. 2; I'éd. de 1707 a été publide
d'aprés des Cours professés par I Newton vers 1685]. Il convient d’observer
que I. Newton ne fait aucun usage de cette définition générale du nombre pour
établir, comme on pourrait s’y attendre, une Théorie des nombres irrationnels,
en s'appuyant sur la Théorie des proportions d’Fuclide. Comme l'a fort bien
dit O. Stolz [Math. Ann. 22 (1883), p. 516] cette définition ne joue dans son
Traité qu'un simple rdle de parade.

37) Malgré leur manque d'originalité et le peu de perspicacité dont y fait par-
fois preuve leur auteur, les Traités de mathématiques de Chr. Wolf, étaient trds-
répandus pendant la premiére moitié du 18° siécle; ils permettent donc de se
rendre assez neftement compte du point de vue généralement adopté a cette
époque. Dans ses Klementa matheseos universae, 1, Halle 1717; éd. 1730, p. 24,
col. a, le nombre est défini comme étant ,ce qui se rapporte & I'unité comme
une ligne droite & une autre ligne droite*. Il suffit de consulter I'Encyclopédie,
Paris 1751/77, en particulier le Discours préliminaire de (Jean le Rond) d'Alem-
bert, ou I'Encyclopédie méthodique, Paris 1784/5 de d’Alembert et ses Eléments
de philosophie [Mélanges de littérature, d’histoire et de philosophie, 2° éd. 4,
Amsterdam 1759, p. 154; (Buvres 1, Paris 1821, p. 261] pour se rendre compte
du point de vue auquel on se pla¢ait pendant la seconde moitié du 18 siécle,
et apercevoir l'influence exercée par d’Alembert lui-méme dans 'évolution de
T'idée de nombre.*
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ment jusqu'alors, vint ainsi se superposer la notion de nombre réel *®)
quelcongque, servant de mesure aux grandeurs, en sorte que la méthode
de Descartes aboutit finalement & 1'identification des notions de nombre et
de grandeur.

Sous linfluence de la généralité donnée ainsi & l'idée de nombre,
les mathématiciens s’habituerent & spéculer directement sur les nombres
mesurant les grandeurs; peu & peu ils appliquérent les résultats obtenus
dans cette voie & l'étude des propriétés des figures géométriques,
g'écartant ainsi de plus en plus du point de vne des anciens?®) qu'ils
finirent par abandonner tout-i-fait. Le dernier terme de cette évolution
semble da & A. M. Legendre*!), qui démontre les propositions concernant
la similitude, en raisonnant sur les nombres qui représentent les lon-
gueurs*®), et en appliquant & ces nombres les théoremes d’Arithmé-
tique ou d’Algebre supposés préalablement établis.

38) Parmi toutes les irrationnelles que la méthode nouvelle de R. Descartes
introduisait en fait en Arithmétique, on prétendit pendant longtemps n’envisager
que celles qui correspondent & des vecteurs pouvant &tre déduits les uns des autres
par des constructions géométriques. Ainsi Chr. Wolf dit encore [KElem. math. *7)
1,p.91, col.b]: InGeometria et Analysi demonstrabitur, tales radices, quae actu dari
non possunt, esse ad unitatem ut rectam lineam ad rectam aliam, consequenter
eosque irrationales, cum ex hypothese rationales non sint. Il faut observer
toutefois que la notion de construction géométrique semble avoir été & cette
époque singuliérement détournde du sens que lui donnaient les Anciens; ainsi
Chr, Wolf supposait que l'on peut construire des paraboles de tous les ordres,

et obtenir par ce procédé les expressions de la forme ?/x, ou m est un nombre
naturel quelconque [Elementa analyseos mathematicae, pars I, contenus dans
Elem. math. 3)1, p. 539, col. b et p. 540 col. a|.

39) ,C'est R. Descartes qui a le premier employé le mot réel dans le sens
que nous lui donnons [Géom. 2*), livre 3; (Euvres 6, p. 453].*

40) ,Déja les Grecs de la période de décadence avaient suivi la méme voie
pour les nombres rationnels et les premieres irrationnelles envisagées. Les
Hindous #'étaient particuliérement distingués par la désinvolture avec laquelle
ils jonglaient avec les symboles numériques. Les Arabes nous avaient transmis
la science des uns et des autres, si bien qu'avant F. Viete on ¢'était déja souvent
écarté de la doctrine rigoureuse des Grees de la périede classique, & laguelle
R. Descartes nous avait ramenés tout en I'universalisant parl'invention de sa méthode
nouvelle.*

41) A. M. Legendre, Eléments de Géométrie, Paris an II, (12° éd. 1828),
livre 3 et Note IV. _S. F. Lacroixz fait précéder ses Eléments de Géométrie,
Paris an V, d’'un Supplément 3 son Traité élémentaire d’Arithmétique, contenant
une théorie des proportions. Dans ses Eléments de Géométrie, Paris 1843,
2¢ éd. Pariy et Bruxelles 1867, FE. Catalan introduit plus systématiquement
encore, au lieu des relations entre les grandeurs, les relations entre les nombres
qui les mesurent.*

42) Voir (. Stolz, Math. Ann. 22 (1883), p. 517 (en note). O. Stols est
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5. Point de vue métrique. Lorsqu'on se place au point de vue
mdtrique, conramment adopté pendant plus de la moitié du 19° siécle,
et qui est encore aujourd’hui celui de plusieurs Géométres, tous les
nombres procédent de la mesure des divers vecteurs OA d'une droite
orientée*®) par le choix d'une origine O et d'un vecteur unité OU.
Ce dernier est mesuré par le nombre 1, le vecteur symétrique OU’
par le nombre — 1. Un vecteur OA est mesuré par un nombre a
positif ou négatif*!), suivant que le sens de OA est celui de OU ou
celui de OU", la valeur absolue de ¢ mesure le rapport des longueurs
O0A et OU. Ce rapport peut d’ailleurs &tre obtenu de diverses ma-
niéres & chacune desquelles correspond un algoritlne déterminé.

Si Yon applique aux deux longueurs quelconques OA et OT le
procédé donné par FEuclide pour déterminer la plus grande mesure
commune de deux vecteurs commensurables (procédé identique & la
recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres naturels)
et que lon désigne par 2 le rapport de OA & OU, par b, le
plus grand entier positif ou nul contenu dans z, par z;, le nombre

défini par Dégalité x = b, + xl— , par b, le plus grand entier contenu

dans z,, par z, le nombre défini par l'égalité x, = b, + 561—, oo le
2

loin de critiquer A. M. Legendre comme l'avaient fait 4. F. Mobius [Der bary-
centrische Calcul, Leipzig 1827, p. 190; Werke 1, Leipzig 1885, p. 176] et
H. Hankel qui qualifiait ce procédé de Vorsoov modrspor [Theorie der complexen
Zahlsysteme, Leipzig 1867, p. 66].

48) ,Cette convention sur les signes ne ne trouve nullement dans la Géo-
métrie de R. Descaites [ P. Tannery, Interméd. math. 4 (1897), p. 126 (Question
1080)]. 1l se borne a interpréter géométriquement les racines négatives des équa-
tions, comme l'avaient fait, avant lui, F. Viéte et A. Girard. Mais appliquée a
une équation représentant une courbe, cette interprétation devait naturellement
amener 3 attribuer aux deux variables des valeurs négatives aussi bien que
positives. Toutefois la convention ne sg'est établie que peu a peu et len-
tement.*

44) ,R. Descartes, le premier, désigne par une seule et méme lettre un nombre
quelconque positif ou négatif, mais il ne semble nullement s’astreindre a appli-
quer systématiquement cette convention, méme lorsqu'elle abrége beaucoup la
discussion [P. Tannery, AUh. Gesch. Math. 9 (1899), p. 513). Dans sa Géo-
métrie %) [livre 3; (Euvres 6, p. 459|, pour traiter les équations dont les coeffi-
cients peuvent avoir deux signes, il remplace le signe par un point, et indique
le résultat du calcul dans le cas de chaque signe pris isolément. De I. Newton 3¢)
a4 4. L. Cauchy [Cours d'Analyse de I'Ecole polyt. 1, Analyse algébrique, Paris
1821, p. 5, 27; (Euvres (2) 3, Paris 1897, p. 19, 88], le nom de nombre est,
en général, réservé aux nombres positifs. Newton lui-méme parle toutefois déja
de nombres négatifs [Arith. univ. %), p. 180]; dans sa trad. N. Beaudewr %) 2,

2 ne traduit pas ,numerum negativuam*; il écrit senlement — 5.*
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rapport x se présentera sous forme de fraction continue régu-

liére*5)
B+

U

-

b, est le premier terme de la fraction continue, b, b;,... en sont
les quotients incomplets, bl est la »n° fraction composante ou le (n 4 1)°

terme. Le procédé s'arréte, ou non, suivant que les longueurs 0A
et OU sont commensurables ou incommensurables. Dans le premier
cas, on dit que la fraction continue est finie (c'est & dire, formée
d’un nombre fini de fractions composantes), dans le second cas, on
dit qu’elle est infinie.

i l'on adjoint au vecteur-unité (_)_U_' les vecteurs auxiliaires

5 AT 1 1
0U,00,,...,0U, delongueursegalesa aa U aa e
ol a,, ag, ..., &, ... désignent des nombres naturels arbitrairement

fixés suivant une loi déterminée, on peut aussi obtenir le rapport
envisagé x sous la forme*f)

ST
al+(§i_“_“_s__

@y

uo—i—

ot aaa T T %t

ay

ol «g, ¢, ..., €,, ... sont des nombres naturels que l'on détermine
successivement, dans Pordre indiqué, de fagon que Yon ait o, <z <ey4-1,
et que les mumérateurs «,, &,, ... soient plus petits que les dénomi-
nateurs correspondants a,, @,. ... Cet algorithme, auquel on a donné
le nom de fraction continue ascendante [cf. I 4] n’a rien de commun
avec le précédent; il peut arriver qu'il soit illimité, quand bien méme
0A et OU sont commensurables, en sorte que la distinetion essen-
tielle entre longueurs commensurables et incommensurables ne s’y
réflete pas de la méme fagon que dans lalgorithme des fractions
continues.*

Quand on prend tous les nombres naturels a,, a;, ... égaux a
un méme nombre naturel a, le rapport envisagé se présente sous

45) On dit aussi parfois ordinaire, au lieu de réguliére; H. E. Heine disait
[Handbuch der Kugelfunktionen, Berlin 1861; 2¢ éd. 1, Berlin 1878, p. 264] du dé-
veloppement d'un nombre en fraction continue réguliére que c’est le développe-
ment vra:z de ce nombre; ce développement vrai est univogue [cf. I 4]

46) Cf. G. Cantor, Z. Math. Phys. 14 (1869), p. 124.

Encyclop. des scienc. mathémat. I 1. 10
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la forme d'une fraction systématique, limitée (I 1, 26) ou illimitée, &
base a [cf. n° 11],

G+ 2+

pour @ = 2, on obtient une fraction dyadique®’), pour a = 10 on ob-
tient une fraction décimale, pour a — 60 une fraction sexagésimale.
On congoit une infinité d’algorithmes analogues & ceux que nous
venons de mentionner et qui sont les plus usuels; tous les mombres
se présentent sous la forme dun de ces algorithmes composé d’un
nombre fini ou infini de fractions se déduisant les unes des autres
d’aprés une reégle déterminéde.

Deux nombres sont égaux lorsqu’ils servent de mesure au méme
vecteur O A ils sont symétriques (cf. 1 1,17) lorsqu'ils servent de mesure

a deux vecteurs symétriques O A, 0A’. Llordre de grandeur de deux
nombres inégaux @, b, est réglé par la position relative des extrémités
A, B des deux vecteurs 04, OB auxquels a, b servent de mesure. Les
nombres qui sont représentés par une fraction, et ceux qui leur sont
égaux (quils soient formés d'un nombre fini oun infini de termes),
sont les nombres rationnels, ils mesurent les vecteurs commensurables
au vecteur-unité. Tout nombre qui n'est pas rationnel est dit érra-
tionnel; les nombres irrationnels mesurent les vecteurs incommensurables
au vecteur-unité (I 1, 23). Le fait que les nombres irrationnels sont re-
présentés par une suite illimitée de fractions ne semble pas devoir‘étre
un obstacle & leur introduction en Arithmétique, puisque, dans certains
cas, 1l en est de méme pour les nombres rationnels eux-mémes.
Jusqu'ici tout est clair dans cette doctrine métrique, mals voici
la difficulté. Il ne suffit évidemment pas de généraliser les nombres
naturels, en définissant convenablement des nombres qui les comprennent
comme cas particulier; il faut encore montrer que l'on est en droit
d’effectuer, sur les nombres généralisés, les diverses opérations de
PArithmétique suivant des reégles déterminées, par exemple suivant
les régles établies pour les nombres naturels. Or, ici la démonstration
est impossible. On a mis assez longtemps & s'en apercevoir; la diffi-
culté sautait cependant aux yeux, mais on a cru pouvoir la tourner,
soit en faisant I'hypothése gratuite que non seulement a chaque vecteur
correspond un nombre, ce qui résulte de la définition méme du nombre,
mais qu'inversement & chague symbole obtenu en combinant, par les
regles de l'Arithmétique, les algorithmes représentant les nombres,

47) Ces fractions correspondent au systéme binaire de numération [ef. 11,9
note 78].

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6. Point de vue de Ch. Méray. 147

correspond. aussi ndeessairement un vecteur, auquel cas évidemment la
démonstration cherchée serait aisée. A ceux qui doutaient de la légi-
timité de cette hypothése, les uns répondaient que cette réciproque
avait un caractere d’évidence géométrique qui dispensait de tout éclair-
cissement, d'autres prétendaient éclaircir la question au moyen de
considérations d'ordre métaphysique sur la continuité, la notion de
limite et les infiniment petits, qui n’aboutissaient finalement qu’a
Pobscurcir davantage. Puisque la démonstration de Thypothese est
impossible, c’est & un postulat qu’il faut faire appel, comme l'ont les
premiers mis en pleine lumiere G. Cantor et, presque simultanément,
R. Dedekind. Ce n'est gu'en vertu dun gostulat qu'sa tout nombre
représenté par un des algorithmes envisagés correspond un vecteur *%).
Sans doute, complétée par ce postulat, la doctrine métrique redevient
rigoureuse, mais elle cesse alors d’étre lumineuse comme toute doctrine
dans l'exposé de laquelle il est nécessaire de faire intervenir des
postulats étrangers & son objet. On verra plus loin (n° 9) comment
on a cherché & éviter cet écueil.

6. Point de vue de Ch. Méray. Cependant, plusieurs années
avant que G. Canfor n’et mis ce fait en évidence, quelques mathé-
maticiens, justement préoccupés des difficultés que nous venons de
signaler et du manque de rigueur, et méme de clarté, que présentaient
ainsi les démonstrations de théortmes qui soutiennent toute 1’Analyse,
cherchaient, indépendamment les uns des aufres, & édifier une théorie
nouvelle entitrement dégagée de toute comsidération impliquant des
grandeurs concrétes et étalent ainsi amenés a approfondir la notion
de nombre irrationnel. Ils parvinrent & pénétrer la véritable nature
de ces nombres, et ce sont les résultats essentiels qu’ils ont obtenus
que nous allons énumérer dans l'ordre on ils ont été publics.

48) G. Cantor [Math. Ann. 5 (1872), p. 128 [18711]; R. Dedekind [Stetigkeit
und irrationale Zahlen, Brunswick 1872; 2¢ éd. 1892, p. 11]. La forme sous la-
quelle R. Dedekind énonce ce postulat permet de remplacer 1'idée vague que l'on
se fait trop souvent de la continuité d'une droite par une notion claire et pré-
cise. Elle congiste & admettre que quand on distribue tous les points d'une
droite en deux groupes tels que chacun des points du premier groupe soit situé
a gauche de chacun des points du second groupe, il y a toujours un point de
la droite, et un seul séparant les deux groupes. D’aprés S. Pincherle °%) {Giorn.
mat. (1 18 (1880), p. 190] il ne saurait en étre autrement; il ne faudrait toute-
fois pas en conclure que K. Weierstrass ait jamais partagé cette maniére de voir.
F. Klein [Sitzgsb. phys. medic. Soc. Erlangen 6 (1873/4), p. 52/64; Math. Ann. 22
(1883), p. 249; 37 (1890), p. 572] et M. Pasch [Math. Ann. 30 (1887), p. 129]
ont fait leurs réserves a I'égard de la fagon dont R. Dedekind énonce son postulat.

10*
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Ch. Méray est le premier®’) qui ait trouvé un sens purement
arithmétique & l'expression mnombre irrationnel. Sous le nom de
varignte™), il envisage une suite formée par un nombre infini de
nombres rationnels v, v,, ..., ¢,, ... (que nous supposerons ici &
un seul indice pour fixer les idées) et, dans le cas ou & tout nombre
rationnel positif & arbitrairement fixé, correspond un indice » @ partir
duguel la différence v, , — v, reste plus petite que ¢ en valeur absolue,
quelle que soit la loi de variation relative imposée aux indices » et
» >0, pendant que le premier croit indéfiniment, il convient de dire
que la variante v (la suite infinie v,, v,, ..., v,, ...) est convergente.

JDeux variantes convprgentes u, v, ou, si l'on veut, les deux
suites correspondantes

Upy Ugy o ooy Uy oo} Uy Vgyonuy Upyovny
sont dites éguivalentes, lorsque la différence w,, — v, tend vers O quand
les indices m, n augmentent tous deux indéfiniment d'une maniére
quelconque.

8%l existe deux nombres rationnels U, V tels que, d partir de
valeurs convenables des indices m, n, les différences U —w,, V —u,,
restent plus petites, en valeur absolue, qu'un nombre positif arbitrai-
rement fixé, ces deux nombres U, V sont nécessairement égaux ou
inégaux, suivant que les variantes #, v sont équivalentes ou non, et,
dans cette derniere alternative, le signe de U — V est celui que finit
par conserver #, — v,. Lorsqu'il n'existe pas de nombres rationnels
U, V, jouissant de cette propriété, rien n’empéche, si l'on juge qu’il
y a avantage a le faire, d'employer un langage figuré, d’introduire des
nombres fictifs, de les représenter par des sigrnes quelconques, enfin de
dire que ces mombres fictifs sont dgauxr ou inégaux suivant que les
variantes convergentes w, v sont équivalentes ou non, et, dans ce
dernier cas, de dire que le nombre fictif U est supérieur (plus grand)
ou inférieur (plus petit) au nombre fictif V suivant que la différence
,, — v,, dont le signe finit toujours par étre constant, finit par rester
positive ou négative.

Il v'est d’ailleurs pas difficile d’étendre & ces nombres fictifs toutes
les opérations définies pour les nombres rationnels; elles correspondent
4 d’autres opérations déterminées spéeiales, bien plus longues & énoncer

49) Revue des sociétés savantes: sc. math. (2) 4 (1869), p. 284 [Mars-Avril].

50) ,Ch. Méray disait alors: variable progressive. 11 a remplacé cette expression
par celle de variante dans son Nouveau précis d’Analyse infinitésimale, Paris 1872,
p. 1 et a conservé depuis la méme dénomination [Ann. Ee. Norm. (8) 4 (1887),
P- 341; Legons nouvelles sur I'Analyse infinitésimale 1, Paris 1894, p. 23].*
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seulement, mais que I'on pourrait exécuter sur les suites de nombres
rationnels conduisant a la notion des variantes convergentes, puis, de
1a, & celle des nombres fictifs en création.

La définition des nombres fictifs embrasse effectivement les nom-
bres rationnels, car chacun de ces derniers @ peut &tre envisagé, si
Yon veut, comme créé par la suite a, a, @, ... & laquelle correspond
manifestement une variante convergente.

Finalement rien ne s'oppose & ce que les mémes spéculations se
déroulent sur des suites formées par des nombres fictifs (en mélange
avec des nombres rationnels s'il y a lieu). On définit ainsi (toujours
au sens figuré qui leur est propre), autant de nombres fictifs que l'on veut.

Il ne reste plus, pour étre en droit d’assimiler entiérement ces
nombres fictifs aux nombres rationnels, qu’a se convaincre de I'avantage
quil y a & faire usage, en Analyse, du langage abrégé que permet
leur définition. Cet avantage apparait d'ailleurs immédiatement par
le caractére de plus grande universalité®') qu’il permet de donner aux
diverses propositions que l'on rencontre; les énoncés de ces proposi-
tions prennent ainsi un tour plus direct, plus abrégé et plus simple%).

Tous les nombres fictifs dont on vient de retracer la genese sont
les nombres réels; ceux qui ne sont pas rationnels sont dits irrationnels:

leur véritable nature se dégage nettement des principes formulés par
Ch. Méray*

7. Point de vue de K. Weierstrass. ,Dans ses lecons®?), profes-
sées & I'Université de Berlin, K. Weierstrass appelait quantité numdrique®)

51) ,Déja la proposition que tout nombre rationnel v a une racine carrée,
n’est pas vraie quand on laisse aux mots leur sens littéral. En I'énongant comme
vraie, on exprime le fait positif que l'on peut imaginer une infinité de variantes
convergentes équivalentes u, c’est & dire de suifesu,, s, ..., %, .., telles que les
carrés 2, different de ~, en valeur absolue, de moins qu'un nombre positif &,
arbitrairement fixé aussi petit que l'on veut, & partir d'un indice m = p dé-
terminé par le choix de &*

52) ,Au fond, Ch. Méray ne sépare pas l'extension apportée & la notion
de nombre par la conception des nombres irrationnels, avec ses motifs et ses
conséquences, des extensions qu'ont procurées, d'une part la notion des nombres
fractionnaires et d’autre part la notion des nombres relatifs (qu'il appelle quali-
fiés). Chacune de ces notions englobe les précédentes, et il en est de méme,
ensuite, de la notion de nombre complexe.*

53) Quelques indications sur les fondements de la doctrine de K. Weier-
strass ont été publiées par E. Kossak [Progr. Friedr.-Werderschen Gymn. Berlin
1872]; E. Kossak avait suivi le Cours de K. Weierstrass pendant le semestre d'hiver
1865/66. S. Pincherle a développé cette doctrine [Giorn. mat. (1) 18 (1880), p. 178;
pour ce qui concerne les nombres irrationnels, voir p. 185 et suiv.]. Voir aussi
O. Biermann, Theorie der analyt. Funct., Leipzig 1887, p. 19. Il importe toute-
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tout ensemble dont on se donne les éléments et le nombre de fois
que chaque élément y figure. Cette définition ne suppose nullement
que les éléments donnés sont en nombre fini, mais elle suppose que
chaque élément ne figure qu'un nombre fini de fois dans l'ensemble.
Quand un ensemble est formé d'un nombre fini d’éléments, il est
regardé comme égal & la somme de ses éléments; deux ensembles
d’un nombre fini d’éléments sont égaux lorsque les sommes respectives
de leurs éléments sont égales.

Limitons-nous au cas ot les éléments de la quantité numérique
sont 1 et des quantiémes. Nous dirons, dans ce cas, que la quantité
numérique est absolue. On regardera une telle quantité numérique
comme n'étant pas altérée, lorsqu’on y remplace un ensemble partiel
quelconque, formé d’'un nombre fini d’éléments, par un ensemble égal
au sens précédent. Pour &tre en droit d’assimiler les quantités numé-
riques absolues & des nombres absolus, il faut se limiter a celles d’entre
elles pour lesquelles on peut définir I’égalité et le sens de l'inégalité,
de fagon & pouvoir les comparer les unes aux autres, ainsi qu'aux
nombres rationnels absolus; il faut aussi montrer que, par une défi-
nition convenable des opérations fondamentales de I'Arithmétique, les
quantités numériques envisagées se trouvent soumises aux mémes
regles de calcul que les nombres rationnels absolus. Ces circonstances
se présenteront pour les quantités numériques absolues qui seront
gpécifiées un peu plus loin comme finies.

On dit qu’un nombre rationnel absolu # est contenru dans une
quantité numérique absolue a lorsqu’on peut distraire de @ un ensemble
partiel & égal & . On dit qu'une quantité numérique absolue est
finie, lorsqu’on peut assigner un nombre rationnel R tel que tout
nombre rationnel 7 contenu dans a soit plus petit que R.

Deux quantités numériques absolues finies @, b sont dites dgales,
lorsque chague nombre rationnel absolu contenu dans @ est contenu
dans b, et que chaque nombre rationnel absolu contenu dans b est
contenu dans a. Lorsque deux quantités numériques absolues finies
@, b ne sont pas égales, il existe nécessairement au moins un nombre
rationnel absolu, qui est ou bien contenu dans @ sans étre contenu
dans b, ou bien contenu dans b sans &tre contenu dans a. Dans le
premier cas on dit que a est plus grand que b, dans le second cas
on dit que a est plus petit que b.

On appelle somme de deux quantités numériques absolues finies

fois de remarquer que ces publications n'ont pas été faites sous la direction de
K. Weierstrass lui-méme 8), 54) ,Zahlengrosse.*
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@ et b, la quantité numérique ¢ définie par l'ensemble dont les élé-
ments sont ceux qui figurent dans @ ou b, chacun de ces éléments
étant pris un nombre de fois égal au nombre de fois qu'il figure dans
a augmenté du nombre de fois qu’il figure dans b. On appelle produit
de deux quantités numériques absolues finies @ et b, la quantité
numérique absolue ¢ définie par lensemble dont les éléments s’ob-
tiennent en formant de toutes les maniéeres possibles le produit de chaque
élément de @ par chaque élément de b. On définit de méme la somme
et le produit d’un nombre fini quelconque de quantités numériques
absolues finies; ces sommes et produits sont eux-mémes des quantités
numériques absolues finies.

On appelle somme dun nombre infini de quantités numériques
absolues a, b, ¢, ... la quantité numérique absolue s définie par 1'en-
semble dont les éléments figurent dans l'une ou l'autre des quantités
numériques a, b, ¢, ..., chacun de ces éléments ¢ étant pris un nombre
de fois n, égal au nombre de fois qu’il figure dans a, augmenté du
nombre de fois quil figure dans b, augmenté du nombre de fois qu'il
fignre dans ¢, . ..; pour que la quantité numérique s soit finie et
déterminée, il faut que chacun des éléments qui figurent dans s y
figure un nombre fini de fois (en d’autres termes, il faut que chacun
des nombres #, soit fini); il faut, en outre, et il suffit que l'on puisse
assigner un nombre N tel que la somme d'un nombre fini gquelconque
des quantités numériques envisagées a, b, ¢, ... soit inférieur & N.
Lorsque la somme s est finie, on peut l'obtenir en groupant comme
on veut les quantités numériques a, b, ¢, ..., tout comme si elles
étaient en nombre fini, chaque groupe pouvant d’ailleurs &tre formé
par un nombre fini, ou par un nombre infini de quantités numériques.
Il résulte de la définition méme de la somsme d’'un nombre fini ou
infini de quantités numériques absolues déterminées, que toute quantite
numerique absolue est la somme des éléments qui y figurent.

K. Weierstrass poursuivait 'exposition de sa doctrine en considé-
rant toujours les nombres relatifs comme un couple de deux nombres
absolus qui ne jouent d’ailleurs pas le méme role (chacun d’eux est
affecté d'un signe déterminé). Au reste, ce point de vue me differe
pas essentiellement de celui qui a été exposé (I1, 17 et 22) pour
les nombres relatifs entiers (ou fractionnaires).

Il importe d’observer que ce qui, aux yeux de K. Weierstrass
justifiait 'extension de la notion de quantité numérique a des ensembles
formés d'un nombre énfini d'éléments, était le désir de donner, dans
tous les cas, une solution & des problemes qui, sans cette extension,
n'en comporteraient que dans certains cas particuliers (la résolution
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de I'équation binome du second degré & coefficients entiers, en fournit
un premier exemple).*

En cherchant & simplifier la doctrine des quantités numériques de
K. Weierstrass, G. Canfor s'est rencontré ®) avec Ch. Méray. H.E. Heinc
a exposé cette doctrine d'une fagon trés claire %) et avec plus de détails
que mne lavait fait G. Canfor, en utilisant quelques communications
verbales de H. A. Schwartz et de G. Cantor; G.Canfor a ensuite, dans
un second mémoire’”), modifié quelque peu son point de vue®®), afin
de mettre encore, si possible, davantage en relief le fait que, dans la
doctrine arithmétique, la définition du nombre irrationnel est entiere-
ment indépendante de tout ce qui se rapporte & l'idée de limite®?).

55) G. Cantor ‘%), Math. Ann. 5 (1872), p. 123 [Déc. 1871].

56) J. reine angew. Math. 74 (1872), p. 173 [Oct. 1871]. Comme Ch. Méray,
H. E. Heine insiste sur le caractére conventionnel des nombres irrationnels. Ce carac-
tere apparaissait aussi, quoique moins explicitement, dans les cours professés par
K. Weierstrass 5%), puisque la définition de K. Weierstrass revient au fond a ad-
mettre comme postulat que toute suite infinie monotone croissante admet une
borne supérieure (n° 20) ou, si l'on veut, & créer cette Lorne supérieure quand
elle n'existe pas; K. Weierstrass n'énoncait toutefois pas ce postulat sous cette forme.

57) Math. Ann. 21 (1883), p. 565/8 [Oct. 1882]. Dans ce mémoire, G. Cantor
compare aussi les doctrines de K. Weierstrass et de R. Dedekind a la sienne propre.
H. Burkhardt [Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 46 (1901), p. 179] cherche a mettre en
évidence que des trois définitions du nombre irrationnel c'est celle de R. Dedekind
qui est la plus avantageuse lorsqu’on cherche a obtenir des valeurs approchées
d'un nombre irrationnel donné; celle de K. Weierstrass est, au contraire, la moins
avantageuse. Il convient toutefois d’observer que les nombres irrationnels que
U'on rencontre dans la pratique ne se présentent presque jamais sous forme de
coupures.

58) La notion de suite fondamentale (Fundamentalreihe) de @. Cantor est
identique & celle de variante convergente de Ch. Méray; 1a notion de suite elémentaire
de H.E. Heine est identique & celle de variante infiniment petite de Ch. Meéray.
LLa terminologie adoptée par G. Cantor et H.E. Heine permet mieux que celle
de Ch. Méray de séparer nettement 1'exposé de la généralisation de la notion de
nombre de l'exposé du développement de I'idée de limite.*

59) Le second point de vue auquel se place J. Tannery dans le premier
chapitre de son Introd. & la théorie des fonctions d’une variable, Paris 1886
[Oct. 1885], p- 24, se rattache directement aux doctrines de Ch. Méray et de
G. Cantor. L'exposé de O. Stolz®), [Allg. Arith. 1, p.97; Theor. Arith,, p. 138].
est trés élémentaire, les fractions systématiques lui servent de point de départ.
La marche suivie par P. Bachmann [Vorles. iber die Natur der Irrationalzahlen,
Leipzig 1892, p. 6] offre peut-éire certains avantages au point de vue de l'en-
seignement; elle consiste essentiellement 4 définir les nombres irrationnels et les
opérations a effectuer sur ces nomhres, au moyen de deux suites de nombres
rationnels, ay, dg, ..., @py .. -3 by, bgy .- .y by, ..., telles que b, >0, . >a,, 1>a,
et que, quel que soit le nombre rationnel positif ¢ arbitrairement fixé, on ait
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8. Point de vue de R. Dedekind. La notion purement arith-
métique de coupure®) est due & R. Dedekind. Elle permet de définir le
nombre irrationnel sans faire appel 3 la suite infinie ou & I'ensemble
de nombres rationnels qui le représentent dans la doctrine de Méray-
Cantor ou dans celle de Weierstrass.

R. Dedckind remarque tout d’abord que l'on peut séparer d’une
infinité de maniéres 'ensemble de tous les nombres rationnels en deux
ensembles tels que chaque nombre (rationnel) du premier emsemble
soit plus petit que chaque nombre (rationnel) du second: chacune de
ces séparations counstitue une coupure. Lorsque, parmi les nombres
du premier ensemble, il y en a un qui est plus grand que tous les
autres, ou que, parmi les nombres du second ensemble, il y en a un
qui est plus petit que les autres, on dit que ce nombre (rationnel)
correspond & la coupure envisagée, ou encore qu'il produit cette cou-
pure. Dans le cas contraire qui se présente déja dans Vextraction
des racines, on convient de faire correspondre un symbole déterminé
a la coupure, et I'on dif encore que ce symbole produit la coupure.
Comme cette correspondance permet de comparer les symboles ainsi
définis, soit entre eux, soit aux nombres rationnels, et de montrer que
TYon peut effectuer sur ces symboles les mémes opérations que sur
les nombres rationnels (en déduisant des coupures correspondant aux
symboles donnés d’antres coupures correspondant aux symboles cher-
chés), il est naturel de dire que les nouveaux symboles représentent
des nombres tout comme les nombres rationnels eux-mémes®?).

Dans son Traité d'arithmétique, Joseph Bertrand ®%) avait déja
insisté sur ce que le nombre qui mesure une grandeur incommensu-

b, —a, | <& & partir d'un indice » dont la valeur dépend du choix de &; un
nombre irrationnel est alors représenté par I’ensemble des deux suites envisagées.

60) R. Dedekind, Stetigkeit %), p. 12.

61) R. Dedekind 8'est contenté de développer les parties essentielles de sa
doctrine. M. Pasch a donné plus de détails [Einleitung in die Diff. und Inte-
gralrechnung, Leipzig 1882, p. 1/14]. Voir aussi Math. Ann. 40 (1892), p. 149,
ot les quelques modifications faites par M. Pasch & son premier exposé du point
de vue de R. Dedekind, ont eu pour objet de mettre en évidence que I'emploi
de locutions empruntées & la géométrie n'infirme en rien le caractére purement
arithmétique de ce point de vue. Ce caractére est mis en pleine lumitre dans
Vexposé purement arithmétique dfi & G. Ricci [Giorn. mat. (2)4 (1897), p. 22] et
dans celui d’4. Capelli [id. p. 209] qui n'en différe que peu; l'introduction du
symbole (a4, @) pour désigner le nombre défini au moyen des classes de nom-
bres (a,), (@) fournit un algorithme qui facilite 'exposé de la théorie des opé-

rations. X
62) 1° éd. Paris 1849; 11° éd. Paris 1895, p. 233, 271.
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rable avec l'unité, peut étre défini en indiquant gquels sont les nombres
rationmels plus petits ou plus grands que lui. Cette définition suppose
toutefois essentiellement l'existence des grandeurs incommensurables
et n’implique donc aucunement la notion purement arithmétique®) de
coupure telle que I'a donnée R. Dedekind, elle en est seulement la tra-
duction géométrique.

Aprés avoir défini les nombres irrationnels par des coupures,
tout comme lavait déja fait R. Dedekind, ce qui permet de mettre
nettement et rapidement en évidence V'ordre de succession de ces nombres,
J. Tannery ) introduit les variantes convergentes (ou suites fondamen-
tales) qui correspondent a ces coupures, montre que l'on peut établir
soit sur les ensembles (Dedekind), soit sur les variantes (Mdray) la
théorie de opérations & effectuer sur les nombres rationnels et rap-

proche ainsi les points de vue de Ch. Méray et de R. Dedekind.

. Amigues a mis en évidence®) les avantages que présente la
méthode directe et exclusive des ensembles (méthode de Dedekind)
pour établir les régles des opérations arithmétiques sur les nombres
irrationnels.*

Il importe de ne pas perdre de vue la nature essentiellement
symbolique des nombres réels. Que l'on se place au point de vue de
Méray-Cantor, 3 celui de Weierstrass, ou a celui de Dedekind, rien
dans la définition d'un nombre réel ne permet de se le représenter
comme correspondant parfaitement (I 1, 1) & une grandeur déter-
minée %); les calculs effectués sur des nombres réels n'ont pour objet
que ces symboles eux-mémes. Les nombres réels suffisent toutefois

63) Was sind und was sollen die Zahlen, Brunswick 1888; 2¢ éd. 1893; p. XIV
de la préface [1887] de la 1° édition.

64) Introd.s?) 1° éd., p. 24; voir aussi Legons d’arith., Paris 1894, p. 378.

65) ,Ann. Fac. sc. Marseille 2 (1892), p. 83; J. Tannery se place d’ailleurs
entierement au point de vue de R. Dedekind dans la seconde édition de sa
théorie des fonctions qui est sous presse.®

66) Si l'on néglige cette distinction capitale entre les nombres réels quel-
conques et les nombres qui représentent des grandeurs [Voir par ex. R. Lipschitz,
Lehrb. der Analysis 1, Bonn 1877, sect. 1] on s’expose & des critiques du genre
de celles que E. Illigens a faites aux doctrines de K. Weierstrass et de G. Cantor
[Math. Ann. 33 (1889), p. 155; 35 (1890), p. 451; Réplique de G. Cantor id. 33,
(1889), p. 476]. On pourra consulter & ce sujet 4. Pringsheim, Jahresb. deutsch. Math.
Ver. 6 (1897), p.78. 8i au contraire on tient compte de cette distinction capi-
tale, les critiques tombent d’elles-mémes. Il est d’ailleurs impossible de concevoir,
comme cherche & le faire K. Illigens, des quaniités qui seraient indépendantes
de toute représentation spatiale [ A. Pringsheim, Sitzgsb. Akad. Miinchen 27 (1897),
p. 322 en note].
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4 la mesure des grandeurs®); ils permettent méme de préeiser ce que
cette notion de mesure des grandeurs contient d’'intuitif. C'est ensuite
un tout autre probleme que de fixer les conditions sous lesquelles a
un nombre réel (symbole) donné, correspond (ou non), une des gran-
deurs d'une espéce déterminée®®), et la fagon dont aux relations entre
ces symboles correspondent alors des relations entre ces grandeurs®).

9. Point de vue de Paul du Bois-Reymond. Postulat d’Ascoli.
A ses débuts, la direction arithmétisante représentée par K. Weierstrass,
R. Dedekind, G. Cantor et H. E. Heine, en Allemagne, et par Ch. Mcray
en France, n'a sans doute rencontré aucun adversaire™) plus résolu
que Paul du Dois-Reymond. La nouvelle doctrine commengait a peine
4 se répandre que déja il cherchait & en ébranler les fondements.

Pour Paul du Dois-Reymond, la connexion absolue des deux no-
tions de nombre et de grandeur mesurable (qu'il appelle lindaire),
semble déja s'imposer & celui qui étudie leur développement parallele
dans le passé; c'est done aller contre le développement historique des
sciences mathématiques que d’essayer de séparer l'étude du nombre
de celle des grandeurs mesurables, en construisant d’abord I'échelle
des nombres pour y rattacher ensuite les grandeurs mesurables au
moyen du postulat de Cantor-Dedekind. 11 lui semblait d’autre part

67) Toutes les démonstrations de ce théoréme s’appuient d’ailleurs sur
Vaxiome d’ Archiméde [cf. notes 1, 148]. Voir S. Piucherle [Giorn. mat. (1) 18 (1880),
p. 189], G. Cantor *®) [Math. Ann. 5 (1872), p. 127}, J. Tannery [Arith. ¢%) p. 435].
Les relations entre nombre et grandeur ont été étudiées avec soin par O. Holder
[Ber. Ges. Lpz. 53 (1901), math. p. 1] et par O- Stolz8) [Allg. Arith. 1, p. 121; Theor.
Arith. p.172]. E. von Huntingtorn a montré [Diss. Strasbourg, éd. Brunswick, 1901]
comment on peut développer la doctrine des mombres réels (et complexes) en
opérant systématiquement avec des vecteurs.

68) ,Si, par exemple, les grandeurs envisagées sont des vecteurs situés sur
une méme droite orientée, et ayant méme origine, rien n’'oblige de poser le
postulat de Cantor-Dedekind. On pourrait, si l'on veul, poser tout au con-
traire qu'a chaque nombre algébrique seulement correspond un vecteur; toutes
les constructions des anciens pourraient étre effectuées dans l'espace constitué
en posant ce postulat pour chacune des droites que 'on envisage [R. Dedekind,
Was sind 8%) p. XII de la préface de la 1° édition].*

69) A. Pringsheim [Sitzgsb. Akad. Miinchen 27 (1897), p. 325].

70) I1 est assez curieux de constater que H. Hankel, le champion du prin-
cipe de permanence (cf. 11, 11), estimait, lui aussi [complexe Zahlsyst. *%), p. 46],
qu'une théorie des nombres irrationnels faisant entidrement abstraction de
toute notion de grandeur, devait étre sinon impossible, du moins trés difficile
i réaliser pratiquement, et que, si l'on y parvenmait jamais, ce ne saurait étre
qu'en faisant usage d'artifices peu naturels dont il ne serait pas aisé de déméler
la portée.
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devoir insister sur les conséquences désastreuses que la doctrine arith-
métisante ne pouvait manquer d’avoir sur la constitution définitive de
I’Analyse; il g’élevait contre le caractére arbifraire des définitions; pour
lui, le fait d’abstraire complétement la notion de nombre de celle de
quantité était rabaisser I’Analyse au rang d'un simple jew, od les signes
que lon combine ont un sens aussi arbitrairement fixé™) que celui
que I'on donne aux pitces d'un échiquier’®). Pourquoi, disait-il, fixer
un sens plutét qu'un autre? On aura beau dire que chacun finira
bien par en apercevoir la raison, que la théorie sera justifiée par les
applications qu'elle rend seule possibles; bien peu se déclareront satis-
faits, bien peu se résigneront & édifier une Analyse purement verbale
en renoncant & se guider, ne serait-ce que bien vaguement, & la lu-
miere de leur intuition; et ceux mémes qui accordent volontiers que
ce guide ne saurait apporter aucun argument déeisif, hésiteront cer-
tainement & se priver entierement de son concours.

Est-il d’ailleurs bien certain que ce soit un véritable postulat
qu'exprime la proposition de Cantor-Dedekind, ou, si I'on veut, la pro-
position que Paul du Bois-Reymond préférait lui substituer, et d’apres
laquelle & toute fraction décimale (limitée ou illimitée), correspond
un point déterminé et un seul, sur toute droite orientée™)? Cette
correspondance ne résulte-t-elle pas plutét de nécessités d’ordre psycho-
logique? ,Pour élucider ce point fondamental, Paul du Bois-Reymond
imagine deux philosophes qu'il qualifie d'idéaliste et d’empiriste, les
met aux prises et nous fait assister & leurs débats. L’idéaliste cherche
a ddémontrer la correspondance envisagée, mais il ne peut y parvenir
et finalement cette correspondance revét pour lui un caractere de né-
cessité inéluctable; il reconnait qu’elle résulte de la fagon dont il pose
la notion méme d'espace. Pour l'empiriste il n’'y a pas de point sur
une droite, mais seulement des vecteurs que l'on peut concevoir aussi
petits que lon veut; la droite elle-méme est, si I'on veut, un cylindre
dont le rayon de base peub étre congu aussi petit que lon veut; des

71) Lorsqu'on se place au point de vue du nombre ordinal (I I, 4),
I’échelle des nombres réels que 'on obtient en Arithmétique, et avec laquelle on
apprend & calculer d’apres des régles qui peuvent sembler fixées arbitrairement,
donne effectivement naissance & un pur formalisme, entitrement dégagé de toute
intuition:

72) P.du Bois- Reymond, Die allgemeine Functionentheorie, 1, Tubingue 1882;
trad. G. Milkaud et A. Girod, Nice 1887, p. 61. ,Voir aussi L. Couturat, De
Tinfini math., Paris 1896, p. 322, 331.*

73) Comme tout nombre irrationnel peut &tre représenté par une fraction
systématique infinie, & base quelconque, ce postulat revient au fond & celui de
G. Cantor.
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gu'on fixe ce rayon 7, toute partie de la droite de longueur <7 peut
étre envisagée comme un point au méme titre que le cylindre est
envisagé comme une droite. Il est d’ailleurs aisé de voir qu'a tout
nombre 7 >0 correspond un nombre naturel p tel que si, dans une
fraction décimale illimitée déterminée, on laisse de coté toutes les dé-
cimales & partie de la p° la fraction décimale limitée ainsi obtenue
et celle qu'on en déduit en augmentant sa derniere décimale d’une
unité different 'une de I'autre de moins de r; & ces deux fractions dé-
cimales limitées et & la fraction décimale illimitée envisagée qu'elles
enserrent manifestement, correspond done un point, au sens actuel du
mot. Quand r varie, p varie, ce qu'on entend par point varie, mais
la correspondance subsiste. Ainsi pour l'empiriste comme pour l'idéa-
liste, quoique pour des raisons bien différentes, & toute fraction dé-
cimale illimitée correspond nécessairement un point sur une droite
orientée.*

Ce n'est pas ici qu'il convient d’expérimenter la valeur de I'argu-
mentation de Paul du Bois-Reymond aun point de vue de l'épistomo-
logie™) (théorie de la connaissance). Quelle que soit la conclusion
a laquelle elle incite le phdosophe, elle ne saurait guére qu’affermir
finalement le mathématicien dans l'idée que pour fonder une théorie
du nombre irrationnel sur l'étude des grandeurs mesurables, il est in-
dispensable de faire appel & quelque proposition (axiome, postulat ou
hypothese confirmée par l'expérience) remplagant plus ou moins celle
de Cantor-Dedekind.

Dans la doctrine du nombre irrationnel que G. Ascoli oppose a la
doctrine arithmétisante, comme seule conforme & la nature des choses,
ce postulat est le suivant™): Envisageons une suite infinie de vecteurs
ayby, agby, ..., a,b,, ... chacun situé tout entier & lintérieur du pré-
cédent et tels qu'a chaque entier rationnel positif &, fixé aussi petit
que Yon veut, corresponde un indice # & partir duquel les longueurs
des vecteurs a,b, soient toutes inférieurs & &: il existe un point, et
un seul, situé & lintérieur de fous ces vecteurs. En s’appuyant sur
ce postulat, on peut édifier une théorie des nombres réels & l'abri des
critiques formulées & la fin du n° 5. Le point de vue de G. Ascols serait
done légitime si l'intuition spatiale que nous avons a priori, était nette
et précise, on méme pouvait &tre rendue telle par simple abstraction.
11 ne semble pas toutefois qu'il en soit ainsi. Le nombre de ceux
qui estiment que lintuition sensible conserve toujours par elle-méme
quelque chose de flottant et d’'imprécis a beaucoup augmenté dans

74) P. du B-R. Functh. '%); trad. p. 31/169.
75) R. Ist. Lombardo Rendic. (2) 28 (1895), p. 1060.
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les derniéres années; si, comme tout porte & le croire, cette opinion

A

s'accentue encore, aucune doctrine analogue & celle de G. Ascoli ne
parviendra a se substituer & la doctrine arithmétisante; la caracté-
ristique de toute doctrine arithmétisante est précisément de suppléer
4 l'imprécision de V'intuition spatiale en constituant a priori, sans faire
aucun appel & cette intuition, non plus qu’a foute autre intuition sen-
sible, 1'échelle des nombres réels, pour faire correspondre ensuite)
4 cette échelle, an moyen d'un postulat, la suite (I'échelle) des points
d'une droite; la notion de droite revét ainsi le caractére de netteté
et de précision qui lui manquait™) et que I'on est aujourd’hui en
droit d’exiger de toute notion mathématique.

10. Point de vue de L. Kronecker. Cest en se placant & un
point de vue tout différent que L. Kronecker a combattu la doctrine
arithmétisante. Il la rejette, non pas parce qu'elle est arithmétisante™),
mais au contraire, parce qu'elle ne l'est pas assez. Elle ne l'est pas
assez, parce (u'elle conserve un certain nombre de notions artificielles
dont la véritable origine est essentiellement distincte de celle de
nombre naturel et qu’ainsi, dans cette doctrine, les propriétés des
nombres et systtmes de nombres naturels, dont la connaissance cons-
titue finalement toute 1'Analyse, loin de pouvoir se déduire les unes
des autres au moyen dun réseau d’identités, comme l'exigerait notre
entendement pour &tre pleinement satisfalt, ne nous apparaissent
relies les unes aux autres que par des intermédiaires éfrangers d
U Arithmétique. Le role joué par ces intermédiaires n'est d’ailleurs
pas seulement un rdle secondaire, puisqu’il n'est en général pas
possible de s’en défaire au moyen d'un nombre fini de transformations
effectuées sur les nombres naturels eux-mémes.

LC'est pour suppléer & ce manque d’arithmétisation compleéte de
la doctrine dite arithmétisante, que L. Kronecker a préconisé un
changement de méthode qui aboutirait, s'il était réalisé, & une véritable
révolution scientifique™).

76) H. von Helmhollz insiste aussi sur un autre avantage qujoffre cette
méthode: c'est la certitude de pouvoir décrire, avec telle approximation que Uon
veut, celles des relations entre objets réels auxquelles on peut appliquer le
systtme de symboles qui constitue 1'Arithmétique [Philos. Aufsitze, Ed. Zeller
gewidmet, Leipzig 1887, p. 20; Wiss. Abh. 8, Leipzig 1895, p. 359).

77) Voir, par exemple, F. Klein *®), Math. Ann. 37 (1890), p. 572.

78) Le mot arithmetiser est dd & L. Kronecker qui I'a employé dans le
sens restreint conforme & sa doctrine [J. reine angew. Math. 101 (1887), p. 338;
Werke 8%, Leipzig 1899, p. 253].

79) ,E. Netto, Mathematical papers of the Chicago Congress 1893, éd. New-
York 1896, p. 244.*
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L. Kronecker prétend séparer nettement I’Analyse de la Géométrie
et de la Mécanique. Elle doit en différer aussi bien par son objet
(étude des propriétés des nombres naturels) que par sa méthode qui
doit lui étre propre. Tandis qu'en Géométrie et en Mécanique les
quantités que l'on envisage sont naturellement ordonnées suivant leur
ordre de grandeur, I'étude des propriétés des nombres naturels nécessite
des groupements tout différents de ces nombres; c'est donc aller contre
la nature des choses que de vouloir créer une doctrine comme celle
que lon a, bien & tort, désignée sous le nom d’arithmétisante, et qui
prétend servir de base & la fois & l'étude du mombre naturel et a
celle des grandeurs extensives; une telle doctrine ne saurait &tre
qu'artificielle®°).*

L’Analyse doit, d’autre part, se garder de considérations générales
d’ordre logique étrangeres & son objet. Les définitions ne doivent
introduire en Analyse que des notions auxiliaires facilitant ’étude des
divers groupes naturels que l'on forme pour étudier les propriétés
des nombres. Ces notions auxiliaires doivent avoir un caractére
arithmétique et non logique seulement, en sorte u'elles ne sauraient
porter que sur des groupes dont chaque élément puisse élre effectivement
obtenu aw moyen d’un nombre fini d’opérations®), et mon sur des
groupes simplement déterminés par une convention logique non con-
tradictoire.

JDe méme l'évidence logique d'un raisonnement ne suffit pas
pour légitimer l'emploi de ce raisonnement en Analyse. Pour avoir
donné une démonstration mathématique d'une proposition, il ne suffit
pas, par exemple, d’avoir établi que la proposition contraire implique
contradiction. 11 faut donner un précédé permettant d’obtenir, au
moyen d'un nombre fini d'opérations arithmétiques au sens ancien du
mot, effectudes sur les éléments que I'on envisage, le résultat qu’énonce
la proposition & démontrer. Cest ce procédé qui constitue Uessence
méme de la démonstration; il ne vient pas s’y ajouter.

Pour constituer V' Analyse, L. Kronecker adjoint aux nombres naturels
des symboles u, v, ... (en nombre fini) soumis par définition, aux
mémes régles de calcul que ces nombres, et il se propose d'étudier
les propriétés des nombres naturels, en méme temps que celles des
polynomes en u%, v, ... ayant pour coefficients des nombres mnaturels

80) A. Pringshetm défend le point de vue opposé [Sitzgsb. Akad. Miinchen
27 (1897), p. 823 en note].

81) Festschrift zu E. E. Kummer's Doctor-Jubildium, Sept. 1881, éd. Berlin
1882 § 4; J. reine angew. Math. 92 (1882), p. 11 en note; Werke 2, Leipzig 1897,
p- 20673 J. DMolk, These, Paris 1884, p. 6; Acta math. 6 (1885), p. 6.
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ddterminés. L'ensemble de ces polynomes forme ce qu'il appelle le
domaine dintgrité [1, u, v, ...]; chacun de ces polynomes est un
élément de ce domaine d’intégrité. L’introduction des symboles u,v,...
n'a d’ailleurs pour objet que de faciliter I'étude des groupes de nombres
naturels; elle n'introduit aucune notion étrangere & celle de ces nombres;
elle les relie seulement.

Il peut étre avantageux, dans certaines recherches, de supposer
que quelques uns des symboles %, v, ... solent soumis & une ou
plusieurs conditions déterminées; on envisagera, par exemple, le domaine
d’intégrité [1, u, v], ot v est un symbole tel que v + 1 = 0, tandis que
le symbole u# n’est soumis & aucune condition restrictive; ou encore
le domaine d'intégrité [1, ] o quelque polynome en v (comme
9?7 + 1 par exemple) soit égal & zéro®?). L. Kronecker appelle indéter-
minés tous les symboles u,v,... adjoints aux nombres naturels; il appelle
entiérement indéterminés ceux de ces symboles, tels que u, qui ne sont
soumis & aucune condition restrictive: un polynome en % mne doit
étre regardé que comme une certaine fagon d’écrire ses coefficients
en les distinguant les uns des autres; on peut d'ailleurs, au cours de
toute déduction, y remplacer # par le nombre naturel que 'on veut.
Les conditions telles que v+ 1 =0, ou v* 4+ 1 =0, imposées aux
autres symboles indéterminés, sont toujours supposées non contra-
dictoires; dans chaque recherche particulitre il peut y avoir lieu de
vérifier qu’il en est ainsi.

La généralisation de la notion d’égalité, a laquelle on est amené
dans la doctrine dite arithmétisante, est au fond provoquée par la
Géométrie; elle doit donc rester étrangére & l'Analyse telle que l'a
concue L. Kronecker. Dans cette Analyse, on superpose a la notion
d’égalité, au sens ancien du mot, celle de comgruence: congruence
prise suivant un module, congruence prise suivant un systéme de
modules®®); chacun de ces modules est d’ailleurs choisi parmi les
éléments du domaine d'intégrité que l'on envisage.

Le principe de l'économie dans la science, économie de temps,

82) L. Couturat affirme [Revue métaph. 6 (1898), p. 444] qu'a ce point de
vue purement formel, les » racines d'une équation algébrique f(x)=0, sont
indiscernables. Cela n'est pas exact; on peut obtenir au moyen d'un nombre
fini d'opérations #» intervalles dans chacun desquels f(z) ne change de signe
qu'une fois au plus [Cf T 12].*

83) C'est 14 une généralisation d’une notion due & C. F. Gauss et d'un
point de vue adopté par 4. L. Cauchy ,[Voir H. Padé, Premiéres lecons d’Algebre
€lém., Paris 1892; préface de J. Tannery, p. XIII en note]. La critique faite
par L. Couturat & cette introduction systématique de la notion de congruence
[Infini math "?), p 613, 616] repose sur un malentendu.*
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Introduction.

Les éléments sur lesquels se développent tout d’abord les théories de
I'Arithmelique sont les nombres entiers. 1ls constituent le premiel
cnsemble i soit Yobjet de nos spéculations mathdémaliques: nous pouvons
Tappeler Y'ensemble du premier ordre.

Mais déja, des la théorie de la division, on se trouve amené & étendre
cet ensem le, a adjoindre aux nombres entiers toute une nouvelle catégorie
de momb es, les nombres fractionnai 'es; on obtient ainsi I'ensemble des
nombr s rat onnels. Cest U'ensemble «u second ordre, dont 'ensemble du
pemier rdre, celui des nombres entiers, ne constitue qu'une partie.

Cet e1 emble du second ordre devicnt de nouveau insuffisant, dés que
I'on aborde I'extraction des racines, ot 'on doit alors procéder a4 une nou-
velle exten<ion, adjoindre aux él¢ments déja introduits une nouvelle
catégorie de nombres, les nombres irrationnels ou incommensurables.
Ainsi s'obtient 'ensemble du troisieme ordre, celui des nombres rationnels
et irrationnels, qui embrasso cclui du second ordre et par suite celui du
premier.

L'étude de ccs trois Premiers ensembles constitue ce quel'on a coutume
d’appeler proprement I' 4ritimdétique.

s cependant on peut aller plus loin el faire voir comment I'ensemble du
tro'sieme ordre devient lui aussi ip<ufficant, ccmment on est amene a
adjoindre 4 ses éléments toute une nouvelle calégorie de nombres, los
nombres ncgati s; par cette annexe s’'obtient 'ensemble du quatriéme
ordre, celui des nombres posit fs et négatifs; ¢’est le premier de ceux dont
Petude constitue, & proprement parler, I'4/lgébre, qui apparait bien ainsi
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comme I'Arithmétique généralisée, I'Arithmétique universelle de Newton.

Cette necessité d’introduire les nombres négatifs se rencontre lorsque
Pon cherche a résoudre les problémes les plus simples de I’ Arithmétique
en les mettant en équations; on s'apercoit vite qu'en se bornant au seul
ensemble des nombres rationnels et irrationnels, on est dans Yimpossibilité
d’arriver & des régles générales pour résoudre ces équations; on recon-
nail en méme temps quelle est la nature des nouveaux éléments qu’il faut
introduire pour vaincre cette difticulté, et comment on devra alors modi-
fier les définitions des opéralions fondamentales.

Avec l'introduction des nombres négatifs ne se clot pas la suite des
généralisations ; la méme question qui la nécessite conduit, en effet, a une
nouvelle extension de 'enscmble des élements, 3 Uintroduction des quan-
tités complexes. On constitue ainsi Pensemble du cinquiéme ordre auquel
appartient celui des nombres posilifs et négatifs, et, par suite, chacun des
précédents.

Enfin, des questions d'un autre ordre, la représentation symbolique de
certaines grandeurs, conduisent encore a de nouvelles généralisations,
et ainsi se constitue, sans qu’il soit possible d’en apercevoir le terme, la
série des ensembles de plus en plus généraux qui ’imposent successivement
a notre étude et qui forment la basce de toute I #nal; se.

Il ne faut cependant pas eroire que plus Vordre de I'ensemble auquel
on s'adresse est elevé, plus l'intérét qu’il présente est considérable. Des
propriétés et des applications nouavelles peuvent, il est vrai, apparaitre;
c’est ainsi que la continuité, qui est appelce 4 jouer un si grand role dans
I'étude des ensembles d’ordre plus élevé, apparait avec I'ensemble des
nombres rationnels; quand on est en possession de I'ensemble des nombres
rationnels et irrationnels on peut mesurer toute grandeur mesurable; avec
les nombres positifs et négalifs on arrive a la représentation des grandeurs
4 deux sens inverses I'un de Pautre, etc. Mais, par contre, & mesure que
les ensembles s'élargissent, les opérations fondamentales auxquelles sont
soumis leurs éléments peuvent perdre de leurs propriétés. On le concoit
aisément, puisque c’est en introduisant des ¢léments nouveaux que I'on
passe d’un ensemble & ceux d’ordres plus élesés. Ainsi, pour ne citer qu'un
exemple simple, dans I'ensemble des nombres rationnels et irrationnels,
Pextraction de la racine carrée est unec opération qui conduit a la connais-
sance d'un seul nombre; outre qu'elle n'est plus toujours possible, elle
conduit & un résultat ambigu dans ensemble des nombres positifs et né-

atifs.
s Comment peut-on procéder & I'dtude d’un ensemble déterminé? Deux
voies semblent naturellement s’offrir. La premiére consiste & partir del'en-
semble d’ordre immeédiaiement inférieur; a annexer & ses éléments les
¢léments nouveaux qui doivent étre introduits pour obtenir 'ensemble que
I'on veut étudier, puis & étendre celles des définitions, celles des propriétés
qui, applicables pour l'ensemble qui sert de point de départ, peuvent
encore convenir a celui auquel on arrive. Ainsi I'on peut passer, par unc
sorte de synthese, de 'ensemble d'ordre le moins élevé, successivement,
aux ensembles d’ordres plus élevés. C’est la voie gui est toujours suivie
pour les ensembles d'ordre inférieur; ¢’est ainsi que, des propriétés des
nombres entiers, on conclut d’abord & celles des nombres fractionnaires.
puis, réunissant les deux catégories de nombres, on se trouve en posses-
sion des propriétés des nombres rationnels, qui forment 'ensemble du
second ordre; c'est ainsi encore qu’on passe d’abord des nombres ration-
nels aux nombres irrationnels pour conclure ensuite aux propriéiés de
Pensemble du troisiéme ordre qui comprend, a la fois, les deux especes de
nombres. C'est aussi la voie que semble avoir suivie la science elle-méme
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dans son développement, allant du simple au composé; et cependant ce
n’est pas colle qui est suivie pour I'étude Aes ensembles d’vrdre plus élevé.

Iei, des qne 'on a reconnu la nature des éléments qui doivent composer
I'ensemble & étudier, on les définit de toutes pieees. pour ainsi dire en
bloe, sans distinguer ceux d’entre eux qui eorrespondront aux éléments de
I'ensemble d'ordre inférieur. De méme se définissent & mnouveau, pour
tous les éléments sans distinction, les opérations auxquelles ils doivent étre
soumis, et ainsi peut étre faite, entiérement, I'étude de Yensemble, sans
gquont ait rattaché effcctivement 4 aucun autre. Aprés seulement on
distingue parmi ses éléments ceux qui constituent I'ensemble de Vordre
inférieur, et l'on fait remarquer que les opérations gque P'on a définies,
appliquées en particulier a ces éléments spéciaux, reproduisent certaines
des opérations relatives a cet ensemble. Ainsi, quand on a reconnu la
néeessite de Vintroduction des quantités comy lexes, on les définit @ prior:,
on définit les opérations d’addition, de mulliplication, elc., puis l'on
remargue que ces opérations appliquées aux quantités complexes ou le

caefficient de y/ —1 est nul, quantités qui peu.ent étre regardées comme
constituant 'ensemble des nombres positifs et négatifs. ne sont autres que
ces mémes opérations définies dans I'étude de cet ensemble.

Cette seconde méthode, qui a tous les défauts des gualités de Vautre, a
cependant un coté précieux. Elle a Favantage de metire tous les éléments
qui constituent I'ensemble & étudier sur un méme plan, de leur atiribuer.
dés le début, un role équivalent, et par la de placer sous son véritable
jour I'étude nouvelle, que I'on entreprend, d'un ensemble nouvean.

C’est celle que nous avons adoptée pour notre étude des propriétés
fondamentales des nombres positifs et négatifs. Dans ce cas spécial, 'avan-
tage que nous venons de lui reconnaitre emprunte, en effet, & une circon-
stance toute particuliére, une nouvelle importance. La nature des nombres
positifs et négatifs est telle que, pour les représenter de la fagon la plus
simple, il n’est pas besoin dc créer de nouveaux symboles : ccux dont on
fait usage dans I'élude de I'ensemble des nombres rationnels et irrationnels
suffisent. Mais il faut pour cela attribuer aux signes + et — un double
sens. Tandis que dans l'élude de Yensemble des nombres rationnels et
irrationnels ces signes sont exclusivement des signes d’opdrations dans
I'étude des nombres positifs et négatifs, ils peuvent étre regardés tantot
comme des signes d’opérations, tantdt comme des signes faisant eonnaitre
la classe a laquelle appartient le nombre qui en est précédé.

La confusion qui résulte de ceite double signification est sans doute la
plus grande difficulté que I'on rencontre dans 'eaposition de I'addition et
de la soustraction algébriques. Elle se trouve évitée, si Yon consent a
définir les nombres positifs et négatifs sans faire usage des signes -+ et —,
Far exemple, au moyen de deux indices. V'un pour les nombres positifs,
‘autre pour les nombres négatifs; il suffit alors de poursuivre les consé-
quences des propriétés de I'addition pour voir bientot s’introduire néces-
sairement Ia nouvelle signification des signes + et —. C’est ainsi que nous
avons fait; sans doute on est en droit de dire que ce n'est pas la une
méthode naturelle: peut-étre trouvera-t-elle indulgence & cause de la clarté
qu'elle donne & ces débuts toujours un peu pénibles de la théorie des
opérations algébriques.

Extrait de la Préface.

FYespere que le livre de M. Padé sera lu avec un vif intérét par les

éléves et par les maitres; il est d'une extréme clarié, et tous ceux qui ont

réfléchi au sujet qu'il traite reconnailront que ce n’est pas un petif
mérite. Jures TANNERY.
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Extrait de la Préface.

.. L’Ouvrage que nous annongons est aussi une reconstruection de laméme
branche de I’Analyse, mais d'un caractére radical et simple, faisant retour
aux idées de Lagrange et d’Abel, utilisant sous des formes nouvelles les
moyens de démonstration indiqués par Cauehy, affermissant leur puissance.
La méthode de 1'Auteur consiste & prendre pour base urigue de la théorie
des fonctions dans ses moindres details Ia possibilité générale de les repré~
senter par des séries entidres (formule de Taylor), sauf a asseoir solide-
ment cette propriété universelle sur I'analyse successive des principaux
algorithmes qui donnent naissance 3 de nouvelles fonctions ainsi que sur
son existence préexistante pour les fonetions connues impliqudes dans ces
caleuls comme données. Les dérivées sont définies non plus par des limites
de rapports, mais commse coefficients des accroissements des variables
dans les développements des accroissements des fonctions en séries en-
tibres par rapport & ceux-ci; e’est lintuition de Lagrange rendant leur
existence évidente, rendant dés lors inutile toute restriction a cet égard.
Les intégrales indéfinies ne sont plus des limites de sommes, prises entre
des limites variables, mais de simples résultats de calcul inverse des dé-
rivées, ce qui dispense de la distinction si fastidieuse, faite quelquefois
entre les fonctions intégrables et celles qui ne le sont pas. L’existence de
toute nouvelie fonction est déduite de la Méthode des coefficients indé-
terminés, appliquée a la construction de son développement, complétée
par la discussion soigneuse de la eonvergence de cetle série....

Les avantages de cette méthode sont nombreux : la rigueur du raison-
nement devient absolue, sa simplicité extréme, puisque tout, sans effort,
découle d’un seul principe suffisant & toutes choses, les reliant étroitement
les unes aux autres, les expliquant les unes par les auires, puisque les
énoncés et les démonstrations reprennent, pour ne jamais s'en écarter,
les allures des parties les plus claires de I'Algebre. La théorie des fonctions
imaginaires délivrée de ses adhérences artificielles avec la Trigonométrie
8¢ montre maintenant naturelle, renfermant celle des fonctions réelles au
lieu de lui étre pesamment subordonnée; les considérations pénibles qui
se rattachent & la discussion de la monogénéité, ce mot lui-méme, sont
définitivement supprimés. I est bien vrai, comme on I'a déja opposé &
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T'Auteur, que les fonctions sans autre propriété que la continuité, la pos-
session de dérivées considérées comme limites de rapports, etc., sont
mises ainsi hors laloi; & cette objection M. Méray se rendra quand on lui
aura moniré une seule fonction de ce genre, non développable par la for-
mule de Taylor, dont la considération ait procuré autre chose que des
themes difficiles aux jeux de I'esprit mathématique.

Si ces innovations sont considérables, elles ne sont pas improvisées;
dés 1872, 'Auteur les a proposées sommairement dans son Nouveau Précis
d’ Analyse infinitésimale et depuis vingt—quatre ans il les développe mi-
nutieusement devant ses éléves.

Le public peut donc le suivre avec eux sans manquer avx régles de la
prudence.

Titres des Chapitres.

I PARTIE. Préface. Avertissement. Généralités préliminaires comprenant
une revue des quantités factices sur lesquelles roulent les spéculations de
I'Analyse moderne. Fractions. Quantités positives et négatives. Suite du pré-
cédent. Variantes en général. Quantités incommensurabies. Suites des deux
précédents. Quantités imaginaires. Séries en général. Séries entiéres. Dérivées
des fonctions olotropes. Genése habituelle de ces fonctions. Propriétés fonda-
mentales des fonctions qui sont olotropes dans des aires données. Calcul
inverse des dérivées. Fonctions composées. Principe essentiel de la théorie des
équations différentielles totales. Fonctions implicites en général. Principe
essentiel de la théorie des équations différentielles partielles. Etude ultérieure
des systémes immédiats d’équations différentielles totales. Addition 1. Sur
une propriété essentielle des polynomes entiers & une senle variable.

Il PARTIE. Avertissement. Fonctions olotropes d’une seule variable, en
général. Fonctions méromorphes d’une seule variable, en général. Fonction
radicale simple. Etude des principales phases critiques d’une fonction impli-
cite d’une seule variable, définie par ane équation unique. Logarithme népé-
rien et fonction exponentielle. Fonctions circulaires. Développement des
fonctions circulaires en séries de fractions simples et en séries factorielles.
Théorie sommaire des fractions elliptiques. Suite du précédent. Fonctions
bipériodiques en général. Suites des deux précédents. Développement des
fonctions bipériodiques en séries de fractions simples ou de fonctions circu-
laires, et en série factorielles. Suite desArois précédents. Points saillants de
la théorie des fonctions bipériodiques du second ordre. Svite des quatre
précédents. Fonctions elliptiques canoniques. Notions sur les fonctions enlé-
riennes.

II1* PARTIE. Avertissement. Intégration indéfinie des différentielles courantes.
Calcul de certaines intégrales définies par des moyens n’exigeant pas la con-
naissance des intégrales indéfinies. Equations différentielles élémentaires.
Equations aux dérivées Fartielles du premier ordre. Questions de maximum
et de minimum. Intégrales multiples réelles. Additions.

IV* PaRTIiE. Averlissement. Préliminaires. Rectifications. Quadratures.
Cubatures. Contacts en général. Contacts des surfaces et des lignes avec les
figures du premier degré. Figures enveloppes. Contacts du premier ordre entre
la sphére, ou le cercle, et des figures données. Propriétés saitlantes des sur-
faces usuelles. Contacts d’ordres supérieurs d’une ligne avec le cercle et la
sphére. Questions se ratiachant aux contacts du second ordre d’une surface
aviac le cercle et la droite. Addition. Principales formules en coordonnées
polaires.

4£7695. Paris. — Imp. Gauthier-Villars, quai des Grands-Augustins, 53.
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LECONS D’ALGEBRE

ET D’ANALYSE

A LUSAGE DES ELEVES DES CLASSES DE MATHEMATIQUES SPEGIALES

PAR

Jules TANNERY,

Sous-Directeur de PEcole Normale supérieure.

DEUX VOLUMES GRAND IN-8 (25 ><16) SE VENDANT SEPAREMENT.

Tome I. Volume de vii-423 pages, avec 35 figures et 166 exercices;
BQO6 . ¢ veivtaneosneocntosasssessocncancasesctnvansronannos T2 100
Tome 1l. Volume de 636 pages, avec rof figures el 238 exercices ;
0 g R L Y
{Ouvrage conforme au programme du 27 juillet 1904 )

Préface.

Tai essayé de rédiger les présentes Lecons dans un esprit conforme
ce ut des programmes de la classe de Mathématiques spéciales, tels qu’ils
ont e e arrétés, en 1go4, apres entente entre les représentants des Minis-
te es intéressés. Je me suis appliqué, de mon mieux, & rendre les choses
s “'bles, & éviter les délours subtils et I'abus du formalisme, & écarter les
propositions particuliéres gui n’intéressent que les curieux, ou les géné-
r 1" es sans application, & pousser enfin les théories jusqu’a la réalisation
numerique.

Toutefois, lorsqu’il m’est arrivé de laisser de ¢616 certains raisonnements,
ind spensables pour établir un théoréme en toute rigueur logique, j'ai cru
devoir en avertir le lecteur et lui signaler les difficultés ou les lacunes. §’ai
horreur d’un enseignement qui n’est pas toujours sincére : Ie respect de la
vesitd est la premiére lecon morale, sinon la seule, qu'on puisse tirer
de I'étude des sciences. Sans doute, il y a des démonstrations qui ne sont
pas rigoureuses et qui sont excellentes, parce qu’elles laissent dans I'esprit
une image qui ne s'efface pas, que l'on voit en méme temps que la propo-
sit on, et dont la clarté suffit a guider dans les applications; si elles pré-
sentent queique lacune, il faut %e savoir, et il est bon de savoir ou est
cette lacune. Aussi bren dans la vie pratigue que dans la spéeculation, il
in porte de distinguer ce que V'on comprend avec certitude, ce dont on est
ju  ment persuadé, ce que l'on croit; il est bon de distinguer les chases
quedl’on possede entiérement et celles dont on peut user, sous cerfajnes
€0 d110ns,
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Je n avais ni la place, ni les connaissances nécessaires pour indiquer par-
tout, d’une facon sire. la filiation hislorique des idees; je n’ai fait nulle his-
toire et je le regrette. Saui quelques noms consacrés par V'usage, j'ai évité
les noms propres; 1’habitude d’accoler un nom 3 toutes les propositions
me semble un abus qui n’a rien a faire avec I'histoire. Lors méme que celte
habitude est consactee, elle ne va pas sans inconvément; il est facheux
qu'un el{ve de Mathématiques speciales ne connaisse Descartes que par la
regle des signes, Newton que par la méthode d’approximation ou la formule
du binome et qu'il soit tenté de regarder Rolle comme aussi grand mathé-
maticien que Descartes ou Newton. Je n'ai point cité davantage, bien qu'ils
fussent souvent d’excellents géometres, les auteurs des démonstrations ou
des améliorations a des demonstrations antérieures : il m’aurait é1é parfois
difficile de distinguer entre les souvenirs de mes lectures, de mes conver-
sations avec mes maitres, mes collégues ou mes éleves. Ne pouvant le faire
pariout, je ne Pai fait nulle part.

N'ayant cité personne, je dois m’excuser d’autant plus d’avoir souvent
renvoyé le lecteur & mon Introduction @ la théorie des fonctions d’une
wvariable. Ce dernier livre a été écrit avec des préocupations tout autres
que les présentes Legons. Je me suis proposé d’'y présenter les choses,
sous une forme abstraite, avec une entiere rigueur logique : cette rigueur
est indispensable quand on veut penétrer dans certains domaines de la
Science, ou celui qui prétendrait s’en passer commettrait a coup sar les plus
lourdes erreurs; celles-ci ne sont guere a craindre, au moins actuellement,
dans les applications des Mathématiques, et il n’est pas mauvais, en com-
mencant, de ne pas se laisser paialyser par la terreur d’y tomber : quelques
lecteurs, toutefois, peuvent désirer connaitre le eomplément d’un raison-
nem;nt, la suite d’une théorie : c’est & ce désir possible que j'ai voulu ré-

ondre.

P bn achevant la rédaction, j'ai été quelque peu effraye de lalongueur de
mon manuserit : je voudrais me persuader que cette longueur tient a 'abon-
dance des explicalions et au nombre des exemples : je serai heureux si le
lecteur trouve trop facile la lecture de ces Lecons et §’il juge qu'il aurait
bien pu traiter seul les exemples que j'ai développés. Toute brieveté a son
mérite, méme la brieveté verbale, que je n’ai nullement cherchée; mais la
veritable briéveté n’est pas celle-la: le Farfait enseignement serait, & mon
sens, nn enseignement tel que celui qui I'a recu et quise l'est completement
assimilé s’étonne du peude place que tiennent dans sa propre pensee les prin-
cipes fondamentaux, les théories qui s'en déduisent, les méthodes qui en
resultent, parce que ces principes sont si clairs, ces déductions si naturelles,
ces méthodes si aisées qu’il peut & chaque instant les retrouver sans effort.
Est-il besoin de dire que je n’ai nullement la prétention de m'étre approché
de cet idéal, méme de loin ?

Table des Matiéres du Tome I.

Cuar. 1. Notion de coupure. Nombres irrationnels, Calcul des radicaux-
Exposants fractionnaires, négatifs, irrationnels. Déf nition des nombres irra-
tionnels. Operations sur ces nombres. Calcul des 1adicaux. Exposants frac-
tionnaires, négatifs, irrattonnels. Extension de l'idee de coupure: arc, aires.
Exercices. — Cuar. I1. Polynomes. Préliminaires. Eiude d’'un polynome a une
variable pour les valeurs de la variable voisine de zéro. Polynomes identiques.
Etude d'un polynome pour les valeurs de & voisines de @. Dérivées d’un poly-
nome. Puissances d’'un binome. Polynomes a plusieurs variables. Exercices.
— Cuar, IIL. Division des polynomes. Division par un monome, Polynomes
ordonnés suivantles puissances decroissantes de la variable. Polynomes ordonnés
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smvant les puissances croissantes de la variable. Polynomes 4 plusieurs variables.
Ezercices. — Caap. IV. Des fractions rationnelles. Etude d’une fraction ra-
tionnelle en z pour les valeurs de # voisines d’une valeur donnée. Fonclion
homographique. Exercices. — Cuar. V. Plus grand commun diviseur. Défi-
nition et recherche du plus grand commun diviseur. Proprietés du plus grand
commun diviseur. Divisibilité. Polynomes 3 plusieurs variables. Condition pour
gue deux polynomes en z soient premiers enire eux, pour qu’ils aient un divi-
seur de degré égal ou supérieur & un nombre donné. Ezercices. — Cuar. VL.
Nombres imaginaires. Définitions : opérations sur les nombres imaginaires.
Representation geométrique des nombres imaginaires. Racines nitms, Egep-
cices. — Cuar. VIL. Etude des polynomes & coefficients et a variable ima-
1naires. Définitions. Interprétation geométrigne. Etude d’un polynome pour
es valeurs de la variable voisines d'une valeur donnée. Extension de divers
resultats. Théoréme fondamental de ’Algébre. Exercices. — Cuar. VIIL, Arran-
gements, combinaisons, permutations, inversions. Formule du binome.
Ezercices. — Cuap. IX. Equations du premier degré. Ezercices. — Cuap. X.
Déterminants; équations du premier aegré. Définition et propriétés fonda-
mentales des déterminants. Equations du premier degré. Multiplication des
determinants, Méthodes d’élimination d’Euler, Sylvester et Bézout, Exercices.

Table d3s matiéres du Tome II.

Cuap. XI. Séries. Séries. Fxercices.— Cuap. XIl. Fonctions d'une variable
réelle. Généralités, Définition de diverses fonctions. Exercices. — Cuar. AIIL.
Derivées. Definition, calcul des dérivées. Théorémes fondamentaux sur la
variation des fonctions, Fonctions primitives. Dérivées et fonctions primitives
de fonctions d’une variable réelle a coefficients imaginaires. Etude de la va-
riation des fonctions primitives. Exercices.— Cuare. XIV. Séries de fonctions.
Séries dont les termes sont des fonctions d’une variable. Séries entiéres en 2.
Développements en séries de quelques fonctions simples. Formules de Taylor
et de Maclaurin. Cas ou la variable est imaginaire. Fonctions exponentielles
et circulaires. Fractions rationnelles. Infiniment petits et infiniment grands.
Ezercices. — Cuap. XV. Applications a I'étude d'une fonction, a la sépara~
tion et au calcul des racines d'une équation. Etude de la variation d’une
fonction donnée. Séparation des racines. Calcul approché des racines d'une
équation. Ezercices. — Cpap. XVI. Equations algébriques. Relations entre
les coefficients et les racines. Fonctions syméiriques. Elimination. Equatiouns
numériques a une inconnue. Ezercices. — CHap. XVII. Notation différen-
tielle. Courbes planes. Notation différentielle. Courbes planes. Exercices. —
Cuar. AVIIL Notions de calcul intégral. Intégrale définie. Intégrales indé-
finies et intégrales définies. KEvaluation approchée d'ume intégrale définie.
Applications géométriques. Equations différentielles. Exercices,

A LA MEME LIBRAIRIE.

LEVY (Lucien), Examinateur d’admission et Répétiteur d’Analyse 4 I'Ecole
Polytechnique. — Précis élémentaire de la théorie des fonctions
elliptiques, avec Tables numériques et applications. Grand in-8, avec
figares; 1898.cu,veiei ittt eneei... g fri b0 Cl

RAFFY (L.), Miitre de Conférences & la Faculté des Sciences et a I'Ecole
Noimale,supérieure. — Legons sur les applications géométriques de
I'Analyse. Eléments de la théorie des courbes et des surfaces. Grand
in-8, avee figures; 1897...0.ccvvireiisiencicinennsesas. 701 50cC,
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Préface du Tome I.

L'Ouvi3ze dont e publie aujourd huir le premier Voluine ast consacré ¢
esposiion d'une théorie qui trouve son orizine dans les travaux de Lamé,
mai 1, dans ces derniers temps, a éte [ vbjet d’un assez grand nombre
de recherches.
Dans lv» Lecons sur la theorie des surfaces, Javais déja fait connaitre,
d une ma: iere Incidente, ditierentes propricies des systemes triples ostho-
g naux et des coordonnees curvilignes; mais j2vais reservé le développe-
ment regulier et systématique des theories qui se rattachent a ce beau
sujet pour le nouveau Traité dont je commaence aujourd’hui la publication

Extrait de la Table des Matiéres da Tome I.

Livre 1. L equation du troisieme ordre. — CHAP. 1. Les familles de Lamé.
Théoréme de Dupin et sa reciproque. — CHAP. II. Systemes triples comprenant
une famille de plans ou une famil e de spheres. — Cuap. III. Etude d'une
integrale particulicre de | équation du troisieme ordre. — CuaP. IV, Formes
diverses de 'equation aux derivées partielles du troisiéme ordre. — CHAP. ¥
{.es familles de Lamé formées avec d s quad wues. — €HAP. VI. Systemes
utthogonaux & n variables. Extension des methodes pre édentes.

Livre 1I. Les coordonnees curvilignes. — Cnap. 1 Sys em s orthogondus
* n variables. — CHap. II. Le tried e mob e. Cuar, Il Recher he d'un
systéme triple particulier. — CHAp. IV. Reche che d un sy teme triple parti
tuher (suite). Examen du troisieme Lype de solut on CHaP. V. Rcherche
des systemes isothermes et d'autres systemes qui se presentent dans ba L e 1e
dc la chaleur. — CHAP. VI. Les systemes triples d M. Bianchi.

37854 paris, — Imprimerie GAUTH!ER-VILLARS, quai des G1 1ds-A gu tins, 55.
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DES

NOTATIONS MATHEMATIQUES

ENUMERATION. CHOIX ET USAGE

Désiré ANDRE.

YOLUME IN-8 (25-16) DE XVil-501 PAGES, tgog : Prix: 46 fr.

T ) i ——

En tout écrit moaerne sur les Mathématiques, chaque page pour ainsi
dire, abstraction faite des figures et autres illustrations nécessaires, nous
présente des écritures de deux sortes: d’une part, un texte tout & fait
analogueé & un texte littéraire; de V'auire, un ensemble de letires, de
chiffres, de signes, de symboles, c’est-d-dire un ensemble dé caractbres
idéographiques spéciaux. La premidre de ces parties pourrait se nommer
le discours ; la seconde s’appelle d’ordinaire Vwigorithine de la guestion.
Ce gont les éléments variés constituant cet algorithme que nous designons
par la locution générale de notatiorns mathématiques.

Comme son litre 'indique, le présent Ouvrage est consacré entidrement
& Yétude de ces notations. Cette étude, semblable en cela a I'Algebrs, est
4 la fois une science et un art : une science, puisqu’elle nous fait connaitre
les notations usitées, leur forme, leur significaiion, leur origine, leur

histoire ; un art, puisqu’elle nous donne des régles sdres pour les bien
choigir et les bien employer.

Table des Matiéres.

Disconrs préliminaire. Définition des notations mathématiques, Rémarques
historiques. Premiers avantages des notations. Extensions et généralisations.
Mécanisme algébrique. BEloges et critiques. Grands &crivains en Mathéma-
:iques. Objet et but du présent Ouvrage.

I PARTIE. — Enumération. Nombres entiers. Chiffres. Numération écrite.
Base de la numération. Supériorité de la numération écrite: Avantages de la
anmération écrite. Nécessité de bien écrire les nombres. Chiffres isolés.
Chiffres réunis. Du retournement. Des vides. Disposition 4 donner aux
sombres. Nombres écrits en toutes lettres. — Fractions. Généralités. Ecriture
et lecture des fractions. Barre de fraction. Barre en biais. Fractions équiva—
meates. Nombres décimaux. Groupement des décimales. Fautes d'écriture.
Usage des zéros. Usage des puissances de 10. Nombres dans le texte. Incom-
wmensurables. «~ Quantites déterminées. Géndrahtés. Quantites discontinues.
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Quantités continues usuelles. Abréviations dans le systéme métrique.
Remarques sur ces abréviations. Durées. Ancles. Angles et durées. Autres
quantités. Maniéres d’écrire. Préceptes divers. Nombres approchés. — Nombres
indeterminés. Usage des lettres. Lettres employées. Caractéres simples et
dis incts. Lettres que 'on confond. Menus détails. Lettres a formes multiples,
Variétes d'un alphabet. Sysiémes simultanes. Variéiés usitées. Alphabets
hebreu, gothique, russe. Accents et indices. Indices nombreux et compliqués.
— Signes d’opérations. Les sept opérations fondamentales. Signes 4+ et —.
Nombres positifs et négatifs. Signes de la multiplication. Suppression du
signe <. Signes de la division. Signe de la puissance. Opérations inverses de
la puissance. Signe de la racine. Exposants divers. La septiéme opération.
— Signes de coordination. Préambule. Signes de groupement. Signes de
groupement superposés. Suppression des signes de groupement. Signes de
séparation. Autres signes de séparation, Signes de correspondance. Résumé, —
Signes de fonctions. Notion de fonction. Fonctions explicites. Variantes.
Fooctions ind¢terminées. Fonctions determinées. Caractéristiques des fonctions.
Nombre dépendant d’un autre. Fonction dépendant d’une autre. Valeurs parti-
culi¢res des fonctions. Fonctions inverses. — Signes de relations. Diverses
sortes. Signe =. Signe d’identité. Signe de congruence. Signes déquipolicnce
et d’équivalence. Signes d’'inégalité proprement dits. Signes négatifs derelation.
Signes doubles de velation. Sur les relations mathématiques. — Notations de
la Geometrie. Objets de la Géométrie. Figurcs planes rectilignes. Figures
planes curvilignes. Figures polyédriques. Figures courbes dans l'espace.” Des
projections en général, Géométrie descriptive. Lettres sur les figures, Geo-
métrie sans figure. — Signes de la Geométrie analytique. Coordonnées,
Généralités sur les coordonnées. Des lettres en Géométrie analytique. Points;
coefficients directeurs. Equations de la géométrie analytique. Hyperespaces,
Representation intrinséque des courbes. Géométries analyliques sans coor-
données. — Signes des Mathématiques appliquées. Stéréotomie et charpente.
Edifices, meubﬁs, machines. Géométrie cotée. Topographie. Géodésie. Astro-
nomic. Mécanique. Physique, Chimie, Histoire naturelle. — Signes de ré-
daction. Divisions d’'un Ouvrage ou Mémoire. Tables et titres courants,
Appels de notes. Renvoi & un paragraphe. Texte et figures. Texte et calculs,
Mots trés fréquents. Pasigraphie mathématique.

II* PARTIE. — Choix. Netteté du signe. Définition de la netteté. Visibilité
du signe. Forme du signe. Position et orientation, Posilions relalives. Assem-
blage des éléments. Briéveté du signe. Signes compliqués. Immuabilité du
signe. Signes assimilables. — Précision du signe, Décfinition de la préciston.
Différence de deux signes. Premiére régle fondumentale. Notation des dérivées.
Seconde régle fondamentale. Signes équivalents. Initiales mnémoniques. —
Rappel des propriétés de Uobjet. Nécessité de ce rappel. Rappel direct. Signe
d’un objet simple, Signe d’un objet complexe. Structure. Symétrie et dissy~
metrie. Objet regardé comme simple, comme complexe. Rappels nécessaires.
Rappels superflus. Rappel des rapports entre les objets. Généralités. Objets
analogues ; objets disparates. Signes arnalogues; signes disparates. Sortes
d’objets. Sortes de signes. Correspondances entre les sortes. Représcentation
des sortes d’objets. Représentation des correspondances. Méthode & suivre. —
Choiz des signes générauz. Les deax grandes espcéces de signes mathé-
matiques. Choix des signes numériques. Choix des signes d’opération. Choix
des signes de coordination. Signes 3e fonction. Sigunes de relation. Signes de
rédaction. Résumé, — Mesure des quantités. Définitions précises. Sur les
abréviations. Erreurs courantes. Signes comparables. Quantités correspon-
dantes. Grandeur de Yunité, — Objets d’'une seule sorte, en nombre deter-
miné. Régle. Bonne notation de deux objets analogucs. Nouvelles bonnes
notations de deux objets analogues. Mauvaises notations de deux objets ana-
logues. Nouvelles mauvaises notations de deux objets. Autres mauvaises
notations de deux objets. Remarques sur nos régles. Objets d'une méme sorte,
en nombre déterminé. Usage des accents pour des objcts d'une méme sorte,
en nombre déterminé. Usage des indices pour des objets d’une méme sorte,
en nombre déterminé. Usage des numéros. — Objets d’une méme sorte, en
nombre indéterminé. n objets d’'une méme sorte. Suite limitée ou illimivéhe.
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Dbjets en suite linéaire. Suites fermées. Combinaisons. Ordre 1otroduit parmi
«es objets. — Objets de deux sortes. Deux objets disparates, Majuscules et
minuscules. Accents et indices. Cas singuliers. Deux objets d’une sorte, un
de I'autre. n objets d’une sorte, un de P'autre. p objets d'une sorte, ¢ de
lautre. — Correspondances entre deux sortes d’objets. 1dée du Chapitre.
Correspondances entre un objet et plusieurs objets. Objet placé a la téte d’une
suite. Correspondance symétrique. Correspondance symétrique mal indiquée.
Correspondances enire p objets d’une sorte et g de {"antre. Objets en méme
nombre : usage des lettres. Usage des nombres pairs et impairs. Usage des
accents et indices. Objets en méme nombre : mauvaises rotations. Autres
mauvaises notations. — Objets de plus de deux sortes. Généralités. Exemples
Jirés de PArithmétique, de PAlgébre, de I’Analyse, de la Mécanique, de la
Géométrie élémentaire. Points sur les courbes. Equations de Ja Géométrie
analytique. — Cas difficiles. Tableaux simples. Tableaux divers. Signes
multiples. Combinaisons, arrangements. Notatiors systématiques. Rose des
rents, Les vingt-sept droites. Les polyédres réguliers.

111+ PARTIE. — Usage. Ecriture des expressions Signes simples. Eléments
modificateurs. Eléments sigaificatifs ou non. Alignement. Eléments bien
calibrés. Signes & formes multiples. Séparations entre les ¢léments. —
Lxpressions mal ecrites. Vides trop grands. Signes trop rapprochés. Ordre
les éléments. Eléments omis. Signes de groupement. Emploi singulier des
signes de groupement. Expressions ambigués. Nouvelles expressions ambigués.
Piéonasmes. Régularités des notalions. — Structure des expressions. Mo-
nomes entiers. Monomes fractionnaires. Polynomes ordonnés. Cocfficients des
polynomes ordonnés. Correspondances entre les éléments. Cas de plusieurs
variables. Combinaisons de n objets n —1 4 n» —1. Combinaisons, arran-
gements, permutations. — Exzpressions abrégées ou condensées. Expressions
abrégées. Expressions condensées. Eléments en nombre illimité. Elément
excepté. Limites de certaines expressions. Cas de plusieurs indices. X et Il

superposés. — Notations particuliéres. Représentation des déterminants.
Factorielles. Fractions continues. Formes algébriques. Substitutions, Diffé-
rences. Notations symboliques. Opérateurs. — Relations. Généralités sur les

relations. Réduction du second membre 4 zéro. Ecriture du premier membre.
Passage au second membre. Sur les dénominateurs. Correspondances & bien
mdiquer. Equations canoniques. Abréviations dans les équations. Ordre des
deux membres. — Relations continues. Egalités continues. Relations con-
tinues. Quantités proportionnelles. Proportions. Anciennes locations. Pro-
portions proprement dites. Fautes singuliéres. Proportions continues. Vestiges
des anciennes notations. — Systémes d’équations. Couples d’équations ana-
logues. Couples d’¢quations de définition. Trois équations analogues. Systémes
réversibles. Combinaisons deux & deux des inconnues. Systéme de trois
équations de définition. Systéme de guatre équations analogues. Systémes
de n équations. Systémes d'équations quelconques. Abréviations dans les
systémes. — Notations initiales des problémes. Classification objective,
subjective. Notation des inconnues. Diminution du nombre des inconnues.
Choix de V’inconnue. Coordonnées polaires et bipolaires. Coordonpées car-
tésiennes dans le plan. Noyau polygonal. Coordonnees dans Vespace. — Mise
en €guations. Quantités intermédiaires. Coefficients {ndéterminés. Paramétres,
Représcntation des courbes planes. Courbes gauches et surfaces, Gonstantes
arbitraires. Fonections arbitraires. Homogénéité véritable. Homogénéité appa-
rente. Symétric des €quations. Accords des équalions. — Direction des
calculs. Caleuls mécaniques. Addition des équations. Notations abréviatives
Changements de variables, substitutions. Systémes symétriques d’équations
disparates. Systémes syméiriques d’équations analogues. Sysiémes linéaires.
Inconnues de plusieurs sortes. Cas des équations continues. Elimination. De
Ja symétrie en général. — Vérifications. Nature du résultat. Lieux de points.
Des équations. Résultats incomplets ; surabondants. Valeurs numériques.
Formules. Lettres qui doivent disparaltre. Homogénéité géométrique. Homo-
énéité algébrique. Homogénéité d’infinitude. Variables indépendantes et
onctions. Symétrie et dissymétirie. Résumé.

——— O S R——
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EXTRAITS DE LETTRES ADRESSEES A L’AUTELR

..+ Yous avez fait une ceuvre & laquelle je souhaite un grand succes.
Je le souhails pour vous et pour moi, pour la facilité et 'agrement de mes
lectures. Les écrivaing se négligent trop souvent.

... Tai 6té charmsé par la netieté de vos apergus, par leur solidité, par
votre présence d’esprit qui n’oublie jamais rien, par votre sentiment pro-
fond de l'ordre et de la subordination naturels des choses que les plus
grands géomdtres ne possédent pas mieux que vous, et par I'élégance, la
Limpidité de votre style qui vous font toujours lire sans fatigue, avec
profit et plaisir.... Le peu que y'ai lu encore de vos pages me fait cet
autre plaisir d’aller toujours jusqu’ici au-devant de ce que je pense moi-
méme. Ce que j'aurais pu écrire de votre Quvrage aurait eté superposable,
pour le fond, avec ce que j'en ai vu., Votre livre sera bon a lire, avec
utilité pratique, pour les jeunes professeurs curieux de bien mnoter dans
leurs legons, dans leurs écrits.

... Je viens de feuillster votre travail de bénédictin que je yous remer-
cie de m'avorr adressé. Vous aveéz eu une idée bien originale de concevoir
cet ouvrage. Jo voudrais qu’'il devint classique 4 I’Ecole Normale et, en
général, obligatoire dans toutes les Facultés ot 'on aspire & former des
professeurs.

... Vous avez eu une excellente idée de réunir en un volume tout ‘ce
qui concerne les notations mathématiques et de les accompagner d’une
foule de renseignements du plus grand intérét.

.+. Jo n’ai pu encore que parcourir cet Quvrage considérable qui a do
vous cotter beaucoup de peine et qui est certainement le fruit de longues
meditations, mais je me propose de le lire en entier et ce sera pour moi
gne besogne agréable, car a l'intérét de la matiére s’ajoutera I'élégance

u style.

... Jai recu votre livre ol je vais me plonger, tant que je pourrai.
Avec Vespoir de vous suivre, au moins de loin, car vous étes un philosophe
en méme temps qu'un savant, et un philosophe clair.

(Huvre entidrement originale, personne n’a encore traité ce sujet: -« Le
style de 'ouvrage est litteraire, et le fond des plus intéressants.

Ouvrage qui aurait bien pu 8'intituler « Traité sur la justesge, I'élegance
et la beauté du style mathématique », M. Désiré André a rendu un vfai
service en le publiant.

Le sujet que vous avez traité offre un intérét si considérabls qu’il est
vraiment extraordinaire que personne avant vous n’ait eu Pides d’en
entreprendre 1'étude systématique.... Apres avoir parcouru votre livre,
je suis plus disposé & croire que ceux qui se sont occupés du méme sujet
ont recule devant 'dtendue de la tiche et I'érudition nécessaire pour la
medner a bien.

46154 paris. — Imprimerte GAUTHIER-VILLARD, guai des Grands-Angustins 55.
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LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLARS,

QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55, A paRmls (6°).

Envol franco dans toute I'Unlon postale contre mandat de poste ou valeur sur Parfs,

THEORIE DES NOMBRES,

LE CALCUL DES NOMBRES ENTIERS.
LE CALCUL DES NOMBRES RATIONNELS.
LA DIVISIBILITE ARITHMETIQUE;

PAR

Epouarp LUCAS,

PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES AU LYCKE SAINT-LOUIS.

UN VOL. 6R. IN-8, AVEC FIG. DANS LE TEXTE; 1891. PRIX : 15 FR.

Extrait des Nouvelles Annales de Mathématiques (janvier 1892).

L’existence scientifique d’Edouard Lucas, si prématurément enlevé a
Paffection de sa famille et de ses amis, a été consacrée surtout & Pétude
de l’Arithméti«g&e supérieure, A cdté de recherches trés intéressantes
sur les autres branches des Mathématiques, et d’ceuvres de vulgarisa-
tion vraiment remarquables, jl a produit, dans la plupart des recueils

ériodiques d’Europe et des Etats-Uuis, de trés nombreux travaux sur
a Théorie des nombres. Il était en correspondance avec les plus illustres
représentants de cette science, si francgaise par ses origines, et malheu-
reusement si délaissée en France de nos jours, )

Unissant au plus haut degré de grandes facultés d’invention a une
érudition merveilleuse, il était préparé, mieux que personne, a la publi-
cation d’une ceuvre comme celle que nous voulons analyser aujourd’hui,
et qui est malheureusement la derniére sortie de sa plume, puisque la
mort est venue le prendre quelques semaines 4 peine aprés 'apparition
de ce premier volume.

En dehors des regrets que fait toujours éprouver la perte d’un esprit
puissant et original, on pouvait éire en droit de déplorer qu’une euvre
de cette valeur restat inachevée, Ce{)endant, a ce point de vue spécial,
il importe de constater deux faits : le premier, ¢’est que les manuscrits
laissés par Luecas aprés sa moryt, ainsi que ses nombreux Mémoires sur
la Théorie des nombres, pourront permettre de constituer et de publier
un second volume, assurément moins étendu que celui qu’il avait pro-
jeté, mais néanmoins suffisant pour compléter 'ouvrage sur les points
essentiels; le second fait, ¢’est que le volume paru forme & lui seul une
cuvre compléte, et d’'une valeur considérable, ainsi qu'on pourra s’en
rendre compte, je espére, par P'exposé qui va suivre,

Jai déja euPoccasion de gire, sous une forme trop concise peut-étre
et au risque de ne pas me faire entiérement comprendre, que ce pred
mier volume, en dépit de son titre, était moins le commencement d’unt
théorie des nombres qu’une introduction a cette science. C’est précisé-
ment ]3 ce qui lui donne un caractére d’'unité; c’est 1a ce qui fait qu’en
dépit des apparences nous avons devant nous une cuvre formant un
tout; moins achevée que si I'auteur avait pu y ajouter les compléments
préparés dans son esprit, mais telle cependant que personne désormais

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



-

ne pourra étudier la Théorie des nombres et écrire sur ce sujet sans
avolr lu et médité 'ouvrage d’Edouard Lucas.

L’Ouvrage débute par une préface contenant de précieuses indications
historiques, et dans laquelle l'auteur établit la ligne de démarcation,
essentielle selon lui, entre ’Algébre proprement dite et la Théorie des
nombres. ('est dans la notion de discontinuité qu’il trouve le caractére
de cette derniére science.

Dans une remarquable introauction se trouve ensuite rapidement étu-
diée la filiation des idées arithmétiques, leurs origines et leurs applica-
tions. Ce n’est pas sans un certain étonnement que beaucoup de lecteurs
s’apercevront que des théories, paraissant exclusivement abstraites au
premier coup d’ceil, sont souvent d’un intérét pratique considérable, et
peuventméme devenird’un trésgrandsecourspour desusages industriels.

Ainsi que Pindique le titre, reproduit en téte de cet article, I'Ou-
vrage comprend trois grandes divisions ou Livres. Le Livrc] traite des
nombres entiers, et se divise en huit Chapitres : addition des nombres
entiers; soustraction des nombres entiers; multiplication des nombres
entiers; division et classification des entiers; les nombres figurés; Pana-
lyse combinatoire ;la géométrie de situation ;la multiplication algébrique.

Sur ces sujets, en apparence si simples, on trouvera, dans les Cha-
pitres que nous venons d’énumérer, une abondance de renseignements;
nous citerons, en particulier, le triangle arithmétique, les tableaux de
sommes et de différences, les systémes de numération, la notion des
congruences, les permutations figurées, les échiquiers de M. Delannoy,
les réseaux et régions.

Le Livre II comprend arx Chapitres, intitulés : les nombres fraction-
naires; le calcul des probabilités;la division algébrique; les polyndmes
dérivés; le calcul symbolique; sommation des puissances numériques;
'es fonctions symétriques; les déterminants; les suites récurrentes li-
néaires; les fonctions numériques du second ordre. On y rencontre
d’intéressantes propriétés des polyndmes, des données générales sur les
probabilités, sur Vie arpolation, sur les dérivées des polynémes a une
ou plusieurs variables; le calcul symbolique, dont Lucas a fait un si
grand et si habile usage, est étudié avec beaucoup de soin, ainsi que
Ies applications de ¢e calcul aux nombres de Bernoulli, et & plusieurs
problémes célébres sur les permutations figurées; les sommations des

uissances numériques constituent encore une application du calcul sym-
Eolique, et raménent Pauteur aux nombres de Bernoulli et d’Euler, et
aux suites de Cesaro. Le chapitre des fonctions symétriques résume les
travaux les plus essentiels concernant cette beﬁ,e théorie; de méme,
en ce qui concerne les déterminarnts et les équations linéaires. A propos
des suites récurrentes, Lucas reproduit la substance de ses recherches
sur les travaux de Léonard de Pise (Fibonacci) et sa remarquable théo-
rie des fonctions numériques du second ordre U, et V,, qui offrent avec
les fonctions circulaires de frappantes analogies. C’est une étude pleine
de profondeur et d’originalité, qui lui appartient en propre, et qui peut
devenir entre des mains habiles un instrument d’une grande puissance
pour des recherches nouvelles. Nous ¢royons savoir que I'extension de
ces fonctions au troisiéme ordre était I'un des réves scientifiques de
Pauteur; il fondait sur des recherches dans cette direction les plus
belles espérances pour la découverte de nouvelles et importantes pro-
priétés arithmétiques. Nous attirons sur ce point 'attention des jeunes
géométres qui se sentiraient tentés par 'étude de I’Arithmétique supé-
rieure, et voudraient se faire les continuateurs de Lucas.
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Le Tivre III est plus exclusivement arithmétique que les précédents;
il comprend : codiviseurs et comultiples; les nombres premiers; les di-
viseuis des nombres ; de I'indicateur; les restes ; les fractions continues.

Nous ne saurions assez recommander Pemploi de ces termes de codi-
viseurs et comultiples que propose ici Lucas, et qui, nous I'espérons,
deviendront bientdt d'un usage courant. Sur la distribution des nom=
bres premiers, I'auteur donne un résumé des connaissances, bien peu
étendues malheureusement. qui sont aujourd’hui acquises a la science;
la divisibilité des factorielles, les beaux théorémes de MM, Tchebycheff
et de Polignac, les nombres parfaits, aliquotaires, amiables, les divi-
seurs des nombres, les théorémes de Dedekind, Liouville et Dirichlet
sont présentés par lui sous une forme concise et trés claire cependant.

L'indicateur, suivant I'’heureuse expression de Cauchy, est I’expres-
sion ¢(n) du nombre des entiers 1, 2, ..., n qui sont premiers a n.
C’est une notion trés intéressante en théorvie des nombres, et que Lucas
étudie avec grand soin, en la généralisant a divers points de vue. On
verra figurer dans ce Chapitre des théorémes d’un grand intérét, parmi
lesquels plusicurs sont inédits et ne pourraient se trouver dans aucun
autre ouvrage. Le Chapitre des restes comprend une premiére étude
sommaire des congruences, et de nombreuses applications. parmi les-
quelles nous retenons les théorémes de Fermat, de Wilson, de Staudt
et Clausen, etc. La théorie des fractions continues est rapidement étu-
diée en elle-méme, pour arriver aussitdt & des applications arithmé-
tiques, et spécialement 4 Iintercalation et 4 la médiation des suites, et
a I’analyse indéterminée du premier degré.

Des Notes et Additions, terminant le volume, se rapportent : & la
partition des polygones; aux problémes des rencontres et des ménages;
aux nombres d’Hamilton; aux réseaux d’un quinconce; a la sommatien
des indicateurs; anx permutations circulaires avec répétition ; aux restes
du triangle arithmétique; aux nombres de Clausen et de Staudt; a
l’extraction des racines, et aux réduites intermédiaires.

Un des caractéres particuliers de ’Ouvrage dont il s’agit consiste dans
Pabondance extraordinaire des questions traitées ou indiquées sous le
titre d’exemples. A tout instant, on voit énoncer des applications va-
riées, souvent inattendues; un développement sobre, au besoin quel-

ues lignes seulement, apprennent au lecteur ou en est I'état actuel
ge lIa question qu’on vient d'indiquer. Pour employer une comparaison
élégante formulée par I'un des amis de I'auteur, et que nous avons re-
cuetllie, il semble qu’'on visite un bel édifice, et qu'a chaque pas des
fenétres présentent & vos yeux des paysages variés, pleins d’attrait,
aux horizons plus ou moins lointains, et dont l'aspect provoque & des
excursions nouvelles,

Lucas n’avait certes pas la prétention de dire le dernier mot sur la
Théorie des nombres; i{) savait, au contraire, combien est encore im-
mense le champ des vérités arithmétiques inconnues. Mais il ainiait
cette science avec passion; il lui avait consacré la meilleure part de sa
vie scientifique; et sa grande ambition était dela faire aimer et connaitre,

Si parmi la jeune génération de savants frangais, qui a 'avenir devant
elle, 1l s’en trouve quelqu’un pour essayer de reprendre la tradition si
tristement interrompue, il contribuera a la gloire scientifique de notre
pays, et rendra du méme coup le plus juste hommage a la mémoire d’un
géométre dont les travaux n’ont pas été appréciés de son vivant 3’
véritable valeur, mais que sa Tgéorie des nombres classe para
maitres de la science. C-Adiry
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LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLARS,

QUAI DES GRANDS-AUGUSTINE, 55, pamis (6°).
L

Esvsi franco daws loute 'Union postale contre mandat-posie on valenr sur Pavis:

LECONS

S8UR LES

SERIES A TERMES POSITIFS

PROFESSEES AU COLLEGE DE FRANCE,
Par Emile BOREL,

Maitre de Conférences a I'Kcole Normale supérienre,

RECUEILLIES ET REDIGERS PAR RoBxnT D'ADHEMAR,

Un volame grand in-8, avec figures; 1goa. ............ 3 fr. 50 c.
et O e

Préface.

L’étude des séries & termes pogitifs, qui est 'objet de ces Legons, est
&troitement liée 4 la théorie de la eroissance et, par la, se rattache a bhien
des problémes de la plus grande importance en Analyse, et particuliére-
ment en Théorie des fonctions. Il a déja été question de plusieurs de ces
probldmes dans mes Ouvrages antérieurs sur la Théorie des Fonctions;
commse jo V'ai déja indiqué, une Théorie générale de la croissance devrait
logiquement étre I'lntroduction 4 toute étude d’Analyse; mais c’est seule-
ment aprés avoir étudié séparément les diverses questions ou la croissance
intervient que I'on pourra tenter I'expesition compléte de la Théorie gé-
nérale; les éléments de cette Théorie sont esquissés dans le Chapitre III
de ces Lecons.

Ce petit Livre a 6té rédigé d’aprés vingt Lecons que j’ai faites au Col-
ldge de France en 19oo-tgol....

Sur bien des points, il aurait été possible d'ajouter de nombreux com-
{)léments, ear le sujet est extrémement vaste; mais en augmentant ainsi
*étendue de ces Lecons, je leur aurais sans doute enlevé la forme si vi-
vante qu'a su levr donner M. d’Adhémar....

Table des Matiéres.

Cuap. 1. Convergence des séries a termes positifs. Généralités. Formation
de critéres de premiére cspece. Formation de criteres de seconde espéce. Etude
des critéres de Bertrand. I'héoremes de Paul du Bois Reymond. Conditions
nécessaires de eonvergence. — Cuar. II. Convergence des integrales. Géné-
ralités. Intégrale d’une fonction décroissante . Critéres de Bertrand, de M. Er
nakoff, Théoréme de Paul du Bois Reymound. Types continus et types discon
tinus de croissance. — Cuar. IIl. Esquisse d'une theorie de la croissance.
Les croissances irréguliéres. Sur les ordres d'infinitude. Les croissances régu-
liéres. Les critéres de convergence et la théorie de la croissance. — Caar. 1IV.
Series ot Intégrales multiples. Séries multiples. Intégrales multiples. —
Crap. V. Séries de puissances @ une variable. Convergence des séries 2 une
vatriable. Fonctions entiéres. Cas du rayon de convergence fini. Etude directe

+ comparaison avec une méthode proposée par M. Le Roy. Les travaux de
adamard. — Cnap. VI. Séries a plusieurs variables. Séries entiéres.
-s de convergence associés. Séries syntagmatiques.
priev " Al
géomerres ¢
Tleure, el VOl,pig Gauthier-Villars, 50, quai des Grands-Augustins, Paris
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Guichard, Harkness, Hensel, Hslder, Hilbe.
Kohn, Krazer, Landsberg, Liebmann, v. Lilientw.
Mehmke, Meyer, Miller, Netto, Neuberg, QOsgood, ,
Pareto, Pincherle, Pringsheim, Rohn, Runge, Scheffers, 18, Seg
Selivanov, Schubert, Simon, Sommer, Sommerfeld, Stackel, 4, Steinitz
Study, Vahlen, Vessiot, Vogs, Wilsch, Wangerin, H. Weber, E. v. Weber,
Wellstei irtinger, Wiman, Zeuthen*; dans I'édition francaise, ils seront exposés
par MM. oyer, D. André, Appell (de I'Institut), Baire, Borel, Bourlet,
Bricard,®ahen, Cartan, Delassus, Drach, Floquet, Goursat, Guichard, Hada-
mard, Jacottet, Kenigs, Laisant, Lebesgue, Le Roux, Le Vavasseur, Maillet,
Molk, d’Ocagne, Oltramare, Padé, Painlevé (de VInstitut), Pareto, Picard
(de I'Institut , Poincaré (de I'Institut), Poterin du Motel, J. Tannery, P. Tannery,
Tresse, Vessiot, Vogt.+

Les tomes IV—VI, comsacrés aux mathématiques appliquées, sont rédigés dans
I'édition allemande par MM.Félix Klein & Gottingue (Mécanique), Arnold Sommerfeld
4 Aix la Chapelle (Physique), Emile Wiechert & Gottingue et Ph. Furtwangler &
Potsdam Géodésie, Topographie et Géophysique), Charles Schwarzschild & Géttingue
(Astronomie). Dans I'édition frangaise ils seront rédigés, d'aprés I'édition allemande, pour
les questions d’ordre général par M. Jules Molk 4 Nancy, et plus particuliérement pour
la Mécanique par M. Paul Appell & Paris, pour la Physique par M. Alfred Potier a
Parig, pour la Topographie, la Géodésie et la Géophysique par M. Charles Lallemanad
4 Paris, pour 1'Astronomie par M. Henri Andoyer & Paris. Les noms des savants et
des ingénieurs auxquels sont dus les différents articles de mathématiques appliquées
seront publiés ultérieurement.

Il serait superflu d'insister davantage sur l'intérét que présente I'Encyclopédie. Cet
ouvrage & sa place marquée dans toutes les bibliothégues scientifiques.

Table des matieres.
Mathématiques pures.
Tome I
rédigé, dans ’édition allemande, sous la direction de W. Fr. Meyer-Konigsberg;
rédaction francaise sous la direction de J. Molk-Nancy.

Premier volume: Arithmétigue. Second volume: Algsbre.
I. Table des matiéres. I Table des matidres.

1I. Renseignements bibliographiques. s 14 s
III. Sur Vorigine et le plan général de I'Encyclopédie II Renscignements bibliographiques.

par Walther von Dyck. 9. Fonctions rationnelles; exposé, d’aprés 'article all¢
IV. Préface générale de Védition francaise par Jules mand de E. Netto-Giessen, par Le Vavassm
Molk. Toulouse.
V. Introduction au tome I par Francois Meyer. 10. Formes algébriques; exposé, d'aprés
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