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Avis. 
Cette Encyclopédie est un exposé simple, concis et, autant que possible complet, des 

r é s u l t a t s acquis dans les diverses branches de la science mathématique. On y trouvera 

des renseignements bibliographiques permettant de suivre le développement des méthodes 

propres à chacune de ces sciences; on s'est d'ailleurs particulièrement attaché à suivre ce 
développement depuis le commencement du 19 e siècle. 

Pour les Mathématiques pures, on insistera sur les définitions et sur l'enchaînement 

des théories, sans donner de démonstrations. Pour les applications des mathématiques, les 

diverses sciences techniques seront exposées avec de larges développements: de la sorte, 

"lê^âathématicien pourra facilement prendre connaissance des questions de science pure 

qu'il aura à traiter; l'astronome, le physicien, l'ingénieur pourront, eux aussi, se reporter 

aux solutions <i<̂  problèmes qui les intéressent. 

Chacun, sams. études préalables spéciales, peut aborder la lecture de l 'Encyclopédie 

et y puiser les données générales sur l'ensemble des mathématiques pures et appliquées. 

Cet ouvrage rendra éga\<*ment service aux spécialistes, désireux de se documenter sur 

quelque point particulier deHg; science. 

La rédaction est assistée d'une Commiesiôn composée de délégués a.m> A c a d é m i e s 

des aciences de GÖtting-ue, de Leipzig, de Munich et de Vienne. Cette commission com

prend actuellement MM. W a i t h e r v o n D y c k à Munich, G u s t a v e v o n E s c h e r i c h à 

Vienne, O t t o H a i d e r à Leipzig, F é l i x K l e i n à Gottingue, lio-ais B o l t z m a n n à 

Vienne, H u g o v o n S e e l i g e r à Munich et H e n r i W e b e r à Strasbourg. f 
L'édition française de l 'Encyclopédie est divisée en sept tomes, c o n r j ^ j ^ 

trois ou quatre volumes, grand in -8° , qui paraissent par livraisons. On trouve^ e i i a C l ï ^ ^ 

de chaque volume un index alphabétique se rapportant aux matières eontenuesNfô ^ 

volume. 

Dans l'édition française, on a cherché à reproduire dans leurs traits essentiels 

articles de l'édition allemande; dans le mode d'exposition adopté, on a cependant largement 

tenu compte des usages et habitudes françaises. 

Cette édition française offrira un caractère tout particulier par la collaboration de 

mathématiciens allemands et français. L'auteur de chaque article de l'édition allemande 

a, en effet, indiqué les modifications qu'il jugeait convenable d'introduire dans son article 

et, d'autre part, la rédaction française de chaque article a donné lieu à un échange de 

vues auquel ont pris part tous les intéressés; les additions dues plus particulièrement 

aux collaborateurs français, seront mises entre deux astérisques. L'importance d'une telle 

collaboration, dont l'édition française de l 'Encyclopédie offrira le premier exemple, 

n'échappera à personne. 

Les tomes I—HT, consacrés aux mathématiques pures, sont rédigés dans l'édition 

allemande par MM. F r a n ç o i s M e y e r à Königsberg (Algèbre et Géométrie) et H e n r i 

B u r k h a r d t à Zurich (Analyse); dans l'édition française ils seront rédigés, d'après l'édition 

allemande, par M. J u l e s M o l k à Nancy. Les articles de l'édition allemande sont dus à 

MM. „ A h r e n s , B ô c h e r , B o h l m a n n , v. B o r t k e v i t c h , B r u n e i , F a n o , F r i c k e , 
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BmT" Tonte rectification ou addition, se rapportant à l'édition française, adressée à 
J 3'jlk, 8 rne d'Alliance, Nancy, sera insérée, s'il y a lieu, avec mention dn nom et de 
liVesse de son auteur, dès le fascicule suivant. 

Abréviations. 
Dana les publications de l 'Académie des sciences de Paris, H. signifie H i s t o i r e ; 

M signifie m é m o i r e s . 

I, = renvoi au tome premier; troisième volume. 

(12, 19) = renvoi au tome premier, article 2, numéro 19. 

D a n s l e s N o t e s , un nombre a en e x p o s a n t indique un renvoi à la note TU du 

m ê m e article, 

( 2 ) 8 ( 1 8 1 2 ) , éd. 1 8 1 6 , p. 5 7 [ 1 8 1 0 ] = deuxième série, tome ou volume 8, année 1 8 1 2 , 

édité en 1 8 1 6 , page 5 7 , lu ou signé en 1 8 1 0 . 

Abb. = Abbandlungen. 

Acad. = Académie. 

Accad. = Accademia. 

Akad. = Akademie. 

Alg. = Algèbre, Algebra. 

AUg. = Allgemeine. 

Amer. = American. 

Ann. = Annalen, Annales, 

Annali. 

Anw. = Anwendung. 

appi. = applique. 

arit. = aritmetica. 

arith. = aritbmetik, arith

métique. 

assoc. = association. 

Aufs. = Aufsätze. 

Avane. = Avancement. 

Ber. = Berichte. 

Bibl. Congrès = Bibliothèque 

du Congrès. 

Bibl. math. = Bibliotheca 

mathematica. 

Brit. = British. 

Bull. = Bulletin. 

Bull. bibl. = Bulletino biblio

grafico. 

cab. = cahier. 

Cambr. = Cambridge. 

car. = carton. 

cf. = comparez. 

chap. — chapitre. 

chim. = chimie, chimique. 

t'ire. = circolo. 

circuì. = circulai -. 

col. = colonne. 

Comm. = Cornmentarii. 

Commentât. - - Commenta-

tiones. 

Corresp. = Correspondance. 

C. R. = Comptes rendus, 

déf. = définition. 

Denkachr. = Denkschriften. 

Disa. = Dissertation. 

Ec. = Ecole, 

éd. = édité à, édité par, 

édition. 

Edinb. = Edinburgh. 

Educ. = Educational. 

elem. = elementare, 

élém. = élémentaire, 

ex. = exemple, 

extr. = extrait, 

fis. = fisica. 

fol. = folio. 

Géom. = Géométrie. 

Ges. = Gesellschaft. 

Gesch. = Geschichte. 

Giorn. = Giornale. 

Gött. = Göttingen, Göttingue. 

Gymn. = Gymnasium. 

Hist. = Histoire, 

id. = idem, ibidem, 

imp. = imprimé, 

inscr. = inscription, 

inst. =- I n s t i t u t i o n , 

interméd. — intermédiaire, 

intern. — international, 

introd. — introduction. 

Ist. = Istituto. 

J. = Journal. 

Jahresb. = Jahresbericht. 

Lehrb. = Lehrbuch. 

Leop. = Leopoldina. 

Lpz, Lps = Leipzig. 

Mag. = Magazine. 

Méc. = Mécanique, 

med. = medicinisch. 

Mém. = Mémoire, 

métapb. = métaphysique. 

Monatab. = Monatsberichte, 

ms., mas. = manuscrit, ma

nuscrits. 

Nachr. = Nachrichten, 

nat. = naturelle, 

naturf. = naturforschende, 

naturw. = naturwissenschaft. 

norm. = normale, 

nouv. = nouveau, nouvelle, 

num. = numérique, 

numism. = numismatique. 

Op. = Opera. 

Opusc. = Opuscule. 

Overs. = Oversight. 

p. = page. 

p. ex., par ex. par exemple 

partie. = particulier. 

Petrop., Pétersb. — Saint 

Pétersbourg. 

philol. = philologie, 

philom. = philomatique. 

philos. = philosophique, 

phys. = physique. 
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polyt. — polytechnique, 
pontif. — pontificia. 
posth. — posthume. 
Proc. = Proceeding, 
progr. programme, 
prop. = proposition, 
publ. = publié. 
Quart. = Quarterly. 
It. = reale, royal. 
Recent. = Recentiores. 
Rendic. = Rendiconto. 
réimp. = réimprimé, 
se. = sciences. 
Schr. = Schriften. 

scient. scientifique. 
s. d. sans date. 
sect. — section. 
Selsk. — Selskabs. 
sign. — signature. 
Sitzgsb. = Sitzungsberichte. 
s. 1. = sans lieu. 
spéc. = spéciale. 
s u i v . = s u i v a n t e . 

sup. = supérieure. 
B u p p l . = supplément. 
Soc. = Société. 
theor. = theoretische. 
trad. = traduction. 

Trans. — Transactions. 
Unterh. — Unterhaltung. 
Ver. = Vereinigung. 
Verh. = Verhandlung, Ver-

handlingar. 
Vetenak. = Vetenskabs. 
Viertelj. — Vierteljahres

schrift. 
Vol . - Volume. 
Vöries. — Vorlesung. 
Wiss. = Wissenschaft, 

wissenschaftlich. 
Z. — Zeitschrift. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I 1 . P R I N C I P E S F O N D A M E N T A U X D E 

L ' A R I T H M É T I Q U E . 

EXPOSÉ, D'APRÈS L'ARTICLE ALLEMAND DE H . S C H U B E R T (HAMBOURG), 

PAR J. T A N N E E . Y (PARIS) ET J . M O L K (NANCY). 

Notion du nombre naturel. 
1. N o m b r e c a r d i n a l . tLe nombre naturel peut être considéré à 

deux points de vue: le nombre cardinal (quotité) répond à la question 
„combien?"; le nombre ordinal (numéro) désigne le „rang" d'un 
objet1).* 

L'idée du nombre cardinal suppose l'idée d'objets distincts réunis 
dans un tout, une collection, distincte elle-même de ce qui n'est pas 
elle; la collection peut d'ailleurs ne contenir qu'un objet. Le nombre 
attaché à une collection n'est autre chose que l'idée même de cette 
collection, quand on fait abstraction de la nature des objets distincts 
qui la constituent2). Par cela même qu'on fait abstraction de tout 

1) G. W. Leibniz affirme, contre l'opinion des scolastiques, qu'on peut 
compter des objets immatériels [Diss. de arte combin. Leipzig 1666; Werke, éd. 
G I. Gerhardt, Math. Schr. 5, Halle 1858, p. 12]. „Cette même idée était d'ailleurs 
exprimée, avant Leibniz, dans nos auteurs français [voir p. ex. J. A. Le Tenneur, 
Traité des quantitez incomensurables, Paris 1640, p. 3].* On la rencontre aussi 
dans J.Locke, An essay concerning human vmderstanding, Londres 1690; trad. 
P. Coste, Amsterdam 1700; éd. J.F. Thurot 2, Paris 1822, p. 65. „Pour G. Berkeley 
[Principles of human Knowledge, Dublin 1710; trad. Critique philos. 58 (1889), 
p. 35] le nombre est entièrement la création de l'esprit, mais, pour lui, toutes 
nos idées ne sont que les résultats d'impressions autrefois éprouvées.* Pour 
.7". Stuart Mil! [System of logic, Londres 1843; trad. L. Peisse 2, PariB 1867, 
p. 147] le fait énoncé dans la définition d'un nombre est un fait physique; 
E. Mach [Prinzipien der Wârmelehre, Leipzig 1896, p. 65 et suiv.] regarde aussi 
le nombre comme s'appliquant aux objets physiques. 

2) +Cf. P. Tannery, Revue philos. 38 (1894), p. 60: Le concept de pluralité 
. . . se forme par une abstraction indépendante de la nature des objets réunis et 
par réflexion sur leur liaison collective; . . . s'ils sont perçus successivement, 
cette circonstance n'intervient pas dans la représentation de leur pluralité.* 

Bncyclop. des acienc. mathèmat. I I . 1 
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3) E. Schrôder [Lehrb. der Arith. und Alg. 1, Leipzig 1873, p . 4] insiste sur ce 

que tout dénombrement d'objets présuppose d'une part le rassemblement dans 

un tout de ces objets, d'autre part la connaissance du fait que ces objets sont 

équivalents. 

4) B. Boleano, Paradoxien des Unendlichen, publ. par F. Pfihonstcy, Leipzig 

1861, réimp. Berlin 1889, § 20, p. 28/31 [1847/8]. 

6) B. Dedekind [Was sind und was sollen die Zahlen, Brunswick 1888; 

2 e éd. 1893, p . 17; voir aussi préf. 2° éd.] semble être le premier qui ait ainsi 

défini positivement le terme infini. 

ce qui distingue chacun de ces objets, sauf de ce que chacun est 
distinct des autres, les objets de la collection, ou unités, sont regardés 
comme équivalents*). Une partie d'une collection est une collection, 
dite partielle, dont les éléments sont quelques objets de cette col
lection, mais non tous. 

^Dire qu'à un objet d'une collection correspond un objet déter
miné d'une autre collection, c'est dire que la pensée de l'objet de la 
première collection éveille la pensée de l'objet de la seconde collection. 
Si, réciproquement, c'est la pensée du même objet de la première 
collection qu'éveille uniquement la pensée de cet objet déterminé de 
la seconde collection, on dira de ces deux objets qu'ils se correspon
dent mutuellement. Lorsque à chaque objet de chacune des deux collec
tions correspond ainsi un et un seul objet de l'autre collection, et que, 
si A est un objet de l'une des collections et A' son correspondant dans 
l'autre, les deux objets A et A' se correspondent mutuellement, on dira 
que la correspondance entre les deux collections est parfaite (uniuni-
voque, eineindeutig) ou que les deux collections se correspondent par
faitement. Deux collections ont le même nombre (ou, si l'on veut, 
des nombres égaux) si l'on peut établir une correspondance parfaite 
entre elles.* 

2. C o l l e c t i o n s finies o u in f in i e s . Une collection peut être finie 
ou infinie. Il est assez difficile de définir ces deux termes. Si l'on 
regarde la signification du premier comme nous étant donnée par l'ex
périence, on pourra regarder le second comme étant défini négative
ment. Une collection finie ne peut avoir le même nombre qu'une de 
ses parties; au contraire, on peut établir une correspondance parfaite 
entre une collection infinie et une de ses parties4), en sorte que, d'après 
la définition précédente, la collection (infinie) a le même nombre 
qu'une de ses parties. Rien n'empêche de regarder cette dernière pro
position comme contenant une définition positive du terme infini5): 
Une collection est infinie, lorsqu'il existe une partie de cette collection 
qui lui correspond parfaitement; mais alors le terme fini est défini 
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1—3· Nombre cardinal. 3 

négativement: Une collection est finie, lorsqu'il n'existe pas de partie 
de cette collection qui lui corresponde parfaitement. 

,D'après Ch. Peirce6), une collection est finie, si, de quelque 
façon que l'on passe d'un objet à un autre, de cet autre à un autre,..., 
on revient nécessairement à l'un des objets rencontrés. Pour que 
cette définition eût un sens positif, il faudrait que l'on pût cons
tater, afin de savoir qu'une collection est finie, qu'on a bien essayé 
tous les modes de passage, et, par conséquent, avoir établi que le 
nombre de ces modes est fini7).* 

Dans cet article il ne sera question que de nombres finis. 

3. Suite naturelle des nombres. Zéro. Si deux collections finies 
ne sont pas égales en nombre, c'est qu'on peut faire correspondre 
les unités de l'une aux unités d'une partie de l'autre: le nombre de 
celle-ci est dit plus grand que le nombre de la première qui est dit 
plus petit. Les nombres rangés dans un ordre tel que chacun soit 
plus grand que le précédent et plus petit que le suivant, forment la 
suite immédiate des nombres naturels*), ou suite naturelle des nombres*). 

Comme signe d'un nombre on peut employer une collection d'ob
jets réels faciles à figurer ou à manier: traits parallèles, mot „un" 
répété, jetons, cailloux, ou des symboles conventionnels: termes de la 
numération parlée, chiffres et assemblage de chiffres. Ces signes ou 
ces symboles s'appellent aussi des nombres1 0). Compter les objets 
d'une collection, dénombrer ces objets, c'est déterminer le signe qui, 
d'après les conventions adoptées, représente le nombre de ces objets1 1). 

6) „Amer. J. math. 7 (1886), p . 202.* 

7) ,JE. Schrôder estime que cette définition de Ch. Peirce est essentiellement 

positive. Si l'on se place à son point de vue, il est nécessaire de montrer que 

les définitions de Peirce et de Dedehind sont équivalentes; c'est ce qu'a fait 

Schrôder en 1896 [Nova Acta Acad.Leop. 71 (1898), p. 303, [1896]]; C.J.Keyser [Bull. 

Amer. math. Soc. 7 (1900/1), p . 218] cherche à approfondir la même question." 

8) „Cette locution, classique au moyen âge, est venue des Grecs: (pvaixbg 

àoi&fiôe [Nicomachi Geraseni Pythagorei Introd. arith.; éd. R. Hoche, Leipzig 1866, 

p. 52, 88, 91] par l'intermédiaire de Boèce [A. M. T. S. Boetii de instit. arith. éd. 

G. Friedlein, Leipzig 1867, p . 47, 48, 5 0 , . . . ] ; elle était encore d'un usage 

courant au 18" siècle.* 

9) ,Cette locution, en usage au 18 e siècle, prêté à ambiguïté depuis que 

l'on a donné au mot nombre un sens plus général.* 

10) E. Schrôder, Lehrb. ' ) 1, p. 5, distingue entre les unités, objets de la 

collection primitive, et les ims, objets de la collection qui en est le signe. 

11) Le nombre ainsi défini est le nombre abstrait. Une collection d'objets 

de même espèce peut être désignée par un nombre abstrait suivi de la spécifi

cation des objets dont elle est formée, c'est à dire par un nombre concret. On 

ne considérera, dans le texte, que des nombres abstraits; l'introduction des nom-

1 * 
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bres concrets est inutile en Arithmétique. t L e dictionnaire de l 'Académie rappelle 

que l'on dit aussi, mais plus rarement, nombre nombrant pour le nombre ab

strait, et beaucoup plus rarement, nombre nombre pour le nombre concret.* 

1 2 ) ^Quoique, d'après la définition du nombre donnée par Euclide4<), 

l'unité (fiovœg; livre 7, déf. 1 ) „ce suivant quoi chaque chose est dite une", n'au

rait pas fait partie du nombre, on la comprenait généralement dans la suite 

des nombres naturels. Quelques Pythagoriciens, dit Iamblique [Iamblichus . . . 

in Nicomachi Axith. introd. . . . éd. S. Tennulius, Arnheim 1 6 6 8 , p. 1 1 ] la regar

daient comme la limite commune (ILS&ÔQIOV) entre les nombres et les fractions; 

d'après la doctrine courante l'unité est la génératrice du nombre et comme telle 

en possède toutes les propriétés, mais seulement en puissance. L'opinion que 

l'unité doit être regardée comme en dehors du nombre fut adoptée par Alkho-

varesmîse) ( 9 * siècle) \B. Boncompagni, Trattati d'arit. 1, Rome 1 8 6 7 , p. 2 ] et, 

après lui , par les mathématiciens arabes et chrétiens du moyen-âge; elle ren

contra encore des partisans au 1 7 E siècle [«/. A. Le Tenneur, Traité *), p . 9 ] . * 

l'A) „ou nombre d'ordre [Dict. de l 'Acad.].* 

^Zéro indique l'absence de tout objet dans une collection qui 
ainsi est vide et, à proprement parler, n'existe pas; mais il est, aussi 
bien que n'importe quel nombre, la réponse à la question ̂ combien?" 
et, à ce titre, doit être regardé comme un nombre. L'habitude toute
fois n'est pas de le comprendre dans la suite naturelle des nombres; 
si on l'y comprenait, on devrait le faire figurer en tête de cette suite12). 
Dans ce qui suit, zéro ne sera pas regardé comme un nombre naturel* 

4. Nombre ordinal. tLa suite naturelle des nombres implique 
la notion de rang. Cette notion, considérée comme primitive, conduit 
à la notion de nombre ordinal13), qui est regardée par plusieurs mathé
maticiens comme antérieure à la notion de nombre cardinal, laquelle, 
à ce point de vue, est une notion dérivée. Les nombres, ou numéros, 
sont alors regardés comme une suite de signes différents, d'ailleurs 
arbitraires. Cette suite comporte un premier signe, le numéro un. 
Chaque numéro est suivi d'un autre numéro, différent de tous ceux 
qui le précèdent; chaque numéro est précédé d'un autre numéro, sauf 
le premier numéro. On peut prendre, par exemple, pour cette suite 
de signes, les symboles 1, 2, 3, . . . , 9, 10, 11, . . . , 99, 100, 101, . . . 
en entendant que les chiffres sont de simples signes d'écriture qui se 
suivent dans un ordre fixé et sont ensuite assemblés dans un ordre 
déterminé systématique (conforme, par exemple, aux habitudes de la 
numération décimale) qui permette de spécifier le symbole qui suit 
un symbole donné. La suite ainsi formée est la suite naturelle des 
nombres, qui est ainsi définie en se plaçant au point de vue ordinal. 

Pour obtenir le nombre cardinal d'une collection, on numérote 
successivement chaque objet de la collection dans un ordre déterminé, 
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4—6. Nombre ordinal. 5 

en attribuant successivement aux différents objets les numéros de la 
suite naturelle. Le dernier numéro employé est l e nombre cardinal 
de la collection14); rien n'empêche de le désigner par le même signe 
que le dernier numéro employé15).* 

Au point de vue du nombre ordinal, il n'y a guère lieu de dé
finir l'égalité: Deux nombres égaux sont le même nombre de la suite 
naturelle. La notion d'inégalité n'implique d'ailleurs aucune com
paraison de grandeur; aussi dira-t-on plutôt inférieur ou antérieur que 
plus petit, et supérieur ou postérieur que plus grand16). A ce point 
de vue, une collection est finie quand elle a un nombre; une collection 
infinie ne saurait avoir aucun nombre. 

5. I n t r o d u c t i o n d u n o m b r e d ' a p r è s D e d e k i n d e t P e a n o . Au 

lieu de faire reposer, comme dans ce qui précède, la définition du 
nombre ordinal sur l'idée de rang, on peut, avec R. Dedekind17), la faire 
reposer sur l'idée de correspondance1*). Cette idée regardée comme 

14) Philos. Aufsätze, Ed. Zeller gewidmet, Leipzig 1887, p . 32, 266; L. Kro-

necker, S. reine angew. Math. 101 (1887), p . 339; Werke 3 1 , Leipzig 1899, p. 254; 
H. von Heimholte, Wiss. Abh. 3, Leipzig 1895, p. 371. 

15) E. G. Husserl, Dans un Appendice à sa „Philosophie der Arithmetik" 

[1, Halle 1891, p. 190], critique les essais nominalistes de L. Kronecker et de H. von 

Helmholtz. Il insiste particulièrement ( I e partie, p . 3) sur ce que les nombres car

dinaux se rapportent à des ensembles, les nombres ordinaux à des suites, et sur 

ce que les suites n'étant que des ensembles ordonnés, le nombre cardinal pré

cède nécessairement le nombre ordinal. Il l'a d'ailleurs effectivement précédé 

dans le langage parlé. ^Cependant Husserl n'en conclut pas que l 'Arithméti-

que-cardinale soit la seule Arithmétique possible (préf. p. VHI) ni même p u i s B e 

toujours suffire à toutes les applications. Bien d'autres Arithmétiques lui sem

blent indispensables (Communie, verbale 1904) en particulier celle qui repose sur 

la notion de nombre ordinal. Si, à chacune des notions de nombre cardinal et 

de nombre ordinal, on fait correspondre un symbolisme, les opérations sont 

identiques (formellement) dans l'un et dans l'autre; elles ont cependant une 

signification distincte et ne peuvent se déduire logiquement les unes des autres. 

Si l'on introduit un symbolisme neutre défini seulement par les lois d'opéra

tions, on obtient une Arithmétique formelle distincte des deux Arithmétiques 

réelles auxquelles elle s'applique. Quoique cette Arithmétique formelle rende 

inutile les développements des Arithmétiques réelles auxquelles elle s'applique, 

on ne saurait cependant en déduire l'interprétation dans ces Arithmétiques réelles 

des résultats qu'elle fournit. Pour Husserl tout développement d'une Arithméti

que purement formelle présuppose d'ailleurs les principes purement logiques et 

en particulier les idées de quotité et d'ordre qui en font partie (ainsi que les 

axiomes qui les concernent).* 

16) Philos. Aufs . 1 4 ) , p . 23; H. von Helmholtz, Abh. » ) 3, p. 362. 
17) Was s ind 6 ) . . . , p. 6. 
18) L'idée de correspondance, sur laquelle K. Weierstrass insistait beaucoup 
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dans son enseignement oral, n'est pas moins fondamentale dans la conception 

du nombre cardinal (n° 1). 

19) JB. Dedekind6), p . 11, 20,54, en fait dériver la notion de nombre cardinal. 

20) Arithmetices principia, Turin 1889; Rivista mat. 1 (1891), p . 17: Formu

laire math. 3, Turin et Paris 1901; Bibl. congrès intern, philos. Paris 1900, 3, 
éd. 1901, p . 279. Voir aussi L. Coidurat, Revue métaph. 8 (1900), p . 23. 

21) ,Revue math. (Rivista) 6 (1899), p. 141; Bibl. congrès intern, philos. Paris 

1900, 3, éd. 1901, p. 294. Une définition nominale d'un symbole consiste à égaler le 

B y m b o l e à définir à une expression formée avec des s y m b o l e s déjà définis. G. Buraïi-

Forti distingue (p. 295) les déf. math, qui ne sont pas nominales en déf. par 

postulats (Dedekind, Peano) et déf. par abstractions (longueur, température).* 

22) E. Schröder, Lehrb. ") 1, p. 14, a appelé l'attention sur ce postulat. 

23) Philos. Aufs. u ) , p. 32, 268; L. Kronecker1*), p . 341; Werke 3 \ p . 255; 
H. von Heimholte u ) 3, p. 372; L. Couturat [De l'infini math., Paris 1896, 2 e partie, 

livre 1, chap. 1 et 2, et p. 313] critique tout particulièrement la démonstration 

de Kronecker et, dans cette critique, se rencontre avec G. Cantor qui y trouve 

une pétition de principe [Z. Philos. 91 (1887), p. 90]. 

primitive, et l'idée de chaîne que l'on peut en faire dériver, suffisent 
à caractériser la suite des nombres naturels19). 

G. Peano20) a formulé, en symboles particuliers, une théorie qui 
n'est pas sans analogie avec celle de H. Dedekind. H admet comme idées 
primitives le zéro, l'idée du nombre entier et l'idée du nombre con
sécutif d'un autre. Il pose ensuite les axiomes suivants: 1) zéro est 
un nombre; 2) tout nombre est suivi par un nombre; 3) deux nombres 
suivis par le même nombre sont égaux; 4) zéro ne suit aucun nombre; 
5) si une proposition est vraie pour le nombre zéro et si, étant vraie 
pour un nombre quelconque, elle est aussi vraie pour le suivant, elle 
est vraie pour tous les nombres. Cette dernière proposition, établie 
d'ailleurs par R. Dedekind, est le principe de l'induction complète. 

jO. Burali-Forti a proposé une définition nominale21) du nombre 
et en a déduit les axiomes de G. Peano.* 

6. Invariance du nombre. ^Lorsqu'on se place au point de vue 
du nombre ordinal, la question de l'invariance22) du nombre se pose 
nettement: „Parvient-on au même numéro, quel que soit l'ordre dans 
lequel on numérote les objets d'une collection?" L.Kronecker et H. von 
Relmhóltz ont prétendu le démontrer23). 

Lorsqu'on se place au point de vue du nombre cardinal, on écarte 
habituellement la question, en raison de l'équivalence des objets de la 
collection. ,Même à ce point de vue, il est douteux qu'elle puisse 
être écartée légitimement, dès que l'on procède au dénombrement 
effectif d'une collection, car pour effectuer ce dénombrement, il est de 
toute nécessité de distinguer les objets de la collection.* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



7. Critique de la notion de nombre. 7 

7. Critique de la notion de nombre. L'Arithmétique, une fois 
admise la notion de nombre naturel, doit se construire sans aucun 
postulat, d'une façon purement logique 2 4). On verra qu'elle comporte 
une suite d'extensions25) de l'idée de nombre auxquelles on peut 
assigner comme but pratique de rendre le nombre propre à représenter 
la mesure des grandeurs. Les points de vue des philosophes qui ont 
prétendu distinguer les éléments psychologiques de l'idée de nombre 
(soit naturel, soit généralisé) diffèrent d'ailleurs notablement; conten
tons-nous d'en donner ici un rapide aperçu. 

Pour W. R. Hamilton, conformément à la doctrine de I. Kant26), 
le temps considéré comme une forme de l'intuition est le fondement 
de l'idée de nombre. L'Algèbre est, pour lui, la science de ,,1'ordre 
dans la progression" ou la science du „pur temps"2 7). C'est aussi la 
doctrine de A. Schopenhauer2*); H. von Helmholtz29) exprime la même 
opinion; de même aussi W. Brixsa). 

Au contraire J. F. HerbartiV) dit que le nombre n'a rien à faire 
avec le temps. J. J. BaumannS2) et F. A. Langess) estiment que le 
nombre se rapporte plutôt à l'espace qu'au temps: la notion de nombre 

2 4 ) Les Cours professés par K. Weierstrass à l'Université de Berlin ont 

beaucoup contribué à répandre cette façon de voir. 

2 6 ) tD. Hilbert rejette ces extensions successives de l'idée de nombre; il 

suppose l'existence préalable de symboles liés par deB axiomes compatibles, 

choisis de telle façon que toutes les propriétés des nombres s'en déduisent. 

[Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 8 1 ( 1 8 9 9 ) , p. 1 8 0 / 4 ] . Des idées analogues concernant 

les opérations sur les grandeurs ont été développées par B. Bettazi [Teoria 

délie grandezze, Pise 1 8 9 0 , p . 6 7 ; cf. Bull. se. math. ( 2 ) 1 5 ( 1 8 9 1 ) , p. 5 3 ; Periodico 

mat. ( 2 ) 2 ( 1 8 9 9 / 1 9 0 0 ) , p . 1 1 ] ; il en déduit une exposition formelle de l'Arith

métique. Voir aussi O. Holder, Ber. Ges. Lpz. 5 3 ( 1 9 0 1 ) , math. p. 4 . * 

2 6 ) Kritik der reinen Vernunft, Riga 1 7 8 1 ; 7" éd. Leipzig 1 8 2 8 ; trad. 

J. Bami 1, Paris 1 8 6 9 , p . 2 0 3 . „Le nombre n'est donc autre chose que l'unité 

de la synthèse que j 'opère entre les diverses parties d'une intuition homogène 

en général, en introduisant le temps lui-même dans l'appréhension de l'intui

tion." Appréhension = première opération de l'esprit, moins complète que la 

perception. 

2 7 ) Trans. Ir ishAcad. 1 7 ( 1 8 3 7 ) , p. 2 9 3 [ 1 8 3 3 / 3 5 ] ; Lectures on quaternions, 

Dublin 1 8 5 3 , préf. p. ( 2 ) . 

2 8 ) Die Wel t als Wil le und Vorstellung, Leipzig 1 8 1 9 ; trad. A. Burdeau 2 , 

Paris 1 8 8 9 , p . 1 7 0 . 

2 9 ) Philos. A u f s . " ) , p . 2 0 ; Abh. 1 4 ) 3 , p. 3 5 9 . 

8 0 ) Philos. Studien (Wundt) 5 ( 1 8 8 9 ) , p . 6 3 2 ; 6 ( 1 8 9 1 ) , p. 1 0 4 , 2 6 1 . Les 

chap. 3 et 4 ont paru comme Diss., Leipzig 1 8 8 9 . 

3 1 ) Psychologie als Wiss. 2 , Königsberg 1 8 2 5 , p. 1 6 0 / 6 3 . 

3 2 ) Die Lehren von Baum, Zeit und Math. 2 , Berlin 1 8 6 9 , p. 6 6 8 / 7 1 . 

3 3 ) Logische Studien, Iserlohn 1 8 7 7 , p . 1 4 1 et suiv. 
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est parallèle à celle de l'espace34); avant le nombre ordinal apparaît 
le nombre cardinal formé par une synthèse que nous effectuons dans 
l'espace; chaque élément d'une pluralité d'une part, et l'ensemble de 
ces éléments d'autre part, provoquent notre attention; les axiomes de 
l'Algèbre reposent, comme ceux de la Géométrie, sur l'intuition que 
nous avons de l'espace35). G. Frege se rapproche de J. F. Herbart; 
pour lui le nombre exprime quelque propriété objective d'un concept; 
âu fond, sa définition du nombre cardinal qui appartient à un con

cept déterminé, ne diffère pas essentiellement de celle donnée plus 
tard par A. W. Russell sous une forme plus lumineuse: Deux classes 
étant dites similaires quand on peut établir entre leurs éléments re
spectifs une correspondance univoque et réciproque, un nombre car
dinal est une classe de classes similaires36).* 

^R.Oedékind31) et L.Kronecker38) considèrent l'idée de nombre comme 
entièrement indépendante de notre représentation de l'espace ou du 
temps et estiment que les nombres sont de libres créations de l'esprit 
humain. G. F. Gauss déjà déclarait39) que le nombre est un pur produit 
de notre esprit par opposition à l'espace qui a une réalité hors de 
notre esprit.* 

Aristote est regardé souvent, mais à tort, comme ayant, le 
premier, défini le nombre et comme ayant tiré de la notion du temps 
cette définition. Au contraire, il définit le temps par le nombre et 
dit dans sa Physique40) que le temps est le nombre du mouvement41). 

+En revanche l'Epinomis platonicienne dit que ce sont les mouvements 
célestes qui ont appris aux hommes à compter42). La définition 

34) J. J. Eaumann31), p. 671. 35) F. A. Lange33), p. 142. 
36) Cr. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik, Breslau 1884, p. 79, 115; 

Grundgesetze der Arithmetik 1, Iéna 1893, p . 57; Revue métaph. 3 (1895), p. 73; 
A. W. Russell, The principles of mathematics, Cambridge 1903, p . 116, 136; voir 

aussi A. N~. Whitehead, Amer. J. math. 24 (1902), p. 367; L. Couturat, Revue 

métaph. 12 (1904), p . 19. 
37) Was sind . . . 5 ) , p. 21; voir aussi la préface de la I e éd. 

38) Philos. A u f s . 1 4 ) , p. 266; J. reine angew. Math. 101 (1887), p . 339; 
Werke 8 1 , p. 254. 

39) ^Lettre à F.W.Bessel, 9 Avril 1830; Werke 8, Göttingue 1900, p. 201.* 
40) Φναικη άκρόαβις, livre 4, chap. 11; éd. Acad. Berlin 1 (1831), p . 219, 

col. b ; éd. F. Didot 2, Paris 1878, p. 301. 
41) »Déjà Thaïes, au dire de Iamblique 1 S ) (p. 10) aurait défini le nombre 

un système d'unités, et cela d'après les Egyptiens. Iamblique 1 S ) (p. 11) donne 

comme définition d'Eudoxe (4 e siècle avant notre ère) άρι&μός έβτι πΐή&ος ώρια-
μένον, le nombre est une pluralité définie.* 

42) ^Platon, Έπινομ,ίς, éd. H. Estienne, Paris 1578, p. 978, col. d ; éd. 
F. Didot 2, Paris 1883, p. 506 * 
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8. Numération primitive. 9 

d'Aristoteu), qui ne diffère guère de celle à'Eudoxe, est analogue, 
sinon identique*, à celle donnée plus tard par Euclide**) ,^Αρι&μος 
δε το εκ μονάδων βνγκείμενον πλη&ος" qui a été ensuite si souvent 
répétée. 

Numération. 

8. Premiers systèmes de numération. Pour exprimer les nom
bres, on peut se servir d'objets pareils quelconques (doigts, boules, 
traits tracés sur le tableau ou le papier). Les peuples qui n'ont pas 
d'écriture se servent de cailloux ou de coquilles pour compter; par
fois aussi ce sont des entailles dans des bambous (anciens Chinois), ou 
des troncs d'arbre, dont ils font usage. JLes Etrusques et les anciens 
Romains enfonçaient chaque année un clou dans un lieu consacré45).* 
La correspondance des objets que l'on veut compter à des signes con
ventionnels constitue la numération. Elle est dite primitive lorsqu'on 
se borne à répéter le signe que l'on fait correspondre à un objet. 
Les peuples civilisés modernes se servent encore d'une numération-
primitive pour les dés, les dominos et les cartes. La répétition par 
les horloges d'un même son pour les heures, constitue aussi une numé 
ration primitive. 

La numération primitive n'a nul besoin d'être enseignée; elle 
s'entend d'elle-même; mais elle ne permet pas de discerner facile
ment46) les nombres un peu grands. L'emploi d'une échelle de signes 
abréviatifs dont le premier remplace un nombre déterminé η d'unités 
(ou plutôt de signes correspondant chacun à un objet), dont le second 
remplace η premiers, etc., est le principe essentiel de ce que l'on 
appelle un système de numération") à base n. Le plus répandu a 
sans doute toujours été le système à base dix (numération décimale) 4S). 

43) t ï e t i yùo άρι&μος Λλή&ος ίνϊ μ,ετρητόν, le nombre est une pluralité qui 
se mesure par l'unité, [τα μιτυ τα φνβιχά, livre 9, chap. 6; éd. Acad. Berlin 2 (1831), 
p. 1067, col. a; éd. F. Didot 2, Paris 1878, p. 581]. Aristote diecute, sans se 
prononcer en fait, l'opposition des nombres et de l'unité; il admet même que 
l'on puisse dire que Vun est une certaine pluralité, quoique petite, πλή&ος τι, 
είπες ytccl ολίγον; et, à cet égard, il assimile complètement un et deux. Au 3 e 

siècle avant notre ère, Chrysippe le Stoïcien [Iamblique I ! ) , p. 12] définira même 
l'unité πλή&ο9 t-v, la pluralité urne* 

44) Elementa, livre 7, déf. 2; Opéra, éd. J. L. Heiberg 2, Leipzigl884, p. 184. 
45) tTite Live, Hist. de Rome, livre 7, § 3.* 
46) „Ann. math, pures appl. 21 (1830/31), p. 341.* 
47) 4A chacun de ces systèmes correspond un système de numération parlée. 

Le système vicésimal (à base 20) paraît avoir été répandu parmi les Celtes; on 
en trouve des traces en France dans les dialectes de la Bretagne occidentale. 
C'est sane doute là l'origine des locutions comme quatre-vingts, six-vingts [cf. la 
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4Dès la plus haute antiquité les Chaldéens4,9) avaient aussi un 
système à base 60 (numération sexagésimale); cette base est divisible 
par les premiers nombres et a dû être commode pour l'évaluation 
approchée de certains phénomènes astronomiques. Les Chaldéens écri-

farce de Pathelin, écrite sans doute entre 1460 et 1470, publiée à Rouen en 1486, 
auteur inconnu; éd. critique par E. Chevaldin, sous presse], quinze-vingts [hospice 

fondé sous Louis IX et qui porte encore ce nom] . Voir d a n B le Dictionnaire de Littré des 

exemples de trois-vingts (12e siècle), sept-vingts (11e siècle), huit-vingts (16e siècle), 

douze-vingts, quatorze-vingts (14e siècle). Dans le plus ancien traité français 

d'Algorisme que l'on connaisse [ms. bibl. S** Geneviève, Paris, n° 2200, publié 

par Ch. Henry, Bull. bibl. storia mat. 15 (1882), p . 67; auteur inconnu du 13e siècle] 

on désigne (fol. 161") 81 par ILTI1, 121 par VI et 1, etc. Les Aztèques avaient 

adopté le système vicésimal pour la numération écrite; ils figuraient au moyen 

de cercles les nombres de 1 à 19 et avaient des noms et des B i g n e s spéciaux 

pour 20, 400, 8000; des peuples voisins avaient même un nom spécial pour 

160000. 
Des traces de système senaire (à base 6) subsistent encore ça et là dans 

diverses régions dispersées du vieux continent. La base 12 n'a pas disparu de 

l'usage courant pour la numération concrète (douzaines, grosses). A titre de 

curiosité, on peut signaler le système à base 11 en usage chez des naturels de 

la Nouvelle Zélande avec des noms spéciaux pour 11, 121 et même 1331 [cf. 

E. A. Marre, J. math, pures appl. (1) 13 (1848), p. 233, d'après A. von Hum-

boldt; et „De l'Arith. dans l'archipel indien", Rome 1874, d'après J. Crawfurd]. 

L'étude approfondie de la numération parlée appartient à la philologie.* 

48) „11 est même employé par certains peuples sauvages, où les nombres 

de doigts que lèvent simultanément plusieurs individus, indiquent respective

ment les unités, les dizaines, les centaines que renferme le nombre à exprimer; 

d'autres tapent dans leurs mains pour exprimer les dizaines. Le calcul avec les 

doigts {calcul digital) a été employé dès l'antiquité en Orient et en Grèce [cf. 

E.Môdiger, Jahresb. deutsch. morgenl. Ges. 1845, éd. 1846, p. 111 ; P. Tannery, Notices 

et extr. mss. bibl. nationale 32 I, Paris 1886, p . 18]; on le rencontre chez les Romains 

[T. M. Plaute, Miles gloriosus, acte 2, scène 2; Pline l'ancien, Hist. nat. livre 34, 
§16; D. J. Juvénal, Satire X , 249e vers]. Au moyen de ce calcul, expliqué par 

Bède le vénérable ( f 735) et professé dans les Ecoles au temps de Charlemagne, 

on parvenait à représenter avec les deux mains tous les nombres de 1 à 10000. 

11 était aussi très usité chez les Arabes [cf. E. A. Marre, Bull. bibl. storia mat. 1 
(1868), p . 309]. Il n ' a d'ailleurs pas entièrement disparu de nos campagnes et 

pourrait rendre service aux sourds muets. Les noms de digiti pour désigner 

les unités et d'articuli pour désigner les dizaines, se rattachent à cette origine 

[cf. Geometria quae fertur Boetii, probabl. du 11e s i è c l e 1 0 7 ) ; dans l'éd. G. Fried-

lein de „ A . M. T. S. Boetii instit. 8 ) . . . . " , p . 395; E. Lucas, Récréations math. 3, 
Paris 1893, p . 3/23 et M. Cantor, Vorles. Gesch. Math. (2· éd.) 1, Leipzig 1894, 
p. 542, 753, 790].* 

49) t L e s deux tablettes de Senkeré (près de l'Euphrate), trouvées en 1854 
par W. K.Loftus, datent au moins de l'an 1600 avant notre ère; on y trouve les 

nombres carrés jusqu'à 3600 et les cubes jusqu'à 32768; une de ces deux tablettes 

est reproduite Abh. Akad. Berlin 1877, math. p . 105.* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



8. Numération des Chaldéens, des Egyptiens, des Grecs. 11 

vaient les nombres par juxtaposition et avaient des symboles (cunéi
formes) particuliers pour 1, 10, 100; ils avaient des noms spéciaux 
pour 60, 3600 et 600; ils employaient parfois le même symbole pour 
représenter 60 et 3600 que pour représenter l'unité; il semblent n'avoir 
envisagé que des nombres inférieurs à un million60). 

Dans leur écriture hiéroglyphique, les Egyptiens représentaient 
les neuf premiers nombres par un, deux, neuf traits; dans les 
écritures hiératique et démotique (papyrus), ces assemblages de barres 
ont été réunis, modifiés, simplifiés et ont ainsi formé des signes spé
ciaux. Chacune des premières puissances de 10 est représentée dans 
l'écriture hiéroglyphique par un signe particulier et porte un nom 
spécial; un nombre quelconque est ensuite représenté par répétition 
et juxtaposition51). 

Les anciens Grecs écrivaient les noms de nombre tout au long 
et cet usage a prévalu jusqu'au 3 e siècle avant notre ère; ils employ
aient aussi52) les initiales TT, Δ des mots πέντε, άέκα pour désigner 
les nombres 5, 10, et la lettre H pour désigner le nombre 100; ils 
les juxtaposaient pour former d'autres nombres58). Ils imaginèrent 
plus tard51) un système de numération décimale qui diffère sensible
ment du nôtre. Ce système consiste à représenter par 27 lettres (les 
24 lettres de leur alphabet et 3 anciennes lettres d'origine orientale, 
dites episemon) les 9 premiers nombres, les 9 premières dizaines et les 
9 premières centaines55)? les nombres de 1 à 1000 sont représentés 

50) „Cf. J. Oppert et M. Lepsius, Monatsb. Akad. Berlin 1877, p . 741/58.* 
51) »Cf. F. Hultsch, Abh. Ges. Lpz. (philol.-hist.) 17 (1897), mém. n° 1, p . 17 

[1895]. Le manuel du calculateur égyptien, dû au scribe Ahmès [British Muséum, 

papyrus Mhind; trad. A. Eisenlohr, Leipzig 1877 et 1891] a été écrit entre l'an 

2000 et l'an 1600 avant notre ère; c'est le plus ancien document, relatif au 

calcul en Egypte , que nous connaissions.* 

52) t Ces nombres ont été dits hérodiens, parce que Herodianus, grammairien 

alexandrin, qui vivait vers 200, a décrit ce système de numération. Bs parais

sent remonter au moins au 6 e siècle avant notre ère et sont les seuls employés 

dans les inscriptions attiques jusque vers —100. On a dit que le symbole I 
par lequel on désignait l'unité pourrait être l'initiale du mot 'Ioe (vieille forme 

homérique); il est toutefois au moins douteux que I soit une initiale.* 

53) „Ainsi HHAAATTII représente 237, HTT représente 105.* 
54) .Peut-être à Alexandrie, où on le constate pour la première fois vers 

—266 sur une monnaie [voir J. Gow, A short history of greek mathematics, Cam

bridge 1884, p . 47]. Mais, d'après les inscriptions, le système a été ébauché dès 

la fin du 4 e siècle avant notre ère, sur les côtes Sud-Ouest de l'Asie Mineure.* 

55) .Unités: a, |3, y, S, £, ç , £, TJ, ir; dizaines: i, x, 1, (*, v, £, o, jr, q ; 

centaines: ç, e, r, v, tp, %, i/>, œ, Les symboles ç , q, % s'énonçaient fiav 

(forme byzantine, où § a le son de v), yiânna, eapal.* 
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par simple juxtaposition des lettres désignant les centaines, dizaines 
et unités, en surmontant le tout d'une barre horizontale66). Les lettres 
,a à avec un signe , sous la lettre, à gauche, représentent mille 
fois la valeur des lettres u à Pour 10 000 (myriade) on écrit sou
vent M ou Mu (pvQiccg); parfois aussi un simple · remplace ce sym
bole 6 7 ) . Les multiples de 10000 forment de nouvelles unités d'ordres 
successifs68). En Astronomie, les Grecs faisaient usage d'un système 
de numération sexagésimale, emprunté aux Babyloniens5 9). 

Dans leur système de numération qu'ils ont emprunté en grande 
partie aux Etrusques60), les Romains ont d'abord employé un procédé 
analogue à celui des peuples sauvages. Ils figuraient les nombres 
depuis un jusqu'à neuf par des traits répétés et employaient des signes 
spéciaux, qui finalement ont pris la forme X, C, M, pour désigner dix, 
dix fois dix, dix fois dix fois dix traits. Plus tard, ils ont introduit 
des signes spéciaux6 1) pour cinq, V, cinquante, L, cinq cents, D , et 
ils ont indiqué la multiplication d'un nombre par mille en traçant une 
barre horizontale au dessus de ce nombre, et la multiplication par 
cent mille en mettant, en outre, le nombre entre deux barres6 2); mais 
leur numération est restée additive. 

56) t Ains i tvS = 3 5 7 ; T£ = 307 ; xv = 350. La barre indique ici que les 

lettres ont un sens numéral; elle ne doit d'ailleurs pas être considérée comme 

essentielle, et semble n'avoir été usitée que dans les manuscrits de l 'époque 

byzantine.* 

57) ^Ainsi ~$rv = 2 3 5 0 ; , « = 1 0 0 0 ; fiMÔS ou § · oS = 2 0 0 7 4 ; le mot myriade 

ne figure pas encore dans Homère. Quand les nombres ne sont pas grands, les, 

calculs s'effectuent assez aisément dans ce système de numération [cf. P. Tannery, 

Mém. Soc. se. phys. nat. Bordeaux (2) 4 (1882) , p . 171] . Souvent le coefficient 

de la myriade se trouve écrit au dessus du symbole jiv* 

58) t„Tétrades" (Apollonius); dans son ip«(i(imjs (arénaire), Archimède a 

envisagé des tranches de huit chiffres : „octades"; 1 0 8 octades forment une période 

[Opéra, éd. J. L.HeibergZ, Leipzig 1881 , p . 242 /91 ; ŒuvreB, éd. F. Peyrard, Paris 

1807, p . 348/67] .* 

59) ,,11 ne semble pas avoir été introduit avant Hypsiclès ['Avcccpogixôs, 

éd. K. Manitius, Progr. Dresde 1888, p . X X V I ] au commencement du 2 e siècle avant 

notre ère. Un autre système antérieur, divisant le cercle en 180 coudées de 

24 doigts était encore employé par Hipparque, en concurrence avec le système 

sexagésimal [voir P. Tannery, Revue archéol. (3) 7 (1886), p . 3 1 ] . * 

60) AT. est fort probable que les Etrusques ont eux-mêmes subi diverses 

influences étrangères. Leurs anciens chiffres semblent formés suivant le même 

principe que les caractères hiératiques égyptiens et il n'est pas impossible que 

l'on parvienne à démontrer l'origine orientale de leur système de numération 

[cf. F. Lindemann, Sitzgsb. Akad. Munchen 26 (1896), p . 6 2 5 ; 29 (1899), p . 71 ] .* 

61) % Pour l'origine des signes employés par les Romains, consulter K. Zange-

meister, Sitzgsb. Akad. Berlin 1887, p . 1011 et Th. Mommsen, Hermès 22 (1887), p . 596 .* 

62) , 1 1 8 0 6 0 0 s'écrivait ^ [ C L X X X D C . Plus tard, pour éviter des altérations, 
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Les Chinois avaient adopté neuf signes pour les neuf premiers 
nombres et oirze signes pour les onze premières puissances de 10. 
Leur numération est dite multiplicative: le signe d'un des neuf premiers 
nombres placé avant le signe de 10 ou de ses puissances, le multiplie; 
placé après il s'ajoute63). Ils n'écrivaient d'ailleurs pas leurs nombres 
de haut en bas, mais de gauche à droite, comme nous64). 

Les abaques (ei/3a£) sont des cadres à colonnes sur lesquelles on 
faisait mouvoir des jetons65). L'usage de ces jetons66) repose sur le 
même principe de numération que le système romain. Les abaques 
ont été en usage chez les Orientaux, les Grecs et les Romains ainsi 
qu'au moyen-âge dans tous les pays chrétiens; les Grecs les em
ployaient toutefois moins que les Romains, à cause de la facilité plus 
grande pour les calculs qu'offrait leur système de numération écrite. 
Dans les anciens abaques η jetons dans la xe colonne valent n-lO"-1 

jetons. Pour rendre la lecture plus facile, les Romains séparaient 
l'abaque en parties supérieure et inférieure et convenaient qu'un jeton 
placé dans la partie supérieure d'une colonne en valait cinq placés 
dans la partie inférieure de cette colonne. A la fin du 15 e siècle, 
apparaissent subitement des abaques à lignes dans lesquels un jeton 
placé sur une ligne vaut dix fois le même jeton placé sur la ligne 
immédiatement en dessous et cinq fois ce jeton placé entre les deux 
lignes. Ces abaques à lignes n'ont disparu que dans la seconde moitié 
du 18e siècle. 

on a écrit X X X M pour 30000, puis on a remplacé M par CIO [cf. Th. Mommsen 

et J. Marquardt, Manuel des antiquités romaines (trad. G. Humbert); tome 10 par 

J. Marquardt, trad. par A. Vigie, Paris 1888, p . 47, 49].* 

63) t P o u r écrire 360 par exemple, ils écrivaient d'abord le symbole de 3, 
puis celui de 100, puis celui de 5, puis celui de 10 [cf. Έ. Biot, J. asiatique (3) 
8 (1839), p . 497; H. G. Zeuthen, Hist. math. trad. J. Mascart, Paris 1902, p . 227].* 

64) ^D'autres systèmes ont été introduits plus tard en Chine, et le système 

de position n'y est pas resté inconnu [cf. K. L. Biernatzki, J. reine angew. Math. 

52 (1856), p . 59; trad. J. Bertrand, J. des savants 1869, p . 317, 464; M. Cantor, 

Vorles. 4β) 1, p . 631]. Pour les calculs, on se Bert d'ailleurs encore en Chine du 
swanpan, instrument analogue à l'abaque, mais constitué par des tiges parallèles 

sur lesquelles sont enfilées des boules-unités. Des instruments du même genre 

sont en usage chez les populations de l'Asie septentrionale et de la Ruesie occi

dentale; c'est d'eux que dérive le boulier, introduit en France par J. V. Poncelet 

pour l'enseignement enfantin.* 

6ô) „D'abord, sans doute, des cailloux plus ou moins polis, puis des dis

ques en os , et enfin des disques en métal d'argent et même d'or. Rappelons 

que calcul vient du latin calculus (caillou); les Grecs disaient 'ψήψοζ, d'où -ψηφο
φορία (calcul) chez les Byzantins.* 

66) t Jeter était synonyme de calculer sur l'abaque. Les Allemands nom
ment les jetons „Rechenpfennige" ou „Raitpfennige", les Anglais „counters".* 
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67) »Le plus ancien jeton, ainsi marqué, que l'on possède, est celui de la 

reine Blanche, mère de Louis IX. Il est décrit par / . Bouyer et E. Sucher, Hist, 

du jeton au moyen-âge, Paris 1858, p. 78. Voir aussi A. Nagl, Numism. Z. 19 
(1887), p . 309.* 

68) „Cf. F. Le Gendre, l'Arith. en sa perfection, I e éd. Paris 1646; à cette 

Arith. est adjointe, à partir de l'éd."de 1712, un Traité d'Arith. par les jettons; 

éd. de 1727, p . 472.* 
69) % „Une table devant lui, comptant avec des jetons" (Acte I, scène I). 

Voir aussi G. W. Leibniz, Nouv. essais sur l'entendement (écrits de 1701 à 1709), 
livre 2, chap. 22, § 11, éd. Amsterdam et Leipzig 1765, dans les Œuvres philos, 

de Leibniz; Philos. Sehr. éd. C. I. Gerhardt 5, Berlin 1882, p . 240.* 
70) »Statuts de Juillet 1701, Art. XV.» 

71) »Essai d'Arithmétique morale (écrit vers 1760); Suppl. à l'Hist. nat. 4, 
Paris 1777, p . 123.* 

72) »Dans les temps modernes, l'usage des jetons n'a jamais prévalu en 

Italie; il y a cependant quelques jetons italiens [J. Bouyer0''), p. 175]* 
73) »Cf. Natalis de Waiïly, Mém. Acad. inscriptions 18 s (1849), p . 562 [1848].* 

C'est vers le milieu du 13 e siècle que la mode apparaît d'agré
menter les jetons d'une devise ou d'un relief 6 7); c'est sans doute en 
France que cette mode a pris naissance; c'est en France qu'elle a per
sisté le plus longtemps: les services publics en étaient régulièrement 
pourvus. L'usage des jetons n'a diminué que fort lentement; au siècle 
de Louis XIV, il était encore courant pour vérifier les comptes, en 
France du moins 6 8), et chacun a présent à l'esprit la première scène du 
Malade imaginaire69). L'Académie des inscriptions devait, d'après ses 
statuts70), fixer les devises à inscrire chaque année sur les jetons. 
En 1777, G. L. Leclerc, comte de Buffon11) vante encore leur usage 
pour les femmes et ceux qui ne savent ou ne veulent écrire. Ce n'est 
que vers la fin du 18 e siècle qu'ils cessent en France 7 8) de servir au 
calcul; on ne les utilise plus que pour jouer. 

On a de même, pendant bien longtemps, fait usage en Occident 
des chiffres romains; la Cour des Comptes a conservé l'emploi de ces 
chiffres jusqu'au 18 e siècle 7 3). Aujourd'hui ces chiffres ne s'emploient 
plus guère que pour marquer des dates sur des inscriptions, les heures 
sur nos horloges, les numéros d'ordre des tomes d'un ouvrage.* 

9 . N u m é r a t i o n d é c i m a l e . P r i n c i p e d e p o s i t i o n . Notre numé
ration décimale écrite est fondée sur l'emploi de neuf caractères ou 
chiffres qui représentent les nombres un, deux, trois, . . ., neuf, sur un 

principe d'une importance capitale, le principe de la valeur de ces 
chiffres d'après leur place relative (principe de position) et sur l'intro
duction du zéro, signe destiné à tenir la place des chiffres manquants. 
Elle constitue un progrès décisif en ce qu'elle permet d'écrire n'im-
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9. Numération décimale. — Principe de position. 15 

porte quel nombre au moyen des neuf chiffres choisis et du zéro 7 4). 
Notre numération décimale parlée suit à peu près notre numération 
décimale écrite 7 6). 

,On peut évidemment appliquer le principe de position à n'im
porte quel système de numération76). Pour représenter tous les nom
bres dans un système à base n, il suffit d'introduire, outre le zéro, 
n •— 1 chiffres77). Le système binaire (ou dyadique) qui a pour base 2, 
n'utilise ainsi que le zéro et le chiffre qui représente l'unité78). Si 

74) tUn „67a«c" ne suffit pas dans le cas où ce sont les unités qui man
quent au nombre envisagé; il ne suffit pas davantage lorsque plusieurs chiffres 
consécutifs manquent, car la largeur du „6?cenc" devient alors difficile à 
évaluer.* 

75) tEn Suisse romande, en Belgique wallone et (au moins dans le peuple) 
danB plusieurs provinces du Sud de la France, on a conservé la bonne et an
cienne habitude de dire „septante, nonante", parfois même „octante". Simon 
Stevin, l'Arithmétique, Leyde 1585, dit septante, huictante (par ex. p. 6). Dans 
les Eléments d'Arithmétique de Ch. E. L. Camus, Paris 1749 (2e éd. 1774), on 
rencontre encore (p. 7/8) ces termes, avec la remarque que hors du calcul on dit 
et on écrit soixante-dix, quatre-vingt, quatre-vingt-dix. Il sera plus malaisé de 
remplacer les locutions onze, douze, treize, quatorze, quinze, et seize par des 
locutions conformes à la numération écrite.* 

76) tB. Pascal a donné une notion claire d'une numération à base quel
conque (De numeris multiplicibus . . . , écrit en 1654, éd. Paris 1665; Œuvres 
éd. Hachette 3, Paris 1880, p. 312); J. Caramuel a décrit [Mathesis biceps vêtus 
et nova, Campagna 1670, p. XLV—LXIV] les systèmes de numération à base 
•< 10, à base 12 et à hase 60. On envisage parfois des systèmes de numéra
tion de position, reposant sur un principe tout différent. Ainsi, dans la numé
ration dite factorielle, le symbole «(3 y S représente le nombre a-41-(-{}• 31 
+ y-2! c'est à dire 24a -f 6(3 + 2y -j- S.* 

77) tA. L. Cauchy a remarqué [C. B. Acad. se. Paris 11 (1840), p. 796; 
Œuvres (1) 5, Paris 1885, p. 439] que les opérations de l'Arithmétique sont nota
blement simplifiées si, sans changer la base du système de numération, on réduit 
de moitié le nombre des chiffres, en donnant à chaque chiffre deux significations 
l'une soustractive, l'autre additive, suivant que ce chiffre est ou n'est pas affecté 
d'un indice (Cauchy le surmontait d'une barre). Dans le système décimal, les 
premiers nombres s'écrivent ainsi 0, 1, 2, 3, 4, 5, 14, 13, 12, 11, 10, 11, . . . ; 
L. Ldlanne [C. R. 11 (1840), p. 903] applique cette même notation au système 
ternaire; si l'on adopte le signe 7 pour désigner l'unité, les premiers nombres 
s'écrivent alors 0, 7, ··, «0, 77, 77·", 77b, 777, 70·, 700, 707, 777, 770, 777, 7777,... ; 
cf. aussi E. Collignon, Ann. Ponts et Chaussées (7) 5 (1893), I p. 790/92.* 

78) tSi l'on adopte le signe 7 pour désigner l'unité, leB premiers nombres 
seront 0, 7, 70, 77, 700, 707 770, 777, 7OOO, La table de multiplication 
se réduit à „une fois un égale un"; la division s'exécute sans tâtonnements. La 
lecture des nombres est rapide, si l'on adopte le système de G. Peano qui permet 
de lire huit chiffres à la fois avec une seule syllabe. On peut effectuer rapide
ment les calculs en représentant les unités des différents ordres par des dames 
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l'on se place au point de vue du mécanisme des opérations, c'est le 
plus simple de tous les systèmes de numération79). On a signalé80) 
leB avantages que présenteraient soit au point de vue théorique, soit 
pour le calcul, diverses bases81), en particulier82) les bases 4 et 8 dont 
la seconde serait très commode pour la notation musicale83). 

Parmi les Hindous, Âryabhata (né en 476) semble avoir été en 
possession du principe de position de la numération84). Du temps de 
Brahmagupta (né en 598) on avait certainement introduit zéro comme 
nombre et l'on avait cherché à soumettre à des règles déterminées 
les calculs effectués avec ce nombre85). Mais on n'a jusqu'ici ren
contré le chiffre 0 dans aucun document hindou antérieur au 8 e siècle86). 
Les Hindous ont appelé le zéro „kha" ou „soûnya" ce qui signifie 
„espace (vide)" ou „vide (n'être rien)". 

sur une ligne de damier [cf. E.Lucas, Récréations math. 1, Paris 1 8 8 2 , p . 1 4 5 / 6 0 ; 

E. Collignon,}. math. élém. (Longch.) ( 6 ) 1 , 2 1 E année, 1 8 9 7 , p . 1 0 1 , 1 2 6 , 1 4 8 , 1 7 1 ] . * 

7 9 ) tG. W. Leibniz qui en a signalé l'importance [lettre à Schulenburg, 1 6 9 8 ; 

Hist. Acad. sc. Paris 1 7 0 3 , H. p . 5 8 , M. p . 8 5 ; De dyadicis et autres mss. de la 

bibl. de Hanovre; Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math. Sehr. 7, Halle 1 8 6 3 , p. 2 2 3 , 2 2 8 , 

2 3 5 , 2 3 8 , 2 4 1 ] , a cru, à tort, que les Chinois en avaient eu connaissance dans 

des temps très anciens. T. Fantet de Lagny a envisagé l'Arithmétique binaire 

presque en même temps que Leibniz [Hist. Acad. sc. Paris 1 7 0 3 , H. p . 61/62J . 

G. F. Brander a publié à Augsbourg en 1 7 6 7 ( 2 E éd. 1 7 7 5 ) , une „Arithmetica 

binaria s. dyadica".* 

8 0 ) „ T . N. Thiele, Overs. Selsk. Forhandl. (Bull. Acad. Copenhague) 1 8 8 9 , 

p . 2 5 / 4 2 . * 

8 1 ) ^Buffon'11), p . 1 1 6 , vante les avantages du système duodécimal et pro

pose deux nouveaux symboles pour les nombres dix et onze. Voir aussi J. F. 

Chr. Werneburg, Teliosadik (s. 1.) [Leipzig] 1 8 0 0 , et Lehrb. Arith. léna 1 8 1 9 . * 

8 2 ) t E . Weigel a publié le plan d'une Arith. tétractique [Aretologistica vel 

logistica . . . , Nuremberg 1687J . Déjà Aristote avait observé que le nombre quatre 

limitait la numération usitée chez un peuple de Thrace [ΤΙροβΧιημ,ατα, livre 1 5 , 
chap. 3 ; éd. Acad. Berlin, 2 ( 1 8 3 1 ) , p . 9 1 1 , col. a; éd. F. Didot 4 , Paris 1 8 5 7 , p . 1 9 4 ] . 

J. D. Collenne (d'Epinal) est l'auteur d'un livre intitulé: Le système octaval, Paris 

1 8 4 5 . Voir aussi G. Eneström, Interméd. math. 7 ( 1 9 0 0 ) , p . 2 2 7 (Question 1 7 1 7 ) . * 

8 3 ) »Pour calculer les notes de seconde majeure en seconde majeure, le 

procédé serait presque semblable à celui de la formation du triangle de Pascal 

[Ch. Berdellé, Assoc. fr. avanc. sc. 2 6 (St. Etienne) 1897* , p . 2 0 0 ] . * 

8 4 ) ,,Π donne un procédé exact pour l'extraction des racines carrées, dans 

lequel il indique le paitage du nombre envisagé en tranches de deux chiffres. 

On ne connaît pas exactement son système de numération, mais il ne semble 

pas analogue à notre système actuel, [cf. L. Rodet, J. asiatique ( 7 ) 1 3 ( 1 8 7 9 ) , p . 3 9 3 ; 

( 7 ) 1 6 ( 1 8 8 0 ) , p . 4 4 0 ] . * 

8 5 ) %Brahmagupta, Cuttaca, chap. 1 8 , sect. H, trad. S. T. Colebroocke, „Alg . 

with arith." Londres 1 8 1 7 , p . 3 3 9 / 4 0 . Cf. L. Bodet, J. asiatique ( 7 ) 1 1 ( 1 8 7 8 ) , p . 30 .* 

8 6 ) „En 7 3 8 , d'après E. CliveBayley [J. asiatic soc. ( 2 ) 1 5 , Londres 1 8 8 3 , p . 27J.* 
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9. Numération décimale. — Le chiffre 0. 17 

Après les conquêtes d'Alexandre, l'influence grecque sur les écrits 
des Hindous est incontestable. Il est certain, d'autre part, que le zéro 
était employé par les Grecs, dans leur numération sexagésimale, au 
2B siècle avant notre ère, pour marquer l'absence de degrés, minutes 
ou secondes. Il n'est donc pas improbable que les Hindous aient 
emprunté le zéro aux Grecs. Ils n'en auraient pas moins réalisé un 
progrès considérable en l'introduisant dans la numération décimale87). 

Pour désigner le zéro dans leur numération sexagésimale88), les 
Grecs employaient le symbole actuel89), leur „omicron", peut être 
comme initiale du mot ovôev (rien). Comme les Grecs ont emprunté 
aux Babyloniens leur système de numération sexagésimale, il n'est 
pas impossible que l'origine de l'emploi du zéro remonte aux Baby-

87) »Les Hindous désignaient par des noms spéciaux les puissances de 10 

qu'ils énuméraient; ils n'avaient pas d'unité numérique du second ordre comme 

notre mille, ou notre million, ou la myriade61) des Grecs 6 8 ) . L'unité du second 

ordre „mille11 nous vient des Romains. Les peuples germaniques ont plutôt 

adopté le million comme unité du second ordre. Il en est résulté que, tandis 

que les mots billions, Vrillions, . . . signifiaient 10 9 , 10 1 2 , . . . pour les peuples 

latins, ils prenaient chez les peuples germains le sens de 10 1 2 , 10 1 8 , . . . [cf. 

G. W. Leibniz, Philos. Schr . 6 9 ) 5, p . 143/44]. En France, la règle germanique était 

encore en usage à la fin du 15° siècle \N. Chaquet, Triparty, Lyon 1484; ms. bibl. 

nationale (fonds français n° 1346) fol. 2 b ; Bull. bibl. storia mat. 13 (1880), p . 594] et 

au 16 e siècle \J. Peletier, l'Arithmétique, Poitiers 1551/52, fol. 6*] ; mais, depuis le 

17 e siècle, la règle latine y est adoptée. Le mot milliart ou miliart, puis milliard, 

était employé en France dans le sens de million de millions [voir par ex. l 'ou

vrage cité de J. Péletier\; mais déjà J. Trenchant, l'Arithmétique, Lyon 1566, 

p. 14", 215", l 'emploie dans le sens de mille millions qu'il a encore actuellement. 

On a aussi dit pour 1 0 t 2 millier [S. Meynier, l'Arith., Paris 1614, p . 14], militasse 

[J. E.Gallimard, La se. du calcul num. 1, Paris 1751, p. 2 ] , milliote [cf. P. Tannery, 

înterméd. math. 8 (1901), p . 234 (Question 1849); voir aussi 9 (1902), p . 75] ; S. Stevin 

[Arith. 7 6 ) , p . 6] répète autant de fois le mot mille qu'il y a de tranches de 

trois chiffres et n'emploie pas le mot million; A. Girard dit bilion pour 1 0 1 8 et 

trilion pour 1 0 2 4 [Invention nouvelle en l'Algèbre, Amsterdam 1629; réimprimé 

par D. Bierens de Haan, Leyde 1884, sign. Aj recto]. 

Les noms d'unités, de dizaines et de centaines (unitates, deceni, centeni) se 

trouvent déjà dans les trad. latines du 12 e siècle de manuscrits arabes [cf. A lgo-

ritmi de numero indorum 9 6 ) , ms. Codex Cambridge, car. 102 a , publ. par B. Bon-

eompagni, Trattati d'arit. 1, Rome 1857, p . 7].* 

88) »Dans leur numération décimale, le zéro n'était pas nécessaire.* 

89) »Les Byzantins écrivaient ordinairement 0, la barre indiquant le sens 

numéral 5 6 ) [cf. G. Ptolémée, MsyáXr¡ <svvtu£ls (Almageste), livre 1, chap. 9; éd. 

iV. Halma, Paris 1813, p . 38 et suiv.]; mais elle ne paraît point dans les Tables 

et / . L. Heiberg qui, dans son édition de l'Almageste [Syntaxis mathematiea 1, 

Leipzig 1898; 2, Leipzig 1903] l'adopte pour les nombres significatifs, la rejette 

au contraire pour le zéro. En tous cas, il fallait éviter la confusion avec l'omicron 

qui signifie 70, comme lettre numérale.* 

Encyclop. des scienc. mathéiuat. 11. 2 
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Ioniens90); les assyriologues n'ont toutefois pu jusqu'ici en trouver 
aucune trace, mais il semble bien difficile d'admettre que les Baby
loniens aient toujours pu s'en passer. 

Dès la seconde moitié du 8 e siècle, les Arabes d'Orient avaient 
eu connaissance de la numération de position91); ils ne l'adoptèrent 
que lentement92); au 10 e siècle son usage était cependant déjà assez 
répandu parmi les commerçants. Les Arabes appelaient93) le zéro 
„as-sifr". 11 est possible94) que sifr doive être rattaché à saphira, 
traduction arabe du sanscrit soûnya. C'est sans doute ce mot arabe 
sifr qui a donné naissance au bas-latin zeflrum (dont Leonard de Pise 
a fait usage), d'où la forme italienne zefiro qui a, elle-même, donné 
naissance par contraction au mot zéro dont l'introduction remonte au 
15 e siècle95). 

90) „Sous une autre forme que 0, qui n'a rien d !un caractère cunéiforme.* 

91) Alkhovaresmî à beaucoup contribué à la répandre par la publication 

(au début du 9 e siècle) de son Traité d 'Arithmétique 9 6 ) qui fut d'ailleurs bientôt 

également répandu chez les Arabes d'Occident. „Des la seconde moitié du 

8° siècle, des écrits hindous étaient d'ailleurs certainement répandus à Bagdad 

[cf. / . T. Beinaud, Mém. Acad. inscriptions 18* (1849), p . 312/14 [1845/46]; M. Cantor, 

Vöries . 1 8 ) 1, p. 657; H. Suter, Abh. Gesch. Math. 10 (1900), p . 4, 5].* 

92) t I ls écrivirent d'abord tout au long les noms de nombre, puis adaptè

rent à leur alphabet le système des Grecs, ainsi que l'avaient fait les Juifs dès 

longtemps.* 

93) „La plus ancienne citation de sifr dans le sens de 0 (zéro) date de l'an 

880 environ [T. Nöldeke, Byzant. Z. 2 (1893), p . 300].* 
94) „On a cherché, bien à tort, à faire dériver sifr de i|>jj(pos par l'entre

mise de sipos, terme par lequel les abacistes désignèrent le jeton non marqué 

dont ils se servaient, non pour remplacer le zéro (ils n'en avaient pas besoin), 

mais pour distinguer la colonne sur laquelle portait l'opération.* 

95) „Dans les premières trad. latines (12 e siècle) de manuscrits arabes, le 

zéro s'appelle circulus [cf. Algoritmi de numéro indorum, ms. Codex Cambridge 

car. 102b, publ. par B. Boncompagni, Trattati d'arit. 1, Rome 1857, p . 3; Jean 

de Séville (Hispalemis) Liber algorismi de practica arismetrice, ms. bibl. nation, 

fol. 85 b , col. b, publ. par B. Boncompagni, Trattati d'arit. 2, Rome 1858, p. 28]. 
DanB le plus ancien traité français d'algorisme " ) [ms. bibl. S t e Geneviève, fol. 150% 
col. 1; Bull. bibl. storia mat. 15 (1882), p . 53] on lit: „iusca le darraine ki est 

appellée eifre 0". Au 13 e siècle, le mot latin cifra pour 0 se rencontre d'ailleurs 

dans l'Algorismus demonstratus de Jordan Nemorarius [éd. / . Schöner, Nurem

berg 1534] et dans l'Algorismus [tractatus de arte numerandi] de Sacrobosco 

(Jean de Holywood), écrit à Paris vers 1240 [Commentaire de Pierre de Dace, écrit en 

1291 ; éd. M. Curtze, Copenhague 1897]. Sacrobosco emploie aussi le mot teca dont 

l'origine est douteuse: thêta? ou certain cautherium de forme annulaire dont 

parle Pierre de Dace (éd. M. Curtze, p . 26). Pour N. Chuquet „le zéro est une figure 

qui porte le nom de chiffre ou nulle" [Triparty 8 ' ) , fol. 2"; Bull. bibl. 13, p . 593]. 
Luc Paciuolo [Summa de Arithmetica, écrite en 1487, impr. Venise 1494, 2 e éd. 1523, 
fol. 19 a] dit: „nulla 0 over zéro". On rencontre encore le mot latin de cyphra 
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9. Abacistes et Algorithmiciens. 19 

Il semble acquis que la numération de position avec l'emploi du 
zéro ne pénétra qu'au 12 e siècle dans l'Europe latine par la traduction 
de traités arabes d'Arithmétique, en particulier par celle96) de l'Art 
de calculer (Algoritmi de numéro Indorum) à'Alkhovaresmi (première 
moitié du 9 e siècle). 

Mais déjà au 11 e siècle, les neuf chiffres se rencontrent dans les 
manuscrits97). Gerbertss) et les Abacistes99) en faisaient usage anté
rieurement à la traduction des traités arabes, surtout pour marquer 
les jetons de l'abaque. Le système des Abacistes différait de celui des 
Algorithmiciens100), disciples des Arabes, en ce que le zéro leur faisait 
défaut; ils appliquaient, comme eux, le principe de position, mais des 
colonnes, tracées d'avance et portant en tête les titres d'unité, de 
dizaine, de centaine, . . . recevaient les jetons marqués des chiffres 1, 
2, . . . , 9; ainsi, dans leur système, les colonnes étaient indispensables 
pour écrire les nombres. Au 12 e siècle101), cette méthode était encore 
la plus usitée, mais, dès le 13e, son usage diminue et au 14 e il dis
paraît complètement. On ne sait pas quelle est l'origine de cette 
méthode; il n'est toutefois pas impossible qu'au 10 e siècle on sût déjà 

dans le sens de 0, à la fin du 18 e siècle [L. Euler, Opusc. analytica 1, St. Pétersb. 

1783, p . 87].* Les Anglais disent aujourd'hui encore „cypher" pour 0. 
96) .L'original arabe de cette Arithmétique de Mohammed ben Mousa Alk-

hovaresmî ne nous est pas parvenu; Atelhard de Bath (vers 1120) l'a presque 

certainement traduite; mais la version que nous possédons [ms. Codex Cam

bridge publ. par B. Boncompagni, Trattati d'arit. 1, Rome 1857] est peut-être de 

Gérard de Crémone, un peu postérieur.* 

97) .Aux 9" et 10 e siècles, on enseignait l'Arithmétique, dans les couvents 

et les écoles cathédrales, en chiffres romains; depuis la seconde moitié du 10" 
siècle l'abaque à colonnes s'introduit.* 

98) .Pape de 999 à 1003, sous le nom de Sylvestre II. Malgré les efforts de 

N. Bubnov [Gerberti, Opéra mathematica, Berlin 1899] le rôle joué par Gerbert 

dans l'introd. des chiffres sur l'abaque n'a pu être encore entièrement élucidé.* 

99) .En particulier dans les couvents lorrains et wallons de Bénédictins. 

Le système qui se développe alors, consiste à remplacer sur l'abaque (abacus des 

Romains), les jetons-unités par des jetons marqués de chiffres, ce qui permet des 

opérations analogues aux nôtres. Mais le pseudo-Boècelor) (éd. G. Friedlein de 

A. M. T. S. Boetii instit. 8 ) . . . , p . 397), indique que les marques pouvaient 

être en chiffres romains, en lettres, etc. Une preuve décisive de l'emploi des 

chiffres arabes dès le temps de Gerbert manque encore, quoique très proba

blement il les ait introduits à l 'Ecole de Reims.* 

100) .Le nom d'algorithme vient du nom même d'Alkhovaresmî; J. T.Beinaud 

[Mém. Acad. inscr. 9 1 ) 18 ! , p . 303] l'a soupçonné le premier et cette conjecture 

a été confirmée, en 1857, par la découverte du Codex de Cambridge 9 e ) .* 

101) .Parmi les disciples de Gerbert, il faut citer ici Bernelin de Paris, 

Raoul (Radulph) de Laon, mort en 1131 et leur contemporain Gerland, prieur de 

St. Paul à Besançon.* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dans l'Occident latin quelque chose de la méthode arabe et que, sans 
en comprendre toute la portée, on ait songé à transformer, en abaques 
à chiffres, les abaques romains auxquels on était habitué. 

La numération de position était connue102) à Byzance bien avant 
que le moine grec Maxime Flanude1<iS) y écrivit son Arithmétique104); 
son emploi y était cependant moins fréquent qu'en Occident. 

La question de l'origine de la figure de nos chiffres est loin d'être 
élucidée. Ce qui la complique singulièrement, c'est que chez tous les 
peuples la forme des chiffres a sensiblement varié105) et qu'elle n'est 
à peu près définitive106) que depuis l'invention de l'imprimerie. On 
sait seulement que nos chiffres actuels semblent dériver des apices107) 
dont faisaient usage les Abacistes, et que ces apices et les chiffres dits 
gobâr dont se servaient les Arabes occidentaux à la fin du 10 e siècle, 
offrent une grande ressemblance108); les chiffres gobâr ont certains 
traits communs avec les chiffres des Arabes d'Orient; ces derniers ont 

102) ^J. L. Heiberg, dans son éd. d'Fuclide " ) , a donné [5, Leipzig 1888], d'après 

un ms. grec du 12 e siècle (Codex Vindobonensis Gr. 103) de nombreux Scholies 

où l'on rencontre déjà (Scholies du livre X) des chiffres de forme semblable à 

celle des Arabes d'Orient. Un seholie du moine Néophytes nous dit que chaque 

chiffre doit être surmonté d'un nombre de petits cercles égal à l'exposant de la 

puissance de 10 qui le multiplie fcf. P. Tannery, Bévue archéol. (3) 5 (1885), 
p . 99; voir aussi id. (3) 7 (1886), p. 355]. C'est le système que F. Wopcke (J. asiati

que (6) 1 (1863), p. 69/79, 514/29 a attribué aux Arabes d'Occident sous le nom 

de chiffres gobâr* 

103) Maximus, surnommé Planude (Πλανούδη). 
104) ψηφοφορία κατ'ΐνδονς ή λεγομένη μεγάλη [vers 1300]; texte grec éd. 

par C. I. Gerhardt, Halle 1865; trad. allem. par H. Wàschke, Halle 1878, p. 3. 
^Les chiffres de Planude sont ceux des Arabes d'Orient; P. Tannery a annoncé 
l'édition d'une ψηφοφορία κατ Ινδούς écrite en 1254, et où les chiffres se 

rapprochent des formes usitées en Italie à cette date.* Planude appelle le zéro 

τζίφρα et le représente „d'après les Hindous" par le symbole 0. 
105) »La forme des chiffres 1, 6, 8 et 9 n'a pas beaucoup varié chez les 

Arabes ni chez les chrétiens occidentaux; les chiffres des Arabes occidentaux 

pour 2, 3 et 5 ont des formes offrant avec les nôtres quelque analogie (3 et 5 
sont primitivement retournés aussi bien chez les chrétiens que chez les Arabes 

occidentaux); mais la forme du 4 et celle du 7 se sont beaucoup modifiées. Les 

chiffres 5, 6, 7, 8 des Arabes d'Orient diffèrent nettement de ceux des Arabes 

occidentaux (chiffres gobâ r ) . 1 0 2 )* 

106) t Nous écrivons encore 5 et $ pour cinq.* 

107) „Ces apices se rencontrent dans la Géométrie 4 8 ) [éd. G. Friedlein*), p. 397] 
qu'au moyen âge on attribuait à Boèce (qui a vécu vers 500); en réalité le plus 

ancien manuscrit contenant cette Géométrie est celui d'Erlangen (11 e siècle) et 

il est assez probable que l'original est l'oeuvre d'un faussaire postérieur à 

Gerbert**) [cf. P. Tannery, Bibl. math. (3) 1 (1900), p . 42].* 

108) F. Wopcke™11); G. Friedhin, Die Zahlzeichen . . . , Erlangen 1869. 
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9. Les neuf chiffres significatifs. 21 

d'ailleurs emprunté leurs chiffres aux Hindous; mais les Hindous sem
blent n'avoir fait usage de chiffres qu'à une époque où ils avaient dû 
certainement avoir été en contact avec la civilisation grecque109). 

La question de l'origine des noms donnés aux chiffres est tout 
aussi obscure; on sait seulement que les noms des apices dérivent d'une 
source orientale. 

Le mot chiffre lui-même signifiait primitivement „zéro". Comme 
le mot allemand équivalent „Ziffer" il dérive évidemment du mot arabe 
„sifr". Ce n'est qu'à partir du 16 e siècle110) que le mot chiffre a pris 
la signification plus étendue actuelle; auparavant nos chiffres étaient 
appelés „figures" (figurae, Figuren). 

Comme chez les Arabes, la numération de position ne se propagea 
que lentement dans les pays chrétiens. La plus ancienne monnaie111) 
sur laquelle on rencontre nos chiffres, et non des chiffreB romains, 
semble être une petite pièce d'argent datant de 1458. Ce n'est que 
depuis la fin du 14 e siècle que l'on commence à rencontrer nos chiffres 
dans les églises, sur les inscriptions de monuments funéraires112). La 
pagination des livres à l'aide de nos chiffres, se rencontre peut-être 
pour la première fois dans une édition de Pétrarque11*) imprimée à 
Cologne en 1471. A la fin du 15 e siècle et surtout au 16 e siècle, le 
nombre de gens sachant écrire augmente sensiblement; ce n'est qu'alors 
que notre numération de position commence vraiment à s'implanter 
dans nos pays.* 

Opérations directes et inverses. 

10. Généralités sur les opérations. La science des relations des 
nombres entre eux est l'Arithmétique11*). Calculer111'), c'est déduire116) 

109) „ P . Tannery, Revue archéol. (3) 20 (1892), p . 64.* 
110) +J. Huswirt, Enchiridion, Cologne 1504 [cf. Wildermuth, Progr. Tubingue 

1864/65] emploie le mot chiffre dans les deux sens, le sens actuel et celui de 0. 
En Portugais, le mot cifra a aujourd'hui encore les deux sens de chiffre et de 0.* 

111) t [Cf. G. Wertheim, Bibl. math. (2) 12 (1898), p . 120]. Elle est représentée 

dans le Repertorium der steierischen Munzkunde de F. Piehler, Gratz 1875. 
Elle date de 1458; c'est la plus vieille pièce de monnaie que nous possédions 

avec numération de position.* 

112) Cf. A. G. Rastner, Gesch. der Math. 1, Gottingue 1796, p . 36. 

113) »„Libe r de remediis utriusque fortunae", Cologne 1471. L'imprimerie 

Petnensteiner (Nuremberg) pagine, dès 1482, comme nous le faisons aujourd'hui, 

les traités de mathématiques qui sont sortis de ses presses.* 

114) ùeifrpâs, nombre, collection d'objets ^serait, d'après Michel Bréal, le 

même mot qu' àc&fiôç, et indiquerait ainsi la liaison ordonnée.* 

115) t D u latin calculas, trad. exacte du grec i/njgpos qui veut dire caillou.* 
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de nombres donnés dans un système de numération à base donnée, 
des nombres cherchés écrits dans le même système. 

H est commode, en Arithmétique, de désigner un nombre quel
conque par une lettre, étant entendu que cette lettre doit désigner un 
seul et même nombre quand on reste dans un même sujet. Les pre
mières traces d'un calcul arithmétique avec des lettres se trouvent chez 
les Grecs11'); on en trouve davantage chez les Hindous118). Les Arabes 
n'ont réalisé, à cet égard, que peu de progrès sur leurs devanciers. 
Chez les Arabes d'Orient l'emploi des symboles date de la publication 
de YAljebr walmouMbala d'Allihovaresmî119). Chez les Arabes d'Occi
dent les symboles n'apparaissent que vers la même époque (12 e siècle) 
où ils se rencontrent chez les Occidentaux chrétiens; au 15° siècle 
Albalsâdi120) augmente le nombre de ces symboles. 

Le calcul proprement dit, au moyen de lettres désignant aussi 
bien les quantités connues que les quantités inconnues, l'usage du 
signe121) d'égalité122) = , des signes123) d'inégalité > , < , et des signes 

116) „En ^'épargnant, dans la mesure du possible, de compter directement 

[E. Mach, Die Mechanik, 2'' éd. Leipzig 1889, p. 458; trad. E. Bertrand, Paris 

1904, p . 454].* 

117) Les lettres servent d'abréviation dans I'Arith. de Diophante (vers -(- 300) 

[Opéra, éd. P Tannery, 1, Leipzig 1893; 2, Leipzig 1895]; „mais il n'y a de sym

bolisme systématisé que pour une seule quantité, ses puissances jusqu'à la sixième 

et leurs inverses. Pour raisonner sur plusieurs quantités différentes, et indiquer 

les opérations, les Grecs représentaient d'ordinaire ces quantités par des lignes 

(désignées chacune par une ou par deux lettres) et les opérations se notaient 

comme en Géométrie.* 

118) Arydbhata (né en 496). Les chap. math, de Brahmagupta (né en 598) 

et de Bhâskara Acârya (né en 1114) ont été trad. en anglais par H. T. Colebrooke 

[Algebra with arithmetic . . . 8 5 ) , Londres 1817]. 

119) „C'est peut-être le plus ancien traité arabe d'Algèbre (9 e siècle). Trad 

latine, [ms. bibl. nationale] due peut-être à Gérard de Crémone (12° siècle) publiée 

par G. B. I. 1. Libri, Hist. math, en Italie 1, Paris 1838, p . 253; 2° éd. Halle 

1865. Texte arabe et version anglaise par F. Bosen, Londres 1831 [cf. L. Bodet, 

J. asiatique (7) 11 (1878), p . 21]. L'origine de cette Algèbre semble plus grecque 

qu'hindoue: Les deux mots arabes qui forment le titre de l'ouvrage correspondent 

d'ailleurs à deux opérations nettement prescrites par Diophante pour le traitement 

des équations (à une inconnue); le jebr (restitution) consiste à faire passer d'un 

membre dans l'autre les termes affectés du signe — ; la moukâbaîa (opposition) 

consiste à réduire d'un membre à l'autre les termes semblables.* 

120) „Mort en 1486; F. Wôpcke a trad. son traité d'Arith. [Atti Aecad. 

pontif. Nuovi Lincei 12 (1858/59), p . 230, 399].* 

121) „Dans le papyrus Bhind61), le signe d'égalité est un scarabée, hiéro

glyphe qui signifie „devient" (trad. A. Eisenhhr 1, par ex. p . 49/53; planche IX ; 

n° 6). Diophante représentait l'égalité par les initiales fo du mot i'aog (égal) 

[Opé ra 1 1 7 ) 1, p . 102, 112, 1 2 6 , . . . ] . Les Arabes faisaient, de même, usage de 
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10 . Généralités sur les opérations. 23 

d'opération, remontent au 15 e siècle et se sont répandus d'abord en 
Allemagne (Regiomontanus) et en Italie. Le pas décisif est fait par 
François Viètetu) qui remplace systématiquement l'Algèbre numéri
que par l'Algèbre des symboles. Ses successeurs se sont bornés à 
remplacer ses notations assez compliquées par des notations plus simples, 
plus pratiques et plus élégantes125). Depuis L . Euler, le symbolisme 
arithmétique est resté à peu près le même. 

.On a déjà parlé de l'égalité de deux nombres naturels et des 
opérations116) de calcul sur ces nombres126). Les idées d'égalité et 
d'opérations s'étendent d'ailleurs à d'autres objets que les nombres 
naturels. Notons que toute définition de l'égalité127) doit satisfaire aux 
conditions suivantes: 1°) a = a; 2°) l'égalité a = & entraîne l'égalité 
h = a; 3°) les égalités a = c, b = c entraînent a = b. Il est nécessaire 
de satisfaire à ces conditions128) dans les extensions successives de la 
notion de nombre. 

l'initiale du lâm final du mot signifiant égal [cf. F. Wôpcke 1 2 ° ) , p . 420. F. Viète 

emploie le verbe aequare; A. Girard écrit esgale. Depuis Viète jusqu'à Leibniz 

et même encore jusqu'au milieu du 18 e siècle, on rencontre le signe d'égalité so , 

déformation des lettres initiales ae de aequare.* 

122) Le signe = se rencontre pour la première fois dans l'ouvrage de 

B. Recorde, „The whetstone of w i t t e " , [Londres s. d. [préface 1557], sign. Ffl] 

qui dit le choisir „parce que rien ne peut être plus égal que deux petits traits 

parallèles". Adopté par J. Wàllis, il a peu à peu, mais très lentement, rem

placé touB les autres. .En France, où F. Viète et R. Descartes avaient donné un 

autre sens aux deux traits parallèles hor izontaux 1 4 6 ) , on désigne fréquemment, 

dans la seconde moitié du 17° siècle, l'égalité par deux traits parallèles verticaux.* 

123) .Les signes > et < ne 8e trouvent pas avant T. Sarriot [Artis analy-

ticae praxis, Londres 1631, p. 10]; les signes ] > , < sont de P. Bouguer [Corresp. 

math. phys. (d'Euler,. . .) publ. par P. H. Fuss l ^S t . Pétersb. 1843, p . 304].* 

124) .In artem analyticam isagoge, Tours 1591 ; Opéra, éd. F. Schooten, Leyde 

1646, p. 1; trad. F. Ritter, Bull. bibl. storia mat. 1 (1868), p . 228. Voir aussi 

F. Ritter, Assoc. fr. avane. se. 21 (Pau) 1892 8, p . 178.* 

125) .Pour A , + B i » - | - c A = i> ,R, F. Viète écrivait Ac -f- B in Aq+Cpl 

in A aeq • Dq in F* 

126) Une analyse des concepts „égal , plus, moins, plus grand et plus petit" 

se trouve dans E. G. Husserl, Philos, der Arith. " ) , chap. 5 et 6. 

127) .Toute définition de l'inégalité doit satisfaire aux conditions suivantes: 

1°) L'inégalité a > 6, entraîne l'inégalité 6 < o ; celle-ci entraîne la première. 

2°) L'inégalité a > 6 et l'égalité 6 = c entraînent l'inégalité a > c ; l'inégalité 

a <C_ b et l'égalité b = c entraînent l'inégalité a<^c. 

3°) Les inégalités a > 6, 6 > c, entraînent l'inégalité a | > c * 

128) E. Schrbder [Abriss der Arith. und Alg. 1, Leipzig 1874] a cherché à 

mettre d'accord le point de vue pédagogique et le point de vue logique, en se 

préoccupant de l'enseignement à donner aux commençants. Cela a été fait plus 

explicitement par H. Schubert dans ses livres d'enseignement [Sammlung von 
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Une opération consiste toujours à déduire de plusieurs objets 
donnés un objet ou un système d'objets. L'opération est dite univo
que lorsqu'elle n'a qu'un résultat. Toutes les opérations que l'on dé
finira en Arithmétique seront univoques; chacune d'elles ne comportera 
donc qu'un résultat et doit fournir des résultats égaux quand on rem
place les données par des données égales129).* 

Si le signe t est regardé comme indiquant une opération quel
conque à effectuer sur deux quantités quelconques a, b, dont le ré
sultat soit une quantité déterminée, cette opération est dite commuta-
tive lorsque l'on a a\b = 61 a; elle est dite associative lorsque, c dé
signant une troisième quantité quelconque, on a [a 16] t c = a t [b t c], 
en convenant d'entendre par chaque crochet le résultat de l'opération 
indiquée dans le crochet. Si ensuite I est le signe d'une autre opé
ration (quelconque), celle-ci est dite distributive par rapport à la pre
mière si l'on a [a t b] I c = [a I c] t [b 1· c]; la première serait distribu
tive par rapport à la seconde, si l'on avait [a i 6] t c = [a t c] \ [b t c]. 

On conçoit d'ailleurs que l'on puisse faire une théorie des opé
rations180) satisfaisant aux lois précédentes ou à quelques-unes d'entre 

arith. und alg. F r a g e n . . . , Potsdam 1883, 4" éd. 1896; System der Arith., Pots-

dam 1885; Arith. u. Alg. (Sammlung Göschen), Leipzig 1896,1898; Elem. Arith. 

und Alg. (Sammlung Schubert), Leipzig 1899]. 
129) On a beaucoup varié sur celles des opérations qu'il y a lieu de regar

der comme fondamentales. t L e s Hindous avaient 6 opérations fondamentales: 

l'addition, la soustraction, la multiplication, la division, l'élévation aux puis

sances, l'extraction des racines. Alkhovaresmî [Algoritmi de numero indo-

rum 9 *), ms. Codex Cambr., car. 105 a ; JS. Boncompagni, Trattati d'arit. 1, 
p . 10] parle de la dimidiation et de la duplication comme de deux opérations 

spéciales; on trouve aussi parfois chez les Arabes la division du plus petit par 

le plus grand, séparée de la division proprement dite [cf. H. Suter, Bibl. math. 

(3) 2 (1901), p. 17]. D'une façon générale, on peut dire qu'à la suite de Léonard 

de Pise, les arithméticiens-marchands n'ont pas envisagé la dimidiation et la 

duplication comme des opérations spéciales, tandis qu'à la suite de Jordan 

Nemorarius 9 6 ) [Algorismus, éd. J. Schöner, p . 7] et de Sacrobosco 9 6 ) , les arith

méticiens de l 'Ecole les ont soigneusement distinguées de la division et de la 

multiplication. Dans son Algorismus qui a été longtemps le manuel courant dans 

les universités, Sacrobosco envisage sous le nom de progressio une 9* opération 

qui ne consiste d'ailleurs qu'en sommations de suites particulières de nombres. 

iV. Chuquet dans son Tr ipa r ty 8 7 ) , et Luc Paciuolo dans sa S u m m a 8 6 ) , ne men

tionnent même pas la dimidiation et la duplication comme opérations spéciales; 

Paciuolo donne (fol. 19") sept opérations: numération, addition, soustraction, mul

tiplication, division, progression, extraction de racines. L'origine de la distinc

tion de la dimidiation et de la duplication comme opérations spéciales est sans 

doute égyptienne et a dû être transmise aux Arabes par voie grecque (cf. M. Cantor, 

Vöries. *8) 1, p . 46, 674).* 

130) On pourra consulter sur la théorie des opérations H. Grassmann, Aus-
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elles et s'appliquant soit à des nombres entendus d'une façon plus 
générale qu'on ne l'a fait jusqu'ici, soit à d'autres objets que les nom
bres. C'est ce que l'on fait, en particuher, dans l'Arithmétique formelle, 
le Calcul logique et l'Algèbre des concepts131). On peut, par exemple, 
convenir que a\b signifie tout ce qui est à la fois a et b, aib tout 
ce qui est a ou £>; la loi de distributivité a alors lieu sous les deux 
formes que l'on vient de citer132). 

11. Principe de permanence. Supposons qu'on ait défini une 
classe A de nombres ou d'objets et, pour les objets de cette classe A, 
l'égalité, l'inégalité et certaines opérations univoques. Soit a\b une 
de ces opérations qui, effectuée sur deux objets quelconques a, b de 
la classe A donne toujours pour résultat un objet c de la même classe A; 
cette opération sera dite possible relativement à la classe A. 

Si l'on se donne maintenant le résultat c de l'opération et l'un 
des deux nombres a, b, on peut se proposer de trouver l'autre, d'où 
deux opérations inverses de l'opération proposée considérée comme 
directe. Si l'on se donne par exemple c et h, on pourra représenter 
l'opération qui donne a, par le symbole c\b; en d'autres termes, 
l'opération c\b est définie par l'égalité [c I 6] t b = c. 

Lors même que l'opération directe est toujours possible, l'opéra
tion inverse peut ne l'être que sous certaines conditions. Dans le cas 
où elle n'est pas possible, on peut conserver la même écriture c l b 
qui sert pour en désigner le résultat lorsqu'elle est possible, constituer 
avec ces écritures et les nombres ou objets de la classe A une nou
velle classe de nombres ou objets B, puis définir à nouveau l'égalité, 
l'inégalité et des opérations sur les objets de la classe B, de manière 
que ces définitions se réduisent aux définitions relatives aux éléments 
de la classe A lorsqu'on n'opère que sur ces éléments et non sur 
les symboles qui complètent la classe B. Dans le choix de ces dé
finitions on est, en outre, guidé par le souci de conserver autant que 
possible les lois formelles qui s'appliquent aux éléments de la classe A. 

Lorsque les objets de la classe A sont des nombres, on convient 

dehnungslehre Leipzig 1 8 4 4 , Berlin 1 8 6 2 , Leipzig 1 8 7 8 ; Werke 1, Leipzig 1 8 9 4 / 6 ; 

H. Sankel, Theorie der complexen Zahlsysteme, Leipzig 1 8 6 7 ; J3-. J. Houël, 

Mém. Soc. se. phys. nat. Bordeaux ( 2 ) 1 ( 1 8 7 6 ) , p . 1 ; ( 2 ) 5 ( 1 8 8 3 ) , p . 1 4 9 ; Théorie 

élém. des quantités complexes, Paris 1 8 7 4 , p . 2 9 3 ; 0. Stolz und J. A. Gmeiner, 

Theor. Arith., Leipzig 1 9 0 0 / 2 , p . 3 7 et suiv.* 

1 3 1 ) Pour ce qui est de l 'Algèbre des concepts (Begriffsschrift) voir surtout 

les ouvrages de G. FregeS6) et de G. Peano !0). 

1 3 2 ) C'est ce que remarque E. Schröder, „Der Operationskreis des Logik-

calcüls", Leipzig 1 8 7 7 . 
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souvent d'appeler encore nombres tous les objets de la classe B, et 
l'on dit, à tort ou à raison, qu'on a étendu l'idée de nombre. On 
peut d'ailleurs obtenir de la même façon des extensions successives 
de l'idée de nombre. 

C'est à ce procédé que l'on a donné le nom de principe de per

manencelss). 

Opérations de rang un. 

12. Addition. „Le nombre cardinal, considéré comme une in
tuition, implique la notion d'addition.* Deux collections (nombres) 
étant données, on conçoit que chaque unité restant distincte des autres 
unités, elles soient réunies en une seule collection, dont les collections 
primitives sont des parties. La collection ainsi obtenue (qui ne peut 
être égale en nombre à une de ses parties) est la somme des collec
tions primitives; son nombre est la somme des nombres donnés134). 
A ce point de vue, on regarde comme évident que la somme ne dé
pend pas de l'ordre de ses parties; elle est plus grande que chacune 
de ses parties et chaque partie est plus petite que la somme. 

Une collection finie quelconque peut être constituée en réunissant 
les objets un à un, ou détruite en supprimant les objets un à un. 
La suite naturelle des nombres s'obtient en partant du nombre un135) ; 

1 3 3 ) Ce principe a été donné pour la première fois sous sa forme générale 

par H. Hankel [complexe Zahlsyst. l s o ) , p . 10J ; G. Peacock avait d'ailleurs reconnu 

la nécessité d'une mathématique purement formelle et avait, à ce propos, énoncé 

un principe dont celui de permanence est une généralisation (Report Brit. Assoc. 3 , 

Cambridge 1 8 3 3 , éd. Londres 1 8 3 4 , p. 1 9 5 ; Treatise on Algebra, Cambridge 1 8 3 0 , 

p . 1 0 5 ; 2 E éd. 2 , Cambridge 1 8 4 5 , p . 5 9 ) . 

„On nomme habituellement directes l'addition, la multiplication, l'élévation 

aux puissances. La soustraction, la division, l'extraction des racines et la 

recherche des logarithmes, en sont respectivement les opérations inverses. D'après 

H. Hankel, les opérations directes appartiennent au mode de liaison qu'il appelle 

thétique et leurs opérations inverses au mode lytique. De la liaison thétique œ x 6 = c 

résultent les deux liaisons lytiques c j a et c J_ J. On trouve dans 0. Stolz 

und J. A. Gmeinerlso), une étude logique des conditions sous lesquelles une liaison 

thétique entre deux objets a, b ayant toujours un sens, mais non la liaison lytique 

correspondante, il est possible de créer, comme dans la théorie des nombres 

négatifs (n° 17) et dans celle des nombres fractionnaires (n° 21) un nouveau sym

bole composé de deux éléments, auquel s'applique le principe de permanence.* 

1 3 4 ) Entre compter et ajouter, la différence consiste seulement dans la 

non-réunion, ou réunion, de plusieurs groupes d'unités en un seul. 

1 3 5 ) tG. Cantor [Math. Ann. 4 6 ( 1 8 9 5 ) , p. 4 8 9 ; trad. F. Marotte, Mém. Soc. B C 
phys. nat. Bordeaux (5) 3 ( 1 8 9 9 ) , p . 3 5 3 ] développe ce procédé de formation des 

nombres cardinaux (finis) qui les rapproche manifestement des nombres ordinaux, 

de manière à lui donner la précision logique dont il est susceptible.* 
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1 2 . Addition. 27 

le nombre suivant est un et un, . . . ; chaque nombre s'obtient en 
ajoutant un à celui qui le précède. Chaque nombre est une partie 
de ceux qui le suivent; chaque nombre est plus grand que ceux qui 
le précèdent. 

Pour indiquer qu'un nombre c est la somme des deux nombres 
a et b, on écrit c — a + b; le signe + qui sépare les deux termes a 
et b de la somme c, peut être regardé comme impliquant une idée de 
succession; il s'énonce „plus"186). 

Du postulat de l'invariance du nombre contenu dans l'idée de 
compter, résulte d'une part qu'il n'y a qu'une somme de deux nombres 
(univocitéde l'addition) et que a -f b est égal à 6 + a (commutativite'137) 

de l'addition)138). De la définition de l'inégalité (plus grand et plus 

136) .L'usage de ee signe, ainsi que l i S ) celui du signe —, est assez récent. 

On rencontre ces deux signes imprimés pour la première fois dans le Compen-

dium arithmeticae mercatorum de Jean Widman (d'Eger), Leipzig 1489, fol. 85, 
86, 110 „Behede und hübsche Rechenung auff allen Kauffmanschafft" [cf. Bull, 

bibl. storia mat. 9 (1876), p. 188]. On les rencontre aussi dans un ms. de la 

bibl. de Vienne „Regulae cosae vel algebrae", écrit sûrement avant 1510, dans 

le Traité de calcul de Grammateus „Ayn new künstlich Buech. . .", Nuremberg 

1521/28 et dans la Coss"4) de son élève Chr. Mudolff, Strasbourg 1525. L'Arith-

metica intégra de M. Stifel, Nuremberg 1544, a vulgarisé l'usage de ces signes; 

au 17 e siècle ils n'étaient toutefois pas encore universellement adoptés. 

On ne sait rien de certain sur l'origine du signe - ) - , mais on possède des 

chartes et des manuscrits où la conjonction „e t " est représentée par une forme 

spéciale de la lettre t, parfois avec un trait plus ou moins court, en haut à 

gauche, se raccordant avec la barre verticale du t (chartes liégeoises de 1298, 
1383, . . . ) ; ce trait manque toutefois souvent (Bibl. Darmstadt, ms. 2640, 
13" siècle, fol. 108). Aux 15e et 16e siècles on se servait d'ailleurs plutôt du 

mot „e t " que du mot „plus" [cf. C. Le Paige, Ann. Soc. scient. Bruxelles 16* (1891/92), 
p. 74]. D'autres conjectures ont été émises par A. de Morgan [Trans. Cambr. 

philos. Soc. 11 (1871), p . 203, U864J] et Ch. Henry [Revue archéol. ( 2 ) 38 (1879), p . 3J. 

Léonard de Pise écrit souvent „e t" , rarement „plus", pour indiquer l'addition 

[cf. Liber abbaci 1202; dans le texte qui nous est parvenu et qui est de 1228, 
fol. 191b; Scritti di L. Pisano pubb. da B. Boncompagni 1, Rome 1867, p . 414]; 
il écrit „minus" pour indiquer la soustraction. [Sur l'origine des locutions „plus" 

et „minus" voir G. Eneström, Interméd. math. 1 (1894), p . 119 (Question 6) et 

Bibl. math. (2) 13 (1899), p . 105.] N. Chuguet et Luc Pacvuolo emploient les 

signes p ou p et wl ou m pour plus (più) et moins (meno, minus), [Triparty 8 ' ) , 

fol. 62b, Bull. bibl. 13, p . 710; Summa 9 6 ) , fol. 92, . . . ; la conjecture suivant la-

quelje le signe -(- serait une abréviation du mot „plus" semble toutefois peu 

probable [cf. A. de Morgan, Arithmetical Books, Londres 1847, p . 19].* 
137) L'expression „commutative" est due à F. J. Servois [Ann. math, pures 

appl. 5 (1814/15), p . 98]. 
138) La loi de commutation n'empêche pas, si l'on veut, de distinguer entre 

le premier et le second terme d'une somme de deux termes; le premier est alors 
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envisagé comme passif (destiné à être augmenté), le second comme actif (destiné 

à augmenter). Cette distinction entre le terme actif et le terme passif pourra 

être employée avec avantage pour toutes les opérations qui portent sur deux 

nombres J\K. H. Liersemann, Lehrb. Arith. und Alg., Leipzig 1 8 7 1 , p . 1 ]* . On la 

rencontre dans F. Schrôder, Lehrb. *) 1, p. 1 2 1 ; pour l'addition, il appelle „Augend" 

le nombre passif, ^Incrément" le nombre actif; H. Schubert appelle ce dernier 

„Auctor" [Elem. Arith. und Alg., Leipzig 1 8 9 9 , p . 1 9 ] . t L a langue française ne 

possède pas de mots particuliers correspondants; l 'emploi des termes passif et 

actif permet toutefois de distinguer les deux termes de la somme (les ingrediens 

de A. Girard, Inv. 8 7 ) , sign. A t ) . * 

1 3 9 ) „L'emploi de nos parenthèses (rondes) pour grouper les termes, semble 

dû à A. Girard [Inv. 8 7 ) , sign. Ej recto, B 3 verso, C t recto] ; pour indiquer la racine carrée 

de 2 + Y S, il écrit, en effet, y (2 + y 3) ; mais là où nous écrivons 7 — (·— 2 ) , 

il écrit encore 7 2 [Inv. 8 7 ) , sign. EJ . Déjà B. Bombelli [L'Algebra, Bologne 

1 6 7 2 ; 2 E éd. Bologne 1 5 7 9 , p . 6 ] avait fait usage de sortes de crochets pour 

grouper les termes; F. Viète indiquait le groupement des termes par une acco

lade [cf. Zeteticorum libre quinque, Tours 1 5 9 3 , livre 4 , Zététique 1 0 , fol. 1 8 " ; 

Opéra, éd.. F. Schooten1**), p. 7 0 ] ; mais on trouve des parenthèses rondes dans 

la trad. des 5 livres des Zététiques de F. Viète, par L. de Vaulezard, Paris 1 6 3 0 , 

à la p . 2 1 8 par ex. 

B. Descartes et seB disciples mettaient parfois une barre au dessus des termes 

que nous mettons entre parenthèses. Bien avant B. Descartes, N. Chuquet mettait 

une barre en dessous des termes qu'il voulait isoler des autres, en les réunissant 

[Triparty 8 7 ) , fol. 4 6 » , 4 6 B ; Bull. bibl. 1 3 , p . 6 5 5 ] , G. Peano a proposé de rem

placer les parenthèses par des points.* 

1 4 0 ) Cette loi n'a été mise en évidence pour les sommes et les produits 

qu'au 1 9 E siècle. Le terme associatif semble avoir été introduit par W.B.Hamilton. 

petit) et de celle de l'addition, il résulte immédiatement qu'une somme 
est plus grande que chacune de ses parties; (elle est plus grande du 
nombre d'unités contenues dans la seconde partie). Lorsque a est 
plus grand que b, on peut envisager a comme une somme de deux 
nombres dont l'un est b. De même qu'il n'y a qu'une somme de 
deux nombres a et 6, de même il n'y a qu'un nombre b qui, ajouté 
à un nombre a, ait pour somme un nombre c donné plus grand que a. 

L'idée de compter entraîne l'égalité (a + b) + c = a + (b + c), où 
les parenthèses189) indiquent que l'on a préalablement ajouté les 
nombres qui y sont contenus. La loi qu'exprime cette égalité est la 
loi d'association1*0). 

Si à une somme de deux nombres a1} a2 on ajoute un troisième 
nombre a3; si à la somme ainsi obtenue on ajoute un quatrième 
nombre a4, et ainsi de suite un nombre fini quelconque de fois, la 
dernière somme s = {[(«j + aa) -f asi + · · · } + «„ que l'on obtient ne 
dépend pas de l'ordre dans lequel on a pris les nombres au a2, 
a3, . . ., an] on le démontre en appliquant les deux lois réunies d'asso-
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18. Progression arithmétique. 29 

ciation et de commutation. Rien n'empêche donc de nommer s la 
somme de tous les nombres alf ait . . .,an; on désigne cette somme 
simplement par le symbole s = ax + «2 + · · · + an; chacun des nombres 
a1} a i ; . . . , a n est un terme de la somme. 

^L'addition peut aussi être définie, et ses propriétés établies, en 
se plaçant au point de vue ordinal; la suite naturelle sert alors de 
point de départ. Ajouter 1 au nombre a, c'est remplacer a par le 
numéro qui le suit; si l'on sait ce qu'est a, on sait donc ce qu'est 
a + 1. En supposant que la somme a -f- 0 obtenue en ajoutant le 
nombre b au nombre a soit définie, la somme obtenue en ajoutant le 
nombre b + 1 à a sera, par définition, le nombre qui suit 0 + 6; en 
d'autres termes on a, par définition, a + (b + 1) = (a -f l) + 1. 

D'après cela141), quel que soit le nombre b, la somme a + b se 
définira de proche en proche. De ces définitions on déduit, par in
duction, les théorèmes qu'expriment les égalités 

Le signe 0 ne figure pas dans la suite naturelle des nombres. 
Rien n'empêcherait de le faire figurer à la tête de cette suite et 
d'adopter, pour définir 0 -f- a, le procédé général, lequel conduit à 
regarder a comme le résultat de l'opération 0 -f- a. A cette définition 
on adjoindra ensuite celle qu'exprime l'égalité a + 0 = a qui subsiste 
même quand a est 0.* 

En résumé les propositions de commutation et d'association con
stituent les propriétés fondamentales de l'addition. 

13. ^Progression arithmétique142). On appelle progression arith
métique une suite de nombres 

dont chacun est égal au précédent augmenté d'un même nombre au-

1 4 1 ) tH. Grassmann avait reconnu [Lehrb. der Arith., Berlin 1 8 6 1 , p . 2 / 1 0 ] 

que les règles de l'addition, (et celles de la multiplication p. 1 7 / 2 8 ) , des nombres 

naturels résultent de eette double convention. Voir aussi H. von Helmhóltz, 

Abh. » ) 3, p . 3 6 3 ; Philos. Auf s . 1 4 ) , p . 2 4 ; F. Klein, Math. Ann. 3 7 ( 1 8 9 0 ) , p. 5 7 2 ; 

H. Poincaré, Revue métaph. 2 ( 1 8 9 4 ) , p . 3 7 5 ; La science et l'hypothèse, Paris 

s. d. [ 1 9 0 3 ] , p. 1 5 . * 

1 4 2 ) ^Ahrnès déjà envisageait des progressions arith. très simples [papyrus 

BMndtl), trad. A. Eisenlohr 1, p. 8 9 / 9 2 , 1 5 9 / 1 6 2 ; planches XIV, XIX; n° 3 9 , 4 0 , 6 4 ] ; 

les Pythagoriciens aussi [cf. Théon de Smyrne, Exposition des connaissances 

math. . . , éd. J. Dupuis, Paris 1 8 9 2 , p . 6 4 / 6 9 ] . Léonard de Pise donne la formule de 

sommation d'une progression arithmétique quelconque [Liber abbaci I 8 6 ) , fol. 7 0 , 

éd. S. Boncompagni 1, p. 1 6 6 / 6 8 ] . Elle était connue des Grecs; Diophante en donne 

une démonstration [De polygonis numeris, y ; Opera U I ) 1, p . 4 5 6 ] . * 

a + 6 = b + a, a + (b + é) = (a + b) + c. 

a, ' ' i , a 2 , . . . , a n 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 4 3 ) „Cf. A. Berger, Nova Acta Upsal. ( 3 ) 1 7 ( 1 8 9 8 ) , mém. n° 3.* 

1 4 4 ) ,Les Égyptiens employaient l 'hiéroglyphe représentant un „tas" pour 

désigner l'inconnue.* Chez Diophante, l'inconnue est représentée par le sym

bole ^' [Opéra 1 1 7 ) 1, p. 4 , . . . ] . »Les Arabes appelaient l'inconnue „schaï" (la 

chose) ou jidr (racine). Le second de ces mots a été traduit par radix, qui 

prédomine au 1 2 E siècle, le premier par res, qui l'emporte au contraire à partir 

de Léonard de Pise. Le mot arabe signifiant racine est la traduction d'un mot 

quel on donne le nom de raison de la progression. Si l'on désigne 
cette raison par r, on a donc pour i = 2, 3, . . . , n, 

ai = ai-i + r = ai + — 1)r-
Si l'on désigne par sn la somme des n tenues al} a2, . . ., an d'une 
progression arithmétique de raison r, on a 

= i n («i + an) = M + i (« - 1 ) r ] . 
Dans le cas particulier où « j = 1, on dit (à cause de l'interprétation 
géométrique que l'on en peut donner) que sn est le n" nombre poly
gonal de r + 2 côtés; on désigne généralement ce nombre par le sym
bole p^"*-2). Le n" nombre triangulaire est pj3) = · £ • » ( » + 1 ) ; le 
we nombre carré est pW = n 8; le we nombre pentagonal est 

P ( 6 ) = £m(3w — 1); 

le w* nombre hexagonal est p̂ 6> =n(2n — 1); . . . en général le n" 

nombre polygonal de r côtés est 

P L R ) =
 n + \n(» — 1) 0* — 2). 

Dans le cas où n serait négatif ou nul, on peut définir pM par cette 
égalité 1 4 3), pour tout entier r ̂  3. 

On appelle nombres figurés d'ordre 1, les nombres naturels 1, 2, 

3, . . . ; on appelle nombres figurés d'ordre 2, les nombres triangulaires 

1, 3, 6, . . . ; la somme des n premiers nombres figurés d'ordre 1 est 
le M6 nombre figuré d'ordre 2. On dit, de même, de la somme des 
n premiers nombres figurés d'ordre 2, qu'elle représente le ne nombre 
pyramidal ou, plus proprement tétraédral, ou encore le n" nombre figuré 

d'ordre 3, et l'on définit ensuite successivement, par le même procédé, 
les nombres figurés d'un ordre quelconque (entier positif) m, en appelant 
ne nombre figuré d'ordre m, la somme des n premiers nombres figurés 
d'ordre m — 1* 

14. Soustraction. La soustraction est une opération inverse. 
Elle a pour but, étant donnés deux nombres a, b, de trouver le nombre 
inconnu x qui vérifie l'égalité a = b -f- x. 

Une pareille égalité qui contient une ou plusieurs lettres, telle 
qu'ici x, représentant des nombres dont la valeur est inconnue 1 4 4), et 
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qui n'est vraie que pour certaines valeurs attribuées à ces inconnues 
est ce qu'on appelle une équation. Résoudre une équation à une 
incomiue, c'est déterminer les valeurs qu'il faut donner à cette in
connue pour vérifier l'équation. Au contraire, si l'égalité est vraie 
pour tendes les valeurs attribuées aux lettres qui y figurent et repré
sentent des nombres dont la valeur est inconnue, l'égalité prend le 
nom dû identité. 

Le problème de la soustraction n'est possible que si a est supé
rieur à b; .(si l'on a introduit 0 comme nombre, il faut dire: le 
problème de la soustraction n'est possible que si a est supérieur ou 
égal à b, et, dans ce dernier cas, x est égal à 0)* le problème supposé 
possible n'admet qu'une solution: c'est la différence entre a nombre 
passif et b nombre actif; elle se représente par a — b; le signe — 
s'énonce „moins" 1 4 5). Le nombre a — b est défini par la formule 

b + (a — b) = a. 

hindou de même sens, appliqué à la racine carrée. Alkhovaresmî, en traitant 

des équations quadratiques avait dit jidr (racine), par opposition au carré, en 

arabe mal (βνναμ,ις, richesse), traduit au moyen âge par census. Quant au mot 

res, les Italiens l'ont traduit par cosa, mot dont les Allemands ont fait cossa à 

la fin du 15e siècle, puis coss au 16e siècle. Duc Paciuolo désigne χλ par le sym
bole co (Summa 9 Í ) , fol. 67b); les cossistes allemands font usage d'un signe formé 

par contraction de ce signe co, ou peut être parfois du mot radix. F. Viète 

désignait les inconnues par des voyelles [ I sagoge 1 5 4 ) , fol. 7% éd. F. Schooten, p . 8 ; 

trad. F. Bitter, p . 237] ; A. Girard et P. Fermât suivent encore l'exemple de F. Viète. 

C'est à R. Descartes [Géométrie, Leyde 1637, p. 4 , 5, 6; Œuvres, éd. Oh. Adam 

et P. Tannery 6, Paris 1902, p . 373, 375], que l'on doit l'usage, universellement 

adopté aujourd'hui, de désigner les inconnues par les dernières lettres de l'al

phabet 2 , y, x,... L'hypothèse d'après laquelle R. Descartes aurait pris pour un x, 

le symbole des Cossistes allemands est loin d'être vraisemblable; celle d'après 

laquelle il aurait fait dériver x du signe employé par P. A. Cataldi [Trattato 

deir A l g e b r a . . . , Bologne 1610, Trattato del modo brevissimo . . . , Bologne 1613] 
ne semble guère plus probable*. 

145) . A u lieu de ce signe, Diophante [Opera ' " ) 1, p . 12], et avant lui Héron 

dans ees Μετρικά [Heronis Alexandrini Opera 3, éd. H. Schöne, Leipzig 1903, 
p. 166, annotation critique], a employé un signe φ qu'il désigne comme un psi 
tronqué et renversé, et qui est probablement un ααμπί55) archaïque. Les Byzantins 

(Maxime Planudel) l'ont énoncé sous une forme invariable: λείψει, suivie du 
génitif. Mais dans l'antiquité, il représentait plutôt le participe λιπών, avec 
ses différents cas, suivi de l'accusatif (laissant ) . [Note ms. de P. Tannery]. 

On ne sait rien de certain sur l'origine du signe — ; c'est peut être une 

simple barre servant aux marchands pour séparer l'indication de la tare, appelée 

longtemps minus, de celle du poids total de la marchandise; d'après L. Rodet 

[Actes Soc. philol. Alençon 8 (1879), p . 105] ce signe serait copié sur un signe 

hiératique égyptien. On a aussi cherché l'origine de notre signe — dans le 

signe employé par Héron et Diophante et qui se serait transformé en ~f~ avant 
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De la définition de la soustraction et de Bon caractère univoque, 
on déduit l'égalité (a + V) — b = a. 

Le symbole a — b n'a, pour le moment, aucun sens quand a est 
inférieur à b. Les égalités 

a = b + c, a — b = c, a — c = b, 

ont exactement le même sens; si l'un des nombres a, b, c est une 

inconnue, cette inconnue peut ainsi être isolée. 

15. Combinaison de l'addition avec la soustraction. La défi
nition de la soustraction, jointe aux propriétés de l'addition (associa-
tivité, commutativité) permet d'établir les trois formules 

a + (b — c) = (a + b) — c ; a — (b + c) = (a — b) — c ; 

a — (& — c) = (a — b) + c ; 

où l'on suppose toutefois un sens à b — c pour la première, à a — (b + c) 
pour la seconde, à b — c, a — b pour la troisième. Sous le bénéfice 
de ces suppositions, ces égalités peuvent d'ailleurs être lues, soit de 
gauche à droite, soit de droite à gauche. En leur adjoignant la for
mule d'association pour l'addition, on a soit les règles pour ajouter 
à un nombre, ou pour en retrancher, une somme ou une différence, 
soit les règles pour ajouter un nombre à une somme ou à une diffé
rence, ou pour l'en retrancher. On en conclut que dans une suite 
d'additions ou de soustractions à effectuer, on peut faire les opéra
tions dans tel ordre que l'on veut, pourvu qu'elles soient possibles 
dans cet ordre; on déduit enfin les règles relatives à l'inégalité qu'on 
peut conclure, par soustraction membre à membre, soit d'une égalité 
et d'une inégalité, soit de deux inégalités. 

Dans l'écriture des formules d'Arithmétique, on a pris l'habitude, 
pour ce qui est des opérations d'addition et de soustraction, d'écrire 
les nombres et les signes d'opération, dans l'ordre où l'on entend que 
les opérations soient effectuées, en allant de gauche à droite sans mettre 

de parenthèses: un signe + ou — qui précède des quantités mises 
entre parenthèses, veut dire que les opérations sur les quantités mises 
entre parenthèses doivent être effectuées avant l'addition ou la sous-

de devenir — . D'autres ont émis l'hypothèse que le signe — aurait son origine 

dans I 'Ô / JE IOS des grammairiens alexandrins. Aucune de ces hypothèses n'est 

appuyée de preuves plausibles. 

Pendant longtemps on a écrit ~ au lieu de — ; au 17 e siècle on rencontre 

encore le signe - f - dans les Pays-Bas. F. Viète n'écrivait a — 6 que pour a^>b; 

il désigne par a = b la valeur absolue de la différence de o et de 6, c'est à 

dire o — 6 si a > 6 ou b — a si a < 6 [cf. Isagoge l 2 4 ) , fol. 6 ; éd. F. Schooten, 

p. 5; trad. F. Bitter, p . 233].* 
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traction qu'indique ce signe 1 4 6). Ainsi la loi d'association et les trois 
formules précédentes doivent s'écrire 

a + (b + c) = a + b + c ; a + (b — c) = a + fe — c; 

a — (6 + c) = a — 6 — c; a — (6 — c) = a — b -\- c. 

16. Zéro. ^Lorsqu'on n'a pas introduit £eh> comme un nombre*, 
on peut introduire zéro en appliquant le principe de permanence 
(n° 11). 

Observons d'abord, en nous plaçant dans le cas où la classe A 
du n° 11 est formée des nombres naturels, que des lois de l'addition 
et de la soustraction il est aisé de déduire, quand a, b, n désignent 
des nombres naturels tels que l'on ait a > b > n, la formule 

a — b = (a ± n) — (6 ± n) 

où les signes se correspondent. Si l'on veut continuer à écrire cette 
formule dans le cas où b est égal à a, il faut regarder (a ± w) — (a ± w) 
comme étant égal à (a — a), et, par suite, tous les symboles (a — a) 
comme étant égaux entre eux, quel que soit a. +Cette définition satis

fait aux conditions imposées à toute définition de l'égalité.* Il est 
naturel de représenter tous ces symboles égaux (a — à) par un même 
signe; on choisit 0 pour ce signe 1 4 7), on convient de l'appeler encore 
nombre et on lui donne le nom de zéro. 

On a ainsi formé une classe B de nombres plus étendue que la 
classe A des nombres naturels. JDans cette classe B, zéro est regardé 
comme plus petit que tous les nombres naturels, qui sont regardés 
comme plus grands que lui* 

Si, dans le cas où b est égal à c, on veut continuer à écrire la 
formule 

a -f- (b — c) = a + b — c, 

146) E. Schroder [Lehrb. ") 1, p . 217/21] généralise cette règle. Quelle que 

soit l'opération envisagée, il propose de laisser les parenthèses de côté dans 

deux cas: 1° lorsqu'ayant à effectuer deux opérations de même rang (n°29), 
l'opération indiquée en premier lieu doit être effectuée la première; 2°) lors

qu'ayant à effectuer deux opérations de rangs distincts (i^>»>, c'est celle de 

rang (t qui doit être effectuée la première. „Cette règle semble adoptée par la 

plupart des auteurs allemands; on verra plus loin (note 166 et n° 26) que si elle est 

d'accord avec nos usages pour l'addition et la multiplication, elle ne l'est pas 

pour les autres opérations.* 

147) Le zéro apparaît au 17 e siècle comme signe d'une différence entre 

deux nombres quelconques égaux. tA. Girard [Inv. 8 ' ) , sign. D i recto] envisage 

nettement zéro comme un nombre; avant lui, on envisageait comme impossible 

une équation qui n'aurait admis que la racine zéro. Dès le septième siècle, les 

Hindous ont, il est vrai, essayé de multiplier et de diviser par zéro.* 

Encyclop. des acieno. mathémat. I I . 3 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



148) »Dans son Isagoge 1 ! 4 ) , [fol. 5 ; éd. F. Schooten, p. 5 ; trad. F. Ritter, p . 234] 
F. Viète parle de l'opposition „affirmata, negata"; son élève J. de Beaugrand 

parle de racines positives et négatives dans son 3 e factum anonyme contre la Géo

métrie de B. Descartes [Bull. se. math. (2) 15 (1891), p . 283; P. Tannery, La 

correspondance de Descartes dans les inédits du fonds Libri, Paris 1893, p . 45]; 
T. Harriot dit positivus et privativus en 1632 [cf. J. Wallis, De algebra tractatus, 

il faut définir la somme a + (b — b), ou a + 0, comme étant égale à 
a + b — b, ou a. Si l'on veut que la loi de commutation continue 
de s'appliquer, il faut définir la somme (b — b) 4- a ouO + o comme 
étant égale à a. Dans ces formules a est un nombre naturel; en 
vertu du principe de permanence, on continue à les écrire quand a 
est zéro. Si l'on veut enfin continuer d'écrire la formule qui définit 
la soustraction, il faut écrire a — 0 = a, a désignant soit un nombre 
naturel, soit zéro. 

17. Nombres négatifs. Le principe de permanence permet aussi 
d'introduire les nombres négatifs. Désignons, à cet effet, tout d'abord 
par A la classe formée des seuls nombres 0, 1, 2, 3 , . . . ; n'employons, 
pour le moment, les lettres a, b, . . . que pour signifier de tels nom
bres; supposons établies les propriétés de l'addition et de la sous
traction pour ces nombres et reprenons pour les signes -f-, —, la 
signification relative à ces opérations. Le symbole a — b n'a de sens 
que si a est supérieur ou égal à b. Que a soit supérieur, égal ou 
inférieur à 6, on convient d'appeler nombre l'écriture a — 6 formée en 
réalité au moyen de deux nombres constitutifs a, b, qui d'ailleurs ne 
jouent pas le même rôle. Sur ces nombres de nouvelle espèce, toutes 

les définitions doivent être reprises. 

»On va d'abord étendre la notion d'égalité. Lorsque les deux 
symboles a — b, a—b' ont un sens, il est bien aisé de tirer des 
propositions concernant l'addition et la soustraction que l'égalité 
a + b' = a' + b est la condition nécessaire et suffisante pour que ces 
deux symboles représentent le même nombre. Il est naturel de 
définir dans tous les cas, par cette condition, l'égalité des symboles 
a — b, a — b', en remarquant que cette définition satisfait aux con
ditions imposées à toute définition de l'égalité. Il résulte de là que 
si (a, a étant respectivement plus petits que b, b') b — a et b'— a 
sont égaux au même nombre c, les deux nouveaux nombres a — b, 
a' — V sont égaux; ils sont égaux à 0 — c* Au lieu de 0 — c on 
convient d'écrire — c et c'est sous cette forme abrégée que peuvent 
être représentés les nouveaux nombres que l'on appelle nombres né
gatifs 1 4 8 ) . De même au lieu de 0 + c, ou de c, on écrit -f- c. Par 
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opposition aux nombres négatifs, on désigne sous le nom de nombres 
positifs les nombres tels que c ou + c. On forme avec tous les 
nombres positifs et négatifs et le nombre 0, une classe B dont les 
éléments sont dits nombres entiers1**). 

„La somme de deux nombres a — b, a — V, est le nombre a" — b" 
dont les nombres constitutifs sont a" = a + a, b" =b + b'. Cette 
définition doit, pour être légitime160), être immédiatement complétée 

Opera 2, Oxford 1693, p . 139], mais J. Wallis lui-même préfère dire affirmatus et 

negatims. De même Gilles Personier dit Robervàl [Mém. Acad. se. Paris 1666/99, 
6, éd. 1730, p . 94] qui emploie d'ailleurs positivus dans notre sens de réel. 

11. Descartes n'a jamais employé les termes positif et négatif ; pour nombre 

négatif il dit encore „nombre faux" [Géométrie , 4 4 ) , livre 3; Œuvres 6, p . 445 et 

suiv.]; quand il parle de nombres faux, il n'énonce que leur valeur absolue 

[Œuvres l 4 4 ) 6, p . 473, Note de P. Tannery] et les envisage comme s'ils 

croissaient avec leur valeur absolue [Œuvres 1 4 4 ) 6, p . 450].* 

149) Si, dans une construction logique de l'Arithmétique, l'introduction des 

nombres négatifs doit, peut être, précéder celle des nombres fractionnaires ,[au 

sujet de l'ordre dans lequel il convient de traiter les 4 opérations fontamentales, 

voir A. Capelli, Eendic. Accad. Napoli (3) G (1900), p . 138]*, il est certain que, 

historiquement, les nombres négatifs ont été employés beaucoup plus tard que 

les fractions. Les arithméticiens grecs calculaient seulement avec des différences 

où le terme passif est plus grand que le terme actif. ^Toutefois Diophante ne 

se préoccupe paB d'établir ce caractère, et, d'autre part, il connaît la règle des 

signes tant pour la multiplication que pour le passage d'un terme d'un membre 

dans un autre [Opera " ' ) 1, p . 12/15].* On trouve ensuite chez les Hindous des 

traces de calcul avec des nombres négatifs; tBrahmagupta (7° siècle) dit déjà 

„dette retranchée de zéro devient un bien, et bien devient une dette.. . ; si on doit 

retrancher un bien d'une dette, ou une dette d'un bien, on en fait la somme." 

[Cf. L. Rodet, J. asiatique (7) 11 (1878), p . 25] ; * de même Bhâskara Acârya (12 e siècle) 

qui distingue aussi la valeur positive et la valeur négative d'une racine carrée 

[Vîjaganita (Algèbre) chap. 1, sect. H, n° 3 ; éd. H. T. Colebroóke, Alg. l l e ) , p . 135]; un 

point placé sur un nombre le transforme en son symétrique. Les Arabes n'allè

rent guère'plus loin. „Au 15° siècle, N. Chuquet interprète des nombres négatifs 

[Triparty 8 ' ) , fol. 84", 151", 157", 159"; Bull. bibl. 13 (1880), p . 738; 14 (1881), 
p. 419, 424, 427], mais il reste assez longtemps sans être imité.* M. Stifél nomme 

les nombres négatifs „numeri absurdi" par opposition aux „numeri veri", „mais 

il les dit plus petits que zéro [Arith. l s 6 ) , fol. 48», 248*, 249 b]. S. Stevin , 6 ) fait 

usage de solutions négatives d'équations numériques. A. Girard, par ses décou

vertes sur les éléments de la théorie des équations, leur donne droit de cité 

au même titre qu'aux nombres naturels; il dit déjà [ Inv . 8 7 ) , sign. F s verso] „la solu

tion par — s'explique en Géométrie en rétrogradant et le — recule là où le -\-

avance". Les calculs effectués systématiquement sur les nombres négatifs sont 

postérieurs à B. Descartes.* 

150) „Voir les critiques de G. Peano sur ce mode de définition, dans son 

mémoire „Les définitions mathématiques" [Bibl. congrès intern. philos. Paris 

1900, 3, éd. 1901, p. 286]. Ces critiques se rapportent à la théorie des fractions, 

mais leur portée est la même ici.* 
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151) .Dans la langue algébrique, les unités sont des substantifs, les signes 

+ et — des adjectifs [A. Q.Buée, Philos. Trans. London 96 (1806) , p . 27 [1805] ] .* 

152) . J . B. J. Delambre avait déjà signalé l'importance qu'il y a à ne pas 

confondre ces deux significations des signes - ( - e t — [Rapport sur les progrès 

des se. math. Paris 1 8 1 0 , p . 4 4 ] . Ch. Méray et Ch. Biquier [Nouv. Ann. math. 

(3) 9 (1890), p. 5 0 ; voir aussi Ch. Méray, Leçons nouvelles sur l'Analyse infinité

simale 1 (1894) , p. 1 1 ] et H. Padé [Premières leçons d'Algèbre élém. Paris 1892 , 

p . 5 et suiv.] qui évitent la confusion possible par l 'emploi d'autres signes. 

A. Padoa insiste sur les inconvénients de la double signification des signes 

-f- et — ; Bes mémoires [Bibl. congrès intern. philos. Paris 1900 , 3 , éd. 1 9 0 1 , 

p . 3 6 4 ; C. R. du 2 e congrès intern. math. Paris 1 9 0 0 , éd. 1 9 0 1 , p . 2 5 0 ] con

tiennent une exposition logique de la théorie des opérations sur les nombres 

entiers positifs et négatifs. Cette exposition, conçue dans le sens des idées de 

6?. Peano, repose sur l'introduction de 3 symboles non définis [entier, successif de, 

symétrique dé] et sur 7 postulats: 1°) si a est un entier quelconque: le successif 

de a est un entier; 2°) le symétrique de a est un entier; 3°) le symétrique du 

symétrique de a est a; 4°) le symétrique du successif du symétrique du successsif 

d e a est a; 5°) il y a un entier x tel que le symétrique de x soit x; 6°) il n'y 

a pas d'entiers x et y différents entre eux, tels que le symétrique de x soit x, 

et que le symétrique de y soit y; 7°) si une classe A vérifie les 3 conditions: 

il y a un entier qui appartient à la classe A ; toutes les fois qu'un entier x 

appartient à la classe A , le successif de x appartient aussi à la classe A ; toutes 

les fois que x est un entier tel que le successif de x appartienne à la classe A , 
x ^appartient aussi à la classe A ; alors tout entier appartient à la classe A . 
Ces postulats sont compatibles et irréductibles.* 

par la remarque que si, dans une somme, on remplace les termes par 
des termes égaux, on obtient une somme égale: l'addition reste uni-
voque et, comme on le voit de suite, commutative et associative.* 

D'après ces conventions, en désignant par c la différence entre le 
plus grand et le plus petit des deux nombres a, b, tout nombre a — b 
pourra s'écrire -f- c ou — c, suivant que a est plus grand ou plus 
petit que b. Dans les deux cas c est la valeur absolue de a — b. 
Deux nombres + c et — c sont dits égaux et de signes contraires, ou 
mieux symétriques. Le symétrique de 0 est 0; + 0 et — 0 ont le 
même sens que 0. 

Pour bien mettre en évidence l'opposition entre la valeur absolue 
des nombres entiers et ces nombres entiers eux-mêmes, on dit de ces 
derniers qu'ils sont relatifs (ou encore qualifiés). 

.Les signes + , —, ont été d'abord regardés comme des signes 
d'opération; ils sont maintenant considérés comme attachés161) à la 
valeur absolue des nombres envisagés1 5 2). Ainsi, d'après ce qui pré
cède, a — 6 peut être, dans tous les cas, regardé comme la somme 
de a et de — bf il suit de là que si l'on a une expression telle que 
a — b + c — d, on pourra l'envisager comme la somme obtenue en 
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ajoutant à a le nombre négatif — b, au résultat le nombre positif c, 
et au nouveau résultat le nombre négatif — d. Une telle expression 
s'appelle somme algébrique et les termes en sont a, — b, c, — d. Dans 
une somme algébrique, on peut intervertir l'ordre des termes. 

Jusqu'ici les lettres n'ont représenté que des nombres naturels 
ou zéro. Il convient de pouvoir représenter par une lettre (sans 
signe) un nombre entier relatif quelconque 1 6 3). Si a représente un 
tel nombre, on convient de représenter par -f- a le même nombre qu^»»^ 
a et cette convention est conforme à ce que l'on a dit plus haut 
dans le cas où a est un nombre naturel. Au contraire — a repré
sente le nombre symétrique du nombre a. La valeur absolue de a 
se représente164) par | a |. „Les signes + et — qui figurent dans les 
symboles -f- a et — a sont les signes apparents des nombres + a et 

— a; ce sont aussi les signes vrais si a est un nombre naturel ou un 
nombre positif; au contraire, si a est négatif, les nombres -f a et 
— a sont respectivement négatif et positif et leurs signes vrais sont 
respectivement — et +.* 

,Pour représenter la somme de plusieurs nombres entiers relatifs 
donnés dans un ordre déterminé, on écrit les symboles des nombres 
dont on veut faire la somme, en ayant soin de mettre le signe + 
devant ceux de ces symboles qui n'auraient pas de signe apparent; 
toutefois l'habitude est de supprimer le signe apparent du premier 
symbole quand ce signe est -f-. Ainsi a — b + c veut dire la somme 
obtenue en ajoutant au nombre a ou + a le nombre — b, puis le 
nombre + c au résultat. Dans le cas où a, b, c désignent des nom
bres absolus et où les opérations dans l'ordre indiqué sont possibles, 
ce même symbole désigne aussi, comme on l'a vu, le résultat d'une 
suite d'opérations à faire sur ces nombres absolus; mais la confusion 
n'est pas à craindre parce que le résultat est le même, du moment que 
l'on confond les nombres absolus et les nombres positifs. Ainsi dans 
l'expression a + b, si l'on attache le signe + au symbole b, on a 
affaire à la somme de -f- a et de + b; si l'on envisage le signe + 
comme un signe d'addition, on a affaire à la somme de a et de b. 

La théorie de l'addition des nombres entiers relatifs permet ainsi 
de rendre au signe + son sens de signe d'opération. La théorie de 

163) „Cette convention est d'un usage courant depuis I. Newton; B. Descartes 

désigne encore isolément les nombres négatifs; il expose seulement ses formules 

avec des points au lieu de signes, et il explique tout au long s'il faut mettre 

-f- ou — lorsqu'on substitue un nombre à son symétrique 1 4 8 ) . * 

154) Les leçons de K. Weierstrass ont vulgarisé cette notation [Werlce 1, 

Berlin 1894, p. 67 [1841]]. 
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la soustraction des nombres entiers relatifs va de même permettre de 
rendre au signe — son sens de signe d'opération. Au moment où 
nous sommes, a — b veut dire la somme de a et de — b* 

»Si a et b sont deux nombres entiers relatifs, leur différence est, 
par définition, un nombre x tel que l'on ait a = b + x; en ajoutant 
— b aux deux membres de cette équation, on reconnaît que x ne 
peut être que a — b, puis on voit que a — b vérifie effectivement 
l'équation a = b + X. La soustraction des nombres entiers relatifs est 
toujours possible et elle est univoque. Pour retrancher d'un nombre 
b un nombre a, on ajoute à & le symétrique de a. Le symétrique 
d'une somme algébrique s'obtient en ajoutant les symétriques de tous 
les termes de cette somme. Conformément aux conventions adoptées 
pour la signification de -f- a, — a, le symbole formé au moyen de 
parenthèses qui enclosent un nombre et dont la première est précédée 
du signe - j - , ou du signe —, signifie le nombre placé entre paren
thèses, ou son symétrique.* Dans une somme algébrique où figurent 
des termes entre parenthèses, on peut supprimer celles qui sont pré
cédées du signe + et, à condition de changer les signes des nombres 
qu'elles enclosent, celles qui sont précédées du signe —. On a ainsi 
les règles relatives à l'addition et à la soustraction des sommes algé
briques. 

Un nombre entier relatif a est dit plus grand que le nombre 
entier relatif b, si la différence a — b est positive. Cette définition 
satisfait aux conditions imposées à la définition de l'inégalité, et en
traîne les conclusions relatives à l'addition ou à la soustraction des 
inégalités155). 

»On peut aussi introduire les nombres entiers relatifs abstraits au 
moyen de nombres relatifs concrets en cherchant à distinguer des 
quantités comme le doit et l'avoir, ou des intervalles de temps égaux 
comptés à partir d'une origine dans deux sens opposés. On place, à 
cet effet, devant le nombre qui mesure la quantité envisagée, un signe 
différent, par exemple + ou —, suivant que cette quantité est d'une 
espèce ou de l'autre. Un nombre est dit positif ou négatif suivant 
qu'il est précédé du signe + ou du signe —; la valeur absolue d'un 
nombre est le nombre naturel obtenu en laissant de côté le signe qui 
précède ce nombre. Deux nombres sont égaux lorsque leurs valeurs 
absolues sont égales et qu'ils sont précédés du même signe. A ce 

155) »La distinction entre les inégalités entre nombres absolus et les in

égalités entre nombres relatifs se trouve d'abord dans A. L. Cauchy [Cours d'Analyse 

de l 'Ecole polyt. 1, Analyse algébrique, Paria 1821, p . 4 3 8 ; Œuvres (2) 3, Paris 

1897, p . 3 6 0 ] . * . 
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point de vue, la somme de deux nombres relatifs est, par définition, 
un nombre relatif dont la valeur absolue est la somme des valeurs 
absolues de ces nombres si ces nombres sont de même signe, la diffé
rence entre la plus grande et la plus petite de ces valeurs absolues 
si les signes sont différents, 0 si les nombres a, b sont symétriques. 
Dans le premier cas, le signe de la somme est le signe commun à 
a, b; dans le second, il est celui des deux nombres a, b qui a la plus 
grande valeur absolue. Si l'un des deux nombres a, b est 0, leur 
somme est égale à l'autre nombre. L'opération ainsi définie est évi
demment commutative; on démontre qu'elle est associative comme 
l'addition des nombres absolus. La convenance des définitions adoptées 
se justifie immédiatement par l'application aux grandeurs concrètes. 
Ces définitions se rattacbent d'ailleurs très aisément à la suite natu
relle: seulement au lieu de considérer cette suite comme commençant 
au nombre 1, ou + 1, et se poursuivant indéfiniment par valeurs 
croissantes, on regardera cette suite comme indéfinie dans les deux 
sens, + 1 étant précédé du nombre 0, celui-ci étant précédé du nombre 
— 1, celui-ci du nombre — 2 , . . . Les démonstrations relatives à la 
commutativité ou à l'associativité s'étendent alors sans peine.* 

Opérations de rang deux. 

18. Multiplication. Supposons d'abord qu'il s'agisse de nombres 
naturels. Une addition dans laquelle tous les nombres à ajouter sont 
égaux prend le nom de multiplication; l'un quelconque de ces nombres 
égaux s'appelle multiplicande, le nombre de fois qu'il figure dans cette 
somme s'appelle multiplicateur15s) ; la somme elle-même, résultat de 
l'opération, s'appelle produit (du multiplicande, nombre passif, par le 
multiplicateur, nombre actif). Le multiplicateur et le multiplicande 
sont les deux facteurs du produit. Lorsque le multiplicateur est 1, 
le produit est égal au multiplicande167). 

156) tA. Girard [Inv. * ' ) , sign. Aj verso] appelait efficient le multiplicande et 

coefficient le multiplicateur. F. Viète avait déjà introduit le mot coefficient [De 

numerosa potestatum ad exegesim resolutione, Paris 1600, p . 7 (cet ouvrage a dû 

exister dès 1591); Opéra, éd. F. Séhooten l s 4 ) , p . 173].* 

157) tG. Cantor [Math. Ann. 46 (1895), p . 485; trad. F. Marotte, Mém. Soc. 

se. phys. nat. Bordeaux (5) 3 (1899), p . 348] adopte une définition de la multi

plication fondée sur la notion de nombre cardinal et indépendante de l'addition. 

La réunion d'une unité [ou élément] de a et d'une unité de b constitue un couple; 

le nombre de couples que l 'on peut former en prenant une unité de a et une 

unité de 6 est le produit de a par 6. De cette définition résultent facilement 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



les propriétés fondamentales de la multiplication. [Voir aussi A. Capelli, Rendic. 

Accad. Napoli (3) 6 (1900), p . 138].* 

158) „Le signe x doit sa disposition actuelle à G. Oughtred [Arithmeticae 

in numeris . . . quasi clavis est, Londres 1631, p . 7 ] ; on le rencontre déjà entre 

les facteurs d'un produit placés l'un sur l'autre dans les Commentaires d'Oswald 

Schreshensuchs [Claudii Ptolemaei . . . annotationes, Bâle 1551]. G. LePaige [Ann. 

Soc. scient. Bruxelles 16 8 (1891/2), p . 80] conjecture que ce signe a pour origine, 

comme le signe — , des barres de direction servant à marquer l'opération. 

D'après Ch. Henry [Revue archéol. 38 (1879), p . 4] ce serait le chiffre romain X : 

dans l'abaque on multipliait par 10.* 

159) „L'usage consistant à écrire simplement les deux facteurs du produit, sans 

les séparer par aucun signe, est l'usage primitif; il correspond au langage parlé 

lorsqu'il y a une seule lettre avec un coefficient numérique, ce qui a été le cas 

jusqu'à F. Viète; on le trouve dans Ahmès M ) comme chez Diophante, chez les 

Hindous et chez les Arabes. 

Dans les mss. du moyen-âge, certaines écoles de copistes prirent l'habitude 

de mettre un point après tout nombre, et cet usage, passé de bonne heure dans 

l'imprimerie, a déterminé l 'adoption du point comme signe de multiplication; 

cette adoption est plutôt fâcheuse puisque le point indique en général que la 

phrase est terminée. 

Pour le produit de deux lettres A , B , F. Viète écrivait A in B ; tout comme 

pour le produit de deux nombres les GrecB séparaient ces deux nombres par la 

préposition iiti. S. Stevin16) employait le symbole M ; A. Girard [Inv. " ) , sign. B t 

verso] et T.Harriot [Artis anal. l î s ) , p . 7] ont précédé B.. Descartes pour la simple 

juxtaposition.* 

160) *Le mot distributif a été employé pour la première fois par F. J. Ser

vais [Ann. math, pures appl. 5 (1814/5), p. 98].* 

Si l'on veut classer les opérations, la multiplication peut être 
regardée comme une opération du second rang, tandis que l'addition et 
l'opération inverse, la soustraction, sont regardées comme des opéra
tions du premier rang. 

On représente un produit en écrivant d'abord le multiplicande, 
puis le multiplicateur, et en les séparant par un point ·, ou par le 
signe X , 1 5 8 ) ou encore sans aucun signe 1 5 9); il est nécessaire de mettre 
un signe quand les deux nombres sont écrits en enifires. Ainsi les 

symboles a · b, a X 6, ah représentent chacun la somme a-\-a-\ 1- a 

de b nombres égaux à a; les symboles 23-12, 2 3 x 1 2 représentent 
chacun la somme de 12 nombres égaux à 23. 

Cette définition suppose essentiellement que b soit un nombre 
naturel, mais elle a un sens quel que soit a, pourvu que l'addition 
soit définie, et c'est ce sens qui sera adopté pour définir le produit 
d'un nombre quelconque par le nombre naturel b. 

Les propriétés de l'addition entraînent les propriétés de distribu

tion1*0) qu'expriment les égalités 
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Vorwort. 

Der wichtigste Zweig der mathematischen Wissenschaft ist ohne 
Zweifel der, welcher die Möglichkeit ausnutzt, die Zahlen beliebig zu
nehmen oder abnehmen zu lassen und mit Bezug auf die zwischen 
ihnen stattfindenden Relationen ein System analytischer Verfahrungs-
weisen aufbaut, die für die Erforschung der geometrischen, sowie der 
mannigfachsten Naturerscheinungen so nutzbringend sind. Es ist das 
die sogenannte Infinitesimalrechnung. Sie soll in diesem Buche, 
welches zunächst für meine Schüler bestimmt war, in elementarer 
Weise entwickelt werden auf der sicheren Grundlage der alge
braischen Analysis , deren Hauptlehren ich hier auseinandersetze. 
Ich nehme dabei auch Rücksicht auf den (parallellaufenden) Kursus 
der analytischen Geometrie. Über die Prinzipien, auf die ich bei 
meinem Unterricht nicht so viel Gewicht lege wie auf die Anwen
dungen, kann sich der Leser, der es wünscht, in ausgezeichneten 
Werken, wie denen von Lipschi tz , Dini , Hermite, Weber , Stolz, 
Genocchi , Peano, Tannery, Jordan, d 'Arcais, Arzelä usw. 
eingehender unterrichten. Ich führe ihn hier schnell und sicher zu 
einer großen Ernte analytischer und geometrischer Tatsachen. 

Dem Herrn Verleger B. G. Teubner bin ich sehr dankbar für 
seine für mich sehr schmeichelhafte Aufforderung, die "Übersetzung 
meines Buches zu gestatten. Zugleich fühle ich die Verpflichtung, 
meinem verehrten Kollegen an der Universität Greifswald, Professor 
G. Kowalewski , öffentlich den lebhaftesten Dank auszusprechen für 
die bewundernswürdige Art, in der er diese Ubersetzung ausgeführt hat. 
Ich verspreche mir, daß seine und meine Bemühungen ihren Lohn in 
einer guten Aufnahme des Buches bei der mathematischen Jugend 
Deutschlands finden werden, für die allein das Buch bestimmt ist. 
Wir bieten es ihr dar als eine Sammlung von Übungsaufgaben im 
Rahmen einer (wenn auch nicht erschöpfenden) Darstellung der wich
tigsten Teile der algebraischen Analysis und der Infinitesimalrechnung. 

Universität Neapel. E. Cesäro. 
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fi^* Von E. Ce sarò erschien früher im gleichen Verlage: 

E R N E S T O C E S A R O 

OED. PROFES BOB DEB MATHEMATIK AN DEB KÖKIGL. TTHrVBRSITÀT ZtT NEAPEL 

VORLESUNGEN ÜBER NATÜRLICHE GEOMETRIE 
AUTORISIERTE DEUTSCHE AUSGABE VON 

DB. G E R H A R D K O W A L E W S K I 
PBIVATDOZEHT DBB XATHEBU.TIK AK DEB TOTXVEBBITÄ.T LEIPZIG 

MIT 18 Df DEN TEXT GEDBU CKTEN PIGTJSEN. 

[ V i n u. 3 4 1 S.] gr. 8. 1 9 0 1 . In Leinwand geb. n. JL 1 2 . — 
Die Tatsache, daß wir für geometria intrìnseca keinen, allgemein adoptierten 

deutschen Ausdruck besitzen, beweist zur Genüge, wie wenig man sich in Deutschland mit dieser 
Art von Geometrie beschäftigt. Das ist um so merkwürdiger, als gerade deutsche Gelehrte {im 
Anfang des 19. Jahrhunderts) die ersten Versuche auf diesem Gebiete gemacht haben, an dessen 
weiterer Bearbeitung dann englische, französische und italienische Mathematiker tätig gewesen sind. 

Es ist nicht leicht, kurz und zugleich erschöpfend die Methode der geometria in
trinseca oder (wie wir Übersetzt haben) der natürl ichen Geometrie zu charakterisieren. 
Sie benutzt die sog. natür l i chenKoordinaten (wie z.B. Bogenlänge und Krümmungsradius 
einer ebenen, Bogenlänge, Krümmunga- und Torsionsradius einer Kaumkurve), um sich unab
hängig zu machen von Elementen, die nichts mit der Natur des zu untersuchenden Gebildes zu 
tun haben. Die kartesischen Koordinaten können freilich nicht entbehrt werden. Wo sie aber 
auftreten, wird das Achsensystem immer so gewählt, daß es in einer gewissen natürlichen Be
ziehung zu dem betrachteten Gebilde steht. Hierher gehören dieb e wegl ichen Achsen syst e me, 
z. B. Tangente und Kormale einer ebenen Kurve, Tangente, Hauptnonn ale und Binormale einer 
Baumkurve, wo der Anfangspunkt des Systems längs der Kurve fortrücken kann. Diese be
weglichen Achsensysteme, mit denen die natürliche Geometrie meisterhaft zu operieren weiß, 
bringen es mit sich, daß man oft durch einfache Differentiation geometrische Sätze erhält. Eine 
hervorragende Bolle spielen dabei die Differentialgleichungen, denen ein fester Punkt bezw. 
eine feste Richtung (bezogen auf das bewegliche Achsensystem) genügt. Auch die Behandlung 
der Flächen wird wesentlich erleichtert durch die Anwendung beweglicher AchsenBysteme. 

Das Buch von E. Cesàro, der sich durch eine ansehnliche Beine von Arbeiten um die 
Ausbildung der natürlichen Geometrie ausgezeichnete Verdienste erworben hat, ist wegen der 
Fülle von Anwendungen, die es bringt, besonders geeignet, dem Leser die Macht der Methode 
der natürlichen Geometrie zu zeigen und ihre Überlegenheit über die gewöhnlichen Methoden 
überall da, wo die Infinitesünalrechnung in Anwendung kommt. Möchte die deutsche Über
setzung dieses Buches, das bei seiner außerordentlichen Klarheit und Präzision zum Eindringen 
in dieses wichtige und bei uns noch so wenig bekannte Gebiet geradezu einladet, dahin wirken, 
daß die deutschen Mathematiker Geschmack an derartigen Untersuchungen finden und eich 
wieder einer Geometrie zuwenden, deren erste Anfänge Deutsche gegründet haben 1 

Die deutsche, vom Verfasser revidierte Ausgabe ist mit einem ausführlichen Sach
register versehen. 

B E S T E L L - Z E T T E L . 

Bei 

Buchhandlung in 

bestellt der Unterzeichnete hiermit das im Verlage von B. G. T e u b n e r 
in L e i p z i g soeben erschienene Werk [zur Ansicht] : 

Ernesto Cesáro, Elementares Lehrbuch der alge
braischen Analysis und der Infinitesimalrechnung. 
Mit zahlreichen Übungsbeispielen. Deutsch herausgegeben 
von Dr. GERHARD KOWALEWSKI. [IV u. 894 S.] gr. 8. 

1904. In Leinwand geb. n. JÍ. 15 .— 
Vor lesungen über natürl iche Geometrie. Auto

risierte deutsche Ausgabe von Dr. GERHARD KOWALEWSKI. 
[VIII u. 341 S.] gr. 8. 1901. In Leinw. geb. n. JÍ. 12 .— 

Ort, Wohnung: Unterschrift: 

Das nicht Gewünschte bitte gefl. durchzustreichen. 
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a(b -f c) = (ab) + (ac), (a + b)c — (ac) + (5c); 
en se conformant aux habitudes, on peut supprimer les parenthèses 
dans les seconds membres de ces deux égalités. Ces propriétés s'éten
dent immédiatement au cas où, soit le multiplicande, soit le multi
plicateur, est la somme de trois, quatre, . . . nombres. On déduit 
d'ailleurs aisément de ces mêmes propriétés distributives, que la multi
plication est commutative, en d'autres termes que l'on a ab = ha, et 
qu'elle est associative, c'est à dire que l'on a a (oc) = (ab)c. 

Le produit de trois nombres a, b, c, rangés dans un ordre dé
terminé, s'obtient en multipliant le produit des deux premiers par le 
troisième; il s'écrit a h - c , a x b x c , ou abc, ce qui est conforme à 
la règle de E . Schroder146). Le produit de quatre nombres s'obtient 
en multiphant le produit des trois premiers par le quatrième, etc. 
Les nombres que l'on multiplie ainsi sont les facteurs du produit. 
Dans un produit d'un nombre quelconque de facteurs, on peut inter
vertir l'ordre des facteurs, remplacer tels facteurs que l'on veut par 
leur produit effectué, ou inversement. 

D'après la définition générale, le produit de a par le nombre 
naturel b est égal à 0 quand a est nul. Pour conserver le caractère 
commutatif de l'opération, il convient de regarder le produit d'un 
nombre quelconque par 0 comme étant nul. Dès lors un produit où 
figure un facteur nul est nul: les propriétés fondamentales de la 
multiplication subsistent pour de tels produits. 

Si a, b désignent des nombres relatifs, leur produit sera un 
nombre relatif dont la valeur absolue est le produit des valeurs ab
solues de a, h et dont le signe (vrai) est +> on —, suivant que les 
deux nombres a, b ont tous deux le même signe (vrai) ou des signes 
différents. Il résulte de là et des règles précédentes que l'on a (règle 

des signes) 

(+ a) (+ b) - + (al) ; (+ a) ( - b ) = - (ah); 

(- a) (+ b) = - (ah) ; (- a) ( - b ) = + (ab). 

Dans les expressions + (ab), — (ab), on supprime habituellement les 

parenthèses et l'on écrit + ab ou ab, et — ab. 
Ces définitions peuvent être rattachées au principe de perma

nence181), en remarquant d'abord que les nombres positifs devant être 
confondus avec leurs valeurs absolues, la définition du produit d'un 

161) »Au reste, la convenance de ces définitions apparaît sur les premières 
applications des nombres relatifs à la représentation d e grandeurs concrètes 
susceptibles d'être comptées dans deux sens opposés (relations entre l'espace, 
le temps et la vitesse danB le mouvement uniforme, etc.).* 
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nombre quelconque par un nombre positif, résulte de la définition 
générale. Les définitions relatives au produit par un nombre négatif 
sont ensuite nécessitées par cela même que l'on veut conserver le 
caractère commutatif de l'opération. Le caractère associatif sub
siste aussi. 

La formule de distributivité a(b + c) = ab + ac, qu'il suffit de 
considérer sous cette forme, en raison de la commutativité, s'applique, 
en vertu des définitions précédentes, que les nombres a, b, c soient 
absolus, nuls 1 6 2) ou relatifs. Elle implique la formule 

a(b — c) = ab — ac. 

Ces formules, en tenant compte de la commutativité, et lues de 
gauche à droite ou de droite à gauche, contiennent les règles pour 
multiplier un nombre par une somme ou une différence, une somme 
ou une différence par un nombre, ou pour mettre un nombre en 
facteur dans une somme ou une différence de produits où ce nombre 
figure comme facteur. 

Pour multiplier une somme algébrique par une somme algébri
que, on multiplie chaque terme de la première somme par chaque 
terme de la seconde somme et on ajoute les produits partiels. Le 
signe ( + ou —) de chaque terme du multiplicande doit être regardé 
comme attaché à ce terme, et pour chaque produit partiel on observe 
la règle des signes. Lorsqu'on effectue un produit dans lequel un 
des facteurs est une somme mise entre parenthèses, on dit que l'on 
ouvre la parenthèse; l'opération contraire est la mise entre parenthèses. 

De ces règles résultent facilement celles qui concernent la con
clusion à tirer des inégalités, par multiplication. 

On appelle multiples d'un nombre a, tous les nombres que l'on 
obtient en multipliant a par un nombre naturel. 

La multiplication (opération directe) n'introduit pas de nouvelle 
espèce de nombres. 

.On appelle progression géométrique163) toute suite de nombres de 
la forme 

162) .S i l'on supprimait ici le mot „nul" il faudrait ajouter à la ligne 

suivante: „et elle implique la formule a ( — c ) = — o c " . * 

163) ^Euclide [Elementa 4 4 ) , livre 9, prop. 35; Opéra 2, p . 406] apprend à 

former la somme des termes d'une progression géométrique; mais on pourrait 

faire remonter l'origine de ces progressions aux Egyptiens [cf. Ahmès 6 1 ) , trad. 

A. Eisenlohr 1, p . 202/4; planche X X , n° 79]. N. Chuquet appelle les pro

gressions géométriques „nombres constituez par ordonnance continue en toutes 

proporcions multiplex"; il donne [Triparty 8 7 ) , fol. 25b; Bull. bibl. 13, p . 628] une 

règle qu'on peut traduire par la formule s(q — 1) = lq — o; déjà Prosdocimo di 
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19. Division. 43 

a, aq, aq*, . . ., aq"-1; 

a est le premier terme, q la raison de la progression. Si l'on désigne 

par sa la somme des termes de la progression, on a 

( l - 2 K = a ( l - < f ) , 
et cette formule permet d'évaluer sn, sauf dans le cas où 2 = 1 , cas 
auquel on voit directement que l'on a 

sn = na* 

19. Division. JLe mot division a deux sens très distincts. Dans 
le premier, étant donnés deux nombres a (dividende, nombre passif) 
et 6 (diviseur, nombre actif), la division a pour but de mettre a sous 
la forme bq-\- r, r étant un des nombres 0, 1, 2 , . . . , b — 1, in
férieurs à 6. On suppose, dans cette définition, que le nombre b est 
un nombre naturel (zéro exclu); a peut être un nombre naturel ou 
un nombre relatif. Le problème comporte deux inconnues q, r dont la 
première s'appelle quotient, la seconde reste; il admet toujours une 
solution et une seule. Lorsque le dividende est un nombre naturel, 
le quotient indique combien de fois le diviseur est contenu dans le 
dividende, combien de fois il peut être retranché du dividende, d'où 
son nom (guoties). Le reste r indique alors le résultat de cette 
soustraction. On peut dire encore que bq est le plus grand multiple 
de b contenu dans a (inférieur ou égal à a). Lorsque r est nul, c'est 
que a est un multiple de b; on dit aussi que la division se fait 
exactement et que a est (exactement) divisible par b, ou encore que b 

est un diviseur (exact) de a. La considération du reste joue un rôle 
fondamental dans la Théorie des nombres. 

Deux nombres a, a', qui, pour le même diviseur ou module b, 
donnent le même reste, sont dits congrus suivant le module b, ou 
modulo b, et l'on écrit, d'après C. F. Gauss, 

a = a (mod. b). 

La définition de la congruence satisfait aux conditions imposées à 
toute définition de l'égalité, et en remplaçant, dans une somme, une 
différence, un produit, les nombres par des nombres congrus suivant 
un module déterminé, on ne change pas les restes des résultats pris 
suivant le même module. Cette notion se généralise en remplaçant 

Beldomandi [Algorismus de integris, (écrit vers 1410), imp. Padoue 1483J avait 
donné une règle qu'on peut traduire par la formule 

v — 1 

ag + « 2 s - | h o 3 = « 2 + g _ i 
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le module par un système de modules: deux nombres a, a' sont con
grus suivant un système de modules blf b 3 ) . . . , bn, ou modulis \ , 

^2> • • ·> K> s i l e u r différence est une somme de multiples des nombres 
b1} bit . . ., &„; on écrit alors 

a = a' (modd. b1} b3,..., 6 n). 

On peut aussi se proposer de mettre a sous la forme bq1 — ru 

rx étant un des nombres 0, 1, 2 , . . . , b — 1. Celui des deux nombres 
r et — rx dont la valeur absolue est la plus petite, prend le nom de-
reste minimém). 

J.L. Lagrange appelait division en dedans165) celle où le reste minime 
est positif, et division en dehors celle où ce reste est négatif, parce-
que dans la division en dedans le produit du quotient par le diviseur 
tombe en dedans du dividende, tandis que dans la division en dehors 
il tombe en dehors.* 

On peut aussi envisager la division comme opération inverse de 
la multiplication. On dit alors qu'elle a pour but de trouver un 
nombre q qui multiplié par 6 donne a. Le dividende a et le divi
seur b peuvent être des nombres naturels ou des nombres relatifs, si 
ce n'est que le cas 6 = 0 est exclu. Dans ce cas exclu le problème 
serait impossible à moins que a ne fût nul; dans le cas où l'on 
aurait a = 0, 6 = 0, tout nombre q vérifierait l'égalité a = bq, et ce 
cas doit être exclu si l'on veut que l'opération soit univoque (n° 10). 
L'opération, dans le cas général, n'est possible (n° 1 1 ) que si a est 
un multiple de b; on en représente le résultat q, qui conserve le 

nom de quotient, par le symbole et quelquefois a : b ou ajb. Ces 

symboles 1 6 6), pour le moment, n'ont de sens que si a est un multiple 
de b; dans ce cas l'opération est univoque et, d'après la définition de 
la multiplication, le signe (vrai) du quotient est + si les deux nombres 

1 6 4 ) »Les mots français maxime, minime seront employés dans toute 

l'édition française de l 'Encyclopédie, plutôt que les mots latins maximum, 

minimum.* 

1 6 5 ) T J . Ec. polyt., cah. 5, an VI, p . 9 4 ; Œuvres 7, Paris 1 8 7 7 , p . 2 9 2 . * 

1 6 6 ) + L e signe : pour indiquer la division est inutile et mieux vaudrait le 

réserver à dénoter les rapports. L'écriture a :hc prête à ambiguïté. Contraire

ment à la convention de E. Schroder 1 4 6 ) , on entendrait plutôt en France par a:bc 

non pas (a : 6)c mais a : (bc). 

Le signe : a été employé par G. W. Leibniz pour désigner la division [Acta 

Erud. Lps. 1 6 8 4 , p . 4 7 0 ; Werke ' ) , Math. Schr. 5 , p . 2 2 3 ] ; J. H. Sahn avait déjà 

employé, pour le même objet, le signe ~ [Teutsche Algebra, Zurich 1 6 5 9 , p. 8J. 

4u 1 8 ° siècle on rencontre le signe Q pour „diviser par" [cf. J. E. Gallimard, 

La se. du c a l c u l 8 7 ) 1, p. 3 ; 2 , p . 2 ] * . 
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20. Combinaison de la division avec l'addition, 45 

a, b ont le m ê m e signe (vrai), — dans le cas contraire. Si a est nul, 
le quotient est nul. 

Dans ce qui suit, à moins qu'on n'avertisse du contraire, le mot 
division est pris dans ce second sens, et il est entendu, une fois pour 
toutes, que le diviseur ne sera jamais nul. 

La définition de la division donne l'égalité -^-6 = 0, quand b est 

différent de zéro; en particulier " = a. On ne change pas un nombre 

en le multipUant ou en le divisant par un autre nombre, pourvu que 
celui-ci ne soit pas nul. Les formules 

ab = c, a = 1 , 6 = — , 
' b ' a ' 

ont exactement le même sens, pourvu que o, b, c ne soient pas nuls. 
Si l'un des nombres a, b, c est une inconnue, cette inconnue peut 
ainsi être isolée. 

20. C o m b i n a i s o n d e l a d i v i s i o n a v e c l ' a d d i t i o n , la s o u s t r a c t i o n 

et la m u l t i p l i c a t i o n . La définition de la division conduit immédia
tement aux formules suivantes 

!*)(*- + » > - ( ± ) + ( ± ) . 2 o) ( ^ > _ ( J L ) _ / ± ) ; 3 · ) a (-*-)-
' m \m) ' \mj ' ' m \mj \mj ' J \c ) c ' 

' (bc) c ' 0 > (b\ U / ' 

0 > b (bm) ' > b 

(I) 
a \n I 

(!) 
On peut, sans craindre aucune ambiguïté, laisser dans les formules 
1°, 2°, 3°, 6°, 7°, les parenthèses de côté. .Quoique dans les formules 
4°, 5°, la place de la barre renseigne dans une certaine mesure sur 
l'ordre dans lequel on doit effectuer les opérations, la suppression de 
la parenthèse n'est pas à conseiller dans ces formules.* 

Dans toutes ces formules, on suppose que les symboles de la 
division ont un sens. Dans les formules 1°, 2°, 7°, le premier membre 
a un sens si toutes les divisions indiquées dans les seconds membres 
en ont un; pour les formules 3", 4°, c'est l'inverse; si l'un des membres 
de la formule 6° a un sens, il en est de même de l'autre. Quand 
les lettres désignent des nombres relatifs, les formules 1° et 2° sont 
contenues l'une dans l'autre. Ces formules 1° et 2°, équivalentes aux 
formules de distribution pour la multiplication, montrent comment on 
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divise une somme algébrique par un nombre, ou inversement, comment 
on change en un quotient unique une somme algébrique de quotients, 
pour lesquels le diviseur est le même. Si les diviseurs étaient diffé
rents, la formule 6° permettrait de remplacer les quotients par des 
quotients égaux comportant le même diviseur. La formule d'associa
tion pour la multiplication et les formules 3°, 4°, 5°, lues dans un 
sens ou un autre, montrent comment on multiplie un nombre par un 
produit ou un quotient et aussi comment on multiplie, ou on divise, 
un produit ou un quotient par un nombre. Les facteurs et les divi
seurs peuvent être employés dans un ordre quelconque; le résultat 
final n'est pas changé. 

On déduit aisément de ces formules, les règles concernant les 
conclusions à tirer des inégalités, par division. 

21. Nombres fractionnaires. Le principe de permanence permet 
aussi d'introduire les nombres fractionnaires. Partons de la classe A 
formée des nombres naturels et de zéro. Pour faciliter le langage 
nous dirons, dans ce numéro, que zéro est un multiple de tout nombre 
naturel. 

Le symbole * , où a désigne un nombre de la classe A, et b un 

nombre naturel, n'a de sens que si a est un multiple de b. Lorsque 

a n'est pas un multiple de b, on convient d'appeler encore nombre ce 

symbole -y formé en réalité de deux nombres constitutifs a, b qui, 

d'ailleurs, ne jouent pas. le même rôle. Ce nouveau nombre est dit16') 

167) „On a dit pendant bien longtemps nombre rompu pour fraction; ainsi 

Léonard de Pise dit nvmerus ruptus [Liber a b b a c i 1 3 6 ) , fol. 20b; éd. B. Boncom-

pagni 1, p . 47]; N. Chuguet dit nombres routz; il se sert des termes numérateur et 

dénominateur dans le même sens que nous [Triparty 8 ' ) , fol. 10% 12b; Bull. bibl. 13, 
p. 604, 607]; pour A. Girard le numérateur s'appelle aussi note supérieure, le 

dénominateur ou (d'après S. Stevin76) Arith., fol. 7*) le nominateur, s'appelle aussi 

note inférieure, et l'ensemble des deux notes avec la ligne de séparation s'appelle 

fraction ou rompu [Inv. 8 7 ) , sign. A , verso, A 4 recto].* 

^Diophante traite absolument les fractions abstraites comme de véritables 

nombres [cf. Opéra 1 1 7 ) ] ; à cet égard il est isolé dans l'antiquité; ainsi C. Ptolémée, 

pour une expression en degrés et minutes d'arc, dira nn\iv.àxr\<; (quantité). Les 

géomètres classiques traitent les fractions comme dénominations de rapports 

(d'un nombre moindre à un nombre plus grand). Si de deux nombres et et b, 

le plus petit a divise exactement le plus grand b = ma, celui-ci est dit multiple 

de a et a est dit péçoç ('partie aliquote, quantième — \ de b. Si o < b et ne 

divise pas b, a est dit (au pluriel) /lipij (fraction ordinaire, partie aliquante) de b 

[cf. Euclide, E lemen ta 4 4 ) , livre 7, déf. 3/5; Opera 2, p . 184] (Note ms. de 

P. Tannery).* 
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nombre fractionnaire ou fraction; les nombres constitutifs a, b sont 

dits le premier „le numérateur", le second „le dénominateur" de la 

fraction ™ · Le trait horizontal168) qui sépare le numérateur du 

dénominateur s'énonce „sur". La classe B du n° 11 est formée des 
nombres de la classe A et des nombres fractionnaires. Nous dirons 
de chacun des nombres de cette classe B qu'il est un nombre rationnel 
absolu (sans signe). 

On étend d'abord la notion d'égalité aux nombres de la classe B. 
Il est bien aisé de voir que quand a est multiple de b, et a! de b', 
l'égalité ab' = a'b est la condition nécessaire et suffisante pour que 

les deux symboles , ^- représentent le même nombre. Il est naturel 

de définir par cette condition l'égalité des nouveaux nombres * , ̂ , 

en remarquant que cette définition satisfait aux conditions imposées à 
toute définition de l'égalité. On convient, en outre, de confondre avec 
leur numérateur les fractions dont le dénominateur est égal à 1; dès 

lors, si dans la fraction le numérateur est un multiple du déno
minateur, on devra regarder cette fraction comme égale au quotient 
(à zéro quand a est nul). Dans ces conditions les formules 1° à 7° 
du n° 20 subsistent; en particulier on obtient la règle pour la réduc
tion au même dénominateur et la règle pour la simplification des 
fractions qui consiste à supprimer tous les facteurs communs aux 
deux termes. La fraction est irréductible quand il n'y a plus de divi
seur commun (autre que 1). Toute fraction a ses termes équimul-
tiples de la fraction irréductible (unique) qui lui est égale. 

Pour comparer deux fractions inégales * , , on les réduit au 

même dénominateur; celle qui a le plus grand numérateur est dite 
alors plus grande que l'autre. Cette règle s'applique au cas où l'une 
des deux fractions est un nombre naturel. 

Une fraction proprement dite™9) est une fraction plus petite que 1, 

168) tG. de Longchamps a envisagé [Giorn. mat. (1) 15 (1877), p. 299] des 

o, 

fractions étagées où les barres ont des longueurs différentes.* 

169) On distingue encore parfois entre les fractions propies (ou proprement 

dites) pour lesquelles a < 6, et les fractions impropres pour lesquelles a > 6. 

,[Cf. A. Girard, Inv. 8 7 ) , sign. A, verso].* 
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c'est à dire dans laquelle le numérateur est plus petit que le déno
minateur. Un Quantième est une fraction dont le numérateur est 1. 

Conformément à la règle de simplification des fractions et à l'éga

lité 1° du n° 20, on définira la somme de deux fractions ~ , ^- comme 

étant la fraction > e n observant de suite que l'opération ainsi 

définie est univoque. Les propriétés fondamentales de l'addition sont 
conservées. 

Si l'on a a > 6, on peut mettre a sous la forme bq -f- r (où 

r < 6) et la fraction est la somme du nombre entier q et de la 

fraction proprement dite · Ainsi une fraction qui n'est pas égale 

à un nombre entier, est comprise entre deux entiers consécutifs dont 
l'un est plus petit, l'autre, plus grand que la fraction. 

La soustraction, définie comme opération inverse de l'addition, 
conduit à la règle qu'exprime l'égalité 

a a ab' — a'b 

T~ V bV 

La définition générale de la multiplication, quand le multiplica

teur est un nombre naturel, s'applique au cas où le multiplicande est 

une fraction, et montre, en particulier, qu'une fraction quelconque peut 

être regardée comme égale au produit par son numérateur d'un quan

tième de même dénominateur qu'elle, et que le produit d'une fraction 

par son dénominateur est égal à son numérateur. Il en résulte que 

la notion de nombre fractionnaire rend toujours possible (sauf quand 

b est nul) la résolution de l'équation a = bx, lors même que l'entier 

a n'est pas un multiple de 6; cette solution est x = On dit pour 

cette raison, que la fraction représente le quotient exact 1 7 0) de la 
division de son numérateur par son dénominateur. 

Quand le multiplicateur est la fraction ^- on adoptera la définition 

a a a a 

T ft7 =
 W ' 

définition qui est conforme à une conséquence immédiate des formules 
3°, 4°, 5° du n° 20 et qui conserve le caractère univoque de l'opéra
tion, comme aussi ses propriétés fondamentales. La division sera 

170) t L e mot quotient, en sous-entendant comme on le fait souvent, l'épi-

thète „exact", prête à confusion, à cause du sens donné au mot quotient dans 

la première définition de la division. On pourrait lui substituer systématique

ment le mot rapport* 
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22. Nombres rationnels relatifs. 49 

encore considérée comme opération inverse de la multiplication; elle 
consistera à trouver une fraction inconnue qui, multipliée par la 
fraction diviseur, reproduise la fraction dividende. Le problème admet 
une solution, d'ailleurs unique, sauf dans le cas où la fraction divi
seur est 0. Cette solution s'obtient en multipbant la fraction dividende 
par la fraction inverse 1 7 1) de la fraction diviseur, en sorte que 

a a ab' 

6 ' V a'b 

22. Nombres rationnels relatifs. On forme une classe de nombres 
qui comprend tous les précédents, en affectant les nombres rationnels 
absolus (à l'exclusion de 0) du signe + ou du signe —, et en con
fondant ceux qui sont affectés du signe + avec les nombres rationnels 
absolus. On appelle nombres rationnels112) tous les nombres ainsi 
formés, y compris 0; ceux qui sont affectés du signe + sont les 
nombres rationnels positifs, ceux qui sont affectés du signe — sont 
les nombres rationnels négatifs. Lorsqu'on veut opposer ces nombres 
rationnels aux nombres rationnels absolus précédemment envisagés, on 
les nomme nombres rationnels relatifs. 

On peut représenter par une lettre unique un nombre rationnel 
quelconque. La fraction elle-même indépendamment de son signe, est 
la valeur absolue du nombre relatif ainsi créé. Si a représente un 
nombre rationnel quelconque, on représentera par | a | sa valeur absolue. 

Pour les définitions de l'égalité, de l'inégalité (plus grand et plus 
petit) et des opérations, définitions où toutefois les nombres entiers 
absolus sont remplacés par des nombres rationnels absolus, on re
prend, mutatis mutandis, ce qui a été dit au n° 17 au sujet des 
nombres négatifs. 

Un symbole de fraction -y , où a et 6 sont des nombres rationnels 

relatifs (qui peuvent d'ailleurs être entiers) sera regardé comme le 
nombre rationnel relatif dont la valeur absolue est le nombre rationnel 
absolu que l'on obtient en appliquant la règle de la division aux 
valeurs absolues de a et de b, et dont le signe (vrai) est + ou —, 
suivant que a et b sont, ou non, de même signe. Dans ces condi
tions toutes les propriétés fondamentales des opérations subsistent et, 
en particulier, les égalités 1° à 7° du n° 20 en convenant d'y regarder 
les lettres qui y figurent comme représentant des nombres rationnels 

171) Deux fractions dont l'une se déduit de l'autre en intervertissant le 

numérateur et le dénominateur sont dites fractions inverses. 

172) .Voir par ex. S. F. Lacroix, Eléments d'algèbre, 1* éd. Paris an VII; 
5e éd. an Xm, p . 146/7.* 

Encyclop. des scienc. matbémat. I l 4 
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q u e l c o n q u e s , abso lus o u relat i fs , a v e c cet te seule res t r i c t ion que la 

d i v i s i o n p a r 0 est t ou jou r s e x c l u e . 

I l i m p o r t e de r e m a r q u e r q u e les opé ra t i ons p r é c é d e m m e n t dé

finies ( o p é r a t i o n s du rang un e t du rang deux) effectuées sur des 

n o m b r e s r a t ionne l s , ne conduisent jamais qu'à des nombres rationnels. 

L e s opé ra t i ons inverses du rang trois, d o n t i l sera ques t i on un peu 

p lu s lo in , nécess i te ra ien t une e x t e n s i o n n o u v e l l e de l ' idée de nombre . 

2 3 . O r i g i n e c o n c r è t e d e l a n o t i o n d e f r a c t i o n . ^ H i s t o r i q u e m e n t 1 7 3 ) 

les f rac t ions se son t présentées q u a n d o n a v o u l u mesu re r des gran-

173) On calculait déjà avec des fractions dans l'antiquité. Le plus ancien 

manuel mathématique connu [Ahmès 5 1 ) ] contient déjà un mode particulier de 

calcul avec des fractions. Toute fraction y est représentée par une somme de 

quantièmes différents. „Pour désigner ces quantièmes, les Egyptiens écrivaient 

notre dénominateur surmonté de l 'hiéroglyphe signifiant „partie" ou d'un · dans 
1 2 

l'écriture hiératique; ils avaient des symboles spéciaux pour — et pour — • 
2 3 

Les procédés dont se servaient les Egyptiens pour décomposer un quotient en 

quantièmes, sont exposés par V. V. Bobynin [Abh. Gesch. Math. 9 (1899), p. 3].* 
Pour les quantièmes, leB Grecs écrivaient simplement le dénominateur avec 

1 1 2 
un (ou deux) accents; t ainsi y' signifiait —- ; pour — et —- ils avaient, comme 

3 2 3 
les Egyptiens, des symboles particuliers. Pour désigner les autres fractions 

(envisagées déjà du temps de Platon et que l'on trouve dans Aristarque de Samos 

et dans ArcWmède, mais surtout dans Héron et Diophanté), ils écrivaient le dé

nominateur au dessus du numérateur, en interligne, plus tard, chez les Byzantins, 
9 

en exposant; •9·'«' signifiait alors — · On distinguait aussi, surtout à Byzance, le 

numérateur du dénominateur par des formes différentes d'accent, en répétant 

parfois le dénominateur [F. Hultsch, Metrologicorum scriptorum reliquiae 1, 
Leipzig 1864, p . 173/5] écrit alors après le numérateur.* 

t Dans ses Métriques authentiques, Héron, vers + 100 [Opéra 1 4 6 ) , 3] emploie 

le plus souvent les fractions ordinaires, mais parfois i l emploie deux quantièmes 

simples successifs. Les suites égyptiennes de q u a n t i è m e B reparaissent vers 

le 7e siècle, avec l'indication de procédés pour les former, dans le Papyrus 

mathématique d'ATchmîm [publié par J. Baillet dans les Mém. publ. par les mem

bres de la mission archéologique française au Caire 9, Paris 1892] ; puis on les 

retrouve à Byzance dans les écritB pseudo-héroniens [Heronis Alexandrini Geo-

metricorum . . . reliquiae, éd . F. Hultsch, Berlin 1864] et elles sont couramment 

pratiquées jusqu'à la fin de l'empire byzantin [voir P. Tannery, Notice sur les 

deux lettres arith. de Nicolas Rhabdas, Notices et extr. mss. bibl. nationale 82 I, 
Paris 1886; cf. Bull. se. math. (2) 8 (1884), p . 274].* 

Les Romains avaient cherché à représenter les fractions comme multiples 
de i , —- , · · - jusqu'à ~i- et plus tard même , conformément à leur mode 

12 24 288 1728 
de division de Y As, poids d'une livre [cf. Th. Mommsen et J. Marquart6!) trad. 10, 
p. 7, 88]. A propos des opérations en chiffres romains au moyen-âge (10e siècle) 

voir B. E. Ch. Guérard, 3. math, pures appl. (1) 3 (1838), p . 483/4. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



23. Origine concrète de la notion de fraction. 24. Opérateurs. 51 

deurs continues, des longueurs par exemple, qui ne pouvaient pas 
être regardées comme formées par la réunion d'un certain nombre 
d'unités. L'unité (de grandeur) est alors divisée en un certain nombre 
de parties égales et si l'une de ces parties est contenue un nombre 
exact de fois dans la grandeur considérée, on est parvenu à la mesure 
de cette grandeur qui s'exprime au moyen de deux nombres naturels, 
dont l'un, le dénominateur, exprime en combien de parties égales 
l'unité est divisée, l'autre, le numérateur, combien de ces parties con
tient la grandeur à mesurer. Cette mesure s'appelle aussi rapport de 
la grandeur à mesurer à la grandeur prise pour unité. 

On écrit17*) le numérateur au dessus du dénominateur en le 

séparant par une barre. Le symbole ^ ainsi formé au moyen de 

deux nombres entiers, abstraction faite de son origine, est considéré 
alors comme un nombre (fraction, nombre fractionnaire). Si l'unité 
de grandeur était contenue exactement a fois dans la grandeur à 

mesurer, on serait conduit ainsi au symbole •—- que l'on écrit sim
plement a. 

E est entendu que sur cette nouvelle sorte de nombres, toutes 
les définitions doivent être reprises175). Dans le choix des définitions, 
on peut, à ce point de vue, se laisser guider par l'origine concrète 
des fractions, en sorte que des fractions égales mesurent des gran
deurs égales, que l'addition de celles-ci corresponde à l'addition des 
grandeurs, et la multiplication au changement d'unité de grandeur. La 

soustraction et la division restent les opérations inverses de l'addition 
et de la multiplication. Les propriétés fondamentales des opérations 
se trouvent ainsi être conservées.* 

24. O p é r a t e u r s d e M é r a y e t d e P e a n o . %On peut auss i , a v e c 

Ch. Méray176) et G. Peano17'), considérer les fractions c o m m e des 

174) Les Hindous qui connaissaient les quantièmes e t les opérations qui en 
dérivent, plaçaient, comme nous, le numérateur au dessus d u dénominateur, mais 
sans les séparer par une barre ou n'importe quel signe. La barre d e la fraction 
a été employée par les Arabes; Léonard de Pise, dont l e Liber abbaci a é t é la 
source pour les manue lB d e calcul des siècles suivants, écrit les fractions comme 
nonB le faisons [Liber abbaci 1 8 6) fol. 11*; éd . B. Boncompagni 1, p. 24]. La barre 
des fractions eBt universellement répandue au 16e siècle. 

175) tCh. Biquier, Ann. Ec. Norm. (3) 12 (1895), p. 198; J. Tannery, Leçons 
d'Arith. Paris 1894, p. 143.* 

176) tCh. Méray et Ch. Biquier, Nouv. Ann. math. (3) 8 (1889), p. 421; 
Ch. Méray, Leçons nouv. 1 M ) 1, p. 2 ; Ch. Biquier, Revue métaph. 1 (1893), p. 346.* 

177) .Arith. s o), p. 13; Formulaire 3, p. 55; Congrès philos. 3, p. 286 [1901].* 
4* 
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S. Schubert. I 1. Principes fondamentaux. J. Tannery et J. Moll;. 

opérateursvs) représentant l'opération composée „multiplier par a" et 

„diviser par b". Deux opérateurs , * sont égaux quand appliqués 

à un même nombre qui rende les opérations possibles, ils donnent des 

résultats égaux119).* 

25. Fractions systématiques. Par l'extension du principe de 
position de notre numération écrite, on parvient à la notation des 
fractions décimales180), dont on écrit seulement le numérateur et dont 
le dénominateur est dix, cent, mille, . . . La place de la virgule in
dique lequel de ces nombres est le dénominateur. 

„Le même principe qui sert de base à l'emploi des fractions 
décimales peut être étendu à des numérations à base quelconque a. 
On appelle fraction systématique, à base a, toute expression de la forme 

" a a a a a a a a . . . a ' 

où « 0 est un nombre entier, où chacun des numérateurs alf « 3 , a 3,..., « B 

est l'un des chiffres 1, 2, . . . , a — 1, ou 0, et où le dénominateur de 
chacune des fractions est le produit d'autant de facteurs égaux à a 
que l'indique l'indice du numérateur. 

Les fractions décimales sont les fractions systématiques à base 10. 
Les fractions sexagésimales181) sont les fractions systématiques à 
base 60.* 

178) » Cette même idée d'opérateurs peut aussi bien servir à définir les 
nombres négatifs.* 

179) „6?. Peano fait observer que déjà Ahmès donne comme raison de l'éga-
2 1 1 1 

lité deB deux expressions 1 — — et — -I- — , qu'en opérant sur 15, elles 
o 15 5 15 

donnent les deux nombres égaux 15 — 10 — 1 et 3 + 1 [Papyrus Rhind 5 1 ) , trad 
A. Eisenlohr 1 (1877), p . 57/8; planche X , n° 21].* 

180) »Le premier exemple dune division purement décimale se trouve dans 
les Tables trigonométriques de Megioniontanus dressées en 1467 [Opus tabula-
rum . . . éd. douteuse Nuremberg 1475; éd. certaine Augsbourg 1490]; en prenant 
10° pour rayon du cercle trigonométrique, il évitait d'ailleurs tout signe pour 
indiquer la partie décimale. Des divisions décimales mélangées à des divisions 
sexagésimales avaient déjà apparu dans les écrits des premiers algébristes occi
dentaux chrétiens [pour Jean de Séville, voir Liber algorismi 9 6 ) , fol. 100% col. b ; 
B. Boncompagni, Trattati d'arit. 2, Rome 1858, p . 87]. 

Le véritable inventeur du système décimal a été Simon Stevin. Dans sa 
Disme, brochure de 10 pages seulement, écrite d'abord en flamand puis en 
français [p. 139/148 de la Practique d'Arith. faisant suite à l'Arith. ' " ) , Leyde 
1685], il a, en effet, insisté le premier sur la facilité de calcul résultant de l'emploi 
systématique du système décimal. Sa notation n'a cependant pas prévalu; il 
écrivait par ex. 

941 C°)3(Ï)0C2)4C€> P o u r 9^1,304 
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Opérations de rangs plus élevés que deux. 

26. Puissances. Lorsque les facteurs d'un produit sont tous 
égaux, la multiplication s'appelle élévation à une puissance™*). Elever 

peu après, en 1592, J. Biirgi écrivait 1114 pour 141,4 et 001414 pour 0,01414 

[cf. B. Wolf, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 33 (1888), p . 226]. F. Viète parle des 

avantages qu'offrent les fractions décimales [Universalium inspectionum p. 7; 
Appendice au Canon mathematicus, I e éd. Paris 1579]; il s'approche davantage 

de notre notation car après avoir employé (p. 15) pour la partie décimale des 

caractères plus petits que ceux qui servent à représenter la partie entière, il 

SÉPARE par un signe spécial, un trait vertical (p. 64, 65) la partie décimale de 

la partie entière ; de ce trait vertical à la virgule actuelle, il n'y a qu'un change

ment de bien peu d'importance. La virgule elle-même apparaît pour la première 

fois pour séparer seulement la partie décimale de la partie entière (au lieu de 

séparer les nombres en général en TRANCHEB de trois chiffres) dans un ouvrage 

de J. Néper (Napier), Rabdologiae seu numerationis per virgulas libri duo, 

Edinbourg 1617, p. 21.* 

181) Les fractions des Babyloniens appartiennent toutes au système sexa

gésimal. .Dans son '^vacjpopotés 6 8), Hypsielès divise la circonférence en 360 partie» 

égales [éd. K. Manitius, p . X X V I ] ; Hipparque emploie couramment les fractions 

sexagésimales;* de même C. Ptole'mée qui , dans son Almageste 8 e ) , envisage la 
8 30 

valeur approchée 3 -)- ̂  -|- ^ ^ 6Q de *pour représenter cette valeur approchée 

J. L. Heiberg [Syntaxis math. 1, Leipzig 1898, p. 216] écrit y 731 (sans barre dans 

les Tables) ce qui est une pure numération de position, tandis que N. Halma 

[Composition math, de Ptolémée 1, Paris 1813, p . 421] écrit y rf V ; cette nota

tion de v̂". Halma paraît plutôt byzantine.* 

Notre division en 60 parties égales de l'heure et du degré, ainsi que les 

expressions minute (pars minuta prima) et seconde (pars minuta secunda) ont 

pour origine les anciennes fractions sexagésimales; .les Grecs disaient égrçxocra 

pour soixantièmes et Xsittû pour minutes.* 

.Pendant tout le moyen âge les fractions sexagésimales ont été en usage 

chez les Hindous, les Arabes et dans les pays chrétiens (minutae physicae). On 

les rencontre encore au premier plan au 16E siècle, même parfois au 17E siècle 

[cf. V.Wing, Astronomia britannica, Londres 1652; 1669, livre 1]. Le fait de 

supprime/' les dénominateurs 60, 60 X 60, 60 X 60 X 60, en ajoutant aux numé

rateurs correspondants des accents ' , " , ' " est très courant, mais comme il ne 

correspond pas à l'introduction de 59 chiffres significatifs il n'offre aucunement 

«les avantages que la convention correspondante apporte dans le système décimal.* 

182) Diophante nomme la seconde puissance de l'inconnue Sivapiç[Opéra n ' ) 1, 
P. 4, 6 , . . . ] ; .déjà Hippocrate de Chios (vers — 440) avait employé le même mot 

dans le même sens [Eudemi Rhodii . . . ., éd. L. Spengel, Berlin 1870, p. 128].* 
La traduction latine „potentia" du mot grec cWvafug, .en italien potenza, 

[B. Bombelli, Algebra l s 9 ) p. 37]* a conduit au mot puissance. .Réservé d'abord 

au carré de l'inconnue \B. Bombelli, Algebra 1 S 9 ) p . 64, 204, dit encore potenza 

di potenza pour la 4 E puissance |, il s'étend au cube, puis à toutes les puissances 

[déjà S. Stevin dans son Arith. , 6 ) , p. 40, parle de potence cubique et de potence 
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le nombre (passif) a à la puissance p (nombre actif), c'est former un 
produit de p facteurs dont chacun est égal à a. Le nombre a (le 
facteur du produit), qui peut être un nombre rationnel (absolu ou re
latif) quelconque, s'appelle hase; le nombre p qui exprime combien de 
fois le nombre a entre comme facteur et qui, ainsi, doit être un 
nombre naturel, s'appelle exposant.1*3) Le résultat que l'on écrit ai 
s'appelle puissance.m) 

de quarte quantité'] et non seulement à des puissances de l'inconnue mais aussi 

à des puissances de quantités données; F. Viète dit „potestas" [Isagoge 1 2 4 ) , 

fol. 5; éd. F.Schooten, p . 4; trad. F. Bitter, p . 232]; A. Girard [Inv. 8 ' ) , sign. B¡ 

recto] emploie le mot même de puissance dans le sens actuel.* 

183) Cette dénomination se rencontre pour la première fois [cf. note 196] 

dans M. Stifeï, Arith. 1 S 6 ) , fol. 235b, 245". 

184) ^Diophante [Opera , ") 1, p . 4] use déjà d'abréviations pour représenter 

les puissances de l'inconnue de 1 à 6. Les Hindous et les Arabes suivent 

l 'exemple de Diophante; de même aussi les Occidentaux chrétiens: les premières 

puissances de l'inconnue ont chacune un nom particulier et sont désignées par 

l'initiale ou une abréviation de ce nom; Luc Paciuolo a des abréviations pour 

les 29 premières puissances de l'inconnue [Summa 9 6 ) , fol. 67b] ; les Cossistes alle

mands cherchent à perfectionner cette notation. 

Dans une lettre du byzantin M. Psellus, au 11e siècle [Diophante, Opera m ) 2, 
p. 38], les puissances successives sont désignées comme nombre premier (inconnu), 

second (carré) etc. Cette nomenclature semble empruntée par l'intermédiaire du 

commentaire d'Hypatia à Anatolius, contemporain de Diophante. Mais elle resta 

inconnue en Occident, où N. Chuquet réalisa, le premier, le même progrès, dé

cisif cette fois [Triparty 8 ' ) , fol. 84% Bull. bibl. 13, p . 737]; il appelle l'inconnue 

et ses puissances successives „nombres premiers, seconds, tiers, qua r t z , . . . " et 

ajoute (fol. 84b): les nouvelles dénominations ne s'arrêtent pas comme les an

ciennes „veu qu'elles sont innumerables." La notation de N. Chuquet est bien 

voisine de la nôtre ; la base toutefois reste sous-entendue ; ainsi N. Chuquet écrit ô ', 

5*, 5S, . . . là où nous écrivons 6x, 5a;8, 5x°, . . . . Les notations de M. Bombelli<b, 

^ , . . . [Algebra 1 S 9 ) , p . 57] et de S. Stevin © , ® , (s) , . . . [Arith. 7 6 ) , p. 9] 
ne sont que deB variantes de celles de N. Chuquet; A. Girard étend ces nota

tions aux puissances de quantités données et écrit 18 (1) pour notre 18a;1, 
(1) 18 pour notre 18 * , . . . [ I n v . 8 ' ) , sign. B1 rec to] ; P . Hérigone [Cursus mathe-

maticus, Paris 1634] inscrit l'exposant après la base, sur la même ligne, le 

coefficient numérique étant toujours écrit avant la base; ce mode, exclusivement 

applicable au cas où la base est une lettre, n'est d'ailleurs employé par P. Hérigone 

qu'en se conformant au principe de F. Viète pour qui une lettre désigne une 

grandeur géométrique d'une, deux ou trois dimensions ; enfin B. Descartes introduit 

la notation actuelle [Géom. I 4 4 ) livre 1; Œuvres 6, p . 371] en se bornant toutefois 

à des puissances déterminées aa ou a s , a', a 4 , . . . . „et ainsi à l'infini", sans 

jamais écrire et», où n désigne un nombre naturel quelconque; c'est J. Newton 

qui a fait cette dernière abstraction 1 8 ' ) . C. F. Gauss écrivait encore a a là où 

nous écrivons a*, estimant qu'une notation abrégée ne doit être employée que 

quand elle prend moins de place. L'idée de représenter les puissances des in

connues (au moins des inconnues auxiliaires), en répétant les lettres qui represen-
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26. Puissance! 55 

On pose a1= a. ^Contrairement à la règle de E.Schröder1**), on 
entend en France par a? non pas (off mais α^'λ* 

De cette définition de l'élévation à une puissance et des lois de 
la multiplication, résultent les lois suivantes de l'élévation à une 
puissance : 
Formules de distribution pour une mime base: 

1°) afat^aP + 3; 2°) ^ = « P - S , s i ^ > 2 ; 

3°) 5 = 1 ' s i ^ = 2î 4 ° ) Î=âT^> 8iv<z-
Formules de distribution pour des bases différentes : 

5°) a»* =(<*&)»; 6») g _ (f )*· 
Formule d'association: 

7°) (ap)i = « P 9 = (aiy. 

On a d'ailleurs, pour tout nombre naturel p, 

0» = 0; 1 * = 1 ; ( - 1 ) ^ = 1 ; (_l)2p-> = — 1 . 

Si a > δ > 0, on a aussi 
« Ρ > δ*; 

si > 2 , on a 
a? > a' ou a? <a?, 

suivant que l'on a α > 1 ou 0 < α < 1 . 
A cause des applications géométriques, on a conservé aux puis

sances avec les exposants 2 et 3, les noms de carré et de cube. 
Parfois on dit aussi bicarré pour 4 e puissance. 

Si la base est une somme, une différence, un produit, un quo
tient, ou une puissance, on doit l'enfermer entre parenthèses. Au 
contraire, la façon de placer l'exposant rend les parenthèses inutiles 
lorsque lui-même est une somme, etc. 

Les symboles a0 et a~n, quand η est un nombre positif, n'ont 
jusqu'à présent aucun sens. D'après le principe de permanence, il 
convient d'attribuer185) à a° la valeur ap~p', indépendante de p, c'est 

tent ces inconnues, semble due à M. Stifcl [cd. de Königsberg (1553/54) de la 

Cosa 1 S 6 ) de Chr. Budolff, fol. 6 l b , 6 2 ' ; cf. G. Enestrôm, Bibl. math. (2) 13 (1899), 

p. 55] ; T. Harriot [Artis anal. 1 8 3 ) , p . 4 ] écrit aussi aa, aaa, aaaa, pour 

a8, a s, a 4. 

Enfin des exposants en chiffres romains apparaissent un moment avant les 

exposants en chiffres arabes de B. Descartes dans V Algèbre nouvelle de Viète d'une 

méthode nouvelle claire et facile, éditée par J. Hume, Paris 1636, p . 235 , 4 0 1 , . . .* 

185) «Déjà N. Chnguet [Triparty " ) , fol. 84«; Bull. bibl. 13 , p . 737 ] , après 

avoir introduit sa notation des exposants, ajoute qu'un simple nombre a pour 

dénomination zéro. S. Stevin 7 6 ) , p . 28, écrit (0) pour x" ou 1.* 
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à dire 1, à cause de la formule 3°, et, en raison des formules 2°, 4°, 

de prendre — comme définition186) de a~n. Ces définitions admises, 

les formules 1° à 7° subsistent, quels que soient les nombres entiers 

(positifs, nuls ou négatifs) et sous les restrictions qu'on leur a 

imposées. 
L'extension du concept de puissance au cas où l'exposant est un 

nombre fractionnaire187), présuppose la notion de l'extraction des racines 
qui est une des opérations inverses de l'élévation aux puissances. 

Celle-ci n'est pas une opération commutative: en général bn n'est 
pas égal à w6; les deux opérations inverses doivent donc être distinctes. 
L'opération par laquelle on cherche la base (le nombre passif) h 
telle que l'on ait ft"= a, en regardant a et n comme données, s'appelle 
extraction de racine.188) L'opération par laquelle on cherche l'ex-

186) tN. Chuquet écrit par ex. [Triparty 6 ' ) , fol 84"; Bull. bibl. 13, p. 738] 
5 

5 l m , là où nous écrivons 5 a ; - 1 ou et il soumet au calcul [Triparty 8 7 ) fol 85·; 
Bull. bibl. 13, p . 740] les puissances nulles ou négatives. J. Wallis met en évi

dence l'analogie des puissances négatives et des puissances positives [Arith. 

infin. 1655, prop. 101/6; Opéra l i Oxford 1695, p. 407/10]; il compare par ex. 

les suites ^ , j , ^ , . . . et 1, 4, 9, . . . et dit de la première que son indice 

est —3, tandis que celui de la seconde est 2. I. Newton enfin introduit la 

notation des exposants négatifs [Metbodus fluxionum, écrit en latin entre 1664 
et 1671, imprimé en anglais, Londres 1736; trad. par Buffon, Paris 1740, p. 4; 
Opuscula, éd. J. Castillon 1, Lausanne et Genève 1744, Opusc. H p. 34].* 

187) ^Nicole Oresme envisage déjà des exposants fractionnaires et en dé

veloppe le calcul formel [Algorithmus proportionum, écrit vers 1360; éd. M. Curtze, 

Z. Math Phys. 13, Suppl., Lpz. 1868, p . 70/73]; il égale, par ex., 8 à 4 1 + i qu'il 

écrit l l p j | 4 . S. Stevin dit [ A r i t h . 7 6 ) , p . 18] „toutefois le \ en circle serait 

le caractère de racine de © etc., et ainsi des aultres" ; il écrit (Ç) 4 © 
pour yïx\ A. Girard écrit © 4 9 pour 343 [Tnv. 8 7 ) , sign. Bt recto] tandis que 

49(f) représenterait 49-j/a;3; J. Wallis™), sans employer de notation pour les 

exposants fractionnaires, les définit cependant complètement; I. Newton intro

duit enfin notre notation moderne. 

La notation a / l m , pour am, proposée par G. Peano [Formulaire J°) 3, p. 60] 
quel que soit m, peut être avantageuse quand m a une forme compliquée; A est 

le signe radical y renversé.* 

188) .D 'après L. Bodet [J. asiatique (7) 13 (1879), p . 419], les Hindous em

ployaient pour désigner la racine carrée d'un nombre non carré, une abréviation 

du mot „Kaxanî" qui signifie „faire"; ce mot traduit exactement la locution 

grecque 6 ànb Tfjg ap\ Bs employaient d'ailleurs dans le sens arithmétique de 

racine, le mot „mûla" qui veut aussi dire racine de plante ; les Arabes ont traduit 

littéralement et ont désigné la racine carrée par l'initiale du mot arabe cor

respondant , j id r" ; ils plaçaient d'ailleurs cette initiale au dessus du nombre en l'en 

séparant pai un trait horizontal. Jean de Séville a traduit „ j i d r " par „radix" 

[Liber algorismi 9 S ) , fol 106*, col. b ; B. Boncompagni, Trattati d'arit. 2, Borne 
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2 7 . Racines. 

posant n (le nombre actif), tel que l'on ait encore bn = a, s'appelle 
recherche du logarithme de a, dans la hase 6. 

27. Eacines. La racine ne de a, qu'on écrit 1 8 9) Ya, est ainsi 
le nombre qui, élevé à la puissance n, donne a; en d'autres termes, 
on a la formule » 

(V^)"-o. 

Dans le symbole Ya le signe | / ~ s'appelle radical, a est le nombre 
ou la quantité sous le radical, n est l'indice. Au lieu de Ya on 

écrit Y a. 

L'habitude est de n'employer cette notation que quand n est 
un nombre naturel.190) 

1858, p. 112]. Déjà chez les Arabes, et de même chez les Occidentaux latinB, 
jidr {radix) prend d'ailleurs souvent une signification plus étendue et se con

fond avec saï (res) pour désigner l'inconnue, non seulement des équations bi

nômes, mais de toute équation. (Cf. note 144).* (Note ms. de 1'. Tannery). 

189) .Les premiers Cossistes allemands [Codex de Dresde C. 80] mettaient 

des points devant le nombre dont on a à extraire la racine, un point · pour 

la racine carrée, deux points · · pour la racine quatrième, trois points · · · pour 

la racine cubique, quatre points · · · · pour la racine neuvième. Dans la Coss 1 4 4 ) (VA. 

Biese [ms. terminé en 1524; cf. B. Berlet, Progr. Annaberg 1860, et Adam Riese, 

sein Leben . . . , Francfort °/M 1892] le point s'est déjà transforme en «V; pour Y~~, 

Y , y , Chr. Budolff emploie, dans sa Coss l s e ) de 1525, les symboles «v , , 

/·-*-' , tout en faisant usage du mot point (Pwïkt) pour désigner ces signes; au 

lieu de ces symboles, M. Stifél [Arith. 1 S 6 ) , fol. 109] introduit des indices sous 

l'unique radical "V, mais ces indices sont les signes cossiques servant à désigner 

les puissances correspondantes et non les nombres 2, 3, 4, . . . ; S. Stevin enfin 

[Arith. 7 5 ) , p. 24, 26] écrit V © pour Y~et V © pour Y · on trouve encore dans 

S. Descartes [Géom. 1 4 4 ) , livre 1; Œuvres 6, p . 371] le symbole \C. + A pour 

désigner L'origine de la transformation du signe "V en y est sans doute la 

barre dont B. Descartes et ses disciples surmontaient les expressions que nous en

fermons dans des parenthèses [Voir par ex: Géom. 1 4 ' ) livre 3, p . 461].* \ 

190) .Les notations de N. Chuqitpt avaient déjà un caractère universel, t i 

écrivait [Triparty » ' ) , fol. 45", 46»; Bull. bibl. 13, p. 655] ty*A, ty^A, . . . ty*A 

pour Y A, Y A, . ..Y2. quel que soit le nombre naturel envisagé A; il avait 

même étendu cette notation au cas où « = l , en sorte que R; 1 ^! est égal à A. 

Il nomme d'ailleurs ces racines, non pas carrée, cubique, carrée de carrée . . . , 

mais seconde, tierce, quarte, . . . [T r ipa r ty 8 ' ) , fol. 46"; Bull. bibl. 13, p . 655]. 
A. Girard [Inv. 8 ' ) , sign. Bt recto] propose d'écrire Y, Y, | / , . . . mais il se con

forme encore le plus souvent aux anciennes notations; pour 'j/8~, | /9 par ex. il 

écrit encore ( i ) 8 , (^9 et il emploie parfois le signe cossiste et pour Y et le 

signe cossiste W pour Y [ I n v . 8 ' ) , sign. B^ verso, Bs recto]. C'est depuis la 

publication du Traité d'Algèbre de M. Bulle, Paris 1690, que notre notation 

moderne est systomatiquement employée.* 
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.L'expression Ya n'a de Bens, pour le moment, que si a est la 

puissance n" d'un nombre rationnel; en particulier, elle n'en a pas 

quand a est un nombre négatif et que n est un nombre pair. Lorsque a 

est un nombre positif, d'après la définition précédente l'expression 

y~â serait susceptible de deux (déterminations) significations, car a est 

alors la puissance n' de deux nombres symétriques. Pour que l'opé

ration soit univoque (n° 10), il convient d'adopter pour Ya une seule 

valeur, la valeur positive par exemple, (valeur arithmétique, ou absolue, 
du radical) l'autre valeur étant représentée par — Ya* 

Les définitions de l'opération et les propriétés de l'élévation aux 
puissances fournissent les formules de distribution131) 

d'association 
3«) (Vï)'-V*; 4°) VTa=y-a = fTa; 

et la formule 

5°) Ya~9 = "y'oJi. 

Dans ces formules n, p, q désignent en général des nombres 
naturels; rien n'empêche toutefois de regarder q comme étant un 
entier quelconque dans les formules 3° et 5°. 

.On suppose que les expressions qui figurent dans les diverses 
formules ont un sens, ce qui a certainement lieu si le premier 
membre a un sens. Pour la formule 4°, si l'un des membres a un 
sens, il en est de même des deux autres.* 

Le principe de permanence conduit à adopter l'expression y'a1' 
£ 

pour définition de aq, p et q étant des nombres naturels, et à regarder 
-P. 1 

a 9 comme ayant le même sens que ~y=. Dès lors les sept formules 
fondamentales relatives à l'élévation aux puissances subsistent toutes, 
pourvu que les nombres p, q soient rationnels, à supposer, bien en
tendu, que les opérations indiquées aient un sens. 

191) .Les premières traces d'opérations effectuées sur des radicaux se ren

contrent chez les Grecs [Euclide, Elementa 4 4 ) , livre 10; Opéra 3, Lpz. 1886]; 

mais les transformations de quantités dans l'expression desquelles figurent plu

sieurs radicaux est plus développée chez les Hindous [voir en particulier Bhâs-

kara"\ Vîjaganita, chap. 1, sect. 5 ; éd. H. T. Colebrooke, Alg. 1 1 8 ) , p . 145/55] 

et chez les Arabes [voir par ex. Alkarkhî, Pakhrî (vers l'an 1000); extraits publ. par 

F. Wopcke, Paris 1853, p . 56/59] avant de faire l'objet des recherches des 

Occidentaux chrétiens.* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



28. Logarithmes. 59 

28. Logarithmes. Le logarithme1 9 3) de a, dans la base 1 8 3) h, 
que l'on écrit 1 9 1) log 6 a, est l'exposant de la puissance à laquelle il 
faut élever le nombre b pour obtenir le nombre a; en d'autres termes, 
il est défini par la formule 

„ Cette définition n'a de sens, pour le moment, que s'il existe un nombre 
naturel p , tel que b soit la puissance «/ d'un nombre rationnel Yb, 
et, en outre, un nombre entier p (positif, nul ou négatif) tel que 

(Vb)p soit égal à a; log 4a est alors le nombre rationnel — ·* 

192) „Le germe de la notion de logarithme se trouve déjà dans le Triparty; 

N. Chuqnet y envisage simultanément l a progression arithmétique 1, 2, . . . , n 

et la progression géométrique a, a1, . . ., a", où a désigne un nombre naturel 

donné, et il remarque qu'en faisant correspondre les termes de même rang de 

ces deux progressions, la somme de deux nombres de la progression arithmé

tique annonce le produit des deux nombres correspondants de la progression 

géométrique [Triparty « ' ) , fol. 26*, 26b-, Bull. bibl. 13, p . 629, 630]. M. Stifel 

étend la correspondance en envisageant la progression arithmétique — 3, — 2, 

— 1, 0, 1, 2, . . . et la progression géométrique correspondante | . 1, 2, 4, . . . 

à base 2 [Arith. l s e ) , fol. 35*, 35b, 249"]; de plus M. Stifel Bemble nettement entre

voir la fécondité de la notion nouvelle. Elle ne Be développe cependant qu'au 

17e siècle, lorsque J. Néper (Napier), et, peu après lui, J. Bùrgi, eurent l'idée 

de construire des Tables permettant de passer immédiatement, avec une approxi

mation suffisante, d'un nombre quelconque de la progression arithmétique (et 

aussi de nombres intercalaires), au nombre correspondant de la progression géo

métrique envisagée. 

Déjà les deux progressions envisagées par J. Néper [Mirifici logarithmorum 

canonis descriptio, Edinbourg 1614] sont supposées engendrées par fluxion (mouve

ment continu). Mais ni J. Néper, ni / . Bùrgi \Jobst Byrgs arith. und geom. Pro-

giesstabuln, Prague 1620] n'ont, à proprement parler, de base fixée a priori; si 

l'on envisage les nombres n et 6 qui joueraient le rôle de base chez J. Néper et 

chez J. Bii/rgi, en trouve 

n = i o 7 e - ° . 0 0 0 0 0 0 1

 ; logj 27184593 = 106.* 

193) „C'est dans l 'Appendice, écrit vers 1616, joint à l'ouvrage de J. Néper 

Mirifici logarithmorum canonis constructio, Lyon 1620 (réimpr. Paris 1895), 
qu'apparaît pour la première foiB explicitement une base, la base 10. On y pose 

log 1 = 0 et log 10 = 1 pour fixer la «qrrespondance entre les deux progressions. 

L'idée en semble due aussi bien à H. Briggs qu'à J. Néper [cf. M. Cantor, Vöries . 4 8 ) 2, 

Lpz. 1900, p. 738].* 
194) tA. L. Orelle avait proposé [Sammlung math. Aufsätze 1, Berlin 1821, 

p. 207] d'écrire la base au dessus du logarithme, à gauche. Cette notation se 

rencontre parfois dans les publications allemandes.* 

195) „La notion précise du logarithme d'un nombre ne date que de l'instant 

où l'on a reconnu l'identité du logarithme de a dans un système à base &, et 

de l'exposant auquel i l faut élever b pour obtenir a. C'est alors seulement que 

les opérations du rang trois prirent vraiment place en Arithmétique.* 
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106) Le mot logarithme a été introduit par J. Néper [Mirifioi . . . descriptio < 9 ! ) , 

p . 5]; il a son origine dans l'expression Xôyov âçi9fi,os (numerus rationis, nombre 

d'un rapport) et s'explique par la considération de deux rapports (rationes) dont 

on obtient l'un en élevant l'autre à une certaine puissance. C'est ainsi qu'on 

nommait le rapport de 8 à 27 raison triplée de 2 à 3. .Cette façon de parler 

se trouve déjà dans Euclide qui appelle [Elementa 4 4 ) , livre 5, déf. 9, 10; Opéra 2, 
p. 4] le rapport a ! ,,SinXaaicov Xôyog" et a 3 „rçiitXaaimv io'yos" du rapport a;* 

c'est à elle que se rapporte aussi l'expression „numerus rationem exponens1' 

pour désigner le logarithme, et cette dernière expression est, peut être, l'ori

gine du mot exposant. 18S) 

197) Briggs [Arithmetica logarithmica, Londres 1624, p. 4, 21], déjà 

avant N. Mercator [Logarithmotechnica, Londres 1668, p . 4], fait usage de ce 

mot pour désigner la partie entière du logarithme décimal.* 

198) Euler fait usage de ce mot pour désigner la partie décimale du 

logarithme décimal [Introd. in analysin infin. 1, Lausanne 1748, p . 83]; dans sa 

trad. J. B. Labey [1, Paris an IV, p . 83] traduit mantissa par „partie décimale". 

Le mot mantissa (bas latin) avait été employé par le grammairien Festus dans le 

sens de complément de moindre valeur [cf. P. Tannery, Interméd. math. 6 (1899), 
p . 181; A. Desprats id. p . 182; 7 (1900), p . 61 (Question 1336)]. L. Euler l'avait 

emprunté à J. Wallis qui l'applique en général à la partie décimale d'un nombre.* 

199) .Ce mot „antilogarithme" était pris au 18e siècle dans le senB de 

log cos. que l u i avait donné J. Néper [cf. Bibl. math. (3) 1 (1900), p . 273].* 
200) .On les appelle aussi assez improprement „népériens" (voir Note 192). 

Cependant, p e u après J. Néper, J. Speidel a construit des Tables où le nombre s 

En se reportant aux lois de l'élévation aux puissances, cette dé

finition entraîne les formules: 

1") l o g » ( p « ) = l o g & p + l o g t t f ; 2») l o g 4 ( * ) = lo&|> - lo&«25 

3°) l o g f t ( p ' » ) - » » l o & i > ; 4») log 6 («) = l°g$], 

où l'on suppose que les opérations indiquées aient un sens. Ainsi 
les formules 1°, 2° supposent que logjj), \ogbq aient un sens; la for
mule 3° suppose que l o g 6 » et pm aient un sens. 

.11 est souvent commode de distinguer la partie entière d'un 
logarithme196) de sa partie décimale; on désigne alors la partie entière 
sous le nom de caractéristique191) et la partie décimale sous le nom 
de mantisse.198) 

On appelle parfois antilogarithme199) de c, dans la base b, le 

nombre a dont le logarithme, dans la base b, est égal à c. On a donc 

antilogi, c = bc ; antilog6 [log 6 a] = log 6 [antilog6 a] = a. 

Les logarithmes dont la base est le nombre transcendant e qui 
sera introduit plus loin (I 3, 21) sont dits logarithmes naturels200); les 
logarithmes à base 10 sont dits logarithmes décimaux201).* 
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29. Remarques finales202). .On pourrait être tenté d'appliquer 
encore ici le principe de permanence. En partant de la classe A 
formée au moyen des nombres rationnels absolus et en regardant n 
comme un nombre naturel, on serait amené à former une classe nou
velle B constituée avec les nombres de la classe A et les symboles 
Ya où a ne serait pas une puissance ne exacte, ou encore avec des 
symboles du type log,,a n'ayant jusqu'ici aucun sens. Mais la somme 
de deux nombres de la classe B n'appartiendrait pas nécessairement 
à cette classe, et ce seul fait montre qu'une extension de la notion 
de nombre doit être cherchée dans une autre voie.* 

On pourrait aussi être tenté d'introduire des opérations de rang 
quelconque. De même que l'on fait sortir la multiplication de l'ad
dition, l'élévation à une puissance de la multiplication, on pourrait 
déduire de cette dernière opération, regardée comme l'opération directe 
du troisième rang, une opération du quatrième rang203), puis de celle-ci 
une opération du cinquième rang et ainsi de suite. 

Si la définition d'une opération du quatrième rang est légitime 
au point de vue logique, elle est sans importance parce que l'opération 
du troisième rang n'est plus comniutative. 

Pour parvenir à une opération directe du quatrième rang, on n'a 
qu'à prendre aa comme exposant de a, la puissance ainsi formée 
a'""' ou aa" comme nouvel exposant de a et ainsi de suite 2 0 i). On écrira 
le résultat (a; b) en supposant que a soit écrit b fois et c'est dans 
la formation de ce résultat (a; b) que consiste l'opération directe du 
rang quatre. 

qui jouerait le rôle de la base, si l'on avait jugé utile de le faire intervenir, serait 

lié au nombre e par la relation 

log,a; = 10 6 log e a; 

quel que soit x [cf. Bull. bibl. hist. biogr. math. 1 (1855), p . 48; F. Cajori, Abh. 

Gesch. Math. 9 (1899), p. 33].* 

201) .On les appelle aussi très souvent logarithmes vulgaires* 

202) ..4. de Fortia [Traité d'Arithmétique, Avignon 1781] semble être le 

premier qui ait essayé de créer de nouvelles opérations.* 

203) Parmi les mémoires qui se rapportent à des opérations du rang quatre 

ou d'un rang pluB élevé, on peut signaler celui de G. Eisenstein [J. reine angew. 

Math. 28 (1844), p . 36], celui de F. Wopcke [id. 42 (1851), p . 83], celui de H. Gerlach 

[Z. Math.-Naturw. Unterricht 13 (1882), p . 423], celui de E. Schulze [Archiv Math. 

Phys. (2) 3 (1886), p . 302]. Les Traités ou Manuels de H. Hankel, H. Grassmann, 

H. Scheffler, E. Schrôder, 0. Schlomilch, H. Schubert, signalent l'opération directe 

du rang quatre, sans d'ailleurs entrer dans l'étude directe de cette opération. 

204) Euler, Acta Acad. Petrop. 1 (1777)1, éd. 1780, math. p. 38; E. M. 

Lémeray, Proc. Bdinb. math. Soc. 16 (1897/8), p . 13 et (courte notice) Assoc, 

fr. avanc. se. 26 (S 4 Etienne) 18971, p . 178.* 
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205) »Nieuw Archief voor Wiskunde (2) 4 (1900), p . 235.» 

Si l'on convient de représenter par (a; 6 ) ( a ; l'expression (a; b -f- c) 
on aura, entre autres, la relation 

(a; &)««!•>-(a; e + l ) ^ 6 " 1 ) . 

»Rien n'empêcherait de continuer indéfiniment dans la même voie2 0 4). 

Dans un ordre d'idées analogues, G. Mannoury205) a constitué, sous le 

nom d'addition de rangs 1, 2, 3, . . . une autre suite d'opérations; son 

addition du rang un, est l'addition ordinaire et son addition du rang 

deux est la multiplication ordinaire, mais son addition du rang trois 

qu'il appelle hypermultiplication est distincte de l'élévation aux puis

sances.* 
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I 2 . A N A L Y S E C O M B E S T A T O I R E E T T H E O R I E 

D E S D É T E R M I N A N T S . 

EXPOSÉ, D'APRÈS L'ARTICLE ALLEMAND DE E . N E T T O (GIESSEN) 

PAR H . V O G T (NANCY). 

A N A L Y S E C O N I B I N A T O I R E . 

1. Aperçu historique. L'Analyse conibinatoire est la branche des 

mathématiques qui s'occupe de la formation, du dénombrement et des 
propriétés des différents groupes que l'on peut constituer, d'après des 
lois déterminées, au moyen d'un nombre fini d'éléments. 

Les origines de l'Analyse combinatoire remontent jusqu'au 17 e siècle 
et se trouvent dans les travaux de B. Pascal1), de G. W. Leibniz 2), 
de J. Wallis*), de B. Fremde*), mais plus particulièrement dans ceux 
de Jacques Bernoulli&) et de A. de Moivre6). C'est à la fin du 18 e siècle 

et au commencement du 19e que cette branche de la science prit le 
plus d'importance, avec C.F.Hindenburg''), LT. A. Rothe8), Chr.Kramp9), 

J.D. Gergonne10), A. von Ettinghausen11), et de nombreuses monographies 

datent de cette époque; les mémoires vraiment importants sont ce
pendant assez rares. L. Poinsot voyait dans la théorie des combinaisons 
une branche de la théorie de l'ordre qu'il affectionnait beaucoup. 

1) Traité du triangle arithmétique écrit en 1654; Op. posth. Paris 1665; 
Œuvres, éd. Hachette 3, Paris 1880, p. 243. 

2) Diss. de arte combin., Leipzig 1666; Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math. 

Sehr. 5, Halle 1858, p . 13 et B U Ï V . 

3) Treatise of Algebra, Londres 1685 ; 2" éd. : De algebra tractatus, Opera 2, 
Oxford 1693, p. 1. 

4) B. Frenicle de Bessy, Abrégé des combinaisons, Paris 1693 ; Mém. Acad. 

se. Paris 1669/99, 5, éd. 1729, p . 87 et suiv. 

5) Ars conjectandi, pars II, Bâle 1713, p. 72; trad. L. G. F. Vastel, Caen an X. 

6) Doctrine of Chances, Londres 1718; meilleure éd. 1756. 

7) Novi systematis permutationum . . . , Leipzig 1781. 
8) Dans Hindenburg, Sammlung combinat, analyt. Abh.2, Leipzig 1800, p. 263. 
9) Arithmétique universelle ou l 'Algèbre, Cologne 1808. 

10) Ann. math, pures appl. 2 (1811/12), p . 197. 

11) Die combinatorische Analysis, Vienne 1826. 
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^Depuis cette brillante période, l'Analyse combinatoire fut un peu dé
laissée 1 2 ) , sauf peut-être en ces dernières années où D. André, T. Muir, 
P. A. Mac Mahon, entre autres, firent d'intéressantes recherches. Ce 
sont plutôt les applications de cette science aux autres parties des 
mathématiques qui offrent actuellement de l'intérêt.* Nous citerons 
parmi les applications à l'Analyse, les formules concernant les calculs 
effectués sur les séries, leurs produits, puissances, inverses, logarithmes; 
la théorie des différentielles d'ordre supérieur des fonctions compli
quées, etc. Dans ce but avait été imaginé tout un système de nota
tions18) qui est tombé dans l'oubli. La théorie des groupes finis et 
celle des déterminants se rattachent à l'Analyse combinatoire. 

2. Opérations fondamentales. Lorsqu'on forme des groupes au 
moyen d'éléments donnés, la grandeur de ces éléments n'entre pas en 
ligne de compte; il suffit de savoir quels sont ceux que l'on considère 
comme distincts, et ceux que l'on considère comme égaux ou équi
valents. Parmi toutes les manières de grouper ces éléments, on con
sidère comme fondamentales les trois formations que l'on appelle per
mutations, combinaisons, et arrangements. 

Les permutations de n éléments, distincts ou non, sont les groupes 
que l'on peut former en disposant ces éléments à n places déterminées. 

. Les arrangements simples de n éléments distincts pris p à p , sont 
les groupes que l'on peut former en disposant p de ces éléments à p 
places déterminées. 

Les arrangements complets14) de n éléments distincts pris p à p , 
sont les groupes que l'on peut former en disposant à p places déter
minées, p éléments, distincts ou non, égaux à un ou à plusieurs des élé
ments donnés. 

Les combinaisons simples de n éléments distincts pris php, sont 
les groupes que l'on peut former en prenant p des n éléments donnés 
et les disposant d'une manière quelconque. Les combinaisons complètes 
de n éléments distincts, pris php, sont les groupes que l'on peut 
former au moyen de p éléments, distincts ou non, égaux à un ou 
plusieurs des éléments donnés et disposés d'une manière quelconque. 

„Dans une combinaison, la disposition des éléments n'entre pas 
en ligne de compte; si l'on a une combinaison, et si l'on dispose 

12) Voir cependant J. F. C. Hessel, Archiv Math. Phys. (1) 5 (1844), p. 295 
et L. Ôttinger, id. (1) 15 (1850), p. 241. 

13) Voir p. ex. L. J. Fischer und K. Chr. F. Krause, Lehrbuch der Combi-

nationslehre und der Arithmetik, Dresde 1812. 

14) Certains auteurs remplacent les expressions arrangement complet et cow-

binaison complète, par arrangement avec répétition et combinaison avec répétition. 
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S. Permutations rectilignes et circulaires. 6 5 

comme dans une permutation les éléments dont elle se compose, on 
obtient un arrangement. En particulier, les arrangements simples de 
« éléments n à n ne sont autre chose que les permutations de ces 
éléments. 

Les mots de permutation16) et d'arrangement n'ont pas toujours 
eu une signification aussi précise qu'aujourd'hui; l'un et l'autre ont 
été pris indifféremment, dans les ouvrages écrits en français au début 
du 19e siècle, pour désigner tout groupe d'éléments rangés dans un 
ordre déterminé. G. W. Leibniz2) désignait les permutations sous le 
nom de variations et toutes les combinaisons simples possibles sous 
le nom général de complexions, en distinguant les groupes d'objets 
pris 2 à 2, 3 à 3, etc., sous le nom de combinaisons, conternations, etc. 
On emploie encore à l'étranger le mot de variation pour désigner un 
arrangement. 

Les éléments distincts que l'on considère sont ordinairement dé
signés par les lettres de l'alphabet a, b, c, . . . ou bien encore par 
une même lettre affectée d'indices successifs a 1 } a i ) . . . , a n ou enfin 
par ces indices eux-mêmes.* 

3. Permutations rectilignes et permutations circulaires.- Il existe 
deux espèces de permutations, les permutations ordinaires et les per
mutations circulaires. Pour les premières, les n places que doivent 
occuper les n éléments ont un ordre de succession parfaitement dé
terminé, et sont, par exemple, numérotées de 1 à w; on peut sans in
convénient supposer qu'elles sont disposées sur une droite horizontale 
par ordre de numéros croissants, en allant de gauche à droite; une 
telle permutation est alors caractérisée par l'ordre de succession de 
ses éléments. C'est pour cette raison que les permutations ordinaires 
sont aussi appelées permutations rectilignes. 

Si les n éléments sont distincts, le nombre P n de leurs permuta
tions rectilignes est 1 6) 

P n = 1 . 2 . 3 · · · n = n ! ; 

si les n éléments ne sont pas tous distincts et se répartissent en en-

15) .Un anagramme est une permutation des lettres d'un mot, formant un 

nouveau mot, comme arme, rame, mare, amer.* 

16) .Le produit des w premiers nombres est désigné par A. M. Legendre 

[Exercices de Calcul intégral 1, Paris 1811, p . 277] par f (.«-(-1); CF. Gauss emploie 

la notation i l ( « ) [Commentât. Soc. Gott, récent. 2 (1811/13) math., mém. n" 1, 
p. 26; Werke 3, Gött. 1876, p . 146]. C'est Chr.Kramp qui a introduit 9) la nota 

tion « ! [voir aussi Ann. math, pures appl. 3 (1812/13), p . 3]. Plusieurs auteurs 

(en Angleterre, S u è d e , . . . ) emploient la notation Jn.* 

Encyclop. des scienc. znathêmat. I l , & 
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semblés renfermant respectivement p , q, . . . éléments égaux entre eux, 
le nombre de leurs permutations rectilignes est 

P p P , . . . p \ q l . . . ' 

.Pour les permutations circulaires, on suppose que les n places occu

pées par les éléments sont disposées à la suite l'une de l'autre sur une 
circonférence parcourue par un mobile dans un sens déterminé, par 
exemple aux sommets successifs d'un polygone régulier convexe de n 
sommets, mais on ne spécifie pas quelle est la première de ces n 
places; deux permutations sont dès lors identiques si, après avoir 
disposé leurs éléments aux sommets de deux polygones réguliers égaux, 
on peut amener ces polygones à coïncider, de façon qu'en deux som
mets coïncidants soient placés des éléments égaux. 

Lorsqu'on a une permutation circulaire de n éléments disposés 
comme on vient de le dire, et qu'on choisit l'un des sommets du poly
gone comme premier sommet, la suite des éléments placés aux sommets 
successifs à partir de celui-là constitue une permutation ordinaire. 
Cela peut avoir lieu de plusieurs façons; en choisissant le premier 
sommet de toutes les manières possibles, on voit que le nombre des 
permutations circulaires de n éléments est inférieur à celui des per
mutations ordinaires des mêmes éléments. Si les n éléments sont 
tous distincts, chaque permutation circulaire donne naissance à n per
mutations rectilignes, toutes différentes, et le nombre des permutations 
circulaires est égal à (n — 1)!; si les n éléments ne sont pas tous 
distincts, il peut arriver qu'une permutation circulaire soit constituée 
par m groupes successifs identiques renfermant chacun ^ éléments; 

elle donne alors naissance seulement à ^ permutations ordinaires 

différentes. Soient p , q, • • • les nombres respectifs des éléments égaux 
entre eux; D le plus grand commun diviseur de p , q,. . .;d un des 
diviseurs de D ; a, b, • • • les facteurs premiers distincts de d. La somme 

2 NI1 a ) ! 1 b) " ' / « \ , . . 

*D Kd)
 ! u j -étendue à tous les diviseurs d de D , représente le nombre de permu

tations circulaires de n éléments17). Lorsque p , q, • • • sont premiers 
entre eux, ce nombre est égal à (n— 1)!* 

17) tJ. B. Durrande, Ann. math, pures appl. 7 (1816/17), p. 334; C. Moreav, 

Nouv. Ann. math. (2) 11 (1872), p. 309; E. Jablonski, J. math, pures appl. (4) 8 
(1892), p. 331; G. Landsberg, Archiv Math. Phys. (3) 3 (1902), p. 152.* 
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4. Arrangements et combinaisons. 67 

La considération des permutations circulaires permet d'établir une 
classification logique des permutations rectilignes18) et de les ranger 
en une suite linéaire, de façon qu'on puisse former celle qui occupe 
U E rang donné dans cette suite. Une étude analytique des permuta
tions a été faite par T. B. SpragueI9). 

4. Arrangements et combinaisons. Le nombre des arrangements 
simples de n éléments p à p est 2 0) 

Al = n ( n - V ) - - - ( n - p + l ) ; 

celui des arrangements complets est 

ap

n = n*. 

Le nombre des combinaisons simples de n éléments p à p est 

P" r<n—l)---(n — P + l) Pn . 
W = = 1 2 - - p PpPn-p' 

on le représente21) par Ç^j • 

Le nombre des combinaisons complètes de n éléments p à p est 2 2) 

rP _ n{n + l)..-(n + p— 1 ) _ „ P 

On peut généraliser la notion de combinaison ou d'arrangement, 
en considérant np éléments aik affectés de deux indices, i variant de 
1 à p et h de 1 à n; on forme ainsi des groupes de p éléments dont les 
indices i sont tous distincts et l'on dit que la combinaison ou l'arran
gement sont simples ou complets, suivant que les indices k sont 
distincts, ou non. 

tTiiihault2S) envisage les arrangements simples ou complets formés 
au moyen d'éléments dont p x sont pris dans une première suite de M t 

18) J. Bourget, Nouv. Ann. math. ( 2 ) 1 0 ( 1 8 7 1 ) , p . 2 5 4 ; ( 3 ) 2 ( 1 8 8 3 ) , p . 4 4 3 ; 

C. E. Acad. se. Paris 95 ( 1 8 8 2 ) , p . 5 0 8 ; C. A. Laisant, Bull. Soc. math. France 1 6 

(1887/88), p. 1 7 6 ; JE. Netto, Archiv Math. Phys. ( 3 ) 5 ( 1 9 0 3 ) , p . 1 8 5 . 

19) Proc. Edinb. math. Soc. 9 ( 1 8 9 0 / 1 ) , p . 5 9 ; Trans. R . Soc. Edinb. 3 7 ( 1 8 9 5 ) , 

p. 399 [ 1 8 9 3 ] . 

2 0 ) A. T. Vandermonde emploie la notation \n\p [Hist. Acad. sc. Paris 1 7 7 2 I , 

M. p. 4 9 0 ] . 

2 1 ) L. Euler a employé la notation £-^-J , Acta Acad. Petrop. 5 ( 1 7 8 1 ) 1 , 

éd. 1784, math. p . 8 9 , et la notation Nova Acta Acad. Petrop. 1 5 ( 1 7 9 9 — 

1802), éd. 1 8 0 6 , math. p. 3 3 [ 1 7 7 8 ] ; la notation a été introduite par J. L. 

Baabe [J. reine angew. Math. 4 2 ( 1 8 5 1 ) , p . 3 5 0 ] . 

2 2 ) B. Frenicle *); Jacques Bernoulli6), p . 1 1 6 ; S. F. Scherk, J. reine angew. 

Math. 3 ( 1 8 2 8 ) , p. 9 7 ; W. A. Förstemann, id. 1 3 ( 1 8 3 5 ) , p . 2 3 7 . 

2 3 ) „Nouv. Ann. math. ( 1 ) 4 ( 1 8 4 5 ) , p . 6 2 7 . * 
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éléments, p 2 dans une deuxième suite de n2 éléments, etc. Si les 
arrangements ainsi formés sont simples, leur nombre est 

p 

Pl+Pi-I Api APi 
J> p - " • ! ? ! ' ' ' , 

f i A " " 

si les arrangements sont complets relativement aux éléments de la i". 
de la lce... suites, leur nombre s'obtient en remplaçant, dans l'ex-

> 'Z Í. APi AP* V> Pk * 

pression precedente, A„., A„k,. . . par an¡, a„k,. . .. 
5. Inversions. Considérons n éléments distincts représentés par 

une même lettre affectée des indices 1, 2, . . . , n, et formons des per
mutations ou des arrangements simples de ces éléments, en les dis
posant chaque fois par exemple à la suite l'un de l'autre, sur une 
ligne horizontale. On dit que, dans un arrangement, deux éléments, 
consécutifs ou non, forment une inversion24}, si l'indice du premier 
est supérieur à celui du deuxième. Lorsque les indices des éléments 
successifs vont en croissant, l'arrangement est dit hien ordonné; dans 
le cas contraire, les éléments pris deux à deux de toutes les manières 
possibles présentent un certain nombre d'inversions. Le nombre total 
de ces inversions est un nombre qui caractérise l'arrangement; sui
vant qu'il est pair ou impair, on dit que l'arrangement est de première 
ou de deuxième classe25); par l'échange de deux éléments d'un arran

gement, c'est-à-dire par une transposition, on forme un nouvel arran
gement d'une classe différente de celle du premier. 

L'étude des inversions, qui présente des applications à la théorie 
des déterminants et à celle des équations du premier degré, a fait 
l'objet de nombreux travaux; M. A. Stem26), O. Terquem^'), Olinde 

Rodrigues29) calculent le nombre d'inversions pour les différentes per
mutations; L. OUinger29) fait le même calcul pour les arrangements 

24) G. Cramer désignait une inversion sous le nom de dérangement [Introd. 

à l'Analyse des lignes courbes alg., Genève 1760, append. p . 668]; ,P.S.Laplace 

sous le nom de variation [Hist. Acad. se. Paris 1772II, M. p. 294; Œuvres 8, Paris 
1891, p . 396]. C'est J.D. Gergonne qui introduisit le nom d'inversion [Ann. math, 
pures appi. 4 (1813/14), p . 149].* 

26) E. Bézout, Hist. Acad. se. Paris 1764, M. p . 292; A. L. Cauehy, J. Ec. 

polyt., cah. 17 (1815), p . 41 ; C. G. J. Jacobi emploie les expressions de classe posi

tive et de classe négative [J. reine angew. Math. 22 (1841), p . 286; Werke 3, 
Berlin 1884, p . 358]; A. Hurwitz [Math. Ann. 39 (1891), p . 7] et E. Netto [id. 56 
(1902), p . 482] ont étudié la manière dont une permutation se compose au moyen 

d'un nombre donné de transpositions. 

26) J. reine angew. Math. 18 (1838), p . 100. 
27) J. math, pures appi. (1) 3 (1838), p . 559. 
28) id. (1) 4 (1839), p . 236. 
29) J. reine angew. Math. 53 (1857), p . 322. 
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5. Inversions. 6. Séquences. 69 

simples ou complets, et l'applique aux équations du premier degré; 

P. Gordan>(s) donne une règle générale pour effectuer ce calcul 

en le ramenant à d'autres relatifs à un moindre nombre d'éléments; 

W. H. Metzler 8 1 ) étend la notion d'inversion à la théorie des combinaisons ; 

tT. Muirs*), après avoir fait l'historique de la question, donne le 

nombre des permutations de n éléments distincts qui présentent â in

versions; ce nombre est le coefficient de x? dans le développement de 

(1 + x) (1 + x + x*) • • • (1 + x + · • · + xn~l); 

c'est aussi le nombre des combinaisons â à â de \n(n — 1) éléments 

dont un est égal à a, deux sont égaux à 6, trois à c, etc. ce que T. Muir 

exprime par l'égalité 

V~nS = ^l+ï+...+«-l,(T' 
Si l'on considère deux permutations inverses l'une de l'autre, c'est-à-

dire telles que les éléments de l'une soient identiques à ceux de l'autre 

pris en sens inverse, le nombre total des inversions pour ces deux 

permutations est -\n(n — 1); il en résulte33) que le nombre total des 

inversions pour les n\ permutations est égal à \n\n{n — 1).* 

6. Séquences. La notion de séquence, introduite dans l'étude des 

permutations d'éléments distincts par I.J.Bienaymé34'), a fait l'objet de 

nombreux travaux de Désiré André. Plusieurs éléments consécutifs 

d'une permutation, distingués entre eux par une suite d'indices 

«i, « 2 , « 3 , . . . , constituent une séquence lorsque l'indice de chacun 

d'eux est constamment plus grand (ou constamment plus petit) que 

l'indice de l'élément précédent. Chaque permutation de n éléments 

renferme un certain nombre s de séquences, et ce nombre s est 

important pour caractériser la permutation. D. André a donné le 

moyen de calculer de proche en proche le nombre des permutations 

de n éléments qui ont s séquences35). Il a partagé les permutations 

en deux espèces, suivant qu'elles ont un nombre s pair ou impair de 

séquences; il a montré que, dans ces deux espèces, le nombre des 

permutations est le même, et que, à partir de certaines valeurs du 

30) VorleB. über Invariantentheorie publ. par G. Kerschensteiner 1, Leipzig 
1885, p. 2. 

31) Amer. J. math. 22 (1900), p. 55 [1898]. 
32) „Proc. R. Soc. Edinb. 22 (1897/99), p. 441; un calcul de récurrence 

avait été indiqué par J. Bourget, Nouv. Ann. math. (2) 10 (1871), p. 264.* 
33) jCh. Henry, Nouv. Ann. math. (2) 20 (1881), p. 5.* 
34) C. R. Acad. se. Paris 81 (1875), p. 418. 
35) C. R. Acad. se. Paris 97 (1883), p. 1356; Ann. Ec. Norm. (3) 1 (1884), 

p. 121; Bull. Soc. pbilom. Paris (8) 3 (1890/1), p. 153; Bull. Soc. math. France 
21 (1893), p. 131; J. officiel de la République française 25 (1893), p. 1748 
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nombre n des éléments, la somme des nombres des séquences est la 
même, ainsi que la somme des carrés de ces nombres, la somme de 
leurs cubes, etc.36). .11 a aussi étudié, en les nommant couples actifs, 
les couples de deux éléments d'une permutation qui, par leur échange, 
font passer cette permutation d'une espèce à l'autre37).* 

.Parmi les permutations de n éléments, celles qui ont n — 1 sé
quences et celles qui en ont n — 2 ont été étudiées en détail par 
D. André, sous les noms respectifs de permidations alternées et de per

mutations quasi-alternées38); le nombre des premières est lié étroi
tement aux développements de séc x et de tg x. Soit An la moitié du 
nombre, toujours pair, des permutations alternées, et Bn la moitié du 
nombre, toujours pair, des permutations quasi-alternées ; on a 

1 , = 2An + B„, 

arec les valeurs conventionnelles A0 = A1 = 1 ; i? 0 = B1 = — 1 ; Bs = 0; 
1 / it x \ 

An est le coefficient de ^¡7*" dans le développement de tg (~4 + y); 

1 1 2 cos ce 
JB„ est le coefficient de , xn dans le développement de — . — : 

n n ! x r 1 — sm x 1 

A B A 71 
les rapports - T — 5 - , T , " , - ™ , „ , sont, pour n infini, des infiniment 
petits, et le quotient de deux quelconques d'entre eux a pour limite 

( 2 \ » + 1 * 

— ) 

D. André a aussi partagé en quatre groupes les permutations des n 
premiers nombres naturels, la parité du nombre des inversions ou 
celle du nombre des séquences variant d'un groupe à l'autre; pour 
n ^ 6, les quatre groupes renferment le même nombre de permuta
tions39). D. André a enfin étendu la notion de séquence aux permu
tations circulaires40).* 

7. Permutations réciproques. H. A. Bothe8) dit que deux per
mutations sont en affinité si, (pour chaque indice /3) , aa désignant 
l'élément placé à la /3 e place dans l'une, a^ désigne l'élément placé à 

36) C. R . Acad. se. Paris 118 (1894), p . 575, 726, 1026; rapport de G. Bar 
houx, id. p . 1026; Mém. prés. Acad. se. Paris (2) 32 (1902), mém. n° 1, p. 1 et suiv. 

37) .Bull . Soc. math. France 31 (1903), p . 105; C. R. Acad. se. Paris 136 

(1903), p . 295.* 

38) . C . R. Acad. se. Paris 88 (1879), p . 965; 97 (1883), p . 983; 119 (1891), 

p . Ut\ J. math, pures appl. (3) 7 (1881), P- 167; (5) 1 (1895), p . 315; Bull. Soc. 

philom. Paris (8) 8 (1895/6), p . 5.* 

39) . C . R . Acad. se. Paris 115 (1892), p . 872; Bull. Soc. philom. Paris (8) 

5 (1892/3), p . 33.* 

¿0) .C . R. Acad. se. Paris 120 (1895), P- 714; Bull. Soc. math. France 23 

(1896), P-122/84.* 
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7. Permutations réciproques. 8. Permutations à conditions restrictives. 71 

la «" place dans l'autre. C. G. J. Jac6biiV) les appelle réciproques. Deux 

permutations réciproques ont le même nombre d'inversions42); le nombre 

s a des permutations de n éléments qui sont réciproques d'elles-mêmes 

satisfait à la relation de récurrence 

s t = 1, S3 = 2 , . . . , s„ = s, .! + (n - 1) S„_ 2. 

I. MuiriB) a étudié ces permutations, qu'il appelle conjuguées, et a 
déterminé celles qui sont conjuguées d'elles-mêmes; P. A. Mac Mahonu) 
a généralisé la notion de réciprocité; D. André a étudié, dans ses 
travaux, les permutations symétriques des nombres 1, 2, . . . , n, où un 
élément a de la première a le même rang que l'élément n + 1 — a 
dans la seconde. 

8. Permutations soumises à des conditions restrictives. On peut 
imposer différentes conditions restrictives aux places occupées par les 
éléments d'une permutation; ordinairement on limite le nombre des 
places que peuvent occuper certains éléments donnés, ou inversement 
on limite la nature des éléments qui peuvent occuper certaines places, 
en disant, par exemple, que les places de numéros pairs seront occupées 
par des éléments d'indices pairs. 

En ce qui concerne les permutations de n éléments distincts, 
L. Euler introduit une fonction fin) qui indique le nombre des per
mutations pour lesquelles aucun élément n'a conservé sa place primi
tive; cette fonction satisfait aux relations de récurrence 

f(0) = 1, f(l) = 0, . . . , fin) = nf(n - 1) + ( - 1)«, 

et a pour valeur 

La fonction plus générale Fin, m), indiquant le nombre des per
mutations de n éléments pour lesquelles m d'entre eux ne changent 
pas de place, a pour valeur 

r — n~m 

F(n,m)=%2 ±<r-Vr-(l)f(n-my, 

elle se réduit à f(n) pour m = 0. Les deux fonctions précédentes ont 
été l'objet d'un grand nombre de travaux4 5); à leur étude se rattache 
. « 

41) J. reine angew. Math. 22 (1841), p . 287; Werke 3, Berlin 1884, p. 369. 

42) E. Netto, Lehrb. der Combinatorik, Leipzig 1901, p . 118. 

43) Proc. R. Soc. Edinb. 17 (1889/90), p . 7; 22 (1897/9), p . 463. 

44) Messenger math. (2) 24 (1894/5), p . 69. 

46) L. Euler, Mém. Acad. Pétersb. 3 (1809/10), éd. 1811, math. p . 57 [1779]; 
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celle des permutations pour lesquelles chaque place ne peut être 
occupée que par des éléments donnés; ces questions sont intimement 
liées à la recherche du nombre de termes d'un déterminant satisfaisant 
à des conditions données. 

Les permutations dont les éléments ne sont pas tous distincts 
peuvent être soumises à certaines restrictions, par exemple à la con
dition que des éléments égaux ne soient jamais consécutifs46). 

Etant donnés n éléments distincts, on peut se proposer de choisir 
n permutations de ces éléments et de les disposer l'une au-dessous 
de l'autre, en un tableau carré, de façon que chaque colonne con
tienne des éléments tous différents41), (carrés latins, permutations 
carrées). A. CayleyiS) a mis en évidence l'importance des carrés latins. 
A la question des permutations carrées se rattache le problème des 
8 reines du jeu d'échecs48), ainsi que le problème des 36 officiers, pro

posé par L . Euler dans les Mémoires de la Société de Flessingue47) sous 
la forme suivante: Disposer 36 officiers de 6 grades différents et de 
6 régiments différents, dans les cases d'un échiquier de 36 cases, de 
façon que dans chaque ligne et dans chaque colonne se trouvent 
6 officiers de grades et de régiments différents. %Ce problème, que 
l'on peut proposer en général pour n2 officiers, est toujours possible 
pour n = 2k(2p -f- 1) lorsque h n'a pas la valeur 1; il n'est pas tou
jours possible pour les autres valeurs de n et est impossible dans le 
cas de n = 6 proposé par L. Euler,50).* 

L. Öttinger, Die Lehre von den Combin., Fribourg en Brisgau 1837, p. 103 ; E. Coupy, 

Nouv. Ann. math. (1)3 (1844), p . 404; C. W.Baur, Z. Math. Phys. 2 (1857), p. 197; 
M. Cantor, id. p . 410; J. J. Weyrauch, J. reine angew. Math. 74 (1872), p . 273; H. B. 

Baltzer, Ber. Ges. Lpz. 25 (1873), math. p . 534; D. André, Ann. Ec. Norm. (2) 
7 (1878), p . 385; A. Cayley, Proc. R. Soc. Edinb. 9 (1875 8), p . 338, 388; Papers 10, 
Cambr. 1896, p . 245, 249; 5. Kantor, Z . Math. Phys. 28 (1883), p . 379; P. Seelhoff, 

Archiv Math. Phys. (2) 1 (1884), p . 97; C. A. Baisant, C. R. Acad. se. ParÏB 112 
(1891), p . 1047; Bull. Soc. math. France 19 (1890/1), p . 105; G. Musso, Rivista 

mat. 4 (1894), p . 109; E. Maillet, Assoc. fr. avanc. sc. 23 (Caen) 1894 8, p. 244 

46) M. Cantor, Z. Math. Phys. 2 (1857), p. 103; C. W.Baur, id. p . 267; 
A. Vachette, Nouv. Ann. math. (2) 14 (1875), p. 299; (2) 15 (1876), p . 114; T. Muir, 

Proc. R. Soc. Edinb. 11 (1880/2), p . 187. 

47) L. Euler, Verh. Genootschap Vlissingen 9 (1782), p . 85 [1779J; Commentât. 

Arith. 2, S'Pétersb. 1849, p . 302; L.J.Fischer, Lehrb. l s ) 1, p. 65. 

48) London Edinb. Dublin philos, mag. (4) 7 (1854\ p. 40; Papers 2, Cambr. 

1889, p . 123 [1853]; Messenger math. (2) 19 (1889/90), p. 135; Papers 13, Cambr. 

1897, p . 55; M. Frolov, 3. math. spéc. (3) 4 (1890), p. 8, 25; P.A.Mac Mahon, 

Philos. Trans. London 194 A (1900), p . 361 (solution du problème des carrés latins). 

49) Voir l'article sur les jeux mathématiques. 

50) .Interméd. math. 2 (1895), p. 79; 3(1896), p . 90; 5(1898), p . 83; 6(1899), 
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9. Combinaisons ou arrangements soumis à des conditions restrictives. 73 

Etant donnée une permutation de n éléments distincts, on dit que 
l'on en déduit une deuxième permutation par le battement de Monge, 
si l'élément de rang i, dans la deuxième permutation, est égal à l'élément 
de la première dont le rang est le nombre 

n+2 — 2^, s i * < - ^ — , 

ou bien le nombre 

2i — n — 1, si i > —£— 

On peut se proposer de chercher les éléments qui conservent leur 
place après un ou plusieurs battements successifs51). 

9. Combinaisons ou arrangements soumis à des conditions restric
tives. On peut classer les combinaisons simples ou complètes de n 
éléments p à p , en différentes catégories suivant que l'ensemble des 
indices de ces éléments satisfait à telle ou telle condition. .Supposons 
que l'on range par ordre de grandeur croissante les indices des élé
ments d'une combinaison simple; ces indices se partagent en un ou 
plusieurs groupes de nombres consécutifs; s'ils ne forment qu'un seul 
groupe, la combinaison est dite totalement continue; dans le cas con
traire, elle est dite partiellement ou totalement discontinue, suivant qu'il 
existe des groupes contenant plusieurs nombres, ou que tous les groupes 
n'en renferment qu'un seul. H est possible de déterminer le nombre 
des combinaisons dont les indices se répartissent, comme on vient de 
le dire, en un nombre donné de groupes62).* 

Parmi les combinaisons pouvant renfermer plusieurs fois un même 
élément, on peut distinguer celles qui contiennent certains éléments 
un nombre donné de fois fixé à l'avance, ou un nombre de fois ne 
dépassant pas un nombre déterminé53). Le nombre des combinaisons 

p. 2 5 1 ; 7 ( 1 9 0 0 ) , p . 1 4 , 3 1 1 ; (Questions 2 6 1 , 4 5 3 ) ; G. Tarry, Assoc. fr. avanc. 

sc. 29 (Paris) 1 9 0 0 1 , p . 1 2 2 ; 1 9 0 0 S , p . 1 7 0 ; Me'm. Soc. se. Liège ( 3 ) 2 ( 1 9 0 0 ) , mém. 

n° 7, p. 3 ; Mathesis ( 2 ) 1 0 ( 1 9 0 0 ) , suppl. p . 2 3 ; J.Petersen, Annuaire des mathém. 

Paris 1 9 0 2 , p. 4 1 3 . * 

5 1 ) G.Monge, Mém. présentés Acad. se. Paris ( 1 ) 7 ( 1 7 7 3 ) , éd. 1 7 7 6 , p . 3 9 0 ; 

/. Bowget, J. math, pures appi. ( 3 ) 8 ( 1 8 8 2 ) , p . 4 1 3 ; A. Bienaymé, Nouv. Ann. 

math. (4 ) 2 , 1 9 0 2 , p. 4 4 3 . 

5 2 ) tJ. D. Gergonne, D. Encontre, Legrand, Bochat, Ann. math, pures appi. 

3 ( 1 8 1 2 / 3 ) , p. 6 9 , 2 1 3 ; H. A. Delannoy, Interméd. math. 7 ( 1 9 0 0 ) , p . 1 6 7 ; 8 ( 1 9 0 1 ) , p . 2 3 ; 

(Questions 1 4 7 9 , 1 8 6 9 ) ; M. Stuyvaert, Mathesis ( 2 ) 1 0 ( 1 9 0 0 , p. 2 2 4 ; T. Muir, 

Proc. E. Soc. Bdinb. 2 4 ( 1 9 0 1 / 3 ) , p . 1 0 2 . * 

5 3 ) B.Frénicle*); Jacques Bernoulli*),]). 1 1 8 ; H. F.Scherk, Math. Abh., Berlin 

1 8 2 5 , p . 6 7 ; A. Cournot, Bull. sc. math. astr. phys. chim. 1 1 ( 1 8 2 9 ) , p . 9 3 ; Ch. Ramus, 

J. reine angew. Math. 1 1 ( 1 8 3 4 ) , p . 3 5 3 ; O. Terquem, J. math, pures appi. ( 1 ) 4 
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n à » de m éléments ax, a2, . . ., am, dans lesquelles pour i — 1, 
2, . . ., m chaque élément ai entre un nombre de fois égal ou inférieur 
à ai} est égal au coefficient de x" dans le développement du produit 

m - , r> 
.Le cas le plus simple est celui où tous les nombres ai sont égaux 
à un même nombre p; les combinaisons ainsi considérées sont appelées 
par D. Anolré5i) combinaisons régulières d'ordre p de m éléments n à n. 
Le nombre de ces combinaisons, qu'il désigne par (m, n)p, a pour valeur 

( ^ « ) , = ^ ( - i ) ^ r r ; - ( p + 1 ) , 

A variant de 0 au quotient entier de » par p + 1; on peut le calculer 
an moyen d'un triangle arithmétique particulier d'après la formule 

(m, n) = ^ (m — 1, n - h) . 
i = 0 

I). André M) appelle combinaisons générales de m éléments distincts 
A t , A 2 , . . . , Aa, Bl} B 2 , . . . , B j , . . . les groupes que l'on peut former 
en prenant n de ces éléments de toutes les manières possibles de telle 
façon que, a, b, c, . . . désignant des nombres donnés, distincts ou non, 
les lettres A puissent entrer chacune dans le même groupe jusqu'à 
a fois, les lettres B jusqu'à b fois, etc. Il indique le moyen de calculer 
le nombre de ces combinaisons.* 

Les conditions restrictives auxquelles peuvent être soumis les 
arrangements simples ou complets de n éléments, concernent soit la 
place occupée par les éléments comme dans les permutations, soit la 
nature des éléments ou le nombre de fois que chacun peut entrer 
comme dans les combinaisons. JD. André étudie les arrangements 
complets de n éléments p & p, contenant tous les éléments ou satis
faisant à d'autres conditions restrictives65).* 

10. Combinaisons dont les éléments ont une somme donnée. 
Décomposition d'un nombre en une somme de plusieurs autres. 
Lorsque les n éléments dont on forme des arrangements ou des com
binaisons sont des nombres entiers, il y a lieu de chercher le nombre 
de ces arrangements ou combinaisons dont les éléments ont une somme 
donnée m. Le cas le plus important est celui où les n éléments sont 

(1839), p . 177; Ad.Weiss, J. reine angew. Math. 34 (1847), p . 255; 38 (1849), p . 107; 

L. Ôttinger 1J). 

54) .Ann. Ec. Norm. (2) 5 (1876), p . 155.* 

55) . C . R. Aead. se. Paris 87 (1878), p . 838; Bull. Soc. math. France 5 

(1876/7), p . 150 ;„7 (1878/9), p . 43.* 
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10· Combinaisons dont les éléments ont une somme donnée. 75 

les n premiers nombres naturels; un cas voisin de celui-là est celui où 

les M éléments sont n nombres naturels consécutifs. 

Le nombre des arrangements complets, p à p, des nombres A; 

h + 1, k + 2, . . de somme m, est égal à Cm^-p-i-kp] le nombre 

total des arrangements complets, p & p, des nombres 1, 2, . . . , n, de 

somme m, lorsqu'on donne à p t/nvtes les valeurs possibles, est égal 

au coefficient de z"1 dans le développement de la fraction 

z + z'- -| \-z" 

1 — z — s1 z» 

suivant les puissances croissantes de z.66) tA. ces questions se rattache 
le problème traité par G. W. Baur57) : On a n dés à m faces numé
rotées de 1 à m; de combien de manières peut-on amener une somme 
a? Ce problème a été repris par D . André comme application des 
combinaisons régulières5*).* 

Le calcul du nombre des arrangements simples ou complets de 
n éléments entiers positifs, de somme m, se ramène à celui du nombre 
des combinaisons analogues des mêmes éléments. Il existe des for
mules directes ou récurrentes pour déterminer le nombre des arrange
ments et des combinaisons des premiers nombres entiers positifs pris 
p à p, de façon à obtenir une somme m;58) L.Euler a démontré que 
le nombre des combinaisons simples des nombres 1, 2 ,3 , . . . , de somme 
m, est égal au nombre des combinaisons complètes des nombres impairs, 
1, 3, 5, . . . , de somme ni. °9) 

Il se peut qu'un nombre entier soit, de plusieurs manières, la 
somme de plusieurs autres nombres entiers soumis à des conditions 
données. La détermination du nombre de décompositions possibles d'un 
nombre, en termes additifs de nature donnée, a d'abord été faite par 
L. Eulerm); ce nombre s'exprime par le coefficient d'un terme parti
culier dans le développement d'une certaine fonction rationnelle. Dans 
le développement du produit 

z = (1 + xaz) (1 -f- x?g) (1 + xfs) . . . 

56) A. Cayley, Messenger math. (2) 6 (1876), p . 188; Papers 10, Cambr. 1896, 
p. 16; J. Hermès, Math. Ann. 45 (1894), p . 371; 47 (1896), p . 281. 

57) »Z. Math.Phys. 2 (1857), p . 195; voir encore L. Ôttinger,J. reine angew. 

Math. 67 (1867), p . 334.* 

58) H. F. Scherk, S. reine angew. Math. 3 (1828), p . 96; M. A. Stem, id. 21 
(1840), p . 91, 177; 95 (1883), p . 102; K. Beich, Archiv Math. Phys. (2) 11 (1892), 
p. 225; A. Holtze, id. p . 310; M. Kuschniriuk, Progr. Mahrisch-Triibau 1895; 
E. Netto, Combin . 4 2 ) , p . 137. 

59) L. Euler, Introd. in analysin infin. 1, Lausanne 1748, chap. 16; trad. 

J. B. Ldbey, 1, Paris, an IV, p . 234. 
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suivant les puissances de x et de z, le coefficient de x" zm exprime le 
nombre des décompositions possibles de n en une somme de m termes 
différents pris dans la suite a, ß , y , . . si ces derniers nombres sont 
ceux de la suite 1, 2, 3, . . . des nombres naturels, le coefficient con
sidéré est celui de x" dans le développement de l'expression 

x i m ( m + 1 ) [ ( l -x) (1-x2) (1 - z s ) · · • (1 - a " ) ] - 1 ; 
si dans z on fait 0=1, le coefficient de x" exprime le nombre des 
décompositions possibles de n en une somme d'un nombre indéter
miné de termes différents pris dans la suite a, ß , y , . . . „Dans le dé
veloppement de l'expression 

z' = [(1 _ afe) (1 - x?z) • • • (1 - xxz)y1 

suivant les puissances croissantes de x et de z, le coefficient de xnzm 

exprime le nombre des décompositions possibles du nombre n en une 
somme de m nombres, différents ou non, pris dans la suite a, ß , y , • • . ; 
si ces derniers nombres sont ceux de la suite naturelle 1, 2, 3 , . . . , 
le coefficient considéré est celui de xn dans le développement de 

xm[(l — x){l-x2)---{l — s"*)]- 1 ; 
si dans z' on fait z = 1, le coefficient de xn exprime le nombre des 
décompositions possibles de n en une somme d'un nombre indéterminé 
de termes égaux ou différents pris dans la suite ce, ß , y , . . . 5 9 ) . Ces 
questions se rattachent naturellement à la formule6 0) 

(1 - x ) ( l - x2) ( l - x * ) - - - =2(- i ) r x ^ ± r ) . * 

Les applications de l'Analyse à la partition des nombres et aux 
combinaisons de somme donnée ont fait l'objet de nombreux travaux. 
A. Cayiey et J.J. Sylvester, en particulier, ont indiqué des moyens rapides 
et construit des Tables pour calculer les coefficients d'Euler et d'autres 
plus généraux6 1); J. J. Sylvester a transformé la question et s'est servi de 

60) „ L . Euler, Comm. Acad. Petrop. 13 (1741/3), éd. 1751, p . 64; en partie, 
p . 93; Novi Comm. Acad. Petrop. 3 (1750 1), éd. 1753, p . 159 [1750]; 5 (1754/5), 
éd. 1760, p . 78 [1754]; Commentât. Arith. 1, S* Pétersb. 1849, p. 93, 235; C. G. J. 
Jacobi, J. reine angew. Matb. 37 (1848), p . 67; Werke 2, Berlin 1882, p . 226; 
L. Goldschmidt, Z . Math. Phys. 38 (1893), p . 121.* 

61) H. Warbtirton, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1849), p . 471/2 [1847]; 
J. Herschel, Philos. Trans. London 140 (1850), p . 399; C. Wasmund, Archiv Math. 
Phys. (1) 21 (1853), p. 228 ; (1) 34 (1860), p. 440 ; N. M. Ferrers, cité par J. J. Sylvester, 
London, Edinb. Dublin philos, mag. (4) 5 (1853), p. 201 (en note); A. Cayley, Philos. 
Trans. London 146 (1856), p . 127 [1855]; 148 (1858), p . 47 [1857]; Papers 2, 
Cambr. 1889, p . 235, 506; F. Faà di Bruno, Ann. sc. mat. fis. 7 (1856), p . 313; 
F. Brioschi, id. 8 (1857), p. 5; J. J. Sylvester, id. 8 (1857), p . 12; Quart. J. pure 
appl. math. 1 (1857), p . 81,141; London, Edinb. Dublin philos, mag. (4) 16 (1858), 
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1 0 . Décomposition en une somme. 1 1 . Applications aux produits. 77 

représentations géométriques désignées sous le nom de graphs62). P. A. 
%Mac Mahon a fait l'historique de ces recherches et les a considéra
blement augmentées68), soit en considérant des groupes de deux nombres, 
soit en cherchant la partition parfaite d'un nombre n, c'est-à-dire sa 
décomposition en éléments au moyen desquels peuvent se composer 
tous les nombres inférieurs à n. Ces questions intéressent également 
la théorie des nombres, celle des invariants, l'Analyse indéterminée et 
le Calcul des probabilités. 

11. Applications aux produits de facteurs. Au heu d'envisager 
les arrangements ou les combinaisons d'éléments entiers, au point de 
vue de la somme de ces éléments, on peut les étudier au point de vue 
du produit des éléments qui y entrent; il y a du reste correspondance 
univoque entre les combinaisons simples ou complètes de nombres 
pris p à p et les produits de p facteurs égaux à ces nombres; c'est 
pour cette raison que les propriétés des combinaisons ont été énoncées 
par la plupart des auteurs jusqu'au milieu du 19e siècle comme des 
propriétés de produits de facteurs. 

Tout nombre entier n peut être considéré, en général de plusieurs 
manières, comme un produit de facteurs dont le nombre et la nature 
peuvent être soumis à des conditions restrictives64). Lorsque le nombre 
M est un produit de g facteurs premiers tous différents, et qu'on veut 
le mettre sous forme d'un produit de k facteurs, k <[ q, le nombre des 
décompositions possibles est le coefficient de xfl~k dans le développe
ment de 

[(1 - x) (1 - 2x) • • · (1 - kx)]-1 

et il a pour valeur 

p. 869; Amer. J. math. 6 (1882), p . 119, 251; C. R . Acad. se. Paris 96 (1883), 
p. 743, 1110, 1276; Proc. London math. Soc. 28 (1896/7), p . 33; J.W. L. Glaisher, 

C. R. Acad. se. Paris 80 (1875), p . 255; Th. von Oppolzer, Math. Ann. 13 (1878), 
p. 405; F. Faà di Bruno, C. R. Acad. se. Paris 86 (1878), p . 1189; J. reine angew. 

Math. 85 (1878), p . 317; E. A. A. David, C. R. Acad. se. Paris 90 (1880), p . 1344; 91 
(1880), p. 621; F. Franklin, id. 92 (1881), p. 448; J. J. Sylvester, John Hopkins 

Univ. Circuì. 2 (1882/3), p . 70; K. Th. Vahlen, 3. reine angew. Math. 112 (1893), p . 1; 
Daublebbky von Sterneck, Sitzgsb.Akad. Wien 105II* 1896, p . 875; 106II* 1897, p . 115. 

62) Amer. J. math. 5 (1882), p . 251. 

63) P. A. Mac-Màhon, Quart. J. pure appi. math. 21 (1886), p . 367; Messenger 

math. (2) 20 (1890/1), p . 103; Proc. London math. Soc. 28 (1896/7), p . 10; index 

bibliogr. id. p . 32; Philos. Trans. London 184 A (1893), p . 835; 185 A (1894), p . 111; 
187 A (1896), p . 619; 192 A (1899), p . 351. 

64) A. von Ettinghausen " ) , p . 295/6; A. Cournot™); A. F. Mobius, 3. reine 

angew. Math. 9 (1832), p . 105; Werke 4, Leipzig 1887, p . 591; Ch. Bamus, 3. reine 

angew. Math. U (1834), p . 363; E. Netto, Combin. " ) , p . 168/88. 
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66) S. F. Lacroix, Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral 3 (1 « éd. 

Paris an VTH), 2» éd. Paris 1819, p . 26; L. D. H. Picguet, J. math. spéc. (3) 2 

(1888), p . 160, 172, 196. 

66) Voir encore M. A. Stern, J. reine angew. Math. 18 (1838), p . 375; 0. Ter-

quem, 3. math, pures appi. (1) 3 (1838), p . 656; K. Weihrauch, Z . Math. Phys. 20 

(1876), P- 116; E. Netto, Combin. p . 185. 

67) B. F.Scherk, J. reine angew. Math. 3 (1828), p . 96; 11 (1834), p . 226. 

*? - h [ * - Ö (* - w + © (* - 2 ) s - · · · ± ( î ) ] ; 6 5 ) 

ce nombre est aussi la somme des produits constitués par les combi
naisons complètes des nombres 1, 2 , . . . , k pris q — h à q — h. Lors
que le nombre n est formé de facteurs premiers non tous distincts, le 
problème est plus compliqué. 

A . F. Möbius®1) a étudié les arrangements complets dont le pro
duit des éléments pris en nombre indéterminé est égal à un nombre 
donné. Clir. Kramp9) et A . von Ettinghausenn) ont étudié la somme 
des produits constitués par les combinaisons, simples ou complètes, 
d'éléments donnés entiers66). La somme des produits simples (i — X à 
fi — k des nombres 1, 2, 3 , . . . , fi — 1 est égale à 

^ 7 (i\ / a + 6 + c- l = l \ . 

¿ 1 a\ 6! c! · · · i « 2 » 3 « . • · ' \ a + 26 + 3 c - | = u) ' 

c'est le coefficient de x^~z dans le développement de 

(1 + x) (1 + 2x) • • • [1 + 0 - 1)3!]; 

de même la somme des produits formés par les combinaisons com
plètes des nombres 1, 2, . . . , À, pris p — X à fi — X est égale à 

y ftl / a + 6 + c - f . . . = ; \ 

j^-J a\ 6! cl • • - (1!)«(2!)*(3!)< :- • - ' \a + 2 h - f 3c + · · • = a) ' 

c'est le coefficient de x^~l dans le développement de 
[(1 - x) (1 - 2x) • · • (1 - Xx)]-1. 

H. F. Sclierk6Î) a considéré les combinaisons simples des nombres 
1,2, . . . t n, pris p à p , puis, ayant rangé, dans chaque combinaison, 
les éléments de cette combinaison par ordre de grandeur croissante, 
il a augmenté le premier élément de 0, le second de 1, le troi
sième de 2, . . . ; il a fait le produit des p nombres ainsi obtenus et 
a considéré la somme des C% produits formés. Il a considéré, de 
même, les combinaisons complètes des mêmes nombres, en retranchant 
cette fois, des éléments successifs de chacune d'elles, les nombres 
0, 1, 2 , . . . 

12. Autres applications. .La théorie des combinaisons présente 
de nombreuses applications non seulement à la théorie des nombres 
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12 . Autres applications. 13 . Ternes ou Triades. 79 

et au Calcul des probabilités, mais encore à la Géométrie; sans les 
mentionner toutes, nous citerons les suivantes: 

La recherche du nombre de manières dont on peut effectuer 
une somme de n termes, ou un produit de n facteurs, en réunissant 
de proche en proche certains de ces termes en sommes ou en pro
duits partiels, d'après une loi donnée, de toutes les manières possibles68). 

La recherche du nombre P„ de manières dont on peut décomposer 
un polygone de n côtés en triangles par des diagonales. Ce dernier 
problème, proposé par L. Euler, a été résolu d'abord par J. A. de Segner69) ; 
le nombre cherché satisfait à la relation de récurrence n Pn + 1 = ( 4 n — 6 ) PM, 
et est égal à 

La question, reprise par G. Lame, Glinde Eodrigues, J. P. M. Einet70), 

a été généralisée par E. Prouhet11)', le nombre de manières de dé
composer un polygone convexe de n côtés en d + 1 parties au moyen 
de d diagonales qui ne se coupent pas, est égal à 7 3) 

1 rA j~id * 
d + I °'-sJ"-

Entre les nombres de permutations, d'arrangements et de combi
naisons de n objets, existent un grand nombre de relations qui ont été 
autrefois réunies par G.F.Hindenburgn)\ à ces relations se rattachent 
du reste celles qui existent entre les coefficients du binôme dont nous 
parlerons plus loin. 

13. T e r n e s ou T r i a d e s . Une branche de l'Analyse combinatoire 
dont l'importance se manifeste surtout dans l'étude des groupes de 
substitutions, est la théorie des ternes ou triades dont l'origine se 
trouve7*) dans les problèmes suivants proposés indépendamment l'un 
de l'autre par J. Steiner et T. P. Kirkman. 

68) tJ. D. Gergonne, Ann. math, pures appl. 11 (1820/1), p . 166; E. Catalan, 

J. math, pures appl. (1) 3 (1838), p . 515; (1) 6 (1841), p . 74; Olinde Rodrigues 

id. (1) 3 (1838), p . 549; E. Schröder, Z. Math. Phys. 15 (1870), p . 361* 
69) t Novi Comm. Acad. Petrop. 7 (1758/9), éd. 1761, p . 203; la formule citée 

se trouve dans le Résumé, en tête du volume p . 13.* 

70) „J. math, pures appl. (1) 3 (1838), p . 505, 547; (1) 4 (1839), p. 79.* 
71) „Nouv. Ann. math. (2) 5 (1866), p . 384.* 
72) tE. Lucas, Théorie des nombres 1, Paris 1891, p . 93.* 
73) Infinitomii Dignitatum, Göttingue 1779; Novi Syst. 7 ) ; Samml. combi

nat. 8) 1, Leipzig 1796; 2, Leipzig 1800. Voir aussi J.A.Grunert, Archiv Math. 

Phys. (1) 1 (1841), p . 67; J. G. Hägen, Synopsis der höheren Math. 1, Berlin 1891, 
Abschnitt III; E. Netto, Combin. " ) , p . 246/58. 

74) L'historique est indiqué par E. Netto, Combin. 4 S ) , p. 202 et suiv. 
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Le problème de J. Steiner™) est le suivant: 1°) Pour quelles 
valeurs de N peut-on constituer, au moyen de N éléments, des groupes 
de trois (ternes ou triades) contenant une et une seule fois chaque 
groupe de deux éléments (ambe ou duade)? Lorsque le problème est 
possible, combien peut-on constituer de groupements distincts en 
triades avec N éléments donnés, ces groupements ne se déduisant pas 
l'un de l'autre par une simple permutation des éléments? 2°) Peut-on, 
au moyen de N éléments donnant lieu à un groupement en triades, 
constituer des groupes de quatre (quaternes ou tétrades), de façon que 
trois éléments d'une des triades formées ne soient jamais dans une 
tétrade, et que trois éléments n'entrant pas dans une même triade 
soient toujours une fois et une seule dans une tétrade? 3°) Peut-on, 
de même, avec les N éléments précédents donnant lieu à un groupe
ment en tétrades, constituer des groupes de cinq (pentades), satisfaisant 
à des conditions analogues? etc. 

La partie du problème relative aux triades est résolue; les autres 
parties sont plus difficiles à résoudre et ont fait l'objet de peu de 
travaux76). Il faut d'abord que N soit de la forme 6w -f- l ou 6 M + 3; 
cette condition est suffisante pour l'existence des triades, dont le nombre 
est ^ N(N — 1) et pour celle des tétrades dont le nombre est 
2 4 N ( N — 1 ) (N — 3); mais N doit être soumis à d'autres restrictions 
pour l'existence des groupes suivants: pentades, etc. Par exemple, 
pour N = 7, il y a 7 tn-iades, caractérisées par les indices 

123, 145, 167, 246, 257, 347, 356 

et 7 tétrades, caractérisées par les indices 

1247, 1256, 1346, 1357, 2345, 2367, 4567; 

mais il n'existe aucune pentade satisfaisant aux conditions voulues. 

La démonstration de l'existence d'un système de triades de 
N = 6w + 1 ou 6w + 3 éléments et la construction effective d'un tel 
système ont été effectuées pour la première fois par M. Eeiss77) en 
déduisant du cas de N éléments ceux de 2N + 1 et 2N — 5 éléments. 
Une démonstration et un mode de formation indépendants des précé
dents et donnant un nombre plus étendu de solutions sont dus à 
E. Hastings Moore78). Lorsque N est un nombre premier de la forme 

76) J. reine angew. Math. 45 (1853), p . 181; Werke 2, Berlin 1882, p. 437. 
76) W. Lea, Math. Quest. Educ. Times 9 (1868), p. 35; W. Lea et T. P. 

Kirkman, id. 11 (1869), p . 97; W. Lea, id. 22 (1874), p . 74; G. Brunei a résolu 

le problème complet pour a = 7, 9, 15 [Procès-verbaux Soc. sciences Bordeaux 

1896/7, p . 37], 
77) J. reine angew. Math. 56 (1859), p . 326 [1856]. 

78) Math. Ann. 43 (1893), p . 271· 
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13. Ternes ou Triades. 81 

6» + 1, un mode de formation simple et direct d'un système de 
triades de N éléments a été donné par E. Netto \ les £ N ( N — 1) 
= M(6W + 1) triades de ce système se partagent en n groupes ren
fermant chacun N triades; celles d'un même groupe se déduisent de 
l'une d'entre elles en augmentant d'un même nombre les indices des 
3 éléments qui la composent, et elles forment un système cyclique. 
Ce mode de formation et de répartition des triades en systèmes cycli
ques a été étendu par E. Netto au cas où. le nombre N a la forme 
6» + 3 et est le triple d'un nombre premier de la forme 6n + 5, 
puis par L. Heffter au cas où le nombre 6 n -j- 3 est le triple d'un 
nombre premier quelconque, ainsi qu'à d'autres cas spéciaux et à tous 
les nombres inférieurs à 100. 7 9) Ces questions qui se rattachent à 
la théorie des groupes de substitutions, ont été approfondies, au point 
de vue de cette théorie, par M. Noeilier, E. Netto et E. H. Moore80). 

Le problème des triades a, pour N > 9, plusieurs solutions dis
tinctes, non réductibles l'une à l'autre par un changement d'indices; 
par exemple pour N = 13, il possède deux solutions; pour N = 15, 
plus de deux 8 1). 

^Lorsque N n'a pas la forme 6w + 1 ou 6 M + 3, on peut chercher 
quel est le plus grand nombre Q de triades que l'on peut former, si 
une même duade ne doit jamais figurer deux fois dans l'ensemble. 
T. P. Kirkman8*) avait donné, sans démonstration, des résultats en 
partie inexacts, qui ont été rectifiés par G. Brunei83)] on a 

3Q = £ N ( N - 1 ) - V , 
avec 

v = 0 pour N = 6n + 1 et 6w + 3, 

v = 4 pour N = 6 « — 1, 

V = £ N pour N = 6w et 6n + 2 , 

v = i-N + 1 pour » = 6n — 2.* 

79) E. Netto, Math. Ann. 42 (1893), p. 143; Combin. " ) , chap. 10; L. Heffter, 

Math. Ann. 49 (1897), p. 101. 
80) M. Noether, Math. Ann. 15 (1879), p . 89; E. Netto, Substitutionentheorie, 

Leipzig 1882, p . 220; E. H. Moore, Math. Ann. 43 (1893), p . 271; 60 (1898), 
p. 225; Bull. Amer. math. Soc. 4 (1897/8), p . 11. 

81) Jan de Vries, Eend. Cire. mat. Palermo 81 (1894), p. 222 ; E. H. Moore, 

id. 91 (1895), p . 86; „67. Brunei, Mém. Soc. se. phys. nat. Bordeaux (4) 5, extraits 

des procès-verbaux, p . X L V i l , [1894]; Ass. fr. avanc. se. 24 (Bordeaux) 18951, 
p. 180; 18958, p . 145; K. Zulauf, Diss. Giessen, éd. Darmstadt, 1897; G. Brunei, 

mém. posth: J. math, pures appl. (5) 7 (1901), p . 305; Mém. Soc. se. phys. nat. 

Bordeaux (6) 2 (1903), p . 1.* 
82) „Cambr. Dublin math. J. 2 (1847), p . 191.* 
83) tG. Brunei, Procès-verbaux Soc. sciences Bordeaux (1896/6), p. 40.* 

£n«ydop. dea scieno. mathémat. 1 1 . 6 
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Les problèmes d'Analyse combinatoire relatifs aux triades com
portent la recherche des différentes manières de grouper en tableaux 
toutes les triades possibles de N éléments suivant certaines lois. 
A. Cayley et R. R. AnsticeM) ont examiné des cas particuliers. 

Le problème de T. P. Kirhnan 8 5 ) ou des 15 demoiselles est le suivant: 
Quinze demoiselles vont chaque jour en promenade trois par trois; 
les disposer de façon que, dans le cours d'une semaine, chacune d'elles 
soit une fois, et une seule, avec chacune des autres. Ce problème peut 
être énoncé dans le cas général de la façon suivante: étant donnés 
N = 6w + 3 éléments, que l'on peut grouper en triades, le nombre 
total des triades étant ( 2 w + l ) ( 3w+l ) , ranger ces triades en 3w-f-l 
ensembles de 2n -f 1 triades de façon que, dans chaque ensemble, les 
Qn + 3 éléments entrent une fois et une seule; le cas de n = 1 con
stitue un problème de F. WalecM, cité par E. Lucas86). 

tG. Brunei91) a généralisé les questions précédentes. Si l'on 
figure les N éléments par des points, les duades sont représentées par 
les lignes joignant les points deux à deux; la détermination d'un 
système de triades revient à la construction d'un ensemble de triangles 
tel que chaque ligne apparaisse dans un triangle et un seul. Ceci 
posé, G. Brunei se demande si l'on peut épuiser toutes les duades, 
sans omission ni répétition, en traçant un système de polygones fermés 
à 4, ou à 5, . . . , ou à v côtés. Les groupes correspondant aux divers 
polygones, sont appelés quadricycles, pentacycles, ..., et en général 
v-cycles. 

Pour v = 4, il faut, pour que le problème soit possible, que 
u = 8 f t + l ; il y a alors dans chaque système possible &(8A + 1) 
quadricycles, que l'on peut former par une généralisation du pro
cédé de E. Netto. En général, on peut distribuer en un système de 
w-cycles les n(2n + 1) duades formées avec {2n + 1) éléments, de 
façon que chaque duade figure une fois et une seule dans chaque 
système. 

8 4 ) A. Cayley, London Edinb. Dublin philos, mag. 3 7 ( 1 8 5 0 ) , p. 5 0 ; (4) 

2 6 ( 1 8 6 3 ) , p . 5 9 ; ( 4 ) 3 0 ( 1 8 6 5 ) , p . 3 7 0 ; P a p e r s l , Cambr. 1 8 8 9 , p . 4 8 1 ; 5 , Cambr. 

1 8 9 2 , p . 9 6 , 4 9 3 ; M. M. Anstice, Cambr. Dublin math. J. 7 ( 1 8 5 2 ) , p. 2 7 9 ; 8 (1853) , 

p . 1 4 9 . 

8 5 ) Cambr. Dublin math. J. 2 ( 1 8 4 7 ) , p . 1 9 1 ; 5 ( 1 8 5 0 ) , p . 2 6 0 ; 8 (1853) , 

p . 3 8 ; London Edinb. Dublin philos, mag. 3 7 ( 1 8 5 0 ) , p . 1 6 9 ; T. Clausen, 

Archiv Math. Phys. ( 1 ) 2 1 ( 1 8 6 3 ) , p . 9 3 ; A. H. Frost, Quart. J. pure appl. math. 

1 1 ( 1 8 7 1 ) , p . 2 6 . 

8 6 ) Récréations math. 2 , Paris 1 8 8 3 , p . 1 8 3 ; W. Ahrens, Math. Unterh. und 

Spiele, Leipzig 1 9 0 1 , p . 2 5 7 , 2 7 4 . 

8 7 ) .Proc.-verb. Bordeaux " ) , 1 8 9 4 / 5 , p . 5 6 ; 1 8 9 5 / 6 , p . 6 , 5 8 ; 1 8 9 8 / 9 , p . 5 9 , 71.* 
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14. Développement de la puissance d'un polynôme. 83 

A ces différentes questions se rattachent d'ailleurs les problèmes 
considérés par D. André dans son Organisation des assauts complets88). 

D'autres généralisations sont équivalentes au problème suivant: 
la configuration régulière la plus simple de l'espace à K — 1 dimen
sions peut-elle être formée, sans omission ni répétition d'arêtes, par 
un ensemble de configurations régulières de l'espace à p — 1 dimen
sions, P étant inférieur ou égal à X ? Pour p = 3, on a le problème 
des triades. Pour p = 4, 5,. . . , si les configurations sont les plus 
simples, on a des problèmes analogues avec des tétrades, pentades,... ; 

des conditions nécessaires sont alors, que T1 et — s o i e n t 
' ^ p — 1 p (p — l) 

entiers, mais ces conditions ne sont pas toujours suffisantes. Si les 
configurations sont plus compliquées, on a des problèmes qui sont la 
généralisation de ceux des cycles.* 

14. Développement de la puissance d'un polynôme. La formule 
du binôme, dans le cas d'un exposant entier et positif, est 

p = m 
(x + d ) m = 2 C £ t a p x m - p , 

Cl étant le nombre des combinaisons simples de m éléments p à p . 
Le calcul des coefficients successifs a été indiqué pour la première 

fois par M. Stifel89) qui a donné la loi numérique de récurrence ex
primée aujourd'hui par la formule 

C
:P nP i r\P -1. m — *->m — 1 " T - 1 ) 

B. Pascal90) a construit, d'après cette relation, le triangle arithmétique 

l 

1 1 
1 2 1 
1 3 3 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 

où chaque nombre est égal à celui qui est au-dessus de lui, 
augmenté de celui qui précède ce dernier dans la même ligne; la 
(» -f l ) c ligne de ce triangle donne les coefficients du développement 
de (x + a)n. 

88) „Bull. Soc. philom. Paris (9) 2, 1899/1900, p. 45/73.* 

89) M. Stifeî, Arithmetica integra, Nuremberg 1644, fol. 44 b ; cf. P. Tannery, 

Interméd. math. 3 (1896), p . 98 (Question 615). 
90) Traité du triangle arith. >) 
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.L'écriture actuelle de la valeur des coefficients Cf„, en fonction 

de m et de p , repose sur la formule de récurrence 

r P _ m — p + 1 rp -1 _ 

celle-ci se trouve énoncée par J5. Pascal de deux manières diffé
rentes, dont l'une lui appartient, tandis que l'autre est de P.Fcrmatn). 
De cette formule, B. Pascal et ses contemporains auraient pu déduire, 
s'ils l'avaient voulu, l'expression de C„ sous forme de fraction, mais 
ce n'était pas dans les habitudes de leur temps. I. Newton92) a écrit 
le premier la formule du binôme sous la forme actuelle; dans le cas 
de m entier positif, sa formule n'était pas nouvelle et n'était que la 
transcription de résultats connus; c'est l'extension au cas de m quel
conque qui caractérise la découverte de I. Newton? Jacques Bernoutti9S) 

insiste sur les propriétés du triangle arithmétique au point de vue de 
la théorie des combinaisons. Entre les coefficients du binôme existent 
du reste une grande quantité de relations dont la plupart peuvent 
être énoncées sous forme combinatoire; elles se rapportent aux sommes 
de ces coefficients, aux sommes de leurs carrés, etc.; elles sont dues 
à J. L. Lagrange u ) , L. Euler95), Vallès96), A. L. Cauchy97), F. Arndt98), 

H. A. Rotlie, Chr. Kramp, etc. leur énumération serait longue; elles 
sont d'ailleurs indiquées et classées par J. G. Hagen99) et par E. Netto m). 

La formule donnant le développement d'une puissance positive et 
entière d'un polynôme 

91) tB. Pascal, Traité des ordres numériques; (Op. posth.) Paris 1666, prop. XI 
[1664]; Œuvres, éd. Hachette 3, Paris 1880, p . 271; P. Fermât, Note dans une 

lettre à M. Mersenne écrite en 1636; Œuvres, éd. Ch. Henry et P. Tannery 2, 
Paris 1894, p . 70.* 

92) .Lettres à Oldenbourg, datées 13 Juin et 24 Oct. 1676; Opuscula éd. 

J. Castillan 1, Lausanne et Genève 1744, p . 318, 324; Comm. epist. J. CoUins et 

aliorum, Londres 1712, éd. E. Biot, Paris 1856, p . 103, 122.* 
93) Ars conjectandi ° ) , p . 87. 
94) Mise. Taurinensia 5, 1770/3, math. p . 167; Œuvres 2, Paria 1868, p. 175. 
95) Acta Acad. Petrop. 6 (1781) I, éd. 1784, math. p . 74. 
96) Ann. math, pures appl. 16 (1825/6), p . 263. 
97) Exercices math. 1, Paris 1826, p . 49; Œuvres (2) 6, Paris 1887, p. 68. 
98) Archiv Math. Phys. (1) 3 (1843), p . 256; J. reine angew. Math. 31 (1846), 

p. 241. 
99) Synopsis " ) 1, p . 62. 
100) Combin. " ) , p . 246. Voir aussi G.Eisenstein, Abh. Gesch. Math. 7 (1895), 

p. 193 [1849]; M. Cantor, 1. Math. Phys. 2 (1867), p 65; X>. André, Nouv. Ann. 

math. (2) 10 (1871), p . 74, 221; (2) 12 (1873), p . 84; L. B. H. Picquet, J. math, 

spéc. (3) 2 (1888), p. 150,172,196; 0. Schlômilch, %• Math. Phys. 33 (1888), p. 190; 
G. Vivanti, id. p . 368; P. Mansion, Mathesis (2) 10 (1900), p . 169. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



(a + b + c + - - - r = ^ ^ r - a " ¥ c r . . . (« + fi + y + . . . = m ) 

peut être rattachée à une remarque due à G. W. Leibniz dans une 

lettre101) à Jean Bernoulli. Le nombre des termes du développement 

est égal à fi, si p est le nombre des éléments a, b, c,.. .102) On 

déduit de là le nombre des termes d'un polynôme complet du degré 

m à n variables; il est égal à ^^jf 103)-

En particulier, les coefficients du développement de (a-\-b-\- c)m 

peuvent être calculés au moyen d'un tétraèdre arithmétique10*). 

15. Généralisations. Les coefficients du binôme rentrent dans 
les nombres figurés dont l'étude a été faite surtout au point de vue 
arithmétique105) et s'est considérablement étendue. 

Les diagonales allant, dans le triangle arithmétique de Pascal90), 

de gauche en haut à droite en bas, constituent les suites 

î , V î , î , , î , . . . 

h 2, 3, 4, , ( ? ) , . . 

1,3, 6 ,10 , , ( m + 1 ) , . . . 

1, 4, 10, 20, , ( m + 2 ) , . . . 

qui fournissent les nombres figurés proprement dits. Le m" terme de 
la (Je + l ) e de ces suites, 

F(k) = fm + k — 

est le m6 nombre figuré d'ordre k106). Ce nom provient de l'inter
prétation géométrique donnée à F^ comme nombre triangulaire et à 
F® comme nombre tétraédral. On a d'ailleurs 

101) datée 6/16 Mai 1695; Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math. Schr. 3, Halle 

1855, p. 175; Voir aussi Jacques Bernoulli, (op. posth.), Opera 2, Genève 1744, 

p. 993; A. de Moivre, Philos. Trans. London 19 (1696/7), p . 619. 

102) Ch. J. Brianchon, J. Ec. polyt. , cah. 25 (1837), p . 158; E. Catalan, 

J. math, pures appi. (1) 3 (1838), p . I l l ; L. attinger I8). 

103) / . D. Gergonne, Ann. math, pures appi. 4 (1813/4), p . 116; 13 (1822/3), 

p. 282; A. M. Ampère, id. 15 (1824/5), p . 369. Cf. J. A. Serret, Alg . sup. 6 e éd. 

Paris 1885, p . 144/5. 

104) C. A. Luisant, Bull. Soc. math. France 19 (1890/1), p . 18. 

105) P. Fermât, Observations sur Diophante; Œuvres, éd. Ch. Henry et 

P. Tannery 1, Paris 1891, p . 341. 

106) On peut aussi introduire les nombres figurés comme sommes de facto-

rielles; voir E. Lucas, Théorie des nombres ' 8 ) 1, p . 66. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et 

A ces nombres figurés viennent s'en adjoindre d'autres parmi 
lesquels nous citerons les nombres polygonaux à p côtés (cf. 11, 13) 
qui sont de la forme 

+ ( P - 2 ) ( Ï ) , ( m - 1 , 2 , . . . ) 

et les nombres pyramidaux à faces qui sont de la forme 

n $ = ( m + 1) + ( p - 2 ) ( m + 1 ) > {m-1,2,...) 

et que l'on peut aussi interpréter géométriquement. 
d'Ocagne108) a donné une généralisation du triangle arithmé

tique dans laquelle figurent des nombres K$ définis par les relations 
de récurrence suivantes qui sont la généralisation de celles de M. Stifel 

JS-m = J*-m = r; Ji.m = pîLm-i + JS.m-i ; 
ces nombres se rattachent d'ailleurs à la solution d'une question de 
probabilité 1 0 9). Les nombres de Bernoulli s'expriment au moyen des 
nombres ifjf' d'une manière simple; on peut du reste les évaluer au 
moyen des nombres Cm des combinaisons simples110).* 

.Les coefficients du développement de (1 + x)m sont les nombres 
Cm', ceux du développement de (1 + x + x2 + · · · + xf)m sont les 
nombres (m, n)p des combinaisons régulières (n° 9) d'ordre p ; ils forment, 
pour chaque valeur de p , un triangle analogue à celui de B. Pascal 
et se présentent dans diverses questions; il en est de même des 
coefficients du développement plus généra l m ) 

(1 + x,. + x\ + • · • + xf) (1 + x2 + x\ + · · · x/) (1 + x3 + • · ·).* 

107) Les sommes ux, ws, w„ . . . des éléments des diagonales dirigées de 

gauche en bas à droite en haut, dans le triangle de Pascal, forment une suite 

«! = 1, M, = 1, « , = 1 + 1, ut = 1 -)- 2, u6 = 1 + 3 + 1, « , = 1 + 4 + 3, 
« 7 = 1 + 5 + 6 + 1 , . . . 

à laquelle on a donné le nom de suite de Fibonacci (Léonard de Pise); on les trouve 

jusqu'à M 1 4 dans son Liber abbaci [1202; dans le texte qui nous est parvenu 

(1228), fol. 124"; Scritti di L. Pisano pubb. da B. Boneompagni 1, Rome 1857, 
p. 284]. C'est le premier exemple d'une suite récurrente: on a 

M« + l = + = un-l + U„-2 H F" «J + «i + 1· 
108) .Amer. J. math. 9 (1887), p . 353; 13 (1891), p . 145.* 
109) . i . D. H. Picquet, Interméd. math. 1 (1894), p . 125 (Question 124).* 
110) . i l / . d'Ocagne, Bull. Soc. math. France 17 (1888/9), p . 107; C. R. Acad. 

se. Paris 106 (1888), p . 731; E. Lucas, Ann. mat. pura appi. (2) 8 (1877), p. 60; 
Interméd. math. 4 (1897), p . 259 (Question 1091).* 

111) A. de Moivre, Miscellanea analytica, Londres 1730, p . 196; L. Eider, 
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15. Généralisations. 87 

N. H. Abd a développé (a; + «)" sous la forme 

+ C » « ( « - 2/3) (* + 2/3)"-2 + Cl « ( « - 3 / 3 ) 2 (x + 3/3)"-3 + · · · 

qui renferme une quantité arbitraire /3; une généralisation de cette for
mule est le développement de la même quantité sous la forme 

{x + «)" = x" + c,(x + t,)"-1 + cl(x + t l + + · · · 

où t^, t i t . . . sont des quantités arbitraires112). 

tA. Hurwitm113) indique les généralisations suivantes relatives à la 
puissance ne d'un polynôme: 

(at + «2 H 1- ak + »»)" 

- 0 , 0 , · · • aK^H RI]R"[ FT, («4 + r t a)', (a, + r2 a)'-- 1 · · · (a* + r 4o) r*~ 1, 

et 
K + a, H h o t) («j + a 2 H r- a* + « a ) " - 1 

= ^ r^j K + > " i « ) r ' - 1 · • • K + ^ o ) ^ 1 . 

A. L. Cauchy1W) a donné la formule 

(1 + x) (1 + tx) • • • (1 + i!"-1^) 

De toutes les expressions analogues à celle du binôme, c'est le produit 

P = a(a + b) (a + 26) · • · [a + (» — 1)6] 

qui a le plus attiré l'attention des analystes. Lorsque 6 est égal à 1, 
ce produit, considéré comme fonction de a, est appelé factorielle, ou 
produit continuel; les coefficients de son développement satisfont à 

des relations simples de récurrence. Dans le cas général, P considéré 
comme fonction de 6 et de n s'appelle faculté'; lorsque n est entier, 

Acta Acad. Petrop. 5 (1781) II, éd. 1785, math. p. 76 ; C. W. Baur, Z. Math. Phys. 2 

1857), p. 195; B. André5*); F. J. StudnicJca, Sitzgsb.bôhm. Ges. Prag 1879, p. 375. 

112) TV. H. Abd, 3. reine angew. Math. 1 (1826), p . 159; Œuvres, éd. L. Syloiv 

et S. Lie 1, Christiania 1881, p . 102; A. von Burg, J. reine angew. Math. 1 (1826), 

p. 367; A. Cayley [London Edinb. Dublin philos, mag. (4) 6 (1853), p . 185; 

Papers 2, Cambr. 1889, p . 102], généralisation élégante, sans démonstration; 

E. Lucas, Théorie des nombres " ) 1, p. 197; E. Netto, Combin. 1 ! ) , p . 54. 

113) t Z . Math. Phys. 35 (1890), p . 56.* 

114) „C. R. Acad. se. Paris 10 (1840), p . 178; 17 (1843), p . 527; Œuvres (1) 

5, Paris 1885, p . 40, 81; G. Eisenstein, J. reine angew. Math. 28 (1844), p. 44; 

E. Catalan, Bull. Soc. math. France 19 (1890 1), p . 145; 20 (1892), p . 40.* 
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les coefficients de son développement s'expriment au moyen de sommes 

de produits combinatoires ; sa généralisation dans le cas où n n'est plus 

entier constitue une fonction dont l'étude sort du domaine actuel116). 

Déterminants. 
16. Aperçu historique. Lorsqu'on élimine n inconnues entre 

n + 1 équations linéaires par rapport à ces inconnues, on est conduit 
à égaler à zéro une certaine fonction rationnelle entière des coefficients 
de ces équations; G. W. Leibniz a, le premier, étudié cette fonction et 
a énoncé la loi suivant laquelle ses termes successifs se déduisent de 
l'un d'eux 1 1 6). De même, lorsqu'on résout n équations linéaires par 
rapport à n inconnues, les valeurs des inconnues sont des fractions 
dont le numérateur et le dénominateur sont des fonctions rationnelles 
entières des coefficients; G. Cramer117) a donné une règle pour com
poser ces fonctions. Les expressions ainsi formées furent étudiées par 
JE. Be'zout118), par P. S. Laplaee119) qui leur donna le nom de résultantes, 

et par A. T. Vandermonde120). J. L. Lagrange, dans plusieurs de ses 

mémoires 1 8 1), considéra certaines expressions qui sont des déterminants 
du troisième ordre et forma leurs carrés ainsi que leurs réciproques. 
C. F. Gauss132) considéra les discriminants des formes quadratiques 

115) B. Pascal '); L.Etiler, Institntiones calculi differ., S* Pétersb. 1755, p. 832; 
A. T. Vandermonde *°) emploie le nom de puissance du second ordre et, dans le 
cas de 6 = — 1, la notation [af; Chr. Kramp, Analyse des réfractions astr. et 
terrestres, Strasbourg et Leipzig 1799, chap. 3; Ann. math, pures appl. 3 (1812/3), 
p. 1 : Kramp emploie la notation o" / J; a est la base, 6 la différence et n l'exposant; 
A. M. Ampère, Ann. math, pures appl. 15 (1824/6), p . 369; F. Arndt, 3. reine 
angew. Math. 31 (1846), p . 241; K. Weierstrass, id. 51 (1856), p . 1 [1854]; Abh. 
aus der Funct., Berlin 1886, p . 185; Werke 1, Berlin 1894, p . 153: Weierstrass 

discute les travaux de ses devanciers Chr. Kramp, T. Clausen, F. W. Bessel, 

M. Ohm, A. L. Crelle, L. Ôttinger et en fait l'historique; E. Lucas, Mathesis (1) 
3 (1883), p . 25. 

116) Ms. bibl. Hanovre, daté 1678; lettre à G. F. A. de VHospital, datée 
28 IV 1693; Acta Erud. Lps. 1700, p. 206; Werke, éd. C. I. Gerhardt, Math. Sehr. 7, 
Halle 1863, p . 5; 2, Berlin 1850, p . 239; 5, HaUe 1858, p . 348. Voir aussi 
C. I. Gerhardt, Sitzgsb. Akad. Berlin 1891, p . 407; G. Peano, Formulaire math. 3, 
Turin et Paris 1901, p . 164. 

117) Introd. p . 656 et suiv. 

118) Hist. Acad. se. Paris 1764, M. p . 288. 
119) id. '*) 1772 n, M. p . 296; Œuvres 8, p . 397. 
120) id. 1772 H, M. p . 618 [1771]. 

121) Nouv. Mém. Acad. Berlin 4 (1773), éd. 1776, p . 85, 121, 149; Œuvres 3, 
Paris 1869, p . 579, 619, 661. 

122) Disquisitiones Arithmeticae, Leipzig 1801, n° 154 (trad. A. Ch. M. 

Poullet-Delisle, Paris 1807); Werke 1, Gött. 1870, p . 121. 
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1 6 . Aperçu historique. 17 . Définition et notations. 89 

et les désigna sous le nom de déterminants: c'est là l'origine du 
mot actuellement employé. 

Une étude raisonnée des résultantes en général a été faite par 
/. P. M. Binetm) et simultanément, mais d'une façon beaucoup plus 
complète, par A. L. Cauchy 1 M ) qui employa le mot de déterminant1SS) 

pour les désigner et trouva la plupart de leurs propriétés fondamenta
les en partant de la notion de fonction alternée. La théorie des déter
minants a été exposée d'une façon didactique par les auteurs que l'on 
vient de citer et par C. G. J. Jacohi dans un mémoire qui est fonda
mental 1 2 6 ) . La bibliographie la plus complète est celle de T. Muir127). 

17. Définition et notations. Etant donnés w2 éléments aik 

représentés par une même lettre affectée de deux indices variables 
de 1 à w, on forme les ni produits tels que 

ai.aa2ç! · • · a n l ) 

où a, / } , . . . , A constituent une permutation des n premiers nombres; 
on fait précéder chaque produit du signe + ou du signe — suivant 
que la permutation ce... X est de première ou de deuxième classe 
(n° 5) [règle de Cramer]. La somme algébrique des résultats est 
appelée le déterminant des w2 éléments; les produits dont elle est 
constituée, accompagnés du signe correspondant, sont les termes du 
déterminant; le terme a x l a 2 i . . .ann est appelé terme principal. Le 

nombre n est appelé degré ou ordre du déterminant. Quelquefois on 
écrit a* à la place de au. 

Il existe d'autres définitions d'un déterminant. A. L . Cauchy128) 

123) J.Ec.polyt., cah. 16 (1813), p . 280 [1812]; Œuvres (2) 1 (1906), sous presse. 

124) id., cah. 17 (1816), p . 29 [1812]. 
125) „id. p . 61 2*. H semble cependant que A. L. Cauchy, n'a pas toujours 

fait usage de cette locution [cf. par ex. Exercices d'Analyse et de phys. math. 

2, Paris 1841, p . 160, où il ne l 'emploie pa s ] ; elle n'est devenue usuelle que 

depuis que C. G. J. Jacohilie) l'a, à son tour, adoptée. 

126) J. reine angew. Math. 22 (1841), p . 285 ; Werke 3, Berlin 1884, p . 355. 
127) Quart. J. pure appi. math. 18 (1882), p . 110; 21 (1886), p . 299; London, 

Edinb. Dublin philos, mag. (5) 18 (1884), p . 416; Proc. E. Soc. Edinb. 13 (1884/6), 
p. 547; 14 (1886/7), p . 452; 15 (1887/8), p . 481; 16 (1888/9), p . 207, 389, 748. 
Ces articles ont paru en volume: The theory of determinants in the historical 

orders of its development 1, Londres 1890. Voir encore Proc. B. Soc. Edinb. 

22 (1897/9), p . 441; 23 (1899/1901), p . 93, 181. 
128) J. Ec. polyt. cah. 17 (1815), p . 51 [1812]; Cours d'Analyse de l 'Ecole 

polyt. 1, Analyse algébrique, Paris 1821, p . 521; Exercices d'Analyse et de phys. 

math. 4, Paris 1847, p . 356; Œuvres (2)1, Paris 1905, sous presse; (2)3, Paris 

1897, p. 426; (2)14 en préparation. Voir encore J. A. Serret, Alg. sup. 6" éd., 1, 
Paris .1885,j>. 627. 
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considère le produit H{at — ak), où / prend les valeurs 0,1,2, . . . ,« — 1, 
et Je les valeurs 0, 1 , 2 , . . . , « — 1 supérieures à i ; tout terme du 
développement de ce produit est de la forme ± a0

aa/... a\-\, où les 
exposants ce, ß , .. - , l forment une permutation des nombres 0, 1, 2,..., 
n — 1. 11 suffit d'écrire les exposants comme seconds indices, pour 
que le développement considéré représente le déterminant des élé
ments aik. A. L. Caucliy considère aussi un déterminant comme un 
produit symbolique de facteurs composés linéairement au moyen de 
paramètres ou clefs algébriques ou anastrophiques129). .Cette idée se 

trouve déjà dans la manière dont H. Grassmann 1 3°) définit les déter
minants comme produits symboliques de la forme 

IUflix^ + a a e , + --- + ainen) 

avec les conditions 

«** — 0, ekez = - ezek, (k ^ X). 

E. Schering131) donne d'un déterminant une idée géométrique et 
analytique. L. Kronecker, dans ses cours professés à l'Université 
de' Berlin, reprenait l'idée de G. Cramer et définissait un déterminant 
comme une fonction invariante relativement à la composition des 
formes linéaires; d'après L. Kronecker, un déterminant est une fonction de 
n2 variables qui est caractérisée par les trois propriétés que voici: 
si l'on dispose les M2 variables en un carré formé de n lignes et de 
n colonnes, le déterminant est fonction linéaire et homogène des 
éléments aik, a2k, . . ., ank de chacune des n lignes; cette fonction 
change seulement de signe lorsqu'on transpose deux quelconques 

129) C. E. Acad. se. Paris 36 (1853), p . 70, 129; Œuvres (1) 11, Paris 1899, 
p. 439; (1) 12, Paris 1900, p . 12. Voir aussi B. de Saint Venant, C. B. Acad. se. 

Paris 36 (1853) p . 582. 

130) Archiv Math. Phys. (1)6 (1845), p . 337; Die Ausdehnungslehre, Berlin 

1862, p . 20, 27, 37; Werbe l 2 , Leipzig 1896, p . 28, 34, 43; C. E. Acad. se. Paris 

38 (1854), p . 743. Voir aussi F. Caspary, J. reine angew. Math. 92 (1882), p. 123 
[1880]; 95 (1883), p . 36 [1881]; E. Carvaïïo, Nouv. Ann. math. (3)10 (1891), 
p. 219, 341; E. Müller, J. reine angew. Math. 115 (1895), p . 236 [1894] ; Z. Math. 

Phys. 44 (1899), p . 28; B. F. Scott, A treatise on the theory of determinants, 

Cambridge 1880, p . 12; V. von Schlegel, 1. Math. Phys. 41, hist.-lit. Abt. (1896), 
p. 1, 41. 

131) Abh. Ges. Gött. 22 (1877) math.; mém. n° 1, p . 7/8; C. R. Acad. sc. 
è = n r - k = n —i—1 

Paris 86 (1878), p . 1387. Si l'on développe JJ J£aikxk suivant les puis-

, = 1 L.£=l J 
sances décroissantes de x l , x2, . . • %n, le coefficient de {x1xt ...xn)~

1 est la 

valeur réciproque du déterminant \aik\. Cf. C. G. J. Jacobi, J. reine angew. Math. 

5 (1830), p. 334; Werke 3, Berlin 1884, p . 68; T. Muir, Trans. R. Soc. Edinb. 40 

1903),'p. 615. 
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17. Définition et notations. 91 

des lignes alk) a2k,. . ., ank et aiX, a2X,. . ., an) de ce carré; elle se 
réduit à + 1 pour axx = a22 = • · · = ann = 1 et aik = 0 (i $j h) 1M). 

tCh. Méray1S3) établit une théorie des déterminants en partant de la 
résolution des équations bnéaires*. 

Les notations les plus usitées pour les déterminants sont: celle 
de A. L. Cauchy134) 

S(± a t l , a 2 2 , . . ., ann), 

celle de A. Cayley136) 

l a 0 y a ß 

a ß' 
a ß y 

a (S 7 
celle de C. G. J. Jacobilss) qui écrit: déterminant du système 

et la notation 

« 1 1 «12 · • « i n 

«81 «22 • • « S » 

« n i «n2 · • « , „ 

« 1 1 . «12 · • «m 

«SI «22 · • « 2 » 

« n i « » 2 · • «nn 

qui participe des deux précédentes. Dans les trois dernières notations 
les éléments sont disposés en carré dans n lignes et n colonnes de 
façon que l'une des deux diagonales renferme le terme principal 
a n a22 . . . ann: cette diagonale est dite principale. Citons aussi la 
notation de H. J. S. Smithlsr), 

celle de G. Salmon13S) 

(«17 bit C3> • • t O j 

132) Vöries, über die Theorie der Determinanten, pubi, par K. Hensel, 
Leipzig 1903, p . 295, 307. 

133) »J. math, pures appl. (3) 10 (1884), p . 181/281.* 

134) J. Ec. polyt., cah. 17 (1815), p . 46, 52 [1812]; Œuvres (2) 1, Paris 1905. 
135) A. Cayley, Cambr. math. J. 2 (1839/41), p . 267; Papers 1, Cambr. 

1889, p. 1. 

136) C. G. J. Jacobi (Nachlass), Werke 3, Berlin 1884, p . 588/9. 
137) Report Brit. Assoc. 32, Cambridge 1862, éd. Londres 1863, p . 504; 

Papers 1, Oxford 1894, p . 229. 
138) Lessons introd. to the modern higher Algebra, Dublin 1859, 4" éd. 

Dublin 1885; trad. Bazin, Paris 1868; trad. O. Chemin, Paris 1890, p . 1, 3, . . . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et celle de L. Kronecker189) 

I ahl7 ahii • • •) ahn\) ( h = l , 2, n). 

tJ. J. Sylvesteruo) introduit la notation ombrdle (umbral) dans laquelle 
tout élément est un ensemble de deux symboles l'un algébrique, l'autre 
ombrai servant à indiquer son rang1 4 1).* 

A. CayleyU2) établit, en vue de la théorie des formes linéaires 
et des substitutions, une distinction entre l'ensemble des éléments 
disposés en carrés, et la valeur du déterminant; il désigne l'ensemble 
sous le nom de matrice, et étend cette notion au cas de mn éléments 
aikm disposés en un rectangle suivant m lignes et n colonnes; dans le 
cas où m est différent de n, on place les éléments entre deux doubles 
traits verticaux. 

18. Nombre des termes. Le nombre des termes d'un déterminant 
général de degré n est n2. Lorsque certains éléments sont nuls, ce 
nombre est réduit, et sa détermination se rattache à l'étude des per
mutations des n premiers nombres dont certains éléments donnés 
conservent leur place primitive (n° 8); il en est de même de la 
recherche du nombre des termes qui contiennent des éléments de 
la diagonale principale en nombre donné ou en nombre ne dépassant 
pas une limite donnée 1 4 3). 

19. Propriétés élémentaires des déterminants. Des définitions 
précédentes résultent immédiatement les propriétés suivantes que con
naissaient déjà G. Cramer11,1), A. T. Vandermonde120) et J.L. Lagrange121). 

Un déterminant ne change pas si l'on change les lignes en colonnes; 
il change de signe si l'on permute deux lignes ou deux colonnes; il 

139) L- Kroiiecher s'est aussi servi de la notation de H. J. S. Smith 

[Monatsh. Akad. Berlin 1866, p . 600; J. reine angew. Math. 68 (.1868), p . 276 
[1866]; Werke 1, Leipzig 1895, p . 149]. 

140) ^London Edinb. Dublin philos, mag. (4) 1 (1851), p . 296.* 

141) t Pour d'autres notations voir E. J. Nanson, id. (6)44 (1897), p. 396; 
A Cayley, id. (4)21 (1861), p . 180; Papers 5, Cambr. 1892, p . 45; W. Schräder, 

Beiträge zur Theorie der Determinanten, Halle 1887.* 

142) Caxnbr. math. J. 4 (1843/45), p . 119; Trans. Cambr. philos. Soc. 8(1849), 
p. 76 [1843]; J. reine angew. Math. 50 (1855), p . 282; Papers 1, Cambr. 1889, 
p. 55, 63; 2, Cambr. 1889, p . 185. 

143) J. J. Weyrauch, J. reine angew. Math. 74 (1872), p . 273; C. J. Monro, 

Messenger math. (2)2 (1873), p . 38; H.B. Baltzer, Ber. Ges. Lpz. 25 (1873), math. 

p. 534; T. Muir, Proc. R. Soc. Edinb. 9 (1875/8), p . 382; 11 (1880/2), p . 187; 
N. von Szüts, Math. Ann. 33 (1889), p . 477; G. de Longchamps, J. math. spéc. 

(3)5 (1891), p . 9, 29, 54, 85; C. A. Laisant, C. R. Acad. se. Paris 112 (1891), 
p. 1047; A. Holtze, Archiv Math. Phys. (2) 11 (1892), p . 284; E. Netto, Combin.") , 

p. 71, 80. 
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18. Nombres des termes. 19 . Propriétés élémentaires des déterminants. 93 

est donc nul s'il a deux lignes ou deux colonnes identiques; il est une 

fonction linéaire et homogène des éléments d'une ligne ou d'une colonne. 

Si l'on multiplie les éléments d'une ligne ou d'une colonne par un 

facteur, le déterminant est multiplié par ce facteur1 4 4). Si les éléments 

d'une ligne ou d'une colonne se décomposent chacun en une somme 6 
de deux éléments, le déterminant est égal à la somme des deux déter

minants que l'on obtient en effaçant, soit le premier, soit le second 

des deux termes de 0 ; réciproquement la somme de deux déterminants 

du degré n, ayant n — 1 lignes (ou colonnes) identiques, se met sous 

la forme d'un seul déterminant du même degré. On peut, sans changer 

la valeur d'un déterminant, ajouter aux éléments d'une ligne ou d'une 

colonne les éléments correspondants des lignes ou colonnes parallèles, 

multipliés par des facteurs constants. «L'application de cette remarque 

permet de remplacer les colonnes successives d'un déterminant par 

les différences successives des éléments situés dans chacune des lignes; 

si l'on pose 

A « M - i = « « - « < , * - ! , & \ k - i = & a { k - Aai,k-i> · · · 

on peut aussi écrire 

a n , a i S , . . . , a i n \ = | a a , A % , A * a a , . . . , A n _ 1 a j l | , ( ¿ = 1 , 2 , . . . , « ) ; 

il résulte de là qu'un déterminant est nul si les éléments de h 
colonnes forment une suite arithmétique d'ordre inférieur à h — 1 1 4 5 ) . 

On peut exprimer un déterminant | aa | de ra2 éléments au moyeu 

d'un autre de (n — l ) 2 éléments du second degré 

I I 1 I ! 
\aii\ ^2Ìaiiah2 — a i 2 a A 1 7

 aiiahS œ i S a A l J 
all 
(h = 2, 3,..., M ; ¿ ,£ = 1 , 2 , . . . , « ) . 

En généralisant ce procédé, on peut remplacer un déterminant de 

degré n par un quotient; le dénominateur est le déterminant de 

degré h — 1, 
ain aï*> • · •> a A - i , * - I L 

élevé à la puissance n — h ; le numérateur est un déterminant ren
fermant n — h + 1 lignes et colonnes; chacun de ses éléments est un 
déterminant de degré h obtenu en bordant (n° 26) le précédent par les 
éléments d'une ligne et d'une colonne de rang égal ou supérieur à & U 6 ) . 

Inversement, on peut remplacer un déterminant de degré n par 

144) Generalisation par E. Fürstenau, J. reine angew. Math. 89 (1880), p . 86. 

145) tF. J. Studnicka, Sitzgsb. böhm. Ges. Prag 1896, mem. ri° 6, p . 1/5.* 

146) «id. 1879, p . 489.* 
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un autre déterminant de degré plus élevé en bordant le premier 
déterminant par des éléments convenablement choisis* 

20. Développement d'un déterminant. Mineurs. Lorsqu'on 
met en évidence, dans l'expression d'un déterminant D , les éléments 
d'une ligne ou d'une colonne et que l'on écrit par exemple 

k = n 

k=l 

on dit qu'on développe D suivant les éléments de la i" ligne; le coef
ficient Aik est égal au produit de (— l ) t + * par le déterminant de 
degré n — 1 que l'on tire de D en supprimant la ligne et la colonne 
qui se croisent sur aa; ce dernier déterminant est appelé sous-déter
minant ou déterminant partiel ou mineur du premier ordre; le terme 

„mineur" désigne souvent aussi le coefficient Aik lui-même. +Comme 
les appellations employées par les auteurs sont différentes, il y aurait 
lieu d'adopter une règle fixe; on conviendra ici d'adopter la suivante: 

Le déterminant tiré de D par suppression de la ie ligne et de la 
k" colonne est appelé sous-déterminant (du premier ordre) de D relatif 
à l'élément aik; le produit de ce sous - déterminant par (— 1)'+* est 
appelé mineur (du premier ordre) de D relatif à l'élément aik; c'est 
la dérivée de D par rapport à aik. LeB mineurs satisfont aux rela
tions de la forme 

dfj ayant la valeur 1 si i=j et la valeur 0 si * ^ i " 7 ) . 
Si l'on considère le mineur du premier ordre Aik ralatif à aik, 

on peut le développer lui-même, d'après la même règle, suivant les 
éléments d'une de ses lignes ou de ses colonnes; les coefficients de 
ce développement seront des mineurs du premier ordre de Aik; ils 
sont, au signe près, des déterminants tirés de T> en supprimant deux 
lignes et deux colonnes; par exemple, le coefficient Bjh de ajh dans 
le développement de Aik est égal au produit par (— !)» + *+.>+* du 
déterminant tiré de D en supprimant la ie et la j e lignes ainsi que 
la k" et la h" colonnes; ce dermier déterminant est appelé sous-déter
minant du second ordre de D et B j h est appelé mineur du second ordre 

de D relatif aux deux éléments a i k , ajh; BJh est aussi la dérivée par-

147) C'est L. Kroneeker qui a introduit le symbole Sik [Monatsb. Akad-

Berlin 1866, p . 601; J. reine angew. Math. 68 (1868), p . 276; Werke 1, Leipzig 

1895, p . 150]; il désigne par xki ce que nous appelons ici \ i k et par aki le 

quotient de Aki par r>; les systèmes a i k , sont appelés réciproques [Sitzgsb. 

Akad. Berlin 1882, p . 821; Werke 2, Leipzig 1897, p. 391J. 
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20. Développemeat d'un déterminant. 95 

tielle -~—5 On définirait de même les sous - déterminants et les 
da.kdajh 

mineurs de D d'un ordre quelconque; un mineur de D, d'ordre p, relatif 

à certains cléments de D est aussi, comme l'indique C. G. J. JacobiU8), 

la dérivée partielle, d'ordre p , de D prise par rapport à ces éléments. 
Plusieurs auteurs emploient le mot ordre pour désigner le nombre 

des lignes et des colonnes d'un déterminant. Pour éviter toute con
fusion nous conviendrons d'appeler degré ce nombre de lignes et de 
colonnes; de cette façon un mineur du premier ordre d'un déterminant 
de degré n est, au signe près, un sous-déterminant de degré n — 1, 
un mineur du second ordre est, au signe près, un sous-déterminant de 
degré n — 2, et ainsi de suite.* 

Les sous-déterminants principaux ou mineurs principaux sont ceux 

qui sont relatifs à des éléments de la diagonale principale. En ajoutant 
x aux éléments diagonaux d'un déterminant et en développant suivant 
les puissances de x le déterminant ainsi formé, le coefficient de xk 

dans ce développement est la somme des mineurs principaux de degré 
n — £ . U 9 ) On trouvera plus loin (n° 30) l'application de ce procédé 
à l'équation séculaire. 

Un déterminant ayant pour sous - déterminant un déterminant 
donné est un superdéterminant de celui-ci 1 5 0). 

On appelle sous-déterminant complémentaire d'un sous-déterminant 

donné, celui que l'on obtient par suppression des lignes et des 
colonnes qui se croisent sur les éléments du premier; la somme des 
degrés d'un sous-déterminant et de son complémentaire est égale au 
degré du déterminant total. Pour la clarté des énoncés relatifs à un 
sous-déterminant et à son complémentaire, on affecte ce dernier du 
signe que possède, dans le déterminant total, le terme renfermant 
l'ensemble des éléments placés dans les diagonales principales du 
sous-déterminant donné et de son complémentaire; de la sorte, le 
premier est un véritable sous-déterminant tandis que le deuxième est 
le mineur du déterminant total relatif aux éléments de la diagonale 
principale du premier, c'est-à-dire la dérivée partielle du déterminant 
total par rapport à ces éléments. 

Un mode important de développement a été donné par P. S. La-

148) J. reine angew. Math. 22 (1841), p . 301; Werke 3, Berlin 1884, p . 373. 
149) Des généralisations ont été indiquées par A. Capelli, Rendic. Accad. 

Napoli (2)3 (1889), p . 58; Nouv. Ann. math. (3) 14 (1895), p. 62; T. Cazzaniga, 

Reale Ist. Lombardo, Bendic. (2) 29 (1896), p . 541. 

150) G. Frobenius, Sitzgsb. Akad. Berlin 1894, p . 35; K. Hensel, J. reine 

angew. Math. 114 (1895), p . 25 [1894]. 
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placeI51). Etant donné" un déterminant D de degré n, considérons 
m lignes particulières de ce déterminant et tous les sous-déterminants 
de degré m, en nombre C n

m , formés au moyen des éléments de ces 
m lignes; multiplions chacun d'eux par l e sous-déterminant com
plémentaire, affecté de son signe comme nous venons de le dire, et 
formons la somme des produits: cette somme est égale à la valeur 
du déterminant D. 

G. G. J. Jacobi 1 B 2 ) a tiré de ce développement une suite de pro
priétés des déterminants dont certains éléments sont nuls. 

Une généralisation du développement précédent, indiquée par 
A. T. Vandermonde120), P.S.Laplace119), G G. J. Jacobi162), consiste à 

séparer les lignes du déterminant D en plusieurs groupes renfermant 
respectivement mlf m2, . . ., mp lignes; D est égal à une somme algé
brique de produits, chacun d'eux renfermant p sous-déterminants 
affectés d'un signe convenable. .Si l'on a développé un déterminant 
suivant les éléments d'une ligne ou d'une colonne, si l'on opère de 
même sur les mineurs, et que l'on continue toujours de même, on 
obtient finalement l'expression développée du déterminant en fonction 
de ses éléments; cette expression n'est fournie par une règle simple 
que dans l e cas de n = 3 (Règle de Sarrus) 168).* 

21. P r o d u i t d e d e u x déterminants. P r o d u i t d e d e u x matrices. 
Le produit de deux déterminants de degré m et n peut être écrit 
sous la forme d'un déterminant de degré m + n dont deux sous-
déterminants complémentaires sont les deux déterminants donnés. Des 
(TO + M) 2 — m2 — n2 — 2mn éléments du nouveau déterminant n'entrant 
pas dans ces deux sous-déterminants, mn sont égaux à zéro: ils font 
partie des mêmes hgnes que les éléments de l ' un des deux sous-
déterminants et des mêmes colonnes que les éléments de l'autre; les 
mn autres éléments du nouveau déterminant sont arbitraires. Le 
développement suivant la règle de Laplace du déterminant de degré 
m + n ainsi constitué est, en effet, égal au produit des deux premiers. 

Dans l e cas d e m = n l e produit de deux déterminants de degrés n, 

*> —l°«*l> D'-I&ttl» 
a été mis par J. P. M. Binet et A. L. Cauchy 1M) sous forme d'un dé

terminant de même degré 

151) Hist. Acad. se. Paris 1772 II, M. p . 300; Œuvres 8, Paris 1891, p. 401. 
152) J. reine angew. Math. 22 (1841), p . 290; Werke 3, Berlin 1884, p. 362. 
153) .Une généralisation a été donnée par A. Bonolis, Giorn. mat. (1)21 

(1883), p . 336; G. leixeira, Jornal seiencias math. astr. (Coïmbre) 11 (1892), 
p. 88, 173.* 

154) J. Ec. polyt., cah. 16 (1813), p . 280; cah. 17 (1816), p . 29 [1812]. 
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2 1 , Produit de deux déterminants. 97 

A =n 

D " = ctk , où c u = ^ a , A T ; 
A = 1 

le changement des lignes en colonnes dans D OU D 'permet d'écrire D" 
de quatre manières différentes 1 5 5 ) . 

J. P. M. Binet et A. L. Cauchy1-*) ont indiqué la généralisation 

suivante du produit de deux déterminants. Etant donné deux matrices 
rectangulaires de mn éléments 

a \ b /»" = i, s, . . . , » \ 
°ki > \k= 1 , 2, . . , n)> 

le nombre des lignes de l'une étant égal au nombre des colonnes de 
l'autre et réciproquement, on calcule m2 nouveaux éléments cik par la 
formule 

h = » 

rtk = 2 * t k \ k ; (», t - 1, 2, . . . , m) ; 
h = 1 

le déterminant c i l t \ (i, h = 1, 2, . . . , m), est appelé produit des deux 

matrices; si m > M , il est nul; si m ^ n , ce déterminant de degré m 

est égal à la somme des produits des déterminants homologues de 
degré m tirés des deux matrices, et l'on a 

Cik = 2 «u · \ k \ , 

les indices /i étant, dans chacun des déterminants du second membre, 
m des nombres 1, 2, . . ., n, et la somme étant étendue à toutes les 
combinaisons m à m de ces nombres. On peut remarquer que si un 
déterminant D " est égal au produit de deux déterminants D et D ' de 
même degré, tout mineur de D " est égal au produit de deux matrices 
rectangulaires; il s'exprime, par suite, au moyen de produits de mineurs 
des déterminants D et D'. 1 5 6 ) 

Lorsque dans le produit de deux déterminants de même degré, on 
intervertit l'ordre des facteurs, on obtient deux déterminants dont les 
éléments sont respectivement 

155) J.L.Lagrange1") montre que le carré d'un déterminant du 3 e degré se 

met BOUB forme d'un déterminant du même degré; C. F. Gauss [Disq. 1 8 ! ) n°* 159, 
170; Werke 1, p . 126, 304] montre que le produit de deux déterminants du 2" 
ou du 3 e degré est un déterminant du même degré. Voir aussi A. V. Jamet, 

Nouv. Corresp. math. 3 (1877\ p . 247; M.Falk, Report Brit. Assoc. 48, Dublin 

1878, éd. Londres 1879, p . 473. — J. König [Math. Ann. 14 (1879), p . 507] déduit 

le cas de deux déterminants du même degré de celui de deux déterminants 

quelconques. Voir encore C. Le Paige, Bull. Soc. math. France 9 (1880/1 \ p. 67; 
A. de Preste, id. 14 (1886/6), p. 157. 

166) L. 0. Hesse, J. reine angew. Math. 49 (1855), p . 243; L. Kronecker, id. 

107 (1891), p. 254; E. Netto, id. 108 (1»91), p . 144. 
Kocyclop. des sciano, mathémat. I I . 7 
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c a = ^ a i h b h k , c'ik = ^ b i h a h k ; 

(A) (A) 
on trouve que les sommes de leurs mineurs principaux du même degré 
sont respectivement égales 1 6 T ) . 

Etant donné, dans un cas particulier, deux matrices rectangu
laires dont les colonnes de l'une sont en même nombre que les 
lignes de l'autre 

/ . · = l , 2, \ 

Il ««II. II6**!* U = i, 2 — v, (. + * = »), 
\h = 1, 2, « ; J 

on peut constituer, au moyen de leurs éléments, pv éléments 

A = n 
Cik ~ 2aih^hk'l 

A = l 
on dit que les deux matrices envisagées sont correspondantesm) si 
tous ces éléments cik sont nuls; supposons qu'il en soit ainsi: à un 
déterminant 

i l (i = 1. 2, . . . . p \ 

tiré de la première, on peut alors faire correspondre un déterminant 

b = 1, 2, „ j ' 

tiré de la seconde par la condition que les nombres 

«i, « 2 , · · ·, a h , p\ , ßt, . . . , ßv 

constituent une permutation des nombres 1, 2, . . ., w; le rapport des 

déterminants correspondants ainsi formés est constant. 
A la règle de formation du produit de deux déterminants ou de 

deux matrices, se rattachent d'importantes formules d'Analyse et de 
la Théorie des nombres 1 5 9) qui seront développées dans les articles 
relatifs à ces branches de mathématiques; les applications à la géo
métrie analytique sont aussi très nombreuses, et se rapportent à 
l'évaluation des surfaces, des volumes, et aux relations qui existent 
entre les distances mutuelles des points d'une figure 1 6 °) . 

167) G. Weltzien, Math. Ann. 42 (1893), p . 698. 
168) P. Gordan, Invar. s o ) 1, p . 95, 110. 
169) Ch. Hermite, J. reine angew. Math. 40 (1850), p . 297; H. B. Baltzer, Ber. 

GreB. Lpz. 26 (1873), math. p . 530; K. Weihrauch, Z. Math. Phys. 21 (1876), p . 134; 
G. Frobenius, Sitzgsb. Akad. Berlin 1894, p . 31. 

160) L. Kronecker, 3. reine angew. Math. 72 (1870), p . 162; Werke 1, Leipzig 

1895, p . 237; Vorl . über Intégrale, pnbl. par E. Netto, Leipzig 1894, en partie, 

p . 238 (volume du prismatoïde dans l 'espace à n dimensions); et surtout 

Determ. 1"*) p . 180, 215, 231; S. Gundelfinger, Z. Math. Phys. 18 (1873), p . 312. 
On peut aussi consulter G. Dostor, Eléments de la théorie des déterminants, 
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2 2 . Composition des systèmes. 99 

22. Composition des systèmes. Etant donné deux systèmes ou 
matrices | aik , \ bik , de » lignes et n colonnes, le système cik 

dont les éléments sont obtenus d'après la règle de multiplication qui 
a été indiquée (n° 21) , est dit composé au moyen des deux premiers. 
La composition et la décomposition des systèmes ont de nombreuses 
appbcations à la théorie des formes linéaires et à celle des substi
tutions, et nous renvoyons aux articles spéciaux à ces théories; 
nous mentionnerons seulement ce fait que l'on appelle système-unité 
une matrice dont la diagonale principale est formée d'éléments égaux 
à l'unité, et dont tous les autres éléments sont nuls; deux systèmes 
sont dits réciproques si le résultat de leur composition est le système-
unité 1 6 1 ) . Les conditions sous lesquelles on peut décomposer un 
système donné, c'est-à-dire le mettre sous forme d'un produit de 
systèmes élémentaires ont été étudiées par L. Kronecker1*2). 

Il existe d'autres manières de déduire de deux systèmes d'éléments 
un troisième système. Etant donnés deux systèmes 

/», k — 1, 2, . . . , m\ 
aik> 0çh> [g> h = l , 2 , . . . , n)> 

si l'on forme le système des m 2 » 2 éléments 

c

p q ^ a i k \ h , où p = (i—l)n + g, q=>(k—l)n + h , 

le déterminant \cp \ a pour valeur le produit | aik * • \ b g h \ m . L. Kro

necker, dans ses cours professés à l'Université de Berlin, a démontré 
ce théorème et signalé l'importance de ce mode de composition qui se 
rattache à la composition des formes bilinéaires1 6 3). ^Effectuer la 
composition bialternée de deux formes bilinéaires 

A = 2 a i k X i u k , B = 2 o g h y g v h , k

h z i , i , : : : ; " ) > 

c'est, en effet, constituer au moyen de ces deux formes, la forme 

l e ed. Paris 1877, 2 e éd. Paris 1883, p . 161; E. Rouché et Ch. de Comberousse, 

Geometrie (1" éd.) 2, Paris 1866; (7e éd.) 2, Paris 1900, p . 567. 
161) L. Kronecker, Sitzgsb. Akad. Berlin 1882, p . 821; 1889, p . 349, 479, 

603; Werke 2, Leipzig 1897, p . 391; 3 1, Leipzig 1899, p . 295/368; Determ. 1 3 « ) 

p. 360. 
162) Sitzgsb. Akad. Berlin 1890, p . 1081; Werke 3 1, Leipzig 1899, p. 463; 

Determ."*), p . 46, 145. 

163) G. Zehfuss, Z. Math. Phys. 3 (1858), p . 298; G. Frobenim, J. reine 

angew. Math. 84 (1878), p . 1; 114 (1895), p . 187; Sitzgsb. Akad. Berlin 1894, 
p. 241, 407; K. Hemel, Acta math. 14 (1890/1), p . 317 [1889]; G. Bados. 

Math.-Naturw. Ber. Ungarn 8 (1891), p . 60 [1886]; B. Igel, Monatsh. Math. Phys. 

3 (1892), P- 55; G. von Escherich, id. p . 68; C. Stéphanos, C. B,. Acad. se. Paris 

128 (1899), p. 593; J. math. pures appi. (5)6 (1900), p . 73. 
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qui ne diffère q u e P ar la notation des variables de la forme 
^Cpjzpwt où cpq est de la forme indiquée précédemment. Une 
généralisation de ce mode de composition, signalée par A. Scholtz et 
J. Hunyady1M), consiste à prendre n formes linéaires à n variables 

k=n 

ft — 2<*ikxt, (» =- 1, 2, . . ., n ) , 
*=1 

et toutes les formes possibles de degré m données par la relation 

4H· · · in - /V
1 /»'• · · · /-S + ¿2 + ···*„ = ™) ; 

elles sont en nombre v = C"t'+m^t et sont des fonctions linéaires des 
produits xt''x2' . . . xn'n avec v coefficients; le déterminant des coeffi
cients de ces v formes est égal à la puissance Ve du déterminant aik ; 
A. Hurwitz16i) l'appelle „déterminant de la transformation de puis
sance v". Pour n = 2, m = 2, par exemple, on a le déterminant de 
la transformation de puissance 3, 

12 a l t 2 a i i a i ï a 
ailail «ll«2ä + aïiai2 «12«22 
a 2 1

3 · 2a 2 1 a, 2 aa.,
2 

a, 18 
S 

a9 

De nombreuses applications de ce théorème et d'autres analogues ont 
été faites à la théorie des coniques, en particulier à l'étude du 
théorème de Pascal166).* 

23. Déterminants composés formés au moyen des mineurs 
d'un déterminant. On appelle déterminant composé un déterminant 
dont les éléments sont définis comme étant des déterminants tous de 
même degré; nous allons d'abord supposer que ces éléments sont des 
mineurs d'un même déterminant D = | aa \ de degré n. 

Les mineurs du premier ordre Aik = (i, k = 1,2, . . ., n) 

forment le système adjoint166) du système aik

167). A. L. Cauchy a 

164) tA. Scholtz, Müegyetemi lapok 2 (1877), p . 65; Archiv Math. Phys. 

(1)62 (1878), p . 319; J. Hunyady, Értekezések math. Tud. kör. 7 (1879/80), mém. 

n°" 6, 18; 8 (1881), mém. n° 12; J. reine angew. Math. 89 (1880), p. 47, 79; 
92 (1882), p . 304; A. Hurwitz, Math. Ann. 45 (1894), p . 390; W. Anissimov, id. 

51 (1899), p . 388.* 
165) „J. Hunyady, Értekezések 1" 4) 8 (1881), mém. n° 12; F. Mertens, J. 

reine angew. Math. 84 (1878), p . 355 [1877]; M. Pasch, id. 89 (1880), p. 247 
[1879]; F. Caspary, id. 92 (1882), p. 123 [1880].* 

166) A. L. Cauchy, 3. Bc. polyt., cah. 17 (1816), p . 29 [1812]. 
167) d'après G. F. Gauss, Disq. » " ) n" 268; Werke 1, p. 303. 
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23. Déterminant» composés de mineurs d'un déterminant. 101 

montré que le déterminant composé A = Aik\ a pour valeur D " - i ; 
A est le déterminant adjoint du déterminant D. On dit aussi quel

quefois que A est le déterminant réciproque de D; cette façon de 

parler peut prêter à confusion; elle s'appliquerait plutôt au déter

minant du système réciproque d'un système donné (n° 22). 
C. G. J. Jacdbi188) a obtenu un résultat plus général que celui 

de A. li. Caucfiy: considérons un sous-déterminant â, de degré p, du 

déterminant A, et son complémentaire d'; appelons sous-déterminant 

de D homologue de ô', celui dont les éléments aik ont les mêmes indices 

que ceux de d'; désignons-le par d' et supposons-le affecté du même 

signe que d"; C. G. J. Jacohi a démontré que le sous-déterminant d 
de A a pour valeur le produit de T>p~l par le sous-déterminant d' de D. 
On a, par exemple, 

A * %» ' {g, h = p + 1, p + 2, . . ., n) ' 

en particulier, on a 

8T> J)D_ _ c D £D ^ g ' D 

daikva,jh d a g k c a i h daikbagh 

Lorsque D est nul, tous les mineurs du second ordre de A sont 
nuls et le système adjoint Aik est tel que les éléments de deux lignes 
ou de deux colonnes du déterminant de ce système sont proportionnels. 

tT. Muir169) a montré que la différence entre deux termes quelconques 
de A est divisible par D.* 

Les sous - déterminants de degré m du déterminant D sont en 
nombre ft2, ¡1 étant égal à Cn

m; rangeons d'une manière arbitraire les 
combinaisons m à m des lignes du déterminant, et affectons ces com
binaisons d'un indice i variable de 1 à ft; affectons de même d'un 
indice k variable de 1 à ft les combinaisons m à m des colonnes, 
rangées également d'une manière arbitraire; désignons alors par pik le 
sous-déterminant de D de degré m dont les éléments sont tirés des 
lignes formant la combinaison de rang i et des colonnes formant la 
combinaison de rang k; désignons de plus par p'ik le sous-déterminant 
de n complémentaire de pik, affecté de son signe comme nous l'avons 
dit. Au moyen des sous - déterminants pik nous formerons un déter
minant A de degré (i, et au moyen des sous-déterminants complé
mentaires p'ik nous formerons un déterminant A' du même degré. 

Une première série de propriétés consiste dans les égalités 

A A' = D", A = D*, A' = D" -'·, où ft = C " , A = C™:1 ; 

168; J. reine angew. Math. 22 (1841), p . 285; Werke 3, Berlin 1884, p . 357. 
1G9) T. Muir, Proc. II. Soc. Edinb. 20 (1892/5), p . 323 [1894J. 
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e l l e a é té é n o n c é e p a r W. Spottiswoode110); e l le se t r o u v e con tenue dans 

u n résul ta t p l u s généra l é n o n c é auparavan t p a r J. J. Sylvesterm) en 

ut i l i sant l a n o t a t i o n ombrale; e l le a é té r e t r o u v é e d 'une manière in

d é p e n d a n t e p a r E. Franke172) et pa r E. d'Ovidio173); E. Franke complète 

l e résul ta t p r é c é d e n t p a r ce t te p r o p r i é t é : u n sous -dé te rminan t de 

d e g r é a d u dé te rminan t A' est é g a l au p r o d u i t de D w _ * p a r le sous-

dé t e rminan t de A h o m o l o g u e du c o m p l é m e n t a i r e du sous-déterminant 

c o n s i d é r é . tL. Kronecker161) r e m a r q u e q u e les re la t ions de C. G. J. 

Jacdbi e t de E. Franke son t des a p p l i c a t i o n s de c e t h é o r è m e : deux 

sys t èmes de s o u s - d é t e r m i n a n t s h o m o l o g u e s de sys t èmes réciproques 

s o n t e u x - m ê m e s r é c i p r o q u e s . E. d'Ovidio119) é n o n c e en outre cette 

p r o p r i é t é : l e dé te rminan t d o n t les é l é m e n t s s o n t les p rodu i t s pikp'ik 

est d iv i s ib l e p a r D.* 

U n e aut re sér ie de p r o p o s i t i o n s se r a p p o r t e à des sous - détermi

nants de D , d e deg ré m, cons t i tués au m o y e n des é l émen t s renfermés 

dans p l i g n e s et p c o l o n n e s fixes, e t dans m — p autres l ignes et 

c o l o n n e s va r i ab l e s ; n o u s les a p p e l l e r o n s p'ik et n o u s dés igne rons par d 

l e sous -dé te rminan t de D de deg ré p d o n t les é léments son t renfermés 

dans les p l i g n e s et c o l o n n e s fixes. J. J. Sylvesterln) a é n o n c é sans 

d é m o n s t r a t i o n le t h é o r è m e su ivan t : l e dé t e rminan t des p'!k est un BOUS-

dé t e rminan t d e A de d e g r é C™~*\ i l es t é g a l au p r o d u i t de D élevé 

à l a p u i s s a n c e C^Z™_t P a r d é l e v é à l a p u i s s a n c e C^~^~^. 

C e t h é o r è m e a été d o n n é après J. J. Sylvester p a r E. d'Ovidio113) 

et p a r L. D. H. Picquetlu); dans l e c a s par t i cu l ie r de m = p + 1 par 

G. Frobenius e t pa r E. Netto111); i l a fa i t l ' ob j e t de n o m b r e u x travaux 

et c o n t i e n t les t h é o r è m e s de E. Franke c o m m e cas p a r t i c u l i e r m ) . 

170) J. reine angew. Math. 51 (1856), p . 209, 328. 

171) London, Edinb. Dublin philos, mag. (4) 1 (1851), p . 297, 304/5, 415; 

(4) 2 (1851), p. 142; J. reine angew. Math. 88 (1880), p . 49. 

172) J. reine angew. Math. 61 (1863), p . 360; C. W. Borchardt [id., p. 353; 

Werke , Berlin 1888, p . 479] remarque le lien qui rattache le résultat de E. Franke 

à celui de J. J. Sylvester. 

173) *Atti Accad. Torino 11 (1875/6), p . 949; 12 (1876/7), p . 331; 26 (1890/1), 

p . 131, aperçu historique.* 

174) L.D.H. Picquet, C. R. Acad. se. Paris 86 (1878), p . 310; J. Ec. polyt., 

cah. 45 (1878), p . 201; B. F. Scott, Proc. London math. Soc. 14 (1882/3), p. 91; 

E. Barbier, C. R. Acad. se. Paris 96 (1883), p . 1845 ; 97 (1883), p . 82 ; G. A. van Veher, 

Amer. J. math. 6 (1884), p . 164; G. Frobenius, 3. reine angew. Math. 86 (1879), 

p . 53 ; Sitzgsb. Akad. Berlin 1894, p . 79; E. Netto, Acta math. 17 (1893), p. 201; 

J. reine angew. Math. 114 (1895), p . 345; E. J. Nanson, London Edinb. Dublin 

philos, mag. (5) 44 (1897), p . 398; J. reine angew. Math. 122 (1900), p . 179; 

B. Igel, Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p . 47; E. Müller, Z. Math. Phys. 44 (1899), 

p . 28; H. Vogt, Nouv. Ann. math. (4)1 (1901), p . 211. 
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24. Relations entre les mineurs d'un déterminant. 103 

24. Relations entre les mineurs d'un déterminant ou d'une 
matrice. Généralisations. J. J. Sylvester175) s'était proposé de former 

des sous-déterminants pa de degré m d'un déterminant D de degré w, 

en décomposant les lignes de D en groupes de nl} n2, . . . lignes, et 

en prenant de toutes les manières possibles ml lignes parmi les nt 

premières, m2 lignes parmi les « 2 suivantes, etc., la somme m1 + ni2 H— 

étant égale à m. J. J. Sylvester avait d'abord énoncé que le détermi

nant composé des pik est une puissance de D, mais il reconnut 

ensuite que la proposition n'est vraie que dans des cas particuliers. 

Des recherches de E. Netto176) se rapportent à une généralisation 
du développement donné par P. S. Laplace: tout théorème relatif à un 
développement de Laplace pour un déterminant de degré n donne lieu 
à un autre théorème pour un déterminant de degré n + m en multi
pliant ce dernier par une puissance d'un sous-déterminant particulier; 
ces recherches, reprises par E. Müller11'1) avec les notations de H. Grass-
mann, avaient déjà été entreprises par M. Reisslls) et servent à 
démontrer les théorèmes de J. J. Sylvester. E. Pascal179) a donné 
un théorème voisin de celui de E. Netto. T. Muirm) a, du reste, 
montré comment on peut passer de l'un à l'autre. 

W. H. Metzler1S1) et G. Bados182) généralisent les théorèmes de 
E. Franke: si, dans le déterminant D, on remplace les éléments aH 

de la diagonale par au — p, on forme une équation caractéristique 
de degré n en p; si, dans le déterminant A = \pik\, de degré fi dont 
on a parlé au n° 23, on fait la même opération, on a une autre 
équation caractéristique de degré fi; les racines de celle-ci s'expriment 
au moyen de produits de racines de la première. 

„Entre les mineurs d'un déterminant symétrique existent des 
relations importantes dont nous parlerons plus loin (n° 27); T. Muir18S) 

175) J. reine angew. Math. 88 (1880), p. 49; remarques de C. W. Borchardt, 

id. 89 (1880), p . 82; Werke, Berlin 1888, p . 494. 
176) J. reine angew. Math. 114 (1895), p . 345. 
177) Z. Math. P h y B . 44 (1899), p . 28. 
178) Beiträge zur Theorie der Determinanten, Leipzig 1867, p . 13. 
179) Atti R. Acoad. Lincei, Bendic. (5) 5 I (1896), p . 188. 
180) Trans. R. Soc. Edinb. 30 (1883), p . 1, 5 [1881]; voir aussi G. Chrystal 

id., p. 13. 
181) Amer. J. math. 16 (1894), p . 131 [1893]; 20 (1898), p . 253 [1897]. 
182) Mathematikai és Természettudomânyi Értesito 10 (1891), p . 34/42; 

Math. Ann. 48 (1897), p . 417. 
183) „Proc. R. Soc. Edinb. 23 (1899/1901), p . 142; W. H. Metzler, Trans. 

Amer. math. Soc. 2 (1900), p . 395.* 
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les a généralisées pour des déterminants quelconques et pour leurs 
sous-déterminants de degré pair 2 n et il les a mises sous la forme 

!)«-,< I 1 ' 2, 3, » - 1 , ii 

M (••) a, (i, y, . . ., tp 

u prend les valeurs n, n + 1, . . . , 2n; « , /?, . . . , sont les nombres 
de 1 à 211 distincts de 1, 2, n— 1, fi et rangés par ordre de 
grandeur croissante; v est un des nombres a, fi, . . ., ra et la suite 
a> fi> 7> · · •> est constituée par ces nombres sauf v. 

Les théorèmes de J. J. Sylvestcr, E. Netto etc. constituent des 

relations entre des mineurs d'un déterminant. C. Flye Sainte-Marie m) 
a donné des relations générales entre les mineurs.* Mentionnons 
encore qu'entre un déterminant de degré n et tous les mineurs prin
cipaux des différents degrés existent 2" — ns + n — 2 relations parti
culières 1 8 5 ) . 

.Une matrice rectangulaire d'éléments aik 

aik\ , 0' = 1, 2, . . . , m; 1 = 1 , 2 , . . . , n; m < n) 

donne lieu à 0™ déterminants de degré m; il existe entre ces déter

minants Q" — 1 — m (n — m) relations indépendantes 1 8 6 ) . Les plus 

simples sont celles qui relient entre eux les déterminants ayant 

m — 2 colonnes communes; elles ont la forme suivante 

(1, 2, » — 1 , r, i + 1, ...,j—l, s , j + l , m)(l, 2, m) 

= (1, 2, ..., i — 1, r, i + 1, . . . , m) (1, 2, ..., j — 1, s, j+1, m) 

— (1, 2, i—1, s, i + 1 , m)(l, 2, ...,j—l, r, j + 1 , m), 

où les nombres indiquent le rang des colonnes, r et s étant supérieurs 
à m. On peut déduire de là une autre relation plus symétrique; si 
l'on considère la matrice formée par les colonnes de rangs 1,2,..., m, r, s 
et que l'on désigne, en général, par A,-,- le déterminant obtenu en 

184) Jnterméd. math. 7 (1900), p. 416 (Question 1727).* 
185) P. A. Mac Mahon, Philos. Trans. London 185 A (1894), p. 146 11893]; 

T. Muir, London Edinb. Dublin philos, mag. (5) 38 (1894), p. 537; Proc. R. Soc. 
Edinb. 20 (1892/5), p. 300 [1892]; A. Cayley, id., p. 306 [1894]; T. Muir, id., 
p. 371 [1895]; 21 (1896/7), p. 220, 328 [1896J; A. Cayley, Papers 13, Cambridge 
1897, p. 545. 

186) +K. Th. Vahlen, J. reine angew. Math. 112 (1893), p. 306. — Ces relations 
ont été indiquées dans un cas particulier par G. Brunei [Mém. Soc. se. phys. 
nat. Bordeaux (3) 2 (1886), p. 129 [1884]; id. (4)2 (1891), extrait des procès-
verbaux, p. VU! [1890]]; elles se rapportent aux coordonnées d'une droite dans 
l'espace à n dimensions et aux coordonnées de l'hyperboloïde,* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



24. Relations entre les mineurs d'une matrice. Généralisations. 105 

supprimant dans cette matrice les colonnes de rangs i et j , le dé
terminant 

A A- A 
t J i r i 

A», A,,r A„ 
A„ AKR AKT 

est égal à z é r o m ) . Cette relation peut être envisagée à un autre 
point de vue, comme reliant des mineurs de degré m d'un déterminant 
de degré m + 2. 

Les déterminants tirés d'une matrice, et ayant m—p colonnes 
communes, sont reliés par des équations de degré p par rapport à 
ces déterminants. Ces équations sont contenues dans la formule générale 

(«i» -, • • • » m)> (*> »i» 3 > · • · » m ) > · · • ' 

( ^ ^ . . . , ^ ( 1 , 2 , . . . , ^ ) » - = 2 , - . . , m ) , (1, ,·„ 3 , . . . , m ) , . . . . 

(¿„„2, m), (1, ¿ ^ 3 , m), ... 

mais elles se déduisent toutes de relations fondamentales du second 
degré par rapport aux déterminants; si l'on choisit m — 1 colonnes 
fixes, de rangs j l f j 2 , . . ., j m _ t , et m + 1 colonnes, distinctes ou non 
des premières, de rangs iit it, . . ., im + 1, on a 

(h> **2? · · •> O (hn + l> h> JÎ> · • •> Jm-i) = Q> 
la somme étant étendue à toutes le permutations circulaires des 
nombres i1, >2, . . ., », n + 1 , les signes étant partout les mêmes si m 
est pair, ou étant alternativement + et — si m est impair 1 8 8). 

A cette question se rattachent les relations qui existent entre les 
déterminants que l'on peut former au moyen de n3 éléments disposés 
de toutes les manières possibles. Le nombre de ces déterminants est 
(»')!; ils se déduisent tous de l'un d'eux en effectuant une ou plusieurs 
fois l'opération qui consiste à permuter deux éléments d'une ligne ou 
d'une colonne, mais ils ne sont pas tous distincts; les relations qui 
existent entre ces déterminants ont été étudiées par G. Bagnerà189) 

et par E. Pascal190). Considérons un des déterminants de n* éléments, 
et laissons fixes les n — 2 premières colonnes ; désignons par a, « ' , « " 

187) E. Netto, Acta math. 17 (1893), p . 199. Pour la généralisation de 

la formule, voir E. Pascal, Ann. mat. pura appi. (2) 24 (1896), p . 241. 

188) tBaein, J. math, pures appi. (1) 16 (1851), p . 145; E. Pascal, Atti R. 

Accad. Lincei, Memorie, mat. (4) 6 (1888), p . 375. Dans des cas particuliers, 

J. Hunyady, Értekezések 1 6 4 ) 9 (1882), mém. n° 10; J. reine angew. Math. 94 
(1883), p . 171.* 

189) „Giorn. mat. (1) 25 (1887), p . 228.* 
190) „Reale Ist. Lombardo, Mendie, (2) 29 (1896), p . 436,* 
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trois permutations quelconques des éléments de la (n — 1)" colonne, 
par /S, (i'} (i" trois permutations de ceux de la n", et par A a / } le dé
terminant correspondant aux permutations a et /3 des deux dernières 
colonnes; entre les neuf déterminants ainsi formés existe la relation 
de E. Netto dont nous avons parlé plus haut, 

= 0 

Il existe des relations analogues lorsqu'on permute des éléments de 
plus de deux colonnes.* 

25. Déterminants composés formés au moyen des mineurs de 
plusieurs déterminants. J. J. Sylvester176) a mentionné, relativement 
aux déterminants composés, la propriété suivante qui est la générali
sation, dans le cas de deux déterminants, du mode de développement 
de P. S. Laplace. Soient 

A = aik > B = h n > (h = 1, 2, . . ., n) 

deux déterminants de degré n; choisissons, dans le premier, m lignes 
et formons tous les sous-déterminants p i k en nombre p = , tirés 
de ces m lignes; désignons par p ' i k les sous-déterminants complémen
taires correspondants. Désignons de même par qik et q'ik les sous-
déterminants homologues tirés de E . Les produits 

U) (') 
sont égaux à des déterminants de degré n constitués par m lignes 
d'un des déterminants et n — m lignes de l'autre; la somme 

est égale au produit AB si g = h et est nulle si g^h', les déterminants 
[ tgk | et | ugA | sont respectivement égaux à A e - 1 B l et A 1 B " ~ x , fi étant 
égal à C™ et À à C™~*. ^Cette propriété peut être étendue 1 9 1) au 
cas où l'on considère p -f- 1 déterminants Dlr D a , . . . , T>p + 1 de degrés 
M; on partage les lignes du dernier e n p + 1 groupes renfermant 
respectivement r1} r 2, . . . , r p + 1 lignes; à chacun des p premiers 
groupes on adjoint respectivement n — r±) n — rp lignes prises dans 
D x , D 2 , D p et au (p 4- l ) e groupe on adjoint les rt-\- r2 -\- •··-{-rp 

lignes restantes dans ces p déterminants; on forme ainsi p + 1 nou
veaux déterminants dont on fait le produit; la somme des produits 
ainsi obtenus de toutes les manières possibles est égale au produit 
des p + 1 déterminants donnés* 

191) Millier, Z. Math. Phys. 44 (1899), p. 28.* 
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26 . Rang d'un déterminant ou d'une matrice. 107 

Dans ses importants mémoires, L. D. H. Picquet19*) a démontré 
la proposition de J. J. Sylvester dans le cas de deux déterminants; il 
a de plus démontré d'autres propriétés relatives aux mineurs com
plémentaires des déterminants tgh\ et ugh\; un mineur du premier, 
de degré r, est égal au mineur complémentaire de son homologue 
dans l'autre, multiplié par Ar-lBr+l-f où A = C™"* e t f1* ( \ -

L. Kronecker19S) a donné des théorèmes relatifs aux éléments et 
aux mineurs du premier ordre de trois déterminants; d'autres généra
lisations, se rapportant à la composition des formes hilinéaires, ont 
été données par C. Stéphanos19i); d'autres, relatives à un déterminant 
composé au moyen des lignes de deux déterminants, par G. Zéhfuss195). 

26. R a n g d ' u n d é t e r m i n a n t o u d ' u n e m a t r i c e . D é t e r m i n a n t s 

bordés . On appelle, d'après G. Frobeniusm), rang d'un déterminant 
ou d'une matrice, le degré maxime de ses sous - déterminants non 
nuls; la notion de rang est importante dans la théorie des formes 
linéaires et des formes quadratiques. L. Kroneckerm) a montré que 
les éléments d'un déterminant de degré n et de rang r peuvent être 
obtenus par composition de deux systèmes 

A = 1, 2, n\ 

°tk, eti, l f a, .... r) 
Dans une matrice carrée ou rectangulaire, un sous-déterminant 

de degré égal au rang, et non nul, s'appelle déterminant principal de 
la matrice; pour que tous les sous-déterminants de degré supérieur 
au rang soient nuls, il faut et il suffit que ceux que l'on obtient en 
bordant le déterminant principal d'une ligne et d'une colonne de 
toutes les manières possibles soient nuls 1 9 8 ) . .Le rang d'une matrice 
ne change pas lorsqu'on permute entre elles les lignes ou les colonnes, 

192) C. R. Acad. se. Paris 86 (1878), p. 1118 ; J. Ec. polyt., cah. 45 (1878), p . 201. 

193) J. reine angew. Math. 72 (1870), p . 152 [1869]; Werke 1, Leipzig 

1895, p. 237. 
194) C. R. Acad. se. Paris 128 (1899), P- 593; Giorn. mat. (2)5 (1898), p. 376; 

J. math, pures appi. (5) 6 (1900), p . 73. 

195) Z. Math. Phys. 7 (1862), p . 436. 

196) J. reine angew. Math. 86 (1879), p i ; J- J. Sylvester [Amer. J. math. 

6 (1884), p . 274] dit d'un déterminant \aik\, (h fc = 1, 2,. . . n) de rang r, qu'il 

a un degré n—r de nullité. 

197) J. reine angew. Math. 72 (1870), p . 152 [1869]; Sitzgsb. Akad. Berlin 

1884, p. 1071; Werke 1, Leipzig 1896, p . 237; 3 1 , Leipzig 1899, p . 33. 
198) A. Cayley, Cambr. math. J. 4 (1843/5), p . 119; Papers 1 , Cambr. 1889, 

p. 55; Benoît, Nouv. Ann. math. (3) 5 (1886), p . 30; T. Muir, Proc. R. Soc. Edinb. 

18 (1890/1), p . 73; W. Ahrens, Z. Math. Phys. 40 (1895), p . 177; 42 (1897), p. 65. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



199) tA. Capelli e G. Garbieri, Corso di analisi algebrica 1, Padoue 1886, p. 398.* 
200) ,6?. Frobenius, J. reine angew. Math. 82 (1877), p . 290; H. Andoyer, 

Leçons sur la théorie des formes 1, Paris 1900, p. 49.* 

201) C. Le Paige, Sitzgsb. bôhm. Ges. Prag 1880, p. 125; Bull. Soc. math. 

France 8 (1879/80), p. 128; M. Arnaldi, Giorn. mat. (2)3 (1896), p. 209. 

202) K. Weierstrass, Monatsb. Akad. Berlin 1858, p. 211; Werke 1, Berlin 

1894, p. 237; L. O. Hesse, J. reine angew. Math. 69 (1868), p. 319; G. Frobenius, 

Sitzgsb. Akad. Berlin 1894, p. 241, 407, 

qu'on multiplie les éléments d'une ligne ou d'une colonne par un 
facteur, et qu'on leur ajoute ceux d'une autre ligne ou d'une autre 
colonne. Si le rang r est inférieur au nombre m des lignes (m étant 
égal ou inférieur au nombre n des colonnes), il existe une même 
relation linéaire entre les éléments de chaque colonne; les mineurs de 
degré r formés au moyen des éléments de r colonnes sont propor
tionnels à ceux qui sont composés d'une mauière analogue au moyen 
de r colonnes quelconques 1 9 9 ) . 

Ces propriétés se rattachent du reste à la théorie des formes et 
des équations linéaires; H. Andoyer exprime la condition pour que le 
rang soit égal à r, en annulant un système particulier d'invariants et 
de covariants 2 0 0 ) . * 

L'étude des déterminants hordes présente de nombreuses appli

cations à la théorie des formes et à la géométrie analytique. On 
s'occupera plus loin du cas important où ces déterminants sont 
symétriques. Généralement, on considère un déterminant D, symétri
que, de degré n, à éléments constants, et on le horde par p lignes 
d'éléments variables xij et p colonnes d'éléments variables y l k , i et h 
variant de 1 à p , j et l de 1 à n, et les p 3 éléments formant le 
mineur complémentaire de D étant tous nuls. Le produit par D ? _ 1 

du déterminant de degré n + p ainsi formé, peut être transformé en 
un déterminant de degré p dont les éléments sont des formes ren
fermant linéairement les différentes séries de variables x et y201). 

4Un cas important est celui où l'on borde un déterminant D symé
trique avec les demi-dérivées de formes bilinéaires; lorsque D est 
nul, son rang intervient dans la valeur du déterminant bordé; en 
particulier, si p = 1, et que l'on borde un déterminant nul D avec une 
ligne d'éléments x{ et une colonne d'éléments y k , le déterminant 
obtenu est décomposable en un produit de deux formes linéaires, 
l'une renfermant les variables x, l'autre les variables y202).* 

27. Déterminants symétriques. On dit qu'un déterminant est 
symétrique, ou, d'une façon plus précise, unisymétrique et quelquefois 
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26. Déterminants bordés. 2 7 . Déterminants symétriques. 109 

axisymétrique, si les éléments symétriquement placés par rapport à la 
diagonale principale sont égaux, c'est-à-dire si l'on a constamment 

aik = au-
tLe nombre </>(«) des termes distincts du développement d'un 

déterminant symétrique satisfait à la relation de récurrence 2 0 a ) 

f(n) = nip(ti — 1) — \{n — l)(n — 2)i>(n — 3), 

avec 
* ( 0 ) - l , <K1) = 1, *(2) = 2.* 

Les sous-déterminants du premier ordre d'un déterminant symé
trique forment un système symétrique; toute puissance d'un déter
minant symétrique, toute puissance paire d'un déterminant quelconque 
peut être mise sous la forme d'un déterminant symétrique S 0 4 ) ; le pro
duit d'un déterminant symétrique par le carré d'un déterminant quel
conque de même degré peut se mettre sous forme d'un déterminant 
symétrique 8 0 5 ) . 

Entre les sous-déterminants de même degré d'un déterminant 
symétrique existent des relations linéaires déjà entrevues par H. Grass-
mwmm) et mises en lumière par L. Kronecker m ) . C. Runge a 

montré808) que les relations de L. Kronecker sont les seules qui existent; 
ce sont les relations 

g= 1 , 2, , . . , m, 

7t = m + l , »» + 2, . . . , 2m, 
,*,„[-2\"u\, r = m + l,m+2, ...,2m, 

(r) i = 1 , 2, . . . , m — 1, r, 

k = m + 1, m + 2, . . . , r — 1, m, r + 1 , . . . , 2m, 
où 2 m a une valeur quelconque égale ou inférieure à n. Elles ont 
été généralisées par T. Muir et W. H. Metzler183) qui ont, en outre, 

considéré le cas de déterminants quelconques (n° 24). 
L. Kronecker a composé les systèmes aik symétriques, au moyen 

d'autres plus simples (n° 22); il en a déduit la manière dont un 

203) ,J. J. Weyrauch, 3. reine angew. Math. 74 (1872), p . 273; A. Cayley, 

Monthly Notice astron. Soc. 34 (1873/74), p. 303, 335; Papers 9, Cambridge 1896, 
p. 185; G. Salmon, A l g . " 8 ) , p. 45; trad. 0. Chemin, p . 66.* 

204) / / . Seeliger, Z. Math. Phys. 20 (1875), p. 467. 
205) L. O. Hesse, 3. reine angew. Math. 49 (1855), p . 246 [1853]; Werke, 

Munich 1897, p. 322. Généralisation par T. Muir, Amer. J. math. 4 (1881), 
p. 273. Historique par T. Muir, Proc. R. Soc. Edinb. 24 (1901/3), p. 565. 

206) H. Grassmann, Ausdehn. l s o ) 1862, p . 131; Werke I s , p . 136. 
207) L. Kronecker, Sitzgsb. Akad. Berlin 1882, p . 821; Werke 2, Leipzig 

1897, p. 391; voir encore T. Muir, London Edinb. Dublin philos, mag. (61 3 (,1902), 
p. 416. 

208) J. reine angew. Math. 93 (1882), p . 319. 
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domaine représenté par un déterminant symétrique est divisé en do
maines partiels par les mineurs principaux de ce déterminantm). 

Le rang d'un déterminant symétrique joue un grand rôle dans 
la théorie des formes quadratiques et dans celle de l'équation en S, 
ou équation séculaire dont on parlera plus loin (n° 30). Si r est le rang 
d'un déterminant symétrique, il existe au moins un mineur principal 
de degré r non nul; lorsque les coefficients sont réels, tous les mineurs 
principaux de degré r non nuls ont le même signe. On déduit de 
là les conditions pour que le rang soit égal à r 2 1 ° ) . 

Lorsqu'un déterminant symétrique de degré n est nul, celui que 
l'on obtient en le bordant symétriquement par ut, u2, . . . un) 0, est 
carré parfait. Cette propriété, déjà vue par A . L . Cauchy2U), inter
vient dans l'étude des formes adjointes et a été généralisée par 
K. Weisrstrass et G. Darboux313). 

28. D é t e r m i n a n t s c e n t r o s y m é t r i q u e s , o r t h o s y m é t r i q u e s . Cir

c u l a n t e s . G é n é r a l i s a t i o n . Tout déterminant de degré n, centro-

symétrique, c'est à dire symétrique par rapport à son centre, est tel 
que l'on a constamment 

a i k ~ a n + l - i , n + l-i) 
un tel déterminant est égal21S) au produit de deux déterminants de 

degrés si n est pair, de degrés n 1 et n ~£ 1 si n est impair. 

.Entre les sous-déterminants d'un déterminant centrosymétrique existent 
des relations analogues à celles de L. Kronecker ou de H. Grass-

mann814).* 

On dit qu'un déterminant symétrique est orthosymétrique si les 
éléments de chaque rangée parallèle à la seconde diagonale, c'est-à-

209) X . Kronecker, Sitzgsb. Akad. Berlin 1889, p . 349, 479, 603; Werke, 
3 l , Leipzig 1899, p . 296/368; voir aussi J. N. Hazzidakis, 3. reine angew. Math. 
91 (1881), p . 238. 

210) S. Gundelfingen 3. reine angew. Math. 91 (1881), p . 221; X . O. Hesse, 

Vöries, über analyt. Geom. des Baumes, 3" éd. Leipzig 1876, p. 460; tF. Walecki, 

Nouv. Ann. math. (3) 1 (1882), p . 401; Benoît, id. (3) 5 (1886), p . 30*; G. Frobe-

nius, Sitzgsb. Akad. Berlin 1894, p . 245. 

211) A. L. Cauchy, 3. Ec. polyt., cah. 17 (1815), p . 29 [1812]; Œuvres (2) 1, 
Paris 1905, sous presse. 

212) K. Weierstrass, Monatsb. Akad. Berlin 1868, p . 316; Werke 2, Berlin 

1896, p . 26; G. Darboux, J. math, pures appl. (2) 19 (1874), p. 847; voir aussi 

X . O. Hesse, Analyt. Geom. * 1 0 ) , p. 449. 
213) G. Zehfuss, Z. Math. Phys. 7 (1862), p . 436. 
214) tT. Muir, Proo. B,. Soc. Edinb. 15 (1887/8), p. 96.* 
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28. Déterminante centrosymétriques, orthoeymétriquea. 111 

dire à la diagonale perpendiculaire à la diagonale principale, sont 
égaux entre eux; on écrit alors ai+k_s à la place de aik. 

JS. Hankelni) a exprimé un tel déterminant au moyen des diffé
rences successives de ses éléments; si l'on pose 

A J = a , - a , , , A ? = A J - A . 1 A * = A 2 — A 2 . , . . . 

A h h — 1 ' h h A — 1 / h h A — 1 ? 

on a 

a0 A } Al ... A:z[ 
A[ Ai Al ...A«„ 
A\ Al A\ ... A » : Î · 

A " - 1 A " A N + 1 A 2 " - 8 

Si les différences d'ordre n sont nulles, le déterminant est égal à 

i (A"-i)") s* c e l i e s d'ordre < n sont nulles, le déterminant est nul. 
La valeur des déterminants orthosymétriques et le nombre qui 

exprime leur rang jouent un rôle important dans la théorie des in
variants des formes binaires et dans la réduction de ces formes à la 
forme canonique particulière constituée par une somme de puis
sances 2 1 6 ) . * 

Un cas particulier est celui où les éléments d'un déterminant 
orthosymétrique sont tels que l'on ait 

en effectuant un changement de lignes, on remplace un tel détermi

nant par un autre jouissant de la propriété d'être symétrique par 

rapport à la seconde diagonale, et on lui donne la forme 

« i a2 a3 ... a , _ ! a „ 

a „ a t Oj . . . a „ _ s an_t 

» „ - i a n a i • • •
 a n - s a « - i 5 

I « 2 « 8 « 4 · · · » „ (h I 
un déterminant qui a cette forme porte le nom de circulante, de 

216) „Diss. Leipzig 1861, éd. Göttingue 1861.* 
216) C. G. J. Jacobi, Werke 3, Berlin 1884, p. 297; J. reine angew. Math. 

15 (1836), ρ. 101; W. Spottiswoode, id. 61 (1866), p . 328 [1863]; A. Cayley, id. 
64 (1867), p. 48 [1856]; Papere 4, Cambridge 1891, p. 43; L. Kronecker, Monatsb. 
Akad. Berlin 1881, p. 560; J. reine angew. Math. 99 (1886), ρ. 346; Werke 2, 
Leipzig 1897, ρ. 146; 3«, Leipzig 1899, ρ. 170. 

217) Τ. Muir dit. d'un tei déterminant qu'il est persymétrique [Quart. J. 

« 0 « 1 « 2 · • · « , - 1 

« 1 

«i «s a 4 • · « » + 1 

« , - 1 a , + i • • · » 2 * -
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déterminant cyclique, quelquefois de déterminant négativement ortho

symétrique, ou doublement orthosymétrique. La propriété fondamentale 

d'une circulante est d'être decomposable en un produit de n facteurs 
complexes de la forme 

a1 + o)»a 8 + ra2a«, H h efr-Va*, (« = 1, 2, . . . n) 

a étant une racine primitive n" de l'unité. Cette propriété a été 
énoncée par W. Spottistvoode 2 1 8 ) , généralisée par M. Nodier2I9) et étendue 
par E. Schuhe330) au cas d'un déterminant cyclique dont les éléments 
sont les nombres complexes formés au moyen de n unités au sens de 
K. Weierslrass et de B. Dedékind (I 5). 

tT. Muir221) a montré qu'une circulante de degré n est decom
posable en facteurs rationnels et entiers par rapport aux éléments, 
chaque facteur correspondant à un facteur entier à coefficients entiers 
de la décomposition de x" — 1. 

Aux déterminants cycliques se rattachent les déterminants cycli
ques gauches qui sont aussi symétriques par rapport à la seconde 
diagonale, mais ont la forme 

« 1 « 2 «. · " » - 1 «« 

- « « « 1 « 2 · « » - 8 «« 

— « « - 1 - a„ « 1 · «—» «. 

— « 2 — <h - « 4 . . • - « » « 1 

Un déterminant cyclique ou cyclique gauche, de degré rm, peut 
se mettre sous la forme d'un déterminant de même nature de degré m, 
chaque élément de ce dernier étant une somme de mr~1 mineurs de 
degré r du déterminant primitif2 2 2).* 

pure appi. math. 18 (1882), p. 261]; G. Frobenius*1"), p. 253, dit qu'il est le 

déterminant d'un système récurrent. 

218) J. reine angew. Math. 61 (1856), p. 375. Voir encore L. Cremona, 

Ann. se. mat. fis. 7 (1856), p. 99; Nouv. Ann. math. (1) 19 (1860), p. 161; 
C. Souillart id. p . 320; G. Zehfuss, Z. Math. Phys. 7 (1862), p. 439; M. A. Stem, 

J. reine angew. Math. 73 (1871), p. 374; A. Minazzi, Giorn. mat. (1) 16 (1878), 
p. 148; J. W. L. Glaisher, Quart. J. pure appi. math. 15 (1878), p . 347; 16 (1879), 
p. 31; K. Weihrauch, Z. Math. Phys. 26 (1881), p. 64, 133. 

219) Math. Ann. 16 (1880), p . 551 [1879]. 
220) Z. Math. Phys. 42 (1897), p . 3 1 3 . 44 (1899), p . 167. 
221) ,Proc. R. Soc. Edinb. 21 (1895/7), p . 369 [1896].* 
222) tJ. W. L. Glaisher, Quart. J. pure appi. math. 16 (1879), p. 31; 

T. Muir, id. 18 (1882), p. 166; G. Torelli, Rendic. Accad. Napoli (1) 21 (1882V 
p. 83.* 
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28. Circulantes. Généralisation. 113 

Le produit de deux déterminants cycliques de même degré peut 
être mis sous forme d'un déterminant cyclique du même degré que 
les premiers Ï 2 S ) . 2?. F. S c o t t a montré qu'un déterminant cyclique 
de degré 2 m est le produit d'un déterminant cyclique et d'un déter
minant cyclique gauche de degrés m. G. Torelli 222) a généralisé et 
considéré le cas d'un déterminant de degré rm. 

.Une classe particulière de déterminants symétriques analogues 
aux circulantes est constituée par les déterminants de degré 2'' 
jouissant de la propriété suivante: la matrice de degré 2fL formée par 
les éléments, se partage en quatre matrices deux à deux égales et 
symétriques par rapport au centre, en sorte qu'elle se présente sous 
la forme 

A B 

B A 

où chacun des symboles A, B représente une matrice qui jouit de 
la même propriété, et ainsi de suite 2 2 5 ) . Un déterminant de degré 
2^ de la classe considérée est égal au produit de 2" facteurs linéaires 
par rapport aux éléments; par exemple, on a 

« i a2 a3 

a9 a, a ï >*4 "3 

«s
 ai ai ai 

a, a„ a., a, 

= ußyd, où 

« = « 1 + «2 +
 a3 + ai, 

ß = at + a2—as — a 4, 
Y = « i — «a +

 ai — ai> 
S = ax — a2 — aa + a 4; 

cette propriété est analogue à celle des circulantes. Les mineurs du 
premier ordre relatifs à deux éléments égaux sont égaux, et le dé
terminant adjoint (n° 23) est analogue au déterminant primitif; les 
mineurs complémentaires de degré 2 ' 1 _ 1 sont égaux au signe près. 
La définition et les propriétés des déterminants qui précèdent se 
généralisent au cas de déterminants dont le degré est un produit de 
facteurs quelconques n1} nif . . ., nM égaux, ou non, à 2. 

Les déterminants de la classe considérée rentrent, comme les 
circulantes, dans la catégorie des déterminants que l'on peut former 
en prenant n éléments a1} a 2, . . ., an, leur appliquant les substitutions 
d'un groupe dont l'ordre est égal au degré, et constituant les lignes 
par les n permutations résultant de ces substitutions. 

223) Souillart, Nouv. Ann. math. (1) 19 (1860), p . 320.* 

224) Quart. J. pure appi. math. 17 (1881), p . 129. 
225) tA. Puchta, Denkschr. Akad. Wien , math. 38 II (1878), p . 215 [1877]; 

il II (1882), p. 277 [1881]; M. Nöther, Math. Ann. 16 (1880), p . 322, 551 [1879]; 
T. Muh »").* 
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Dans certaines questions de Physique interviennent des détermi
nants de degré 2 M dont les éléments satisfont aux conditions 

a2i, 2>-l = a i i - l , 2j> a3i, ÎJ = a 2 i - l , ) 

de tels déterminants peuvent être mis sous la forme d'une somme de 
deux carrés8 2 6).* 

29. D é t e r m i n a n t s g a u c h e s . P fa f f i ens . Un déterminant est dit 
gauche si l'on a 

au = - «*« (*' + *)• 
Un déterminant gauche pour lequel on a, pour chaque indice i, 

ai( = 0 
est dit symétrique gauche'221'). 

Un déterminant symétrique gauche de degré impair est nul; son 

déterminant adjoint (n° 23) est symétrique. Un déterminant symétrique 

gauche de degré n pair est le carré parfait d'une fonction entière 

de ses éléments; son adjoint est aussi symétrique gauche. La fonction 

entière des éléments qui constitue la racine carrée d'un déterminant 

symétrique gauche d'ordre pair se compose de 1. 3. 5 . . . (n — 1) termes; 

chacun de ces termes est le produit de ~ éléments dont les indices 

sont tous distincts; elle renferme en particulier le terme auasi ... «„_:, » 
et l'on convient de faire précéder ce terme du signe + ; le signe de 

tous les autres termes est alors déterminé. 

La racine carrée d'un déterminant symétrique gauche est désignée 

sous le nom de pfaffien; A. Cayley228) la représente par la notation 
( 1 , 2 , n); 

226) tW. Voigt, Ann. Phys. und Chemie (2) 16 (1882), p. 314; P. Drude, 

Nachr. Ges. Gôtt. 1887, p. 118; H. S. Baltzer, id. p . 389; L. Gegenbauer, Sitzgsb. 

Akad. Wien 96 B> (1887), p . 5, 489.* 

227) Les déterminants symétriques gauches se sont présentés à G.G.J.Jacohi 

dans le problème de Pfaff [J. reine angew. Math. 2 (1827), p . 354; 29 (1845), 
p. 236; Werke 4, Berlin 1886, p. 26, 420]; C. G. J. Jacobi remarque que des dé

terminants du même type s'étaient déjà présentés à J. L. Lagrange et à S. D . 

Poisson. Voir aussi A. Cayley [J. reine angew. Math. 32 (1846), p . 119; 38 (1849), 
p . 93/6 [1847]; PaperB 1, Cambridge 1889, p . 332, 410/3] auquel sont dus les 

noms de déterminant gauche et de déterminant symétrique gauche; H. Grass-

mann, Ausdehn. , s o ) 1862, p . 347; Werke 1*, p . 341, et la remarque de la 

p . 471; W. Veltmann, Z. Math Phys. 16 (1871), p . 616; F. Mertcns, J. reine an

gew. Math. 82 (1877), p. 207. .Pour l'historique, consulter T. Muir, Proc. R. 

Soc. Edinb. 23 (1899/1901), p . 181.* 

228) A. Cayley, J. reine angew. Math. 38 (1849), p. 93 [1847]; 50 (1855), 
p . 299 [1854]; Cambr. Dublin math. J. 7 (1852), p . 40; Papers 1, Cambridge 

1889, p . 410; 2, Cambr. 1889, p . 16, 202; W. Scheibner [Ber. Ges. Lpz. 11 (1859), 
math. p. 151] dit semi-déterminant (Halbdeterminante) au lieu de pfaffien. 
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,elle se calcule de proche en proche par la formule de récurrence 

(1, 2, · . . , » ) - (1, 2) (3, 4, · · ·, n) + (1, 3) (4, 5, · · ·, n, 2) + · · · 

+ (1, n) (2, 3, · • ·, n - 1), 

où les symboles (1, 2), (1, 3), . . . désignent al2, au, . . . . Ainsi l'on a 

(1, 2, 3, 4) = (1, 2) (3, 4) + (1, 3) (4, 2) + (1, 4) (2, 3) 

T. .MmV 8 2 7 ) écrit un pfaffien sous la forme d'un demi-déterminant; 

pour n — 4 par exemple, il l'écrit 

a b c 

d e = af — be -\- cd. 

f 

Un mineur, non principal, de degré n — 1, d'un déterminant symétrique 
gauche de degré n pair, est égal au produit du pfaffien (1, 2 , . . . , w) par 
un autre pfaffien relatif h n — 2. éléments.* Le carré d'un déterminant 
quelconque D de degré pair, peut être mis sous la forme d'un dé
terminant symétrique gauche: le déterminant D peut alors être mis sous 
la forme d'un pfaffien229). Tout déterminant symétrique gauche, bordé 
symétriquement ou non, est le produit de deux pfaffiens 2 3 0 ) . „ T . Muir 
a appliqué ce théorème au développement d'un déterminant gauche 
non symétrique; il a aussi donné le nombre des termes non sem
blables d'un tel déterminant231) ; ce nombre est 

i + c2
 + s ( - i + s i c 4 + 8 ' 5 ( 1 + 3 ' 5 ) c6 + 8 · 5 ' 7 ( 1 + 3 · 5 · 7 )

 C8 + ·•· 

Le rang d'un déterminant symétrique gauche est toujours pair; si 
tous les mineurs principaux de degré 2r sont nuls, tous ceux de 
degré 2r — 1 le sont aussi. Un déterminant symétrique gauche à 
éléments réels possède en commun avec les déterminants symétriques 
la propriété suivante: si le déterminant est nul ainsi que la somme 
de ses mineurs diagonaux du premier ordre, tous les mineurs du pre
mier ordre sont nuls. Cette propriété se généralise à des mineurs 
d'ordre supérieur 2 3 2 ) . * 

229) F. Brioschi, J. reine angew. Math. 62 (1856), p. 133 [1855]; T. Muir, 

London Edinb. Dublin philos, mag. (5) 12 (1881), p . 391. 

230) A. Cayley, J. reine angew. Math. 55 (1858), p. 277 [1857]; Papers 4, 
Cambridge 1891, p. 72. 

231) tT. Muir, Proc. R. Soc. Edinb. 21 (1895/7), p . 342 [1896]. "Voir déjà 

A. Cunningham, Quart. J. science (2) 4 (1874), p . 212.* 
232) „67. Frobenius, J. reine angew. Math. 82 (1877), p. 242 [1876]. Voir 

aussi H. Grassmann, Ausdehn. l s 0 ) 1862, p. 351; Werke 1 !, p . 345, et la remarque 

8* 
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Si l'on considère un déterminant gauche quelconque, et si on le 
développe comme une fonction entière des éléments de sa diagonale 
principale, les coefficients du développement sont des sommes de 
déterminants symétriques gauches. A. Cayley2S0) considère le cas où 
les éléments de la diagonale principale sont égaux à l'unité. 

tJ. J. Sylvester23s) considère les déterminants doublement gauches, 
c'est-à-dire gauches par rapport aux deux diagonales; pour qu'un tel 
déterminant ne soit pas nul, il faut que son degré soit de la forme 
4w; sa racine carrée est une fonction entière dont le nombre des 
termes est égal à 2 · 4 · 6 · · · (4M — 2)i>(n), la fonction jp(n) étant 
définie par les conditions de récurrence 

G. Brunei23*) a appliqué les déterminants symétriques gauches 
et les pfaffiens au problème A'Analyses situs qui concerne les réseaux 

et les lignes passant par leurs sommets, ainsi qu'à la marche du 
cavalier sur l'échiquier* 

30. E q u a t i o n s é c u l a i r e . G é n é r a l i s a t i o n . Etant donné un déter
minant \ujk\, retranchons x des éléments de la diagonale principale 
et égalons à zéro le résultat; nous formerons ainsi une équation que 
l'on rencontre souvent dans les applications, 

le degré de cette équation est égal à celui du déterminant. 
Le cas le plus important est celui où le déterminant est symé

trique; l'équation f(x) = 0 s'appelle dans ce cas equation séculaire; 

elle a été rencontrée par P. S. Laplace dans une question d'Astronomie: 
la détermination des inégalités séculaires des mouvements des planètes; 
elle a de nombreuses applications en Géométrie analytique, où elle 
est connue sous le nom d'équation en S, parce qu'on y écrit généralement 
S au heu de x. L'équation séculaire a toutes ses racines réelles. Elle 
a fait l'objet de nombreux travaux 2 3 5 ) . 

de la p. 490; E. vonWéber, Vorles. fiber das P/a/f 'sche Problem, Leipzig 1900, 

p. 30; G. Bussjan (Soussiane), Rozprawy Akad. Umiejgtnosci 1903, sous presse; 

Bull, intern. Acad. sc. Cracovie 1903, p. 1.* 

233) ,C . R. Acad. se. Paris 89 (1879), p. 24, 497.* 

234) „Mém. Soc. se. pbys. nat. Bordeaux (4) 5 (1895), p . 165.* 

236) P. S. Laplace, Hist. Acad. sc. Paris 1772 II, M. p . 363; Méc. céleste 1, 

Paris an VH, p. 299; Œuvres 8, Paris 1891, p. 464; J. X. Lagrange, Nouv. Mém. 

Acad. Berlin 4 (1773) éd. 1775, p . 108; Œuvres 3, Paris 1869, p. 603; A. L. Cauchy, 

avec 
#(w) = (4 M — 3)V(w — 1) — 2ni>(n — 2) 

tf(0) = l, * ( ! ) = • 1. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 0 . Equation séculaire. 117 

Un généralisation de Ch. Hermite 2 3 6 ) se rapporte au cas où les 
éléments aik et aki sont imaginaires conjugués. 

T. Muir2BT) a considéré le cas où les éléments aik sont réels et 
quelconques: les racines de l'équation f(x) = 0 sont toutes réelles si, 
pour i et Je variables de 2 à il, on a constamment 

elles sont toutes imaginaires (pour n impair il existe en plus une 
racine nulle) si l'on a constamment, pour i et Je variables de 2 à n, 

auaikaki = - aaaHaik, « 1 . ^ 1 < 0 , « « = °-

Le cas où les éléments aik forment un système orthogonal est impor
tant, nous le considérerons dans le numéro suivant. 

JLa généralisation de l'équation séculaire se présente lorsqu'on 
considère deux déterminants aa\,

 ]bik de même degré, et le déter
minant \Xo,ik-\- fihik \ dont les éléments sont les mêmes fonctions liné
aires et homogènes des éléments correspondants des deux premiers. 
F. Siacri2SS) a étudié le déterminant ainsi composé; il a montré qu'il 
peut être transformé en un produit de trois facteurs dont deux sont 
les deux premiers déterminants et dont le troisième a la forme 
liAik + A-BjjJ; il peut être aussi transformé en un autre déterminant 

ne contenant X ou [i que dans les éléments de la diagonale principale. 

A un autre point de vue, l'équation séculaire relative à un 
déterminant quelconque, écrite sous la forme | aik — Xdik| = 0, avec 
X comme inconnue, s'est présentée à J. J. Sylvestcr 2 3 9 ) dans la théorie 
des puissances et des racines de substitutions linéaires. Etant donnée 

Exercices! math, 4, Paris 1829, p. 140; Œuvres (2) 9, Paris 1891, p. 174; C. G. J. 

Jacobi, 3. reine angew. Math. 12 (1834), p . 16; 30 (1846), p. 46 [1844]; Werke 3, 
Berlin 1884, p . 209, 461; E. E. Kummer, 3. reine angew. Math. 26 (1843), p . 268; 
G. W. Borchardt, id. 30 (1846), p . 38 [1845]; J. math, pures appi. (1) 12 (1847), 
p. 50; Werke, Berlin 1888, p . 5; J. J. Sylvester, London Edinb. Dublin philos, 

mag. (4) 4 (1852), p . 138; L. O. Hesse, 3. reine angew. Math. 60 (1862), p. 305; 
Werke, Munich 1897, p . 497; O. Henrici, 3. reine angew. Math. 64 (1865), p . 187; 
G. Bauer, id. 71 (1870), p . 46 [1868]; J. J. Sylvester, id. 88 (1880), p . 6 [1878]; 
F. Walecki^o); L. O. Hesse, Analyt. Geom. p. 247; T. Muir, Amer. J. math. 

19 (1897), p . 312; W. H. Metzler, id. 21 (1899), p. 367 [1898]. Historique par 

T. Muir, Proc. B,. Soc. Edinb. 24 (1901/3), p. 244, 555. 

236) C. rt. Acad. se. PariB 41 (1855), p. 181; J. reine angew. Math. 62 
(1856), p. 39 [1854]. 

237) Amer. J. math. 19 (1897), p. 312. 

238) „Atti Accad. Torino 7 (1871/2), p. 772; Ann. mat. pura appi. (2) 6 
(1871/3), p. 296. Voir aussi O. Niccoletti, Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 11 II 

(1902), p. 124.* 

239) t C . R. Acad. se. Paris 94 (1882), p. 55, 396.* 
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une matrice carrée \aik\\, on peut considérer ses éléments comme 
coefficients d'une substitution linéaire; la matrice dont les éléments 
sont les coefficients de la puissance i* de cette substitution, a pour 
déterminant la puissance ie du déterminant de la première. Inverse
ment, on peut se proposer de trouver les éléments d'une substitution 
dont la puissance ie soit une substitution donnée: ces éléments consti
tuent une matrice qui est dite la racine ie de la matrice de cette 
substitution. Plus généralement, on peut trouver une matrice qui 
soit la [ie puissance d'une matrice donnée, y, étant un nombre fraction
naire quelconque. J. J. Sylvester démontre que les racines de l'équation 

qu'il appelle racines lambda'iques relatives à la matrice cherchée, sont 
les puissances y?" des racines lambda'iques de la matrice donnée. 

Le cas le plus intéressant est celui où la matrice donnée a ses 
éléments diagonaux égaux à l'unité, et tous les autres nuls; elle est 
dite matrice unitaire. Lorsqu'on cherche la racine ie de cette matrice 
et que i est supérieur au degré n de la matrice, on obtient une 
solution en formant une matrice dont les racines lambdaïques sont n 
racines ie* distinctes de l'unité; mais cette solution n'est pas la seule 
et il en existe d'autres quels que soient i et M; il y a autant de 
genres de racines ies qu'il y a de partitions indéfinies du nombre n. 

Soient vlf v2, . . ., vk des nombres entiers tels que "Sv,, = n, 
{h = 1, 2 , . . ., A ) ; soient Qif p2, . . ., çk des racines ie* de l'unité en 
nombre Je et soit M la matrice cherchée || a{J j. On considérera les 
déterminants mineurs de | a;i — Xdii | de degrés respectifs n — vt + 1,.. ·, 
n — vk + 1, et on choisira M de manière que ç1 soit racine de cha
que mineur du premier de ces systèmes, que pa soit racine de chaque 
mineur du 2 e , . . ., que Qk soit racine de chaque mineur du Jce; il 
restera 2 ̂ y. v:- (i, j = 1, 2, . . ., /c; i =f= j) constantes arbitraires dans 
la détermination de M. 

Un autre cas intéressant est celui où tous les éléments d'une 
matrice sont nuls; une telle matrice est dite matrice zéroïdale. 

A la formation des puissances entières où fractionnaires des 
matrices, se rattache la formation de leurs produits ou de leurs 
quotients, ainsi que la résolution d'équations fonctionnelles, telles que 
MX = XM', où M, M' sont des matrices données et X une matrice 
inconnue. Ces questions sont plutôt du domaine de la théorie des 
substitutions 2*0).* 

240) %J. J. Sylvester, C. R. Aead. se. Paris 99 (1884), p. 67, 115, 117, 409, 
432, 473, 502, 527, 565, 621; Ed. Weyr, id. 100 (1886), p. 787, 966; G. Brunei, 
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31. Déterminants de systèmes orthogonaux. 119 

La recherche des matrices à coefficients entiers dont le déter

minant a une valeur donnée se rattache à la théorie des congruences 

linéaires et à l'Analyse indéterminée du premier degré 2 4 1). 

31. D é t e r m i n a n t s d e s y s t è m e s o r t h o g o n a u x . M a x i m e d ' u n 

dé t e rminan t . Un système orthogonal est celui qui, par sa composition 

avec lui-même, fournit le système-unité (n° 22). Le carré du détermi

nant d'un système orthogonal a ses éléments diagonaux égaux à l'unité, 

et ses autres éléments nuls. Le déterminant lui-même est égal à 

+ 1 et chacun de ses mineurs ne diffère de son complémentaire que 

par un facteur égal à la valeur du déterminant. 

L'étude des déterminants orthogonaux est intimement liée à celle 

des substitutions orthogonales dont il sera question dans un autre 

article. ^Mentionnons cependant la manière générale dont A. Cayley 
a formé les éléments d'un système orthogonal de déterminant égal à 

-f 1 au moyen de ceux d'un déterminant gauche. On considère un 

déterminant B = \bik dont les éléments diagonaux sont égaux à l'unité 

et dont les autres sont tels que l'on ait bik = — bki; si Bik est le 

mineur de B relatif à bik, on pose 

2 Bji -* 2Bik 

~B ' B~ > 

et le système (aik) est un système orthogonal de déterminant + l 2 4 2 ) . 
Dans l'étude des substitutions orthogonales, la recherche des éléments 
identiques à leurs transformés dépend de la résolution de l'équation 

f(Q) — \ a u - ·?*<* = 0 > 
analogue à l'équation séculaire. Cette équation est réciproque 2 4 3 ) . 
Si le déterminant | < 7 a ' est égal à + 1, l'équation /"(p) = 0, pour n 
pair, n'a aucune racine réelle; pour n impair, elle a une seirle racine 
réelle égale à — 1. Si le déterminant \aik\ est égal à — 1, pour n 
pair l'équation f(p) = 0 a deux racines réelles égales à ± 1, et pour 
n impair elle a une seule racine réelle égale à -f- 1. 

id. 106 (1888), p. 467; W. H. Metzler, Amer. J. math. 14 (1892), p. 326; 15 (1893), 
p. 274; H. Taber, id. 16 (1894), p . 123; L. Autonne, Nouv. Ann. math. (4) 3 (1903), 
p. 57.* 

241) Ch. Méray, Ann. Ec. Norm. (2) 12 (1883), p . 89; T. J. Stielljes, Ann. 

Fac. se. Toulouse 4 (1890), mém. n° 18, p . 49. 

242) tA. Cayley, J. reine angew. Math. 32 (1846), p . 119; Papers 1, Cam

bridge 1889, p. 332; L. Kronecker, Sitzgsb. Akad. Berlin 1890, p . 625, 601, 691, 
873, 1063, 1081; Werke 3 1, Leipzig 1899, p . 371/473; dans ces communications de 

L. Kronecker, il est, en outre, question de systèmes orthogonaux et symétriques.* 

243) tF. Brioschi, J. math, pures appl. (1) 19 (1854), p. 253; F. laà di 

Bruno, id. p. 304.* 
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Les substitutions orthogonales ne sont qu'un cas particulier des 
substitutions qui transforment en elles-mêmes une forme quadratique et 
elles ont donné lieu à de nombreux travaux dont nous ne mentionnons 
que ceux qui se rattachent à la théorie des déterminants. Ch. Hermitem) 
a étendu le théorème de F. Sriosclii au cas de la transformation 
d'une forme quadratique quelconque à 3 variables; A. Voss-ib), dans 
un important article, a examiné le cas plus général des substitutions 
linéaires homogènes transformant un nombre quelconque n de variables 
x{ en un même nombre de variables y { et satisfaisant identiquement 
à la condition 

2y? = m^x?, (i = 1 , 2 , . . . n). 

Si (aik) est le système des coefficients d'une telle substitution et D 
le déterminant \aik\ de ce système, D est égal à + ]//»". D y a 
d'ailleurs lieu de distinguer le cas où D = + "j/m" (substitutions propres) 
de celui où D = — Y m" (substitutions impropres). Le théorème de 

F. JBrioschi s'étend à ce cas général, la propriété des racines d'être 
réciproques étant remplacée par cette autre propriété que les racines 
ont deux à deux un produit égal à m. Le déterminant symétrique 
gauche dont les éléments sont égaux à aa — au est nul identique
ment pour n impair; pour n pair, il s'annule également ainsi que ses 
mineurs du premier ordre lorsque la substitution est impropre. Les 
propriétés des mineurs du déterminant aik + âikY~m\ permettent de 
retrouver les formules de A. Cayley et de voir que ce sont les plus 
générales pour les substitutions propres. 

Etant donnés deux déterminants de systèmes orthogonaux 

D = D' = I K > 
dont les valeurs e et s' sont égales à + 1 ou à — 1, on peut former, 
au moyen de leurs éléments, un nouveau déterminant 

F. Siacci 2 S 8 ) a démontré, relativement à ce déterminant D", le théorème 
suivant: Quels que soient les valeurs des coefficients Xk et fik, si l'on 
change Xk en (ik pour toutes les valeurs de 7i, la valeur nouvelle de D" 
est égale à l'ancienne multipliée par se. En faisant tous les nombres 
Xh égaux à + 1 ou tous ces nombres Xk égaux à — 1 et opérant de 
même sur les nombres y k , on en déduit que si D et D' ont des 
valeurs symétriques (I 3, 5 ) , le déterminant dik-\-bik \ est nul; si D 

244) tCh. Hermite, Cambr. Dublin math. J. 9 (1854), p. 63; J. reine angew. 
Math. 47 (1854), p. 312, 318 [1853]; 78 (1874), p. 325; voir aussi J. Bosanes, id. 
80 (1875), p. 52 [1874]; G. Frobenius, id. 84 (1878), p. 1.* 

245) .Math. Ann. 13 (1878), p. 320 [1877] * 
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et D' ont la même valeur et sont de degré impair, le déterminant 
aa—bik est également nul. 

Si D et D' ont la valeur + 1 et si le déterminant aik + bih \ 
est nul, tous ses mineurs de degré n — 1 sont aussi nuls 2 4 6 ) . 

Dans le cas particulier où le système | bih se réduit au système-
unité, le déterminant | aa -f- bik se réduit au déterminant R obtenu 
en ajoutant 1 aux éléments ait de D; soit Ru le mineur de R com
plémentaire de aH + 1, et soit s = + 1 la valeur de D; F. Siaccim) 
et E. Kctto

 2 4 7 ) ont montré que l'on a 

R = (l + e)Ri{, 

de sorte que si e = + 1, on a Rii = %R, tandis que si £ = — 1 , on a 
R = 0. E. Nettoul) a, de plus, obtenu le résultat général suivant: 
Si D = + 1, les premiers des sous-déterminants de R qui ne sont 
pas tous nuls sont de degré n — 2 m; si D = — 1, ils sont de degré 
w — 2 m — 1 ; m est dans les deux cas un nombre naturel ou nul. 
A, VossM5) a énoncé des propriétés analogues pour les mineurs dans 
le cas général.* 

A l'étude des systèmes orthogonaux se rattache le problème de 
la recherche de la valeur maximée (I 1, note 164) que peut avoir la 
valeur absolue d'un déterminant dont les éléments sont, en valeur ab
solue, égaux ou inférieurs à un nombre donné. On peut supposer 
que ce dernier nombre est égal à + 1 , et résoudre le problème lors
que les éléments du déterminant sont réels ou imaginaires. Si l'on 
désigne par a'ik le nombre conjugué de aik et si l'on pose 

s«* = a n a ' k i +
 a i 2 « U H ! "

 aina'kn> 

on démontre que la valeur absolue maximée du déterminant sik est égale 

à ni"; pour que cette valeur maximée soit atteinte, il est nécessaire 

et suffisant que les quantités sik soient nulles pour i =H h, et que les 

valeurs absolues des éléments aik soient égales à l'unité. Lorsque ces 

conditions sont remplies, J. J. Sylvester 2 4 8 ) dit que le système aik est 

orihogonal inverse. 

J. Hadamard 2 4 9 ) s'est occupé de cette question et a complété les 

246) ,r. J. Stieltjes, Acta math. 6 (1885), p . 319; E. Netto, id. 9 (1886/7), 
p. 295; 19 (1895), p. 105.* 

247) Acta math. 19 (1896), p . 105. 
248) London Edinb. Dublin philos, mag. (4) 34 (1867), p. 461. 
249) C. B. Acad. se. Paris 116 (1893), p . 1500; BuU. sc. math. (2) 17 (1893), 

p. 240. Voir aussi 17. Searpis, Reale 1st. Lombardo, Mendie. (2) 31 (1898), 
p. 1441. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



résultats de J. J. Sylvester, en indiquant un procédé plus général de 
formation de déterminants maximes ayant des éléments de valeur 
absolue égale à 1. ^Lorsque n est une puissance de 2, on peut 
former en particulier des déterminants dont les éléments sont réels, 
maximes et égaux à + 1 ou à — 1; on peut aussi en former pour 
d'autres valeurs de n, mais il est nécessaire cependant que n soit 
multiple de 4; J. Hadamard cite en particulier un déterminant de 
degré 12 et un autre de degré 20; il y aurait lieu de rechercher s'il 
en existe d'autres et de trouver pour chaque valeur de n le maxime 
d'un déterminant dont les éléments sont + 1 ou — 1.* 

32. Déterminants spéciaux: wronskiens, jacobiens, hessiens. 
Nous ne pouvons mentionner toutes les applications de la théorie des 
déterminants; nous indiquerons seulement quelques déterminants 
spéciaux, en renvoyant pour leur étude complète aux théories aux
quelles ils se rapportent. 

Un déterminant de Wronski250), de degré n, est formé de la 

façon suivante: dans la première ligne sont n fonctions d'une variable 
x, dans la seconde ligne sont les dérivées premières de ces fonctions, 
dans la troisième ligne sont les dérivées secondes, etc . . dans la 
n" ligne sont les dérivées d'ordre n — 1. +C'est surtout dans la théorie 
des équations différentielles linéaires que se présentent les détermi
nants wronskiens; leur propriété fondamentale est que l'on forme leur 
dérivée en y remplaçant les dérivées d'ordre n — 1 par celles d'ordre w; 
si le wronskien de n fonctions est nul, ces fonctions sont liées par 
une équation linéaire homogène à coefficients constants251). F. J. 
StudnièTca 2 5 2 ) a considéré un déterminant wronskien particulier, dans 
lequel les éléments de la première ligne sont eux-mêmes constitués 
par une fonction et ses n — 1 premières dérivées.* 

250) Ces déterminants ont été dénommés ainsi par E. Pascal, I Déter

minant^ Milan 1897, p. 62; trad. ail. par H. Leitzmann, Leipzig 1900, p. 48. 
251) tC. J. Malmstèn, J. reine angew. Math. 39 (1850), p . 91; L. O. Hesse, id. 

54 (1857), p. 249; Werke, Munich 1897, p. 439; E. B. Christoffel, J. reine angew. 

Math. 55 (1858), p . 281; G. Frobenius, id. 76 (1873), p. 236; 77 (1874), p . 245 
[1873]; M. Pasch, id. 80 (1875), p . 177 [1874]; J. Tannery, Ann. Kc. Norm. (2) 
4 (1875), p. 121; C. Jordan, Cours d'Analyse de l 'Ec. polyt. 3, Paris 1887, 
p. 150; 2 e éd. 3, Paris 1896, p. 152; G. Peano, Mathesis (1) 9 (1889), p. 75, 111; 
Atti R. Accad. Lincei , Bendic. (5) 6 I (1897), p . 413; L. Eeffter, Einleitung in 

die Théorie der linearenDifferentialgleichungen, Leipzig 1894, p . 233 ; L. Schlesinger, 

Handbuch der Théorie der linearen Differentialgleichungen 1, Leipzig 1895, p. 36; 
A. Demoulin, Mathesis (2) 7 (1897), p . 62; M. Bâcher, Trans. Amer. math. Soc. 2 
(1901), p . 139.* 

252) ^Monatsh. Math. Phys. 10 (1899), P- 338.* 
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Le déterminant fonctionnel ou jacobiende n fonctions /i, f2, 

.., fn de n variables xx, x2, .. ., xn, est le déterminant 

8x, > cxï ' • • •> dxn > ^ l ' • • ·' n h 

formé par les dérivées partielles du premier ordre de ces fonctions, 
prises par rapport aux variables successives 2 M ) . 

tLe déterminant fonctionnel jouit, au point de vue des trans
formations de variables, de propriétés analogues à celles de la dérivée 
d'une fonction et il s'exprime par le quotient de deux déterminants 
de degré « , 

- J M , ( . · , * - 1 , 2 , . . . , » ) , 

dans ce quotient le dénominateur est formé par n systèmes de diffé
rentielles indépendantes et le numérateur par les différentielles totales 
correspondantes des n fonctions 2 5 5 ) . La condition nécessaire et suf
fisante pour que les n fonctions soient liées par une relation identique 
est que le déterminant fonctionnel soit nul. 

De nombreuses applications du déterminant fonctionnel au calcul 
intégral et à la géométrie analytique, seront mentionnées dans des 
articles spéciaux de l'Encyclopédie. 

Au déterminant fonctionnel de n fonctions de n variables se 
rattache le déterminant suivant, relatif à n + 1 fonctions de n 
variables 

K ( y „ , vu • · · y . ) - \ y < , , · · · > ( » = o , 1 , . . . , n), 

253) Le nom de jacobien a été donné à ces déterminants par J. J. Sylvester 

[Philos. Trans. London 143 (1853), p. 476 ] . 
254) T. Muir [Proc. R. Soc. Edinb. 24 (1901/3), p. 151] fait l'historique des 

jacobiens. On trouve déjà des jacobiens mentionnés par A. L. Cauchy [Mém. 

présentés Acad. se. Paris (2) 1 (1827), mém. n° 1, p. 12 [ 1 8 1 5 ] ; Œuvres (1) 1, Paris 

1882, p. 5 ] . C. Or. J. Jacobi les considère aussi dans ses mémoiree [J. reine angew. 

Math. 5 (1830) , p. 3 4 4 ; 6 (1830) , p. 2 5 7 ; 10 (1833) , p. 1 0 1 ; 12 (1834) , p. 38 ; 

Werke 3, Berlin 1884, p . 69, 161 , 233; 6, Berlin 1891 , p. 2 6 ] ; mais c'est surtout 

dans son mémoire J. reine angew. Math. 22 (1841) , p. 319 ; Werke 3 , p. 395, 
qu'est établie la théorie. Voir aussi J. J. Sylvester, Philos. Trans. London 143 
(1853), p. 4 6 7 ; W. F. Donkin id. 144 (1854) , p. 7 2 ; A. Cayley, J. reine angew. 

Math. 52 (1856) , p. 276 [ 1 8 5 5 ] ; Papers 4 , Cambridge 1 8 9 1 , p. 3 0 ; A. Clebsch, 

J. reine angew. Math. 69 (1868) , p. 3 5 5 ; 70 (1869), p. 1 7 5 ; C. Neumann, Math. 

Ann. 1 (1869) , p. 2 0 8 ; L. Kronecker, J. reine angew. Math. 72 (1870) , p . 155 
[1869]; "Werke 1, Leipzig 1 8 9 5 , p. 2 4 0 ; J. Eosanes, 3. reine angew. Math. 75 
(1873), p. 166. 

255) J. Bertrand, C. R. Acad. se. Paris, 32 (1851), p . 134; J. math, pures 

appl. (1) 16 (1851), p . 212 . 
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256) J. reine angew. Math. 10 (1833) p. 101; 12 (1834) p. 40; Werke 3, 
Berlin 1884, p . 161, 235/6. 

257) .Reale 1st. Lombardo, Memorie (3) 4 (1877), p. 181 [1874].* 

258) „Rendic. Ciro. mat. Palermo 7 I (1893), p. 75.* 
259) .C . Le Paige, C. R. Acad. sc. Paris 92 (1881), p. 688.* 

260) .Math. Ann. 13 (1878), p. 161 [1877].* 

déjà considéré par C. G. J. Jacdbi2B6) et étudié par F. Casorati25') 
La condition nécessaire et suffisante pour que y 0 , y l t . . ., y n soient 
reliés par une équation homogène, est que K soit nul. 

Le déterminant K est égal au produit de y% + i par le déter

minant fonctionnel des qirotients 2 / 1 , 2 / 2 , . . y" · G. Torelliiis) con-
î/o îfo I/o 

sidère un cas plus général: il forme le déterminant fonctionnel de n 
produits yxax, y^z, • • -, ynzn au moyen d'un déterminant de degré n 
dont le» éléments sont les fonctions y x , y 2 , . . ., y n , e1} z2, . . ., zn et 
leurs dérivées premières. 

Un déterminant particulier, que l'on appelle quelquefois détermi
nant fonctionnel, s'introduit dans la théorie des formes binaires. Si 
fi> fa • • •> fn désignent n formes binaires homogènes des deux va
riables x et y , c'est le déterminant 

cnfi I 

dxkdyn-k I 

Ce déterminant fonctionnel se rattache immédiatement au déterminant 
wronskien de ces formes considérées comme fonctions de la seule 
variable x, en appliquant aux éléments de ce dernier déterminant la 
relation de L . Eider sur les fonctions homogènes; il joue un rôle parti
culier dans la réduction des formes binaires à une forme canonique 
et dans la théorie des covariants 2 5 9 ) . 

Si n est impair, le déterminant fonctionnel s'exprime linéairement 
au moyen des formes binaires données; si n est pair il s'exprime par 
une fonction quadratique de ces formes avec des coefficients invariants 
ou covariants. 

Un autre déterminant considéré par A. Voss290) est le déterminant 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



32. Déterminant hessien. 33. Déterminant de Vandermonde. 125 

où les q>ik et ij>ik désignent les dérivées d'ordre Je des fonctions <JP10

 e^ 
d'une même variable. Ce déterminant est un invariant pour les 

substitutions linéaires effectuées sur cette variable.* 
Le déterminant Jiessien261) d'une fonction f(xt, xif . . ., #„) de n 

variables indépendantes xl} x2, . . ., xn est formé par les dérivées 
partielles secondes de cette fonction; c'est le déterminant 

H = fl

8Y , · (*, Je = 1, 2 , . . ., n). 
Il présente de nombreuses applications à la géométrie analytique et 
à la théorie des formes homogènes. .Lorsque, par une transformation 
linéaire, on peut transformer une forme f(xi, x%, · · ·, x„) homogène 
à n variables xt, xa, . . xn en une autre à n — 1 variables, le 
hessien H de la forme f est nul. La réciproque qu'avait énoncée 
L. 0. Hesse, n'est exacte 2 6 2 ) que si n est égal ou inférieur à 4.* 

.Mentionnons encore un théorème énoncé par P. Pairilevéi6s): 
Soit T une fonction homogène d'ordre a quelconque des n + 1 variables 
x, xlt x2, . . ., x„ et T la fonction obtenue en faisant x = 1 dans T ; 
soit H le hessien de T et â le déterminant de degré n dont l'élément 
général est 

• a*k a T Zxfixk ^a 'dxL d%k' 

si l'on fait x = 1 dans H et que l'on appelle le résultat obtenu, 
on a identiquement 

( « - l)d = a"- 1H 1T"- 1.* 

33. A l t e r n a n t s . P e r m a n e n t s . C o n t i n u a n t s . On appelle déter

minant de Vandermonde ou de Cauciiy, le déterminant 

1 1 , »i, a i 2 > · · ·, a " ~ l \ , (»' = 1, 2, . . . , n). 

Ce déterminant est égal au produit des différences deux à deux des 

éléments ai ou, d'une façon plus précise, au produit 

II(ai — ak), (i, Je = 1, 2, . . . , M; i > Je). 

C'est une fonction alternée des quantités ai} en ce sens que les valeurs 
qu'elle acquiert lorsqu'on permute ces quantités d'une manière quel-

261) L. O. Hesse, J. reine angew. Math. 28 (1844), p . 83; 42 (1851), p. 117; 
56 (1859), p. 263; Werke, Munich 1897, p . 106, 289, 481; J. J. Sylvester, Cambr. 

Dublin math. J. 6 (1851), p. 186. 

262) M. Pasch, J. reine angew. Math. 80 (1875), p. 169 [1874]; P. Gordan, 

Sitzgsb. phys. medic. Soc. Erlangen 8 (1875/6), p. 89 [Décembre 1875] ; M- Notker, 

id. p. 51 [Janvier 1876]; P. Gordan et M. Nöther, Math. Ann. 10 (1876), p. 547. 
263) .Bull. Soc. math. France 22 (1894), p. 116.* 
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où l'on a posé „ , „ , , „ 

C'est le discriminant de l'équation qui a pour racines alt a2, a„m). 
A\.a condition nécessaire et suffisante pour que cette dernière équation 
ait des racines multiples, est que son discriminant soit nul; d'une 
manière plus précise, pour qu'une équation de degré n ait seulement 
n — p racines distinctes, il faut et il suffit que son discriminant, mis 
sous la forme du déterminant D, et les p — 1 déterminants qu'on en 
déduit en supprimant successivement 1, 2, . . .,p—1 lignes et colonnes 
à partir des dernières, soient tous nuls, ce qui fait p conditions 2 6 5).* 
Tandis que A. T. Vandermonde n'a considéré qu'un cas particulier du 
déterminant précédent, A. L . Cauchy266) a étudié les fonctions plus 
générales qu'il appelle fonctions alternées ou alternants; ces fonctions 
s'étaient déjà présentées à G. C. F. M. Piciie de Prony'261): elles 
jouissent de la propriété de prendre des valeurs symétriques quand 
on permute deux des éléments qui y entrent 2 6 8 ) . 

„Les déterminants de la forme où les exposants rt sont 

264) Le nom de discriminant a été donné par J. J. Sylvester [London Edinb. 

Dublin philos, mag. (4) 2 (1851), p. 406]. 
265) „ £ . Saur, Math. Ann. 50 (1898), p . 241 ; H. Weber, Lehrb. der Algebra, 

2" éd. 1, Brunswick 1898; trad. J. Griess, Algèbre supérieure, Paris 1898, p. 179.* 
266) J. Ec. p o l y t , cah. 17 (1815), p . 29, 52 [1812] ; Exercices d'Analyse et 

de phys. math. 2, Paris 1841, p. 151; Oeuvres (2) 1, Paris 1905, p . 91; (2) 12, en 

préparation. 

267) J. Ec. polyt. cah. 2, an IV, p . 264. 
268) Voir aussi F. Schweins, Theorie der Differenzen und Differentiale, 

Heidelberg 1825, p . 317; J. J. Sylvester, London Edinb. philos, mag. 16 (1840), 
p. 37; C. G. J. Jacobi, J. reine angew. Math. 22 (1841), p . 360; Werke 3, Berlin 

1884, p. 441; T. Muir, Proc. R. Soc. Edinb. 10 (1878/80), p. 102; F. J. Studnicka, 

Sitzgsb. böhm. Ges. Prag 1896, mém. n° 22; 1897, mém. n o a 1, 16. 

La théorie est développée dans les Traités classiques de S. Günther, 

Lehrb. der Determinanten, Erlangen 1875, 2" éd. 1877, p . 66; B. F. Scott, Dé

terra. 1 3 ° ) , p. 115; S. B. Baltzer, Theorie und Anw. der Determinanten, Lpz. 1857; 
5 e éd. Lpz. 1881; trad. G.J.Hoüel, Paris 1861, p . 92. Pour l'historique, consulter 

T. Muir, Proc. B. Soc. Edinburgh 23 (1899/1901), p. 93. 

conque, sont seulement au nombre de deux, et que ces deux valeurs 
sont symétriques. 

Le carré du déterminant précédent se met sous la forme d'un 
déterminant orthosymétrique (n° 28) 

s0, slf • • ., s„_i 
Si i Ss, , . . . , S„ 

D = 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



33. Alternants. Permanents. 127 

des nombres naturels quelconques distincts, sont des alternants; ils 
sont divisibles par le produit des différences des éléments, c'est-à-dire 
par le déterminant de Vandermonde de ces éléments 2 6 9 ) ; ils s'expriment 

au moyen de certaines fonctions appelées fonctions homogènes complètes, 
qui ont été étudiées par J. Hoéne Wronskim) sous le nom de fonc

tions alephs. On les obtient en écrivant tous les termes qui entrent 
dans le développement d'une puissance de la somme des éléments av 

et faisant tous les coefficients de ces termes égaux à l 'unité 2 n). 
T. Muir a exprimé au moyen de ces déterminants le produit d'un 
déterminant de Vandermonde par une fonction symétrique des éléments 
qui y entrent212). 

J. Ph. E. de Fauque de Jonquières27S) étudie sous le nom de déter

minants potentiels les déterminants | ak

l< | lorsque les éléments et les 

exposants sont des nombres naturels. 
Une généralisation du déterminant de Vandermonde s'obtient en 

écrivant dans la première ligne les n éléments 

1, al} a*, . .., fl^"""1; 

dans les — 1 lignes suivantes les dérivées d'ordres successifs 1, 2, 
. . . , « i — 1 de ces éléments, prises par rapport à a t; dans la ligne 
suivante les n éléments 

1, a.2, a2

2, . . . , a3

n~*; 

dans les cc2 — 1 lignes suivantes les dérivées d'ordres successifs 
1, 2, . . ., a2 — 1 de ces éléments, prises par rapport à a^, et ainsi de 
suite, la somme « x + cc$ + · · · + étant égale à n. A un facteur 
numérique près, ce déterminant 2 7 4 ) est égal à LTfa — ak)

atak-

A la théorie des alternants se rattache celle des permanents. Un 
permanent est la fonction que l'on obtient en développant un déter
minant et affectant tous ses termes du signe - f - . T. Muir 2 7 5 ) a étudié 

269) A. H. Anglin, Bull. Soc. math. France 15 (1886/7), p. 120. 
270) „Introd. à la philos, des math, et technie de l'algorithmie, Paris 1811 , 

p. 65.* 

271) „ Z . Crocchi, Giorn. mat. (1) 17 (1879), p . 218.* 
272) tT. Muir, Proc. R. Soc. Edinb. 22 (1897,9) , p. 539 ; E. B. Foe, Amer. 

J. math. 25 (1903), p. 97 [ 1 9 0 1 ] ; Trans. Amer. math. Soc. 5 (1904), p. 1 9 3 ; Taylor, 

Amer. math. Monthly 10 (1903), p . 119.* 

273) „C. R . Acad. se. Paris, 120 (1895), p . 408, 580.* 
274) tM.A.Stern, J. reine angew. Math. 66 (1866), p. 285 [ 1 8 6 5 ] ; Ch. Méray, 

Ann. Ec. Norm. (1) 4 (1867), p. 176 [ 1 8 6 5 ] ; Revue math, spe'c. 5 (1898/1900), p. 2 1 7 ; 
E. Franke, J. reine angew. Math. 83 (1877), p- 65.* 

275) „Proc. R. Soc. Edinb. 11 (1880/2), p. 4 0 9 ; 22 (181.7/9), p. 134.* 
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les relations qui existent entre les déterminants, les alternants et les 
permanents; il désigne un permanent par la notation 

+ + 

la notation \aihic& . . .\ étant réservée aux déterminants ; il démontre 
que l'on a 

IaAcs · · · I = · ! Ms · · · I — 2\«A · I · · · I 
^+ + 

— £ | « A C 3 · \ d i • • • H — 
Un alternant de Vandermonde contenant 2n éléments peut s'exprimer 
par une somme de 1 · 3 · 5 · · · (2n — 1) quantités; chacune d'elles est 
un terme du pfaffien 

b — a, c — a, d — a, . . . 

c — b, d — b, . . . 

d — c, . . . 

multiplié par un permanent ne renfermant que les puissances paires 
des éléments.* 

Nous renvoyons à la théorie des équations et de l'élimination 
pour l'étude des résultants que l'on met sous forme de déterminants. 
Beaucoup d'invariants et de covariants se mettent aussi sous cette 
forme, particulièrement sous forme de déterminants orthosymétriques. 
Nous renvoyons aussi à la théorie des équations linéaires, pour 
l'étude des applications des déterminants à la résolution de ces 
équations. 

Nous mentionnerons cependant des déterminants remarquables 
qui se présentent dans la résolution d'équations linéaires particulières. 
Par exemple les sommes des puissances semblables des racines d'une 
équation peuvent s'exprimer au moyen de déterminants composés avec 
les coefficients de cette équation 2 7 6 ) . Les coefficients des séries ré
currentes qui constituent le développement d'une fonction rationnelle 
suivant les puissances de la variable, s'expriment aussi sous forme de 
déterminants 2 7 7 ) . 

Les déterminants les plus intéressants obtenus de cette façon 
sont les continuants; ils se présentent dans le calcul des réduites 
successives d'une fraction continue; ils sont de la forme 

2 7 6 ) S. Günther, Determ. * 6 6 ) , p. 1 1 0 ; E. Pascal, Determ."°) , t rad. H.Leitz-

mann, p. 1 4 5 . 

2 7 7 ) M. Dietrich, J. reine angew. Math. 6 9 ( 1 8 6 8 ) , p . 1 9 0 ; E. Netto, Vöries, 

über Algebra 1, Leipzig 1 8 9 6 , p. 8 4 ; T. Muir, Proc. B. Soc. Edinb. 2 4 ( 1 9 0 1 / 3 ) , 

p. 3 8 7 . 
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« „ 1, o, . . . 0, 0 

- 1, a2, 1, ... 0 , 0 

C» - 0, - 1, « s , . . . 0, 0 |. 

0, 0, 0, . . . - 1, an | 

tLes continuants satisfont à la formule de récurrence 

Comme généralisation on peut supposer que les éléments 1 et — 1 
sont remplacés par d'autres quantités 2 7 8 ) . Si les a sont égaux à une 
même variable x, certains continuants sont décomposables en un 
produit de facteurs rationnels du second degré27i'). Mentionnons 
encore qu'un polynôme entier en x de degré n peut se mettre sous la 
forme d'un déterminant de degré n + 1 2 S 0 ) . En particulier, les poly
nômes Xw de Leyendre se mettent, à un facteur près, sous la forme 2 8 1 j 

a0, alf a i } . . ., an 

|an-l> an> a n + l> •··> a 2 « - l 

1, X, ' · ·, Xn 

où ar est r ^ _ t si r est pair, et est nul si r est impair.* 

34. Déterminants arithmétiques. Jl existe un grand nombre 
de déterminants spéciaux ayant comme éléments des nombres parti
culiers, et dont la valeur est remarquable: on les trouvera cités en 
grande partie dans l'ouvrage dé E. Pascal 2 8 2 ) . Les uns 2 8 3 ) ont leurs 

2 7 8 ; tJ. J. Sylcester, London Edinb. Dublin philos, mag. ( 4 ) 5 ( 1 8 5 3 ; , 

p. 4 5 3 ; ( 4 ) 6 ( 1 8 5 3 ) , p. 2 9 7 ; W. Spottiswoode, J. reine angew. Math. 5 1 ( 1 8 5 6 ) , 

p. 3 7 4 [ 1 8 5 3 ] ; L. Painvin, J. math, pures appl. ( 2 ) 3 ( 1 8 5 8 ) , p. 4 1 ; S. Günther, Dar

stellung der Näherungswerte von Kettenbrüchen, Erlangen 1 8 7 2 3 ; Archiv Math. 

Phys. ( 1 ) 5 5 ( 1 8 7 3 ) , p. 4 0 0 ; Math. Ann. 7 ( 1 8 7 4 ) , p. 2 6 7 ; Determ. S 6 8 ) , p. 1 2 3 , 

où se trouve un aperçu historique ; T. Muir, London Edinb. Dublin philos, mag. 

(5) 3 ( 1 8 7 7 ) , p . 1 3 7 , 3 6 0 ; Amer. J. math. 1 ( 1 8 7 8 ) , p . 3 4 4 ; E. Cesàro, Mathesis 

(2) 2 ( 1 8 9 2 ) , p. 5 ; V. Mollame, Rivista mat. 3 ( 1 8 9 3 ) , p . 4 7 [ 1 8 9 2 ] . * 

2 7 9 ) tE. B. Elliott, Proc. London math. Soc. 3 3 ( 1 9 0 0 1 ) , p. 2 2 9 ; T. Muir, 

Proc. R. Soc. Edinb. 2 4 ( 1 9 0 1 / 3 ) , p . 1 0 5 . * 

2 8 0 ) , W. Veltmann, Z. Math. Phys. 1 6 ( 1 8 7 1 ) , p . 5 2 5 ; S. Günther, id. 2 1 

( 1 8 7 6 ) , p. 1 8 7 ; C. A. Luisant, Bull. Soc. math. France 1 7 ( 1 8 8 8 / 9 ) , p . 1 0 4 ; 

G. von Escherieh, Monatsh. Math. Phys. 3 ( 1 8 9 2 ) , p. 19 .* 

•281) tE. Rottehé, C. R. Acad. se. Paris 4 7 ( 1 8 5 8 ) , p. 9 1 9 . * 

2 8 2 ) .Determ. " " ) , trad. H. Leitzmann, p . 1 3 2 . * 

2 8 3 ) tE. Catalan, Bull. Acad. Bruxelles 1 3 I ( 1 8 4 6 ) , p . 5 3 4 ; G. Fowet, Bull. 

Soc. math. France 1 4 ( 1 8 8 5 / 6 ) , p. 1 4 6 ; 1 5 ( 1 8 8 6 / 7 ) , p . 1*6 ; F. J. Studnicla, 

Sitzgsb. bfihm. Ges. Prag 1 8 8 0 , p. 5 0 . * 

Encyclop. de« sei eue. mathémat. J 1. 
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é léments é g a u x à -f- 1, — 1 o u 0; d 'autres son t des " déterminants 

c y c l i q u e s d o n t la p r e m i è r e l i g n e est f o r m é e d e te rmes en progress ion 

a r i t hmé t ique 2 8 4 ) o u de rac ines de l 'uni té 3 8 5 ) ; d 'autres on t c o m m e 

é léments les différences success ives de n q u a n t i t é s 2 8 6 ) ; d'autres les 

coeff ic ients b i n o m i a u x 2 8 î ) . O n p e u t e x p r i m e r au m o y e n de détermi

nants d o n t les é l émen t s son t les coeff ic ients b i n o m i a u x les nombres de 

BemouUi et d'Eider a insi q u e les n o m b r e s An in t rodui t s p a r D. André 

dans la t héo r i e des p e r m u t a t i o n s al ternées 2 8 8 ) (n° 6). D'autres déter

minants s o n t f o r m é s au m o y e n de fac tor ie l les 2 8 9 ) . 

L e dé te rminan t d e J. S. Smith 2 9 ° ) et de P. Mansion 2 9 1 ) est le 

dé te rminan t . , . , . 

o ù i et k p r e n n e n t les va leurs 1, 2, . . . , n, et o ù (i, k) dés igne le 

p lu s g r a n d c o m m u n d iv iseur des n o m b r e s i et k. Ce déterminant a 

p o u r va leur l e p r o d u i t <p(l)qp(2) . . . <p(n), o ù tp(k) dés igne le n o m b r e 

des n o m b r e s p r e m i e r s a v e c Je e t infér ieurs à lui . P l u s généralement , 

l e dé te rminan t d o n t l ' é lément géné ra l est une f o n c t i o n F(i, Je) du 

p lus g rand c o m m u n d iv i seur de i e t d e /.·, es t éga l au produi t 

/'(l)/"(2) . . . f(n), les f o n c t i o n s f e t F é tant tel les q u e l ' o n ait 

F(m)=f(a)+f(b)+f (c) + ---, 

a, h, c, . . . dés ignan t les d iv iseurs du n o m b r e m293).* 

284) t L . Cremona, Nouv. Ann. math. (1) 19, 1860, p. 161; H. Lemotmier, 

Bull. Soe. math. France 7 (1878/9), p . 175.* 
286) tM. A. Stem, J. reine angew. Math. 73 (1871), p . 374; E. Schulze, Z. 

Math. Phys. 44 (1899), p . 173.* 
286) tB. Baimondi, Giorn. mat. (1) 26 (1888), p. 185.* 
287) tV. von Zeipel, Acta Univ. Ludensis 2 BI (1865), p. 17; F. ,T. Studnicl-a, 

Sitzgsb. bëhm. Ges. Prag 1879, p. 292, 295; 1897, mém. n"" 1, 16; F. Caldarera, 

Giorn. mat. (1) 9 (1871), p . 223; A. Bonolis, id. (1) 15 (1877), p . 113; 31. A. Stem, 

J. reine angew. Math. 66 (1866), p. 287; E. Schulze, Z. Math. Phys. 44 (1899), 
p. 174.* 

288) „2T. Nagelsbach, Z . Math. Phys. 19 (1874), p . 219; E. Lucas, Ann. mat. 

pura appl. (2) 8 (1877), p . 56; Bull. Soc. math. France 11 (1882/3), p. 69; 
Ji. Haussner, Nachr. Ges. Gott. 1893, p. 782/93; Z. Math. Phys. 39 (1894), 
p. 183; E.Estanave, Bull. Soc. math. France 31 (1903), p. 203.* 

289) tE. d'Ovidio, Giorn. mat. (1) 1 (1863), p . 135; J. W. L. Glaisher, 

Messenger math. (2) 6 (1877), p. 49; (2) 7 (1877/8), p. 160; (2) 8 (1878/9), p. 158.* 
290) .Proc . London math. Soc. 7 (1875/0), p . 20«; Papers 2, Oxford 1894, 

p. 161.* 
291) ,BuU. Acad. Belgique (2) 46 (1878), p. 892; Ann. Soc. scient. Bruxelles 

2 2 (1877/8), p. 211.* 

292) tE. Catalan, Nouv. Corresp. math. 4 (1878), p. 103; C. Le Paige, id. 

p. 176; E. Cesâro, Giorn. mat. (1) 23 (1885), p. 182; Ann. Ec. Norm. (3) 2 (1885), 
p. 425; 'Nouv. A un. math. (3) 5 (1886̂ 1, p. 44; Mathesis (1) 5 (1886), p. 248; 
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3 5 . Déterminants cubiques. Déterminants à plusieurs dimen

sions. La généralisation de la notion de déterminant au cas où l'on 
considère nv éléments I k . . . affectés de ν indices variables de 1 à n, 
a été considérée pour la première fois par A. de Gasparis dans un 
opuscule qu'il fit paraître sous le pseudonyme de Jean Biaise Grand-
pas393). L'étude de ces déterminants, en particulier des déterminants 
cubiques formés au moyen de ns éléments, a été faite en outre par 
E. Padova, G. Garbieri, L. Gegenbauer etc.294). La méthode de A?. Grass-

mann s'étend immédiatement du cas des déterminants ordinaires à 
celui des nouveaux déterminants. 

.Etant donnés n3 éléments aiJk dont les trois indices varient de 
1 à n, nous les disposerons suivant un cube en considérant un trièdre 
de coordonnées rectangulaires Oxyz et plaçant l'élément aljk au point 
de l'espace de coordonnées χ = i, y=j, ζ — Je; les w3 éléments sont 
ainsi répartis en n tranches de M2 éléments parallèles à l'une des faces 
du cube; la diagonale principale renferme les éléments a n i , ai2.2, 

aUJtn. Prenons n éléments aijk de façon que les indices de même 
rang constituent une permutation des n premiers nombres, et effectuons 
le produit de ces éléments; on peut former (M!)2 pareils produits; la 
somme de ces produits affectés de signes convenables, sera la valeur 
du déterminant cubique; on dit que ce déterminant est de degré n. 

Mais on peut choisir le signe de chaque produit de plusieurs 
manières. On peut. d'abord supposer les éléments rangés par ordre 
de grandeur croissante des premiers indices a1Jiki, α2^, . . ., a„jniit] 
on affecte alors le produit du signe -f ou du signe — suivant que 
le nombre des inversions des seconds indices et celui des inversions 
des troisièmes, sont, ou non, de même parité. On peut opérer d'une 
manière analogue en rangeant cette fois par ordre de grandeur les 

Atti R. Accad. Lincei , Rendic. (4) 1 (1884/5), éd. 1885, p. 709; L. Kronecker, 

Yorl. uber Zahlentheorie publ. par K. Hensel 1, Leipzig 1901, p. 242.* 

293) A. de Gasparie \ J. B. Grand-pas], Sur les déterminants dont les élé

ments ont plusieurs indices, (s. 1.) 1861. 

294) G. B. Dahlander, Ofversigt Vetensk. Akad. forhandl. (Stockholm) 20 
(1863), p. 295; A. Armenante, Giorn. mat. (1) 6 (1868), p . 175 [1866J; E. Padova, 

id. p. 182 [1868]; G. Zehfuss, Progr. Gewerbeschule Francfort s/M 1868, p . 21/8; 
A. de Gasparis, Rendic. Accad. Napoli (1) 7 (1868), p . 118; G. Garbieri, Giorn. mat. 

(1) 15 (1877), p. 89; H. W. L. Tanner, Proc. London math. Soc. 10 (1878/9), 
p. 167; R. F. Scott, id. 11 (1879/80), p . 17; W. Za,jaiczkowski, Pamietnik Akad. 

Umiejetnosci (Gracovie) 6 (1881) mém. n° 3 ; G. von Eseherich, Denkschr. Akad. Wien, 

math. 43 II (1882), p. 1 [1880]; L. Gegenbauer, id. p . 17; 46 II (1883), p . 291; 
49 II (1885), p . 226; 50 J (1885), p . 145; 56 I (1889), p . 39; Sitzgsb. Akad 

Wien 101 II» (1892), p. 425; L. Scltendel, Z. Math. Phys. 32 (1887), p. 185; 
Κ von SziitS, id. 40 (1895), p. 113. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



132 E.Netto. 1 2 . Théorie des déterminants. H.Vogt. 

seconds ou encore les troisièmes indices; les valeurs ainsi obtenues 
pour le déterminant sont en général distinctes. Nous appellerons 
première valeur du déterminant celle que l'on obtient en choisissant la 

première façon de procéder. Si l'on permute alors entre elles deux 
tranches parallèles à la face Oyz du trièdre et de premiers indices 
x = i\ et x = i2) la première valeur du déterminant ne change pas; 
au contraire, si l'on permute entre elles deux tranches parallèles 
à la face Ozx et de seconds indices y = et y = j 2 , ou bien deux 
tranches parallèles à la face Oxy et de troisièmes indices z = k\ et 
z — h.;, cette première valeur se transforme en sa valeur symétrique. 

Un déterminant cubique est la somme algébrique de n! déter
minants ordinaires. Si l'on fixe, en effet, une permutation . . • j n 

des seconds indices, les termes correspondants constituent, au signe 
près, un déterminant ordinaire de degré n. 

On peut aussi développer un déterminant cubique D suivant les élé
ments d'une tranche; convenons d'appeler mineur de D relatif à uljk le 
produit de (— par le déterminant cubique de degré n — 1 qui 
reste lorsqu'on a supprimé dans D les éléments d'indices x = i, y=j, 
z = A" situés sur les parallèles aux axes se croisant sur l'élément aijk; 
la première valeur de D est égale à la somme algébrique des produits 
des éléments d'une tranche parallèle à l'un quelconque des plans de 
coordonnées par les mineurs correspondants. 

A. Armenante2SH) a montré que le produit d'un déterminant 
cubique A par un déterminant ordinaire B de même degré n est égal 
à un déterminant cubique C de degré w; on obtient les éléments de C 
en effectuant, dans chaque tranche de A parallèle au plan Oyz et 
d'indice x = /", le produit ligne par ligne du déterminant de cette 
tranche par B , d'après la règle ordinaire de multiplication des déterminants. 

E. PadoraiSi) a montré que le produit de deux déterminants ordi
naires peut se mettre sous la forme d'un déterminant cubique; inverse
ment un déterminant cubique peut être considéré comme le résultat 
de la multiplication symbolique de deux déterminants.* 

Les propriétés des déterminants cubiques se généralisent, pour 
la plupart, au cas de nr éléments à v indices, mais il y a cependant 
une distinction marquée entre les déterminants pour lesquels v est 
pair et ceux pour lesquels v est impair. 
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I 3. N O M B R E S I R R A T I O N N E L S E T N O T I O N 

D E L I M I T E . 

EXPOSÉ, D'APRÈS L'ARTICLE ALLEMAND DE A. PRINGrSHEIM (MUNICH), 

PAR J. MOLK (NANCY). 

Nombres irrationnels. 

1. Grandeurs incommensurables. Les mathématiciens de VEcole 
de Pythagore n'ont, il est vrai, jamais dmommé d'autres nombres que 
les nombres naturels; mais ils furent les premiers à observer que les 
rapports1) entre certaines grandeurs, [et tout d'abord entre la diagonale 
et le côté d'un carré2)], sont incommensurables3), c'est-à-dire que ces 

1) ,On dit que des grandeurs ont rapport entre elles, lorsqu'elles peuvent 

se surpasser réciproquement si on les multiplie par des nombres naturels 

[Euclide, Elementa, livre 5, déf. 4; Opéra éd. J. L. Heiberg 2, Leipzig 1884, p . 2]. 
Il n'est peut-être pas mutile d'observer K\U Euclide n e suppose nullement que 

deux grandeurs homogènes ont néceàsairemcnt rapport entre elles; e n particulier 

[Elementa, livre 3, prop. 16; Opéra éd. L. Heiberg 1, Leipzig 1883, p. 208J il traite 

de l'angle de contingence comme d'une quantité homogène à l'angle rectiligne, 

quoique plus petite que tout angle aigu.* 

2) Les anciens attribuaient la découverte des incommensurables à Pythagore 

lui-même (vers — 500). D'après P. Tannery on a droit de penser que cette 

opinion est fondée [La Géométrie grecque, Paris 1887, p . 87, 88, 103]. M. Cantor 

estime que c'est sans doute Pythagore lui-même qui a montré que le rapport 

de la diagonale d 'un carré à Bon côté n e peut être énoncé par le rapport de 

deux nombres [Vorles. Gesch. Math. (2e éd.) 1, Leipzig 1804, p . 142, 169, 170] 
et est donc inexprimable («(jçijtos) si le côté d u carré est exprimable. „De 

nouvelles recherches de P. Tannery [Communication orale, Congrès Soc. sav., 

Xancy 1900; Bibl. math. (3) 3 (1902;, p. 164, 173] lui font admettre que la 

question musicale de la division de l'octave ou du ton en deux parties égales a, 

elle aussi, suscité la reconnaissance de l'incommensurabilité de "j/ 2, géométri

quement figurée comme diagonale d u carré. Aristote mentionne souvent l'in

commensurabilité de la diagonale du carré, et dit même une fois explicitement 

\'AvaXvziv.à nçorsça, livre 1, éd. Acad. Berlin 1 (1831), (chap. 23) p . 41, col. a; 

éd. F. Didot 1, Paris 1878, (chap. 22), p. 68] que cette irrationalité a pour cause 

que le pair ne peut être égal à l'impair. Le sens de cette phrase est éclairci 
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j>ar Euclide [Elementa, livre 10, Appendice n° 27 ; Opéra, éd. J. L. Hciberg 3, 
Leipzig 1886, p . 408].* 

3) ^àevn\itxçct [Euclide, Elementa livre 10, prop. 7,8; Opéra 2) 3, p. 22J.* 

4) .D'après Platon, son maître, Théodore de Cyrène, établit l'incommensura

bilité de y a, y~s, y s, yn, y s, yio, y u , yi2, y i3 , y u , yiô, y n , et 

son ami Théét'ete envisagea, le premier, l'incommensurabilité en général des 

racines (carrées) des nombres naturels (non carrés parfaits) |0£«trrjros; Platonis 

opéra, éd. H. Estienne, Paris 1578, p . 147, col. d; éd. F. Didol 1, Paris 1891, 
p. 113 J*. 

5) .Nous appellerons en proportion les grandeurs ayant le même rapport 

[Euclide, Elementa, livre 5, déf. 6; Opéra 1 ) 2, p. 2], c'est à dire (déf. 5) que les deux 

rapports a : b et c : d sont dits égaux lorsque, pour des multiplicateurs entiers quel

conques metn, on a toujours, si ina~^>nb, mc^> md; si ma = nb, me = nd\ si 

ma < nb, me <^nd. Si, au contraire (déf. 7), on a, en même temps ma > nb 

et me ^ nd, le rapport a:b est dit plus grand que le rapport c : d* 

6) .Le contenu du livre 5 appartient à Eudoxe de Cnide (4e siècle avant 

notre ère) disciple dArchytas. Euclide vivait vers —300 [voir P. Tannery, Bull, 

se. math. (2) 10 (18861, p . 183; Géom. g recque 2 ) , p . 95]*. 
7) Déjà Hippocrate de Chios (vers —440) [Procli Diadochi . . . Euclidis comm. 

éd. G. Friedlein, Leipzig 1873, p. 213] et Archyias de 'Parente (vers —390) | Connu. 

d'Eutocms (6e siècle) sur: De sphaera et cylindra d'Archimède d'après Eudème 

(4* siècle avant notre ère) ; Archimedis Opéra, éd. J. L. Ueiberg 3, Leipzig 1881, p. 98] 
appliquent la méthode des proportions à l'étude des racines cubiques 

envisagées comme la I e et la 2 e proportionnelles, intercalées entre a et b. Dinos-

trate [Pappus, £vvaycoyrj (ua&r\ucttiY.i^ (écrit vers 295) livre 4, § 26; éd.F.Hultschl, 

Berlin 1875, p . 256] et Archimède [KvnXov ^itgnais (De la mesure du cercle), 

Opéra, éd. J. L. Ueiberg 1, Leipzig 1880, p . 257] l'appliquent à l'étude de la longueur 

grandeurs n'ont pas entre elles rapport de nombre (naturel) à nombre 
(naturel)*). Loin de conclure cependant de ce fait, qu'il y a lieu 
d'étendre la notion de nombre naturel afin de lui donner le même 
caractère de généralité qu'à, la notion de grandeur, ils attribuèrent à 
une impuissance de l'Arithmétique ce qui n'était qu'une dérogation 
aux résultats acquis jusqu'alors, et furent ainsi amenés à séparer net
tement l'étude des nombres naturels de celle des grandeurs. 

Afin de donner à l'étude des grandeurs un caractère d'universalité 
que ne pouvait avoir l'Arithmétique telle qu'ils la concevaient, ils 
cherchèrent, en faisant intervenir l'intuition spatiale, à la fonder di
rectement sur des axiomes, sur des postulats et des définitions con
venablement choisis. 

Leurs efforts furent couronnés de succès: ils aboutirent à l'admi
rable Théorie des proportions") entre grandeurs (commensurables ou 
incommensurables), qui constitue le 5 e livre des Eléments d'Euclide6). 
Comme rien n'empêche de rattacher directement à cette théorie des 
proportions7), une doctrine des nombres irrationnels établie en toute 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



rigueur8), il n'est que juste de faire remonter aux mathématiciens de 
YEcole de Pythagore l'origine de cette doctrine, quoique, en fait, ni 
eux, ni les grands théoriciens classiques9) qui leur ont succédé, aient 
jamais songé qu'une telle abstraction fut désirable ou même possible. 

Les géomètres grecs n'ont étudié que quelques types de quantités 
incommensurables10) obtenues au moyen de certaines constructions 
géométriques déterminées qui en assuraient l'existence; cette étude est 
exposée dans le 10e livre11) des Eléments d'Euclide12). ^Apollonius13) 

de la circonférence et, par suite, en quelque sorte à l'étude du nombre trans

cendant 7t. 

8) Dans son grand ouvrage: Des méthodes dans les sciences de raisonnement' 

2" éd. en 5 vol., Paris 18(56/73: 3e
 éd. 1 (1885), 2 (1896), J. M. C. Duhamel a cherché 

à le faire. Toute la première partie de ses recherches est exposée avec une 

clarté et une netteté remarquables |2, p. 72 75; voir aussi p . 22,3, 41/2, 63/72J; 
on n'en regrette que davantage l'introduction d'un concept obscur de limite géo

métrique dans la démonstration du théorème (p. 76) d'après lequel tout nombre 

irrationnel peut être envisagé comme la limite d'un nombre rationnel plus grand 

ou plus petit que lui. Comme la théorie des opérations qu'on est en droit d'ef

fectuer sur les nombres irrationnels (p. 76/7) repose sur ce théorème, toute la 

marche suivie par J. M. C. Duhamel s'en trouve faussée. 0. Stolz a repris ce point 

de vue et, après avoir exposé d'une façon comforme à nos habitudes modernes 

le 5€ livre des Eléments d'Euclide [Allg. Arith. 1, Leipzig 1885, p. 85; 0. Stolz 

mut J.A. Gineiiier, Theor. Arith., Leipzig 1900/2, p. 120] il donne des indications qui 

suffiraient pour en dégager en toute rigueur une théorie des nombres positifs quel

conques. |Voi r aussi P. Tannery, Revue philos. 7 (1879), p . 113; 46 (1898), 
p. 473, et 0. Stolz, Grossen und Zahlen, Leipzig 1891, p . 16 (en note).] 

9) ,De Pythagore au second siècle avant notre ère.* 

10 Comme grandeurs incommensurables particulières, Euclide étudie seule

ment celles qui, en fait, correspondent aux solutions d'une équation quadratique 

ou d'une équation bicarrée ou tricarrée à coefficients rationnels et peuvent, par 

suite, se construire avec la règle et le compas [voir P. Tannery, Mém. Soc. se. 

phys. nat. Bordeaux (2) 4 (1882), p . 401/6. 
11) tTIiéctète ' ) avait sans doute déjà démontré plusieurs des propositions du 

10" livre [voir I. H. Knoche, Progr. Herford 1865, p . 10, 24 et P. Tannery, Géom. 

grecque 8 ) , p. 100].* 
12) Euclide emploie les mots opposés rationnels (QTITOÇ) (proprement énon-

çablc, exprimable), et irrationnel (iiXoyoç) dans un sens différent du nôtre [Ele-

menta, livre 10, déf. 3; Opera 2) 3, p . 2]. Lorsque le côté d'un carré dont l'aire 

est commensurable, est incommensurable en longueur, on dit dans les Eléments, 

que ce côté est cependant commensurable en puissance, et on le considère comme 

rationnel. Ainsi, au sens à'Euclide, si a, b sont commensurables et 6 non-carré, 

Y b incommensurable est rationnel, mais a -\- y b est irrationnel. CJiasles 

[J. math, pures appi. (1) 19 (1854), p . 417J n'envisage pas comme impossible 

que la théorie musicale, tout arithmétique, ait été la cause de cette extension 

de la définition de la rationalité donnée par Euclide. Platon oppose encore 

simplement fatóv et ap^to»» ['initias fut'fcoj*; éd. H. Estienne, Paris 1578, 
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a été plus loin qii'Luclide. Ses recherches n'ont pas été sans exercer 
plus tard quelque influence sur la généralisation de la notion de nom
bre, mais, à cet égard, d'autres recherches, conçues d'abord dans un 
esprit tout différent, ont joué un rôle bien plus important.* 

2. Logistique. .Les Grecs de la période classique distinguaient 
nettement Y Arithmétique, ayant pour objet l'étude des nombres naturels, 
de la Logistique où l'on se proposait d'établir des rigles de calcul pou

vant être utiles en Géométrie? en Astronomie ou en Mécanique. 

En Logistique, on cherchait à éviter les nombres irrationnels, en 
envisageant deux rapports entre nombres naturels (représentant ce 
que nous nommerions aujourd'hui des valeurs par excès et par défaut 
du nombre irrationnel) différant assez peu l'un de l'autre pour que 
leur emploi simultané permette de satisfaire aux besoins de la pra
tique. Ces recherches se raffinèrent peu à peu; elles prirent même, 
surtout avec Archimèdeu), un caractère théorique préc iB , et le pro
blème consista alors 1 ') à donner une méthode permettant de déterminer 
tant de termes que l'on veut, de deux suites de rapports entre nom
bres naturels, tels que les termes de l'une d'elles soient des valeurs 
approchées par excès, les termes de l'autre des valeurs approchées par 
défaut, et que ces termes se rapprochent indéfiniment. La possibilité 
de déterminer des termes de ces deux suites était d'ailleurs déjà connue 
de Platon16) pour la première irrationnelle constatée, Y 2. 

p. 303 , col. b, e; éd. F. Didot 1 , Paris 1 8 9 1 , p. 75SJ; le passage η oiStv . . . 
que Platon met dans la bouche de Socrate, s'applique à ce que si a et 6 dé

signent des nombres commensurables et si b est non-carré parfait, a +Y~b et 

a — Y b sont incommensurables, tandis que leur somme ne l'est pas.* 

13Ì ,11 désignait par Άλογοι άτακτοι des expressions irrationnelles plus géné

rales que celles d'Euclide. D'après F. Wdj eke [Mém. présentés Acad. se. Paris 

(2) 14 (1856), mém. n° 4, p . 658J, ces irrationnelles seraient des racines à indices 

> · 2 ; cette conjecture manque toutefois d'une base certaine [ΛΙ. Cantar, Vorles.*) 1, 
p. 333] . Les termes employés par le scholiaste d'Euclide [Opera, éd. J. L. Heiberg 5, 
Leipzig 1888, p. 414] semblent plutôt indiquer qu'Apollonius avait décrit cer

taines des formes, en nombre illimité, qui s'engendrent par la seule addition de 

plusieurs radicaux simples, et qui peuvent, par suite, être représentées par des 

constructions au moyen de la règle et du compas.* 

14) . O p e r a ' ) 1, p. 257/71 . Cf. P. Tannery, Mém. Soc. se. phys. nat. Bordeaux 

2) 4 (1882), p. 3 1 4 ; M. Cantor, Vorles. 2 ) 1, p . 285.* 
15) .Avant Archimede l'exemple rigoureux d'une détermination analogue 

avait été donné par Aristarque de Samos [voir P. Tannery , 4 ) ( 2 ) 5 ( 1 8 8 3 ) , p. 237] . 
16) tPlaton [Πολιτεία (République) livre 8 ; Opera, éd. H. Estienne, Paris 1578, 

p. 546, col. c ; éd. F. Didot 2, Paris 1883, p. 144 5 ] . La suite complète des nom

bres naturels latéraux (πλενραί) et diagonaux (διάμετροι), solutions de l'équation 
2ar5 — yt=dz'i, a été donnée (vers + 1 3 0 ) par Théon de Smyrne [Exposition des 
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Ce' fut là le germe d'où devait sortir la généralisation de la 
notion de nombre (rationnel). Quant aux développements ultérieurs 
de ce germe chez les Anciens, il est clair que c'est surtout l'usage 
des Talilcs de cordes en Astronomie, à partir KHipparque, qui fami

liarisa les calculateurs avec l'emploi de nombres représentant des lon
gueurs incommensurables, ou regardés comme susceptibles de le faire, 
quoique pratiquement limités. Déjà Diophante (3® siècle), a aban
donné la nomenclature à'Euclidr, d'après laquelle il n'y a de nombre 
que le nombre naturel, et s'il se propose uniquement de chercher des 
solutions rationnelles, il ne recule pas devant l'expression de nombre 
non-rationnel1T). 

Les Grecs de la période de décadence18) calculaient déjà bien 
certainement avec des racines carrées, comme si ces racines représen
taient des nombres, et sans se préoccuper de l'origine géométrique de 
ces nombres19). Les Hindous, qui envisageaient tout ce qui existe 
comme dépendant du nombre, ne s'arrêtèrent aucunement à justifier 
cette façon de procéder, et cherchèrent plutôt à la généraliser; 13hasl<arâ 
Acârya (le savant) connaît déjà quelques transformations élégantes de 

connaissances math. . . . éd. J. Dupuis, Paris 1892, p . 7 2 ; voir aussi p. 341] . En 

faisant usage de notre terminologie moderne, le texte de Théon revient à ob 

server que si l'on a 2 a" — bs = + 1 on a aussi 2 (a - ) - b)* — ( 2 a -f- b)' = ^ 1, et 

à conclure que les solutions an, bn de l 'équation envisagée se déduisent les unes 

des autres au moyen de la suite 

« , = 1, & , = 1 ; « „ + 1 = a „ + o „ , bn + 1 = 2an + 6 n , ( » = 1, 2, . . . ) ; 

quelque petit que soit fixé « , on peut lui faire correspondre un indice n à partir 

duquel leB rapports - j j diffèrent de 2 de moins que î; ces rapports sont 

d'ailleurs alternativement plus petits et plus grands que 2. Les premiers termes 

des rapports i sont t . y . y - l a · M . " · • 

17) t&Qi&iiàç ov QTJTOÇ [Opera, éd. P. Tannery 1, Leipzig 1893, p. 2 0 4 , 2 0 8 , 

210, 212 ]* 

18) „ Cette période s'étend du siècle qui précède notre ère jusqu'au 6 e siècle 

de notre ère inclus [P. Tannery u ) (2) 3 (1880), p . 366] . En 529, Justinien ferme 

l'école d'Athènes et les derniers savants hellènes se retirent en Perse. Des 

exemples nombreux de calculs du genre indique, dans lesquels l'approximation 

est théoriquement indiquée comme indéfinie, mais est pratiquement assez grossière, 

peuvent être tirés des Mstçiica, I fol. 76 à 80 de Héron d'Alexandrie [Heronis 

Alexandrini Opera 3, éd. H. Schöne, Leipzig 1903, p . 50 , 64, 56, 6 0 , etc.]. Héron 

vivait vers l'an 100.* 

19) , A u temps de Diophante, la distinction entre l'Arithmétique (science 

des nombres) et la Logistique est perdue [P. Tannery lt) (2) 3 (1880), p . 371 ] . 

Déjà Héron , 8 ) [Mtipixci I, fol. 71*; Opera 1 8 ) 3, p. 22] multiplie entre elles des 

aires et extrait la racine du produit.* 
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symboles formés avec des radicaux superposés20). Les Arabes ue font que 
compléter les procédés qu'ils tiennent, soit des Grecs, soit des Hindous; 
c'est par eux surtout qu'à partir du 12 e siècle, ces procédés sont par
venus jusqu'à nous. Pour juger du peu d'importance des modifications 
de pure forme que la doctrine des incommensurables a subies depuis 
Euclidc jusqu'au 13 e siècle, il suffit de comparer au livre 10 des 
Eléments d'Euclidc, la section 14 du célèbre Traité d'Algèbre21) de 
Léonard de Pise, composé en 1202.* 

3. N o m b r e s s o u r d s . M i c h e l S t i f e l . Dans les écrits que nous 
ont laissés les mathématiciens de la fin du moyen âge, on désigne 
sous le nom de nombres sourds22) les expressions formées au moyen 
de radicaux (cf. I 1, 27) mais cette dénomination n'implique en rien une 
ffénéralisation de la notion de nombre rationnel. Les mathématiciens de 
cette période semblent avoir été fort éloignés de toute tentative de ce genre; 
leurs procédés de démonstration étaient restés entièrement euclidiens. 
,11 s étaient parvenus à démontrer que les règles concernant la trans
formation des nombres sourds pouvaient s'établir, en faisant cor
respondre à ces nombres sourds certaines grandeurs géométriques, en 
effectuant sur ces grandeurs des constructions déterminées, et en appli
quant les théorèmes connus de la Géométrie d'Euclidc. Cette façon 

20) .Vîjaganita ^Algèbre) chap. 1, sect. Y ; éd. H. 2. Colebrooke [Algebra 

•ftitb Arithmetic, Londres 1817, p . 149; 3T. Canlor, Voiles.*) 1, p. 586.* 
21) .Liber abbaci (1202 ; dans le texte qui nous est parvenu et qui est de 

1228, fol. 158" à 167 b ; Scritti di L. Pisano pubb. da B. Btmcompagni 1, Rome 1857, 
p. 352/87. Au reste, la nomenclature de ce Traité, p . ex. riti pour Qr,xi'i (ration

nelle) semble prouver que la section 14 a été directement tirée du grec d'Euclide, 

probablement expliqué oralement à Léonard de Pise par un Byzantin.* 

22) Kumeri surdi. .Le mot surâus a été introduit comme traduction de 

l'arabe a sani, par lequel les Arabes ont désigné d'abord toxit nombre rationnel 

s'exprimant difficilement dans leur langue, puis les quantités irrationnelles formées 

au moyen de radicaux [G. W . Freytagii Arabico-latinum . . . 2, Halle 1833, p. 518; 
4, Halle 1837, p . 639].* La traduction surdus apparaît dès la fin du 12 e siècle, dans 

la traduction latine faite par Gérard de Crémone du Commentaire arabe sur les 

Eléments d'Euclide (livre 10) dû à Anaritins (El Nairizî) [Anaritii in decem 

libros . . . , éd. M. Curtze, Leipzig 1899, p. 253]. Jusqu'au 18 e siècle on disait géné

ralement en France et en Allemagne, nombre sourd, pour nombre irrationnel. 

On dit encore aujotird'hui snrds en Angleterre. .L'expression svrsolide dans 

B,. Descartes [Géométrie, Leyde 1637, livre 1 ; Œuvres, éd. Ch. Adam et P. Tannery 6, 
Paris 1902, p . 373] pour désigner la puissance cinquième, n'est qu'une infidèle 

transcription du terme surde-solidum (solide d'une façon non-énonçable) venu de 

l'Arabe et correspondant à Γ άλογος (πρώτος, ôevreçog etc.) d'Anatolins, contem
porain de Diophante [Opéra l 7 ) 2, Leipzig 1895, p . 38J, désignation des puissances 
5", 7 e, etc. (Note ms. de P. Tannery.)* 
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de procéder devait éloigner de leur esprit toute idée de spéculer sur 
les nombres sourds eux-mêmes, comme ils le faisaient en Arithmétique 
sur les nombres naturels.* 

.Au 14 e siècle, Nicole Oresme envisage le premier des puissances 
fractionnaires de nombres rationnels23), mais l'extension du calcul des 
radicaux qui en résulte, semble n'avoir exercé aucune influence sur 
le développement de la doctrine des nombres sourds. Au 13° siècle, 
Nicolas Chuquet remplace les expressions de racine carrée, racine cubique, 
. . . par celles de racine seconde, tierce, . . . ce qui indique manifeste
ment une tendance à arithmétiser la notion de racine24).* 

C'est toutefois llicliel Stifel qui, au 16 e siècle, pressentit, peut-
être le premier, quelque analogie entre le caractère des nombres sourds 
et celui des nombres rationnels. Dans son Arithmétique générale2"), 
il distribue, en effet, les nombres en classes: classe (ordo) des nombres 
rationnels compris entre deux nombres naturels consécutifs, classe 
(ordo) de racines quelconques de nombres naturels, comprises entre 
deux nombres naturels consécutifs, . . . et il observe qu'un même 
nombre ne peut appartenir à deux classes différentes26). Avec ses 
contemporains, il a cependant toujours cru que les nombres sourds 
n'étaient pas de véritables nombres 2 7) et, tout en remplaçant volontiers 
dans les démonstrations les lignes par des nombres, il est au fond 

23) .Cf. I 1, note 187 [Algor. proport., p. 6 9 1 K. Oresme emploie le mot 

irrutioualis dont Gérard de Crémona avait déjà, fait usage [Anar i t i i î s ) , p. 214 ] 
dans le sens euclidien de aloyov. J. Kepler a observé [Harmonia mundi, Linz 

Ï 6 1 9 ; Opéra, éd. C.Frt'sch 5, Francfort et Eriangen 1864, p. 86J que le choix des 

mots latins rationalis, irrationalis pour rendre les mots grecs Xoyog, aloyog, n'est 

pas heureux.* 

24) .Le Triparty en la science des nombres, écrit à Lyon en 1 4 8 4 ; (cf. I 1, 
note 8 7 ) , [ms. fol. 4 5 \ 46"; Bull. bibl. storia mat. 13 (1880) , p. 654/5J. Luc 

Paciuolo dont la „Summa de Arithmetica", écrite en 1487, (cf. I 1 , note 95) 
a exercé, en son temps, une très grande influence sur le développement des 

mathématiques, dit nombre sourd (fol. 45"), tandis que N. Clmquct évite cette 

locution. li. Descartes dit encore quantité sourde [par ex.: Géoru. ! S ), livre 3 ; 
Œuvres 6, p. 452 ] .* 

25) Arithmetica intégra, Nuremberg 1544. 

26) Item licet infmiti numeri fracti cadant inter quoslibet duos numéros 

immediatos, quemadmodxim etiam infiniti numeri irrationales cadunt inter quos

libet duos numéros integros immediatos. Ex ordinibus tamen utrorumque facile 

est videre, ut nullus eorum ex suo ordine in alterum possit transmigrare [Aritb. ! 5 ) , 

fol. 103", 104»]. 

27) Il les désigne, eu général, sous le nom d'irrationnels et non de sourds 

[Ari th ." ) , fol. 134"]; il désigne par racines sourdes de binômes et de résidus, les 

expressions de la forme Va + j / 6 , Yy'a + b, V}/ «±V"&, qui ne peuvent se 

réduire à des formes plus simples telles que \/<*^zv'@-
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resté attaché aux idées d'Euclide*6). Cependant, le fait d'avoir for
mulé l'existence d'une certaine analogie entre les véritables nombres 
(les nombres rationnels) et les symboles irrationnels n'est pas tout 
à .fait sans importance, alors que les contemporains de M. Stifel ne 
voyaient guère sous ces symboles que la représentation de calculs 
aboutissant pratiquement à un nombre rationnel inexact, en tant que 
ne pouvant satisfaire à la condition supposée par le symbole, et s'en 
écartant seulement plus ou moins selon le degré d'approximation29). 

.La construction de tables trigonométriques de plus en plus per
fectionnées et l'invention des logarithmes, contribuèrent surtout à pré
parer la généralisation du nombre rationnel étendue même à d'autres 
irrationnelles que les racines de nombres naturels, en répandant l'usage 
des suites, qui, quoique pratiquement limitées, étaient supposées ne 
pas l'être dans la pensée. Ce n'est toutefois qu'en s'affranchissant de 
l'influence exclusive des idées des anciens que l'introduction systéma
tique des nombres irrationnels au même titre que les nombres ration
nels, devenait vraiment possible. Le progrès dans cet ordre d'idées 
devait résulter d'un changement complet de méthode* 

4. FrançoisViète. René Descartes. .Le point de départ de ce change
ment de méthode se trouve dans les publications de François Vit te (1591). 
C'est F. Viète qui nous a appris à calculer avec des lettres représentant 
des grandeurs, sans perdre la trace des lettres, en faisant usage d'un sym
bolisme spécial permettant d'effectuer les opérations sur les lettres, 
comme si ces lettres représentaient des nombres déterminés, et c'est -F. Viète 

28) L'opinion contraire émise par C. I. Gerhardt [Gescb. der Math, in Deutsch-

land, Munich 1877, p . 69J semble erronée. M. Stifel commence son livre 2 [Arith. S i ) 

fol. 103*1 par discuter si les nombres irrationnels sont des nombres véritables 

(veri), ou des nombres fictifs ificti). Il dit le pour et le contre, et donne l'ar

gument que voici contre leur caractère de véritables nombres: Non autem potest 

dici numerus verus, qui talis est ut praecisione careat, et ad numéros veros 

nullam cognitam habeat proportionem. Sicut igitur infinitus numerus, non est 

numerus: sic irrationalis numerus non est verus numerus, quum lateat sub 

quadam infinitatis nebula. Il conclut qu'Fuclide a nié ouvertement que les 

nombres irrationnels fussent des nombres. 

29) ,En cherchant à montrer que les qualités des racines et des fractions 

sont semblables, S. Stevin |L'Arithmétique, Leyde 1585, fol. 5* et p . 30 1, 35; 
cf. Papptis ! ) , livre 2; éd. F. Htiltscli 1, p. 2, 6, 22] soulevait pendant la première 

moitié du siècle suivant le plus grand nombre de ses contemporains [voir par ex-

H. Meynier, L'Arithmétique, éd. Paris 1614, p . 267 et J. A. Le Tenneur, Traité 

des quantitez incomensurables, Paris 1640, p . 50, 61, 63, 67].* 

30) .Pendant tout le moyen âge [cf. Léonard de Pise, Liber abbaci ! 1 ) , fol. 541', 
65"; éd. B.Boneompayni 1, p. 132] on avait, à l'exemple des Grecs [cf. Aristote, $uomr| 

èxçouets, livre 7, chap. 5; éd. Acad. Berlin 1 (1831), p. 249 col. b, p. 250 col. a; éd. 
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4 . François Viete. René Descartes. 141 

qui a eu l'idée de renouveler la méthode des anciens en la fondant 
dans l'Algèbre nouvelle ainsi constituée. Mais F. Viètc a été arrêté dans 
cette voie dès les premiers pas pour ne pas avoir su se détacher suf
fisamment de l'interprétation géométrique des expressions algébriques, 
qui lui était familière. Ayant fait se correspondre une lettre A et 
une longueur déterminée, il lui semblait naturel de faire aussi se 
correspondre A . A et le carré, A. A . A et le cube construit sur cette 
longueur. Ce mode de correspondance l'empêcha de donner à la 
science qu'il avait fondée toute la généralité dont elle est susceptible.* 

C'est IlenéDescartes qui, en fixant d'une façon toute différente la cor
respondance des symboles algébriques et des grandeurs extensives, a 
permis de réaliser effectivement le changement de méthode annoncé. 
Après avoir31) fixé l'unité de longueur, et désigné par des lettres le 
rapport des différentes longueurs à la longueur-unité, il s'inspire de 
la théorie des proportions des anciens, pour faire correspondre de 
nouvelles longueurs au résultat de toutes les opérations connues effec
tuées sur ces lettres comme si elles représentaient des nombres. 

tSi a et b correspondent respectivement aux longueurs L et L', au 
produit a b, par exemple, correspond, pour R. Descartes, la longueur qui est 

àL comme L' est à la longueur-unité; au quotient ^ correspond la lon
gueur qui est à la longueur-unité, comme la longueur L est à la lon
gueur L', etc. . . . Il crée ainsi32) l'unité d'interprétation qui man
quait à 1. Viètc: l'Algèbre et la Géométrie sont parfaitement soudées 
l'une à l'autre, ou plutôt se pénètrent mutuellement. Et comme rien 

ne se dit d'une grandeur en général qui ne se puisse rapporter à um 

grandeur en particulier33), l'Algèbre se trouve du même coup soudée à 

F. Didot 2, Paris 1878, p . 341 ; Diophante, Opéra " ) 1, p. 90, 92], souvent désigné par 

des lettres des grandeurs quelconques; mais les résultats des opérations effectuées 

sur ces lettres étaient alors désignées par de nouvelles lettres, en sorte que nulle 

trace des opérations effectuées ne subsistait dans les résultats, sauf toutefois pour 

les puissances de l'inconnue [cf. I 1, 26 ] ; l 'emploi de lettres ne constituait donc 

pas un réel progrès sur celui de chiffres quelconques, arbitrairement fixés; il 

était même moins avantageux que la représentation des nombres par des ligues, 

des surfaces et des volumes, avec la nomenclature empruntée à la Géométrie, 

quoique cette nomenclature ne fût applicable que jusqu'au troisième degré 

d'homogénéité.* 

31) Géom. " ) , livre 1; Œuvres 6, p. 369/71. 

32) J..Liard, Revue philos. 10(1880), p. 598; „Descartes", Paris 1882, p. 59. 
Voir aussi A. Mouchot, La réforme cartésienne, Paris 1877.* 

33) „Regulae ad directionem . . . : reg. 14; éd. V. Cousin 11, Paris 1826, p . 296/7. 
Les grandeurs qu'il est le plus aisé de se représenter sont les lignes, c'est pour-
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la science universelle des grandeurs, qu'elle traduit en une écriture com

mode u).* 

Après l'apparition de la Géométrie de R.Descartes, (1637), la nou
velle méthode se développa sous le nom de Géométrie analytique, en 
utilisant les travaux fondamentaux de P. Fermât3o). Ce développement 
même fit naître le besoin de généraliser la notion de nombre, de façon 
à permettre de représenter effectivement tous les vecteurs par des 
nombres; ce besoin s'accentua d'ailleurs après l'institution définitive du 
calcul infinitésimal par P.Fermât, G.W.Leibniz et L.Newton36), et, lente

ment37), aux classes d'irrationnelles particulières38) étudiées exclusive-

quoi M. Descartes se sert de l'étendue linéaire pour éclairer la marche de l'Algèbre 

[cf. Discours de la Méthode, Leyde 1637, 2° partie; Œuvres 8 3 ) 6, p. 20J.* 

34) Il importe de remarquer que B. Descartes ne cherche pas à abstraire la 

science des nombres de celle des grandeurs extensives; les rapports de longueurs 

ne sont pas pour lui des nombres : ils les remplacent seulement [cf. F. Débaune, 

Remarques dans 1' éd. F. Schooten (éd. latine) de la Géométrie de B. Descartes, Leyde 

1659, p . 107. 

35j „Ad locos pianos et solidos isagoge [Œuvres, éd. Ch. Henry et P. Tanneryl, 

Paris 1891 , p. 91 /110; trad. 3, Paris 1 8 9 6 , p . 85 /101] , mémoire publié seulement 

en 1679, mais certainement indépendant, quant au fond, de la Géométrie de 

P. Descartes.* 

36) / . Newton donne, au début de son Arithmétique universelle, la définition 

du nombre que voici : On entend par nombre, moins une collection de plusieurs 

unités, qu'un rapport abstrait d'une quantité quelconque à une autre de même 

espèce qu'on regarde comme l'unité [Arith. univ., Cambridge 1707 , nouv. éd. Leyde 

1732, p . 4 ; trad. N. Beaudeux 1, Paris an X. , p . 2 ; l'éd. de 1707 a été publiée 

d'après des Cours professés par I. Newton vers 1685] . Il convient d'observer 

que I. Newton ne fait aucun usage de cette définition générale du nombre pour 

établir, comme on pourrait s'y attendre, une Théorie des nombres irrationnels, 

en s'appuyant sur la Théorie des proportions d'Euclide. Comme l'a fort bien 

dit O. Stola [Math. Ann. 22 (1883) , p . 516] cette définition ne joue dans son 

Traité qu'un simple rôle de parade. 

37) Malgré leur manque d'originalité et le peu de perspicacité dont y fait par

fois preuve leur auteur, les Traités de mathématiques de Chr. Wolf, étaient très-

répandus pendant la première moitié du 18" siècle; ils permettent donc de se 

rendre assez nettement compte du point de vue généralement adopté à cette 

époque. Dans ses Elementa matheseos universae, 1, Halle 1 7 1 7 ; éd. 1730, p. 24, 
col. a, le nombre est défini comme étant „ c e qui se rapporte à l'unité comme 

une ligne droite à une autre ligne droite". „11 suffit de consulter l 'Encyclopédie, 

Paris 1751/77, en particulier le Discours préliminaire de (Jean le Bond) d'Alem

bert, ou l 'Encyclopédie méthodique, Paris 1784/5 de d'Alembert et ses Eléments 

de philosophie [Mélanges de littérature, d'histoire et de philosophie, 2° éd. 4, 
Amsterdam 1759, p . 1 5 4 ; Œuvres 1, Paris 1821 , p . 261] pour se rendre compte 

du point de vue auquel on se plaçait pendant la seconde moitié du 18* siècle, 

et apercevoir l'influence exercée par d'Alembert lui-même danB l'évolution de 

l'idée de nombre.* 
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ment jusqu'alors, Tint ainsi se superposer la notion de nombre réels9) 

quelconque, servant de mesure aux grandeurs, en sorte que la méthode 

de Descartes aboutit finalement à l'identification des notions de nombre et 

de grandeur. 

Sous l'influence de la généralité donnée ainsi à l'idée de nombre, 
les mathématiciens s'habituèrent à spéculer directement sur les nombres 
mesurant les grandeurs; peu à peu ils appliquèrent les résultats obtenus 
dans cette voie à l'étude des propriétés des figures géométriques, 
s'écartant ainsi de plus en plus du point de vue des anciens40) qu'ils 
finirent par abandonner tout-à-fait. Le dernier terme de cette évolution 
semble dû à A. M. Legendreiv), qui démontre les propositions concernant 
la similitude, en raisonnant sur les nombres qui représentent les lon
gueurs42), et en appliquant à ces nombres les théorèmes d'Arithmé
tique ou d'Algèbre supposés préalablement établis. 

38) Parmi toutes les irrationnelles que la méthode nouvelle de R. Descartes 

introduisait en fait en Arithmétique, ou prétendit pendant longtemps n'envisager 

que celles qui correspondent à des vecteurs pouvant être déduits les uns des autres 

par des constructions géométriques. Ainsi Chr. Wolf dit encore [Elem. math. S T ) 

1,p.91, c o l . b ] : In Geometria et Analysi demonstrahitur, taies radiées, quaeactudari 

non possunt, esse ad unitatem ut rectam lineam ad rectam aliam, consequenter 

eosque irrationales, cum ex hypothèse rationales non sint. Il faut observer 

toutefois que la notion de construction géométrique semble avoir été à cette 

époque singulièrement détournée du sens que lui donnaient les Anciens; ainsi 

Chr. Wolf supposait que l'on peut construire des paraboles de tous les ordres, 

m 
et obtenir par ce procédé les expressions de la forme V x, où m est un nombre 

naturel quelconque [Elementa analyseos mathematicae, pars I, contenus dans 

Elem. math. s ' ) l , p . 539, col. b et p. 540 col. aj. 

39) .C'est R. Descartes qui a le premier employé le mot réel dans le sens 

que nous lui donnons [Géom. s s ) , livre 3; Œuvres 6, p. 453].* 
40) .Déjà les Grecs de la période de décadence avaient suivi la même voie 

pour les nombres rationnels et les premières irrationnelles envisagées. Les 

Hindous s'étaient particulièrement distingués par la désinvolture avec laquelle 

ils jonglaient avec les symboles numériques. Les Arabes nous avaient transmis 

la science des uns et des autres, si bien qu'avant F. Viete on s'était déjà souvent 

écarté de la doctrine rigoureuse des Grecs de la période classique, à laquelle 

R. Descartes nous avait ramenés tout en l'universalisant par l'invention de sa méthodo 

nouvelle.* 

41) A. M. Legendre, Eléments de Géométrie, Paris an II, (12e éd. 1823), 
livre 3 et Note IV. .6'. F. Lacroix fait précéder ses Eléments de Géométrie, 

Paris an V, d'un Supplément à son Traité élémentaire d'Arithmétique, contenant 

une théorie des proportions. Dans ses Eléments de Géométrie, Paris 1843, 
2" éd. Paris et Bruxelles 1867, F. Catalan introduit plus systématiquement 

encore, au lieu des relations entre les grandeurs, les relations entre les nombres 

qui les mesurent.* 

42) Voir O. Stolg, Math. Ann. 22 (1883), p . 517 (en note). 0. Stoh est 
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5. Point de vue métrique. Lorsqu'on se place au point de vue 
métrique, couramment adopté pendant plus de la moitié du 19 e siècle, 
et qui est encore aujourd'hui celui de plusieurs Géomètres, tous les 
nombres procèdent de la mesure des divers vecteurs OA d'une droite 
orientée4 3) par le choix d'une origine 0 et d'un vecteur unité OU. 
Ce dernier est mesuré par le nombre 1, le vecteur symétrique 0 U' 
par le nombre — 1. Un vecteur OA est mesuré par un nombre a 
positif ou négatif 4 4), suivant que le sens de OA est celui de 0 U ou 
celui de 0 U', la valeur absolue de a mesure le rapport des longueurs 
OA et 0 U. Ce rapport peut d'ailleurs être obtenu de diverses ma
nières à chacune desquelles correspond un algorithme déterminé. 

Si l'on applique aux deux longueurs quelconques OA et 0 U le 
procédé donné par Euclide pour déterminer la plus grande mesure 
commune de deux vecteurs commensurables (procédé identique à la 
recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres naturels) 
et que l'on désigne par x le rapport de OA & OU, par b0 le 
plus grand entier positif ou nul contenu dans x, par xx le nombre 

défini par l'égalité x — b0 + - , par bt le plus grand entier contenu 
xt 

dans x1, par xt le nombre défini par l'égalité x1 = bx + —, . . . , le 

loin de critiquer A. M. Legeiidre comme l'avaient fait A. F. Möbius [Der bary-

centrische Calcul, Leipzig 1827, p. 190; Werke 1, Leipzig 1885, p. 176] et 

H. Hankel qui qualifiait ce procédé de vaxsçov nçàrsçov [Theorie der complexen 

Zahlsysteme, Leipzig 1867, p. 66]. 

43) „Cette convention sur les signes ne ne trouve nullement dans la Géo

métrie de B. Descentes [P. Tatmery, Interméd. math. 4 (1897), p . 126 (Question 

1080)]. Il se borne à interpréter géométriquement les racines négatives des équa

tions, comme l'avaient fait, avant lui, JF". Viète et A. Girard. Mais appliquée à 

une équation représentant une courbe, cette interprétation devait naturellement 

amener à attribuer aux deux variables des valeurs négatives aussi bien que 

positives. Toutefois la convention ne s'est établie que peu à peu et len

tement.* 

44) tB. Descartes, le premier, désigne par une seule et même lettre un nombre 

quelconque positif ou négatif, mais il ne semble nullement s'astreindre à appli

quer systématiquement cette convention, même lorsqu'elle abrège beaucoup la 

discussion [P. Tannery, Abh. Gesch. Math. 9 (1899), p . 513J. Dans sa Géo

métrie 8 *) [livre 3; Œuvres 6, p . 459], pour traiter les équations dont les coeffi

cients peuvent avoir deux signes, il remplace le signe par un point, et indique 

le résultat du calcul dans le cas de chaque signe pris isolément. De I. Newton36) 

à A. L. Camhy [Cours d'Analyse de l 'Ecole polyt. 1, Analyse algébrique, Paris 

1821, p . 5, 27; Œuvres (2) 3, Paris 1897, p. 19, 38], le nom de nombre est, 

en général, réservé aux nombres positifs. Neivton lui-même parle toutefois déjà 

de nombres négatifs [Arith. univ. M ) , p. 180]; dans sa trad. A". Beaiideux'") 2, 

2 ne traduit pas „numerum negativum"; il écrit seulement —5.* 
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rapport x se présentera sous forme de fraction continue régu-
lière**) 

6 ' + » 7 + — 

b0 est le premier terme de la fraction continue, \ , h2,. . . en sont 

les quotients incomplets, ^- est la ne fraction composante ou le (n + l ) e 

terme. Le procédé s'arrête, ou non, suivant que les longueurs OA 
et OU sont commensurables ou incommensurables. Dans le premier 
cas, on dit que la fraction continue est finie (c'est à dire, formée 
d'un nombre fini de fractions composantes), dans le second cas, on 
dit qu'elle est infinie. 

.Si l'on adjoint au vecteur-unité 0 U les vecteurs auxiliaires 

0 U1} 0 U2, • • ·, 0 Un de longueurs égales à —, ——, 1 

où at, a s , . . ., an . .. désignent des nombres naturels arbitrairement 

fixés suivant une loi déterminée, on peut aussi obtenir le rapport 

envisagé x sous la forme*6) 

«, + ..· 

a o + * + + . . . + «• + . . . _ Uo+ 

où CCQ, cc1, . . ., ccH, . . . sont des nombres naturels que l'on détermine 
successivement, dans l'ordre indiqué, de façon que l'on ait « 0 ^ a ; < a 0 - f - l , 
et que les numérateurs at, a2, . . . soient plus petits que les dénomi
nateurs correspondants al} a2. . . . Cet algorithme, auquel on a donné 
le nom de fraction continue ascendante [cf. I 4] n'a rien de commun 

avec le précédent; il peut arriver qu'il soit illimité, quand bien même 
OA et OU sont commensurables, en sorte que la distinction essen
tielle entre longueurs commensurables et incommensurables ne s'y 
reflète pas de la même façon que dans l'algorithme des fractions 
continues.* 

Quand on prend tous les nombres naturels a1, a2, . . . égaux à 
un même nombre naturel a, le rapport envisagé se présente sous 

45) On dit aussi parfois ordinaire, au lieu de régulière; H. JS. Heine disait 

[Handbuch der Kugelfunktionen, Berlin 1861; 2 e éd. 1, Berlin 1878, p . 264] du dé

veloppement d'un nombre en fraction continue régulière que c'est le développe

ment vrai de ce nombre; ce développement vrai est univoque [cf. I 4]. 
46) Cf. G. Cantor, Z. Math. Phys. 14 (1869), p . 124. 

Encyclop. des scienc. mathémat. X I . 10 
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47) Ces fractions correspondent au système binaire de numération [cf. I 1,9 

note 78]. 

la forme d'une fraction systématique, limitée (I 1, 25) ou illimitée, à 
base a [cf. n° 11], 

« < . + T + ^ + - - - + 5 + - - - ; 

pour a = 2, on obtient une fraction dyadique*1), pour a = 10 on ob
tient une fraction décimale, pour a = 60 une fraction sexagésimale. 

On conçoit une infinité d'algorithmes analogues à ceux que nous 
venons de mentionner et qui sont les plus usuels; tous les nombres 
se présentent sous la forme d'un de ces algorithmes composé d'un 
nombre fini ou infini de fractions se déduisant les unes des autres 
d'après une règle déterminée. 

Deux nombres sont égaux lorsqu'ils servent de mesure au même 
vecteur OA; ils sont symétriques (cf. I 1,17) lorsqu'ils servent de mesure 
à deux vecteurs symétriques OA, OA'. L'ordre de grandeur de deux 
nombres inégaux a, b, est réglé par la position relative des extrémités 
A, B des deux vecteurs OA, OB auxquels a, b servent de mesure. Les 
nombres qui sont représentés par une fraction, et ceux qui leur sont 
égaux (qu'ils soient formés d'un nombre fini ou infini de termes), 
sont les nombres rationnels, ils mesurent les vecteurs commensurables 
au vecteur-unité. Tout nombre qui n'est pas rationnel est dit irra
tionnel; les nombres irrationnels mesurent les vecteurs incommensurables 
au vecteur-unité (I 1, 23). Le fait que les nombres irrationnels sont re
présentés par une suite illimitée de fractions ne semble pas devoir "être 
un obstacle à leur introduction en Arithmétique, puisque, dans certains 
cas, il en est de même pour les nombres rationnels eux-mêmes. 

Jusqu'ici tout est clair dans cette doctrine métrique, mais voici 
la difficulté. Il ne suffit évidemment pas de généraliser les nombres 
naturels, en définissant convenablement des nombres qui les comprennent 
comme cas particulier; il faut encore montrer que l'on est en droit 
d'effectuer, sur les nombres généralisés, les diverses opérations de 
l'Arithmétique suivant des règles déterminées, par exemple suivant 
les règles établies pour les nombres naturels. Or, ici la démonstration 
est impossible. On a mis assez longtemps à s'en apercevoir; la diffi
culté sautait cependant aux yeux, mais on a cru pouvoir la tourner, 
soit en faisant l'hypothèse gratuite que non seulement à chaque vecteur 
correspond un nombre, ce qui résulte de la définition même du nombre, 
mais qu'inversement à chaque symbole obtenu en combinant, par les 
règles de l'Arithmétique, les algorithmes représentant les nombres, 
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correspond, aussi nécessairement un vecteur, auquel cas évidemment la 
démonstration cherchée serait aisée. A ceux qui doutaient de la légi
timité de cette hypothèse, les uns répondaient que cette réciproque 
avait un caractère d'évidence géométrique qui dispensait de tout éclair
cissement, d'autres prétendaient éclaircir la question au moyen de 
considérations d'ordre métaphysique sur la continuité, la notion de 
limite et les infiniment petits, qui n'aboutissaient finalement qu'à 
l'obscurcir davantage. Puisque la démonstration de l'hypothèse est 
impossible, c'est à un postulat qu'il faut faire appel, comme l'ont les 
premiers mis en pleine lumière G. Cantor et, presque simultanément, 
R. Dedékind. Ce n'est qu'en vertu d'un postulat qu'à tout nombre 
représenté par un des algorithmes envisagés correspond un vecteur48). 
Sans doute, complétée par ce postulat, la doctrine métrique redevient 
rigoureuse, mais elle cesse alors d'être lumineuse comme toute doctrine 
dans l'exposé de laquelle il est nécessaire de faire intervenir des 
postulats étrangers à son objet. On verra plus loin (n° 9) comment 
on a cherché à éviter cet écueil. 

6. P o i n t d e v u e d e C h . M é r a y . Cependant, plusieurs années 
avant que G. Cantor n'eût mis ce fait en évidence, quelques mathé
maticiens, justement préoccupés des difficultés que nous venons de 
signaler et du manque de rigueur, et même de clarté, que présentaient 
ainsi les démonstrations de théorèmes qui soutiennent toute l'Analyse, 
cherchaient, indépendamment les uns des autres, à édifier une théorie 
nouvelle entièrement dégagée de toute considération impliquant des 
grandeurs concrètes et étaient ainsi amenés à approfondir la notion 
de nombre irrationnel. Ils parvinrent à pénétrer la véritable nature 
de ces nombres, et ce sont les résultats essentiels qu'ils ont obtenus 
que nous allons énumérer dans l'ordre où ils ont été publiés. 

48) G. Cantor [Math. Ann. 5 (1872), p . 128 [1871]]; R. Dedekinä [Stetigkeit 

und irrationale Zahlen, Brunswick 1872; 2 e éd. 1892, p . 11]. La forme sous la

quelle R. Dedékind énonce ce postulat permet de remplacer l'idée vague que l 'on 

se fait trop souvent de la continuité d'une droite par une notion claire et pré

cise. Elle consiste à admettre que quand on distribue tous les points d'une 

droite en deux groupes tels que chacun des points du premier groupe soit situé 

à gauche de chacun des points du second groupe, il y a toujours un point de 

la droite, et un seul séparant les deux groupes. D'après 8. Pincherle 6 S ) [Giorn. 

mat. (1 18 (1880), p. 190] il ne saurait en être autrement; il ne faudrait toute

fois pas en conclure que K. Weierstrass ait jamais partagé cette manière de voir. 

F. Klein [Sitzgsb. phys. medic. Soc. Erlangen 6 (1873/4), p . 52/64; Math. Ann. 22 
(1883), p . 249; 37 (1890), p . 572] et M. Pasch [Math. Ann. 30 (1887), p . 129] 
ont fait leurs réserves à l'égard de la façon dont R. Dedékind énonce son postulat. 

10* 
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49) Revue des sociétés savantes: sc. math. (2) 4 (1869), p. 284 [Mars-Avril]. 

50) tCh. Méray disait alors: variable progressive. Il a remplacé cette expression 

par celle de variante dans son Nouveau précis d'Analyse infinitésimale, Paris 1872, 
p. 1 et a conservé depuis la même dénomination [Ann. Ec. Norm. (3) 4 (1887), 
p. 341; Leçons nouvelles sur l'Analyse infinitésimale 1, Paris 1894, p . 23].* 

Ch. Méray est le premier4 9) qui ait trouvé un sens purement 
arithmétique à l'expression nombre irrationnel. Sous le nom de 
variantem), il envisage une suite formée par un nombre infini de 
nombres rationnels v1} v2, . . ., vn, . . . (que nous supposerons ici à 
un seul indice pour fixer les idées) et, dans le cas où à tout nombre 
rationnel positif e arbitrairement fixé, correspond un indice n à partir 
duquel la différence v n + p — vn reste plus petite que e en valeur absolue, 
quelle que soit la loi de variation relative imposée aux indices n et 
p > 0, pendant que le premier croît indéfiniment, il convient de dire 
que la variante v (la suite infinie v1} v2} . . ., vn, . . .) est convergente. 

tDeux variantes convergentes u, v, ou, si l'on veut, les deux 
suites correspondantes 

ui> M 2 J • • • > umJ · · • î vi> v2> • • ·> vn> · • • > 

sont dites équivalentes, lorsque la différence um — vn tend vers 0 quand 
les indices m, n augmentent tous deux indéfiniment d'une manière 
quelconque. 

S'il existe deux nombres rationnels U, V tels que, à partir de 
valeurs convenables des indices m, n, les différences U — um, V — vn, 
restent plus petites, en valeur absolue, qu'un nombre positif arbitrai
rement fixé, ces deux nombres U, V sont nécessairement égaux ou 
inégaux, suivant que les variantes u, v sont équivalentes ou non, et, 
dans cette dernière alternative, le signe de U — V est celui que finit 
par conserver um — vn. Lorsqu'il n'existe pas de nombres rationnels 
U, V, jouissant de cette propriété, rien n'empêche, si l'on juge qu'il 
y a avantage à le faire, d'employer un langage figuré, d'introduire des 

nombres fictifs, de les représenter par des signes quelconques, enfin de 

dire que ces nombres fictifs sont égaux ou inégaux suivant que les 
variantes convergentes u, v sont équivalentes ou non, et, dans ce 
dernier cas, de dire que le nombre fictif U est supérieur (plus grand) 
ou inférieur (plus petit) au nombre fictif V suivant que la différence 
um—vn, dont le signe finit toujours par être constant, finit par rester 
positive ou négative. 

Il n'est d'ailleurs pas difficile d'étendre à ces nombres fictifs toutes 
les opérations définies pour les nombres rationnels; elles correspondent 
à d'autres opérations déterminées spéciales, bien plus longues à énoncer 
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7. Point de rue de K. "Weierstrass. 149 

seulement, mais que l'on pourrait exécuter sur les suites de nombres 
rationnels conduisant à la notion des variantes convergentes, puis, de 
là, à celle des nombres fictifs en création. 

La définition des nombres fictifs embrasse effectivement les nom
bres rationnels, car chacun de ces derniers a peut être envisagé, si 
l'on veut, comme créé par la suite a, a, a, . . . à laquelle correspond 
manifestement une variante convergente. 

Finalement rien ne s'oppose à ce que les mêmes spéculations se 
déroulent sur des suites formées par des nombres fictifs (en mélange 
avec des nombres rationnels s'il y a lieu). On définit ainsi (toujours 
au sens figuré qui leur est propre), autant de nombres fictifs que l'on veut. 

Il ne reste plus, pour être en droit d'assimiler entièrement ces 
nombres fictifs aux nombres rationnels, qu'à se convaincre de l'avantage 
qu'il y a à faire usage, en Analyse, du langage abrégé que permet 
leur définition. Cet avantage apparaît d'ailleurs immédiatement par 
le caractère de plus grande universalité51) qu'il permet de donner aux 
diverses propositions que l'on rencontre; les énoncés de ces proposi
tions prennent ainsi un tour plus direct, plus abrégé et plus simple52). 

Tous les nombres fictifs dont on vient de retracer la genèse sont 
les nombres réels; ceux qui ne sont pas rationnels sont dits irrationnels: 
leur véritable nature se dégage nettement des principes formulés par 
Ch. Méray* 

7. Point de vue de K. Weierstrass. .Dans ses leçons53), profes
sées à l'Université de Berlin, K. Weierstrass appelait quantité numérique**) 

51) .Déjà la proposition que tout nombre rationnel tt a une racine carrée, 

n'est pas vraie quand on laisse aux mots leur sens littéral. En l'énonçant comme 

vraie, on exprime le fait positif que l 'on peut imaginer une infinité de variantes 

convergentes équivalentes u, c'est à dire de suites telles que les 

carrés ufn diffèrent de N, en valeur absolue, de moins qu'un nombre positif s, 

arbitrairement fixé aussi petit que l 'on veut, à partir d'un indice m = ¡i dé

terminé par le choix de s* 

52) . A u fond, Ch. Méray ne sépare pas l'extension apportée à la notion 

de nombre par la conception des nombres irrationnels, avec ses motifs et ses 

conséquences, des extensions qu'ont procurées, d'une part la notion des nombres 

fractionnaires et d'autre part la notion des nombres relatifs (qu'il appelle quali-

fiés). Chacune de ces notions englobe les précédentes, et il en est de même, 

ensuite, de la notion de nombre complexe.* 

53) Quelques indications sur les fondements de la doctrine de K. Weier

strass ont été publiées par E. Eossak [Progr. Priedr.-Werderschen Gymn. Berlin 

1872]; E.Kossàk avait suivi le Cours de K. Weierstrass pendant le semestre d'hiver 

1865/66. S. Pincherle a développé cette doctrine [Giorn. mat. (1) 18 (1880), p . 178; 
pour ce qui concerne les nombres irrationnels, voir p . 185 et suiv.]. Voir aussi 

0. Biermann, Théorie der analyt. Funct., Leipzig 1887, p . 19. B importe toute-
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fois de remarquer que ces publications n'ont pas été faites sous la direction de 

K. Weierstrass lui-même ,s). 54) .Zahlengrosse.* 

tout ensemble dont on se donne les éléments et le nombre de fois 
que chaque élément y figure. Cette définition ne suppose nullement 
que les éléments donnés sont en nombre fini, mais elle suppose que 
cbaque élément ne figure qu'un nombre fini de fois dans l'ensemble. 
Quand un ensemble est formé d'un nombre fini d'éléments, il est 
regardé comme égal à la somme de ses éléments; deux ensembles 
d'un nombre fini d'éléments sont égaux lorsque les sommes respectives 
de leurs éléments sont égales. 

Limitons-nous au cas où les éléments de la quantité numérique 
sont 1 et des quantièmes. Nous dirons, dans ce cas, que la quantité 
numérique est absolue. On regardera une telle quantité numérique 
comme n'étant pas altérée, lorsqu'on y remplace un ensemble partiel 
quelconque, formé d'un nombre fini d'éléments, par un ensemble égal 
au sens précédent. Pour être en droit d'assimiler les quantités numé
riques absolues à des nombres absolus, il faut se limiter à celles d'entre 
elles pour lesquelles on peut définir l'égalité et le sens de l'inégalité, 
de façon à pouvoir les comparer les unes aux autres, ainsi qu'aux 
nombres rationnels absolus; il faut aussi montrer que, par une défi
nition -convenable des opérations fondamentales de l'Arithmétique, les 
quantités numériques envisagées se trouvent soumises aux mêmes 
règles de calcul que les nombres rationnels absolus. Ces circonstances 
se présenteront pour les quantités numériques absolues qui seront 
spécifiées un peu plus loin comme finies. 

On dit qu'un nombre rationnel absolu r est contenu dans une 
quantité numérique absolue a lorsqu'on peut distraire de a un ensemble 
partiel a égal à r. On dit qu'une quantité numérique absolue est 
finie, lorsqu'on peut assigner un nombre rationnel R tel que tout 
nombre rationnel r contenu dans a soit plus petit que R. 

Deux quantités numériques absolues finies a, b sont dites égales, 
lorsque chaque nombre rationnel absolu contenu dans a est contenu 
dans b, et que chaque nombre rationnel absolu contenu dans b est 
contenu dans a. Lorsque deux quantités numériques absolues finies 
a, b ne sont pas égales, il existe nécessairement au moins un nombre 
rationnel absolu, qui est ou bien contenu dans a sans être contenu 
dans b, ou bien contenu dans 6 sans être contenu dans a. Dans le 
premier cas on dit que a est plus grand que b, dans le second cas 
on dit que a est plus petit que b. 

On appelle somme de deux quantités numériques absolues finies 
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7. Point de vne de K. Weierstrass. 151 

a et b, la quantité numérique c définie par l'ensemble dont les élé
ments sont ceux qui figurent dans a ou h, chacun de ces éléments 
étant pris un nombre de fois égal au nombre de fois qu'il figure dans 
a augmenté du nombre de fois qu'il figure dans b. On appelle produit 
de deux quantités numériques absolues finies a et b, la quantité 
numérique absolue c définie par l'ensemble dont les éléments s'ob
tiennent en formant de toutes les manières possibles le produit de chaque 
élément de a par chaque élément de b. On définit de même la somme 
et le produit d'un nombre fini quelconque de quantités numériques 
absolues finies; ces sommes et produits sont eux-mêmes des quantités 
numériques absolues finies. 

On appelle somme d'un nombre infini de quantités numériques 
absolues a, b, c, . . . la quantité numérique absolue s définie par l'en
semble dont les éléments figurent dans l'une ou l'autre des quantités 
numériques a, b, c, . . . , chacun de ces éléments e étant pris un nombre 
de fois ne égal au nombre de fois qu'il figure dans a, augmenté du 
nombre de fois qu'il figure dans b, augmenté du nombre de fois qu'il 
figure dans c, . . . ; pour que la quantité numérique s soit finie et 
déterminée, il faut que chacun des éléments qui figurent dans s y 
figure un nombre fini de fois (en d'autres termes, il faut que chacun 
des nombres ne soit fini); il faut, en outre, et il suffit que l'on puisse 
assigner un nombre N tel que la somme d'un nombre fini quelconque 
des quantités numériques envisagées a, b, c, . . . soit inférieur à N. 
Lorsque la somme s est finie, on peut l'obtenir en groupant comme 
on veut les quantités numériques a,b, c, . . ., tout comme si elles 
étaient en nombre fini, chaque groupe pouvant d'ailleurs être formé 
par un nombre fini, ou par un nombre infini de quantités numériques. 
Il résulte de la définition même de la somme d'un nombre fini ou 
infini de quantités numériques absolues déterminées, que toute quantité 
numérique absolue est la somme des éléments qui y figurent. 

K. Weierstrass poursuivait l'exposition de sa doctrine en considé
rant toujours les nombres relatifs comme un couple de deux nombres 
absolus qui ne jouent d'ailleurs pas le même rôle (chacun d'eux est 
affecté d'un signe déterminé). Au reste, ce point de vue ne diffère 
pas essentiellement de celui qui a été exposé ( I I , 17 et 22) pour 
les nombres relatifs entiers (ou fractionnaires). 

Il importe d'observer qvie ce qui, aux yeux de K. Weierstrass 
justifiait l'extension de la notion de quantité numérique à des ensembles 
formés d'un nombre infini d'éléments, était le désir de donner, dans 
tous les cas, une solution à des problèmes qui, sans cette extension, 
n'en comporteraient que dans certains cas particuliers (la résolution 
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55) G. Cantor 4 8 ) , Math. Ann. 5 (1872), p . 123 [Déo. 1871]. 
56) J. reine angew. Math. 74 (1872), p . 173 [Oct. 1871]. Comme Ch. Méray, 

H. E. Heine insiste sur le caractère conventionnel des nombres irrationnels. Ce carac

tère apparaissait aussi, quoique moins explicitement, dans les cours professés par 

K. Weierstrass 6 S ) , puisque la définition de K. Weierstrass revient au fond à ad

mettre comme postulat que toute suite infinie monotone croissante admet une 

borne supérieure (n° 20) ou, si l'on veut, à créer cette borne supérieure quand 

elle n'existe pas; K. Weierstrass n'énonçait toutefois pas ce postulat sous cette forme. 

57) Math. Ann. 21 (1883), p . 565/8 [Oct. 1882], Dans ce mémoire, G. Cantor 

compare aussi les doctrines de K. Weierstrass et de M. Dedekind à la sienne propre. 

H. Burkhardt [Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 46 (1901), p . 179] cherche à mettre en 

évidence que des trois définitions du nombre irrationnel c'est celle de B. Dedekind 

qui est la plus avantageuse lorsqu'on cherche à obtenir des valeurs approchées 

d'un nombre irrationnel donné; celle de K. Weierstrass est, au contraire, la moins 

avantageuse. Il convient toutefois d'observer que leB nombres irrationnels que 

l'on rencontre dans la pratique ne se présentent presque jamais sous forme de 

coupures. 

58) La notion de suite fondamentale (Fundamentalreihé) de G. Cantor est 

identique à celle de variante convergente de Ch. Méray; la notion de suite élémentaire 

de H. E. Heine est identique à celle de variante infiniment petite de Ch. Méray. 

t L a terminologie adoptée par G. Cantor et H. E. Heine permet mieux que celle 

de Ch. Méray de séparer nettement l'exposé de la généralisation de la notion de 

nombre de l'exposé du développement de l'idée de limite* 

59) Le second point de vue auquel se place J. Tannery dans le premier 

chapitre de son Introd. à la théorie des fonctions d'une variable, Paris 1886 
[Oct. 1885], p . 24, se rattache directement aux doctrines de Ch. Méray et de 

G. Cantor. L'exposé de O. Stolz*), [Allg. Arith. 1, p . 97; Theor. Arith., p . 138]. 
est très élémentaire, les fractions systématiques lui servent de point de départ. 

La marche suivie par P. Bachmann [Vorles. ïïber die Natur der Irrationalzahlen, 

Leipzig 1892, p . 6] offre peut-être certains avantages au point de vue de l'en

seignement; elle consiste essentiellement à définir les nombres irrationnels et les 

opérations à effectuer sur ces nombres, au moyen de deux suites de nombres 

rationnels, a u a 2 , . . . , a„,... ; bu & , , . . . , & „ , . . . , telles que 6 „ > 6 B + i > a n + i > o „ 

et que, quel que soit le nombre rationnel positif £ arbitrairement fixé, on ait 

de l'équation binôme du second degré à coefficients entiers, en fournit 
un premier exemple).* 

En cherchant à simplifier la doctrine des quantités numériques de 
K. Weierstrass, G. Cantor s'est rencontré6 5) avec Ch. Méray. H. E. Heine 

a exposé cette doctrine d'une façon très claire 8 6) et avec plus de détails 
que ne l'avait fait G. Cantor, en utilisant quelques communications 
verbales de H. A. Schwartz et de G. Cantor; G. Cantor a ensuite, dans 

un second mémoire 5 7), modifié quelque peu son point de vue 8 8 ) , afin 
de mettre encore, si possible, davantage en relief le fait que, dans la 
doctrine arithmétique, la définition du nombre irrationnel est entière
ment indépendante de tout ce qui se rapporte à l'idée de limite5 9). 
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8. P o i n t d e v u e d e R . D e d e k i n d . La notion purement arith
métique de coupure™) est due h R. Dedekind. Elle permet de définir le 
nombre irrationnel sans faire appel à la suite infinie ou à l'ensemble 
de nombres rationnels qui le représentent dans la doctrine de Méray-
Cantor ou dans celle de Wcierstrass. 

R. Dedekind remarque tout d'abord que l'on peut séparer d'une 
infinité de manières l'ensemble de tous les nombres rationnels en deux 
ensembles tels que chaque nombre (rationnel) du premier ensemble 
soit plus petit que chaque nombre (rationnel) du second: chacune de 
ces séparations constitue une coupure. Lorsque, parmi les nombres 
du premier ensemble, il y en a un qui est plus grand que tous les 
autres, ou que, parmi les nombres du second ensemble, il y en a un 
qui est plus petit que les autres, on dit que ce nombre (rationnel) 
correspond à la coupure envisagée, ou encore qu'il produit cette cou
pure. Dans le cas contraire qui se présente déjà dans l'extraction 
des racines, on convient de faire correspondre un symbole déterminé 
à la coupure, et l'on dit encore que ce symbole produit la coupure. 
Comme cette correspondance permet de comparer les symboles ainsi 
définis, soit entre eux, soit aux nombres rationnels, et de montrer que 
l'on peut effectuer sur ces symboles les mêmes opérations que sur 
les nombres rationnels (en déduisant des coupures correspondant aux 
symboles donnés d'autres coupures correspondant aux symboles cher
chés), il est naturel de dire que les nouveaux symboles représentent 
des nombres tout comme les nombres rationnels eux-mêmes61). 

Dans son Traité d'arithmétique, Joseph Bertrand62) avait déjà 
insisté sur ce que le nombre qui mesure une grandeur incommensu-

\hv — ar | < s à partir d'un indice v dont la valeur dépend du choix de e ; un 

nombre irrationnel est alors représenté par l'ensemble des deux suites envisagées. 

60) R. Dedekind, Stet igkei t 4 8 ) , p . 12. 
61) R. Dedekind s'est contenté de développer les parties essentielles de sa 

doctrine. M. Posch a donné plus de détails [Einleitung in die Diff. und Inte

gralrechnung, Leipzig 1882, p . 1/14]. Voir aussi Math. Ann. 40 (1892), p . 149, 
où les quelques modifications faites par M. Pasch à son premier exposé du point 

de vue de R. Dedekind, ont eu pour objet de mettre en évidence que l 'emploi 

de locutions empruntées à la géométrie n'infirme en rien le caractère purement 

arithmétique de ce point de vue. Ce caractère est mis en pleine lumière dans 

l'exposé purement arithmétique dû à G. Ricci [Giorn. mat. (2) 4 (1897), p . 22] et 

dans celui à'A. Capelli [id. p . 209] qui n'en diffère que peu; l'introduction du 

symbole (alt o 2 ) pour désigner le nombre défini au moyen des classes de nom

bres («i), (ai) fournit un algorithme qui facilite l'exposé de la théorie des opé

rations. 
62) I e éd. Paris 1849; 11· éd. Paris 1895, p . 233, 271. 
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roble avec l'unité, peut être défini en indiquant quels sont les nombres 
rationnels plus petits ou plus grands que lui. Cette définition suppose 

toutefois essentiellement l'existence des grandeurs incommensurables 
et n'implique donc aucunement la notion purement arithmétique68) de 
coupure telle que l'a donnée Jt. Dedelcind, elle en est seulement la tra
duction géométrique. 

Après avoir défini les nombres irrationnels par des coupures, 
tout comme l'avait déjà fait H. Dedelcind, ce qui permet de mettre 
nettement et rapidement en évidence l'ordre de succession de ces nombres, 
J. Tannery61) introduit les variantes convergentes (ou suites fondamen

tales) qui correspondent à ces coupures, montre que l'on peut établir 

soit sur les ensembles (Dedékind), soit sur les variantes (Méray) la 
théorie de opérations à effectuer sur les nombres rationnels et rap
proche ainsi les points de vue de Cli. Méray et de B. Dedelcind. 

tE. Amigues a mis en évidence66) les avantages que présente la 
méthode directe et exclusive des ensembles (méthode de Dedékind) 
pour établir les règles des opérations arithmétiques sur les nombres 
irrationnels* 

Il importe de ne pas perdre de vue la nature essentiellement 
symbolique des nombres réels. Que l'on se place au point de vue de 
Méray-Cantor, à celui de Weierstrass, ou à celui de Dedelcind, rien 

dans la définition d'un nombre réel ne permet de se le représenter 
comme correspondant parfaitement (I 1, 1) à une grandeur déter
minée66); les calculs effectués sur des nombres réels n'ont pour objet 
que ces symboles eux-mêmes. Les nombres réels suffisent toutefois 

63) Was sind und was sollen die Zablen, Brunswick 1 8 8 8 ; 2 e éd. 1893; p. XTV 

de la préface [1887] de la l 8 édition. 

64) Introd. 6 0 ) 1" éd., p . 2 4 ; voir aussi Leçons d'arith., Paris 1 8 9 4 , p . 378. 
65) .Ann. Fac. se. Marseille 2 (1892), p . 3 3 ; Tannery se place d'ailleurs 

entièrement au point de vue de JFf. Dedékind dans la seconde édition de sa 

théorie des fonctions qui est sous presse.* 

66) Si l 'on néglige cette distinction capitale entre les nombres réels quel

conques et les nombres qui représentent des grandeurs [Voir par ex. S. Lipschitz, 

Lehrb. der Analysis 1, Bonn 1877, sect. 1 ] on s'expose à des critiques du genre 

de celles que E. Mligens a faites aux doctrines de K. Weierstrass et de G. Cantor 

[Math. Ann. 33 (1889), p . 1 5 5 ; 35 (1890), p. 4 5 1 ; Réplique de G. Cantor id. 33, 
(1889), p. 476 ] . On pourra consulter à ce sujet A. Pringsheim, Jahresb. deutBch. Math. 

Ver. 6 1 (1897) , p . 78. Si au contraire on tient compte de cette distinction capi

tale, les critiques tombent d'elles-mêmes. Il est d'ailleurs impossible de concevoir, 

comme cherche à le faire E. Illigens, des quantités qui seraient indépendantes 

de toute représentation spatiale [A. Pringsheim, Sitzgsb. Akad. Miincben 27 (1897), 
p. 322 en note]. 
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à la mesure des grandeurs67); ils permettent même de préciser ce cpie 
cette notion de mesure des grandeurs contient d'intuitif. C'est ensuite 
un tout autre problème que de fixer les conditions sous lesquelles à 
un nombre réel (symbole) donné, correspond (ou non), une des gran
deurs d'une espèce déterminée68), et la façon dont aux relations entre 
ces symboles correspondent alors des relations entre ces grandeurs69). 

9. P o i n t d e v u e d e P a u l d u B o i s - ï t e y m o n d . P o s t u l a t d ' A s c o l i . 

A ses débuts, la direction arithmétisante représentée par K. Weierstrass, 
R. Dedelcind, G. Cantor et H. E. Heine, en Allemagne, et par Ch. Mc'ray 

en France, n'a sans doute rencontré aucun adversaire70) plus résolu 
que Paul du Bois-Reymond. La nouvelle doctrine commençait à peine 
à se répandre que déjà il cherchait à en ébranler les fondements. 

Pour Paul du Bois-Reymond, la connexion absolue des deux no
tions de nombre et de grandeur mesurable (qu'il appelle linéaire), 
semble déjà s'imposer à celui qui étudie leur développement parallèle 
dans le passé; c'est donc aller contre le développement historique des 
sciences mathématiques que d'essayer de séparer l'étude du nombre 
de celle des grandeurs mesurables, en construisant d'abord l'échelle 
des nombres pour y rattacher ensuite les grandeurs mesurables au 
moyen du postulat de Cantor-Hedekind. Il lui semblait d'autre part 

67) Toutes les démonstrations de ce théorème s'appuient d'ailleurs sur 

l'axiome d'Archimède [cf. notes 1, 148]. Voir S. Pincherle [Giorn. mat. (1) 18 (1880), 
p. 189], G. Cantoris) [Math. Ann. 5 (1872), p . 127], J. Tannery [Arith. 6 i ) p . 435]. 
Les relations entre nombre et grandeur ont été étudiées avec soin par O. Holder 

[Ber. Ges. Lpz. 53 (1901), math. p. 1] et par O- Stolz6) [Allg. Arith. 1, p. 121 ; Theor. 

Arith. p . 172]. E. von Huntington a montré [Diss. Strasbourg, éd. Brunswick, 1901] 
comment on peut développer la doctrine des nombres réels (et complexes) en 

opérant systématiquement avec des vecteurs. 

68) .Si, par exemple, les grandeurs envisagées sont des vecteurs situés sur 

une même droite orientée, et ayant même origine, rien n'oblige de poser le 

postulat de Cantor-Dedekind. On pourrait, si l'on veut, poser tout au con

traire qu'à chaque nombre algébrique seulement correspond un vecteur; toutes 

les constructions des anciens pourraient être effectuées dans l'espace constitué 

en posant ce postulat pour chacune des droites que l'on envisage \B. Dedektnd, 

Was sind 6 3 ) p . XII de la préface de la I e édition].* 

69) A. Pringsheim [Sitzgsb. Akad. München 27 (1897), p . 325]. 
70) Il est assez curieux de constater que H. Hankel, le champion du prin

cipe de permanence (cf. 11, 11), estimait, lui aussi [complexe Zahlsyst . t T ) , p. 46], 
qu'une théorie des nombres irrationnels faisant entièrement abstraction de 

toute notion de grandeur, devait être sinon impossible, du moins très difficile 

à réaliser pratiquement, et que, si l'on y parvenait jamais, ce ne saurait être 

qu'en faisant usage d'artifices peu naturels dont il ne serait pas aisé de démêler 

la portée. 
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devoir insister sur les conséquences désastreuses que la doctrine arith-
métisante ne pouvait manquer d'avoir sur la constitution définitive de 
l'Analyse; il s'élevait contre le caractère arbitraire des définitions; pour 
lui, le fait d'abstraire complètement la notion de nombre de celle de 
quantité était rabaisser l'Analyse au rang d'un simple jeu, où les signes 
que l'on combine ont un sens aussi arbitrairement fixé71) que celui 
que l'on donne aux pièces d'un échiquier72). Pourquoi, disait-il, fixer 
un sens plutôt qu'un autre? On aura beau dire que chacun finira 
bien par en apercevoir la raison, que la théorie sera justifiée par les 
applications qu'elle rend seule possibles; bien peu se déclareront satis
faits, bien peu se résigneront à édifier une Analyse purement verbale 
en renonçant à se guider, ne serait-ce que bien vaguement, à la lu
mière de leur intuition; et ceux mêmes qui accordent volontiers que 
ce guide ne saurait apporter aucun argument décisif, hésiteront cer
tainement à se priver entièrement de son concours. 

Est-il d'ailleurs bien certain que ce soit un véritable postulat 
qu'exprime la proposition de Cantor-Dedekind, ou, si l'on veut, la pro
position que Paul du Bois-Peymond préférait lui substituer, et d'après 
laquelle à toute fraction décimale (limitée ou illimitée), correspond 
un point déterminé et un seul, sur toute droite orientée73)? Cette 
correspondance ne résulte-t-elle pas plutôt de nécessités d'ordre psycho
logique? .Pour élucider ce point fondamental, Paul du Bois-Reymond 
imagine deux philosophes qu'il qualifie d'idéaliste et à'empiriste, les 
met aux prises et nous fait assister à leurs débats. L'idéaliste cherche 
à démontrer la correspondance envisagée, mais il ne peut y parvenir 
et finalement cette correspondance revêt pour lui un caractère de né
cessité inéluctable; il reconnaît qu'elle résulte de la façon dont il pose 
la notion même d'espace. Pour l'empiriste il n'y a pas de point sur 
une droite, mais seulement des vecteurs que l'on peut concevoir aussi 
petits que l'on veut; la droite elle-même est, si l'on veut, un cylindre 
dont le rayon de base peut être conçu aussi petit que l'on veut; dès 

71) Lorsqu'on se place au point de vue du nombre ordinal (I 1, 4), 
l'échelle des nombres réels que l'on obtient en Arithmétique, et avec laquelle on 

apprend à calculer d'après des règles qui peuvent sembler fixées arbitrairement, 

donne effectivement naissance à un pur formalisme, entièrement dégagé de toute 

intuition; 

72) P.duBoisSeymond, Die allgemeine Functionentheorie, 1, Tubingue 1882; 
trad. G. Milhaud et A. Girod, Nice 1887, p . 61. .Vo i r aussi L. Couturat, De 

l'infini math., Paris 1896, p . 322, 331.* 
73) Comme tout nombre irrationnel peut être représenté par une fraction 

systématique infinie, à base quelconque, ce postulat revient au fond à celui de 

G. Cantor. 
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qu'on fixe ce rayon r, toute partie de la droite de longueur < r peut 
être envisagée comme un point au même titre que le cylindre est 
envisagé comme une droite. H est d'ailleurs aisé de voir qu'à tout 
nombre r > 0 correspond un nombre naturel p tel que si, dans une 
fraction décimale illimitée déterminée, on laisse de côté toutes les dé
cimales à partie de la p", la fraction décimale limitée ainsi obtenue 
et celle qu'on en déduit en augmentant sa dernière décimale d'une 
unité diffèrent l'une de l'autre de moins de r; à ces deux fractions dé
cimales limitées et à la fraction décimale illimitée envisagée qu'elles 
enserrent manifestement, correspond donc un point, au sens actuel du 
mot. Quand r varie, p varie, ce qu'on entend par point varie, mais 
la correspondance subsiste. Ainsi pour l'empiriste comme pour l'idéa
liste, quoique pour des raisons bien différentes, à toute fraction dé
cimale illimitée correspond nécessairement un point sur une droite 
orientée* 

Ce n'est pas ici qu'il convient d'expérimenter la valeur de l'argu
mentation de Paul du Bois-Reymond au point de vue de l'épistomo-
logie74) (théorie de la connaissance). Quelle que soit la conclusion 
à laquelle elle incite le philosophe, elle ne saurait guère qu'affermir 
finalement le mathématicien dans l'idée que pour fonder une théorie 
du nombre irrationnel sur l'étude des grandeurs mesurables, il est in
dispensable de faire appel à quelque proposition (axiome, postulat ou 
hypothèse confirmée par l'expérience) remplaçant plus ou moins celle 
de Cantor-Dedékind. 

Dans la doctrine du nombre irrationnel que G. Ascoli oppose à la 
doctrine arithmétisante, comme seule conforme à la nature des choses, 
ce postulat est le suivant75): Envisageons une suite infinie de vecteurs 
a1b1, asbs, . . ., anbn, . . . chacun situé tout entier à l'intérieur du pré
cédent et tels qu'à chaque entier rationnel positif s, fixé aussi petit 
que l'on veut, corresponde un indice n à partir duquel les longueurs 
des vecteurs anbn soient toutes inférieurs à s: il existe un point, et 
un seul, situé à l'intérieur de tous ces vecteurs. En s'appuyant sur 
ce postulat, on peut édifier une théorie des nombres réels à l'abri des 
critiques formulées à la fin du n° 5. Le point de vue de G. Ascoli serait 
donc légitime si l'intuition spatiale que nous avons a priori, était nette 
et précise, ou même pouvait être rendue telle par simple abstraction. 
Il ne semble pas toutefois qu'il en soit ainsi. Le nombre de ceux 
qui estiment que l'intuition sensible conserve toujours par elle-même 
quelque chose de flottant et d'imprécis a beaucoup augmenté dans 

74) P. du B-B. Fuucth. " ) ; trad. p . 31/169. 
75) R. Ist. Lombardo Bendic. (2) 28 (1895), p . 1060. 
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les dernières années; si, comme tout porte à le croire, cette opinion 
s'accentue encore, aucune doctrine analogue à celle de G. Ascoli ne 
parviendra à se substituer à la doctrine arithmétisante; la caracté
ristique de toute doctrine arithmétisante est précisément de suppléer 
à l'imprécision de l'intuition spatiale en constituant a priori, sans faire 
aucun appel à cette intuition, non plus qu'à toute autre intuition sen
sible, l'échelle des nombres réels, pour faire correspondre ensuite76) 
à cette échelle, au moyen d'un postulat, la suite (l'échelle) des points 
d'une droite; la notion de droite revêt ainsi le caractère de netteté 
et de précision qui lui manquait77) et que l'on est aujourd'hui en 
droit d'exiger de toute notion mathématique. 

10. P o i n t d e v u e d e L . K r o n e c k e r . C'est en se plaçant à un 
point de vue tout différent que L. Kroneclier a combattu la doctrine 
arithmétisante. Il la rejette, non pas parce qu'elle est arithmétisante78), 
mais au contraire, parce qu'elle ne l'est pas assez. Elle ne l'est pas 
assez, parce qu'elle conserve un certain nombre de notions artificielles 
dont la véritable origine est essentiellement distincte de celle de 
nombre naturel et qu'ainsi, dans cette doctrine, les propriétés des 
nombres et systèmes de nombres naturels, dont la connaissance cons
titue finalement toute l'Analyse, loin de pouvoir se déduire les unes 
des autres au moyen d'un réseau d'identités, comme l'exigerait notre 
entendement pour être pleinement satisfait, ne nous apparaissent 
reliées les unes aux autres que par des intermédiaires étrangers à 
l'Arithmétique. Le rôle joué par ces intermédiaires n'est d'ailleurs 
pas seulement un rôle secondaire, puisqu'il n'est en général pas 
possible de s'en défaire au moyen d'un nombre fini de transformations 
effectuées sur les nombres naturels eux-mêmes. 

.C'est pour suppléer à ce manque d'arithmétisation complète de 
la doctrine dite arithmétisante, que L. Kroneclcer a préconisé un 
changement de méthode qui aboutirait, s'il était réalisé, à une véritable 
révolution scientifique79). 

76) H. von Heimholte insiste aussi sur un autre avantage qu'offre cette 

méthode: c'est la certitude de pouvoir décrire, avec telle approximation que l'on 

veut, celles des relations entre objets réels auxquelles on peut appliquer le 

système de symboles qui constitue l'Arithmétique [Philos. Aufsätze, Ed. Zeller 

gewidmet, Leipzig 1887, p. 20; Wiss. Abh. 3, Leipzig 1895, p . 359J. 

77) Voir, par exemple, F. Klein4*), Math. Ann. 37 (1890), p. 572. 
78) Le mot arithmétiser est dû à L. Kronecker qui l'a employé dans le 

sens restreint conforme à sa doctrine [J. reine angew. Math. 101 (1887), p . 338; 
Werke 3 1, Leipzig 1899, p . 253]. 

79) tE. Netto, Mathematical papers of the Chicago Congress 1893, éd. New-

York 1896, p. 244.* 
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L. Kronecker prétend séparer nettement l'Analyse de la Géométrie 
et de la Mécanique. Elle doit en différer aussi bien par son objet 
(étude des propriétés des nombres naturels) que par sa méthode qui 
doit lui être propre. Tandis qu'en Géométrie et en Mécanique les 
quantités que l'on envisage sont naturellement ordonnées suivant leur 
ordre de grandeur, l'étude des propriétés des nombres naturels nécessite 
des groupements tout différents de ces nombres; c'est donc aller contre 

la nature des choses que de vouloir créer une doctrine comme celle 
que l'on a, bien à tort, désignée sous le nom d'arithmétisante, et qui 
prétend servir de base à la fois à l'étude du nombre naturel et à 
celle des grandeurs extensives; une telle doctrine ne saurait être 
qu'artificielle80).* 

L'Analyse doit, d'autre part, se garder de considérations générales 
d'ordre logique étrangères à son objet. Les définitions ne doivent 
introduire en Analyse que des notions auxiliaires facilitant l'étude des 
divers groupes naturels que l'on forme pour étudier les propriétés 
des nombres. Ces notions auxibaires doivent avoir un caractère 
arithmétique et non logique seulement, en sorte qu'elles ne sauraient 
porter que sur des groupes dont chaque élément puisse être effectivement 

obtenu au moyen d'un nombre fini d'opérations81), et non sur des 

groupes simplement déterminés par une convention logique non con
tradictoire. 

.De même l'évidence logique d'un raisonnement ne suffit pas 
pour légitimer l'emploi de ce raisonnement en Analyse. Pour avoir 
donné une démonstration mathématique d'une proposition, il ne suffit 
pas, par exemple, d'avoir établi que la proposition contraire implique 
contradiction. Il faut donner un procédé permettant d'obtenir, au 
moyen d'un nombre fini d'opérations arithmétiques au sens ancien du 
mot, effectuées sur les éléments que l'on envisage, le résultat qu'énonce 
la proposition à démontrer. C'est ce procédé qui constitue l'essence 

même de la démonstration; il ne vient pas s'y ajouter. 

Pour constituer l'Analyse, L. Kronecker adjoint aux nombres naturels 
des symboles u, v, . . . (en nombre fini) soumis par définition, aux 
mêmes règles de calcul que ces nombres, et il se propose d'étudier 
les propriétés des nombres naturels, en même temps que celles des 
polynômes en u, v, . . . ayant pour coefficients des nombres naturels 

80) A. Pringsheim défend le point de vue opposé [Sitzgsb. Akad. Mûnchen 

27 (1897), p. 323 en note]. 

81) Festschrift zu E. E. Kummer'a Doctor-Jubilâum, Sept. 1 8 8 1 , éd. Berlin 

1882 § 4 ; J. reine angew. Math. 92 (1882), p . 11 en note; Werke 2, Leipzig 1897, 
p. 2 5 7 ; / . Molle, Thèse, Paris 1884, p . 6 ; Acta math. 6 (1885), p. 6. 
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déterminés. L'ensemble de ces polynômes forme ce qu'il appelle le 
domaine d'intégrité [1, u, v, . . . ] ; cbacun de ces polynômes est un 

élément de ce domaine d'intégrité. L'introduction des symboles u, v,... 
n'a d'ailleurs pour objet que de faciliter l'étude des groupes de nombres 
naturels; elle n'introduit aucune notion étrangère à celle de ces nombres; 
elle les relie seulement. 

Il peut être avantageux, dans certaines recherches, de supposer 
que quelques uns des symboles u, v, . . . soient soumis à une ou 
plusieurs conditions déterminées; on envisagera, par exemple, le domaine 
d'intégrité [1, u, v], où v est un symbole tel que v + 1 = 0, tandis que 
le symbole u n'est soumis à aucune condition restrictive; ou encore 
le domaine d'intégrité [1, v] où quelque polynôme en v (comme 
v2 + 1 par exemple) soit égal à zéro82). L. Kronecker appelle indéter
minés tous les symboles u, v,... adjoints aux nombres naturels; il appelle 
entièrement indéterminés ceux de ces symboles, tels que w, qui ne sont 
soumis à aucune condition restrictive: un polynôme en u ne doit 
être regardé que comme une certaine façon d'écrire ses coefficients 
en les distinguant les uns des autres; on peut d'ailleurs, au cours de 
toute déduction, y remplacer u par le nombre naturel que l'on veut. 
Les conditions telles que » + 1 = 0, ou v2 + 1 = 0, imposées aux 
autres symboles indéterminés, sont toujours supposées non contra
dictoires; dans chaque recherche particulière il peut y avoir lieu de 
vérifier qu'il en est ainsi. 

La généralisation de la notion d'égalité, à laquelle on est amené 
dans la doctrine dite arithmétisante, est au fond provoquée par la 
Géométrie; elle doit donc rester étrangère à l'Analyse telle que l'a 
conçue L. Kronecker. Dans cette Analyse, on superpose à la notion 
d'égalité, au sens ancien du mot, celle de congruence: congruence 
prise suivant un module, congruence prise suivant un système de 
modules83); chacun de ces modules est d'ailleurs choisi parmi les 
éléments du domaine d'intégrité que l'on envisage. 

Le principe de l'économie dans la science, économie de temps, 

82) t L . Couturat affirme [Revue métaph. 6 (1898), p . 4 4 4 ] qu'à ce point de 

vue purement formel, les n racineB d'une équation algébrique f(x) = 0, sont 
indiscernables. Cela n'est pas exact; on peut obtenir au moyen d'un nombre 

fini d'opérations n intervalles dans chacun desquels f(x) ne change de signe 

qu 'une fois au plus [Cf. I 1 2 ] . * 
83) C'est là une généralisation d'une notion due à C. F. Gauss et d'un 

point de vue adopté par A. L. Cauchy . [Voi r H. Padé, Premières leçons d'Algèbre 

élém., Paris 1 8 9 2 ; préface de J. Tannery, p . XIII en note]. La critique faite 

par L. Couturat à cette introduction systématique de la notion de congruence 

[Infini math 7 S ) , p 613, 616] repose sur un malentendu.* 
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de la lonction inverse de snu par une intégrale delime. Evaluation de u con
naissant snu ou p u . 
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dz 
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v T ? + 4 B « ' - t - 6 C a ! - t - 4 D * - f - E 
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/
dy 

— priseä 

- v 4 (y - «i ) ( y - « j ) ( r — e 3 ) 
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dz dy 
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PREMIÈRES LEÇONS 

D'ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE 
NOMBRES POSITIFS ET NÉGATIFS. — OPÉRATIONS 

SUR LES POLYNOMES; 

P R 

H E N R I P A D É , 
ANCIEN ELEVE DE L'ÉCOLE NORMALb SUp£rIEURR, 

PROFESSEUR AGRLOÉ DE l'UN1\ ERSITL. 

Avec une Préface 

DE 

JULES TANNERY, 
SOLS-DIREÏ TCUR DES ETUDES S lEZVTrriQUFS A L'LCOLE NORMALE SUPj'.RIELRIÏ. 

UN VOLUME IN-8 ; 1 8 9 2 . — PRIX : 2 v i \ . 50 c. 

Introduction. 

Les éléments sur lesquels se développent tout d'abord les théories de 
l'Arithmétique sont les nombres entiers. Ils constituent le premiei 
ensemble q 11 soit l'objet de nos spéculations mathématiques: nous pouvons 
l'appeler l'ensemble du premier ordre. 

Mais dejd, dès la théorie de la division, on se trouve amené à étendre 
cet ensem le, a adjoindre aux nombres entiers toute une nouvelle catégorie 
do nomb es, les nombres fractionnai-os; on obtient ainsi l'ensemble des 
nombr ? rai'onnels. C'est l'ensemble eu second ordre, dont l'ensemble du 
p'emier rdre, celui des nombres entiers, ne constitue qu'une partie. 

Cet ei omble du second ordre douent de nouveau insuffisant, dès que 
l'on aborde l'extraction des racine6!, A l'on doit alors procéder à une nou
velle extension, adjoindre aux éléments déjà introduits une nouvelle 
catégorie de nombres, les nombres irrationnels ou incommensurables. 
Ainsi s'obtient l'ensemble du troisième ordre, celui des nombres rationnels 
et irrationnels, qui embrasse celui du second ordre et par suite celui du 
premier. 

L'étude de ces trois premiers ensemble» constitue ce que l'on a coutume 
d'appeler proprement 1 Arit/imétiqua. 

E cependant on peut aller plus loin et faire \o i r comment l'ensemble du 
Iro'sième ordre devient lui aussi in«iiffi=ant, comment on est amené a 
adjoindre à se» éléments toute une nouvelle catégorie de nombres, los 
nombres ntgati s; par cette annexe s'obtient l'ensemble du quatrième 
ordre, celui deb nombres posit'fs et ué«atifs; c'est le premier de ceux dont 
l'étude constitue, à proprement parler, VAlgèbre, qui apparaît bien ainsi 
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comme l'Arithmétique généralisée, l'Arithmétique universelle de Newton. 
Celte nécessité d'introduire les nombres négatifs se rencontre lorsque 

l'on cherche a résoudre les problèmes les plus simples de l'Arithmétique 
en les mettant en équations; on s'aperçoit vite qu'en se bornant au seul 
ensemble des nombres rationnels et irrationnels, on est dans l'impossibilité 
d'arriver à des règles générales pour résoudre ces équations; on recon
naît en même temps quelle est la nature des nouveaux éléments qu'il faut 
introduire pour vaincre cette difficulté, et comment on devra alors modi
fier les définitions des opérations fondamentales. 

Avec l'introduction des nombres négatifs ne se clôt pas la suite des 
généralisations ; la même question qui la nécessite conduit, en effet, aune 
nouvelle extension de l'ensemble des éléments, à l'introduction des quan
tités complexes. On constitue ainsi l'ensemble du cinquième ordre auquel 
appartient celui des nombres positifs et négatifs, et, par suite, chacun des 
précédents. 

Enfin, des questions d'un autre ordre, la représentation symbolique de 
certaines grandeurs, conduisent encore à de nouvelles généralisations, 
et ainsi se constitue, sans qu'il soit possible d'en apercevoir le terme, la 
série des ensembles de plus en plus généraux qui s'imposent successivement 
à notre étude et qui forment la base de toute YJnalj ve. 

Il ne faut cependant pas croire que plus l'ordre de l'ensemble auquel 
on s'adresse est elevé, plus l'intérêt qu'il présente est considérable. Des 
propriétés et des applications nouvelles peuvent, il est vrai, apparaître ; 
c'est ainsi que la continuité, qui est appelée à jouer un si grand rôle dans 
l'étude des ensembles d'ordre plus élevé, apparaît avec l'ensemble des 
nombres rationnels ; quand on est en possession de l'ensemble des nombres 
rationnels et irrationnels on peut mesurer toute grandeur mesurable; avec 
les nombres positifs et négatifs on arrive à la représentation des grandeurs 
à deux sens inverses l'un de l'autre, etc. Mais, par contre, à mesure que 
les ensembles s'élargissent, les opérations fondamentales auxquelles sont 
soumis leurs éléments peuvent perdre de leurs propriétés. On le conçoit 
aisément, puisque c'est en introduisant des éléments nouveaux que l'on 
passe d'un ensemble à ceux d'ordres plus élo\és . Ainsi, pour ne citer qu'un 
exemple simple, dans l'ensemble des nombres rationnels et irrationnels, 
l'extraction do la racine carrée est uno opération qui conduit à la connais
sance d'un seul nombre; outre qu'elle n'est plus toujours possible, elle 
conduit à un résultat ambigu dans l'ensemble des nombres positifs et né
gatifs. 

Comment peut-on procéder à l'étude d'un ensemble déterminé? Deux 
voies semblent naturellement s'offrir. La première consiste à partir de l'en
semble d'ordre immédiatement inférieur; à annexer à ses éléments les 
éléments nouveaux qui doivent être introduits pour obtenir l'ensemble que 
l'on veut étudier, puis à étendre celles des définitions, celles des propriétés 
qui, applicables pour l'ensemble qui sert de point de départ, peuvent 
encore convenir à celui auquel on arrive. Ainsi l'on peut passer, par une 
sorte de synthèse, de l'ensemble d'ordre le moins élevé, successivement, 
aux ensembles d'ordres plus élevés. C'est la voie qui est toujours suivie 
pour les ensembles d'ordre inférieur; c'est ainsi que, des propriétés des 
nombres entiers, on conclut d'abord à celles des nombres fractionnaires, 
puis, réunissant les deux catégories de nombres, on se trouve en posses
sion des propriétés des nombres rationnels, qui forment l'ensemble du 
second ordre; c'est ainsi encore qu'on passe d'abord des nombres ration
nels aux nombres irrationnels pour conclure ensuite aux propriétés de 
l'ensemble du troisième ordre qui comprend, à la fois, les deux espèces de 
nombres. C'est aussi la voie que semble avoir suivie la science elle-même 
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duns son développement, allant du simple au composé; et cependant ce 
n'est pas colle qui est suivie pour l'étude des ensembles d'ordre plus élevé. 

Ici, des que l'on a reconnu la nature des éléments qui doivent composer 
l'ensemble à étudier, on les définit de toutes pièces, pour ainsi dire en 
bloc, sans distinguer ceux d'entre eux qui correspondront aux éléments de 
l'ensemble d'ordre inférieur. De même se définissent à nouveau, pour 
tous les éléments sans distinction, les opérations auxquelles ils doivent être 
soumis, et ainsi peut être faite, entièrement, l'élude de l'ensemble, sans 
qu'ont l'ait rattaché effectivement à aucun autre. Après seulement on 
distingue parmi ses éléments ceux qui constituent l'ensemble de l'ordre 
inférieur, et l'on fait remarquer que les opérations que l'on a définies, 
appliquées en particulier à ces éléments spéciaux, reproduisent certaines 
des opérations relatives à cet ensemble. Ainsi, quand on a reconnu la 
nécessite de l'introduction des quantités com) lexes, on les définit a priori, 
on définit les opérations d'addition, de multiplication, etc.. puis l'on 
remarque que ces opérations appliquées aux quantités complexes où le 
coefficient de \J — 1 est nul, quantités qui peu. ent être regardées comme 
constituant l'ensemble des nombres positifs et négatifs, ne sont autres que 
ces mêmes opérations définies dans l'étude de cet ensemble. 

Cette seconde méthode, qui a tous les défauts des qualités de l'autre, a 
cependant un côté précieux. Elle a l'avantage de mettre tous les éléments 
qui constituent l'ensemble à étudier sur un même plan, de leur attribuer, 
dès le début, un rôle équivalent, et par là de placer sous son véritable 
jour l'étude nouvelle, que l'on entreprend, d'un ensemble nouveau. 

C'est celle que nous avons adoptée pour notre étude des propriétés 
fondamentales des nombres positifs et négatifs. Dans ce cas spécial, l'avan
tage que nous venons de lui reconnaître emprunte, en effet, à une circon
stance toute particulière, une nouvelle importance. La nature des nombres 
positifs et négatifs est telle que, pour les représenter de la façon la plus 
simple, il n'est pas besoin de créer de nouveaux symboles : ceux dont on 
l'ait usage dans l'étude de l'ensemble des nombres rationnels et irrationnels 
suffisent. Mais il faut pour cela attribuer aux signes H- et — un double 
sens. Tandis que dans l'étude de l'ensemble des nombres rationnels et 
irrationnels ces signes sont exclusivement des signes d'opérations dans 
l'étude des nombres positifs et négatifs, ils peuvent être regardés tantôt 
comme des signes d'opérations, tantôt comme des signes faisant connaître 
la classe a laquelle appartient le nombre qui en est précédé. 

La confusion qui résulte de cette double signification est sans doute la 
plus grande difficulté que l'on rencontre dans l'exposition de l'addition et 
de la soustraction algébriques. Elle se trouve évitée, si l'on consent à 
définir les nombres positifs et négatifs sans faire usage des signes -+- et —, 

Far exemple, au moyen de deux indices, l'un pour les nombres positifs, 
autre pour les nombres négatifs; il suffit alors de poursuivre les consé

quences des propriétés de l'addition pour voir bientôt s'introduire néces
sairement la nouvelle signification des signes -t- et — . C'est ainsi que nous 
avons fait; sans doute on est en droit de dire que ce n'est pas là une 
méthode naturelle : peut-être trouvera-t-elle indulgence à cause de la clarté 
qu'elle donne à ces débuts toujours un peu pénibles de la théorie des 
opérations algébriques. 

Extrait de la Préface. 

J'espère que le livre de M. Padé sera lu avec un vif intérêt par les 
élèves et par les maiLres; il est d'une extrême clarté, et tous ceux qui ont 
réfléchi au sujet qu'il traite reconnaîtront que ce n'est pas un petit 
mérite. JULES TANNEUV. 
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MÉRAY ( Ch. ), Professeur à la Faculté des Sciences de Dijon. — Leçons 
nouvelles sur l'analyse infinitésimale et ses applications géomé
triques. (Ouvrage honoré d'une souscription du Ministère de l'Instruc
tion publique.) Quatre beaux volumes grand in-8 se vendant séparément. 

P* P A R T I S : Principes généraux; 1894 , . . . Ï3 fr. 
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seule -variable; 1895 14 fr. 

III* P A R T I ! : Questions analytiques classiques ; i8g7 6 fr. 
IV* P A R T I E : Applications géométriques classiques; 1898 7 fr. 

Extrait de la Préface. 
.. L'Ouvrage que nous annonçons est aussi une reconstruction de la même 

branche de l'Analyse, mais d'un caractère radical et simple, faisant retour 
aux idées de Lagrange et d'Abel, utilisant sous des tonnes nouvelles les 
moyens de démonstration indiqués par Cauchy, affermissant leur puissance. 
La méthode de l'Auteur consiste à prendre pour base unique de la théorie 
des fonctions dans ses moindres détails h possibilité générale de les repré
senter par des séries entières (formule de Taylor), sauf à asseoir solide
ment cette propriété universelle sur l'analyse successive des principaux 
algorithmes qui donnent naissance à de nouvelles fonctions ainsi que sur 
son existence préexistante pour les fonctions connues impliquées dans ces 
calculs comme données. Les dérivées sont définies non plus par des limites 
de rapports, mais comme coefficients des accroissements des variables 
dans les développements des accroissements des fonctions en séries en
tières par rapport á ceux-ci; c'est l'intuition de Lagrange rendant leur 
existence évidente, rendant dès lors inutile toute restriction à cet égard. 
Les intégrales indéfinies ne sont plus des limites de sommes, prises entre 
des limites variables, mais de simples résultats de calcul inverse des dé
rivées, ce qui dispense de la distinction si fastidieuse, faite quelquefois 
entre les fonctions integrables et celles qui ne le sont pas. L'existence de 
toute nouvelle fonction est déduite de la Méthode des coefficients indé
terminés, appliquée à la construction de son développement, complétée 
par la discussion soigneuse de la convergence de cette série.... 

Les avantages de cette méthode sont nombreux : la rigueur du raison
nement devient absolue, sa simplicité extrême, puisque tout, sans effort, 
découle d'un seul principe suffisant à toutes choses, les reliant étroitement 
les unes aux autres, les expliquant les unes par les autres, puisque les 
énoncés et les démonstrations reprennent, pour ne jamais s en écarter, 
les allures des parties les plus claires de l'Algèbre. La théorie des fonctions 
imaginaires délivrée de ses adhérences artificielles avec la Trigonométrie 
se montre maintenant naturelle, renfermant celle des fonctions réelles au 
lieu de lui être pesamment subordonnée; les considérations pénibles qui 
se rattachent à la discussion de la monogénêité, ce mot lui-même, sont 
définitivement supprimés. Il est bien vrai, comme on l'a déjà opposé 4 
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l'Auteur, que les fonctions sans autre propriété que la continuité, la pos
session de dérivées considérées comme limites de rapports, etc., sont 
mises ainsi hors la loi ; à cette objection M. Méray se rendra quand on lui 
aura montré une seule fonction de ce genre, non développable par la for
mule de Taylor, dont la considération ait procuré autre chose que des 
thèmes difficiles aux jeux de l'esprit mathématique. 

Si ces innovations sont considérables, elles ne sont pas improvisées ; 
dès 1872, l'Auteur les a proposées sommairement dans son Nouveau Précis 
d'Analyse infinitésimale et depuis vingt-quatre ans il les développe mi
nutieusement devant ses élèves. 

Le public peut donc le suivre avec eux sans manquer aux règles de la 
prudence. 
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III* PARTIE. Avertissement. Intégration indéfinie des différentielles courantes. Calcul de certaines intégrales définies par des moyens n'exigeant pas la connaissance des intégrales indéfinies. Equations différentielles élémentaires. Equations aux dérivées partielles du premier ordre. Questions de maximum et de minimum. Intégrales multiples réelles. Additions. 
IV* PARTIE. Avertissement. Préliminaires. Rectifications. Quadratures. Cuba tures. Contacts en général. Contacts des surfaces et des lignes avec les figures du premier degré. Figures enveloppes. Contacts du premier ordre entre la sphère, ou le cercle, et des figures données. Propriétés saillantes des surfaces usuelles. Contacts d'ordres supérieurs d'une ligne avec le cercle et U sphère. Questions se rattachant aux contacts du second ordre d'une surface avec le cercle et la droite. Addition. Principales formule* en coordonnées polaires. 

47695. Paris. — Imp. Gauthier-Villars, quai des Grands-Augustin», 55. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L I B R A I R I E G A U T H I E R - V I L L A R S , 
QUAI DES GRANDS—AUGUST1NS, 55, A PARIS ( 6 \ ) 

Envoi franco dans toute 1 Union postale contre mandat-poste ou valeur sur Paris. 

LEÇONS D'ALGÈBRE 
ET D'ANALYSE 

A L USAGE DES ÉLÈVES DES CLASSES DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

PAR 

J u l e s T A N N E R Y , 

Sons-Directeur de l'École Normale supérieure. 

DEUX VOLUMES GRAND IN-8 ( a 5 x i 6 ) SE VENDANT SÉPARÉMENT. 

TOME I. Volume de vn-4a3 pages, avec 35 figures et 166 exercices; 
1906 12 fr. 

TOME II. Volume de 636 pages, avec 104 figures et 238 exercices ; 
1906 12 fr. 

(Ouvrage conforme au programme du 27 juillet 1904 ) 

Préface. 
J'ai essayé de rédiger les présentes Leçons dans un esprit conforme à 

ce ui des programmes de la classe de Mathématiques spéciales, tels qu'ils 
ont e e arrêtés, en igo4, après entente entre les représentants des Minis-
te es intéressés. Je me suis appliqué, de mon mieux, à rendre les choses 
\ "blés, à éviter les détours subtils et l'abus du formalisme, à écarter les 
propositions particulières qui n'intéressent que les curieux, ou les géné-
r 1 es sans application, à pousser enfin les théories jusqu'à la réalisation 
numérique. 

Toutefois, lorsqu'il m'est arrivé de laisser décote certains raisonnements, 
ind spensables pour établir un théorème en toute rigueur logique, j 'ai cru 
de\ oir en avertir le lecteur et lui signaler les difficultés ou les lacunes. J'ai 
horreur d'un enseignement qui n'est pas toujours sincère : le respect de la 
venté est la première leçon morale, sinon la seule, qu'on puisse tirer 
de l'étude des sciences. Sans doute, il y a des démonstrations qui ne sont 
pas rigoureuses et qui sont excellentes, parce qu'elles laissent dans l'esprit 
une image qui ne s'efface pas, que l'on voit en même temps que la propo-
sit on, et dont la clarté suffit à guider dans les applications; si elles pré
sentent quelque lacune, il faut le savoir, et il est bon de savoir où est 
cette lacune. Aussi bien dans la vie pratique que dans la spéculation, il 
in porte de distinguer ce que l'on comprend avec certitude, ce dont on est 
ju ment persuadé, ce que l'on croit ; il est bon de distinguer les choses 
que l'on possède entièrement et celles dont on peut user, sous certaines 
co di 10ns. 
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Je n avais ni la place, ni les connaissances nécessaires pour indiquer par
tout, d'une façon sûre, la filiation historique des idées; je n'ai fait nulle his
toire et je le regrette. Sauf quelques noms consacrés par l'usage, j 'ai évité 
les noms propres ; l'habitude d'accoler un nom à toutes les propositions 
me semble un abus qui n'a rien à faire avec l'histoire. Lors même que cette 
habitude est consaciee, elle ne va pas sans inconvénient; il est fâcheux 
qu'un elfve de Mathématiques spéciales ne connaisse Descartes que par la 
règle des signes, Newton que par la méthode d'approximation ou la formule 
du binôme et qu'il soit tenté de regarder Rolle comme aussi grand mathé
maticien que De«cartes ou Newton. Je n'ai point cité davantage, bien qu'ils 
fussent souvent d'excellents géomètres, les auteurs des démonstrations ou 
des améliorations à des démonstrations antérieures : il m'aurait été parfois 
difficile de distinguer entre les souvenirs de mes lectures, de mes conver
sations avec mes maîtres, mes collègues ou mes élevés. Ne pouvant le faire 
partout, je ne l'ai fait nulle part. 

N'ayant cité personne, je dois m'exeuser d'autant plus d'avoir souvent 
renvoyé le lecteur à mon Introduction à la théorie des fonctions d'une 

que les présentes Leçons. Je me suis proposé d'y présenter les choses, 
sous une forme abstz-aite, avec une entieie rigueur logique : cette rigueur 
est indispensable quand on veut pénétrer dans certains domaines de la 
Science, où celui qui prétendrait s'en passer commettrait a coup sûr les plus 
lourdes erreurs; celles-ci ne sont guère à craindre, au moins actuellement, 
dans les applications des Mathématiques, et il n'est pas mauvais, en c o m 
mençant, de ne pas se laisser pai alyser par la terreur d'y tomber : quelques 
lecteurs, toutefois, peuvent désirer connaître le complément d'un raison
nement, la suite d'une théorie : c'est à ce désir possible que j 'ai voulu ré
pondre. 

Ln achevant la rédaction, j 'ai été quelque peu effraye de la longueur de 
mon manuscrit : je voudrais me persuader que cette longueur tient à l'abon
dance des explications et au nombre des exemples : je serai heureux si le 
lecteur trouve trop facile la lecture de ces Leçons et s'il juge qu'il aurait 
bien pu traiter seul les exemples que j 'ai développés. Toute brièveté a son 
mérite, même la brièveté verbale, que j e n'ai nullement cherchée; mais la 
véritable brièveté n'est pas celle-là : le parfait enseignement serait, à mon 
sens, un enseignement tel que celui qui l'a reçu et qui se l'est complètement 
assimilé s'étonne du peu de place que tiennentdans sa propre pensée les prin
cipes fondamentaux, les théories qui s'en déduisent, les méthodes qui en 
résultent, parce que ces principes sont si clairs, ces déductions si naturelles, 
ces méthodes si aisées qu'il peut à chaque instant les retrouver sans effort. 
Est-il besoin de dire que je n'ai nullement la prétention de m'être approché 
de cet idéal, même de loin ? 

CHAP. I. Notion de coupure. Nombres irrationnels, Calcul des radicaux-
Exposants fractionnaires, négatifs, irrationnels. Défnition des nombres i n j -
lionnels. Operations sur ces nombres. Calcul des udicaux. Exposants frac
tionnaires, négatifs, irrationnels. Extension de l'idée de coupure: arc, aires. 
Exercices. — CSAP. II. Polynômes. Préliminaires. Etude d'un polynôme à une 
variable pour les valeurs de la variable voisine de zéro. Polynômes identiques. 
Etude d'un polynôme pour les valeurs de x voisines de a. Dérivées d'un poly
nôme. Puissances d'un binôme. Polynômes à plusieurs variables. Exercices. 
— CHAP. III. Division des polynômes. Division par un monôme, Polynômes 
ordonnés suivant les puissances décroissantes delà variable. Polynômes ordonnés 

préocupations tout autres 

Table des Matières du Tome I. 
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suivant les puissances croissantes de la variable. Polynômes à plusieurs variables. 
Exercices. — CHAP. IV. Des fractions rationnelles. Etude d'une fraction ra
tionnelle en x pour les valeurs de x voisines d'une valeur donnée. Fonction 
homographique. Exercices. — CHAP. V. Plus grand commun diviseur. Défi
nition et recherche du plus grand commun diviseur. Propriétés du plus grand 
commun diviseur. Divisibilité. Polynômes à plusieurs variables. Condition pour 
que deux polynômes en x soient premiers entre eux, pour qu'ils aient un divi
seur de degré égal ou supérieur à un nombre donné. Exercices. — CHAP. VI . 
Nombres imaginaires. Définitions : opérations sur les nombres imaginaires. 
Représentation géométrique des nombres imaginaires. Racines niim". Exer
cices. — CHAP. VII. Etude des polynômes à coefficients et à variable ima
ginaires. Définitions. Interprétation geométriqne. Etude d'un polynôme pour 
les valeurs de la variable voisines d'une valeur donnée. Extension de divers 
résultats. Théorème fondamental de l'Algèbre. Exercices. — CHAP. VIII. Arran
gements, combinaisons, permutations, inversions. Formule du binôme. 
exercices. — CHAP. IX. Equations du premier degré. Exercices. — CHAP. X . 
Déterminants; équations au premier aegré. Définition et propriétés fonda
mentales des déterminants. Equations du premier degré. Multiplication des 
déterminants. Méthodes d'élimination d'Euler, Sylvester et Bézout. Exercices. 

Table tUs matières du Tome I I . 

CHAP. X I . Séries. Séries. Exercices.— CIIAP. X I I . Fonctions d'une variable 
réelle. Généralités, Définition de diverses fonctions. Exercices. — CHAP. XIII . 
Dérivées. Définition, calcul des dérivées. Théorèmes fondamentaux sur la 
variation des fonctions. Fonctions primitives. Dérivées et fonctions primitives 
de fonctions d'une variable réelle à coefficients imaginaires. Etude de la va
riation des fonctions primitives. Exercices.— CHAP. XIV. Séries de fonctions. 
Séries dont les termes sont des fonctions d'une variable. Séries entières en x. 
Développements en séries de quelques fonctions simples. Formules de Taylor 
et de Maclaurin. Cas où la variable est imaginaire. Fonctions exponentielles 
et circulaires. Fractions rationnelles. Infiniment petits et infiniment grands. 
Exercices. — CHAP. XV. Applications à l'étude d'une fonction, à la sépara
tion et au calcul des racines d'une équation. Etude de la variation d'une 
fonction donnée. Séparation des racines. Calcul approché des racines d'une 
équation. Exercices. — CHAP. X V I . Equations algébriques. Relations entre 
les coefficients et les racines. Fonctions symétriques. Elimination. Equations 
numériques à une inconnue. Exercices. — CHAP. XVII . Notation différen
tielle. Courbes planes. Notation différentielle. Courbes planes. Exercices. — 
CHAP. XVIII . Notions de calcul intégral. Intégrale définie. Intégrales indé
finies et intégrales définies. Evaluation approchée d'une intégrale définie. 
Applications géométriques. Equations différentielles. Exercices, 

A L A M Ê M E L I B R A I R I E . 

LÉVT (Lucien) , Examinateur d'admission et Répétiteur d'Analyse à l'École 
Polytechnique. — Précis élémentaire de la théor ie des fonctions 
elliptiques, avec Tables numériques et applications. Grand in-8, avec 
figures; 1 8 9 8 . . . . , 7 fr. 5o c . 

RAFFY ( L . ) , J'\ître de Conférences à la Faculté des Sciences et à l'École 
Noi maie .supérieure. — Leçons sur les applications géométriques de 
l 'Analyse. Eléments de la théorie des courbes et des surfaces. Grand 
in-8, avec figures; 1897 ^ 7 fr. 5 o c . 
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C O O R S D E G É O M É T R I E D E L A F A C U L T É ES SCIENCES 

LEÇONS 
3U I B S 

SYSTÈMES ORTHOGONAUX 
ET LES CO RDONNÉHS CURVILIGNES, 

P A R G . D A R B O U X , 

IL mbre de LLus Uu Doyen de l a Faculté d e s Scuooea 
Pro esseur de Géométrie supérieure a l'Ln terme de P«rl* 

n 8, il' i ii a n>wT SCPAUBMEWT : 

TOM l : Volume dey pages; -1^0. 1 6 fi. 

PRÉFACE DU T O M E I. 

L ' O u u a ^ o dont je publie aujourd liui le premier Volume est consacré t 

exposition d'une théorie qui trouve son orL'ine dans les travaux de Lamé, 
mai q i, dans ces derniers temps, a été I objet d'un assez grand nombre 
de leciieiches. 

Dans lt * Ltço/tç sur In théorie des surfaces, j'avais déjà fait connaître, 
d une mai iere incidente, dilleientes propriétés des systèmes triples oitho-
g naux et des coordonnées curvilignes; mais j 'a/ais réservé le développe
ment régulier et systématique des théories qui se rattachent à ce beau 
e>ujet pour le nouveau Traité dont je commence aujourd'hui la publication 

E X T R A I T D E L A T A B L E D E S M A T I È R E S D U Tome I. 

L I V R E I. L équation du troisième ordre. — CHAP. I . Les familles de L A M É . 

Théorème de Dupin et sa réciproque. — CHAP. II. Systèmes triples comprenant 
une famille de plans nu une famil e de sphères. — CHAP. III. Etude d'une 
intégrale particulière de I équation du troisième ordre. — CHAP. IV. Formes 
diverses d e l'équation aux dérivées partielles du troisième ordre. — CHAP. Y 
(.es familles de Lamé formées avec d s quad ues. — GHAP. VI. Systèmes 
jrthogonaux à n variables. Extension des méthodes jire édentes. 

Livre I I . Les coordonnées curvilignes. — CHAP. I Sys em s orthogonaux 
r n variables. — CHAP. II. Le tned e mobi e. CHAP. Il Recher l i e d'un 
système triple particulier. — CHAP. I \ . Bêche che d un sy terne triple parti 
çulier (suite). Examen du troisième type de solm on CHAP. V. R T h e r r h i 

des systèmes isothermes et d'autres systèmes qui se piesentent dans l a i c rit 
<TC LA chaleur. — CHAP. VI. Les systèmes triples d M. Bunchi. 

37854 paris. — Imprimerie GAUTHIER-VILUAHS, quai des Gi i ds-A yn tins, 56. 
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DES 

NOTATIONS MATHÉMATIQUES 
ENUMERATION. CHOIX Ë î USAGE 

PAR 

D é s i r é A N D R É . 

VOLUME IN-8 (a5-i6) DE xvm-ioi PAGES, tgog ; Paix ; 16 fr. 

En tout écrit moaerne sur les Mathématiques, chaque page pour ainsi 
dire, abstraction faite des figures et autres illustrations nécessaires, NOUB 
présente des écritures de deux sortes : d'une part, un texte tout à fait 
analogue à un texte littéraire ; de l'autro, un ensemble de lettres, de 
chiffres, de signes, de symboles, c'est-à-dire un ensemble de caractères 
idéographiques spéciaux. La première de ces parties pourrait se nommer 
le discours ; la seconde s'appelle d'ordinaire Xalgorithme de la question. 
Ce sont les éléments variés constituant cet algorithme que nous désignons 
par la locution générale de notations mathématiques. 

Comme son litre l'indique, le présent Ouvrage est consacré entièrement 
ii l'élude de ces notations. Cette étude, semblable en cela à l'Algèbre, est 
A la fois une science et un art : une science, puisqu'elle nous fait connaître 
les notations usitées, leur forme, leur signification, leur origine, leur 
histoire ; un art» puisqu'elle nous donne des règles sûres pour les bien 
choisir et les bien employer. 

Table des Matières. 

Discours préliminaire. Définition des notations mathématiques. Remarques 
historiques. Premiers avantages des notations. Extensions et généralisations. 
Mécanisme algébrique. Eloges et critiques. Grands écrivains en Mathéma
tiques. Objet et but du présent Ouvrage. 

I™ PARTIE. — Enumération. Comores entiers. Chiffres. Numération écrite. 
Base de la numération. Supériorité de la numération écrite: Avantages de la 
numération écrite. Nécessité de bien écrire les nombres. Chiffres isolés. 
Chiffres réunis. Du retournement. Des vides. Disposition à donner aux 
«ombres. Nombres écrits en toutes lettres. — Fractions. Généralités. Ecriture 
=t lecture des fractions. Barre de fraction. Barre en biais. Fractions équiva
lûtes. Nombres décimaux. Groupement des décimales. Fautes d'écriture. 
Usage des zéros. Usage des puissances de 10. Nombres dans le texte. Incom
mensurables. *— Çuantites^déterminées. Généralités. Quantités discontinues. 
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Quantités continues usuelles. Abréviations dans le système métrique. 
Remarques sur ces abréviations. Durées. Aneles. Angles et durées. Autres 
quantités. Manières d'écrire. Préceptes divers. Nombre» approchés.— Nombres 
indéterminés. Usage des lettres. Lettres employées. Caractères simples et 
dis mets. Lettres que l'on confond. Menus détails. Lettres à formes multiples. 
Variétés d'un alphabet. Systèmes simultanés. Variétés usitées. Alphabets 
hébreu, gothique, russe. Accents et indices. Indices nombreux et compliqués. 
— Signes d'opérations. Les sept opérations fondamentales. Signes -I- et — . 
Nombres positifs et négatifs. Signes de la multiplication. Suppression du 
signe x . Signes de la division. Signe de la puissance. Opérations inverses dt 
la puissance. Signe de la racine. Exposants divers. La septième opération. 
— Signes de coordination. Préambule. Signes de groupement. Signes de 
groupement superposes. Suppression des signes de groupement. Signes de 
séparation. Autres signes de séparation. Signes de correspondance. Résumé.— 
Signes de /onctions. Notion de fonction. Fonctions explicites. Variantes. 
Fonctions indéterminées. Fonctions déterminées. Caractéristiques des fonction». 
Nombre dépendant d'un autre. Fonction dépendant d'une autre. Valeurs parti
culières des fonctions. Fonctions inverses. — Signes de relations. Diverses 
sortes. Signe = . Signe d'identité. Signe de congruence. Signes d'équipollcnce 
et d'équivalence. Signes d'inégalité proprement dits. Signes négatifs derelation. 
Signes doubles de relation. Sur les relations mathématiques. — Notations de 
la Géométrie. Objets de la Géométrie. Figures planes rectilignes. Figures 
planes curvilignes. Figures polyédriques. Figures courbes dans l'espace. Des 
projections en général. Géométrie descriptive. Lettres sur les figures. Géo
métrie sans figure. — Signes de la Géométrie analytique. Coordonnées. 
Généralités sur les coordonnées. Des lettres en Géométrie analytique. Points; 
coefficients directeurs. Equations de la géomélrie analytique. Hyperespaces. 
Representation intrinsèque des courbes. Geometries analytiques sans coor
données. — Signes des Mathématiques appliquées. Stéréotomie et charpente. 
Edifices, meubles, machines. Géométrie cotée. Topographie. Géodésie. Astro
nomie. Mécanique. Physique, Chimie, Histoire naturelle. — Signes de ré
daction. Divisions d'un Ouvrage ou Mémoire. Tables et titres courants. 
Appels de notes. Renvoi à un paragraphe. Texte et figures. Texte et calculs. 
Mots très fréquents. Pasigraphie mathématique. 

II* PARTIE. — Choix. Netteté du signe. Définition de la netteté. Visibilité 
du signe. Forme du signe. Position et orientation. Posilions relatives. Assem
blage des éléments. Brièveté du signe. Signes compliqués. Immuabilité du 
signe. Signes assimilables. — Précision du signe. Définition de la précision. 
Différence de deux signes. Première règle fondamentale. Notation des dérivées. 
Seconde règle fondamentale. Signes équivalents. Initiales mnémoniques. — 
Rappel des propriétés de l'objet. Nécessité de ce rappel. Rappel direct. Signe 
d'un objet simple. Signe d'un objet complexe. Structure. Symétrie et dissy-
metrie. Objet regardé comme simple, comme complexe. Rappels nécessaires. 
Rappels superflus. Rappel des rapports entre les objets. Généralités. Objets 
analogues; objets disparates. Signes analogues; signes disparates. Sortes 
d'objets. Sortes de signes. Correspondances entre les sortes. Représentation 
des sortes d'objets. Représentation des correspondances. Méthode à suivie. >— 
Choix des signes généraux. Les deux grandes espèces de signes mathé
matiques. Choix des signes numériques. Choix des signes d'opération. Choix 
des signes de coordination. Signes de fonction. Signes de relation. Signes de 
rédaction. Résumé. — Mesure des quantités. Définitions précises. Sur les 
abréviations. Erreurs courantes. Signes comparables. Quantités correspon
dantes. Grandeur de l'unité, — Objets d'une seule sorte, en nombre déter
miné. Règle. Bonne notation de deux objets analogues. Nouvelles bonne» 
notations de deux objets analogues. Mauvaises notations de deux objets ana
logues. Nouvelles mauvaises notations de deux objets. Autres mauvaises 
notations de deux objets. Remarques sur nos règles. Objets d'une même sorte, 
en nombre déterminé. Usage des accents pour des objets d'une même sorte, 
en nombre déterminé. Usage des indices pour des objets d'une même sorte, 
en nombre déterminé. Usage des numéros. — Objets d'une même sorte, en 
nombre indéterminé, n objets d'une même sorte. Suite limitée ou il l imit/». 
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'Objets en suite linéaire. Suites fermées. Combinaisons. Ordre introduit parmi 
uss objets. — Objets de deux sortes. Deux objets disparates. Majuscules et 
minuscules. Accents et indices. Cas singuliers. Deux objets d'une sorte, un 
de l'autre, n objets d'une sorte, un de l'autre, p objets d'une sorte, q de 
l'autre. — Correspondances entre deux sortes d objets. Idée du Chapitre. 
Correspondances entre un objet et plusieurs objets. Objet placé à la tête d'une 
suite. Correspondance symétrique. Correspondance symétrique ma) indiquée. 
Correspondances entre p objets d'une sorte et q de l'autre. Objets en même 
nombre : usage des lettres. Usage des nombres pairs et impairs. Usage des 
accents et indices. Objets en même nombre : mauvaises dotations. Autres 
mauvaises notations. — Objets de plus de deux sortes. Généralités. Exemples 

^tirés de l'Arithmétique, de l'Algèbre, de l'Analyse, de la Mécanique, de la 
Géométrie élémentaire. Points sur les courbes. Equations de la Géométrie 
analytique. — Cas difficiles. Tableaux simples. Tableaux divers. Signes 
multiples. Combinaisons, arrangements. Notations systématiques. Rose des 
i-înts. Les vingt-sept droites. Les polyèdres réguliers. 

III* PARTIE. — Usage. Ecriture des expressions Signes simples. Eléments 
modificateurs. Eléments significatifs ou non. Alignement. Eléments bien 
calibrés. Signes à formes multiples. Séparations entre les éléments. — 
expressions mal écrites. Vides trop grands. Signes trop rapprochés. Ordre 
Jes éléments. Eléments omis. Signes de groupement. Emploi singulier des 
signes de groupement. Expressions ambiguës. Nouvelles expressions ambiguës. 
Pléonasmes. Régularités des notations. — Structure des expressions. Mo
nômes entiers. Monômes fractionnaires. Polynômes ordonnés. Coefficients des 
polynômes ordonnés. Correspondances entre les éléments. Cas de plusieurs 
variables. Combinaisons de n objets n— i à n — i. Combinaisons, arran
gements, permutations. — Expressions abrégées ou condensées. Expressions 
abrégées. Expressions condensées. Eléments en nombre illimité. Elément 
excepté. Limites de certaines expressions. Cas de plusieurs indices. S et n 
superposés. — Notations particulières. Représentation des déterminants. 
Factorielles. Fractions continues. Formes algébriques. Substitutions. Diffé
rences. Notations symboliques. Opérateurs. — Relations. Généralités sur les 
relations. Réduction du second membre à zéro. Ecriture du premier membre. 
Passage au second membre. Sur les dénominateurs. Correspondances à bien 
indiquer. Equations canoniques. Abréviations dans les équations. Ordre des 
deux membres. — Relations continues. Egalités continues. Relations con
tinues. Quantités proportionnelles. Proportions. Anciennes locutions. Pro
portions proprement dites. Fautes singulières. Proportions continues. Vestiges 
des anciennes notations. — Systèmes d'équations. Couples d'équations ana
logues. Couples d'équations de définition. Trois équations analogues. Systèmes 
réversibles. Combinaisons deux à deux des inconnues. Système de trois 
équations de définition. Système de quatre équations analogues. Systèmes 
de n équations. Systèmes d'équations quelconques. Abréviations dans les 
systèmes. — Notations initiales des problèmes. Classification objective, 
subjective. Notation des inconnues. Diminution du nombre des inconnues. 
Choix de l'inconnue. Coordonnées polaires et bipolaires. Coordonnées car
tésiennes dans le plan. Noyau polygonal. Coordonnées dans l'espace. — Mise 
en équations. Quantités intermédiaires. Coefficients indéterminés. Paramètres. 
Représentation des courbes planes. Courbes gauches et surfaces. Constantes 
arbitraires. Fonctions arbitraires. Homogénéité véritable. Homogénéité appa
rente. Symétrie des équations. Accords des équations. — Direction des 
calculs. Calculs mécaniques. Addition des équations. Notations abréviatives 
Changements de variables, substitutions. Systèmes symétriques d'équations 
disparates. Systèmes symétriques d'équations analogues. Systèmes linéaires. 
Inconnues de plusieurs sortes. Cas des équations continues. Elimination. De 
la. symétrie en général. — Vérifications. Nature du résultat. Lieux de points. 
Des équations. Résultats incomplets ; surabondants. Valeurs numériques. 
Formules. Lettres qui doivent disparaître. Homogénéité géométrique. Homo
généité algébrique. Homogénéité d'infinitude. Variables indépendantes et 
fonctions. Symétrie et dissymétrie. Résumé. 
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EXTRAITS DE LETTRES ADRESSÉES A L'AUTELR 

.. i Vous avez fait une oeuvre à laquelle je souhaite un grand succès. 
Je le souhaite pour vous et pour moi, pour la facilité et l'agrément de mes 
lectures. Les écrivains se négligent trop souvent. 

... J'ai été charmé par la netteté de vos aperçus, par leur solidité, par 
votre présence d'esprit qui n'oublie jamais rien, par votre sentiment pro
fond de l'ordre et de la subordination naturels des choses que les plus 
grands géomètres ne possèdent pas mieux que vous, et par l'éléganre, la 
limpidité de votre style qui vous font toujours lire sans fatigue, avec 
proût et p la is i r . . . . Le peu que l'ai lu encore de vos pages me fait cet 
autre plaisir d'aller toujours jusqu'ici au-devant de ce que je pense moi-
même. Ce que j'aurais pu écrire de votre Ouvrage aurait été superposable, 
pour le fond, avec ce que j 'en ai vu . Votre livre sera bon à lire, avec 
utilité pratique, pour les jeunes professeurs curieux de bien noter dans 
leurs leçons, dans leurs écrits. 

.. . Je viens de feuilleter votre travail de bénédictin que je vous remer
cie de m'avoir adressé. Vous avez eu une idée bien originale de concevoir 
cet ouvrage. Je voudrais qu'il devint classique à l'Ecole Normale et, en 
général, obligatoire dans toutes les Facultés où l'on aspire à former des 
professeurs. 

... Vous avez eu une excellente idée de réunir en un volume tout ce 
qui concerne les notations mathématiques et de les accompagner d'une 
foule de renseignements du plus grand intérêt. 

... Je n'ai pu encore que parcourir cet Ouvrage considérable qui a dû 
vous coûter beaucoup de peine et qui est certainement le fruit de longues 
méditations, mais je me propose de le lire en entier et ce sera pour moi 
une besogne agréable, car à l'intérêt de la matière s'ajoutera 1 élégance 
du style. 

.. . J'ai reçu votre livre où je vais me plonger, tant que j e pourrai. 
Avec l'espoir de vous suivre, au moins de loin, car vous êtes un philosophe 
en même temps qu'un savant, et un philosophe clair. 

Œuvre entièrement originale, personne n'a encore traité ce sujett Le 
style de l'ouvrage est littéraire, et le fond des plus intéressants. 

Ouvrage qui aurait bien pu s'intituler « Traité sur la justesse, l'élégance 
et la beauté du style mathématique » . M. Désiré André a rendu Un vrai 
service en le publiant. 

Le sujet que vous avez traité offre un intérêt si considérable qu'il est 
vraiment extraordinaire que personne avant vous n'ait eu l'idée d'en 
entreprendre l'étude systématique Apres avoir parcouru votre livre, 
je suis plus disposé à croire que ceux qui se sont occupés du même sujet 
ont recule devant l'étendue de la tâche et l'érudition nécessaire pour la 
mener a bien. 

461b4 P a r i s . — I m p r i m e r i e G A U T H I E R - V I L L A H S , q u a i d e s G r a n d s - A u » u s t l n s 5 5 . 
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L I B R A I R T E G A U T H 1 E R - V I L T A R S , 

QUAI DES GRANDS-At'GUSTlNS, 55, A PARIS ( 6 e ) . 

Enrol franco dam tonte l'Union postale contre mandat de poste oa râleur sur Par**. 

THÉORIE DES NOMBRES, 
LE CALCUL DES NOMBBES E N T I E R S . 

LE CALCUL DES NOMBRES R A T I O N N E L S . 

LA D I V I S I B I L I T É A R I T H M É T I Q U E ; 

PAR. 

EDOUARD L U C A S , 

PROFESSEUR DE MATHÉMATIQUES AU LYCEE SAINT—LOUIS. 

UN VOL. GR. IN-S, AVEC FIG. DANS LE TEXTE ) l8gi. PRIX : 15 FR. 

Extrait dos Nouvelles Annales de Mathématiques (janvier 1892). 
L'existence scientifique d'Edouard Lucas, si prématurément enlevé à 

l'affection de sa famille et de ses amis, a été consacrée surtout à l'étude 
de l 'Arithmétique supérieure. A côté de recherches très intéressantes 
sur les autres branches des Mathématiques, et d'oeuvres de vulgarisa
tion vraiment remarquables, il a produit, dans la plupart des recueils 

f iériodiques d'Europe et des États-Unis, de très nombreux, travaux sur 
a Théorie des nombres. Il était en correspondance avec les plus illustres 

représentants de cette science, si française par ses origines, et malheu
reusement si délaissée en France de nos jours. 

Unissant au plus haut degré de grandes facultés d'invention à une 
érudition merveilleuse, il était préparé, mieux que personne, à la publi
cation d'une oeuvre comme celle que nous voulons analyser aujourd'hui, 
et qui est malheureusement la dernière sortie de sa plume, puisque la 
mort est venue le prendre quelques semaines à peine après l'apparition 
de ce premier volume. 

En dehors des regrets que fait toujours éprouver la perte d'un esprit 
puissant et original, on pouvait être en droit de déplorer qu'une œuvre 
de cette valeur restât inachevée. Cependant, à ce point de vue spécial, 
il importe de constater deux faits : le premier, c'est que les manuscrits 
laissés par Lucas après sa mort, ainsi que ses nombreux Mémoires sur 
la Théorie des nombres, pourront permettre de constituer et de publier 
un second volume, assurément moins étendu que celui qu'il avait p ro 
jeté, mais néanmoins suffisant pour compléter l'ouvrage sur les points 
essentiels; le second fait, c'est que le volume paru forme à lui seul une 
œuvre complète, et d'une valeur considérable, ainsi qu'on pourra s'en 
rendre compte , je l'espère, par l 'exposé qui va suivre. 

J'ai déjà eu l 'occasion de dire, sous une forme trop concise peut-être 
et au risque de ne pas me faire entièrement comprendre, que ce pre« 
mier volume, en dépit de son titre, était moins le commencement d'unt 
théorie des nombres qu'une introduction à cette science. C'est précisé-
ment là ce qui lui donne un caractère d'unité; c'est là ce qui fait qu'en 
dépit des apparences nous avons devant nous une œuvre formant un 
tout; moins achevée que si l'auteur avait pu y ajouter les compléments 
préparés dans son esprit, mais telle cependant que personne désormais 
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ne pourra étudier la Théorie des nombres et écrire sur ce sujet sans, 
avoir lu et médité l 'ouvrage d'Edouard Lucas. 

L'Ouvrage débute par une préface contenant de précieuses indications 
historiques, et dans laquelle l'auteur établit la ligne de démarcation, 
essentielle selon lui, entre l 'Algèbre proprement dite et la Théorie des 
nombres. C'est dans la notion de discontinuité qu'il trouve le caractère 
de cette dernière science. 

Dans une remarquable introauclion se trouve ensuite rapidement étu
diée la filiation des idées arithmétiques, leurs origines et leurs applica
tions. Ce n'est pas sans un certain étonnement que beaucoup de lecteurs 
s'apercevront que des théories, paraissant exclusivement abstraites au 
premier coup d'œil, sont souvent d'un intérêt pratique considérable, et 
peuvent même devenir d'un très grand secours pour des usages industriels. 

Ainsi que l 'indique le titre, reproduit en tête de cet article, l 'Ou
vrage comprend trois grandes divisions ou Livres. Le Livre I traite des 
nombres entiers, et se divise en huit Chapitres : addition des nombres 
entiers; soustraction des nombres entiers; multiplication des nombres 
entiers; division et classification des entiers; les nombres figurés; l'ana
lyse combinatoire ; la géométrie de situation ; la multiplication algébrique. 

Sur ces sujets, en apparence si simples, on trouvera, dans les Cha
pitres que nous venons d'énumérer, une abondance de renseignements; 
nous ci terons, en particulier, le triangle arithmétique, les tableaux de 
sommes et de différences, les systèmes de numération, la notion des 
congruences, les permutations figurées, les échiquiers de M . Delannoy, 
les réseaux et régions. 

Le Livre II comprend mx Chapitres, intitulés : les nombres fraction
naires; le calcul des probabil i tés; la division algébrique; les polynômes 
dérivés; le calcul symbol ique; sommation des puissances numériques; 
'es fonctions symétriques; les déterminants; les suites récurrentes li
néaires; les fonctions numériques du second ordre . On y rencontre 
d'intéressantes propriétés des polynômes, des données générales sur les 
probabilités, sur Pin 'srpolation, sur les dérivées des polynômes à une 
ou plusieurs variables; le calcul symbolique, dont Lucas a fait un si 
grand et si habile usage, est étudié avec beaucoup de soin, ainsi que 
les applications de ce calcul aux nombres de Bernoulli, et à plusieurs 
problèmes célèbres sur les permutations figurées; les sommations des 

Euissances numériques constituent encore une application du calcul sym-
olique, et ramènent J'auteur aux nombres de Bernoulli et d'Euler, et 

aux suites de Cesaro. Le chapitre des fonctions symétriques résume les 
travaux les plus essentiels concernant cette belle théor ie ; de même, 
en ce qui concerne les déterminants et les équations linéaires. A propos 
des suites récurrentes, Lucas reproduit la substance de ses recherches 
sur les travaux de Léonard de Pise (Fibonacci) et sa remarquable théo
rie des fonctions numériques du second ordre V„ et V „ , qui offrent avec 
les fonctions circulaires de frappantes analogies. C'est une étude pleine 
de profondeur et d'originalité, qui lui appartient en propre, et qui peut 
devenir entre des mains habiles un instrument d'une grande puissance 
pour des recherches nouvelles. Nous croyons savoir que l'extension de 
ces fonctions au troisième ordre était l'un des rêves scientifiques de 
l 'auteur; il fondait sur des recherches dans cette direction les plus 
belles espérances pour la découverte de nouvelles et importantes p ro 
priétés arithmétiques. Nous attirons sur ce point l'attention des jeunes 
géomètres qui se sentiraient tentés par l'étude de l 'Arithmétique supé
rieure, et voudraient se faire les continuateurs de Lucas. 
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Le I ivre I I I est plus exclusivement arithmétique que les précédents; 
il comprend : codiviseurs et comultiples; les nombres premiers; les di-
viseui s des nombres ; de l'indicateur ; les restes ; les fractions continues. 

Nous ne saurions assez recommander l 'emploi de ces termes de cod i 
viseurs et comultiples que propose ici Lucas, et qui, nous l 'espérons, 
deviendront bientôt d'un usage courant. Sur la distribution des nom
bres premiers, l'auteur donne un résumé des connaissances, bien peu 
étendues malheureusement, qui sont aujourd'hui acquises à la science; 
la divisibilité des far.torielles, les beaux théorèmes de MM. Tchebycheff 
et de Polignac, les nombres parfaits, aliquotaires, amiables, les divi
seurs des nombres, les théorèmes de Dedekind, Liouville et Dirichlet 
sont présentés par lui sous une forme concise et très claire cependant. 

L'indicateur, suivant l'heureuse expression de Gauchy, est l 'expres
sion <p(ra) du nombre des entiers 1 , 2 n qui sont premiers à n. 
C'est une notion très intéressante en théorie des nombres, et que Lucas 
étudie avec grand soin, en la généralisant à divers points de vue. On 
verra figurer dans ce Chapitre des théorèmes d'un grand intérêt, parmi 
lesquels plusieurs sont inédits et ne pourraient se trouver dans aucun 
autre ouvrage. Le Chapitre des restes comprend une première étude 
sommaire des congruences, et de nombreuses applications, parmi les
quelles nous retenons les théorèmes de Fermât, de Wi lson , de Staudt 
et Clausen, e tc . La théorie des fractions continues est rapidement étu
diée en elle-même, pour arriver aussitôt à des applications arithmé
tiques, et spécialement à l'intercalation et à la médiation des suites, et 
à l'analyse indéterminée du premier degré. 

Des Notes et Additions, terminant le volume, se rapportent : à la 
partition des polygones ; aux problèmes des rencontres et des ménages ; 
aux nombres d'Hamilton; aux réseaux d'un quinconce; à la sommation 
des indicateurs ; aux permutations circulaires avec répétition ; aux restes 
du triangle arithmétique; aux nombres de Clausen et de Staudt; à 
l 'extraction des racines, et aux réduites intermédiaires. 

Un des caractères particuliers de l'Ouvrage dont îl s'agit consiste dans 
l 'abondance extraordinaire des questions traitées ou indiquées sous le 
titre d'exemples. A tout instant, on voi t énoncer des applications va
riées, souvent inattendues; un développement sobre, au besoin quel-

3ues lignes seulement, apprennent au lecteur où en est l'état actuel 
e la question qu'on vient d'indiquer. Pour employer une comparaison 

élégante formulée par l'un des amis de l'auteur, et que nous avons re
cueillie, il semble qu'on visite un bel édifice, et qu'à chaque pas des 
fenêtres présentent à vos yeux des paysages variés, pleins d'attrait, 
aux horizons plus ou moins lointains, et dont l'aspect provoque à des 
excursions nouvelles. 

Lucas n'avait certes pas la prétention de dire le dernier mot sur la 
Théorie des nombres ; il savait, au contraire, combien est encore im
mense le champ des vérités arithmétiques inconnues. Mais il aimait 
cette science avec passion ; il lui avait consacré la meilleure part de sa 
vie scientifique; et sa grande ambition était delà faire aimer et connaître. 

Si parmi la jeune génération de savants français, qui a l'avenir devant 
elle, il s'en trouve quelqu'un pour essayer de reprendre la tradition si 
tristement interrompue, il contribuera à la gloire scientifique de notre 
pa js , et rendra du même coup le plus juste hommage à la mémoire d'un 
géomètre dont les travaux n ont pas été appréciés de £on vivant à ' ^ 
véritable valeur, mais que sa Théorie des nombres classe pp--« 
maîtres de la science. C . - A ^ ^ u ^ 
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L I B R A I R I E G A U T H I E R - V I L L A R S , 
QUAI DES GRAND8-AUGUSTIN6, 55, PARIS (6*). 
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LEÇONS 
SUR LES 

SÉRIES A TERMES POSITIFS 
PROFESSÉES AD COLLÈGE DE FRANCE, 

Pa r E m i l e B O R E L , 
llaitro de Conférences s l 'Eeole Normale sopérienre, 

R L O U X I L L I I A X T R K D I Q K B S P A R RoBIRT u'ADHÉMAR. 

Un volume grand in-8, avec figures; 190a 3 fr. 60 c 

Préface. 

L'étude des séries à termes positifs, qui est l'objet de ces Leçons, est 
étroitement liée à la théorie de la croissance et, par là, se rattache à bien 
des problèmes de la plus grande importance en Analyse, et particulière
ment en Théorie des fonctions. Il a déjà été question de plusieurs de ces 
problèmes dans mes Ouvrages antérieurs snr la Théorie des Fonctions; 
comme je l'ai déjà indiqué, une Théorie générale de la croissance devrait 
logiquement être l'Introduction à toute étude d'Analyse; mais c'est seule
ment après avoir étudié séparément les diverses questions où la croissance 
intervient que l'on pourra tenter l'exposition complète de la Théorie gé
nérale; les éléments de cette Théorie sont esquissés dans le Chapitre LU 
de ces Leçons. 

Ce petit Livre a été rédigé d'après vingt Leçons que j'ai faites au Col
lège de France en 1 9 0 0 - 1 9 0 1 . . . . 

Sur bien des points, il aurait été possible d'ajouter de nombreux com-

Îiléments, ear le sujet est extrêmement vaste; mais en augmentant ainsi 
'étendue de ces Leçons, je leur aurais sans doute enlevé la forme si vi

vante qu'a su leur donner M. d'Adhémar.... 

Table des Matières. 
CHAP. I. C o n v e r g e n c e des s é r i e s à t e r m e s p o s i t i f t . Généralités. Formation 

de critère* de première espèce. Formation de critères de seconde espèce. Etude 
des critère! de Bertrand. Théorèmes de Paul du Bois Reymond. Conditions 
nécessaires de convergence. — CIIÀP. II. C o n v e r g e n c e d e s i n t é g r a l e s . Géné
ralités. Intégrale d'une fonction décroissante. Critères de Bertrand, de M. Er 
«akoff. Théorème de Paul du Bois Reymoud. Types continus et types discon 
t-inus de croissance. — CHAP. III. E s q u i s s e d ' u n e t h é o r i e d e l a c r o i s s a n c e . 

Les croissances irrégulières. Sur les ordres d'infinitude. Les croissances régu
lières. Les critères de convergence et la théorie de la croissance. — CHAP. IV. 
S é r i e » e t I n t é g r a l e s m u l t i p l e s . Séries multiples. Intégrales multiples. — 
CBAP. V. S é r i e s d e p u i s s a n c e s à u n e v a r i a b l e . Convergence des séries a une 
variable. Fonctions entières. Cas du rayon de convergence fiai. Etude directe 

• comparaison avec une méthode proposée par M. Le Roy. Les travaux de 
^adamard. — CHAP. VI. Séries à plusieurs variables. Séries entières. 
p rj«jle convergence associés. Séries syntagmatiques. 

géomètres 

r i e u r e , e t V O l , ^ Gauthier-Vil lars , 5a, quai des Grands-August ins , Paris 
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G u i c h a r d , H a r k n e s s , H i n s e l , H o l d e r , H ü b « . * 

K o h n , K r a z e r , L a n d s b e r g , L i e b m a n n , v, L i l i e n t L 

M e h m k e , M e y e r , M ü l l e r , N e t t o , N e u b e r g , O s g o o d , 

P a r e t o , P i n c h e r l e , P r i n g s h e i m , K o h n , R u n g e , S c h e f f e r s , JB, Seg 

S e l i v a n o v , S c h u b e r t , S i m o n , S o m m e r , S o m m e r f e l d , S t ä c k e l . , S t e i n i t ? 

S t u d y , Y a h l e n , V e a s i o t , V o s s , W ä l s c h , W a n g e r i n , H . W e b e r , E. v. W e b e r , 

W e l l s t e i * j J p i r t i n g e r , W i m a n , Z e u t h e n " ; dans l'édition française, ils seront exposés 

par M M . ^ t d o y e r , D. A n d r é , A p p e l l (de l'Institut), B a i r e , B o r e l , B o u r l e t , 

B r i c a r d . ^ k h e n , C a r t a n , D e l a s s u s , D r a c h , F l o q u e t , G o u r s a t , G u i c h a r d , H a d a -

m a r d , J a c o t t e t , K œ n i g s , L a i s a n t , L e b e s g u e , L e R o u x , L e V a v a s s e u r , M a i l l e t , 

M o l k , d ' O c a g n e , O l t r a m a r e , P a d é , P a i n l e v é (de l'Institut), P a r e t o , P i c a r d 

(de l'Institut , P o i n c a r é (de l 'Institut), P o t e r i n du M o t e l , J . T a n n e r y , P. T a n n e r y , 

T r e s s e , V e s s i o t , V o g t . 4 ' 

Les tomes I V — " V T , consacrés aux mathématiques appliquées, sont rédigés dans 

l'édition allemande par M M . F é l i x K l e i n à Göttingue (Mécanique), A r n o l d S o m m e r f e l d 

à Aix la Chapelle (Physique), E m i l e W i e c h e r t à Göttingue et Ph. F u r t w ä n g l e r à 
Potsdam Géodésie, Topographie et Géophysique), C h a r l e s S c h w a r z s c h i l d à Göttingue 

(Astronomie). Dans l 'édition française ils seront rédigés, d'après l 'édition allemande, pour 

les questions d'ordre général par M . J u l e s M o l k à Nancy, et plus particulièrement pour 

la Mécanique par M . P a u l A p p e l l à Paris, pour la Physique par M. A l f r e d P o t i e r à 
Paris, pour la Topographie, la Géodésie et la Géophysique par M. C h a r l e s L a l l e m a n d 

à Paris, pour l 'Astronomie par M . H e n r i A n d o y e r à Paris. Les noms des savants et 

des ingénieurs auxquels sont dus les différents articles de mathématiques appliquées 

seront publiés ultérieurement. 

I l serait superflu d'insister davantage sur l'intérêt que présente l 'Encyclopédie. Cet 

ouvrage a sa place marquée dans toutes les bibliothèques scientifiques. 

Table des matières. 
M a t h é m a t i q u e s pures. 

Tome I 

rédigé, dans l'édition allemande, sous la direction de W . Fr. Meyer -Königsberg ; 

rédaction française sous la direction de J. M o l k - N a n c y . 

P r e m i e r v o l n m e : Arithmétique. 
I , Table des matières. 

3 1 . Renseignements bibliographiques. 
I I I . Sur l'origine et le plan général de l'Encyclopédie 

par W a l t h e r von Dyck . 
XV, Préface générale de l'édition française par J u l e s 
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