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LECONS

DE

MECANIQUE CELESTE.

INTRODUCTION.

Cet Ouvrage comprendra cinq Parties :

1° Théorie générale des marées;

2° Méthodes pratiques de prédiction des marées, analyse har-
monique ; théorie de Laplace ;

3° Résumé et synthése des observations, et comparaison de
ces observations avec la théorie;

4° Etude'des marées fluviales et, accessoirement, des marées
locales dans tous les cas ou la profondeur est trop faible pour
qu’on puisse névllger les variations de profondeur dues a la marée
‘elle-méme, ainsi que le frottement ;

5° Examen de diverses questions subsidiaires : marées du noyau
interne, de la croite terrestre; influence des marées sur la rota-
tion et le mouvement des corps célestes.

La premitre et la troisieme Partie seront particuliérement
développées. Nous mettrons &4 profit, d'une part, les progrés
considérables apportes a la théorie des équations de la Physique
mathématique par la méthode de Fredholm ; d’autre part, les pu-
blications nombreuses, récemment parues en Amérique, sur les
observations de marées, lesquelles ont profondément modifié la
physionomie des résultats. ' ‘

Par contre, les deuxiéme et quatri¢éme Parties, auxquelles de

P. — IIL 1
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2 INTRODUCTION.

nombreux Ouvrages spéciaux sont consacrés, ne seront traitées
que d’une fagon succincte. Quant a la cinquiéme Partie, comme
elle doit recevoir ultérieurement des développements plus com-
plets dans les Legons de Mécanique céleste, nous ne ferons
guére qu’indiquer les résultats qui n’intéressent pas directement
les marées océaniques. ‘
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PREMIERE PARTIE.

THEORIE GENERALE DES MAREES.

CHAPITRE 1.

OSCILLATIONS D'UN SYSTEME MECANIQUE,

1. Les marées sont des oscillations périodiques de la sur-
face de la mer de part et d’autre de la figure d’équilibre, dues a
de petites forces perturbatrices périodiques dérivées de I'attraction
du Soleil et de la Lune.

Leur étude revient donc & celle des petites oscillations d’un
systtme mécanique autour de sa position d’équilibre sous I'in-
fluence de forces perturbatrices périodiques.

2. Application des équations de Lagrange. — Nous considé-
rerons d’abord un syst¢éme mécanique ayant un nombre fini de
degrés de liberté; par exemple, un systéme constitué par un
nombre fini de points matériels. Lorsque nous voudrons ensuite
‘appliquer les résultats au probléme des marées, il suffira de rem-
placer les sommes finies par des intégrales.

Soit donc un systéme mécanique en équilibre possédant r degrés
de liberté, c’est-a-dire dont la situation peut étre définie par »
parametres ¢y, gay +++y gn

Si nous avons, par exemple, & points matériels entiérement
libres, ils constitueront un systéme ayant 34 degrés de liberté,
et les g seront les coordonnées rectangulaires de ces points. Dans
le cas général de & points assujettis & r équations de liaisons, on
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4 PREMIERE PARTIL. — CHAPITRE 1.

aura n =3k —r, el nous conserverons aux n paramétres g le
nom de coordonnées du systeme. De méme, nous appellerons

vitesses les dérivées g; = %ﬁ de ces paramditres par rapport au
temps.

Représentons par T Dénergie cinétique du systeme, U son
énergie potentielle due aux forces intérieurcs. Quant aux forces
extérieures, nous les définirons par cctte condition que, pour un
déplacement virtuel du systéme correspondant aux accroissements
virtuels 3¢; des paramétres g;, leur travail virtuel soit

Q1871+ Q2 dga+.. .+ Qudg,=2Q; dg;,

expression dans laquelle les quantités Q; sont. des fonctions
données du temps.
Dans ces conditions, les équations de Lagrange s’écrivent

(1) %%—%—i—%:Qt (f=1,2,...,0).

T, la demi-force vive, est un polynome du deuxiéme degré
homogene par rapport aux vitesses ¢', dont les coefficients sont
fonctions des q.

U, Dénergie potentielle, ne dépend pas des vitesses ¢, mais
seulement des coordonnées g.

3. Les équations de Lagrange dans le mouvement relatif. —
Nous ne pourrions utiliser directement les équations (1) que sile
systéeme exéculait des oscillations de part et d’autre d'une position

. d’¢quilibre absolue. Mais les mers ne sont pas dans cet état,
puisqu’elles sont entrainées par le mouvement de rotation de la
Terre : il en résulte une force centrifuge composée (force de
Coriolis) qui complique le phénoméne.

Ceci nous conduit & distinguer parmi tous les paramétres ¢ un
paramétre particulier g, définissant l'orientation du systéme.

Le globe terrestre toul entier comprend une partie solide et une
partie liquide. Supposons trois axes mobiles invariablement liés
a la partie solide et considérons également trois axes fixes, les
axes des z coincidant dans les deux systémes.

Alors, g, représentera l'angle des axes mobiles avec les axes
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OSCILLATIONS D'UN SYSTEME MECANIQUE. . 5

fixes ; et les autres coordonnées ¢; définissent la position relauve
du systéme par rapport aux axes mobiles.

On peut supposer que les g; soient choisis de telle sorte que,
dans la position d’équilibre, on ait ¢; = o.

Comme les oscillations sont petites, les ¢; seront alors toujours
pemq, tandis que go, au contralre, est un angle fin1 cr01ssant au
dela de toute limite.

La dérivée ¢, n’est pas autre chose que la vitesse angulaire de
rotation de la Terre.

Bien que T et U soient, en général, fonctions des g¢;, elles ne
dépendent cependant pas de ¢o. En effet, ¢, définit I'orientation
actuelle du systéme dans ’espace absolu, et Iénergie cinétique,
‘ainsi que I'énergie potentielle, sont évidemment indépendantes de
cette orientation.

Ainsi

dar du

dge  dgo

Nous supposerons de plus qu'il n'y a pas de couple extérieur
tendant & faire varier la vitesse de rotation de la Terre; par suite,

Qo=o0.

Alors, 'équation de Lagrange relative au paramétre g, se
réduit a

‘d AT _
dtdg;
donc
dT
(2) ER:[)O,

Do étant une constante. Nous avons ainsi une intégrale du pro-
bleme, et ce n’est pas autre chose que l'intégrale des aires. En
effet, d’aprés ’hypothése admise, le moment des forces extérieures -
par rapport a 'axe de rotation est nul et, par suite, le moment des
quantités de mouvement est une constante.

Nous donnerons bientét I’expression de la constante p, ; remar-
quons pour 'instant que 'équation (2) nous fournit une relation
linéaire entre gy, g; et p,, relation dans les coefficients de laquelle
figurent également les ¢;.

En effet, T étant un polynome du deuxiéme degré par rapport
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6 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE I.

aux ¢, ;—;,‘; sera du premier degré par rapport aux vitesses. La

relation (2) nous permettra donc d’exprimer ¢, en fonction
des g, g; et de la constante py.

Soit maintenant
H=T—U—pog).

Dans le second membre de cette expression, nous considérerons
T et U comme des fonctions de ¢, ¢; et ¢;; dans le premier, au
contraire, nous supposerons qu’on a remplacé ¢, par sa valeur
tirée de (2): H sera alors exprimé en fonction de p,, ¢; et g;.
Si donc nous différentions parrapport 4 ¢}, nous aurons, en obser-
vant, d'une part, que T dépend de ¢; de deux maniéres, d’abord
directement et ensuite indirectement, parce qu’il dépend aussi

de ¢, ; d’autre part, que U ne dépend ni de ¢; ni de ¢;:

d_ 4T T dgy _ dg,
dg; ~ dg; " dqy dg; ~ dg)”

ce qui se réduit, en tenant compte de (2), &

dH _ 4T
dg; — dg;

De méme, en différentiant par rapport & ¢; et observant que T
dépend de g; directement, puis indirectement comme fonction
de go,

dH dT dUu dT dg, ilq_f,,

+ —— —— —
dq; dg; dq;  dgy dgg Po dq;

Il en résulte qu’avec les nouvelles variables, les équations de
Lagrange deviennent

3) Ty, g =Y Thaan)

n étant le nombre des paramétres & variation lente qui définissent.
la position du systéme par rapport aux axes mobiles.
On voit que les équations de Lagrange conservent la méme
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OSCILLATIONS D'UN SYSTEME MECANIQUE. Vi

forme, méme quand on considére 'équilibre dans-le mouvement
) q q

relatif.
¢

4. T est un polynome homogéne du deuxiéme degré, par rap-

port a g, et aux g;; U ne dépend pas de ces quantités; les Z—; sont
des polynomes homogénes du premier degré en g et ¢;; ¢, tiré
de I'équation (2) est d’ailleurs un polynome du premier degré,
mais non homogeéne, par rapport aux ¢;: H est donc un polynome
du deuxiéme degré, mais non homogéne, par rapport aux g¢;.

En second lieu, nous savons que les ¢; restent toujours trés pe-
tits, puisqu’ils s’annulent dans la position d’équilibre relatif; les
vitesses ¢; seront également trés petites, et nous pourrons négliger
les termes supérieurs au deuxiéme degré en ¢; et ¢;. Dans ces
‘conditions, H sera un polynome du deuxi¢éme degré, non homo-
géne, par rapport aux ¢; et aux ¢;.

Nous pourrons supposer, de plus, que ce polynome ne renferme
ni terme de degré zéro, ni terie du premier degré.

En effet, H n’intervenant que par ses dérivées, on peut toujours
Iui ajouter une constante arbitraire de maniére a annuler le terme
de degré zéro. Il n’y aura pas non plus de terme du premier degré
en ¢;, parce que, si I'on suppose que les forces extérieures soient
nulles, la position d’équilibre stable est caractérisée par les valeurs

gi = q; = o et que les équations (3) se réduisent alors & %{; =0;

d . .
2 s'annulant avec les g; et les ¢}, il en résulte que le coefficient
H

de g; dans le développement de H est nul. Enfin, nous n’aurons
pas non plus dans ce développement de terme tel que Agj, car ce

o al o .
terme ne donnerait rien dans — et donnerait zéro dans le premier
:

membre de (3): on le supprimerait donc en ajoutant — Ag; a H,
sans rien changer aux équations.

En définitive, nous pouvons regarder H comme un polynome du
deuxiéme degré homogéne par rapport aux ¢; el aux ¢;.

Posons donc
: H = H, + H, + H,.

H, sera de degré 2 en ¢' et de degré o en ¢;
H, sera de degré 1 en ¢’ et de degré 1 en ¢
H, sera de degré o en ¢' et de degré 2 en gq.
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PREMIERE PARTIE. — CIAPITRE 1.

(/3

B. Expression des divers éléments de H en fonction des carac-
téristiques mécaniques du systéme. — Considérons dans notre
systéme un point rhatériel de masse m et de coordonnées z, ¥, 5
par rapport aux azes mobiles. Les composantes de la vitesse
relative par rapport 4 ces axes étant désignées par &', y', &/, les
composantes de la vitesse absolue du point, toujours par rapport
aux axes mobiles, seront, d’aprés les formules fondamentales de la
géométrie cinématique,

r—qyy; Y 4+qow; .

Donc I'énergie cinétique du systéme dans le mouvement absolu
est
’ _ _72 [ 4 ’ Py 19
T—Z S (&' =0y P+ (¥ + gy z) =+ 57],

ou, en développant,

T= Y Z(at+y1+ 21+ g, ¥ m(ay' —ya') + 7w, Z(at+ ),

Le premier terme de cette expression est la demi-force vive T’
du sysiéme dans son mouvement relatif : T ne dépend pas de la
vitesse ¢, qui a été explicitement séparée.

Zm (zy' — yx') est le moment de rotation M, c’est-a-dire le
moment résultant des quantités de mouvement dans le mouvement
relatif; Tm (22 + »2) est le moment d’inertie J du systéme.

Nous pouvons donc écrire

T=T’+96M+q’n’%'
Par suite, I'équation (2) nous donne pour la valeur de la
constante pg

(2 bis) po=c%=l\1+q(,.],
expression qui est bien une relation linéaire entre ¢,, po et les -
vitesses relatives, mais ol les coordonnées relatives figurent au
deuxiéme degré.

En remplagant maintenant T et p, par leurs valeurs dans I'ex-~

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



OSCILLATIONS D’UN SYST:IME MECANIQUE. 9

pression de H (§ 3), on a

St

H=T—U =T—U—g¢t>

+goM—g, M

+qs’§—q’o”

ou, en ¢liminant ¢, au moyen de (2 bis),

H=T- U— %(po_‘M)z.

Or, T' est, par rapport aux ¢', un polynome homogéne du
deuxiéme degré dont les coefficients seraient fonctions des ¢;
mais, d’aprés I'hypothése déja faite (§4) sur la petitesse des coor-
données et des vitesses, grice a laquelle on peat négliger tous les
termes supérieurs au deuxiéme degré, T’ sera un polynome homo-
géne du deuxitme degré par rapport aux ¢’ et indépendant des g.
Dans les mémes conditions d’approximation, U, qui est indépen-
dant des ¢', sera du deuxiéme degré en ¢; il en est de méme de J.

Quant a M, il sera du degré 1 en ¢ et du degré 1 aussi en ¢';
Pao est une constante. )

Par conséquent, en ordonnant par rapport aux ¢', nous aurons
nécessairement

,__ M
Hy=T'— >

M
Hl= p?] )

——u-— P,
Hy=—U 2]

Bien que cela ne paraisse pas explicitement dans tous les termes,
nous sommes certains qu’en développant en fonction des g et
conservant seulement les termes d’ordre 2, ces différentes expres-
sions seront bien de ’ordre voulu en ¢.

Une circonstance permet d’ailleurs de les simplifier : c’est que
le moment d’inertie de la partie solide du globe est beaucoup plus
considérable que celui de la partie liquide. Par suite, la vitesse de
rotation peut étre regardée comme constante et nous poserons

J =Jo+je

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



10 PREMIERE PARTIE. — CIIAPITRE I.

J, étant le moment d’inertie constant de la partie solide et j celui,
variable mais beaucoup plus petit, de la partie liquide. '

s,

Nous admettrons qu’on peut négliger tous les termes en

et nous poserons
Po= "0"0,

w étant sensiblement égal a ¢|. En effet, le moment de rotation
de la partie solide est Jo¢; et la petitesse relative du moment M
fait que p, ne differe pas beaucoup de J¢g, qui serait le moment
de rotation de l'ensemble du globe si J était constant, c’est-a-dire
si ’équilibre relatif n’était pas troublé.

/

. J A
Néghgeant'j, nous pourrons remplacer - par 1 et, avec la méme

approximation, nous aurons

_ I8 _ Lo I >_ —
_J____J°(I—J0+J3 o) =Jo—.

Nous allons pouvoir maintenant, dans les expressions des di-
verses portions de H déja ordonnées par rapport aux ¢', mettre er
évidence I'ordre des paramétres ¢. D’abord, M? étant de ordre du

produit g2¢'2, c’est-a-dire de j¢'*, puisque M et j se rapportent
T M2 2
tous deux & la partie liquide, —— sera de 'ordre dQJj ¢'* ct pourra

. M . J
se supprimer par rapport a T'; &"]— devient -Io oM =wM; enfin

N
2z
|-

1.
= -Jowz— = jo?
0 2] ’
et le premier terme, qui est une constante, peut se supprimer
dans les équations différentielles.
Nous aurons donc finalement

H,=T,
Hi=oM

(4) ‘ .
Hy=— U~ 1_2_

On voit donc que — H, représente I'énergie potentielle, en y
2 . .
comprenant le potentiel — j_;”— d’oti dérive la force centrifuge

ordinaire.
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OSCILLATIONS D’UN SYSTEME MECANIQUE. 11

6. Oscillations possibles du systdme. — Un tel systéme peut
prendre deux sortes d’oscillations distinctes : les oscillations
propres et les oscillations contraintes.

Sil'on suppose qu’on écarte le systéme de sa posilion d’équi-
libre, et qu’on I’abandonne & lui-méme, il oscillera : ce seront les
oscillations propres, dont la période dépend de la configuration
du systéme. '

Au contraire, si 'on soumet le systéme 4 'action d’une force
extérieure périodique, il prendra des oscillations appelées oscilla-
tions contraintes, qui auronl méme période que la force et ne
dépendront pasde la configuration du systéme. Nous allons étudier
successivement ces deux sortes d’oscillations, en commencant par
les oscillations propres.

7. Etude des oscillations propres. — Il nous faut supposer que
les forces extérieures sont nulles, par suite faire Q; = o.
Alors, I'équation de Lagrange relative au paramétre g s'écrit

SO @ dgy A= °
f

et nous aurons n équations de ce genre, n étant le nombre des
parametres ¢, sans y comprendre ¢,.

Ces équations sont des équations linéaires & coefficients con-
stants.

En effet, mettons en évidence les différentes portions de H.

Comme H, est indépendant des ¢ et H, des ¢’, les équations (5)

s’écriront
ddily ddH _ dHy, _dHy _
at dq, " dt dg,  dgx  dgk

Or, H; étant un polynome du second degré en ¢/, qu,; sera de la

forme
dH! " ! " 1] " ’ Vs 1 " ;
Eq_’/r =a i pd1+ Qg 1 @t Qp Qs Ay gn=2a;q;
(i=1,2,...,n)
etlon a
a'tllc= _&,
dqdqk

les aj;, étant des constantes.
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12 PREMIERE PARTIE. — CHAP!TLE I.

De méme, H, étant un polynome du premier degré en ¢ et du
premier degré en ¢', on aura

My v _dtH,
dqh 4= dgidgy 1
et
dHy _ d"H, "
dq;, 2 dq;,
Donc .
d dl, _ dH, “Z( d*Hy  drH, >q,'
dt dg)  dq dqgidq’,  dqidge/*’
=2 a;'lcq,i’
en posant

o H & H,
= dgidqy~ dqidgqr

H, étant un polynome du second degré en ¢, nous poserons

également

4 N g
. dgp
avec
o d*H,
i dglqu

Avec ces notations, les équations de Lagrange prennent la

forme

(6) . Z(a',’-,,q',f—k Qg+ aiugr) =o.
Ce sont bien des équations linéaires & coefficients constants.
Chacune d’elles, celle relative au paramétre ¢4, contient comme

inconnues les n paramétres ¢;({ =1, 2, ..., n) ainsi que leurs dé-
rivées ¢, ¢;; et nous avons en tout n équations, puisque

k=1,2, ..., n
On sait qu’un pareil systéme s’intégre en posant
gi=a; eM,

et cherchant & déterminer A et les @; de maniére A salisfaire aux
équations. Celles-ci deviennent par la substitution

S as(aht - alh ) = o,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



OSCILLATIONS D'UN SYSTEME MECANIQUE. 13

ou, en posant
A+ aiyh + ape= Ciz,

(7) Zd,‘Cm: 0.

Nous avons alors n inconnues a, as, . .., a,, outre A, et 2 équa-
tions linéaires homogeénes. Donc, pour que le probléme soit pos-
sible, 1l faut que le déterminant de ces équations soit nul,

(8) A(N) =o.

Ce déterminant a n lignes et n colonnes; chacun de ses élé-
ments étant un polynome du deuxiéme degré en A, le déterminant
lui-méme sera un polynome de degré 2r en A,

Je dis que I'équation (8) a ses racines deux a4 deux égales et de
signes contraires. En effet, si 'on permute les indices ¢ et &, a,
d’aprés sa définition, ne change pas; il en est de méme de a;. Au
contraire, gy, change de signe :

Ul "
QAip= Qi
aip=— a
QA= Qi

Mais si, aprés avoir fait cette permutation d’indices, on change
en — 1, on ne change pas I'expression d’un élément C;; du déter-
minant; ainsi

Cir(A) = Cpa(— Q)
et, par conséquent,
At'/s‘()\) = Aki(— )‘)1

en désignant par A;()) la valeur du déterminant A(}) constitué
avec les éléments Cy;.

Or, permuter les indices i et k revient & permuter les lignes
avec les colonnes, ce qui ne change pas la valeur du déterminant.
Nous avons donc, en tenant compte de 1'égalité précédente,

B (X)) = Aps(X) = A (— D),
c’est-a-dire :
A(N) = A(— D).

L’équation (8) a donc bien ses racines égales deux a deux et de
signes contraires.
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14 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE 1.

Je dis maintenant que, st I'équilibre est stable, ces racines sont
purementimaginaires et qu’'on a

A=py—1,
® 1 étant réel.

En effet, si A avait une partie réelle positive, ¥ et, par suite,
gi pourraient croitre indéfiniment avec ¢ : I'équilibre ne saurait étre
stable. De méme, st la partie réelle était négative, il existerait une
racine — A dont la partie réelle serait positive, et le méme raison-
nement s’appliquerait. Donc, la partie réelle est nulle et, par suite,
I'équation en A n’admet que des racines imaginaires conjuguées
deux & deux.

Si nous supposons 'équation en A résolue, nous pourrons pour
chaque racine de cette équation déterminer les valeurs correspon-
dantes des inconnues o; et, par conséquent, des paramétres g;.
Nous obtiendrons ainsi 2 n solutions particuliéres satisfaisant aux
équations de Lagrange et correspondant aux 2 racines de

A()\) = 0.

Chacune de ces solutions particuliéres sera une fonction pério-
dique du temps; toules les variables seront proportionnelles &
une exponentielle imaginaire, c’est pourquoi ces solutions sont
appelées oscillations propres harmoniques complezxes du sys-
teme,

Si nous posons

ap= p; e¥4V=1,

0; et w; étant respectivement le module et 'argument de «;, cha-
cune des oscillations propres harmoniques complexes du systéme
sera donnée par les n valeurs

qi=pi eVl +w)
des parametres g.

Les équations différentielles étant linéaires et a coefficients réels,
la partie réelle et la partie imaginaire des solutions complexes sa-
tisferont séparément au probléeme. Donc, de chaque solution com-.
plexe, nous pourrons déduire deux solutions réelles :

qi=picos(pt + wi),
qi=p: sin( gt -+ w;). .
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OSCILLATIONS D’UN SYSTEME MECANIQUE. 15

Ces solutions réelles seront appelées les oscillations propres har-
moniques réelles du systéme.

Les 2n solutions particuliéres qui donnent les oscillations com-
plexes étant conjuguées deux a deux, leur somme fournira égale-
ment une oscillation propre harmonique réelle rentrant év1dem-
ment dans les présédentes.

En combinant les 22 solutions particuliéres des équations diffé-
rentielles, on obtiendra la solution générale du probléme. Une
oscillation propre quelconque peut donc toujours se décomposer
en oscillations harmoniques complexes, d’ou 'on passera facilement
aux oscillations harmoniques réelles. Dorénavant, quand nous
parlerons d’une oscillation propre, il faudra toujours entendre une
oscillation propre harmonique compleze.

On voit que la période d’'une oscillation propre correspondant 4 la

T emy—1
=

valeur p est donnée par i - L’équation en A définit

donc les périodes des oscillations propres. L’amplitude est repré-
sentée par p; et la phase par w;; dans la méme oscillation, ces deux
éléments différent pour chaque paramétre.

- 1l nous reste 4 montrer comment on peut déterminer pi et wy,
c'est-a-dire «,.

Pour cela, nous introduirons les mineurs du déterminant A(X).

Désignons-les par Dyx, de telle sorte que

A=ZCiuDi

D’aprés la théorie des équations linéaires homogénes, nous
aurons

Diy Daz

Les mineurs sont des quantités complexes entiérement détermi-
nées quand on connait A; le probléme est donc entiérement résolu.
Naturellement, les o; ne sont déterminés qu’a un facteur con-

stant pres, et le rapport ]-;'—, est indépendant de 7.
tic

Remarquons que toute racine de I'équation (8) nous fournit
également comme racine son imaginaire conjuguée — A.
A —\ correspondra une oscillation propre harmonique

gi= Pie M
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16 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE 1,

imaginaire conjuguée de la précédente, et nous aurons encore le

rapport B indépendant de 7.

D (— >\)
Mais le déterminant A jouit d'une symétrie particuliére en vertu

de laquelle, comme nousle savons déja, on a

Aue(N) = Api(— D),
c’est-a-dire

2 Ci(3) Dur(X) = = Cpi(— ) Di(— 1),
d’ov '
Dix(A) = Dpi(—N),

uisque
psa Cir(X) = Cre(— 1)
Par conséquent, .
Bi B |

Diu(—r) — Dr(R)

Br

11 en résulte, en permutant les indices, que le rapport Dy, ot indé-
12

pendant de k.

8. Cas particulier de Péquilibre absolu. — Si nous supposons
qhe les oscillations du systéme s’effectuent de part et d’autre
d’une position d’équilibre absolu, nous aurons pour les parties
constitutives de H

Hy=T énergie cinétique,
Hl = 0,
Ho=—TU  énergie potentielle changée de signe.

Alors ay = o; par suite, ici, G ne change pas quand on per-
mute les indices.
Nous avons toujours
. A (X) = Agi(R),
c’est-a-dire
2Cu(A)Di(A) =2 Ckl‘()\)‘DIn‘()‘)’
et d’ailleurs
Cix(X) = Cri(X),
donc
. Dik(X) = Dyi ().

Or, @; est proportionnel & Dy (A); Bi est proportionnel
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OSCILLATIONS D’UN SYSTEME MECANIQUE. 17
a Dx:(A) = Dix(X). Par suite, o; et B; ne différent que par un fac-
teur constant, qu’on peut prendre égal 4 1 puisque chacune de ces
quantités n’est déterminée qu’a un facteur constant prés.
Ainsi
;= pi'

Or, ces quantités sont imaginaires conjuguées, donc elles sont
réelles et 'on a w; = o, quel que soit /.

Par suite, les oscillations de tous les paramétres g, c’est-a-dire
de tous les points du systéme, ont méme phase.

Au contraire, dans le cas général, elles ont des phases diffé-
rentes.

En effet, nous avons bien toujours

Aue(N) = A (D),

mais, comme C;()) change par la permutation des indices, on ne

peut plus en déduire
Dy(N) = Dgs(R).

L'effet de la force de Coriolis est donc de décaler, dans une
méme oscillation propre, tous les paramétres les uns par rapport
aux aulres.

9. Etude des oscillations contraintes. — Dans ce cas, les forces
extérieures ne sont plus nulles. Le terme Q; de l'équation de
Lagrange relative au paramétre ¢; sera différent de zéro, et de la

forme
Qi= 3 Kip M,

les facteurs eM¢ étant des fonctions périodiques du temps.

En eflet, la force perturbatrice peut toujours se décomposer,
d’aprés la série de Fourier, en composantes isochrones complexes
dont les parties réelles fourniront des composantes isochrones
réelles.

Considérons les composantes complexes. Chacune d’elles don-
nera lieu 4 une oscillation contrainte isochrone de méme période;
et lorsque toutes les composantes agiront a la fois, l'oscillation
résultante sera, d’aprés le principe de la superposition des petits
mouvements, la somme des oscillations dues a chacune d’elles. Il
nous suffira, par conséquent, d’en envisager une seule.

P. — I 2
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18 " PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE I.
Posons donc, en supprimant maintenant I'indice £,
Qi= K[ e)\‘.

Cette force perturbatrice engendrera une oscillation contrainte
qi=¢; 2

que nous nous proposons de déterminer.

I1 nous suffit pour cela de voir ce que deviennent les équations
de Lagrange. L’équation (5) aura un second membre KyeM et
s écrira :
(9) - —— ———=Kie¥ (k=1,2,...,n);
A estici une donnée de la question, tout comme K.

En distinguant les trois portions de H et introduisant les con-
stantes a, @y et a;x, comme nous I'avons fait au paragraphe 7,
les équations (g) s’écriront

z(a:( h e a4 )__K oMt k=1.2,...,n
i Gu i Gikgi) = Bk i=1,2...,n/)
et, en substituant la valeur ¢;=¢;e*, que doit prendre le para-

métre ¢; sous l'influence de la force perturbatrice, nous aurons
inalement le groupe d’équations
final tle groupe d’équat

(10) ) S Cup=Ky.

Les Cix sont des constantes connues, puisque A est connu.

Chacune des équations renferme les n inconnues ¢; et nous
avons n équations. Ce sont encore des équations du premier degré
comme les équations (7), mais elles ne sont plus homogénes et
renferment un second membre. On les résoudra par le procédé
habituel, et I'inconnue ¢; se présentera sous la forme du quotient
de deux déterminants. Au dénominateur, nous aurons le détermi-
nant A(A) des coefficients C;x des inconnues; au numérateur, ce
méme déterminant dans lequel on aura remplacé respective-
ment C;, G, ..., Gin par K, Ky, ..., K, : ce sera donc
ZKaDi(A).

Par conséquent, une solution particuliére du probléme des oscil-
lations contraintes nous est donnée par les n valeurs

o= ZKnDin(M)
T
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OSCILLATIONS D'UN SYSTEME MECANIQUE. 19

10. Comparaison entre les oscillations contraintes et les oscilla-
tions propres. — K est une constante, D;; est un polynome de
degré 2 n — 2 en A puisque c’estun déterminant quia n —1 lignes
et dont chaque élément est du deuxiéme degré en X, A(X) est de
degré 2 n. Donc ¢; est une fonction rationnelle qu’il est possible de
décomposer en éléments simples.

Pour cela, nous introduirons les oscillations propres du sys-
teme.

Nous avons vu qu’en désignant par A;j une des 2n racines de
I’équation (8),

A(M)=o0 (J=1,2,...,2n),

Poscillation propre correspondante est donnée par les valeurs des
parameétres

gij=oyert  (i=1,2,..., 1)

Les 2 racines A; sont d’ailleurs égales deux 4 deuxet de signes
contraires. Ces valeurs de g sont une solution des équations diffé-
rentielles sans second membre, tandis que g; = ¢;¢M estune solu-
tion particuliére de ces équations avec second membre.

Pour avoir la.solution générale de ces équations, c'est-a-dire
du probléme des oscillations contraintes, il nous suffira d’ajouter
a la solution particuliére une solution quelconque des équations
sans second membre, c’est-a-dire une oscillation propre.

Ceci posé, procédons a la décomposition de ¢; en fonctions ra-
tionnelles. Les racines du dénominateur sont A = j, ces quantités
étant les mémes que celles qui définissent les périodes des oscilla-

tions propres du systéme; & chacune de ces racines correspondra

K, D,'/L()\j)
o e =R a)
mant par rapportaj =1, 2, ..., 2n,

_2 2K lh()\ )
¥ =30y

En vertu d’un théoréme que nous avons démontré au para-
Di/t()‘j)
a,-j

(h=1,2,..., n) et nous aurons, en som-

graphe 7, le rapport est indépendant de /. Mais nous

savons que, outre la solution particulié¢re ¢i; = a;;¢¢ des oscilla-
tions propres, nous avons également la solution imaginaire con-
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20 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE 1.

juguée s;; = f;;eV*, et nous avons démontré aussi que le rapport
&g(—)‘j) était indépendant de 4. Nous en concluons que
Din (X)) .
@ij By

hy

est indépendant 4 la fois de iet de /. Ce rapport ne dépendra done
que de j et nous pourrons écrire

Dih()‘/)

= p; A'(A)),
e By =W (N

ij étant une quantité dont nous verrons bientdt la significa-
tion (§ 13).
Alors

w33 iyt

et nous en déduirons I'expression des parameétres ¢;. En écri-
vant ¢ pour montrer qu'il s’agit d'une solution particuliére des
équations avec second membre, nous aurons

j=2n h=n

0 ekt
(”) q:i =2 ;U_)\ ZKhP-jphj

=1 /l__l

) et K, sont des constantes données, se rapportant a la force per-
turbatrice qui est connue; Xj, uj, %;; et Bz; sont aussi des con-
stantes relatives a I'oscillation propre dont la période est déf‘me
par la racine A; de I’équation (8).

Par conséquent, & un coefficient prés qui ne dépend que de j, le
terme général de ¢{ sera a;;eM(j=1, 2, ..., 2n).

Chaque terme correspondra 4 une oscillation contrainte harmo-
nlque

Sil'on compare cette oscillation & 'oscillation propre corres-
pondante, on voit que a;; est le méme pour les deux oscillations,
mais que le coefficient exponentiel est ¢* dans 1'une et eX* dans
I'autre.

Chaque oscillation contrainte a donc en ses divers points les
mémes différences de phases que I'oscillation propre harmonique
correspondante et une amplitude proportionnelle, mais sa période
est dillérente : c’est celle de la force perturbatrice.
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L’oscillation contrainle totale correspond & I’expression com-’
pléte des g;. Elle se trouve ainsi décomposée en oscillations iso-
chrones harmoniques contraintes complexes dont on déduirait
aisément les oscillations contraintes harmoniques réelles.

11. Résonance. — Il convient de signaler tout de suite un fait
extrémement important. Supposons que A soit trés voisin d’une
des valeurs A; relatives aux oscillations propres.

Alors, le terme correspondant dans 'expression de ¢; devien-
dra prépondérant, et 'oscillation contrainte observée différera
trés peu par la période, par le rapport des amplitudes et
la différence de phases en divers points d’une des oscillations
propres harmoniques du systéme. C’est en ceci que consiste
le phénoméne de résonance; on en constate la prodaction

. dans certains bassins maritimes ol se produisent des marées
considérables se rapprochant d’une oscillation harmonique

propre.

12. Conséquence du principe des forces vives. Energie d’une
oscillation. — Formons I'expression

(12) —Zq ——H

Nous aurons alors, H dépendant de ¢ et de ¢/,
dE , dH ,d dll anl ., al
Z =21 ag Tul'a dq Z aq' ?
,d dil LN
77 g '@9 —Zq Q,

d’aprés les équations de Lagrange.

Or, 2Q3dg représente le travail virtuel des forces extérieures
correspondant & un déplacement virtuel 3¢ des paramétres. Le
déplacement réel pendant le temps d¢ étant ¢'d¢, B¢’ Q est le tra-
vail des forces perturbatrices rapporté a l'unité de temps. Il en
résulte que E représente l’énergie.

L’expression (12) peut se transformer aisément en appliquant
le théoréme des fonctions homogénes. Nous avons, en effet, en
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nous reportant aux définitions de H,, Hy, H, (§ 4),

Par conséquent,

Y w2
(13) E=1; —Hy=T'+U—<L2.

Le moment de rotation M dans le mouvement relatif ne figure
pas dans cette expression.

Dans le cas ou l'oscillation s’effectue autour d’une position
d’équilibre absolu, on a simplement pour ’énergie
(13 bis) E=T+U.
13. Nous allons introduire les notations suivantes. Soient
Xy, Ta, oe.y Tn
des fonctions quelconques du temps;

’ ! ’
.’1:‘“ xih sy $,L

leurs dérivées. Posons
E(x;) = Hy(2}) — Hy(2y),

les fonctions Hy et H. ayant les mémes degrés respectifs par
rapport aux x; et z; que nos fonctions habituelles de méme dési-
gnation en ¢; et ¢, Dans._ces conditions, E sera un polynome
homogéne de deuxiéme degré en z et z', c'est-a-dire une forme
quadratique sans terme en zz'. '

Considérons maintenant une forme quadratique quelconque I (')
et posons, par définition,
db(y)

dy

1
F(z,y)= 3 Ix

. . . . )
Si, dans cette expression, on fait y =z, on aura, d’aprés le
théoréme des fonctions homogénes,

F(z,z)=F(x).
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De méme

F(z,y)=F(y,z),
Flaz+by)=atF(z)-+ 02F(y)+2abF(2,¥).

Ces relations expriment les propriétés générales des formes qua-

dratiques.
Enfin, nous poserons

E(.’L‘[,}’[) = H2(xlz".ylt)— HO(:xi’)’i)‘

14. Application au cas des oscillations propres. — Considérons
une oscillation propre formée par la combinaison de deux oscilla-
tions propres harmoniques

qi=9qi;+ Qiky

qij et q;x étant les valeurs du paramétre g¢; correspondant respec-
tivement aux racines A; et A; de 'équation (8).
L’énergie de cette oscillation sera

E(q:)=E(qij) +E(qix)+2E(qij, qir)
ou, en mettant en évidence les éléments de chaque composante,

E(g:) =X [N Hy(2iy) — Ho(a1)] + Mt A} Hy (@is) — Ho(ux)]
-2 ehj+rle [)\j)\kﬂz(aij, ;i) — Ho(az, k)]
Nous avons donc
E(gij) ~ e,
E(qir) ~ e,
E(qij, gue) ~ ehi+hot,

Or, dans le cas des oscillations propres, le syst¢éme étant sous-
trait 4 I'influence des forces extérieures, 'énergie doit rester con-
stante. Il faut donc que tous les termes renfermant des exponen-
tielles disparaissent. Ainsi I'on aura

E(qs) =E(qi) =o.
$i ) 4 2x 2 0, nous aurons également
E(q:, qir) =o.

Mais, si A; + Az = 0, ce dernier terme ne sera plus nul.
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Dans ce cas, léquilibre étant supposé stable, et I'équation
en A ayant, par suite, toutes ses racines purement imaginaires et
conjuguées deux & deux, nous avons ¢;x = $ij, $i; étant l'oscillation
harmonique complexe imaginaire conjuguée de g;;, et ¢; sera une
oscillation propre harmonique réelle. .

Remarquons que H,, énergie cinétique dans le mouvement
relatif, est une somme de carrés toujours positive ; — Hy, qui se
réduirait 2 'énergie potentielle U s’il n'y avait pas de rotation,
pourrait alors étre considérée comme positive également dans toute
position du systéme, puisqu’il serait toujours permis d’attribuer
la valeur zéro au minimum de U qui correspond & la position d’é-
quilibre stable. Bien que, dans le mouvement relatif, cette condi-
tion ne soit pas nécessaire a la stabilité de I'équilibre, nous nous
restreindrons toujours désormais au cas ot H, et — H, sont deux
Jormes quadratiques définies positives.

Dans ces conditions, je dis que I'équilibre restera stable, c’est-
a-dire que A est purement imaginaire. ,

En premier lieu, X ne peut pas étre réel. En effet, si }; était
réel, gi; le serait, E(q;;) serait une somme de carrés et ne pour-
rait donc étre nul : donc, pas de racines réelles possibles.

En second lieu, X ne peut pas avoir de partie réelle. En effet, st
les racines avaient une partie réelle, en prenant pour A I'imagi-
naire conjuguée de X;, Aj + Ax ne serait pas nul et g; serait réel.
E(g:) devrait donc étre positif; or, tous ses termes sont nuls,

Nous devons donc nécessairement supposer que A; est purement
imaginaire. Alors, en prenant deux racines imaginaires conju-
guées A; et A, on aura bien une oscillation propre réelle ¢; pour
laquelle Aj + A = o et I'énergie se réduira &

E(g:) = 2E(qij sij) = — 2[ M Ha(auy, Biy) + Ho(wy, Bip)]-

Les paramétres n’étant d’ailleurs déterminés qu’a un facteur
constant prés, on pourra toujours choisir ce facteur de maniére

que
E(q[j, SU) = 1.

On voit que, dans P'expression de I'énergie d’une oscillation
propre complexe quelconque, tous les termes E(g¢:;), E(qi),
E(qij, qix) disparaitront, sauf les termes E(g;j, si;) correspondant
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aux oscillations harmoniques conjuguées. L’énergie totale sera
donc égale & la somme des énergies des oscillations propres
harmoniques réelles.

15. Application au cas des oscillations contraintes, Détermina-
tion de ;. — Supposons que nous considérions une oscillalion
contrainte quelconque ¢; formée par la solution particuliére ¢
des équations avec second membre, 4 laquelle on a a_]outé une
oscillation propre quelconque sz,

qi: Q? -+ Siks

sik ayant pour imaginaire conjuguée l'oscillation propre g, de
telle sorte que
sie= BireM¢,  que= aedut,

Nous aurons pour I’énergie de l'oscillation contrainte
E(g:)=E(g}) +E(su) + 2E(q}, su).

Le premier terme contient en facteur e2,

Le deuxiéme terme contient en facteur e~2M,

Le troisiéme terme contient en facteur ez,

Considérons exclusivement ces termes en e~ )¢ dans la relation
fondamentale

Le premier membre nous fournira 2 (A — X¢) E (g7, si).

Or, chaque terme de E (¢?, six) est proportionnel au para-
métre gy correspondant et se décompose, par suite, d’aprés la
formule (11), en une série de termes ayant respectivement en déno-
minateur A—\; (f =1, 2, ..., 2 n). Faisons tendre maintenant
A vers Az

Dans chaque produit (A — As) g7, tous les termes lendront vers
zéro, 4 l'exception d’un seul, celui qui contiendra précisément
A — A en dénominateur, et nous aurons

(X —=2) g = oM ZK), i Bar= qiedMt ZKp psBrr,
d’ou

lim(X — ) E(g8, sie) = e*MWE (g, sis)SKn 2 Bk
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Nous avons donc, pour A == Az,
2E(qiky sek) EKppnBar=—MEKnBnrs-

Mais nous savons que
E(qit, $ix) =1.
Il en résulte que '
L= 7\/,-,

ce qui détermine les coefficients w.

En posant
To= ZKy 84,

'expression (11) de I'oscillation contrainte peut alors s’écrire sous
la forme
1 A

16. Détermination des racines de l’équation A (1) = o. — Nous
allons montrer que les différentes racines de I'équation (8) peuvent
étre obtenues en considérant les minima successifs du rapport de
deux formes quadratiques.

Supposons deux formes quadratiques

.

F =X} +X} +...+Xi,
Fi=MX{-+MXi+.. .+ NX3,

X, X3, +v., X, étant des fonctions linéaires des vanables zy,
Zay ..., Zy, et considérons le rapport

F, _ =heXe
T~ =Xt

Ce rapport ne peut varier qu'entre A} et A}, en désignant par
Ay et X, la plus grande et la plus petite des racines en valeur abso-
lue. Done, sil’on cherche son minimum, on aura une des valeurs
de A. Supposons-la trouvée, et assujettissons maintenant les varia-

bles 4 la condition X, = o. 5i nous prenons alors le rapport %,

ol les termes en X} ont disparu, il variera entre les limites )} et
A2 : d’ol un nouveau minimum fournissant 1, et ainsi de suite.

On peut donner & ce résultat une forme géométrique intéres-
sante.
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Si nous considérons les variables z,, 1, ..., 5 comme des
coordonnées dans1'espace 4 n dimensions, F = o et F; = o repré-
senteront deux ellipsoides, et F — e F, = o sera un ellipsoide
passant par I'intersection des deux premiers.

Mais, pour certaines valeurs de ¢, cet ellipsoide se réduira &
un cbne. '

Dans le cas particulier oit ¥ = o représenterait une’ sphére,
c’est-a-dire si 'on avait

z}+ 23+, .+ 2l=o,

la recherche des % reviendrait & celle des axes de l'ellipsoide
F,=o.

Nous allons montrer maintenant quelles sont les formes quadra-
tiques qui, dans le cas des oscillations, peuvent servir 4 la déter-
mination des périodes.

17. Considérons une oscillation propre harmonique quelconque
qij = a;je’* et son imaginaire conjuguée s;; = P;je” At '

Une oscillation propre quelconque ¢; pourra, comme nous le
savons, se décomposer en oscillations propres harmoniques, sous

la forme
gi=Z2A;91,

les A; étant des coefficients constants. Nous supposerons que ¢;
soit une oscillation réelle : les termes du deuxiéme membre seront
alors imaginaires conjugués deux & deux; Ajg¢;;, par exemple,
sera imaginaire conjugué de Bjs;j, et les deux coefficients A et B;
seront imaginaires conjugués. ’

Ceci posé, considérons I'énergie E (¢;). Rappelons que, F étant
une forme quadratique quelconque, on a

Flz+y) =F@)+F(y) +2F(zy),
F(Az +By)= A*F(2)+ B2F(y) + 2ABF (=, y),

A et B étant des coeflicients constants. Cette derniére formule se
généralise d’ailleurs immédiatement et nous pouvons l'appliquer
4 ¢; qui est une somme de 2 termes; on a ainsi

E(g:)=2A%E(qi) +22A;A1E(qij, qux).
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Nous savons (§ 14) que

lorsque  A;4-XAx 20, E(gy)=o0, E(gi, qu)=o,
lorsque  Aj+Az=o, E(giy) =o, E(qi5 qir)=1.

Il nous suffit donc, dans 'expression de E(g;), de considérer
uniquement les termes tels que A;+ Ax=o0, c’est-a-dire de
changer ¢« en s;; et A, en Bj. Il reste ainsi simplement

E(g:)= 2ZA;By, 4

ce qui est essentiellement positif, puisque A; et B; sont imagi-
naires conjugués.

Développons ¢; suivant les puissances croissantes du temps'
nous aurons

"

: &
qgi= EA_/dl'je)‘i‘: xi-{—x} {4+ -jt’-i—. ‘ey
avec
z;= T A,
zi=ZA;Njuj,

"
xi= EAJ-)\} @

Les quantités z, x', 2" sont réelles, puisque ¢ est réel.

Elles sont liées, d’ailleurs, par des relations linéaires, qui ne
sont pas autre chose que les équations différentielles (6) ou les
paramétres g, ¢’, ¢" sont remplacés par leurs valeurs initiales
z, ', x':

2(Qip @+ Ay + ai®i) = o.

Dans 'expression de 'énergie, qui est une constante, faisons

t=o.

Alors E (¢;) = H.(¢}) — Hy(q:) se réduira a
H,(x}) — Ho(2;) = 22 A;By.

D’aprés la définition des fonctions H, et Hy, cette expression
sera une forme quadratique des 25 variables z, #' : appelons-la F,.
Si nous changeons, dans F,, A; en A; Aj, ce qui entraine le
changement de B; en — 1B, puis z en &' et z' en z', nous
aurons

. Hy(2}) — Ho(2}) =— 220} A;By.

. : / i
Le premier membre est une forme quadratique en z’ et 27,
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c’est-a-dire, puisque z” s’exprime linéairement en z et z', une
forme quadratique des 27 variables z, ' : appelons-la F,.
Nous obtenons ainsi deux formes quadratiques,

Fy(z,') = By(a') — Ho(2) = 25A,B;,
Fg(w,xl) = Hg(z'”)— Iio(x,) =—22)\J2 Aij,

des 2n variables z et &', qu'on peut former sans résoudre 1’équa-
tion A(A)=o0. Ce sont des sommes de carrés essentiellement
positives.

Considérons leur rapport

T, =~ TZAE;

Les variables z et #/ sont réelles, mais arbitraires. Le rapport

F2 . . 9 i PR - »
T, variera par suite de — A} & — 23, A et h, étant la plus petite

et la plus grande des racines de A (A) considérées en valeur abso-

lue. Done

F
F—f>—k%,

et la recherche du minimum du.rapport des deux formes nous
fournira la racine A,.

Supposons que X, soit déterminé. On pourra alors calculer a,
el By (voir §7). ‘

Assujettissons maintenant les z et 2/ & deux relations linéaires
A;=B;=o0.
Nous formerons ces relations en considérant que
E(ginsn)= EAJE(Q;j, Si1) = Ay,

puisque tous les autres termes pour lesquels j >4 1 sont nuls.
Par conséquent,l’une denosrelations sera, puisque s;, = — X B
pour t = o,

— MH(Bi, #7) — Ho(Bar, 2:) = 0.

Pareillement, nous aurons la relation imaginaire conjuguée

A Hy (o, 1‘2) — Hy(an, 1) =o.
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.. F
Dans ces conditions, A, et B, seront nuls, et le rapport F—’ aura
1
un nouveau minimum — 1}; d'ou a, et 8.

Nous assujettirons ensuite les variables aux conditions
Ay;=By=o,

formées d’une fagon analogue, et ainsi de suite.

18. Dans le cas de I'équilibre absolu, les deux formes qua-
dratiques se simplifient. En effet, on a alors (§8) a), = o. Sidonc
nous supposons que tous les = soient nuls, ce qui revient a faire
correspondre l'origine du temps 4 la position d’équilibre, les 2"
seront tous nuls aussi, en vertu de la relation linéaire qui les lie
aux z et aux 2’. Comme on a, d'ailleurs, «; = {;, il en résulte que
les coefficients A; et B; sont égaux et de signes contraires; étant
imaginaires conjugués, ils seront alors purement imaginaires,

La forme F, se réduit & H, (2') et la forme F, 8 — H, (2');
elles ne dépendent plus que de n variables au lieu de 2n.

Mais, dans 'un comme dans 'autre cas, la recherche des racines
de A (A) = o est ramenée & celle des minima successifs du rapport
de deux formes quadratiques.

19. Cas ou Yéquation A ()) = o admet des racines multiples.
1° Oscillations propres. — Reprenons les équations (7)
2a;Cip=o0.

Nous savons (§7) qu’elles fourniront les solutions du probléme
si leur déterminant A (1) est nul : les racines de I’équation .

(8) A(M)=o,

que 'on peut déterminer comme nous venons de le montrer,
donnent alors les périodes des oscillations propres.

Nous avons supposé jusqu'ici que I'équation (8) avait toutes
ses racines distinctes, c’est-a-dire que les mineurs du premier
ordre Dy ne pouvaient s’annuler tous en méme temps que A. Les
inconnues a;; sont alors respectivement proportionnelles & Dy (),
elles peuvent s’exprimer en fonction de I'une quelconque d’entre
elles prise arbitrairement, et la solution générale ¢;, correspon-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



OSCILLATIONS D'UN SYSTEME MECANIQUE. 31

dant 4 Yensemble des 2 n racines Aj, comprend bien, comme cela
doit étre, 2 n constantes arbitraires. '
Supposons maintenant que A admette la racine double 2;, D’a-
pres la théorie générale des systémes d’équations différentielles
linéaires a coefficients constants, deux cas sont & envisager :

1° Si les mineurs Dy ne s’annulent pas tous pour X =1, les
équations admettent nécessairement une solution de la forme
;; P (t) e\¢, P étant un polynome du premier degré en ¢, renfer-
"mant deux constantes arbitraires; de telle sorte que, ddns la
solution générale, le nombre de ces constantes reste égal & 2 n.
2° Si tous les mineurs Dy ();) sont nuls, la solution précédente
sera illusoire; mais, en admeltant que A; ne soit pas racine de A
d’ordre de multiplicité supérieur & 2, un au moins des mineurs du
second ordre ne s’annulera pas. Les inconnues «;; pourront alors
s’exprimer linéairement en fonction de deux d’entre elles prises
arbitrairement : il en résulte qu'a la racine double A; corres-
pondront deux oscillations ¢;; distinctes, ayant méme période, et
différant non seulement par les amplitudes, mais encore par les
phases respectives des divers paramétres. Quant au nombre des
constantes arbitraires dans la solution générale, il restera bien
toujours égal & 2 n.

¥

Or, je dis qu'en vertu des conditions mécaniques auxquelles
est assujetti le systeme étudié, cette derniére hypothése est seule
véalisable, c'est-d-dire que dans I'expression -d’une oscillation
propre quelconque, le temps ne peut pas figurer en dehors des
exponentielles. :

Admettons, en effet, que le systéme soit susceptible de prendre
une oscillation de la forme

gi= ta,-/eli¢+ ‘Y,'./e)‘i‘.
Nous aurions
q’1= )\,-oc,-,-te)\i‘—k (1ij+)\jw/)e7\i’.
D’ailleurs, nous aurions également la solution imaginaire
y g 8
conjuguee

sp=tBy et - Byyeit

et ¢; -+ s; constituerait une oscillation réefle du systéme.
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. Considérons I'expression E (g: + s;) de I’énergie correspon-
dante.

On a
E(q,-—l— $;) = E(qt) + E(sp) +2E(q:, 5:).

Elle doit se réduire & une constante.

Or, g; et g; contiennent un terme en ¢eh® et un terme en ekf;
E (¢:) qui est de degré 2 en g¢; et ¢; sera de la forme 24P, (¢),
P, étant de degré 2 en ¢. Ce terme non constant devant dispa-
raitre, on aura

. E(Qi) =0,
de méme
E(s;) =o.
Il reste donc simplement
QE(% 51);

c’est-a-dire une forme bilinéaire en ¢ et §', s et ¢'; par suite, un
polynome du deuxiéme degré en ¢.

Le coefficient de ¢2 devra étre nul. On I'obtiendra en remplagant
respectivement, dans Pexpression de 2 E (¢4, 5:), i, ¢}, si et s} par
leur terme de degré le plus élevé, c’est-a-dire par tg;j, tq;,, sij
tsy;. Le terme en 2 sera ainsi

282 E(qi)y $i5)-
Or, il ne peut pas étre nul, puisque nous savons que
E(q,'j, S,'j) =1T.

Par conséquent, une seule hypothése reste admissible : les
équations (7) n’admettent que des solutions ou le temps figure
seulement dans les exponentielles. Si donc A; est racine double,
non seulement le déterminant A, mais encore tous ses mineurs du
premier ordre D s’annulent.

Supposons, par exemple, A, =A,; nous aurons alors deux
oscillations harmoniques, ¢;; et ¢;;, correspondant & la méme
racine. La période étant la méme, on pourrait remplacer ¢;, et ¢;2
par deux combinaisons linéaires quelconques de ces quantités.

Mais nous conviendrons de les choisir en restreignant le sens
du mot oscillation harmonique, de maniére i conserver les
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relations
E(g:,sn)= E(ql'Z, $11) = o0,
E(qih sii) = E(Qm -S'iz) =1.
20. 2° Oscillations contraintes, — Nous avons trouvé (§ 9)

que la solution des équations avec second membre était donnée

par

gi=c e,

Kthlz()‘)
& —'2‘ A()\) ’

et nous avons décomposé ¢; en éléments simples de la forme

const.

X—A;

Si I'équation en A a une racine double, aurons-nous dans cette

décomposition un terme en ? Non, car, la racine double

()\““)\1)*
de A()) annulant D;;, il ne nous restera au dénominateur que
A — A; au premier degré.

De méme pour une racine triple ou d’ordre quelconque de
multiplicité ; ¢ ne pourra pas sortir du terme exponentiel et les
mineurs d’ordre 2 ou d’ordre supérieur s’annuleront : ¢; restera
toujours infini du premier ordre.

21. Cas ou Péquation A(2) =o admet des racines nulles. —
D’abord la racine zéro sera d’ordre pair de multiplicité, puisque
A (X) ne contient que des puissances paires de A.

Si l'on fait A = o dans les équations différentielles, cela revient
a faire ¢;= ¢= o0, et ces équations se réduisent &

Zairqi=o,
c’est-a-dire a :
dH,
— = 0.
‘191: . !

Par conséquent, — H, n’est plus une somme de 7 carrés, mais
une soanme de moins de n carrés.
Soit donc

I

—Hy=X1+X3-+...+X} (p<n),
P. — IIL 3
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les Xy, X3, ..., X, étant des combinaisons linéaires des para-
metres q.

Nous pouvons prendre X,, X,, ..., X, eux-mémes comme
paramétres.

Alors, nous aurons deux catégories de paramétres: les uns,
les ¢, au nombre de p; les autres, les ¢; au nombre de n — p.
H, ne dependra que des g, et pas des g5 ; tandis que H, dépendra
a la fois des ¢, et des g, .

Quelle peut étre la signification de ces diflérents paramétres?

IIs définissent & eux tous la posilion des molécules de la mer.

Supposons qu’elles se déplacent de maniére que la surface des
mers ne varie pas. Il y a une infinité de maniéres de réaliser cette
condition ; si, par exemple, on considére & l'intérieur des mers
une surface de révolution et qu’on la fasse tourner d’un petit angle
quelconque, la surface extérieure ne bougera pas.

S'il en est ainsi, je dis que — H,, I'énergie potentielle, ne
changera pas. En effet, les' molécules se remplacant les unes les
autres, aucune force ne peut produire de travail, tant extérieur
qu’intérieur.

H, ne dépend donc que de la surface extérieure de la mer.

Si les paramétres ¢, définissent la surface extérieure et les
paramétres ¢ la position des molécules & I'intérieur de cette sur-
face, il est clair que H, dépendra seulement des g,.

Qu’en résultera-t-il alors ? Nous avons

E= Hz— HOv

H, et — H, étant tous deux positifs. Si ¢ et ¢’ sont réels, E ne
pouvait s’annuler, dans le cas général ne comportant aucune res-
triction, que si tous les ¢ et ¢’ s’annulaient a la fois. Ceci ne sera
plus vrai maintenant.

Il faut toujours que H, et H, sotent nuls. II; étant une somme
de n carrés, tous les ¢' seront nuls encore ; la nullité de H, en-
traine bien la nullité des ¢,, mais pas celle des g;.

_ Dans ces conditions, les résullats précédemment acquis vont-ils
subsister ?

En premier lieu, nous avons démontré que 1’équation en A ne
pouvait pas avoir de racine réelle (§ 14). Nous ne pouvons plus
dire ici que, si Aj était réel, tous les ¢;; devraient également étre
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identiquement nuls; mais nous savons que l'on aura ¢;;= o,
donc Aj=o. Par conséquent, pas de racine réelle différente de
zéro.

Nous avons vu aussi que E (¢;j, s;j) ne pouvait pas étre nul,
parce qu’alors E (g:j + s5;;) serait nul et que, g;; -+ s;; étant réel,
on en déduirait ¢+ s;;=10; un choix arbitraire nous per-
mettait, d’ailleurs, de prendre E (g;; + s;j) = 1. Ici, de ce que
E (qij + si;) sera nul, nous pourrons seulement déduire que

qij+sij= 0o,
d’ott :
qij-+ §;j = const.,

ce qui exige que l'on ait A; = 0. Pour toute autre valeur de 2}, on
aura donc bien encore E (¢;j, s;7) 4 o.

Reprenons enfin le raisonnement par lequel nous avons montré
que le temps ¢ ne pouvait pas figurer en dehors des exponentielles
(§19). Il n'est plus applicable ici, puisque nous sommes préci-
sément dans le cas ot E (¢;j, s;5) = 0. Nous pourrions donc avoir
une oscillation propre de la forme ¢; = ;¢ 4 ;. Par exemple, si

2 §
I'on prend H, =Z %— et Hy = o, comme alors E = H, = const.,

on aura ¢; = o, d’olt ¢; =0, + B;, polynome du premier degré.

Mais ne pourrait-on pas avoir comme solution un polynome du
second degré? Je dis que non. En effet, admettons que nous
ayons

oy 12
gi=—— -+ Bt =+ i,

a;y Biy 7i étant des constantes qu’on peut supposer réelles, car, si
elles étaient complexes, on prendrait séparément les parties réelles
et imaginaires. L’énergie E(g;) doit rester constante; écrivons son
expression

B(gs) = Ha(gh) — Holgn) = Ha(wt + ) = 1y (25 - goo + v, )
en écrivant 'indice @ dans Hy, pour mettre en évidence que Hy ne
dépend pas des g;.
H, est un polynome du deuxiéme degré par rapport aux o+ §,
donc du deuxiéme degré par rapport 4 £; H, est un polynome du
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deuxiéme degré par rapport aux %" 2+ Bat + Ya donc du qua-
triéme degré par vapport a ¢, L’expression de E(q;) devant se ré-
duire 3 une constante, il faut que le terme en ¢* disparaisse;
done ‘
-7 Ho(2a) =0
et par suite
Hy(2a) = o.

Ainsi, il faut que tous les «, soient nuls; quant aux o, nous ne

savons pas. Il reste alors

E(gi) = He(at + B) — Ho(Bat + va)

et Hy n’est plus que du deuxi¢me degré en ¢. Il faut que le coeffi-
cient de ¢* disparaisse ; donc

Hg(ab)— }Io(ﬂa) = 0.

Les deux termes étant essentiellement positifs, on devra avoir
séparément
Hg((l(,)=0, Ho(ﬁa)=0,
ce qul entraine la nullité de tous les ap et de tous les {:'Sa Pour ce
qui est des 8, nous ne savons pas.
Mais, tous les a étant nuls, il reste simplement

gi=B:t+ s

polynome du premier degré.

En outre, on voit que ¢, se réduit 4 une constante, tandis que g5
est une fonction linéaire du temps.

Il en résulte donc que la surface est invariable, ou du moins
qu’elle n’est altérée que d’une fagon constunte, mais que les molé-
cules sont mobiles: en d’autres termes,ily a des courants internes
qui n’altérent pas la surface exiérieure.

Ainsi, nous venons de démontrer quel’énergie E < + Bt+ Y)
ne pouvalt se réduire & une constante que s1 tous les o étaient
nuls, aussi bien les a5 que les o, ; mais nous avons démontré aussi
quelque chose de plus, c’est que, si tous les a ne sont pas nuls,

I'énergie ne pourra méme pas étre un polynome du premier
degré.
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22. Etude des marées statiques. — Sous l'influence d'une force
perlurbatrice constante, la surface des mers prend une forme qui
constitue la marée statigue. Nous allons chercher comment se
comporte dans ce cas le systtme que nous venons de considérer.
Reprenons donc les équations diflférentielles des oscillations d’un
systéme soumis a I’action d’une force extérieure

Fr(q:) =2(a'§k9'l'+ apqi+ augi) = Q= Kpeh.

Comme nous supposons ici la force perturbatrice constante,

nous aurons ‘
Q)= const., A=o.

Nous avons évidemment une solution particuliére du systéme
d’équations diflérenticlles en prenant ¢; = const.; il suffira d’y
ajouter, pour avoir la solution générale, la solution générale des
équations sans seconds membres, c’est-d-dire une oscillation propre
quelconque du systeme. :

Mais le systéme particulier que nous considérons est constitué
de telle sorte que H, ne dépende que delasurface extérieure; nous
nous trouvons donc dans le cas étudié au précédent paragraphe,
ou I'équation caractéristique des périodes des oscillations propres
admet des racines nulles. '

Eh bien, je dis que, pas plus dans le cas d’une force perturba-
trice constante que dans celui des oscillations propres, il n’est
possible d’avoir comme solution un polynome du second degré.

En effet, la surface extérieure ne dépend que des paramétres g,;
par conséquent, si les g, subissent des variations, les ¢, ne va-
riant pas, le travail des forces extérieures sera nul. Nous avons
donc dans notre hypothése Qs =o. Nous allons voir alors que
I'énergie E sera un polynome du premier degré.

On a (§12) e
TE =2Q9'

et, comme Q; = o, cette expression se réduit &
dE ,
T =2

Supposons pour un instant que nos équations différentielles
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admettent comme solution un polynome du second degré; en dif-
férentiant I’équation

12 '
F/(a—;— + Bit+‘ri) = Qu,

nous obtiendrons
Fk(q;) = Fk(a,-t+ B,) = 0.

Or, en posant gi(p) = ¢;, On Voit que les équations Fi(g;) =o
ne sont pas autre chose que les équations qui définissent les oscil-
lations propres du systeme.

Par conséquent, les expressions g} = a;¢ -+ f; seront les coor-
données d’une oscillation propre du systéme, de celle qui corres-
pond &2 A==o0; et, d'aprés ce que nous avons vu au paragraphe
précédent, on doit avoir

75 = apt B,
g = Ba= const.,
d’ont
I
go=Fut*+ Bot + Yo,
ga= Bal -+ "a-

Comme' Q, est une constante, on a bien (;—If- = consl. et E est
un polynome du premier degré.

Mais nous avons démontré que ceci ne pouvait avoir lieu, dans
une oscillation quelconque, que si tous les « étaient nuls. Par
conséquent, dans les marées statiques, les valeurs des paramétres ¢
seront simplement des polynomes du premier degré,

g:=Bit + 1.

En outre, la dérivée ; sera une solution des équations sans
second membre, c’est-a-dire une oscillation propre. Pour cette
oscillation, on aura Hy == o, ce qui entraine la condition que tous

les B, sotent nuls.
Finalement, les oscillations constituant les marées statiques sont

données par les valeurs
q6=Bot+ Yo
9a = Ya-

Les g, se réduisent A des constantes, tandis que les ¢; sont des
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fonctions linéaires du temps et ne sont pas nuls en général. La
forme de la surface est donc invariable, mais & P'intérieur nous
pouvons avoir des courants continus.

23. Suivant que ces courants existent ou non, nous pourrons
distinguer deux sortes de marées statiques :

1° Marées statiques de la premiére sorte. ¢y=o. 1l 'y a
pas de courants continus, simplement une déformation.

Dans ce cas, tous les ¢’ et les ¢” sont nuls; les équations diffé-
rentielles se réduisent &

~
Z arqgi= an

dH, _
qu - Q/n"

c’est-a-dire

‘

On déterminera les paramétres constants ¢ a 'aide de ces équa-
tions; c¢’est un pur probléme de Statique.

2" Marées statiques de la deuxiéme sorte. H, dépend seu-

lement des g,
aty
aqs

= 0.
Si nous prenons les équations différentielles relatives & k=6,
nous aurons, puisque Q; = o,

D@ gi+aingh)=o;

s o a2
a;3q; sera nul, puisque c’est — -
95

Alors, les équations s'intégrent immédiatement et donnent
2(“7’b¢72+ amgqi) = Mp.

Chaque constante M; est ce qu’on peut appeler un moment du
systeme.

Un second cas remarquable esL celui ol tous ces moments M,
sont nuls,

Ainsi donc, nous aurons deux sortes remarquables de marées
statiques : . ’
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Celles de la premiére sorte, correspondant & ¢ = o : toutes les
vitesses sont nulles, pas de courants a I'intérieur;

Celles de la deuxiéme sorte, correspondant & My =o : ce sont
les moments qui sont nuls, il y a des courants constants a linté-
rieur.

24. Il y a deux cas ol ces deux sortes de marées statiques se
confondent :

® Si I'équation en X des oscillations propres n’a pas de racine
nulle. En effet, dans ce cas, il n’existe pas de ¢; et la question ne
se pose pas; nous savons qu’'un polynome du premier degre ne
peut étre solution du probléme.
2* Si I'équilibre est absolu. On a alors (§ 8) a;, =

Les équations M; = o qui donnent les marées staliques de la
deuxiéme sorte deviennent simplement

" ’
S‘I Qipgi= 0

et, comme les ¢/, sont toujours nuls, ces équations sont des rela-
tions linéaires entre les ¢,. Nous aurons autant de relations dis-
tinctes que de ¢',. Par suite, ces ¢, sont tous nuls, et l'on relrouve
les marées statiques de la premiére sorte.

Au conlraire, dans le cas des axes tournants, qui est celui de la
nature, les deux sortes de marées sont & distinguer. En effet, sup-
posons qu’il n’y ait pas de courants internes, ¢, = o, la surface
tendra vers une posilion d’équilibre correspondant & 'action des
forces extérieures.

Mais, s’il y a des courants internes, une force nouvelle s'intro-
duira outre les forces extérieures : c’est la force de Coriolis,
laquelle est perpendiculaire a la direction des courants, et dont
Paction altérera la surface d’équilibre.

Nous verrons plus tard 'imporlance de cette distinction.

25. Oscillations contraintes d’un systéme a deux groupes de

" paramétres. — Nous avons alors ¢; == ¢;eM, X étant ici une con-
stante qui définit la période de la force perturbatrice. Mais, dans
I'hypothése d’un sysiéme constitué de telle sorte que Hy ne dé-
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pende pas des paramétres g;, on a Qs =0 et Péquation des
moments subsiste,

2(4’.’-1)9}-!- apq:) =My,

Seulement, comme dans le cas des marées statiques de la
deuxiéme sorle, les moments M, seront forcément nuls; en effet,
ils doivent étre & la fois constants et proportionnels 4 e comme
les g etles ¢'.

Alors, une premitre question se pose. Supposons qu'il s’agisse
d’une marée a trés longue période : A sera alors trés petit, et nous
aurons une marée que nous pourrons trailer comme une marée
statique. Mais comme une marée statique de quelle sorte? D’aprés
ce que nous venons de dire, quel que soit &, M= o; lorsque A
tendra vers zéro, M, restera nul et, par consequent les g; tendront,
non vers les valeurs de la premicre sorte, mais vers les valeurs qui
correspondent & une marée statique de la deuxiéme sorte.

Supposons maintenant le cas général, ot \ n’est pas trés petit.
&/, comme nous 'avons vu au paragraphe 10, est une fonction ra-

tionnelle de X qui peut se décomposer en éléments simples de la

onst. . : A : dristl
forme 2 = les A étant les racines de I’équation caractéristique

des osmllanons propres. :
Si cette équation a des racines nulles, aurons-nous des lermes
1
- -9 . dé

en ¢ et 53? Pour nous en rendre compte, supposons e; développé

suivant les puissances croissantes de A,

B:

i
€= )\2+ +"{i+...,

et remplagons ¢; par cette valeur dans nos équations différen-

tielles
Fi(e; 8)“) = K eht,

Nous aurons, en ne conservant que les termes de degré — 2, — 1

etoen A,

a; | ait+ B ait?
B b vy el S O

%y
q;:-)—\-+dil+pi, .

qi= oy,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



42 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE I.

et, par suite, en égalant les coefficients de ces termes dans les deux
membres des équations différentielles,

1
Fr(a:) =0, termes en 3’
1
Fr(a:t+ 8:) =o, > en 3y
a; it .
Fy -+ Bt + ;) =Ky, » de degré o en A.

On reconnait les trois équations que nous avons déja rencontrées
en éludiant les marées statiques (§ 22). Nous en conclurons de
méme qu’on a

, Qg = Up=0.

I o .
Donc, dans ¢;, pas de terme en g3 et a fortiori pas de terme

1
en s etc.

Mais nous pourrons avoir un terme en % parce que, siles B, sont
nuls, les B peuvent étre différents de zéro. Seulement ces termes
ne figureront que dans I'expression des ¢;; les g4, qui seuls nous
intéressent, n’en auront pas.

26. Influence du frottement. — Cette influence est extrémement
faible; nous verrons qu’elle est presque négligeable, sauf le cas des
canaux étroits et sila période est trés longue. Elle se manifeste de
plusieurs maniéres. '

D’abord, si nous considérons les A correspondant aux oscilla-
tions propres, ils ne seront plus purement imaginaires, mais auront
une partie réelle qui sera toujours négative parce que I'énergie ira
en décroissant. Les racines de I’équation en A seront hien encore
imaginaires conjuguées deux i deux, mais elles ne seront plus
deux 3 deux égales et de signes contraires. Voili un premier
point.

En voici la conséquence : Considérons les oscillations con-
traintes ; nous avons ¢, = ¢;eM, qui est une solution particuliére,
mais la solution générale des équations avec second membre est

qi= 6567\‘-1—2 Ajaueli'.

¢
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Les A dépendent des conditions initiales. Dans le cas des ma-
rées, il est évident que ces termes ont di disparaitre. En effet,
); ayant sa partie réelle négative, €%¢ va constamment en décrois-
sant et, depuis que les marées existent, le mouvement di aux
oscillations propres doit étre considéré comme complétement
éteint : il reste donc seulement 'oscillation contrainte proprement
dite. :

En second lieu, le frottement produit une diminution d’ampli-
tude trés légere et aussi un léger décalage.

Nous avons de plus une résonance moins parfaite. En effet,

nous avions
= —
=

et le phénomeéne de résonance était dii & ce que, pour A=12j, un
des termes devenait infini et, pour ainsi dire, écrasait les autres.
Avec le frottement, une résonance aussi parfaite ne sera plus pos-
sible. En effet, A est purement imaginaire, car les forces perturba-
trices sont essentiellement périodiques; Aj, au contraire, a une
partie réelle négative. Donc A — A; ne s’annulera jamais.

Cependant, en pratique, la différence n’est pas trés grande, car
la partie réelle de A; est toujours extrémement petite en valeur
absolue; il en résulte que A —\; pourra devenir extrémement
faible, et que nous aurons une résonance presque parfaite.

"Enfin, I'existence du frottement nous oblige & modifier les con-
clusions auxquelles nous étions parvenus en ce qui concerne les
marées statiques. Pour le montrer, prenons un exemple simple.
Supposons

H= M + o(zy —y2')— '%2;
z et y représentent ici nos paramétres ¢, et Hy ne dépend pas de y.
Nous devrons donc faire Q, = o, et les équations de Lagrange
relatives 4 notre systéme seront '

2" — 2wy’ +z = CeN,
Y +owx =o.

Mais, pour tenir compte du frottement, nous ajouterons les
termes — pz’, —py’ 4 chacun des premiers membres, et nous
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aurons ainsi
" ’ r_c )\t
2" —awy' +x—px' = CeM,
y'+owz —py'=o.

Pour résoudre ces équations, posons

x = AeM,
r= Beke,
Il viendra
A(M—ph+T1)—2wBA =G,
20AX +B(A2—ph) =0,
d’ou l'on tire
. QwA)\_

2B == 2

Imaginons que la période de la force perturbatrice soit trés
longue, et faisons tendre A vers zéro. La limite de AB ne sera pas

la méme selon qu'il y aura ou qu'iln’y aura pas de frottement. S'il
n'y a pas frottement,

p=o, limite AB =—2wA.
S’il y a frotlement,
' p>o, limite AB =o.

Prenons d’abord le cas ou p = o. La premiére équalion nous
donne alors 4 la limite

A+4wA=C,

d’ou
— C .
T 14w’

z sera constant, et nous aurons une marée statique.

Je dis que ce sera une marée statique de la deuxiéme sorte.
Pour le montrer, il suffit de faire voir que y ne se réduit pas & une
constante. En effet, nous avons, 4 une constante prés,
2wA

A

ehe,

y==

N 2wA .
Nous pouvons prendre la constante égale & —'17\_’ ce qui

. donne
el |
y=—2wA<T —_ X)’
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expression qui tend vers — 2 wA ¢ lorsque A tend vers zéro. Donc,
marée statique de la deuxiéme sorte.

Considérons maintenant le cas ot il y a frottement : p > 0. On
a alors simplement A = C; » = const. Donc, marée statique de la
premiére sorte.

Ainsi, lorsque la période tend vers Pinfini, la limite de la marée
n’est pas la'méme selon qu'il y a ou non frottement. S'il y a frot-
tement, si petit qu’il soit, la limite est la marée statique de la pre-
miére sorte; s'il n'y a pas de frottement, la limite est la marée
‘statique de la deuxiéme sorte.

Laplace et ses successeurs ont envisagé simplement le phéno-
méne statique de la premiére sorte. Depuis, M. Hough, astronome
4 I'Obscrvatoire du Cap, dont nous analyserons plus loin d’im-
portants travaux, a introduit cette distinction et a conclu, dans le
cas de la nature, & une marée statique de la deuxiéme sorte. Cette
conclusion doit-elle subsister?

Assurément, 1l y a frottement. Seulement, ce frottement est
extrémement petit. Si donc X tend vers zéro de maniére 3 donner
des périodes de plus en plus longues, la période pourra devenir
trés longue tout en restant encore petite par rapport & la durée qui
serait nécessaire pour que I'influence du frottement fit sensible :
dans ce cas, la marée se rapprochera de la marée statique de la
deuxiéme sorte. Mais, la période continuant & augmenter, il arri-
vera un moment ol A sera petit par rapport 4 p; la période devra
alors étre considérée comme grande par rapport au temps d'in-
fluence sensible du frottement, et I'on aura une marée statique de
la premiére sorte.

Toute la question est donc de savoir alors si les marées a longue
période qu’il y a lieu de considérer (c'est-a-dire celles dont les pé-
riodes sont de 15 jours, de 1 mois ou de 6 mois) ont des périodes
petites ou grandes par rapport au temps d'influence du frottement.
A cette question, M. Hough répond que les périodes sont pelites,
et que, par suite, on aura des marées statiques de la deuxiéme
sorte.

C’est un point surlequel nous reviendrons.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



46 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE IIL

CHAPITRE 1L

APPLICATION DES PRINCIPES GENERAUX
AU PHENOMENE DES MAREES.

27. Nous allons maintenant appliquer 4 I'Océan lui-méme les
résultats obtenus dans le cas d’un systéme de points matériels.
Bien que I’Océan soit un milieu continu, nous pourrons le consi-
dérer comme constitué par un nombre fini, mais trés grand, de
points matériels; alors, les théorémes précédents subsisteront; il
suffira de remplacer les sommes par des intégrales. Nous nous
contenterons pour le moment d’admettre cette proposition, sous
réserve d’en donner plus tard une démonstration rigoureuse.

28. Que deviennent alors, dans le cas de la mer, nos fonc-
uons H, H,, H, et Hy?

Considérons une molécule quelconque dans sa position d’équi-
libre relatif, et soient z, y, 5 ses coordonnées par rapport aux axes
tournants invariablement liés a la partie solide. Sous l'action des
marées, cette molécule se déplace et ses coordonnées deviennent
alors & + u, y + v, 3+ w.

Les quantités u, ¢, w sont trés petites et joueront le role des pa-
ramétres ¢ du Chapitre premier. Nous désignerons par u', ¢/, w'les
composantes de la vitesse.

Alors, H,, qui est la demi-force vive T’, sera

2 /9 'g
(1) H2=‘/‘.‘_‘_+_"2_+f'_dt’

en désignant par d= I'élément de volume dzdy ds, et ladensitéde .
I’eau de mer étant prise comme unité.

Nous avons trouvé ensuite que H, était égal & wM, M étant le
moment de rotation dans le mouvement relatif. Ici, nous aurons

M =fd'c[v'(:v+ u)— w'(y + o)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



APPLICATION DES PRINCIPES GENERAUX AU PHENOMENE DES MAREES. 47
Dans cetle expression, nous pouvons distinguer deux termes.’
Celui en ¢' z — 'y est du premier degré en u'et ¢/, ¢’est-a-dire

par rapport & ce que nous avions précédemment appelé les ¢'; et

nous avons vu qu’on pouvait toujours faire disparaiire les termes

du premier degréen ¢’ (§ 4).

L’autre terme en ¢'u — u'¢ est, au contraire, a conserver, et
nous auyrons

(2) Hy= wf(v'u—u’v)dr.

Enfin, nous savons qu’en désignant par U l'énergie potentielle
dueala gravitation, et par;j le moment d’inertie de la partie liquide,
ona

Y w2
(3) Hy=—U—+ !%

' w? . . .
Le terme jT correspond 4 la force centrifuge ordinaire.

Quant & U, si nous appelons Il le potentiel de la gravitation au
point considéré de masse dm, nous aurons

—U=ifndm;
2

Il convient de distinguer deux parties dans II.
Représentons d’abord la partie solide du globe, puis la sur-
face © de la mer dans sa position d’équilibre, enfin la surface

Fig. ‘1.

troublée ¥ (fig. 1). Entre les surfaces X et ¥’ se trouve un bourrelet
liquide, et, comme le volume total des mers est invariable, ce
bourrelet se Lrouvera en partie positif, en partie négatif.

Si nous envisageons l'attraction en un point quelconque, elle se
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décompose en-deux : d’'une part, attraction due a I'ensemble de
la partie solide et de la partie liquide dans sa position d’équi-
libre ; d’autre part, l'attraction du bourrelet. Nous pourrons donc
écrire
0=1+1,

[’ étant le potentiel dit & la partie solide et & la partie hqulde
dans sa posilion d’équilibre.

De méme, le volume < limité par la surface troublée ' se com-
posera de deux parlies, et nous aurons

Te=r "

= est le volume de la partie solide et de la partie liquide jusqu’a la
surface d’équilibre; 7" est le volume du bourrelet et se trouve en
partie négatif.

L’élément de masse dm aura pour valeur

dm = p dr,

p élant la densité, qui est égale a 1 pour la partie hqulde et plus
grande que 1 pour la partie sohde.

Nous pouvons alors développer I'expression de I’énergie poten-
tielle et écrire '

—U=-/n’dm+ f[l"dm+ [Hdm+ fIl"dm.
‘T"

Le premier terme représente 'énergie provenant de l'attraction
sur lui-méme du volume constitué par la partie solide et la partie
liquide en équilibre; le deuxi¢me terme représente I'énergie pro-
venant de I’attraction du bourrelet sur la partie solide et la partie
liquide en équilibre; le troisiéme lerme, I'énergie provenant de
I'atiraction de la partie solide et de la partie liquide en équilibre
sur le bourrelet; enfin le quatriéme terme représente 1’énergie pro-
venant de 'atiraction du bourrelet sur lui-méme.

Le premier terme est donc une constante, et nous pouvons, par
suite, le supprimer. Le deuxi¢me et le troisiéme terme sont égaux
entre eux d'aprés la théorie du potentiel newtonien; nous pou-
vons les grouper ensemble, et écrire simplement

—-U=fl'l'dm+lf[1”dm.
tll 2 T'
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. . . fwt . .
Pour avoir Hy, il nous suffit d’ajouter!%- Ainsi
1 ‘ w? :
=/11’alm—|——fII"dm—i——f(w’—f—yﬂ)dm.
- 2 Jrw 2

w?
I+ ?(xz"'}’z) = G;

Posons

G est le potentiel d & l'attraction de la partie invariable limitée -
par la surface d’équilibre Z, plus le potentiel dd & la force centri-
fuge : c’est donc le potentlel qui_engendre la pesanteur. Nous
avons alors

(4) H0=/de.+£fn”dm,l

1n0s inte’grales s'étendant uniquement au volume <" du bourrelet,
parce qu’on a pu supprimer également la partie constante du mo-
.ment d’inertie. ) .
Considérons le premler terme de H,. Soit G, la valear de G sur
la'surface d’équilibre Z; c’est une constante sur cette surface: Pre-
nons un point i une dlstance ¢ de sa position d’équilibre comptée
positivement vers le bas; comme § est toujours petit, le potentiel
sera devenu ' -
: G =Go+ g8, Co T

‘
f

g ¢tant Vintensité de'la pesanteur, qui est constante si nous négh-
geons l'aplatissement.

Le volume total du bourrelet tant nul, on aura, puisque la den-
51té est 1 dans 7' ) ;

fGodz;z_fGod*.=G/dt_o

Le premier terme de H, se réduit donc & ng dr.

Pour évaluer dx, prenons sur la surface = un élément do et
élevons sur cetle base un petit cylindre que nous decouperons en
petites tranches de hauteur dC (fig. 2). Nous aurons

y L dt—dc'dﬁ,

gfcdv=gfdccd’=5—;fc2dc.

P. — III. 4
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Donc, le premier terme de H, sera é;’f@,dc, ds étant un élé-

ment de la surface d’équilibre X et { la valeur correspondante de
Pabaissement vertical dd a la marée.

Fig. 2.

Occupons-nous maintenant du second terme, celui qui corres-
pond A lattraction du bourrelet sur Jui-méme. Nous pourrions
considérer deux éléments de volume {do, {'dd’ et calculer I'inté-.

grale double
f /‘ {¢' do do’ ,
[} ,‘

r étant la distance des deux petits cylindres, ¢’est-a-dire des deux
éléments do, do' de la surface. Mais il est plus commode de dé-
composer en fonctions sphériques.

On sait qu’une fonction quelconque ¢ 4 la surface de la sphére
peut se décomposer en fonctions sphériques, sous la forme

{=Z2A,X,,

A, étant un coefficient et X, une fonction sphérique d’ordre n.
Si X, et X, sont deux fonctions sphériques d’ordre diflérent, on a

la relation générale
f X, X, ds = o,

I'intégrale étant étendue 4 tous les éléments do de la sphére.
Nous pouvons supposer de plus que nous ayons choisi nos fonc-
tions de telle sorte que

/X,’de:[,u

Si nous considérons chaque élément de masse { /s comme con-
centré sur la surface, nous pourrons admettre que I1” est le poten-
tiel di a Dattraction d’une couche superficielle dont la densité

. serait — {. A D'intérieur de la sphére, Il satisfait 4 'équation de
Laplace
All" = o.
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On peut d’ailleurs le décomposer & I'intérieur en fonctions sphé-

riques sous la forme
= 3 B, 2 Xn,

r étant la distance au centre rapportée au rayon pris comme unité.
Sur la surface, on aura, d’aprés un théoréme connu,

. _dﬂ" N
Iim <2l W +H>—'_’4WC7

c'est-a-dire, en faisant r=r1,
Z(2n+1)BXp,=—4nf=—4nZA,X,.

Nous aurons donc, en égalant les coefficients des fonctions
sphériques de méme ordre,

ce qui détermine les coefficients du développement de I1” en fonc-
tion de ceux du développement de €.

11 est alors aisé d’exprimer H, en fonction des coeff'cnents A,
Effectivement, on a, d’une part,

/§2d0=2A§fX3 dc+zZA,,Apfx,,x,,da=2A;,, ,

puisque toutes les intégrales de la premiére somme sont égales a 1,
et que toutes celles de la seconde sont nulles.
D’autre part, on a de méme

f“" dm =[H,,Cds =¥ A.B, fx,z, do 4+ (AnBy+ A,,B,,)fx,,x,,dc
— - 4TA}
~2Aan——-—Z 241
Il en résulte que
QHo_ng 2n—|—1A’%’
4m

Or, g estla pesanteur 4 la surface. Le volume de la Terre étant 5

. . 4D . ..
si D est la densité moyenne, la masse sera %—; il faat la diviser
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par le carré du rayon pour obtenir g; par suite,

g= 4§D:

Donc, finalement,

) ' ' D 1

lorsqu’on suppose g constant, c'est-a-dire en négligeant l'aplatis-
sement.

Remarquons que, la fonction sphérique d’ordre zéro étant une
constante, son coefficient A, devra étre nul. En effet, 'invariabi-
lité du volume des mers impose la condition

f{dc';:o,

qui peut s’écrire, puisque Ao X, est une constante,

ZAOA,,onXn ds = o.

Toutes les intégrales pour lesquelles n 3 o étant nulles, il reste
simplement
A%fdd = 0,

Ao= 0.

d’ou

Nous verrons plus tard que A, est généralement trés petit. C'est
le terme en A, qui est le plus important. Comme D =15,5, on a
sensiblement
(6) Ho= 21:A§(5—:;—5—--;->.

Le second terme est donc environ g fois plus petit que le pre-
mier. Nous pourrons souvent le négliger, c’est-a-dire négliger I'at-
traction du bourrelet sur lui-méme, 'ordre de 'erreur commise de

. . 1
ce fait étant environ o

29. Expression du potentiel des forces perturbatrices. — Il nous
faut étudier maintenant les quantités Q qui définissent les forces
extérieures. Nous savons (§ 2) que £Q3¢ représente le travail
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virtuel des forces extérieures lorsqu’on fait subir aux paramétres ¢
des déplacements virtuels 3¢.

Les forces extérieures qui interviennent ici sont d’abord I'at-
traction desastres : Soleil et Lune. Mais ce ne sont pas les seules;
comme nos axes de comparaison, au lieu d’étre fixes, sont animés
‘d’un double mouvement, il faut ‘également considérer les forces
fictives correspondantes : force d’inertie d’entrainement et force
centrifuge composée de Coriolis. Le mouvement de rotation des
axes est le seul qui introduise une force de Coriolis, et nous avons
déJa tenu compte de cette force par Padjonction du terme H,;
il n’y a donc pas lieu de la compter dans les forces extérieures.

Quant aux forces d’inertie d’entrainement, il faut dlstmguer
celle qui est due au mouvement de rotation des axes : c’est la force
centrifuge ordinaire dont on a également tenu compte par le

terme 12— Il reste donc a considérer uniquernent la force d’inertie

d’entrainement dans le mouvement de translation des axes autour
du centre de gravité de l'’ensemble formé par la Terre et I'astre
attirant; et cette force peut aisément s’adjoindre 4 la force d’attrac-
tion elle-méme. '

En eﬁ'et, soit P le potentiel des astres au point conside’ré de

.-

point, de telle sorte que

(7) zQaq_Sdern—SfPodm—Sf(P Po) drm.

Le potentiel P-peut se développer suivant les puissances crois-
santes des coordonnées z, ¥, 5 du point considéré :

P=A-+Bz+Cy+Ds+Ezi+....

Les composantes de la force réelle seront

dp dap dap
zi—z-: dm, a; dm, ZT— dm

Quelles seront celles de la force fictive? ’accélération d’entrai-
nement est 'accélération prise par le centre de la Terre sous l'ac-

tion des astres; ses composantes seront les valeurs de —— ap ZZ[; ilt: ‘

relatives  ce centre, ¢ ‘est-a-dire pour x =y =2z =o.
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Par conséquent, les composantes de la force d’entrainement

sont
. Bdm, Cdm, Ddm,

et son travail virtuel 8P, dm sera
3Pydm = (B dx + C 8y + D 8z) dm.
[I'en résulte, le choix de la constante étant arbitraire, qu’on a
(8) Po=A+Bx+Cy+Das.

P, n’est donc pas autre chose que I'ensemble des termes de de-
grés o et 1 de P.
Calculons P. On a

S

w étant la masse de I'un des astres attirants et » la distance du
centre de cet astre a I’élément dm de la surface terrestre.

Fig. 3.
e M r
\\ L
\\
\\ a
A P
NN
\
(s}

Considérons, par exemple, la Lune; soient O le centre de la Terre
et a le rayon OM ( fig. 3). Nous avons, en appelant p ]a distance OL
et o 'angle MOL,

ri*=at+-p?—2ap cosy.
I . . . 1
Développons ~ suivant les puissances croissantes de p :

T

1, acosp a?(3cos?v—i)
-+ + =
roe p? 2p?

D’oi toli 1 !
ou, en neg lgeant es termes en -
p

i pacosy pat(3 coste —1)
(9) P=Y B+ P EERT LY S —

Les trois termes du développement sont respectivement de de-
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grés o, 1 et 2 enz, y, 3; les deux premlers représentent donc Py
etl'on’a

2
(10) P—P0=Z %’%(Scosﬁ?——x).

Considérons le triédre formé par les trois vecteurs menés du
centre de la Terre a I'astre, & dm et au pole; il nous fournit la

relation
cosp =058 cos0 4 sind sinb cos,

6 étant la colatitude;du lieu, $ la distance polaire de l'astre et Y
P’angle horaire de I'astre par rapport au lieu;.on a, d’ailleurs,

-{=wt+¢—fP\,

o étant la vitesse angulaire de rotation de la Terre, ¢ la longitude
du lieu et AR 'ascension droite de l'astre.

On voit que coso est un polynome du premier degré en cosy.
3cos*o — 1 sera donc un polynome du second degré en cosy, par
suite un polynome du second degré en e et e™i,

Par conséquent, ’expression

. 3 . TR
P—Py= Zaﬂsm’e S‘ 53 sin?8.cos2y
' 3 . [T
Sat Z =
(1) -+ 4a smzlf) P35m28c057

-+ 24-2(300520—1)2 —;—;(3cos28 _,'[)

du potentiel des astres en un point déterminé, de coordonnées 0,
¢, pourra se mettre sous la forme

v

P—P, _Z E Pesiv.

Le premier I est relatif aux différents astres; s est un nombre
entier pouvant prendre les valeurs o, &= 1, == 2; les coefficients @
dépendent des distances polaires o et des distances p des astres,
ainsi que de la colatitude 8, mais pas de la longitude ni des ascen-
sions droites. ' ' '

En remplaganty p};\r sa valeur, on aura, pour un astre considéré
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isolément, : ‘
P—P, =2 G e—si gsiwt+siP,

®e~*R, qui est une fonction de la colatitude et du temps, pourra
se développer en une série trigonométrique dont le terme général
sera Be*/#¢, B n’¢tant plus fonction que de la colatitude et . étant
petit par rapport 4 v, parce que le mouvement de l'astre est beau-
coup plus lent que la rotation de la Terre.

Par suite,

(12) P—P =2 e“WHf‘-Pz Be*_ﬂ”:Z Besiy+he, i

pn posant
A=siwEip. .

D’apreés (11), on voit qu’on aura

B ~ 3cos?0 —1 pour  s=o,
B ~ sin26 » s==1,
B ~ sin20 . » s==2,

Nous obtenons ainsi le développement du potentiel de I'astre au
point 8, ¢ considéré.

En considérant alors la variation 8(P — P;){dp, on aura les
coefficients Q correspondant aux déplacements virtuels 3¢ des
paramétres ¢ relatifs 3 ce point, v

Finalement, I'expression £Q3¢ étendue & tout le systtme se
trouvera développée aussi en une série de termes contenant en fac-

teur e“ A pouvant avoir les valeurs o
. t ! b .
5(9-‘0 + ), . ‘(— 2w H), .
i{w =), t(—-wip.),
=—E 378

30. Classification des différents termes. — Nous avons donc
trois catégories différentes de termes. .
« Sinous considérons les .valeurs de la premiére lxgne, comme .
est petit par rapport & w, nous aurons des lermes pour lesquels A
sera trés voisin de 2w?Z ou de — 2wi, c’est-a-dire des éléments
isochrones imaginaires conjugués dont la période sera voisine
de 12 heures : il en résultera des marées semi-diurnes.
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Les valeurs de la seconde ligne donneront de méme des termes
imaginaires conjugués deux a deux, dont la période sera voi-
sine de 24 heures, .et qui donneront naissance a des marées
diurnes.

Enfin, pour A =i, p étant voisin de zéro, nous aurions des
termes produisant des marées & longue période.

Les termes ainsi obtenus sont trés nombreux. Parmi les termes
lunaires semi-diurnes, il en est deux principaux :

Vitesse angulaire
. [
Me.viiiiiiineiiiinens 2(w—n)

Kg-o-.-.-.- ..... veeeaned 20

Le terme M,, qui dépend du moyen mouvement n de la Lune,
existerait seul si 'orbite lunaire coincidait avec 'équateur, et s'il
n’y avait pas d’excentricité.

Le terme K, contient en facteur sin2l, I étant l'inclinaison de
I'orbite lunaire sur I'équateur. Imaginons que nous répartissions la
masse de la Lune sur son orbite, proportionnellement au temps
mis & parcourir’ chaque portion : nous obtiendrons ainsi l'effet
moyen de la Lune. L’orbite, par rapport & nos axes qui sont liés
a la Terre, tournera : cette rotation serait sans influence si 1'on
avdit I == o, mais l'existence de l'inclinaison donnera naissance
akK,. ,

L’effet de ’excentricité e se traduit dans le groupe semi-diurne
par trois termes :

R3S
Nevviiveiiitneannnn. 20—3n+4w
Livviiiiiiiiiieisees 20— R —®
aNovveee e cherees 20— 4R+ 2T

dépendant de w, moyen mouvement du périgée lunaire.

N et L, qui contiennent e en facteur, sont les termes elliptiques
de premier ordre, I'un moyen, 'autre mineur; 2N est le terme
elliptique de second ordre, il contient ¢? en facteur.

Enfin, les inégalités, évection et variation, introduiront chacune
deux termes, mais on ne considére pas, en général, le second
terme variationnel en raison de la petitesse de son coefficient; il
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reste ainsi :

(Al
Voeteioananncannnnns . w—3n+2m—w
) P e ... 2w— n —2M 4w
Pvorenanannn irereee 20— 4N+ 2R

n, estle moyen mouvement du Soleil.
Parmi les termes lunaires diurnes, on considére :

IA
O iiviiiiiiiiiiiies w—2n
K,. Cereas e w
O0.....covvven ves W20
L0 w—3n+mw
1 PP . w—n+Q
Joo.o.. et W N —@
S w—4n—l—‘zu.x
Pes et e aseea w—3n+4an —w

Les termes O et K, sont de beaucoup les plus importants. Tous
les termes du groupe diurne contiendront en facteur une puis-
sance impaire de sinl, car, si I'on change 8 en ® — 8, sina 8 change
de signe. '

Tous les lermes & partir de Q contiennent e en facteur, I'avant-
dernier contient e2.

* Q est la différence des moyens mouvements du nccud et du pé-
rigée. _
Enfin, les termes Iunaires ¢ longue période sont :
7]
Mfo.o...... T Y 1
Mm........ec.cvveves. n—w
D rereititiitienins. 3N—w

P es rerrericsiraess N — 2+

MSfiiiiiiiiiiiinenee 2(R—ny)

Le terme M f, qui est le plus important de ce groupe, a pour
période :—;-:, c'est-a-dire environ 15 jours; il contient en fac-

teursin2I. Quand on change 8 en = — 8, ce qui revient & changer I
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en —1I, 3cos?8 — 1 ne change pas : les facteurs des termes du
groupe 4 longue période ne peuvent donc contenir que des puis-
sances paires de sinl, de méme que les lermes du groupe semi-
diurne. '

Nous aurons maintenant des termes solaires, mais le nombre
des termes efficaces sera moins grand. Dans le groupe semi-
diurne, il suffit d’en retenir trois :

Vilesse angulaire

RyE
Speveeiiniiiiiiiae, . 2(w — ny)
Ks..... e e tere e 2w
A veeere. 20—3ny

Le terme K, est inséparable du terme lunaire correspondant :
leur somme ne forme qu’un seul terme distinct, dit {uni-solaire
ou sidéral.

Dans le groupe solaire diurne, deux termes seulement im-

portent : o
RYE . B

| ettt earetseers., W— 2Ry

K, doit s’ajouter également au terme lunaire correspondant, pour
conslituer le terme luni-solaire ou sidéral diurne.

Enfin, il suffit de considérer deux termes solaires & longue
période : ‘ ‘

.

M

Sxa.-..-'----. [ (7]
Sa..-...... ................ e ny

qui sont respectivement semi-annuel et annuel.

La Lune et le Soleil étant les seuls astres perturbateurs, nous
nous trouvons ainsi avoir développé £Q8g en série harmonique
dont chaque terme contient en facteur e*, A ayant les valeurs ci-
dessus énumérées, et donnera lieu, si on le considére isolément, a
une composante isochrone de l'oscillation contrainte.

Nous allons nous proposer maintenant de rechercher ces com-
posantes. ‘ '

a '
B ———
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CHAPITRE IIL

ETUDE DES MAREES A LONGUE PERIODE.

31. Dans le cas d'une marée a longue période, A est trés petit,
et nous pourrons considérer tout de suite le passage a la limite,
c’est-a-dire le cas d’une marée statique.

Nous savons alors (§ 26) que, s’il y a frottement, la limite sera
une marée statique de la premiére sorte; nous n’envisagerons que
ce cas pour le moment.

. Les résultats sont différents, suivant qu’on considére le globe
comme entiérement ou partiellement recouvert par les mers, sui-
vant aussi qu'on néglige ou non l'attraction du bourrelet.

32. Nous avons vu (§ 23) que, pour une marée statique de la
premiére sorte, les équations du probléeme sont

Ajoutant les équations relatives a tous les paramétres, on a
N aH
E#ag-‘-ZQaq:o.

SH,+ 8/(P~Po)tdc= o

‘¢'est-a-dire

Calculons §H,. Noussavons (§ 28) que

» D \
Ho=f(gC+H )gda;znz A,%(-é——- a_;zl-:;)’

les coefficients A, étant ceux du développement de § en fonctions

sphériques,
4 =2 ApXae
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On en déduit

3H0=fg§8tdc+8fll”?—2;dc.

o o I
8f;-§dc= Tz;dct[?scdc=fn”acdc,

parce que les deux intégrales du second membre sont égales en
vertu de la théorie du potentiel.
Nous avons, par suite,

o= [ (0" g0 8 de = 4 3 An 2 (3 — )

2n+1

Mais

Occupons-nous maintenant de P — P,. En se reportant au dé-
veloppement du potentiel, on voit que pour le terme & longue
période considéré, de vitesse angulaire |A|, P —P, sera de la

forme
P — Py= R(3cos0 —1) cosihe,

R étant une constante proportionnelle & a2 .
3cos?f — 1 est, au facteur i pres, le polynome de Legendre du

second ordre; et, en remarquant que
f(sscos,ze_.)zaz;= 8,
15 ‘

nous pourrons poser

la fonction sphérique X, répondant bien é la condition

fxgdc=1.

Si nous posons maintenant

Rcosilz\/ﬁ = C,
15

P — Py= CX,.

nous aurons
D’ou

6f(P—Po)Cdc==fCX28§dc.
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En ajoutant & cette variation celle de H,, nous avons alors pour
la condition d’équilibre

f(n"+ g0+ CX,) 8 do = o,

équation qui doit étre satisfaite pour toutes les valeurs possibles
de 3¢, - : )

Dans le cas ou la mer recouvre le globe entiérement, 8% n’est
assujetti qu'a une seule condition, c’est que le volume total de la
mer reste invariable; on doit donc avoir également

f8§d0'=o.

Ces deux équations ne peuvent étre satisfaites en méme temps

que sil'on a
"+ g§ 4 CXy= const., _

c’est-a-dire, en remplacant II” et { par leurs développements en

fonctions sphériques (§ 28),

D
_4“(2nl+1 - 3) 2 AnXn+ CXy=o,

la constante du second membre étant prise égale & zéro, parce
qu’on peut toujours ajouter une constante a II".
Or, les A, ne sont assujettis qu'a la condition d’invariabi-

litéf(do- == 0 qui, ainsi que nous le savons déja, seréduitd A, =o.
Tous les autres coefficients étant arbitraires, il en résulte que 1'é-

quation précédente est une identité. On en tire donc A, = o, sauf
pour n =2, et

it 4wDY _
. —A3<—5'——-—3—-)+C—0,
d’on
C
R
3 5

La variation de niveau due a la marée considérée sera donc

_ _ CX, _ R(3cos20 —1) cosZA¢
‘C—-Ang_-—An_D_4ﬂ_-—- 4nD 4w )
3 5 3 5
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La surface troublée s’obtiendra ex portant sur toutes les nor-
males & la surface d’équilibre des longueurs proportionnelles
4 3cos*d — 1 : on obtiendra ainsi un ellipsoide de révolution, dont
Paplatissement varie proportionnellement & cos iA¢. La marée sera
d’ailleurs nulle sur les deux paralléles de == 35° environ, corres-
pondant 4 3cos2§ —1=o. ’

Le probléme est dans ce cas complétement résolu, méme en
tenant compte de ’attraction du bourrelet.

. 33. Influence des continents. — Dans le cas ot la mer ne re-
couvre pas tout le globe, la présence des continents introduira de
nouvelles liaisons, les A, ne seront plus quelconques et I'équation
a laquelle nous sommes parvenus ne sera plus une identité.

Sur les continents, nous devrons avoir

{=o, par suite 8 =o.

Les variations 8§ sont donc assujetties maintenant, non plus a
une seule condition, mais encore 4 la condition 8§ = o sur toute
la surface des continents. Il en résulte que l'équation d’equl-

libre
f{ﬂ”-—l- &t —+ CXy) 8 do = o,

. ot 'intégrale est étendue & la surface des mers seulement, doit
étre une conséquence de
f S ds=o

sur 'ensemble du globe et de
=0

sur la surface des continents.
On doit donc avoir encore

v

1"+ g¢ + CX, = const.
a la surface des mers, et, ala surface des continents,
{=o.

Le calcul serait trés compliqué et conduirait & des conclusions
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fort complexes si 'on voulait tenir compte de I'attraction du bour-
relet. Mais, si nous admettons qu’on puisse négliger II’, on aura

& =— CXy+ const.,

d’on oo :
L= Recosidt(3cost0—1) K
- 4D 47D
3 3

K étant une constante.

La nouvelle surface d’équilibre sera encore un ellipsoide,
puisque la marée { comprend encore un terme proportionnel
aX, .

L’introduction du terme constant revient 4 considérer, au lieu
de la sphére entiérement recouverte par les mers, une sphére de
rayon légérement moindre, la différence représentant le volume
des continents au-dessus des eaux; et l'ellipsoide limité par la
surface troublée aura méme volume que cette sphére réduite,
mais non pas que la sphére limitée par la surface d’équilibre sup-
posée prolongée sous les continents (fig. 4). C o

Fig. 4.

En effet, si nous considérons la surface d’équilibre et la surface
déformée, ce sont les volumes & P'exiérieur des continents qui
doivent rester égaux; mais les portions sous les continents
n’entrent pas en ligne de compte et ne sont pas égales en général.

Comment calculerons-nous la constante K?.De maniére que le
volume total des mers reste invariable. La condition est

Jrae=ar

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ETUDE DES MAREES A LONGUE PERIODE. - 65 |

c’est-a-dire, en remplacant { par sa valeur,
Bcosilt‘/(3 cos? —1) do + dec = o.

Appelons Q la surface totale des mers,

sza’c,

o f(3cos?0—,|)dc=—-EQ.

et posons

Nous aurons alors
K = RE cosiAt
et '
__R(3¢cos?8 —~14E)cosids
4D ’
3

{=
»

On voit que l'introduction du terme E change la valeur des pa-
ralléles pour lesquels la marée Teste nulle.

Pour calculer E, 1l suffirait de connaitre la distribution des con~
tinents; la lot de profondeur des mers n'intervient pas. Or, la
répartition des continents est parfaitement connue, sauf dans le:
voisinage du péle antarctique. Le calcul a été fait dans deux hy-
potheéses, et I'on a trouvé

E = 0,00486

dans le cas d’une mer libre,

I{ = 0,01520

dans le cas d’un continent.

L’observation des marées 4 longue période aurait donc permis
théoriquement de décider de l'existence d’un continent antarc-
lique, laquelle n’est plus douteuse actuellement; malheureuse-
ment cette observation présente, en pratique, de trés grandes dif-
ficultés. ‘

34. Si lon voulait tenir compte i la fois des continents et de:
Vattraction du bourrelet sur lui-méme, le probléme se poserait
ainsi : il faudrait trouver une fonction II” qui satisfasse, a I'inté~-

P. — 1L C 5
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rieur de la sphére, & 'équation de Laplace
All"= o,
et aux conditions aux limites suivantes’:
A la surface des mers on devrait avoir
0"+ gf{+ CX,; = const.,

c’est-d-dire, puisque

ULy
— 4T = '2]“7,7 + 1,

et qu’il est toujours permis d’ajouter une constante a II",

g (, dn I
A—Tt(zrdl‘_i_I])—[l—(ng'

De plus, a lasurface des continents, on aurait

C =o,
c’est-a-dire
di” .
'zrd—r +Il"=o.

On parvient 4 résoudre le probléme en introduisant certaines
fonctions dont les propriétés rappellent celles des fonctions sphé-
riques, auxquelles elles se réduisent d’ailleurs dans le cas d’une
mer recouvrant tout le globe, mais qui dépendent de la forme des
continents. [H. Poincarg, Sur Uéquilibre et le mouvement des
mers (Journal de Mathématiques pures et appliquées).]
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CHAPITRE IV.

ETUDE DES MAREES A COURTE PERIODE OU MAREES DYNAMIQUES.

33. Il s’agit ici de trouver les composantes des oscillations con-
traintes correspondant aux deux premiers termes du développe-
ment de P — P, (§ 29). Pour cela, il est nécessaire de recourir aux
équations de I'Hydrodynamique.

Soient dm I’élément de masse correspondant & I’élément de vo-
lume dr; Xdm, Ydm, Zdm les composantes de la force exté-
rieure appliquée a cet élément; p la pression. On a, dans le cas de
I'équilibre,

dm _dp

X =

et, si la densité de 'eau de mer est prise pour unité, les équations
de I'Hydrostatique s’écrivent
X=-5, Y= dl: Z = fiﬁ-
4 dz

Pour passer aux équations de 'Hydrodynamique, il suffit d’in-
troduire la force d’inertie.

Soient z, y, z les coordonnées de la molécule dans sa position
d’équilibre; x + «, ¥ + v, z + w les coordonnées de cette méme
molécule dérangée; u', ¢', w' les composantes de sa vitesse. Nous
savons qu’on peut donner aux équations deux formes différentes,
celle d’Euler et celle de Lagrange.

Si, comme I'a fait Lagrange, nous prenons comme variables les
coordonnées initiales de la molécule et le temps ¢, ¢’est-a-dire si
nous considérons la molécule dont les coordonnées initiales z, y, 5
sont actuellement devenues z + u, y + ¢, 5 -+ w, les composantes
de I'accélération sont simplement

du’ do'  dw'
dt’ di’ Tdi’
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S1, au contraire, nous considérons avec Eulerla molécule dont
les coordonnées actuelles sont z, y, 3, la vitesse & l'instant ¢ con-
sidéré sera une fonction de z, y, 5 et ¢ et la composante de I'ac-
célération sutvant Oz sera

di' | dido | dudy | du ds
@Az @t T dydi T ds di’
c’est-a-dire

de  du A odw
dat T dt T d )t T d

* Mais, dans le cas des marées, il n’y a pas de pareille distinction
4 faire. Les déplacements u, ¢, w sont, en effet, toujours tres
petits ainsi que leurs dérivées : 'accélération de la molécule donl
les coordonnées actuelles sont z -+ u, 3 4 v, 5 4 w el celle de la
molécule dont les coordonnées actuelles sont z, 57, 5 ne différeront
que par des quantités du second ordre, toujours négligeables, et

!

nous pourrons indifléremment représenter 'une ou I'autre par cil—L;

di?

Alors, en tenant compte de la force d’inertie, la force totale ap—
pliquée a ’élément «m sera

., diu
<X - _d_t?—) dm,

et les équations de 'Hydrodynamique seront

. du d
X\~ =0
die _dp
—aE T a4
2 %w _ P
dit  dz’

[l faudra, en outre, leur adjoindre I'équation de continuité

w_,
dz ~

ct les équations résultant des conditions aux limites : le déplace-
ment u, ¢, w ne peut avoir de composante normale le long de la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ETUDE DES MAREES A COUR'TE PERIODE OU MAREES DYNAMIQUES. 69

paroi, et sur la surface libre on doit avoir

p = const.

36. En raison des difficultés que présente le probleme considéré
dans toute sa généralité, nous procéderons par étapes successives
en traitant une série de cas de plus en plus compliqués.

Nous nous occuperons d’abord des oscillations d’un liquide pe-
sant dans un vase, en négligeant la courbure de la Terre, la force
centrifuge composée et l'attraction du bourrelet sur lui-méme.

En second lieu, nous aborderons les oscillations d'un liquide
recouvrant une sphére non tournante, c’est-a-dire que nous tien-
"drons compte de la courbure, mais nous négligerons encore la
force centrifuge composée.

Ensuite, nous étudierons les oscillations d'un liquide dans un
vase tournant, c’est-a-dire que nous négligerons la courbure, mais
en considérant cette fois la force centrifuge composée.

Enfin, nous tiendrons compte de tous les éléments du probleme
en étudiant les oscillations d’un liquide pesant recouvrant tout ou
partie d’une sphére tournante ; méme, dans certains cas, nous ver-
vons quelle peut étre 'influence de I'attraction du bourrelet..

. 37. Oscillations d'un liquide pesant dans un vase. — Nous avons
trouvé les équations fondamentales

d?u . dp

Py

div dp

£ vy 2L .
de? dy

ditw dp

di2 —Z—dz;

u, v, wétant les composantes du déplacement; Xdm, Ydm, Zdm
celles de la force appliquée 4 ’élément dm ; p la pression; la den-
sité du liquide étant prise d’ailleurs pour unité.

Nous supposerons la force X, Y, Z soumise & un potentiel V,

Xde +Ydy +2Zds=dV.

Ce potentiel se compose ici du potentiel dit & la pesanteur et de
celui des forces extérieures. La pesanteur n’est pas une force
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troublante, c’est elle qui engendre H,y; on peut prendre son po-
lentiel égal & gz en complant les z positifs vers le bas.

Les forces extérieures se réduisent & atiraction des astres; celte
attraction est soumise a un potentiel P — P, qui, ainsi que nous
le savons, dépend du temps. Considérons un des éléments iso-

chrones du développement de ce potentiel, et posons
V =g35-+ Cel;

C est une fonction connue de z, ¥, 3.
Les équations du probléme s’écrivent alors .

d*u
di

d?yp d
T = a}-(v —P)

d
=d_x(V—P)’

dw

a
TUT=_¢E(V—p)'

Sous I'influence des forces extérieures, le liquide du vase pren-
dra des oscillations contraintes ; par conséquent, les composantes «,
¢, w du déplacement, qui jouent ici le méme réle que les para-
métres g relatifs 3 un systéme de points discrets, seront propor-
tionnelles 4 e¥. Nous aurons donc, qu’il s'agisse d’aillears d’oscil-
lations propres ou d’oscillations contraintes, o

d2u dze dtw .,

—_ A2 —_— = 2 —_— = A
aw =Nk gp =R, gp =R

et les équations deviendront

v

d

My = %(V—‘P)v
d

Mo = 2 (V=)
d

A = T (V—p)

A2 élant essentiellement négatif,
Si maintenant nous posons

A=V —p,
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les équations du probléme prendront la forme simple

de
u—d—wa

On voit que ¢ est un potentiel analogue 4 un potentiel des vi-
[ . . .
tesses : c’est une fonction de z, y, z, multipliée par le facteur ek
qu'il nous arrivera parfois de sous-entendre dans ce qui suit.

Quant 4 'équation de continuité, elle s’écrira
. Ap = o,

'A désignant, comme d’ordinaire, le laplacien de la fonction o.
© devra satisfaire a cette derniére équation en tous les points &
l'intérieur du vase ; mais, en plus, ¢ devra satisfaire aux conditions
aux limites. :

Quelles seront ces conditions? Il nous faut distinguer enire les
parois et la surface libre.
En un point quelconque des parois, le déplacement doit étre

tangent & la surface de la paroi; donc
au+ Bo-+yw =o,

a, {3, y étant les cosinus directeurs de la normale. Par suite, la
fonction ¢ est assujettie sur la paroi solide 4 la condition

do  gde ey _
A+ 3-{-{7 +1g =0
qui peut s’écrire encore g
. a9 _
‘ e =

en désignant par dn le petil élément de la normale 4 la paroi dont

les composantes suivant les axes sont respectivement dz, dy, dz.
Sur la surface libre, la condition & remplir est que la pression p

soit égale & la pression atmosphérique. Nous devrons done avoir

Ao —V = const.
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Or, quelle est la valeur de V sur la surface libre?
Soit V, la valeur de V sur la surface d’équilibre, que nous pren-
drons comme plan des 2y, ’axe des z étant dirigé vers le bas. On
Y Y g
aura
Vo = Ce“,

C ayant une valeur connue au point considéré de la surface.

En ce point, élevons une perpendiculaire & la surface d’équi-
libre jusqu’a sa rencontre avec la surface libre, et soit § la lon-
gueur de cette perpendiculaire comptée positivement vers le bas;
nous aurons

V=Vy+ %;—,- Z:

Or, nous pourrons prendre simplement
rrEad)

car le potenuiel des astres peut étre considéré comme constant
quand on passe de la surface d’équilibre & la surface libre. De plus,
dp

{ est la'composante normale du déplacement; c’est donc T
Par suite, a la surface libre,
dy
= o AL
V=g + CeM,

et la condition 4 cette surface sera

)\’cg—g;g-‘— CeM= o,

car, © n’étant définie que par ses dérivées, la constante peut étre

supposée nulle.
Ainsi, Ja fonction ¢ doit satisfaire aux conditions suivantes :

1 A lintérieur du vase, on doit avoir

Agp = o;
2° Sur les parois solides
d
T a—% = 0’
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3° A la surface libre .
do
Ao —&— CeM = o,
S'il s'agit d’oscillations contraintes, 7 et C sont des données.
S'il s’agit d’oscillations propres, A est une inconnue & déterminer,

mais C = o, et la derniére condition se réduit a

do
Mo = g—.

ds

38. Cas ou la profondeur du vase est infiniment petite. —
Nous avons le droit de faire cette hypothése, parce que la profon-
deur de la mer est trés petite par rapport & la longueur d’onde
d’une ondulation de la marée. In effet, on peut admettre pour la
mer une profondeur moyenne de 5*, tandis que la longueur d’une
onde marée est comparable aux dimensions mémes des bassins
océaniques.

De méme que précédemment, nous négligeons encore la sphéri-
cité et la force centrifuge composée. Soit kA la profondeur; 5 est
également trés petit, et 'on peut développer © suivant les puis-
sances croissantes de 5 :

¢ =0+ Q13+ B2 ..,

®oy @1y Vg, +.. Gtant des fonctions de z et de y, multipliées par e
A quelles conditions devront satisfaire ces fonctions?
A lintérieur, on devra avoir

Agp = o.
Or
dty ds
;m- -+ Zl‘—}’—z = AC‘D()-FZA?[-{— Z‘ZA‘-?Q-F-.., v
d*e ; :
22_’5 = 2?2—0-()2(?3-‘—...,
donc

Ap = A9o+ 29y + 2( A0 4+ 693 ) +...,

les termes négligés étant du second ordre.
La condition Ao = o devant étre satisfaite pour s = o, on devra
avoir entre @, et ¢, la relation

(1) Ago+293=0.
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Au fond, nous aurons

de d»
—_— gl
dn dz

o, 8, v étant les cosinus directeurs de la normale au fond, ou des
quantités proportionnelles & ces cosinus. Or, la surface du fond a
pour équation

3=h=f(z))

. . . ., dh
et les cosinus directeurs de la normale sont proporuonnels 4 —

dx
dh .. .
P et — 1. La condition au fond s’écrit donc

ﬂ__r_/it_dug dh dg
d: " dzdr dy dy

ou, plus simplement,

dy dh do
(2) F AP

Maintenant
2 -+
—_— =0 2 k4
dz Y1 ?2 )
en négligeant les termes en 5*; ce qui donne au fond, pour z = h,
et en tenant compte de ce que 29, = — A:go,

d
d—z = ?1 —_ hA(Po.

Par conséquent,

dl
(3) 'Pl=hA<Po+Zd—; %-

Remarquons que, pour 5 = £, on a, en négligeant 42,

dy  do, do,
il
. . dpo » do
Par suite, dans 2% %, nous pourrons substituer 'd;tv_ a-

4 condition toutefois de supposer que les dérivées de h sont éga-
lement trés petites. Sous cette réserve, la condition au fond nous
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donne entre 9, et o, la relation

: dh d d
@ nhnr X B =25 (vE)
Reste la condition i la surface libre. On doit avoir (§ 37)

d
At — g—J;E — CeM=o,
ce qui s’écrit ici, pour 3 = o,

Moo~ go— CGeri=o,
ou, en tenant compte de (4),

\? dgo — CeM =
(5) Moo— g Zdw(hdx> Gkt = o.

Nous pouvons maintenant supprimer sans ambiguilé 'indice o,
«et nous voyons que le probléme se raméne 4 la détermination d’une
fonction ¢ de ' et y qui, en tous les points de la surface libre,
qui est une aire plane, doit satisfaire & ’équation (5)

d do
)\2? = g‘E% <hzi_x.:) - Ce)\t_

¢ étant proportionnel & eM, on a, d'ailleurs, dans tous les cas,

die
1= 22,
M= dt?
Pour |es oscillations contraintes, 'équation du probléme sera
donc
6 2= L0 _ ( )
(6) Ao d_z‘d WGE) - cor.

Pour Jes oscillations propres, cette équation sera

N G

- La fonction ¢ devra, en outre, satisfaire aux conditions aux
1Hmtes de J’aire plane.
Si le vase se termine par des parons verticales, sur ces par01s
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les dérivées de & sont infinies et, par suite, les équations (6) éta-
blies dans I’hypothése ol ces dérivées sont trés petites ne subsistent
plus; mais la condition aux limites est trés simple, la normale & la
paroi se trouve dans le plan méme de la surface libre, et I'on devra
avoir d
=0

Si, au contraire, la paroi est inclinée, cette condition ne donne
plus rien, car il faudrait introduire la dérivée de o par rapporta s.
La condition aux limites est alors que ¢ devra rester fini. A pre-
miére vue, cetle condition peut paraitre superflue, mais elle n’est
cependant pas remplie d’elle-méme. Supposons, en effet, que ¢
et h dépendent de z seulement; I'équation (6 bis) des oscillations
propres se réduit alors a

A
h?'-l— hI?l= E?'

Cette équation différentielle linéaire du second ordre admet,
par hypothése, une solution finie, mais elle en admet deux dis-
tinctes, et la seconde peut ne pas étre finie. Soit ¢ cette seconde
solution, ' ‘

A2
YRy = 24

Entre ¢ et ¢ existe donc la relation
Ry —4"9) + H(e'V — ') =0,
qut s’intégre immédiatement et donne

r(e'd—d'9)=C;

dzx
¢=C9fm.

Or, ¢ est fini par hypothése; sur le bord, A =o et, par consé-
quent, la seconde solution est infinie et ne saurait convenir, 1l est
donc bien nécessaire d’énoncer la condition.

d’ou

39. Cas ou la profondeur du vase est constante. — Les parois

. o - d
seront alors verticales, et la condition aux limites sera'ﬁ =o.
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Supposons qu'il s'agisse d'un vase rectangulaire, dont les parois
latérales seront les plans ( fig. 5)

=0, Y =0,
.x=a, y=2b,
et proposons-nous d’étudier les oscillations propres du liquide

qu’il renferme. A étant constant, ’équation (6 bis) se réduit a

Ao = ghig.

On peut y satisfaire en prenant

ne  vm
9= cos L% cosT'ye“,

- et v élant des entiers.
Fig. 5.
y=b

Xz0

y=0

Nous voyons d’abord que les conditions aux parois seront rem-

. d . pmE
plies; en effet, ==, contenant en facteur smﬂa—, sera nul pour

dz
Z =o0 et z = a; de méme, j—j, s’annulera pour y = o ety =b.

D’autre part, on aura

i

2 2 2
A?=—0ﬂ2<%§+%;>=—?ﬂz %-2..

L’équation du probléme sera donc satisfaite si I'on prend
= p
A =-— ghm? 2 o

Il suffira de donner a . et v toutes les valeurs entiéres possibles.
et I'on obtiendra ainsi toutes celles de A, qui sont purement ima-
ginaires. '

La fonction ¢ correspondant & une des périodes d’oscillations
propres étant ainsi connue, on obtiendrait facilement, d’aprés les
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formules du paragraphe précédent, la fonction ¢, et, par suite, le
déplacement vertical '

= (), =n=2% (%)

d'un point de la surface d’équilibre. Le probleme est donc complé-
tement résolu.

Il nous reste cependant a montrer qu’il ne comporte pas d’autres
solutions. Pour cela, décomposons le plan en une série de rec-
tangles par des paralleles aux axes

T = pa, y=vb.

La fonction » n’est définie que dans le premier de ces rectangles.
Nous la définirons dans tout le plan, par symétrie, en admettant
que ¢ reprenne la méme valeur en des points également distants,
de part et d’autre d’un c6té. Sil’'on considére un des axes de sy-
métrie, des deux cétés de cette coupure, la fonction reprend la
méme valeur; elle est donc continue. Il en sera de méme de ses
dérivées d’ordre pair; tandis que ses dérivées d’ordre impair, chan-
geant de signe, ne seront pas continues, en général, sur les lévres
de la coupure : seules seront continues celles qui s’annuleront sur

la coupure. Cest précisément le cas de la dérivée premiére, puisque
d: . Lo

£ — o sur les cotés du premier rectangle.
dn

La fonction ¢ et ses dérivées premiéres et secondes sont donc
continues dans toutle plan. Nous pourrons, par suite, développer ¢,
qui est essentiellement périodique, sous la forme

—ZA cos cos-”;—y,

et nous pourrons différentier terme A terme deux fois, ce qui

donne
Ay —EA(-— 1’5’2 e ) cos*ﬂcos 1%}’-

Si nous substituons ces valeurs dans l’équalion

)\2(‘9 = ghAc?’
nous aurons

T VT 2°
EA cos F—a—cos—b‘}—’ ()\2+g/m22 %) = 0,
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et cette expression doit étre identiquement nulle. 1l faut donc que
tous les coefficients sotent nuls, c’est-a-dire que

2
A()\“‘—a— ghm? 2—‘%> =o.

Par conséquent, ou bien tous les A sont nuls, auquel cas ¢ est
identiquement nul; ou bien %* est tel qu’il annule un des coeffi-
cients

2
7\’+gh1':22% = 0.

Alors le coefficient A correspondant est différent de zéro; on
peut le prendre égal a 1, et tous les autres A sont nuls. Nous re-
tombons ainsi sur la solution précédente.

I n’y en a donc pas d’autre.

40. Interprétation des résultats précédents. Ondes stationnaires
par réflexion. — On peut donner des résultats qui viennent d’étre -
obtenus une interprétation facile. Nous avons trouvé que 1'équa-
tion des oscillations propres d’un liquide contenu dans un vase
rectangulaire était

Si 'on suppose que ¢ ne dépende pas de ¥, cetle équation se
réduira a

=

12 g

N
k:

Cest I'équation des cordes vibrantes. On sait qu’elle admet
pour solution générale

¢=F(t—ar)+Fi(t+az),

-en prenant & = .
- Vsh

Le premier terme de ¢ représente une onde plane se propageant
dans le sens des z positifs avec la vitesse y/ghk; le deuxiéme terme
représente une onde plane se propageant avec la méme vitesse
dans le sens des x négatifs.

Considérons I'une quelconque de ces ondes, I par exemple, et
supposons qu’elle rencontre la paroi verticale z = o.
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. . d N
Sur cette paroi, nous devrons avoir -d—:;- = o, c’est-d-dire

Fi(¢)—Fi(t)=o.
Donc
F' =F,
et, par suite,
F = Fl.
Ceci montre qu'il y a réflexion compléte de l'onde sur la parot
verticale et que les deux termes de » représentent, I'un I'onde

incidente, I'autre ’onde réfléchie.

. 2T
Chacune de ces ondes aura la période 7= 5 du facteur e et,
. . { )
comme la vitesse de propagation est -, la longueur d’onde sera

4 2T .
A= - = —. L'expression de chaque onde sera donc
2% tha

j ¢ .
cosm:(; e ;) = cosIA(LFr ax)

et leur ensemble constitnera, aprés réflexion sur la paroi, une onde

stationnailre
© = 2cosiAxz COSTAL.

Imaginons maintenant dans le bassin rectangulaire considéré
au paragraphe 39 une onde de perturbation se dirigeant de I'ori-
gine vers la droite. Elle va heurter la paroi £ = a, se réfléchir en
arriére, heurter 2 = o, se réfléchir de nouveau, et ainsi de suite.
Toutes ces diverses ondes vont interférer et se détruiront en gé-
néral. Mais, s1 la longueur d’onde est convenable, elles pourront
s’ajouter et donner naissance a une oscillation propre, analogue a
celle des tuyaux sonores ou d’une corde fixée & ses deux extrémités.

Cette oscillation propre ne pourra se produire que si la lon~
gueur a du bassin est un multiple de la demi-longueur d’onde ;—;‘:—a-
Nous devons donc retrouver toutes les solutions précédentes cor-
respondant 3 v =o en choisissant A de telle sorte qu’on ait

_ am
- i)\l’

, . . T .
u étant un entier quelconque. Il en résulte iha = % et, par sulte,

prT

© = cos eM,

c’est-a-dire, effectivement, les solutions du paragraphe 39,
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L’interprétation des solutions correspondant & v3# o0 peut se
faire d’'une maniére analogue, en cousidérant, non plus une onde

normale 4 I'axe des x, mais une onde oblique. Nous ticherons
alors de satisfaire a I'équation générale

. de :
en prenant
e=F(t—az—Py),

ce qui représente une onde plane dont le plan a une direction
quelconque.

La substitution dans I'équation différentielle donne
F' = gh(o+ B2)F,
d’ou la condition

I
2 i L,
ar+ =2k

Imaginons maintenant une rencontre avec la paroi # = o. Nous
poserons, pour représenter le systéme des deux ondes,

¢=F(t—aw—By)+Fi(t+az—Py)
La fonction F, doit avoir, en effet, tout le long de la paroi ré-
fléchissante # = o, le méme argument ¢ — 8y que la fonction F.

. . . do :
De plus, sur cette paroi, on doit avoir - =0; donc

F(t—By)—Fi(t—By)=0o,

ce qui entraine .
F = Fl'

Il y a donc encore réflexion, et I’on retrouve bien les lois ordi-
naires de la réflexion, c’est-a-dire I'égalité entre les angles des
normales aux ondes et & la paroi.

L’onde incidente primitive se réfléchira sur les quatre parois,
et nous aurons quatre directions possibles de propagation, symé-
triques deux a deux. Pour qu'il en résulte une oscillation propre,
il faudra que la fonction © représentant ’ensemble de ces ondes soit

T YT .
cos P2Z cos 22X COSIAL,
a b
-~ .. w2 2
22 ayant ici la valeur — — E £,
al+ pz a?

« P.—1IL 6
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41. Cas ou la profondeur du vase est constante, mais finie. —
Nous nous sommes placés jusqu’ici dans I’hypothése d’une profon-
deur infiniment petite, ce qui se rapproche sensiblement des condi-
tions du problémne des marées; mais on peut traiter trés facilement
aussi le cas plus général d’une profondeur finie. Soit 4 cette pro-
fondeur, supposée constante. Au fond, c’est-a-dire pour 5= 4,

dy d

nous devrons avoir - =0 et, sur les parois latérales, =% = o.
ds dn

Nous allons montrer qu'on peut satisfaire aux conditions du
probléme en prenant

? = 01(®,¥) 92(3).
Considérons d’abord l'équation Ao = o, 1l faut que nous ayons

39 =91 891— 91 gy = 0;

donc

Or, le premier terme de cette ¢galité ne dépend que de z et y,
le second dépend de 5 seulement. 1l faut, par suite, qu’ils soient
constants; d’oit la condition

Apy A
% 9

qui nous fournit les deux relations
[ Ap -+ '}2%: 0,
(I) dﬂ 9
| T —Wor=oi
©, et ¢, devront salisfaire a ces conditions pour que I’équation de
continuité soit satislaite.
Voyons maintenant ce qui se passe sur les parois latérales.
Comme ¥ = o, nous devrons avoir
dy

“dz

do
+ B I =0,
c’est-a-dire, puisque 9, ne dépend que de 3.

‘-?z( okid -+ d"?') = 0,

gt haird}
dz dy
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d’on *

(2) %ﬂ

Ainsi, la fonction g, doit satisfaire aux deux conditions sui-
vantes :
Ap 4 kro =0, a Vintérieur,

i

an =9 sur le contour de la surface.

La fonction ¢, va se trouver assujettie, a son tour, par les con-
ditions a la surface libre et au fond.

Pour z =0, nous devrons avoir, dans le cas des oscillations
propres,

dy _
)ﬂcp-—ga = o,

ce qui donne ici, en supprimant le facteur commun o,

3 L Y
( ) )\1?2 1z o

Enfin, pour z = k, nous aurons

o2 doit satisfaire, en oulre, & la seconde des équations (1), la-
quelle admet pour intégrale générale
(5) ¢2= Aeksy Be—hs,

On tire de 12

% = A kets — Bke—#z,

.
d’ol, pour z = o,

d(P2_ . .
72—(A B)k et 9,=A+B

et, pour z — 4,
292 . A ket — Bhe-tt,
dz

Les deux conditions a la surface libre et au fond nous fournissent
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84
donc les relations
&(A—B)k=2(A+B),
Aekh— Be—kh = o,

d’oti l'on tire

B = Ae2h
et
Az I — e2kh
(6) 7 =k e
&g I+e

Si donc on a choisi & de maniére & satisfaire & la premiere des
équations (1) qui définit o,, on aura

?2 — A(eliz 4+ eﬁk’l e-/rz)

et la relation (6) déterminera ). Le probléme est, par suite, entié-

rement résolu.
Dans le cas particulier d’un vase rectangulaire, traité au para-

graphe 39 pour une profondeur infiniment petite, on pourra

prendre

T v
91 = cos Ha cos —2’—,

a condition d’attribuer 3 42 en vertu de (1) la valeur
2
=t Z Ll
a!
On voit que nous avons ici
2 | — e2kh
;\2 — gn_ _}.L— 1 e ,
a? I~ ez/t‘h
tandis que nous avions trouvé, dans le cas o 'on négligeait les

2
)ﬂ:——gh‘n‘.’Z %

Mais la premiére valeur se réduit & la seconde si 'on suppose
petit, car le facteur contenant des ex\ponentielles devient alors

ut
_kh=—-7th\/ ;z—i'

termes en A%,
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42. Vitesse de propagation d’'une onde plane dans un canal
indéfini. — Nous avons vu au paragraphe 40 que, dans le cas d’une
profondeur constante infiniment petite, la vitesse d’une onde

plane qui se propage parallélement a Oz est égale & Vg% et ne dé-
pend, par suite, que de cette profondeur.

Ce résultat ne subsiste plus dans le cas d’une profondeur finie :
la vitesse de propagation est alors fonction, 4 la fois, de la profon-
deur et de la longueur d’onde.

En effet, nous avons alors

A?l -+ /\'2(?1 =0,
. . . 9 dz(Pl .
équation qui, en tenant compte de ce que A*¢; = —C» seréduit,
dans le cas ot ¢, ne dépend pas de y, &

dig _ A d%o

di? 2 dar

L’onde se propagera donc avec une vitesse

)\2 &g e2kh —— 1
- -[TI =‘/ -]E e!/u‘h+[’
Cette vitesse est bien fonction, non seulement de %, mais encore

. . Q. tr A 2T
de k, c’est-a-dire de la longueur d’onde qui est égale icia —-

. Ce s . : . g
Si & était infiniment grand, la vitesse de propagation serait { /

c’est-a-dire proportionnelle a la racine carrée de la longueur

d’onde A<v p— \/& .
PLY,

Si, au contraire, % est infiniment petit, on retrouve bien,_ell
négligeant les quantités de 'ordre de 42, une vitesse égale & y/gh,
indépendante de la longueur d’onde. Clest le cas des marées ‘
ainsi que nous 'avons d¢ja fait remarquer.

Sil’onde considérée est oblique par rapport 4 l'axe O? de notre
canal indéfini, ¢, ne sera plus indépendant de y, mais propor-

. \ T

tionnel & cos —b—}—’, et nous aurons
d*o, ye g2
G T
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Par suile,

@1

d: V22 vem?
==k T w=— (=TT
ou

d’tpi _ 12 dzipI

- dr — vim? dz?
k2 — x

Ce n’est pas autre chose que I’équation relative & la propagation

N ; v2 2
de I'onde normale, dans laquelle on a remplacé &* par k*— 7?—
Par suite, I'onde oblique considérée paraitra se propager dans

le canal avec une vitesse égale a

At

2 vime’
pe— 2~
. bH2

vitesse supérieure & celle de I'onde normale.

On se rend compte aisément de cette diflérence. Il faut consi-
dérer non seulement 'onde primitive, mais encore 'onde réfléchie :
c’est pourquol la longueur d’onde apparente de I’oscillation résul-
tante sera ac, plus grande que la longueur d’onde normale ab.

Fig. 5 bis.

Si le canal, au lien d’étre indéfini, constitue un bassin rectangu-
? b
laire de longueur a, il ne pourra naitre d’oscillations propres qu’au-
tant que @ sera un multiple de la demi-longueur d’onde apparente,
c’est-a-dire qu’on devra avolr
pw

vim2
Ve

On retrouve bien ainsi Ja condition

.

a=
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43. Propagation dans un canal de profondeur discontinue. —
Supposons maintenant que le canal considéré présente une varia-
tion de profondeur, mais une variation discontinue. Par exemple,
pour x <C 0, nous aurons une profondeur %, pour z > o une pro-
fondeur /', et pour z = o la profondeur passera brusquementde /

Ak (fig. 6). oo

X=0

Pour nous rapprocher des conditions du probléme des marées,
nous admettrons que ces profondeurs sont infiniment petites par
rapport a la longueur d’onde.

Considérons dans le premier bief # << o une onde incidente nor-
male se propageant dans le sens des z posilifs. A sa rencontre
avec le seuil z = o, cette onde éprouvera une réflexion partielle;
de sorte que le mouvement dans le premier bief dépendra d’une

fonction
¢=F(t—azx)+Fi(t+ax),

expression dans laquelle on a o = ﬁ
g
Dans le deuxiéme bief # > o, se propagera une seule onde ré-
fractée, et nous aurons
o=Fe(t —a'x)

' I
avet ' — ~—xc"-

== . ‘
Quelles relations aurons-nous entre les fonctions F, F, et I;?
D’abord, pour z = o, ¢ doit étre continu; donc

F+F1= Fz.

. d . . d .
En second lieu F:% n’est pas continu, mais hd—z reste continu.

En effet, en nous reportant aux notations du paragraphe 38,
nous voyons que la surélévation { est égale 4 ¢,, en négligeant les
termes de 'ordre de /2; et, d’apreés la formule (4),

_Z_‘i A ﬁ)
T hed dz\ dz
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Ici, la fonclion » ne dépendant pas de y, nous aurons simple-
ment
d (, dy
= —{h=%).
¢ dzr( dx)
. do , . .. . _ . . .
Si donc 22 était discontinu, ¢ serait infini, ce qui est 1mpos—
dz ’
sible.
A dy 5
Exprimons donc que, pour z = o, la valeur de h—= est laméme
des deux c6tés du seuil; nous obtiendrons la relation
ahF'(¢) — a hF(t) = o' B Fy(1),
d’ol 'on tire, en intégrant,
ah(F —F,) = o h'Fy.
Cette relation, combinée avec
T+ ' = I,

nous déterminera F, et Iy, connaissant F. On a, d’ailleurs,

ah' F_f
Al h
Si donc A/ << &, on aura F,> F.

4%. Voyons maintenant ce qui se passe dans le cas d’unc onde
oblique. Nous aurons, pour z < o,

o=F(t—ax—By)+F (t+ax—8y)

avee la condition (§ 40)

Pour £ > o, nous aurons seulement 1'onde réfracilée
o=Ty(t—a'x—By),

la valeur de 8 devant rester la méme, car autrement il n’y aurait
b
pas raccordement pour z = o; de plus,

1
a'? 2=

+ B gh'
Ecrivons que, pour == o, © reste continu; il vient

F(t—By)+Fi(z—By)=F (2 —By),
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c’est-a-dire
F+F =F,

comme précédemment.

Je dis que h% reste encore continu. En effet,
_ d de\ d [/, dy d-/, dy

Si donc 222 ne restait pas continu, il faudrait, ou bien que {
dz ! !

devienne infini, ce qui est impossible, ou bien que j—;, c’est-a-dire
v, devienne infini, ce qui est impossible également. Nous retrouve-
rons alors, en exprimant cette continuité, la méme équation que
tout a I’heure, ot 'argument ¢ sera remplacé par ¢ — 8y. Finale-
ment, nous aurons eacore les deux équations
F + Fy=F,,
ah(F—F,)=4a'A'F,,

d’ot P’on tirera I, et F,.
Ce sont les mémes équations que pour 'onde normale; seule-

] a'h' y l o ]." ]_l'
ment, e rapport ﬁ nest ptuas eba a 7;, .
' Fig. 7.
y=¢
x=b h b |xub
¥=o
X=z0

45. Oscillations propres d’un bassin rectangulaire partagé en
deux biefs ou la profondeur reste constante. — Imaginons que le
canal indéfini que nous venons de considérer soit limité par deux
parois verticales z =— b, £ =+ ¥/, le seuil restant x = o, Dans
le bief de gauche, nous avons la profondeur constante A; dans le
bief de droite, la profondeur constante /' : A et &' sont supposés
infiniment petits.
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Cherchons quelles seront les oscillations propres de ce bassin.
Il faut trouver une fonction ¢ de z et y satisfaisant & la con-
dition
Ao = gh Ao,

Posons, dans le premier bief, pour z < o,

o= Aercosiha(x+ b).

On aura
%‘g =222,
2
%‘f;— o, j_fy_‘f =0,
Les conditions aux limites sont satisfaites sur y = o et sur y == ¢.
Elles le sont également sur 2 = — b, puisque alors -j—i = 0.

On voit alors que o satisfera 4 ’équation différentielle, & con-
dition de prendre

Dans le deuxiéme bief, posons de méme
o =A'eM cosida’ (z —b').
Les conditions aux limites sont satisfaites également, et I'équa-
tion différentielle le sera si

2= —l—__'
Vel
Maintenant, écrivons que la fonction ¢ est continue, ¢’est-a-dire
qu’elle prend la méme valeur de part et d'autre de z = o. On aura
Acosihab = A' cosina'd'.
De plus, ainsi Pavons déji montré (§ 43), 4 ZZ doit
e plus, ainst que nous I'avons déji montré (§ y N

éwe continu, donc avoir la méme valeur sur les deux levres de la
coupure; par suite,

Aahsinidzb =— A'a' A siniA2'd'.
" Divisant membre 3 membre ces deux derniéres équations, on

obtient
altangilad + o' ' tangiha'd' = o.
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Telle est I'équation qui nous donnera les différentes valeurs de X
définissant les périodes des oscillations propres. :

Nous voyons d’abord que, si &= A&, nous retrouvons bien les
valeurs correspondant au cas d’un bassin rectangulaire de profon-
deur constante. En effet, comme alors « = o/, I'équation en A se
réduit a

tang iAxb -+ tangidad’ = o,
d’ou 'on tire
iha(b+ ') = pm,

i étant un entier. En posant b+ &' =a, on retrouve bien la
condition '

™

{ha = —.
a
S1, au contraire, nous supposons A’ << &, o/ et 2 seront différents,
et nous aurons
2’k h
ah h’

adh'<ah

donc

et, par suile,
: [tangihad | < | tangida'd’ |.

. N S 1, .
Les arguments iAxb et o' b’ sont réels; les cosinas décroissent
en valeur absolue lorsque les tangentes croissent : donc

| cosihad | > | cosiha'b'|.

Il en résulte que
A'> A,

L'amplitude de la marée sera donc plus grande dans le bief
de projondeur moindre; c’est 1a un résultal qui trouvera son
application dans un grand nombre d’exemples concrets.

46. Le probléeme admet encore d’autres solutions, plus géné-
rales que celles que nous venons d’étudier.
Posons, pour z <o,

o= A e cosy—‘[:}‘—-ycosi)\a (z + b),

et, pour z > o,

¢ = A'e} cos 11;—‘}’ cos il (z — b').
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Nous aurons alors

@Y g
pr i

N d2(?— \,27_»2
=T

Pour que I'équation différentielle soit satisfaite, on devra avoir,

dans le premier bief,
e o yim? 2

c? 'g_/z
et, de méme, dans le second bief,

et %2
A2g'2 vim?: A )
c? oh'

=

On voit tout de suite que les conditions aux limites sont encore
salisfaites.
Quant aux conditions de continuilé de ¢ et de A % pour z = 0,
¥

1t

A a'h
elles resteront exactement les mémes ; seulement, —r e sera plus
. %/

¢gal & \/7{' Dans I'équation en &
Aahtangihab -+ ha' k' tangihd'b' = o,

. ‘ 2 2 qrd
on remplaqera respectivement Ax el Ada’ par %‘m +v—czi et

A2 yem? , . .. . .
E+ — et I'on obticndra ainsi une équation ot v sera un

entier quelconque, laquelle fournira les valeurs de A.

47. Expression des conditions aux limites lorsque la profon-
deur ne reste pas constante. — Dans tous les exemples que nous
avons traités jusqu'ici, nous avons supposé que la profondeur
restait constante, ou du moins qu’elle n’éprouvait que des varia-
tions brusques ; de telle sorte que les parois des bassins restaient
toujours verticales.

Si la profondeur / est variable, tout en restant infiniment petite,
Péquation différentielle & laquelle doit satisfaire la fonction ¢ dans
le cas des oscillations propres sera (§ 38)

d<p> Mo
dx( dx g '

Mais, si £ s’annule au bord, la condition aux limites ne pourra
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do , . . .
— == 0, comme dans le cas d’une paroi verticale, puisque
dn

la normale & la paroi ne se trouvera plus dans le plan des zy ct*
que » ne dépend pas de 5

Nous avons montré alors que la condition aux limites était que %
devait rester fini, et qu'il était nécessaire d’énoncer cetie condition,
puisque la solution générale était alors infinie.

Si la paroi, sans étre absolument verticale, offre néanmoins une
pente trés accusée sur les bords, dans la partie voisine du bord

plus étre

d d X -y
2—- <h d—i) sera trés grand par rapport au second membre de

dx
'équation différentielle. Nous pourrons alors écrire sensiblement,

dans le cas simple ou 4 et © ne dépendent que de z,

dz (h d‘P\ =

h?d-?v———c

d’ou

La constante sera d’ailleurs nulle, puisque % est nul au bord.
Il en résulte que nous aurons, dans tout l'intervalle ou la va-
riation de /4 est rapide,
de _
da
Cette égalité aura lieu aussi sur le bord méme, et, par suite, la
condition aux limites se rameénera a

tout comme si nous avions une paroi verticale.

Voyons maintenant ce qui se passe au bord dans le cas général.
Ecrivons pour cela, sous sa forme développée, I'équation diffé-
rentielle 4 laquelle doit satisfaire la fonction ¢ :

dhde  dhdy _ No
hAD-f-dw d@—f—@?};——?'

Considérons un point situé sur le bord, menons la normale au
bord en ce point el prenons-la pour axe des x.
Nous aurons, au point considéré,

dh _
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donc
' dh dp _ Mo
de dov g
ce qu’on peut écrire
dh fl? _ 7&2_:.?
dndn~ g

Nous avons, sous cette forme, une relation indépendante du
choix des axes, et qui devra exister en tous les points du bord.
Elle s’applique également au cas d’une paroi verticale, car alors

(2 . . . o e
75, estinfini, et I'on retrouve bien la condition
dp

an ="

Nous allons traiter un exemple de profondeur variable.

48. Oscillations d'un liquide contenu dans un vase ayant la
forme d'un paraboloide de révolution. — Nous aurons dans ce cas

h =s(1— 2?— y?),

¢ ¢tant une constante que nous supposerons encore tres petite.
L’équation du probléeme est
de dh _ \2o
WD T

Transformons cette équation en prenant des coordonnées po-

Jaires :
Z = p cOsw,
y=psinw,

h=¢e(1—92).

Nous aurons alors
2 1 do 1 d?
'y L 4 ?

=gt o d T A

dh do _ dh do L dh do

dv dr ~ dp dp+§7¢—l—w'dw
. dh 1 vi
lin substituant, et tenant compte de ce que Z= = 0, 1l Vienl

1 d Lodig) _,, % _ Mo,
(l—-p?)<-—P£+-§——E+E§d—J,—,> 2Pdp ge
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Supposons que la fonction ¢ soit développée en une série de
Fourier,

f , COS
=S

m étant un entier et ¢ une fonction de p seul.
On pourra considérer séparément chaque terme et nous aurons
alors
d?o .
doz MY
En substituant dans ’équation, nous obtenons
! 2 A2
oy (o T TN e =
(=) (v+ T = o) —apy =2,

équation diflérentielle du second ordre.

Nous devrons adopter une solution qui demeure finie aux bords,
c’est-d-dire pour p = =1 el aussi a l'intérieur, en particulier
pour p = o.

Ces trois valeurs particuliéres sont les seules pour lesquelles la
fonction ¢ pourrait présenter des singularités, puisque ce sont les
poiuts singuliers de ’équation différentielle.

La théorie de Fuchs nous apprend que pour ces trois valeurs
une des deux intégrales reste holomorphe, I'autre devenant infinie
parce qu’elle contient un logarithme dans son développement.
Notre fonction ¢ devant rester finie, nous devons choisir A de telle
sorte que ce soit la méme solulion qui reste holomorphe en ces
trois points; o, restant alors holomorphe pour les trois points
singuliers p = o et p = == 1, restera holomorphe dans toutle plan:
ce sera donc une fonction entiére. .

Voyons comment elle se comporte 4 U'infini. On sait, d’ap‘rés Ja
méme théorie, que les deux solutions sont alors développables
suivant les puissances décroissantes de p

P“\ ‘oa—l’ 91—2’
Pour p trés grand, ¢ se comporte donc comme p%; une transcen-
dante enti¢re, ¢ui se comporte a Vinfini comme 0% ne peut élre
9 ({ v ]
qu’'un polynome entier et « ne peut étre qu'un nombre entier

positif. Par suite, la solution qui convient ne peut étre qu'un
polynome entier.
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Cherchons donc & satisfaire & I'équation par un polynome entier

? =2Aq9q-

En substituant dans I’équation différentielle, nous aurons

A2
(1— 9’)2 Agp?*[g(g — 1)+ q——m*]—zz Aqgp?= o Z‘qu"

ou

2
Agpr2(gi—mh) = Agpr(gi—mt) =3 .07 (2g + ).
g€

Egalant les coefficients de g9 dans les denx membres, nous
obtenons la relation de récurrence

a2
Aglgr—m) = A [g(g —2) — mi+ 2=

qui nous permettra de calculer A, quand.on connaitra A,_,, ou
inversement. Seulement, il est nécessaire qu’on puisse s'arréter.

Supposons que le polynome se termine par un terme de degré m
et que le terme le plus élevé soit de degré n. Il faut alors que
notre formule de récurrence ne nous donne pas de terme A,_,,
g étant égal & m; et c’est effectivement ce qui arrive, puisque le
premier membre est alors nul.

De plus, il faut, si on prend ¢ — 2 = n, que nous n’ayons pas
de terme A, ; ce qui exige que 'on ait

A2
- =n(n-+2)—m?,

Celte relation nous déterminera les périodes des oscillalions’

propres du systéme. m et n sont deux entiers quelconques, et
I'on a
nm.

49. Lignes cotidales. — Représentons par { la surélévation de
Ja mer au-dessus de sa position d’équilibre : § est la valeur de

v do our 3z o
= - u = 0.
ds p

D’aprés ce qui précéde, qu'il s'agisse d’oscillations contraintes
ou d’oscillations propres, § se présentera.sous la forme

L=Slz, y)eM;
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S (z,y) peut étre une quantilé complexe et A est purement ima-
ginaire. Nous aurons donc, en somme, une solution imaginaire
dont il faudra prendre la partie réelle pour passer aux appli-
cations.

Si nous considérons cette solution imaginaire, A définit la
période de la solution réelle correspondante, le module du coeffi-
cient f (z,y) en définit 'amplitude, et son argument la phase.

Une ligne cotidale est le lieu des points ol la marée se produit
a une heure délerminée : c’est donc une ligne d’égal argument du
coefficient f (z, y). -

Remarquons que, s'il existe un point ol la marée est nulle,
toutes les lignes cotidales se croiseront en ce point.

Fig. 8.

Iin ce qui concerne Te probléme des oscillations d’un liquide
renfermé dans un vase non tournant, si nous considérons d’abord
les oscillations propres, nous savons que, dans le cas particulier de
I'équilibre absolu (§8), le coefficient de e* est réel. Son argument
ne peut donc étre que o ou w. Il en résulte que le hassin va se
trouver divisé en un certain nombre de régions par des lignes sur

Fig. 9.

lesquelles Ja marée est constamment nulle; ce sont des lignes
nodales, et, dans les régions qu’elles séparent, la phase est alter-
nativement o et x.

P. — IIL
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Il n’en est plus de méme lorsqu'on tient compte de la force
centrifuge composée.

Ainsi donc, pour les oscillations propres et dans le cas de 1'é-
quilibre absolu, nous aurons des lignes nodales et pas de lignes
cotidales. ' .

Cependant, il est un cas particulier oi il existe des lignes coti-
dales pour les oscillations propres : c’est celui ou I'équation en A
a des racines multiples. Considérons, comme au paragraphe 39,
un bassin rectangulaire de profondeur constante. En général, I'équa-
tion en A n’a pas de racines multiples ; mais,.si le bassin se réduit
d un earré, elle aura une racine double.

En effet, nous avons une oscillation propre correspondant &

p=1,vy=o0, dod A=17/gh -;5 et dans laquelle
L~ cos Iz,
a

Une autre oscillalion propre correspond & w=o,v=1, d'ol
- . T
A=1iyghy et donne

Ty
COS ——»
{r A
Les deux valeurs de A deviennent égales dans le cas du carré.
On peut alors combiner les deux solutions, puisque leurs pé-

riodes sont les mémes, et écrire
4 T .
{= (A cos — -+ B cos —I-> 2N
a a

A et B étant des coefficients quelconques.
Choisissons A réel et B imaginaire, B = /B’. L’argument « de
JS(z,y) sera donné alors par

™
B’cos%
tangew = ———, .
X
A cos —
a

et nous aurons des lignes cotidales dont 'équation sera
™
B'cos Ty

= const.
™
A cos —

a
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Nous pourrons néanmoins conserver notre conclusion en tenant
compte de ce que nous avons réservé la qualification d’oscillations
propres harmoniques a certaines oscillations particuliéres, aux
seules pour lesquelles on ait A =0 ou B' =0 (§ 20).

Pour ces oscillations propres harmoniques au sens resireint du
mot, le théoréme reste vrai: nous avons, dans le cas de I’équilibre
absolu, des lignes nodales et pas de lignes cotidales.

Pour les oscillations contraintes, au contraire, il y aura généra-
lement des lignes cotidales.

Mais que se passera-t-il dans le cas de la résonance ?

L’oscillation contrainte peut se décomposer en composantes
harmoniques dont l'une, par le fait de la résonance, 'emporte
sur toutes les autres : D'oscillation contrainte différera donc extré-
mement peu d’une oscillation propre. Ceci revient & dire que le
coefficient f(, y) ne sera pas entiérement réel, mais que sa partie
imaginaire sera trés petite. Nous aurons donc des lignes cotidales

trés serrées dans le voisinage des lignes nodales de 'oscillation
propre correspondante ; tandis que, dans les plages comprises entre
ces lignes nodales, la phase variera trés lentement.

50. Similitude au point de vue des oscillations. — Imaginons
deux bassins tels que I'on puisse passer de I'un 4 'autre en aug-
mentant les dimensions horizontales dans le rapport & et les
dimensions verticales dans le rapport £2.

Les périodes des oscillations propres de ces bassins seront les
mées.

En effet, on a

Xﬁtp d do\ .
T2 )

Si donc on change z et y en kx et ky, dz en kdz, h en k2,
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comme on aura

dh _, dh do _, do dty _ ., do
dz ‘d(/m) dz ~ " d(kz)’ dzt ~ " dikz)r’
rien ne sera change dans I’équation qui détermine A.
On voit en quoi consiste la similitude dans un probleme de

ce genre.

51. Marées des bassins peu étendus. Seiches des lacs. — L¢-
quation développée

)\—""i=h.m+2 ZZ Z:_

qui détermine % dans le cas d’une profondeur % infiniment petite,
montre que A est de 'ordre de A. Il résulte donc de la notion de
similitude qu’un bassin de peu d'étendue ne pourra avoir que des
oscillations insignifiantes, de période extrémement courte. Pour
que la période soit longue, il faudrait que les dimensions verti-
cales fussent infiniment petites du second ordre.

En particulier, les lacs auront donc des périodes d’oscillations
trés courtes.

Comme les lacs sont peu étendus, le potentiel des astres varie
peu d'un point a I'autre et leur action ne produira que des oscil- -
lations insignifiantes ; il n’y aura qu’une marée statique. Mais, si
le lac est dérangé de sa position d’équilibre par une cause météo-
rologique, il exécutera des oscillations propres: ce sont ces oscil-
lations que 'on appelle des seiches. Comme il est permis ici de
négliger la sphéricité et la force centrifuge composée, ces seiches
correspondent bien aux solutions du probléme que nous venons
de tratter. '
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CHAPITRE V.

INFLUENCE DE LA COURBURE. — OSCILLATIONS D’UN LIQUIDE
RECOUVRANT UNE SPHERE ATTIRANTE, NON-TOURNANTE.

52. Nous allons supposer maintenant que le bassin contenant
le liquide soit assez grand pour que la surface libre d’équilibre ne
puisse plus étre regardée comme plane, mais doive étre considérée
comme sphérique.

Nous supposerons toujours qu'il n'y a pas de rotation, donc pas
de force de Coriolis.

Nous prendrons le rayon de la sphére comme unité; soient 6 la
colatitude et ¢ lalongitude. Considérons, non seulement les points
de la sphere, mais aussi leur représentation sur une Carte plane, et
soient z, ¥ les coordonnées rectangulaires sur cette Carte du
point 6, ¢.

Nous supposerons qu'il s’agisse d’'une représentation conforme,
c’est-a-dire conservant les angles ; notre Carte sera, par exemple,
une projection stéréographique ou une projection de Mercator.
Par suite, une figure infiniment petite de la sphére sera représentée
par une figure infiniment petite semblable : soit & le rapport de
similitude. .

En partant de cette représentation conforme, nous pourrions en
déduire une infinité d’autres. Si, par exemple, § 4 in est une
fonction analytique de x + iy, toute figure infiniment petite dans
le plan xzy sera semblable & la figure correspondante infiniment
petite dans le plan £x; et le rapport de similitude sera multiplié
par la valeur absolue de la dérivée /', il deviendra & | f'|.

Ainsi, dans le cas ou I'on prendrait ’

. S=log(x +iy),
on aurait
{=logp, a=u,

9, w étant les coordonnées polaires du point x, y.
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53. Equation de continuité. — Représentons sur la sphére une
courbe fermée quelconque C et soit ds un élément de cette
courbe ; appelons do un élément quelconque de la portion de la
surface sphérique himitée par C. Considérons le céne ayant pour
sommet le centre de la sphére et pour directrice la courbe C.
En vertu de la marée, le volume du liquide renfermé dans l'inté-
rieur de ce cone éprouvera une variation, et nous pouvons expri-
mer cette variation de deux maniéres différentes.

D’abord, I'augmentation de volume sera représentée par la
quantité de liquide qui, par suite du déplacement, a pénétré i
travers la surface latérale. Si u, ¢, w sont les composantes du
déplacement, nous avons vu (§ 37) que ces quantités sont res-
pectivement égales aux dérivées partielles d'une fonction ¢

telle que
1 Moo=V —p.

A chaque élément ds de G correspond, sur la surface latérale
du céne, un petit rectangle de hauteur k trés petite, puisque,
comme nous I’avons déja expliqué, nous pouvons faire cette hypo-
thése sur la profondeur des mers. La surface de ce rectangle sera
K ds et il faudra la multiplier par la composante normale du dépla-
cement pour obtenir la quantité de liquide pénétrant dans l'inté-
rieur du cone par cet élément de la surface latérale. Si dn est1’élé-

. d
ment de normale, la composante normale du déplacement sera -‘7;:2>

et le volume d’eau entrant dans I'intérieur du cOne par suite de la
marée aura pour premiére expression

d
./‘hd—i-ds,

* 'intégrale étant étendue A toute la courbe C.

Pour obtenir une seconde expression de cette méme quantité,
décomposons le yolume intercepté dans la masse liquide par le
cone de directrice C, en prenant chaque élément do de la surface
limitée par G et le cone infiniment délié ayant le centre de la
sphére pour sommet et le contour de do pour directrice. Ce cone
découpera dans la masse liquide un tronc de céne élémentaire assi-
milable & un cylindre. Dans la position d’équilibre, le volume de
ce petil cylindre est & do ; quand la surface de la mer se déplace,
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les z étant comptés positivement vers le bas, la profondeur devient
h — &, le volume du cylindre (A — ) do. L’augmentation totale
du volume d’eau, en vertu de la marée, est donc

— [ td,

I'intégrale étant étendue a tous les éléments do de la surface sphé-
rique limitée par la courbe C.

En égalant les deux expressions trouvées, nous avons donc
I'équation

(1) . fh%ds =—f§dcr.

54. Considérons maintenant la représentation conforme de
C sur la Carte : ce sera une courbe plane C'. A I'élément ds
correspondra ds'; & dn, dn'; et & do I'dlément de surface do’'.
k étant le rapport de similitude, nous aurons

ds' = k ds,
dn'=kdn,
de' = k2 da.

L’équation (1) deviendra

d do’
(2) fh B as=— 17

. . d d.
Or, les cosinus directeurs de ’élément dn' sont — ?li_,' et 4 Zl%;
donc
do __dedy  dyds
di' = dr ds T dy ds'

En substituant cette valeur dans I’équation (2), nous obtenons

alors
folfpa-tpo) o f it

Nous avons dans le premier membre une intégrale de ligne;
nous pouvons la transformer en intégrale de surface d’aprés la
formule de Riemann

_[(de+Ndy)_ff<d”I x)d 2 dy.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



10§ PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE V.

].Ci
— 2 _ dg
M= ._}., et =Nt —;

notre équation devient donc

d , dy e
f(ZT/;"%) dxdy_.'/ o do dy.
Cette égalité doit avoir lieu, quelle que soit ia surface consi-
dérée sur la sphere ; il faut donc que l'on ait

d , d
(3) . BY hd_:% =1.
Dans le cas ot nous négligions la sphéricité, et toujours avec la
méme hypothése d’une profondeur infiniment petite, nous avions

trouvé (§ 38)

Nous obtenons donc ici, par I'intermédiaire d’une représentation
conforme, une formule absolument semblable; elle n’en difféere
que par la présence du facteur A%, qui n’est pas constant, mais est
fonction de z et y.

85. Le méme calcul peut se faire sur la formule (1) en
conservant les coordonnées sphériques, et sans avoir égard a la

représentation conforme. 11 s’agit d’évaluer ﬁ-

Si nous considérons un élément d’arc de paralléle, nous avons

dd =o, ds = d{¥ sinb
el
do _ _ds
dn -~ db’
Sl s’agit d'un élément d’arc de méridien,

dy =0, ds=db
et ,
de  de
dn = smody

Maintenant, si nous supposons un arc de direction quelconque,
on pourra toujours le remplacer par un triangle rectangle infiniment
petit dont il sera I'hypoténuse. La quantité de liquide qui entre 3
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travers cet élément devra étre égale a la somme des quantités qui
sortent par les deux c6tés de I'angle droit. En effet, les flux sont
du second ordre, puisque k et ds sont du premier; si donc la

Fig. 11.

s

compensation ne se faisait pas, aux termes du troisiéme ordre
prés, il faudrait que § fat infini. En exprimant I'égalité des flux,
nous obtenons la relation

do 1 do

do_ 1 4 a3
dn ~ sin0 d{

ds ——%

do sinb dy.
L’équation (1) devient alors, en remarquant que l'élément de
surface ds couipris entre deux paralléles et deux méridiens infini-

ment voisins est égal a sinf df «/{,

de dv  do . _ :
./h<?@ m—wsme@) _—ft;sm()dﬁdq;.
Si nous transformons, comme tout a l’héure, I'intégrale du pre-
mier membre en une intégrale de surface, nous obtiendrons une

égalité qui devra subsister quel que soit le domaine limité sur la
sphere et d’ou résultera I’équation de continuité

, d . o do d [ h do\ _, .
() %<hsm0d—a>+zq—l<si—n-6@).—§sm0.
On voit que cette équation a une forme moins simple que I'équa-
tion (3) établie par rapport aux coordonnées surla Carte.

56. Sinous remplagons, dans (3) ou (4), § par sa valeur en fonc-
tion de ¢ et du potentiel, nous obtiendrons 1'équation différentielle
a laquelle doit satisfaire . L’expression de § nous est fournie par

"la condition A la surface libre . T

K’cp—v:o,

les pressions étant comptées a partir de la pression extérieure.
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Le potentiel V comprend deux parties :

1° Le potentiiel dd aux forces intérieures, celui qui donne nais-
sance au terme H,, et qui, & une constante prés, est égal a

'+ g%,

11" étant le potentiel di & I'attraction du bourrelet et la dénivella-
tion § de la surface d’équilibre étant comptée positivement vers
le bas;

2° Le potentiel dd aux forces extérieures, action de Ja Lune ou
du Soleil, que nous pouvons supposer décomposé en éléments
isochrones, de fagon que chaque terme se présente sous la
forme Ce*, C étant une fonction donnée des coordonnées § et ¢,
donc aussi de z et y.

Nous avons donec, abstraction faite de la valeur constante du
potentiel dit & la pesanteur sur la surface d’équilibre non troublé,

V=g{+ "4 CeM;

et la conditior & la surface libre nous donne
(5) (=t = —— ——.

Alors I'équation générale 4 laquelle doit satisfaire la fonction o sur
la surface s'écrit

4 A
(3bis) kiZ%(k%):i‘?_%_Cg';

¢ une fois déterminé, I'équation (5) nous donnera la hauteur { de
la marée.

Si nous négligeons I'attraction du bourrelet sur lui-méme, nous
supprimerons II”. Si alors il s’agit simplement de déterminer les
oscillations propres, nous supprimerons également le dernier
terme, et ’équation du probléme se réduira &

N1 A [ de _ Ao
"“ZE; (hd_x) ==t
Elle ne differe de I'équation (6 bis) du paragraphe 38 que par.
I'introduction du facteur 42, fonction de z et y.

Si nous voulions tenir compte de l'attraction du bourrelet, voici
comment il conviendrait d’opérer. Supposons qu’on ait développé §
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C= AnXy

___2 4mAn
- YRR

D’un autre c6té, supposons CeM développé en fonctions sphé-
riques sous la forme 2a,X,. Mais remarquons ici que, dans le
développement du potentiel P — P, dd a la Lune ou au Soleil, ne
figurent que des fonctions sphériques du second ordre : les coeffi-
cients «, seront donc tous nuls, & exception de ceux des cinq
fonctions sphériques du second ordre.

Le terme en II” étant toujours petit, on commencera par le né-
gliger; on aura alors une équation de méme forme que celle qui a
été étudiée et d’out résultera pour { une premiére approximation.
On en déduira une premiére valeur approchée de II” qui, sub-
stituée, fournira une équation de méme forme encore. Cela suffira
généralement, mais il arrive souvent qu’on ne puisse méme pas
pousser la solution jusqu’a la premiére approximation.

en fonctions sphériques

nous aurons alors (§ 28)

57. Cas ou la profondeur est constante. — On peut alors ré-
soudre complétement le probléme.

Considérons, parexemple, les coordonnées sur la sphére. L’équa-

. .. .. . d
tion de continuité s’ecrlt, puisque § == — d_f"

d do d [/ h dg do
do(hsmﬁ >+¢_i_q_;<sm0 d¢) smOd—r

La fonction ¢, si 'on considére un point dans l'intérieur de la
masse liquide, dépend de r, § et $. Sur la surface, nous suppo-
sons 7 =1, et nous avons alors

pour le cas des oscillations propres.
Si nous supposons la profondeur A constante, le premier
membre de I'équation de continuité devient

de dro+ 1 aﬂ_p)
a g T sato di?

r

hsin0<cote
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c’est-a-dire

d? d
hsinO(Agn—r’(—lT’ — 2)‘-(—5)

puisque
d d? I _d_ . tﬁ) 1 dlgp
Ao = m<r2$)+si—n_0d0 (smede + 5oTh W

Introduisons une fonction  de § et ¢ seulement, définie par
cette condition que, pour r =1, on ait

?=%

Sur la surface, nous pourrons remplacer ¢ par y, et I’équation
du probléme s'écrira alors
ol Ldiy ody\ Ao —T" .
hsnnO(AA—lﬂ-J;i —argn)= —g-——sme,
c’est-a-dire : . )
Ao —T1" ¢
g

hay =

puisque  ne dépend pas de 7.
Cherchons i satisfaire & cette équation en posant

o = rn Xnelt,

X, étant une fonction sphérique d’ordre nde f et de §. Pourr =1,
nous aurons
X. = x"(f)“.

D'aprés les propriétés des fonctions sphériques, nous avons la
relation
Ay =—nln-+1)y.

Si, d’ailleurs, nous considérons le terme d’ordre n du dévelop-
" pement de ¢, nous avons

C=Auxu-
et
= — 4mAn — im ¢
~ a2n-+1 an—+1°
d’ott la relation
4w
H ! =
)‘?+2n+1 8%
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On a donc I’équation

hay = ———-:

Comme d’ailleurs, sur la surface,
Ay =—n(n+1)y,
il vient finalement

)\*=—n(n+1)<g—l dm >h,

2n —+1

relation qui fournira les périodes des oscillations propres.
Dans le cas ou I” peut se négliger, on aura simplement

M=—n(n+1)gh.

38. L’équation
1
hidy = =(No—1"
% g( ® )

\

pourrait s’obtenir en partant divectement de 1'équation (1)

i =—1 — ") ds.
fhmds_—fl;(lc_ g‘/‘()\z? n’) ds.

Transformons, en effet, la premiére intégrale en supposant la
profondeur constante. Le fond et la surface d’équilibre se trouve-
ront alors sur deux sphéres concentriques ' et 2.

Fig. 12.

- N

Décrivons sur £ une courbe C limitant un domaine D. On aura
d’abord .
dy _ dx.
dn  dn
En eflet, $ =+ sur la sphére X de rayon égal 4 un, et comme I
ne change pas sur la normale, qui est tangente a cette sphére,
 reste égal 4 . :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



110 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE V. — INFLUENCE DE LA COURBURE.

Si nous désignons par do un élément de la surface latérale, nous

aurons
dos=hds

fhﬂds_f A 4.

De plus, dans cette égalité, nous pourrons étendre 'intégrale du

second membre, non seulement  la surface latérale, mais & la sur-

" face totale du tronc de cone, car en un point quelconque de T
nous avons

et, par suite,

dx dx
dn = dr =

puisque  est indépendant de ».
Le théoréme de Green nous donne alors

fdndc_-—fo_dt.

dt = hdo,

Or

ds étant ici un élément de surface du domaine D.

On a donc
thxdc:éf()\zqa-—H”)dc,

les intégrales étant étendues a tous les éléments do du domaine D.
11 en résulte qu’on doit avoir

Ay = é(xz?—n”).

On retrouve bien ainsila méme équation.
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CHAPITRE VL

INFLUENCE DE LA FORCE CENTRIFUGE COMPOSKE.

OSCILLATIONS D’UN LIQUIDE PESANT
RENFERME DANS UN VASE TOURNANT.

59. Nous allons étudier maintenant I'influence de la force de
Coriolis sur les oscillations, mais en commencant par négliger la
courbure : le liquide considéré sera supposé renfermé dans un
vase assez petit pour que la pesanteur puisse étre regardée comme
constante en grandeur et en-direction, et c€ vase sera animé d'un
mouvement de rotation. i

Les équations da probléme se déduisent aisément de celles de
I’'Hydrodynamique. Nous avons obtenu (§ 33) les équations abso-
lument générales

d*u dp
drr ’
dtv dp
@ {7 =Y—g
dzw -7 dp
dr T " ds’

dans lesquelles Xdm, Ydm, Zdm sont les composantes de la
force appliquée a I'élément de masse dm et p la pression.

La force appliquée se composera ici de la force réelle due aux
astres et & la gravitation, soumise au potentiel V, et de la force
centrifuge composée. .

Supposons d’abord que la rotation s’effectue autour de Oz, et
soit w sa vitesse angulaire ; les trois composantes de la force cen-
trifuge composée seront

dy du

— 20— [s)
de’ 7
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et les équations précédentes deviendront

ditu de _ d(V—p)
e T d T T dz
dtv du _ d(V—p)
(2) a T s T
d*w _d(V—p)
- der - dz

Nous savons, par la théorie générale des oscillations, que les
composantes u, ¢, w du déplacement, qui jouent ici le réle des
paramétres ¢ du Chapitre 1, seront proportionnelles a e*. En po-

sant alors
M=V —p,

les équations du probléme prendront la forme
ANy —2whe =7\’ﬂ,
dx
(3) { Ato +9w7\u=)\2ﬂ,
) o

| Aw =x2%(£“

v

En résolvant ces équations par rapport & u, ¢, v, de maniére &
obtenir les composantes du déplacement en fonction des dérivées
de la fonction ¢, nous avons

u(ieig) =222 22

A2 dz " n dy’
o\ _dy 2w dp
(4) v<l+ -_2>—.:i; X -d_z"

On voit que, par suile de la rotation, les composantes u et v ne
sont plus les dérivées partielles d'une méme fonction ©; ce sont
des combinaisons linéaires de ces dérivées, dont les coefficients
dépendent de %, c’est-a-dire de la période, et ne seront donc pas
les mémes pour les diverses oscillations,

A ces équations, il faut adjoindre I’équation de continuité
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(ui ne se réduira plus ici & A¢ = o, mais devient
dz dro 42 w? ‘
(5) —CP e o i ¢ I i— = 0.
dzt  dy*  dz? A2
Cette analyse suppose que la rotation s’effectue autour de I'axe

des z. Si I'axe de rotation est quelconque, désignons par p, g, r les
composantes de la rotation suivant les trois axes de coordonnées.
Les composantes de la force centrifuge composée seront alors

_.2< ﬂ_,z_ig —-2(rdu' dw ( dv du
7z dt)’ @ T Pa ) —Z‘I’E—q’%)’
et les équations (3) deviendront

Mu—-zrlv—l—zqkw:)\?%,

(3 bis) arhi + Ao "'PW:MZ—;P’

s,

| —2qhu42pho+ )Jw:)\?dz

Telles sont les équations générales du probléme.

Nous allons les appliquer au cas dont les conditions se rappro-
chent le plus de celui de la nature, c’est-a-dire supposer la pro-
fondeur infiniment petite.

60. Vase tournant de profondeur infiniment petite. — Le vase
étant animé d’un mouvement de rotation, la surface libre du
liquide en équilibre ne sera pas rigoureusement un plan hori-

Fig. 13.
\ -/

N

h

zontal; mais, si toutefois la vitesse de rotation est faible, nous
pourrons, aux termes prés de Pordre de w?, regarder cette surface
libre comme un plan horizontal z = o. Soit

5= hiz,ry)

Péquation de la paroi du vase.
Supposons, comme nous I'avons déja fait précédemment (§ 38),

P.— III. 8
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que h soit trés petit, ainsi que ses dcrivées. Dans ces conditions,
w sera négligeable vis-a-vis de u et v.

En effet, la composante normale du déplacement est nulle au fond;;
les cosinus directeurs de la normale au fond étant proportionnels &

dh dh
d.z" @; I,
nous aurons sur cette surface
dh dh_
Yz dy =

Cette relation nous montre, si les dérivées de 4 sont trés petites
comme /% lui-méme, que « au fond est trés petit par rapport i u
et v. Soit w, cette valeur au fond; pour un point quelconque de
'intérieur, a la distance z de la surface libre, nous aurons

W= wo+ (3 — lz)Z—‘:-

D’aprés 'hypothése faite, 5 — /% est trés petit; il en est de méme
de 7;—5: puisque les déplacements des molécules, dans le cas des ma-
rées, sont toujours de petites quantités.

Par conséquent, v restera constamment du second ordre

comme w, et pourra se négliger devant « et o.
Les deux premiéres équations deviennent donc

tf
Riu—‘ll'R():)\’%’

N d.
arku-+ Ato=nIEL.
dy
On voit que p et ¢ n’interviennent plus; tout se passe comme si
la rotation se réduisait & sa composante verticale. Par suite, nous
n’aurons d envisager que le cas'd’une rotation w autour de Oz, et
nos équations générales seront simplement
do
My —a2why =A%,
dw

20Au + )ﬁv:)\’ﬂ-
dy

Résolues par rapport 4 u et v, elles nous fournirontles deux pre-
miéres des équations (4). Quant & 'expression de la surélévation,

elle se déduira de I’équation de continuité.
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61. Interprétation géométrique des équations. — Avant d’aller
plus loin, nous allons montrer comment on peut interpréter géo-
métriquement les deux équations

2w, _de
Y= =&’
2w __a'_q;
Tl‘+p—dy,

auxquelles nous sommes parvenus.
Si A était réel, l'interprétation serait immédiate.
. d
Soient OA le vecteur dont les composantes sont =, 27, et OB

. dz’ dy
«<elui dont les composantes sont u et ¢.

Fig. 14.

A

Le vecteur OB serait la projection orthogonale du vecteur OA,
P’angle vy des deux vecteurs étant donné par

20
tangy = T-
Mais A est imaginaire. Posons alors A = iy, et supposons que
nous ayons trouvé la solution complexe
u = aeilt = (&' + ia")el,
p = Beitt = (B'+ (f")eins,

Les équations admettront alors la solution réelle
u=uqo cospt—a sinpt,

v =@’ cospt — B"sinpt,

.ce qui donne, en désignant par ¢ la différence des arguments de o
et B3, et par |a| et | 3] leurs modules respectifs,

u? v2 .
W -+ B — —-—-I aﬁ[ﬁvp | cosy = sin?¢.
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L’extrémité B du vecteur OB est donc animée d’une vibration
elliptique, le centre de celte ellipse étant occupé par la position
d’équilibre de la molécule.

Cette ellipse se réduira a une droite

u 14

?
lel 1B
sil'on a§ = o, c’est-a-dire si
al aﬂ_ al pl= 0,

B

ce qui montre que le rapport Test alors réel,

Si nous prenons pour Oz le grand axe de ellipse, « sera réel
et § purement imaginaire; nous aurons, dans ce systéme d'axes :
"__ . .
#=f'=0;a=0o;B8=7:f" Donc
u= o cosut,
14

=—f"sinpt,

et I'équation de ellipse sera

ut v?

F—{—F-’:l.

Voyons maintenant quel sera le lieu du point A. Posons

20 .
—_—=1v;

A

¥ est réel. Les valeurs de 5—;, Z—; devant étre proportionnelles &

e, posons également

d d .
?1% = 2, e, d—;- = Byeiit,

Nous aurons alors, en substituant dans les équations,
a=a— iy =o' +yf",
Bi=B+iya = i(F'+ya);
a, estdonc réel et §, purement imaginaire, de méme que = et 3.
Par suite, le point A décrit également une ellipse dont les axes
sont dirigés suivant les axes de coordonnées, c’est-d-dire suivant

les axes de V'ellipse décrite par le point B, et il n’y a aucune diffé-
rence de phase entre les deux vibrations ellipliques. Le grand
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axe o de I'une a méme direction que le grand axe o' + y{3’ de
'autre; de méme pour les petits axes.

Si B’ = o, la vibration de B sera rectiligne, et le rapport des
axes de la vibration elliptique de A sera alors égal ay. Par exemple,
si nous avons une paroi verticale assujettissant le déplacement de
la molécule & s’effectuer suivant 'intersection de la surface libre
et de cette paroi, 'extrémité A du vecteur OA décrira une ellipse
dont le grand axe sera dirigé suivant la surface de séparation et le
petit axe suivant la normale, le rapport des axes étant v.

Si "= z=o/, la vibration de B sera circulaire; de méme celle
de A. Le rapport des rayons sera 147y ou 1 — v selon que les
vibrations s’effectueront dans le sens direct ou le sens inverse.

62. Equation de continuité. Expression de la surélévation. —
Soient toujours T la surface libre, ' la surface du. fond. Déeri-
vons encore sur X une courbe fermée G et, par tous les points
de G, menons jusqu’au fond les normales & % : nous limiterons
ainsi un volume liquide cylindrique, et nous évaluerons Paugmen-
tation du volume liquide & Uintérieur de ce eylindre produite par
la marée.

En désignant par N la composante du déplacement suivant la
normale intérieure a I'élément ds de la courbe |plane C, par de
1’élément de surface du domaine limité par cette courbe, et par {la
surélévation due 4 la marée comptée positivement vers le bas, nous
obtiendrons, comme au paragraphe 53, 1'équation

hNds=— | ¢do,
Srye==]f

, d . .. .
ol N a remplacé d—z, qui n’est plus ici I'expression de la compo-

sante normale du déplacement.
Evaluons N. « et  étant les cosinus directeurs de la normale
intérieure, on a
: N=oau -+ fv,
c’est-a-dire
dy dz
= — U P ——
N s ds’
en conservant le sens positif déja adopté pour parcourir la

courbe C.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



118 PREMIERE PARTIE. —  CHAPITRE VI.

L’équation de continuité s’écrit donc ici

fh(— f{ﬁ-v—)ds--—/tdxdy

fh(—-udy+vdx)=—f§dz‘dy.

Or, d’aprés la formule de Riemann,

fh(vdx—udy):—./[d(;;u) d((;v)]dxdy

——fd v dy d(hu)

Il en résulte, les intégrales devant étre étendues a tout le do-
maine limité par G, que I'équation de continuité est

R X

Remplagons maintenant « et ¢ par leurs valeurs tirées des équa—
tions (4); on aura
h)t  dey 2whh  dy
hu = Nt 4o dr + A4 fw? Zi;’
ho — hx  dy awhh  de,
TR0t dy N+ jutdr’

ou

d’oti finalement

20k d(h,9)
(7) E= 7\’+4w224dx( ) Mt o(z, y)

en introduisant le jacobien ou déterminant fonctionnel de £ et de 3
par rapport a = ety

De plus, nous avons toujours (§ 37)

Ao CeM
8 A
#) ¢ g g

La fonction ¢ devra donc satisfaire sur la surface libre a I'équa~
tion différentielle

2mh d(h ?) Lire—0C Ay,
N+ 4 ..,:de( ) M gwt o(z,y) (MP )
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Une fois » déterminé, les équations (4) et (8) feront connaitre
le mouvement d’une molécule sur la surface libre et la surélévation.

Dans le cas du vase non tournant, nous avions trouvé (§ 38)
avec la méme hypothése de profondeur infiniment petite

d do 1
S AREYY — (\20 — Cel).
de< dw> g (Mo —Ce)

On voit done quels sont les changements apportés par la consi-
dération de la force de Coriolis. Le second membre de 1'équation
n’a pas changé. Dans le premier membre, le premier terme reste

A .. o, . A2 .
le méme, mais il est affecté du coefficient oo de plus, il s’est
“+ fw?
introduit un terme complémentaire contenant le déterminant fonc-
tionnel de / et de .

63. Influence de la rotation sur la formation des lignes coti-
dales. — De ces quelques modifications résulte une différence
essentielle dans la physionomie du phénoméne. Remarquons, en
effet, que w est essentiellement réel, A essentiellement imaginaire ;
par conséquent, le coefficient du déterminant fonctionnel est pu-
rement imaginaire. Si donc nous supposons § déterminé, sous la

forme
4 =f(~70;.}’)e“,

nous voyons que, par suite de la rotation, le coefficient f(z, ¥)
sera lmaginaire, méme dans le cas des oscillations propres. Son
argument ne sera donc pas constamment égal & o ou & ® comme
lorsqu’il n’y avait pas de rotation (§ 49); il pourra prendre toutes
les valeurs possibles, et, au lieu de lignes nodales séparant des
plages ol la marée était simultanée et inversée, il existera des
lignes cotidales qui seront les lieux d’égal argument du coeffi-

cient f(.x, y).

64. Conditions aux limites. — La fonction ¢ ne doit pas satis-
faire seulement a I'équation (9) qui résulte a la fois de 1'équation
de continuité et de la condition & la surface libre; il faut encore
qu’elle satisfasse aux conditions sur les bords.

Si nous considérons le cas général d'une paroi inclinée, on a
alors h == o sur les bords, et nous savons (§ 38) que ¢ doit satis-
faire 4 la condition de rester finie quand £ s’annule.
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Supposons, au contraire, une paroi verticale; il ne suffirait

. s . d . o .
plus d’écrire ici a% = o comme lorsque la rotation n’existait pas,

d ; i .
car d—z ne représente plus la composante normale du déplacement.

Sil’on a, par exemple, une paroi perpendiculaire 4 Oz, « devra
étre nul, et la condition sera

dq;_i_&dcp_
de "N dy = °

do 2w dp o
TN de
En général, sur une:paroi de direction quelconque, on devra
avoir
u dy + dz _
UL T T
ce qui fournit la condition
' d d

On peut encore mettre la condition aux bords sous une forme
trés générale qui s’applique aussi bien au cas d’une paroi inclinée
qu'a celui d'une paroi verticale. Considérons pour cela, dans le

Fig. 15,

plan de la surface libre, la normale au bord et prenons cette nor-
——_ 0 .
male pourfaxe des x. Nous aurens au pied de cette normale, dans

le cas général,
dh

h=o, — = 0,

dy
et ’équation (g) se réduira a
A2 dh do 2wk dhode Ao — Cev’

— b —— —— =

Mol dr dr T M+ 4ot dz dy g
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'

c’est-a-dire

cde 2w do\ A4 fu? G
dr A 717) & ( >

Si les axes sont quelconques, nous devrons donc avoir, en un
point quelconque du bord, puisque dz =dn et dy = — ds,

dh (do 20 do A+ fw? C
—_— L L T = (5 — A
(1 dn(dn X ds> & (_? e l)'

Cette relation, indépendante du choix des axes, convient égale-
ment au cas ol la paroi serait verticale en un point du bord; en

. . . dh o s .
effet, nous n’aurions plus en ce point 2 = o, mais ~, serait infini,

et 'on retrouverait bien la condition (10) -

dc?_amdq:_o
dn~ N ds

Il convient de remarquer que le facteur = qu1 figure dans la

condition aux limites est également i lmagmalre.

65. Oscillations propres d’un liquide renfermé dans un vase de
profondeur constante. — Dans le cas des oscillations propres,
nous n’aurons qu’a faire CG= o dans toutes les équations précé-
dentes. L’équation différentielle & laquelle doit satisfaire la fonc-
tion ¢ s’écrira alors

SEME) T h -

S, de plus, la profondeur /. est constante, I'équation se sim-
plifie considérablement et se réduit a

A2t oot
12 I AY = e——o0,
(12) hp=—p— ¢

qui ne differe de celle relative au vase non tournant qu'en ce que
A% est remplacé par 32 + 4w2.

On voit que cetle équation a tous ses coefficients réels; néan-
moins ¢ reste, en général, imaginaire comme dans le cas d’une
profondeur variable, & cause de la condition aux limites, laquelle
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s’exprime ici par la relation
do 2w dp

puisque la paroi est verticale.

66. Propagation d’une onde plane dans un canal de profondeur
constante. — L’équation (12) peut étre satisfaite par la fonction

? =3 e)\(l—“-r-—ﬁ_)),

qui représente une onde plane indéfinie, se propageant dans une
direction quelconque.
En effet, nous aurons

Ap = A2(a2+ P2)e,
et, en substituant ces valeurs dans 1'équation différentielle, nous
voyons qu’elle sera satisfaite si o et 3 sont tels que
fw?
2 2 Wiyt
AR <I+ 2 > o
Rappelons que, dans le cas de 1’équilibre absolu, nous avions

trouvé simplement (§ 40)

1
2 = .
a+ﬁ_gh

Pour obtenir la vitesse de propagation, considérons une onde
plane se propageant parallélement 4 Oz, ¢’est-a-dire faisons f = o.
L’équation de I'onde sera alors

¢ = el(l—“.’l‘)’
. . !
et sa vitesse de propugallon ;' OI‘

4(»’) 1
2= —— —
* <I+ 2 ) gh
Par conséquent,

La vitesse de propagation d'une onde plane dans un milien
indéfini soumis 4 un mouvement de rotation n’est donc plus égale
a y/gh; elle est toujours proportionnelle & cette quantité, mais elle
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dépend également de la période, et varie avec chaque oscillation.
Mais ce n’est pas ainsi que le probléme se posera, car nous n'au-
rons pas affaire & un milieu indéfini.
Considérons, comme nous l'avons déja fait, un canal limité par
deux parois verticales paralléles i 'axe des z

Y =0, .7=b7

et supposons une onde de direction quelconque se propageant dans
ce canal. Nous aurons alors & faire intervenir les conditions aux
limites, et la conclusion précédente va se trouver modifiée. En
effet, sur chacune des parois, la composante normale du déplace-
ment devra étre nulle; donc, pour y =o ety =25,

dy _ 2w do
dy — N dz’
1l en résulte
g — 2®
8= 5 2.

Nous ne pouvons donc pas prendre = o comme nous ’avons
fait dans un milieu indéfini. On pourrait croire alors qu'il n’existe
pas d’onde plane normale 4 I'axe du canal susceptible de se pro-
pager dans le sens de cet axe; mais il n’en est rien.

Effectivement, I’équation différentielle sera satisfaite si 'on a

. 4w ] fw\
12<I—|——)\T) = g7.,<[+ -)\—‘>’
d’oti

et la relation qui lie 8 & o en vertu des conditions aux limites

donne
20

o

Par conséquent, AR sera réel et indépendant de la période, et la
phase ne dépendra pas de y. L'équation del'onde sera

[3:

20

o=e VO M=)

C’est une onde plane normale & I’axe du canal, et dont la vitesse

de propagation est encore /g4, tout comme s'il n’y avait pas de
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force centrifuge composée. Mais l'effet de cettc force se traduit
par ‘ceci que I'amplitude est fonction de y; par conséquent, sui-
vant le sens de la rotation, la hauteur de I'onde sera plus grande
sur un bord que sur I'autre. ,

Si nous considérons une onde se propageant en sens inverse,
« se changeant en — «, 8 devra se changer en — 3; nous aurons

done
20

. e@ y el (I+ \/JT_/:).

Par conséquent, si dans un cas l'onde est plus forte sur le
bord ¥ = b que sur le bord y = o, ce sera l'inverse pourl’onde de
retour,

[l en résulte que, si nous supposons le canal limilé par une paroi
Z = o, nous ne pourrons plus avoir de réflexion réguliere comme
cela se présentail dans le cas de I'équilibre absolu. En effet, I'onde

_awy
incidente est proportionnelle 4 ¢ v8* et I'onde rélléchie devrait
2wy
étre proportionnelle & ev8, si la réflexion était réguliere. Pour
exprimer que la composante normale du déplacement est nulle sur
la paroi réfléchissante, il faudra égaler & zéro

de 2w de

-l - =t

dz A dy
D’oui une relation a laquelle ) devra satisfaire, et, comme y varie
de o & b, cette relation ne pourra étre satisfaite pour toutes les

valeurs de y. Donc, pas de réflexion réguliére dans un canal.

67. Onde plane se propageant dans un bassin indéfini présen-
tant une variation brusque de profondeur. — Si, au lieu d’un ca-
nal, nous considérons un bassin indéfini, il pourra y avoir réflexion
réguliére, parce qu’alors il n’y aura plus de parois latérales impo-
sant une relation entre « et 3. De méme pour la réfraction.

Imaginons, par exemple, un bassin indéfini partagé par z =o
en deux biefs dans lesquels nous avons :

Pour z < 0, la profondeur 4, et, pour 2 > o, la profondeur 4'.-

Cherchons si nous pouvons représenter le mouvement dans le
premier milieu par '

0= A eMt—ax-B7) - B ghlt+ax—fy),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



INFLUENCE DE LA FORCE CENTRIFUGE COMPOSEE. 125
et dans le second par

9= Ce)\(t-—a’x—ﬁy)’
la valeur de B restant la méme pour chacune des trois ondes, inci-

dente, réfléchie et réfractée.
Nous devrons avoir, pour z << o,
4w?\
2 2 . hadii RELE
2248 <1+' e >gh’
et, pour z > o,

Al
B 4w I
t B [y 2 ) — .
* p"‘(' A )gh’

En écrivant que, pour x = 0, ¢ reste continu, nous avons

A+B=QC.

Mais la fonction ¢ n’est pas la seale qui doive rester continue;

. de 20 do } . .
il faut encore que / (35 + 5 @> reste continu. Cela résulte de

'expression de § donnée par la formale (6), car autrement § de-
viendrait infini. Nous aurons donc aussi

IzA<ac+ 2—;—3)—11!3( —%p> =h’C<z’+% p)

Les conditions de continuité nous fournissent ainsi deux équa-
tions qui détermineront B et C quand on connait A.

68. Solution générale de la propagation dans un canal de pro-
fondeur constante. — L’équation des oscillations propres

2/
(i2) hAg=——"—0

n’admet pas seulement, dans le cas du canal considéré au para-
graphe 66, la solution

20

¥ -
p=c¢ veh F(x—t‘/g/z).
Nous pouvons prendre plus généralement

¢ = e)\(l—az‘)q/(y)‘

Cherchons a déterminer = et .
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Nous aurons
2

d ?_ A2q2 ghli—ax) |,
x!

d
ﬂ = eMt-oax) fdi_"_'f .
y? dy*’

d’ot, en substituant dans ’équation différentielle (12),

dazy
o= A2y,

-en posant

La fonction ¢ est donc de Ja forme
q) = A e7\f3.!'+ B e“)‘ﬁJ‘.
De plus, il faut satisfaire aux conditions aux limites. Nous de-
vrons donc avoir, pour y = o et y = b,

dp 2w dy

dy — N dr
.c’est-a-dire

Aelﬁy<{5 + 'Z)—:”a> — Be-)~ﬁy<ﬁ — ﬂa) = o,
D’ou les deux équations
A(ﬁ+ ‘l—)?-)a) —B<p—'—’)—t3a> =o,
aop(p+ 30a) — oo (p - 52x) = o.
“Elles admettent deux solutions :

20 . -
1° = —=aavec A =o. Larelation qui lie « et f nous donne

; alons

1
‘/g_h.
20

W=

o=
-~et nous avons

ey ).(‘——':_—)
pmbe Vi o\ Vi),

«&'est-a-dire 'onde plane précédemment étudiée;
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2° eMb—=e-M?b c'est-a-dire
M b = mim,

m étant un entier. 1l en résulte
2 mrzm? . Jw\ i
bt ) gk

La vitesse de propagation i de l'onde suivant I'axe du canal dé-

pend donc ici de la période et de la vitesse de rotation, ainsi que
de la largeur du canal. De plus, on a

imT imf

Y Y
Y=Ae’” "+Be " 7.

Les exponentielles ot entre y sont maintenant imaginaires, et,
pour une valeur donnée de z, la phase dépendra de y : nous
n’avons plus affaire 4 une onde plane, mais 4 une onde dont la
créte est ondulée.

Cette onde ne pourra pas subir non plus de rétlexion réguliére,
car, si ’on change « en — «, on ne pourra pas satisfaire pour toutes
les valeurs de » a la condition exprimant que la composante du
déplacement normale 4 la paroi réfléchissante est nulle.

Dans le cas de 'équilibre absolu, & cause®de la réflexion régu-
liére sur les parois, onavait une solution trés simple pour les oscil-
lations d’un bassin rectangulaire.

On voit qu'iln’en est plus de méme lorsqu’on tient compte de la
force de Coriolis.

En revanche, on peut traiter complétement le cas d'un vase de
forme circulaire.

69. Oscillations propres d’un liquide renfermé dans un vase
circulaire de profondeur constante. — Si nous prenons des coor-
données polaires

# =pcosh, y=psind,

’équation (12) devient ‘

Q.
©
.6

{2

At Mo fu?
(13) g =—h

+ 0 gh

S8

1
e

Q,

O ) -
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Nous pourrons satisfaire a cette équation en prenant.

v = q,(lo)emi0+)\z,

m étant un entier.
En effet, on a alors

dro

7ot =—m2p

et ’équation (13) devient, par substitution,

P p? gh

On reconnait 'équation différentielle qui définit les fonctions
de Bessel : ¢ nous sera donc donné par une des fonctions de Bessel
d’ordre m. On sait qu'il y a deux solutions : 'une qui est une
fonction entiére de p, I'autre qui devient infinie pour p =o. Il
faudra nécessairement choisir la premiére.

Observons, en effet, que nous avons trois indéterminées™ A et
les deux constantes d’intégralion de I'équation différentielle. Il
nous faudra donc deux conditions, car il doit rester un paramétre
arbitraire dans I'expression des oscillations propres, qui ne sont
déterminées qu’a un facteur conslant preés.

La premiére condition estque ¢ doit rester fini; elle impose donc
le choix de la fonction de Bessel.

La seconde nous sera fournie par la condition aux bords

dn ) ds
Ici,

de  dy

dn _ dp’

dy _ do miq:.

ds — pdb )

Par conséquent, on aura aux bords du vase, pour o = p,,

dyp awmi
ds TR *T

Cette équation déterminera A. Le coefficient de ¢ est réel,
puisque A est imaginaire.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



INFLUENCE DE LA FORCE CENTRIFUGE COMPOSEE. 129

70. Cas d'un vase cylindrique annulaire. — Supposons mainte-
nant que notre vase de profondeur constante soit limité par deux
cercles de rayons p==p, et p =0, (fig. 16). Alors, la condition

Fig. 16,

que ¢ reste finie pour p=o n'aura plus aucune signification,
puisqu’il n'y a pas de liquide au centre. Mais nous aurons deux
conditions aux limites, qui nous permettront de déterminer i la
fois A et le rapport des deux constantes d’intégration. Ici encore,
le probléeme est donc entiérement résolu par les fonctions de
Bessel. '

71. Canal circulaire de profondeur constante. — Si p, et o,
sont trés grands par rapport & leur différence, nous aurons, au lieu
d’un vase, un canal annulaire. Les oscillations propres d’un tel
canal s’obtiendront en remplagant les fonctions de Bessel par leurs
valeurs asymptoliques. Posons, en effet,

$(p) = ebp,
9= ebp emib+he,

L’équation (13) sera satisfaite si 'on a

Quant aux conditions aux limites, elles exigent qu’on ait

_ b)\P/n
2W ?

mi =

pm représentant le rayon moyen du canal, devant lequel nous né-
gligeons la différence py— p,. On a alors, dans les mémes condi-
tions d’approximation,

P. — IIL 9
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et la solution s’écrit

20 . w0
20, (-2
sh e ‘/gll

Nous retrouvons une onde se propageant avec la vitesse \/g/.
Les périodes seront définies par 'expression

(P:C

2MIT 2T,

mo= s = —=
' A ek

m étant un entier : on voit que la période est, pour chaque oscilla-
tion, un sous-multiple du temps employé pour parcourir la circon-
férence moyenne, de sorte que I'onde reste bien concordante avec

elle-méme aprés avoir fait un tour complet.

72. Oscillations propres d’un liquide renfermé dans un vase
tournant de profondeur variable. — Ce cas plus compliqué pcutse
traiter d'une fagon analogue.

Choisissons, comme exemple, un vase circulaire dont le fond
serait un paraboloide de révolution (§ 48). Alors

h=c¢c(i—at—y?) =c(1— p?).
L’équation du probléme est dans ce cas

d do 20 0(h, ¢) A2+ o2
S (b)) L Mion
Nous chercherons 2 y satisfaire, comme dans le cas d’une pro-
fondeur constante, par
9= q,(p)emi(]ﬁAt,
d’ou
do .
t—i(')- = mi ?
I ne dépendant que de p, le déterminant fonctionnel s’écrit

Il 9) _ 9l g) 9(p,0) _ dh do 1 =— 2E/MIQ.

d(@,y) 0(p,0) o(w,y)  dp dlp

L’équation transformée en coordonnées polaires devient donc

, " om? N4 4w fwmi
(1—ez><9’+5§——p;?)—-29?'=( e R )?
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C’est une équation différentielle de méme forme que celle du pa-

4

ragraphe 48, mais renfermant en plus le facteur * qui est réel.

Elle se traitera absolument de la méme maniére; on en déduira gue
le coefficient de ¢ doit étre m* — n(n +2), m et n étant deux
entiers quelconques tels que n2 m.

Par conséquent, les périodes d’oscillation seront données par ‘

Mt fw?  fumi
-+
&gt A

=mr— n(n—+2).

Cette équation est du troisiéme degré en A. Pour w Irés petit,
deux des racines tendent vers des valeurs finies et une vers zéro.
D’ou existence de deux classes de solutions : 'une pourlaquelle &
reste fini, et autre pour laquelle A tend vers zéro avec w.

Cela est d’ailleurs général (cf. § 93).

73. Remarque sur une particularité des équations dans le pro-
bléme du vase tournant. — Reprenons I’équation générale des
oscillations propres

Z ) 20 d(h, @) A2+ fw?
dx a’x % oz, y) & i

ol A est purement imaginaire.
Supposons que 'on ait

20

*

=1.

, )
L’équation admet alors une infinité de solutions simp]es
En effet, le second membre s annule et Pon peut écrire I’équa-
tion sous la forme '

A [n(% de d?)]
az [l(d:v'H y)]—'_?f?[}L(dy tdz N

Elle sera donc satisfaite si nous faisons a la fois

do .de
dx+‘@“0’
dp . dy _
—d‘—};—-l‘—{; (4]
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Il suffit pour cela que ¢ soit une fonction analytique quelconque
¢ =f(z+iy).

D’ot une infinité de solutions.

Mais ces solutions sont, en général, illusoires. Rappelons, en
effet, que nous n’avons obtena I'équation sous la forme considérée
qu’en multipliant 'équation (g) par le facteur A2 4 4 w? qui, ici,
est nul. 1l faut donc voir si & toute fonction ¢ analytique de x
et ¥ peuvent correspondre des quantités u et ¢. Or, nous devons

avoir (§ 60)

w22, %
A

V—I-EEU.:ﬁr
A dy

et, dans notre hypothése, le déterminant de ces équations est nul.
Elles ne sont donc plus distinctes. Nous pouvons, en effet, les

écrire .
u—1iv =0,

v+ lu=1iq,
et l'on voit qu’on passe de I'une & 'autre en la multipliant par i.
Si donc nous prenons pour © une fonction arbitraire de

z = x + iy, elle pourra trés bien ne pas satisfaire aux conditions
du probléme. Il faudrait, en effet, que nous ayons, d'abord

u—iv=g¢g,
puis, en vertu de I'équation de continuité,

d(hu)  d(hw) Ao

KA

La question qui se pose est alors celle-ci: u et v peuvent-elles
rester finies et satisfaire 4 ces deux équations différentielles ?

Cela n’est pas certain et, pour le montrer, nous examinerons
seulement le cas d'une profondeur constante. Les’' équations
différentielles sont alors

g '
uw—iv=29",

du dv Mo fw?

TG e T T ekt T T
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en posant
202

-Zg—h- = C.
Si nous différentions la premiére équation par rapport a y,

nous aurons
dve .dv __ ,dz .,
. oy Tty T
d’ou
do ., .du
A e

et, par substitution dans la deuxiéme équation,

du_du oo
dz ldy T Thete
Prenons pour variables les deux imaginaires conjuguées

3 =x+1iy,
z.::w—iy.

Nous aurons
du du du

Az = a@ T T
du _ L.du _ id_u
d‘}’— d.z dz,

’
d’ou
du du .du

2= E—z@=--20cp+?.

C est essenticllement réel et positif. Le dernier membre de cette
équation différentielle est une fonction analytique de z; on en
déduira donc que u est une fonction analytique de z, a laquelle
I'intégration ajoutera une constante, clest-3-dire une fonction

de z,,

w=f(2) + fi(#):

Si nous posons
P = ',

{/ étant la dérivée d’une certaine fonction de 3, nous aurons donc

en intégrant
w=—C¢+ %l]/'-l-‘l/n

¢ représentant une fonction arbitraire de 3,.
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Il en résulte
e=i(Ch+1¥— ).
On a donc
u+iv=9ad —2GY,

u—iv =4

Matis il reste encore a satisfaire aux conditions aux limites, et ce
sont elles qui nous détermineront les fonctions ¢ et ¢,, si toutefois
elles peuvent I'éwre. Or, en général, le probléme ne pourra pas

étre résolu, car ces relations imposeront 4 la constante C une nou-

.. . . « 2
velle condition incompatible avec sa valeur —)(%
g (2

Si, par exemple, nous prenons le cas d’un vase annulaire, nous
devrons avoir sur les bords

©cosO +0sinh = o.
c’est-a-dire
. u(ei0+ e—ie)_ip(ete_e—m):(,
ou

Nos variables indépendantes étant

Z = peie’ 3= pe—ie’

la condition aux limites s’écrit

u—+iv z
u—iv | 3’

c'est-a-dire, en remplacant u et ¢ par leurs valeurs en fonction de
et gy,

Nous avons ainsi une relation entre ¢, 4y, 5 et 54, qui doit étre
satisfaite sur les deux circonférences du vase, pour 53, = p; et
—— e a2
SS =Ly

Posons
Y =z

g = AsiMm=Aznm p-2m,
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La relation précédente s’écrira
m(m—1)+2p2(Ap~tm—C)=0
et devra étre satisfaite pour p==p, et p=py.

Si nous regardons p, et p; comme donnés, cela fait deux équa-
tions qui détermineront A et G; on en tire

,lwﬂ _ n?(nl—;l)(pg_ﬁ”l—‘o%"?’”).
N

Telle est la relation qui doit exister entre p, €t py pour qué la
solution existe. :
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CHAPITRE VIL

OSCILLATIONS D’UN LIQUIDE PESANT
RECOUVRANT UNE SPHERE TOURNANTE.

74. Nous allons maintenant aborder le probléeme dans toute
sa généralité, en tenant compte a la fois de I'attraction du bour-
relet, de la sphéricité de la Terre et de la force centrifuge
composée. .

Considérons une sphére dont le rayon sera pris pour unité, et
soient § et ¢ les coordonnées colatitude et longitude.

Faisons de la surface de cette sphére une représentation conforme
sur une Carte géographique et désignons par z, y les coordonnées
rectangulaires sur cette Carte du point 8, ¢.

Imaginons sur la surface de la sphére une courbe fermée quel-
conque G limitant un domaine D dont I'élément de surface
sera do; soient également ds I’élément d’arc de la courbe C et dn
I'élément de la normale intérieure & cette courbe dans le plan
tangent & la sphére.

Sur la Carte, nous aurons comme éléments correspondants une
courbe plane C/, un élément de surface do’, un élément d'arc ds’
et un élément de normale dn'; et nous aurons les relations

ds' =k ds, dn'= kdn, ds' = ktdo,

"k étant le rapport de similitude, lequel est fonction de z et y, ou
de 6 et §.

75. Si nous considérons le cone ayant pour sommet le centre
de la sphére et pour directrice la courbe C, la quantité de
liquiue renfermé a l'intérieur de ce cone éprouvera un accrois-
sement par le fait de la marée. Cet accroissement est égal, d’une
part, a la quantité de liquide qui pénétre 4 travers la surface laté-
rale ; si nous désignons par N la composante du déplacement nor-
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male & 1’élément ds, il entrera parle petit rectangle A ds, dont cet
élément est la base, une quantité AN ds. D’autre part, si { repré-
sente la surélévation, a4 chaque élément ds de surface corres-
pondra un accroissement de volume élémentaire égal & — {do, en
comptant, comme précédemment, { positivement dans le sens
~ des z positifs, c’est-a-dire vers le bas. L’équation de continuité

sera donc

(1) 'thds=—‘/Cdc,

Pintégrale du premier membre étant étendue i toute la courbe G
et celle du deuxi¢éme membre 4 tout le domaine D que limite cette
courbe sur la surface de la sphére.

76. 11 faut maintenant évaluer AN. Reportons-nous pour cela
aux résultats obtenus dans le probléme du vase tournant.

Nous avons vu (§ 60) qu’en supposant la profondeur trés petite,
ce qui est la seule hypothése a considérer lorsqu’il s’agit des
marées, w est du second ordre, u et ¢ étant du premier, et que
tout se passe alors comme si la rotation se réduisait & sa compo-
sante verticale.

w représentant cette composante, les composantes © et v du

déplacement suivant Oz et Oy sont données par les équations

w20, _ 9
Y T dz’
o 20, = e
A dy

la fonclion v étant toujours définie par la relation
Mo =V—p.
Ces équations, résolues par rapport & u et 4 ¢, nous ont donné

At <d<9 20 dcp)
s

=N fet\dz T X dy
=M (de _ 29 do
u_)\2+4m"<@ ) }E)

D’une maniére générale, si nous appelons N la composante du
déplacement suivant la normale intérieure a I'élément ds d’une
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courbe quelconque tracée dans le plan de la surface libre, nous

aurons

N=—ud'7 dz A2 (clq; 2t d(p)_

ds ds ~ N+t 4ei\dn A ds

Tout ceci suppose que le contour fermé C est décrit dans le sens
positif généralement adopté, c'est-a-dire que, si nous imaginons

Fig. 17

=

0 X

une petite circonférence tangente intérieurement i la courbe C,
celte circonférence doit étre supposée parcourue dans le sens de
Oz vers Oy par rapport & son centre, et déterminera ainsi le sens

positif sur C (fig. 15).

T7. Ces résultats s’étendent immédiatement au cas de la sphére
tournante.

En effet, si nous considérons une portion suffisamment petite
de la surface de celte sphére, nous pourrons la regarder comme

* plane, et nous nous trouverons ramenés ainsi au probléme du

vase. Seulement, la quantité w qui figure dans les équations que
nous venons de rappeler était la composante effective de la rotation
suivant la normale & la surface libre; si donc nous désignons ici
par o la vitesse de rotation de la Terre, nous devrons introduire
dans nos équations w cos 0 au lieu de w.

L’expression du déplacement normal & la courbe C tangenticl-
lement & la spheére est alors

Ne ot d?_zws_"é:?).
(2) T A+ fjw?cos?f (Zm A ds
Posons
A2h = 2O cosOI
(3) Iy = M+ fwcosif’ n=YT e
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Nous aurons

) thds _f<,“ "'_hzd(?)

ou bien cncore, en remplacant dn et ds respectivement par
dn’
A

(4 bis) thn’s _f<hl T ,——hgd )ds

Transformons d’abord ’équation (4). Observons pour cela que
nous pouvons, au troisitme ordre prés (§ 53), substituer au flux

et & - dans le second membre,

Fig. 18.
C

A

qui traverse chaque élément ds de la courbe C la somme des flux
pénétrant & travers les cotés de I'angle droit du triangle rectangle
infiniment petit dont ds est 'hypoténuse ( fig. 18). Par conséquent

dy . _ dy
f’li"mds—fhl< nequdO dO smﬂdq;>

I.’intégrale du second membre est une intégrale de ligne étendue
a toute la courbe C; transformons-la, par la formule de Riemann,
en une intégrale de surface étendue au domaine superficiel limité
par C, et nous aurons

de , d . odo d [ h do
flz,%ds_—‘/‘dedq;[m (h15m0%> - 5 (m W>]°

D’autre part,

[}
/‘Ilg%d$=/llg(3'—§d0+d7§)‘dq/>

. dhy do  dh, do d(hs, 0)
‘fdo"l‘*’<de T ay Zze‘) fW\p"de"'
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I1 vient donc, en portant ces valeurs dans (4) et (1),

(5) thds:—ft;sinedOdu}z
| =“[d6 & [de(h' S”’"%) ;q,(sf:e ZS)"‘Z((’;“J))]

Opérons maintenant une transformation analogue sur I’équation
(4 bis) ; nous aurons

' d? ? ‘ — /3 d () % ,
dqa . d(p dh, dp  dhy dy

et, comme en passant de la sphére a4 la Carte I'équation (1)
devient

th ds = — /‘C,, dz dy,

on a, en substituant dans (4 bis),

(5 bis) f AN ds=— / dz dy [2 d‘fv d“’) ‘;((’;’, }"))J Ifg de dy.

Les relations (5) et (5 bis) ont lieu pour une courbe C quel-
conque; ce sont donc des identités.

Par suite, les équations du probléme seront :

En coordonnées sphériques,

d hy do\ . 9(hy, 0) .
(6) do (hISlne ) \P(Slned—q} +W=§Slﬂ0

et,.en coordonnées rectangulaires sur la Carte,
.7 v d(hh 0) C
(6is) de(" 2)+ @) B

La valeur de { nous est fournie par la condition & la surface

libre, qui donne (§ 56)
) "% TE e

Le dernier terme, qui représente celle des composantes iso-
chrones du potentiel perturbateur que l'on considére spécia-
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lement, est & supprimer pour l’étude des oscillations propres :
) est alors une inconnue dont la détermination, comme celle de o,
résultera des équalions précédentes, ainsi que des conditions aux
limites.

Lorsqu’on voudra obtenir les osc1llanons contraintes, G et .
seront des données de la question.

En éliminant { entre les équations (6) et 1'équation (75), on
obtiendra, soit sur la sphére, soit sur la Carte, 'équation qui doit
déterminer ¢ :

d'o) d ( Ry d:p>+d(h-,,(p) Sl;e()\fcp—l'l”—CeM)

d
(8) 5 (h, sin® 0

dy \sinb v (8, ¥)
ou
(8 bis) Ed (1, ) "J((';’;)) kz —— (Ao —[I"— CeM),

Ensuite, I'équation (7) donnera la surélévation et ’on obtien-
drait par I'équation (2) la composante du déplacement suivant la
normale 4 un élément quelconque de courbe tracée sur la surface

libre.

78. Autre forme des équations. — Ces équations ont un avan-
tage : c’est que, dans le cas des oscillations propres et sous la
réserve de ne pas tenir compte de l'attraction du bourrelet, elles
ne renferment qu'une seule fonction inconnue, a savoir la
fonction ¢. '

Mais elles présentent aussi un inconvénient: c’est de conlenir
les quantités /i, et hy, dans I'expression desquelles figure en déno-
minateur A? + 4 w2 cos? 0. Or, A2 étant toujours négatif, ce déno-
minateur pourra s'annuler pour certaines valeurs de 8. A, et A,
sont donc susceptibles de devenir infinis. Pour voir ce qui se
passe alors, prenons, par exemple, 'équation (6 bis) sur la Carte,
et remarquons qu’elle peut s’écrire

d dp 2wcosh.dy d de 2wcosh de
il ) pehadhchtdiat = 2w oy
w["(m* X dy>]+dy [’ (dy ) dx)]

Considérons le terme en Zda': Pour la colatitude 0 telle que

L.
k2

2iwcosl ==+,
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hy 3—2 devient infini ; de méme 7, % Mais on a

t

ﬂp - 2wcosl do A+ fjw?cos?
dz N dy 138 “

et, par suite, cette expression s'annule pour la valeur de § consi-
dérée. Les termes infinis se détruisent donc. De méme pour le

d .
terme en 7; de sorte que ’ensemble des termes reste fini.

Néanmoins, pour éviter cette difficulté, il peut y avoir avantage
a présenter les équations sous une autre forme.

Considérons pour cela le déplacement d’une molécule et les
composantes de ce déplacement suivant les axes des x el des y
tracés sur la Carte. Si nous désignons ces composantes par « el v,
les composantes du déplacement réel sur la sphére seront ku et v,
de telle sorte que I'élément d’intégrale AN ds veste le méme, qu'il
soit estimé sur la courbe G ou sur sa transformée C!/. De plus, si
nous désignons par df et dy les éléments rectangulaires corres-
pondant sur la sphére & dz et dy, nous aurons, en vertu de la
similitude,

k dt = dz, kdn=dy.

Les composantes ku et kv sont liées par les relations

2w cosl do do

ku — ——— ko = =L =k L
ku 5 ko Z kdx’
2w cosb do dy

k —_— = = Kk —
[ by ku o kdy’

qui s’écrivent, aprés suppression du facteur &,

2w cosf do

U — ey = —,

(9) \ A dr
9 ;v_'_o,wcosOu_il_(E.
A T dy

On retrouve les équations connues du vase tournant, la vilesse
de rotalion étant w cos §.
Nous avons, de plus, 'équation de continuité

thds:—f%dwdy.
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N est la composante du déplacement vrai normal & 1'élément
ds sur la sphore; ses cosinus directeurs sont proportionnels a

dq E ’ N L dy dz
— et -+ o cest—a—du'ea—-ﬁet—i—‘w-

On peut donc évaluer facilement la premiére intégrale en fonc-
tion des éléments sur la Carte ; on a

f/szs-fh(kv —./‘u—> cls-fhk—-(vdx—udy)
=fh<vdx—-udy):-—fzzl—;(hu)dz‘ély.

D’ou, en égalant les deux valeurs def/iN ds, I'équation

d(hu) _ Mo —T— CeM

(10) k2 e == z

qui tient lieu des deux équations (6) el (6 bis).

Nous avons ici trois fonctions inconnues: «, ¢ et @, et Lrois
équations.

Si l'on veut éliminer ¢, il suffira de différentier I'équation (1o0)
d’abord par rapport & x, ensuite par rapport & y : nous obtien-
drons ainsi deux équations en « et v, dans lesquelles n’entreront
plus de coefficients susceptibles de devenir infinis (voir § 163).

79. Théorémes de Laplace. — 1° Cas oi /a profondeur est
seulement fonction de la latitude. — Laplace a montré que, si /
ne dépend que de la latitude, la marée ne subit pas de retard : sa
phase est la méme que celle de la force perturbatrice.

Considérons, en effet, le terme CeM. Nous savons (§ 29) que le
potentiel P — P, d’un astre en un point déterminé peut se décom-
poser en une somme de termes de la forme

P—Py= desi,
$

y étant Pangle horaire w¢ + ¢ — AR de l'astre;

® dépend de la colatitude 0, de la distance polaire § et de la
distance o de l'astre au centre de la Terre, mais pas de la longi-
tude;

s est un'nombre enlier pouvant prendre les valeurs o, == 1, = ».
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En remplagant y par sa valeur, on peut écrire
P—P, =2 b e—siRR gsivatrsily,

Les coordonnées de I'astre variant lentement, ®e—® sera une
fonction de O et du temps qu’on pourra développer en une série

trigonométrique de la forme E Beius,
B ne dépend que de § et est proportionnel &

3cos?6—1 pour s=o,
sin20 » s==*1,
sin20 » s=cko.

Si maintenant nous posons

h=siw I,
nous aurons

P—Py =2 B e”\l“")\‘,

(- étant trés petit, X différe peu de siw. Pour une composante iso-
chrone Ce™ du potentiel perturbateur, nous avons donc

C = f(0)esty,

. .. N
§ ayant une valeur entiére voisine de o'
Considérons alors les équations du probléme. Dans le cas ol /
ne dépend pas de ¢, elles se simplifient et deviennent

d de hy d*¢ 2w dp d(hcosh)
() d0<h‘sme ) b Ay TR Ay do

ﬂ(lz II'— CeM) = {sin.

C étant proportionnel 4 e*%, nous pourrons satisfaire & ces équa-
tions en prenant @, § et, par conséquent, 11" proportionnels a es?¥,
sous la forme F(8)es¥+*, Nous obtiendrons ainsi pour chaque
composante isochrone une onde se propageant suivant les paral-

)\
léles avece la v1tesqe -

Mais, de plus, il faut montrer qu 11 n’y a pas décalage.
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Or, nous avons

d’oti, en substituant dans les équations,

d . o do hio 2wsi d(hycosd) e
(1'2) %<hism0 d—g)—S’m‘l— by ——d—e—?—tsme.
De plus,
1= %()\ﬂcp—Il”-Ce“)
8

et
dn” ”
— 4l =27 T + II".
Nous avons ainsi entre les inconnues ¢, §, [I” et la donnée Cet
trois relations qui sont des équations différentielles linéaires dont

. , . A
tous les coefficients sont réels, puisque S est réel.

Il y aura donc forcément une solution réelle. Si, en effet, nous
pouvions avoir une solution imaginaire, la solution imaginaire
conjuguée conviendrait également, et leur combinaison donnerait
encore une solution réelle. La solution étant, en général, unique,
il en résulte qu’elle est réelle, c’est-a-dire que les fonctions de §
qui entreront dans les expressions de ¢ et de { n’auront pas de
partie imaginaire.

Or, la phase de la force perturbatrice est 'argument de la quan-
tité imaginaire GeX; la phase de la marée estl’argument de la quan-
tité imaginaire {. Ces quantités élant toutes deux égales au produit
de I'exponentielle es'¥+)¢ par une fonction de § réelle, leurs argu-

3 X L.
ments seront tous deux égaux a s + ¢ et, par suite, il n’y aura

pas de différence de phase, ou du moins elle ne pourra éire que o
ou 7. Ainsi donc :

Le retard de la marée serait nul si la profondeur ne dépen~
dait que de la latitude.

Il importe de remarquer que ce théoréme n’est plus vrai pour
une loi quelconque de la profondeur; en particulier, il ne s’ap-

P. — III, . 10
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plique pas au cas des mers. Beaucoup d’auteurs, néanmoins, s’y
sont trompés et, attribuant au théoréme de Laplace une généralité
qu’il ne comporte pas, ont cru pouvoir en conclure que le déca-
lage de la marée par rapport a la force perturbatrice avait pour
cause le frottement. Or, I'influence du frottement est tout a fait
insignifiante et le retard constaté doit étre imputé entiérement a la
loi de profondeur. . '

On peut voir aisément'd’une autre maniére que ce théoréme de
Laplace n’est pas général. Comme il ne dépend pas de la grandeur
de la rotation, il serait vrai méme si 1'on ne tenait pas compte de
la force centrifuge composée. Or, nous savons que dans ce cas, si
I'on consideére les oscillations propres harmoniques, il y a partout
concordance de phase dans le systeme (§ 8). Lorsque ) serait trés
voisin de 'une des valeurs d’oscillation propre, I’oscillation con-
trainte serait trés voisine de cette oscillation et devrait, par suite,
avoir comme elle méme phase en tous les points de la mer consi-
dérée. Pour le potentiel perturbateur, au contraire, la phase dé-
pend de la longitude : il y a donc forcément décalage.

Et cependant le théoréme nous apprend qu’il n’y a pas décalage
lorsque la profondeur ne dépend que de la latitude. C'est qu’alors
I'équation qui donneles périodes des oscillations propres pourw =o
a toutes ses racines doubles (voir § 93); et nous savons que le
systéme peut dans ce cas prendre des oscillations propres qui ne
sont pas harmoniques au sens restreint du mot, et présentent des
lignes cotidales (§§ 20, 49).

Il n’est pas inutile de faire remarquer encore que ce théoréme
de Laplace n’exige nullement que la mer recouvre tout le globe;
seulement, sl existe des continents, ils devront étre limités par des
paralléles.

80. Tutorkume lI. — La marée diurne est nulle si la profon-
deur est constante. — Plagons-nous d’abord dans le cas ol la pro-
fondeur n’est fonction que de la latitude, et cherchons quelle doit
étre la loi de profondeur pour que la marée diurne soit nulle. Pour
cette marée, on a s = 1. P’renons également

A=lw.

En posant cette égalité, nous faisons une approximation, puisque
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en réalité -
A=iw+Ipn. ,

Ce que nous dirons ne s’applique donc rigoureusement qu'a la
marée diurne sidérale, mais sera vrai aussi avec une grande ap-
proximation pour la marée diurne solaire et lunaire, en raison de
la petitesse de .

Pour 'onde diurne, G est proportionnel & sin28,

Si nous supposons la marée nulle, { = o, le bourrelet sera nul
également et I'on aura aussi [I"=o0 : il en résulte donc que

gCeW . .
¢ = S5 sera proportionnel & sinz 6.

En faisant s =1, A ={w et { = o, I'équation (12) deyient

d .o hyo ;i(hl cos0)
—d—e(h,sme%>—m QQPT_O,
et la question qui se pose est de¢ savoir quelle doit éire la valeur
de h,, c'est-d-dire de %, pour que cette équation soit satisfaite
’ 1 — )
lorsqu’on y fait o = sx'nzfi.
En opérant la substitution, nous avons

2R sinb cos20 4 24y cos0cos20 — 4, sinbsin2b

— 2hy¢080 -2 sin20 cosO — 2/4,sin20sinh =o

e

ou, en réduisant,

25} sin0(4cos20 —1) — 8Aysinbsin20 = o,
d’ott
d 9
E(dcos-ﬁ—-l)

Ry _ 4sinab
A, ~ 4cost0—1 jcos’f—1

On en déduit donc
const,
h)=—F———
ST Fcostl—1’

et, par suite, puisque A? = — w3,

h = (1 — 4cos20) A~ = const.

Cette condition étant nécessaire et suffisante pourque 1’équation
soil satisfaite, le théoréme est démontré.
On retrouve encore la méme condition en supposant que la pro-
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fondeur dépende a la fois de G et de ¢. Revenons, en effet, a I'équa~

dhi

ay

dente analyse. Il faudra qu’en remplagant § par zéro, ® par sin2f,
y q p P 9P

tion générale (6) qui contient —*, et recommencons la précé-

. de . s . . “ps , .
A par i{w et g Par ies I'équation soit satisfaite. Cette équation va

se présenter ici sous forme complexe, et, comme %, est essentielle-
ment réel, nous devrons annuler le coefficient de la partie imagi-
naire. En tenant compte de ce que, pour 'onde diurne, on a

hy = — 20 cos0hy,

on voit que '’ensemble des termes imaginaires est égal a

dll[
zcosﬁd—d{ (1+2cos20).

On devra donc avoir, pour que la marée diurne soit constam-

ment nulle,
d/l|

@ =°

Par suite, la profondeur ne doit dépendre que de la latitude et
nous sommes ramenés a I'analyse précédente, laquelle exige que
la profondeur soit constante. Il en résulte donc que la mer devra
recouvrir tout le globe.

81. Loi de profondeur pour laquelle la marée diurne serait pro-
portionnelle 3 la marée statique. — Nous allons rechercher s’il
existe une loi de profondcur de la mer telle que la hauteur de la
marée diurne soit proportionnelle au terme correspondant Ce* du
potentiel perturbateur. Nous supposons toujours que la profon-
deur ne dépende que de la latitude et, de plus, ici, que la mer
_recouvre le globe entier.

C étant proportionnel & sin2fet¥, { devra contenir également ce
facteur : ce sera donc une fonction sphérique du second ordre, et

nous aurons
_4nt,

"= 5

Par suite, II” sera comme § et C proportionnel & sin20¢e'¥, et il
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.résulte de
= é()‘z?_ " — Cer?),

que o devra étre proportionnel & l]a méme quantité.
Si donc nous posons
® = a@sin 20 eiY-+Ae,
L = bsina@eip+re,

@ et b étant des constantes, la substitution de ces valeurs dans
Iéquation (12) ott 'on aura fait préalablement s = 1 et A = /v nous
donnera, comme tout & ’heure,

2a %(/wos?ﬁ —1)—8ah;sin20 = b sin2b,

¢’est-a-dire, en tenant compte de ce que

dh, dh .
— 29y 20 . S0
(1— 4cos20) =D 4Ny sin20,

.—,201,;—‘5{-/02 = bsinal.
On tire de la
h = hy(1— g cos?8),
hq et ¢ étant deux constantes telles que gh, = — Z—I;-
Si la profondeur suit cette loi, la marée diurne sera proportion-
nelle au terme correspondant du potentiel.
On a d’ailleurs, immédiatement, 'expression de la hauteur de
cette marée; en substlituant dans ’expression de § les valeurs pro-
portionnelles des différents termes, on a, entre les coefficients, la

relation
4mbh
gb=Nu—+ % —1,
‘ . . . 4=D -, .
d’ou Pon tire, puisque g = —4—;— et A= — w2,

I

[— 3wt
g( 5D 25’9’%)

b=—

. .o PN
Suivant la valeur de ¢, b pourra étre positif ou négatif, c’esl-
a-dire que Ja marée diurne produite sera inverse ou directe par

rapport a la marée statique.
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" Sig=ola profondeur est uniforme, et I'on a {—=o0: on re-
trouve bien le second théoréme de Laplace.

82. Loi de profondeur pour laquelle une oscillation contrainte
quelconque serait proportionnelle au terme correspondant du po-
tentiel. — Nous pouvons nous poser une queslion plus générale,
et rechercher s'il existe, pour une mer couvrant toutle globe, une
loi de profondeur dépendant de la latitude seule, et telle qu'une
composante quelconque de la marée soit proportionnelle au terme
correspondant du développement du potentiel.

Reprenons donc I'équation (12), dans laquelle nous n’attribue-
rons plus aucune valeur particuliére ni a s, ni & A. Quel que soit
celui des trois groupes auquel appartient 'onde considérée, G sera
une fonction sphérique du second ordre : il devra donc en étre de
méme de §, donc de II” et, par suite, de 9. Si nous posons alors

o= af( O)e.\'l'lll+lt,
= b f(0)esib-+he,

J(8) étant la fonction sphérique du second ordre qui figure dans
Uexpression de G, la question est de savoir quelle devra étre la va-
leur de 4, pour que I'équation (12) soit satisfaite.
Or, il suffit pour cela que 4, soit une constante.
n effet, équation peut s’écrire dans ce cas
de d¢ 1 di¢ 2w dyp
/11<00lea— -+ W"i—m W-T W)
c’est-a-dire

do de 2w dy
—p T, pSE 20 a9
hy <Acp kL 3 du[a’) ={.

En introduisant maintenant, comme au paragraphe 57, une
fonction y de 8 et ¢ seulement, telle que pour » =1 on ait P =1,

nous aurons
2087

h,(A')(_— X X):C.

Or, v devant étre une fonction sphérique du second ordre,

ona
Ay =—2(24+1)) =—6y.
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Donc, sur la surface libre,
—2/zl9<3+ w)\_sz) ={

ou, en remplagant ¢ et { par leurs valeurs proportionnelles,

A2h b

1= Y fwrcosth 2a<3 - wis)
DY

h

La lot de profohdeur cherchée est donc

b(x-u— Ecosﬂ))

2 2
h=— A - =lzo<1+£:—cos?0>,
2a(3+ 0—)5> A
X A
la profondeur & I'équateur étant
ho=—- ——-——[)——.

wis
).a<3 -+ T)

On voit que la loi de profondeur obtenue dépend dé A; elle ne
peut donc convenir que pour une composante déterminée, et non
pour les autres. [In’y a pas de loi générale permettant que toutes
les ondes de la marée soient respectivement proportionnelles aux
marées statiques correspondantes.

Si la loi convient pour une composante, on aura aisément I'ex-
pression de la marée correspondante. Nous avons, en effet, tou-
Jjours entre les coefficients a et b la relation

z
gb=12a+#—l,

d’ou 'on tire

b A2 wis
2a 2[g<1— .5_> -+ l] =_h°<3+ T>
5D b ‘
et
\ b=— 3 : 2
g[r—5—D+——m
2gho(3+ T)

Pour 'onde semi-diurne sidérale, A =2i{w, s=12-: la loi de
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profondeur est
h = hy(1— cos?0)

etl'on a
1

1 N 3 w?
g( m.——'Zé’ho>

b=—

83. Remarque. — A? est essentiellement négatif. Si donc
[22]> 4w,

nous aurons pour la profondeur 4 des valeurs qui seront toujours
positives. Mais si, au contraire,

| A2 < 4w,

la loi de profondeur nous donnerait pour 4 des valeurs qui seraient
positives ou négatives suivant la latitude.

Or, parmi les principales composantes isochrones du potentiel,
nous n’en avons précisément aucune pour laquelle [A| >2w. La
loi de profondeur ci-dessus trouvée conduirait donc a des valeurs
négatives inacceptables.

Faut-il en conclure alors que notre équation est dépourvue de
toute signification? 1l est possible de lui en conserver une, mais &
condition de négliger 1",

Nous avons, en effet, pour chaque composante, deux paralleles
symétriques, séparant des régions o la profondeur de la mer de-
vrait étre alternativement posilive ou négative; si ces derniéres
sont occupées par des continents, nous aurons une loi de profon-
deur admissible, mais il est nécessaire de négliger II” dans ’ana-
lyse que nous avons précédemment faite, parce que II" ne reste

. s 478
plus proportionnel a = -

Il est d’ailleurs inutile de se préoccuper de la condition anx
limites qui est d’elle-méme remplie puisque ¢ reste finie.

Pour les marées semi-diurnes, les conlinents se réduiront a de
petites zones circumpolaires.

Pour les marées diurnes, leurs rivages coincideront & peu prés
avec les paralléles de latitude 30° (cose = -;-)

Enfin, pour les marées a longue période, les mers se réduiraient

a une étroite bande équatoriule.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LIQUIDE PESANT RECOUVRANT UNE SPHERE TOURNANTE. 153

Pour chacunde ces cas, un changement dans le signe de 4, inter-
vertirait les positions respectives des mers et des continents.

84. Etude de Péquation de Laplace d’aprés les travaux de
Hough. — Dans le Livre IV de la Mécanique céleste, Laplace a
poussé plus loin 'étude de I'équation (12).

Plus récemment, M. Hough, astronome & I'Observatoire du
Cap, a publié sur cette question un important Mémoire, dans
lequel il a déterminé complétement les oscillations propres et con-
traintes dans l’hypothesc d’une profondeur constante.

Nous allons donner ict une analyse des travaux de M. Hough,
qui ont paru dans les Volumes CLXXXIX (18g7) et CXCI (1898)
des Philosophical Transactions of the Royal Society of
London.

85. La méthode employée par M. Hough pour intégrer 1'équa-
tion de Laplace est une méthode de coefficients indéterminés, dont
le principe consiste & représenter la fonction ¢ par une série de

fonctions sphériques
¢ =Z T, Xa.

Les coefficients ', de ces séries décroissent trés rapidement de
part et d’autre du terme le plus important, lequel n’a pas la méme
place dans la série suivant les solulions. ‘

Si, par exemple, pour une certaine solution, le Lerme le plus
important est X ,, les coefficients

Pp-l-h l‘\p+‘.b ey
Tpmty Tpozy eoe

décroissent trés rapidement.

On peut donc arréter les séries de part et d’autre du terme
principal & un certain rang, et ’on a alors un'polynome limité
dont on détermine les coefficients par la méthode des coefficients
indéterminés.

86. Reprenons I’équation (12)

d de s9h19 awsi d(hycosh) .
(12) 7 (h. smﬂd{j> T LI = ¢ sin0,
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que nous pouvons encore écrire

(12 bis) %(h.sin@j—cg-*- 2(;\)'"?}&, cos())
— Ry <::% -+ 2‘;” cosf %) = {sin0.
Rappelons que .
A Ah
1

= X r 4wicos?l

Nous allons d’abord commencer par transformer cette équation.

Posons
cosh =,
2081
= c=fs;
nous aurons alors
h
hy = ———
1 \ __.fz 1
Nous introduirons aussi les notations symboliques suivantes :

- @9 _ .0
Do _('—_Hz)d_pf -.—smed—o,

Do +aup = (D +op)g.
Remarquons que .

d
D = (1—p1)g + u(1— ) gf = uDg+9Dy;

nous pourrons donc écrire symboliquement

Dp—uD =1— po.

Ecrivons aussi -
Do = D(Do).

Nous aurons alors

.ad /. d az .
(Da_sz)q;:smﬂa—o (smﬂd—(g> + dT;f = sin?0 Ay,

- étant la fonction déji souventrencontrée, ne dépendant pas de r,
et égale & @ pour 7»=1. Comme la confusion n’est plus & craindre,
nous écrirons simplement Ao au lieu de Ay, et nous aurons le

symbole
D2— s2= (1— p?)A.
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Enfin, nous aurons besoin de la formule

(D—"‘H)(D—" op) = Dr— ot 2+ (1— i)
=82+ (1— p2)(A -+ o) —o2p2
=(1—p?)(A+0) + s2(1— f2p2),

Si nous changeons = en — s, nous aurons
(D 4+op)(D—op)= (1 — p)(8 —0) +s2(1— f21p2).

A laide de ces formules symboliques, nous allons pouvoir trans-
former I'équation de Laplace.
Nous avons

do 2uwis
sme% + =9 cos = — (D —op)o,

d’ot, en multipliant par op = 2‘;“

o2 plo -4 -zu))\u cosfsinf % =—ou(D —op)9.

Tl en résulte qu’on a

sdeo (hlsmﬁd—w 2(;)\131“(?0050) =D[A(D—op)e],

—hy (s’cp+ 2(;)\ scosO sinb 6;—?;) =hop(D —op)o +s2h (fPut—1)»

= hyopn(D —op)o — s2he.
L’équation (12) peut donc s’écrire
D[A(D —op)p] + Ayop(D —op)o —sthe = ¢ sin20,
c’est-a~dire encore

(13) (D +op)[ 2y (D —op)g] —sthe = L(1— ).

87. Pour intégrer cette équation, M. Hough introduit deux
fonctions auxiliaires @, et ¢, définies par les relations suivantes :

¢ = (D 4+ ou)pi~+ (1 — f212) P,

(14) (A+0)pr= 2/ s,

Alors nous aurons, en effectuant I'opération D — o} sur la pre-
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miére de ces relations,

(D — o) = (1— ) (A — o) o1+ s2(1 = f2 1)
+ D1 — f2ur) oy — op(1 — f2 1) ¢,
et, comme

D(1—f2p2) e = (1 —f2p2)Dog—2f2 u(1.— 12) 9y,
1l vient

(D—op)p = (1— p2)(A 4+ )1+ s2(1— f2p?) o,
+ (1= f21p2)(D — op)pa— 2/ p(1— p*) ¢y,

ce qui, en vertu des relations (14), se réduit &
a5) ' (D—opig=(1—/2u)[ster+ (D — o) el

Si nous substituons les valeurs de ¢ et (D — sp)¢ fournies
par (14) et (15), 'équation (13) devient
(16) (D +op)[hsto+ h(D —op)o,]
—$PA[(D + op) oy (1—fip2) o, ] = {(1— p?).

Dans le cas ob la profondeur % serait constante, les termes en ¢,
se détruisent et I’équation se réduit &
h(D +op)(D —op)og—s2(1 — f2p2) hgy = L (1— u?),
c’est-a-dire

(17) . h(A—a)ey=1.

88. Intégration dans le cas d’une profondeur constante. — Rap-
pelons d’abord quelques notions générales relatives aux fonctions
sphériques.

SiV, est un polynome homogéne en z, y, 5, satisfaisant & 1’é-
quation de Laplace AV == o, on I'appelle polynome sphérigue ou
harmonique solide de degré n. En exprimant z, y, 3 en coor-
données polaires, nous aurons

=Yy,

Y, étant uniquement une fonction de ¢ et de w = cosf, qu’on ap-
pelle fonction sphérique de degré n ou encore harmonique de
surface.
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1l y a 27 41 fonctions sphériques de degré n indépendantes, et
la fonction Y, la plus générale a pour expression

s=n

Yam= 3 es¥P ().

S=—n

Les fonctions P;, sont des fonctions de i seulement ; ce sont des
polynomes en p et /1 — p* qui ne contiennent /1 — p? qu'a des
puissances de méme parité que s : on les appelle. fonctions
adjointes de degré n et de rang s. Elles ont pour expression &
un facteur prés

';dn+s(| — p2)n SdsP 5
P‘fz('b'-)=(1—$’-2)'—-‘m—=(' pe——2 dw -—APnS(H)

La fonction adjointe de rang zéro

1 d"(llz—' 1\”

Pi(p) =Pu(p) = 57 T
n’est pas autre chose que le polynome de Legendre : on l'appelle

aussi fonction harmonique zonale de degré n.
Pour intégrer 1'équation (17), M. Hough introduit les harmo-

niques de surface
eSi‘lle”

- qui satisfont & la méme équation différentielle que les fonctions
adjointes

L
P§,=o.

d $ —12) — g2
[(l_mdh] RAGED( i )—s
r—p

Pour s =o, elles se réduisent au polynome de Legendre.
Si n << s, toutes les fonctions de degré n sont nulles.

Les fonctions adjointes satisfont & certaines relations de vécur-
rence qui se déduisent aisément des relations analogues relatives
aux polynomes de Legendre.

On sait qu’on a

(n+1)Pyri—(2n +1)uPu+nPr =0
et :

dPusy APy
d_P‘. - d—p. = (2n+|)P,,.

Différentions s fois la premieére de ces relations ; nous obtien-
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drons
d“‘P,, n dsPn—i _

dp.s—‘ + ({Hx

(n+1)dp'l+'—(2n+l)pt :: —(2n41)s

et, en différentiant s — 1 fois la seconde,

dsP As P, 4 ds-1P,
dp." — dH"s =(2n+1)—5—— =
Dot l'on tire
d b, dsP
(n—s+1) d'i!—(zn+ [J;l= y

5
c’est-a-dire, en multipliant par (1 — p2)F,
(18) (n—s+0)Phy —(2n+1)pPi+ (n+5)PH_ = 0.
Cette premiére relation de récurrence entre les fonctions ad-
jointes permet d’exprimer linéairement p.D avec Pi,_, et P5_,.
Pour obtenir une autre relation, ou interviendront les dérivées
de ces fonctions, différentions s — 1 fois 'équation

d
dp.[(l—p.) ]+n(n+x)P,l_o
alaquelle satisfont les polynomes de Legendre; nous aurons

ds+1 Pu ds P; as-1p
(1— p?) ——— T TS ra 7 —* =o,

$

c’est-a-dire, en multipliant par (1 — I.Lﬂ)i,

aps§, - Tdsp, S gs—1p
(1— p2)—2 an ps(r—p2)i =2 e L (RA-s)(n— s+ 1) (1 — @) P-‘g_in =0
-1p, > _
ou, en exprimant ddy en fonction de _d:'l_;:: et tl‘;:c ,
dPj, n+s)(n—s-+1
(I—HQ)_CTHE_HSP;“"‘( 2)1(1_*_' )(P/I+l_l)'lvt—1)=0.

Si maintenant nous éliminons . P; au moyen de la relation (18),

nous obtiendrons
n(n—s—+1) (n+41)(n+s)
1 s mr=StDp | REDIRES)p
(9) DPn w41 n+1 an 41 h—1
Par conséquent, DP?, s’exprime aussi linéairement en fonction

de P! _, et P‘

n—i e
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Enfin, avec nos notations symboliques, I’équation différentielle
a laquelle satisfont les fonctions adjointes peut s’écrire

(20) APS, = — n(n -+1)Pj.

89. Ceci posé, nous savons que, si la profondeur est constante
ou, plus généralement, fonction seulement de 6, on pourra satis-
faire aux équations du probléme & l'aide d’une fonction » de la
forme

¢ =Z s £ (),

.
s étant un entier.

S’il s’agit d’oscillations propres, chaque oscillation propre se
présentera sous la forme ei¥+2 £ (§) et sera caractérisée par la va-
leur de s.

Dans le cas des oscillations contraintes, si nous considérons une
composante isochrone de la force perturbatrice, feprésentée‘
par Ge, cette composante sera de la forme

Cert = etsP+M £(0),

s ayant, suivant les cas, les valeurs o, &=1, == 2, et la fonction ¢
aura encore la méme forme.

s caractérise donc aussi bien chacune des oscillations contraintes
que chacune des oscillations propres.

La méthode d’intégration de M. Hough consiste 4 représenterla
hauteur de la marée par une série de fonctions harmoniques de la
forme ¥ P, le nombre s étant déterminé.

Dans cette série, s restera ainsi constant, tandis que n variera
d’un terme a l'autre.

Posons done, en laissant de c6Lé les facteurs exponentiels,

[ ¢ =Y asps,
o= nr
(21) o =2 I5PL,
?1 =2 a$, Ph,
g1 = BiPs
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ces séries de méme rang s ayant leurs termes nuls pour n <s. La
sommation s’opére donc de =15 & n =2. G est une donnée de la
question.

Les équations du probléme sont, d’une part,

(22) . gC=)\2<p—II"—-Ce)\‘;

ensuile les relations (14), que nous pouvons écrire

©
(14) o ={(D+op)oi+ ?2—‘-2-(A+a)c?“

\ (A+o)p1=2/2ups;
enfin, I'équation (17) relative au cas de la profondeur constante
(17) IL(A—U)92=C.

Nous savons d’ailleurs, la mer étant supposée recouvrir tout le
globe, que
V= A% P§.
2 an+1 "

Si, dans P'équation (22), nous remplagons les quantités par
leurs expressions (21),  nous donnera un terme en A5P5, ¢ un
terme en I3, P5, II” un terme en AS, P}, et Cun terme en v}, P;,. Par
suite, en égalant dans les deux membres les coeff'clents de P3,, nous
obtlendrons une relation linéaire entre A}, T}, et ;.

Faisonsla méme substitution dans la premlére des équations (14).
Nous aurons par ¢ un terme en I', P, Remarquons qu’en ajoutant
o P, aux deux membres de 'équation (19), on a, en lenant compte

de (13),

(6—n)(n—s+1) (n+s)(n—4+o-4+1)
(D +op)Ps, = 21 Py + 5h 1 Pn-—l'

Par conséquent, ¢, donnera des termes en o}, P;_, et o P"“;
nous aurons donc aussi, par les termes de o, de degrés voisins,
$ §
des termes en o, Ps et o) Pj.
Quant & ¢,, il nous fourmra un terme en {35 P}
D’ot, en égalant les coefficients de Pj, une relation linéaire
entre Fm ot,,,_” o‘n+4 et ﬁn'

La seconde des équations (14), si nous remplagons dans le
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second membre P4, par sa valeur tirée de (18), nous fournira une
3 M Lt s & s ’
relation lindaire entre 2, 85,_, et 27, ,. :
Enfin, la substitution dans (17) nous donne de suite une relation
. L " < $
linéaire entre 3} et AJ.
Cette derniére vaut pour n—i1etn -1, de sorte qu’en remon-
tant, nous obtiendrons successivement :
£ .
Au+l !
.t . P 5 s £ $ .
Une relation linéaire entre T, A _,, A, Aj,,;
Et finalement une relation linéaire entre 7}, Aj_y, A, Al L,

Une relation linéaire entre «,, A, _,

Comme G est une donnée, les v¥ sont connus et on pourra
ainst déterminer les coefficients As.

La méthode peut s'appliquer dans toute sa généralité & un po-
tentiel perturbateur absolument quelconque, dont on pourra tou-
jours exprimer la valeur en un point de la surface par une série
d’harmoniques de surface, sous la forme

ST n=w

E).Z ZY"\; errsiy P (1),

S=0 n=s

Mais, dans le cas des astres, nous avons vu qu’en négligeant la
quatrieme puissance de 'inverse de la distance, le potentiel effi-
cace se réduisait pratiquement A une fonction sphérique d’ordre 2.
Il n’y aura donc, en général, & considérer dans I'expression de ce
potentiel que le terme en y; I’}, et nous aurons trois espéces prin-
cipales d’oscillations contraintes caractérisées par des harmoniques
de surface de rang s = o, 1, 2. Mais, pour chacune de ces compo-
sanles, n pourra prendre toutes les valeurs possibles dans l'ex-
pression de la hauteur { qui se présentera, en général, sous forme
d’une suite illimitée.

S'il s'agit des oscillations propres, lous les ¥ sont nuls.

Tel est le principe de la méthode : il procéde directement de la
voie qu'avait suivie Laplace, mais M. Hough a poussé les calculs
beaucoup plus loin. : '

0. Cas d'une profondeur variable. — Les formules précédentes
supposent que la profondeur est constante. Si nous la supposons
variable, tout en restant uniquement fonction de lalatitude, il nous
faudra remplacer Péquation (17) par les équations (13) ou (16).

p. — IIL. 11
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11 sera, de plus, nécessaire de se donner la loi de profondeur.
Supposons, par exemple, que nous ayons

h, = const.
L’équation (13) devient alors
hi(t—pt) (A — o) + 3 [(1—fru) y— R]o = L1 —p?),
c’est-a-dire
h(A—o)o =4

On retrouve un résultat déja obtenu au paragraphe 82. Cette
équation, jointe & I'équation (22), nous donnera tout de suite, sans
avoir besoin de passer par 'intermédiaire des équations (14 ), une
relation entre Aj et y;,.

On trouve facilement, par I'élimination de I},

Aj=- 4w T M- fw?u?
&

T an+1 2w s
+ hln(n+1)+ x ]

Clest exactement ce que nous avions déja trouvé pour n =2
(§ 82). 11 existe une certaine loi de profondeur, dépendant de la
période, et pour laquelle 1'oscillation produite aura tous ses termes
proportionnels 4 ceux de la composante isochrone du potentiel
perturbateur qui la détermine.

91. Supposons maintenant que nous ayons une loi de profon-~
deur donnée par la formule

h=ly+ 1 (1— frp2),
l, et {, étant des constantes. En négligeant les termes de 'ordre
de f*, cette hypothése revient & admettre que le fond des mers a
la forme d’un ellipsoide de révolution.
Si nous substituons cette valeur de £ dans I'équation (13), nous
obtenons
l
(D +op) [I—_—°2?2(D — c’H)‘P] —stle
+ 4[(D +op) (D —op) —s2 (1 — f2rut)]e = (1 — p2).
Si, dans les termes en /,, nous remplagons ¢ par son expression
en o, et ©,, les termes en ¢, se détruiront et il restera simplement

lo(1—p2) (& — o) o0,
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Quant au coefficient de {,, il est égal & (1 — p2)(A — )0,
L’équation se réduit donc &

L(A—)ps={— I, (A—0)9.

Par conséquent, dans la relation entre les coefficients fournie
par (17) pour le cas d’une profondeur constante, il suffira de
changer Zen /; et { en { — {;(A—¢). Or, nous avons

(A—0)p == N [r(n+1)+0o]T
et, par suite,

t—h(A—a)p= ) [AL+ L[n(r+1)+olrs].

11 faudra donc changer Aj en A}, + ¢, [n(n +1) 4 ]T%.

On voit que nous obuendlons ainsi une relation linéaire
entre T9_,, T, T4.., Al _,, A}, Af,, et finalement une relation
linéaire entre y5,_,, Y5 Yhser Ancay Ay Aj L, ¢'est-d-dire un résul-
tat de méme nature.

Pour les oscillations propres, tous les y sont nuls, et il reste une

$ §
relation linéaire entre A5, _,, A}, A} ..

Dans le cas des oscillalions contraintes, y; sera différent de
zéro. Nous aurons donc deux des relations, celles qui corres-
pondent 4 n= 2 et n = 4, qui contiendrontun terme en Y} ; toutes
les autres ne contiendront que AJ,_,, A5, Af ..Sil'on considérait,
pour plus de généralité, un potentiel exprimé par une harmo-
nique d’ordre n, lenombre des relations contenant un terme en y;,

serait, en général, de trois.

92. En résumé, si nous désignons par z},, 37, Lj, des coefficients
fonctions de n, s et A dont I'expression varie avec la loi de profon-
deur, toutes les relations qui relieront entre eux trois coeffi-
cients A, successifs seront de la forme

=o0 (oscillations propres)

@y Afieg — L Al -+ %, Afirs { = 0 ou proportionnel & y§

(oscillations contraintes).

Cette équation est valable pour toutes les valeurs de n égales
ou supérieures 4 s, & condition de faire

0.~ AS = AS —
A=A, =Af{ ;=0
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La premiére relation ne renfermera donc, dans tous les cas, que
deux coefficients.

Les indices n qui figurent dans les relations successives étant
toujours de méme parité, nous aurons deux groupes de relations
distincts, suivant que 7 — s sera pair ou impair.

" Les oscillations correspondant & chacun de ces groupes peavent
étre étudiées d’'une maniére tout & fait semblable et ne different
entre elles qu'en ce que les oscillations du premier groupe sont
symélriques par rapport & I'équateur, tandis que cette symétrie
n’existe pas pour 1 — s impair.

Pour déterminer les valeurs des coefficients, posons

Vi Ahrs = Kiips Ay
Z5g Afoy = Hj_, A},

de telle sorte que chacune des relations ne contenant pas v} se

présente sous la forme
Li—Hj_,— Ki=o.

Les coefficients H et K peuvent s’exprimer & 'aide de fractions

continues, En effet, nous avons
zh Aj = Hj A'fH-?-.
done

s 28 — [ KS
xhof, = HyKf .

On en déduit, par substitutions successives, la fraction con-

Ltinue
S $ K S . S
K§yy = 5 Y - L Rs) _ zh Y
i, Lo — Képs L Thaa Y has
a2 T Vs — K
b n4+¢
De méme:

$ a8 $ 48 S ae8
HY = TuYn . THYhH . z} vy,
h= =k = — =
Ku+2 l‘;l —Hh n~3

L;‘L— I:’ffr--!.yiz;ﬂ e
-2 T Bt
Seulement cette derniére fraction s’arrétera, puisque, pour n < s,
Af, = o0; nous aurons donc un Hj,
Il n’en est pas de méme de la premiére fraction continue qui
sera illimitée puisque n croit; mais elle converge trés rapide-

qui sera nul.

ment.
S’il s’agit d'oscillations contraintes, nous aurons, suivant que la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LIQUIDE PESANT RECOUVRANT UNE SPHERE TOURNANTE. 165

profondeur est constante ou qu’elle suit la loi plus générale impo-
sant au fond la forme d’'un ellipsoi’de de révolution, une ou deux
équations renfermant le terme en v} qui est connu. Comme A esl
également donné, les autres équations nous permettront de cal-

culer nos Iractlons continues et d’en déduire, par conséquent, les
A \

A;l L] IL+’

As .
rapports - En substituant le: rapport ¢ — dans l'unique
2

équation en yj, ou K‘L dans la seconde des deux, nous obtiendrons
4

une ou deux équations ne renfermant que le méme nombre d’'in-
connues, soit A}, soit A] etAj. Dans chacun des cas on pourra
donc déterminer de proche en proche tous les coefficients. .

93. Détermination des périodes des oscillations propres. — S'il
s'agit au contraire de déterminer les oscillations propres, tous
les y* sont nuls, mais A est une inconnue qui figure dans toutes
les équations :

L§, = H_y + K, . }

.
'

Toutefols, on en connait généralement une valeur approchée.
On pourra donc, avec cette valeur, calculer les fractions conti-
nues qui donnent H:_, et Ki_,, et comparer le résultat obtenu

als. L’apphcatlon de la méthode de Newton permettra de déduire
de cette comparaison la correction qu’il conviendra d’apporter &

la valeur approchée de A.
Il s’agit donc d’abord de déterminer les valeurs approchées qui

peuvent convenir a .
Supposons, pour fixer les tdées, que la profondeur soit constante.
Pl ) y C

Dans ce cas, les coefficients z}, y; et L, qui figurent dans
la relation générale

< § As A
T g AS_y— LHAS, 4+ yiAfa=0

ont respectivement pour expressions

(n—s+1)(Rn—8+2)

x, = - —
(zn+1)(2n+3)[(n+[)(n+2)-—“;”J
(n+s~+1)(n—+s+92)
= 2052
(2n+3)(2n+5)[(n+|)(n+2)— = J
. hg,
Ly = A — 750

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



166 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE VIIL.

en posant, pour abréger,

- 4w
En=8& =
et
e n(n+|)—%;‘” 2
A= (n-—l)(n—_S)(n-i—s)

4wt pr(n 412 nt(an —1)(2m +1) n(n_l)_nu))\si]

(n+2)(n—s~+1)(n4s5 +1)

(}z+x)2(2n+1)(zn+3)[(n+r)(n+2)_ 'Au))\si]

On voit que, pour les grandes valeurs de n, zj, et y% sont trés
petits; par conséquent, on peut, en premiére approximation, se
contenter de résoudre I'équation

s . . L‘I‘L b 0’
c’est-d-dire
hgn
p— 75 =
Prenons pour variables

Yy =4l
A

r = —

et construisons la courbe de la fonction A}, ( fig. 19) :

n(n—+1 25
x? ) z

.y=T (n—0Y(n—s)(n—+s)

—_ nz(zn—r)(2n+|)lrz(n—1)_%‘SJ

ni(n—+41)*

(n+22(n—s~+1)(n+s+1)

(n+12n+1)(2n+3) [(n+1)(n+2)—%sJ

Cette courbe passe par 'origine et elle a deux asymptotes paral-
leles a I'axe des y,
__as
= nin—r1)’
_ 28
7= (n+n(n+2)

de part et d’autre desquelles y change de signe. De plus, elle est
asymptote a la parabole
z? s
= fn(n—+1) - 2n’(r§+1)1'
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Si nous coupons cette courbe par la droite

hg
y= 4w;"

les abscisses des points d’intersection nous fourniront les valeurs
2 . . .

de — qui sont racines de I'équation L, = o.
wil

ki étant essentiellement positif, nous aurons quatre racines

réelles.
' Fig. 19.

?
|

|
|
!

3

e
S

Ces quatre racines se partageront en deux groupes :
hgn,
fo?

suffisamment grandes, seront sensiblement sur la parabole asym-

D’une part, les racines extrémes qui, pour les valeurs de

.. . \ . A
ptote et, par conséquent, voisines des racines de I’équation en — :

(1) 2wis /
’ -

hg, Az A o
fw?  fw? nt(n+1)r

d’autre part, les racines intermédiaires qui seront trés voisines

de I

25 et 25
n{n—1I) (ﬂ+1)(n+2).
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Comme )= wiz, nous voyons que les périodes des oscillations
propres pourront se répartir en deux classes, qui se distingueront
par leurs valeurs limites quand la vitesse de rotation  tendra
vers zéro.

Pour les oscillations de la premiére classe, correspondant aux
racines extrémes, la valeur de % tendra vers une yvaleur finie

n(n—+1)gph. Nous retrouvons ainsi le résultat déja obtenu
au paragraphe 37 en négligeant la force centrifuge composée.

L'effet de cette force sera d’autant plus faible que les points
4 w?
seront plus voisins de la parabole asymptote, c’est-a-dirve que A
sera plus grand et 2 plus grand.

Au contraire, pour les, oscillations de la seconde classe, qui cor-
respondent aux racines intermédiaires, lorsque w tendra vers zéro,

d’'intersection extrémes de la courbe avec la droite y =

). tendra également vers zéro, mais —tendra vers une limite finie.

Les mouvements correspondants cesseraient d’étre oscillatoires si
a rotation s’annulait et se réduiraient & des courants permanents;
pour une trés faible valeur de la rotation, ils donneraient des oscil-
lations propres & trés longue période.

Remarquons que nos quatre racines ne sont pas, en général,
égales deux & deux et de signes contraires. Or, nous savons que
les racines de I’équation en ) doivent présenter ce caractére. Cette
apparente contradiclion tient & ce que nous n’avons ici qu’une
partie des racines; pour les avoir toutes, il faudrait changer s
en — s, ce qui revient & changer 2 en — z dans les équations des
trots asymptotes el, par suite, » en — A,

94. Dans le cas particulier ot s = o0, les deux derniers termes
de I'expression de Aj, se réduisent a des constantes, et la courbe
tout entiére se réduit & une parabole ayant pour axe l'axe
‘des .

Les deux racines intermédiaires s’annulent, et il reste seule-
ment les deux racines extrémes, qui sont égales et de signes con-
traires.

On voit que, dans ce cas, les racines de la seconde classe sont
nulles, méme lorsque la vitesse de rotation a une valeur finie.
Par conséquent, des mouvements permanents peuvent se produire

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LIQUIDE PESANT RECOUVRANT UNE SPHERE TOURNANTE. 169

sur un globe tournant, mais ils seront nécessairement exprimés
par des fonctions harmoniques zonales, c'est-a-dire auront lieu
suivant des paralleles. V

Cette conclusion n’est actuellement établie que dans I'hypo-
thése d’une profondeur constante; nous verrons bientot qu’elle
est encore vraie si la profondeur est uniquement fonction de la
latitude, mais ne subsiste pas dans le cas plus général.

95. Lois de profondeur permettant d'exprimer les oscillations
contraintes par des séries limitées. Théoréme de Laplace. — Sup-
posons que la loi de profondeur soit donnée par la formule

h ==L+ l1(l——f2p.2)

2ws ) :
avec f= =—, et cherchons pour quelles valeurs des constanles
)X

nous pourrons oblenir sous forme finic Uexpression des oscilla-
tions contraintes correspondantes.
Nous avons entre les coefficients A de méme parité une série
d’équations de la forme
= un terme connu en y§ pour les deux
T g Af_g— LS AS + ¥5 A% L, ) premiéres équations

\

= 0 pour les autres,

la premiére de ces équations ne contenant d’ailleurs que les deux
coefficients de plus faible indice.

Avec la loi de profondeur considérée, les coefficients x5, ¥7,
sont égaux aux coefficients correspondants dans le cas d'une pro-
fondeur constante, respectivement multipliés par les facteurs

L2 2wt
" I_m"—g" [n(n+1)+ N ] pour xf‘,,

2

l . ; :
l—Z'—u{—;-g,z+2[(n+2)(n+3)+2u;\“] pour 4.

Supposons que la loi de profondeur soit telle que nous ayons

c’est-a-dire
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Nous aurons également
Y 'Z;_z =0
et nos équalions se présenteront sous la forme

— LAY +iAL ~od

AL —LIAL A~
AL —LiAL A =o,
.................................. ,
3’5-»51\;—5— Lf)—a A‘;-z =0,

.Z‘f;__g Ag_g~ L'; A; +_}’; A?H.g = o0,
— L;-H A‘;+2+y;+2A‘;,+I, =0,
g Afea— Li+s A‘pfa-b-’r')";u Af+s=0,

Si donc nous faisons
A§+2= A§+A= A';+6= e =0,

les% premiéres équations nous donneront les % inconnues A},

A%, ..., Ag, tandis que toutes les équations restantes sont satis-
, faites d’elles-mémes.

Nos séries seront, par suite, limitées et se termineront par un
terme en Pg. .

Ainsi, il existe une loi de profondeur fonction de la latitude et
dépendant de la période, et telle que les quantités g, ¢, ... seront
des polynomes entiers d’ordre p en .

La méme démonstration s’appliquerait au cas d'un potentiel
perturbateur représenté par une harmonique de surface d’ordre n;
la place des équations contenant le terme en y;, serait seule chan-
gée dans la série, et nous en aurions trois en général.

p est nécessairement toujours de méme parité que l'ordre du
potentiel perturbateur; mais, que p — s soit pair ou impair, nous
aurons toujours autant d’équations que d’inconnues.

96. Si, au lieu d’oscillations contraintes, nous avons affaire aux
oscillations propres, les mémes équations seront satisfaites dans
les mémes conditions, pourvu que A soit une racine de I'équation

obtenue en égalant & zéro le déterminant des coefficients des Aj,.
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Ces oscillations particuliéres pourront donc également s’exprimer
par une série d'un nombre fini de termes,

97. Résultats numériques obtenus par M. Hough.—I. Casou s=o.
— Dans la premiére Partie de son Mémoire, M. Hough discute
uniquement le cas de s =o. Les solutions obtenues ne dépendent
pas alors de la longitude, et s’expriment par des harmoniques zo-
nales ; tout est donc symétrique par rapport a I'axe de rotation,
et nous avons les oscillations de la premiére espéce de Laplace.

En se plagant dans I'hypothése d’une profondeur constante,
M. Hough a calculé les oscillations propres et les oscillations con-
traintes d'une mer recouvrant toutle globe pour différentes valeurs
de la profondeur.

98. A. Oscillations propres. — Pour trouver les périodes, on
résout, pour différentes valeurs de n, I'équation

Lu=o,

qui ne nous, donne ici que deux valeurs égales et de signes con-

. A . .
traires pour —; puis la comparaison de la valeur obtenue avec

I'équation
Ly—Hpy—Kpg=o0

permet de déterminer la valeur exacte de A.

On a ensuite aisément les coefficients A, de la série exprimant
la hauteur § de l'oscillation correspondante.

Pour certaines de ces oscillations, n sera toujours pair, et, si
nous considérons, par suite, deux points de latitudes égales et de
signes contraires, ces deux points auront le méme §. Pour les autres
oscillations, n est toujours impair et, de part et d'autre de I'équa-
teur, { se change en —§.

1 Types symétrigques : n pair. — Par la méthode indiquée,
M. Hough a calculé les six premiéres racines de l'équation aux
périodes, et cela pour quatre profondeurs différentes de I'océan,

. hg . .
correspondant respectivementaux valeurs de Tor égales &

1 1 I 1

’ —_— —_—

2
4o’ 20’ 10’ 3
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le rayon de la Terre étant pris pour unité; ceci correspond pour A
aux profondeurs
ka’ ékm’ 8‘"", I7km_

Les périodes d’oscillations propres sont estimées en temps sidé-
ral; ona calculé également la valeur de ces périodes dans le cas
ol 'on ne tiendrait pas compte de larotation[A2 = n(n 4-1)gnh].
La Table suivante résume les résultats obtenus.

Pro-
fondeur. n=2 n=4. n=6. n=8. n=10. n=12.
h m h m h m h m h m b m
2‘"“ Valeur de la période. 18. 3 12.13 g.43 7.59 6.43 5.46
»  (sansrotation). 32.49 17.30 11.58 9.5 7.20 6.9
: { Valeur de la période. 15.11 0. 0 7.33 6. 0 4.57 4.12
4 % » (sansrotation). 23.12 12.23 8.28 6.26 5.11 4.2r1
g i Valeur de la période. 12.28 7.47 5.38 {.23 3.35 3.1
» (sansrotation), 16,25 8.45 5.59 4.33 3.40 3. 4
- ? Valeur de la période. 9.52 5.49 4.6 3.9 2.33 2.9
/ » (sansrotation). 11.35 6.1t  4.14 3.13 2.36 2.10

On voit que l'influence de la rotation est considérable, surtout
pour les faibles valeurs de ~ et les profondeurs moyennes.

Sur la Terre réelle, cette influence est beaucoup moins grande,
parce que la mer ne recouvre pas le globe entier; elle serait néglhi-
geable dans un canal étroit.

2° Types dissymétriques : n impair. — Le calcul offre ici
moins d’intérét, parce que ces oscillations n'interviennent pas dans
les marées réelles.

Voici néanmoins les résultats obtenus par M. Hough :

Pro-
fondeur, n=1. n=3, n=5. n=7. n=g. B=1I,
. . . h m h m h m h m h m h n
km { Valeur de la période. 30.29 1315 10.50 8.47 7.18 6.12

2 »  (sans rotation). 59.17 22,49 14.13 10.20 8.7 6.41
Valeur de la période. 25.28 11.54 8.38 6.42 5.26 4.33

4 % »  (sans rotation), J{1.55 16. 8 10. 3 7.8 5.4% 4.44
3 ’ Valeur de la période. 20.59 ¢.33 6.33 4.56 3.56 3.16
»  (sans roiation), 29.39 11.25 7.7 510 4.4 3.21

0 ? Valeur de la période. 16.51 7.19 4.{9 3.34 2.49 2.20
»  (sans rotation). 20.58 &, 4 5.1 3.39 252 2.22

99. Expression de la hauteur des oscillations propres. — Nous
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avons les relations générales

Ar+‘2 Kr-»-z Al‘—2 H/‘—Z
— = ’ = —

A,. Yr A,- Xp—2

qui s'écrivent ici, en tenant compte des valeurs de =, el y}
pour s = o,
Al'+?
A,
Ay
A,

=(2r+3)(2r+5)K,s

2 =(2r—3)(2r —1)H, -y,

et nous avons vu comment on peut évaluer les H et les K a l'aide
de fractions continues.

On pourra ainsi, de proche en proche, évaluer tous les coeffi-
cients en fonction de 'un d’eux, A,, pris arbitrairement, et nous
aurons pour I'expression de { la série

{=Aed|,.4(2n—10)(2n ~3)(2n—3)(2n—7)H, s H,_, P\,
+(2r—1)(2n—3)H,_sPra+Pr+(2n+3)(2n+5) K, s Ppis
+(a2n+3)(2n+3)(2n+7) (20 4+ 9)Kpra Kt Prus .01,

.

ot 4 est la racine de 'équation aux période.:; correspondant a la
valeur n. Les termes de part et d’autre de P, convergent trés rapi-
dement.

Si 'on avait supposé la rotation nulle, Pexpression de { se ré-
duirait au terme en P,, parce que les coefficients H et K sont
alors nuls. '

Voici les valeurs de la fonction % correspondant aux deux pre-
miéres oscillations propres envisagées ci-dessus, pour les diverses
profondeurs :

km

2..." Pg_—l,z';P,,,+0,53Pg——o,nPg -+
4. Py—0,75P,+0,17Pg—0,02Py +...
8... Pi-—-0,40P40,05; —0,003Ps+. .,
17... Py—o,21P 40,01 P;-...

|

2000 0,24Pg - Py—0,88 Pg-+- 0,26 Py—. ..
fouv 0,13P34-Py—o0,{1Ps+0,06Pg—._..
8... 0,07P3+P,—o0,20Pc+0,01Pg—...
17... 0,03P2+P¢-—q,10|’5+....
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Plus la valeur de n est grande, plus I'oscillation correspondante.
se rapproche du terme P,.
- On aurait des séries analogues pour les types dissymétriques.

100. B. Oscillations contraintes. — Si nous avons un poten-

tiel perturbateur :
CerM =1y, Py(p)eM,

nos équations seront les mémes que celles des oscillations propres
a Pexception de celle contenant le terme en A,Lj,, dont le second
h"{n

membre, au lien d’étre nul, sera égal & ol

On en déduit

' h"(n
b
4wy g— Ly + Kypg)

Ap=

+ et si, dans 'expression de la hauteur { de V'oscillation propre cor-
respondant & la méme valeur de n, nous remplagons A, par cette
valeur, nous aurons la hauteur de l'oscillation contrainte. lei, A est
donné et, par suite, H,_y — L, + K,43. On voit que, si ) est voisin
d'une des racines de I'équation

A Hn--2'— L+ KIL+2 =0,

Voscillation contrainte prendra une trés grande amplitude.

Or, cette équation est précisément celle qui détermine les pé-
riodes des oscillations propres : nous retrouvons ainsi ['influence
du phénoméne général de résonance.

1l estintéressant de comparer la hauteurde l'oscillation contrainte
ainst calculée & la hauteur que donnerait 'application pure et
simple de la théorie de I'équilibre, soit

Go=op Pp(pt)eM = g,% Py ()M,

On a ainsi
4 hg

> — 5 1
o fu(Hpo— Ly + Kjpio) Py
[+ (2an—1)(2n—38)(2n —5)(2n—7)Hp_ g0, 4P,
+(en—1)2n—3)H, 2Py g+-Pp+(2n+3) (27 +5)Knta Pras

+(2n4+3)(2n+453)(2n4+7)(2n+g) Knra Ky Pras ++ -]

/

Le seul cas intéressant pour la théorie des marées est celui

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LIQUIDE PESANT RECOUVRANT UNE SPHERE TOURNANTE. l75

de n = 2, qui donne

hg( i>
0t \'7 3D

(Ki— L) Py (Py+7.9KPit-7.911. 13K, K P+, ..).

LA

%o
M. Hough a calculé le rapport de la marée réelle & la marée
d’équilibre pour les quatre valeurs de la profondeur déja considé-
rées. On trouve ainsi dans le cas de la marée semi-mensuelle

lunaire .
h 1
4—(:-:;—'2:-4—07 ch—c(;=0,'2671)3—0,!68?4—!—0,049[’6...,
2Lo’ 0,408 Py — 0,167 P, + 0,029 Ps. ..,
Il_o’ 0,570Py—0,139P,+ 0,013 P;...,
%: 0,721 Py— 0,097 P, 4 0,005 P;..

101. Imaginons maintenant que nous passions a la limite, en
faisant tendre A vers zéro; nous obtiendrons des séries qui difféerent
extrémement peu de celles que nous venons de donner pour la
marée mensuelle semi-lunaire.

Ces séries représentent de méme trés fidélement les marées
solaires & longue période.

Par conséquent, les marées & longue période, lorsqu’on fait
tendre ) vers zéro, ne tendent pas vers la marée de la théorie de

I'équilibre, puisquec—C ne se réduit pas a l'unité; elles tendront
0
donc vers ce que nous avons appelé la marée statique de la deuxiéme

sorte.

La différence est loin d’étre négligeable, car, si 'on calcule les
différentes fonctions zonales qui figurent dans le rapport des deux
marées, on trouve pour I'équateur et le péle les valeurs suivantes
de ce rapport :

Profondeurs. Equateur. Pole.
km

Feiniienaraas .. 0,38 0,10

Goouvervevonninnns 0,52 0,24

- J 0,65 0,23

7.0 .. EEREE Taens 0,79 0,62
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La différence est donc considérable; toutefois, elle est beaucoup
moins grande dans la réalité, c’est-a~dire quand il y a des conti-
nents,

102. II. Css ou s %2 0. — L’examen de ce cas, qui fait 'objet
de laseconde Partie du Mémoire de M. Hough, concerne les oscilla-
tions qui dépendent de la longitude et s’expriment par des fonc-
tions harmoniques de surface. C'est dans cette classe (ue rentrent
les oscillations de seconde et de,troisi¢me espéce de Laplace.

M. Hough a montré I'existence d’une classe particuliere d’os-
‘cillations propres, et c’est 1a un des résultats les plus intéressants
de son travail.

103. A. Oscillations propres. — Nous avons vu que ces oscil-
lations, dont les périodes dépendent de w, peuvent se répartir en
deux classes, selon que XA tend ou non vers une valeur finie
lorsque la vitesse de votation lend vers zéro : les oscillations de
la seconde classe auronl des périodes trés longues.

Nous avons indiqué aussi comment pouvait se faire le calcul des
périodes, et nous donnerons seulement ici les résultats numériques
obtenus.

Il convient également de distinguer dans chaque classe les types
syn}étriques et.les types dissyméu'iques, selon que 7 — s est pair
ou impair; mais toutes ces oscillations ne présentent pas un égal

intérét. Dans les Tables qui suivent, les périodes sont exprimées
en temps sidéral :

Classe [.
Qe 4m, gkm {7km
T ——— T —— e p— e ———— et — .
§=1, §=2 $=1. $=q, S=1. §= 2. $=1 §=a
hom hom b m ;
n=2 jrde2r 17,59 2.5 ’4152"‘ ., 5 12'.| r 9l: g 9{124m
{ 2.’i.24 38.3/[ lg.l() 26-54 |4,5() |8.40 1. 6 12.55
n=1 S 11.36 12. 5 9.45  g9.51 7.50  7.4o 5,46 5.44
. { 13,10 14.28 1o.29 1y, 8 8.1 8.19 5.56 6.
’ Classe [1.
i h b h j I j } j \
n=I.. 1.13 » .. 9 » 1. 5‘ 3) " lf Sh i h

n=2.. 6.0 6.0 11.13 417 8.2¢  3.29 .01 311
n=3... 26.10 12.5 2015 992 17.19 8.17 16.9 8. 3
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_ 77
Ayant les périodes, on calculera aisément les expressions de §
et de © et, par conséquent, des composantes du déplacement.‘
Dans chaque série, le terme qui renferme Pj, est prédominant et
suffit, & lui seul, pour déterminer avec une approximation suffi-
sante la position des paralléles nodaux.
Les oscillations obtenues sont des ondes se propageant autour

i . ) . A .
de la sphére avec une vitesse angulaire uniforme — par rapport a

l’axe polaire et comprenant sur chaque paralléle un nombre de
crétes et de creux égal & s. Les valeurs positives de A corres-
pondent & des ondes se propageant en sens inverse de la rotation,
c’est-a-dire vers I'Ouest; les valeurs négatives a des ondes se pro-
pageant vers I'Est.

Pour les oscillations de la seconde classe, nous n’avons que des
valeurs positives de 2, il y aura uniquement propagation vers
I'Ouest.

Les trajectoires des molécules liquides sont des ellipses ayant
leurs axes dirigés suivant les méridiens et les paralléles. Si w tend
vers zéro, les oscillations de la seconde classe se réduiront 3 des
mouvements permanents n’apportant aucune déformation 4 la sur-
face libre.

1
-

104. B. Oscilliations contraintes. — Si nous avons un potentiel

perturbateur
Ceht = TR PL(w) esiyrhe,

nous obtiendrons de la méme mamiére qu’au paragraphe 100,
pour le cas de s = o, la profondeur étant toujours supposée con-
stante,

s,
§wr(Hf, — L+ Ky

s —
AS =

d’ol, en tenant compte des relations entre les coefficients suc-

cessifs, .
h’ﬁz esifrhe Hj_,HS.., s Hf s s
;= s s § cot s s Plﬂ—4+ s P‘H.—2+Pll
w? Hj o — Lj,+ Kj, Zn-2 Tnty X

K$, Ks_., KS, \
e L PSR D )
han YuYn+e | ‘

Il est & remarquer que le terme prédominant de la série n’est
p, — IIL 12
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pas nécessairement P} : ce sera le terme Py, tel que la valeur de
qui entre dans l'expression du potentiel perturbateur soit trés
voisine de 'une des valeurs correspondantes relatives aux oscilla-
tions propres, déduites de I'équation L3, = o.

Dans le cas des marées réelles, nous aurons n = 2, et 'expres-
sion de la surélévation sera
IS T esip+ae

iy ey £y

s $ ($
(P-;—i- K—:P{+5§ li?- P'g-i-...)‘
Y2 Yo Vi
Si nous calculions cette surélévation d’apres la théorie de I'équi-
libre, on obtiendrait
s
Co= g Ps esid-+he,

d’out
hg<[ 3
{ Gt —FT)>( K K{ K¢
ey o N LY PS+'—.'P5+'.—‘.‘P"+...).
Qo (Ki—Ly)Py \"* 7 5 4" it °

M. Hough a calculé ce rapport pour diverses oscillations con-
traintes.

105. Marée solaire semi-diurne. — On a, pour les différentes
profondeurs : '

Profondeur.

km C

PTIR P§§—=_ 1,95P3— 2,13P2+0,81P¢ —...
0

Geveniiinns — 0,83P}+ 0,220P2—0,03P2 ...

- F —191,93P{+15,70P} — 0,81 P2 ...

17 i cenenens + 1,06P%— 0,07P}+....

A l'aide d’une Table de fonctions sphériques, on peut calculer
la valeur numérique de ces séries pour différentes latitudes; c’est
ainsi qu’a P'équateur le rapport de la marée dynamique & la marée
d’équilibre a, pour les profondeurs considérées, la valeur

-+ 7,95, —1,50, —234,87, -+ 2,14.

On voit que dans un océan de profondeur supérieure a 17*™ la
marée solaire semi-diurne serait directe & 1'équaleur; la profon-
deur décroissant, cette marée devient de plus en plus considérable
et change de signe pour une valeur critique de la profondeur un

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LIQUIDE PESANT RECOUVRANT UNE SPHERE TOURNANTE. 179

peu supérieure a 8k elle reste alors inversée, en diminuant d’am-
plitude, jusqu’a une seconde profondeur critique un peu supé-
rieure a 2X™®,

Le trés grand coefficient de P} pour la profondeur de 8% tient
a un phénoméne de résonance. Si nous nous reportons, en effet,
a la Table des périodes des oscillations propres, nous trouvons
a 8™, pour n =2 et s=2, une période de 12 heures 1 minute.
Il y a donc concordance presque parfaite avec la marée solaire
semi-diurne : d’ou la résonance.

Pour 2™, nous avons bien une oscillation propre dont la pé-
riode est de 12 heures 5 minutes; ce simple écart de 4 minutes
suffit pour réduire de beaucoup la résonance et ne produire
qu'une marée qui est moins de 10 fois supérieure i la marée d’é-
quilibre.

Les chiffres donnés ci-dessus tiennent compte de Pattraction du
bourrelet liquide; en la négligeant, on obtiendrait d’autres séries
dont les premiers termes sont respectivement

+I:09P;’ —|ao7l)§: +9’34P37 +|$77P%’

et qui donnent & I'équateur, pour le rapport de la marée réelle a
la marée d'équilibre, les valeurs ‘

— 7,43, —1,82, 411,26, ~+1,92,

L’'influence du bourrelet est donc assez considérable; d’une
part, elle augmente la valeur du rapport, sauf dans le dernier cas
de profondeur; d’autre part, dans deux des cas, le signe de la
marée est interverti. Cela tient a ce qu'une trés faible variation
dans la hauteur suffit & déplacer la valeur de % pour laquelle la
période de I'oscillation cbntrainte est égalc a celle d’une oscillation

propre.
106. Marée lunaire semi-diurne. — Par des calculs analogues
on obtient :
Profondeur.
km C '
2iiaeenn, . Pga = o0,10P}+0,58P}—o0,19P} ...
Govivenenn, ~1,06P3+0,24P}—0,03P2 ..,
Beiiinrennn 9712P3—0,7|P§+o,04P§_,.,
| 7N 1’7GP§—0,06P§+_._
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Ces séries donnent, a I'équateur, pour le rapport de la marée
dynamique réelle & la marée d’équilibre, les valeurs

— 2,42, —1,80, —+11,07, —+1,92.

La comparaison de ces valeurs avec celles obtenues pour la
marée solaire semi-diurne montre que pour la profondeur de 2k»
la marée solaire est directe, tandis que la marée lunaire est in-
versée; le contraire arrive pour la profondeur de 8km,

Cela tient & ce que les valeurs critiques de la profondeur sont
2100™ et 8700™ pour la marée solaire, tandis qu'elles sont 1goo™
et 7800™ pour la marée lunaire. Il existerait, par suite, deux
limites de profondeur, entre 1goo™ et 2100™ d’une part, puis entre
7800™ et 8700™ d’autre part, pour lesquelles 'une des marées se-
rait inversée sans que 'autre le soit.

Pour ces profondeurs, le phénomene usuel des marées de syzy-
gies et de quadratures serait inversé : les plus hautes marées se
produiraienta I'époque des quadratures etles plus basses a 'époque
des pleines et nouvelles lunes.

Si la mer recouvrait tout le globe, il faudrait donc conclure de
I'allure des marées réelles que la profondeur de l'océan n’est pas
comprise entre ces limites et que, par suite, cet océan n’est sus-
ceptible d’aucune oscillation propre dont la période soit comprise
entre 12 heures lunaires et 12 heures solaives.

On trouve dans le Mémoire de M. Hough quelques cal-
«culs analogues relatifs au cas ou la profondeur est exprimée
par une loi de la forme '

h = o+ fcos?63

107. Marées diurnes. — La profondeur étant supposée con-
stante, nous savons, en vertu du théoréme de Laplace (§ 80), que
les oscillations de la seconde espéce sont nulles. Seulement, ce
résultat ne s’applique en toute rigueur qu’a la marée sidérale pour
laquelle A= {w.- Ceite condition est assez approximativement

' réalisée encore pour la marée diurne solaire, elle ’est moins pour
la marée diurne lunaire : ces deux marées ne seront pas rigoureu-
sement nulles.

Pour les quatre profondeurs déja considérées, on a, en ce qui
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concerne la marée lunaire :

Profondeur.
km C , .
2ot P;5=—0,08P2+0,05P,,—...
booivnnnn . —0,17P;+0,05P1—...
T —O’A[P%+o,,o7}),1_“.
1, TN —1,4i{Pi+o, 2Pl —...

On voit que cette marée est inversée, et que, pour une grande
profondeur, elle arrive & étre supérieure a ce que serait la marée
statique de premiére sorte. '

Cela tient d’abord & ce que A s’écarte un peu de {w; mais cette
raison ne suffit pas, car pour les autres profondeurs la marée
est trés faible. Nous nous trouvons, ici encore, en présence d’un
phénoméne de résonance. L’oscillation contrainte considérée a,
en effet, une période d’'un jour lunaire, soit environ 1 jour 1 heure.
Or, si nous nous reportons au Tableau des oscillations propres,
nous voyons que la premiére oscillation de la deuxiéme classe a
précisément une période qui tend vers cette vale.ur. ’

Pour une profondeur plus grande, on aurait une resonance
plus parfaite : d’ou la dérogation apparente au théoréme de La-
place.
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CHAPITRE VIIL

ETUDE DES MAREES STATIQUES DE LA SECONDE SORTE.
INFLUENGE DU FROTTEMENT.

108. Nous avons vu (§101) que les marées a longue période
calculées parla méthode de M. Hough ne tendent pas vers la marée
statique de la premicre sorte, lorsque ) tend vers zéro, et que la
différence était assez considérable.

Ce résultat est de nature & modifier les idées généralement
regues au sujet des marées i longue période. Jusqu'ici, on les
calculait, d’aprés Newton el Laplace, par la théorie de I'équilibre,
ainsi que nous ’avons fait au Chapitre Il : la discordance est
trop importante pour que cette méthode soit légitime, et 1l y a
lieu d’étudier spécialement les marées statiques de la deuxiéme
sorte.

Mais une autre question se pose. Nous savons (§26) que s'il
existe un frottement, si faible soit-il, la limite des marées & longue
période, lorsque A tend vers zéro, doit étre la marée statique de
premiére sorte. Comme on ne peut admettre que le frottement
soit rigoureusement nul, il semblerait donc que les conclusions de
M. Hough soient erronées. Cependant, il convient d’examiner la
question d’un peu plus prés. Ce que nous appelons marées a
longue période, ce sont, par exemple, les marées semi-mensuelles,
mensuelles, annuelles, etc. ; les plus importantes ont leurs pé-
riodes variant de 15 jours 4 un an.

Est-ce assez long pour qu’on puisse faire A = o et vers quelle
limite tendra-t-on? De deux choses 'une: ou bien le frottement
aura le temps de se faire sentir, et alors nous aurons une marée de
la premiére sorte ; ou bien son influence ne sera pas appréciable,
et la marée sera de deuxiéme sorte.

Nous verrons qu’il faut une dizaine d’années pour que le frot-
tement puisse se faire sentir; par conséquent, les marées annuelles
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et de périodes plus courtes seront bien de la deuxiéme sorte;
au contraire, la marée ayant pour période 18 ans serait une marée
de premiére sorte, que l'on devrait calculer par la tpéorie de
équilibre. ,

109. Considérons donc une force perturbairice de trés
longue période. En supposant que I'influence du frottement soit
négligeable pendant la période de 'oscillation, la surface des mers
prendra une forme d’équilibre qui différera de la figure d’équilibre
statique proprement dite. Ainsi que nous 'avons vu au Chapitre I
{§ 22-23), les paramétres ¢, se réduisent 4 des constantes, et les
paramétres ¢; sont proportionnels au temps: les dérivées ¢, sont
constantes, mais non nulles. Il en résulte que cet état particulier
d’équilibre est caractérisé par 'existence de courants continus qui
régnent sous la surface libre, sans altérer sa forme. '

Voyons ce que peuvent étre de semblables courants.

Reprenons les équations du mouvement d’un liquide tournant
autour de l’axe des z.

du_ dy _d(V—p)

der dt dx
dty  du _ d(V—p)
@G T g
drw _ a(v—p)
de2 - 3

Les courants étant permanents, nous aurons

du .
-— == u' == const.,
ot
dv ,
i = ¢ = const.,
dw ,
% = w = const.
D’autre part, on a
Au o du’ — du’ ' du’
der dx dy ds’

mais, dans les marées, les déplacements des molécules étant des
.quantités trés petites, de méme que les vitesses et leurs dérivées,
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les termes tels que % sont du second ordre, et 'accélération’se
réduira & ', c’est-a-dire & zéro.
Les équations du mouvement deviennent alors
aV—p)
dx !
aV—p),
dy
o AV —=p),
- ds

—owy =

swu =

11 en résulte que
—awd dr 420w dy =d(V—p),
c’est-a-dire que '
—v'dz +u'dy

esL une différentielle exacte.
Par conséquent, il faut d’abord que ¢ et &' ne dépendent que
de z et y, soit

da _dr
) ds — dsz
et ensuite que
du'  dv |
T dy

ce qui, joint a équation de continuité, donne finalement
du _dv' _ dw'
dzs — ds  ds

Ainsi, les composantes «/, ¢/, w' de la vitesse d’'une molécule ne
dépendent pas de 3.

L’axe des z est I'axe de rotation de la Terre. Si donc nous figu-
rons, d'une part, la surface des mers et, d’autre part, la surface
rréguliére du fond, et que nous menions par un point A de la
surface libre une paralléle & ’axe de rotation jusqu’a sa rencontre
en B avec le fond, toutes les molécules liquides situées sur cette
parallele seront animées de vitesses égales et paralleles. La droite
AB devra donc se déplacer en bloc, parallélement a elle-méme,
comme une droite rigide ( fig. 20). :

De plus, puisque le mouvement est permanent et n’altére pas la
surface libre, il faudra que la droite AB se déplace sur la surface
d’un cylindre tel que ses génératrices conservent la méme lon-

»
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gueur. Par conséquent, les lignes de courants, c’est-a-dire les
positions successives d’'une méme molécule liquide, seront les
lignes d’égale profondeur de la mer, cette profondeur élant esti-

Fig. 20.

mée parallelement a I'axe de rotation. Si nous représentons cette
profondeur par =, les lignes de courants seront données par
I'équation
T = const,
Une molécule qui se trouve 3 un moment donné sur la surface
d’un de ces cylindres ne pourra pas en sortir.

110. Si, par le point A, nous menons la verticale AC, nous
constituerons avec AB, en supposant la profondeur # infiniment
petite, un petit triangle qui nous donnera

h

n=cose'

L’équation des lignes de courants peut donc s’écrire
R ‘ . m = const,

Il en résulte que, si la profondeur n’est fonction que de la lati-
tude, les lignes de courants devront coincider avec les paralléles :
les seuls mouvements permanents possibles seront ceux pour
lesquels les molécules d’eau n’éprouveront pas de déplacement
en latitude (cf. § 94). '

Dans le cas général, cette conclusion ne subsistera plus; on
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pourra tracer les lignes de courants sur une Carte hydrographique
si les sondes y figurent en nombre suffisant.

Mais, quelle que soit la loi de profondeur, I'équateur sera une
de ces lignes de courants, correspondant & une valeur infinie du

h . .
rapport —; et les rivages seront d’autres lignes correspondant
cos 0 ° 5

a la valeur zéro. Vers les points ol la ligne de céte coupe I'équa-
teur, convergeront une infinité de lignes de courants. ‘

M. Hough a essayé de tracer ces lignes sur les Cartes de 1’Atlan-
tique Nord et a reconnu qu’elles ne présentaient aucun rapport
avec les résultats de l'observation. Il est vrai que les courants
observés ne sont que des courants superficiels, et que les variations
de densité et de salurg provenant de I'évaporation peuvent entié-
rement masquer le phénoméne.

Nous pouvons voir, en effet, combien sont faibles les courants -
permanents produits par les marées statiques de la deuxi¢me
sorte. ‘

111. Pour nous faire une idée de l'ordre de grandeur de
ces courants, rappelons que les marées statiques de la premiére
sorte produisent une déformation qui équivaut & une variation
périodique de l'aplatissement. Cette variation pourrait également
résulter d’un accroissement dw de la vitesse de rotation de la
Terre. Considérons donc I'action 4 longue période de la Lune, par
exemple, et cherchons a quel accroissement de vitesse elle équi-
vaut. Il nous suffira, pour cela, de comparer le potentiel de la

Lune & Paccroissement de potentiel qui résulte de dw.
. . . cqgw?o \oyae
Si la vitesse varie de dw, le potentiel — (22 + y?), d’olt dérive
la force centrifuge, éprouvera un aceroissement
o dw (22 + y2).
Or, si nous prenons le rayon pour unité,

w‘-'—n—")ﬂ: ;(x’ﬁ—y?ﬁ-z“)—l—é(ap?—k}/?—zzﬂ) = % -+ %(1—392).

Par suite de cette variation, l'accroissement du potentiel

sera donc

9.%’3(1__3{‘,_2).
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D’autre part, le terme du potentiel lunaire correspondant aux
ondes & longue période est

Z—%(I— 3p2)(1— 3sin23),

8 étant la déclinaison de la Lune et o sa distance a la Terre.
Par conséquent, l'action lunaire a longue période équivaut & un
accroissement de la vitesse de rotation terrestre déterminé par
Pégalité

wr{w_%g(x—'&sin?&).
Or, on a '
LT L.,
Ta - T™

n étant le moyen mouvement de la Lune.

Done
do 3L
— =TT (1——3sm28\.
w
Or, en valeurs numeériques,
L 1 n_ 1
T 8o’ w27
A}
. . 1
et sin2 § varie de o & 7
Il en résulte qu’en moyenne
dw 35 1 1 .
—_— = e me— — = environ,
w 4 8 8o 729 100000

Mais, ainsi que nous Pavons vu (§ 100), dans la marée statique
de deuxiéme sorte, amplitude est encore plus faible, d’environ
moitié en moyenne, parce que les courants produits compensent
en partie I'action statique de la Lune.

PR 1 .
Ces courants peuvent donc étre évalués & de la rotation,
200000

ce qui fait seulement 6™ ou 7™ environ par heure. Ils sont donc
beaucoup trop faibles pour que l'observation puisse les déceler ;
et, par suite, on ne peul pas compter sur leur constatation pour
mettre en évidence que, conformément aux idées de M. Hough,
le phénoméne des marées a longue période consiste blen en une
marée statique de la deuxiéme sorte.
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On pourrait, semble-t-il, observer directement la marée, et
particuliérement au large, 1a o le phénoméne n’est pas troublé
par la présence des continents. Jusqu'ici, le probléme a rencontré
de nombreuses difficultés, mais les résultats récemment obtenus
a4 'aide du marégraphe plongeur de M. Favé permettent d’espérer
beaucoup des recherches poursuivies dans cette voie.

En attendant, il ne reste qu’une seule ressource, c’est de cal-
culer le temps d’amortissement des ondes sous I'influence du
frottement, et de le comparer aux périodes.

112. Calcul d’une marée statique de la deuxidme sorte. — Nous
avons vu comment la méthode de M. Hough permet de calculer
les éléments de ces marées dans le cas d’une profondeur constante,
ou méme fonction seulement de la latitude. Nous nous proposons
ici de traiter le probléme d’une fagon absolument générale.

Si nous imaginons une molécule z, y, z de la surface libre, elle
se déplacera, sous l'influence des courants permanents qui carac-
térisent cette espéce de marée, suivant une ligne de courant dont
I'équation différentielle sera '

(1) -7 =

Posons, comme toujours,
Mo =V—p.
On a ici (§ 109)
d(V—p)=—2wd'dr+20u dy,

c’est-a-dire, en vertu de Péquation différentielle de la ligne de
courant, ’

d(V—p)=o.
Ainsi, le long des lignes de courants, ¢ est une constante : © est
donc fonction de n = o :
cos 6
h N
(2) ?=f<aa)

Le probléme est ramené i la détermination de cette fonction.
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Récrivons 1'équation générale du § 77,

. d de d [ hy do d(hy,0) .
(3) de(hls"le > d’#(éﬁd—q))-kmacmne’

et supposons d’abord que la profondeur % dépende seulement
de 0 : © va dépendre aussi seulement de 8, et toutes les expressions
¢, §, Ge¥, 1" qui, pour une oscillation quelconque, pouvaient se
mettre dans ce cas sous la forme esi¥+} f(§), se réduiront ici,
puisque s = o, & e* f(0).

Dans ces conditions, I'équation (3) prend une forme simple,
car les dérivées par rapport & ¢ disparaissent.

D’autre part, X est tres petit; nous allons donc chercher quelle
forme limite prend I’équation pour A = o.

Nous aurons alors, sensiblement, en négligeant A2 dévant I'unité,

e — Ah . M\h
VT X2 fw2cos20  fw?costh’
hy = amhheosh A

T r4w?cosil  awcosh

Le déterminant fonctionnel sera nul, puisque ni /%, ni ¢ ne
dépendent de ¢.

Dans le premier membre de I’équation (3), il ne restera donc
que le premier terme, dans lequel s’introduira A?¢

Posons

(4) . )\2? =&
L’équation (3) se réduira alors &

d [ hsind do .
(%) de< 0¥ costh d0>=§s"‘e'

De plus, nous avons toujours la relation générale

(o PomoCok,
qui donne ici, en faisant A = o dans I'expression du potentiel
perturbateur,
_@a—1'—C
(©) t=—a"
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Enfin, et 1" sont liés par la relation

(7) H"=—f z-;;icl

dans laquelle d¢’ représente un élément quelconque de la surface,
¢’ la valeur de § au centre de gravité de cet élément et r la distance
de ce centre au point de coordonnées courantes § et ¢.

Nous avons donc, entre les trois quantités §, @ et I, les trois
relations (5), (6) et (7), qui les détermineront.

Le probleme se réduit a l'intégration d’'une équation différen-
tielle ordinaire & une seule variable.

Si on néglige le bourrelet, on aura, pour déterminer @, une
équation linéaire.

113. Cas on la profondeur est quelconque. — Deux approxi-
mations successives seront alors nécessaires.

En premiére approximation, nous négligerons A devant I'unité :
h, est, dans ce cas, beaucoup plus grand que 4,, et nous pourrons
négliger tous les termes de Uéquation (3), 4 l'exception de celui
qui contient A,. Cette équation se réduit alors a

‘)(h% ?)
900,¢)

c’est-a-dire que ¢ est une fonclion de k,. Nous retrouvons ainsi le
résultat déja obtenu, que © doit étre fonction de 7.

En deuxiéme approximation, nous tiendrons compte de A,
mais nous négligerons A* devant I'unité. Alors, les formules appro-
chées pour 4, et h, restent vraies.

Dans le premier membre de l’équatlon (3), c’est donc le dernier
terme qui sera le plus important, puisqu’il sera de 'ordre de 2,
tandis que les deux premiers sont de I'ordre de A2. Par suite, nous
n’aurons pas le droit d’y remplacer ¢ par la valeur f(n) que four-
nit la premiére approximation, mais nous pourrons faire cette
substitution dans les autres termes.

Effectuons alors un changement de variables, en prenant comme
variables nouvelles n et § : les dérivées par rapport & ces variables
seront représentées par des d, tandis que nous réserverons les d
ordinaires pour les dérivées par rapport aux anciennes variables..
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Nous aurons, d’'une maniére géndrale,

dU _ 93U dq
@ =T @
dU_ o0 dn 92U
T

D’autre part,

O(hs, §) _ (ks ¢) 9(my §)
9(8,§) ~ d(m, ¥) 00, ¢y’

Or, nous avons
he= —n.

Par conséquent,
O(hs, &) _ A dp
o(n, ¥) 20 op’
(. ) _ dq
o, ) — db
Donc
0( hg, ©) A 09 dy

(0, ¥) 2w dd db

1l importe d'introduire des nolations abrégées pour ne pas trop
allonger les écritures. Posons

__hsinl  dy
= {wrcos?d di’
dn _dn
BT =q
dy
Fm =1,
I dn

= 4 w2 cos2f sind —CE)

et multiplions les deux membres de 'équation (3) par F.
Le premier terme donnera

dn 9 do\ _ 0 dy
o (hlsmﬁgo_ = h;sm()do .

. ade  Npsin0 dq oo
"15’“"21‘0 T juzcostd dl d—

Or
= A,

en posant
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On a donc, pour le premier terme,
0
— (AP
011 ( )‘
Avec la valeur de ¢ en premiére approximation, ona

= 0,

el
&3

le second terme de (3) nous donnera d’abord

d_ﬂ_c)_(hq ﬁ) dn 0 Ah dn do
dy on \sinb dy __—( __>

dy on \4wicosOsind dy oy
c’est-a-dire, aprés avoir multiplié par F,
d I
B 5 (D).

Mais il y a encore le terme correspondant & U, soit

oY
0 /
5 (D®)

ou, aprés multiplication par F, et remarquant que @' peut étre
considéré ici comme indépendant de ¥,

F W P,

Enfin, nous avons le déterminant fonctionnel, dans lequel il
n’est plus permis de regarder © comme indépendante de ¢, et qui
nous donne le terme

1 0P
2wk oY
Aprés le changement de variables, ’équation (3) devient donc

I

8) —(Aq»')-.—B—(ch)-q-F q} ;\qu_chme
114. Pour étudier cette équation, posons
oA dD
He= —4+-B-— F .
on oy ‘l*
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En remplacant { par sa valeur, et développant, nous aurons

1 od Fsinﬂq) FsinQH’_FsinﬂC

Fsing G .
= 7 sont des fonctions connues de 7

Les coefficients G, H,

et de ¢, qui sont périodiques par rapport & {.

Nous pourrons les développer en séries de Fourier suivant les
cosinus et sinus des multiples de ¢, et nous obtiendrons ainsi un
premier terme qui sera une constante, représentant la valeur
moyenne de la fonction. Si nous considérons, par exemple, le
coefficient G, mous désignerons sa valeur moyenne par [G].

@', @' et @ peuvent étre considérées comme des constantes en ¢,
parce que nous pouvons y remplacer ¢ par sa valeur de premiére
approximation ; la valeur moyenne de G®" sera donc [G]®" et
nous aurons de méme [H]®' et [Fsin6]®. Mais, dans le terme

0d ' . .
53 Provenant du déterminant fonctionnel, nous n’avons plus le

droit de faire cette substitution. Seulement, ® étant une fonction
périodique de ¢, si je la différentie, j'obtiendrai encore une série
de Fourier, dans laquelle le terme constant sera nul.

Ce terme a donc une valeur moyenne nulle, et, en égalant dans
les deux membres de I’équation (g) les termes indépendants de ¢,
il reste simplement

(6107 [N]ar = LFSin01, _ [Fsindl’] _ [Fsin0C]
T g

& &

Si Yon suppose d’abord qu'on puisse négliger le bourrelet, le”
terme en II” disparait, et 'on a une équation différentielle du second
ordre dont tous les coefficients sont des fonctions connues de 7.
Cette équation nous déterminera ® et, par suite, §.

Sil'on veut tenir compte du bourrelet, on commenccra par le
négliger et on calculera § : on en déduira II”, I’équation pourra
s'intégrer de nouveau, el ainsi de suite.

On voit que, méme dans le cas général, il est possible de faire
le calcul complet.

115. Lorsqu’il s’agit d’'une marée statique de la premiére sorte,

le calcul est beaucoup plus simple, parce que 'on a, les courants
P, — IIL : 13
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étant nuls,
¢ = 0.

Alors, § et I sont donnés par les équations

. !
&

! !
HII=_‘/C ds .
r

116. Influence.du frottement, d’aprés les travaux de M. Hough.
— Cest dans P'estimation du temps d’amortissement des ondes
que M. Hough a cherché la justification de sa théorie des marées
statiques avec courants permanents (voir t. XXVIII des Procee-
dings of the London Mathematical Society, décembre 1896).

Le probléme général de I'étude du frottement est extrémement
compliqué; mais, s'il s’agit seulement de se faire une idée de I'ordre
de grandeur du phénoméne, on peut se borner a la considération
d’un cas trés simple. En conséquence, nous négligerons la force
centrifuge composée et nous ne tiendrons pas compte de la sphé-
ricité; de plus, nous supposerons que la mer, ainsi limitée a une
surface horizontale, est soumise 4 la seule action de la pesanteur,
et que sa profondeur est constante. Enfin, nous considérons sim-
plement la propagation d'une onde plane.

En désignant par v le coefficient de viscosité, les équations du
mouvement d'un liquide visqueux s’obtiennent en ajoutant anx
seconds membres des équations

{=

et

du _ d(V—p)
drr T dz

du'
le terme v A rh

11 s’agit d’oscillations périodiques, dans lesquelles les dépla-
cements sont proportionnels & ¢ et ne dépendent pas autrement
de ¢; alors, la premiére équation s’écrit

Ny = dV—p) -+ v\ Au.
dx

En posant
)‘2‘? =V—p,
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les équations du mouvement seront

u = c_lci_*_zlm
T dx T N
d v
.., 0 = _d;?/ -+ XAU,

do v
W = Tz -+ XAw.

D'ailleurs, nous avons I'équation de continuité

Vo _du do  dw _
dx—dx+d_y dz

195

Si nous différentions les trois premiéres équations, respccti-
vement par rapport & z, ) et 5, et que nous ajoutions, il viendra

du v du
D RO
. . 5 du tduit 3
ce qui, pulsque T =% se reduit a

A?:o.

117. Considérons une onde plane dont le plan est perpen-
diculaire & Oy : les déplacements des molécules s'opéreront

parallélement au plan des zz, et nous aurons

Y = 0.

Quant aux composantes u« et v, ainsi que la fonction ¢, elles

seront de la forme

(1) . J(s )eima+he,
Posons
du " du
dz — dsz ~

et de méme pour les dérivées de s et de .

La seconde des équations étant satisfaite d’elle-méme, il nous

restera les trois équations

, v
S U =imo -+ );(u”—m?u,),

(2)

w= ¢ ‘){(w”— miw),

imu--w' = 0,
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c’est-a-dire un systéme de trois équations linéaires a coefficients
constants, ot les trois inconnues u, o, w figurent avec leurs
dérivées.

Pour intégrer, il suffit d’appliquer la méthode générale, Nous
aurons une solution particuliére en posant

u = aeks,
(P = bek:’
w = ceks,

Si, de plus, nous posons, pour abréger,
A —v(kt—m?) = H,
la substitution de ces valeurs dans le systéme d’équalions nous
foarnit les trois relations

Ha = imlb,
(3) He = k)b,
ima + ke = o.

Considérons les deux premiéres. Elles comportent deux solu-
tions; on peut avoir, soit

soit

a m
c &k’
d’ou, en vertu de Ja troisiéme relation,
—mi4 ki=o.

Nous aurons donc, en somme, pour k, quatre valeurs deux a
deux égales et de signes contraires : les unes données par

(1) —m?+ ki=o,
les autres par H = o, c’est-a-dire par
(5) v(kt — mt) =\

Nous désignerons les racines de cette derniére équation par &= &
et celles de la premiére par leur valeur &= m.
w sera alors une combinaison linéaire des quatre solutions par-
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ticuliéres possibles

emz,  g—mz ekz, e-—/cz,

et nous pourrons poser

(6) W= wy-+ wy

avec

( ) ‘ wo= Aems Be—mz’ )
7 } wy = Cekzs 4+ De—kz,

118. Reste & déterminer les valeurs des constantes A, B, C, D.
Nous nous servirons, pour cela, des conditions aux limites.
Nous compterons ici les profondeurs a partir du fond, dont
I’équation sera z = o ; I'équation de la surface sera alors z = A.
La surélévation w étant ainsi estimée positivement dans le sens
du décroissement de la pesanteur, la condition a la surface libre
s’éerira
(8) gw =— Ag.

Mais cette équation exprime simplement que la pression sur la
surface libre est une constante. Cela suffit dans un liquide dé-
pourvu de viscosité, parce que la pression est toujours normale 4
I’élément, mais il n’en est plus de méme si nous faisons intervenir
le frottement. Il nous faudra écrire de plus que la composante
tangentielle de la pression est nulle 4 la surface libre, puisque
cette pression doit se réduire & la pression atmosphérique qui est
normale.

Or, la théorie de la viscosité donne pour composantes de la
pression langentielle

v dw du du+dv dv+_¢£¢£>
<a;+£’ \& z;>’ W& &)

Ici, les deux derniéres composantes sont nulles et il n’y a a
considérer que la premiére, qui nous fournit la condition

dw + du —o
dx dz ~— 7’
c’est-a-dire
'(9) ! . imw -+ u' = o.
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Or, en vertu de Péquation de continuité, nous avons, dans tout

le liquide,

imu + w' = o.

Par conséquent, on a, & la surface libre,
(10) w'+ miw =o.
D’autre part, nous tirons des équations (6) et (7)

W' = w4+ @] = mrwy+- k2w,

d’ou, en substitnant dans (10),

(11) (k24 m?)w, 4+ 2m2wy=o0.

Or, si nous nous reportons a I'équation (5) qui détermine A2,
nous voyons que, le coefficient de viscosilé v étant toujours trés

faible, k2 sera nécessairement trés grand.
£ |
Par conséquent, en négligeant les termes de l'ordre de 4>
'équation (11) se réduil &

W)= 0,
Nous avons donc, sur la surface libre,
w = Wy

et, d’aprés la seconde des équations (2), puisque ), = m? w,,

. wo=¢'.
On tire de 1a

wh=¢'=m?¢
et équation (8) devient alors
(12) gmrwy—+ Atw| = o.

119., Voyons maintenant ce qui doit se passer au fond. D'abord,
il faut que la composante normale du déplacement soit nulle,

donc
w = 0.

Mais nous devrons, par suite de la viscosité, satisfaire aussi &
une autre condition, laquelle dépendra de la nature de la relation
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de 'eau avec les parois. Nous pouvons, a cet égard, faire deux
hypothéses extrémes : :

1° Ou bien le frottement est tel que le liquide ne puisse pas
glisser sur le fond; alors nous aurons, non seulement w=o,

mais encore
U=o0,

2° Ou bien il n’y aura pas du tout de frottement sur le fond, et
alors nous devrons exprimer, comme & la surface libre, que la
composante tangentielle de la pression est nulle.

Lia premiére hypothése étant la plus favorable a l'action du
frottement, c’est elle que nous admettons. Ainsi, au fond,

(13) w=U=0.

L’équation de continuité entraine alors également
(14) w'=o.

Considérons I'expression de w,,

wy= Cekz DeFz,

Nous avons vu que & est trés grand ; par conséquent, les deux
termes de &, varient trés rapidement avec 3.

Le premier terme sera beaucoup plus grand prés de la surface
qu’a l'intérieur, et le second beaucoup plus grand prés du fond.
Comme w, doit rester fini, il faut admettre que le terme Ce* ne
sera sensible qu’au voisinage de la surface. Pour z=~%, nous
aurons sensiblement

wy = Cekz, wh = kw,.

Vers le fond, au contraire, le seul terme sensible sera le terme
en ¢ %z et, pour 5 = 0, nous aurons

Wy = De—kz’ W', = — kw;.

En tenant compte de cette derniére relation, les équations (13)
- et (14) s’écrivent
Wo = W =0,

” W’o——-/('wl=0.
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Par conséquent, on dott avoir au fond

(15) ' wh - kwo= 0.

120. Les deux relations (15) et (12) doivent étre respecti-
vement satisfaites pour z = o et z = h. Elles nous donnent donc

m(A—B)+ k(A+B)=o,
d’on
A m—i#k

B m+£k

et

_ M g(Aemhy Bemmh) g (m—k)emhy (m+ k)emh
m: m(Aenh — Be—mh) “m (m — k)emh— (m + kye—mh

k étant petit par rapport 4 la longueur d’onde, le produit m#h
est un nombre petit, et 'on peut écrire sensiblement

emh =1+ mh,
e~Mmh=1— mh.
On a alors
A2 & m—kmh

m - m—k+mh’

1l faut conserver km/h vis-a-vis de m, parce que k est trés grand,
mais on peut négliger m2 A devant & et 1l reste

A2 1
(16) I_ﬁ;=_g<h._z>.

Si le frottement n’existait pas du tout, on aurait v ==o, & serait
infini, et I'on aurait simplement

A2
me =_gh1

d’ou, pour la vitesse de propagation,

A
—m-|=\/gh.

Cest le résultat que nous connaissions déja.
Si, au contraire, il y a frottement, il faut se rendre compte de la
signification de 4. Nous avons

v(k2—m?) =
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ou, sensiblement, en négligeant m? devant 2,
vk =X

v est réel, A est purement imaginaire : par suite, k2 sera pure-

. < s T tee
ment imaginaire et aura pour argument ': k sera donc une quantite

essentiellement complexe, d’argument = . Mais la valeur qui résul-

tera alors de I’équation (16) pour ). ne sera plus purement imagi-
naire, et nous pourrons poser

A
)\:lo—f— —kl-

Substituant dans (16), nous aurons, en négligeant #,

ko = mi\/ gh,

2hh = m2g,

X gm

= .
20/ gh
D’autre part, on a, avec la méme approximation,

v v

ou, en remarquant que

Ji= V2

= )
- I—=1
Va  /mood ‘
ko= /2 (en)t
Par suite
1 1
p\ m2ve
Mo et L,
C2y2(gh)t

et cette expression complexe a bien une partie réelle négative

A . , k] .
comme cela devait étre, puisque, 'argument de £ étant — et celui
: %

de Ay, — T, Pargument de M doit eure — 3.
2 k 4

Si donc nous posons
11
am2v?
o = 3?
v

" aya(sh)
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nous aurons

eht = g—at ei(m Vﬁ—cx)t_

L’amplitude de P'oscillation, qui est proportionnelle au module
e, ira donc en décroissant avec le temps; et la partie réelle o de A
mesurera la rapidité d’amortissement de l'oscillation.

121. Posons

Alm

Au bout du temps =, l'intensité, qui était représentée par e~%,
sera devenue e~% ¢~

Ce temps, au bout duquel 'amplitude se trouve multipliée par
le facteur e~ est appelé temps de relaxation.

Nous avons

— 3

L 2\/2h“
T T i1

V2gim?

Il en résulte que amortissement de I'onde sera d’autant plus
lent que la profondeur sera plus grande et que la longueur d’onde

2% sera plus grande
™ plus g .

Comme, dans les marées, on a affaire a4 des ondes trés longues,
le temps de relaxation sera fort long.

Voici quelques chiffres qui donneront une idée de I'ordre de
grandeur des quantités qui interviennent dans les calculs.

En unités C. G. S., on a

v =0,0178,

& =103,

En considérant un bassin d’une profondeur de 1™ seulement,
dans lequel se propage une oscillation ayant une longueur d’onde
de 100™, M. Hough a trouvé 1*20™ pour le temps de relaxation.
Cette valeur, obtenue dans Ihypothése la plus favorable & I'action
du frottement, devrait étre portée jusqu’a 2 ans } si l'on faisait
I'hypothése extréme contraire.

Considérons, maintenant, des ondes de la marée, une onde
semi-annuelle, par exemple. |X| est de Pordre de 1077, et si 'on
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admet une profondeur de 4%, soit

h=4§.108,
on trouve environ

kh =500,

mh = 10-8,

Pour une onde de période beaucoup plus courte, une onde
semi-diurne, par exemple, on aurait

[A| =103, kh=170, ‘mh=io0"%

On voit combien m est faible vis-a-vis de £, ce qui justifie les
approximations que nous avons faites précédemment.

Cette petitesse de m conduit, pour les ondes a longue période,
a des valeurs extrémement grandes du temps de relaxation. Les
calculs de M. Hough lui ont donné de 10 & 20 ans.

On est donc bien autorisé & dire que, pour les principales de
ces ondes, le frottement n’a pas d’influence sensible.

122. L’analyse précédente repose sur un certain nombre
d’hypothéses ; mais, comme elle s’appuie principalement sur la
grande valeur de %k, méme avec des hypothéses différentes, les
résultats resteraient du méme ordre de grandeur.

Sil'on voulait pousser plus loin I'étude du phénomene, il fau-
drait faire intervenir 'influence de la force centrifuge composée.
Le calcul serait alors beaucoup plus compliqué, mais il se ferait
d’aprés le méme principe.

Nous aurions toujours des équations dilférentielles linéaires a
coefficients constants, mais v ne serait plus nul.

Nous ne pourrions pas non plus supposer que rien ne dépend
de y, parce qu’il conviendrait d'introduire un facteur e dans la
valeur de l'onde plane, ainsi que nous I’avons montré pour un ca-
nal a profondeur counstante (§ 66). Nos fonctions u, ¢, w et 9 se-
raient donc de la forme

f(z)ei/n.t+by+)\t’
En posant alors

A—v(kt4-b2— m?)=H
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I’équation qui délerminerait £ serait

H —a2w o im

. 20 H o b

, =o.
o o H %
im b k o

Cette équation est du troisiéme degré en k2. Une seule de ses
racines reste finie lorsque v tend vers zéro, les deux autres
croissent indéfiniment. Si 'on suppose la racine finie développée
suivant les puissances croissantes de v,

Ap+vAi+...,

{ . N
comme v est de ’ordre de 73’ celle racine sera sensiblement la

méme que si le frottement n’existait pas.

Quant aux autres, elles seront données sensiblement par I'équa-
tion :
H*+ fw2=0.

On aura ainsi pour k des valeurs de 'ordre de ‘/L_ et qui donne-
v

raient lieu, par suite, 3 une analyse semblable a la précédente.

Nous pouvons donc admettre les conclusions de M. Hough, en
ce qui concerne les grands bassins océaniques. Dans les bassins
moins étendus, on pourrait craindre la formation de remous qui
augmenteraient beaucoup l'action du frottement; la question ne
pourra étre définitivement résolue que par les observations, et
nous y reviendrons & diverses reprises en parlant de la discussion
de celles-ci.
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CHAPITRE IX.

ETUDE DES MAREES SE PRODUISANT DANS UN RESEAU
DE CANAUX ETROITS.

123. Nous avons vu dans les Chapilres précédents que le pro-
bléme des marées pouvait étre complétement traité dans le cas
d’une mer de profondeur constante recouvrant tout le globe. Nous
allons envisager maintenant un cas entiérement différent, et dans
lequel les calculs pourraient étre également poussés jusqu'au
bout : ¢’est celui ol les marées se produiraient dans un réseau de
canaux étroits.

Le cas de la nature peut étre considéré comme intermédiaire
entre ces deux cas extrémes, car chaque mer secondaire peut étre
grossierement assimilée & un canal.

L’étude de ce nouveau probléme nous donnera donc une idée
des complications multiples du phénoméne naturel.

. 124. Simplification des équations du mouvement. — Rappelons
que nous avons trouvé (§ 59) pour les équations du mouvement
d’un liquide animé d’une rotation p, ¢, r

Ay —ardy +2q)\w=)\’:il—:,
Mo +ariu —opiw =)\2ﬁ,
dy

ANw—2glu +2pio =)\2%§-

En supposant qu’il s’agisse d’un bassin trés peu profond, nous
avons montré (§ 60) qu’'on pouvait négliger w devant u et ¢ et
qu'il nous restait alors deux équations en u et¢ dans lesquelles ne
figurait plus que la composante » de la rotation, qui, en tenant
compte de la sphéricité (§ 77), doit étre prise égale & w cosf.

Dans le probléeme actuel, nous avons deux dimensions qui sont
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trés petites : la profondeur et la largeur. Aussi, pourrons-nous
négliger, non seulement w, mais encore ¢.
En effet, supposons d’abord un canal paralléle a 'axe des z.
» Supp
Sur les deux rives, nous aurons ¢ == 0; si nous considérons un
H
point au milieu du canal, comme le canal est trés étroit, la valeur
de ¢ différera infiniment peu de ce qu’elle est sur les rives : elle
p q
sera donc nulle partout, au second ordre prés.
Si le canal n’avait pas une largeur constante, il faudrait admettre
b
que la variation de sa largeur est trés lente, de fagon que la tan-
gente A la rive fasse constamment avec I'axe des 2 un angle ¢ trés
peuit. La composante normale du déplacement sera alors

using + v cosY =o;

J étant trés petit, il faut que ¢ soit du second ordre sur la rive et,
par conséquent, partout.

Il ne nous reste donc plus alors 4 considérer qu’une seule équa-
tion, qui se réduit a

do
(1) u= %
tout comme s'il n’y avait pas de force centrifuge composée. On
voit quelle est 'importance de la simplification apportée par cette
seule hypothése de la largeur étroite.

Dans le cas d’une profondeur uniforme, la force centrifuge
composée avait une importance considérable; au contraire, dans
un canal éiroit, cette influence sera nulle. Nous pouvons donc en
conclure que, dans le cas de la nature, I'influence de la force cen-
trifuge composée se fera sentir, mais d’une maniére notablement
moindre que ne l'indiquent les résultats de M. Hough pour une
mer uniforme.

Cette influence sera d’autant plus grande que le bassin consi-
déré sera plus étendu; ainsi, elle sera plus forte dans le Pacifique
que dansl’Atlantique, et négligeable dans la Manche.

Toutefois, il convient de remarquer que si la force centrifuge
composée n'a, dans un canal étroit, aucune influence sur le mode
de propagation de la marée, son action se traduira néanmoins par
ce fait que la hauteur de Ja marée sera plus grande sur une des
rives que sur 'autre.
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Nous avons vu effectivement (§ 66), en étudiant la propagation
d’une onde plane parallelement & 'axe d'un canal dont les deux
rives sont verticales et paralléles a cet axe, qu’en tenant compte de
la rotation, I'expression de l'onde doit se mettre sous la forme

ehyeimx+7\t7
20
T
L’amplitude de la marée dépend donc de y.
Dans une mer étroite, la force centrifuge composée ne produira
pas d’autre effet.

b étant réel et égal &

125. A la surface libre, nous avons toujours (§ 56)

(‘2) gt:)\ﬂ?___ﬂl/_ce)\t=)\2?_w,

en posant, pour abréger,
W =1"+ Cek,

Si nous avons seulement affaire & un réseau de canaux étroits,
II” sera négligeable.

Si ce réseau débouche dans un océan étendu, il faudra tenir
compte de [I”. Mais les marées du réseau n’auront pas une influence
sensible sur celles de 'océan, qui devront étre considérées comme
données : on pourra, par suite, calculer 1", et W sera donc
connu.

Dans le cas des oscillations propres, CeM = o. Si, de plus; il
s’agit seulement de canaux, on aura W = o et il restera simple-

ment
gc = )\2 (P.

126. Les équations précédentes sont encore valables quels que
soient les axes, et peuvent s’étendre 4 un canal tortueux tracé sur
une sphére, a condition que « représente la composante du dépla-
cement suivant la tangente a I'axe du canal. Au lieu de la va-
riable 2,1l suffira de prendre la variable s, ¢’est-a-dire I'arc compté
suivant 'axe du canal, et nous aurons 'équation
. do
(1 bis) U= Zﬁ

La théorie est absolument générale.
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127. Enfin, nous avons une troisieme relation, qui nous est
. ] . . ., , . .
fournie par I'équation de continuité. Désignons par s la section

Fig. 20 bis.

du canal et par / sa largeur. Considérons la portion du canal
limitée par les deux sections droites ab, o' &' distantes de ds, et
appliquons I'équation de continuité 4 cette portion (fig. 20 bis).

Par la face ab, il entre une quantité d’eau.. cu

Par la face a'd’, ilentre.................. — [au+ d(;su) ds]
Par le fond, il entre. .................... o

Et par la surface libre.................... {lds

On doit donc avoir, en exprimant que la somme est nulle,

d(ocu)
(3) 75

= I,

Nous avons ainsi trois équations (1 bis), (2) et(3), d'ot 'on dé-
duira 'équation différentielle & laquelle doit satisfaire la fonction ¢,
a savoir

d [ doy 1 .
(4) o <cd_f) = ;(7\29-_-— W).

C’est une équation du second ordre, mais aux différences exactes;
son intégrale contiendra deux constantes arbitraires qu’on déter-
minera 4 I'aide des conditions aux limites.

128. Conditions aux limites. — Il convient de distinguer plu-
sieurs cas.
Sil'on a un canal fermé sur lui-méme, les conditions seront

que ¢ et sa dérivée 7?5 soient des fonctions périodiques de s.

Silon a un canal aboutissant & un cul-de-sac, le déplace-
ment devra étre nul sur la paroi terminale, c¢’est-a-dire qu'on

3P _
au1a‘$ = 0.
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Supposons maintenant le cas de plusieurs canaux aboutissant
a un méme carrefour; par exemple, pour fixer les idées, quatre
canaux aboutissant au point O. Il faudra d’abord que les quatre

fonctions ¢ aient la méme valeur au point O les derlvées pOu-

vant d’ailleurs étre inégales. Mais nous aurons & exprimer de plus
une autre condition : il faut que la quantlte de liquide arrlvant
en O (fg 21) par certains des canaux soit égale & celle] qui

Fig. a1.

D

s'écoule par les autres; en d'autres termes, que la somme algé-
brique des quantités de liquide arrivant au carrefour soit égale
a zéro. .

Or, pour un quelconque des canaux, I'expression du liquide
affluant est

_ %
Uu—qa‘

Nous devrons donc avoir, au point O,

St

Dans cette expression, o représente la section des différents ca-
naux, et ds doit étre compté positivement quand on se rapproche
du point O. R

1l est facile de voir que nous avons bien ainsi, dans tous les cas,
le nombre voulu de conditions.

Soit, en effet, n le nombre des canaux du réseau. Pour chacun
de ces canaux, nous aurons une équation différentielle du second
ordre, par conséquent deux constantes 4 déterminer par canal et
2n en tout. Il nous faudra donc 2 conditions aux limites. Or, si

P. — IIL 14
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nous considérons un cul-de-sac ou une extrémité débouchant dans
I'océan comme un carrefour ou aboutit un canal unique, et sinous
désignons alors par p le nombre des canaux aboutissant & un car-
refour quelconque, nous aurons

, 2p=2n.

D’autre part, pour chaque valeur de p égale & un (cul-de-sac ou
extrémité libre) nous aurons une condition. Pour chaque valeur
de p supérieure & un (carrefour), nous aurons d’abord p — 1 con-
ditions exprimant que ¢ ala méme valeur, puis la condition de
continuité, soit p conditions pour chaque carrefour. L.e nombre
total des conditions sera donc bien égal a Zp, c’est-a-dire 4 celul
des 2 n constantes qu’il faul déterminer. i

Dans le cas des oscillations propres, nous n’aurons plus a dé-
terminer que les rapports de ces constantes, mais il faut y joindre
I'inconnue A : il y a bien toujours autant d’indéterminées que de
conditions.

129. Marées dans un canal de profondeur et de largeur con-
stantes. — Nous avons dans ce cas

6= hl

et I'équation (4) se réduit a

(5) glzc—;%%)\ch--w.

C’est une équation différentielle linéaire a coefficients constants
et & second membre, dont P'intégration sera facile dans les diflé-
rents cas, connaissant l'expression de W en fonction de s et
de ¢.

Nous allons examiner quelques cas particuliers. .

A. Canal tracé suivant un paralléle. — En un point quel-
conque, l'expression de la composante isochrone considérée du
potentiel perturbateur est

CeM=f(8)ekty+  (k=o0, £1, F2).

Dans le cas actuel, ¢ est proportionnel & s, longueur de I'arc
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comptée suivant I'axe du canal, et, en désignant par A une con-

stante, nous aurons
W = Ae/n’s+)\t,

k étant ici une constante telle que, S étant la longueur de la cir-
conférence entiére du canal, on ait

kS =4,
pour les marées semi-diurnes,
kS =om,

pour les marées diurnes.
L’équation & intégrer est alors

2
oo'h ‘;T;P = )\2? — A ekis+Ae,

Nous avons une solution particuliéPe de I'équation compléte en

prenant
A ekis+ht

=N ghkr

D’autre part, l'intégrale générale de I'équation sans second
membre est ' '
¢p1=B eips+M . B! g—ips+Me s

B et B’ sont deux constantes arbitraires, et . est donné par I'équa-
tion
AN=— ghp?,

La solution compléte du probléme sera

A ghis+)e

M ghki T Beibsht 4 Ble—fusth,

=P+ 0=

Si le canal est fermé sur lui-méme, ¢ doit étre une fonction pé-
riodique de période S; comme la fonction ¢, seule admet cette
période, et non pas ¢, on devra avoir

. B = B' = 0.
Dans ce cas, le rapport% sera égal a m; il sera donc

réel. Alors, en vertu de 'équation (2), la marée ¢ auraméme argu-
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ment que le potentiel perturbateur : il n’existera pas de décalage.
Cela tient & ce que nous nous trouvons dans les conditions du
théoréme de Laplace (§ 79) : la profondeur est, en effet, fonction
de la latitude.

Il y aurait, au contraire, nécessairement décalage si le canal
considéré, au lien d’étre enti¢rement circulaire, se trouvait limité
a deux extrémités. En effet, nous avons alors

_\i‘% = eipm—z‘lrx% —t e—ip.s—i/cs%, -+ m

Pour qu'il n’y ait pas décalage, il faut que ce rapport soit réel,

c’est-a-dire, puisque p et & sont réels, que 'on ait

B=B'=o.

Il en résulte que ¢ devrait se réduire & ¢o. Mais ceci est incom-

. . d P s
patible avec la condition % = 0 aux deux extrémités du canal.

Le décalage est donc le cas général, et c’est par suite d'une
imrprétation erronée du théoréme de Laplace qu’Airy a. fait
intervenir le frottement pour expliquer le retard de la marée.

Le canal fermé a ses deux extrémités peut avoir une longueur [
t:ll_émque I'amplitude de ['oscillation soit considérablement ren-

_ forcée. Plagons, en effet, 'origine au milieu du canal ; nous déter-
minerons les deux constantes B et B’ en écrivant que la condi-
tion % = o est satisfaite aux extrémités s = == é- D’ou les équa-
tions l 1 1

e —ff’hkz PR Pass SO s B
. T . it
On en tire, en multipliant respeclivement par e  ? et retran—
chant,

pBsinpl = sin(/c—l-p.)é-

.Y
A2+ ghk?

De méme

\

pBsinpl =—

Les valeurs ainsi obtenues pour B et B’ sont proportionnelles
aA.
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Imaginons que la longueur du canal soit telle que nous ayons

sensiblement
' pl=m;

B et B’ deviennent tous deux extrémement grands, mais leur
somme reste finie. Ils seront donc sensiblement égaux et de signes
contraires, et I'oscillation que prendra le canal se réduira, a trés
peu prés, en négligeant A, 4

2 2 - E
= ?i'.:—)‘—?B(efP-s—e‘iP-‘)e)\‘: -X—Be(n t2)sinp.s.
& g 28

g

Nous aurons donc sensiblement dans le canal une onde station-
naire de trés grande amplitude, ayant une ligne nodale au
centre s = o et un ventre a chaque extrémité.

Comme la marée est proportionnelle & A sin7)¢, tandis que le
potentiel, au centre du canal, est proportionnel a Acosz')\t, on voit
que la marée dans toutle canal est décalée de go°, soit de § de pé-
riode par rapport au potentiel au centre, c’est-a-dire a ce qu’efit
été en ce point .Ja marée calculée par la théorie statique. Si
done o! est I'heure du passage de I'astre au méridien moyen, il y
aura pleine mer 4 3" 4 'une des extrémités du canal et pleine mer
4 gh a l'autre extrémité, s'il s’agit d’'une marée semi-diurne.

C’est le signe de B qui montrera si, 4 I'une de ces heures, la
pleine mer doit avoir lieu & l'extrémité orientale ou & l'extrémité
occidentale. Comme sinp./ change de signe selon que ./ est supé-
rieur ou inférieur a =, il suffira de voir si la longueur du canal est

un peu plus courte ou un peu plus grande que %:—

2T . .
Remarquons que m est la longueur d’onde d’une oscitlation

P 2T . .
ayant méme période =5 que la force perturbatrice et qui se propa-

gerait dans le canal avec la vitesse \/gh.

T.c canal considéré, susceptible d’admettre cette oscillation
comme oscillation propre umnodale est dit canal d’une demi-
longueur d’onde.

. ) « 2T
Si sa longueur était voisine d’une longueur d’onde, soit m

B et B’ seraient également trés grands, etsensiblement égaux, mais
de méme signe, parce que c’est leur différence qui serait alors
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finie. Par suite, 'oscillation se réduirait sensiblement a
A2
{ = —BeMcospus.
28

Il n’y aurait plus décalage par rapport a 'expression du poten-
tiel au point central.

Nous aurons, a trés peu prés, une onde stationnaire présentant
un ventre au centre et a chacunc des extrémités, avec deux lignes
nodales intermédiaires. Dans le cas d’une marée semi-diurne, la
pleine mer aura lieu & o® ou 4 6", o étant I'heure du passage de
Pastre fictif au méridien central.

Mais il faut bien remarquer que, si le décalage n’existe pas au
point central, il existe nécessairement partout ailleurs, puisque
I'onde est stationnaire.

130. B. Canal méridien. — Dans ce cas, eki¥ est uue con-
stante, s est proportionnel 4 6 et 'on aura

W= CeM= f(s)eM,

J(s) étant réel, car on peut toujours prendre le méridien du canal
comme origine des longitudes, de telle sorte que le facteur expo-
nentiel constant e?¥ soit égal & un.

11 faudra intégrer I'équation différentielle

d?
é’h-ch—f =Ny — f(s)eM.

L’intégrale générale sera
® = poer 4 B iMoo B g—ips+he,

o étant comme f une fonction de s réelle et  étant toujours fourni

par 'équation
A= — ghp.

Si le canal est limité & deux extrémités, B et B’ ne seront

pas ngls, et, par suite, le rapport % ne pourra pas étre réel.

Il y aura donc encore décalage. La différence de phase entre la
marée et la force perturbatrice ne peut s’annuler que dans le cas
ol les conditions du théoréme de Laplace sont satisfaites.
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131. Propagation des ondes dans un canal quelconque de pro-
fondeur et de largeur constantes. — Supposons d’abord quil
s'agisse d’oscillations propres; nous aurons alors W =o, et il
faudra intégrer équation différentielle

Son intégrale générale est
@ = Beips+h 4 B’ e—is+he,
Désignons respectivement par G, ¢/, «, o’ les modules et les ar-
guments des conslantes arbitraires B et B'; de telle sorte que
B = Ceix, B' = Cleiw’,
Posons, de plus,
ie = [ps—+ ht4ia,
‘ ie'=—lps—+ At +id;
¢ et ¢ sont essentiellement réels. Nous aurons alors
¢ = Cefe Cefe,
La solution réelle sera donnée par
¢ = Ccose + C'cose’.
Quelle est la signification de ces deux termes? Le premier,
en [us -+ At, représente une onde qui se propage en un certain
. A .
sens, avec la vitesse 7o = Vgh : c’est une onde progressive. Le

second lerme, en — {5 -+ h¢, représente une autre onde pro-
gressive se propageant avec la méme vitesse, mais dans le sens
contraire.

LLa marée sera lc résultat de ces deux ondes.

Supposons que 1'on ait GC= C'. Nous pourrons écrire alors

e+¢e° e—¢
cos

¢ =2Ccos

Or, ¢+ ¢’ ne dépend que de ¢, tandis que ¢ — ¢’ ne dépend que
de s. Il en résulie donc que la phase du phénoméne sera la méme
dans tout le canal : la marée haute se produira en méme temps en
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tous les points. Toutefois, le facteur réel cos peut avoir le
signe . Dans les régions du canal o il a le signe -t-, nous

c € +e' . .
aurons marée haute lorsque cos atteint son maximum —-1;

nous aurons alors, au contraire, marée basse dans les régions du

. €
canal ou cos

—¢ .
est négatif.

e . ..
atteint son mimmmum — 1.

. . e
L’inverse a lieu lorsque cos

Il n'y aura donc pas de lignes cotidales proprement dites : le -
canal sera parlagé en plages séparées par des hgnes nodales ou la
marée est conslamment nulle.

On a affaire & une onde stationnaire.

Cest ce qui se produit lorsqu’une onde se rélléchit tolalement
sur une paroi.

En toute rigueur, il ne saurait y avoir de réflexion parfaitement
réguliére si 'on tient compte de la force centrifuge composée (§ 66),
a cause de la dénivellation qui existe entre les deux rives. Toute-
fois, dans un canal étroil, cette dénivellation est faible et son chan-
gement de sens par suite de la réflexion produira simplement un
léger clapotis qui se superposera a.l’onde stationnaire.

Considérons, au contraire, le cas odt B’ = 0. Nous n’aurons plus
alors qu'une onde progressive simple.

Il existe entre ces deux cas extrémes une différence essentielle.

Comparons, en effet, la phase de la marée avec celle du courant
de marée. La marée § est proportionnelle a o, tandis que la vitesse
du courant de marée est donnée par

L
dt ~ dsdt

Dans le cas de 'onde stationnaire,

Mo . oe—+¢e ., e—g

dty
dsdt_zc_ m——2 sin 2

A . .. .
——:—L est essentiellement positif. Par conséquent, tandis que o est

du . . e-¢
=z €st proportionnel & sin——. L

. e+ ¢
proportionnel a cos ’

hauteur de la marée et le courant de marée sont décalés de 1;- l'un
par rapport & l'autre.
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Dans le cas de I'onde progressive simple, au contraire, nous
avons, en raisonnant cette fois sur la solution imaginaire,

o= B efphs-+ht
et

du ]
—_— ; i N s
~ = Bipheipstre;

p et 7A étanl réels, {ph est réel. Les phases des deux expres-
sions sont donc égales ou opposées : il n’existera pas de décalage
entre la marée et le courant.

Nous ne reviendrons pas sur le phénoméne déja étudié (§ 43)
de la propagation d’une onde progressive simple dans un canal
indéfini de largeur constante partagé en deux biefs pour lesquels
la profondeur est respectivement % et A'. On aurait dans le pre-
mier bief

¢ = Beips+ht 4 B'e—tps+7u,

dans le second
= B eips+he,

et 'on déduirait des conditions de continuité

B = __QB_h__l.
R \/7 o

Si A' < h, 'amplitude-de 'onde réfractée sera supérieure a celle
de I'onde incidente.

On comprend aisémenl qu'il doive en étre ainsi, car la masse’
liquide mise en mouvement étant plus petite dans le second bief,
et Pénergie se conservant, 'amplitude de I'onde doit augmenter.
C’est ce qui se produit, par exemple, dans ]Ja Manche.

Si le second canal, de profondeur moindre, se trouve fermé par
un cul-de-sac, 'onde réfractée va se réfléchir a4 son tour; elle
éprouvera une nouvelle réflexion sur le seuil et une partie se trou-
vera transmise dans le canal de gauche. Finalement, nous pour-
rons réunir les ondes marchant dans le méme sens dans chacun
des canaux. .

Je dis que nous aurons égalité d’intensité entre ces deux séries
d’ondes (fig. 22), aussi bien dans le canal de gauche que dans
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le canal de droite, méme si les sections sont supposées diffé-
rentes. Nous démontrerons, en effet, bientot (§ 137) que, lorsque
le potentiel est négligeable, on a, en considérant une portion q:lel—
conque du volume liquide hm1tee par deux sections ¢ et o, la

3[4

laquelle exprime que la quantité d’énergie qui pénétre par suite
des ondes a travers la surface latérale est nulle (§ 133).

relation générale

Fig. 22.
—_
P ———
—
$50 s=a
——

s¢o s$=0

Il restera donc bien seulement une onde stationnaire dans chacun
des deux canaux.

Voyons quelles relations existent entre les intensités et les
phases de ces ondes.

Soient ¢, A etV la section, Ja profondeur et la vitesse de pro-
pagation dans le grand canal; o, 4/, V' les quantités analogues pour
le petit.

Nous aurons dans le grand canal une onde stationnaire

¢ = A cosidtcos <%f +s>,
et dans le petit
¢ =B cosik¢cos (Lv)\,f+e'>.
. d
Pour s = a, on doit avoir 7:? = o0; donc

iha
V’ +e'= 0,

ce qui détermine ¢'.
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: do ;. . .
Pour s=o0, o et P doivent étre continus; ce qut donne

A cose = B cos¢/,
A sine = kB sin¢/,
en posant

oV
k=vs

k sera plus petit que un, si 'on suppose le second canal plus
élroit et moins profond que le premier; car les sections sont
proportionnelles aux profondeurs et les vitcsses seulement aux
racines carrées. On a donc

A?= B2(cos?e' 4 k2sin2e’).

2¢/s il est donc

<>

Le coefficient de B2 peut s’écrire 1 — (1 — A?) sin
inférieur 4 un, quel que soit ¢’. Donc

B> A.

La marée sera plus forte dans le pelit canal.
« . | .
Le maximum de renforcement a lieu quand cos¢’ = o; alors

A
B = '/? .
La longueur d’onde A de 'onde stationnaire du petit canal étant

i

> , on a alors
A

. 1 " ? .
La longueur du petit canal est donc le | de longueur d onde
. . A . , . N : de
Si 'on avait a = > il en résulterait B = A; il n’y aurail pas
renforcement.
. . . n
Au fond du petit canal, nous avons toujours un ventre; OR ed
\ . u
retrouve un autre a une demi-longueur d’onde, avec un n®

. c1 ey . A ) -
intermédiaire 4 la distance 7 La haute mer et la basse mer se pro

duisent quand ¢%¢ est un multiple de =; il y aura, dans le Pe:]'lt
canal, concordance de phase ou phase opposée suvant le signe du
coefficient de cosi)¢ : la phase change de sens en passant par un
nceud.
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. . . pas A
Si la longueur du petit canal est inférieure & 7 il n’y aura pas

de nceud dans’le canal : il y aura concordance de phase entre la
marée dans le petit canal et la marée extérieure. °

; A 3A o L
Pour une longueur comprise entre — et s il existe un seul
i

ncead : on a basse mer au-fond du canal pour haute mer au large
et a 'entrée, et ainsi de suite.

Nous verrons que, lorsqu’on tient compte du potentiel pertur-
bateur, ces relations de concordance peuvent étre con51dera})1e—

ment modifiées (§ 132).

132. Propagation des oscillations contraintes. — Nous allons
maintenant envisager le cas ol le potentiel perturbateur W ne
peut pas étre négligé dans I'étendue du canal considéré. Ce poten-
tiel dépend a la fois de § et de ¢, c'est-a-dire de s. Nous admet-
trons que le canal est assez peu long pour que W puisse étre dé-

‘veloppé en une série de Taylor procédant suivant les puissances
de s et ne comprenant que les trois premiers termes, soit

W= (as?+28s+7)eM=wel,
Nous aurons alors & intégrer I'équation différentielle

ghﬂ = Mg — (as?+2Bs + y)er,

L’équation compléte admet pour solution particuliére
( W 2ghoc> ot
e :

L’intégrale générale sera donc

= ( s 4 B e—lps - i Z‘i”“’> oM,
i élant toujours donné par
=—ghp.

Quant a la hauteur § de la marée, elle sera

2
L= g',(ﬂcp —W)= % (Bew+ B’ e—ivs + 3%) e,
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On voit donc que si a = o, ¢’est-a-dire si le potentiel perturba-
teur est une fonction linéaire de l'arc s, Jamarée sera la méme que
s'il n'y avait pas de forces extérieures.

Si, en plus de @ = o, on a aussi

{B=B1,

il se produira une onde stationnaire (§ 131); par suite, il n’exis-
tera pas de lignes cotidales, mais des plages cotidales séparées par
des lignes nodales. :

Imaginons un canalouvert & ses deux extrémités, par exemple
un détroit. Soit s = o0 et s =/ les deux extrémités. Comment dé-
terminerons-nous les deux constantes arbitraires qui figurent dans
I'expression de §?

On peat admettre que la marée soit connue dans les deux
océans ou débouche le détroit, car la marée du détroit n’aura
Eune influence insensible sur celle des océans : { est donc donné
aux deux extrémités, d’ott deux équations de condition qui don-
neront B et B'.

Dans ce cas, méme si « = o, rien n’empéche que la dlfference
des heures de la marée aux deux extrémités soit telle que l'on
ait B’ = o, c’est-a-dire qu’il existe dans le détroit une onde pure-
ment progressive.

Imaginons, au contraire, un canal fermé par les deuz bouts.

A chaque extrémité, il faudra satisfaire & la condition Tig =o,
c’est-a-dire

Mip(Beits— B'e—is) +aas 4+ 2p = o.

D’ D'ot, pour s=o0 et s=/, deux équations qui détermmeront B
et et B [ )

Si g=f =0, clest-a-dire si le potentiel perturbateur est le
meme en tous les points du canal, on retombe sur l'oscillation
propre du canal et 'on a une onde stationnaire (B =B').

Dans le cas d’un canal fermé parles deux bouts, il suffit d’ailleurs
que I'on ait . = o, § restant différent de zéro, pour que la phase de
la marée soit ]a méme danstout le canal. On a, en effet, en retran-
chant membre & membre les deux équations de condition aux
limites,

B — B'= Beip/— B'e—it/,
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ce qui entraine nécessairement '
|B|=|B|

Nous pouvons considérer également un canal fermé a une de
ses extrémités et débouchant sur un océan. Ce cas se rapproche
sensiblement de celui de la mer Rouge. Au débouché du canal, -
pour s =/, nous devrons avoir

2 p
= %(Beiw—i— B’ e—inl 4 lé;f“) eM,
¢ étant donné. .

A Dextrémité fermée s = o, noud aurons
Mip(B—B)+28 =0

D’ou l'on tirera encore B et B'.

Sil’on avait « = B = o, on aurait une onde stationnaire.

Un cas particulier remarquable se présente lorsque la longueur
du canal est & peu prés égale a + de la longueur d’onde
ou & un multiple impair du quart de cette longueur d’onde. En

effet, la longueur d’'onde d’une oscillation de période %, qui se

. . 23 2t
propagerait avec la vitesse v gh= %, étant %—, nous aurons alors

sensiblement
el = — e—iwd,

Les deux équations qui déterminent B et B’ sont

gL=2»? (B el 4 B’ e—ipd 4 2;,;7:1) o,

Mip(B—B')+ 2B =o.

Je dis que leur déterminant est nul. En effet, on a

elpl © g—ipd

= el + e~ = o,
I —1

en vertu de ’hypothése.

Il en résulte que B et B seraient infinis sila longueur { du canal
était exactement le quart de la longueur d’onde. Si elle en est
seulement trés voisine, nous nous trouverons en présence d'un
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cas de résonance. Nous avons alors sensiblement
B =B

En effet, B et B’ sont I'un et l'autre trés grands; d’autre part,

comme
Mip(B—B')=—28,

B — B’ est fini; on a donc sensiblement

2=
B’

D’un autre coté, nous pouvons, dans ’expression de ¢, négliger
alors 2 gho devanl B et B'; ce qui donne sensiblement

&% = A2Beips+ht 4 )2 Ble-ips+he,

c’est-a-dire que nous retombons sur la formule des oscillations
propres. Comme B =B/, I'onde est slationnaire, et la phase de la
marée sera la méme dans tout le golfe.

Mais il importe de remarquer qu’il n’est nullement nécessaire
que cette phase soit la méme que celle de la marée dans I’ océan
sur lequel débouche le golfe.

En effet, le rapport des arguments de § dans le golfe eta l'em-
bouchure peut trés bien étre imaginaire.

On montrerait par une analyse semblable que, pour un canal
fermé 4 ses deux extrémités, la longueur critique correspondant
a une résonance est égale 4 un multiple quelconque de la demi-
longueur d’onde de loscillation propre ayant pour période la

, . 27 . . ., .
période N de la force perturbatrice. Nous avons étudié cette réso-

nance en détail pour le cas particulier d’un canal dirigé suivant un

paralléle (§ 129).

133. Energie transportée par une oscillation propre dans un

canal. — Nous avons vu, en étudiant les oscillations propres
d’un canal de profondeur et de largeur constantes (§ 131), que
I'on avait
¢ = Cele+ Cle’e
avec
ie = ius-+At-+ia,
ie'=—ips—+ ht-+id
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Considérons maintenant le courant de marée

du _
dt — dsdt

= {ph(Cele— Cleie’),

Si nous prenons les parties réelles de ces expressions imagi-
naires, nous aurons, £\ étant réel,

¢ = Ccose+ C'cose/,

%—L: = pA(C coss — G’ cose’).

Formons l'expression

® %ltf = {pA(C2cos?e — C'2cos?e’).

C’est une fonction périodique du temps. Si nous cherchons sa

d
valeur moyenne [CP 7?]1 en remarquant que '

1
[cos2(at+ b)] = 3
nous obtiendrons

[¢%] = L er—cm.

Nous savons que les deux termes de ¢ représentent deux ondes
progressives se propageant en sens inverse. Les intensités de
ces ondes sont proportionnelles aux carrés de leurs amplitudes
respectives, c’est-a-dire a C? et (/2; de sorte que la quantité
d’énergie qui passe, en vertu de la propagation de ces deux ondes,
a travers un élément de section du canal sera proportionnelle

a G2 — (-,
Donc ’f? ‘;—L:] représente cette quantité d’énergie.

Si C=C(/, les deux ondes progressives se combinent en une
onde stationnaire, et la quantité d’énergie qui passe & travers une
section est alors nulle.

134. Expression générale de l’énergie d’un liquide en oscilla--
tion. — La définition a laquelle nous venons d’étre conduits dans.
le cas trés simple d’un canal de profondeur et de largeur constantes.
peut étre généralisée ainsi qu’il suit : Si dans une oscillation.
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quelconque, se propageant dans une aire quelconque, N repré-
sente la composante du déplacement normale 4 un élément de
surface, la quantité d’énergie qui le traversera sera proportion-

5 . dN
nelle & la fonction [? W]
Pour justifier cette extension, reprenons les équations générales

du mouvement d’un liquide tournant (§ 59), 'axe du monde étant
pris pour axe des 3,

dru do _d(V—p) _ o
de &% T " de T dz
dzy du _d(V—p) d\y
P7 R i —dy  dy’
drw d(V—p) dryg
T e—— OO —_—)

de dz dz
avec I'équation de continuité
du

- =0,

dz
Multiplions 1 iére d équati 2 1 d
ultiplions la premiere de ces equations par —m» seconde
dv 1 oo dw . .31 viend
par Zi’ a troisieme par T et ajoutons; 1l viendra

d*u du _~p d\y du
det dt _2 dz dt’

Considérons un volume liquide quelconque limité par la sur-
face S. Soit T la quantité de force vive existant & 'intérieur de ce

Fig. 23.

volume; on aura, en désignant par dt un élément de volume et
prenant la densité du liquide pour unité,

T =f-;—2<z—z;>2dr.

P. — IIL 15
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D’ot, en différentiant,
dT du d’u d\re
?i_t=f271? a5 ¢ fz d:c dt

Or, en désignant par F une fonction quelconque des coordon-
nées, nous avons la formule d’intégration par parties

fZAEd —fFZAadc_fF

les intégrales de volume étant étendues & tous les éléments d=z du
volume considéré et les intégrales de surface a tous les éléments do
de la surface limite S; «, B, y sont les cosinus directeurs de la
normale 4 ’élément do.

Remplagons respectivement dans cette formule

F, A, B, C
par '
o, du, do dw
ode’ di’ dt

et remarquons que

du dN
E Aa _Z qr T dr’
N étant la composante normale du déplacement

N=oau + v+ yw.

Nous aurons ainsi

dT du,
?i?=f)\2w dc—f)\’cpdtz

Mais la seconde de ces intégrales estnulle, en vertu del’équation
de continuité ; il reste donc simplement

-—_)\ ‘/loﬂdcr

Or, la demi-force vive T est une fonction périodique du temps; il
daT
en sera donc de méme de —-» dont la valeur moyenne sera nulle.

Il en résulte que nous avons

dN
f[t? -CT[] de = o,
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135. Le calcul que nous venons de faire reste vrai, que I'on
prenne toutes les composantes de la marée, ou une seule d’entre
elles, ou encore une combinaison quelconque de ces composantes.
Si, toutefois, on se bornait a considérer une composante isochrone
imaginaire, ¢ et N étant alors proportionnels a ¢, la fonction

dN . . . . .
® —— serail proportionnelle a e*M et sa valeur moyenne seraitnulle.

T odt
dN
f I:cp m] ds =o0
serait donc illusoire.

La formule

Pour que le théoréme exprimé par cette égalité ait un sens, il
faut considérer deux composantes isochrones imaginaires conju-
guées, ou bien, ce qui revient an méme, une composante réelle.

136. Relation générale entre le potentiel perturbateur et la
marée. — Considérons une portion du volume de l'océan limitée
par la surface libre, le fond et la surface latérale d’un céne a
génératrices verticales ayant pour sommet le centre de la Terre,
et appliquon’s & cette masse liquide la formule générale

[ [ 4=

Comme la surface limite cowmprend trois parties distinctes,
nous aurons trois termes différents dans l'intégrale du premier
membre :

1° L’intégrale relative a la surface du fond est nulle, puisqu’en
tous les points du fond, on a constamment N = o;
2 Sur la surface libre, nous avons

AMo=g{+I'"+W
w:E Cere,

la sommation étant étendue aux deux composantes isochrones
considérées. D’ailleurs, N ={. L’intégrale relative 4 la surface
libre comprendra donc trois termes :

a. D’abord :
%‘/‘g[tj—f] ds.

en posant ici
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Ce terme est nul, car, {2 étant une fonction périodique du temps,
la valeur moyenne de sa dérivée est nulle.

b. Nous avons ensuite le terme

5[] e

Il ne sera pas nul en général, mais il existe un cas ou ce terme
sera nul également : c’est celui ot le volume considéré comprend
I'océan tout entier.

En effet, 11" est le potenuel dit & lattraction d’une couche atti-
rante de densité — § répandue i la surface de I'océan, et nous
avons, en vertu d’'un théoréme connu de la théorie du potentiel,

fw"‘da—ft’ﬂd —;f‘“g” ds.

Or, {II” étant une fonction périodique du temps, la valeur
moyenne de sa dérivée est nulle.

¢. Le troisiéme terme est

HANEIE

Clest & lui que se réduira l'intégrale relative & la surface libre
si nous nous plagons dans le cas d'un volume liquide étendu 2
I'océan tout entier.

3° Nous avons enfin l'intégrale relative a la surface latérale,
mais elle est nulle également dans le cas considéré.

1l nous reste alors simplement

f [WZE] de = o,

l'intégrale élant étendue a la surface libre de l'océan tout entier.

Nous verrons dans la cinquiéme Partie qu'on déduit de cette
équation que l'action des astres sur 'océan seul ne peut pas pro-
duire de couple retardateur de la rotation terrestre.

137. Si le volume liquide considéré ne comprend pas I'océan
toul entier, nous poserons

I'= I+ 10},
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IT; étant 'attraction de la partie du bourrelet liquide comprise a
l'intérieur du volume T, I Pattraction de la partie du bourrelet
liquide comprise a 'extérieur de ce volume,

Alors, le raisonnement précédent pouvant s’appliquer a IIj,

nous aurons
1} d |
f [H‘) 2%] de = o,

W,=1+W,

et, si nous posons

la portion de l'intégrale relative a la surface libre sera

%/[W1%]dc.

En général, IT} est négligeable devant W et I'on peut remplacer
W, par W dans cette intégrale, qu'il faut étendre 4 toute la sur-
face libre du volume T considéré.

Seulement, il faut de plus considérer ici la surface latérale de
ce volume. Pour évaluer I'intégrale correspondante, nous allons ~
profiter de ce que, la profondeur étant loujours supposée trés
faible, la valeur de ¢ est sensiblement constante sur une méme
verticale. .

Ecrivons, en effet, les équations du mouvement en prenant cette
fois comme axe des z, non plus I'axe de roiation de la Terre, mais
la verticale du lieu; p, g, r étant les composantes de la rotation,
I’équation en % sera (§ 59)

Nw42pho—2glu= Mj—ﬁ-

Considérons deux points sur la méme verticale, et soit 8¢ I'ac-

croissement de ¢ lorsqu’on passe de I'un a 'autre ; nous aurons

. 2p 29
8‘p=t/‘wdz+ )\fod ¥ uds.

¢ est de l'ordre de w. Le premier terme,fwdz, sera de 'ordre

de wh. Les coefficients des autres termes sont des quantités finies,
parce que p et ¢ sont de 'ordre de w et que A est trés voisin d’un
multiple de {w ; ces termes sont donc de 'ordre de u/k, c’est-a-dire
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de % I, donc trés petits par rapport & ¢, parce que /& est trés petit

par rapport & la longueur d’'onde. Ainsi, tous les termes de 3o
sont trés petits par rapport & ¢, et I'on peut prendre 8o = o.

Alors, les composantes u, ¢, w du déplacement resteront les

. N
mémes tout le long d’une méme verticale, et la valeur de ¢ f[&l?

sera la méme pour tout I'élément A ds de la surface latérale. En
appliquant la relation générale

f[?-(—icg]dc;:o

a toute la surface limitant le volume liquide considéré, nous avons

donc
1 d dN
—ﬁf[\\"—c-l—f]da—‘-fh[?%]ds:o'

Le premier terme représente le travail des forces extérieures;
le deuxiéme, I'éncrgie qui pénétre par suite des ondes, a travers la
. surface latérale.

. . . dN
i se a I ol
La signification que nous avons donnée & U'expression [cp =i

est donc bien justifiée, qu'il s’agisse d’oscillations propres ou
d’oscillations contraintes.

138. Conséquence : Sens de propagation des ondes progressives.
— Nous avons dit que W, était sensiblement égal & W, potentiel
de l'astre. Cherchons alors quel est le signe de Dexpression

Wﬂ . Supposons que nous ayons une composante isochrone
i PP q Y p
W =Mcos(at+ f)

produisant une marée

— §{ = Micos(at+v),

M et M, étanl tous deux positifs,

Si y=f, il n’y aura pas décalage ; sinon, la marée se trouvera
en avance ou en retard, une avance de plus d’'une demi-période
éqnivalant a un retard.

On dira que la marée est en avance si sin (y—f)>o0, et
qu'elle est en retard st sin (y — 8) <o.
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Formons [VV %] Nous avons

.
Wi’ = aMM, cos(at—+ B)sin(at+y)

dt
= aI\iMl sin(2at+ P+ 7))+ aM

2

M sin(y — ).

Donc

d MM,
[WZE]:gl 2 Lsin(y — B).

Dans 'expression

%/‘[W%]dc+.fh[cpgg—]ds=o,

le signe des éléments de la premiére intégrale dépendra donc de
Pavance ou du retard de la marée.

Supposons une plage ol la marée soit partout en avance;
la premicre intégrale sera positive et, comme A2 est négatif, la
seconde intégrale devra étre positive également. L'inverse se pro-
duirait si, dans l'aire considérée, la marée était partout en retard.

Réciproquement, si nous délimitons & la surface de 'océan une
certaine zone au moyen d’une courbe quelconque S, et si nous
supposons qu’a travers les éléments de cette courbe, des ondes
progressives fassent pénétrer de I’énergie, ces ondes ne pourront
dtre partout convergentes que si la premiére intégrale est positive,
c’est-d-dire si la marée est en avance a l'intérieur de la courbe.
De méme, ces ondes ne pourraient étre partout divergentes que
si la marée était en retard dans l'aire considérée.

En d'autres termes, les ondes progressives vont toujours des
points ol la marée est en retard vers les points ol la marée
est en avance.

Ce résultat peut paraitre paradoxal; il n’est cependant qu’une
conséquence directe du principe des forces vives. L’énergie totale
étant une fonction périodique du temps, sa valeur moyenne doit
étre nulle, Or, comme forces extérieures, nous avons l'attraction
des astres dont le travail est représenté par la premiére intégrale,
4 un facteur constant prés. Les autres forces sont la pression qui
s’exerce sur la surface limitant le volume, et dont le travail est
représenté par la seconde intégrale.
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L’équation exprime que la valeur moyenne du travail des forces
exlérieures doit étre nulle.

Sil'on a une onde progressive allant vers l'intérieur, le travail
des pressions est positif. D’autre part, I'attraction tend & accélérer
le mouvement si la marée est en retard et produit alors un travail
positif; ce travail serait négatif si la marée était en avance.

Par conséquent, si nous avons dans la région considérée la
mavée en avance, l'attraction tendra & ralentir le mouvement et,
pour que la marée reste périodique, il sera nécessaire qu'il vienne
du travail de I'extérieur pour compenser ce travail négatif.

Toutefois, ceci suppose que le frottement est négligeable.

Si le frottement était trés grand, comme, par exemple, dans un
canal trés peu profond, l'inverse pourrait alors se produire. Mais
dans un océan étendu, I'influence du frottement, ainsi que nous le
savons par les travaux de M. Hough, est trés peu sensible, et des
ondes progressives ne pourraient converger vers une méme région
que si la premiére intégrale était susceptible de prendre en cette
région une valeur absolue notable. Nous en déduirons bientét
I'impossibilité de la théorie par laquelle Whewell a cru pouvoir
expliquer la formation et la propagation des marées (§ 217).
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CHAPITRE X.

ETUDE DES PROCEDES D'INTEGRATION DES EQUATIONS
DU PROBLEME DES MAREES,

139. Méthode de Fredholm. — Nous avons, dans le Chapitre I,
étudié d'une fagon générale les conditions des petites oscillations
propres ou contraintes d’un systéme mécanique, et nous avons

" donné la solution compléte du probléme dans le cas ou le systéme
considéré possédait un nombre fini de degrés de liberté.

On sait que le calcul se raméne 4 la résolution d'un systéme
d’équations du premicr degré ou les inconnues ont pour coeffi-
cients des polynomes en A.

Lorsqu’il s’agit des oscillations contraintes, A est donné; pour
les oscillations propres, on commence par déterminer 7 4 'aide du
déterminant des équations.

Dans un cas comme dans l'autre, le probléme est toujours ra-
mené 4 la considération d'un systéme d’équations et de son
déterminant.

Lorsque, de Pétude d’un systéme constitué par un nombre fini
de points discrets, nous avons voulu passer & celle d'un systéme
naturel continu, nous avons été amenés & écrire un petit nombre
d’équations différentielles devant servir & déterminer certaines
fonctions inconnues.

Mais, si nous avions pu distinguer entre chacune des molécules
dont est formé le volume des mers, nous aurions eu un nombre
extrémement grand d'équations algébriques pour déterminer
autant de constantes inconnues.

On congoit donc que l'intégration de nos équations diffé-
rentielles puisse se faire par une généralisation judicieuse de la
théorie des déterminants et des systcmes du premier degré.

TelleY est précisément l'idée essentielle de la méthode de
M. Fredholm, dont la découverte récente a fait faire un progrés
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considérable & la théorie des équations anx dérivées partielles que
l'on rencontre dans la plupart des probléemes de Physique mathé-
matique.

140. Avant d’appliquer la méthode de Fredholm & 'intégration
des équations différentielles de la théorie des marées, nous allons
sommairement en exposer les principes généraux.

Soit un systeme de n équations linéaires & n inconnues se pré-
sentant sous la forme

v = Z Apyh

les coefficients A;; étant des constantes.
Nous pouvons résoudre ce systéme par rapport & yx et en

déduire
Y= ZBt/.-xi.

Nous avons ainsi deux substitutions linéaires inverses : les z
sont fonctions linéaires des y, et inversement.
Cette notion simple peut étre généralisée de plusieurs maniéres :

1° D’abord par une intégrale définie. Supposons, par exemple,
deux fonctions ¢ et o liées par la relation

‘ .
¢wwi[ﬂaymwnv=5ﬂm-

La fonction f (2, ) est unc donnée, elle constitue ce qu’on
appelle le noyau. Faire subir & o () P'opération S consistera a

1
prendre l'intégrale déﬁnie[ S(z,07) o (y) dy.

@ et ¢ sont ici deux fonctions inconnues, et le noyau correspond
aux divers coefficients Aj; en regardant la quadrature comme une
limite de somme, nous avons une relation linéaire avec une infinité
d’inconnues.

2" Un autre mode de généralisation est obtenu par les séries ;
soit, par exemple,

p(2)= Y bu(@).

Les ax sont des coefficients & déterminer : ils correspondent
aux Y, ‘pk a Aik.
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3° Nous pouvons avoir enfin une relation linéaire de la forme
o(x) =4 () +a{ (@) + pd(x),
a et {3 étant des fonctions données de z.

{/(z) constitue une combinaison linéaire, puisque c’est la
limite de ¥+ Ez_ql(x)-

141. Quand on inverse une relation linéaire ordinaire, on ob-
tient une relation de méme nature.

En partant d’une des formules généralisées, nous pourrons

trouver par l'inversion, soit une relation de méme nature, soit
une relation de nature différente.

D’une intégrale définie, par exemple, nous pourrons obtenir
encore une intégrale définie. Tel est le cas de l'intégrale de
Fourier

f.ﬁ(w)=/ elxr Y(y)dy,

dont l'inversion donne
~+ o
21:4;(_}/):/ e-ixy o(x) dz.
—c0
Au contraire, d’une série comme la série de Fourier
o) = S asae,

nous aurons par inversion une intégrale définie
27
zmz/..=f e~tkx o(x) da.
0

Enfin, en inversant une relation sous forme d’intégrale définie,
on peut obtenir une relation sous forme d’équation différentielle.
Un exemple simple de cette derniére inversion nous est fourni par
I'équation de Poisson.

Si nous supposons que V soit le potentiel d'une matiére atti-
rante de densité p, on a

Vv =f p’—’(_h—';

d7' étant un élément de volume 3 la distance r du point attiré
z,¥,5, et p' la densité au centre de gravité de cet élément.
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En inversant, nous avons

AV =—4mp,

c’est-a-dire que p est donné par une expression différentielle.

Clest ce dernier mode d’'inversion qui est applicable 4 la solution
du probléeme des marées. Les équations que nous avons appris
a former dans les précédents Chapitres sont des équations diffé-
rentielles; nous en déduirons, par inversion, des équations
intégrales du type de I'équation de Fredholm.

142. Equation intégrale de Fredholm. — L’équation de Fred-
holm est de la forme

1
O 2@ =) [ f(@,7)9() dy + ().
) 0

On peut aussi I'écrire, en donnant 3 opérateur S la signifi-
cation définie au paragraphe 140,

¢(z) = A8 ¢(2) + 4(2);

A est un paramétre arbitraire ; ¢ (2) est une fonction donnée, de
méme que le noyau f (x, ¥); % (x) estla fonction inconnue que
I'on se propose de déterminer.

Nous introduirons la notation suivante :

f/x1 Ly oea xn)——lf(zh )l
(J’l Y2 e Yn Lk

pour représenter le déterminant dont le terme général est f(x;¥x).
Ce déterminant a n lignes et n colonnes; ce sera, 'par exemple,
dans le cas n = 3,

Sy flmys) f(21ys)
Sz 1) Sf(@ay2) flxays) |;
Slxs ) f(@wayz) flasys)

S (z, y) étant une donnée de la question, le déterminant sera
donné également, '

L’équation (1) peut étre considérée comme la généralisation
d’un systeme d’équations linéaires de la forme

(2) .z",-.—_)\ZA”(w/c+yi.
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Les y correspondent 4 § (), ce sont des données ;

Les z correspondent 4 ¢ (z) et ce sont des inconnues.

2 Ajxxx est une combinaison linéaire des z ‘qui correspond a
S ¢ (z). Nous allons bient6t voir que la résolution de I’équation (1)
et celle du systéme (2) peuvent se faire par des procédés tout a
fait analogues.

Résolvons, en effet, le systéme d’équations (2 ) par rapportaux z,
et nous obtiendrons

}’/. )\2 NlL

Nix et D étant des constantes dont voici la signification. D est le
déterminant de nos équations linéaires; ce serait, par exemple,
dans le cas de deux variables,

t—AA; L —AAg
—)\Ag1 I—')\A-22

D’une fagon générale, le coefficient de zx dans la 7™ équation

sera
— XAy s z k.

1—AAy; si =k.

Pour définir Ny, considérons les mineurs du déterminant D.
La résolution du systéme d’équations par rapport & # nous donne

directement’
Zp= Z let‘)

M;; étant le mineur obtenu en supprimantlaligne ¢ etla colonne 4.
Dans le cas ol i =k, ce mineur aura sur toute sa diagonale un
terme 1— AA;;, et nous poserons alors

fii=1— A N,’i.
Dans le cas ou ¢ 2 &, nous écrirons
M= — AN;z.

Avec ces notations, la solution se présente bien sous la forme

/s N
=5 —A Yy
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Nous allons nous occuper maintenant de développer D et N.
Ce sont des polynomes entiers en A que 'on peut mettre sous la

forme
D =1 —)\Sl+)\282—...,

Nip=Sh— A8, + A28, —. ...

Désignons par

A Ay .. Op

oy Og ... Oy

celui des mineurs du déterminant D qui est formé avec les Ay,
les ¢ et les & prenant les valeurs a,, ay, ..., %a.
Nous trouverons

. s=3

le 3 s’étendant a tous les mineurs d’ordre n de la forme envisagée,
mais en regardant comme différents ceux qui ne different que par
lordre des lettres a;; si nous ne faisons pas cette distinction,
comme chaque mineur d’ordre n apparaitra ! fois, nous devrons
écrire '

L4 n!S,,=2

eux mineurs qui ne different que par L'ordre des o n’étant plu
d diff t I'ordre d ’étant plus
regardés comme différents.
Développons de méme Ny Le coefficient S), de \* sera une
somme de déterminants ayant une ligne et une colonne de plus
de dét ts ayant 1 t 1 de pl
que les déterminants correspondants du coefficient S, : on les
obtiendra d’ailleurs en hordant respectivement chacun des mineurs
de A qui constituent S,, de la k'™ ligne et de la ¢ colonne.
Nous aurons donc, en sommant sans séparer les mineurs égaux,

%y O ves Gp
)

%y G2 . Op

ay %y ... Up
?

oy G ... Oy

. , k o a ... a,
n!S,=1. .
T 0 Ay ... Qp

Telle est la.solution du systéme d’équations linéaires considéré.
143. 1l s’agit maintenant de généraliser cette solution pour

I'étendre & I'équation de Fredholm.
Alors, & Ay correspond f(zi, yi)dys.
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A Pindice a;, nous ferons correspondre la valeur z; de la
variable z ; de telle sorte que le mineur

Ap Uy e Uy

oy Ay ... Op

deviendra le déterminant formé avec f(x;, zx) dzs.
La formule qui donne S, s’écrira donc avec nos notations

n!S,,:ff( ARG x")dw,dxg...dx",

Xy Tz .. Xy

I'intégrale étant prise entre les limites o et 1.

On voit que S, est une donnée, qui se calculera par de simples
quadratures.

Nous obtiendrons de méme S), en remarquant que l'indice ¢
correspond a la valeur z et 'indice & a la valeur y; par suite

n!Sh=ff<y TP x")dxidxz...dxm

r Xy Ty ... @y

Pintégration étant encore faite entre les mémes limites.

S, n’est donc plus une constante, comme I'était S,; c’est une
fonction de z et de y, mais on peut également la calculer par des
quadratures.

Alors, la solution de I’équation de Fredholm sera

)
) 2 =4 =2 [ da i) SIS

avec
D)) =2—_*-)\"S”,

N(x,;',x)=2ikns;.

La solution est ainsi obtenue par une généralisation fort natu-
relle de celle des équations linéaires. Il faut toutefois s’assurer que
cette généralisation est légitime.

Nous n’entrerons pas ici dans les détails de la démonstration ;
nous indiquerons seulement qu'en s’appuyant sur un théoréme
de M. Hadamard, Fredholm a démontré que, si

[f(z, 7)) <M,
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on a
n!'S,< Meynl.

Il en résulte que D()) est une série toujours convergente; c’est
une série analogue a celle qui donne e=.
1l en est de méme de N. Par conséquent, la fonction sous le

signefest une fonction méromorphe de A. Malheureusement,

chaque terme n’est pas facile a calculer.

144. Cas o la méthode est en défaut. — La méthode se trou-
verait en défaut pour les valeurs de A qui annulent D(X). Clest ce
qui se présente en cas de résonance. Tant que X n’est pas égal &
une des valeurs correspondant aux périodes d’oscillations propres,
c’est-a~dire tant que D()) n’est pas nul, nous trouverons pour la
solution une valeur finie; la solution deviendrait, au contraire,
infinie si la résonance était parfaite.

Supposons maintenant que D())=o0 pour A =;; la solution
donnée par l'équation (3) sera en général infinie; elle pourra
rester finie cependant pour un choix convenable dela fonction ()

si le numéraleur
f N Y(z)de

s'annule. De plus, 'équation sans second membre
o(z) =4S ¢(2),

ou l'on a remplacé {(x) par zéro, admettra une solution ¢;(2), de

sorte qu’on aura
oi(z) = NS i(@).

Cette solution correspondra dans le cas des marées a une oscil-
lation propre du systéme. On pourra alors ajouter a la solution (3)
cette fonction ¢;(z) multipliée par un facteur constant arbitraire,
en sorte que la solution de I'équation de Fredholm devient indé-
terminée.

Clest ainsi que, dans le cas d’un systéme d’équations ordinaires
du premier degré, quand le déterminant s’annule :

1° La solution devient en général infinie, et indéterminée dans
certains cas particuliers;
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2° Les équations homogénes, c’esi-a-dire privées de second
membre, admettent une solution.

145. Equation intégrale généralisée. — Le résultat obtenu
avec 'équation de Fredholm est susceptlble de nombreuses géné-
ralisations.

H
En premler lieu, au liew de prendre zéro et un comme limites

d’ lntegratlon, on peut prendre des limites quelconques il est évi-
dent que rien ne serait changé. 4 -
En second lieu, on peut considérer des intégrales doubles ou
multiples : la méthode s’appliquerait également sans modifications
essentielles.
Supposons que Pon ait

0(M)—)\fw(N)f('Vl N) do + $(M);

‘M et N sont deux points de coordonnées respectives z, ¥; &, n si-
tués a l'intérieur d’une certaine aire du plan. do est 'élément de -
surface dfdn dont le centre de gravité est N. Nous supposons
donnée la fonction f(M,N) des quatre variables z, ¥, § n : c’est
le noyau; §(M) est une fonction de z, y également donnée. La
fonction o est a determmer, et nous considérons lmtegrale

f o(N)f(M, N)ds comme étendue & l'aire entiére.
En désignant par

.

f<M1 My, ... M,,)
My M, ... M,

le déterminant dont ’élément général est f(M; M) pris pour
tous les centres de gravité respectifs M,, My, ..., My, nous

aurons
. "M; M, ... M,
118, = dsy dey ... dsy,
7 it ff( My, M, .. Mn> Gy ACGs Gn

et Ja solution s’achévera comme précédemment.
146. Noyaux réitérés. — Reprenons la notation
Se(2) = [ =y e dy

qui définit une substitution linéaire appliquée 4 la fonction ¢." "
P. — IIL. 16
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Appliquons-la plusieurs fois de suite. Nous aurons
S () = [ 7219 ds,
Sto(a) = [ f@, ) (7, 9)9(5) dy ds,
S9(a) = [ f(0,7) £ 5) f (5 0 9(0) dy da db,

...............................................

Si nous posons
Sa(z, 2) =ff(xv.7)f(.7s z)dy,
Al 6) = [ fa, 9 [ ) fiz, 1) dy, ds,

nous pourrons écrire
St9(2) = [ fa(a, 2) 9(2) d,
Sto(a) = [ fola 0 () dt,

S, 3), fs(z,y t), ... sont des noyaux réitérés.
Pour montrer l'importance de cette motion capitale dans la
théorie de Fredholm, prenons d’abord I'équation elle-méme,

9(2) =AS¢(2) + (=)
On peut, en premiére approximation, négliger X et prendre
o(@) = §(=).
Une deuxiéme approximation donnera
¢(w) = () + A5¢(=).
Puis, par d’autrés approximations succéssives,
9(2) = Y () + AS Y (@) + N S2Y(@) + M SY(@) .. ..

Les coefficients des termes successifs s’obtiendront donc en se
servant des noyaux réitérés, el nous aurons ainsi ¢(z) sous la
forme d’une série procédant suivant les puissances croissantes

de )\.

4
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Tout & I'heure, nous avions obtenu o(z) sous la forme d'un
quotient de deux séries entiéres en A. Ici, la division se trouve
effectuée. Seulement, il convient de remérquer que, dans la solution
de Fredholm, le numérateur et le dénominateur convergent tou-
jours, quel que soit A; tandis qu’ici la convergence a lieu seule-
ment si A est petit.

147. Appliquons'opération S aux deux membres de I'équation
de Fredholm
¢ (@) =AS¢(z)+ §(2).
Nous aurons ‘
Se(x)=48%20(x)+ S ().
D’ou
¢ () = M52¢(2)+AS¥(2) + $(=).

Les deux derniers termes du second membre sont des fonctions
connues. En partant du noyau simple, nous aurons donc obtenu
une équation de méme forme et équivalente, mais renfermant S2,
c’est-a~dire le noyau doublé. Et nous pourrions continuer de méme
a I'aide des noyaux réitérés. Or, la substitution d’un noyau réitéré
au noyau simple peut nous procurer dans cerlains cas un avantage
précieux. :

En effet, 'application de la méthode exige que le noyau simple
s0it constamment limité; il est nécessaire que I'on ait

| flz, )| <M.

Supposons que cette condition ne soit pas remplie. Considérons,
par exemple, le cas de I’équation intégrale i deux variables et
supposons que le noyau f(M, N) devienne infini d’ordre « lorsque
la distance MN est nulle :

. . )
Prenons un autre point P, fixe comme M, et considérons une

fonction f, (N, P) qui soit de 'ordre Np F,
Formons l'intégrale multiple

ff(M;N)fl(N’P)dcr

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



244 : * ' PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE X.

ds étant I'élémént dé surface (ou-de volume dans le cas-d’une
équation A trois variables) dont le centre de gravité est N. On
obtiendra ainsi une fonction ¢(M, P) et 'on reconnaitrait que
cette fonctlon est de l’bldre de o

- - A fay

W, o :
n étant Vordre de l’mtcgralc viso. oL '
Par conséquent, si le noyau simple devient infini d’ordre a, le
noyau double le sera d’ordre 20— n; de méme, le noyau p le
serait d’ordre p(a — n) + n.
Pour obtenir un noyau réitéré qui ne devienne plus mﬁm il
suffira donc de choisir p de telle sorte que

pla—n)+ n<o,
n(p=—1,
a < b . X
11 suffit donc que 'on ait
a<n.~

Ceci nous permettra d’appliquer Ja méthode de Fredholm,
méme dans le cas ou le noyau devient infini.

Ainsi la méthode sera applicable pour une intégrale simple
lorsque « < 1, pour une intégrale double lorsque & << 2, ete.

C’est 14 le point essentiel de la théorie.

148. Application de 1a méthode de Fredholm & l'équation de
Laplace. — Si nous commengons d’abord par faire abstraction de
I'attraction du bourrelet, les équations que nous avons rencon-
trées dans I'étude du probléeme des marées sont de la forme

A a%—+bd?+co+f,
© étant une fonction inconnue, et a, b, ¢, f des fonctions données
de z et y. De plus, il faut tenir compte des conditions aux
limites. s

Avant de chercher 4 intégrer ces équations, nous commencerons
par traiter une équation de méme forme et plus simple, 'équation
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de Laplace . . P : L v

[ LN

AV=0,. Lo ¢

qui définit le potentiel en dehors des masses attirantes.
On sait que, dans 'espace & trois (llmenszons, cette equatlon
est satisfaite par le potentiel newtonten. :; ., '
Dans le plan, au contraire, Icquatlon de Laplace n’est pas
satisfaite par le potenuel newtonien, mais elle l'est par le po-
tentiel logarlthmlque qu1 correspond & une;attraction proportlon—

nelle a . ' ' X

On passe facilement du premier cas au second. Clest ainsi que
le potenliel newtonien d’un cylindre indéfini dont les génératrices
sont paralleles & Oz et dont la densité est indépendante de z, se
raméne au potentiel logarithmique de la section'droite passant par
le point-attiré. Si w-.est la densité au centre de gravité de 1'élé-
ment do de la section droite situé & la distance.” du point attiré,
Pattraction newtomenne du cylmdre élementalre homogene indé-

fini ayant pour base cet element sera ,_&, elle est donc égale 3

celle que produirait I'élément do si la densité y était 2|n et si cette
attraction dérivait d’un potentiel logarithmique.

De méme, le potentiel newtonien d'une surface cylindrique dont
chaque génératrlce est homogene se raméne au potentlel logarith-
mique du contour de la section droite.

- Nous allons rappeler briévement les principales propriétés du
potentiel logarithmique.

Si nous considérons une aire plane attirante, 'expression du
potentiel logarithmique en un poimt-z, ¥ du plan de cette aire sera

—‘fpdtl’o"—: , D s

d<' étant un élément dela surface attlranLe, ¢’ la densité au centre
dc gravité de cet élément et r la distance de ce centre de grav1té
au point tonsidéré z, y. ' ' o

Ce potentiel satisfait 4 l’équatmn de Laplace én dehors des
mésses attirantes. En tout point faisant partie des masses attirantes,
le potentiel logarithmique satisfait & I'équation de Poisson

PR S et [

AV=—amp, ,- , , . RS

L . ‘ P ;
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On sait que, dans le cas du potentiel newtonien, la formule de
Poisson s’écrit
AV =— 4mp,

Celle qui est relative au potentiel logarithmique en est une con-
séquence immédiate, d’aprés les considérations précédentes.

149. Potentiel logarithmique de simple couche. — En suppo-
sant que les masses altirantes soient réparties sur une courbe
plane, nous aurons le potentiel logarithmique de simple couche

dont l'expression est
V=fp’ds’log’l_,

ds' étant I'élément de la ligne attirante.
Ce potentiel est une fonction continue. Mais en est-il de méme

.

., . qe dv
de ses dérivées, et en particulier de %?

.

Soient M le point z, 3 ; M/ le point attirant ds’; abaissons la nor-
male MN sur la courbe attirante : ]la composante de D'attraction

Fig. 24.

suivant cette normale a pour expression ( fig. 24)

dv ' 7.4 €08
7= vt
Il est intéressant de savoir ce qui se passe lorsque le point M
vient sur la courbe. ]
Prenons de part et d’autre du point N deux points o, § infini-
ment voisins. Ils partageront la courbe entiére en deux parties : le
petit arc «aNf et le reste de la courbe. D’ot deux parties dans
l'i ntégrale. Lorsque le point M se rapproche de N, quelque petit
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que soit «f3, la premiére partie tend vers wp, p étant la densité
en M; quant a I'autre partie, elle conserve la forme d’une intégrale.

On aura donc _
dav , 4.4 CO8
T = TP +fp ds _r_*l»,

I'intégrale étant prise sur la courbe, de o 4 8, en laissant de coté
le petit arc; c’est-a-dire, & la limite, étant prise sur la courbe
entiére. .

Si, au lieu de tendre vers N par des points intérieurs, on était
parti d’'un point extérieur & la courbe, on aurait trouvé pour la
premiére partie de 'intégrale — =p aa lieu de mp.

dv .
La composante normale T de Vattraction n’est donc pas une

fonction continue : elle éprouve un saut brusque de 2mp quand on
franchit la simple couche au point de densité o.

150. Potentiel logarithmique de double couche. — Considérons
deux courbes infiniment voisines; et supposons, bien que cette

Fig. 24 bis.

6‘%‘
4\

hypothése ne soit pas essentielle, que la distance ¢ de ces courbes,
estimée suivant la normale, soit constante ( fig. 24 bis).

Soient ds’ et ds’ deux éléments correspondants; sur ds' nous
supposerons une masse attirante p'ds’ et sur ds” une masse égale
et de signe contraire — p' ds’. Appelons r et r'les distances du
point z, y aux centres de gravité respectifs des éléments ds’ et ds”.
Nous aurons l’expression du potentiel logarithmique de double

couche enremplagant, dans celle du potentiel de simple couche, log—:-‘

1 N .« .
par logll. — log 5 Comme 7 et ' sont trés voisins, on a

log——log ,_silog— =—— =
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" _Nous aurons donc, abstraction faite de &,

v =[p' ERRAR
« r
Or,

ds' cosg o’
=P gy,

;d@’ étéd; ‘l’,?ngle' sous lequel on voit du point M I’élément ds'; par
suite
V= f o'do.

Pour voir ce qui se passe lorsque le point M se rapproche dela
courbe, menons la normale MN et la perpendiculaire «a M & cette
normale ( fig. 25). L’arc «f est vu de M sous P’angle =, donc

V=1r9+fp'd6’;

‘¢ est une quantité intermédiaire entre le maximum et le minimum
de p sur.23; & la limite, ce sera la valeur de p au point N.

+ “Fig. 25.

. L'intégrale est étendue au reste de la courbe, en dehors de
L'are «N3; 4 la limite, elle sera étendue & la courbe entiere.
_. Sil'on.se rapprochait du point N par I'extérieur, on aurait — mp
au lieu de =p. '
Par conséquent, le potentiel logarithmique de double couche
n’est pas une fonction continue dans tout le plan: elle est continue
4 lintérieur, ainsi qu'a Pextérieur de la couche attirante, mais
elle éprouve une discontinuité brusque de 2wp quand on franchit
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la double couche. On voit donc que le potentiel logarlthmlque de

double couche se comporte comme la dérivée prem1ére —_— du po-

tentiel logarithmique de simple couche.
[ .

151. Résolution du prob]éx;m de Dirichlet. — Nous allons nous
servir des propriétés du potentiel logarithmique pour résoudre,
par la-méthode de Fredholm, le probléme de Dirichlet dans le
plan. '

11 s’agit de trouver une fonction V qui soit harmonique al'inté-
rieur d’une courbe plane fermée et qul prenne sur cette courbe
des valeurs données V=F. :

Nous pourrons toujours représenter cette fonction par le poten-
tie] d’une double couche dont il faudra déterminer alors la den-
sité. Pour cela, nous hous servirons de l’éqpation

_ ¢ .4C05Q
— =
/. ' :
qui est de la méme forme qué I'équation intégrale de Fredholm

?(w)=7\ff(x,2)<9(5)dé+¢(,w)-

p-est la valeur de la densité au point M, c’est I'inconnue a4 déter-
miner : p correspond ae(x). Vestune fonctmn connue qui cor-

respond & §(x), ¢' correspond 4 p(§), ds’ & dt, & :? correspond

‘Fig. 26.

au noyau. Nous supposons que la courbe ne présente pas de points
anguleux, ce noyau est donc fini. Devant notre intégrale, il n'y a
pas de facteur X : pour retrouver la forme de Fredholm, nous réta-
blirons ce facteur, il suffira de faire ensuite A= 1. L'intégrale est
prise tout le long du contour ( fig. 26). ‘ :

Le probléme est donc entiérement reaolu par la méthode de

Fredholm o he
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152. Le plus souvent, dans les questions relatives aux marées,
nous aurons a nous donner sur le contour, non pas la valeurde V,

mais celle de
dV C dV
an VT
C étant une fonction donnée de s.

Commengons par envisager le cas oi 'on donne sur la courbe

dav
-‘7,—1" = F.
Nous nous servirons alors de la formule du potentiel logarith-
mique de simple couche ( fig. 27).
av , 5.4 COS
Tn =ﬂp+f9 a5 2,

7

Fig. 25.

v AN

Observons tout d’abord que la fonction F ne peut pas étre
quelconque. En effet, nous aurons, en vertu de la formule de
Green,

av
a—,ids =—°/‘AVdcr=0,

puisque, la fonction V étant harmonique a I'intérieur du contour,

on a
AV =o.

Done, la fonction F doit satisfaire 4 la condition

des:o.

.. . + » COS
Supposons cette condition remphe. Le noyau est 1c1 ._ri, an

. (e} ] . . .
lieu de T(E; mais 1l reste également fini, et nous avons encore

une équation intégrale de Fredholm qui se résoudra sans diffi-
culté.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROCEDES D’INTEGRATION DES EQUATIONS DU PROBLEME DES MAREES. 251

Si, au contraire, la fonction F estarbitraire, on pourra toujours
trouver une fonction V satisfaisant 4 la condition -

av
-%=F+K,

K étant une constante- arbitraire dont on disposera de telle sorte
que
f (F +K)ds =o.

Mais alors, il reste a expliquer comment il se fait que la mé-
thode de Fredholm ne s’applique pas quelle que soit la fonction F.
Si nous rétablissons pour un instant le parameétre A, la solution
nous sera donnée sous forme d’un quotient de deux séries entiéres
en A. Or, il arrive ici que le dénominateur s'annule pour A =1. 1l
faut donc nécessairement que le numérateur s’annule aussi, et 'on
trouve précisément que cela exige

des:o.

153. Considérons maintenant le cas o nous nous donnons sur
la courbe (B et C étant deux fonctions données de s)
av av
- —— -+ BY,
an t ¢ ds
Ici encore, nous ne pourrions pas toujours prendre pour valeur
de cette expression une fonction F arbitraire,
Si, en effet, C est une constante, et si B est nul, nous devrons

poser

av ayv
%-!-C?l; —-F—I—K,

K étant une constante choisie de telle sorte que

f(F+K‘)ds=o.

En effet, nous avons

av
‘f(F+K)ds=f%ds+Cde.
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. Or, la premiére intégrale du second membre est nulle en, vertu
de la formule de Green et la seconde est nulle également puisque
'on fait tout le tour de la courbe.

La solution nous sera encore fournie par un potentiel de simple
couche, et I'inconnue p sera donnée par une équation de Fred-
holm. En effet, la composante tangentielle de I'attraction a pour

expression
=fp’ dslm.
“ r

. Nous aurons donc a résoudre 'équation intégrale

1

av dv _ v g fcos sin¢ I

n —I-GE-i—BV_:rrp-f-./‘p ds <—-’—‘—+C’—_+B‘log‘;>-
Le noyau estici

' cofqa smnp +Blog—- , )

f t
.ot

C’est une fonctionde s etde §' ‘qui peut devenirinfinie pourr=o
parce qu’on a alors sind =1.

Ainsi donc, le noyau devient infini d’ordre 1 et nous avons une
intégrale simple Malgré cela, on peut appliquer la méthode de
Fredholm, mais avec quelques modifications. On sait, en effet,
que la composante tangentielle de l’attractlon reste finie,’ & condi-
tion de considérer la densité p comme continue.

Comment cela peut-il’ se faire, puisque lmtégralefp’ds’ cosh

n’a plus alors aucun sens, un de ses éléments devenant infini?
Pour explxquer cette contradxcuon, considérons, par exemple,

lintégrale
. +1
[ #aydm
—1

et supposons qu’entre lés deux limites d’'intégration, pour la valeur
zéro, f(x) devienne infini. Alors, I'intégrale n’est plus conver-
gente, mais on peut définir néanmoins, d’aprés Cauchy, sa valeur
principale. Intégrons de — 1 4 —¢, puis de +- ¢ & 41 en laissant
de c6té le petit segment compris entre — ¢ et 4 € : nous aurons
ainsi une intégrale qui sera finie. Puis, faisons tendre ¢ vers
zéro : 'intégrale tendla vers une limite qui sera sa valeur prin-
cipale. . - - . '
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~Si 'on applique cette régle au calcul denotre attraction tangen-
tielle, on détachera deux petits arcs égaux de part et d’autre du

point M (fig. 28) et l'on calculera l’mtegralefp’ds %Y sur tout

Fig. 28.

¢t

le reste de la courbe en dehors de ce petit segment; en faisant
tendre ensuite les petits arcs vers zéro, on aura la valeur principale
de l'intégrale, qui représentera Ja composante tangentielle.

154. Nous allons appliquer encore la méthode de la réitération
du noyau, mais elle nous conduira ici a des résultats tout particu-
liers qui nécessitent un peu d’attention. Soit f(z, ) le noyau qui
est une fonction analytique et qui devient infini pour z =y, de
telle fagon que nous ayons

So(x) =ff<w, Yie(y)dy.

Nous supposons donc que f(z, y) est une fonction analythue
qui n'a d’autre singularité que le péle ) = 2.

Fig. 29.
?

QI

Le chemin d’intégration sera la droite réelle AB passant par le
point z; la fonctior sous le éigne/devenant infinje sur le chemin

d’intégration, -iL-faut prendre la. valeur principale de Cauchy et
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pour cela appliquer la régle suivante : intégrer suivant les deux
chemins curvilignes APB et AP'B et prendre la moyenne arithmé-
tique ( fig. 29).

Pour véitérer le noyau, nous poserons

¢(z>=ff<z,y>9<y>dy,
S%(w):ff(x,z)dg(z_)dz;

chacune de ces intégrales devra étre calculée d’aprés les mémes
régles, c’est-a-dire qu'on devra intégrer par rapport 4 z le long des
deux chemins AMB, AM'B passant de part et d’autre du point z et
prendre la moyenne arithmétique; et de méme par rapport a y le
long des deux chemins APB, AP'B passant de part et d’autre des
deux lignes AMB, AM'B et par conséquent de part et d’autre du
point z et prendre encore la moyenne arithmétique.

En d’autres termes, nous avons
+

Sto(w) =fff<z,y)f(~r,z)‘?<y)dya'z.-

Pour calculer cette intégrale double, nous devrons la calculer
successivement en faisant suivre :

A y le chemin APB, 4 zle chemin AMB;

» AP'B, » AMB;

» APB, » AM'B;

» - AP'B, » AM'B;
et prendre la moyenne arithmétique, ce que j’exprimerai en écri-
vant

AMB AMB AN'B AM'B
4829 () = -+ + -+ .
APB AP'B APB APB

Mais nous avons

AM'B AQD
f =f ’
ACB APB

car, si ¥ est sur APB, il n’existe pas entre les deux chemins AM'B
¢t AQ'B de point singulier ol z prenne lavaleur quirend le noyau
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infini, c’est-2-dire la valeur z = y. De méme

AMB AQB

Jow =

Au contraire, nous aurons

AMB AQB AMBQA AQB c
So= =
APB APB ADPB APB APB

C représentant un contour infiniment petit décrit dans le sens

direct par le point 5 autour du point y.
En effet, quand nous décrivons AMBQA nous tournons dans le

sens direct autour du point singulier z=_y qui est un pdle du
noyau, et, comme nous n’avons & l'intérieur du contour d’'intégra-

tion aucun autre point singulier, nous pouvons remplacer ce con-
tour par un petit cercle entourant ce péle. De méme

AM'B AN'BOYA AQ'B [
T Y Y
APB B APB APB APB
Car le contour AM’BQ’A tourne autour du péle z =y dans le
sens rétrograde (d’ot le signe —),
Nous pouvons donc écrire
AQB o8 AQ AQB
4S2¢(2) = [ -+ -+ -+
«/APB AP'B APBPA

APB
ou plus simplement
| AeBAgs | C
stp(@) =1 [ - [
4 Jrpp+apn [
(! étant un petit cercle décrit par le point y autour du péle y = 2.
Le premier terme peut s’écrire

1
ol , d
fPBHP,sz(w yyely)dy

2

avec
AUB+AQB

Ja (2, .}’)=§f Sz, 2) f(5,y)ds.

Ce noyau f,(#,y) ne devient pas infini méme pour z =y,
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ce qui nous permet d’écrire le premier terme sous la forme
p

ffz(x,y)cp(y)dy,

'intégrale étant prise le long de la droite réelle Az B.

Quant au second terme, il peut se calculer par la'méthode des
résidus; si R(z) est le résidu pour y = z de la fonction f(x, y)
considérée comme fonction de y, on trouvera

n2R2(z) ¢().
On aura donc finalement
$t0(2) = [ falm, ) 9(3) dy + W RI () g ()
Nous avons vu plus haut (§ 147) que Péquation de Fredholm
¢(z) = S¢(z) + ()
pouvait se ramener & 1’équation
¢(2) = Ste(z)+0(a),

ou

8(z) =S¢(z) + (=)

est une fonction connue. Cette équation, dans le cas qui nous
occupe, prendra la forme

o(z)[1— =R ()] =ffg(x,y)cp(y)dy+6(z').

11 suffit de diviser par 1 — w2R2(z) et de faire passer -:%m sous
le signefpour retrouver laforme ordinaire de I'équation de Fred-
holm. ,
" Ilfaut toutefois que 1 — 2 R2(2) ne s’annule pas entre les limites
d’intégration. Cette difficulté se présenterait, dans le cas qui nous
occupe, quand lebassin océanique envisagé est traversé par le paral-
léle delatitude critique (vide infra n° 165).

Nous reviendrons plus loin sur cette difficulté.

Notre noyau o

se présente sous la forme d’une fonction analytique avec un pdle.
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Une difficulté pourrait se présenter toutefois ; notre fonction
fz('z'a }’)

est finie méme pour z =)', mais il peut y avoir exception si les
deux points z et y se confondent entre eux et en méme temps
avec l'une des extrémités A-et B du chemin d’intégration. Heu-
reusement dans le cas qui nous occupe, nous. n’avons pas &
redouter cette difficulté, puisque le chemin d’'intégration est une
courbe fermée; nos intégrales, en effet, sont étendues a tous les
éléments d’arc ds’ d’une certaine courbe fermée plane; il faut donc
dans l'intégration parcourir cette courbe tout entiére depuis un
point guelconque de cette courbe et jusqu’a ce qu’on soit-revenu
-au point de départ.

Le point initial de 'intégration étant ainsi choisi arbitrairerent
ne joue aucun réle particulier.

Supposons maintenant que f(z, y) soit de la forme

Sz ¥) =f'(x:}’)'+f”(x,.7)=

ol f'(&, y) est une fonction analytique n’ayant d’autre singularité
que le pole y =x; tandis que f’(z,y).reste fini sauf au
point y =z ou il devient looauthmlquement infini. Nous pour-
rons écrire alors

So(a) = S'¢(2) + 8'9(2),

si 8' et 8" sont pour /7 et /" ce que S est pOurf Par réitération
nous aurons )

Sz?(w) = S"(P(x) -+ S'S”’._‘)(.z‘)-l— S”S'cg(.z‘) - S”z?(x).

Le calcul de $'?0(x) se ferait comme nous venons de le faire
et I'on aurait

8’8"+ §"S'+ s"z=fK(w,y) e(y)dy,

ol K (2, y) serait fini ou logarithmiquement infini; car on trouve-
rait, comme nous I’avons dit plus haut, au n* 147, une expression
qui pour ¥ = z devient infinie d’ordre

.t . a+B—n.

Icin=1: a-et B sont égaux a 1 pour & ou infiniment petits
? o] | P .
pour S”; de sorte que @ + 3 — n est nul ou-infiniment petit.
P. — IIL 17
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La méthode de Fredholm est donc toujours applicable. Dans le
cas qui nous occupe, le noyau est .

cosqa sm 41

= B log -3

L ' .
le second terme est de la’ formef’(w, y) et les deux autres de la
forme f"(x, y). Co

- +

: 153. Introductmn des fonctions de Green. — Ainsi donc, d'une
maniére générale, nous pouvons nous proposer de fournir ine
fonction V harmonique i l'intérieur d’un contour et satisfaisant
sur ce contour a la condition

% -+ Cﬂ + BV = fonction donnée.

L’analyse.se fera comme c1—dessus, a 1a1de du potentiel de
simple couche et en prenant la valeur prmcxpale des intégrales.
Nous sommes ainsi conduits 3 définir certaines fonctions G, que
Pon peut considérer comme la ‘généralisation de.la fonction de

Green ordinaire, et qui satisfont a la, condmon aux limites.

C;llG+C—-—i—BG_.o

'

Rappelons d’abord la deﬁmtlon de la fonction de Green ordl-—
naire. : i
Considérons une aire plane limitée par un contour donné.

Fig‘. 30.

Désignons par z, ¥ les coordonnées d’un point fixe M situé 3
intérieur du contour et par R, sa distance au point variable P de
coordonnées §, n ( fig. 30). Ly ‘ N R
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Y

La fonction de Green ordinaire G(M, P) relative 4 I'aire con-
sidérée et au point M est définie de la maniére suivante *
En premier lieu, la fonction

G—- log[i{ = Gy

doit étre harmonique dans tout 'intérieur du contour.
En second lieu, G doit s’annulér surle contour.

La fonctlon log = = G, qui est le potentlel Iovamthmlque de M

en P, sal;lsfaltal équation de Laplace en tous les points tels que P
elle présente seulement une irrégularité lorsque P se confond
avec M. Il en est de méme de la fonctlon de Green. Quanta la
fonction Gy, elle satisfera a A :

v AGy=o.

en tous les points a Pintérieur du contour, et, sur la courbe, elle
prendrala valeur connue '

Gy= —‘log

.’JUI—'

La détermination de G,, qui entraine celle de G, revient donc a
la résolution d’un probléeme de Dirichlet. Inversement, la connais-
sance de G permet de résoudre ce probléeme. .~ . ol

Nous pouvons étendre cetle notion et considérer des fonctions
de Green généralisées qui répondront 4 d’autres cconditions aux
limites. : i

Imaginons, par exemple, qu on donve av01r sur la courbe

dG
—_— = K
dn
K étant, non pas une donnée de la question, mais une constante.4
déterminer. Nous aurons alors, dans tout le domaine limité,
PRRES L . .
* ’ AG1 =0

. o Le [ s

- . |
et, sur le conlour,

dGy
an =

dG
: - K= foncuon connue + constante arbitraire. .’

.
.;l\_

Nous retombons done sur un probleme déja traité (§ 152). Dail.

\
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Jeurs, on a ici
K=2%

fdG’ds_fdo=m.

Plus généralement, on peut se donner sur la courbe

de
dn

parce que

+C£+BG=0,
ds

Cet Bétant des fonctions données des. La fonction harmonique G,
devra satisfaire alors, surla courbe, & la condition

dG, + 0% ~dG,

- - ~+ BGy = fonct!onconnue.

Mais le probleme ainsi posé n’est pas toujours possible. Si I'on
avait .
" dC

b=

il faudrait se donner la condition

ZG+Cd—q+BG K

et I'on trouverait, comme ci-dessus, que l'on a

"K=anr.

En paxucuher, c'est cette condition aux limites qu il faut

adopter, sil'on a ' ' . . .
C = const., B=o.

On voit que le probléme intérieur de Dirichlet, avec les diverses
conditions sur le contour.que nous avons successivement envisa-
gées, peut se ramener ala détermination de la fonction de Green
ordinaire ou généralisée i l'intérieur du contour : de'la connais-
sance de G, on déduira, en effet, celle de G;.

Dans la plupart des cas, on éprouvera autant de- difficultés a
construire I'une ou l'autre de ces fonctions; parfms, cependant,
I'expression de la fonction de Green pourra,s’olitenir facilement.

Certaines proprletes de la fonction de Green ordinaire peuvent
également convenir-aux fonctions généralisées. ;- . .
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Ainsi, la fonction ordinaire est symétrique, ¢’est-a~dire qu'elle
ne change pas quand on permute les points M et P :

G(M, P) = G(P, M).

Cette symétrie existe aussi pour les fonctions généralisées, mais

seulement si .
C= 0. f

Les autres fonctions de Greén ne ‘sont pas symétriques.

156. Représentation conforme sur un cercle. — La fonction de
Green ordinaire permet de faire sur un cercle la representauon
conforme de I'aire & laquelle elle est relative.

Soit, en effet, dans une aire donnée, un point fixe M. Calculons
la fonction de Green ordinaire G correspondant & ce point. En
tous les points de I'aire distincts de M, on aura

AG=o
et, par conséquent,
‘ dG dG

sera une dilférentielle exacte.
Si donc nous introduisons la fonction

dG dG
II=/<WdI—%dy>,

— G+ {H

la fonction

sera nne fonction analytique de « + gy.
A chaque point 2, y de l'aire donnée, faisons maintenant corres-

pondre un point #', ' du plan, tel que 'on ait
2’ =e~6 cosH, S S

y'=eGsinH;

z' et y' sont des fonctions de z et y. Nous obtenons ainsi une

représentation de l'aire, et, comme - N
. w’v_|_ L)/' = e—_—G+ill

est une fonction analythue de .z'—l— LJ’ cette representatlon sera
conforme. . AP
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Toutes les courbes
G = const.

situées A 'intérieur de l'aire donnée seront représentées par des
cercles concentriques
’ '+ y'2= const.

Sur la courbe limite de V'aire, on a
G=o.

La représentation conforme sera donc limitée par le cercle
. z'2+yr=1.

* Au point M, G devient infini : le point correspondant sera
donc

¢’est-a-dire le centre du cercle.

Si donc on connait la fonclion de Green ordinaire relative a
un point particulier M d’un certain domaine, on pourra faire la
représentation conforme de ce domaine sur un cercle dont le centre
sera le point représentalif de M.

Or, nous avons vu qu’en faisant un changement de variables
conduisant 4 une représentalion conforme, les équations du pro-
bléme des marées conservaient la méme forme (§ 74-77).

On serait ainsi ramené au cas ot le bassin océanique considéré
serait représenté sur la carle par un cercle.

Un intérét tout particulier s’attache donc a I’étude des fonctions
de Green dans le cas du cercle. ‘

157. Fonctions de Green relatives au cercle. — Il est facile de
former la fonclion de Green ordinaire relative & un cercle O de
rayon R et 4 un pole M intérieur a ce cercle ( fig. 31).

Tracons le diametre OM et prenons sur cetle droite un point M’
tel que ' ‘
OM x OM'= Rz,

On a simplement

1
G= logm_l—P — log §7p7 ~+const.,

R
la constante étant égale & log 53"
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Formons également la fonction de Green généralisée répondant
4 la condition sur le contour

dG dG
an +C x = 27, .
C étant une constante. NOUS aurons

G=logw +alog—l\ﬁ -+ @m,

« et B étant des fonctions de C.

Fig. 31,

Ceci nous donne en méme temps une idéedel’ordre de grandeur
de la fonction G.

138, Application au probléme des marées proprement dit. —

Nous avons vu qu'en négligeant IF", 'équation générale du pro-
bléme des marées était

i d? d(h?’?)_ g —_I; 2 Ceht
Dz (M) + iy =5 = mg e O

Elle se raméne donc a la forme

dy | 9
=a—t L 4co+
Ao adx+bdy+ o +f,
a, b, ¢, f étant des fonctions données de z et de y.
f correspond au terme provenant des forces extérieures.

-Pour intégrer cette équation, supposons d’abord que la condi-
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tion aux limites soit

sur le contour.

Nous introduirons alors la fonction de Green ordinaire G satis-
faisant sur le contour & la condition

G=o.

Soient toujours z, ¥ les coordonnées de M; &, 4 celles de P.
Désignons par o, ¥/, ¢/, f', ¢' ce que deviennent les fonctions «,
b, ¢, f, ¢ lorsqu’on y remplace les variables z, y par §, = et
posons

de +b d(? +cyp +~f=F,
@ dz dy

dw Y dey'

dE d‘q+c?+'f=F'

Appelons de¢’ I'élément d’aire d';' dn dont le centre de gravité est
en P.

Considérons une fonction ® définie par la relation
—amp =fF'G dd’,

I'intégrale étant prise par rapport & d§ et dn dans toute I'étendue
du contour. Comme F' est une fonction de &, n et G une fonction
de z, ¥, &, n, ¢ sera une fonction de z et de y.

Je dis que la fonction ¢ ainsi définie satisfait an probleme. En
effet, calculons Av. Nous avons ’

G = +G’1,

I
logm)

G, étant une fonction harmonique. Donc

— T
—/ log 1 do -l—f——G,dc

Dans la seconde intégrale, la fonction restant réguliére dans
I'intérieur d différenti s le si
intérieur du contour, nous pouvons différentier sous le signe [,

et, comme AG, = o, le terme correspondant de Ap sera nul.
Quant & la premiére intégrale, elle représente le potentiel loga-
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. . o <1 <y - F oy sy
rithmique, au pomnt z, y ou la densité est — vy d’une matiére

. .y i .
attirante .dont la densité est — 5o au point £, n. On a donc, en
vertu de I'équation de Poisson,

AL?=—2‘N<— E—) =F,
2T

Ainsi la premiére condition est bien remplie.

La seconde I'est également, car, si le point x,  vient sur le con-
tour, G s'annule et, par suite, ¢.

Par conséquent, la foriction de Green ordinaire G étant préala-
blement déterminée, nous aurons ¢ par l’équation

—omp = /F'Gdc'.

Nous allons démontrer maintenant que cette équation peut se
ramener 4 la forme d’une équation de Fredholm.
Nous pouvons, en effet, I'écrire

— 2T =/(a’%{;— +b’%% -+c’9’>Gdc’+ff’Gdo-’.

Or, ff’Gd:r’ est une fonction connue, puisque f’ est une
fonction donnée et que la fonction G a été déterminée.
St donc, .nous avions simplementfc?'Gdc', nous aurions bien
une équation de Fredholm. Mais il faut lenir compte aussi des
dy’ . 99

U
ter — et ¢
ermes en P73 et dn‘

Pour cela, intégrons par parties. Soient o, 8/ les cosinus direc-
teurs de la normale 4 'élément s’ du contour. '
Nous aurons

’ ) ; ’
. farGCgE'dcr:farachpfdsl_f?,dZEG’dcy,
' d(Pl r__ R ;g Idb,G
fbegﬁdc_fbpcrcpds—f? o

On obtient donc I'équation

—amy =f(a’a'+ o'BYGe ds' R

N da'G  db'G\ |, ,
\ 12 e Z - I r ’ d R
+.[(.CG df dn >°Pd°+ff~G ‘
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Or, G s'annule sur le contour; il reste donc simplement

—zwa—f( daG_db’ ) ! ds’ -l—fdec

(’est bien une équation de Fredholm, dont le noyau est

Reste & voir toutefois si ce noyau remplit bien les conditions
nécessaires pour que la méthode soit applicable.

Le noyau devient infini pour MP = o; il s’agit donc de voir de
quel ordre est cet infiniment grand. - ‘

Or, G est de l'ordre de log‘ml—};; il devient bien infini pour
MP = o, mais d’un ordre infiniment pellt car log ITP croit moins

rapidement que 1=, quelque petit que soit . Quant aux dérivées,

MPe

elles croissent avec la rapidité de W'

Par conséquent, le noyau devient infini d’ordre un, et, comme
I'intégrale est double, la méthode de Fredholm peut s’appliquer.

159. Cas d’un bassin limité par des parois verticales. — On
sait que le probleme des marées se pose d’ordinaire autrement.

Si nous supposons d’abord le cas d’'une mer terminée par une
falaise verlicale, nous n’aurons pas A = o, méme sur les bords.
En ne tenant pas compte de la force centrifuge composée, nous
devrions avoir, alors

dg

- = 0.

dn

Mais, la rotation intervenant, la condition aux limites sera une
de do.

. de .. 92,
relation entre et =

En général, la condition sur le contour sera donc
do dyp

+GC

dn ==Y

C étant une fonction donnée de s '<C= . 2wcos 6) .

Py
Au lieu de la fonction-de Green ordinaire, nous formerons alors
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la fonction généralisée correspondante, définie par la condilion
aux himites . :

.d_G C dG 0.

an YIS

La fonction ¢ satisfaisant au pr'obléme sera encore définie par
I’équation
—2mo = fF’ Gds'.

En eﬁ'et nous aurions, comme plécédemment
A(? =F

De plus, sur le contour, on a, en différentiant sous le signe f,

_Mt(j? ) fF’(—--a—C‘ZG>da_o
Les deux conditions sont donc bien remplies.
Nous traiterons alors 'équation qui doit donner o de la méme

maniére que dans le cas précédent; seulement, ici, le premier
terme ne disparaitra pas, et nous obtiendrons

— TP =f(a’a’+ &'3"Go' ds'

+f<cG—dZSG—db )e dc+ff’Gdc

En dehors de la fonction connue, nous avons dans le second
membre la somme d’une intégrale simple et d’une intégrale double.
Mais ceci n’empéche qu’on puisse arriver au résultat, et la mé-
thode de Fredholm s'applique trés bien aux équations de cette
forme.

Le noyau (a’a’—i—b’ﬁ’) G de l'intégrale simple devient infini
comme un logarithme ; on a’ donc pour lui « = o, donc a << 1, et-
11 n'y a, de ce falt aucune difficulté.

Montrons seulement comment on calculera les termes du déve-
loppement de D et de N. D’aprés ce que nous avons vu au § 145,
il faut considérer le déterminant

<M, M, ... M,
f< M, M, ... M,

et intégrer par rapport & da, doy, « .., doy.
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Prenons quelques-uns des points & l'intérieur du contour, et
les autres sur le contour lui-méme. Si, pour fixer les idées, nous
envisageons le cas ot n == 2, nous aurons & former notre inté-

grale avec
S 6
M, M, /'

Nous prendrons alors successivement les points M, et M, :

D’abord tous deux & I'intérieur, ce qui, en intégrant par rapport
4 ds, et dsy, nous donnera une intégrale quadruple;

Puis M, sur le contour et M, & intérieur; de méme M, 4 l'inté-
rieur et M, sur le contour; ce qui, dans chacun de ces cas, en
intégrant sur le contour par rapport & ds et & l'intérieur par rapport
4 d=, nous fournira une intégrale triple;; .

Enfin, les deux points sur le contour, d’od une intégrale
double. ) .

Le coefficient S, du développement de D, par exemple, sera
donc donné par la formule

M; M M, M

2!Sg= ff( [\1‘1 M: )dﬂ'l dd'g-l—ff( I\[: M: >d$1 dd':
M, M M, M

+/f< M: M: )dc.ds,-'.—ff( Mz M: )dsl ds,.

Pour n quelconque, I'élément général du déterminant qu'il faut
intégrer est f(M; My).

‘_ Si les points M;, M; sont tous deux 3 l'intérieur, il faudra
prendre pour f le noyau de l'intégrale double dans I’équation qui
doit déterminer @. Si les deux points sont sur le contour, on
prendra pour fle noyau de I'intégrale simple. Enfin, si I'un des
points est 4 'intérieur et 'autre sur le contour, c’est le second
point ‘qui déterminera le choix du noyau.

La méthode de Fredholm s’applique en somme sans beaucoup
de changements ; les séries obtenues sont trés convergentes, mais
le calcul des termes est fort long.

160. L’application de la méthode de Fredholm & une équation

intégrale comprenant & la fois une intégrale simple et une
intégrale double peul s'exposer d’une maniére différente. )
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Une telle équation est de la forme
o) = [o(P) AuM, Py s+ [[¢(P) fa(M, P)de'+ (M)

: co(M) est une fonction inconnue des coordonnées z, y-du
pomt M; '

® (P) est la méme fonction des coordonnées &, 7 du pomt Py

f, et fy sonl des fonctions données des comdonnées de ces
deux points.

Nous avons un contour limitant une certaine aire : ds’ est un
élément d’arc du contour et do’ un élément de surface de l'aire
limitée (fig. 32). | '
' e v v Fig. 32.
ds'

Dans la premiére intégrale de I'équation, P est le centre de

gravité de I’élément ds'; dans la seconde, P est le centre de gra-
vité de I'élément dd’.

Fig. 33.

Soit A Paire considérée. Par les différents points du contour,
menons les normales extérieures a ce contour : elles décriront une
aire complémentaire B extérieure & A.

: Lés normales aux extrémités de 1'élément ds' découperont sur
" le contour de B un élément d’arc dS'. . . .

Prenons un point M ou P dans B, et abaissons les normales

MM', PP’ sur le_contour.de A (fig.33)... . . L

L L F R U R}
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La fonction f; (M, P) est définie quand le point P’ setrouve sur
le contour et le point M, soit & l'intérieur, soit sur le contour lui-
méme; la fonction f; (M, P). est définie quand P. est & l'intérieur
de 'aire A et M 4 I'intérieur ou sur le contour. .

Nous pouvons remplacer nétre éqtiat'ion ol figurent deux ‘inté-
grales par une équation ne contenant qu’une intégrale unique,
so1t

so‘(M>'=f9<P>f<M,P>dc'+¢(M),

en étendant cette intégrale  l'aire totale A + B.

Mais il faut alors définir la fonction f.

Par définition, si M et P sont tous deux a U'intérieur de 'aire A,
on prendra

f=AM,P).

Si M est dans l'aire B et P dans laire ‘A,
v S =Lo(M, P

Si M est dans l'aire A et P dans I'aire B;

. pry 35" .
i [ ‘ f—'fl(M’P).dS,' ‘ . !
51 M et P sont tous deux dans 'aire B, B .
te 1 4

, pry &
f=HO0,P) o

Il est clair alors que l'intégrale unique sera la somme des deux
intégrales, I'une simple, l'autre double, qui figurent dans 1'é-
quation donnée. )

Quant 4 ]Ja fonction ¢, si M ou P se trouve dans l'aire B, on
aura, par définition, . . L
. Co ) o(M) =o(M),

Tt T (P =e(PY), |
. ! f

On est donc: conduit: par cet artifice’ d’cxposition aux mémes
résultats que précédemment. S o
. T . Lo . N N N . vi 1 :

161. cas ot la méthode est en: défaut.:—. Nouas avons, en
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i
général,

2w cosf

C=— f'——f(s)

Toutefois, si le bassin considéré se trouvait limité par un paral-
léle, ou bien encore si on ne tenait pas compte de la courbure,
comme dans le probléme du vase tout‘nant C se redulralt, 4 une

B

constante.
‘Dans ce cas, nous ne pouvons plus détermlner de fonction de
Green répondant a la condition” -~ = -
' 4G ode
dn ds

e

Nous sommes obhgés de prendr
o dG dG
% C—s' = '.2‘TT.

1l en résulte que la fonction % définie par I'équation.

: — 270 =fF’Gdc’ o

ne satisfera pas sur le contour & la condition

L deT Lde
2O =

‘.

mais bien 4 la condition

dy  ode ! o' = Gonst.
%+‘C?ﬁ_‘—fF ds' = const.;

© ne donnerait donc pas la solution du probleme.
On se tire d’allaire en ajoutant une constante K au second
membre de I'équation qui doit définir ¢ et posant alors

—2ﬂ9=/lf'Gda'+K. S :
L’addition de K n’empéchera pas que l'on ait toujours

cee TR o Ce M o ofraalingg o

et, de plus, nous aurons - ' oo

OCARRIELY TR RS | er ey
de
ae _‘=-—- Fde' =k
an " f ”
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Mais F’ est devenu alors une fonction linéaire de K ; et, comme
le coefficient de K n’est pas nul, en général, nous pourrons dispo-
ser de K de maniére 4 annuler la constante k. La fonction ¢
satisfera alors aux conditions du probléme.

162. Remarque sur la conduite des calculs. — L’application
de la méthode de Fredholm & I'intégration des équations du pro-
bleme des marées, telle que nous I'avons exposée, conduit a faire
le calcul en deux étapes : on détermine d’abord la fonction de
Green G, ce qui nécessite déja la résolution d'une équation de
Fredholmn, puis ensuite on détermine ¢ a I'aide d’une autre équation
de Fredholm. Ceci n’est pas absolument nécessaire et, sans entrer
dans le détail, nous dirons seulement qu'il est possible de donner
tout de suite 4 I’équation de Fredholm une forme o1 ne figureraient
que des fonctions connues. '

163. Détermination des oscillations propres. — Dans les
coelficients a, b, ¢, f, figure X; par exemple,
3
=Zn N

Dans 'application de la méthode, il importe de ne pas confondre
ce paramétre A qui caractérise la période de l'oscillation avec le
paramétre de I’équation de Fredholm que nous avions appelé A aux
n® 142 et suivants et que nous appellerons désormais X', de sorte
que notre équation sera mise sous la forme

o(@) =\ [ o(§) f(=, t) di + §(z).

.

Si ’on recherche les oscillations contraintes, ) est une donnée
de la question, il suffit de le remplacer dans les formules par sa
valeur numérlque

Mais, s’il s’agit de déterminer les oscillations propres, A est une
inconnue, et nous avons alors & déterminer deux paramétres :
Vet A

La méthode de Fredholm fournit une solution qui se présente
sous la forme du quotient de deux séries : o
‘N(z, 7, 6.0, N

b
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Dans le cas des oscillations propres,
d(x)=o.

[l faut donc que I'on ait

D=o.

Le dénominateur D est une fonction entiére de X dont les
coefficients dépendent de A; nous pouvons I’écrire

D(N, ).

Si nous supposons que &, b, ¢, f soient des polynomes entiers
en A, ainsi qu’il arrive dans les problémes de marées, D (¥, ))
sera également une fonction entiére de A.

En effet, le coefficient S, de N'# satisfait & 'inégalité

Sn< —=>
<=
M étant la plus grande valeur possible du noyau, lequel est un
polynome en A. Par suite
A/L)\np.
Vnl

S, est donc bien une fonction entiére de A, N

Lorsque, dans D (X, %), nous ferons ' = 1, il nous restera alors
une fonction entiére de A et, en 'égalant & zéro, nous obtiendrons
I'équalion qui nous fournira les périodes des oscillations propres.

164. Cas ou les coefficients deviennent inflnis. — L’analyse
précédente suppose essentiellement que les fonctions a, 0, ¢, f
restent finies.

Or, elles peuvent devenir infinies pour deux raisons :

1° Si, contrairement A I’hypothése faite jusqu’ici, la mer n’est
pas limitée par des parois verticales. En effet, 'équation du pro-
bléme est d’une forme telle que
q

do '
Zdﬂ;‘(h .’I,‘) A0+Bd— ceuy

P. — IIL 18
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d’ou .

dh do dy
hA(P +Z% (.T.Z“ —-A(,’)—FB-J——F..-,

do dh A Bdcp___‘_

== T hds TR R dw

Si donc la mer est limitée par des parois inclinées, nous aurons
: e d .
sur les bords 2 = o et les coefficients de o, Zi_i’ ... deviendront
infinis ; '
2° Rappelons que dans les équations relatives & la sphére tour-
nante (§ 77) s’introduit le terme

B

h, ayant la valeur,
A2h

A2 4 4 w? cos2h

A% étant essentiellement négatif, le dénominateur de A, pourra

s’annuler si .
- [A%] < 4wt

Alors &, deviendra infini et il en sera de méme du coefficient

_dhy _ dlogh
IL, dz . dx

Ainsi donc, méme lorsqu’on néglige I1”, la résolution du pro-
bleme dans le cas général se heurte a deux difficultés : 'une pro-
venant de ce que la profondeur peut étre nulle sur les bords ;
l'autre de ce quil existe certaines lalitudes critiques, lorsque A
et w satisfont a la condition

[ < fut.

C’est cette seconde difficulté. que nous allons examiner tout

d’abord.

- 165. Bassin A parois verticales et .traversé par un parallele
critique. — Les coefficients deviennent alors infinis tout le long
des paralléles de latitude donnés par

M focostB=o0." ., .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROCEDES D'INTEGRATION DES EQUATIONS DU PROBLEME DES MAREES. 275

- Mais il est possible de diriger le calcul, comme nous I'avons
indiqué au paragraphe 78, de manlere évit_er\l’introduction de
termes infinis, ~ ‘- C .

Rappelons les équations fondamentales auxquelles nous avions
été conduits, En désignant par & la profondeur au point dont les
coordonnées sur la carte conforme sont z et y, le rapport de simi-
litude éiant &, 'équation de continuité s'écrit.

d(hu
(I) /('22 _-(d.z,'—_z = C. )
En négligeant 11’ et posant alors
W= Ce,
la condition'a la surface 11b1e nous donne

Ao W T
(2) (==t .

’ o g &

Quant aux composantes u et v du dep]acement suivant les axes
de la carte, elles seront fournies par ]es équations

-Lﬁo- =u—Qy,
dz

(3) ‘ ,
—— =9 +Qu
ay

avec \

2w cosh

Q = —)\--

Prenons lequatlon ¢ ) qui donne Cet différentions-la par rap-
port i z; nous aurons, en mettant en évidence les termes contenant
les derlvees secondes de u et o,

dg ., (du  d ‘
@_A <dm1 dardy>+A’

A représentant ’ensemble des termes contenant les dérivées pre-
miéres ou les fonctions « et ¢ elles~-mémes.
D’autre part, l’equatlon (2) donne également

\
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d’ou
dg diu d2e 1 dW
@ %=k’@w+%mﬂ+A O S I
et de méme
d .. du dip B 1 dW
6 G=th(Gg + ) +B= g a0 =
ALl et aw sont des fonctions connues.
dz T dy

On a, d'ailleurs, explicilement

du dh ak d dh
A=%( Ic*d +Idx)+ %<k——)
do dk2h ,ah dv d < dh>

d)f dy+ d_yd kE;?

avec une expression analogue pour B,

Nous obtenons ainsi deux équations entre u et v, dont les
coefficients ne deviennent pas infinis & la latitude critique.

Les termes infinis s’étaient introduits précédemment quand on
résolvait par rapport & « et ¢, parce que le déterminant des
équations s’annulait pour cette latitude.

Les équations (4) et (5) auxquelles nous sommes parvenus

peuvent s’écrire
2 2
‘ o ,l< diu Jii) =X,

dz? dwdy
(6) l - diu a0 _y
(dx dy+ dy: )] 7!

X et Y étant des fonctions linéaires de u«, ¢ et de leurs dérivées
premiéres, dont les coefficients sont connus et ne deviennent pas
infinis.

D’autre part, si nous dérivons la premiére des équations (3)
par rapport & ¥ et la seconde par rapport 4 x, nous obtenons, en
égalant les résultats,

du dy du  dv
7 5 m=E5)

Différentions maintenant cetle équation successivement par

rapport & x et & 3 et multiplions par k24 ; nous aurons, en tenant
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-compte de (6),

lc’lh(du dz¢ du+d0>’

dz dy dz? dz

d2u diy : dQ du de
/czh( o —W)=QY dyk%( x+@).

)—QX-;——Iclh(

i

(8)

Si, alors, nous ajoutons la premiére des équatmns (6) 4 la se-
conde des équations (8). et si nous retlanchons les deux autres,
nous obtiendrons finalement

(9) k2hAu=TF
9 l(zhAV =F1
€n posant
F —X+QY+k2h@<éﬁ+d—v>,
dy \dz ~ dy
do /du dv
F,_Y—Q\{—k18—<%+@>.-

Il s’agit d'intégrer les équations (9).

On voit qu’elles sont tout a fait analogues & celle que nous
avons précédemment traitée, mais nous avons a déterminer deux
fonctions u et ¢ au lieu d’une seule fonction ¢.

k, le rapport de similitude de la carte & la sphére, et %, la pro-
fondeur, sont des fonctions connues de z et y.
~ F et F, sont des fonctions linéaires de u, ¢ et de leurs dérivées
premiéres, dont les coefficients sont des fonctions connues de x
et y ne devenant pas infinies.

Par exemple,

du
F=a——++...+5b cv 4+ f.
ap T butrov+ J
Si nous supposons alors que la mer soit limitée par une falaise

verticale, /. ne s’annulera pas; & ne s’annulant pas non plus, nous
pourrons diviser par k%A, et nous aurons & intégrer les équations

Au=¢,

10
( ) Ap =(I)1,

les fonctions ® et ®, étant de méme forme que F et F,.
Puisque nous avons deux forctions inconnues, nous serons
obligés de nous donner deux conditions aux limites, *
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La premiére exprimera que la composante normale du dépla-
cement est nulle sur le contour, soit
(11) au—+Bo =o,

‘ {
a et P étant les cosinus directeurs de la normale a 'élément ds.

Comme seconde condition, nous prendrons léquatlon (7) qui,
devant étre satisfaite dans l'aire enti¢re, le sera également sur le
contour. En posant pour abréger :

du do (dtt dy )
2

D(u,v):w_%_g) %_1_?1;

cette seconde condition aux limites s’écrit
(12) " D(u,v)=o0;

D(u, ¢) est une combinaison linéaire des dérivées premiéres de
u et v, etle coefficient Q ne devient pas infini non plus.
Remarquons encore qu'il y aura deux latitudes critiques symé-

triques données par
Q==

Si donc il s’agissait de marées semi-diurnes, les latitudes cri-
tiques seraient dans les mers polaires et il n’y aurait pas lieu de
s’en occuper. La question se pose surtout pour les marées diurnes
dont les latitudes critiques sont, dans chaque hémisphére, voisines

du 60° paralléle.

166. Nous suivrons, pour intégrer les équations (10) avec les
conditions aux limites (11) et (12), une marche analogue a celle
que nous avons précédemment employée.

En premier lieu, nous chercherons a résoudre le probleme pré-
liminaire suivant :

Construire deux fonctions « et ¢, sachant qu'a 'intérieur de
'aire on a

et en se donnant sur le contour

au+ Be=N
D(u,v) =M,

Le probléme ainsi posé ne comporte pas toujours de solation.
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Pour qu'il existe une solution, il faut que M et N soient assu-
jettis & un certain nombre de conditions, comme nous le verrons
tout & 'heure.

Soit, par exemple, 2 le nombre de ces conditions.

Nous ne pouvons plus alors résoudre le probléeme, quels que
soient M et N. Mais nous introduirons n fonctions

Py P2y ooy Pa .
_et n fonctions correspondantes
‘lln "!’2, '“7‘ q/n-

Toutes ces fonctions sont choisies arbitrairement une fois
pour toutes.
Alors, au lieu des conditions posées plus haut, nous prendrons

au+fo=N —l—zki\lli,
D(u,v)=M +2k;tpi.

Les fonctions ¢ et ¢ sont données et les k; sont des constantes
inconnues que I'on pourra déterminer de maniére 4 satisfaire aux
n conditions entre M et N et en déduire ensuite © et ¢.’

Nous pourrons toujours supposer qu’il est impossible d’avoir
une solution telle que

au—+Be =1,
D(u,v)= o

En effet, soit 1y, v; cette solution ; si elle existe, la solution

u— kiuy,

v — kio;

conviendra également, et 'on pourrait alors faire disparaitre les
termes contenant {; et ¢;.
Plus généralement, on ne peut pas avoir

au+pv=2k,-qa,-, ) : .

D(u, 0)=ZI.\‘,‘9,‘, N . '
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.sauf quand tous les coefficients £ sont nuls a la fois et que 'on a

au+f39=o,

D(u,v)=o0.

167. Supposons que nous sachions résoudre ce premier pro-
)

bléeme.

Nous chercherons alors & déterminer deux couples de fonctions
de Green particulieres définies de la maniére suivante.

Le premier couple sera formé de deux fonctions G, G/, telles que

G-—1
G_I

1
Ogmi

soient des fonctions harmoniques & V'intérieur du contour, et que
I’on ait sur le contour

4G+ BG = Y ki,
D(G, &) = ¥ kit

Ces conditions ne sont pas incompatibles avec celles qui assu~,
jettissaient u et ¢ tout a 'heure, parce qu’ici les fonctions G et G/
ne sont paé harmoniques toutes deux.

On saura résoudre ce probléme sil’on sait résoudre le précédent.

De méme, nous déterminerons un second couple G,, G/ par

les conditions que ‘
Gl:

, 1
G,—]ogm .

»

soient des fonctions harmoniques & Pintérieur du contour, et que
I’on ait sur le contour

aGy+BGi = X ki,
D (61, G1) = Y ki,

168. Ceci posé, nous pouvons aborder le probléme lui-méme,
c’est-a~dire la détermination des fonctions u et ¢ qui satisfont aux
équations (10), (11) et (12)..
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Nous pouvons toujours définir deux fonctions U et V par les
conditions
—onu= [¥G do"+f‘l>’, Gy do'+ U,
(13)
—ame = [w@dr+ [o,6,d0 V.

Cela suppose, a vrai dire, l'existence de la so]uuon, mais elle
n’est pas douteuse dans ce cas.

Les fonctions G, G’; G,, G}, préalablement ‘déterminées, sont
des fonctions des coordonnées z, ¥ ; £, .

F . (.
® = 55 est une fonction de 2, ¥; u, ¢ et leurs dérivées.

@’ désigne la méme fonctionde &, n; o, v'et leurs dérivées; u'et ¢/
représentant ce que deviennent les fonctions « et ¢ quand ony
remplace les variables z, y par §, -,

" De méme pour @, et @), '

Or, je dis d’abord que U et V satisfont a 1'¢ quatlon de Laplace,
a I'intérieur du contour.

En effet, formons A« et Ap. Si nous remplagons G par

1 1
logm -+ <G— ]Og-lm;)y
A}
nous aurons, puisqu’on peut différentier sous le signeflorsqu’il
s’agit d'une fonction harmonique,

—omAu = fcp' logm) do’ -1—/‘1) A< —log \“)> do"+ o) AGndG'+AU-

La premiére intégrale du second memb1e l'epresente, an pomt
z,y ou la densité est @, le potentiel logarithmique d’une aire atti-

rante de densité ® au point &, 4 : son laplacien est, par suite, égal
a —and, Quant'aux deux autres intégrales, elles sont nulles,

et G, sont des fonctlons harmomques.

puisque G — log

g MP
On a donc
— o Au =—and 4+ AU,
Mais, d’aprés (10), '
Au =, . L s ) !
Par suite
AU = o,

v
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‘et, de méme, .
AV =o. N

Voyons maintenant & quelles conditions satisfont U et V sur le
contour. Calculons, par exemple, au 4 B¢. On a, d’apres (11)
et (13),

—on(au—+Bv)

=f "(aG + ?G’)dc’+fd>’1(aG‘+ 8G,)ds'+aU + BV = o.
Or, on a sur le contour, d’aprés la définition de G et G/,
oG+ pG':Z kiqli.

@' ne dépend que de § et n; par conséquent, la premiére inté-
grale, qui est prise par rapport a £ et n, sera aussi une combinaison
linéaire des fonctions ¢ de z et y.

Il en est de méme de la seconde intégrale.

Par conséq.uent, on aura sur le contour une condition de la
forme

2 U 4 ﬂV =E ki‘h'.
On montrerait de méme que l'on doit avoir aussi
D(U,V) =Z kigi. B

Les fonctions U et V satisfont donc dans l'aire & 1’équation de
Laplace et sur le contour & ces conditions aux limites.
" Or, nous avons va qu’il n’existe pas de fonctioas satisfaisant a
ces conditions, & moins que les & ne soient Lous nuls. De plus,
ainsi que nous le verrons plus loin, dans le cas que nous envisa-

-geons, il n’en existe pas qui satisfassent &

eU+BV=o,
D(U,V)=o.

On a donc nécessairement’

U=V=o.
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Il en résulte que -~

—2ru—f<1>Gdc+f’Gldo-,
- —‘—21:9-=‘/"G’dcr’+f¢>’lG’(dc’;

Il suffira d’intégrer par parties, comme nous I’avons ‘déja fait au
'paraﬂraphe 158, pour mettre ces équations intégrales sous forme
d équatlons de Fredholm, qui nous fourniront « et ¢. On aura
ensuite § par I équanon (1 )

169. Tout revient donc, en somme, 3 la résolution du probléeme
préliminaire posé au paragraphe 166.:

Construire deux fonctlons u et ¢ satisfaisant & I'équation de
Lap]ace v

Au=Av =0

a lintérieur de l'aire, et aux conditions
T au <+ ﬁv =N —}—2 /('iq.l;‘,

D(u,‘ vy=M —1—2 kioy,

sur le contour.
Nous poserons pour cela,

_ap
“=dz
dp

» 0=@+Q,

"ces deux fonctions P et Q étant telles que, & l'intérieur du contour,

R A, ’ AP =AQ =o.

Puisque

(2P gdp P
dz [57"}, = dn’

les conditions aux limites deviennent alors

—P +8Q=N +E kb,

d d
c e d—‘?—ﬂf M Z b=
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Cette derniére condition ne renferme plus de termes en P,

Nous commencerons donc par déterminer la fonction Q. Il nous
est permis de supposer que le contour de l'aire est une circonfé-
rence. En effet, nous savons que, dans le cas d’un contour quel-
conque, il suffit de déterminer la fonction de Green ordinaire,
G(M, P), relative 4 un seul point M, pour pouvoir faire de l'aire
une représentalion conforme sur un cercle, nos équations des
marées conservant la méme forme essentielle.

Posons done . S

r+iy=3 x—iy=35. )

Nous aurons : :
dQ dQ  dQ
dx T @ dz L
2Q_i(2 2. | :
dy dz  di' :

’

La condition sur le contour s’écrit alors

.1\ dQ or dQ
(1+1.Q)27+(1——LQ)-E =—M,,

et 'équation

- AQ=o0
devient
aQ
deds _
Il en résulte que .
Q=0Q;+Q,

Q, dépendant seulement de 3 et Q, seulement de z'.

Lorsque le contour coupe la latitude critique, un des coeffi-
cients de I'équation aux limites s'annule : ce sera 1 + /Q lorsque
le contour coupe le paralléle critique défini par Q=1 et 1 —iQ
lorsqu’il coupe 'autre.

Par hypothése, le contour coupe la latitude critique ; nous pour-
rons donc poser

1+iQ=(z—;z)(z—b)...H=HP(z),

H ne s’annulant pas sur le contour, et reprenant la méme valeur
quand on a fait le tour du cercle.
Sur la circonférence du cercle, le rayon étant pris pour unité,
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ona
z=2el9, =9,

0o ainsi que toute fonction périodique de o, pourra se déve-
logH, ains toute fonct dique de o, po d
lopper en série de Fourier suivant les puissances positives ou néga-
tives de ¢® : il y aura des termes contenant 3™ et d’autres conte-
nant z7™, c’est-a-dire 3.

Par conséquent, nous pouvons écrire

IOgH = F1+ F’,

F, ne renfermant que des puissances positives de 5 et F, des
puissances positives de 3.
D’ou
1+ Q= P(z)eFi+Fy,
et de méme
1—iQ =P’ (3')eFi+Fs,

P(z) et P'(5’) sont des polynomes entiers en z et z'; Fy et I des
séries procédant suivant les puissances positives de z, F, et F, des
séries procédant suivant les puissances positives de z'.

Il y a cependant une petite difficulté. H est bien une fonction
périodique de ¢, mais, lorsqu’on a fait plusieurs fois le tour du
cercle, logH peut augmenter de 2 miw. Comme il en est de méme
de logz, nous poserons alors

logH = Fy~ Fy+nlogs,
d’ou
H = eFi+Fs zn,

t 5" passera dans P (z). Les formules restent donc vraies.
Nous avons donc, pour la condition sur le contour,

P(z)eFr"F: Qt + P'(5")eFi+Fs ('fi& =-—M,.
¥9
En multipliant par ¢="Fi, il vient
P(s)er Il (s Neri-n il e,

Le second membre est une fonction périodique de ¢; on peul
donc écrire

P(z)eFx—F' dQl + P'(5')ett —Fa%%a- = 0, 8,,
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.

©, étant une série développée suivant les puissances positives de z
et ©, une série développée suivant les puissances positives de z'.
Cette identité entre les-sommes de deux séries peut se séparer en
deux équations qui donneront séparément Q, et Q, :

P (z)elFx—F'l % =6+ K,
P,(z’)ew’—h({—j—%z =0,— K.

Toutefois, il y a des conditions & remplir. Ainsi, le premier
membre de la premié¢re équation s'annule.pour tous’ les zéros
de P(z); il doit donc en étre de méme dé O, + K.

Or, nous disposons d’un certain nombre de constantesarbitraires:
d’une part K, d’autre part les &; qui figurent dans M, ; nous pour-
rons les déterminer de maniére 3 satisfaire aux conditions.

Le nomhre de celles-ci est le nombre n des pomts d’ mtersectlon
du contour avec les deux latitudes crmques, par consequent,
les k; devront étre au nombre de n — 1. A .

Le probleme comporte alors une solution umque, de sorte
qu’ainsi que nous I'avons dit plus haut, on ne peul avoir

~1U-+-l3V=0, D(U,V):O
sans avoir
. ) U=V=o.

Si, au contraire, le contour ne rencontrait pas les latitudes cri-
tiques, il resterait une constante arbitraire K.
dP
Ayant obtenu Q, et Qq, et par saite Q, nous aurons —— par
la relation

—E—O- BQ=N+2/Q\!I,

Nous sommes ainsi ramenés, pour trouver P, a un probi¢me
connu (§ 152).

On sait que P devra:satisfaire & la condition

.

aen J)
mais, Q n’étant determmé qu 4 une constante prés, on en dlsposera

pour y satisfaire. . -
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Nous pouvons donc, par cette méthode, résoudre le probléme
des marées dans le cas trés général d’un bassin limité par un con-
tour quelconque, & condition toutefois de négliger II”, et dans
I’hypothése que les parois soient verticales.

Nous allons exposer maintenant une autre méthode qui permet
d’éviter plus simplement la difficulté provenant des latitudes cri-
thues, et présente en outre 'avantage de s’appliquer au cas des
parois inclinées. ' . >

170. Cas général : Bassin & parois inclinées et limité par un
contour quelconque. — Considérons I'équation

Lu =f,

dans laquelle Lu représente une combinaiso‘n lindaive de Au,
c_i_zf du
dz’ d_y
connues de x et y.

Supposons en outre, que nous nous donmons sur le contour
des conditions quelconques.

La solution pourra se mettre sous la forme.

et u, dont les coefficients 'sont, ainsi que.f, des fonctions

u=[f'G(w,7,f1ﬂ)d°',

G étant une fonction de Green généralisée. Quant & f', c’est. ce
8 )
que devient la fonction f quand on y remplace les variables z et y

par §, n; et
de' = dt d.

Tout le probléeme est ramené & la détermination de la fonc-
tion G.

PPosons
Lu=Lyu—+ \Lu,

L, ne contenant pas de terme en Au, mais seulement w et ses
dérivées du premier ordre. Le coefficient de Au ne depend donc
pas du paramétre arbitraire X. . .

Je dis d’abord que sil’on sait former la fonction de Green corres-
pondant & Lyu, c’est-a-dire pour A = o, on saura la foriner égale-
ment pour toutes les valéurs de ).
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En effet, nous pouvons écrire
Lou ='_)\Ll+f'

Soit alors (i la fonction de Green relative 3 L, ; nous aurons

I
U=— 7:[L'1 Go dc'+ff’Go dd’,
L/ étant ce que devient L, quand on y remplace z, y et u par §, 4
et u,

La fonction sous le signe f dans le coefficient de A est de la

forme
du’ du
A 3 +B % + G,
A, B, C étant des fonctions connues de z, ¥, §, 1.

En intégrant par parties, comme au paragraphe 158, on fera

. N du' du' .
disparaitre les termes en 7% ’ ?;% et le coefficient de A se trouvera

ainsi ramené a la forme qu’il a dans une équation de Fredholm.
Ainsi, la méthode de Fredholm nous permetira de trouver G
pour une valeur quelconque de A.
C’est en somme ce que nous avons fait jusqu’a présent, en pre-

nant simplement
Lo u=»A u,

et’on ne rencontraitpas alors de difficultés tant que les coefficients
de L, « ne devenaient pas infinis.

171. Mais, si nous supposons, par exemple,

Loyu=Fkhu,

nous pourrons rencontrer une difficulté, de ce fait que 425 sera
susceptible de s’annuler sur le contour si les parois sont inclinées.
Dans ce cas, en eflet, la fonction de Green pourra devenir infinie
d’un ordre trop élevé pour que la méthode de Fredholm soit appli-
cable. " '

_ G désignant la fonction de Green ordinaire, qui s’annule sur le
contour, on aura

. G(.’Z’,_}’, £, m)
Go= = —
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k' et I' étant ce que deviennent respectivement & et 4 quand on 'y
remplace = ety par § el .

G et /' s’annulant tous deux sur le bord, G, restera fini sur le
bord.

Pour voir comment G, se comporte dans le voisinage du bord,
représentons le contour ainsi que les points M et P.

Si un seul de ces points (fig. 34) est trés voisin du bord, la
fonction ‘'de Green reste finie, aucune difficulté ne se présente.

Fig. 34.

Si les deux points sont trés voisins et trés voisins du bord, tout
se passera comme si 'arc du contour voisin était remplacé par une
droite; l'expression de la fonction de Green est alors

M'P
log yip?

M’ représentant le symétrique de M; d’ou

Yy étant une quantité de 'ordre de MP.
Quelles que soient les positions respectives des trois points M,

Mk—p’ k étant fini.

Par conséquent, G, pourra devenir infiniment grand, mais au plus
d’ordre 1; ce qui n’offre aucun inconvénient puisque nous avons,

affaire & une intégrale double, 4 condition que L,u ne renferme
que u et pas ses dérivées.

M, P, cette expression est toujours inférieure &

. d du. .
Mais, si nous avons dans L, 2 des termes en d—u et (—é, I'intégra-

. R . . ., dG,
tion par parties introduira les dérlvees 71’5_ et-———, et nous nous

trouverons dans des conditions ou la méthode de Fredholm n’est
plus directement applicable. En effet, G, est homogéne et de
degré — 1 par rapport & y, M'P et MP; par la différentiation,
nous obtiendrons une expression homogeéne et de degré — 2 et,

P. — IIL ' 19
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Vintégrale étant double, la réitération ne saurait nous fournir un
noyau qui reste fini.
Il y a donc I une difficulté trés importante,

172. On peut en triompher néanmoins en changeant le chemin
d’intégration.

Supposons d’abord une seule variable 2, avec sa correspon-
dante £; Lu est alors une expression différentielle linéaire ordi-
naire et'non plus une expression aux dérivées partielles.

Nous aurons comme chemin d’intégration un certain segment
rectiligne ab; la fonction u est supposée définie pour toutes les
valeurs comprises entre @ et b, et doit satisfaire en ces deux
points (fig. 35) a certaines conditions aux limites.

Fig. 35.

£
a [ b

Prenons, par exemple, cette condition simple que u doit s’an-
nuler en @ et b. Nous pourrons déformer légérement le chemin
d’intégration et prendre un chemin curviligne imaginaire : nous
obtiendrons ainsi la continuation analytique de la fonction précé-
dente. '

Si donc une difficulté provient de ce que le coefficient de L, u
devient infini en un certain point ¢ de ab; nous nous en aflranchi-
rons en prenant le chemin curviligne.

On peut, ce qui revient au méme, suivre le chemin rectiligne
de part et d’autre de ¢, et contourner ce point par un petit
détour.

Le cas est déja plus compliqué si la difficulté se présente aux
deux extrémités. Supposons, par exemple, que le coefficient de %
dans L, s'annule en a et b, chacun de ces deux points étant un
pole simple, c’est-a-dire que le coefficient sera divisible par
(x—a)(z —b) et non par (z — @)* ni par (z — b)*. Parmi les
solutions de I'équation différentielle, il en est une qui restera finie
aux deux extrémités, et c’est celle-la que nous adopterons comme

satisfaisant aux conditions aux limites. En remplagant ces con-
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ditions par d’autres équivalentes, on pourra éviter la difficulté
par un artifice analogue au précédent.

- Suivons le chemin rectiligne de o 4 8 et complétons-le par une
boucle autour de chaque extrémité. Nous nous imposerons ces
condilions qu’en franchissant le point @ par-dessus, la fonction u
reste conlinue ainsi que sa dérivée premiére, puis reprenne la
méme valeur quand on revient en «. De méme & lautre extré-

mité ( fig. 36).

Nous assujettissons donc la fonction 3 se comporter comme une
fonction uniforme; toutefois ce que nous écrivons, c’est que la
fonction u reprend la méme valeur quand on va de 2 en « en sui-
vant la boucle particuliére que nous avons choisie; nous ne préju-
geons rien sur ce qui se passerait avec une boucle différente;
cependant la condition sera remplie par surcroit pour une boucle
quelconque, et aussi pour les dérivées de u si, comme nous le
supposons, il existe une intégrale réguliere. La condition de se
comporter comme une intégrale réguliére est équivalente a celle
de rester {inie aux extrémités, car, s'il existe une intégrale régu-
licre, ce sera celle-la qui restera a la fois finie et uniforme.

Nous nous trouvons ainsi affranchis de la difficulté.

173. Les mémes procédés peuvent s’étendre au cas de deux
variables. Le champ d’intégration.est ici une -aire plane limitée
par un certain contour; nous le modifierons en intégrant le long
d’une aire courke dans I’espace. _

De nos deux variables z et y, nous supposerons que x reste
réelle; y,au contraire, sera considérée comme imaginaire et devien-
dra y + 5. Le point dont les coordonnées dans ’espace sont z, ¥, 3
représentera 'ensemble de nos deux variables d’intégration.

Une premiére difficulté peut se présenter : c’est que, le long de
certaines latitudes critiques, nous avons un coefficient inﬁn\i. Alors
nous modifierons un peu notre champ d’intégration, nous passe-
rons au-dessus de ces lignes critiques en ne restant pas dans le

plan des zy (fig. 37).
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Une autre difficulté provient de ce que la profondeur est nulle
sur les bords lorsque les parois ne sont pas verticales.

Dans ce cas, nous intégrerons 4 |'intériear du contouravec deux
variables réelles (région couverte de hachures) et nous contour-
nerons le bord en suivant la surface engendrée par les boucles
figurées sur la section suivant AB.

Nous obtiendrons ainsi des intégrales imaginaires, qu’il est aisé
de ramener 4 des quadratures réelles. _

Comme condition aux limites, nous assujettirons la fonction «
& reprendre la méme valeur quand on revient dans le plan des zy
aprés avoir tourné autour du bord.

En procédant ainsi, nous pourrons éviter toute difficulté.

Il suffit que Ly« soit constitué de telle sorte qu’on puisse s'en
servir pour définir G, c’est-a-dire que Lou comporte une seule
solution qui reste uniforme lorsqu’on fait le tour de la péri-’

phérie.
Fig. 35.

On pourrait songer 4 prendre

Lou = A2h Au,

mais dans ce cas, précisément, cette condition ne serait pas rem-
plie. On s’en rend compte aisément en considérant le cas d’une
seule variable. Soit, par exemple,

du
dz?

Low=172h

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROCEDES D INTEGRATION DES EQUATIONS DU PROBLEME DES MAREES. 293
S’il existe une solution uniforme
u=¢(z),
il y en aura aussi une infinité d’autres, de la forme
u=9(x)+c+caz,

¢ et ¢, étant deux constantes d'intégration.
Il faudra prendre alors, par exemple,

Lou=FkhAu+ u,

et cette difficulté ne se présentera plus.

Seulement, il faut pouvoir intégrer et trouver G, dans ce nou-
veau cas.

Or, nous avons vu que, méme lorsque le coefficient k24 s’annule

aux bords,la méthode générale s’applique encore a condition que L,
du du

dz’ dy

Comme nous savons intégrer pour k%% Au, nous saurons donc
intégrer aussi pour

ne contienne que des termes en « et pas de termes en

k2 hAu+ou,

% étant une fonction de z et y.

G, sera donc facile & former,

Je renverrai, pour plus de détails & mon Ouvrage, Gottinger
Vortrige (Leipzig, Teubner, 190g).

174. Manisre de tenir compte de Pattraction du bourrelet. —
Jusqu’ict, nous avons négligé I"; il nous reste & montrer comment
on pourrait en tenir compte.

Nous avons d’abord une premiére équation

LQP=§1

0

puis une seconde
i
L= EO\"’? —0—W),
W étant une fonction connue.
Posons

L-’-—"- L0+ Ll,

en prenant égal A 'unité le parameétre X des paragraphes précé-
dents.
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Par hypothése, nous connaissons Ja fonction Gy relative & Ly ;
nous avons alors N
Lot? = c —_— L| (P,

et nous en déduisons

g=f(z;'— 1) Go do';

' est ce que devient { quand on y remplace z et y par £ et n; o' ce
que devient » quand on fait ]a méme substitution; L, enfin ce
1 > ” - s
que dev1en.t L, quand.on y 1ex-nplace z,y et v par £, net ®

La deuxiéme équation s’écrit

c——(m +f§d°-w). ,

Nous savons, en effet, que II” est le potentiel dd a Pattraction
d’une couche superficielle de densité — § (§ 28).
ds’ représente un élément de la Surface de la sphére, mais

évalué sur la carte : sur la sphére méme, cet élément est

ds'
dOIlC 7—2-'

¢’ est la valeur de { au point de coordonnées &, . Quant a r,
c’est la distance du point z, y au point&, v, mais évaluée dans (’es-
pace, et non sur la carte,

Lorsqu’on aura mtegré par parties pour faire disparaitre les

do'  do’
termes en :{—é- et -— qu1 fgurent dans L avec cp, nos (,quatlons

en 9 et { se presenteront sous la forme d’ équations de Fredholm,
mais a deux fonctlons inconnues. M. Fredholm a montré que ce
cas se ramenait immédiatement & celui d’une équation ordi-
naire.

Pour le faire voir, considérons seulement le cas d’une variable
unique. Soient deux équations de Fredholm entre deux fonctions

inconnues o, et ®,

g1(2) = [01(8) K@, £) & + [2 (5 Ko, ) - ().

02(2) = [21(8) Ka(a, )t + [a(8) Ky (2, D) &+ (@),

les intégrations étant effectuées entre les limites o et 1.
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Ces équations peuvent se ramener a une seule,
2@ = [¢0)K(@, &) d& -+ b(a);

sculement, ici, z et § varieront entre o et 2.
Nous poserons

Pour o<a<1, ¢(x)=9(2) $(#) = W(z),
Pour z>1, 9(x) = (& —1), Y(z)=di(z—1),

et pour définir les noyaux

x <1, t <, K=K,

z <1, £E>1, K = Ky(z, E—1),
z>1, E<I, K=K3(x_l,5)a
r>1, E>a, K=Ky (z—1, {—1)

La réduction est alors immédiate.

On peut faire de méme s'il s’agit d’intégrales doubles. Il suffi-
rait de doubler I’aire d’intégration par une autre aire égale placée
4 c6té, de méme qu’on a précédemment doublé le segment.

173. Examen critique de la méthode de Fredholm. — Nous ne
pousserons pas plus loin 'exposé de la méthode de Fredholm;
mais, avant d’abandonner ce sujet, nous nous demanderons ce
qu'on peut en attendre pour la résolution du probleme des
marées, '

Théoriquement, la méthode donne la solution du probléme : les
séries qu'elle fournit convergent avec une trés grande rapidité. A
ce point de vue, rien a désirer.

Seulement, le calcul de chaque terme est loin d’étre simple.
Certainement, on pourrait le simplifier. C'est ainsi qu'il n’est pas
indispensable de toujours procéder par élapes comme nous I'avons
fait. La détermination de chaque fonction de Green exige la réso-
lution d'une équation de Fredholm et, la plupart du temps, on
peut abréger beaucoup les calculs en faisant tout & la fois.

De plus, on pourrait se dispenser d’intégrer le déterminant dont
I'élément général est f(M;, My); il suffirait de savoir former la
série des noyaux réitérés pour obtenir aisément la série en .

Néanmoins, en dépit de toutes les simplifications possibles, le
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calcul restera trés long. Il faudra nécessairement introduire la
profondeur de la mer et la représenter par une fonction : d’ot
une complication extréme, qu'on n’éviterait qu’'imparfaitement en
adoptant méme une loi schématique grossiére.

Dans ces conditions, il est permis de se demander si le tra-
vail considérable exigé serait enrapport avec un résultat forcément
douteux.

Mais ce n'est pas toutencore. Pour juger de la valeur d'une mé-
thode d’intégration nouvelle, M. Hermite avait coutume de poser
cette question : Pourriez-vous retrouver par ce procédé les cas
particuliers d’intégration déja connus?
¢ Jusqu'ici, la méthode de Fredholm ne répond qu'imparfaite-
ment 4 ce criterium. II faudrait travailler encore beaucoup pour la
‘mettre entiérement au point.

Toutefois, cecine serait pas une raison suffisante pour s’en passer.
D’abord, il n’en existe pas d'autre. Ensuite, on peut espérer en
obtenir la démonstration rigoureuse de certains théorémes utiles.

Supposons, par exemple, dcux bassins oeéaniques communi-
quant parun détroit. Si le premicr de ces bassins se lrouve isolé-
ment en résonance avec un des termes du potentiel, on peut
admeltre que les marées y sont commandées par cette résonance,
tout comme si le second bassin n’existait pas.

Mais ce n’est la qu'une intuition, et pour arriver & connaitre,
méme approximativement, la période d'oscillation propre du
bassin en question, on est obligé de négliger bien des choses. La
méthode de Fredholm permettrait de contrdler cette intuition, elle
pourrait montrer quelle doit éire la limite de la perfection de la
résonance pour que la conclusion soit légitime; en un mot, elle
ferait voir quel est 'ordre de grandeur de l'erreur commise et quel
est son sens.

De méme, dans la comparaison de la théorie avec les observa-
tions, on est souvent amené a assimiler un bassin de forme plus
ou moins compliquée & un canal sensiblement équivalent. C'est
ainsi que nous trouverons i la base de la théorie de Harris certains
lemmes mi-intuitifs, mi-basés sur une théorie ou des observations
grossiéres,

Ici encore, la méthode de Fredholm nous fournirait le moyen
d’en vérifier la 1égitimité.
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Tel est 'appui qu’on peut actuellement espérer retirer de I'ap-
plication de celte méthode au probléme des marées.

Ces mémes conclusions s’appliquent également & une autre
méthode qui est encore 4 peine ébauchée et dont nous allons dire
quelques mots, la méthode de M. Ritz.

176. Méthode de Ritz. — La méthode de Ritz s’applique au cas
ol l'on a 4 déterminer une fonction par le calcul des variations.
Supposons une certaine intégrale J définie par la relation

J =fdo-ch.

Lo dépend de la fonction inconnue ¢ et de ses dérivées pre-

. do do . , . o . s
mieres —, ——; mais cen est pas une expressmn llneall‘e s cest un
dz” dy .

polynome du second degré, non homogéne.

Il s’agit de chercher la fonction o, assujettie a certaines condi-
tions aux limites, qui rende J minimum.
. M. Ritz considére une série indéfinie de fonctions '

\Pu L‘H!v teey q’n, cean

Toutes ces fonctions sont assujetties & certaines conditions :

En premier lieu, elles doivent satisfaire aux conditions aux
limites auxquelles satisfait la fonction ¢.

Ensuite, il faut qu’une fonction quelconque F puisse étre repré-
sentée par une série procédant suivant les fonctions ¢, soit

F =Z %n l'f'n-

Voici, & titre d’exemple, une application simple montrant com-
ment les fonctions ¢ peuvent étre choisies.
Supposons un contour quelconque

0(z, y)=o,

sur lequel la fonction © est assujettie & s'annuler.
Inscrivons ce contour dans un carré ayant pour cbtés (fig. 38)

x=%a, y==xa.
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Nous prendrons
\‘{:esln max SIn mﬁ)’.
P coOs a ¢cos a
4, renfermant O en facteur, satisfait bien & la condition d’étre

nul sur le contour.
Fig. 38.

Considérons également une fonction quelconque F s’annulant

F . . .
sur le contour; ¢ restera fini. En général, la fonction F ne sera

définie qu’a l'intérieur du contour. A Pextérieur, nous pourrons
la définir comme il nous conviendra, et prendre, par exemple,
F
= =0,
(.) H

F , \ .
- pourra se développer en série de Fourier, et nous aurons, par

suite, le développement de I en série procédant suivant les fonc-
tions ¢, ‘
_ Pour résoudre le probléme tel qu'’il I'a posé, M. Ritz représente ¢

par la suite finie
al\‘{l"" 124‘24—- .ot anq/n.

Sil'on substitue dans la premiére équation, J deviendra un po-
lynome entier du second ordre en a,, o, ..., %.

On peat disposer des indéterminées a pour rendre J minimum;
il-en résultera une valeur de v que j’appelle o,.

M. Ritz a démontré que 9, converge vers une limite déterminée
qui n’est autre chose que la fonction © cherchée.

M. Ritz a appliqué sa méthode avec succés au probléme de
Dirichlet et & celui de 'élasticité.

On peut espérer que les artifices qu'il a employés, ou des arti-
fices analogues, seraient également applicables au probléme des
marées, malis je ne ’ai-pas vérifié.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROCEDES D'INTEGRATION DES EQUATIONS DU PROBLEME DES MAREES. 299

Il faut auparavant montrer que les équations du probléme
des marées peuvent se ramener & celles d'un probléme du calcul
des variations.

177. Réduction des équations des marées au calcul des varia-

tions. — Reprenons I'équation générale du probleme (§ 77)
d do 9(he ) _ {
S&EMmE) - iws =

avec

he= Ath

1 N fw?cos?b’
0s0
hy = 2% hy;

/e, et hy contenant A en facteur s’annulent sur les bords, 4 moins
qﬁe les parois ne soient constituées par des falaises verticales.

En second lieu, & est essentiellement réel : il en est de méme
de Ay qui, contient 22 en facteur; mais /,, qui renferme A, est
essentiellement imaginaire, 4} est négatif; & est le rapport de simi-
litude. '

Nous avons, de plus, une seconde équation, qui lie { 4 5,

I

(=2 (Mp—I'—W),

o v

W étant la fonction connue Ce correspondant au potentiel des
forces extérieures. :

Pour mettre ces équations sous la forme que nous avons en
vue, nous séparerons les parties réelles et les parties imaginaires,
Posons

W = W1+ in,

7 étant essentiellement réel. . }
Substituons et égalons les parties réelles et les parties imagi-
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naires; nous obtiendrons alors quatre équations
L (1, %) ) 8 _,
dz \"' dz o(z, y) K !

> (n d_ EICT) P S
dr \''dzx d(z, y) Kk !

o &l W W _
R vy A vy R vY TR
92 é’Cw 1 W,

T TTIMYY: /c3 YA

Multiplions respectivement ces quatre équations par 339./10-,
Spads, 3Gy ds, 3, ds, ajoutons et intégrons par rapport & ¢ sur
toute 'aire considérée. Nous obtiendrons ainsi une intégrale

f‘/°(°.71, o1 &1, Loy 891y 892, 884, 8%3),

dépendant des fonctions ¢,, 9., §,, L, et de leurs variations 3%,
892, 841, 6Cy; cette intégrale devra étre nulle.

Nous allons montrer qu’elle se réduit & la variation exacte 3J
d'une intégrale J. Le probléme reviendra donc & chercher le maxi-
mum ou le minimum de J.

Prenons, en effet, successivement chaque terme ou groupe de
termes : nous obtiendrons autant de variations exactes.

Nous avons, en premier lieu, I'intégrale

d d’-”l N
“[Z ;[‘—1; <lll %> 0?‘ dO',

qui donne, en intégrant par parties,

h‘ d—(P'l 8‘?1 dy _ /l d31 dO(fH dd'.
dx dzx dx

Le premier terme est une intégrale de ligne qui sera nulle,
puisqu’elle est prise le long du bord ot I'on a 2y =o.
La seconde intégrale est une intégrale de surface qui est égale &

h] d(pi 2
- af x5 (35) d
C’est donc bien une variation exacte. De méme pour le terme
analogue de la seconde équation.
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Maintenant, considérons ensemble les termes provenant des dé-
terminants fonctionnels; ils donnent

. d [ doy\ . d [/ do
/d"["‘?‘za‘e('dy)—“?‘d_v( d;)

.' —3 i dtﬂ +° d d(?i
"z \"dy 2y e >

Transformons également en intégrant par parties. Chaque inté-
grale particuliére donnera une intégrale de ligne étendue au con-

tour et qui sera nulle puisqu’il y a partout v en facteur, puis une
intégrale de surface; il restera donc ‘

dO?i d?g dScpl d(?z dB'.pz dq’l dBcpg d(P]
f”dc( dx dy+dy rZ A dy dy dx)’

c’est-a-dire encore une variation exacte
o dCDz (10)1 d(?i d‘-”z 0(‘?2’ (?1)
°f“dc<7w'd_y“_d—w TJ’) 8[ Sy

4

Combinons — %’1 avec — 77 mousaurons

d o
—/‘k_:'(tla?i'*“?l SCL)=—°f%§1?1-

De méme pour les termes analogues — 21;—2 et — fi

Les seconds termes des deux derniéres équations nous donne-
ront ensuite

g g(Li+183),
) = C‘Bt‘*"wf/z 2°C’—8fd° M

Considérons maintenant le terme en II'; il donne

%. Z—fu'; 3.

Or, II” étant le potentiel d¢ & altraction d’une couche super-
ficielle de densité — ¢, I} proviendra d’une couche superficielle
attirante de densité — ¢, ct SII sera le polentiel d’une matitre
attirante de densité — 8{,. D’aprés un théoréme général de
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la théorie du potentiel, si V et V' sont les potentiels respective-
ment dus a4 des masses m et n', on a

2 Vm' =2 Vim.

Par conséquent,

ds

v A I ds Y
%) Elhiohi=qy3 Fstﬂx

Az,

)

do ,_, " 1 do _,
:2—./\—2- F(H; 8C1+§,6H1)=m3/k—2ﬂim.
De méme pour le terme en IT,.
Il ne nous reste plus que les termes en W, et W,. Le premier

donne .
1 ds

Or, W, est une fonction connue, elle n’a pas de variations; nous
pouvons donc.écrire cette intégrale

1. [ds.
3t %;\V,c,.

De méme pour W,.
Finalement, nous obtenons une variation exacle

6J=8fdc[—2h—l(d—?% _'_d‘P%) _,_,nd(ﬂ?z"?l) _Cipi+ G

2 \ d» dx J(2,y) k2
g+ LI +LIM LWL W,
+ 2A2k? - 2 A2kt + A2 k2 ] = 0.

Nous nous trouvons donc bien dans les conditions voulues pour
appliquer la méthode de M. Ritz.

Nous pourrons prendre pour les fonctions ¢ des fonctions quel-
conques satisfaisantaux conditions aux limites. Il suffira de prendre
des fonctions sphériques. Toutefois, il y aurait une difficulté pour
la latitude critique.

On pourrait également développer les inconnues en fonctions
sphériques et arréter le développement 4 un terme quelconque.
On aurait ainsi un nombre fini d’indéterminées relatives & un sys- -
téme restreint possédant un nombre fini de degrés de liberté. On
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pourrait alors calculer les quantités Hy, H,, H, etappliquer I'ana-
lyse exposce au début de cet Ouvrage.

Mais il faudrait pour démontrer la légitimité du développement
une analyse qui n’a pas encore éLé faite.
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DEUXIEME PARTIE.

METHODES PRATIQUES DE PREDICTION DES MAREES.

CHAPITRE XL

ANALYSE HARMONIQUE.

178. Nous avons vu dans la premiére Partie que, si la méthode
de Fredholin permet théoriquement d’intégrer les équations du
probléeme des marées, néanmoins la difficulté d’introduire analyti-
quement la Joi de profondeur de la mer et les conditions aux
limites sur le contour compliqué des continents conduisait & des
calculs pratiquement inextricables. D’ailleurs, cette méthode est
d'invention toute récente et jusqu'alors le probléme n’avait pu
étre traité complétement que dans des cas trés particuliers dont les
conditions sont assez éloignées de celles qui se présentent dans la
nature. ‘

Cependant, on prédit les marées d'une fagon réguliére et sans
mécomptes. Le procédé le plus généralement employé dans ce but
est celui qui a été proposé en Angleterre sous le nom d’analyse
harmonigque. Nous allons en exposer les principes généraux, en
renvoyant pour les détails d’application pratique aux nombreux
Ouvrages qui ont plus particuliérement traité de cette question (!).

(1) G.-H. DarwIN and J.-C. ApAMS, Report of a committee for the harmonic
analysis of observations (British Association, 1883). — Harr, De l’analyse
harmonique des observations de marées d’aprés les travauz anglais (Annales
hydrographiques, 1893 ). — MauricE LEvY, Lecons sur la théorie des marées,

1898. — RorLkr DE L'IsLE, Observation, €tude et prédiction des marées ( Ser-
vice hydrographique de la Marine, 1905). :
P, — IIIL. 20
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179. Nous savons (§ 29) que le potentiel perturbateur P — P,
des astres troublants, en un point déterminé 'de coordonnées 6, ¢,
peut étre décomposé en composantes isochrones complexes

P—Po: ZCC)‘t;

X est essentiellement imaginaire et différe peu de siw, s étant un
nombre entier pouvant prendre les valeurs o, &= 1, * 2.

C =Be#¥, B étant uniquement fonction de la colatitude § et se
trouvant proportionnel a

- 3cos?6—1  pour s=o,
' sin20 » s==%1,
sin2 » s==2;

C est donc une fonction connue des coordonnées du point.

Ainsi, pour chaque composante 1sochrone du potentiel pertur-
bateur, A est une constante ne dépendant que du mouvement des
astres et C est une constante en chaque lieu considéré.

Nous savons, de plus, d’aprés la théorie générale des oscillations
d’un systtme mécanique (Chap. I), que chaque composante iso-
chrone complexe du potentiel perturbateur donnera naissance a
une oscillation contrainte isochrone harmonique complexe de
méme période; de telle sorte, qu’en désignant par /4 Ja hauteur de
la marée au lieu considéré, on aura ‘

h=SHeM,

les X étant les mémes constantes que celles qui entrent dans le
développement du potentiel et les H étant des fonctions des coor-
données du lieu. :
En mettant en évidence le module et I'argument de H, nous
pourrons écrire, puisque les termes du second membre sont ima-
' ginaires conjugués deux i deux,

h =2—‘§- eiff glat +Z % e—iff g-iat,

a étant lemodule de la quantité imaginaire A, c’est-a-dire la vitesse
angulaire de 'onde.
L’expression de la hauteur de la marée sous forme réelle sera .

.

h=23XAcos(at—+ B).
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Pour calculer la hauteur de la marée, il nous faudrait donc con-
naitre, relativement a chaque oscillation particuliére, trois quan~
tités : la vitesse angulaire o, 'amplitude A et la phase .

Les vitesses angulaires o sont les mémes pour tous les ports,
nous leur attribuons les valeurs théoriques du développement du
potentiel, elles sont donc connues.

Les inconnues A et B seraient fournies par l'intégration des
équations différentielles du probléme; mais, comme ce sont des
constantes en chaque port considéré, on peut aussi chercher a les
déterminer expérimentalement. , ,

Une fois ces constantes obtenues, il sera possible de prédire la
marée.

Tel est le principe général de la méthode de I’Analyse harmo-
nique. Son applicalion comporte trois groupes d’opérations suc-
cessives :

1° Observation de la marée pendant un temps suffisamment
long;

2° Calcul des coelficients A et 3;

3" Calcul de / pour une valeur donnée de ¢.

180. Observation de la marée. — Les appareils destinés & en-
registrer automatiquement les variations du niveau de la mer sont
des marégraphes. ;

Un marégraphe se compose essentiellement d’un puits dans
lequel I'eau peut pénéirer par une ouverture étroite, de telle sorte
que le niveau dans l'intérieur du puits soit le méme que celui de
Pocéan, abstraction faite de l'agitation causée par les lames. Un
flotteur, qui s'éléve et s’abaisse avec 'eau, transmet les variations
de niveau, par intermédiaire d’un systéme dém%tiplicaleur, &
un cylindre enregistreur actionné par un mouvement d’horlo-
gerie,

De la courbe de marée ainsi obtenue, il est aisé de déduire le
niveau moyen a partir duquel on doit compter 4, en prenant la
moyenne d’'un grand nombre d’ordonnées équidistantes.

Mais on peut également se servir dans ce but du médimaré-
métre., '

Cet appareil se compose d’un tube verlical étanche, dont ex-
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trémité inférieure est constituée par un vase poreux. L’équilibre
de niveau s’établit alors trés lentement, et 'amplitude des oscilla-
tions est trés réduite. Le niveau moyen de l'oscillation résultante
a l'intérieur du tube est le méme que celui de la mer et peut se
déterminer simplement par la moyenne d’observations faites & un
assez long intervalle, une seule par jour, par exemple.

181. cCalcul des coefficients. — Nous avons donc par I'observa-
tion une courbe nous donnant /2 en fonction de ¢. Il s’agit mainte-

s

nant d’en déduire les constantes A et {8 particuliéres a chaque
onde. Clest en ceci que consiste I’Analyse harmonique proprement
dite.

Nous connaissons au lieu considéré

h = I H elat
Considérons une onde particuliére
11, ei%ot

et proposons-nous d’en déterminer les éléments.
En mettant cette onde en évidence, nous écrirons

k= ZH et 4 Hy eitat,

le ¥ s’étendant a toutes les autres ondes.
Calculons P'intégrale
T
f h e—i%t dt,
0

pour un intervalle de temps T trés long. Nous avons

T .
, H efla—a)T
f he—teatde =Y — S —1 L H,T.
0

12 o — oy

Les termes ou T figure en exponentielle restent toujours petits,
quelque grand que soit T, tandis que le terme H,T devient trés
grand. Si T est suffisamment grand, ce terme sera donc le seul
sensible, et Pon pourra écrire

T
H, T =f R eist dt.
0
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. A
Le module de H, donnera alors ;‘-’ et son argument 3.

En séparant les parties réelles et les parties imaginaires, nous
avons pour déterminer A, et ﬁo les deux relations

Ao cssﬁ() = f hCOSuotdt
éo_Sln_ﬁ_g =—-[—f h sinagz dz.
2 T o

182. Choix de la période T. — La séparation de chague onde
sera faité d’autant plus exactement que les lermes introduits dans
l'intégrale par les autres ondes seront plus petits.

Parml ces termes, flgure celui qul correspond A o = — 2y, cest-
a-dire le terme imaginaire conjugué de celui que nous voulons
séparer. Comme il donne en facteur ¢e=**T— 1, on le fera dispa-
raitre ainsi que les termes dont les vitesses seraient multiples de =,
en choisissant T de telle sorte que

,)—7_ % T=gq,
¢ étant un entier quelconque.

De plus, il conviendra d’éliminer tout terme susceptible de
devénir dangereux, soit parce que son amplitude est considérable,
soit parce que sa période se rapprochede celle du terme a séparer.
Soit, par exemple, H,e¢ un terme a redouter; il donnera en
facteur e"*- T —y, On annulerait donc entiérement l'influence
de ce terme en prenant

,W(“‘_%)T“ r,

. . \ : .
r €lant un entier.
D’ou, entre g et r, la relation
qor

e

Mais, a; et o, étant incommensurables, cetle condition ne sera
pas toujours exactement réalisable. On y satisfera le mieux pos-
sible, en prenant alors pour 7 et ¢ les entiers les plus voisins des
valeurs exactes : » sera'notablement inférieura ¢.
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Pour effectuer avec exactitude la séparation de toutes les ondes,
il est nécessaire d’avoir 4 sa disposition un peu plus d’'une année
d’observations. :

Supposons, par exemple, que nous voulions calculer I'onde 3,.
Nous aurons & redouter avant tout I'influence de M, dont I'ampli-
tude est trés grande, et dont la période est peu différente. Nous
prendrons pour 7 P'enlier le plus voisin de

Ah—a
1_1_:0 ><3G5><‘24,

et pour ¢ l'entier le plus voisin de

agr

ay—
On trouve ici
r=25; g = 738.
Par suite, l'intervalle T devra comprendre 738 périodes de
I'onde S,, soit 369 jours moyens.
Pour calculer M,, 'onde & redouter est S, ; on aura

P =25, q=714; T = 369},5 (en temps solaire moyen).

Pour K., dont la période est un demi-joursidéral, onredoute Ma;

on trouve
r=2j; g=rzx40; T =369\

Pour 'onde K, dont la période estun joursidéral, onredoute O;

on trouve
r=oa7; g=235; T =369\

Pour I'onde N, de période semi-diurne, on redoute M,; on
prendra ‘
r=13; q = 680; T = 358}, 7.

. 4
Pour onde évectionnelle majeure v, on redoute également M, ;

on prendra
; q = 666; T = 350!, 4.

r=ii
Enfin, pour onde solaire diurne P, il y a & redouter a la fois K,
et O; ce qui conduirait & prendre, d’une part,

r=29; g =364
et, de l'autre,
r=25; q = 368.
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Mais, en raison de la petitesse de r dans le premier cas, le
terme ¢"*~%7T correspondant & K, variera trés lentement, et 'on
aura avantage d prendre pour ¢ la valeur de 368 périodes qui
annulera presque exactement aussi I'influence de K. D’ou

T = 369’ moyens.

183. Séparation des ondes par la méthode des moindres carrés.
— Au lieu de se servir d’une intégrale, comme nous venons de
Vindiquer, on peut encore calculer les coefficients par la méthode
des moindres carrés.

Les observations nous fournissent une série d’équations telles

que
SHelxt =1

et il s’agit de déterminer les coefficients de chaque onde de ma-

niére a satisfaire le mieux possible & ces équations. Il faut done
choisir les H de telle sorte que

Z(EH efat— k)2

soit minimum. La premiére sommation ¥ s’applique aux diffé-
rentes valeurs de ¢ correspondant aux N observations, la seconde
aux différentes composantes de la marée qui sont toutes, deux &
deuax, imaginaires conjuguées. SoilH,ef%¢la composante 4 séparer.
En dérivant par rapport au coefficient de la composante imaginaire
conjuguée, nous aurons I'équation '

2 ettt (ZH ei*t— h) =o.
Mettons H, en évidence; il viendra

ZHZX e¢ila—a)i- HoN = I h e—itht,

Le coefticient 'des H autres que H, sera sensiblement nul si les
observations sont sensiblement équidistantes. Posons, en effet,
&= m=, m prenant les valeurs

0, I, 25 ..., (N—1).

Nous aurons pour coefficient de H une progression géométrique

«dont la somme sera
eila—a,NT ¢

e
el —egT —
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Comme o2 a,, ce coefficient reste fini, quelque grand que
soit N, et 'on pourra, par suite, négliger le premier terme.

Ce que nous avons dit du choix de T = N7 pour P’application
de la méthode de I'intégrale s’applique également ici. Les deux
méthodes conduisent exactement au méme résultat.

Si les ordonnées n’étaient pas absolument équidistantes, la
compensation se ferait encore, mais moins bien.

On pourrait alors procéder par approximations successives;

mais cela n’est pas nécessaire pour les marées & courte pé-
riode.

184. variation des coefficients avec 1. — Les coefficients C du
développement du potentiel ne sont pas tous des constantes abso-
lues. Nous avons vu, en effet, que dans quelques-uns d’entre eux
figurait I'inclinaison 1 de l'orbite lunaire sur 1'équateur (§ 30).
Or, si pendant une année on peut considérer I comme sensible-
ment constant, il n’en est pas moins vrai que cet élément varie :
les inclinaisons de I’équateur et de l'orbite lunaire sur I'écliptique
n’ont que des variations insensibles, mais I est fonction de la lon-
gitude du neeud.

Soit donc une composante de la marée (fig. 3g) dont le coeffi-

. . I .
cient contient en facteur, par exemple, cos‘;- Si, par Panalyse

. . Fig. 3g.

Equateur

harmonique d’une année d’observations pendant laquelle I avait la
valeur 1y, nous avons trouvé pour le coefficient d’amplitude de
cette onde la valeur A,, pour prédire la marée au cours d’une autre:
année ou I aura pris la valeurI,, il conviendra de prendre un coef-
ficient A, tel que
Iy
cos";
A=Ay

cosi_o.
2
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Il existe des Tables, dressées par le major Baird, donnant
immédiatement pour chaque onde les valeurs pratiques de ces
rapports.

Il n’y a pas lieu d’en tenir compte pour les composantes

solaires.
185. Examen de quelques cas parficuliers. — 1° Ondes sidé-
rales. — Le potentiel de la Lune et celui du Soleil donnent cha-

cun une composante de vitesse v dont 'action se combine de ma-
niére & former une seule onde sidérale diurne K,. Le coefficient
du terme lunaire dépendra de I, de sorte que le coefficient de K,

sera de la forme
AS(I)+ B,

Pour passer d’une année a I'autre, il suffira de connaitre le rap-
port des actions de la Lune et du Soleil, qui est celui des coeffi-
cients astronomiques des deux termes constitutifs de K. De méme
pour 'onde sidérale semi-diurne K,. .

2° Onde lunaire elliptique mineure L. — Le développement
du potentiel lunaire comprend des termes ayant respectivement

pour argument
(2w —n)t—mw,

(2w—n)t+w,

w représentant la longitude du périgée lunaire qu’on peut, en pre-
miére approximation, considérer comme proportionnelle an temps.
w varie trop lentement pour que 'analyse harmonique puisse, avec
une seule année d’observations, arriver a séparer exactement ces
deux termes; aussi les réunit-on en un seul en posant

C, eilew—nit—wl . G, ¢ll2n—nlt+o] — (Cy+ G, e¥iw) ellew—nit—al,

2i® pouvant étre considéré comme constant dans le courant d’une
annce.

Si alors l'analyse harmonique a fourni la valeur H, du coeffi-
cient de 'onde correspondante, avec une valeur de ® égale & @,
on aura pour une autre année la valeur de H en multipliant H, par

le rapport
(e C, e2iw,
01 + Gy e2it,
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183 bis. Ondes supérieures et ondes composées. — Nous avons
admis que les vitesses angulaires o des diverses ondes étaient les
mémes que celles des termes correspondants du développement du
potentiel. Ceci suppose que, les équations différentielles qui
régissent les oscillations du systéme étant de forme linéaire, on
peut appliquer le principe de l'indépendance des petits mouve-
ments. Pour que cette application soit légitime, il fanl que les
oscillations solent trés petites par rapport & la profondeur de la
mer. Or, si cette condition est remplie en pleine mer, elle ne I'est
pas dans le voisinage des marégraphes.

Il s'introduit alors dans l'expression /. de la marée enregistrée
des termes parasites ayant des vitesses angulaires multiples de
celles des termes principaux. Clest ainsi qu’aux termes Hei¢
s'adjoindront des termes en

ezi'xt, edixe, e#iat,

ey

et méme des termes en

ellu+2,)e,

Ce sont les ondes d’ordre supérieur et les ondes composées. Les
plus importantes des ondes d’ordre supérieur sont

M, de vitesse a=4(w—n),

M, » 6(w—n),
M, . » 8(w— n),
S. » 4(w — ny),
S » 6(w—ny).

Parmi les ondes composées, on distingue

MK provenant de la combinaison M.+ K, a=3w—2n

MS » M.+ S, fw—an—an,
MS f » S — M, 2(n—ny)
2MK » M+ O Jw—4n

MN » M,+ N fo—3n+w

L’onde composée MSf se confond avec I'onde a longue période
de méme désignation.

’

186. Calcul des moyennes horaires. Méthode de Roberts. — En
résumé, nous avons par le marégraphe le tracé de la courbe de
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3 =Z H ei“t=2%eiﬁ eiat =2 A cos(at + B),

les vitesses « dtant connues, et les coefficients A et 8 étant des
constantes du port & déterminer.
Si nous écrivons en particulier le terme H, e, nous aurons
P 0 ]

.
HyT = f I et dit,
A .

d’oli, en séparant les parties réelles et les parties imaginaires,

Aocosﬁo_ Tf h cosayt dt,

2

marée

A, sinBo

2

4=-——% f h sina,t dt.
o

11 s’agit donc de calculer les intégrales
cos N cos
fh Cdptdt=X0th [ ayt,
s . sin

¢ étant l'équidistance des ordonnées.

Nous donnerons pour cela & «#,¢ une série de valeurs équidis-
tantes. '

Si, par exemple, il s’agit d’une marée diurne, nous prendrons
pour ¢ des valeurs telles que ¢, ¢ soit un multiple de 15°; s'il s ‘agit
d’une marée semi-diurne, les valeurs de ¢ seront telles que oo £ 50it
un multiple de 30°.

Cette prescription peut encore se formuler d’une autre maniére.
Imaginons que nous ayons deux horloges graduées de o & 24, 'une
réglée sur le temps solaire moyen, et autre réglée de telle sorte
que sa petite aiguille tourne de 24 heures pendant la période de la
marée spécialement considérée si cette marée est diurne, et pen-
dant la durée de deux périodes sila marée est semi-diurne. Cette
horloge marquera ce que nous appellerons le temps spécial. Pour
les ondes telles que M,, My, ..., ce temps spécial sera le temps
lunaire moyen ; pour K, et K;, ce sera le temps sidéral.

Nous dirons alors que nos ordonnées devront correspondre aux
heures rondes de I’horloge spéciale.
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_ Réunissons tous les termes tels que les valeurs de ¢ different
d’un mulliple de 2=; nous aurons

€os cos
=3ts| . .
Zsthsin oot =98¢ [sm aot(Zh)]

Si la durée des observations comprend n périodes,

Sh=nhm,
%im étant la valeur moyenne de &.pour une méme heure de 'hor-
loge spéciale. D’ot

cos cos
. =nodtEh, . a4t
fhenaotd.t 3t mogin %0

Le calcul de £, est sumple, mais fort long.

Pour Vabréger, au lieu de mesurer les ordonnées pour toutes les
heures rondes du temps spécial, on se borne a les mesurer pour
les heures rondes de temps solaire moyen. Ceci revient  remplacer
chaque ordonnée de temps spécial par 'ordonnée solaire la plus
rapprochée. A midi du jour initial, nos deux horloges marquent la
méme heure. Tant qu’elles ne different pas de plus d'une demi-
heure, on fait correspondre les heures. Puis, lorsque l’écart
dépasse une demi-heure, on saute une ordonnée ou bien on la
compte deux fois suivant que I'horloge spéciale retarde ou avance
sur I’horloge solaire.

Comme on connait le rapport des marches des deux horloges,
il est facile de préparer d’avance des Tableaux ou se trouvent indi-
qués les points ot il y a lieu de faire ces changements.

Cette méthode a été appliquée par Roberts aux marées des Indes.

187. Réglettes de Darwin. — La méthode de Roberts présente
encore un inconvénient pratique : c¢’est que pour chaque nouvelle
marée on est obligé de faire un nouveau Tableau des ordonnées.

Pour éviter cette répétition, Darwin a imaginé des réglettes
divisées en 24 cases; chaque réglette correspond 4 un jour moyen,
et on inscrit les ordonnées horaires dans ses cases. Ces réglettes
sont ensuite assemblées en escalier, de maniére que I’heure
moyenne 12 de chaque réglette coincide avec I’heure spéciale dont
elle est la plus voisine...
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Cela revient, en somme, & remettre ’horloge spéciale 4 I'heure
une fois par jour seulement, au lieu de le faire toutes les demi-
heures; aussi, le procédé est-il un peu moins exact.

; ylep P

188. Degré d’approximation de laméthode de Roberts. — Chaque
ordonnée de la courbe de marée satisfait & la relation

SHe%t— ) =o.

L’application de la méthode des moindres carrés & ces équations
de conditions nous fournit des équations telles que

S e-i%t(ZHet*t— h) =o.

Considérons ¢ comme représentant des heures rondes de temps
spécial. Soit, au conlraire, 7 le temps solaire moyen dont on fait
usage pour V'évaluation des ordonnées et désignons par A; les
ordonnées correspondantes.

Nous devrions écrire rigoureusement

Zeiwt(ZHet— ) =0

et ce systéme d’équations nous fournirait pour les coefficients H
les mémes valeurs que le précédent.

Mais, pour n’avoir i introduire, dans la séparation d’'une onde
quelconque, que le cosinus ou sinus d’un multiple de 15°, nous
opérons comme si nous avions les équations

3 e—iat (X H eiat— fig) = o,

c¢’est-a-dire, en mettant H, en évidence,

S HZ eiovr—itgt H( 2 eitlt—8 = 3 Ji. e—~itt,

Or, 1 differe trés peu de ¢; on aura donc sensiblement, N étant
le nombre trés grand des ordonnées mesurées,

> ei?c-r—iocot =o,
3 eftylt—t) = N,
d’ou
HyN = Z A e—ioot,

Ce résultat ne difféere de celui qu’on obtiendrait en se servant
uniquement du temps spécial, que parce que la véritable ordonnée /
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estremplacée par 'ordonnée solaire 4;. L'écart entre ces ordonnées
peut varier de 0 & 3o minules; dans la sommation totale, tout se
passera comme si chaque ordonnée théorique était la moyenne des
ordonnées réparties de part et d’autre sur un intervalle correspon-
dant & une demi-heure.

Il en résulte qu’au lieu d’obtenir la valeur Hye'®! de 'onde que
nous voulons séparer, nous obtiendrons

1
t+ -
i%e

-1
. 1 : ( iy —i= 2 . .
/ H, ei%et dt = i——Ho eittle 2 —¢ 2}: — Hy et sin
1

)

Qg ag 2
=3

Par suite, le résultat obtenu devra étre multiplié par le rapport

%o

.o
Sll’l—(1
2

qui est trés voisin de 'unité et qu'on appelle factedr d’augmen-
tation.

La considération des facteurs d’augmentation ne concerne
évidemment pas la série des ondes solaires. ‘

L’élimination des ondes par 'emploi de la méthode de Roberts
est presque absolue au point de vue pratique.

Il suffit, pour s'en rendre compte, de calculer en premiére
approximation les coefficients de toutes les ondes, et de chercher
ensuite’ les corrections nécessaires. Darwin a montré que la pre-
miére approximation est largement suffisante. (7Lidal report to
the British association, 1872.)

On n’aura donc pas & calculer d’autres valeurs de Cs(i):ozot que

celles qui sont relatives aux angles

o, 13", 30°, 45°, Go", 75° go°.

189. Détermination des ondes 4 longues périodes. — Faisons,
pour chaque jour solaire moyen, la moyenne des ordonnées
horaires mesurées : nous obtiendrons ainsi 365 valeurs journa-
licres moyennes, dont la moyenne générale fournira la cote du
niveau moyen. En retranchant cette cote des 365 moyennes
journaliéres, nous aurons 365 quantités représentant les hauteurs
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journaliéres dont la mer s’éléeve au-dessus du niveau moyen par
suite des ondes a longues périodes et aussi des ondes a courtes
périodes dont l'influence n’a pas ¢té totalement éliminée par la
formation des moyennes horaires.

Mais, comme ces derniéres ondes ant éLé pxealablement déter-
minées, on peuat faire la correction correspondante; il suffit
d’ailleurs d’évaluer cette correclion pour les trois ondes lunaires
les plus importantes, M., N et O.

Parmi les ondes solaires, S, est rigoureusement elumnee et les
autres le sont presque aussi complétement, de méme que les ondes
sidérales. Il nous reste donc 365 quantités A représentant unique-
ment 'effet des ondes & longues périodes; d'ou 365 équations de
conditions de la forme

SHeixt— h=o,

les & et les a se rapportant aux ondes a longues périodes Ii suffit,
dans tous les cas, d’introduire cinq de ces ondes, & savoir :

Mm '1=I‘L—I.B
Mf 2n

MSf 2(n—ny)
Sa n

Ssa 210

Nous traiterons les équations de conditions par la méthode des
moindres carrés, et nous en déduirons ainsi 5 équations de la

forme
SHE efta-a)t 4+ 365 Ho= I h e—iot,

On résoudra ces équations en supposant d’abord que le premier
terme est négligeable, comme dans le cas des ondes a courtes
périodes, mais ici la premiére approximation ne suffira pas en
général. :

Ces calculs sont longs, et Darwin a dressé des Tables pour en
faciliter 'application. ’

Pratiquement, on ne fait pas pour chaque moyenne journaliére
les corrections relatives aux trois ondes de courtes périodes; mais
on applique une correction équivalente aux équations d’ou résulte
la détermination des coefficients. '
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On se reportera, pour le détail des calculs, aux Ouvrages déja
cités.

190. Méthode de Darwin pour la séparation des ondes solaires. —
Dans un travail communiqué a la Société royale de Londres
(Proceedings of the Royal Society, Vol. LII, novembre 18g2),
Darwin indique une méthode grice a laquelle la séparation des
ondes du groupe solaire peut étre aisément eflectuée.

Reprenons I'équation générale
h =3I H eixt,

Abstraction faite du mouvement trés lent du périgée, o est une
combinaison linéaire a coefficients entiers des trois quantités w, n
et n, représentant respectivement la vitesse angulaire de la Terre,
le moyen mouvement de la Lune et le moyen mouvement du
Soleil.

m,, m, et m, désignant des entiers, on aura
%= mo(w - nl) -+ ml(n— 77,1) + man;.
D’ou
at = moy 4+ mp+ mad,
y, étant I'angle horaire du soleil moyen;

o la différence des longitudes moyennes de la Lune et du Soleil;
¢ la longitude moyenne du Soleil.

On peut donc écrire
h = S eitmbtmg+m, ),

Considérons les 29 jours d’une lunaison, réunissons en Tableau
les cotes correspondant & une méme heure et faisons les moyennes :
nous obtiendrons ainsi 24 moyennes.

Pour toutes les cotes entrant dans la composition d’'une méme
moyenne, y a la méme valeur, ¢ varie lentement et peut étre

considéré comme constant, mais ¢ varie de 0° 4 360°. 11 en résulte
que chaque onde donnera dans la sommation un terme \

H eitmed+m® s etme,

le facteur eix+mb giang sensiblement constant
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Si m, £ 0, on aura
2 eim®=o.

Par conséquent, toutes les ondes pour lesquelles m, n'est pas
nul vont disparaitre; il ne restera que les marées purement
solaires, celles dont la vitesse ne dépend que de w el de n,, &
savoir-Sa, Ssa, S,, S, Ko, Ky, ... '

Les expressions de ces ondes sont fonctions des deux variables
et ¢. Si nous appliquons I'analyse harmonique aux moyennes
d’une méme lunaison, nous obtiendrons les coefficients des diffé~
renls termes ¢"X, mais ces coefficients seront encore fonctions
de 4.

Nous consjdérerons ensuite les lunaisons successives d’une année
entiere. L'année sera divisée en 12 parties égales, en passant un
jour de temps en temps, de maniére que chaque groupe comprenne
bien 29 jours. L’analyse harmonique appliquée & chacun de ces
groupes fournira 12 valeurs des divers coefficients He™¥ corres-
pondant a des valeurs équidistantes de la variable ¢ : on en déduira
done facilement les constantes H. :

Cette méthode a été peu appliquée.

191. Détermination des constantes harmoniques d'un port a
laide d’une courte période d’observations. — Il arrive souvent que
les observations dont on dispose ne s’étendent pas sur une période
aussi longue qu'une année. Darwin a, néanmoins, montré (Admi-
ralty Scientific Hanual, 1886) qu’on pouvait obtenir des valeurs.
suffisantes pour la pratique, méme avec une période d’obser-
vations ne dépassant pas une quinzaine. Naturellement, on ne
saurait ainsi déterminer toutes les ondes et, en particulier, anucune
des ondes a longue période.

Si nous admiettons 15 jours d’observations, on voit aisément,
d’aprées les régles données au paragraphe 182 pour le choix de la
période la plusfavorable, qu'on pourra déterminer

M, et éliminer S, en analysant 28 périodes (T =14’,5)'

8, % M, » 30 » (T=15Y
K, » M, » 30 » (T =15)
K, ) 0 » 14 » (T=1§})
0 » K, » - 13 » (T = 14})
P. — III. 21
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La durée des observations est insuffisante pour séparer K, de S,
et K, de P, ni ces deux ondes ensemble de la série S. La sépa-
ration de ces ondes se fera en admettant que le rapport de leurs
amplitudes est égal a celui des coefficients astronomiques. 11
restera seulement & faire porter l'analyse harmonique sur trois
groupes distincts.

192. Analyseur harmonique. — Lord Kelvin a imaginé un pro-
cédé mécanique, qui donne sans calculs la valeur des intégrales

T
/ h C?S agt dt.
sin
0
L’appareil employé se compose essentiellement de trois parties :

1* Un disque circulaire pouvant tourner autour de son axe
incliné z0;

2° Une sphere C en contact en A avec le disque;

3° Un cylindre de diamétre légérement inférieur a celui de la
sphére, pouvant tourner autour d’un axe paralléle au plan du disque
et situé 4 la méme distance de celui-ci que le centre de la sphére ;
la sphére et le cylindre sont en contact en B ( fig. 40).

Prenons comme direction de I'axe des z I'axe Oz du disque et
comme direction des y l'axe du cylindre; la direction des z sera
paralléle a CB. La fleche indique la direction de la pesanteur.

Par suite de son poids, la sphére presse contre le disque et le
cylindre, et son centre ne peut se mouvoir que parallélement a
l'axe des y; le rayon de la sphére est d’ailleurs tel que, dans ce
mouvement de translation, le point de contact de la sphére et du
disque décrit un diamétre de ce disque.

Il ne reste donc 4 la sphére que quatre mouvements possibles :
la translation paralléle 2 Oy etles trois rotations autour des paral-
leles aux trois axes. De tous ces mouvements, un seul est suscep-
tible de transmettre le mouvement du disque au cylindre, c'est la
rotation autour de l'axe paralléle & Oy, qui donne pour les
points A et B de la sphére des vitesses égales. .

Comme la sphére ne peut glisser, la vitesse du point A de la
sphére doit étre égale a la vitesse du point A du disque, et la
vitesse du point B de la sphére égale 4 la vitesse du point B du
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cylindre. On doit donc avoir la relation

dw d_ga
.y‘gt‘ =r TN
Fig. 4o.

0

at de contact A au centre du

en désignant par y la distance du poi ;
i Pl et par dw, do les relations

disque, par r le rayon du cylindre, ‘
élémentaires correspondantes du disque et du cylindre.
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Supposons maintenant qu’on fasse dérouler d’un mouvement
uniforme la feuille surlaquelle est inscrite la courbe du marégraphe.
Tandis que tourne le tambour avec la vitesse 2,, une came com-
mande le mouvement du disque de I'analyseur, et cette came est
réglée de telle sorte qu'on ait

dw _ cos
@ = sin 0F

En méme temps, une fourchette reliée 4 un stylet dont la pointe
décrit la courbe de marée guide la sphére de maniére que la
distance y de son centre au centre du disque soit égale a la
hauteur /4 de la marée.

Il en résulte que I'angle ¢, dont aura tourné le cylindre au bout
d’un certain temps, sera proportionnel a

cos
f 1% gyt dt.
S

Cet appareil a sur les autres intégrateurs, comme le planimétre
d’Amsler, I’avantage d’un roulement sans glissement.

Toutefois, il n’est pas entré dans la pratique et n'a pas été
jusqu’ici utilisé pour I'analyse harmonique.

Des types un peu différents ont été récemment essayés.

193. Prédiction de la marée pour une épogue donnée. Tide-
predicter. — Une fois qu’on a déterminé par 'analyse harmonique
les constantes A et 3 de toutes les ondes pour un port donné, il
est facile de calculer la hauteur

h=232Acos(xt—+ B)

de la marée en ce port, 2 une époque ¢ quelconque.

B étant la différence de phase entre la marée et le terme corres-
pondant du potentiel, il nous suffira de connaitre la valeur de
P’argument du potentiel pour I'origine du temps.

Les coefficients harmoniques n’étant pas absolument constants
et variant légérement avec I, on leur donnera naturellement la
valeur qui convient a I'époque ¢.

Ce procédé conduit a des calculs fort longs. Mais Lord Kelvin a
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imaginé un ingénieux appareil qui permet de tracer en trés peu de
temps la courbe de marée d’un port pour une année entiére.

La machine de Lord Kelvin se compose essentiellement d’une
série de poulies folles disposées de maniére a assurer le parallé-
lisme des brins d’un fil qui passe alternativement par-dessus ou
par-dessous chacune d’elles; ce fil est fixé par une de ses extré-
mités, et 'autre extrémité, tendue par un poids, porte un crayon
qui laisse sa trace sur une feuille de papier enroulée sur un tam-

bour vertical ( fig. 41).
Fig. 41.

ol

Bl
{ . 0] i
\‘~__‘__/

Imaginons que les centres de toutes ces poulies puissent se
déplacer verticalement suivant un mouvement harmonique corres-
pondant respectivement 4 chacune des ondes de la marée; le dépla-
cement vertical du crayon au-dessus du zéro, qui correspond 4 la
position moyenne de tous les centres, sera

2ZA cos(xt+ B).

Le crayon tracera donc la courbe de la marée (fig. 42) si 'on
régle le mouvement vertical de chaque centre conformément 2
I’onde correspondante. Pour cela, le centre P de chaque poulie
est guidé par une tige verticale portant une glissiére horizontale
dans laquelle peut se déplacer le bouton B d’une manivelle OB
dont le mouvement est commandé par un axe horizontal O. Tous
les axes tels que O sont actionnés par des trains d’engrenages
calculés de telie sorte que leurs mouvements soient uniformes et
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aient des vitesses angulaires proportionnelles aux vitesses « des
diverses ondes; le méme mécanisme fait mouvoir le tambour enre-
gistreur proportionnellement au temps moyen. Nous aurons

BOB=at+ p,

@ éiant Pangle que fait la manivelle avec la verticale 4 I'origine du
temps. Par conséquent, le déplacement OB’ de la glissiére au-dessus

Fig. 4a.
o . ]
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de l'axe O, c’est-a-dire le déplacement ducentre dela poulie P au-
dessus de sa position moyenne, sera

OB cos(az + B).

1l suffit donc de caler chaque manivelle sous Pangle § et de
maniére que la longueur OB soit proportionnelle a A.
Une semblable machine existe au Service hydrographique de la

Marine, ou elle sert a calculer les annuaires de marée pour nos
ports des mers de Chine et de 'océan Indien.
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CHAPITRE XIL

METHODE DE PREDICTION DE LAPLACE.

194. Antérieurement i l'analyse harmonique, on employait
pour prédire les marées une méthode plus expéditive due 4 Laplace
et qui s’applique particuliérement bien au phénoméne tel qu'il se
produit sur nos cotes.

Reprenons l'expression du potentiel des forces extérieures en un

point donné
P—Py=) Celt=Y Cetot

Il s’agit de calculer la hauteur % de la marée, dont l'expression
en composantes isochrones est

h =2 H eiot,

Nous savons (§ 29) que les termes de P — P, se partagent en
trois groupes :
1° Les termes semi-diurnes pour lesquels on a
a=2w+p avec C=ksin20e2y,
i étant positif ou négatif et petit par rapport 3 w.

Nous avons également les termes imaginaires conjugués, pour

lesquels
a=—2w-—p avec C=ksin?fe—2iY;

2* Les termes diurnes

a= w +p, C=ksin20et},
a=—w—§, C = ksin20e—4;

3° Les termes a longue période

a=ztp, C=k(3c0s0 —1).
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Considérons successivement chacun de ces groupes.
Dans le groupe semi-diurne, prenons d’abord les termes en

o= 20 -+ £,
Alors

P — Py =sin2?6 e’f‘l‘Z k er2o+pie
3 ___2 H eil2wp)e,

Quel est le rapport de H & £ ?

H est une fonction des coordonnées du port : c’est une con-
stante pour un port donné. Le coefficient & est également pour
chaque onde une constante, mais varie avec la vitesse « : il en sera

donc de méme du rapport E/:- D’ailleurs, en vertu du principe de

la superposition des petits mouvements, si I'on multipliait tous
les coefficients & par un méme facteur, les coefficients H corres-
pondants se trouveraient multipliés aussi par ce facteur, et le

H . .
rapport y ne varierait pas.

Nous pouvons donc écrire simplement
H
7 =f(2).

Ceci est rigoureux. Voici ol commence 'approximation.
Mettons en évidence 'amplitude et la phase de 1'onde, et posons

? = aetﬁ.

Laplace suppose que, pour tous les termes semi-diurnes, a et 3
sont des fonctions linéaires de «, donc de p; ce qui permet
d’écrire

% = (@ =+ pa;)eiBorif)

ay, ay, By, Bi étant des constantes du port, indépendantes de w.
Alors )
h =Z kelntt+By eifo(ay + pay) etive,

Posons

Ekeﬂ": o).
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L’expression du potentiel des termes considérés deviendra
P Po= sin®0 et f(z)etint,

et, en se reportant au développement du paragraphe 29, on voit
immédiatement qu’on a ,
f(&) =

msin2d

P3

e—2l}R‘

m étant la masse de l'astre, 8 sa distance polaire, p sa distance ala
Terre et R son ascension droite. ,
Nous aurons

St+81) =Z keiuit+B),
fl(2+B1) = iz ke ettt
d’ou :
h = ageiBoetivt f( ¢ 4 B;) — iayetboetior f' (¢ 4+ fBy).
S1 nous représentons par 3, R et p les valeurs des coordonnées

de l'astre prises, non pas pour I'époque ¢, mais pour I'époque
t + B,, nous pourrons écrire cette expression

msin?d 9 [m sin2g

h=a, T elrwt+f—2R) __ {q, 5 et(zmt+‘3,—m\)]’

a4 condition toutefois de ne pas différentier e*** lorsqu’on prend

la dérivée partielle du second membre.
On peut se dispenser de formuler cette restriction en écrivant

[/} . /]
a8, 2u lieu de 5

« Pour avoir I'expression compléte de la hauteur due 3 'ensemble
des termes semi-diurnes du potentiel, il nous faut tenir compte des
termes imaginaires conjugués de ceux que nous venons de consi-
éérer. La hauteur totale sera donc représentée par le double de la
partie réelle de 'expression précédente; c¢’est-a-dire qu’on aura
pour la marée semi-diurne lunaire

in2
h=2aom;l: 8cos(zmt+f3o—21ﬁ)
+2a L[————mSin2asin(2mt+f3 —-2./R)]
ldﬁl Ps 0 .
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On aurait une expression analogue pour la marée semi-diurne
solaire, les constantes a,, a,, By, 3, restant les mémes.

195. La synthése des termes diurnes se fera de la méme maniére.
La seule différence est qu’on aura
msina2d .
S&)= Te“m-
11 en résulte pour I'expression de la marée diurne lunaire
msin2d 0 [msin2d .,
h=2a3—93—cos(mt+f3{,—lﬁ)+2a’,m[Tsm(wt+%—/}t\)],
a,, @\, B), B étant quatre nouvelles constantes du port, qui
restent les mémes pour les ondes diurnes solaires.
Les coordonnées 3, R et p de I'astre doivent étre prises, non
pour I'époque ¢, mais pour'époque ¢ + 8.
nfin, pour les termes i longue période, on s’en tient 4 la marée
Enfin, pour les t a longue période, ‘en tient 41
statique de premiére sorte.

196. En résumé, la formule compléte de Laplace renferme pour
un port donné huit constantes

Qy, BO’ ai, ph
ay, glov al, Bll‘
Laplace a cherché quelles étaient les valeurs de ces constantes
pour le port de Brest. Il y est parvenu en faisant

ay=a\=o.
. . . al
a, est relativement trés petit. La valeur du rapport a—“- est d’en-
! . 0

viron ALo'

Laplace.a supposé que les constantes 3, 3, de la marée diurne
étaient respectivement égales a 3, et §,. ,

Dans la formule, entrent les rapports ;i:, ;—%— En désignant par
r, r' les distances moyennes de la Lune et du Soleil & la Terre.,
Laplace a admis qu’on avait

'
% : :’—Zs =3,

Dans ces conditions, la formule de Laplace représente trés

exactement les observations.
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Seulement, la valeur exacte du rapport ;L; : ’in,-s-’ n’est pas 3,
mais 2,17.

Aussi la formule de Laplace, qui convient admirablement au
port de Brest, ne s’appliquerait-elle pas exactement & un autre
port. Il serait nécessaire d’introduire une constante de plus, et de
supposer que la valeur de a, n’esL pas la méme pour le Soleil que

pour la Lune.

197. De la formule de Laplace, découlent quelques consé-
quences immédiates.

Si nous considérons d’abord la marée semi-diurne, qui est
prépondérante sur les cdtes européennes, nous voyons que la
marée solaire et la marée lunaire s'ajouteront & 1'époque des
syzygies et se retrancheront a 'époque des quadratures. Comme la
fonction f(¢) est maximum lorsque la déclinaison est nulle, les
marées les plus fortes correspondront aux syzygies équinoxiales.

En ce qui concerne la marée diurne, elle s’annule avec la décli-
naison de l'astre et change de signe avec cette déclinaison, ¢’est-
a-dire toutes les fois que l'astre passe d’un hémisphére a P'autre.

Si nous nous reportons aux expressions des ondes de I'analyse
harmonique, ceci nous explique pourquoi les coefficients astrono-
miques des ondes diurnes contiennent tous en facteur le sinus de
I'inclinaison de I'orbite sur 'équateur. Si I'orbite se confondait
avec I’équateur, la marée diurne serait identiquement nulle.

Parmi toutes les ondes diurnes, les plus importantes sont

(6 JN e U= —2n
Kio'--'-"“-' w

Comme ces deux ondes ont, & trés peu prés, le méme coefficient,
leur ensemble pourra se représenter par I'expression

cos(w —2n)¢t+ coswt = 2cos(w — n)tcosnt.

Tout se passe donc comme §’il y avait une composante unique
ayant pour période un jour lunaire, et dont 'amplitude serait
variable et égale a acosnt. Il y a interférence et changement de
signe lorsque la Lune traverse I'équateur.
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TROISIEME PARTIE.

SYNTHESE DES OBSERVATIONS. — COMPARAISON
AVEC LA THEORIE.

CHAPITRE XIIL

RESULTATS DES OBSERVATIONS.

198. Cartes des lignes cotidales. — Nous avons vu dans la
deuxiéme Partie que les observations permettent de prédire les
marées. Si les stations d’observations étaient suffisamment nom-
breuses, on pourrait espérer, par la comparaison des coefficients
locaux, trouver la loi générale de formation et de propagation des
différentes ondes.

Les résultats actuellement acquis sont relatifs 4 plus de oo sta-
tions répandues un peu partout; ils permettent déja d’esquisser les
grandes lignes d’une théorie d’ensemble. Mais, avant d’en tirer
parti, il importe de ne pas perdre de vue que la plupart des maré-
graphes sont installés dans des ports, ol la marée est troublée par
une foule de perturbations locales donnant lieu & la formation
d’ondes composées. Comme il est certain que ces ondes n’existent
pas au large, il faudrait d’abord les éliminer avant de rechercher
une loi générale. A .

Chaque marée est caractérisée par deux éléments : Vamplitude
etla phase. Considérons une marée particuliére, M, par exemple,
dont I’expression en un port donné nous a été fournie par I’'analyse
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harmonique sous la forme
S Mgcos(at— MQ).

M, représente ici la valeur de la constante d’amplitude que nous
avions désignée d’une maniére générale par A;

J est le rapport voisin de l'unité qu’on prend dans les Tables du
major Baird (§ 184), de maniére 4 tenir compte pour I'année
considérée de la variation de I'inclinaison de Porbite lunaire;

M3 estla constante angulaire qui donne au port considéré la difté-
rence de situation entre I'onde lunaire semi-diurne et le terme
correspondant du potentiel : c’est la valeur de — P spéciale a
cette onde;

a est la vitesse angulaire 2w — 2 n rapportée au temps moyen.

Supposons maintenant que nous ayons pour chaque onde une
horloge marquant le temps spécial relatif & cette onde : dans le cas
de M,, ce sera le temps lunaire moyen. La vitesse de I'onde,
rapportée & ce temps spécial, sera alors de 30°, et le quotient dela
phase par 30 nous donnera, estimé en heures de temps spécial,
I'intervalle qui sépare ’époque du maximum de I’onde du passage
au méridien de I'astre fictif générateur : ce sera donc ici I'heure
lunaire moyenne locale de la pleine mer semi-diurne lunaire.

Pour comparer toutes ces heures locales entre elles, il convient
de les rapporter & un méme meéridien; nous supposerons donc
notre horloge de temps spécial réglée sur le temps spécial de
Greenwich. L’heure que marquera I’horloge au moment du maxi-
mum de la marée due & I'onde considérée sera alors 1'heure coti-
dale du lieu relative i cetle onde.

Pour 'onde M,, I’expression de I’heure cotidale sera

0 7
-3—; - longitude ouest,
la longitude étant exprimée en temps.

) p P
Il v aurait donc ainsi autant d’heures cotidales en un lieu donné
y
qu'il y a d’ondes constitutives de la marée; mais, en raison de la
prépondérance de M,, on peut se contenter de considérer une
heure cotidale unique pourle groupe semi-diurne. Son expression
8 p
dérivera alors de 'expression habituelle de 1'établissement qui
p q
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donne en chaque port 'heure d’une pleine mer, répondant & une
position particuliére du Soleil et de la Lune.

Pour le groupe diurne, on peut, comme nous l'avons vu (§ 197),
réunir les deux ondes O et K, et nous aurions alors pour I'beure
cotidale de la marée diurne

1 00+ K9 .
= ——:l -+ longitude ouest.

En réunissant par des lignes continues les points correspondant
aux mémes heures cotidales, on obtiendra des lignes cotidales qui
représenteront la position de la créte de I’onde-marée & une heure
spéciale déterminée (vide supra, § 49).

Toutefois, ces lignes resteront nécessairement hypothétiques
sur une grande partie de leur parcours, et cela pour plusieurs
raisons. En premier lieu, les observations sont faites sur les cétes,
et il faut raccorder les points de méme heure cotidale & travers les
océans. D’autre part, méme sur les cotes, les données actuelles
sont encore assez incomplétes, surtout en ce qui concerne les
heures. Enfin, comme nous I'avons fait remarquer précédemment,
les marégraphes ne nous fournissent le plus souvent que les rensei-
gnements les moins intéressants pour une théorie générale.

Il serait a désirer que la majeure partie des observations fitrela—
tive a des ilots du large ou tout au moins & des caps trés avancés.

.Les cartes de lignes cotidales dont nous donnons la reproduction
(fig. 59 et Pl IT) sont empruntées aux Publications du Coast and
Geodetic Survey américain ; elles ont éié dressées par M. Rollin
A. Harris, de maniére & représenter le mieux possible les résultats
des observations actuelles. :

Ces cartes se rapportent 4 la marée semi-diurne : les heures
cotidales sont marquées par des chiffres romains, et la place qu’ils
occupent par rapport & la ligne cotidale indique le sens dans
lequel 'onde parait progresser.

199. Résultats des observations concernant l'onde M, —
Voyons d’abord comment se comporte Ponde M., qui est la plus
importante.

Partons du cap Horn, et suivons dans I’Atlantique la cote est
d’Amérique.
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Au cap Horn, I'heure cotidale est de 8. Entre le cap Horn et
La Plata, nous trouvons une marée assez forte dont ’heure coti-
dale varie trés rapidement en progressant vers le Nord et passant
trois fois par la valeur 12b.

Les lignes cotidales voisines de la c6te semblent rayonner d’a-
bord autour des Malouines, puis ensuite autour de deux points
situés en pleine mer. De semblables points jouent un grand réle
dans l’essal de synthése qu’a tenté M. Harris, et ont été désignés
par lui sous le nom de points amphidromiques ou points de
marée nulle; nous en verrons bientét I'explication.

A Dentrée de l'estuaire du Rio de La Plata, I'heure cotidale
est 12 et la marée est trés faible.

Les heures 1, 2, 3, 4, 5 se succédent trés régulierement jusqu’a
Rio de Janeiro, la marée restant faible.

Nous trouvons ensuite ’heure 6, qui régne tout le long de la
céte jusqu’a Pernambuco ; et, de I'autre c6té du cap Saint-Roque,
on ne trouve plus que ’heure 8 jusqu’aux Antilles.

Dans la mer des Antilles et le golfe du Mexique, les marées
sont trés faibles.

La ligne cotidale d’heure 5 longe la c6te du large des Petites
Antilles, de la Martinique a la Guadeloupe; I'heure cotidale
augmente ensuite rapidement jusqu’a Porto-Rico, ou elle atteint
la valeur 12, etla méme heure se retrouve au large des fles Lucayes
el tout le long de la cote des Etats-Unis.

La ligne cotidale d’heure 12 quitte la cote de la Nouvelle—Ecosse
pour aller rejoindre Terre-Neuve, puis nous trouvons I'heure 10
au large de Terre-Neuve et le long du Labrador jusqu’au détroit
d’Hudson.

Surle méme 6o®paralléle, nous avons ’heure 8 au cap Farewell, et,
dansle détroit de Davis etla baie de Baffin, nous trouvons des marées
trés faibles dont ’heure cotidale varie progressivement de 10" & 3b.,

Revenons maintenant dans le Sud, et suivons la cote est de
I'Atlantique.

Au cap de Bonne-Espérance, les marées sont faibles, et '’heure
cotidale est 1. Elle augmente ensuite réguliérement jusqu’au cap
des Palmes, de 1 & 5. Les lignes cotidales deviennent alors plus
serrées et les marées plus fortes ; la progression des heures se fait
de 5 4 g entre le cap des Palmes et le cap Verd.
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Nous trouvons ensuite les heures cotidales 10, 11, i2, 1 aux
Canaries et 2 a Gibraltar, avec une diminution d’amplitude.

Tout le long des cétes de Portugal, d’Espagne et de France,
I'heure cotidale va de 2" & 3"30™, pour atteindre la valeur 4 &
Brest, ot la marée est redevenue plus forte.

Dans la Manche, nous avons une marée trés forte, d’un caractére
nettement progressif, 'heure cotidale variant de 4 4 11, depuis
Brest jusqu’an Pas-de-Calais. ‘

Dans la mer du Nord, la marée diminue, mais I’heure augmente
rapidement le long des cotes de Belgique et de Hollande ; nous trou-
vons 'heure 12 4 Ostende, 'heure 2 par le travers de Rotterdam,
I'’heure 5 au Helder, 6 et 7 a I'lle Texel; puis le cheminement
continue jusqu’a 'embouchure de 'Elbe ou nous avons 'heure 12.

L’heure varie peu le long de la c6te ouest du Danemark, et nous
trouvons la ligne cotidale 3 4 'entrée du Skagerrak.

Dans la Baltique, les marées sont trés faibles.

A partir du cap Lizard, une onde progressive s’engage dans le
canal de Saint-Georges, puis nous trouvons dans la mer d'Irlande
une onde stationnaire avec marée trés forte.

Une autre onde progressive suit la cote ouest d’Irlande, passe
entre les Ferde et les Shetland et redescend le long de la cote
ouest de la mer du Nord pour se faire sentir également dans le
Pas-de-Calais.

Il en résulte dans toute larégion entourant les Iles Britanniques
des phénoménes assez complexes que nous éludierons plus en
détail.

Dans le centre de I’Atlantique, aux Acores et aux Canaries, on
retrouve les mémes heures cotidales que sur les régions voisinés
du continent africain.

200. Dans le Pacifique, nous trouvons une variation rapide et
réguliére vers le Sud, depuis Panama ou I'heure cotidale est 8,5
jusqu'au cap Horn ou elle est 8", en passant par la valeur 12, au
sud de Lima, _

Dans tpute la région centrale, entre Quito et San-Salvador,
I'heure cotidale est la méme qu’a Panama.

Nous trouvens ensuite des lignes trés serrées prés du cap
Corrientes, croissant de g 4 1, puis une progression réguliére

P. — III. 22
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tout le long de la cote d’Amérique et des iles Aléoutiennes. Cette
progression continue par les iles Kuriles et la cote est du Japon,
ou les marées sont plus fortes que sur la cote ouest.

Au Tonkin, 'onde M, interfére et la marée semi-diurne est nulle.

Dans I'intérieur du Pacifique, contrairement & ce qu’on aurait
pu supposer, on ne constate aucune régularité.

Sur la c6te orientale d’Australie, I'heure cotidale est presque par-
tout 10. A la Nouvelle-Zélande, ’heure cotidale, qui est 6 au cap
Nord, décroit jusqu'a 1 & lextrémité sud. A Honolulu, nous
trouvons 2h. :

Dans I'archipel des Tuamotu, se manifestent de nombreuses
irrégularités.

201. Dans I'océan Indien, I'heure cotidale varie trés peu sur
toute la cote orientale d’Afrique : elle est 1 au cap de Bonne-Espé-
rance, comprise entre o et 1 4 Madagascar, 3 & Guardafui.

A I'tle Maurice, nous avons I’heure 8 et la marée est assez faible.

Sur la céte sud d’Australie, ’heure cotidale est 3 ; elle varie de
o a 3 sur la cote ouest, et les marées sont assez fortes.

Aux iles de la Sonde, les marées sont extrémement compliquées.
On posseéde sur cette région un grand nombre de documents hol-
landais, Il semble que la vague-marée vienne de ’océan Indien et
se divise & Sumatra. Dans le détroit de Malacca, les lignes coti-
dales sont trés serrées.

L’amplitude est trés variable, plus faible en général sur la céte
Sud. On constate enfin de nombreuses interférences.

Dans presque loute la mer d’Oman, I'heure cotidale est constante
et comprise entre 4 et 5; & partir des Laquedives, il y a progres-
sion de 5 a 8 au cap Comorin.

L’heure varie de g & 2 sur la cote est de Ceylan.

202. Il est assez malaisé de réduire tous ces résullats en lois.

D’une maniére générale, il peut se présenter deux cas distincts:

1° Sur certaines plages, on trouve des lignes cotidales qui
varient rapidement et réguliérement: cétes d’Europe, mers po-
laires, cap Horn, cote de I’Alaska, etc.

Dans toutes ces régions, se manifeste une onde progressive bien
nette :
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2° D’autres fois, au contraire, la méme heure cotidale régne
sur une longue étendue ; c’est ce que 'on constate, par exemple,
dans toute la région du cap de Bonne-Espérance et la cote est
d’Afrique, sur la céte du Sahara, sur la cote du Brésil, sur la cote
est des Etats-Unis, ete. ’

Ceci peut s’expliquer, soit par la présence d’une onde sta-
tionnaire, soit par la propagation d’une onde normalement &
la céte. -

Le cas de la propagation réguliére se produit généralement
dans les mers étroites et peu profondes, comme la Manche ou la
distance des lignes cotidales correspond assez exactement & une
vitesse de propagation égale 4 \/gh.

Mais cette loi souffre de nombreuses exceptions, et’on rencontre
d’autres régions ou les lignes cotidales sont beaucoup plus serrées

que conformément & la formule ¢ = \/g2.
N
203. Résultats des observations concernant 'onde S;. — Par
son interférence avec My, I'onde S, donne lieu aux alternances de
vive-eau et de morte-eau. Il nous faut donc considérer, d’une part,
la différence des phases, que nous représenterons par S; — M,

S . .
? 2 3
d’autre part, le rapport M, des intensités.

Si S, était nul, toutes les marées semi-diurnes seraient égales et
il n’y aurait ni vive-eau, ni morte-eau.

Plus S, est grand, plus s’accentue la différence entre les marées
de syzygies et les marées de quadratures.

En général, on a S, << M,. Mais il peut se rencontrer certains
cas ou lon ait S; > M, ; alors, il existe encore une différence
entre les marées successives, mais c’est I'onde solaire semi-diurne
qui commande l'allure du phénoméne, et '’heure de la pleine mer
oscille autour de I'heure de la marée solaire seule.

Quel est sur la marée résultante l'effet de la différence de
phase S{ — M} ?

Si cette différence était nulle, la vive-eau aurait lieu le jour
méme de la syzygie, et la morte-eau le jour de la quadrature.

Si S8 — M? > o, la marée de vive-eau sera en retard sur la syzy-
gie; elle serait, au contraire, en avance si ’on avait S — M << o.
Si nous supposons S3 — M) = 180°, la marée sera en décalage
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d'une deml—pénode : 1I y aura vive-eau aux quadratures et morte-
eau aux syzygies.

Sauf quelques exceplions, S} — M) est constamment compris
entre o" et go"; on constalera donc presque toujours un retard,
de 1 4 3 jours environ, de la marée de vive-eau sur la pleine lune.
Ce retard tient uniquement a la différence de situation des ondes,
mais on se le représentait aulrelois comme indiquant le temps mis
par la marée pour venir du centre du Pacifique, ol elle se serait
formée sous l'action des astres. D’aprés cette conception, a 1'é-
poque des syzygles, c'est-a-dire du maximum d’action, deux
ondes concordantes prenaient naissance dans le herceau commun
des marées et se transportaient ensuile en bloc jusqu’au lieu consi-
déré : le quotient (e la diflérence de phase S; — Mj constatée
alors, par la différence 19,016 des vitesses angulaires des ondes,
sera l'expression de I'dee de la marée.

A Brest, par exemple, les marées de vive-eau se manifestent
36 heures environ aprés les syzygies; on disait alors que la marée
meltait 36 heures pour venir du Pacifique.

L’analyse harmonique fournil pour ce port

S, ', MY = g9".

d’ou, pour P'dge de la marér semi-diurne, la valeur 37 heures.

La diltérence, d’ailleurs 1ris faible, uvec le chiffre adopté par
Laplace, tient a ce que les ondes M, el S, ne sont pas les seules
composantes de la marée se ui-diurne. .

Cet dge de lu marée semi-diurne n’est pus autre chose que la con-
stante 8, dela formule de ! .imlace prise en signe contraire (§ 194).

‘81 cette conception d’une marée unique prenant naissance dans
le Pacifique était exacte, il snltirait de tracer les lignes correspon-
daunt aux valeurs constantes de S* — M} pour entourer le centre
de rayonnement ; de plus, les valeurs de 8 — M} devraient s’ac-
croitre au fur et & mesure 1 on s’éloigne du centre.

Or, il est loin d en éLre ainsi.

Dans I’Atlantique, nous trouvons : au Labrador, to"; & Terre-
Neuve, 40"; & la Nouvelle-Ecosse, 40" et 35°; aux Etats—Unis, de
22° 4 52"; en Floride, 20", .

Dans le golfe du Mexique, de nombreuses irrégularités se mani-
festent : on a les valeurs 7", 30° et méme — 18",
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Remarquons que des valeurs négatives ne seraient pas impos-
sibles & expliquer, méme dans les anciennes idées.

On’ pourralt avoir une progressmn continue, partant 'de o°,
dépassant 180°, atteignant 270" que I'on noterait — go°, et ainsi
de suite. Mais ce n’est pas ce qui se passe dans le golfe du Mexique,
ol nous trouvons loutes les valeurs comprises entre -+ 30° et
— 18°, et aucune voisine de 180°.

Sur les c6tes mémes du Mexique, nous avons des variations
de 10° (Tampico) & — 80° (Vera-Cruz).

A Colon, nous troiivons 35°.

En longeant la céte du_ Brésil, nous rencontrons des valeurs de
23° et de 8o°.

Au cap Horn, od nous devrions trouver un retard trés faible,
puisque ce point est situé 4 proximité du centre hypothétique de
rayonnement de la marée, la valeur de S — M est de 43°, c’est-
a-dire supérieure a ce qu’elle est aux Etats-Unis.

Surla céte est de I’Atlantique, nous avons 44° au cap de Bonne-
Espérance, 40° a Dakar, 24" 4 Lisbonne, 30° dans le golfe de
Gascogne, 40° 4 I'entrée de la Manche, 65° dans la mer du Nord,
a Heligoland ; puis — 28° & Copenhague.

Dans le Pacnﬁque, nous trouvons 21° au Chili, 57° & Panama;
sur la cote ouest des Etats-Unis, des valeurs variant de — 11° &
~+ 39°; 30° a la presqu’ile d’Alaska; — 1g° au détroit de Behring;
30° au Japon; en Chine, de 26° (Hong-Kong) 4 79°; 40° en Indo-
Chine; sur la c6te est d’Australie, 21°; a4 Melbourne, ¢5°; a la
Nouvelle-Zélande, 60°; 0° & Honolulu.

Cette derniére valeur, relative 4 un point situé au centre méme
du Pacifique, serait un argument en faveur des anciennes idées;
mais les autres différences ne sauraient s’expliquer.

De méme, en plein océan Indien, nous trouvons &4 Maurice et &
la Réunion les valeurs trés faibles, -+ 3° et — 2°; mais 44° &
Diego-Suarez, 19° 4 Djibouti, 34° & Bombay, .45° a2 Colombo,
42" 4 Calcutta, 6° sur la céte ouest d’Australie. Dans les iles de
la Sonde enfin, on observe les variations les plus fantaisistes :
— 114° — 123° —+ 40°, 4 105°, + 133%, + 30°, — 38,

Rien de tout cela n’est conciliable avec les anciennes idées.

204%. Si la marée semi-diurne naissait en un centre unique et se
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. . S .
transportait ensuite en bloc, le rapport NT’ devrait se conserver
2

sensiblement constant. Nous lui trouverions partout une valeur
_ voisine de celle qu’avait adoptée Laplace, soit environ 3.

Or, il suffit de jeter les yeux sur un Tableau des observations
pour voir que cette constance est loin de se manifester.

Nous trouvons, en effet, les valeurs 0,335 4 Terre-Neuve; 0,16
aux Etats-Unis; o, 40, 0,58, 0,80 dans le golfe du Mexique ; puis
0,30 a Vera-Cruz; o,11 4 Colon; 0,35 a Pernambuco; 0,21 a
Montevideo ; 0,21 au cap Horn. .

Dans le Pacifique, 0,33 & Valparaiso ; 0,28 4 Panama ; 0,69 au
cap Corrientes (Mazatlan); 0,22 4 San Francisco; 0,33 & la pres-
qu'ile d’Alaska. Au Japon, on trouve, en général, de 0,40 4 0,50,
mais parfois des valeurs bien supérieures et méme dépassant
Punité, comme 1,08 & Nemuro ; 1,22 & Nishidomari. Sur la céte
de Chine, on a 0,33 a Shanghai; 0,39 4 Hong-Kong.

En Indo-Chine, 1 4 Haiphong (Doson), puis 0,40 3 Quin-Hone,
au cap Saint-Jacques et a Singapour.

Dans le sud de I’Australie, le rapport est voisin de 'unité; il est
de 0,15 seulement en Nouvelle -Zélande.

Ses variations sont extrémement grandes dans les iles de la
Sonde, ot l'on rencontre 0,18; 1,50, et méme jusqu'a 6,00 a
Pentrée est du détroit de la Sonde.

Dans 'océan Indien, le rapport-s—’prend les valeurs 0,41 a
M,

Calcutta; 0,67 a Colombo ; 0,40 dans la mer d’'Oman (Bombay);
0,43 4 Aden et Djibouti; 0,50 environ & Madagascar et 4 la
Réunion; 0,76 a I'ile Maurice ; 0,55 4 Durban et 0,42 au cap de
Bonne-Espérance.

Si nous continuons maintenant en remontant dans I’Atlantique,
nous trouvons 0,36 a Dakar; 0,39 4 Lisbonne; 0,39 a Brest;
0,33 au Havre; 0,32 & Liverpool; 0,46 a Copenhague.

La diversité de tous ces chiffres suffirait & écarter 'idée d’une
onde se transportant en bloc.

205. Si I'on rapproche les valeurs de la différence de phase
S$ — Mj de celles du rapport Wi’ on constate que les régions ou

la différence de phase présente des anomalies sont celles ou la
marée lunaire semi-diurne M, est faible.
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Cela s'explique aisément, ‘car, si I'on compose deux ondes de
faible intensité, il suffit de la moindre perturbation pour déplacer
beaucoup la phase de I'onde résultante.

Ce phénomeéne est surtout manifeste dans les iles de la Sonde,
qui constituent, au point de vue des marées, une région particulié-
rement troublée, ot 'on rencontre de nombreux points d'interfé-
rence pour 'onde semi-diurne. :

On voit & Sumatra la différence S3 — M3, qui est de 40°, passer
tout d’'un coup & —24°, revenir 4 40° et passer brusquement &
— 23°. A chacune de ces variations correspond un neud de
I'onde M. ‘ :

Au nord de Java, les valeurs négatives dominent, la différence
de phase se tient dans le voisinage de — 100°, mais il y a éga-
lement des variations énormes accompagnées par celles du rap-

. A}

S,
pOI‘t M—; - o

Voici, par exemple, le Tableau des valeurs que I’on trouve en
trois stations trés rapprochées au nord de Java :

M,. M2, S, ss. S5, SO — M2,
M,
m 0 m 0 1]
0,11 323 0,06 219 0,50 —104 .
0,02 246 0,05 344 2,46 -+ 98
0,05 283 0,03 160 o,71 —123

Clest qu'il y a un nceud pour M,, tandis que S, reste sensi-
blement constant.

206. Résultats des observations concernant la marée diurne.
— Les éléments relatifs 4 la marée diurne ne sont pas connus
partout avec une grande précision, parce que cette marée est, en
général, faible et, par suite, difficile & observer.

Les résultats que nous allons donner concernent I'ensemble
K, + O.

Sur nos cotes, la demi-amplitude de ‘cette marée est o™, 13 &
LCrest; o™,18 au Havre; o™, 22 a Liverpool. '

En Amérique, on a des marées diurnes de o™,24 a Boston;
o™,15 4 Sandy-Hook. Au Mexique, on trouve o™,18 et o™,30;
o™, 29 au cap Horn.

Sur la cdte ouest d'Amérique, la marée diurne est de o™,25 3
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Valparaiso; o%,17 a l'isthme de Panama; o™,40 en Californie;
o™, 60 & San Francisco ; 1™,20 & Vancouver; o™, 67 a 1'Alaska.

Sur la céte asiatique du Pacifique, on observe des demi-ampli-
tudes de o™,36; o™,39; o™,07; 0™,60 au Japon; o™,34 a Shang-
Hai; o™,66 4 Hong-Kong.

Au Tonkln, nous trouvons une valeur plus forte, 1™,39 &
Hai-Phong; cette région est un nceud pour la marée semi-diurne.
Sur la céte d’Annam, la marée diurne est plus faible; au cap
Saint-Jacques, sa valeur 1™, 12 est comparable 4 celle de la marée
semi-diurne.

Dans les iles de la Sonde, la marée diurne estrelativement forte
et varie de o™, 10 & 1™,05; elle est, en moyenne, de 0o™,30 seu-
lement en Australie.

Dans l'océan Indien, nous trouvons o™, 20 i Calcutta; o™, 10 &
Colombo; une forte marée diurne de 1™, 0o dans le golfe d’'Oman;
o™, 60 a Djlboutl, o™, 20 & Diego-Suarez; o™, 10 4 I'tle Maurice et
o™, 07 seulement au cap de Bonne-Espérance.

La marée diurne est faible également'sur la cOte ouest d’Afrique
(o™, 10 & Dakar).

907. Si nous considérons maintenant Iheure cotidale de la
marée diurne, calculée comme il a été indiqué au paragraphe 198,
nous trouvons 1%25™ & Brest, et 1® dans le golfe de Gascogne.
Dans la Manche, I’heure cotidale progresse de 44 11.

A Terre-Neuve, on se trouve dans le voisinage d’un nceud :
Iheure cotidale est g sur la cote est et 22 sur la cote ouest; la
différence est sensiblement d’une demi-période.

Aux Etats-Unis, nous trouvons I'heure 13, et I'heure 2 au
Mexique.

Dans le Pacifique, nous avons, en moyenne, I’heure 15 sur
la céte des Etats-Unis; Iheure 20 au Tonkin, 12 en Cochin-
chine.

Dans l'océan Indien, on trouve I’heure 12 sur la céte ouest
d’Australie, ainsi qu’au sud de Java et Sumatra, 24 a Djibouti et
Madagascar.

La différence de situation des deux ondes K, et O correspond
a I'dge de la marée diurne, qui est représentée par — f3; dans la
formule de Laplace. La différence de vitesse des ondes étant 2n,
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on aura
Kj— 00
2n

On trouve pour cet élément les valeurs les plus diverses, car
K$ — O¢ varie trés irréguliérement de — 180° & + 180°.

A Brest, oulon a
K= 680, 00 = 323°,

103
» SOit environ 4 jours.
l,098

V4ge de la marée semi-diurne sera ——

208. Vérification de hypothése de Laplace. — Nous avons
vu (§ 194) que, pour établir sa formule de prédiction des marées,
Laplace supposait que, dans chaque catégorie d’ondes, les coef-
ficients d’amplitude et de phase étaient des fonctions linéaires de
la vitesse angulaire de 'onde correspondante.

Cette hypothese fondamentale se vérifie-t-elle? 1l suffit, théo-
riquement, pour s’en rendre compte, de comparer, en dlﬁ'érentes
stations, les éléments relatifs aux trois ondes les plus 1mportantes
du groupe semi-diurne, les ondes M,, S; et N.

Si I’hypothese de Laplace est exacte, on devra avoir

Syihks—My:ik, _ S3— MY

My:hku—N:ky - Mg—Ng = const.

en désignant respectivement par ks, kn, k. les coefficients astro-
nomiques velatifs & ces diverses ondes.

Mais, le coefficient k; étant inférieur & o,1, 1l taudraxt pour
obtemr une vérification parfalte, que les valeurs de N nous
fussent connues avec une précision que les observatlons ne
peuvent donner.

C’est ainsi qu'a Saint-Nazaire, par exemple, une simple angmen-
tation de 3°®,7 dans la valeur de N suffit & diminuer le premier
rapport dans la proportion de 10 & 1. Dans ces conditions, une vé-
rification absolue est nécessairement illusoire,

Toutefois, on peut se rendre compte que, dans les limites des
erreurs d’observations possibles, la valeur moyenne du premier
rapport, dans les régions ot ne se manifeste aucune anomalie,
et particuliérement sur nos cotes, est sensiblement voisine de 2.
Il devrait donc en éire de méme du second.
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Or, cette condition est trés suffisamment remplie sur nos cétes,
puisqu’on a pour le rapport des différences de phases, les valeurs
1,70 a Port-Boyard; 2,10 & Brest; 2,32 a Cherbourg et 1,96
au Havre. :

Mais, dans les autres régions, la concordance n’existe plus.

On s’explique ainsi comment la formule de Laplace, qui donne

d’excellents résultats sur nos cotes, pourrait conduire ailleurs 2
des résultats fort erronés. ’
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CHAPITRE XIV.

RESULTATS EXPERIMENTAUX.

209. On voit combien les résultats des observations sont
complexes. Ce n'est qu'a grand’peine qu'on peut en dégager
quelques lois d’application générale. '

La théorie compléte des marées conduisant 2 des calculs
presque inextricables, il faut se laisser guider dans la recherche
de ces lois par les résultats plus simples que nous avons pu
obtenir dans des conditions trés particuliéres, en assimilant, par
exemple, les bassins océanidues 4 des bassins ou des canaux de
forme réguliére.

L’approximation sera nécessairement trés grossiére, car dans
la plupart des cas on néglige la sphéricité et la force centrifuge
composée. . ‘

Au Coast and Geodetic Survey, on a pensé obtenir également
des indications utiles en organisant des expériences sur les oscil-
lations des liquides renfermés dans des bassins artificiels.

Des bassins de formes diverses ont été installés, et1’on a mesuré
les périodes d’oscillations propres des liquides qu'ils contenaient.

On ne se trouve pas absolument dans les conditions de la na-
ture, puisque les surfaces d’équilibre sont planes et que la force
centrifuge composée n’intervient pas, enraison de la faible étendue
du bassin. En outre, les expériences ne peuvent porter que sur les
oscillations propres ; mais nous connaissons leur importance dans
les cas de résonance.

Le frottement doit y jouer aussi un plus grand réle que dans
la nature.

Quoi qu'il en soit, ces expériences ont confirmé la théorie en
ce qui concerne les vases de profondeur constante et de forme
réguliére, rectangulaire ou circulaire. De plus, elles ont mis en
évidence quelques faits nouveaux.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



348 TROISIEME PARTIE. — CHAPITRE XIV,

210. Lemmes de M. Harris. — (’est en se basant a la fois sur
les résultats de ces expériences, sur ceux des observations di- -
rectes et sur la théorie dans les conditions les plus simples, que
M. Harris a énoncé un certain nombre de lemmes, souvent assez
peu précis, et qu’on doit considérer bien plutét comme des indi-
cations de tendances que comme de véritables théorémes.

Nous allons passer en revue les principaux de ces lemmes :

1° Il existe pour un bassin quelconque une ou plusieurs
périodes d’oscillations propres.

2° Une oscillation propre peut nattre, méme dans une aire
peu étendue, & condition loutefois qu’elle soit nettement déli-
mitée.

Ces deux lemmes sont justifiés par I'observation du phénoméne
des seiches.

3° Voici maintenant un résultat dd a 'expérience.

Supposons un bassin rectangulaire : son oscillation aura une
période telle que, si I'on considére une onde progressant paralle-
lement & un des c6tés, la vitesse de propagation de cette onde
sera \/gh. Connaissant la période, on calculerait la longueur
d’onde A. Cette onde progressive se réfléchira, donnera naissance
a une onde se propageant en sens contraire, laquelle se réfléchira
a son tour, etc. .

g '//”_\ “\
>

Si la longueur du bassin est égale 4 une demi-longueur d’onde,
il y aura concordance entre les ondes paralleles de méme sens.
Le résultat final sera une onde stationnaire qui constituera I’oscil-
lation propre du systéme.

Ceci était bien connu. Mais 'expérience montre que, sil’on sup-
prime les deux parois latérales (fig. 43), il y aura encore une
oscillation propre de méme période, la partie agitée s’étendant au
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dehors, mais & condition que les murs terminaux aient une lon-
. A
gueur au moins égale & -+
]

Si donc nous avons deux cobtes paralleles séparées par une
demi-longueur d’onde, et suffisamment longues, on pourra obser-
ver une onde stationnaire dans le détroit.

4° Si, en plus des murailles terminales paralléles, subsiste
une muraille latérale, il suffira, pour qu’une onde stationnaire
puisse prendre naissance, que la largeur du bassin soit égale
& un huitiéme de la longueur d’onde.

Ce lemme résulte naturellement du précédent, car sil'on trace

la ligne médiane du bassin dont la largeur est %: tout étant symé-
trique par rapport &4 cette ligne, aucune composante du mou-
vement ne la traversera et 'on pourra, par suite, la remplacer par
une muraille.

5° L’expérience montre que la principale période d’oscilla-
tion propre d’une aire trapézoidale (fig. 44) est la méme que
celle du rectangle équivalent ayant méme hauteur.

. Rig. 44.

L’amplitude est plus grande du céié de la plus longue base.

211. Influence des inégalités d’un canal sur la période d’oscil-
lation propre. — Les lemmes (6) et () de M. Harris ont pour
objet I'effet produit sur la période d’oscillation propre d'un canal
par les inégalités diverses, contractions, seuils, etc., que ce canal
peut présenter.

Les expériences ont été faites avec des vases de largeur et de
profondeur variables.

Faisons d’abord varier la largeur. Si le vase (fig. 45) est plus
étroit o ses extrémités, la fréquence augmente : la période
devient plus courte que celle du vase rectangulaire circonscrit.
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Le contraire a lieu si la largeur du vase est diminuée en son
milieu,

Fig. 45.

Faisons maintenant varier la profondeur, soit aux extrémités,
soit au centre. La comparaison de la période d’oscillation pourra
se faire soit avec celle du vase de profondeur constante égale
4 la profondeur maximum, soit avec celle du vase de profondeur
constante égale & la profondeur moyenne ( fig. 46).

Fig. 46.

VRN

Si c’est le vase de profondeur maximum qui sert de point de
comparaison, la fréquence sera diminuée, c'est-a-dire que la
période augmentera, si la profondeur décroit aux extrémités ou
bien si nous avons un seul milicu.

Au contraire, si nous rapportons les périod+s au vase de profon-
deur moyenne, la période devient plus courte dans le cas d’un
canal moins profond & ses extrémités, et plus longue dans le
cas d’un canal présentant un seuil au milieu (fig. 47).

Il est aisé d’expliquer ces résultats analytiquement.

Soient s la longueur comptée suivant I'axe du canal, ¢ sa section
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et [ sa largeur, de telle sorte qu’on aurait ¢ = /& dans le cas d’un

canal rectangulaire.
Fig. 47.

En désignant toujours par ¢ la fonction qui mesure la hauteur
de Poscillation et par ¢’ sa dérivée par rapport & s, nous avons
pour équation des oscillations propres (§ 127)

d Azl
(1) oy =2

> *
£ .

A étant la constante purement imaginaire qui définit la période.

Supposons que 89 représente une fonction quelconque de s, et
soit 8¢’ sa dérivée. Multiplions les deux membres de I'équation (1)
par 8pds, et intégrons tout le long du canal; nous aurons

fa?d(czf')=§/‘lq>6<pds

ou, en intégrant par parties,
A2
[8po¢'] —fcrc?’ 39’ ds = Eflg&p ds.

Le premier terme disparait en vertu des conditions aux limites.
En effet, si la paroi est verticale, nous avons ¢’ = o, et, si la paroi
est inclinée, ¢ s’annule.

Il reste donc, en multipliant par g,

(2) gfccp'acp’ds+lﬂflcp8<pds=o.

3¢ est, comme nous l'avons dit, une fonction quelconque de s. Si
nous prenons 3¢ = ¢, nous aurons

(3) g ccg’?ds+)\2f(zpﬁds=o.
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Cette derniére équation n’est pas autre chose que l'expression
du principe de la conservation de I’énergie. En effet,’énergie ciné-
tique du liquide est

—;—f(%‘:)gdt:= ;Xifc?"ds

et son énergie potentielle est égale a

Ef;zdw=£fﬂlds=lifl9=ds.
2 2 g2 28

Lorsqu'il s’agit d’un canal rectangulaire de profondeur con-
stante, nous connaissons la valeur de la fonction ¢; nous savons
qu’on a

¢ = sin E,
2a
les deux extrémités du canal correspondant aux valeurs s == a.

Considérons maintenant un canal légérement différent. Nous
passerons du canal régulier & P'autre en donnant & o et & I des
accroissements respectifs 8= et 37; il en résultera pour o et A? des
accroissements 8p, 3\2, et il s’agit d’évaluer S)2. '

Pour cela, différentions 'équation (3); il viendra
gf&cq:’ﬁ ds+2g [ oo’ 8¢ ds + 8\2 [lqﬂds
“+ A2 [Sltg?ds-o-z)\?flqa 3¢ ds = o,

c’est-a-dire, en vertu de (2),
-

%) 6)\2flcp?ds=—g[acq’ids—kﬂ‘[Sltpﬁds.

Cette relation nous montrera donc si la fréquence est accrue ou
diminuée. ‘
FFaisons d’abord varier la largeur, la profondeur restant con-
stante. On a alors
d¢ = A3l

. , s .
Or, ¢', étant proportionnel 4 cos —, s’annule aux deux extrémités :

¢'sera donc petit vers les extrémités et grand vers le centre, tandis
que c’est le contraire pour ¢.

A}
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. St donc nous supposons le canal plus étroit vers les extrémiltés,
la premiére intégrale du second membre de (4) sera trés petite,
tandis que la seconde sera grande : c’est le second terme qui
imposera son signe et, comme 3/ est négatif ainsi que A%, nous
aurons

A2 0,

. . . . ) . 2T L ‘
La période d’oscillation, qui est égale a 3 est donc diminuée,

et la fréquence est accrue.

Si, au contraire, Ja largeur du canal est diminuée vers le centre,
I'influence de &/ se fera surtout seatir vers le centre ol ¢ est
grand; c’est donc le premier terme qui donnera son signe, et 'on

aura
SA2> 0.

Par suite, la fréquence sera diminuée.

De méme, il y aurait accroissement de la fréquence pour un
élargissement au milieu du canal, et diminution pour un élargisse-
ment aux extrémités.

Supposons maintenant la largeur constante, la profondeur seule
variant. Alors 8/ = o, et nous avons simplement

812f192ds=—glf8h<p’2ds.

Si nous comparons avec le vase de profondeur maximum, nous
aurons constamment 8/ < o, par suite

32> o,

donc toujours diminution de fréquence, qu’il y ait un seuil au
milieu ou profondeur moindre aux extrémités. Seulement, comme ¢’
est grand vers le centre, 'effet produit sera plus grand si la diminu-
tion de profondeur a lieu vers le centre. '

Si nous prenons comme terme de comparaison le canal de méme
profondeur moyenne, nous aurons

[dcds:o
Slzflcpﬁd.s':—ngc(p”ds.

P, — IIL. 23

et, d’ailleurs,
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2 14 . \ .
Appelons ¢ la valeur de ©'* au point olt 8= change de signe.
Nous aurons, par la combinaison de ces deux équations,

Bkﬁflqﬂds=—gf36(?'2—?3)d&

Supposons le vase plus profond au centre qu’aux extrémités.
Alors, on a aux extrémités

8¢ <o,
et au cenlre
8o > o.

Mais, d’un aulre c6té, on a également aux extrémités

9 <ol
et au centre
?'2> (,?/02.
Les produits 85(¢'? — ¢}) seront donc positifs dans toules les

régions du canal, et 'on aura
< o,

donc augmentation de fréquence.
Au contraire, si le vase présente un seuil au milieu, les produits

seront négatifs, on aura
8A2> o,

donc diminution de fréquence.
On voit ainsi que l'analyse confirme parfaitement les expé-
riences de M. Harris.

212. Nous nous bornerons & signaler certains autres lemmes
plus ou moins importants.

Le lemme (8) est ainsi énoncé : L’aze d’une aire simple ( fig. 48)
peut éire infléchi dans la région d’un ventre, & condition que
le cdté extérieur du ventre soit bien supporté.

Voici comment il faut I'entendre. On sait que, dans un canal
rectangulaire de longueur convenable, peut naitre une onde sta-
tionnaire; il peut s’en former une également dans un canal dont
I'axe est incurvé.
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Nous avons vu -aussi (§ 210) qu’on peut, sous certaines condi-
tions, supprimer les parois latérales du canal rectangulaire.
Le pourrait-on également dans le cas du canal courbe?

Fig. 48.

En général, non; mais oui, cependant, si I'on avait du coté
extérieur, et dans le voisinage du ventre, une portion de cote
assez longue. . ‘ ]

Le lemme (g) étend les résultats théoriques concernant un bas-
sin rectangulaire de profondeur constante & une aire de petite
étendue dont les profondeurs décroissent réguliérement vers les
extrémités : il se formera une onde stationnaire, avec ligne nodale
au milieu.

Le lemme (10) est relatif & V'eflet produit par une variation
subite de profondeur. Nous savons qu’il se produit alors une
onde réfléchie et une onde réfractée, et nous avons calculé les
rapports des amplitudes de ces ondes a celle de 'onde incidente
(§ 43, 131). -

Le lemme (11) est déduit de I'expérience. Considérons une
oscillation propre se produisant entre deux murailles paralléles de

' longueurs différcntes AB et CD ( fig. 49).

On constate que l'onde stationnaire se faitsentir, non seulement

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



[

356 TROISIEME PARTIE. — CHAPITRE XIV.

dans la région A'B’ opposée & la plus courte muraille AB, mais
qu’elle s’étend encore a quelque distance au dela.

Fig. 4g.
% I
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213. Golfes de longueur critique. — Considéronsun golfe ayant
pour longueur le quart de la longueur d’'une onde de méme pé-
riode que la force perturbatrice et se propageant dans le golfe

avec la vitesse \/gh.

M. Harris, dans son lemme (12), annonce que l'heure de la
marée sera la méme dans tout le golfe, mais qu’elle différera
de 3 heures de I'heure de la marée en pleine mer. Ce lemme est
fondé sur l'observation du golfe du Maine.

La loi ainsi énoncée est beaucoup trop générale : il n’y a pas de
raison pour que la différence de phase soit de 3 heures. La théorie
de M. Harris suppose d'ailleurs une onde progressive ne se réflé-
chissant pas & 'extrémité du golfe; ceci ne peut évidemment pas
avoir lieu, il faudrait admettre un frottement beaucoup plus consi-
dérable. o

Nous avons vu (§ 132) qu’un potentiel perturbateur

W= (as?+428s+y)eM

donnait lieu, dans un canal étroit quelconque, de profondeur et

de largeur constantes, & une oscillation contrainte dont la hau-
teur a pour expression

2
{= %(B els - Ble—iths 4 2‘§:Zla)e)\l’

en posant
A== — ghp?,

Si le canal est fermé & une extrémité et débouche par 'autre

A ¢ : s T
sur une mer & marée, et si sa longueur / est égale & 7y’ Bous nous
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trouverons dans un cas de résonance. B et B seront trés grands.

Une onde stationnaire de grande amplitude prendra naissance
dans le golfe, et, par suite, 'heure de la marée sera bien la méme
dans tout le golfe.

La valeur commune de B et B’ étant trés grande par rapport a o,
la marée sera relativement faible a ’embouchure qui se compor-
tera comme un neead.

I y aura un ventre 4 'extrémité fermée du golfe.

La différence de phase entre la marée océanique et celle du
golfe dépend de la différence entre I'argument de B et celui de §,,
en désignant par {,er la marée océanique & 'embouchure du
golfe. Elle dépend donc de la différence des arguments de o et
de &, et, comme celle-ci peat ¢tre quelconque, elle peuat éure elle-
méme quelconque.

214. Les autres lemmes de M. Harris sont presque tous égale-
ment empruntés & l'observation; ils trouvent leur application dans
certains cas particuliers que nous aurons 'occasion de signaler en
comparant les observations avec la théorie. .
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CHAPITRE XV.

ESSAIS DE SYNTHESE DES OBSERVATIONS.
THEORIE DE WIHEWELL.

215. Nous avons exposé, au Chapitre XIII, les résultats princi-
paux des observations. Depuis longtemps, on a cherché a relier
tous ces résullats par une synthése générale capable de fournir
'explication des diverses particularités.

L’observalion donne, comme nous Vavons vu (§ 198), I’heure
cotidale en un certain nombre de stations; on peut bien en inférer
les variations de I'heure cotidale le long des cotes, mais le tracé
des lignes cotidales reliant toutes ces amorces a travers les bassins
océaniques sera nécessairement trés arbitraire et dépendra de
I’hypothése admise sur le mode de formation et de propagation de
la marée.

Les diverses tentatives faites a cet égard peuvent se ramener &
deux types différents : la théorie de Whewell et la théorie de
Harris. Dans la premiére, qui est de beaucoup la plus ancienne,
le réle prédominant est joué par les ondes progressives; dans la
seconde, on accorde l'importance principale aux ondes station-
naires.

216. Théorie de Whewell. — Whewell est le premier qui ait
cherché, d’aprés les données trés imparfailes qu’on possédait il y a
plus d’'un demi-siécle, 4 rendre compte de la distribution générale
des lignes cotidales.

Whewell se représentait les marées comme prenant naissance
dans la vaste région antarctique entiérement recouverle d’eau
comprise entre le cap Horn, le cap de Bonne-Espérance, ’Aus-
tralie et les terres du pole Sud. De ce berceau annulaire, les ma-
rées se propageaient ensuite vers le Nord parles trois grands canaux
des océans Atlantique, Indien et Pacifique.
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Nous savons, d’aprés le théoréme de Laplace (§ 79), que, si la
profondeur de la mer était fonction de la latitude, il n’y aurait pas
de décalage de la marée : les heures cotidales seraient les heures
de passage des astres au méridien, et les lignes cotidales seraient
dirigées suivant des méridiens. Whewell admet que tout se passe
dans I'anneau antarctique comme si les conditions du théoréme
de Laplace étaient réalisées : nous aurons donc, dans cette région,
des lignes cotidales ayant trés sensiblement la direction des méri-
diens,

Mais, si nous considérons ensuite les trois grands canaux méri-
diens par lesquels la marée se propage du Sud au Nord, il y avra
relard de-la marée sur le passage de l'astre et les lignes cotidales
s'infléchiront jusqu'a devenir dirigées sensiblement suivant les
paralleles dans les bassins océaniques.

De méme, dans les conditions du théoréme de Laplace, il y
aurait, le jour de la syzygie, concordance entre la marée solaire et
la marée lunaire, puisque les deux astres passent alors ensemble
au méridien : dans I'anneau antarctique, d’aprés la conception
de Whewell, la vive-eau aurait donc lieu le jour méme de
la syzygie.

Vers le Nord, au contraire, il y aurait un retard progressif dans
la différence de situations des deux ondes par rapport aux astres
respectifs. Cest ainsi que, sur nos cdtes, la vive-eau n’aurait lieu
que 36 heures aprés la syzygie, ce chiffre de 36 représentant pré-
cisément lec quotient de la différence S] — M3 par la différence
a(n — n;) des vitesses angulaires des deux ondes. L'4ge de la
marée n'est alors pas autre chose que le temps mis par la marée
pour se propager depuis son berceau d’origine jusqu’au lieu d’ob-
servalion. ’

Une hypothése aussi simple s’écarte trop des faits pour pouvoir
étre intégralement conservée. Whewell lui-méme, aprés avoir
dressé une carte des lignes cotidales, a été obligé de compliquer
son hypothese primitive.

Considérons la distribution des heures cotidales le long du
60° paralléle de latitude Sud. Prenons comme abscisses les longi-
tudes comptées vers Pouest du méridien de Greenwich, et por-
tons en ordonnées les heures cotidales correspondantes.

Si tout se passait dans l'anneau antarctique conformément &
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Phypothése de Whewell, nous obtiendrions, comme courbe repré-
sentative de la distribution des heures cotidales, deux droites
inclinédes & 45°, allant chacune de o i 12 heures dans l'intervalle
de 180° (fig. 50).

Fig. 5o.
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" En réalité, la courbe s’éleéve beaucoup plus rapidement, jusqu’a
8 heures, un-peu a1'est du cap Horn; elle tombe ensuite a 4 heures
du c6té ouest pour remonter 3 8 et 12 heures au milieu du Paci-
fique. Il y a donc une perturbation trés grave au voisinage du cap
Horn. De plus, méme en négligeant cette perturbation, on n’ob-
tiendrait pas la représentation théorique, car, 'heure 12 se ren-
contrant trois fois en 360°, ‘Whewell a di admettre trois branches
de courbe correspondant & trois tours du cadran au lieu de
deux.

On est ainsi conduit & tracer des lignes cotidales n’offrant plus
-aucun rapport avec la théorie.

Il convient néanmoins de se demander s’il n’y a pas une part de
vérité dans l'idée fondamentale de Whewell, celle des trois ondes
-progressives se dirigeant vers le Nord.,

Nous allons donc rechercher, d’une part, si cette conception ne
souléve pas de difficultés théoriques, d’autre part, si elle rend
compte des observations plus récentes.
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217. Difficultés théoriques soulevées par la théorie de Whe-
well. — La conception d’ondes progressives se dirigeant toutes
du Sud au Nord se heurte 3 de grosses difficultés.

Il est évident d’abord que l'onde de I'océan Indien devrait se
réfléchir sur la cote d’Asie, malgré l'irrégularité du contour, et
donner lieu a. une onde stationnaire. On ne saurait expliquer
comment une onde progressive de cette importance pourrait étre
entiérement absorbée.

De plus, les ondes progressives de l’Atlanthue et du Pacifique
auraient di converger vers les mers arctiques. Cette convergence
est-elle admissible? ‘

Reportons-nous 4 la formule générale établie au para-

graphe 137,
e o] e

et appliquons-la aux mers polaires arcliques.

La deuxiéme intégrale représenie, comme nous le savons,
Pénergie qui pénétre & travers la surface latérale, par suite de
Ieffet des ondes. Si les ondes convergeaient toutes vers le pdle,
tous les éléments de celte intégrale seraient positifs; il faudrait
donc que la premiére intégrale, étendue 2 la surface libre des mers
arctiques, edt une valeur notable. Or, on a

W‘=W+

IT}, potentiel provenant de l'attraction du bourrelet liquide exté-
rieur a la région considérée, est négligeable; et il en est de méme
de W au voisinage du poéle, puisque W est proportionnel a sin?§
dans le cas des marées semi-diurnes, et & sinficosf, dans le cas des
marées diurnes.

La théorie de Whewell ne serait donc soulenable que si I'on
attribuait au frottement un effet considérable capable de détruire
les marées pendant la durée d'une période, soit 12 heures pour
les marées semi-diurnes; or, nous savons par les calculs de
M. Hough (§ 121) qu’il faudrait environ 20 ans pour réduire

. . . \ . 1 . e,
I'amplitude des oscillations & une fraction p de sa valeur initiale.

218. Comparaison de la théorie doe Whewell avec les observa-
tions. — La théorie de Whewell prise dans son ensemble ne sup-
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‘porte donc pas ’examen. Ne se montre-t-elle pas, du moins, dans
une certaine mesure, conforme aux ohservations ?

En premier lieu, & I'époque des syzygies, la marée solaire de-
vrait étre d’accord avec la marée lunaire dans I'océan Antarctique
et différer partout ailleurs. On avait cru trouver dans I'allure
générale de la différence S} —M3, qui, sauf les cas exceptionnels
d’interférence, reste toujours positive et comprise entre o° et go®,
une confirmation trés sérieuse de la théorie.

Mais il faut remarquer que cette dilférence devrait augmenter
a raison de 2 (n — ny) degrés, c’est-a-dire-de 1° environ par heure
cotidale. !

Or, il suffit de se reporter aux chifflres que nous avons donnés
précédemment (§ 203) pour constater que cette proportionnalité
est bien loin d’étre vérifide.

Cest ainsi que, dans I'Atlantique, on trouve 44° au cap de
Bonne-Espérance, 24° seulement a Lisbonne et 47° au Havre, alors
que d’aprés la valeur de 'heure cotidale on ne devrait pas avoir
plus de 22°.

Nous avons vua également que'les variations éprouvait le rap-

S . . .
port 5i%» lequel devrait rester sensiblement constant si 'on admet-
2

tait un transport en bloc des deux ondes composantes de la marée
semi-diurne.

En ce qui concerne les heures cotidales elles-mémes, nous
avons déja signalé la dérogation trés importante du cap Horn, qui
a obligé Whewell a modifier son hypothése primitive.

De plus, dans le golfe du Bengale et le golfe d’Oman, il n’y a
pas le moindre accord avec les observations.

Enfin, la théorie est incompléte, parce qu’elle ne prévoit pas de
cas d'interférence. Or, ce phénomeéne est mis en évidence de fagon
bien nette par les observations : exemple, le Tonkin.

La théorie de Whewell ne rend donc pas suffisamment compte
des faits.

219. A l'idée premiére de Whewell, on a opposé encore une
autre objection : Pourquoi les marées naitraient-elles dans 'océan
Antarctique, et non pas dans le Pacifique qui est plus profond et
plus vaste?
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En situant le berceau des marées au centre du Pacifique, on
pouvait expliquer l'existence d’une onde contournant le cap
Horn. La valeur zéro qu’on trouve aux iles Sandwich pour la dif-
férence SY — M? semble d’abord donner un certain poids a cette
opinion, mais elle ne peut s'accorder davantage avec l'inégalité
généralement constatée entre les valeurs de S — M? et les heures
cotidales correspondantes. .

Il n’y a guére que dans la Manche ol I'on voit S — M} aug-
menter de 1° environ par heure cotidale : nous avons dans cette
région une véritable onde progressive.

Mais, ailleurs, ’explication générale ne saurait étre aussi simple.
On a été amené a considérer plusieurs centres d’émanation : d’od
une théorie nouvelle, qui se relie a celle des ondes stationnaires.
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CHAPITRE XVI.

THEORIE DE HARRIS.

220. Principes généravx. Systémes. — La théorie de Harris
accorde le réle prépondérant aux ondes stationnaires. Elle est basée
sur lé principe de la résonance. :

Nous savons que, si la période des forces extérieures est trés
voisine d’une des périodes d’oscillation propre dela masse liquide
sur laquelle elles agissent, cette oscillation propre se trouvera con-
sidérablement renforcée. Si donc il se rencontre dans l'océan des
régions susceptibles d’osciller naturellement avec une période voi-
sine de celle d'une marée, ceite marée deviendra dominante dans
les régions considérées, qui seront pour elle autant de centres
d’émanation. De plus, les ondes qui naitront seront & peu prés
stationnaires.

En effet, si la différence entre une des périodes d’oscillation
propre et la période d’'oscillation contrainte est infiniment petite,
la composante harmonique correspondante de l'oscillation con-
trainte sera multipliée par un facteur infiniment grand (§ 10,11):
elle subsistera donc seule. Mais cette oscillation est proportion-
nelle a I'oscillation propre harmonique correspondante, et nous
savons qu'en négligeant la force centrifuge composée, toutes
les oscillations propres harmoniques sont stationnaires (§ 8, 49).
. En cas de résonance, on se rapprocherait donc indéfiniment
d’une onde stationnaire, s’il n'y avait pas de force centrifuge com~
posée.

Guidé par ces considérations, M. Harris s’est demandé s’il
n’existerait pas dans 'océan des aires susceptibles de prendre des
oscillations propres ayant a trés peu prés la méme période que
Pune des marées solaires ou lunaires, diurnes ou semi-diurnes.
A vrai dire, de semblables aires n’existent pas, au moins en tant
qu’aires entiérement limitées. Mais, d’aprés les résultats expéri-
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mentaux énoncés par les lemmes (3) et (11).du Chapitre XIV, il
suffit de chercher sur la Carte deux lignes de cdtes suffisamment
longues et paralléles, et dont la distance serait un multiple de la
demi-longueur d’onde.

Une chaine d’iles, un seuil sous-marin, peuvent également jouer
le rble de barriére limite.

Si & est la profondeur moyenne da bassin de longueur L ainsi
défini, ce bassin, oscillant comme s’il était entiérement délimité,
prendra une oscillation propre stationnaire dont la longueur
d’onde A sera égale a4 2L dans le cas de loscillation la plus
simple.

Comme d'ailleurs

A=tygh,

on pourra calculer la période

2L,
Veh

T =

de l'oscillation propre et la comparer aux périodes des diverses
marées. ‘

M. Harris a dressé une Table donnant, pour différentes valeurs
de h, les valeurs de A correspondant aux diverses marées; on voit
ainsi immédiatement sila longueur L des deux barriéres limites se
préte & une résonance suffisamment approchée. En procédant
ainsi, M. Harris a obtenu ce qu’il appelle des systémes, ¢’est~a~dire
des régions partiellement fermées ot seront engendrées des marées
particuliérement dominantes.

De 14, ces marées pourront se propager, sous formes d’ondes
progressives, dans les régions avoisinantes. ‘

221. Points amphidromiques. — D’aprés cette maniére de com-
prendre la formation des marées, nous aurons donc certaines
régions des océans dans lesquelles I'’heure cotidale sera sensible-
ment constante, régions séparées les unes des autres par des lignes
nodales au voisinage desquelles les lignes cotidales seront, au
contraire, extrémement serrées (§ 49). D’o une premiére diffé-
rence essentielle dans la facon dont Whewell et Harris ont été

conduits & relier & travers les mers les amorces de lignes cotidales
fournies sur les cotes par I'observation.
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Mais cette différence n’est pas la seule. Si I'on compare, en
effet, Pancienne carte de lignes cotidales dressée par Whewell et
celle de M. Harris, on est frappé de ce que les lignes de Whewell
sont disposées d’une fagon trés réguliére, sans jamais se couper,
tandis que, sur la Carte de Harris, on constate la présence de points
d’ou les lignes cotidales rayonnent comme des rayons vecteurs
aboutissant & un podle. Si, par exemple, nous avons la ligne cou-
dale d’heure 12 (les heures étant comptées en temps lunaire moyen
de Greenwich) aboutissant & un tel point, elle sera prolongée de
P'autre coté par la ligne de 6 heures. (Pl. I.)

Ces points sont dits amphidromiques; ils sont caractérisés par
ce fait que la marée y est nulle et que 'heure cotidale y est indé-
.terminée. .

Comment de pareils points peuvent-ils prendre naissance? On
peut se rendre compte de leur existence par deux raisons.

Supposons d’abord un bassin océanique sensiblement en réso-
nance avec une période de la marée. La marée épousera alors Ja
forme de I'oscillation propre correspondante, et, comme les oscil-
lations propres, lorsqu’on ne tient pas compte de la force centri-
fuge composée, ne donnent pas, en général, de lignes colidales
proprement dites, nous aurons dans le bassin considéré deux
régions cotidales séparées par une ligne nodale ( fig. 50 bis) : dans

© 17g. 30 bis.

Pune des plages, par exemple, la marée haute aura lieu & 12" el
dans l'autre a 6", '

Mais il peut arriver que ce méme bassin soit susceptible de deux
oscillations propres; représentons également la seconde oscilla-
tion, dont la ligne nodale coupera celle de la premiére et dont les
heures seront, par exemple, g et 3.

Imaginons maintenant que la période de la force perturbatrice
s'approche 3 la fois de la période de 'une et de P'autre oscillation
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’elle soi 1 i lesd 11 arr1
propre, qu'elle soit, par exemple, comprise entre les deux. 1l arri-
vera alors que les deux oscillations seront renforcées ala fois et se
. .
superposeront (fig. 51).

Fig. 51,

Au pomt d’intersection des lignes nodales, il n’y aura aucune
marée. Sur la ligne nodale de la premiére oscillation, c’est la
seconde oscillation qui agira et imposera les heures g et 3. Sur la
ligne nodale de la seconde oscillation, au contraire, c’est la pre-
miére oscillation qui imposera ses heures 6 et 12,

Dans l'intervalle, il y aura des lignes cotidales intermédiaires
rayonnantes. .

Une autre raison peut encore donner naissance & des points
amphidromiques, c’est l'influence de la force centrifuge com-
posée.

Lorsqu’on la néglige, il n’y a pas de lignes cotidales propre-
ment dites dans les oscillations propres, mais des plages séparées
par des lignes nodales. Lorsqu’on en tient compte, au contraire,
on ne trouve pas de lignes nodales, mais des lignes cotidales qui
se coupent en certains points de marée nulle autour desquels
elles se succédent (§ 63).

Dans quel ordre cette succession s’opérera-t-elle (fig. 52)? Si
nous sommes dans ’hémisphére Nord, une onde de direction quel-
conque semblera s’infléchir vers la gauche, et, par suite, les lignes
cotidales se succéderont dans le sens contraire & celui des aiguilles
d’une montre.

Ce sens sera celui des aiguilles d’une montre dans I’hémispheére
Sud. .

Regardons la Carte de Harris. Nous trouvons un point amphi-
dromique dans I'Atlantique Nord, sur le 4o° paralléle, a I'ouest
des Agores; le mouvement a bien lieu de droite & gauche, comme
la théorie l'exige.
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Il en existe un autre, plus an Nord, entre les Ferie et les iles
Shetland, également conforme a la théorie,
Nous n’en trouvons pas dans I'Atlantique Sud.

Fig. 52.

Dans le Pacifique, il en existe trois. Le premier est situé dans
I'hémisphére Nord, sur le 30° paraliéle, au Nord-Est des iles
Hawai : la rotation a bien lieu dans le sens opposé a celui des
aiguilles d’une montre.

Le deuxiéme est situé au sud de I'équateur, a Pextrémité ouest
des iles de la Société; on devrait donc y trouver une rotalion
s'effectuant dans le sens des aiguilles d’une montre, et cependant
on observe le sens opposé. Il n'y a pas néanmoins contradiction
avec la théorie, parce que, si prés de I'équateur, l'influence de la
force centrifuge composée est extrémement faible : il s’agit ici
d’un point amphidromique dd & la superposition de deux oscilla~
tions renforcées.

Le troisiéme point amphidromique du Pacifique se trouve non
loin de I'ile Antipode :le sens de la rotation est bien celui des
aiguilles d'une montre.

Dans l'océan Indien, nous constatons un seul point amphidro-
mique, presque exactement sur 1'équateur, au sud-ouest du cap
Comorin. Le sens de la rotation est celui des aiguilles d’'une montre;
la force centrifuge composée qui est nulle & I'équateur ne joue
aucun rdle dans la formation de ce point.

Enfin, il faut signaler une troisieme particularité de la Carte des
lignes cotidales dressée par M. Harris : ¢’est qu'il existe en plein
océan des lignes cotidales entiérement fermées sur eiles-mémes.
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Telles sont, dans le Pacifique, la ligne qui entoure les iles Gala-
pagos, et celle qui s’étend dans 'océan Indien, entre les iles Ker-
guelen et la Réunion.

C’est un point sur lequel nous reviendrons. -

222. Systdmes semi-diurnes: — M. Harris distingue sept sys-
témes semi-diurnes, dont six ont une période se rapprochant d’une
demi-journée lunaire, et un qui est en résonance avec Ja marée
solaire semi-diurne : ce sont les systémes Nord-Atlantique, Sud-
Atlantique, Nord-Pacifique, Sud-Pacifique, Nord-Indien, Sud-
Indien, et enfin le systtme Sud-Australien qui est solaire. (Voir
Pl 1)

Nous allons briévement décrire chacun de ces systémes.

Le systéme Nord-Ailantique s’étend du Groénland et de Terre-
Neuve aux cétes d’Espagne et du Sahara, puis de la 4la céte nord-
est du Brésil. 1] estconstitué, en somme, par deux trapézes accolés
oscillant chacun comme un rectangle d'une longueur égale

a %—(ﬁg 53). En réalité, les deux longueurs linéaires ne sont pas

Fig. 53,

les mémes, mais dans le trapéze nord les profondeurs sont plus
faibles, ce qui correspond bien 4 une longueur d'onde plus courte.
Nous aurons donc dans ce systéme deux lignes nodales.

P. — IIL ' 24
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1l est facile de calculer les heures cotidales dans chacune des
plages qu’elles séparent : on trouve & peu prés 'heure 8 dans
chaque plage américaine et, par conséquent, I’heure 2 dans les
deux aires s’appuyant sur le Maroc et le Portugal.

Comme, dans l'oscillation propre d'une aire trapézoidale, 'am-
‘plitude est plus grande dans 'angle aigu'(§ 210, 5°), nous devrons
trouver sur les cotes du Maroc et du Portugal des marées plus
fortes qu’ailleurs.

Dans le trapéze nord, nous trouvons une autre cause de réso-
nance dans ce fait qu’il exisle aussi & peu prés la ldngueur%
entre les cotes de Portugal et de France d'une part, et 'entrée du
détroit de Davis d’autre part; mais ¢’est la une aire trop étroite
pour qu’une onde stationnaire importante puisse y prendre nais-
sance (§ 210, 3°), il en résultera simplement un renforcement de
la marée sur nos cdtes. ‘ .

Le systéme Sud-Atlantique peut étre assimilé a un arbre a
trois branches, dont le tronc, trés lar‘ge, part du continent antarc-
tique et vient s’appuyer sur la cote du sud-ouest africain, le Cap
el le sud de Madagascar : la longueur est d’une demi-longueur
d’onde. Une branche s’étend le long de la cote est d’Afrique jus-

. A
qu’au Belutshistan, sur une longueur 5 Une seconde branche, de

longueur A, va jusqu’a la cote est des Etats-Unis, tandis que la
troisitme, d’une demi-longueur d’onde, s’appuie sur la cote du
Brésil, an sud du cap Saint-Roque.

Nous aurions entre le continent antarctique et les Etats-Unis
trois lignes nodales : I'une dans le voisinage de I'ile Bouvet, la
seconde passant prés de ’Ascension et Ja troisiéme prés dela Gua-
deloupe. Quant & la ligne nodale de la branche indo-africaine,
elle passe un peu au sud de Guardafui.

Les heures cotidales sont 6" pour I'extréme sud, 12" pour lesud
de I’Afrique et Madagascar (abstraction faite de I'eftet du systéme
indien), 6" pour la cote du Belutshistan (sous les mémes réserves),
6" pour la cote du Brésil et 12 aux Etats-Unis.

On voit qu’il y a toute une région entre le Brésil et les iles du
cap Verd, ot les deux syslémes atlantiques se superposent.

4
.

223. Le systéme Nord-Pacifique comprend d’abord un grand
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triangle s’élendant entre le nord de I'Amérique et I'Asie. Ce
triangle diflére assez peu d’un triangle isoscéle ayantun angle obtus
de 120” ala presqu’ile d'Alaska et dont les angles aigus, de 30°
chacun, seraient placés, I'un aux Philippines et 'autre en Co-
lombie. '

Les oscillations propres d’une telle aire triangulaire peuvent se
déterminer d’aprés les mémes principes que pour un bassin rec-
tangulaire (§ 39, 40).

Considérons six ondes progressives d’égale intensité, se propa-
geant suivant des directions opposées deux & deux et faisant entre
elles des angles de 60°.

Elles constitueront par leur superposition 'oscillation propre
d’une aire de profondeur conslante, si I'on peut représenter le
mouvement résultant par une fonction ¢ de z et de y satisfaisant
a 'équation

: , Mo = gh Ay,
et sil'on a de plus L
0’<P
dn ~
- sur toutes les parms. :
Or, on satxsfalh a ces condltlons en prenant

= 372 005 7L gos T ) e,
(p_<2005\/§2a cos —~ — cos — )e )
la péri(’)delj de i’oscillatiop étant déterminée par I’équation
2
M=—gh P

On voit immédiatement que la fonction ¢ admet les systémes
d’axes de syméLrie rectangulaires correspondant &

LI T
T3 VB

Yy =0, 2a, ja, ....

vo ey

Nous obtenons deux autres systémes d’axes de symétrie en fai-

sant tourner les premiers de 60° et de 120°; et le long de chaque
axeonaura-j—‘-:o(f&.ﬂ) '
La fonction % nous donnera donc blen 'oscillation propre des
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triangles qu'on peut former avec les directions de ces axes prises
trois & trois : triangle équilatéral, triangle isoscéle avec angle au
sommet de 120°, enfin triangle rectangle dont les angles aigus
sont de 30° et 60°. a est la hauteur relative & I'hypoténuse.

Fig. 54.

¥ P

On voit que % est proportionnel 4 3 aux sommets des angles
aigus et & 1 au sommet de 'angle droit, ainsi qu’au milieu de I'hy-
poténuse : la marée sera donc trois fois plus forte aux sommels
des angles aigus qu’en ces deux derniers points.

Les lignes nodales sont données par I'équation

=TZ T T
- 2 cosy/3 a—cos;‘%:cos—%-

Il y ena deux qui partagent I'’hypoténuse en trois parties égales.

Le grand triangle du Nord-Pacifique peut étre considéré comme
formé parla juxtaposition de deux triangles rectangles semblables
ayant le sommet de 'angle droit un peu au sud des iles Hawai
(fig. 55) : ainsi s’expliquent les marées assez fortes du golfe
d’Alaska.

Le systeme Nord-Pacifique est complété dans sa partie sud par
une trés grande aire trapézoidale s’appuyant sur le grand triangle
nord et s’étendant jusqu’a la cote du Chili sur une longueur d’a peu
prés une longueur d’onde. Il y aurait donc dans cette aire trois

_plages : I'heure cotidale serait 3 dans le voisinage du Chili, puis g
_jusque vers Tahili, enfin 3 entre Tahiti et les iles Hawai. Cette
méme heure 3 est celle de la plage centrale du grand triangle;
on retrouve ensuite 'heure g au golfe d’Alaska ainsi qu’au

Japon.
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Le systéme Sud-Pacifique consiste en une sorte de ceinture
s'étendant d’abord depuis le sud du Chili et la terre de Graham
jusqu’a une ligne allant des Nouvelles-Hébrides & 'archipel de
Cook, puis se dirigeant ensuite vers le Nord-Est jusqu’a la céte de
Californie. Chacune de ces bandes se trouve plus ou moins gros-
sierement appuyée sur un seuil et a pour longueur une longueur
d’onde. Nous aurons donc en tout quatre lignes nodales ; les alter-
nances des heures cotidales sont 6 et 12, avec I’heure 6 prés du
cap Horn et sur la céte de Californie.

Fig. 55.

Entre cette ceinture et la cOte américaine se trouve compris
une espéce de secleur circulaire qui empiéte sur le trapéze du sys-
teme Nord-Atlantique, mais qui n’est pas assez nettement délimité
pour modifier essentiellement I'oscillation propre de ce dernier.

224. Le systéme Nord-Indien consiste en une aire sensible-
ment rectangulaire, de longueur A, qui s’étend de la cote nord-
ouest d’Australie & la c6te des Somalis et a celle d’Arabie. On y
distinguera donc trois plages cotidales : il y a I'’heure 3 a chaque
exirémité, et I'’heure g au centre. ' ,

A ce systéme, se rattache le golfe de Bengale dont la longueur

s L A . .
est d’a peu prés 7" il s’y formera donc une onde stationnaire de

forte amplitude (§ 213); I'heure cotidale y est 3.
Le systéme Sud-Indien s’étend d’abord de la cote sud de
I’Australie dans la direction du Sud-Ouest jusqu'au continent

. A . \
antarctique, sur une longueur 5 puis, de 14, vers le Nord-Ouest,
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jusqu’au cap de Bonne- Fsperance et la pointe sud de Madag ascar,
.avec une longueur de & > également. Les heures cotidales sont 3.

en Australie et vers Madagascar, g dans Ja plage centrale.

Enfin, le systéme Sud-Australien s'étend de la cote sud de
I’Australie au continent antarctique. Sa longueur est d’environ une
demi-longueut d’onde solaire; il sera donc en résonance avec la
marée S,, tandis que les systémes précédents étaient en réso-
nance avec M,.

225. Systémes diurnes. — Les systémes diurnes sont constitués
par degaires dont la période d’oscillation propre est trés voisine
d’une journée lunaire,

M. Harris en distingue deux principaux : le systtme Nord-
Pacifique et le systéme Indien.

Le systéme diurne Nord-Pacifique s'étend de la cOte améri-
caine au nord de la Californie jusqu’au Japon; sa longueur est
d’une demi-longueur d’onde de marée diurne.

M. Harris assimile cette aire & un canal tracé suivant un paral-
léle, et, de ce que le centre de ce canal se trouve par la longitude

54 l’ouest de Gleenwwh, il en conclut que I'heure cotidale
est de 114, 5 a Pextrémité est, surla céte d’ Amérique, et de 23%,5 au
Japon. .

D’aatre part, en considérant que l'aire de résonance est limitée
au Sud par une ligne allant des tles Salomon a la Californie par les
iles Hawai, M. Harris trouve 15 pour I'’heure cotidale sur la cote
américaine et 3 dans le voisinage de la Nouvelle-Guinée.

-Or, que donne ’observation? On a I'heure 18 en Alaska et

T'heure 6 aux iles Molusques, c’est-a-dire des valeurs qui ne sont
pas comprises entre les résultats de la théorie, selon que I'on con-
sidére 'une ou l'autre des deux aires.

M. Harris essaie d’expliquer cette discordance par la considé-
ration d'une onde progressive naissant de la superposition des
deux ondes stationnaires de phases différentes.

Mais cette explication n’est pas nécessaire, car 1'anomalie con-
statée peut tenir uniquement & la fagon domt M. Harris calcule
I'heure cotidale d’un systéme en résonance approchée avec la
force perturbatrice. Il prend, cn effet, pour point de départ la
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théorie de I’équilibre, et suppose qu’au maximum de la force per-
turbatrice correspond le maximum de la surélévation. Or, cette
maniére de procéder est illégitime.
Rappelons en quol consiste le phénoméne de résonance.
Si nous considérons un systéme possédant un nombre fini de
degrés de liberté, I'expression de la surélévation due & une force
=

. L. oy —1 . . )
perturbatrice de période —;7\— est une fonction rationnelle qu’on

peut décomposer en éléments simples (§ 10) sous la forme
. N Ay
Li= 2 m eM.
j

Les a;; sont les coefficicnts du facleur exponentiel el¢ dans
chaque oscillation propre du systtme, et l'on a

1
Aj=— > ljZKhr@/,j.
ll A
Si A est tres voisin de Aj, 'expression dela surélévation se ré-
duira sensiblement a

1 A;
{i=— rpuy 1,','67“2 KnBny-

- Lorsqu’on ne tient pas compte de la force centrifuge composée,
les coefficients o et 3 sont réels (§ 8) : il y aura donc concordance

de phase entre la force perturbatrice et le coefficient de

A
A=
A

— A . . ,
——/, la marée sera directe ou inversée.

Mais, selon le signe de

Tout dépend donc du sens dans lequel se fait la résonance,
et 1] faut bien plutdt s’étonner de ce que I'apparente contradiction
de ’Alaska soit le seul exemple du phénoméne d’inversion.

Nous pouvons donc supposer qu’aulieu des heures cotidales 11,5
et 23,5 dans la premiére aire du systeme diorne Nord-Pacifique,
nous ayons les heures 23,5 et 11, 3.

L’heure 18 donnée par l'observation pour la cote d’Alaska se
trouve bien alors comprise entre les heures 23,5 et 15 qui résul-
teraient de la considération des deux aires dont nous avons parlé.
De méme, I'heure 6 observée aux Philippines est comprise entre
1,5et3. .
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On peut d’ailleurs donner des résultats de I'observation une
explication beaucoup plus simple, en assimilant le systéeme diurne
p PP pie, y

. \ A . se
Nord-Pacifique 4 un canal de longueur S grossiérement dirigé

suivant un paralltle. :

Dans ce cas, contrairement aux assertions de M. Harris unique-
ment basées sur la théorie de I’équilibre, il doit y avoir décalage
de go°, soit de 6 heures, entre la marée et le passage de I'astre au
méridien central (§ 129). Celui-ci étant de 11%,5, on aurait bien
les heures 17,5et 5,5, c’est-a-dire celles données par ['observation
en Alaska et aux Philippines, sans avoir besoin de faire inter-
venir une seconde aire de résonance.

Le systéme diurne indien consiste en une aire d’'une demi-
longueur d’onde qui s’étend de I’Australie 3 la cote des Somalis :
I'heure cotidale est de 12 sur la plage australienne et 24 sur la
plage africaine.

226. 11 existe un certain nombre d’autres systémes diurnes
moins étendus, mais qui peuvent néanmoins entrer en résonance,
parce que, la mer y étant moins profonde, la longueur d’onde sera
plus courte. Tels sont :

1° L’ensemble du golfe du Mexique et de la mer des Antilles,
avec les heures cotidales 2 dans la partie nord et 14 dans le
Sud; '

2° La Méditerranée, avec ’'heure 10 dans le bassin occidental et
Vheure 22 dans le bassin oriental. )

L'absence de résonance diurne dans 'Atlantique est un fait
remarquable, qui tient 4 ce que cet océan est trop étroit compa-
rativement & sa profondeur. Il en résulte que, surla c6te est prin-
cipalement, ol Il'influence des systémes semi-diurnes est forte,
on n’observe pour ainsi dire pas de marée diurne. Nous revien-
drons sur ce point qui avait particuliérement frappé Laplace.

Au contraire, le golfe du Mexique et la mer des Antilles, ou 'on
constate des marées diurnes sensibles, sont en dehors des systémes
semi-diurnes.

Enfin, il faut signaler un systéme diurne spécial qui se rattache
au systeme Nord-Pacifique : c'est cglui de la mer de Chine, dont
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. A o, .
la longueur est d’environ —- Cette résonance explique les fortes
4

marées diurnes du golfe du Tonkin.

227. Formation des ondes progressives. — La théorie que nous
venons d’esquisser dans ses grandes lignes est nécessairement trés
approximative, car les aires partielles dont on détermine les pé-
riodes d’oscillation propre sont beaucoup trop étendues pour qu’il
soit légitime de ne pas faire intervenir la force centrifuge com-
posée. Cette objection a moins de valeur en ce qui concerne les
mers plus étroites ; aussi, la théorie de M. Harris est-elle beaucoup
plus satisfaisante lorsqu’on I'applique aux mers intérieures.

Mais, dans les larges aires océaniques quni constituent les sys-
témes, au liea d’avoir uniquement des plages colidales, 'action de
la force centrifuge composée, méme en cas de résonance parfaite,
se traduira par DPexistence de lignes cotidales plus ou moins
espacées. S

Cette raison n’est pas la seule qui doive donner naissance a des
ondes progressives.

Supposons qu’un détroit sépare deux régions appartenant a
deux systémes dilférents S et §' (fig. 56). En général, il n’y aura

Fig. 56.

pas concordance des heures cotidales dans les deux plages sur
lesquelles débouche le détroit, et nous aurons, par suite, dans ce
détroit, une onde progressive.

L'influence de cette onde se fera sentir également dans les par-
ties avoisinanles des deux océans. Si §' retarde sur S, nous aurons
un peu ‘d’avance dans les environs du détroit du c6té de S/, et un
peu de retard du coté de S; de telle sorte que I'onde se propagera
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bien d’un point ot Ja marée est en retard sur la marée statique
vers un point ol elle est en avance. '

De méme, si 'océan S appartient a un systéme et si S’ n’est pas
en résonance, il y aura aussi une onde progressive allant du pre-
mier au second, en général.

Beaucoup de ces ondes progressives ont une grande importance.
Une d’entre elles nous intéresse particulierement : c’est celle qui
dérive du systeme Nord-Atlantique et produit les marées curo-
péennes. "

Une autre va du sud de I’Atlantique vers le Nord, le long de la
cdte africaine; une troisiéme provient du systéme Sud-Pacifique,
contourne le cap Horn et se fait sentir dans I’ Atlantique.

A l'est de I’Australie, se trouve un seuil sous-marin, lequel
provoque la formation d’'une onde réfractée qui se propage vers
I’Ouest. ‘

De la superposition des ondes stationnaires des différents sys-
témes et des ondes progressives qui en dérivent, devrait découler
alors I’explication de toutes les manifestations du phénomeéne des
marées. Nous allons voir, en entrant un peu plus dans le délail,
jusqu’a quel point cette théorie suffit a4 expliquer les diverses par-
ticularités mises en évidence par les observations.

228. Etude particulidre des marées de océan Atlantique. — Les
oscillations des deux aires trapézoidales constituant le systéme
Nord-Atlantique sont en concordance trés satisfaisante avec les
observalions concernant les régions qu’elles recouvrent. L’exis-
tence d'un angle aigu explique pourquoi les marées sont plus fortes
sur les cotes du Maroc et du Portugal qu'aux Agores; de méme,
la forte amplitude des marées sur les coles de France trouve sa
raison dans Iexistence d’une résonance secondaire qui, toutefois,
ne suffirait pas a elle seule si le systéme Nord-Atlantique n’exis-
tait pas.

La superposition des deux systémes Nord-Atlantique et Sud-
Atlantique se fait dans la région comprise entre le Brésil et les iles
du Cap-Verd : cette aire constituant un ventre du systéme Sud,
c’est ’heure cotidale 6 qui y dominera, et la ligne nodale du sys-
téme Nord s'y trouvera masquée. Par contre, 'heure cotidale 2
régne dans toute la plage au nord-ouest du Maroc, qui appartient
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au systeme Nord. La juxtaposition de ces deux aires, d’heures
cotidales différentes, et apparienant & des systemes distincts, dé-
termine Ja formation d'une onde progressive allant de l'unc &
Pautre : d’od un resserrement trés accentué des lignes cotidales
entre le cap Verd et les Canaries. Il est a peine nécessaire de faire
remarquer que l’allure d’'une onde progressive de cette nature n’a
rien de commun avec la propagation d'une onde libre s’eflectuant
avec une vitesse égale 4 {/gh.

M. Harris admet un point amphidromique sur le 4o° paralléle
Nord, au sud-est de Terre-Neuve. Son origine peut étre attribuée
a trois causes différentes. En premier lieu, la superposition des
deux systémes Nord et Sud fait que deux lignes nodales se croisent
4 peu prés en ce point. ‘

Nous savons, d’autre part, que l'action de la force centrifuge
composée se traduit par la formation de lignes cotidales rayonnant
autour de points ol la marée est nulle.

Enfin, du systéme Nord-Atlantique dérive une onde progressive
qui, se dirigeant vers I'Est, pénétre dans la Manche.

L’influence de cette onde se fera sentir en amont du détroit et
déterminera la formation de lignes cotidales dans une plage o,
théoriquement, I’heure cotidale et di étre constante : elle con-
tribuera ainsi  la formation du point amphidromique.

En outre de ce point principal, il existe deux autres points amn-
phidromiques secondaires : un dans le voisinage des Ferie; un
autre entre les Ferie et I'Islande. 1ls sont dus aux interférences
de deux ondes dérivées, dont l'une contourne I'Islande par le
Nord, I’autre passant entre les Iles Britanniques et 'Islande.

Dans le voisinage des Ferie, leslignes cotidales sont trés serrées,
parce que, la profondeur élant faible, la vitesse de propagation des
ondes est également trés réduite.

Ce qui caractérise avant tout les marées de 1'Atlantique, c’est

. P'absence presque compléte de marée diurne. On peut se demander
pourquoi. En effet, dans le systtme Nord-Atlantique, la lon-
gueur totale est A et il en résulte une résonance semi-diurne avec
deux lignes nodales. Mais cette longueur, étant égalé & la demi-
longueur d’onde diurne, devrait nous donner également une ré-

sonance diurne, avec une seule ligne nodale qui. aboutirait a
Gibraltar
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- Mais il convient de remarquer que nos aires d’oscillation ne
sont pas entiérement limitées et sont, sur une grande étendue,
dépourvues de parois latérales. Si des ouvertures se trouvent en
face d’une ligne nodale, cela ne troublera pas 'oscillation du sys-
¥me; mais, si elles se trouvent au contraire dans la région d'un
ventre, 'oscillation ne pourra pas prendre naissance.

Or, les ouvertures du systéme Nord-Atlantique se trouvent
juste en face des lignes nodales semi-diurnes, c’est-a-dire des
maxima de l'oscillation diurne. Il en résulte .que la résonance
diurne ne pourra pas se produire.

Dans le systtme Sud-Atlantique, la longueur totale, depuis le
continent antarctique jusqu'a la cote des Etats-Unis, est, par rap-

port a l'onde semi-diarne, de ?’?—A; elle n’est donc pas multiple de

la demi-longueur d’onde diurne et ne se préte pas i la résonance.
Il n’en serait pas de méme de la branche sud, qui s’étend du con-
tinent antarctique au Brésil; mais, la encore, les ouvertures sont
en regard des lignes nodales semi-diurnes.

Ainsi donc, pas de marée diurne dans I’Atlantique.

1l s’en produit seulement dans le golfe du Mexique, qui constitue
un systéme diurne indépendant des grands systémes semi-diurnes.

229. Sur la cote est de I’Atlantique, la progression se fait vers
le Nord. Sur la céte ouest de I'Atlantique Nord, nous aurions
plutét une progression vers le Sud, par suite de l'existence du
point amphidromique. Il en résulte deslignes cotidales trés serrées
et convergentes vers les Antilles.

Sur la cote de Patagonie, qui est en dehors de I'influcnce du
systéme Sud-Atlantique, les marées sont dues & une onde dérivée
venant du Pacifique. .

La distance du continent antarctique au cap de Bonne-Espérance
se rapproche plus de la demi-longueur d’onde solaire semi-diurne
que de la demi-longueur d'onde lunaire. Il en résulte un renforce-
ment de S, plus considérable que celui de M,; par suite, le rap-

S . . \ .
port I\Tz' sera, dans cette aire, supérieur & sa valeur théorique.
2

Toutefois, la cole sud du Cap est trop étroite pour qu'une onde
solaire indépendante puisse prendre naissance (§ 210, 3°). Aussi,
ce renforcement ne se ferail-il guére sentir s’il n’était également
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favorisé par I'action du systéme Sud-Indien, qui se lrouve aussi

Se
dominé par l'influence solaire. Au Cap méme, on trouve pour s=— i,

la va'leur 0,42; sur la cOte est de la colonie, elle augmente jus-
qu’a 0,33 a Durban.

La Léte nord-est du Brésil appaluent a la plage sud du s_yslcme
Nord-Atlanligque et se trouve trés voisine de la limite latérale du
systéme Sud. Les heures cotidales de ces deux aires étant 8 et 6,
il n'y a pas de dilférence sensible et le passage se fait graduclie-
ment de I'une & laulre.

L’estuaire considérable de I’Amazone est le si¢ge d'un phé-
nomeéne particulier. Une onde progressive remonte le fleuve, mais,
en raison de la faible profondeur, le [rottement est assez fort pour
que l'énergie de cette onde soit complétement absorbée. 1l en
résulte que 'onde s’éteint sans se réfléchir; par suite, il n’y aura
pas d’onde stationnaire, mais une onde purement progressive dont
I'effet sera de retarder la marée sur la cote avoisinant Vestuaire.

Aux iles du Vent, les deux systémes interférent encore; la
marée est forte & la Trinité et diminue rapidement de la Trinité a
la Guadeloupe. Comme cette région est dans le voisinage d’une
ligne nodale du systéme Sud, c’est le systéme Nord qui agira sur-
tout et alimentera la faible marée semi-diurne de la mer des
Antilles, dont il gouvernera I’heure.

Les marées -sur la cote est des Etats-Unis sont gouvernées
presque uniquement par le systéme Sud; aussi, la marée est-elle &

" trés peu prés simultanée depuis Haiti jusqu'a la Nouvelle-Ecosse :
I'heure cotidale est voisine de 12. Quant & 'amplitude, elle variera
avec la profondeur et sera plus forte sur les hauts-fonds que dans
les fosses (§ 45).

[l y a lieu de remarquer que la longueur de la branche princi-
pale du systéme Sud-Atlantique, & laquelle appartient la céte des

. . . s 3A ;
Elats-Unis, est un peu supérieure & —- La résonance sera done

plus satisfaisante pour la marée lunaire que pour la marée solaire
dont la période est plus courte.

S,
Par suite, aux Etats—Ums le rapport g sera plus faible que sa

valeur théorique ; nous avons vu, en eﬁ'et, qu’il y prenait la valeur

remarquablement faible 0,16 (§ 203).
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Le golfe du Mexique a des marées semi-diurncs trés faibles qui
sont & pea prés celles que donuerait pour une mer fermée la théorie
de I'équilibre. On trouve I'heure cotidale 3 dans presque toute la
région est du golfe; mais, sous I'action d’une onde progressive
pénétrant par le canal de la Floride, I'heure 9 ne se manifeste
que tout prés de la cOte ouest. A cette marée semi-diurne, se
superpose une marée diurne un peu plus importante, qui se fait

- sentir également dans la mer des Antilles (§ 226 ).

230. Certains golfes de la cote américaine présenlent des parti-
cularités qui méritent une mention particuliére.
Le golfe Saint-Laurent se: comporte sensiblement comme une

o L o e . A .
aire indépendante, assimilable & un canal de longueur = : il y aura

4

donc une ligne nodale a I'entrée et un maximum d’amplitude &
I'extrémité. Mais ici le phénoméne se complique par suite de la
juxtaposition au canal principal de plusieurs anses d’assez large
étendue. 1l en résulte la formation d’ondes dérivées, et existence
d’un point amphidromique au milieu du golfe.
 Une onde progressive remonte le fleuve Saint-Laurent, et,
malgré la diminution d’énergie, su concentration sur une section
de plus en plus restreinte fait que 'amplitude de cette onde va en
croissant jusqu’a I'ile d’Orléans, a pen de distance en aval de
Québec. La marée cesse seulement d’étre sensible au lac Saint-
Pierre, entre Québec et Montréal.
Le oolfe du Maine, separe du large par un banc, constitue éfrale-

mentuneaire mdépendante delongueur = 1l se produira doac une
4

résonance. La marée est simultanée dans tout le golfe, et 'obser-
vation montre qu’elle présente une différence de phase de 3 heures .
avec la maréc extérieure. Nous avons déja fait observer (§ 213)
que cette diflérence pourrait étre quelconque, et que les raisons
par lesquelles M. Harris cherche & démontrer qu’elle doit éire
nécessairement de 3 heures reposent sur une hypothése inexacte.

La méme observation s’applique a l'onde stationnaire de Long

Island Sound.

<

231. Etude particulidre des marées de VYocéan Indien. — En y
comprenant le gol["g du Bengale, lc systéme Nord-Indien se com-
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“pose de quatre aires cotidales séparées par trois lignes nodales.
La ligne nodale orienlale, qui passerait par le détroit de la Sonde,
se trouve obscurcie sous I'action d’une onde progressive qui se
dirige vers I'Est par l'ouverture de la mer de Timor. La ligne
nodale occidentale est également fort troublée par suite de la
superposition du systéme Sud-Atlantique au systéme Nord-Indien.
Au contraire, la ligne nodale qui ferme -le golfe du Bengale est
trés bien marquée.

Les aires du systéme Sud-Indien sont & peu pres situées par les
mémes longitudes que les aires correspondantes du systeme Nord;
aussi les heures cotidales sont-elles les mémes pour les deux sys-
témes.

Chacun de ces systémes a pour longueur totale une longueur
d’onde semi-diurne. Tous deux devraient donc aussi, semble-t-il,
se trouver en résonance avec la marée diurne. Mais dans le sys-
teme Sud, il ya deux larges ouvertures situées en regard des lignes
nodales semi-diurnes, de sorte que l'oscillation diurne ne peut
prendre naissance.

Dans le systtme Nord, au contraire, il n'y a pas I'équivalent de
ces ouvertures; ¢’est pourquoi la résonance diurne se manifeste
effectivement.

Dans la région rectangulaire qui s’étend le long de la cote
d’Afrique, depuis le Cap jusqu’au Belutshistan, la branche indienne
du systéme Sud-Atlanlique se superpose successivemenl au sys-
teme Sud-Indien et au systtme Nord-Indien. Voici de quelle
maniére M. Harris fait cadrer les effets de cette superposition avec
les résultats des observations.

Si le systtme Sud-Atlantique existait seul, nous.devrions avoir
I'heure cotidale 12 dans la plage qui s’étend du Cap jusque par le
travers de Ras-Ilafun, et ’heure cotidale 6 dans la mer d’Oman.
Mais, d'un autre c6té, le systeme Sud-Indien, s'il existait seul,
imposerait 4 la région du canal de Mozambique I’heure cotidale 3.

On peut donc admettre pour cette aire I'’heure intermé-
diaire 1,5; ce qui est parfaitement conforme aux observations.

L’oscillation de la branche indienne (fig. 57) du systéme Sud-
Atlanlique se trouvant ainsi modifiée, nous aurons I’heure coti-
dale 1,5 dans sa plage méridionale et, par suite, I'heure coti-
dale 7,5 dans sa plage septentrionale. Mais cette derniére est
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directement influencée par le systéme Nord-Indien, qui lui impo-
serail '’heure 3.

Fig. 37.

La ligne nodale de chaque oscillation ne pouvant subir que
I'influence de 'oscillation superposée, il en résultera finalement
un point amphidromique autour duquel les lignes cotidales
rayonneront dans le sens des aiguilles d’'une montre. La force
centrifuge composée ne joue aucun rdle dans la formation de ce
point, qui est situé & trés peu prés sur 'équateur ( fig. 58).

Fig. 58.

Tl est & peine nécessaire de faire remarquer & quel point les
raisonnements que nous avons faits manquent de rigueur : celle
tentative d’explication ne saurail étre considérée que comme une
ébauche assez grossiére.

232. On remarquera que la région qui s’étend entre la cote ouest
d’Australie et Madagascar sépare les deux systémes indiens el ne
conslitue pas une aire de résonance. '
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* Ainsi s’expliquent bien les faibles marées semi-diurnes qué
I’on observe & Freemantle, 8 Maurice, 4 la Réunion et & Tamatave.-
Le systtme Sud-Indien lui-méme est délimité d’une fagon assez
. vague, et ne donne pas naissance & des marées bien considérables;

a I'ile Kerguelen, 'amplitude moyenne est d’environ 1™,

Au nord de cette ile, dans l'aire de non-résonance, il existe
toute une région entiérement close par la ligne cotidale d’heure 8
et a partir de laquelle la progression de la marée s’effectue dans
tous les sens. :

Sur la c6te sud d’Australie, on constale des marées trés parti-
culiéresdues al'influence du systéme Sud-Australien qui se trouve

. . . S, X
en résonance avec la marée solaire. Le rapport N prend alors
2

des valeurs trés remarquables et devient sensiblement égal 4 I'unité
a Port-Adélaide. Il en résulte pour le phénoméne une allure toute
spéciale : & certains moments, la marée paraitra se produire tou-
jours & la méme heure, sans retard d’un jour a P'autre.

D’ailleurs, tous les systémes semi-diurnes de I'océan Indien,

pris dans leur ensemble, sont en résonance plus compléte avec S,

S,
qu "avec M, ; aussi, le rapport 5= est il, en gen(,ral superleur A sa.

valeur théorique.

233. Golfe Persique. — M. Harris admet que la marée du golfe
Persique est due a une onde progressive se propageant lentement,
a cause de la faible profondeur du golfe; il figure sur sa Carte des
lignes cotidales exlrémement serrées & partir du détroit d’ Ormuz.

Cette hypothése demande & étre examinée avec atlention,

Une pareille onde progressive ne pourrait se produire que's il
n’y avait pas de réflexion du tout au fond du golfe. '

Il faudrait donc supposer que I'énergie de I'onde est entiérement
absorbée par le frottement. Or, rappelons que, d’aprés M. Hough,
Veffet du frottement est négligeable. Les hypothéses sur lesquelles
M. Hough a basé ses calculs sont assez bien appuyées pour qu’on
puisse étre certain que 'action du frottement est efTecllvement
négligeable dans une mer de profonideur moyenne. :

Mais, en ce qui concerne le golfe Per51que la réponse est plus
douteuse. "Il est bien - vraisemblable qu’avec les chiffres de
M. Hough on trouverait également qu’il ne doit pas y avoir d’effer

P, —IIL 25
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" du tout; mais, pdur des profondeurs aussi faibles, les hypothéses
ne sont pelll.-etle pas suffisantes. .

On ne saurait donc a priori repousser ou admetire sans réserves
I'hypothése de M. Harris : les observations peuvent seules montrer
s'il existe ou non une onde progressive.

Or, elles sont encore insuffisantes pour qu’on puisse se pro-

" noncer définitivement ; nous ne possédons que quelques observa-
tions sur la céte persane et presque rien sur la cOte arabique. Il y
aurait 13 une question intéressante & étudier de plus prés. Peut-éire
constaterait-on une onde slationnaire ou l'existence d'un point
amphidromique.

234. Marées de la mer Rouge. — Les observations sont surtout
relatives aux deux extrémilés, nous en avons peu dans la partie
médiane.

A Tentrée du détroit de Bab-el-Mandeb, ’heure cotidale est 4,5.
On observe tout de suite une variation trés rapide, I'heure coti-
dale étant g & Moka, puis on a dans toule la région sud une heure
4 peu prés constante, comprise entre 10 et 11. Dans la région
nord, entre le tropique et le détroit de Jubal, on trouve presque
partout I'heure 3,5, puis, brusquement, 'heure g dans tout le
golfe de Suez. Dans le golfe d’Akaba, c’est 'heure 4 qui régne.

De ces données, il vésulte que la mer Rouge prise dans son
ensemble, depuis le détroit de Jubal jusque vers Moka, se com-

. A
porte sensiblement comme un canal fermé de longueur = : la marée

constatée présente, en effet, tous les caractéres d'une onde sta-
tionnaire ayant une ligne nodale au milieu et dont les plages
seraient & peu preés aflectées des heures cotidales 4 au Nord et 10
au Sud.

Ce résultat s’'accorde assez bien avec celui qu'aurait donné la
théorie. Entre les limites que nous venons de signaler, la profon-
deur moyenne de la mer Rouge est d’environ 640™ : il en résulte;
pour la demi-longueur d’onde de l'oscillation semi-diurne lunaire -
se propageant dans ce canal, une longuear de 954 milles marins,
différant assez peu de la longueur g72 milles du canal lui-méme.
Il devrait donc se former une oscillation propre dont les heures
cotidales calculées seraient respectivement 4,5 et 10,5,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



THEORIE DE XARRIS. 387

En fait, la marée observée étant en avance sur la marée sta-,
‘tique, nous savons que, pour maintenir cette avance, il est néces-,
saire de supposer une onde progressive venant du large ; mais, la,
diffiérence des heures étant peu importante, cette onde progresswe
sera faible. :

Son effet sera de nous donner, d’abord, des lxgnes coudales
serrées dans le détroit de Bab-el-Mandeb, puis quelques lignes
cotidales plus espacées dans la mer Rouge elle-méme.

Quant au golfe de.Suez et au golfe d’Akaba, on peut les consi-
dérer comme des canaux de faible longueur dont la marée depend
directement de celle de la mer Rouge. i :

La profondeur moyenne du golfe de Suez est d’environ 35™, A:

A .
cette profondeur, correspond pour 7 une longueur de 114 milles

qui est un peu inférieure A celle du golfe. Nous devrons donc
avoir un nceud un peu au nord du débouché du golfe, & Tor, et,
de 13, jusqu’d Suez, I'heure cotidale sera 9,5. Connaissant les
distances & Suez des différentes stations, on pourra calculer Pam-
plitude de la marée theorlque conespondapte, celle de Suez
élant 2™, 14, et companer aux observations.

On trouve ainsi, de part et d’autre du nceud, les résultats‘
suivants : ‘ \

Caleul......... 2,14 ‘1,'65 0,79 0,40 0,21 0,59 1,07
Observations,.. 2,14 1,68 0,92 0,46 0,37 0,53 0,02

La vérification est trés satisfaisante. .

Le golfe d’Akaba est encore moins long, et aussi plus profond.
Pour cette double raison, il ne renfermera pas de nceud, et se
mettra dans toute son étendue en concordance de phase avec la
mer Rouge.

233. Etude particulidre des marées de Pocéan Pacifique. —
Nous avons vu que les limites du systéme Sud-Pacifique étaient
assez peu nettes et que l'on pourrait, 4 la rigueur, considérer ce
systéme comme étant constitué par un secteur de cercle ayant son
centre vers les iles Viti, et dont la cwconference seralt formée par
la cOle américaine.

En prenant le rayon du secteur pour unité, on trouve, par un
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calcul trés grossier, que la longueur d’onde de I'oscillation propre
est environ 0,90 et qu'il y a deux lignes nodales circulaires de
rayons 0,34 et 0,%9. '

‘Sil'onréduitle systéme & la ceinture extérieure du secteur, dont
la résonance est plus efficace, il suffira de conserver les positions
interceptées de ces circonférences pour avoir sensiblement les
lignes nodales utiles.

L’amplitude de Toscillation d’un secteur circulaire étant beau-
coup plus forte au centre que sur la circonférence, on peut, en
attribuant cette forme au systtme Sud-Atlantique, expliquer
aisément les marées importantes observées sur la cote nord de la
Nouvelle-Zélande.

Quoi qu'il en soit, le systeme Sud-Atlanuque presente un ventre
au sud du cap Horn, dans une région ol sa limite est constituée
par des hauts-fonds. Il en résulte la formation d’une onde réfrac-
tée trés importante qui progressera dans I’Atlantique. Clest & cette
onde dérivée que sont dues les marées de la cote est de I’Amérique
du Sud jusqu’au nord de Montevideo, qui ne sé trouvent sous
I'influence d’aucun systéme d’oscillation propre.

L’onde se propage plus vite dans les grands fonds & l'est des
fles Malouines que le long de la cbie; les interférences donnent °
naissance 4 deux points amphidromiques locaux situés, 'un 2
l'ouvert du golfe de Samt—George, lautre & Dest du golfe de
San—Mathlas i . o

Dans le Pac1ﬁque mémc, trois pomts amph1drom1ques trés im-
portants sonl & signaler. Le premier est & mi-distance entre San-
Francisco et les tles Hawai, a l'intersection de deux lignes nodales
appartenant respectivement au systéme Nord et au systéme Sud :
la rotation des lignes cotidales s’effectue autour de ce point dans
le sens inverse des aiguilles d’'une montre. Le second, situé au
nord-ouest des iles de la Société, se trouve également au voisinage
de deux lignes nodales des systéemes Nord et Sud. Quanl au troi-
siéme, il est situé au sud-est de la Nouvelle-Zélande, sur la limite
sud du systéme Sud-Pacifique.

. La formation de ce point est due a I'action d’une oude dérivée
réfractée qui franchit le seuil compris entre la Nouvelle- Zelande(
et la Nouvelle-Calédonie et continue sa progression tout autour
de la Nouvelle-Zélande. Il en résulte une rotation des lignes coti-
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dales autour de cette ile dans le sens inverse et, autour du péint
dmphidromique, dans le sens méme des aiguilles d'une montre,
-ainsi quil est naturel dans ’hémisphére austral. -

La cdte américaine du Pa01f'que est successivement atteinte par
les différents systémes; on n'y trouve pas de progression pro-
prement dite, mais des lignes cotidales trés serrées lorsqu’on passe
d’un systéme & l'autre. Vers le détroit de Magellan, nous avons
I’heure 6 imposée par le ventre sud-est du systéme Sud-Pacifique.
Plus au Nord, on trouve I'heure 3 provenant de V'aire trapézoi-
dale du systeme Nord-Pacifique ; puis, tout de suite aprés, dans le
golfe de Panama, 'heure g due a laire triangulaire. En Californie,
c’est le systtme Sud qui se rencontre de nouveau, donnant
P’heure 6; mais on retombe immédiatement dans le systtme Nord,
dont I’heure est g.

I n’y a pas absolument simultanéité de la marée dans chacune
de ces diverses plages, mais les lignes cotidales y sont beaucoup
plus espacées que sur les frontiéres des systémes.

De part et d’autre des iles Galapagos, le systtme Nord-Paci-
fique présente deux aires ayant la méme heure cotidale g ; nous
aurons donc toute une vaste région dans laquelle la marée devra
étre simultanée.

1l convient de remarquer que les systémes du Pacifique sont en
résonance plus parfaite avec la marée lunaire qu’avec la marée

solaire ; aussi, le rapport %’2 es‘L-il, en général, plus faible que sa

valeur théorique. On ne constate guére d’exceptions que pour
certaines iles, comme Tahiti, qui se trouvent dans le vmsxnage
d’une ligne nodale. ‘

23G. Marées des mers dérivées du Pacifique. — D'une facon
générale, 'heure cotidale 6 régne le long du Kamtshatka, des iles
Kuriles et de Yeso. Une.onde dérivée progresse dans la mer
d’Okhotsk et pénétre dans la mer du Japon par le golfe de
r Amour, ou l'on trouve déja I’heure 4. :

Une autre onde passe par le sud du Japon et remonte vers le
Nord. La réunion de ces deux ondes se fait vers le milieu.de la
mer du Japon, ou elle cause une quasi-simultanéité de la marée.
Plus au Sud, dansle dé‘troit de Corée, on trouve un point amphidro-
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mique autour duquel la rotation s’effectue en sens 1nve1‘se des
aiguilles d’'une montre.

Dans la mer Jaune, nous avons des lignes cotidales trés serrées.
Lorsque I'onde arrive dans le golfe de Petshili, une branche se
dirige vers le Nord-Ouest et une autre vers le golfe de Liao-Tung:
il en résulte un point amphidromique au milieu du golfe.

M. Harris dit que 'onde s’avance avec la rapidité due a la pro-
fondeur. Il suppose, par conséquent, que tout se passe comme st
I'on avaitune onde progressive entiérement absorbée. Matis ceci est
peu probable.

Pournous rendre compte des conditions dela propagation dans un
golfe, reportons-nous aux équations générales du paragraphe 132.
Soit s lalongueur de’arc comptée le long d’un canal de profondeur
constante, a partir de I'extrémité fermée. Nous supposons que,
abstraction faite du facteur exponenliel e, I'expression du po-
tentiel perturbateur peut se réduire &

W=as?+28s +1v.

L’équation différentielle

d2
ghd—sf =7 —W=g¢
nous donne alors
dzl A2 20

TRt T g
L'intégration introduit deux constantes arbitraires que 1'on déter-
minera en écrivant que § prend une valeur donnée 4 l'extrémité
libre, et que I'on a au fond du golfe
d: 1 d
? i—(zasq—z@-n-gzi‘):o,

c’est-a-dire

I est donc certain que les conditions de la propagation dépen-
dent de « et de B.
M. Harris fait, au contraire, le calcul comme si 'on avait

dnt: dﬂC

dt2 dst’
’

A= = gh—
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c’est-a-dire
de )

a5 Vgh

Les deux maniéres de procéder ne sont nullement équivalentes.
Il est donc impropre de parler d’une propagation avec la vitesse
due a la profondeur.

237. Le long de la cote du large des iles Philippines, I'heure
cotidale est environ 9,5 comme dans toute la plage oucst du
systéme Nord-Pacifique. Cette onde slalionnaire fournit une onde
dérivée qui pénétre dans la mer de Chine a la fois par le canal des
Bashi, au nord de Lugon, et par la mer de Célébes. Dans toute la
partie centrale de la mer de Chine, la marée semi-diurne est trés
faible et presque simultanée. Au nord et au sud de Hainan, on
trouve 1'heure 3. Cette faible marée semi-diurne contourne alors
I'ile d’'Ilainan et pénétre dans le golfe du Tonkin, ol nous avons
alors deux ondes, 'une allant du Sud vers le Nord, 'autre du Nord
vers le Sud, ' :

L’interférence est presque compléte et il en résulte dans cette
région une disparilion de la marée semi-diurne d’autant plus
manifeste que la marée diurne est relativement considérable dans
toute la mer de Chine.

Cette mer peut étre, en effet, considérée comme un bassin &

~ peu prés fermé qui débouche sur le systeme diurne Pacifique, et
sa longueur est sensiblement le quart de la longueur d'onde
diurne, Il y aura donc résonance et simultanéité de marée diurne
dans toule la mer de Chine ; mais il n’y a, comme nous le savons
(§ 213), aucune raison théorique pour que la différence de phase
avec la marée diarne du large ait une valeur plutét qu'une autre.
L’heure cotidale diurne observée au Tonkin est 12. Cela fait bien,
comme le voudrait la théorie incompléte de M. Harris, une diffé-
rence d’'un quart de période avec ’heure cotidale 6 observée aux
Philippines (§ 223), mais on ne peut voir la qu’'une simple coin-
cidence. : :
~ On pourrait, d’ailleurs, toul aussi bien rattacher la mer de
Chine au systéme diurne Indien qui donne heure 12 dans sa
plage voisine,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



392 TROISIEME PARTIE. — CHAPITRE XVI.

De la partie centrale de la mer de Chine, I'onde semi-diurne
marche vers la Cochinchine et pénétre dans le golfe de Siam. Les
lignes cotidales y sont trés serrées; peut-étre des observations plus
complétes mettraient-elles en évidence un point amphidromique.
Nous pouvons remarquer que, pas plus dans le golfe de Siam que
dans le golfe de Petshili, il n’est vraisemblable d’assimiler ce phé-
noméne & la progression d’une onde s’effectuant avec la vitesse
due a la profondeur.
~ Les tles de la Sonde nous offrent des marées extrémement
compliquées, mais qui ont été 'objet de nombreuses-et bonnes
observations. On trouve dans le détroit de Malacca des lignes coti-
dales excessivement serrées, indiquant une progression vers I'Est.
Au sud des iles, il y a également progression vers I’Est : I'onde,
dérivée du systéme Nord-Indien, entre par la mer de Timor et
vient se rencontrer au détroit de Torrés avec la branche de I'onde
réfractée dérivée du systeme Sud-Pacifique, qui passe au nord de
la Nouvelle-Calédonie.

L’onde progressive, qui descend de la partie centrale de la mer
de Chine, se rencontre entre Bornéo et Sumatra avec I'onde pro-
gressive venant du golfe du Bengale par le détroit de Malacca :
le conllit de ces deux ondes donne naissance & un point amphidro-
mique trés particulier autour duquel les heures cotidales se suc-
cédent en faisant deux fois le tour du cadran; il y a 24 lignes
cotidales au lieu de 12. La marée est trés faible dans cette région,
Celle de la mer de Java progresse également vers ce point. )

238. Marées des mers arctiques. — Nous pouvons observer
d’abord que, si les mers arctiques étaient entiérement fermées, il
ne s’y produirait aucune marée. En effet, le potentiel perturbateur
s'annule au pdle, aussi bien pour les marées semi-diurnes que
pour les marées diurnes ; il sera donc trés faible dans les régions
polaires. D’un autre c61é, rien n’indique a priori que les formes
et les dimensions des mers arctiques se prétent 3 une résonance
quelconque. Il parait donc légitime d’admetire ue leurs marées
proviennent presque uniquement de celles des autres mers.

L'influence des mers environnantes peut s’exercer par trois
voies différentes : la large ouverture entre la Norvege et le
Groénland, la baie de Baffin et le détroit de Behring. 1l résulte
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des observations que I'action qui s’exerce a travers le détroit de
Behring est trés minime. ‘

Nous savons que, dans I'Atlantique Nord, la différence S — M
a une valeur assez forte correspondant 4 ce qu’on a appelé I'age de
la marée semi-diurne (§ 203). Cette différence va encore en s’ac-
centuant dans les mers arctiques, ol l'dge de la marée peut
atteindre 60 heures.

On constate aussi dans ces mers une marée diurne assez impor-
lante, qui s’explique mal ; elle ne pourrait venir que du systeme
diurne Pacifique, par le detrmt de Behring.

Entre le Groénland, le Spitzberg et le cap Nord, nous avons
d’abord toute une région ou les lignes cotidales sont trés espacées :
la marée s’y produit & peu prés simullanément, vers 12P. Nous
trouvons ensuite une série de lignes cotidales tournant autour de
la terre de Frahgois—.]oseph et rédescendant dans la mer de Kara,
ainsi qu’a 'ouest de la Nouvelle-Zemble, pour pénétrer dans la
mer Blanche, o les lignes sont trés serrées.

Une autre série suit vers I'Est la c6le asialique jusqu’au détroit
de Behring. Tout ceci est naturellement un peu hypothétique, en
raison du petit nombre des observations. .

Sur la cote américaine, la propagation continue dans le méme
sens. Mais, sur la céte nord du Groénland, nous avons, au con-
traire, une progression vers 'Ouest. L’effet produit par la ren-
contre de ces deux ondes dans le voisinage du péle reste encore
entiérement conjectural.

Dans la baie de Baffin, on observe des marées trés fortes pré-
sentant assez nettement le caractére d’une onde stationnaire avec
une ligne nodale au milieu.

En somme, on peut supposer que tout se passe dans les mers
arctiques comme sil’on avait deux bassins distincts : d’une part, la
baie de Baffin, qui constitue & peu prés un bassin rectangulaire ;
d’autre part, l’ensemble méme des mers polaires. Il est probable
que cet ensemble posséde une résonance suffisante, de telle sorte
que la force perturbatrice, malgré sa faiblesse, se trouvera suffi-
samment amplifiée pour produire de fortes marées. :

Mais, comme la force centrifuge composée acquicrt au voisinage
du péle son maximum d’action, nous aurons lrés probablement
une région amphidromique.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



394 TROISIEME PARTIE. - CHAPITRE XVI.

Cette hypothése s'accorde assez bien avec les lignes cotidales
telles que les a tracées M. Harris.

Les observations sont surtout nombreuses dans l’archipel au
nord de I’Amérique, entre les deux bassins dont nous venons de
parler. On y constate des ondes dérivées provenant des deux ré-
gions principales et cheminant dans des canaux extrémement
compliqués; on ne peut encore songer & en faire la théorie. Pour
la plupart, ces ondes se dirigent de P'Ouest a I’Est lorsqu’elles
dérivent de la mer principale; d’autres, venant de la baie de
Baffin, vont de 'Est 4 I’Ouest.

Faisons encore remarquer & ce sujet 'impossibilité de la péné-
tration de trois ondes progressives allant vers le Nord, ainsi que
le voulait la théorie de Whewell, et comme le suppose aussi
M. Harris. 1l faudrait, en effet, comme nous le savons (§ 217),
que le potentiel perturbateur eit une valeur considérable ; or, il
est presque nul.

On peut donc affirmer que la progression ne se fait pas dans le
méme sens par les trois ouvertures.

239. Marées de la Méditerranée. — Les observations montrent
que les marées de la Méditerranée sont, en général, Irés faibles.
Cela uent 2 ce que cette mer peul étre sensiblement assimilée a
une mer intérieure entiérement fermée.

Dans une mer intérieure, les seules marées possibles sont dues
aux forces perturbatrices locales. Si la mer est peu étendue, les
valeurs du potentiel différeront trés peu, de sorte que les oscil-

 lations possibles seront faibles. Elles ne pourraient devenir fortes
que s’il y avait une résonance trés compleéte.

De plus, ces faibles oscillations doivent s’effectuer conformé-
ment 2 la théorie statique. Il y a marée statique, en effet, lorsque
la période de la marée est longue ; et il faut entendre par la que
cette période est longue par rapport a la période d’oscillation
propre de la mer considérée.

Or, cette période d’oscillation propre est d’autant plus courte
que la mer est plus profonde et plus étroite.

L étant la longueur du bassin oscillant, nous avons

a2l

T= ——
Veh
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Pour certaines mers, nous pourrons donc considérer une période
de 12 heures comme une période trés grande, et, dans ce cas, la
marée produite sera une marée statique.

On peut d’ailleurs s’en rendre compte en partant de 1’équation
générale de la marée dans un canal de profondeur et de largeur

constantes (§ 129)
ghe'= )220 —W,

Si la période )7; de la force perturbatrice est grande, A?.sera

trés petit. Posons . )
Mo=V-p=,
L’équation s’écrira
ghY — My =— AW,
Si % esl grand et )2 petit, celte équation se réduit sensiblementa
{'=o,
d’ott
' = const.

Mais on doit avoir aux extrémités
Y'=o.

Donc ¢/ est nul dans tout le canal, et 'on a

¢ = const.
Par suite
V = const.,

et I'on retombe bien sur la théorie statique.
Cette conclusion cesserait d’étre exacte si la profondeur n’était
plus trés grande. '

240. La Méditerranée n’étant pas une mer entiérement fermée,
les marées y auront une double origine. En plus des marées qui
se produiraient si le détroit de Gibraltar n’existait pas, il faudra
tenir compte de I'onde qui pénétre par ce détroit. Mais cette onde
est trés faible a cause de 1'étroitesse de I'ouverture, et son influence
est minime.

Les observations faites dans le détroit montrent que I'ampli-
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tude diminue rapidement jusqu’a n’étre plus que de quelques
centimétres & 'est de Gibraltar. ‘

Il reste donc & considérer surtout les marées qui prennent
naissance dans la Méditerranée elle-méme.

On peut, & ce point de vue, supposer ceite mer partagée en
deux bassins différents: la Méditerranée orientale et la Méditer-
ranée occidentale.

Dans le bassin oriental, limité par I'[talie et la Sicile, les marées
observées sont presque exactement celles qui se produiraient sil’on
avait aflaire & un bassin entiérement fermé.

L’étendue étant trés faible, la période d’oscillation propre sera

trés courte par rapport a celle de 'oscillation contrainte, et cette
derniére oscillation pourra se traiter alors conformément a la
théorie statique.
" Le niveau oscillera autour du centre de gravité du bassin, qui
est approximativement situé au voisinage de la Créte : la marée y
sera sensiblement nulle et, de ce point, divergeront des lignes
cotidales, plus serrées dans la direction du méridien. En Créte,
effectivement, les marées sont plus faibles que partout ailleurs,
et 'ensemble des observations s’accorde bien avec celte con-
ception.

Dans la Méditerranée occidentale, la question est un peu plus
compliquée, parce que, si 'on peut comme dans le bassin oriental
appliquer la théorie de l'équilibre, il faut néanmoins adjoindre
a la marée produite I’effet, pas absolument négligeable, de I'onde
provenant de I’Atlantique. Quant a I'influence du bassin oriental,
elle est trop insignifiante pour qu'il y ait lieu d’en tenir compte.

La théorie de I'équilibre seule donnerait les heures cotidales 6
et 7 3 Marseille et & Toulon, tandis qu’on observe en réalité 7 et 8
d’autre part, I'amplitude observée est notablement supérieure a
l'amplitude calculée (environ trois fois). Pour expliquer ce fait,
M. Harris considére la partie de la Méditerranée limitée a I'Est
par la Corse et la Sardaigne, et constate que sa longueur est

d’environ = - Si donc cette région était complétement fermée, elle
4 .

s¢ trouverait vis-a-vis de I'Atlantique comme un golfe en réso-
nance. Malgré les ouvertures, il peut se produire une résonance
approchée, causant ’augmentation d’amplitude constatée.
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Entre la Tunisie et la Sicile, ainsi que.dans le détroit de
Messine, on observe une variation rapide des lignes cotidales. Ce
phénomeéne est aisé a expliquer.

_ Supposons les deux bassins de la Méditerranée complétement

fermés. Ils obéiront a la théorie statique et dans chaque bassin,

comme les longitudes different peu, les oscillations se feront & peu

prés simultanément : il y aura donc, dans les parties adjacentes,

basse mer pour un bassin en méme temps que pleine mer pour

l'autre. Si maintenant nous ouvrons les détroits, il y aura néces- .
sairement des lignes cotidales trés serrées, pour qu'une variation

d’environ 6 heures se produise d’un bassin & I'autre. Au voisinage

de la Sicile, les lignes cotidales passent de I'heure 2 & I’heure 7.

241. On observe également dans la Méditerranée une marée
diurne trés nette, qui est & peu prés la moitié de la. marée semi-
diurne. Ce rapport étant plus considérable que dans I’Atlantique,
on en conclut qu'il doit exister une résonance entre la période
diurne el l’ensemble de la Méditerranée. Cependant, si I’on consi-
dérait cette mer comme un bassin rectangulaire de profondeur
uniforme, sa période d’oscillation propre atteindrait tout au plus
14 heures. Mais il faut tenir compte de ce fait que la période
d’oscillation propre d'un canal est augmentée lorsqu’il y a vers le
milieu du canal un rétrécissement ou un seuil (§211). Dans le cas
de la Méditerranée, les deux circonstances sont réunies : il peut
donc en résulter une résonance assez bonne avec la période
diurne.

242. Marées de 1’Adriatique. ot du golfe de Gabss. — Dans le
fond de I’Adriatique, ainsi que dans le fond du golfe de Gabés, on

observe des marées plus fortes que parbout ailleurs dans la Medl—
terranée.

L’Adriatique peut étre con51derée comme un golfe de ]on—
gueur —. Il y aura donc un ventre a l'entrée et au fond, et une
ligne nodale au milieu, mais aucune résonance ne: se produit de
ce fait, puisque I'Adriatique débouche librement sur la Méditer-

rande (§ 132).

Ce qui explique le renforcement constaté au fond, c’est que la
profondeur y est moindre. SRR
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Nous savons, en effet (§ 43), que, si ’'on considére 'oscillation
- propre d'un bassin constitué par une série de biefs, 'amplitude est
plus considérable dans les biefs de moindre profondeur. Ceci
s’applique également aux oscillations contraintes, et ’on pourra,
dans des mers peu profondes, observer sous certaines conditions
des marées relativement considérables.
Considérons, par exemple, un bassin fermé constitué par la
succession de deux canaux de profondeurs % et A’ différentes, le
.canal profond s’étendant de s=— b 4 s=o et le canal peu pro-
fond de s = 0 4 s = a. Choisissons les unités, de telle sorte qu’on
ait g =1; 'équation du probléme sera alors
ho'— Ao =—W,

Prenons, comme précédemment, pour expression du potentiel,

au facteur e¥ prés,
We=ast4+afs+v.

L’intégralc générale del'équation sans second membre pourra se
mettre sous la forme B cos(pus—+¢), B et ¢ étant deux constantes
arbitraires 4 déterminer; de sorte qu’en sous-entendant toujours
le facteur €M, on aura, dans le canal profond,

?=Bcos(ps+a)+%+%—{?:

et dans l'autre canal

- B , . W al'a
?= cos(p.s+e)+T2-+T
avee

— A= hpl= A,

Si nous supposons que la profondeur /4 soit grande, mais finie,
A étant infiniment petit d’ordre 1, nous aurons sensiblement dans
le canal profond ¢ = const. et sa marée obéira 4 la théorie de
Péquilibre (§ 239).

Mais il peut arriver que B’ soit beaucoup plus grand que B,
Ecrivons, en effet, les deux conditions de continuité pour s==o0.
On doit avoir, d’abord,
2h'a

B cose 4+~ —— =B’ coss’ 4 O

2ha
G

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



THEORIE DE HARRIS. ) 399

. . d T d .
puis, en exprimant que f:%; c'est-a~dire /2 i, est continu,
. .

Bhpsine = B'A' W sine’.

Supposons que /2’ soitinfiniment petit d’ordre 2; dans ces condi-
tions, ' sera d’ordre zéro comme / et pu d’ordre 1 comme A. Par
conséquent, le rapport

B' _ hpsine

B T A'Wsing
sera infiniment grand du premier ordre, & moins que sine ne soit
nul. .

En général donc, dans les parties peu profondes, la théorie de
I’équilibre ne s’appliquera plus et 'amplitude sera considéra-
blement augmentée.

Prés du golfe de Gabés se trouve précisément une région beau-
coup moins profonde et assez étendue : les marées y seront donc
relativement plus fortes.

De méme dans 1'Adriatique ou il y a, de plus, un rétrécisse~
ment : les deux conditions agissent dans le méme sens, et pro-
duisent 'augmentation d’amplitude constatée.

D'aprés M. Harris, il y aurait, dans I’Adriatique, superposition
d’une onde stationnaire et d’une onde progressive. Nous avons
déja indiqué au paragraphe 236 les restrictions qu’il convenait
d’apporter a la fagon dont M. Harris concevait la propagation du
phénoméne.

Sous Vaction de la force centrifuge composée, les lignes coti~
dales dans 1’Adriatique paraitront rayonner autour d’un point
amphidromique situé dans le voisinage de la cote italienne.

243. Marées des mers européennes proprement dites. — A
I'entrée dela Manche et au large des Iles Br‘itanniques, nous trou-
vons la ligne cotidale d’heure 4 A peu prés paralléle a la cote. La
marée est maximum sur la c6te de France et va en diminuant vers
le Nord ; cet affaiblissement tient & la présence de la ligne nodale
du systeme Nord-Atlantique.

De la frontié¢re orientale de ce systéme, dérivent des ondes allant
toules vers 'Est. Une de ces ondes suit la c6te nord de ’Ecosse et.
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redescend vers le Sud dans la mer du Nord. Une autre pénétre
dans la Manche et se dirige wers le Nord-Est (fig. 39).

Le concours de ces deux ondes donne naissance dans la mer du
Nord & une région amphidromique située a I'ouvert du Skagerrak;;
un autre point amphidromique se trouve également formé plus au
Sud, entre la Hollande et ’Angleterre. En général, les points de
marée nulle, se trouvant en pleine mer, n’ont pour la plupart
qu’une existence hypothétique. Il n’en est pas de méme des deux
points de la mer du Nord; en profitant des petits fonds de cette
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mer, on a pu constater leur existence par 'observation, soit en
immergeant un manométre enregistreur, soit plus simplement par
des sondages eflectués a bord d’un batiment au mouillage.

C'est a l'effet de la force centrifuge composée qu’est due la
formation du point amphidromique situé dans la région sud de la
mer du Nord. Nous avons, en effet, dans celte portion assimilable
4 un canal, deux ondes allant en sens contraires; leur expression

(§ 66) sera de la forme

20y
p=e vVshcosiA(txt z‘_>’
;/gh

et chacune d’elles sera plus forte sur une rive que sur l'autre.
L’onde venant de I'Ouest sera en quelque sorte collée sur la cote
continentale et celle qui vient du Nord sur la cote anglaise.

La marée sur la cote ouest de Norvége est alimentée par une
portion de I'onde dérivée du systéme Nord-Atlantique qui passe
entre les Shetland et les Ferde. Nous avons expliqué précédemment
(§ 228) comment les interférences des ondes qui contournent
I'Islande produisaient deux points amphidromiques dans la région
des Ferie.

- La mer d’'Irlande présente cette particularité que la marée y est
franchement stationnaire. On trouve, a ’entrée, ’heure cotidale §
jusqu’au nord du canal de Bristol, puis 'heure 11 depuis Anglesey
jusqu’au canal du Nord. Dans la région intermédiaire, vers la
ligne nodale de ce systéme stationnaire, les lignes cotidales sont
trés serrées. Cette onde stationnaire est due & l'interférence de
deux ondes dérivées d’amplitudes sensiblement égales et marchant
en sens contraires aprés avoir contourné l'Irlande, I'une par le
Nord, l'autre par le Sud.

Sous linfluence de cette double propagation, la mer d’Irlande
se comporte comme un canal de longueur A, dont les deux extré-
mités ouvertes sont soumises & la méme marée océanique, sans
différence de phase.Il y aura addition des amplitudes, avec forma-
tion de deux lignes nodales intermédiaires. Néanmoins, I'onde

- progressive venant du Sud étant prédominante, c’est sur la rive
orientale que I'on constaterales marées les plus considérables, par
suite de 'action dela force centrifuge composée. Nous savons que,

P. — IIL 26
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dans une onde stationnaire (§ 131), les phases de la marée et
du courant doivent étre décalées de go°. On observe, en eflet,
que dans le voisinage del'ile de Man, ol se trouve un ventre pour
la marée, les courants sont minima; ils sont, au contraire, trés
violents un peu plus au Sud, vers la ligne nodale de la marée.

Dans le canal du Nord, la ligne nodale qui devrait exister est
remplacée par une région amphidromique due a I'action de la force
centrifuge composée. Dans la partie sud, le maximum d’amplitude
de la marée est surtout trés net sur la cote anglaise, & ouvert du
canal de Bristol; on le constate également sur la c6te d’Irlande, &
'est de Cork.

La Manche, ainsi que nous avons déja eu l'occasion de le
signaler (§ 199, 219), est parcourue par une onde progressive
trés nette, dont la vitesse de propagation est bien en rapport avec _
la profondeur. Mais on peut, d’autre part, considérer la Manche

comme un golfe de ]ongueur';\- fermé par le Pas de Calais.

On observe, en effet, 'heure cotidale 5 & 'entrée et 'heure 11 au

+. fond, et les lignes cotidales sont trés serrées prés de Cherbourg,

dans une région centrale qui correspondrait & la ligne nodale. De
plus, on constate dans cette région un minimum de la marée.

Sur la céte anglaise, la valeur moyenne de l'amplitude semi-
diurne, qui est de 3™,6 & Falmouth, diminue jusqu’a 1™, 2 seule-
ment & Vouest de I'ile de Wight pour remonter a 5™,7 4 Dun-
geness. ‘

De méme, surla cote frangaise, on a 4™, a Ovessant, puis 7™, 2;
8™, 4 & Saint-Malo; 4™ & Cherbourg; 5™,2 au Havre; 6™,6 &
I'embouchure de la Somme. Il y a donc bien un minimum, quoique
I'amplitude reste encore considérable.

La superposition d’une onde progressive 4 une onde stationnaire
rend bien compte de 1'ensemble des observations. L’hypothése
d’une onde progressive ne soultve ici aucune difficulté, puisque
cette onde peut sortir par le Pas de Calais. La présence de I'onde
stationnaire explique le décalage mis en évidence par les obser-
vations entre la marée et le courant, et qui ne devrait pas avoir
lieu si 'onde progressive existait seule.

La force de Coriolis produit une inflexion des lignes cotidales.
Il en résulte que sur une certaine région de la cote anglaise, entre
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Selsea-Bill et Dungeness, la marée parait se propager de I'Est
vers I'Ouest.

9244%. Considérations générales sur I'état actuel de la théorie. —
Nous ne pousserons pas plus loin 'exposé de I'inléressante syn-
these par laquelle M, Harris a tenté de relier d’une maniére plau-
sible I'ensemble des observations que nous possédons actuellement.
Sa maniére de voir s’écarte beaucoup de celle de Whewell et ne
se heurte pas, dans ses principes généraux, aux mémes objections
essentielles. 1l est. vraisemblable que la théorie définitive devra .
emprunter a celle de Harris une part notable de ses grandes
lignes.

- Les idées qui ont guidé M. Harris nous permettent de mieux
apercevoir le parti qu’on peut espérer tirer de la méthode de
Fredholm. '

Ainsi que nous l'avons dit, cette méthode d'intégration fournit
théoriquement la solution du probléme des marées ; mais la néces-
sité de tenir compte analytiquement de la loi de profondeur et de
la forme des continents conduit, en pratique, & des calculs inextri-
cables. Méme en se contentant d’une loi schémalique grossiére, les
calculs, quoique considérablement simplifiés, seraient encore
tellement compliqués qu’un tel labeur serait hors de proportion
avec 'approximation incertaine du résultat. Nous ne sommes donc
pas encore en mesure de calculer les marées d’'un bassin océanique
réellement existant. Mais la méthode de I'redholm pourrait étre
néanmoins trés utile si 'on se bornait & 'appliquer 4 un des bassins
systématiques de M. Harris.

L’idée directrice de la théorie de M. Harris est de chercher a
découper dans 'ensemble des mers un systéme en résonance avec
la période d’'une des différenles marées diurnes ou semi-diurnes.
Il est donc nécessaire. de savoir évaluer la période d’oscillation
propre d’un bassin dont les limites sont plus ou moins imposées.
Pour cela, M. Harris est amené a faire un certain nombre d’hypo-
théses simplificatrices. 11 assimile le bassin considéré, soit 4 un
rectangle,.soit & un triangle, soit 4 une autre figure géométrique
trés simple et plane : il ne tient donc pas compte de la sphéricité.
D’autre part, il néglige également 'action de la force centrifuge
<omposée; la profondeur est supposée constante, on ne tient pas
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compte de ce que les limites du bassin sont souvent trés mal
définies, de ce qu’elles sont percées d’ouvertures, etc.

Comment se rendre compte de l'influence de toutes ces circons-
tances si diverses sur la période d'oscillation propre du bassin?
M. Harris essaie d’y parvenir & 'aide de certains lemmes empruntés
soit 4 la théorie, soit & 'expérience, soit encore a 'observation,
et qui indiquent dans quelle direction telle ou telle circonstance
fera varier la période.

Un premier parti a tirer de la méthode de Fredholm serait de
donner a ces lemmes un fondement plus solide.

Par exemple, en négligeant la force centrifuge composée, nous
avons pu traiter (§ 211) le cas d’un canal présentant en son
milieu ou vers ses extrémités une différence de profondeur;
Pemploi de la méthode de Fredholm permettrait de se rendre
compte de l'influence de la force de Coriolis dans des cas simples,
de savoir si la période serait allongée ou raccourcie, et de combien.

Méme on pourrait prendre un des syst¢émes de M. Harris, et
calculer sa période propre; il suffirait de Vobtenir & une décimale.

En second lieu, M. Harris traite ses systémes indépendamment
les uns des autres, comme s’ils constituaient des mers fermées.
Or il n’en est pas ainsi, puisqu'ils se superposent; et bien souvent,
pour obtenir la concordance avec les observations dans les parties
communes, on est obligé de recourir & des hypothéses qui ne
s'imposent pas. La méthode de Fredholm permettrait précisé-
ment de voir dans quelle mesure on a le droit de traiter chaque
systéme 1solément, et quel serait I'effet de la superposition.

Une autre question fort importante se pose encore a tout
instant, c’est de savoir ce qui se passe dans un golfe ou un détroit.
Nous avons affaire, dans ce cas, 4 une aire bien délimitée, et I'on
peut considérer comme une donnée la marée observée & I'embou-
chure. II serait trés intéressant de faire une théorie compléte a
'aide de la méthode de Fredholm et de la comparer aux obser-
vations, quitte & tenir compte dans cette compuraison de certaines
circonstances locales susceptibles de troubler, dans le voisinage
des marégraphes, la marée qu'il y aurait lieu d’observer.

Il est aisé¢ d’apercevoir l'imporlance gu’aurait une pareille
théorie. Examinons, en effet, quelles sont les inconnues quirestent -
a déterminer. En somme, presque tout peut étre considéré comme
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certain d’avance, et le doute ne.peut pas porter sur les points
essentiels de la théorie.

Les seuls points sur lesquels on puisse avoir doute sont, d’une
part 'action du frottement, d’autre part l'action des marées
internes du globe. Analysons brié¢vement l'influence possible de
ces deux inconnues.

.

2435. En ce qui concerne le frottement, nous avons exposé
précédemment (§ 121) lés calculs de M. Hough. 11 en résulterait
que l'influence du frottement doit étre considérée comme négli- -
geable dans les grands bassins profonds.

Mais dans quelle mesure les coefficients employés par M. Hough'
correspondent-ils 4 la réalité ? Lci, le doute est permis. Le coeffi-
cient de viscosité de l'eau a été, en ellet, déterminé expérimenta-
lement dans des bassins a fond plat. Si le fond est accidenté,
d’autres phénoménes peuvent se manifester; il peut se produire des
remous, des tourbillons permanents : 4 la limite de ces tourbillons,
on aurait alors un frottement plus considérable et, par suite, une
absorption de force vive. Dans quelle mesure la marée en sera-t-elle
affectée, c’est ce qu’il est assez difficile de dire. Pour les grands
bassins, il n’y a certainement rien & changer a la théorie ; mais il
n’en est peut-étre pas de méme pour un golfe peu profond, et il
serait trés intéressant d’avoir par les observauons un moyen de
trancher la question.

Assumilons le golfe a un canal; s'il n’y a pas de frotlement, et
si nous supposons la profondeur constante, la hauteur { de la
marée doil satisfaire a I'équation différentielle (§ 236)

dC

glz — A =—2ha,

Au fond du golfe, nous aurons une relation exprimant que %‘-ﬁ
est nul et d’od nous tirerons la valeur de d—c au fond du golfe, soit
en plagant Porigine au fond

dg zp
ds

Nous pourrons donc intégrer I'équation et comparer les resultats
théoriques avec ceux de 'observation. :
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Si, au contraire, le frottement est sensible, il faudrait en tenir

compte par 'introduction d’un terme £ ‘-i-;!, et notre équation diffé-

renlielle deviendrait

1y r
gh%ﬁ—i—k%——)@t:—ﬂw.

Ii peut en résulter de trés grandes dilférences, surtout si o est
négligeable.

En effet, si « est négligeable, et s'il n’y’ a pas de frottement, on
ne peut avoir qu'une onde stationnaire, parce qu'il y a égalité
entre 'onde réfléchie et 'onde incidente.

Il n’en est pas de méme si k2o, méme si o.= o, car alors 'onde
réfléchie n'est pas de méme grandeur que l'onde incidente. Dans
ce cas, nous aurons superposition d'une onde stationnaire et d’une
onde progressive.

Seulement, il ne faut pas croire que cela donne une onde
progressive se propageant avec la vitesse due & la profondeur; la
vitesse dépendra nécessairement de £ et se trouvera donc mo-
difiée. ‘

Clest ce qu’on observe, par exemple, dans ’estuaire d’un fleuve.
Dans le golfe lui-méme, on a I'équation ordinaire

ghg:—:; — AN =o.

.

Un pea plus loin, dans le fleuve, il faut introduire le terme du
frottement. Non seulement la vitesse de propagation se trouve mo-
difiée, mais I'amplilude va en diminuvant rapidement; la marée
finit par s’annihiler sans se réfléchir. Il n’y a donc pas d’onde
réfléchie et, dans le golfe méme, subsiste seulement 'onde pro-

gressive incidente se propageant avec la vitesse y/g.

On pourrait donc se rendre compte, par la comparaison des
observations avec la théorie, s'il est légitime de considérer dans
un golfe le frottement comme négligeable ou, dans le cas contraire,
déterminer son coefficient.

Mais il y a encore une autre inconnue. La crodte solide du globe
n’est pas invariable, elle est soumise & des marées dont 'action se
combine avec les marées propres de la couche liquide. Sil’on possé-
dait une valeur théorique exacte de ces derniéres dans une aire
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bien délimitée, il serait possible de déterminer par comparaison

avec les observations la part qui revient aux marées de I'écorce.
Ces considérations suffisent pour montrer combien la théorie est

loin d’étre achevée, et dans quel sens il y aurait lieu de travailler &

la perfectionner.
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CHAPITRE XVIL

MAREES FLUVIALES.

246. Marées dans un fleuve de section rectangulaire. — Jusqu’ici,
nous avons toujours supposé que la profondeur était suffisamment
grande pour qu'il n’y etit paslieu de lenir compte de ses variations
dues a la marée elle-méme. Dans les riviéres, la profondeur est,
au contraire, trop faible pour qu'on puisse conserver cette hypo-
thése, et les équations du probléme ne seront plus aussi simples.

" En premier lieu, nous n’aurons pas le droit de négliger le frotte--
ment. . '

De plus, les déplacements n’étant plus trés petits par rapport &
la profondeur, nous ne pourrons plus négliger leurs carrés, et
nous n’obtiendrons pas des équations linéaires.

1l est donc nécessaire de recourir A une analyse plus compléte.
Nous nous bornerons a I'étude d'un cas simple. Nous supposerons
un fleuve rectiligne, de largeur et de profondeur constantes, et
dont le fond est constitué par une surface plane d’inclinaison 1
constante. 8"l n'y avait pas de marée, la surface libre serait un plan
paralléle au fond et, en coupant le fleuve par des plans verticaux,
on obtiendrait comme sections des rectangles égaux. Par suite de
la marée, la surface libre deviendra une surface courbe.

Prenons le plan du Tableau, soit le plan vertical moyen de la
riviére, comme plan des zz (fig. 60).

Désignons par z, ¥, 5 les coordonnées d’une molécule 4 V'instant
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zéro, s'il n’y avait pas de marée; et par z', »', 5’ les coordonnées
de cette méme molécule & l'instant ¢, en tenant compte de la
marée.

Nous aurons d’abord comme dans un canal
Y=y

Le plan vertical projeté suivant AB découpe dans le fleuve une
section rectangulaire appelée tranche. Sous l'action de la marée,
cette tranche se déplacera et viendra-occuper la position A'B'.

IFig. 6o.

Nous ferons cette hypothése que A'B’ est comme AB un plan

parallele au plan yz, c’est-a-dire que 2’ est fonction de x seule-
ment. - ' '

Cette hypothése a toujours été faite jusqu’ici : la fonction ¢
était constante le long d’'une méme verticale & cause de la petitesse
relative de la profondeur de la mer par rapport & la longueur
d’onde. Ici, la longueur d’onde devient heaucoup plus courte, mais

I'hypothése continue A étre légitime parce que la période est rela-
tivement trés longue.

Posons
AB=nh,

A'B'=1,

h étant, par hypothése, une constante.
Soit u le déplacement; nous aurons

(1) r=x+u.

Lorsque nous négligions les carrés des déplacements, nous
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avions comme équation du mouvement

du _ d(V—p)
dizr T dr
11 érait alors indifférent de considérer u comme fonction de ¢ et
des coordonnées initiales x, 3, 5 ou comme fonction de ¢ et des

‘coordonnées actuelles ', 3/, 7', lci, il est nécessaire de faire

. dtu . oo s . s
attention : —— représente Paccélération, « doit étre considéré
comme fonction de ¢ et des variables initiales x, y, 5 qui restent
les mémes pour la molécule considérée. Dans le second membre,
au contraire, ce sont les coordonnées actuelles qui doivent inter-

venir. Nous devrons donc écrire I'équation sous la forme

du_av—p)

(2) de: oz’
Mais de (1) on tire
dix' _du
dtt ~ der’

d’oil, en portant dans (2),
d*2’ _ d(V —p)
der —  ox'
Multiplions par ‘-‘%‘- («' est fonction de 2 et de ¢); il viendra

(3) @' do _ d(V—p),
dit dr ~ dz '
Or, V— p esl, 4 un facteur constant prés, la fonction ¢ qui a la

méme valeur tout le long d'une méme verticale. En B, on a
V—p=Vi—gi—pi+ W,

W étant le potentiel des forces perturbatrices et V,y la valeur
constante du potentiel dd & la pesanteur dans le plan horizontal
des zy. Par conséquent,

d(V—p) d(W—g3)
dx - dz )

. Nous avons, d’ailleurs,

€ 2'=C0B =2 tangl + 7/,
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“dott
dz' Idx dan'
az "Rl T ar
et
d(V—p) dz'  d(W —gh')
—ar = &wmel - —

En portant cette valeur dans I'équation (3), nous obtenons fina-
lement

zl — r
(5) (d +gtan«l>d“; AW —gh),

di? dz

De plus, nous avons l’équation de continuité. Considérons
deux tranches infiniment voisines, elles délimitent le volume d’un
petit prisme de base & et de hauteur dz. Par suite du déplacement,
la base devient 2’ et la hauteur dz’. On aura donc .

(6) hdz = I dz'.

247. Tenons compte maintenant du frottement.
Il faudra, pour cela, introduire un terme proportionnel a k

. d2.z" dlx , . .
vitesse, et changer —— T f T L’equatlon (5) deviendra
alors

dxa’ dz' dr’  d(W—gh')
(7) <a!t2 +far +gmngl) T dm

Désignons par U, la vitesse d’'écoulement du fleuve versla mer,
abstraction faite de la marée. C'est une vitesse uniforme, qui se
déterminera par cette condition qu’elle doit équilibrer le frotte-
ment. S'il n’y a pas de marée, le second membre de I’équation (7)
est nul; on a, d’autre part, :

dra’ dz' dz'
I R

Donc la vitesse U, est donnée par 'équation

(8) SUp= gtangl.
Posons
(9) " @=z—Us+Ek
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S’il n’y avait pas de marée, on aurait simplement

=z —Ugt.

Par conséquent, 3 représente le déplacement dit & la marée.
Posons également

(10) K="h+w,

w étant la hauteur de la marée.

£ et w sont des quantités trés petites, mais qui ne sont pas
négligeables par rapport a /.

Nous pourrons en général faire W=o, c’est-a-dire supposer
que le fleuve n’a pas de marée propre, parce qu'en raison de la
petite étendue du fleuve, le potentiel perturbateur est constant suy
toute cette étendue. 1l n'y aura pas ainsi d’autre marée que celle
qui proviendra de 'extérieur.

Dans ces conditions, que deviennent nos équations ?

De (9), nous tirons

de' _
dz ~ 7 dz’
dx' 3
o = U+ g
¢z DE
der — der’

et de (10)

dz ~— dz’

En substituant ces valeurs dans (), nous obtenons

dt dw
<dt2 f on+gtangl> (1+ E'x) -—gdx

c’est-a-dire, en tenant compte de (8),

an (7 +72) (+ ) =—o %

Quant & I'équation de continuité (6), elle s’écrit

h=(h+w)(1+ Z—i>,
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c’est-a-dire
dt w\
(12) <l+a,—x> <I+-/—L>—I.

Les deux équations (11) et (12) nous détermineront £ et wqui
sont les deux inconnues du probléme.

248. Premiére approximation. — Nous allons d’abord supposer
qu'on néglige le frottement et les carrés des inconnues; par suite,.

le produit %i—f %} Nos deux équations se réduisentalors &

dif dw

an =" faz .
et

dt w

d_z‘ -+ _/; = O.

On déduit, de cette derniére équation,
div __,dit

=—1

—_ h
dx dz?’

d’ot, en substituant dans la premiére,

dt dt
an = 8" dg
et
d2w d2w \

—_— = O ——
dae ST daty

C’est I'équation des cordes vibrantes; elle s’intégre immédia-
tement et nous donne

w=F(x—ty/gh)+F (2+t/gh).

On peut remplacer & par sa valeur '+ U, ¢ — £, et comme, a
ce degré d’approximation, nous négligeons § dans l'expression
de ¢, nous aurons

w= F[z"— t(\/g’z—Uo)] -+ Fi[.z"+ t(Veh + Uo)].

On retrouve bien, comme cela devait étre, deux ondes progres-
sives : 'une se propage dans le sens des z posilifs, c’est-a-dire

vers 'amont, avec la vitesse g/ — U,, I'autre se propage vers
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I’aval avec la vitesse \/§5+ U,. Les deux ondes sont donec
entrainées par le courant )

Mais la solution compléte convient-elle, et quelle valeur faut-il
attribuer aux fonctions F et F,?

Si nous considérons la riviére comme indéfinie, il n’y aura pas
d’onde réfléchie et I'onde d’amont subsistera seule.

En réalité, la riviére s’arréte et, s'il n'y avait pas de frottement,
I’onde se réfléchirait totalement, il faudrait faire F=TF, et l'on
aurait une onde stationnaire. Seulement, tout se passe dans la
nature comme si 'onde se propageait en diminuant d’intensité et
se trouvait éteinte a I'extrémité. On s’étonnera peut-étre que, dans
cette premiére approximation ol nous négligeons le frottement,
nous tenions comple néanmoins d’un des effets de ce frotlement
qui est d’annihiler 'onde réfléchie. C’est que par suite du frotte-
ment l'onde réfléchie se trouve divisée par un facteur de la
forme e/?; I étant une longueur de l'ordre de la longueur de la
riviere. Or, ce facteur peut étre trés grand, bien que f soit assez
petit pour ne pas influer d’une maniére sensible sur la vitesse de
propagation. Nous devons donc admeltre qu'il n’y a pas d’onde se
propageant vers I’aval, et prendre

\ F‘=0.

"Quant a la fonction F, on Ja déterminera par cette considé-
ration que la marée est donnée a I’embouchure 2'=o0; nous
devrons avoir en ce point

Wo = F[— t(\/é’_h- UO)]

et la fonction F se trouve ainsi complétement déterminée.

Si nous comparons la solution ainsi obtenue avec les résultats
des observations, il faut naturellement s'attendre & trouver des
discordances. ‘

Dlapres la théorie, la marée se propagerait sans s'alfaiblir ni se
déformer, c’est-a-dire qu’on retrouverait la méme fonction I en
tous les points de la riviére. Or, Pexpérience montre d’abord que
la marée va en s’affaiblissant; cela tient & 'influence du frot-
tement, comme nous le verrons tout & ’heure,

En second lieu, puisque la forme de la marée n’est pas altérée,
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si nous supposons a 'embouchure une simple marée sinusoidale,
la marée restera sinusoidale en tous les points de la rivi¢re.
Soit done ] ' '
. w ~ cosp(a— ty/gh).

La mer mettrait alors le méme temps 4 monter qu'a descendre.
Or, l'observation montre que la durée du flot est inférieure
a celle du jusant.

dt . \ . \
De plus, IE étant proportionnel & w, & sera proportionnel a

G . ag ... " 5
sinp (2 — ¢y/gh) etle courant = sera proportionnel 4 la marée .

Les maxima et minima du courant correspondraient i ceux de
la marée. Ceci n’est pas vérifié non plus : il n’y a pas maximum
du courant de flot au moment de la pleine mer.

11 est doncimpossible de se borner 4 la premiére approximation.

249. Deuxiéme approximation. — Nous continuerons & négliger
le [rottement, mais nous tiendrons compte du carré des dépla-

cements.
Posons
w I
1 T ETM
gh =2

relatif au frottement, .

Nous avons donc finalement a résoudre le systéme d’équations

azf dn
(13) dt? ==y dz’
df 1
(é) dz =7 "

les deux inconnues étant § et . Nous ne chercherons pas 'inté-
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grale générale, mais une intégrale particuliére, qui a été indiquée
par de Saint-Venant, et qui donne la solution du probléme. Pour
cela, nous chercherons sil’on peut satisfaire  la fois aux équations
(13) et (14) et al'équation ‘

(15) :d{_i=a\/;]-+p7

o et § étant des constantes.
Il s’agit de montrer que ces trois équations peuvent étre

compatibles.

d . s
Calculons RTE ; nous aurons, de deux maniéres différentes,

at a dy o
an T L dr T T 'd;v

De méme

D’ou, en multipliant membre & membre,

a? dn dy _ y*dn dn

dm dt dve q dw dt’

ce qui se réduit &
a?= 4¥?,

Telle est la condition que doit remplir o pour que les trois
équations soient compatibles. Il en résulterait deux solutions dis-
tinctes correspondant 4 deux ondes; mais, les équations n’étant pas
linéaires, leur superposition ne donnerait pas l'intégrale générale.

Nous prendrons
o =2y,

ce qui correspond 2 une onde se propageant vers'amont dans une

riviére indéfinie.
Alors, toute solution du systéme d’équations

=2Y\/i+p7

= —1

&
d

a4 _1
d n
P. — III. 29

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



418 QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE XVII.

satisfera également & 1'équation (13), et nous aurons

dn__ bdn

= — 2.
dt ™ Tz
[.’inconnue 7 est donc assujettie a satisfaire 4 une équation aux
dérivées partielles du premier ordre.
L’intégration de cette équation se rameéne, comme on sait, &
celle d’un systéme d’équations différentielles ordinaires, lequel

est icl
dz

dt
T

o|&

rofoe

!
Nous avons de méme

dt = do <% —1) +dt(2yv5 + B),

ce qui, en remplagant dz et dt par les quantités qui leur sont
proportionnelles, nous donne

dt dxr dy dt

R
w0 SyYa—ymi+p
Calculons également dz'. De (g), on tire

dz' = dx — Uy dt + dt

el, en remplagant dz, dt et d& par les quantités respectivement
proportionnelles, on a finalement

dx' dt  de  dy di
—— = = . 3 .
JyWa+B—Us Tt gy Ayt

(16)

Maintenant, quelle est la valeur de 3 ?
§ représente une fonction périodique; par conséquent, la valeur

dt
moyenne de 7, sera nulle. Or,

Z—i:zy\/ﬁ—l—ﬁ.

La valeur moyenne de 7 est sensiblement 1; on aura donc sen-
siblement
ﬁ =—2Y.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MAREES FPLUVIALES. 419

230. Nous venons ainsi d’intégrer, non pas l'équation diffé-
rentielle elle-méme, mais le systéme équivalent. Pour passer de
I'un & Pautre, prenons comme variables 7, 2’ et ¢.

Nous aurons d’abord, puisque dn = o,

7 = const.
avec

dz’
) o3y —
7 = 3 M+ B — U,

Or, {3 est une constante, U, est également une constante; on
peut donc poser

dz’
dt

@ | -

3

¢ étant une fonction de 7. Donc, nous avons

n = const,,

(7) t = ¢z’ + const.

Si nous considérons 7, ' et ¢ comme les coordonnées rectan-
gulaires d’un point dans l'espace, on voit que les équations (17)
représentent des droites qui sont toutes paralleles au plan n = o.
Celles de ces droites qui sont dans un méme plan sont paralléles
entre elles et ont pour coefficient angulaire ¢; mais la direction
varie d'un plan & l'autre.

Le lieu des points m, #/, ¢ est donc une surface réglée a plan
directeur. Toute surface réglée engendrée par les droites du sys—
teme (17) satisfera 2 ’équation aux dérivées partielles, et 1'équa-
tion générale de ces surfaces réglées, c¢’est-a-dire I'intégrale géné-
rale de I'équation aux dérivées partielles, se mettra sous la forme

(18) n=f(t—a'c).

Cette équation nous donne a un instant quelconque ¢ la hauteur
de la marée w = A (n — 1) en un point quelconque 2’ du fleuve.
z' détermine bien, en effet, le point du fleuve envisagé, celui ou
se trouverait un observateur non entrainé par le courant ; c’est le
point o passe a instant ¢ la molécule dont la coordonnée était x
a Pinstant initial : 2’ représente donc la localisation du phénoméne

. dans Pespace. '
La solution donnée par I'équation (18) représente une onde se
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propageant avec la vitesse

£=3Y\/’T—)+p_Uo.

€

Cette vitesse est variable avec 7 ; elle sera plus grande sin est
plus grand : par conséquent, la pleine mer se propage plus vite
que la basse mer. Nous verrons bientét une conséquence impor-
tante de ce fait.

Si P'on néglige le carré de w, m est peu différent de un, et la
vitesse de propagation se réduit & y — U, : on retrouve le résultat
de la premiére approximation. '

Il reste 4 déterminer la forme de la fonction arbitraire qui entre
dans la formule (18). Pour cela, il suffit de connaitre la marée a
Iembouchure, qui est la cause du phénoméne. Nous devons la
considérer comme une donnée de la question; & l’embouchure
z' = o, la loi de la marée nous fournit donc la relation

1= f(t)

et la fonction f est complétement déterminée.
La solution particuliéere de M. de Saint-Venant satisfait ainsi

aux conditions du probléme, la riviére étant toutefois considérée

comme indéfinie.

gi

Quant au courant, son expression est celle de 7

» mals en pre-
nant z comme variable indépendante, soit

d
—U0+7§=2*“/1_1-—2y-—U0.

On voit que le courant est encore fonction de # seulement,
¢’est-a-dire de la hauteur de la marée : ses maxima et minima
coincideront donc avec ceux de la marée, tout comme en premiére
approximation. Clest au frottement qu’est dt le décalage qu’on
observe réellement.

251. Explication de la formation des ondes composées. —
Nous avons vu (§ 185) que I'analyse harmonique décelait la pré-

sence d’ondes composées. La formule (18) rend parfaitement
compte de ce phénomene.
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Nous avons

n=ft—a's);
donc
w=h(n—1)=¢(t—z'e).

¢ est une fonction de 1, donc de w. Développons ¢ suivant les
puissances croissantes de w :

E=go+ W -+ Eqaw24....

Comme w est petit, nous pouvons négliger les termes du second
ordre, et nous aurons

w=0o(t—r'eg—a'egw).
Si nous faisons 2’ = o, nous aurons
w = 9(%)

et cette formule représentera la loi connue de la marée 4 I'em-
bouchure.

Supposons que cette marée se compose de deux ondes simples,
M, et S, par exemple, et prenons

w=Asinaz+ Bsinf¢.
Posons

t—2'gg=r1.
[l viendra, pour I’expression de la marée dans la riviére,
w=o0(t—2z'sw),
ou, en développant,
w=o0(t)—2'e,w¢ (),

c¢’est-a-dire, en remplacant dans le second membre w par sa va-

leur approchée ¢ (%),
w=o0(t)—2'¢ (1) 9 (7).
Or

¢'(t) = Aacosat + BB cosfr. \

Nous aurons donc a 'intérieur de la riviére

w = A sinat + B sin ft — 2’ey(A sinat + Bsinfr) (Aa cosar + B cos Br).
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En effectuant le produit, nous obtiendrons des termes en

sin2at, sin2fz
et des termes en

sin(a + ), sin(a — ).

Les deux premiers donnent des ondes supérieures, dont la pé-
riode est deux fois moindre que celle des ondes principales; les
deux autres termes donnent des ondes composées.

252. Explication du mascaret. — Nous avons dit que, la vitesse
de propagation de l'onde étant

37vn—ay — Uy,

cette vitesse sera plus grande pour 'onde de pleine mer que pour
Ponde de basse mer.

Considérons 'onde-marée 3 embouchure ; elle suit la loi océa-
nique et sera sensiblement sinusoidale : la mer mettra le méme
temps 4 monter et 4 descendre, le flot et le jusant auront la méme
durée. Prenons comme instant zéro I'heure de la basse mer &
I'embouchure’; la pleine mer se produira i I’heure 6 et la basse
mer suivante 3 ’heure 12. Considérons maintenant une station
en amont, dans le fleuve, et supposons que la basse mer mette
4 heures & se propager et la pleine mer seulement 3 heures.

En cette station, la premiére basse mer se produira a I'heure 4,
la pleine mer & 'heure g et la seconde basse mer & I’heure 16.
La durée du flot sera de 5 heures seulement, tandis que celle du
Jjusant sera de 7 heures.

Il n’y aura plus égalité de durée comme & 'embouchure, et,
dans l'intérieur de la riviére, le flot sera toujours plus court que
le jusant. Ce résultat est parfaitement conforme a I'observation.

Mais il peut méme se faire que la pleine mer rattrape la basse
mer précédente. Que va-t-il se passer alors?

Pour nous en rendre compte, considérons la surface réglée a
plan directeur dont les coordonnées courantes sont 0, z’ et t.

Les génératrices de cette surface se projettent toutes sur le plan
des t2' suivant des droites

t—az'e=9(7),
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dont I’équation, puisque 7 est fonction de ¢, peut aussi s’écrire
¥
t—a'e = §(e).

Le long de chacune de ces généralrices, n est une constante ;
c’est-a-dire que, si nous envisageons tous les points du fleuve dont
les distances & I'embouchure sont données par les ordonnées 2’
des différents points de la projection d’une de ces génératrices, la
hauteur w de la marée y deviendra la méme a des époques respec-
tivement données par les abscisses correspondantes. Cette hau-
teur w se déduira d’ailleurs immédiatement du coefficient angu-
laire & de la droite par la relation

-2:3*{\/;—'2“{—(}0.

Pour connaitre la fonction ¢, il suffit de connaitre la loi de la
marée & Pembouchure; celle-ci nous fournit, en effet, pour 2’ = o,
entre ¢ et n et, par suite, entre ¢ et ¢, une relation ¢ = {(¢), qui
est une donnée de la question. Si nous construisons la courbe
t = {¢(¢), nous aurons une espéce de sinusoide qui, entre les
points correspondant & un maximum et un minimum successifs
de ¢, présentera certainement un point d’inflexion.

Ceci posé, supposons tracées dans le plan des ¢2' toutes les.
droites

(19) t—a's = Y(e),

dont l'équation dépend du paramétre ¢, et considérons leur enve-
loppe ; nous l'obtiendrons en éliminant ¢ entre 'équation (19) et
léquation

(20) '+ (e)=o.
Les points d’inflexion de la courbe ¢={(¢) étant_donnés par
(21) $'(e) =o,

il résulte des trois équations (19), (20) et (21) que I'enveloppe
considérée admettra des points de rebroussement D (fig. 61),
pour les valeurs de ¢ qui correspondent aux points d’inflexion de
la courbe ¢ = {(¢). :

De plus, il est évident que ’enveloppe aura pour asymptotes les
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droites de coefficient angulaire ¢ minimum et maximum. La pre-
miére correspondra a la basse mer et coupera P’axe des ¢ en A,
OA étant l'époque de la basse mer & ’embouchure /= o. Chaque
point de cette droite nous fera connaitre par son abscisse ¢ I’heure
de la basse mer au point du canal dont la distance & ’embouchure
est égale a Pordonnée correspondante z'.

Fig. 61.
@3 W (59,
X’ ' '
[ T . /4 LSS -
el Patli ez ca
3
@ 5 7 ~
M e // =
1
g/A B

De méme, la deuxiéme asymptote correspond a la pleine mer
et coupera Ot en B, OB étant I’heure de la pleine mer 4 I’embou-
chure. Cette deuxiéme asymptote est plus inclinée sur l'axe des
temps que la premiére, qu’elle rencontre en G: le point C cor-
respond donc & un point du fleuve qui serait atteint en méme
temps par I'onde de basse mer et I’onde de pleine mer suivante,
la hauteur de la marée devant alors avoir a la fois deux valeurs
différentes.

Par tout point du plan des tz' extérieur a4 I'enveloppe, on ne
pourra mener qu'une seule tangente i cette enveloppe : nous
aarons donc pour le point correspondant ' du fleuve une seule
valeur bien déterminée de la hauteur de la marée a I'époque ¢.

Mais si nous considérons un point situé dans la région du plan
couverte de hachures, intérieurement a ’enveloppe, on pourra
de 13 mener trois tangentes aux différentes branches de la courbe.

Dans cette région, plusieurs nappes de la surface réglée se pro-
jettent I'une sur Pautre, et n n’est plus déterminé.
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Nous aurons donc dans le fleuve, aux points et aux instants
correspondants, la superposition de plusieurs ondes se propageant
avec des vitesses différentes. Il en résultera un phénoméne com-
pliqué, produisant des mouvements irréguliers et constituant la
perturbation connue sous le nom de mascaret.

Fig. G bis.

. t

En amont de la région atteinte par la perturbation, nous aurons
basse mer; en aval, pleine mer; dans V'intervalle, les mouvements
tumultueux du mascaret.

253. Pour analyser le phénoméne d'un peu plus prés encore,
supposons-nous en différents points 2’ du fleuve, et voyons quelle
est en ces points la loi de varialion de la marée. Nous obtiendrons
la courbe représentative de cette loi en coupant notre surface ré-
glée par les différents plans #'= const. Supposons, par exemple, &
Iembouchure une sinusoide réguliére. Un peu en amont, la durée
du flot étant inférieure a celle du jusant, la sinusoide se déformera
et nous obtiendrons une courbe telle que celle de la figure 61 bis.
Les points o la droite 2’ = const. rencontre, dans le plan des ¢z,
les asymptotes de I'enveloppe, correspondent aux heures de basse
mer et de pleine mer, c¢’est-a-dire aux tangentes horizontales de la

courbe de marée en fonction du temps.

En tout point ou la droite z' touchera I'enveloppe elle-méme,
nous aurons deux valeurs de la marée confondues en une seule,
par suite une tangente verticale pour la courbe de marée ( fig. 62).

Pour la valeur de 2’ correspondant a.l’ordonnée du point de
rebroussement D, nous aurons trois valeurs confondues : donc
tangente verucale et point d’inflexion, courbe (2).

Plus en amont, nous aurons deux tangentes verticales, la courbe
de marée se repliera sur elle-méme, courbe (3). Il y a tout un
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intervalle de temps pendant lequel la marée devrait prendre trois
valeurs différentes.

A une distance de I’embouchure égale & I'ordonnée du point G
ou se coupent les asymptotes de l'enveloppe, nous avons la
courbe (4) : 4 un certain instant, la pleine mer rattrape la basse
mer.

Fig. 62,

Plus en amont encore, on rencontre d’abord ’enveloppe avant
ses asymptotes; les points ot la courbe de marée a ses tangentes
horizontales sont compris entre ceux ou les tangentes sont verti-
cales; on aurait brusquement pleine mer avant méme que la
basse mer précédente ait eu le temps de se produire : courbe (5).
(fig- 62).

On obtient des résultats tout a fait analogues si, au lieu de
chercher la loi de la marée en différents points du fleuve, on
cherche la forme que prend l'onde de marée dans le fleuve a
différents instants.
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Cela revient & couper la surface réglée par des plans ¢ = const.
En se bornant a figurer le profil de I'onde dans les régions du
-fleuve atteintes par le mascaret aux différents époques considé-
rées, on obtient facilement les courbes (2'), (3'), (4') et (5')
correspondant 4 des époques ¢ données par les abscisses des plans
sécants.

Fig. 63.

j )

La surface de 'eau ne peut évidemment affecter de pareilles
formes. C'est qu’en réalité, 'hypothése des tranches ne s’ap-

plique plus.

254. Troisiéme approximation. — Jusqu'ici, en deuxiéme
comme en premiére approximation, nous obtenions une onde qui
se propageait sans s’affaiblir.

De plus, le courant était maximum en méme temps que la
marée. Ces deux résultats ne sont pas vérifiés par I'observation et,
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pour expliquer ces divergences, nous sommes obligés de recourir
au frottement.
Toutefois, pour ne pas compliquer le probléme, nous suppo-
serons qu’on peut alors négliger les carrés des déplacements.
Dans ces conditions, l’équation (11) devient

dzt dw
G =T
et I’équation (12)

d_5+°”_
-}7-0

On a donc
2 2

(22) G =rt

On reconnait I'équation, dite des télégraphistes, que 'on
rencontre dans I’étude de la propagation d’une perturbation
électrique le long d’un fil conducteur : on sait que cette pertur-
bation s’affaiblit et s’étale, la téte se propageant avec la vitesse de
la lumiére et la queue avec une vitesse moindre.

Nous intégrerons trés simplement I’équation (22), sans nous
préoccuper de l'intégrale générale, en cherchant ici a y satisfaire
par une expression de la forme

E = e)\t+ocx,

2 et 2 étant des constantes imaginaires. L’équation, étant linéaire
g q ’

a

gt & coefficients conslants, sera satisfaite également par —= ainsi

que par w.
Mettons en évidence les coordonnées ¢ et z'; nous aurons

§ = ehtrar = ghi+a'a’,
Au degré d’approximation adopté, il suffit de prendre
& = — Uo [

Nous aurons donc en identifiant

A=N+ a’Uo,

a=a.
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L’équation différentielle sera satisfaite sl nous avons
(23) (M 4+ o' Up )2+ f(N + 2’ Uyp) = y2a'2;

N est purement imaginaire : c’est une donnée de la question,
connue par la loi de la marée & I’embouchure.

L’équation (23) déterminera donc «' de maniére que I'équa-
tion (22) soit satisfaite. Nous obtenons ainsi pour o' deux valeurs;
mais une seule convient au probléme, car nous devons avoir une
onde se propageant vers les 2’ positifs. Si nous posons

N=1iu,
p étant réel et positif, nous aurons
ad=—1iv—f,

v et 3 étant également réels et positifs.
Alors

= e—fBx’ eflpt—vz) .

et, en prenant la partie réelle, ce qui est légitime, puisque I'équa-
tion est linéaire, on aura la solution réelle

tE=eB cos(pt—va').

Elle représente une onde se propageant avec la vitesse uniforme

%, mais allant en s’affaiblissant & cause du coefficient d’affaiblis-

sement e~8/,
Ceci est bien conforme & I'observation. De plus, si nous consi-

a

dérons la hauteur w de la marée, et le courant de marée ' iln’y
aura plus concordance de phase comme précédemment. En effet,
w est proportionnel & ﬁ, et nous avons
prop e

d

'dTE_ = ag,

8

Z{; = )\E.

Il y aura donc concordance ou discordance de phase entre ces

. A \ . .
deux expressions, selon que le rapport - sera réel ou imagi-
o
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CINQUIEME PARTIE.

ETUDE DE L’INFLUENCE DES MAREES
SUR LES CORPS CELESTES.

CHAPITRE XVIIL

MAREES DU NOYAU INTERNE DU GLOBE.

233. Nous consacrerons cette derniére Partie a I'élude sommaire
de quelques questions accessoires, telles que les marées du noyau
interne du globe, et l'action séculaire exercée par le frottement
des marées sur la rotation de la Terre, le mouvement de la Lune
et celui des corps célestes en général,

Jusqu’ici, dans 'élude des marées océaniques, nous avons tou-
jours procédé comme si le noyau terrestre était un solide inva-
riable. Or, il n’en est pas ainsi. Plusieurs considérations, d'ordres
divers, conduisent & admettre, soit un noyau liquide, soit un
noyau constitué par un solide élastique. L’attraction de la Lune
s’exercera donc sur ce noyau, qui va se déformer et sera, comme
la mer, soumis 3 des marées. La marée océanique observable ne
sera que la différence des marées de I'Océan et du noyau interne.
C’est surtout & sir G. Darwin que nous devons les travaux théo-
riques les plus importants sur cette question. Nous allons en
donner un court résumsé.

256. Marées d’'une sphére homogéne élastique. — Supposons.
d’abord le noyau constitué par une sphére parfaitement élastique..
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Considérons a I'intérieur de cetie sphére un élément de surface dw
perpendiculaire & I'axe des x; la pression sur cet élément sera
généralement oblique et ses trois composantes seront

Pzrdw, Ppydw, Pgzdw.

De méme, pour un élément dw perpendiculaire & Oy, nous
aurons les composantes

Pyzdw, Pyydw, Py;dw,
et pour un élément dw perpendiculaire 3 Oz
Pzrdw, Piydw, P dw.

Dans ces expressions, le premier indice indique I'axe perpendi-
culaire au plan sur lequel s’exerce la pression, le second I'axe
paralléle a4 la composante.

En vertu de la théorie de I'élasticité, si I'on intervertit les deux
indices, la composante conserve la méme valeur :

Pry= Py,

La théorie de l'élasticité nous fait connaitre également les
expressions de ces composantes. Désignons par u, ¢, w les compo-
santes du déplacement, et posons

_ du

d=23 —,
X

3 représentant la dilatation cubique.
Nous aurons

Pm=(m—n)6+2nﬁiﬁa

dx
du dy
(I) P,,;y=n(-‘7}-;+a;>:
Po.=n (ﬁlﬁ " é&”.),
e dz dx

les autres expressions se déduisant de celles-ci par symétrie. Afin
de conserver les signes habituels, nous considérerons P, comme
une pression et non une traction : les coefficients d’élasticité m
et n sont alors négatifs.

En désignant par X, Y, Z les composantes de la force extérieure
rapportées & I'unité de masse, nous aurons trois équations d’équi-
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libre de la forme

APre | dPay . dPry . dV
dz dy s _X—EE’

V étant le potentiel d’otr dérive la force extérieure.

1l est inutile de tenir compte ‘des forces d’inertie, car, pour des
raisons que nous allons bientét faire connaitre, il nous suffira de
faire une théorie purement statique (voir § 263).

En remplagant les composantes de la pression par leurs valeurs,
les équations de I'équilibre s’écrivent

Il a
i

o dV
m—— 4+ niuv = —,
dz

dz
ds dV
(2) ITLF};‘*‘TLAV —'@)
m—6 10 Av —ﬂ
s TrAv=Ee

257. Le potentiel V se compose de trois parlies, et nous pou-
vons écrire '

V=W V4+V,

Le premier terme W est le potentiel di a I'action de la Lune;
le deuxiéme V' représente I'attraction de la sphére non déformée;
le troisiéme terme V” représente l'attraction du bourrelet, en
partie positif, en partie négatif, compris entre la sphére . on
déformée et la sphére déformée. :

En général, dans V'étude des marées océaniques, on pouvait
négliger le terme analogue, désigné par II", parce qu'il s’agissait
alors d’'un bourrelet liquide de densité bien inférieure a celle de
la partie solide du globe; mais, ici, nous avons affaire 3 une sphére
entiérement homogéne, et il faudra tenir compte du bourrelet.

Nous poserons

(3) Mo =V —m3.
Les équations d’équilibre deviennent alors

. d?
niu = A2 Y

. do
_— 22 1
4) . { niAv =\ 7’
. 49
na )\.dz' e 2o
P, — 1II. ' 28
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Ces équations étant linéaires, nous pourrons lenir compte sépa-
rément de V' et de W + V", Le premier terme donnera certaines

valeurs pour u, ¢, w; nous en aurons d’autres avec W + V’; il
suffira d’additionner pour obtenir la solution.

258. Occupons-nous d’abord de V'; V' étant une fonction de la
seule distance r du point considéré au centre de la sphere, nous
pourrons satisfaire aux équations (2) en posant

dH an dH

u=;;r 'V=W, W=7d;'1

H étant une fonction de » & déterminer.
En effet, nous aurons alors, d’une part,
S — du

= %‘:AH,

puis, en substituant dans (2) et réduisantle potentiel au terme V/,
!
ok it a2V

nA— =
T T
c’est-a-dire

dH  dV’

. (m+n)d e =2
amsl que

dH av’

(m+n)AW= 7)7,

dH dv’

(m+n)AE- =

\

Ces équations seront satisfaites, sil'on pose
(m+n)AH=YV'",

Les expressions des composantes de la pression deviennent alors

d*H
Prx=(m—n)al 4+ 2nm,
dzH

Pay= 2N T dy’
d*H

Paz = e

Ce que nous avons besoin de connaitre, ce sont les trois com-
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posantes &, 1 et { de la pression qui s'exerce sur un élément de la
surface méme de la sphére. Si nous prenons le rayon de la sphére
comme unité et si nous désignons par z, ¥, z les coordonnées du
centre de gravité de I'élément superficiel, z, y, z représenteront
également les cosinus directeurs de la normale & cet élément, et

nous aurons
¢ = -Z'P.r,'x +y P.ty+ 3P,

c’est-a-dire, en remplagant les composantes P par leurs valeurs,

t=a(m—n)AH42nU,

aprés avoir posé pour abréger (§ 259)
Ue @0 &l 20§, @H
SPd TV mdy T lnds T e ¥ Ta [
Or, si nous considérons la dérivée de la fonction H suivant un

rayon, nous avons

Myl A
g TV Ay dz ~ " dr’

dll ,
Exd—x- =rH.

c’est-a-dire

On en déduit
dl ary arH d*H du

d " _ .
ZIE(’”)‘E;*‘“’I{Y ‘ydmdy—'_zdwdz'—%-'_U’
d’on ,
e rd o dH oz, A .

Par conséquent,

tE=(m—n)zAll +~2n2H".

Mais, la fonction H ne dépendant que de 7, on a, pour 'expres-
sion de son laplacien en coordonnées polaires,
" 2 !

et 1l vient alors

4n‘wH,_

é:(m+n)xAH—égH’=xV’—
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A la surface d’équilibre de la sphére, pour r =1, cette expres-
sion doit étre nulle; nous avons donc, sur cette surface, H' pro-
portionnel a V',

D’autre part, on a

et, par suite, la pression sur tout élément sphérique a la distance »
du centre esl normale 3 cet élément.

Si nous considérons un point trés voisin de la surface d’équi-
libre, a la distance R de cette surface, de telle sorte qu’on ait pour
ce point

r=1+R,

les composantes de la pression sur I'élément sphérique passant par
le point considéré seront données par les expressions

_é 7) c VI—_d_nH’,
r ¥y r

et elles s’annuleront pour r=1. Si donc on suppose R petit, il
suffira, pour connaitre les composantes de la pression, d’avoir la

valeur — y pour =1 de la dérivée de la fonction Vi — 4}—_”11’ par
rapport & 7. Il en résultera alors
. t=—+yRa.
Le calcul de y se fera d’ailleurs trés simplement en observant

que pour une sphére homogéne de rayon un, dont la densité est
prise pour unité, on a & la surface '

r_ 4T _
V-——T——g.

Dans le cas d'une sphére sensiblement incompressible, n serait

trés petit par rapport & m; l'expression de§ se réduira & V' et,
dv’ N AT s
comme —-— = g 4 la surface d’équilibre, on aura simplement

=—gRa.
En résumé,

(5) =—1vRaz,

v étant p‘roportionnel a g, et égal 4 g pour -’:{i == oo,
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259. Considérons maintenant le groupe de -termes W -+ V”,
‘W, le potentiel de I'astre, est une fonction sphérique du second
ordre; on aura donc

Yo _aw
et
AW =o.

Nous chercherons & satisfaire aux équations du probléme, en

posanl:
Ao =aW,
5=BW,
werzwordY oW,
dz dz -’

a, 2, A, B, C étant des coefficients & déterminer.
Nous aurons

du dw W dW
%—-AW—FAZ‘d—-F(BI + Q)= ) +2B1‘-%-7

8= d“ 3AW+(A+2B)2x— =(5A + 4B)W,

et, par conséquent,
(6) =5A +4B.

Calculons également Au. On a, d’abord,

aw dW
A(zW) = xAW+zT =2
puis
a2 dwW dw aw
ot (" 3 ) =T i dz
d’od

AW\ _  dW &W
A(”dx>—6 +6 e

» signifie que, dans les deux

Cette derniére notatlonz.z'— 2[ds

autres termes de la somme, on doit changer x en y et en z et de
méme le premier dz non souligné en dy et dz, mais que I'on doit
conserver le Idx souligné,
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Mais, % étant une fonction homogéne du premier degré en

Z, ¥, %, 0na

Y W dW,
Cde|de ~ dz’

donc

A l’dw =1 ﬂ’..
. dz ) = °dz

Le troisi¢tme terme de « ne donnant rien, puisque W est du
second degré, on a

dw
Au = -%-(QA-FIOB).

En substituant dans (4), il vient
(7) a=n(2A+410B).

Désignons par R l'expression

R=zu+yv+sw=Ar"W-+2BrtW +2CW;

R .
- est la composante du déplacement suivant le rayon vecteur. Sa

* valeur & la surface, pour =1, représentera donc la hauteur de

la marée, soit
R=W(A+2B+20),

¢'est-a-dire une fonction sphérique du second ordre.

Le bourrelet d’épaisseur R engendrera un potentiel V”, dont
I'expression en un point de la surface sera
™ in

R= —5-W(A+2B+2C)

E=N

V=

|

Les deux fonctions V7 et %ER, qui ont la méme valeur sur la

surface, satisfont, en outre, dans l'intérieur de la sphére, toutes
deux & 'équation de Laplace; elles sont donc identiques en tous
les points de la sphére, et nous avons, en substituant dans I'équa-

tion (3),
8) - =1+ 4 (A+2B+20)— mp.

260. Nous avons ainsi les trois relations (6), (7) et (8) entre
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les cinq coefficients qu’il s’agit de déterminer; nous en obtiendrons
deux autres en cherchant a calculer les pressions. Nous avons

t=aPrp~+ yPry+ 5Pys;

d’oti, en remplagant les composantes par leurs valeurs tirées de (1),
A}

E_.(m—n)wo-i—nz.z' —I—nZ dl_
Or,
zx‘”ﬁ S

dr

R =E zu,

et, en différentiant

on obtient
du dR
Z .Q,‘d—-l—r = (Z’; -— U.
Donc
E=(m—n)x8+nr-[—h—t+n((—i—R—u)
dr dz

=(m—n)zd+n (riiit ——‘u) +nfd—.lz-

‘ dr dz

Reportons-nous a Pexpression de u,

u=AzW-+ Brz-d—w+0ﬂv-
dz dx

Les termes en A et en B sout du troisiéme degré et le terme
en G est du premier. Si la valeur de u était réduite a ses deux
premiers termes, nous aurions donc

riu-_E.z' =3u,

r du u=2u.
dr -

et, par suite,
De méme, si u ne comprenait que le terme en C, on aurait

et
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11 suffit donc de tenir compte des termes en A et B pour former
le second terme de I'expression de §; on aura

n(ri2 —u) = 2Anx\V+2Bnr’ﬂ-
dr ) dz

D’autre part,

dR . dW
-E_zx'W(A+2B)+(AI-+ 2Brt+ 2C)W'
On a donc finalement

aw

E= (m—n)x[iW+2Anx\V+anr2—d?

+onzW(A+2B)+ n(Ar2+2B'r’+2C)‘;—1V-

Or, que doit étre la pression §? Si nous considérons un élément
de la surface déformée, la pression totale doit y étre nulle. Celle-ci
comprend d’abord la pression provenant du potentiel V’, et dont
'expression, donnée par (5), est — yRa; puis la pression prove-
nant des termes en W 4 V”, que nous venons de calculer. Pour
avoir Iexpression de cette derniére a la surface libre, il faudrait
faire 7 =1 + R; mais on peut négliger R parce que V" et W sont
beaucoup plus petits que V'. L’expression précédente doit donc se
réduire 2

t=+<yRx
pour r =1.

En identifiant, nous obtenons les deux autres relations cher=
chées, & savoir

(9) A+ 4B+2C=o,
(10) (m—n)B+4n(A+B)=y(A +2B+2C).

Comme y est connu, les cinq équations (6), (7), (8), (9)
et (10) détermineront les cing coefficients A, B, G, « el §.

261. Cas d’une sphére sensiblement incompressible. — Dans ce
cas, m est trés grand par rapport & n; ¢ est infiniment petit et 'on
peut négliger § ainsi que nf; mais m3d est fini ainsi que mB. Si
nous posons .

ms3 =p,
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les composantes des pressions ont pour expressions

P du
,t,z—p—l-zna;,

Poven du  de
xy = @ -+ 7z )’
et 'on a pour I'équilibre

dp av
Az -+ n Au = dz

0

Les équations qui déterminent les coefficients deviennent alors,
puisque, d’autre part, Y=g,

/ 5A 4+ 4B =o,
a=n(2A+10B),

(}x) , a+mf3=1+%~(A+2B+2C),
A+4B4+2C=o,
mB+4n(A+B)=g(A+2B+2C).
On peut satisfaire a ces équations en prenant
A = s, B=-—5¢, C=8;,

¢ étant fourni par la relation

et la hauteur de la marée 4 la surface aura pour expression

R =10sW.
Posons ",
I
G= 3 5
et
)
k= _3,8n
. G
11 viendra
) kW
'1 R = T..

Remarquons que le coefficient £ est inférieur 4 un, car en consi-
dérant, comme nous 'avons fail, les pressions comme positives,
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on a ]
n <o.

Si la sphere était entiérement incompressible, on aurait n =o
et, par suite, kX =1; on retrouverait bien pour la hauteur de la
marée ]'expression

R = E—?
qui convient & une sphére liquide.

La hauteur de la marée est donc plus faible pour une sphére
solide que pour une sphére liquide.

262. Marées d'une couche liquide recouvrant un noyau solide
élastique. — Nous considérerons seulement la marée statique, en
négligeant, & cause de la différence des densités, I'influence du
bourrelet liquide; mais il faudra tenir compte du bourrelet solide,
d’ol provient le potentiel V’. En désignant par R’ la hauteur de
la marée liquide abso/ue, nous aurons donc, V' étant constant,

gR'=W V"

Nous avions, d’autre part, pour la marée du noyau,

kW kW
T
d’ot ’
4T
R_T =LIrW
Mais
4 "
-5—R-_V H
done
gR=V'+kW.

La marée observée sera la différence R’ — R de la marée liquide
absolue et de la marée du noyau; elle sera donnée par

g(R—R) = (1 — k)W,

Si le noyau était un solide invariable, on aurait A =o, et la
; - s . W
marée relative, égale dans ce cas 4 la marée absolue, serait e

Dans le cas général, la marée relative est donc égale a la marée
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sur noyau invariable multipliée par 1 — k; elle est, par suite,

diminuée.

263. Marées dans le cas d'un noyau constitué par un fluide
incompressible et trés visqueux. — Supposons maintenant qu’au-
lieu 'd’une sphére élastique, nous ayons un noyau sphérique formé
d’un fluide visqueux. Soit v le coefficient de viscosité. y

En posant toujours m3 = p, ¢ dtant infiniment petit, les compo-
santes des pressions seront

P = . d du
,px—P""?,I%-d—l-’

Po. — d <du, ﬂ)_ .
2=V dy taz)’
‘et 'on aura pour I'équilibre

L/ N0

+’Adu_ﬂ
dz di  dz

En supposant une marée isochrone, on aura

u~ e)\t,

A étant purement imaginaire, et, par suite,

du
T =Au.

Alors les équations du probléme seront

dp av
= +vhNAu= —.
dz dx

Nous retrouvons donc exactement les mémes équations que
dans le cas d'un noyau solide incompressible, avec cette seule dif-
férence que n est devenu purement imaginaire. Pour avoir alors
les expressions du coefficient & et de la hauteur de la marée, po-

s0ns
3,8vA

—— =i langy.

G
11 viendra

k= 1 _ cosy
t—itangm  cosm—ising

= cosy ela,
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éme, 4 un facteur constant prés, nous avons
De méme, )
W = eM,

d’ou, pour la marée du noyau,
GR = cosy efn+he,

Y

Si 'on compare cette marée & celle d’'une sphére enliérement
liquide, on voit donc que 'amplitude est multipliée par le coeffi-
cient de réduction cosn, et qu'il y a une différence de phase égale
an. .

Si nous imaginons maintenant que ce noyau visqueux est re-
couvert d'une couche liquide, la marée relative de cette couche
sera donnée par

On a

£(R'—R) = (1— k) W.
. _E
1— k = ef(e—iM—cosn) =— i siny el = siny e'(n 2).

Done
O ,
g(R—R') =siny el(n ’>+M.

Le coefficient de réduction est ici sin et la différence de phase

T
K 2

Le cas d'un noyau constitué par un solide imparfait, & la fois
élastique et visqueux, a été également traité par Darwin : le coef-
ficient n est alors complexe.

264. Résultats numériques. — Pour que la viscosité du noyau
produise un effet sensible, c’est-a-dire, par exemple, pour que 7
soit de 45°, il faudrait que I'on ait un coefficient de viscosité égal
a 313.10'0 ¢'il s’agit d’'une marée semi-diurne et & 8300, 10'0 §'il
s'agit d’'une marée semi-mensuelle.

Or, le coefficient de viscosité de la poix est seulement de
1,3.108, '

Au contraire, si 'on suppose le noyau constitué par un corps
élastique, le calcul donne pour la réduction de la marée apparente
une valeur trés notable, En attribuant au noyau terrestre la rigi-
dité du verre, on trouve que la marée, comparée i la marée sur
noyau invariable, deviendra 0,398; elle deviendrait 0,679 pour
une rigidité égale a celle de l'acier.
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265. Dans toute la théorie précédente, nous avons négligé
Pinertie et la force centrifuge composée. On est en droit de le
faire lorsque la période d’oscillation contrainte est beaucoup plus
longue que la période d’oscillation propre. Or, il s’agit ici d’une
sphére entiére et nous avons vu, par l'analyse des travaux de
M. Hough, que, dans le cas d'une mer liquide, les périodes
d’oscillations propf-es sont d’autant plus courtes que la profondeur
est plus grande. Pour la sphére tout entiére, les périodes d’oscil-
lations propres seront donc trés courtes. 1l est, parsuite, légitime
de traiter les marées du noyau, méme & courte période, comme
des marées statiques; et comme, d’ailleurs, des courants perma-
nents ne peuvent prendre naissance dans cette masse rigide, les
marées du noyau seront des marées statiques de la premiére sorte.

266. Comparaison des résultats avec les observations. — La
théorie des marées semi-diurnes ou diurnes de 'écorce terrestre
n’était pas, jusqu’a ces derniéres années, assez avancée pour
qu’on piten tirer des conclusions précises. Dans ses recherches
antérieures sur ce sujet, M. Darwin a donc dd s’adresser aux
marées 4 longue période, en particulier aux marées semi-men-
suelles.

Supposons que la marée théorique soit donnée par

A cos(pt+¢),
et la marée observée par
zAcos(pui+e)+ yAsin(ws+¢e);

2 donnera la diminution d’amplitude et y le retard de phase; par
suite, z mesurera 1’élasticité et y la viscosité du noyau.

En traitant un grand nombre d’observations par la méthode des
moindres carrés, Darwin a trouvé

x = 0,675, erreur probable : 2= 0,056

¥y = 0,020, » =+ 0,053
Nous ne sommes donc pas sirs du tout que le noyau terrestre pré-
senle une viscosité quelconque. Le coefficient de réduction est

exactement celui que fournirait la rigidité de l'acier, résultat qui
est peu favorable 4 I'hypothése d’un noyau interne fluide.
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Si l'on tient compte uniquement des marées de I'Inde, on

obtient
x = 0,931,

y =o0,155,

ce qui correspondrait & une rigidité bien supérieure & celle de
Pacier. .

De plus, il faut remarquer qque Darwin a fait porter ses compa-
raisons sur les marées statiques de la premiére sorte. Or, d’aprés
les travaux de M. Hough, le frottement serait assez faible pour
qu’on doive prendre les marées statiques de la deuxiéme sorte,
qui sont notablement plus faibles que celles de la premiére. On
trouverait alors que la marée observée est, au contraire, trop
grande. Il est difficile d’en tirer une conclusion bien certaine;
toutefois, l'observation des marées océaniques a longue période
semblait prouver que le noyau terrestre est beaucoup plus inva-
riable que 'acier, et qu'il n'y a pas de marée interne du tout. Les
mémes calculs repris par Darwin avec des données plus récentes
ont conduit 4 d’autres conclusions, la rigidité du globe semblant
voisine de celle de l'acier. Depuis, Heckert a opéré d’une autre
maniére. 11 a observé & Potsdam, au fond d’un puits profond, les
déviations d'un pendule horizontal sous l'influence de la Lune et
du Soleil. Les résultats des expériences correspondent a une ré-
duction d’un tiers, ¢’est-a-dire que les marées du noyau terrestre
seraient les mémes que si le globe était en acier. Nous remar-
querons ici que le calcul des paragraphes 256 et suivants a été fait
en regardant les marées comme statiques et négligeant la force
centrifuge composée. Cela était légitime parce qu'il s’agissait de la
vérification des expériences de Darvin et des marées & trés longue
période. Il semble qu’en ce qui concerne les marées & courte pé-
riode observées par Heckert, l'influence de la force centrifuge
composée ne sont pas non plus trés grande.

267. Relation générale entre la marée océanique et le potentiel
perturbateur lorsqu’on tient compte de la déformation de la Terre.
— En supposant le noyau terrestre constitué par un solide inva-
riable, nous avons établi au paragraphe 134 la formule générale

- L
Py

: ,f)@ [(p %—?-J ds =0,
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dans laquelle N représente la composante du déplacement suivant
la normale intérieure a ’élément de surface do d’un volume
liquide quelconque.

Lorsque nous considérions un volume liquide limité par une
portion du fond de la mer, la valeur de N sur cette partie de la
surface limile était constamment nulle. Il n’en sera plus ainsi,
puisque nous admettons que le fond lui-méme est soumis a des
marées. Voyons alors quelle conséquence on peut tirer de la for-
mule générale.

Pour conserver les notations employées dans les précédentes
Parties, désignons par { la marée observée et par {' la marée du
globe solide, ces quantités étant comptées positivement vers le
bas, dans le sens des z positifs. La dénivellation absolue de la
surface de la mer, comptée positivement dans le méme sens, sera
alors §{ + ¢’ et nous aurons, avec les notations du présent Chapitre,
les relations de concordance :

{=—(R—R),
{=—R

\
Représentons toujours par V' 'accroissement de potentiel da & la
déformation du globe solide, les mers conservant leur profondeur,
et par I1” le potentiel provenant du bourrelet liquide de hauteur .
Nous aurons, & la surface libre, ‘

Mo=g({+{)+V+II"+ W,

onsidérons alors l'intégrale
C d lors V'intégral

" dN
g =
fA [ dt]dc-o,

étendue a tous les éléments de la surface d’un volume liquide
limité par une courbe quelconque tracée sur la surface libre, par
le fond et par la surface latérale d'un céne ayant pour directrice
cette courbe et pour sommet le centre de la Terre; cette derniére
surface n’existe d’ailleurs pas lorsque le volume liquide considéré
comprend un bassin océanique tout entier.

Ce cas est le seul qui nous intéresse, et nous aurons a distinguer
deux portions dans l'intégrale. Nous aurons, d’une part, & la sur-

face libre,
N={+0,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



448 CINQUIEME PARTIE. — CHAPITRE XVIIl.

et, d’autre part, au fond,

N=-=-¢.

Comme d’ailleurs ¢ est constant sur une méme verticale (§ 137),

on a
./‘)\2[??[%] ds = o.

Remplagons o par sa valeur; les termes en Za et II" =

C

étant les

dérivées de fonctions périodiques auront des valeuls moyennes
nulles (§ 136), et il restera la relation

f[(g?;’+V”+ W) %] do =o.

Or, la marée du noyau solide pouvant se traiter comme une marée
statique, nous avons (§ 259) pour chaque composante isochrone

T W VY
’
éV ety sont donc constants, et nous pouvons poser
gcl+vll —a
v T

D’ou la formule générale

j[(l—l—a)W%] ds = o,

I'intégrale étant étendue & tous les éléments de la surface libre.

Si le noyau terrestre était constitué par un solide parfaitlement
élastique, il n'y aurait pas de différence de phase entre la marée
du noyau et le potentiel (§ 261); par conséquent, le coefficient
e serait réel. On retombe alors sur la formule ordinaire

f[Wdc]dc=o.

Mais, si le noyau terrestre présente un certain degré de viscosité,
la constante « ne sera plus réelle, et sa parlie imaginaire repré-
sentera la mesure de la viscosité. Considérons alors deux com-
posantes isochrones imaginaires conjuguées, de telle sorte que W
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dc .
‘et d—; soient de la forme

W= W,+ W, = et + B, e,
g _ dg  dg,

ag Qo Mo T o
dt = dr Tar e ree™

84, Bo ainsi que Yo, Yo 6tant respectivement imaginaires conjugués.
Nous aurons
a 2N = —3)¢ 0 - Bo
W= =Bovo M- Boyoe M+ (Bo Yo+ Bo¥o)-
Or, nous avons
[e2M] = [e-2M] =0,
Il reste, par conséquent,

[W%] = Boyo+ PoYo = 2R (Bo¥0)s

en désignant parle symbole & (X) la partie réelle de la quantité
complexe X. Mais _
— dt
(50 Yo= Wo "TC; ’

On a donc finalement
) a(1+a)f[wo ‘%] ds =o.

Nous obtenons ainsi une relation a laquelle doit satisfaire 2; W,

représente la composante en ¥ du potentiel, et g, la composante
en e~ de la marée correspondante.

Si donc on avait observé { en tous les points, on pourrait calculer
la précédente intégrale et reconnaitre ainsi si le noyau terrestre
présente de la viscosité.

p. — III. : 2y
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CHAPITRE XIX.

INFLUENCE DES MAREES SUR LES MOUVEMENTS
DES CORPS CELESTES.

268. Retard de la rotation terrestre dt aux marées. — La durée
de la rotation terrestre est 'unité de temps qui nous sert & évaluer
la durée des mouvements des corps célestes; c’est elle qui constitue
notre montre. Mais nous ne sommes pas certains que la marche
de cette montre soit invariable : si elle retarde, les mouvements
célestes paraitront s’accélérer. Or, Vexplication de certains phé-
nomenes astronomiques parait devoir étre lprécisément cherchée
dans un ralentissement de la rotation terrestre. C’est ainsi qu’on
a observé depuis longtemps que la Lune subissait une accélération
séculaire de 10" ou, pour parler plus correctement, qu’a la fin de
chaque siécle, la longitude moyenne de la Lune surpassait de 10"
la valeur qu’elle devrait avoir si le moyen mouvement de l'astre
était resté constant. D’aprés Laplace, cette accélération aurait été
due 4 la variation séculaire de 'excentricité de l'orbite terrestre,
et le calcul lui avait fourni la valeur théorique de 12”. Mais
Laplace avait omis un facteur 2, de sorte que la véritable valeur
calculée ne serait plus que de 6" : il resterait donc avec l'obser-
vation un désaccord de 4", qu'on peutimputer i un ralentissement
de la rotation terrestre.

L’action des marées est-elle capable d’expliquer ce ralenlisse-
ment? 4 priori, il n’est pas douteux qu’'un semblable effet doive
avoir lieu; car le frottement des marées absorbe nécessairement
de 'énergie, qui ne saurait éire empruntée qu’a la force vive de
rotation du globe.

Quant an mécanisme du ralentissement, on en rend compte de
la fagon suivante : par suite du frottement, la marée est en retard
sur le passage de la Lune au méridien, et la protubérance formée
par les eaux soulevéesne se trouve pas dans le méme meéridien que
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-la Lune. Il s’ensuit que la résultante de I'atiraction lunaire sur ce
bourrelet ne passe pas par I'axe de la Terre, et posséde par
rapport & cet axe un moment qui tend a ralentir la rotation.

Mais cette explication trés simple suggére les réflexions sui-
vantes : ¢’est parce qu'il y a décalage de la marée qu’il existe un

" couple retardateur. Or, nous savons que le frottement n’est nulle-
ment la cause principale de ce décalage et que  son influence est
méme, pour ainsi dire, inappréciable. Dans ces conditions, on
peut donc se demander d’abord si, alors méme qu’il n’y aurait
pas de frottement, 'action de la Lune sur le bourrelet ne va pas
avoir une résultante ne rencontrant pas l’axe et ne va pas tendre
A faire varier la vitesse de rotation de la Terre.

* Laréponse doit étre négative.

Considérons, en effet, un élément du bourrelet; on peut I'assi-
miler & un petit prisme de base ds et de hauteur {. Quelle est la
valeur du couple agissant sur cet élément? Si nous supposons que
nous imprimions au globe terrestre une rotation virtuelle ¢, le
travail du couple sera égal au produit de 3} par la valeur du
‘couple; d’autre part, I'expression de ce travail sera {ds.dW. On
aura donc pour l'action de la Lune sur I’élément du bourrelet

aw
dq} : dd', '

4 étant lalongitude du lieu, et le couple total sera

ﬂCdc'.

ay
Je dis que la valeur moyenne de cette intégrale est nulle. En effet,
supposons d'abord que W se réduise & une composante isochrone
quelconque réelle; nous savons que cetle composante est deé la
forme : '

W=f(0)cos<2\i.f +S¢>,

4 étant la colatitude et s un nombre entier pouvant prendre les
valeurs o, 1 ou 2.
Ainsi donc, chacun des termes de W satisfait & une équation de

Ja forme
L dWw si dW

QT Y dn

. ) . Loy
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On aurait, par conséquent, si W se réduisait & un seul terme,

cd )\ dtcdc

d‘lf

| f—cdc+‘/Wdcde— dtchdc,

et, 'intégrale du second membre étant une fonction périodique du
temps, la valeur moyenne de sa dérivée est nulle.

Par suite, i
185 m 4

Nous avons, en effet, démontré (§ 136) que la valeur moyenne
de l'intégrale
f\V do,

étendue a la surface libre de 'Océan tout entier, était rigoureuse~
ment nulle.

Or, ona

Supposons maintenant que W se compose de plusieurs termes;
et, pour fixer les idées, réduisons ces termes 4 deux seulement, le
raisonnement qui va suivre s'étendant sans peine au cas d’un
nombre quelconque de termes. Soient W, et W ces deux termes
et §, et G, les termes correspondants de . Nous aurons

f—‘%c:ﬁ: dW‘z;,d f‘iw‘cgdc
+ d‘;"c,dc d‘z’c,dc

La premitre et la quatriéme intégrale du second membre ont
leur valeur moyenne nulle, d’aprés ce qui précéde.

Je dis, de plus, que la deuxiéme intégrale (de méme que la troi-
siéme ) a également sa valeur moyenne nulle.

Supposons, én effet, que I'on ait

Wi~ cos( s+ s14),
Waors cns(pat + 5, 4).

La marée partielle {, serait alors proportionnelle 4 cos (py £ + «),
de sorte que notre deuxiéme intégrale se présenterait sous la
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forme d'une somme de deux termes, le premier proportionnel &
une ligne trigonométrique de (p — 13)2, le second & une ligne
trigonométrique de (g —+ pa2)¢. Comme nous supposons que les
deux composantes W, et W, sont distinctes, ni 1 — pe ni ty 4 g
ne sont nuls; par suite, les valeurs moyennes de ces deux termes
sont bien nulles. . ,

‘Ainsi donc, le moment de la résultante de I’action de la Lune
sur le bourrelet des eaux soulevées a toujours sa valeur moyenne
nulle, de sorte que, s'il n’y avait pas de frottement, il ne pourrait
¥y avoir aucun changement dans la durée de la rotation de la
Terre. )

Voyons maintenant si I'action du frottement suffit & expliquer
I'avance séculaire résiduelle de 4" que présente la longitude
moyenne de la Lune. Un déplacement de 4" de la Lune sur son
orbite correspond 4 une rotation d’environ 120" de la Terre; au

s . . 120"
bout d'un siécle, la Terre devrait donc retarder de —5- sur une

montre dont la marche serait restée invariable.
Si nous envisageons un intervalle de 2000 ans, ce retard sera

20 X 120 . .
de —5—; et, par suite, le mouvement de rotation de la Terre,
!

supposé égal & 1 & I'époque zéro, sera devenu

20.120
— = - s
15.100,360.24.60,60

soit environ

1
T— —-10""7,
2

Pour nous rendre compte, d’autre part, de linfluence des
marées, comparons leur force vive avec celle de la rotation ter-
restre. En admettant pour les molécules un déplacement de 5™

effectué en 6 heures, on trouve & peu prés % 10™*4 pourle rapport
des forces vives. Or, d’aprés M. Hough, il faudrait environ 20 ans
pour que l'effet du frottement réduisit les mouvements a % Si

nous adoptons ce chiffre, on voit qu’au bout de 2000 ans, le retard

—y9 -1
.

. . I . . [P |
produit serait de 7 107!2, tandis qu’il devrait ére - 1o

L’action de la Lune par P'intermédiaire des marées est donc plus
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de 100000 fois trop faible pour rendre compte du phénoméne
observé.

Mais nous n’avons considéré dans tout ceci que les marées
océaniennes. Si on fait intervenir le noyau terrestre, rien n’em-
péche de lui attribuer la viscosité nécessaire pour obtenir 'aug-

mentation voulue de la durée du jour sidéral. C’est 1 hypothése
gue Darwin a soumise au calcul.

269. Action sur la Lune du bourrelet soulevé par les marées. —
Nous venons de voir que l'action de la Lune sur le bourrelet sou-
levé par les marées pouvait produire un retard de la rotation ter-
restre. Il ne s'agit, bien entendu, que du bourrelet du noyau
solide, puisque le bourrelet liquide ne peut avoir qu’une action
négligeable.

Inversement, cette action de la Lune aura une réaction, et
Pattraction du bourrelet solide sur la Lune produira une pertur-
bation séculaire dans le mouvement de cet astre.

Pour étudier cette perturbation, nous appliquerons la méthode
générale de détermination des perturbations planétaires. Nous
exprimerons toutes les quantités en fonction des éléments

L=va,
H =\/E(['_V 1—82),
8 =ya(1— e?)(1— cosi),

* les trois autres variables conjuguées étant

.

{, longitude moyenne, _
w, longitude du périhélie changée de signe,
8, longitude du neeud changée de signe.

Si nous désignons alors par Q la fonction perturbatrice, les
équations différentielles du mouvement seront

dlL _ de
qt - dil’
dH _ de
i dw
do _ da
dt - do
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Pour former Q, considérons le potentiel W générateur des marées :
W est une fonction du temps ¢ et des coordonnées z, ¥, z, rap-
portées & des axes mobiles entrainés par le mouvement de la Terre.
Nous pouvons décomposer W en composantes isochrones, sous la

forme -
W = 2 G eMr?,

les A4 étant purement imaginaires, et les Cx ne dépendant pas du
temps, mais seulement de z, y, 5 : ce sont des polynomes sphé--
riques du deuxiéme ordre en x, y et 5. Chacune de ces compo-
santes isochrones produira dans le noyau solide une marée RzeM,

telle que l'on ait (§ 261)
- Riy=10e;Cy;
et la marée totale sera
R = = R eMst,

Le potentiel V" dd a l'attraction de ce bourrelet sera
Vi= SV, oM,

Ry est une fonction sphérique du second ordre; nous aurons
done, a la surface,

d’ou

V= %ﬂ SRy eMt= 81!:‘2 e, Cp eht,

Mais ce qui nous intéresse ici, c’est le potentiel du bourrelet sur
un point extérieur a la distance r du centre; son expression, en
ce qui concerne chaque composante, sera

AT
V= —5-Rkl'—5= 8me,Cpr—s,

les coordonnées z, y, z qui entrent dans la fonction sphérique Ry
étant remplacées par les coordonnées du point potentié.
Par conséquent, notre fonction perturbatrice sera

Q=SV)ert=8mr-3Ze,CpeMt,

a condition d’y remplacer z, y, z par les coordonnées du corps
troublé.
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270. Nous considérerons & 'exemple de Darwin deux satellites,
Pun produisant les marées, et que jappellerai Soleil dans le cas
des marées solaires, Diane dans le cas des marées lunaires; I'autre
qui sera le corps troublé, c’est-a-dire la Lune. Pour étudier 'action
sur la Lune du bourrelet soulevé par les marées lunaires, nous
ferons le calcul comme si Diane et la Lune étaient deux astres
distincts, coincidant par hasard & l'instant considéré. Ainsi, Q sera
fonction, non seulement de /, longitude moyenne de la Lune,
mais encore de //, longitude moyenne de Diane. On aura donc

aQe '
T =L,

et il faudra faire /=10, aprés avoir différentié seulement, et non
pas dans Q.

Soient D Diane, L la Lune, O le centre de la Terre, M le point
de la surface terrestre dont les coordonnées par rapport & des axes
mobiles liés 4 la Terre sont z, y, 2; r la distance OM.

Désignons par R, 3 I'ascension droite et la distance polaire de
la Lune, par L, l, H, w, 8, 0 ses éléments elliptiques. Soient, de
méme, &, §'; L/, I, H', »/, @, § les éléments correspondants de
Diane; 2/, »', &' et 1 les coordonndes et la distance de son centre;
et ¢ 'angle DOM.

Le potentiel du corps troublant (Diane) au point M de la Terre
est

20 — )72
W=K(3cos;‘: I)I‘.

On a donc

K
r—sW= ’I“’_I";(S COSQO'—‘-l).

D’ailleurs, si nous considérons maintenant le point M comme
étant le centre du corps troublé (Lune), on a

€056 = c0sd ¢osd' -+ sind sind' cos( R — R’).

En substituant cette valeur pour cose, W se trouvera décom-
posé en trois groupes de termes : les lermes semi-diurnes, les
terme diurnes et les termes a longue période, sous la forme

r-5W = 5 U, Uj gisiBB—R;
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s est un entier pouvant prendre les valeurs &= 2, *=1, o, etles U
sont des fonctions de r et §, dont les valeurs sont, 4 un facteur
constant pres,

sin?d , sin2g’

Ui2 = 73 ] . =y = 773 )
sin2§ . sin2d’

U:I:j = 73 ’ U:[ = —’__':3 ’
3cos2d—1 3 cos2d —1

Uo = —— U’0 = e———

3 e

L’expression de 7~ W peut s’écrire de deux maniéres diffé-
rentes. Nous avons, d’abord,

rW=23U; eisR U{v e-m{v,

et, dans chaque produit, le premier facteur dépend uniquement
des coordonnées d, R, r dela Lune par rapport & des axes fizes,
tandis que le second dépend des coordonnées &', R/, 1/ de Diane
par rapport i ces axes. :

Mais nous pouvons également écrire

r-sW =23 Us eis(?l\—wt) U_"_ e—ix(zR’—o)t)’

w étant la vitesse de rotation de la Terre; et, sous cette forme,
on voit que le premier facteur dépend seulement de 3, r, R — w?,
coordonnées de la Lune par rapport & des axes mobiles entrainés
par la Terre, tandis que le second dépend de &, 7/, &' — wt, coor-
données de Diane par rapport & ces mémes axes. Par conséquent,
le premier facteur dépend de z, y, z et le veuxiéme de &/, 3/, &/,
c’est-a-dire seulement du temps et pas de z, ¥, z.

Remplagons maintenant r, 8, &; r/, &, &' par leurs valeurs en
fonction des éléments elliptiques de la Lune et de Diane. Nous

aurons
Us eisB = 5 M 9,

M étant une fonction de L, H, © tandis que ¢ est une combinaison

telle que
p=ml+pw+q9,

ou m, p, q sont des entiers.

De méme o
Ué e~ isR' = I M e—-i9 )
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M’ étant une fonction de L/, H', ©'; et o' une combinaison telle

que
g'=m'l'+p'w+q'0.
11 vient alors

—SW = £ MM e/t9-9) = £ M efig—swot) M’ g—ltg'—swi),

Le premier facteur de la seconde expression dépend seulement
de z 5. Quant au second facteur, il dépend de z', ', 2/, donc
' Vo ) 1Y 3,
du temps seulement : M’ sera une conslante, mais ¢, au contraire,

varie, puisque
U'=n'e,
n' étant le moyen mouvement de Diane. A un facteur constant
prés, I'exponentielle relative au corps troublant se mettra donc
sous la forme
ei(so)—m’n’)t,

et 'on aura, par suite,

Me=i(sw—m'n').
2

Il en résulte que expression de la fonction perturbatrice sera

.

Q =3 8xe, MM’ eile—9",

271. Nous supposons que nous avons affaire & un noyau
visqueux; par conséquent, nous aurons (§ 261, 263)

8 A .
ey = Py cos T4 ek,

avec
. 3,8vh
[ = R Rk
DA TR
3 5

Remarquons qu'il suffit de considérer l'action des termes sécu-
laires. A une constante pres,

P—o'=ml—m'l.

Le coefficient de ¢ sera mn — m/n’ et les termes séculaires cor-

respondront &
mn--m'n =o,

Si les deux satellites sont différents (Soleil et Lune), n et n’
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sont incommensurables, et 'on n’aura de termes séculaires que

s1
m=m'=o,

ce qui correspond aux marées K, et K.
Si les deux satellites sont identiques (Diane et Lune), la con-

dition se réduit & .
m=m'

Or, pour tous les termes, on a, la fonction perturbatrice ne chan-
geant pas lorsque les axes tournent,
m—p—g=m—p—g.
I1 faut donc que 'on ait
prg=p+4q.

Nous ne considérerons pas de termes contenant a la fois I'excen-
tricité et V'inclinaison; on aura done, soit p = p/, soit ¢ = ¢'. Par
conséquent, dans les termes qui nous intéressent,

¢=9.

Si nous remplagons e par sa valeur, 'expression de la fonction
perturbatrice devient

Q =2 % MM’ cosny eP-9 -+,
c’est-d-dire, les termes étant imaginaires conjugués deux 4 deux,
Q =2AMM’ cosnz cos(p — ¢ + 1)

En écrivant les trois équations du mouvement sous la forme

abrégée
d(L,H,0) _ da
dt T d(l,®,0)

et remarquant que

de -
0w (m,p, q),

on aura donc

d(L,H,0) , . '
#_) =._2AMM cosn(m, p, q)sin(¢—¢'+ ).
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En faisant maintenant ¢ = ¢/, on a les trois équations

d(L,H,8) A ; .
— __EE'MM (m, p, g)sinan.

On voit que le bourrelet soulevé par I'action du Soleil sur la
Terre n’aura aucune influence sur le grand axe de l'orbite lunaire,
puisque alors m = o.

272. La seule difficulté provient du facteur

2 tangn

singn = ——=2 —.
K I— tang?n

Considérons, avec Darwin, deux cas exirémes de viscosité, Si la
viscosité est faible, sin 2% est proportionnel a tang, ¢’est-a-dire

A
& = vitesse de la marée.

Si, au contraire, la viscosité est forte, sin 2m est proportionnel

a tangm
Il convient de faire la premiére hypothése, car une viscosité faible
correspond & des propriétés élastiques comparables a celles de
Pacier.

Supposons alors qu’il n'y ait a I'origine ni obliquité, ni excen~
tricité, ni inclinaison.

11 est clair, d’abord, que P'inclinaison restera nulle, car il n’existe
aucune raison d’écart.

Je dis qu’il en sera de méme de l'excentricité, Posons, en effet,

» donc inversement proportionnel 3 la vitesse de la marée.

V2H cosw = £,

v2H sinw =1,

et prenons pour variables L, /, §, n. Les équations restent cano-
niques, et nous aurons

di _ do
dt = dq’
dn __ d2
dt  dE

On peut développer Q suivant les puissances croissanles de &
et n, et la partie séculaire ne contiendra que des termes de degré
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pair en § et n. Alors, les dérivées %ii etfl—? ne renfermeront que
des puissances d’ordre impair et notamment aucun terme constant.

L’orbite, circulaire & l'origine, le restera donc constamment.
Nous ne savons pas toutefois encore si cette forme de 1'orbite, sans
inclinaison ni excentricité, constitue une position d’équilibre
stable.

273. Pour étudier cette question, nous n’'avons qu'a écrire
I’équation des moments de rotation.

Soient z et y le moment de la quantité de mouvement de la
Lune et le moment de rotation de la Terre. On peut choisir les

) Fig. 64.

+oo Y

CNA

-00

+ o

unités de telle sorte que les moyens mouvements de révolution de
la Lune et de rotation de la Terre soient =% et . On a alors, en
écrivant que le moment total de rotation est constant,

z+y=h.

Quant & I’énergie totale du systéme, comprenant la force vive de
rotation de la Terre, celle du mouvement de la Lune, et I'énergie
potentielle, son expression sera

s L.

a2

.
Cherchons les maxima et minima de cette énergie. Ils seront
donnés par les deux équations
dz+ dy =o,

2 dz
2_}’dy+—x§—=0,
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d’ou
Zdy =1.

Cette équallon expmme que les deux moyens mouvements sont
égaux, c’est-a-dire que le mois est égal au jour.

Les deux corpsse meuvent alors comme s'ils faisaient partie d’un
méme ensemble rigide : c’est I'équation de rigidité.

Cette loireste encore vraie si 'on tient compte des variations de
I'aplatissement.

En effet, désignons par

W, I'énergie potentielle provenant de 'attraction mutuelle des élé-
ments de la Terre;

W, I'énergie potentielle provenaut de l'attraction de la Terre sur
la Lune;

2 le moyen mouvement de révolution de la Lune et J le moment
d'inertie correspondant;

w et I les quantités analogues dans le mouvement de rotation de la
Terre,

L’expression de I'énergie totale sera

Wo+W1-|"‘-n—J‘ +—2-—I'

'L’équatiovn des moments donne
nJ +wl=h,
d’ou, en différentiant,
ndl+J3n 4+ wdl+4 138w =o.

Ecrivons que I'énergie est maximum

"\
8W0+0W1+n—2§+Jn6n+-—I+Imaw—o. )

Or, lorsque la vitesse de rotation varie, I'aplatissement varie de
telle sorte qu'il y ait équilibre entre le travail virtuel —3SW, des
forces de gravitation et le travail virtuel +w2 T de 1a force cen-

trifuge; d’ou
w? el

—_ 8W0+

= 0.
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De méme, sur I'orbite circulaire que décrit la Lune, il'y a équi-
libre entre la force centrifuge et I'attraction; donc

W, n? SJ

La condition des maxima et minima de ’énergie est, par suite,
n(nd)+Jdn)+w(wdl+1dw)=o,

et, si on la compare & I'équation des moments dlﬁ'erentlee, on ob-

tient
n=uw,

La loi reste donc bien la méme.

274. Négligeons maintenant les variations de I'aplatissement, et
revenons a l’équation
riy=1.

Construisons la courbe représentative de cette équation : elle
p q

lappclle grossierement une hyperbole équilatére ayant les axes

pour asymptotes. Si nous supposons que la quantité & soil positive,

1a droite
r+y=nh,

inclinée & 45° sur chacun des axes, ne passera pas dans le troisiéme
quadrant. Oubien donc elle ne coupera pasla courbe, ou bien elle
la coupera en deux points seulement situés dans le premier qua- .
drant.

Considérons d’abord le cas ot la dr01te coupe la courbe en deux
points A et B.

Chaque abscisse 2 donne, en vertu de la troisieme loi de Képler,
la racine carrée de la distance de la Lune 4 la Terre, ou, plus gé-
néralement, du satellite 4 la planéte. Pour cette distance,l’ordonnée
correspondante de la droite donne la vitesse de rotation de la pla-.
néte, _ '

Pour les. positions représentées par les points A et B,il y a
maximum ou minimum de I'énergie. Or, d’aprés Pexpression de
I’énergie, si le point z, y parcourt ladroite AB en partant de I'infini,
vers la gauche, lavaleur de I’énergie est d’abord 4 co; elle devient
— oo au point G od la droite coupe I'axe Oy, puis on retrouve
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pour les grandes valeurs positives de 2. 1l y a donc un maximum
de 1'énergie pour la position A, et un minimum pour la position B.

Dans le premier quadrant, z et y sont positifs, ¢’est-a-dire que
les deux rotations ont lieu dauns le sens direct; dansle second qua-
drant, la rolation de la Terre a lien dans le sens direct, mais la
vévolution de la Lune s’effectue dans le sens rétrograde; c’est le
contraire qui se produit dans le quatriéme quadrant.

Supposons alors que nous partions d'une position initiale, le
point z, ¥ se trouvant quelque part sur la droite AB. ,

Par suite du frotlement causé par les marées, 1'énergie va dé-
croitre, le moment total de rotation £ restant constant. En ce qui
concerne le systéme Terre-Lune, on doit admettre que le point
représentatif est parti de A, a l'origine des temps, le satellite tour-
nant alors rapidement autour de la planéte qui lui montrait tou-
jours la méme face, puisque le mois était égal au jour; puis, ce
point a tendu constamment vers B, Cest le cas le plus intéressant.

Sile point représentatif se trouve entre I'asymptote et la courbe
(entre les points A el G), la rotation et la révolution sont de méme
sens, mais le mois est plus petit que le jour; tel est le cas de I'un
des satellites de Mars, le plus voisin de la planéte. ' ’

Le point représentatif se déplace alors de A vers G, et le satel-
lite tend & tomber sur la planéte. .

Si le point représentatif se trouvait a droite de B, la révolution et
la rotation seraient d’abord de sens contraires; mais le point se
rapprocherait de B, la distance du satellite & la planéte diminuerait,
la rotation s’annulerait, puis deviendrait de méme sens que larévo-
lution, et I'on arriverait finalement a I’égalité.

Si la droite ne rencontrait pas la courbe, quelle que soit la
position initiale, commeil n'y a plus de minimum, I’énergie décroi-
trait constamment jusqu’a la valeur — co qui corresponda z = o :
le satellite tendrait donc & tomber sur la planéte.

En résumé, le systéme solaire nous oflre deux cas intéressants :
celui de la Lune et celui du satellite de Mars.

Les valeurs numériques qui conviennent actuellement au cas de

* la Lune sont A
r=3,2, y=o,8.

Donc .

h=4{.
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Les valeurs relatives au maximum et au minimum de I'énergie
sont alors données par I’équation

at— 423+ 1=0,

qui a deux racines réelles. On trouve, pour le point B qui corres-
pond au minimum,

, 1 . _ 1

’

~

et pour le point A correspondant au maximum
r =o0,7, A;y=3,3.
Le point A représente I’état initial du systéme; on avait alors
mois = jour = 5"36"™,
et la valeur de I'aplatissement était d’environ —lI—l

Le systéme tend vers un état final représenté par le point B et
pour lequel on aura
: mois = jour = 55/ 3

275. Nous avons dit que Vinclinaison et l'excentricité demeu-
raient constantes. Demandons-nous maintenant si la position

i =o0, € =0

est une position d’équilibre stable. Nous nous placerons toujours
dans I’hypothése d’une viscosité faible, qui correspond a Vacier, et
parait éire le cas de la nature.

Si T'on désigne par n = z~% le moyen mouvement de la Lune,
par o la vitesse derotation de la Terre, par ¢ I'obliquité de I'équa-
teur et j linclinaison de l'orbite lunaire sur le plan invariable
de telle sorte que 'angle de I'équateur et del’orbite soit £ + 7, par
k enfin un coefficient proportionnel & £—12 et contenant en facteur
le coefficient v de viscosité, on a, en supposant qu'on puisse né-
gliger les carrés de I'excentricité et de I'inclinaison, les équations

dxz n
-d—t'_= /C(I——-(—D-)’

’ i ki+j

dt s =z

.

P. — III. 30
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[Cf. On the secular changes in the elements of the orbit of @
satellite resolvind about a tidally distorted planet (Danwin,
Philosophical Transactions, Part 1T, 1880).]

[

Fig. 65,

Représentons le moment w de la rotation terrestre, celui z de
la révolution lunaire, et leur résultante invariable 4 perpendicu-
laire au plan invariable des aires.

Ona
wsin = x sinJ,
wcosi+xcosj =k,

c’esl-a-dire, en négligeant les termes du second ordre,

wi=a2aj,
w+az=h

De la seconde de ces équations, on déduit

et de la premiére

wdi=zdf + jdzr—1idw,

d’ol, en tenant compte des valeurs précédenles,

]

di k,. . . n o _n
wa:—;(z+1)+1/\(r—a>+tk<l m)’

c’est-a-dire
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Considérons d’abord Dexcentricité, et supposods que cette
excentricité, primitivement nulle, prenne une valeur positive.

S1 7‘; > o, e augmentera et il y aura instabilité.

r . . 8
Tout dépend donc du signe de 11— rnr,

w
Si

1w >18n, instabilité,
et s1

nw<i8n, stabilité.

Construisons la courbe

’ ‘18
¥y = -—;
i’

elle coupe en A" et B' la droile z 4y = A.

Fig. 66.

Sil’on imagine que le point représentatif z,  du couple planéte-
satellite se déplace de A vers B, on voit qu'il y aura, en ce qui
e . (

concerne I'excenlricité,

DeA enA'........... veeene.. stabilité
A’ B.o....... v.eresese. instabilité
B’ | : 2 R stabilité

c’est-a-dire instabilité si 18 jours sont plus courts que 11 mois.
Occupons-nous maintenant de Pobliquité totale i + .

Ona d(i—i—j)_lf.‘_. N on 1
AR K3 () 3]

La condition de stabilité est done

I . 2n I
w w) 7 <0.
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c’est-a-dire, en remplacant n par z7% et w par b — z,

agt—3ha3+ hiz?4-2> 0.

Si nous faisons # =3, & =4, ce qui correspond a peu prés a
Iétat actuel du systetme Terre-Lune, on obtient pour le premier
membre de I'inégalité la valeur —16 : il y a donc instabilité.

Au contraire, pour z = o et pour £z = = 4, on obtient + 2 :
donc stabilité.

En résumé, a I'origine, lorsque la Lune s’est séparée de la Terre
{point A), les deux vitesses de rotation étaient les mémes, l'excen-
tricité et 'obliquité étaient nulles et stables. A uncertain moment,
Pexcentricité et I'obliquité ont cessé d’étre stables et se sont écar-
tées de zéro. .

Puis elles diminueront et tendront vers zéro. A la fin, les deux
vitesses de rotation redeviendront les mémes, tandis que I'excen-
tricité et 'obliquité redeviendront nulles et stables.
~ Cet état final est celui auquel la Lune est déja parvenue : elle est
arrivée a I'égalité entreles durées de sa révolution et de sa rotation,
et I'inclinaison de son orbite est trés peu sensible.

276. Darwin a cherché quelles‘hypothéses il conviendrait de
faire pour rendre compte de 'accélération séculaire du mouvement
de la Lune.

Une premiére solution correspond a une viscosité trés faible et
donne, pour les marées semi-diurnes, .

7 = 28,

En supposant, au contraire, une viscosité forte, la solution serait
donnée par les valeurs

0 .
"= P 16’ (marées semi-diurnes),
T , . .
n=5— 39 (marées diurnes),
™ , : M . .
n=_— 7°90 (marées séculaires).

I1 faudrait 500 millions d’années pour amener dans I'obliquité
une diminution de 1°, '
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Le temps minimum nécessaire pour que puisse se produire toute
la série des changements du syst¢me Terre-Lune correspond au
maximum du facteur sinz2v : 'action des marées semi-diurnes
exigerait un temps minimum de 54 millions d’années.

277. Il y a lieu de considérer également l'action du Soleil,
laquelle deviendrait prédominante dans le voisinage des points A
et B. En effet, dans ces deux positions du couple Terre-Lune, le
mois étant égal au jour, U n’y a plus de marées lunaires; mais les
marées solaires subsistent et ralentissent la rotation terrestre. Leur
action est particuliérement sensible sur l'obliquité.

L’action des marées solaires sur les planétes a été aussi étudiée
par Darwin : il résulte de ses calculs que Mercure et Vénus sont
déja parvenus a I'état final.

Enfin, le frottement des marées produisant de la chaleur, on
peut se demander si les marées ne seraienl pas la cause de la cha-

.leur interne du globe : on trouve que la chaleur dégagée suffirait &
entretenir la chaleur interne pendant 3 milliards 560 millions
d’années.

FIN DU TOME III
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