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PREF A4CE.

LES connoiffances que nous avons expofées
dans les deux volumes précédents, fervent de
bafe a toutes les parties des Mathématiques 5 &
la méthode que nous avons fuivie pour les pré-
fenter , peut fervir & pafler & des vérités plus
compofées. Mais en réléchiflant fur cette mé-
thode, ona pu remarquer que le nombre des pro-
poftxons quon eft obligé de fe rappeller pour
lmtelhgence d'une propoftton nouvelle , s’ac-
croit & mefure que celleci s’¢loigne de Porigine
de la chaine qui les lie les unes aux autres.

Cette maniere de procéder a la démonftrz-
tion ou & la recherche des verltes mathéma-
tiques, eft fans doute lumineufé’ mais elle de-
vient de plus en plus pénible 2 mefure que ces
vérités s’éloignent davantage des connoiflances
primitives : elle a dailleurs linconvénient d’exi-
ger de la part de lefprit, de nouvelles reflources,
de nouveaux expédients, 3 mefure quon pafle 2
de nouveaux objets.

Cependant, quelque différents que foient les®
objets des recherches mathématiques, les rai-
fonnemens & les opérations qu’ils exigent, ont
des parties communes qu'on peut ramener a des
regles générales, a l'aide defquelles on peut fou-
lager Vefprit d’une grande partie des efforts que
chaguz nouvelle queftion fembleroit exiger. La
méthode qu'on appelle Analyfe, eft celle qui ene

@ ij
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v PREFUALCE.

feigne a trouver ces regles; & linftrument qu'elle
emploie pour y parvenir, sappelle I'd/gébre.

L’Algebre , ou lart de reprélenter par des
fignes généraux toutes les idées qu'on peut fe
former relativement aux quantités, eft 4 pro-
prement parler, une langue en laquelle nous
traduifons d’abord certaines idées connues; puis
par des regles conftantes, nons combinons ces
1dées A laide des caralteres de cette langue; &
enfin, interprétant les réfultats de ces combinai-
fons , nous en concluons des vérités que toute
autre maniere de procéder auroit rendues d’un
accés trés-difficile, & auxquelles méme il feroit
fouvent impoflible d’atteindre par une autre vote.

Les avantages principaux qu’on peut retiret
de cette.fcience , font donc de fe faciliter Iintel-
ligence & la découverte des véritds mathé-
matiques , & de fe procurer des moyens faciles
& des regles générales pour réfoudre toutes les
queftions gu'on peut propofer fur les quantités.

Les méthodes de I'Algebre ne nous étoient
point néceflaires dans les volumes précédents, ot
les objets étolent {imples ; mais la fynthele que
nous y avons employée, ne peut nous procuret
les mémes facilit€s pour traiter ceux qui nous
reflent 3 parcourir. D'ailleurs une des chofes
quon doit avoir en vue dans I'étude des Ma-
thématiques , c’eft moins d’accumuler un grand
nombre de propofitions, que d’acquérir Pelprit
de recherche & d’invention qui feul peut faire
mettre a profit les connoiflances que l'on a ac-
qui'es; or la maniere de procéder en Algtbre
e~d direCtement 4 ¢e but
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L’objet principal que nous nous propolons ,
en donnant PAlgebre dans ce volume-ci, eft de
nous mettre en ¢tat de traiter dans le (uwant,
la Méchanique , d'une maniere facile & utile. Mais
pour tirer de Algebre les avantages qu'elle peut
procurer, il faut s’étre rendu familier I'ufage
des difiérentes opérations qu'elle enfeigne, &
s’étre acccoutumé a interpréter les phrafes-de cette
Jangue ; c’eft pour cette raifon que nous avons
renfermé dans ce méme volume, pluficurs appli=
cations de P'Algebre & PArithmétique & a la
Géométrie. Nous nous étions propofés d’y fairs
entrer encore une autre branche de I'Analyie,
celle qui regarde les quantités confidérées comme
variables, ou du moins, d’en donner ce quj nous
feroit néceflaire pour quc!ques applications utiles
2 la Mechamque, mais une efpéce de néceflité
de conferver a cette troifieme Partie le méme
caradtere dimpreflion quaux deux premieres,
ne nous permet pas, d'exécuter ce projet pour lg
moment, fans palfer de juftes bornes.

Les dlﬁeremes méthodes quon a fuivies juf-
quici, pour expofer les principes de U'Algtbre,
fe réduifent a deux. principales. La premiere con-
fifte 3 donner les regles des quatre opéragions
fondamentales , & celles qui conduifent a la
réfolution des équations du premier degré, por
une voie qu'on peut regarder comme fynthld-
que. La feconde, qui el purement ana Vtiquc,
condult 2 trouver ces regies, en propof {ant des
queftions dont la réfolution, exige certaines opé-
rations & certuins raifonpemens, que par un
examen poltérieur, on trouve revenir les mémes
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dans toutes les queftions; & que par conféquent
on érige en regles générales. Cette dernicre mé-
thode f{embleroit d’abord préférable & la pre-
miere, en ce qu'elle paroit devoir flatter Famour-
propre des commengants, & irriter leur curiofité.
Mais fi Yon fuit réflexion , qualors lattention
eft nécefluirement pattagée entre trois objets,
feavoir, I'état de la queftion, les raifonnements
pour lexprimer algébriquement, & les opéra-
tions qu'il faut faire a Faidé de fignes dont la
{ignification échappe d’autant plus aifément
qu'on eft encore moins exercé a repréfenter fcs
idées d’une maniere abliraite , I me f{emble
qu'on doutera que cette méthode foit lz meil-
leure, dans les commencements , pour le plus
grand nombre de leGeurs. Ne produiroit-elle
pas, au contraire, un effet tout oppofé a celui
que quelques-uns lui attribuent? Les raifonne-
ments quelle exige, quoique fimples dans les
commencemeénts, ol , {ans doute, on ne traite
que des queltions fimples, ces raifonnements,
disje, devant étre tirés du fonds méme de celui
qui opere, ne I'humilicront-ils pas, lor{qu’ils
ne fe prélenteront pas 2 lui ? La méthode d'in-
vention fuppofe toujours une certaine finefle:
ceft celle qu'ont di fuivre les inventeurs, & pat
conféquent celle des hommes de” génie; or ceux-ci
ne font certainement pas le plus grand nombre,
Ce font ces confidérations qui nous ont dé-
terminé 4 fuivre la premiere méthode pour Pex-
pofition des regles fondamentales ;3 mais comme
un des objets que nous nous propofons, eft de
faire acquérir au le@eur cette méthode d’inven=-
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tion, nous n’avons f{uivi la premiere, que juf-
quol il nous a paru néceflaire de le faire, pour
que le défaut dhabitude des fignes algébriques 4
ne fit plus un obftacle & lintelligence de ce que
nous aurions a préfenter.

Nous ne dirons rien de la maniere dont les
chofes font traitées; ce neft plus a nous 4 la
juger. Mais nous croyons pouvoir nous arréter
un moment {ur quelques-uncs des matieres que
nous avorns confidérées; elles font de deux f{ortes :
les unes élémentaires ; les autres, au moins pour
la plus grande pame {uppofent qu'on s'eft rendu
lIes premieres trés-familicres. Pour les unes &
pour les autres, nous avons fait enforte de ne
rien omettre de ce qui peut étre utile. Nous
avons diftingué celles de la feconde forte, par
de petits caratteres : quelques notes répandues
dans l'ouvrage, & qui appartiennent a4 la partie
élémentaire, font a la vérité du méme caractere,
mais elles font diftinguées par une étoile. Parmi
les objets compris fous le petit caractere, nous
avons renfermé, entre autres chofes, 1°. le Pré-~
cis d'une méthode, qu'on trouvera avec plus
d’étendue dans les Mémoires de I’Académie des
Sciences pour Vannée 1764, & qui a pour objet
Iélimination des Inconnues dans les équations,
Ceft une partic de 'Algebre, fur laquelle il y a
encore bien des chofes a faire (*), & qui importe
d’autant plus 2 la perfeGion de cette fcience,

( ) Depuis la premx:re Edition de cet Ouvragc cetee partic de ’Al~
gibre ne nous parolt plus laiffer les mémes chofes 4 defirers Voyez
FQuvrage qui 2 pour titrg : Théorie générale des Equations, que nous
avons publié en 1779,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



viij PREF ACE

que la rélolution générale des équations en dé-
pend abfolument. 2°. Une méthode pour la rélo-
lution des équations. Nous ne dirons rien des
tentatives qui ont €té faites fur cette matiere
depuis la naiffance de lanalyfe, Nous remar-
querons feulement que jufqu’a nos jours, on n%a
pas paflé le quatriemc degré; on n'a pas méme
eu une méthode uniforme _pour les degrés qu ‘on
fait réfoudre. On trouve, a la vérité, dans I'Ana-
lyfe démontrée du P. Reyneau, une méthode
que lon y donne comme générale, & qui eft
die & M. Tfchirnaiis, qui la publia dans les altes
de Leiplik i mais indépendamment des calculs
rebutants & fuperilus auxquels elle entraine, elle
ne rduflit pour le quatrieme degrc que par une
modification de la regle ; & quelques réflexions
fur la forme que doivent néceflairement avoir
les racines des équations des degrés {upérieurs,
font Dbientdt voir qu'elle ne réulfiroit point
paflé le quatrieme degré. Les bornes que les ma-
tieres plus néceflaires & notre objet m’ont forcé
de donner & Vexpofition de la méchode que
je propofe, m'ont empéché dlentrer dans quel-
ques détails fur fon appucation au_cinguicme
degré & aux degrés fupérieurs. Je m'étois méme
propofé de ne rien publier fur ce (u]et que
lorfque, libre d’autres oc cupations, jaurois pu y
donner la perfeétion dont je le croyois fulcep-
‘tible; mais M. Euler ayant publié dans le tome IX
des nouv. Comment. de Pérershourg , qui vient da
paroitre , uie méthode fur la méme matiere , jz
conne ici les chofes, telles que je les ai trouvées
d’abord, ce& a- dlre {ur la fin de 1761. Au

refle
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refte,, on trouvera plus de détails dans les Mémoi-
res de I'’Académie ; on trouvera entre autres
chofes, une méthode pour les équations, dont
le degré eft marqué par un nombre compofé ;
cette méthode fimplifie le travail dans ces cas:
nous aurions pu l'employer ici pour le quatrieme
degré ; mais dans le deflein ou nous étions de
faire voir ce que I'on pouvoit préfumer de I'appli-
cation de notre méthode, aux degrés fupérieurs,
nous avons préféré d’obferver I'uniformité,

Sous le méme caraltere d'impreflion font en-
core compris beaucoup d’autres objsts que nous
avons cru deveir traiter, pour ne pas obliger de
recourir ailleurs.

Dans la feconde Sc&ion, nous nous {ommes
attachés d faire voir la maniere d'appliquer I'Al«
gebre, d’en traduire les réfultats, deles exprimer
par lignes. Nous avons tdché de faire bien enten-
dre comment I'Algébre comprend , dans une méme
équation, tous les différents cas d’'une quefltion ;
ce que lignifient les différentes racines, pofitives,
négatives , réelles ou imaginaires,

La connoiffance des principales propriétés des
fetions conigues, nous a paru devoir entrer dans
notre plan , quelques-unes de ces courbes {e ren-
contrant aflez {ouvent dans I'Archite@ure Na-
vale, Enfin, leur ufage pour la confiryétion des
équations nous y a encore déterminé. Nouvs
avons fait enforte de prélenter ces objets, & plu-
fieurs autres qu'on trouvera dacs le cours de
POuvrage, de maniere qu’ils devinflent le germe
de connoiffances plus érendues pour ceux qui
delireront les acq.,cur.

b
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I’ALGEBRE.

PREMIERE SECTION,

Dans  laquelle on  donne les principes
du calcul des Quantirés Algébrigues.

1. I__JE but de la fcience qu'on appelle
Algebre , eft de donner les moyens de rame-
ner a des regles générales Ia réfolution de
toutcs les queftions qu'on peut propofer
fur les quantités.

Ces regles , pour étre générales, ne doi-
vent pas dépendre des valeurs particulieres
des quantités-que I'on confidere , mais bien
de la nature de chaque queftion; & doivent
Etre toujours les mémes pour toutes les
queftions d’'une méme efpece. ’

Il fuit de1a que PAlgebre ne doit point fe

ALGcEBRE, A
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borner & employer, pour repréfenter lcs
quantites, les m&émes caratteres ouies mémes
ﬁgjn"s que UArithmérique. Eneffer, lorfqu‘c,
par les regles de celle-ci, on eft parvenu a
un réfultat, rien ne cetrace plus a Pefprit la
route qui y a conduit. Qu'une ou pluhcurs
opérations arithmériques m'aient donné 12

our réfultat, je ne vois rien dans 12, qui
m’indique i ce nombre eft venu de la mul-
tiplication de 3 par 4, oude 2 par 6,oude
T'addition de § avec 7,0u de 2 avec 10, 0u,
ea général, de toute autre combinaifon d’o-
pérations. L’Arithmérique donne des regles

our trouver certains réfultats ; mais ces
réfultats ne peuvent pas fournir des regles.
L’Algebre doit remplir ces deux objets; &
poury parvenir, elle repréfente les quantités
par des fignes géndraux, (ce font les letrres
de 'Alphabet ) qui n'ayant aucune relatio'l
plus particuliere avec un nombre qu avec
tout autre , ne repréfentent que ce quon
veut ouce que l'on convient de leur faire
repréfenter, Ces fignes toujours préfents aux
yeux dans toute la {uite d’un calcul , confer-
vent, pour ainfi dire , Pempreinte “des opé-
rations par lefquelles ils paflent ; ou du
moins ils offrent dans les réfultats de ces
opérations, des traces de laroute quondoit
tenir pour arriver au méme but par les
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moyens les plus ﬁmples Nous né noud at-
tachons point ici a divelopper davantage
cette Iégere idée que nous donnons de I'Al-
gebre s la fuite de cet Ouvrage y eft deftinde.
Non-feulement on repréfente, en Alge-
bre, les quantités, par des figned généraux:
on y repréfente aufli leur maniere d'étre les
unes a I'égard des autres, & les différentes
opérations qu’on adeffein de faire furelles:
en un mot, tout eft repréfentation ; & lorf-
qu’on dit qu’on fait une opération, c’eft une
nouvelle forme qu’on donne a une quantité.
A mefure que nousavancerons , nous ferons
connoitre ces différented-manieres de repré-
fenter ce qui a rapport-Mux quantités.

Des opérations fondamentales fur les
Quanzites confidérées généralement.

2. On fait en Algebre, fur les quantités
epréfentées par des lettres, des opérations
analogues a celles qu’on fait en Arithméri~
que {ur les nombres ; c’eft-a-dire,, qu'on les
ajoute, on les fouftraic, on les muldiplie,
on les divife, &c; mais ces opérations dif-
ferent de celles de T'Arithmérique, en ce
que leurs réfulcats ne font fouvent que des

indications &’ opérations arithmériques,
A a
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2 Cours
De 'Addition & de la Souﬁra&'ion.

. 3. L’addition des quantités femblables
n’a befoin d'aucune regle; il eft évident que
pour ajoucer une quantité repréfentée par q,
avec la méme quantitéa, il faut écrire 2 a.
Pour ajouter 2a, avec 3 a, il faut écrire 5a,
& ainfi de {uite.

Quant aux quantités diffemblables, &
qu’on repréfente toujours par des lettres dif-
férentes, on ne fait qu'indiquer cette addi-
tion ; & ccla s’indique par le moyen de ce
figne 4, qui fe prononce plus. Ainfi, {i 'on
veut ajouter une quangité repréfentée par g,
avec une autre repréfentée par b, on ne peut
faire® autre chofe qu'écrire a—4; enforte
qu’on ne connoit véritablement le réfultar
que quand on connoit les valeurs parti-
culicres des quantités repréfentées par a
&parb;fiavaury, & {i b vaut 12, a 4
vaudra 17. -

Pareillement, pour ajouter ga -+ 35, avec
9a+2c& gb-+3d,onécriraga -+ 36+
9a-t2c—+9b—+3d; & raffemblant les quan-
tités femblables , on aura 14 a~+ 12 5+2¢
—+ 3 d.

4. Il y ales mémes chofes a dire fur la
fouftrattion que fur I'addition. St les quan-
titds font femblables, on n’abefoin d'aucune
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regle : il eft évident que fi de 5@ onveut
retrancher 2, il refle 3 a.

- Maisfiles qu'mtltés font dxﬂcmblablcs on
ne peut qw’indiquer la fouftrattion; cela §’ins
dique a 'aide de ce figne—,qu’on prononce
en difant moins. Ain(ifi I'on a b a retrancher
de a,on écrira a—b. Pour retrancher 35,de
§ a, on ¢crira §a— 4. Pour retrancher 5 a
-—}—45 de ga—+ 65, 0n écrira sa -+ 6b—sa
—a4b, & faifant dédu&tion desquantitésfems
blables {ce qu'on appelle faire la rédudiion) y
on a pour refte g4a 25, Enfin pour retran=
cher sa—+ 3b—- 4¢ de Ga—+ 45—+ 4d, on
écrira 6a 440+ 4d—s5a—3b—4c, & en
réduvifant, on aura a b~ 4d — 4c.

. Un nombre qui précede une lettre 4
s appelle le coéfficient de cette lettre 5 ainfi
dans 35, 3 eft le coéfficient de b, Lorfqu une
letere doit avoir 1 pour coéfficient , on ne
* met pointce coéfficient : ainfi lorfque de 32
on retranche 2a, il refte 1a; on écrit feule
ment a. Il faut donc bien fe garder de
¢roire que le coéflicient d’une lettre , lorfs
qwil ne paroir point , {oit zéro; il eﬁ alors
Yunité ou 1,

6.Ilimporte peu dans quel ordre on écrive
les quantités qu'onajoute ouqu’on retranche;
filon a gd ajouter avec b, on peut indiffé~
remment écrire g+ b ou 6+ a; & pour res

Az
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trancher b de a, on peut écrire également

a-—b ou —b-+a. Mais comme on prononce
lus aifément les lettres; dans Uerdre alpha-

ﬁétique que dans tout autre , nous fuivrons

cet ordre autant que nous le pourrons,

7. Remarquons encore que lorfqu’une
quantité n’a point de figne, clle eft cenfée
avorr le figne =+ ; a eft la méme chole que
=+ a. On eft dans Pufage de fupprimet le
figne dans la quantité qu'on écrit ta pre-
miere , lorfque cette quantité doit avoir le
figne ~+; maisfi ¢lle devo tavoir le igne—,
il ne faudroit pas I'omettre.

1 .8» Lorfqu'apres une opération on pro-
cedea la rédution il peat arriver que 'on
ait une quantitd 3 recrancher d’une autre

lus petite : alors on retranche la plus pe-
tite , de la plus grande, & on donne au
refte, le figne de Ia plus gtande. Par exem-
ple, fi aprés avoir ajouté 24 - 34, avec
ga—7b,0n veut réduire le réfultat 204
3b—+ 5a—4b 4 on écrira 7a— 4b, enre-
tranchant 35 de 75, & donnant au refte 4b,
le figne qu'avoit 7b. En effet le figne—de 75
dansla quantité ya—7b, indique que 75 doic
étre retranché , mais fi Uon vient a augmen-
‘ter ga— 7b de la quantité 22+ 35, H eft
vifible que les 35 qu’ont ajoute , diminuent
d’autantla fouftration qu’on avoit a faire; il
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e deit donc plus y avoir que 44 & retran-
cher; il faut donc qu’il y ait—4b dans le
téfultar. De 13 nous concluerons certe regle
générale: L addirion des quantites algébr iques
Je fait en écrivant leurs parties o d la fuite les
unes des autres , avee leurs f:, ignes tels qu'ils
font ronréduit erzﬁuze les quantirés femblables,
dune feule , en raffemblant d’une pare , toutes
celles quiont le figne—+, & d'une autre part ,
toutes celles qui onrle figne—; enfinon retran-
che le plus petzt refuliar du plus grand , & on
denne au refle , ef ne qu’avoir le plus grand.

ExemMpuroe

On veut ajouter les quatre quantités {ui-
vantes: sa—+3b—4¢
20 — §b—-6c+2ad
a— 45— 2c+ze
7a-+ 46 — 3¢ — 6¢

Somme. . ... sa—t3b— 4c4-wg—g b4
6c+o2d-~a— 4b — 20+ 3¢ -+ 7Ta-4b
— 3¢ — 6é.

Faifant la rédu@uon, jai pour les e, 15 a3
pour les b, yai 4 7b d’une part & — 9b de
Iautre , & par conféquent — 25 pour refte
pour les ¢, ai— 9¢ d'une part , & 4 6¢ de
P'autre, & par conféquent — 3¢ pour refte 3

réduifant les autres de méme, on trouve
Ag
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enfin 1y @ — 25— 3¢+ 2d — 3e.

9. Les quanticés {éparées par les fignes
-+ & —, sappellent les zermes des quantités
dont elles font partis.

1 0. Une quantité eft appellée Monome ,
Binome, Trinome, &c, felon qu'elle eft com-
pofée de 1, ou de 2, ou de 3 &c, termes ;
& une quantité compofée de plufieurs ter-
mes dont on ne définit pas f¢ nombre, s"ap-
pelle en général un Polynome.

11. A D égard de la fouftra&ion des
quantités algébriques, voici la regle géné-
rale : Changez les fignes des termes de la quan-
2ité que vous devey fouftraire, c'efi-a-dire,
- changez <~ en—, & — en —+; ajoutez enfuite
cette quantité , amﬁ changée , avec celle dont

on doit fouflraire , & réduifez.

EXxXEMPLE.

Dec 6a~— 35 4 4c on veut retrancher la
quantité sa— sb -+ 6c.

A la fuite de 6a — 35 +4¢, j'écris—5a
—-35b — 6¢, qui eft 1a {econde quantité, dans
laquelle on a changé les fignes ; & j’ai 6a—
36—+ 4c—s5a+ 5b— 6¢, & en réduifant,
a-+ 2b— ac pour refte.

Pourrendreraifonde cetre regle, prenons
un exemple plus {imple. Suppofons que de
¢ onveuille retrancher b, il eft évident qu'on
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doit écrire a — b; mais {i de a on vouloit re-
trancher b-c,jedis quil faut écrire a-5 4~ ¢;
en effce il eft clair qu'ici ce n'eft pas 4 tout
entier qu’il s'agic de retrancher, mais feule-
ment & diminué de ¢3 fi donc on retranche
d’abord 4 tout entier en écrivant a — b, il
faut enfuite , pour compenfer , ajouter ce
qu’on a oté de trop, il faut donc a]outer ¢, il
faut donc écrirea — b + ¢, cett-a-dire,
quil faur changer les ﬁgnes de tous les
termes de la quantité qu’on doit fouftraire.
Dans lesnombres, cetee attentionn’eft pas
néceffaire, parce que fi Pon avoit 8—3, par
exemple, a retrancher de 12, 0nh commen-
ceroit par diminuer 8 de 3, ce qui donneroit
s quon retrancheroit de 12, &-on auroit 7
pour refte ; mais on voic anﬂi qu'on pour-
roit retranchier d’abord 8 de 12, & au refte
4 ajouter 3 ce qui donneroit également 7;
or c’eft ce dernier parti qu'on prend & qu'il
faut néceffairement prendre en Algebre 3
parce qu'on ne peut faire la réduction préli-
minaire comme fur les nombres.
I 2. Les quantités précédées du figne+,
{e nomment quantités pofitives; & celles qui
font précédées du figne—, {&¢ nommene
quantités négarives. Nous entrerons par la
fuite, dans quelque détail {ur lanature & les
ufages de ces quantités confidérées fEparé-
ment ['une de l'autre,
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De la Multiplication.

1 3. La multiplication algébrique exige
quelques coufidérarions qui lui {ont particu-
lieres, & quin’ont paslicu dansla multipli-
carron arithmétique, Indépendamment des
quantités, il y a encore les fignes a con-
fidérer. . |

Aurefte | 3 ng confidZrer que les valeurs
nuificriques des quantités repréfentées pap
les lettres, on doit fe former de la multipli-
cation algébrique la méme idée que de la
muleiplication arithmétique ( Arich. 40);
ainfi, multiplier a par 4,c’eft prendre la quan-
tité repréientée para , autant de fois qu’il y
a d’unités dans la quantité repréfencée par 5.
T 4. Mais comme Vobjet eft ici de faire
ou de repréfenter la multiplicarion indépen-
damment des valeurs numériques des quan-
tieés, il faut convenir des fignes par lefquels
nous indiquerons cett¢ multiplication.

On fait fouvent ufage de ce figne x, qui
fignifie multipliepar; enforte que axb fignifie
a multiplié par 5, ou que P'on doit multiplier
a par b.

QOn fait avfli ufage du poiat, que on in-
terpofe entre les deux quantités qu’on doit
mulciplier; enforte que a.b & axb fignifieit
la méme chofe,
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Enfin onindique encore la multiplication,
{ dumoins entre les quantités monomes ) en
ne mettant aucun figne entre le multipli-
cande & le multiphcateur, ainliaxb,a.b,
ab font trois expreflions dont chacune déﬁ.—
_gne quon doit multiplier ¢ par 4. Cette der-
"niere eft la plus ufitée.

1 5. Pour muluplier ad par ¢, on£crira
donc abec. Pour multiplier ab par ¢d, on
écrira abced, & ainfi de fuite: il importe
peu d’ai}leurs dans quel ordre ces lettres
foient écrites, parce.que ( Arirh. 44 ) le prov
duiteft tonjours le méme dans quelque ordre
qu’on multiplie.

I 6. Lors donc gu'a T'avenir nous ren-
contrerons une quantité comme a b, ou abc,
ou a bcd, &c, dans laquelle piuﬁeurs lettres,
fe trouveront écrites de fuite fans aucun
{igne , nous en concluerons que cette quan-
tité repréfente le produit de la mulmphcas
tion fucceflive de chacune des lettres qui
la compofent.

17. Nous avons nommé ( Arith. 42)
{ateur d’un produit, tout nombre qui, par
la multiplication , a concoutu i former ce
produit 3 ainfi dansab, a & b font les fac-
teurs j dans abc,les fadteurs fonta, 4, ¢,
& ainfi de fuxte.

1 8. Il fuit de la regle que nous venons

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 Cours

de donner {15), que e pmc{uit de la multi-
plicauion de pluficurs quantités algebriques
monomes , doit renfermer toutes les lettres qui
feaouverzt tane dans le muliiplicande que dans
le multipiicatevr.,

Cela pofg, fi les quantités qu’on doit mul-
tiplier , €roient compofdes de la méme let-
tre, cetee lettre fe trouveroit donc éerite
dans le produit qurant de fois quelle left
dans rous lee faltuars en('cmble, quel que foit
Ic nombre des quantités quon ait a multi-

lier 5 ainfi a multiplié par a donneroit aa;
a ¢ multiplié par aaa,donnereit aaaaa;
a ¢ multiplié par a a a & multiplié encore
par a,donnervitaaaaaa. ;

9 Dans ce cas , on eft convenu de n’é<’
crirs cette lettre qu'une feule fois , mais de
marquer , par un cniffre qu'on appelle Expo-
fant, & qu'on place fur la droite & un peu
au-de{Jus de la lettre, combien de foiscette
Yorere eft facteur, ou combien de fois elle
doit étre dcrite. Au lieu de aa, on écrira
donca®; au lieu de a a a, on écrira a’; au licu
deaaaaa,onécrira ¢’y & ainfi des autres,
Souvenons-nous donc a Yavenir , que lexpo-
fanr &une lettre, inarque combzen de fozs cette
Jeptre eft fzc’t’mr dans un produit. Dans a* b* ¢
il y a trois falteurs de valeur différente ,
favoir a, b, ¢ mais, de ces lettresy Ja pre-
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miere eft fa&teur trois fois; la feconde, deux
fois, & la troifieme, une fois : en effet a*s’c
équivaut aaaabbe.

Il faut donc bien fe garder de confondre
Yexpofant, avec le coéfficient ; de confon-
dre, par exemple, a* avec 24, @’ avec 34
'dans 2a, le coéfficient 2 marque que a eft
a;outé avec a, c’eft-3-dire, que 2q équivane
a a-taj mais dans a* le‘cpolant 2 MArque
que la lettre a devroit écre derite deux fois
de fuite fans aucun figne ; qu'elle eft mulri-
pliée par elle-méme, ou enfin qu’elle eft facs
teur deux fois ; c’elt-a-dire, que a” égquivaur
aaxajenforte que fi a vaut 5, par exemple,
2 g vaut 10j;mals ¢* vaut ay.

20. On voit donc que pour multiplier
deux quantités monomes qui auroient des lettres
communes , on peus abreger Lopération, en
ajoutant rout de fuite les expofants des lerires

femblables du multzpll‘.ande & du mu/r'plzca-
eur.Amﬁ pour mulmphcr a’ par a*, yécris a®,
c’eft-a-dire, que j'écrislalettre g en lui don-
nant pour expofant, les deux expofants § &
3 réunis. De memc our mulczpuer a b¢
par a* b c d, y'écris @ B° ¢* d, en écrivaiie
d’abord toutes les lettres leércmcs abcd,
& donnant enfuite a la premiere pour expo-
fant 7 qui eft la fomme des expofants 3 & 43
a la feconde, 5 qui eft la fomme des deux
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expofants 2 & 3 ; & 2 la troifieme, 2 qui eff
la fomme des deux expofants 1 & 13 car
quoique Pexpofant de ¢ ne foit pas marqué,
on doit néanmoins fous-cntendre quiil eft 1,
puifque ¢ eft falteur une fois; donc route
letzre dont Uexpofant n'eff point écrit, eft cen-
Jée avoir 1 pour ex/ofarzt & réciproquement
toutes les fois qu'une lettre devra avoir 1 pour
expofant , on peut fe difpenfer d’écrire cet
expofant.

Telle eft 1a regle pour les lettres dans
les quantités monomes.

2 1. Quand les quantités monomes font
précédées d’un chiffre, c’eft-a.dire, d’uncoifs
ficient , il faut commencer la multiplication
par ce coéflicient, & cetee multiplication fe
fait fuivant les regles de I'Arithmétique;
ainfi pour multlphcr s apar 3 b, je multiplie
d'abord § par 3, puis @ par b, & j¢ trouve
15 ab pour prodmt Parexlk‘ment i jai
122’b*amultiplier par 9a*h’, ] aura1108a76’

Nous avons dit en Arithmétique, qu'une
quantité éroit élevécala premiere, feconde,
troifieme , &c , puiffance , ou au premier 4
fecond, troificme dégré, felon qu'elle étoit.
fa&eur 1, 2, 3, &c, fois ; donc une lettre qui
a pour expofant 1, ou 2, ou 3, 0u 4, &,
eft cenfée élevée 2 la premiere ou i la fe-
conde, ou a la troifieme puiffance ; ainfi a*
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cft la feconde puiffance ou le quarrd de a3
a’ eft le cube ou la troifieme puiffance de g,
ainfi de fuite.

2 2. Ces principes pofés, venons i la
multiplication des quantités complexes. 11
faut, pour certe multlphC'ltlon fuivre le
méme procéde quon {uit en Anmmcuquc

our les nombres qui ont plufteurs chiffres,
c’eft--dire, qu’il faut multiplier fuccefiive-
ment chacun des termes-du multiplicande,
par chacun des termes du multiplicateur
& cela en obfervant les regles que nous
venons de donner pour les monomes. On
neft point aflujecti comme en Arithméti-
que , 3 opérer en allant de dreite 4 gauche
plutétque de gauche a droxce, cela eff indif-
férent, nous prcndrons méme ce dernier
parti qui eft le plus en ufage.

ExemprLE

On propofe de multiplier a + b.

Par . . L) Ld L] L] ‘. L C

Produwit. . . . . ac+bc
1% Je multiplic apar ¢, cequi (15)me
donne ac. 2°. Je multiplie b par ¢, ce qui me
donne bc; j'ajoute ce fecond produit au
premier en les uniffant par le figne—+, &
Jai ac 4 be pour produic total, .
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S’il y aveit un fecond terme au multiplis
cateur, je multiplierois atuellement par ce
fecond terme ; & jajouterois ce {econd pro-
duit au premier.

"ExeMmprLe II

Sijavois.. . . a4
a mult_iplie.r par..c4d

Produit. . . .ac+bc+ad+bd.
Aprés avoir multiplié a & & par e, ce qui
donne ac+bc, je multiplierois aufli a & b
pard, ce quime donneroitad - 5d, qui
joint au premier produit , donne ac+ b¢ -
ad+ bd. En efter, multiplier e 45 par
d - ¢, c’eft prendre non-feulement g, mais
encore b, autant de fois qu'il y a d’unités
dans la totalité de c+-d, ceft-a-dire, autant
de fois qu'il y a d’unités dans ¢, plus autant
de fois quil y a d'unités dans 4.

Exempre IIL

On propofe de multiplier a~—5
Par. « « « « . . .C_

Produit. . . . . ..ac—be
Apres avoir multiplié a par ¢, ce quidonne
ac, je multiplic b par ¢,ce quidonne bc;
mais au licu d’ajouter ce dernier produit au

premier, je U'en retranche , parce qu’ici’ c;;
n’c
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reft pomt lafomme des deux quantitésa & 5
qu’il s'agit de multiplier, mais feulement
leur différence, puifque a — b fignifie qu’on
doit retrancher b de g; or fi l'en multiplic a
tout entier, ainfiqu'enle faxt parlapremiere
opération, il eft vifible qu’ony mult‘plw de
trop la quantité b dontadevoitérediminué;
il faut donc oter de ce prounr, la quantité ;
multiplié par ¢, c’eft-a-dire, 6ter b c.

Dansles nombres,cette attention n ‘eftpas
néceflaire, parce qu'avant de faire la multi-
plication, on feroitla fouftraltion qui eftin-
diquéeicidansle multiplicandc Sil'onavoit,
par exemple , 8 — 3 a multiplier par 4, on
réduiroit tour de fuite le multiplicande 8—3
a 5 que 'on multiplieroit enfuite par 4. Mais
on voit aufli qu’on viendroit égalcment au
méme réfultat en multipliant d’abord 8 parg,
ce qui donneroit 32, puis 3 par 4, ce qui
donneroit 12; & retranchant ce dernier pro-
duit du premier , on auroit 20 comme_ par
la premicre voie ; or cette feconde manicrey
quil feroit peut éwre ridicule d'employer
pour les nombres, devient indifpenfable
pour ley quantités lictérales, puifque dans
celles-ci la fouftraction préliminaire ne peut
avoir lieu.

Ar6 £t BRE, B
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Exempire IV.
On propofe de multiplier a—5
Fars « « o« o v o Jc—d

Produit . . . .ac—:bc—-aa’+bd

Onmultipliera d’abord a—b par e, ce qui
dvnhera ac - be;on muitipliera enfuite g—5b
par d, ce qui donnera ad — bd; enfin on
retranchera ce fecond produit e — b4, du
premier, & ( 11) on aura ac—bc— ad-+bd
pour produit total.

En effer, puifque le muldiplicateur eft
m~-ydre que ¢, de la quanticé 4, il marque
«7.0'1k ne faut prendre la multiplicande quau-
tant de fois qu’il y a d’unités dans ¢ diminué
e d; or comme on ne peut faire cette dimi-
nucionava it lamultiplication, on peut prens
dre d’abord a—b autant de foisqu'ily a d'uni-
tés dans ¢, Ceft-a-dire, multiplier a—b pare,
ruis en retrancher a—»5 pris autant de fois
quil y a d'unités dans &, ceft-a-dire, en
retrancher le produit de a—b par d.

2 2. Si lon fait attention aux f{ignes des
termes qui compofentle produit total ac—be
~—ad-+bd, & qu'onles compare avec les fi-
gnes des termes du multiplicande & dumul-
tiplicateur qui les ont donnés, on obfervera
1°. que le terme a qui eft cenfé avoir le
figne—, étant multiplié par Ie termec quieft
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genfé aufli avoir le figne-t-, a donné pout
prodult ac qui eft cent avoir le figne -+.

2% Que le terme b qui ale figne —, érant
multipiié par e terme ¢ qui eftcenfé avoirle
ficne ~+ a donné pour produit 4 ¢ avec lé
ﬁ’*ne —_—

3. Quele terme a qui ale figne -+, mul-
tiplié par le termedquialc ﬁdne—- a donné
pout produit a 4 avec le ﬁgnc _—

4°. Enfin que le terme b qui a le figne—,
€rant multiplié par le terme ¢ qui a aufli le
figre—, a gonne pour produit le terme bd
qui ale figne ~+.

Doncé Pavenirnous pourronsreconnoitre
facilement dans les multiplications parnel-
les, i les produits particuliers doivent étre
ajoutés ou retranchés 3 il fuffira pour ccla
d’obferver les deux regles fuivantes que
nous fourniffent les obfervations que nous
venons de faire.

2 4. 8i les dewux termes que Pon doit multi-
plier lun par Lautre, ont rous deux le méme
fignie, c’eft-a dire, ou tous denx ~+ou rous
dewx —, leur produir aura toujours lefgrze+
Si au contraireils ont differents fignes,c’efl-d-
direy Pun ==& Lautre — joulun — & Lau=
trc+ y leur produit aura toujours le frgne —.

ATaide deces regles & de celles que nous
avons données (15, 20, 21 & 22) on eft

B2
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en dtat de faire toute multiplication algé-
brique. Mais pour procéder avec mérhode,
on obfervera d'abord la regle des fignes,
puis celles Jus cocfficients, enfin cellos des
lettres & des cxpofants.
‘Terminons par un exemple ol toutes ces
regles foient apPhquLcs

Exempre V.
On propofe de multiplier jg42435-44°5>

Par « o4 a4 v ad—gath+-r53

sa’ ~——vatb4-4u56?
—20a°b4-8a’h* 160153
~—10a+b3-—4a3bt— 8ahs

Produit ;a7 = 22a5b—4~12a’° b wmm521b5 — 40 b4=p-8a%h)

Je multiplie fucceflivement les trois ter-

mes §a*,—2a’b,+4a*b*, par le premier cer-

me g’ dumultiplicateur. Les deux termes 5ot

& a’ ayantlemEme figne, le produit doit (24)

avoir le fione ~+; mais (7 );omets ce {igne,

pa-ce qu al appamcm au premier terme du

pro iuit. Jemultiplie enfuite Ie coéflicient §

du. %, par le coéfficient 1dea’ (21 ), ce qui

> Jrnne g enfin multlpliant a* par &’ {elon

la reale donnée (20), © cﬁ-a-d1re ajoutant

o g c‘cpo;ants 4 & 3,731 a7, & par con-
aznt 5@’ pour produit.

Je pafle au terme—a2a’h; & pour le mul-

T3 lier par @’y je vois que les {ignes de ces

deux quantités ¢tant différents, le produit
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doit avoir le figne—; je multiplieenfuite le
coéthctent 2 de @’b par le cocticient 1 de
@’ ; & enfin @b par a*, & j'ai—~ 2a% pour
}rodult

Parun procédéfemblable, le terme—+4q°5*
multiplié par o* dennera - 4a’b’,

Apres avoir multiplié tous les termes du
multiplicande par @, il faut les multiplier par
le fecond terme — 44 du muitiplicateur.
Le terme sa* mulciplié par —4a ’b de figne
difiérent donnera — 204%; le terme — Y
multiplié par — 445 de méme figne, don-
nera -i- 8a°6%; & le terme—- 4a°5” multlphé
par— 44’6 de fi figne différent, donnera —
16a*h3.

Enfin on paffcra a la multlphcatxon parle
terme—+25%, & en {uivant les mémes regles
on trouvera —+ 10a*h—4a’b* -+ 84’5 pour
Ies trois produits partiels.

Faifant attention que parmi tous les diffé~
rents produitspartielsqu’onvientde trouver,

-il y a des termes femblables, cell-a-dire,
compof¢s des mémes lettres avec les mémes
cxpofants, on fera larédulion enréuniffant
ceux qui ont le mémefigne & déduifant ceux
quiont des fignes contraires, ce qui donnera
enfin 54’ —22a°0 4~ 120°0*—6a*h’—4a’b*
=-8a’b% pour prodmt total.

2 5. Comme il importe de fe familiarifer

B3
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avecla pratique de cette regle, nous joignons
1c1 pour exgrcer les Commencans , une table
qui renferme plufieurs exempics. I\ous ajou-
tcrons en méme-temps quelques remarques
fur quelques-uns de ces cxemples,

Dans le premier,-on a multplié a5 qui
repréfente généralement la fomme de deux
quamités, par a—0b qui repréfente généras
lemicnt feur différence, & 'on trouve pour
produit @>—b* qui eft ladi{férence du quarré
de la premiere au quarré de la feconde , ou
Ia difiérence des quarrds de ces deux quan-
tités. On peutdonc d&rcgum lement que la
Jomme de deux quantités, multiplice par leur
différence , donne tou]ours pour produit la
différence des quarres de ces mémes quantiés.
Quel on prenne deux nembres quelconques,
5 & 3, par excmple ; leur fomms eft 8 & leur
différence 2, lefquelles multiplides 'une par
Vautre donnent 16, qui eft en effet la diffé-
rence du quarré de 5 au quarré de 3, ceft-a-
dirc, de 25 a 9. Bt réciproquement, la diffe-
rence des quarres de dei < quaniiies , peut tous

ours étre confiderce comme formée par La mul=
tiplication de la foinme de cos dens g’uantm’s
par lewr dﬁxeme. Ainfi la quantité b°—

qui efl la distérence du quarré de b au Cu‘rré
de ¢, vient de la muitiplication de [J—;-c par
b —c. Ces deux propoﬁuona nous f{cront
utiles par la fuite,
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Cn peut déja remarquer en paffant, un

des ufages de I’Algebre pour découvrir des
vérités générales.

Le fecond exemple fait voir, d’'une ma-
niere générale & {imple , ce que nous avons
dit en Arithmétique fur la compofition du
quarré, favoir, quefe quarré de la fomme a—+Db
de deux quantités, eft compofé du quarré a* de
la premiere, du double 2ab de lapremiere mul-
tipliée par la feconde, & du quarié b* de la
fecande. .

Le troifiecme exemple confirme ce que
nous avons dit aufli en Arichmécique fur la
formation du cube. On y voit a*+2ab-+5%,
quarré dea —+ b, qui aprés avoir été multi-
plié par a-+4, donne a4~ 30*6+3a6*4-5%,
dont le premicr terme eft le cube dea, le
fecond qui eft le méme que 3a°x5, eft le
triple du quarré de a, multiplié par 4: on
voitde méme que 3ab* eft le triple de a mul-
tiplié par le quarré de 63 & enfin b eft
lc cube de b.

2. &. Pourindiquer lamultiplicationentre
dcux quantités complexcs , on eft dans 'ufa-
ge de renfermer chacune de ces deux quan-
tités entre deux crochets, & d'interpofer-
entre-elles un des (ignes de mulriplication
dont nous avons parlé plus haut (14); quel-
quefois méme on ninterpofe aucun figne,

B4
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ainfi pour marquer quclatotalité de la quan-
tité a’--3-b4-b* Joit étre multiplide par la
totalitd de 2a--34, on éerit { o 4~ 3264+-67)
x (204-38) ou (4*+=3ab- +—b’,. (2a+-3b) ou
fimplement (2 —rgaé—k by (2a-tab). Qucl—
quefoisauiieud’Cerire chaque qualmtc entre

deuxcrochets,oncouvre chacuned’uncbarre -

en Ccette maniere , a* +=3ab-i=b*x 2a 4= 35,
27. Il y a beaucoup de cas ouil eft plus
avantageux d indiquer la mulciplicarion que
de Pexéeuter. O ne peut donner de regles
générales fur ce ﬁ.y‘t, parce quccela dépend
des circonftances quidonnentlicu a ces opé-
rations : nous verrons par la fuite p'uﬁpurs
de ces cas. Cleft 1princ'xpalemcn'c par 'ufage
qu'on apprend 2 les diftinguer. On peut ce-
cndant dire affez généralement, qu’il con-
vient de {e contenter d’indiquer les mulei-
- plications, lorfque celles-ci doivent étre
fuivics de la divifion § parce que cette der-
niere opéramon S exécu*ant fouvent, ainf
qu’on vale voir, parda feule fuppre[ﬁon des
{adtcurs communs au dividende & au divi-
feur, on diftingue plus facilement ces fac-
teurs communs , lorfqu’on na fait qu 1ndL~
quer la multmhcatlon.
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De la Divifion.

&. La maniere de faire cettc opération
en Algtbre, dépend beaucoup des fignes que
nous fommes convenus d’ cmhioycr pour la
multlphcatmn L’objet en cft d'ailleurs le
méme qu'en Arithmétique. -

2 9. Lor{que la quantité quon propofera
a divifer n’aura aucunelettre commune avec
lc divifeur, alors il n’¢ft pas poffible d’exé=
cuter Popération; on ne peut que Vindiquer,
& cela fe fait en derivant le divifeur au def~
fous du dividendc, cn forme de fraélion, &
féparant 'un de l'autre par un trait; ainfi
pour marquer quon doit divifer a par 4, on

derit =, & Pon prononce a divife par by pour

marqucr quon doit divifer aa+-bb par c+d,

. aa-4hb
on écrit ———,
c-d

3 ¢. Lorfque le dividende & le divifcur
font moncmes, {i toutes lcs lettres qui fe
trouvent dans le divifeur , {e trouvent aufly
dans le dividende, la divifion peut &tre faite
exaftement, & on l'exécutera en fuivant
cette regle.... Supprimey dins le dividende ,
routes les leitres quilut font communes avec le
divifeur ; les lettres qui referont , compoferont
le quotient, Ainfi pour divifer a b par a, ]e

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



26 CoUuRrs

fupprime a dans le dividendea b, & j'ai b
pour quotient. Pour divifcr abc para b, je
fupprime ab dans le dividende, & j'ai ¢ pour
quotient.

~ Eneffet, puifque (15) les lettres derites
fans aucun figne interpofé, font les facteurs
delaquantité dans laquellcelles entrent, les
lettres du divifeur, qui font communes au
dividende, fontdonc fatteurs de ce dividen-
de ; or nous avons vu ( Arith. 69) que lorf
qu’on divifeun produit parun defes facteurs,
on doit trouver pour quotient l'autre fac-
teur;donc le quotient doit &tre compo’d des
Iettres du dividende, qui ne font point com-
munes entre celui-ci & le divifeur.

3 1. I fuit de-la que lorfqu'il y aura des
expotants, Ja regle quon doit fuivre, eft de
retrancher ["expofant de chaque lestre du divi-
Jeur . de [expofant de pareille lettre du divi-
dende ; ainfi pour divifer @ par a*, je re-
tranche 2 de 3, il me refte 1, & par con-
féquent j’ai o' ou a pour quotient, De méme,
ayant a divifer a*4’¢® par a’4c, jaurai a*b* c.
En cffet % eft la méme chofe que 22 qui

a aaq

felon la regle donnée (30), fe réduit 4 g,
en Otant lés lettres communes au dividende
& au divifeur. En général , puifque le quo-
tient nedoit avoir que lcs lettres qui ne font
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oint communes audividende & audivifeur,
;’expofant de chaque letfre du quoticnt ne
doit donc étre que la différence entre les
expofants de cette lettre dans le dividende
& dans le divifeur.

3 2.Doncfiune lettre ale méme expofant
dans le dividende & dans le divifeur, elle
aura z€ro pour expofant dans le quotient;
ainfi ¢* divifé par o® donnera a°; a*be* divi{é
par a*bc?, donne a'6"c® ou ab°c®. Dans ce
cas, on peut {e difpenfcr d'écrire les lettres
qui ont o pour expofant ; car chacune d’elle
n’eft autrc chofe que l'unité. En effet, lorf=
qu'on divife a* par @’, on cherche combien
de fois a’ contient a" or il le contient évi-
demment 1 fois;le quotient doit donc &tre 1:
d’un autre coté a* divifé par o’ donne pour
quoticnt, ¢ 5 donc @° vaut 1. ¥n général,
route quantité qui a 3€ro pour expcfant; vaue 1.

3 3. Si quelques leteres du divifeur ne
font pas communes au dividende, ou fi qucl-
ques-uns des expofants du divifeur fonr plus
grands que ceux de pareilles lettres du divi-
dende ; alors la divifion ne peut érre faite
exaltement : on ne peut que U'indiquer com-
me il a été dit ci-deffus (29). Mais on peut
fimplifier le quotient ou la quanticé fradlion-
raire qui le repréfente alors. La regle quil
faut fuivre pour cela, eft de fupprimer dans
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le dividende & dans le divifeur, les lettreg
hui leur {ont commuires ; enforte que s'il y
a des erpofantz, on efface la lettre quia le
plus petit expofant, & l'on diminue de pa.
reiie quantité le plus grand expofant de Ia
méme lettre. Par exemple, {i Pon propofe
de divifer a’f¢® par o*bct, on écrima-a—::%:q
que 'on réduira en cette maniere; on effas
céra a* dans le divifeur, & Uon écrira feu-
lement «® dans le dividende ; on effacerad
dans le dividende, & 'on écrira feulement 5*
dans le divifeur; enfin on effacera ¢* dans le
cividende, & 'cn écrira feulement ¢ dans le

e s - a’
divifcur; enforte qu'on aura ;- On trouvera
arbich . btc
CEE o e 3 B
i fe réduit a —
. S, par ces opérations , il ne refloit plus
sucune lettre dans {e dividende, il faudroit
L}

. Arne
dc meme, que

écrire Punitd ; ainfi —Z; {e réduiraa %

La raifon de ces regles eft facile A faifir
aprés tout ce qui a été dit ci-deflus, car fup-
primer, ainfi qwon le preferic, le méme
ncmbre de letrres dans le dividende & dans
le/divifeur, Ccft divifer, par unc méme quan-
tizé , chacun des deuxatermes de la fra&tion
fu. cxprime e quotient: or cette opération
( Arith. 89 ) n’en change point Ia valeur &
{implific la fraltion,
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3 4. Jufgu’ici nous n'avous pas eu égard
aucoéfhicientque peuventavoirledividende,
ou le divifeur, outous les deux. Laregle
qu'on doit fuivre a leur égard, eft de les
divifer comme en Arithmétique; & fi la di-
vifion ne peut pas €tre faite exaltement, on
Ies laiffe fous la forme de fraction, que I'on
réduit a fa plus fimple expreffion (A rith. 25,
lorfque cela eft poflible. Par exemple, ayant
a divifer 8a'b par 4a’b, jc divife 8§ par 4, &
7ai peur quotient, 23 divifant enfuite a*4 par
a’b, j'ai pour quotient, a, & par conléquent
2a pour quotient total. Ayant i divifer 83°5*
par Gad, yécris 8{(Ti-que je réduis 514—(;2.

3 §. Laregle que nous venons de donner
(33), eft générale, foit que le dividende &
le divifeur foient monomes, foit qu’ils foient
complexes cu polynomes, pourvu que dans
ce dernier cas, les lettres communes au di~
vidende & audivifeur foienten méme-temps
communes a tous les termes fépards par les
fignes + & —. Cleft ainfi qu'ayant a’+4a*b
— sa*6’ a divifer par @* — ga’b, on ré-

a‘—}-4a4.5-—ga’lr‘

« . . A
duirale quotient g R la quantizé

aiegatb—sg b3

a—sb T
teur commun de tous lcs termes du divi-
dende & du divifeur.

en fupprimant ¢* qui eft fac~
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3 6. Si le dividende & le divifeur font
complexes, on ne peut donner de regles gé-
nérales pour connoitre , par lmfppé‘tlon
feule, fi la divifion peut ou ne peut pas étre
faite exalrement. H faut, pour s'en affurer &
trouver en méme-temps le quotient, faire
Popération que nous allons enfeigner.

1°. Difpofer, fur unc méme ligne, le divi-
den-ie & le divifeur, & ordonnerleurs termes
par rapport a une méme .ettre commune a
Pun & a lautre, ¢'eft-a-dire , écrire, par
ordre de grandeur, les termes ou cette lettre
ades cxpofants confécutivement plus petits.

2° Cette difpofition faite, on {épare le
dividende du divifeur par un tralt & on pro-
cede a la divifion en prenant feulement le
premier terme du dividende que l'on divife,
fuivant les reglcs données ci-deflus (30,31
& 34 ), par le premier terme du divifeur, &

on €crit le quotient fous le divifeur.

3°. On multiplie fuccellivement tous les
termes du divifcur par le quotient quion
vient de trouver, & on porte les produits
fous le dividende, en obfervant de changer
leur figne.

. On fouligne le tout ; & apres avoir
fait la réduction des termes femblables, on
écrit le refte au-deflous pour commencer
une {econde divifion de la m&éme maniere,
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en prenant pour premier terme celui des
termes reflants qui a le plus fort expofant.

Sur quoi il faut remarquer qu’ici, comme
dans la multiplication, on doit avoir égard
aux fignes du terme du dividende & du terme
du divifeur que 'on emploie: la regle eft Ia
méme que pour la multiplication, c’eft-a-
dire,que . . . . .

Si le dividende & le divifeur ont le méme

Signe , le quotient aura le fizne +.

St , au contraire , ils onz differents fignes,
le quotient aura le figne —.

Cette regle pourles fignes y eft fondée fur
ce que (Arith. 74) le quotient multiplié par
le divifeur, doit reproduire le dividende. II
faut donc que le quotient ait des fignes tels
quen le multipliant par le divifeur, on re-
produife le dividendeavecles mémes fignes;
or certe condition entraine néceflairement
la regle que nous venons de donner.

Pour procéder avec ordre , on commen-
cera par les fignes, puis on divifera le coéfh-
cient, enfin les lettres.

ExsmMPLE
On propofe de divifer aa — 55 par & + a.

Jordonne le dividende & le divifeur par
rapport a une ou a 'autre des deux lettres g

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



32 Covurs

& B, par rapport A g, par exemple; & je les
écrxs comme on le voit ici:

Divid...ea —bé| a4 b Divifeur.

—aa—bb| a— b Quotient,

Refte ,oov.—a bbb

. —4ab4-bb

Refte. . . . . . .0

Le hgm du premxcr terme ¢ a du divi-
dende, érant le méme que celui de q pre-
mier terme du divifeur, je dois mettre—-au
quoticnt;mais comme c’eft le premier terme,
j¢ puis omettre le figne e

Je divife aa par g, jai pour quotient a
que j'écris fous le divifeur,

Je multxp ic {ucceflivement les deux ter-
mes a & bdu divifeur, parlc premierter
du guotient, & yéeris les produitsaa & a b
fous le dividende, avecle figne —, contraire
a celui qua donnc la mulmphcatxon , parce
que ces produits deivent étre retranchés du
dividende.

Je f=is 1a rédultion en effagant les deux
termes aa & — aa qui fe déeruifent; il me
refte—a b, qui avec la partie reftante — bb
du mwc.cnde , compofe ce qui me refte a
divifer.

Je continueladivifion en prenant—ab pour
premier terme de mon nouveau dividende.
Divifant
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Divifant — a b par a, j'écris — au quo-
tient , parce que les fignes du dividende &
dudivifeurfontdifférents. Quantauxlettres,
je trouve b pour quotient , & je I'dcris 4 1a
fuite du premier quotient.

Je multiplie les deux termes a & 5 du di-
vifeur , par le terme — 4 du quotient; les
deux prodmts font —ab & —bb; je change
leurs f{ignes & j’écris +-a b, -+ b b fous les
parties Teflantés du dividende. Je fais la ré-
duftion en effagant les parties femblables &
de {igne contraire: comme il ne refte rien,
j’en conclus que le quotient eft a— 5.

On auroit puégalement ordonner le divi-
dende & le divifeur par rapport a la lettre b,
& alors on auroit eu — b g-—&- aa a d1v,1fer
par b—+a, ce qui en opérant de la méme
maniere, auroit donué — b —-a pour quo-
tient , quantité qui eft la méme quea— b

Avant que de paffer a Pexemple qui fuit,
il eft a propos que les Commencants s’exer-
cent {ur les exemples de la Table ci-jointe,
page 36. .

7. Si aprcs avoir o: Jonné le dividende
& le divifeur par rapport a une méme lettre,
il fe trouvoit pluﬁeurs termes dans le{fquels
cette lertre et le m&me expofant, on difpo-
feroit ceux-ci dans une méme colonne ver-
ticale,comme on le voit dans 'exemple {ui-

ALGEBRE, C
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vant ; & dans cette difpofition, on obferve-
roit d’ordonner tous les termes de chaque
colonne par rapport & une méme lettre.

EXEMPLE

On propofe de divifer 19 a** - 13 a*b
— 20a* — (ca’ ¢c—6a* be+ 2ab’c— § ab’,
par — 3ab — ga*-+b b, Jordonne le divi-
dende & le divileur, par rapport ala lettre g,
ce qui me donne — 20a%4-13 @’h — 10d°c
— 19a*h*—6a*hc - ab’c —qab’ adiviler
par — ga* — 3ab -+ bb; mais commeily a
deux termes affe@tés de @, deux termes
affectés de o, & deux termes affedtds de a,
je les difbofe comme on le voitici, en or-
donnant dans chaque colonne , par repport

a la lettre oo

[-reat+13aibapatdt—cads -gat -3ab+ bHDivil.,

Divid. 1 —i1calc—Batbc--2ab%c 4a- saf;:;zd:Qil‘;‘_'

—zoar+4-1 watb—gqa’b?

SH25atb+ 1503 —gabd
Refte.. .. {—-Io(z%—-ézl 2berabic
—rsa@db—r15ah? +)clb;

Refle.... —ioaic—6a*bitrab'c
—“10aic+6aibe—rabc
Reﬁe-..--.--... --.-v----Q

Je procede enfuite 3 I onuratlon, en divi-
fant — 20 a* Fremwr terme du dividende,
par — sa* premier terme du divifeur, Cette
cpération faire fuivant les regles ci-deffus ,
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me donne pour quotient - 44* ou fimple-
ment 4a*, parce que ¢'cft le premier terme 3
je Vécris au quotient,

Jemultiplie les trois termes du divifeur
fueceflivement par 4a%, & changean: les fi-
gnes a mefure que je trouve ces produxts, je
les écris fousle dividende, ce qui me donne
202 4~ 122’5 — 425" dont ; je fais laréduc-
tion avec les termes du dividende, & ai
pour refte & pour nouveau dividende -
asa’b—1o0a’cH15a*h* —6a'be-yab’s-z2ab’e,

Je continue ladivi .onen prenax1t+2ga’b
pour dlvxdende & je trouve pour quotient
—sab; ] "deris ce quotient ; je multipiie, par
cette méme quantité, les trois termes du
divifeur ; & chmgcawt les fignes a mefure
quz je les trouve, j'écris les produits {ous
mon nouveau dividende 3 jai-254'6 154°4*
-+ 5 ab?, dont fuifant la rédutlion avec les
termes de ce méme nouveau dividende, j'al
pour refte & pour rroifiems dividende
— 10d’c— 6a’bc - 2ab’c.

Je paffe 4 une troifieme divifion en pre-
nant — roa’c pour dividende : je trouve
— 2ac¢ pour quotient; Je fais la muldiplica-
tion, le changement de fignes, & la réduc-
tion, comme ci-devant, & il ne me refte rien;
ainfi le quotient cft 4a*— §ab —+ 2ac.

3 &. Il arrive fouvent qu'une quantité

C2
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réfultantedepluficursopérationsdifidrentes,
peut €tre mife fous la forme d’un produit
ou réfultat de multiplication ; lor{que cela
arrive, il eft tres-fouventutile de lui donner
cette forme, en indiquant la multiplication
entre {es tatteurs. Quoique la méthode gé-
nérale pour découvrir ces facteurs dépende
de connoiffances que nous ne donnerons
que par la {uite , néanmoins nous obferve-
rons que lorfqu’on s’eft un peu familiarifé
avec la muldplication & la divifion, on les
appercoit , dans beaucoup de cas , avec fa-
cilité, Par exemple, {i on avoit a ajouter
sab —3bc+-a*, aves 3ab4-36¢c — 2a°, on au-
roit 8 ab — @’ qui, a caufe de la lettre a qui
ell falteur conunun des deux termes 8ab&a?,
peut érre confidéeé comme érant venu de
la multiplication de¢ 8 §—a par a, & peut
étre repréfenté par (856 —a ) xa. Il eftutile
de s'exercer a ces {ortes de décompofitions,

De la maniere de trouverle pl.is grand commun
divifeur de deux quantites littérales.

39. La méthode pourtrouver le plus grand commun divi-
feur des deux quantités littérales, eft analogue 2 celle que nous
avons donnée pour les nombres (Arith. g5 ). Il faut , aprés
avoir ordonné les deux quantités par rapport a une méme let-
tre, divifer celle ol cette lettre a le plus grand expofant, par
Ja feconde, & continuer la divifion jufqu’i ce que cet expofant
y foit devenu moindre que dans la feconde, ou tout au plus
¢gzal. Ondivile enfuite 1a feconde , parle refte de ceste divi-
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Exemples de la Zlﬁ'ulzzplz'cazion.

@—3a*b 43 ab* —5 4a* —s5a b4 18

a+ b a-3 a* + 2 ab - b
a—b a—~+b a~+b
a*+ab a*+4-ab a + 2 a* b+ ab*
— 3D = b = b + b* —a* bt rab4 B3
a* — 5 @A rab+ b A @ G3atb43abi4 b
a' 438543 abt 458 j§at—4a*b 4 sabt — 38

—3a’ b —9a*h*—9 a’ b’ —3at bt

— &b —zarbt—3a b —b°

aS+3a’h 43 a b 4 ad b3 10a’ —16a%h = 203 — 12 a* b3

— 15 ath 420a3b'— 250> B4 15 a bt
“3atbi4gal b’ 9 a* bt-3abs - 10 a} b*— Ba*hl4-10a dt— 6 b

a®—3atd 43 a*br—5b°

Exemples de Divifion.

10a’ —41at b 450 @i b — 45 G  bi+4 25 abt—6 bt

@t + 20abb b4 — ¢t ( aa+ b - cc af = §¢
w4 == aabb — qacc

al w51 a—5b
—atath § @+ ab+ P $at—z a’h—13 a:b:_345: A8+ sab+B
+a b — 8at—103b— 2 a*h —‘—7‘—1_—3;;—._
—a*b~ab . — 12858 —15 @* B —3ab’
— 4% Srwbii 2b ke
—-ab"-i—b‘ o
o

al - 33
aq 4 bb —= ¢ — 45 == a} B3 al — pi

— @ac¢ =— bbcc — ct
= aacc =+ bbce 4 c*

o

204+ 16a%h— 10 a’b* — 12 a* b}

-+ aaq bb e aacc -5t — ¢t —ab b — b5
— aabb— b% —bbec ot al b 4 bF

]

—2§a‘h 4 30a38* — 332* B3 25 abt — 655
3§ atd—20al b 4-25a*bi —152bt
G 10adh*— 8a*h+ 10abt— 655
= 10435 w842 b1 —v0 2b% 655
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fion, X avec les mémes conditions. On divife apreés cela, le
premier refte par le fecond, & l'on continue de divifer le
refte précédent par le nouveau , juiqu’d ce qu'on (it arrivé 3
une divifion exale :alors le dernier divifeur qu'on aura em-
ployé, eftle plus grand commun divifeur cherch? La démon=
firation eft fondée fur les mémes principes que celle que nous
avons dosnde en Arithmétique, page o2.

Avant de metire cette regle en pratigue, nous ferons une
obferyation quipeut en faciliter Vulege; cette obfervation eft
qu’on ne change rien au plus grand commun div.feur de deux
quantites, lorfqu’on multiplie ou lor{qu’on divile I'une des
deux par une quanzité qui n’eft pointdivifeur de lautre , & qui
n’a ancur commun divi(eur avec cette autre, Par exemple a6 &
ac ont pour commun divifeur a, i jemuliplie ab par d, it
deviendra a b4 qui n’a, avec a«, d’autre commun divileur
qre a, c’eft-3-dire, le méme qui étoit entre a b & av.

Il n’en {eroi: pas de méme, fi je mulip'iois @b par un nom-
bre qui fut divifeur de ac, ou qui eft un faeur commun
avec ac; par exemnple fi je mulripl ois ab par ¢, il devien-
droit abc, dont le divifeur commun avec ac eft o Jui méme,
Pareiifement, i je mulupliols 45 par ¢d qui 2 un fadevr com-
mun avec a ¢, j'aurois abed cont Ie divi‘eur communavec ac
elt ac.

4o. Conclnons de.1d 1° que fi en cherchent le plus grand
commun divifeur de deux guantités, on s’aprercoit dans le
courgdes divifions que ’on {era fucceffivemer t ; gue le divi-
dende ou le divifenr ait un faéteur ou un divifeur qui ne foit
point fe&eur de 'autre, on pourra [upprimer ce falteur.

2°, Qu'on pourra muitipiier I'une des deux quantités , par
tel nombre qu'on voudra, pourvu que ce pombre ne foit poine
drvifeur de 'autre quantisé , & n'ait aucun fa&teur commun
avec elle.

Appliquons maintenznt la regle, & les remarquas que nous
venons de faire.

Sunpofens qu’on demande le plus grand commun divifeur
de aa—3ab +-26b & aa—ab—255. Je divife la premiere par
la feconde: y'2i 1 pour quotient, &=2ab-+4b5 pour refle. Je
vais donc divifer aa—ab—15b5, par le refte —arab -1 4bb;
mais comme celui-ct 2 pour falteur 25 qui n’eft point facteur
du nouveau dividende, je fupprime ce facteur 24: & je me con-
tente de chercher le commun divifeur de aa—ab—2566 & —a
15, C’eft-3-dire, de diviler ag—abm1bb par —a 15 ;12

C3
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divifion fe fait exa&ement. J'en conclus que — a4 2b eft la
plus grand commun divifzur des deux guantités propofces.
Propofons-nous pour fecond exempie, de trouver le p us
grand commun divifeur des deux quantités 5 a3 — 18 @ 5
<+ 11ab*—653 & 7 a*—23 ab -4 65*. 1l faudroit donc divifer
la premiere de ces deux quantités, pasla feconde; mais comme
¢ ne peut ctre divif¢ exaltement par 7, je multiplierai lapre-
miere par 7, qui n’étant point fatieur de tous les termes dela
feconde, ne peut rien changer au commun divi.eur. J'aurai done
jsadi— ‘16(1‘b+77ab‘-‘4w5 adivifer par7a —23ab+ 657,
En faifant la divifion, j'anrai ga pour quotient, & pour refte
—11a —4—47(151---47&3 Comme 1expol.«mtde a dans celui-ct
eft encore égal a celvi de @ dans le divifeur, je puiscontiruer la
divifiony majs j'obferve, qu'il faudra encore par la méme rai-
fon que ci-deflus, multipiier par 7; d’zilleurs je rema-que que
je puts Oter b dans tous les termes de - 11a*b+ 57a5°—4253,
parce qu'il n’eft point falteur commun de tous les termes du
divifeur 7a*—23ab-4-65*; ) aurai donc, d’zprés ces ohlerva-
tions,—77¢ --329ab—2945* A divifer par 7a*~13ab+€5*
faifant ladivifian,j’ai—171 pour quotient, & 76a5—1284" pour
refle. Jevais donc divifer 7a*—23 ab--65* qui m'z fervi de
divifeur jufqu’ici, par le refte 76 ab — 22 856> on plutdt par
76 a— 1185, Pour que la divifion plit (e faire | il faudroit mut-
tiplier la prewiere de ces deux quantités par 76; mais avant de
faire cette multiplication, il faut (avoir fi 76 n'eft prs fadteur
de touze la quantité 76a—2285, ou s’il n'a pas quelqu’un de
fes facteurs qui en foit faCteur commun. Or je remarque que
76 efl 3 fois dans 228 b3 & comme il n’cft pas fadteur de 72> —
23ab+ 657, ]e fupprxme dans le dlvneur 7602235 le
f.Geur 76, & ’al 7 a? ~23 ab < 6b*a divifer par a——;ﬁ
feuliment 3 la divifion faite, il ne refle rien; d’olt je concius
que le coranundivifeurdes deux quantités propof;"es,eﬁ a-3b.

Des Fradions littérales.

1. Les fraftions littérales fe calculent
fuivant les mémes regles que les fraions
numdriques , mais en aprliquant en méme
temps les regles que nous avons donndes
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ci-dcflus concernant Pad-ition, la foufira-
&ion, la multiplication & la divifion. Com-
me cctee application eft facile, nous la
ferons trés-fommairement.

4 2. Lafra&ion - peut Eere transformée,
a

b

aa

fans changer de valeur, en
ad

aer el & ainfide fuite,

En effee ces dernieres ne font autre chofe
que la premicre dont on a multiplié les deux
termes, par ¢ dans le premier cas, par a dans
le fecond, & par @ + b dans le troifieme,
cc qui (Arith. . 8, n’en change pas la valeur.
aa

IS
eft lIa méme chofe
abc

. . 6at+-3ath
5 iafraltion — ,
12 a4 —+ ga'¢

", Cela eft évident ( Arith. 89), en di-

lill-«f-—g;,
vifant les deux termes delapremiere, parac,
& les deux termes de la troifieme, par 34
[t . )
u refte cette réduéion des fra&tions aleur
pius fimple expreflion eft comprife dans ce

qui aded dit (33).

24, La regle générale & la plus siire pour réduire une frac-
tion quelcengue a fes moindres termes, cft de divifer les deux
termes par leur plus grand comumun divifeur que Pontrouve
par ce quia été dit ( 39 & 40 ).

4 5 . Pour réduirc a une feule fra&tionune
quantité compof{ée d’'un entier & d’une frac-

tion, il faut, comme en Arithmérique , mul-

Cy

¢
—;7 ou 5 Ou

. La fra&ion

et laméme que
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plier Pentier par le dénominateur de la frac-

bd
tion qui I'accompagne.Par escemple a+—,

ac+bd
. De méme,

peut €tre changé en
“I—a , fe réduita eb—adtei—ab

. b—d b/
tiphant 1 entier a par le dénominateur b—d.
Lorfqu’a la fuite de ces opérations,, il fe
trouve des termes {emblables, il ne faut pas

oublier de les réduire; ainfi dans le dernier
crl

n mul-

exemplc la quantité a4 5— ‘a été chan-

—ad 4 cd— ab —ad+cd
bed ,p—d ’
cd—ad

ou ———-en effacant les deux termes ab &

—ab qui fe détruifent.

4. 6. Pour tirer les entiers qu’une fraltion
littérale peutrenfermer,celaferéduit comme
en Arithmétique, a divifer le numérateur,
par le dénominateur, autant qu’il eft poffible,

& en fuivant les regles donndes ci-deffus
3adb~4-ac+cd
— )

géeen’ y quxfe rédmt

pour la divifion ; ainfi la quantité

peut étre réduite a3 b - c - fil; pareille~

a*+-4ab+-4bb4-cc
-—4——:5 =, fe réduit

y en faifantla dmﬁon par

ment la quantitc

g 2b+

a-3-2b.
47.Pourréduire plufieurs fra&tions lirté-

rales, au meme dénominateur, la regle cft la

24
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mémequ’en Arithmériquesainfipour réduire
aun mémc dénominateur, les trois fraciions
a
R, d ’ f R
de la premiere, par d f qui eft le produit des

dénominateurs des deux aurres fractions, &

je multiplieles dcux termes a & b

-y

yai- .. Je multiplie de méme les deux ter-

adf
Bdf
mes ¢ & due lafeconde, par bf produit deg
bef,
b
je multiplie les deux termes e & f'de la der-
niere, par bd produit des dénominateurs des

deux autres dénominateurs, & jai —,; enfin

bde
deux autres, & j'ai — T3P enforte que les trois
fraQlions, réduites au méme dénominatcur ,

adf bef bde
bAfIbdf7bdf"

On {e conduiroit de Ja méme maniere, fi
les numérateurs ou les déncminateurs, ou
tous les deux éroient complexes, mais en
obfervant lesregles de la multiplication des
nombres complexes. C’eft ainft qu'on trou-

deviennent

. bd-c, a—zrc
veraque les deux fractions i s & ,ré

duites au méme dénominateur , devwnnent
ab~ac—~bb — ke & aa— 2ac -+ ab—2bc 1t
aa — bb 2 aa —bb 5 E MU

pliant les deux termes de la premiere par
a—>b , & les deux termes de la feconde
para —4- b,
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4 8. Quand les dénominateurs ontun di-
vifeur ou facteur commun , on peut réduire
Ies fractions & un mEme dénominareur, plus
fimplement que par la regle généra]c : par

exemple, fi yavoisles deux fractions - b 2579
je vois que les deux dénominateurs feroient
fes mémes fi fécoit facleur du premier, &
faGtcurdu fecond ; je multipliedoncles deux
termes de la premiere frallion par f;, & les

-

deux rermes de la feconde, psr ¢ ; ce quime
cd 5f ; bCfl

it f & 5P vy Koy

que jaurois euesen fuivant la res*l géndrale.

donne £~ lusfi mples que —

N

St javois les trois fraltions — PRIy je

vois que fi fg étoit falteur du denommat eur
de la premiere; ¢ g, de celui de la feconde ;
& bf, de celui de la troifieme , les trois fra-
&ions auroient le méme dénominateur ; je
multiplie donc les deux termes de la pre-
miere, par fg; les deux termes de lafeconde,
rar ¢ g; & les deux termes de la troifieme ,
afg deg bef

par bf; & yai it T

On peut appliquer cela aux nombres, en
les ddécompofant en leurs facteurs, Par
excnmlc +r & % font la méme chofe que

—— & -5-4 5 je multiplic donc les deux ter-
4% 3 4%x4
mes de la premiere par 4, & les deux termes

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DE MATHEMATIOQUFS, 43

¢

de la feconde par 3 . & Jai- ’f,f & .
49, Alégard de I'addition & dc la foutt
tm&xo'l 10[‘1(3111 on a réduit les frallions au
méme dénommatcu, ilne s’agit plus que de
fairc additionoulafoufiradion des numéra.
a—3ac
a—b9
(4 A d ’ . 3 “é
réduites au méme dénominateur, ont don
gh4-ac — th—5- & aa—zrac-+-ab—akc,
aa— bb aa—bh >
(i donc cn veur ajouter, cnaura. « + .+ .
al+ac-bb-teaa-zac~-ab~:
aa — tb

2ab— ac—bb—3bc + aa

. . b+c
teurs. Ainfi, les deux frallions —, &
a~4b

ci-doflus

* qui fe réduit &

. Au conttaire, {i lon

ca — bb
veut retrancher la feconde de la premiere,
ab—-gqr—bhoebr—an 4+ r1ac—ab—+rbec
o1 aura — —_
aa— b
3(1'6-—1:])—1—& ~baa
Zd — 5[) ¢
¢ 0. Remerquons, en paffant , que pour
rctraner la feconda fraO!on nous avons
changé les fiznes dunumdérateur {culement:
i 'en chanrcom les i fbm s dunuméiateur &
du dénomlmteLr en mnme—wn}s on ne
changeroit point ia fraction, & par confé-

quent, au lieu du laretrancher, on l’aj-oute-

gui {eo réduit &

roit 5 en effet <~ eft Ja méme chofc que—
fclon la regle qui a éié donn— e(35).

ac
§ 1.Pour rﬂulmphcr ,par »—, on écmra-b—g
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en multipliant numérateur par numdérateur
& dcnommateur Fal dc,no'mna“eur Confor—
mément aux regles de IArlthméthue de
mémelaxLh donnera Lab.

. . a . 1 )
Silon avoit—2a multiplier pare¢, on pour-

. c v
roit confidérer ¢, comme €tant —, ce qui ra-
mene cettemultiplication au cas précédent,

ac . - .
& donne — ; mais on voit que cela {e réduit

amultiplier lenumératcur parl’entier ¢;nous
prendrons donc pour regle dorénavant, cel-
le-ci, pour multiplier une fra&'m’z par un ei-
tier , ou un enticr par une fmdzorz i faut
multiplier le numerateur par entier , & con-
ferver le méme denominareur.

Si le numérateur & le dénominateur
étoient complexes, on teur appliqueroit la
regle de lamultiplication desnombres com-
plexes.

5 2. Pour divifer" b,par , opération

(Arith. 10p) fe réduic 3 multiplier 2 —~par 5
ce quis CXécutc par la regle précédente,, 8{

donne -2 o e+t c+d
Et pour divifer — 2 par ——,

cela fe réduit a multiplier par a—b e

qui donnc {a+2) (a—2) uw)(“-l’)
(c-+—d)(c+(f) (C+d)‘ —ou,
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en faifant lamultiplication indiqudée dansle

umérateur 222
n )
N .oa . .
Enfin, fi I'on avoit <-adivifer par c,

on pourroit confidérer ¢, comme dtant =

ce qui rameneroit au cas précédent , & ré-
v e v g a 1 .

duiroit & multiplier —par—ce qui donne

a LN . « e
3 d’ott 'on voit que pour divifer une fra-
[

dion par unentier, il faur multiplier le denomi-
nateur par entier, & conferver le numerateur.

Des E quations.

5 3. Pour marquer que deux quantitds
font égales, on les fépare 'une de Pautre
par ce {igne ==, qui {e prononce par le mot
égale, ou par les mots eff égal a ;5 ainfi cette
exprefliona==5, fe prononceroit en difant
aégaleb, oua eft égal a b, ‘

P’affemblage de deux ou de plufieurs
quantités {€parées ainii par le figne —, eft
ce qu'on appelle une Fquarion. La totalité
des quantités quifont a lagaucheduligne=,
- forme ce qu'on appelle le premier membre
del’équarion; & la totalité de cellesqui font
aladroite de ce méme figne, forme le fecond
membre, Dans I'équation 4x —3=2x-7,
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4% - 3 forme le premier menbre, & 2x-4-7
forme le fecond. Les équations font d'un
tres- Orand ufage pour larélolution des qubf-
thﬂS qu On } eut PTOPOfcr 11.1(' ILS qU L]th(,b.
Toute queftion qui peut €tre rélolue par
IAlgeorL renferme toujours dans fon énon-
cé, {oitexplicitement, foit implicicement,un
certain nombre de conditions qui font au-
tant de moyens de faifir les rapports des
quanti ités inconnues, aux quantités conaucs
done celles-1a dépendent. Ces rapports peu-
vent toujouts , ainfi gu’on le verra par la
fuite, &tre exprimds par des équations dans
Iefqueiles les quantitds inconnues & les
quantités connues {e trouvent combinées
les uncs avec les autres , & cela dune
maniere plus ou moins compofée, fclon
que la queftion eft plus ou moins diflicilc.
Ainfi pour réfoudre , par Algebre, les
queitions qu’on peut propofer fur les quan-
titds , 1l faut trois chofes.
1°. Saifir dans I'énoncé ou dans la nature
de la queftion, les rapports qu’il y a entre
les quantités connues & les quantités in-
connues. Ceft une faculté que Ielprit ac-
quiert , comme beaucoup d’autres, par I'u-
fage ; mais il n'y a point de regles c‘cnéraws
% donner Ia-deffus.
2°. Exprimer chacun de ccs rapports, par
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une équamon Cette condition peut Erre ré-
duite & une feule regle, que nous expofe-
rons par la fuite ; mais lappl‘camon en eft
plus ou moins fam le felon la nature des
quef’aons la capacit¢ & l'exercice que peut
avo1r cclui qui enrreprend de réfoudre.
3°. Réfoudre cette équation, ou ces équa
tious, c’eft-a-dire, en déduire la valeur dcs
quantités inconnues.Ce dernier pointeft fuf-
eptible d’un nombre déterminé de regles:
ceft pai lui que nous allons commencer.
Commez les queltions quion peut avoir a
réfoudre peuvent conduire a des équations
plus ou moias compoflées, ona partagé
celles-ci en plufizurs claffes on degrds que
Pon diftingne par I'expofant de la quantité
ou des quantités inconnues qui s’y trouvent:
nous ferons connoitre ¢2s €gnations a me-
fure que nous avancerods : celies dent nous
allons nous occuper d'abord, fout les equa-
tions du premer degré. On nomme ainli les
dquations dans lefquelles les inconnues ne
font mulziplides ni par elles-mémes , ni
entrelies,

Des Equations du premier deogre, @ une
feule inconnue.

§ 4. Réfoudre unc ¢quation , c’eft la ré~
duire a une autre, dans laquelle I'inconnue,
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ou lalettre quilarepréfente, fe trouve feule
dans un membre, & ou il n’y aic plus que
des quantités connues dans 'autre membre.,

Par exemple, fi 'on propofoit cette quef-
tion : Trouver un nombre dont le quadruple
ajouté @ 3 , donne auzant que fon triple ajouté
a 12. En repréfentant ce nombre par x, {on
quadruple {k;roit 4 %, lequel ajouté a 3 fait
4% + 33 d'un autre coté le triple de ce
méme nombre x eft 3 x, lequel ajouté A 12
fait 3x+4-12; puis donc que 4x -3 doit
donner autant que 3x 12 , il faut que le
nombre x {oit tel que Pon ait 4x4-3=3x-
12 ; c'eft-1a Véquation qu’il s’agit de téf{ou-
dre, pour trcuver le nombre demandé.

Or il eft évident que puifque les deux
quantitds {éparées par le figne —, font éga-
Ies, elles le feront encore, i on retranche
de chacune 3 x, ce qui réduit I'équation a
x -3 = 12; enfin ces deux-ci feront en-
core €gales , {i de chacune on retranche le
méme nombre 3, ce qui donne x = 9,
& réfout la queftion; car il eft évident que
x eft connu, puifquil eft égal & une quanticé
connue 9. _

L’cbjet que nous nous propofons ici, eft
de donner des regles pour ramencr 1'équa-
tion, dans tous les cas, a avoir ainfi lin-
connue feule dans un membre , & n’avoir

qu €
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fuie des quantités connues dans 'autre mems
bre. Pour une queftion aufli imple que celle
que nous venons de prcndrc pout cxemplc,
Yufage des équationsferoit fans doute fuper-
fu; mais toutes les queftions ne font pas de
cette facilité ; & il ne s'agit encore que de
faire entendre comment la queftion eft ré«
folue, lorfque Pinconnue eft feule dans un
membre, & quil n’y a plus que des quan-
tités connues dans 'autre.

Les regles pour réfoudre les équations
dont il s’agit ici, c'efta-dire, pour les
réduire a avoir linconnue feule dans un
membre , fe téduifent i trois, qui font
relatives aux trois différentes manieres dont
Pinconnue peut fe trcuver mélée ouengagée
avec des quantités connues:

Dorénavant nousrepréfenterons les quans
tités inconnues par quelques-unes des der-
nieres lettres x, y, 7 de I’ Alphabet, pour les
diftinguer des quantités connues que nous
repréfenterons, ou par des nombres, ou par
les premieres lettres de PAlphabet.
~§ 5. L’inconnue peut fe trouver mélée
avec des quantités connues en trois manie-
res; 1°. par addition ou fouftraction, comme
dans D'équation x—+-3=5—x. 2° Par addi-
tion, fouftraction & multiplication, comme
dans I'équation 4x—6=2x-1-16. 3°% Enfi

ALGERRE. D -
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par addition, fouftraction, multiplication &
divifion, comme dans I'équation % x— 4
=1 x—-17; ou par ces deux derniercs
opérations feulement, ou par la derniere
feulement. .

Voici les regles qu’il faut fuivre pour
dégager I'inconnue dans ces différens cas.

5 6. Pour faire paffer un terme quelconque
d’une équation, &’'un memébre de cerre équation
dans {aurre, il faur effacer ce terme, & tecrzrc
dans lautre membre avec un ﬁgne contraire a
celut i’il a dansle membre ou il eff. Sur quot
il faut {c rappeller quun terme qui n'a pas
de figne , eft cenfé avoir le figne —-.

Par exemple, dans I'dquation 4 ¢~ 3=
3x-4 12, {i je veux faire paf'ferlc terme -3
dans le fecond membre, jécris 4 x = 3 x =
12 — 3, ou l'on voit que le terme 3 neft

plus dansle premier membre; maisileft dans
le fecond avec le figne — , contraire au
figne 4 qu'il avoit dans le premler.

Cette équatian réduite, revient a 4x=3x
~ 9; {i 'on veut maintenant faire paffer le
terme 3 x, dans le prenner membre, on
€crira 4 — 3 x =9, qui, en réduifant,
devient x = g.

Parcillement , fi dans1’équation § x—7
== 21 — 4 X, ;c veux faire paffer le terme
=7 dans le fecond membre ; j’écrirai yx=
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21—4%—4-7, qui fe réduit & yx=—= 28—4x;
fi je veux enfuite faire pafler 4x, y'écrirai
§X -+ 4x = 28, ou, cn réduifant , 9 x = 28,
Nous verrons dans quelqucs moments,
comment s'acheve la réfolution de cette
dquation.

La raifon de cette regle eft bien facile &
faifir, Puifque les quantités qui compofent
le premier membre font, enfemble, égales
3 Ia toralité de celles qui compofent le fe-
cond, il eft évident qu'on ne trouble point
cette égalité, fi ayant ajouté ou 6té a I'un
des membres un terme quelconque, on ajou~
te , ou l'on 6te a lautre, ce méme terme;
or, lorfquon efface un terme qui a le figne
—, C'eft diminuer le membre ol il fe trouve :
il faut donc diminuer 'autre de pareille
quantité, cefta-dire, y &crire ce terme
avec le {igne —. Au contraire, lorfqu'on
efface un terme qui a le figne —, il eft évi-
dent quon augmente le membre ot il fe
trouve, il faut donc augmenter autre, de
parcille quantité, ceft a-dire, écrire ce
terme avec le figne —-. _

57.On voit donc que par cette regle
on peut faire paffer d Ia fois, dans un méme
membre, tous les termes affectés de 'incone
nue , & toutes les quantités connues dans

Pautre, On choifira d’abord dans quel mem-~
D2z

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



$s Counrs
bre on veut avoir les termes affeéés de I'in«
connue ; cela eft indifférent : je fuppofe que
ce {oit dans le premier. On écrira de nou-
veau 'équation, en obfervant de conferver
aux termes affectés de I'inconnue?, & qui
¢roient dans le premier membre , les fignes
“qu’ils avoient ; on écrira, 4 la {uite de ceux-
1a ; les termes affe@és de I'inconnue, qui
fe trouvent dans 'autré membre, mais en
‘obfervant de changer leur figne. A la{uite
de tous ces termes , on écrira le figne =, &
T'on formera le fecond membre, en écri-
vant les quantités connues qui compofoient
d’abord le fecond membre , en les écrivant,
dis-je, avec les mémes fignes qu’elles
avoient , & enfuite les quantités connues
qui étoient dans le premier membre , mais
“en leur donnant des fignes contraires a ceux
quelles avoient, Cleft ainfi que I’équation
7% —8 =14 — gxdevient 7x - 4 X = 14
w8, ou 11 x = 22. Pareillement I'équition
ax <+ b¢ — ¢x==ac— bx , devient ax — cx
b == ac — be.

§ 8. Il peut arriver, par cette tranfpofi-
tion, que ce qui refte des x, aprés la réduc-
tion, {e trouve avoir le figne —; par exems
ple, fil'on avoit 300 — 8= 4x — 12, en paf-
fant tous les x dans le premier membre, on
AUIOIt 3X=—4X=2 ~— 12 -8, qui fe réduit
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— % == — 4; alors il n’y a qu’a changer les
fignes de 1’'un & de l'autre membre, ce qui,
dans le cas préfent, donne 4 x = —4- 4, ou
x ==4. En effet, on €roit également maitre
de tranfpofer les x dans le fecond membre,,
ce qui auroit donné — 8 —- 12 == 4x — 3x,
qui fe réduit a 4= x, qui eft laméme chofe
que X = 4.

5 9. On peut fouvent abréger la réduc«
tion de I'équation, lorfqu’eliceft numérique,
ou lorfque étant littérale, elle renferme des
quantités femblables. Si ces quantités ont
le méme figne dans différents membres,
on efface 'une, & on diminue lautre de
fareille quantité; au contraire on les ajoute,
orfqu’elles ont différents fignes. Par exem-
ple, dans 'dquation 65 — 44 425 —5a
4 3%, jeflace 2x dans le premier mem-
bre , & yéeris fculement x dans le fecond
jefface sa dansle fecond, & j'augmente 4a-
de s a, ce qui me donne tout de fuite, 65—
9a=2x. On voit donc que s’il {e trouvoit de
part & d’autre, des termes parfaitement
égaux & de méme figne, on pourroit les
fupprimer tout de fuite; C’eft ainfi que ’équa-
tion §@ 4~ 28 = sa - x, {e réduit tout de
fuite 3 25 = x. '

6 0. Lorfquon a paflé dans un membre,
tous les termes affectés de Tinconnue, &

D3
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toutes lesquantitésconnuesdansl’autre mem:é
bre;s’il n'y a point de frations dans {’équa-
tion, il ne s"agit plus que d’exécuter laregle
fuivante , pour avoir la valeur de I'inconnue.
Ecrivez linconnue feule dans un membre, &
domze{ pourdevifeur au fecond membre, la quan-
tizé qui mulriplionr linconnue dans le premier,

Par exemple, dans I'équation 7x — 8=
14 — 4. que nous avons tryitée ci-deflus,
nous avons cu , par la tranfpoﬁtmn &la ré-
du@tion, 11x=222; pour avoir x, )e n ai
antre chofe & faire qua éerire x=1%, quife
réduita x=2; c’eft-id-dire, écrire x feul dans
le premier membre , & fajre fervir fon multi-

licateur 11, de diy, 1feur au fecond membre
22. En effet, lorfqifau lieu de 11, j'écris
feulement x, je n’écris que 1a onzieme partie
du premier membre il faut donc, pour con-
ferver’égalité,n écrlrequelaonzmmPparne
du fecond membre C'eft-i-dire, divifer le
fecond membre par 11.

Pareillement, {i'on propofoit 'équation
12%—1§ =4X--25; aprés avoir paflé (56)
tous les x d’uncétd, & les quantités connues,
de l'autre, on aura 12 X—4X =25 A 1,
ou, en réduifant, 8.x__ 40; maintcnant pour
avoir x, j'écris x= 42, qui fe réduit a x=s.
Car,}orfqu au lieude 8x )'écris x feulement,
je n’éeris que la huitieme partic du premier
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membre ; je dois donc, pour maintenir I’éga-
lité, n’écrire que la huiticme partie dufecond
membre, c’cft-a-dire, n’écrire que %2,
Siles quantités connues qui multiplient x,
au lieu d’érre des nombres, ¢roient repré-
fentées par des lettres, laregle ne feroit pas
différente pour cela : ainfi dans I'équation
ax = b¢, il n’y a autre chofc a faire, pour

: ' . be
avoir x, que d'écrire x = ==,

y Si aprés la tranfpofition faite, il y a plu-
ficurs termes affe@és de 'inconnue, la regle
eft encore la méme; ainfi, dans I’équation ax
—+ bc —cx ==ac — bx, que nous avons euc
ci-deflus, on a, apres la tranfpofition,ax - cx

=+ bx = ac — bc; pour avoir x, il ne s’agit
3 - D—b > . .
plus que d’écrire Y :f:;:; c’eft-a-dire,
écrire x feul dansun membre, & donner pour
divifeuraufecond,laquantitéquimultiplioir,
xdans le premier, laquelle efticia — ¢ 4 &.
puifque la quantité ax—cax+bx cft x mulri-

plié parlatotalité des trois quantitésa—c—+b.

6 1. On voit donc que lorfqu’apres Ia
tranfpofition, il y a plufieurs termes affe@és
de x, on doit, pour avoir la valeur de 2,
divifer le fecond membre par la totalité des
quantités qui affeétent x.dans le premier, en
prenant ces quantités avec les %{nes tels

%
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quils font. Par exemple, dans I'équation
ax = bc — 2x ,on a, par la tran{polition,
ax-2x==bc;&en appliquant la regle

actuelle ouladivifion, onaurax= :;_-:_;;. De

méme, Péquation x — a6 = b¢ — ax, donne
par la tranfpofition x—-ax ==bc—t-ab, & par

b: e ad .
conféquent x = 5 car il ne faut pas
1l -a

oublier ici (s ) que le multiplicateur de x
dans le premier terme de x -+ax, eft 15 en
forte que dans x ~-ax , x eft multiplié par
14 ajen effet , dans x - ax, x fe trouve
1 fois de plus que dans ax.

6 2. S'il fe trouve quelque quantité qui
fut fa&eur commun de tous les termes de
T’équation, on pourroit {implifier , en divi-
{ant tous les termes par ce facteur communs:
par excmple dans I'équation 1§ bb= 27 ab
~-6bx , je diyiferois par 34 qui eft faGeur
commun de tous les termes; & j'aurois 54
== 9a -~ 2X , qui , par la tranfpofition, de-

vient §b— 9g==2x, & enfin par la divifion,

sb~—o9ga . bmoa
—..:x_oux:s 9.

donne —7,

~ 63.Les regles que nous venons de don-
ner, ont toujours lieu, lors méme que les
différents termes de 'équation ont des déno-
minateurs , pourvit que ces dénominateurs
ne conticnnent pas 'inconnue; mais comme
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Tapplication des ces regles eft plus facile
our les Commengants, lorfquil n’y a pas
de fra&ions dans I’équation, nous allons
ajouter ici une regle pour faire difparoitre
fes dénominateurs,

6 4. Pour changer upe équation dans
laquelle 1l y ades dénominateurs , cn une
autre dans laquelle il n'y en ait plus, i fauz
multiplier chaque terme qui n'a pas de denomi-
naseur,par leproduiz de tous les dénominateurs,
& multiplier le numerateur de chaque fradion,
par le produir des dénominateurs des autres

Sfredions feul:ment,
Par exemple , {i y’avois P'équation —:—-“—;-4!'

4x X . . . .
:_—-—{.- 12 —.—’;»; je multiplicroisle numé-

ratcur 2x de la fraltion —, par 35, produit

des deux dénowmatcurs s & 7, cc qui me
donneroit 70%. Je multiplierois le terme 4,
qui n'a point dt dénominateur, par 105,
prodmt des trois dénominateurs 3, §, 7, ce
qui me donneroit 420. Je muldiplicrois le

numérateur 4 x de la fraGion 22, par 21,

reduit des deux dénominateurs 3 & 7, &
yaurois 842, Je multiplierois 12, qui n’a pas
de dénominateur, par le produit ros des
trois dénommateurs, & yaurois 1260. Enfin
je multiplieroisle numératevr 5% de la {rac-
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. fx .
txon-;_. ; par 15, produit des deux autres dé-

nominateurs, ce qui me donne 75x; enforte
que I'équation propofée, eft changée en
celle-ci 702 4 420 = 84x 4 1260 — 75x,
dans laquelle, pour avoir x, il ne s’agit plus
quedappliquer les deux regles précédentes.
Parla premicere (56) on Changera cette équas
tion en 70X — 8.4Xx 475X == 1260— 420;
ou, en réuulfan:, 61 x =840; & parla

feconde (60) , x = 84‘—'0, qui en faifant la

divifion, feréduit 3 x =13 X 47

Laraifon de cetteregle eft facde a apper-
cevoir, fi on fe rappelle ce qui a écé dit
( Arirh. 91) pour réduire plufieurs frattions
au méme dénominateur, En effct, fi dans

5o
T'équation propofwT 4= + 12—,

on vouloit réduire au méme dénommatcur,
X 4% 5

les trois fraltions— =) 11 faudroit mul-(

tiplier leurs numérareuxs par les mémes
nombres par lefquels notre regle altuelle
preferit de les multiplier, & donner a ces
nouveaux numérateurs, pour dénominateur
commun, le produit de tous les dénomina-
teurs; enforte que I'équation propo(ée feroit

84
changée en cette autre :%:-g- 4=, Y1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DE MATHEMATIQUES, S9

x . .
— 7% qui eft 1a méme dans le fonds, puif-
ro5? ]

que ( Arith. 88) les nouvelles fractions font
les mémes que les premieres. Maintenant ,
fi nous voulons aufli réduire les entiers en
frattion, il faut { Arizh. 86 ) multiplier ces
entiers par le dénominateur de la fra&tion
quiles accompagne, c’eft-a-dire, ici par 105,
qui a été formé du produit de. tous fcs dé-

nominateurs qui {e trouvent dans I'équation;
7ox+4xo—*84x+ 1’7;)6;—75-;,\7; mais
il eft évident qu’on peut, fans troubler I'éga~
lité, fupprimer de pars & d’autre le dénomi-
nateur commun,puifque {i ces deux quantités
font égales érant divifées par un méme nom-
bre, elles doivent ’étre aufli fans cette divi~
fion; on a donc alors 7ox 4 420 = 84x
~+ 1260 — 75x, comme ci-deffus.
~ 65.Siles différents termes qui compo-
fent I'équation, font tous des quantités lit-
térales, la regle ne fera pas, pour cela,
différente. Il faut feulement obferver les re-
glesdelamultiplication des quantités littéra-

alors on aura

. , . 5
les : ainfi dans I'équation f;—}— b _——:%c—%—‘-lc—,
je multiplie le numérateur ax par le pro-
duit ¢d des deux autres dénominateurs , ce
qui donne acdx. Je multiplie le terme 4-5,
par le produit écd de tous les dénominateurs,
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&yal - &'cd. Je muldplie cx par be, &
yal bc’x; enfin je multiplie ab par bd, &
jai ab’d; enforte que I'équation devient
gcd x40 ed=bc’x 4ab'd,laquelle,
par tranfpofition, donne acdx—bc*x == ab’d
~— b'ed, & (61 ) par divifion x= f%‘—%%l.\
6 6. Lor{quelesdénominateurs font com-
plexes, on peut, pour foulager Uefprit, com-
mencer par indiquer feulement les opéra-
tions, pour les exéeuter enfuite; ce qui eft
plus facile en les voyant ainfi indiqudes : par

ax cxX

exemple, fij'avois —, 4D :37{-%3 ; 1 ¢cria
1ois axX{3a-—4-b6) 3= g4bx{a—b) X (3a4b)

==cx x (a— b) ; alors faifant les opérations

indiquées , yaurois 3a°x -4~ abx 4~ 122’56 —
- 8ab* — 4 = acox— bex ; tranfpofant, 3a°x

i @8% — acoc - bod=4b> 4~ 8ab* — 120°b
L. ¢ 4b34-8abr110%h
& enfin, (61) en divifant - 200 =120

3a*4-ab—ac + bc®
Application des principes précédents a
la réfolution d: quelgues queflions
Simples.
§7. Quoique nous naus foyons propofé
de ne traiter avec quelque détail, des ufages

de ’Algcbre, que dans la feconde Seétion,
nouscroyons néanmoinsi propos de préparer
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3 ces ufages, en appliquant des i préfent les
principes précédents,  quelqugs quettions
affez fac.les. Cela nous donnera lieu d’ail-
leurs de faire quelques remarques utiles pour
Ia f{uite.

Les regles que nous venons de donner,
font {uflifantes pour réfoudre toute queftion
du premier degré, lorfqu’une fois elle eft
exprimée par une équation. Pour mettre une
‘queftion en équation , on peut faire ufape de
laregle fuivante : Repréfentez la quan:ité ou
les quantités cherchées, chacune par une lestre;
& ayant examine avec artention, U'étar de la
queftion, faites,d 'aide des [ignes algébrzgaes,

Jur ces quanzités & fur les (juarzmc‘s connues ,
lesmémes operarions & les mémes raifonnemens
que vous feriez, fi connoiffant les valeurs des
inconnues, vous vouliez les vérifier, '

Cette regle eft générale,, & conduira tou-
jours atrouver les équations que la queftion
peut fournir, Mais il eft bon d’en diriger
Yapplication par quelques exemples.

Queftion premiere : Un pere & un fils ont
cent ans d eux deux ;le pere & 40 ans plus que
le fils : on demande quel eft l'age de chucun ?

Avec une attention médiocre, on voit
que la queftion fe réduit & celle-ci : Trou-
ver deux quantités qui réunies faffent 100,
& dont P'une furpafle l'autre de 40. Or il e}
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facile de voir que dés que 'une de ces quran.
tités fera connue, lafeconde le fera auffi,
puifque, fila plus grandc s par cxemple )
€toit connue, il ne sagiroit que d'en ter
40 pour avoir la plus petite,

Je repréfente donc la plus grande par x.
Maintenant , fi connoxﬂant la valeur de x,
je voulois la vérifier , j’cn retrancherois 40
pour avoir le plus petit nombre; je réunirois
enfuite le plus grand & le plus petit , pour

.voir s'il compofent 100, Imitons donc ce
procédé. !

Le plus grand nombre eft......x

Le plus petit feradonc.......x —40

Ces deux nombres réunis font 2 x — 40

Or, par les conditions de la
queftion, ils doivent faire . . . . . 100

Donc . . . . .. .2x—40=100

Il ne s’agit plus, pour avoir %, que d’ap-
phqucr les regles donndes (56) & (60): La
premiere donne 2x=100-+-40 Ou 2X==140,
& la feconde x = ~*2= 70; ayant trouvé
le plus grand nombre x s ] en retranche 40
four avoir le.plus pent & j'ai 30 pour ce-

ui-ci, Ainfi les deux 4ges demandés font
70 & 30.

En réfléchiffant fur ]la maniere dont nous
nous fommes conduits pour réfoudre cette
qucftion, on peut vair que les raifonnements
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que nous avons employés, ne font point dé-
pendants des valeurs particulieres des nom-
bres 100 & 40 qui entrent dans cette quef:
tion ; & que {i , au lieu de cés nombres, on
en et propofé d'autres; il efit fallu fe con-
duire de méme. Ain(i fi Pon propofoit la
queftion de cetre maniere générale: Deux
nombres réunis font une fomime connue & repre-
Jentée par a; ces deux nombres différent entre
eux d'unnombre connu repréfenté parb ; com-
ment trouverois-je ces deux nombres ?
Ayant repréfenté le plus grand par x , -
Le pluspetit feradonc. . . . x—2&.
Ces deux nombres réunis font.. 2x — 5.
Or felon laqueftion, ils doivent compofer
le nombre a; il faut donc que 2x— b= a.

Tranfpofant, cn a 2x—a4-b, & divifant,
5 .

a+-b a

X = T ou X — . —= —;—-. .

Cleft-a-dire, que pour avoir le plus grand,
il faut prendre la moitié de e, & y ajouter
la moitié de b ; ce qui m’apprend que lorf~
que je connoitrai la fomme @ de deux nom-
bresinconnus, & leur différence b, jy’aurai le
plus grand de ces deux nombres inconnus
en prenant la moitié de la fomme, & y
ajoutant la moitié de la différence.

Puifque le plus petit des deux nombres

. a b
eft x—b , il fera donc —==——14, ou, en
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réduifant tout 3 une feule fra@ion { 4% ),bﬂ

ab— 25 b a
i era——z———,ceﬁa dxre,r— ou-—;—73;

donc pour avoir le plus petit, il faut oter la
moitié de b, de la moitié de a; c’eft-a-dire,
recrancher la moitié de Ja différence , dc Ia
moirié dc la fomme.

* Onvoit par 12, comment en repréfentant
d une maniere générale, c’eft-a-dire, par des
Yettres, les quantitds connues qui entrent
dans ces queftions, on parvient a trouverdes
reglesgénérales pour laréfolution de toutes
les queftions de méme efpece. Cette regle
que nous venons de trouver, eft celle que
nous avons donnée ( Géom. 301 ).

Souventdesqueftions paroiffent différen<
tes au premier coup d'eeil, & cependant

apres unléger examen, on trouve quelles ne
different que par I'énoncé. Par exemple, fi
“¥on propofoit cette queftion.

Partagerun nombre connu& repréfenté para,
endeux parties,dont lune foir morndre ou plus
. grande quelautre , d’une quantité connue & re-
préfentée par b. 1l ‘eft facile de voir que cette
queftion revient auméme que la précédente.

Queftionfcconde: Parrager le nombre 720
en trois parties, dont la plus grande firpaffe la
plus petite de 80, & dont la moyenne furpaffe
la plus [mze de ﬁo.

Si
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Silon me difoit quelle eft la plus petite
partic; pour lavérificr,j'y ajouterois god’une
part, ce qui me donneroit la feconde, & 8o
d’une autre part, ce qui donneroit la plus
grande; alors réuniffant ces trois™parties ,
1l faudroit que leur fomme format 720.

Nommons donc cette plus petite partie,
X, & en procédant de la méme maniere,
nous dirons : 4

La plus petite partie eft.... x

Donclamoyenne eft...... x-40

Et la plus grande,....... x—~ 80

Or ces 3 parties réunies font 3x 4« 120,

D’ailleurs la queftion exige
quelles faffent. . ...vvvivevnnss 720,

Il faut donc que... 3 x~+120=720.

Appliquant les regles ci-deflus, on aura
3 X=720-— 120 0U 3x == 600, & par con-
féquent x = 200; donc la feconde partie
eft 2405 & la plus grande , 280 ces trois
parties réunies font en effet 720.

1l eft encore évident, dans cet exemple ,
que quand les nombres propofés, au lieu
d’btre 720, 40 & 85, cuflent été différents,
la queftion auroit toujours pu fe réfoudre de
la méme maniere; ainfi pour réfoudre toutes
1es queftions dans lefquelles il sagit de par-
tager un nombre connu a cn trois parties ,
telles que Pecxes de la plus grande fur la

ALGEBRE, E
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plus petite foit un nombre connu & repréa
fenté par 6, & que I'exces de la moyenne
fur la plus petite foit ¢; en raifonnant de

N ;
méme , on dira:

Repréfentons la plus petite, par x
Lamoyemne fera vavvevue.  Xx—4-c
Et la plus grande,..vvees x5
Ces trois parts réunies font., . 3 x—4-b-f-¢
Or clles doivent faire.... «a

Il faut donc que 3 x j=b4-c =a

.Donc tranfpofant, 300 =a — bec , &
a—~b—c

divifant, x— .

Cleft-a-dire, que pour avoir Ia plus petite,
il faut retrancher du nombre qu’il s’agit de
partager, les deux exces, & prendre le tiers
du refte : alors les deux autres font faciles 3
trouver. Ainfi, fi Pon demande de partager
642 entrois parties dont lamoyenne furpafle
1a plus petite de 75, & dont la plus grande
furpaffe 1a plus petite de 87, jajouterois
les deux différences 75 & 87, ce qui me
donneroit 162 ; retranchant 162 de 642, il
refte 48_,dont le tiers 160 eft [a plus petite
part. Les deux autres font donc 160 -+ 75
ou 235, & 160+ 87 ou 247.

Au refte, les deux queftions que nous ve-
nons de donner pour exemples, n'ont pas
befoin du fecours de I'Algebre ; mais leur
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ﬁmplicité eft propte a faire voir clairement
la manicre dont on doit faire ufage du prin- |

cipe que nous avons donné pour mettre une
queftion en équation.

Queftion troifieme : Partager un nombre
connu,par exemple 14250, en trows parties qui
Jotent entr'elles comme les nombres 3,5, & 115 -
cefl-a-dire, dont lapremiere [oit d la feconde: :
3: 5, & dont lapremiere foit @ ta trotfieme: -

3:11. ‘

Si je connoiffois 'une des parties, la pre-
miere, par exemple, voici comment je la
vérifierois.

Je cherchetois par une regle de trois
( Arith. 194) un nombre qui fit a cette 1™
partie::g: 3; ce feroit la 24° partie. Je cher~
cherois, de méme, un autre nombre qui fit
cetre 1"°partic: :11: g;ce feroitla 3™ partie;
réuniffant ces trois parties, elles devroient
former 14250, Imitons donc ce procédé,

Soit la premiere part.» . « .« & . X
+ Pour trouver lafeconde, jecalcule le qua-
trieme terme de cette proportion 3:5::x:

Ce quatrieme terme, ou {)a feconde partie,

§ X

fcradonc.... s e & + o & 4 & T e

3
Pour trouver la troifieme, je calcule lo
quatrieme terme de cette proportion 3 :

113 %:
Ea
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Ce quatrieme terme, ou la troifieme pars
11
3 .

. . X .
Ces trois parts réunies font x = is—a o

16x
,oux+—,

Mais - la quef’non exige 97 elles faffent

tie,feradonc. . . - . . .. . .

14250;il faut donc que a4~ . 1425C.
3

Pour avoir la valeur de x, je fals( 64 )
difparoitre le dénominateur 3, & j'ai 3 x4
A6 = 42750, 0u 19x==42750; donc (60)

en divifant par 19, x==* 7"

—2250. Lafe-

3 * X212
conde partqui eft™ feradonc‘ 2250 o 2O
3> 3 3 9

ou 3750 ; & la troifieme quieft '—';f , fera

dIX1260 147¢0 . N
s OU ,ou 8250 ;ces trois parts

réuniesforment en effet 14250; d'ailleursles
trois nombres 21250, 3750, 8250, font entre
eux comme les trois nombres 3, 5§ & 11, ce
qu’il ett facile de voir en divifant les trois
premiers, par le méme nombre 750, ce qui
{Arith. 170) ne charwc point leur rapport.

Silenombre qu'on propofe depar:agcr au
lieu d’€tre 14350, étoittout autre; s'il Stoit
en géndral repréfenté par ¢, & que les nom-
bres propormonncls aux parnes en lefquelles
on veut le partager, au lieu d’Ctre 3,5, 11,
fuflent en général trois nombres connus &
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repréfentés par les lettres myn, psil eft vifie
ble qu’il ne faudroit qu’imiter cec que nous
venons de faire.
Ainli, la premiere part étant repréfentée
PAL v v v v v e e e e s e e e e e X
Pour avoir la feconde, je calculerois le
4™° terme de cette proportionm:n::x:

Ce quatricme terme , ou la feconde part,
. nx
foOIC dOHC . « e s . e & s o & » ”"—;.
Et pour avoir la troifieme, je calculerois
P s

Ic 4me terme de cette proportion m:p::x:
Ce quatrieme terme, ou la troifieme part,
- - x
fercit donc™ . . . L L Lo L L L
Les trois parts réunics feroient donc 2 4«

nx [J_A_’.‘ nx +px . «
— ' oux 4 ——+—; orelles doivent

TI.X.'+P.7C
in #a.

. 3
Chaffant le dénominatecur, on a m & w7 x
~+px==ma, & par con{équent (61) cn di-

faire a; il faut donc que x

:f . ma . . d
vifant , & = - ——; ce qui nous donne
licude faireremarquer l'utilité de 'Algebre,

our découvrir des regles de calcul.
Sil'onvouloitcalculer le quatrieme terme
d’une proportion dont les trois premiers fe-
roient m—A7t—-p:m ::a:: il eft vifible
( Arith. 179 ) que ce guatricme terme feroit

27, & puifque nous trouvens q e x eft

@+t p’ -
- - E 3
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exprimé par la méme quantité , concluonss
en que pour avoir x, il faut calculer le qua.
trieme terme d’une proportion dont le pre-
mier cft la fomme des parties proportion.
nclles; le fecond, la premicere de ces partics;
&le troifieme eft le nombre méme qu’il s’a-
gitde parrager; ce qui eft précifément la
regle que nous avons donnée ( A4rith. 197 )

Queftion quatrieme : On a fuit pareir de
Dreux, pour Brefl, un courier qui faur 2 lieues

ar heure. Huit heures aprés fon départ , on €Il

a fait partir un autre de Paris , pour Breft , &
celur-cr fair 3 .ieues par /zeure. On demande
oi il rencantrera iepremier, fachant & ailleurs
qu’i’ y avy ileues de Paris d Dreux,

Sil'on me difoit combien le fecond cou-
rier doit faire de lieues pour attraper le pre-
mie, je vérifierois ce nombre en cette ma-
niere. Je chercherois combien le premier a
dii faire'de chemin pendant que le fecond a
été en marche; & commeils en doivent faire,
enméme temps,a proportion de leur viteffe,
c’eft-d-dire, a proportion du nombre de
licues qu’ils font par heure,jetrouverois com-
bien le premier a di faire, en calculant le
quatricme terme de cette proportion.. 3:2::
le nombre de licues faites par le fecond, cft
au nombre de licues que le premier aurs
faites dans le méme temps, Ayant trouvé ¢
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quatrieme terme, j'y ajouterois le nombre
de lieues que le premier courier a di faire
pendant les 8 heures qu'il avoit d avance ,
& enfin les 17 licues de Paris a Dreux, qu’il
avoir aufli d’'avance, & le rout devroir. for-
mer le nombre de lieues que le fecond a
faites. Conduifons-nous donc de la méme
maniere en repréfentant par x , le nombre
de lieues que fera le fecond couriet.

Pcur trouver le nombre de licues que le
premier fait pendant que le fecond fait x, je
calcule le quatrieme terme de cctte propor-

tion..3:2 1 x:;CE 4™ terme ef’c?;or pen~
dant 8 heures, ce méme premier courier adi
faire 16 lieues, 3 raifon d¢ 2 licues par heu-
re; & puifquiilya 17 licuesde Paris a Dreux,
fi I'on réunit ces trois quantités, on aura
X 22X -
13— +- 1617, ou=— ~- 33, pour le chamin
qu'aura du faire le fecond courier, lorfqu'il

attrapera le premier, Puis donc, qu'on a fup-
pofé qu’alors il auroit fait x de licues , il
faut qucz—sf-lr- 33 =— X.

Il ne s'agit plus que d'avoir x par le
moyen des regles données ci-deffus. Je
chafle donc le dénominateur 3, & j’ai ( 64)
I'édquation2ax - 99 = 3x; tranfpofant tous
Ies x dans le fecond membre & réduifant,

Eg
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Jai 99 = x; c’eft-a-dire , que les deux cou
riers fe rencontreront, lorfque le fecond
courier aura fait 99 lieues, ou quiils fe
rencontreront a 99 licues de Paris.

En effet, pendant que le fecond fera
99 lieues, le premier fera 66 licues , puifqu’il
fair deux licues pendant que le fecond en fait.
trois; or il a 16 lieues davance, par les
8 heures dont fon départ précede celui du
fecond, & il a de plus 17 lieues d'avance
comme partant de Dreux; il fera donc alors
a 99 licues de Paris, c’eft-a-dire, au méme
endroit que le fecond,

Avec un peu d'artention, on voit que
quand onchangeroitles nombres qui entrent
dans cette queftion, la maniere de raifonner
& d’opérer n’en feroit pas, pour cela, diffé-
rente. Repréfentons donc, en général, par a,
Yintervalle des deux licux de dépare, qui
¢toit 17 lieues dans la queftion précédente =
repréfentons par b, le nombre d'heures dont
le départ du premier courier précéde celui
du fecond ; par ¢ le nombre de lieues que le
premier fait par heurc, & par d le nombre
de lieues que fait le fecond par heure:

Si nous repréfentons roujours par x le
nombre de lieues que le fecond courier doit
faire pour rencontrer le premier, x fera en-
core compofé de l'intervalle des dzux lieux.
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de départ ydu chemin que le premier peut
faire pendant le nombre'6 d'heures, & enfin
du chemin que l¢ premier fera pendant tout
le temps que le fecond fera en marche,

Pour déterminer ce dernier chemin, yob«
ferve que les deux couriers marchant alors
pendant le méme temps, doivent fairc du
chemin a proportion de leurs virelles; ainfix
érant le chemin que le fecond eft fuppofé
faire, Jaurai ceiui que fait le premier pen-
dant ce temps, en calculant le quatrieme
terme d'une propertion qui commenceroit
par ces trois-ci 4 ¢ ::x:;cequatrieme ter

me f{era donc ff:; (Arith. 179) ou fimplement

cx . - . \
ot Or, puifque ce premier courier eft fup=

pofé faire le nombre ¢ de licues par heure,,
il adl, dons le nombre b d’hevres, en
faire b de fois sutant, c’eft-A-dire, 8 foisfi 4
vaut huit'. 30 fois {i b vaut trente ; en gé-
néral, il en doit faire autant qu’ily a d’unités
dans cxb ou bc;il en a donc fait une quan-
tité exprimée par be.

R¢uniffons donc maintenant le nombre de

. cx .
lieues - avec le nombre de lienes be, & avece

- x
le nombre de lieues ¢, & le tout % bc
€

- a {erace que le premier adafaire or on
a fuppof€ que xxCroitce qu'il a du faire; done
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= —-+ b ¢ -4 a. ChaJant le dénomina-

teur , on 2 d X =cx +~ bed + ad; tranfpo-
fant, dx— ¢cx = bcd + adj divifant enfin

(6x)onax=bfgi‘—“il

de toutes les queftions de cette cfpece, au
moins tant quon {uppofe que les deux cou-
riers vont du méme coté, & que le départ
du courier qui va le moins vite, précede
celut du fecond.

Pour montrer I'ufage de cette formule, re-
prenons l'exemple précédent & rappellons—
nous que,dans ce cas, @ repréfente 17 lieues;
ceft-a-dire, g =17}, b=8h,c=12l, d=3.
Alors la valeur générale de x devient x =
¥7x 34 8x2x3 §14-48

. . 29,

—,
2

comme ci-deffus.

Teleft doncl'ufage deces folutions géné-
rales, qu'en y fubftituant a la place des let-
tres, les nombres qu'elles font deflindes 4
repréfenter, & faifant les opérations que Ia
difpofition & les fignes de ces lettres indi-
quent, on trouve la réfolution de toutes les
queftions particulieres de méme efpece.

Par exemple, fiT’on propofoit cette autre
queﬁlon L’aiguille des heures d'une montre ré-
porzd ¢ 17 munutes, & celle des mmutes reporzd

d 24 minuzes, ¢'eft-d-dire, qwil eft 3" 24" on

,qui donne la folution

, cefta-dire, x =
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demande a quel nombre d’heures & de minutes
ces deux aiguilles feront 'une fur Paurre,
Puifque l'aiguille des heures & celle des
minutes marchent en méme temps, la quan-
tité b par laquelle nous avons repréienté ce
dont le départ d’un des couriers précede ce
lui du fecond, cft ici zéro. L’intervalle des
deuxlicuxde aé} art eftici le chemin que I'ai-
guxllc des minutes a i faire pour venir de la
vmgt-quarnemc divifion du cadran, a la dix-
feptieme, c'eft-a-dire, que a=753 d1v1ﬁons :
or, pendant que Paiguille des minutes par-
cours les 60 divifions, celle des heures n’en
parcourt que §; on a donc c= ¢, d = 6o.
Puifque b=o, je rejette de la formule x =
ad-+b-d
d—
zéro multlphe par tout cc qu’on voudra, fait
toujourszéro.J auraidong, pourlecaspréfent

, le terme be d, ou bxed , parce que

ad
x= — 3 & en fubftitvant pour g, 4, c, lcurs
d-c s

§3x60 - 3180
Vr — .__.——
valeu Sy X = ‘o pp S7 s7 “’

c’eft-a-dire, qu'il faudra que la’guﬂle des
minutes parcourre encore 57 divifions & ;2
ainfi, puifquielle répondoic a lavinge- qua—
tr1cmc divifion, elle répondraa8divifions&
<55 ou, puifque 6a divifions font un tour, les
dcux aiguilles feront I'une fur autrea 2 U

delhcurc;uwance,ccﬁ ~dire, 4" 21" &
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L’avantage des folutions littdrales fur lg
folutions numériques, ne confifte pas feule-
ment en ce que, pour chague queft.on pars
ticulicre, il ne s'agit plus que de fubflitner
des nombres: fouvent, par certaines prépa-
rations, on rend ces {olutions fufceptibles

d'un énoncé fimple & facile a retenir. Par
1 ad+becd

exemple , la formule x="—"--que nous

([——C

venons de trouver, eft dans ce cas : la quan-

titd 4 érant falteur commundes deux termes

du numératcur, on peut écrire la valeur de

. . (d—{»-bc)x d
€n cette maniere , x =="——"—; cr, fous

cette forme , on peut reconnoitre que la va-
leur de x eft le quatrieme terme d’une pro-
portiondontlestrois premiers feroient d—c:
d:: a-+éc:; mais, de ces trois termes, le
premier , d—c, marque la différence des vi-
tefles des deux couriers ;le fecond , &, mar-
que la vitefle du fecond courier ; & le troi-
fieme, @ +- bc, cft compofé de lintervalle @
des devx lieux de dépare, & de la quanrité
b ¢ ou ¢ x b qui exprime cambien le premier
courier fait de licues pendant le nombre
d’heures qu'ila d’avance ; enforte que a-be
marque toute 'avance que le premier a fur
le {Lcond ;la réfolution de la gneftion peut
donc fe réduire a cet €noncé: Multipliez |

chemin que le premier fait par heurs, par ls
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giombre d’heures quil a d’avance, & layant
ajouté a lintervalle des deux lieux de dé-
part, faites cette regle de trois . . . La diffé-
rence des viteffes des deux couriers eft &
Ya vitefle du fecond, comme la fomme des
deux nombres que vous venez d'ajouter, eft
Aun quatrieme terme: ce {era le nombre de
licues que le fecond couricr doit faire pour
rencontrer le premier, Ainfi dans le premiex
exemple ci-deflus, le premier courier ayant
8 heures d'avance, & faifant 2 licues pag
heures, on a 16 licues 2 ajouter a 17 licues ,
intervalle des deux licues de départ, ce qui
donne 33, Je calcule donc le quatrieme ter-
sme de cétte proportion 3 — 2:3::33:, 0%
1: 3::33:; ce quatrieme terme eft 99,
comme ci-deflus.

Au refe, qu'il y ait des fradtions ou qu’il
n'y en ait point, c’efl toujours la méme re-
gle. Par exemple, fi le premter couricr fai-
fanty lieues en 4 heures; le fecond, 13 licues
en g heures : i le premier courier avoit
15 heures d'avance, & quenfin l'intervalle
des deux lieux de dépare fit de 42 licues,
je dirois : Puifquele premier courier faic feps
lieues en g houres,c’cft Zde lieus par heure;

arelllement, pour le fecond, c’eft £ de
fieuc par heure ; donc pendant les 15 heu-
#¢s que le premier a d'avance, il doity 2
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raifon de 7 delieue par heure, faire 15 foid
Z de licue ou 122 de lieue, lefquels ajoutés
3 42licues, font 42 =125 out ;e calcule
doncle quatrieme terme decette proportion
M3 Z. 22740 ce quatrieme terme fera

s " l'
X3 273 ar4)

.L___,ou (Arith. 106) _——, ou, (en ré~

duifant les deux fractions mférleures, au
_3 S 49 3 I 49

méme dénominateur) 3 ou

’n 777y OU— L

( Arith. 109) 3£ x 22 ou C'lﬁ'l ‘;——, car
enomettantle fateur 20 qui doit multxpher
le numérateur & le dénominateur , on ne
change rien a la frattion. La valeur de 2 3142
eft 208 1. Cleft le nombre de lieues quele

fecond courier feroit obligé de faire.

Reéflexions fur les Quantités po/izzyes &

les Quantités négatives.

6 9. Lor{quona ainfi réfolu, d’'une ma-
niere géndérale, toutes les queftions d’une
méme efpece, on peut fouvent faire ufage
de ces formules générales pour la réfolution
d’autres queftions, dont les conditions fe-
roient tout oppofées a celles quon a eu
en vue de remplir: un fimple changement
de -+-en —, ou de—en -, dans les fignes
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des quantités , fuffit fouvent. Mais avant
de faire connoitre cc nouvel ufage des fignes,
il faut les confidérer fous un nouvel afpe&t.

Les lettres ne repréfentent que la valeur
abfolue des quantités. Les {ignes + & —
n’ont repréfenté jufqu’ici que les opérations
de 'addition & dela fouftra&tion; mais ils
peuvent aufli repréfenter, dans plufieurs
cas , la maniere d’étre des quantités les
unes a 1'égard des autres.

Une méme quantité peut étre confidérée
fous deux points de vue oppofés, ou comme
capable d’augmenter une quantité , owu
comme capable de la diminuer. Tant qu'on
ne repréfentera cette quantité que par une
lertre ou par un nombre , rien ne défignera
quel eft celui de ces deux alpetts fous lequel
on la conlidere. Par exemple, dans I'étar
d’un homme qui auroit autant de biens que
de dettes , le méme nombre peut fervir
exprimer la quantité numérique des unes &
des autres; mais ce nombre, tel qu’il foit,
ne feroit point connoitre la différence des
unes aux autres. Le moyen le plus naturel
de faire fentir cette différence, c’eft de les
défigner par un figne qui indique 'effet
qu’elles peuvent avoir 'une f{ur 'autre ; or
Veffet des dettes étane de retrancher {ur
les poflcflions, il eft naturel de défigner

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



80 Couvrs
celles- la en leur appliquant le figne —,

Pareillement, fi Pon regarde une ligne
droite ( Fig. 1. ), comme engendrée par le
mouvement d'un point 4 mt perpendicu-
fairement 4 la ligne B C, on voit que ce
point pouvant aller ou de A4 vers-D, ou de
avers E, i Pon repréfente par a le chemin
A D ou A E quil a fait, on ne détermine
pas encore abfolument la fitwation de ce
point, Le moyen de la fixer, eft d'indiquer,
par quelque figne, (i la quantité a doit tre
confidérée & droite ou a gauche : or les
fignes 4 & — font propres a cet effet ; car
{i 'on eftime le mouvement du point 4 a
Tégard du point L connu & regardé com-
me terme fixe; lorfque le point A fe meut
vers D, ce quil décetic tend 4 augmenter
L 45 & lorfquil fe meut vers £, ce qu'il
décrit tend au contraire a diminuer L A4; il
eft donc naturel de reprélenter 4D par —4-a
ou fimplement par e, & au contraire, de
repréfenter A Eppar—-a. Ce feroit rtout
le contraire, {i au lieu de rapporter le mou-
vement du point A , au point L , on lavoit
rapperté au point O.

Les quantités négatives ont donc une
exiftence auffi réelle que les pofitives,, &
elles n’en different qu'en ce qu’elles ont
une acception toute contraire, dans le
caleul, Les
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Les quantités pofitives & les quantités
négatives peuvent fe trouver & fe trouvent
fouvent mélées enfemble dans un calcul ;
non-feulement parce que certaines opéra-
tions ont conduit, comme nous I'avons vu
jufqu’ici, a retrancher certaines quantitds,
d’autres quantitds mais encore parce que
Pon a fouvent befoin d'exprimer dans le
calcul , les différents afpe&s fous lefquels
on confidere les quantitds.

70.5i donc aprés avoir réfolu une quef
tion, il arrivoit que la valear de l'incon-
nue trouvée par les méthodes ci-deflus ,
fut négative; par exemple, {i Pon arrivoit
a un réfultat tel que celui-ci, x =-— 3 ) il
faudroit ¢n conclurc que la quantité qu’on
a déﬁcrnée par x,n’a point les proprictés
qu’on i 2 fuppoféss en faifant le calcul,
mais des proprlé tés toutcs contraires. Par
exemple , fi Pon propofmr cette queftion:

‘Trouver un nombre qui érant ajoutd i 15
donne 10; cette quef’mon eft évidemment
1mpofﬁble, fi Pon repréfente le nombre
cherché par x, on aura cette équation
X 415 = 10, & par conléquent , en vertu
desregles ci-deflus,x—=10—15 ou x=—7.

Cette dcrn?ere conclufion me fait donc
voir que x que ] avoxs confidéré comme de-
vant écre ajouté a 1y pour former 10, ea

ALGEERE,
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doit au contraire &tre retranché. Ainfi toute
folution négative indique quelque fauflefup-
pofition dans I'énoncé dela queftion; mais
en méme temps elle en indique la correc-
tion, cn ce qu'elle marque que la quantité
cherchée doit étre prife dans un fens tout
oppof¢ a celui dans lequel elle a été prife.
7 1. Concluons donc de-la, que {i aprés
avoir réfolu une queftion danslaquelle quel
ques-uncs des quantitds eoient prifes dans
uu certain fens 5 {i disje, on veut réfoudre
cette méme queftion, en prenant ces mémes
quantités dans un {ens tout oppofé; il fufiira
dc changer les fignes qu'ont actuellement
ces quantités. Par exemple,, dans la queftion
quatrieme , réfolue géncralementpour lecas
ou les deux couriers alloient vers un méme
coté, fi je veux avoir la réfolution de toutes
les queftions qu'on peut propofer dans le
cas ol ils viennent au-devant l'un de lautre,

7'y fatisferai, en changeant , dans la valeur
de x que nous avons trouvée x =‘3‘£;j;d, le
figne de c. En effet, puifque le premier cou-
riervicnt au-devantdu fecond, au lieude s’en
¢loigner , il diminue le chemin que cclui-ci
doit faire; il ie diminue A raifon du chemine
qu’il fait par heurej; il faur donc exprimer
que ¢, au licu d’ejouter, retranche; il faut
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donc, au licu de -, mettre —c. Ce change-
. ad—bed
ment donnera x=— ———; car en changeant
+c
le (igne dec, dans le terme + bedquin’eft au-
tre chofe que +bdx—+=c, il faudroit écrire
4= bdx—=c, qui ( 24 ) revient a —bcd,
Confirmons tout cela par un exemple :
fuppofons deux couricrs venant en fens
contraires , & partis de deux endroits éloi-
gnds de cent lieues. L& premier part fept
heures avant le fecond, & fait deux lieues
par heure;le fecond en fait trois par heure.
En nommant x lc chemin que fera celui-ci
jufqu’d la rencontre , je vois que x fera égal
a la différence entre la diftance totale & le
cheminquaura fait le premier courier : or le
chemin qu'aura fait celui-ci eft compofé du
chemin qu'il peut faire pendant fept heures,
& du cheminqu'ilferapendant quele fecond
fera en marche: a 'dgard de ce dernier che=
min, on le déterminera en calculant le qua-
trieme terme de cctte proportion3: 2:: x;

ce 4™ terme fera 13—x; & puifque le che-
min que fait le premier courier pendant les

{ept heures quil a d’avance, doit étre de 14
licues, a raifon de 2 licues par heure, il aura

. 2 X .
donc fait errtout 14+ —jdoncil nerefie &
3
faire pour le fecond courier, que laquantité

Fa2
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, 2x ‘ 2 . ’

100—t4—— ou-86—; x; puis donc qu’on

a repréfenté par x ce qu'il avoit 2 faire ,

il faut que x=86— g-x; ¢quation d’ott I'on

tire 3 x==258 — 2x, ou yx =258, ou enfin
158 3

X = - =S‘ I —.

Or ﬁ Pon fubftitue, dans la formule x —
azl bed

que nous prétendons convenir a ce

cas ; ﬁ Pon fubflitue, disje, 100 pour a, 7

pour 4,3 pour d, & 2 pour ¢, on aurax=
xoox — 7T X2 oo—

:+Z>< 3 I 300—42 = 25’8 =1 ce
qui eft abfolument Ia méme chofe.'

A mefure que nous avancerons, nous au-
rous fo'n de fixer de plus en plus I'idée
qu’on doit fe faire des quantités négatives.

72. Comme il importe beaucoup d’ac-
quérir la facilité de mettre en équation, nous
joignonsici quelques queftions fimples, pour
exercer les commencants , nous contentant
d’en donner le réfultat pour fervir a confir-
mer leurs effais. Apres avoir réfoluces quels
tions en nombres, ainfi qu elles font propo-
fées , on feratres<bien de s’exercer a les ré-
foudre, en {ubftitnant des lettres aux nom-
bres; c’eft en imitant ainfi les folutions par-
ticulieres, que lon acquiert la facilité de
geéndralifer & d'érendre fes iddes,
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Trouver un nombre qu: étant fucce(fivement
ajouteé a 5 & a 12, donne 4euxfomm£.s qut
Joient Lune g autre , comme 3 effa 4. . .
Rép. 17,

Trouver un nombre dcrzt la moutiey le tiers
& le ; réunis, furpaffent ce nombre de 7-.
Rép. 30.

Onemploie trozsouwzers dontle premier fait
§ toifes d’ouyrage paryour, le ficond 7, & le
trozjzenve 8; on demande en quel tems ces trots
ouvriers , zravaz/la/zt enfemble , fercnt 100
toifes? Rep. 5 jours.

" Onaloué un ouvrier pareffeux a razforz de
24 Jols par chaque jour qu’il iravailleroit 5
mats a conditton de lui retentr ]ur ce qui luz
Jferoitdit, 6 fols par chaque jour qu’il ne trayail-
lerort pas. On lui faiz fon compte au bout de 30
jours, & il e trouve qu Piln’a rien @ recevoir ;
on demande combien de jours il a trava:dlé?.
Rép. 6 jours.

Un homme ackete un cheval qu’il vend en=
Juize 100 Liv. de plus qu’il ne I'a acheré. A4 ce
marchéil fe trouve gagner 10 pour cent du prix
gu’il le vend; on demande combicn il I'a
achete ? Rép goo liv,

On a payé une certaine fomme en 1§ paie-
ments quiont é1€ en augmentant tou ]ours de la
méme quantité , le premier paiement a €€ de

7 v, le dernier de 377 liv. on demande de coma
F3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



86 Counrs

bien chaque paiement angmentoit? Rép. 22,

On a de l'eau de mer, qui fur 32 livres con-
tient une livre de f¢l ; on demande combien il
audroit méler d’cau-douce pour que fur 32
lyres du mélange, il n'y eilt plus que 2 onces

defel?. .. Rép. 224 livres.
Des Equations du premier degré, d
plufienrs inconnues.

7 3. Soit qu’il y ait plufieurs inconnues ,
foitqu’il n’y en ait quune,la méthode qu'on
doit fuivre pour mettre en équation eft tou.
jours la méme. Mais ,”en général, il faut
former autant d’équations que peuvent en
donner les conditions de la queftion. Si
ces conditions font toutes diftinétes & in-
dépendantes les unes des autres, & fi,
en méme temps , chacune peut étre expri-
mde par unc ¢quation, la queftion ne peut
avoir plus d’'une folution lorfque toutes ces
¢quations font du premier degré , & qu'en
méme tems il y en a autant que d’incon-
nues. Mais {i quelqu'une des conditions fe
trouve ou explicitement ou implicitement
comprife dans quelqu’une des autres, ou fi
le nombre des conditions eft moindre quele
nombre des inconnues, alors on aura moins
d’équations que d’inconnues; & la queftion
peut avoir une ihfinité de folutions, a moing
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pE MatufmMaTiQues. 87

gue quelque condition particuliere , mais

qui Re peut éwre exprimée par une équation,

r’en limite le nombre. Nous éclaircirons
.tout cela par des exemples.

Nous fuppoferons d'abord deux équatxons
& deux inconnues,

Les regles que nous avons établics con-
cernant les équations a une inconnue, ont
¢galement lieu pourleséquations a plu(leurs
mnconnues, mais il fauty a)outer laregle fui-
vante pour les équarions a deux inconnues.

7 4. Prenez dans chaque é équation lavaleur
dune méme tnconnue, en operant comme fi
tout le refle eroir connu: égaler ces deux va
leurs , & vous aurez une équation qui ne renfer-
mera plus que la feconde inconnue , que vous dé-
terminere par les regles précedentes. Certe fe-
conde inconnue etant trouvee , fubflituez fa va-
leur duns Pune ou Uautre des deux valeurs que
vous avey prifes par la premiere operation , &
vous aurez la feconde inconnue.

Par exemple, fi javois les deux équatiens
2064y = nq,,;x—;— 3v = 65.Dela premiere,
je tirerois cntranfpofant 2x=24—7y, & en

divifant, x=2*—7, De la feconde, je tire en

tranfpofant, § x==65 — 3y, &en divifant
65—3y

x:

s, 3 '
Jégale les deux valeurs de x, en
t g
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derivant 24 —Y

6 —
= s” EquaLmn qui ne

renferme plus que la feconde inconnue y.

Pour avoir la valeur dey, je chafle (64)
les dénominateurs 2 & 5 ; & jai 120 — ¢ y
= 130 — 6 y: tranfpofant & réduifant, j'ai

y==10.

Pour avoir x, je fubftitue , aulieu de y, fa
valeur 10 dans la premiere valeur de x rrou-
vée ci deffus. ( Cn pourroiz également fubf-
tituer dans la {econde). Cette fubftitution

14— To ,4___
a7

7 5. Prenons pour fecond cxemple, les

. 49:__ iy - 2 i
deux équations T =2 &ix+iy=19,

donne x=

Je commence par chafler les dénomina-
teurs ( 64 ) dans chacune de ces équations,
ce qui les change en ces deux autres, 24.x—
25 y==60& 8 x +9y==228. De la pre-

miere de ces deux-ci, je tire en tranfpofant

Go4-1¢
24x=60+25y,&en dxvxfant, X == — y.
4

Delafeconde, j'ai en tranfpofant, 8 x=228
2:8—9y
8"_.
J’égale ces deux valeurs de x, on écrivant
6o—z5y 11.8—-9y_
8

— 9y, & endivifant , x =

¢quation qui ne ren-
forme plus que y,

Pour avoir lavaleur de cette inconnue, je
chafle les dénominateurs, & j'ai 480 4-200y
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DE M ATHEMATIQUES. 89

= ¢472 — 216y ; tranfpofant, il me vient
2009+ 216y = 5472 — 480, qui fe réduit
2416y == 4992; enfin, divifant, jaiy =
449[962 == 12.

Pour avoir x, je mets, au lieu dey, fa
valeur 12 dans I'une ou l'autre des deux va-
leurs de x, dans la premierc, par exemple,
6027y

e laquelle

60 42§ X1 o300

c'eft-a-dire, dans x=

devient par-la, x =
24 24
lﬁi’. = 1¢. \

7 6. Prenons pour troifieme exemple , les
deux équations 3x ={x~- 3y — o & Ix —
Fy=1y—6.

Je commence par faire difparoitre les
dénominateurs ( 64 ).

Jaig6x =35 x 6oy — 1260.

Et g6 x — 20y == 35y — 240.

De la premicre je tire, en tranfpofant &

réduifant, 21 x = 60y— 1260, & en divi-
6oy-—-1260

fant,x =

21
La feconde me donne, en tranfpofant &
réduifant 6= 55y — 420 & en divifant,
55y —410
56
Egalant ces deux valeurs de x, jai
6oy-—17.6o §5Y ~— 420
21 = T
Pour avoir la valeur de y dans cette équa-

X ==
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tion, je chafle les dénominateurs, & jai
3360y —770560=1155y— 8820, tran{po-~
fant & réduifant, il vient 2205y == 61740;
enfin en divifant, onay = $2t2=28,

Pour avoir la valeur de x, je fubftitue, au
licu de y, fa valeur 28, dans ['équation

éoy—1160 . .
x== =T trouvée ci- deffus; ce qui
Gox28==11260 16801160 420
donne x == SXzeI00 10807 IO - 4%
21 ! 21 21X

= 20,

77. Si les équations étoient littérales,
on opéreroit de la méme maniere. Ainii, fi
Yon avoit les deux équations ax ~+ by =c,
& dx -+ fy=rc¢, dans lefquelles a,5,¢,d,¢, f,
marquent des quantités connues, pofitives
ou négatives; la premiere donneroit, par
tranfpofition ax = ¢ — by , & par divifion,

‘ x:c-—by

5 1a feconde donneroit de méme

par trinfpofition dx ==e¢ —fy, & par divi-

o
fion x = ——d’i'. Egalant ces deux valeurs

. o . —F
dex onauroit c—% __ —,—dﬁ'; chaflant les

fraltions, on acd— bdy = ae — afy ; tranf-

pofant , afy — bdy ==ae — c¢d; enfin , divi-
ac—cd

fant (61),0nay== F—bd'

Pour avoir la valeur de x, il faut {ubfti-

. ae—cd
tuer, au licu dey, favaleur aF—va>dans 'une
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DE MATHEMATIQUES. 91

—2>
des deux valeurs de x, dans x == ‘—;«y ’
par exemple. Cette fubflitution donnera

5 ae-cd -~abe4-bed
X ra A
x==__ /b quirevientdx=——"—"—or
[¢] a
ou (45 ) réduifant ¢ en fration,.......
afc-bcd-abe-bcd afc-—abe
—bd —5d
x= af ] oux==a_f'—__,
a a
—ube
ou (ga), x ===« ou enfin
__;c-—)-Ze aaf-—abd, (33 )’
X

7 8. Nous avons fuppofé jufqu’ici que
les deux inconnues fe trouvoient toutes deux
dans chaque équation. Lorfque celan’arrive
peint, le calcul ne differe des précédents
quen ce quil eft plus fimple. Par exemple
filonavoit jax=3b& cx+dy=e:la

35

premiere donneroit x== - 3 & la feconde,
§a

—d
x = =9y

. Egalant ces deux valeurs, on

<

. 13 —d \
auroit %71 = . y; d’ol chaffant les déno-

minateurs , tranfpofant & réduifant, on tire

— $ae—3be
y cad
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Des Eguatzarzs du premier degré, 4

trois, & a un plus grand nombre
d'inconnues.

7 9. Ce que nous venons de dire éeant
une fois bien congu, 1l eft facile de voir
comment on doit fe conduire lorfque le
nombte des inconnues & des équations eft
plus confidérable.

Nous fuppoferons toujours qu’on ait au-
tant d’équations que d’inconnues. Si l'on en
a trois, onprendra dans chacune, la valeur
d-une méme inconnue , comme Ji tout le refle
€roiz connu. On égalera enfuite lapremiere ya-
leur a la feconde , & lapremiere a la troifieme;
ou bien Lon égalera la premiere d la feconde,, &
la feconde a la troifieme. On aura, par ce
procédé , deux egualzons a deux Inconuues

eulement ; & on les traitera  par la regle pre-
cedente (74 )-

Soient, par exemple, ies trois ¢quations:
3x-t+§gy—+77=179
gx43y—23= 64
§xX— y+37= 75

Dela premiere, je tire, par tranfpofition,
3x=179—5y— 7% &, par divifion,

179 —5y—7
x——————l—{-

De la feconde, yai, par tranfpofition ,
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DE MATHEMATIQUES! [ 4
8x==064— 3y~ 27, &, par divifion

64 —3y-4-2
xz.—_—__—.—g[ I.

Dans la troifieme , 5 al,par tranfpoﬁmon,
§x=75 +y—37, & par, dlvmon. -

‘Y
o 78 ;/ 3T
Egalant la premicre valeur de x 4 la fe~
conde, jai 2R o S 3V g

8 -
Egalant de méme la premicre 2 la troi«
179~ Sy —7% __ 75y —33

fieme, jai

5

Comme il n’y a plus que deux inconnues,
je traite ces deux dernieres équations f{ui-
vant la regte donnée (74.) pour les équa-
tions 4 deux inconnues. Je chafle donc d'a-
bord les dénominateurs, ce qui me donne
les deux dquations fuivantes 1432 — 40y —
§67= 192 ~ gy 67, & 895 25y~ 357
= 22§ -3y —97.

Je prends dans chacune de ces équations
Ia valeur de y: la premiere me donne, en

tranfpofant & réduifant, 1240—627=31y,
¥340-627
1

& endivifant, y == . Lafeconde me

donne , en tranfpofant & réduifant, 670 ~

670 — 267
28 *
Jégale ces deux valeurs de y, & jai

J140 - 61.{ 670—16{
31

267 == 28y, & en divifant, y=

» qQui ne renferme plus
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qu'une inconnue. Pour en av01r la valeur,
je chafle les dénominateurs, & jai 34,7zo~
17367= 20770 — 8067 Tranfpofant & ré.
duifant, il vient 13950 =9go{; divifant
enfin, onag &= 3= =1y,

Pour avoir y , je mets, au licu de 7, fava

140 — 61 %
leur 15, dans I’ équanony——— e

nous venons de trouver ci-deflus ; ce qui me

1240-62X%1 12140~930 10
donney== 4 o S= 43! ; 3

Enfin, pour avoir x, je mets, au hcu de},
favaleur 10, & au lieu de 7, fa valeur 15,

dans l'une dcs trois valeurs de x trouvées

ci-deffus ;'par exemple,, dans x = 175~ :y 7{,

179 — § X 10— 7 X 1§

s que

ui devient par - 1a x ==
g P

. 179—s0—10¢ __ 179—155 14 —g

3 3 3
80 Si toutes les inconnues n’entroient

pas a la fois dans chaque équation ; Ie calcul
feroit plus fimple, mais fe feroit toujours
d’une maniere analogue.

Par exemple, fi I'on avoit les trois équa-
tions, sx - 3y=465,2y — 7= 11, 3 x+

) ' P
47=7y7. La premiere donneroit x= ’s 7

lafeconde ne donneroit pointde valeur de x;
§7—4%,

la troifieme donneroit x == 3 iln’y au-

roit donc que ces deuxvaleurs de x a Egaler,
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6 - : -
-elles donnent — 1, équation qui

ne renferme plus d’x, & qui ¢rant traitée,
avec la feconde équation 2y—z7=11, felon
les regles des équations a deux inconnues,
‘donnera les valeursde y & de z. Enachevant
le calcul, on trouvera =9, y=10, x=7.
8 1.O0nvoitpar-laques’il yavoit unéplus
grand nombre d' équations, laregle générale
fcroit.. .. Preney, dans chaque équation , la
valeur d’une méme inconnue ; égalez l'une de
ces valeurs d chacune des autres , & vous aure7
une équarion & uneinconnue de moins. Traitey
ces nouvelles equations comme vous venez de
faire pour les premieres , & vous aurez encore
une équation G une inconnue de moins. Conti-
nuez ainfi jufqu’d ce qu’enfin vous parveniey a
n’avoir plus quune inconnue.

82. Il ne fera peut-étre pas inutile de placer ici une regle
générale pour déterminer les valeurs des inconnues dans les
équations du premier degré. Lor{que le nombre des inconnues
eft un peu confidérable, & que les ¢quations renferment tous
les termes qu’ciles peuvent renfermer, oneft conduit, par la
premiere méthode, fi elles {ont littdrales ; 3 des valeurs pius
compof es qu’il ne convien:y i ]a vérité, on peut les rédutre ;
mais ¢’elt un travail qui devient d’autant plus long que le nom-
bre des inconnues eft plus confidérable. D ailleurs rous ré-
duirons, par la (Uite, I’ar: de chafler les inconnues dans les
¢quations qui paflent le premier degré, 4 celui de les chafler
dans celles du premier degré, Les méthodes que Jon a eues
jufyu'ici pour éliminer ou chafler les inconnues , dans les
équations qui pallent le premier degré, ont toutes (fi l'on
en excepre {zulement celles qu'ont données M M. Euler &
Cramer ) Vinconvénient de conduire 3 des équations beau-
coup plus compofies quil ne faut. Ces dernieres méme
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we font point & V'abri de cer inconvénient, loefqu’on a plus
de deux 1nconnues. Il peut dong ctre utile de donner ici des
moyens faciles pour avoir les valeurs des incoannes dans
les ¢quations du premier degré. C'eft ce que nous allons
fiire apris avoir expolé une feconde mérthode qui peur avoir
fon utilité dans plujicars rencontres,

Soient les deux équations 3 x 4 4y=81, & 3x—4y=9.
Sil'on retranche la feconde de la preniere , on aura 8 y=y2,
& par conféquent, y=3F=9. Au contraire, fi Von ajoute la
premiere ¢quation i la feconde, on aura 6 x =90, & par
confégqyent ,x =22 =2 15. On voitdonc que lorfque les deux
€quations font telles que le cocfhicient de Pune des inconnues,
eft le méme daas chacune, il eft tres-fazile, par une fimple
addition ou une fimple fouftraction , de réduire les deux équa-
tions 4 n'avoir qu'une inconnue.

83. Mais ne peut-on pas ramener les équations 3 cet état!
On le peut toujours; il [uffic pour cela de muliiplier "une des
deux ¢quations par un nombre convenable. Voici comment ¢n
doit s’y prendre pour trouver ce nombre. Soient les deux équa-
tions g x—4-3y =65, & §x—4-8y—=111.

Je repréfente par m, le nombre dont il s'agit, & je mul-
tiplie 'une des deux équations. la feconde, par exemple,
par m , ce qui me donne § mx =48 my =111 m. Je 'sjoute
avec la premicre, & falqx+ s ma-+3y-+8my=654111m
qu'on peut écrire ainfi (4--5m) x--(3+Sa)y =65 4111 M.

Sije veux meintenane fuire difparoitre les % , je nai qu'd
fuppofer que le nombre m eft tel que 4 45 m==o0, ce quime
donne m=-%, Cette fappofition réduit I'équation a (34-8m)y

65+ 111m

=65 + 111 m, quidonne y == ; ¢quation, quiy

3~4=-8m
6;.§,43
en mettant pour m {a valeur ~ 4% | devient, y = ==
32
325 -444 —110 Y
5 5 109 g 119
e T =7,
1§ — 32 ~17 5 17 17
§

Si au contraire j’avois voulu faire difparoitre les y, jaurais

y N - 2y
fuppole m te] que 34-8Mm==o, c’eft--dire, que j'aurors eg1i
3 26109
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3 z¢r0, le coéfficient ou moltiplicateur de ¥, ce qui m’auroit
donné m == {.Cerre [ippofition réduit I'équation A (454-m) =

éy 41111

s=g5+4+111 m,quidonnex = — équation, qui, en
4 PRI A
65—%3
mettant pourm {2 valeura&uelle—:  devient x= =
s10—333 187 4—
3 18 8
3 —1s 17 17
8 8

84. Si Pon avoit trols équations & trois inconnues, on
multiplieroit la feconde par un rombre m , & la troifieme par
un rombre n; & les ajoutant, ainfi multiplides , i la premiere ,
on fuppoferoit égal i zéro , le coefficient de chacune de deux
des trois inconnues x,y & . On auroit pour déterminer m
& n, devx équations que l'on traitercit comme dans le cas
précédent. .

Par exemple, prenons les trois équations 3 x 4 §y 477
=179,8x~+3y—23 — 64, §x —y~+3{=75 quenous
avens déja traittes. En multipliant la feconde par m, la troi-
fieme par n, & lesajoutantdla premiere,onaura 3 x 48 mx
x-Sy +3my—ny+-7r—r1my43ng= 79 64m
~79nqu’on peutécrircainfi (3 +8m—-gn)x—~(§-+3m
—n )y (7= 2 M3 N) =179 4 64 M= TS e

Si c'eft 7 que je veux avoir, je Gippoferai3+8m + s n=o0
& §4-3 m—n=o0;cequirédut’équation 4 (7—2m~-3 1) g
175 4= 64 m—~+ 751,

T e— 21— 3n ’
il ne s’agitdonc plus que de déterminer m & n, ce que l'on
fera par le moyen des deux équations 3 - 8m -~ s =0,
& § 43 m—n =0, quelontraitera comme dansle cas pré-
cédent; c’eft-2-dire, que 'on multip'iera la feconde par unnoms
brep , & on I'ajoutera 4 la premiere , ce qu donnera 3 + 52
-8 m3pmA-gn—pn=0,4u onecr_xtaxnﬁ, 34§ Pt
(84 3p)m(5—p)ne=o. Pour avoir m on fuppofera §
+ 3 p=o,ce qui réduira iquationd s - gp (5 —pIn=2.
quidonne n = —3—5Zsor équation 8 +- 3 p==0, donne

§—7 G

ALGEBRE:

=179+ 64 m-+7¢n, qui donne 3=
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40
— e —
== idoncn= yquiferéduitin= i_;,' par une
§+—=
} 8
opération femblable , on trouveram = — f , fubftituant done
13
18 1
!79—64.;— +7s.3;-
danslavaleurdeyonaurag— ; 3, quife
—_—1 Y
J—2e —— 3. 3-4
23 23

réduit 3 7 = 14, On voit par-13 comment on s’y feroit pris, fi
au lieu de 1, on avoit voulu avoir y ou =3 mais, lor{que ure
des inconnues eft trouvée, il {erost fuperflu de recommencer
un calcul (emblable pour chacune des autres, il faut fubftituer
Ia valeur de cette inconnue dans les équations propofées; &
employant une équation de moins, cn détermine les autres
valeurs , comme pour le cas oli il y a une équation de moins.
85 [En fuivant cewe méthode, ou la premiere, on peut
trouver des formules générales qui repréfentent la valeur des
inconnues dans tous les cas imaginables. C'eft ainfi qu'on trous
vera q e i 'on repréfente généralement deux équations du
premier deg~¢ 4 d-uX inconnues patax «+ 5y 4 c==o, &
& x4 by =2, ce quon peut toujours faire en paflant
tous les termes dans un méme membre, & reprélentant par
une ‘eulelettre 12 totalité des quantités connues qui multipliem
chaque inconnue , & latotalité des termes emiérement conrus,
on trouvera, dis-je, que les valeurs de x & de y, font expri-
. be'—bc  alie=id
ab=a39Y = Gh s
Pareillement, fi 'on repréfente trois équations du premier
degré i trois inconnues, par ax-pby~+c3d=o,d'x+bly
+c34d=o0.a'x by 4" 74 d" =0, on trouvera
que les valeurs de x, y & 7, (ont exprimées en cette maniere !
=T apr'd'a bd'—ad'bd+ab"d—a'b"d+a'b d

mées, en cette maniere: x —=

+ab'el—a' b+ d b b - a! b cma" B
y___—ad’c"-i,-a’dc"—-—a"dc’ +ac’d'—acd' +a'ed
weab' M e b B —ab ' a' bl —~a ' b,
bbb A b =B e d 4 B4

ab'd'—dbc’ =gl —ab ' - a' b c—a'b ¢!
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Pour 4 équations & 4 inconnues, on aurait quatre fradtions
dont le numérateur & le dénominateur auroient chacun 14 ter-
mes. Ils auroient 120 termes pour § inconrues; 720, pour 6, &
ainfi de fuite, felon le produit des nombres 1,2, 3,4, 5,&c. ®

Application des Regles précédentes a
la réfoluiion de quelques 7ueﬁions qui
renferment plus d'une inconnue,

86.Qucttionpremiere: Un homme a deux
efpeces de monnoie : fept pieces de la plus forte
efpece , avec douze pieces de la feconde , font
288 livres; & 12 pieces de ld premicre efpece,
avec fept de la feconde font 358 livres. On de-
mande combien vaut chaque efpece de monnoie?

Si Pon favoit combien vaut chaque ef-
pece de piece, cnmultipliant la valeur d’une
piece de la premiere elpece, par7, & celle
d'une piece de la feconde efpeee, par 12,
& ajoutant les deux produits , on trouveroit
288 livres ; parcillement, en multiplianc la
valeur d’'une piece de la premicre cfpece,
par 12, celle de lafeconde par 7, & ajou-
tant les deux produits, on trouveroit 358

* §i 'on vent v’inttruire plus d| Algédrigues Poaris, in-40. On y
fond de la maniere de déterminer|trouvera Lne methode trés-générale
les valeurs des inconnues dana 5| & tiés-expéditive pour dérerminer
¥quations du premier degré, on|toutesa la fois ou féparément, les
peut confulter ['ouvrage que nous|valeurs des inconnves dans les
avons publi¢ en 1779, fous l¢ titre| Equations, foit numérigues, fois.
Théorie générale des Eguations iiticraless

2
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livres; cela étant, {i je repréfente par xle
nombrc de hvrcs ou la valeur d’une pxecc
de la premiere efpece, & par y celle d’uner
piece de la feconde efpece, je pourrai
raifonner” ainfi:

Chaque piece de la premiere efpece va-
lanc x, les fept pieces vaudront 7 fois x,
ou 7 x, par la méme raifon 12 pieces de la
feconde efpece vaudront 12 y; 1l faur done
que 7 x 12y = 288,

Unraifonnement femblable al'égard dela
feconde condition, fera voir qu'il faut que
12x-+7 y==3y8. Il ne s'agit donc plus que
de trouver les valeurs de x & de y. Pour cet
effet, je prends dans chaque équation la
valeur de x. La premiere me donne , apres

la tranfpofition & la divifion, x = »88—1”,

’
B—
&x———,) égale ces
2

lafeconde me donne x=

deux valeurs de x, & j’ail’ équamon——— 2y
7
358 —7y

Pour tirer de cette derniere la valeur dey
je chaffe les dénominateurs ( 64 ) 87'ai 3456
— 144y = 2506 — 49y, ou en tranfpofant
& réduifant g50=9¢ y ou enfin en divifant,

y=="-2== 10, Pour avoir x, je prends la
95

288 — 12
premiere valeur dex, favoirx = —— 22,

& fubftituant pour y, fa valeur 10, jai
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188 —r1axto 88—120 168
= = — ==24;donc

o - po—
e

la plus forte piece ¢eoit de 24 livres, & la
plus petite de 10 livres. En cffet, 7 pieces
de 24 livres font 168 livres, qui avec 12
pieces de 10 livres ou 120 livres, font 288
livres. De plus, 12 picces de 24 livres, qui
font 288 livres ,'avec {ept pieces de 1o livres
qui font 7o livres, donnent 38 iivres.

Queftion feconde: Ona méid enfinible une
certaine quantité d'or & une certaine quantité
dargent. Tour le melange fait un volume de
12 pouces cibes , & pefé 100 onces : un pouce
cube d'or pefe 12 onces L, & un pouce cube
d’argent en pefe 6 5. On demande quelle «ff la
quantite d'or & quelie eft la quant.té d'argint
qut ont €1é allies ?

Si Fon connoiffoit le nombre de pouces
cubes de chaque efpece de matiere , en ajou-
tant ces deux nombres, ils donneroient 12
pour leur fomme. De plus, en prenant 12
onces §autant de fois qu’il y ade pouces cu-
bes d'or, c’eft-a-dire,en multipliant y 2 5 par
ie nombre des pouces cubes d or, on auroit
le poids de P'or qui entre dans le niélange,
& en multipliant de méme ¢ onces £ par le
nombre de pouces cubes d'argent, on au-
roit le poids de I'argent, & en 2joutant ces
deux produits ils formeroient 100 onces,

G 3
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Raifonnons donc de la méme maniereen
repréfentant par x le nombre des pouces cu-
bes d’or, & par y le nombre des pouces cubes
d'argent : il fautdonc que x4~y ==12. D'mn
autre coté, chaque pouce cubed’or pefant 12

8
onces *ou’’ d’once, un nombre x de pou-
303

8 8 }
ces d’or pefera 33 xxou —, Par la méme rai-

fon chaque pouce cube d’argent pefant 6 on-
ces 5 ou 4> d’once, un nombre y de pouces
<ubes, peferadixyousty; doncl'or & lar-
gent réunis peferont 32 x -+ 5y ; or ils doi-
vent pefer 100 onces,donc? 2 x +£2y=100.
Pour trouver les valeurs de x & dey, je
chafle les dénominateurs de cette derniere
équation, & j'ai 342x -+ 186y = 2700. De
la premiere équation je tire x =12 — ¥, &
la derniere donne & == 2227357« ¢oalan,
2700—186y
. 342
Pouravoir y je chaffe le dénominateur , &
il me vient 4104 ~ 342y =2700— 186y ;
tranfpafant & réduifant, 1404 =156y, &
enfin en divifanty =+°* =9; & comme
onatreuvéx =12y ;onadoncx== 3,
c’eft a-dirc, qu'onamélé 3 pouces d’'oravec
9 pouces d’argent. En cffet, le tout fait 12
pouces cubes. D’ailleurs 3 pouces cubes pe-

fant chacun 12 onces } font 38 oncgs, & g

ces deux valeurs, ona 12 —y =
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ouces cubes pefant chacun 6 onces ¢ font 62
onces , lefquelles avecles 38 fone oo onces.
Si les deux matieres qu'on a méléesavoiunt
des pefanteurs fpémﬁqucs * différentes, &
fi le volume, ainfi que le poids toral du mé-
lange, éroient difiérents de ce qu'on vient
de f'uppofcr, la mérhode, pour trouver les
quantités de chaque efpece de matiere, n'en
feroit pas moins la méme; ainfi pour renfer-
mer dans une {eule, toutes les folutions des
queftions de cette efpece, fuppofons généra-
lement que lenombre total des pouces cubes
des deux efpeces de matiere foient . . a.
Que le poids total du mélange exprimé
enonces foit . . . . .

Que le poids d'un pouce cube de la
premicre mariere foit .. . ¢,

Et celui d'un pouce cube dela feconde
foit . . . . . ... .. ... .d

¢ & d ¢rant exprimés en onces.

Alors inous rcr‘nfcncons par xle nombre
des pouces cubes de la premiere matiere, &
par y le nombre de pouces cubes de la {e~

*Onappcl!epefanteurfpecz- quand on dit, par exemple :
fique , la pefanteur d’'vn corps| 12 pouces cubes d'eau coms
dent le volume eft connu.;mune pelent 7 onces 6 gros,
Quand ondit: un tel corps pefe| alors on dé-erm'ne la peian-
12 livees, on ne détermine que | teur de cette epece d’eau; on
le poids de ce corps & non pac{ met en érat de déterminer come

celui de l'efpece de mariere | bien pefe tout autre volume
dont il e compofé ; mais|connu de cette méme eau.

G4
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conde ; nous aurons pour premicre, équation
x -t y=a.

D’ailleurs chaque pouce de la premiere
matiere pefant ¢ d’onces, des qu’il y a x de
pouces cubes, la quanticé de la premiere ma-
tiere pefera ex x oucx. Yar la méme raifon,
la quantité dela econde maticre peferady ;
enforte que le total pefera cx—+dy ; & comme
ileft fuppolé pefer b, il faut que ex +-dy=>2.

Cela pofé, la premiere équation donne

x=a—y ;lafeconde donne x ="} éga-

b—dy,
lIant ces deux valeurs, onae—y = .
c

chaflantle dénominateur, il vient ac—cy=">
) ac—b

"~ dy; tranfpofant & divifant, y==

I

Pour avoir la valeur de x, il faur fubfi-

tuer dans I'équation x = a — y, la valeur

qu’en vient de trouver pour ¥, & l'cn aura

b—ac
¢c—d?> ac—b

les fignes dunumérateurde _—yparcequey

x=a- ot l'on voit que j’ai changé

doit étre retranché dea (11). Cette valeurde

x peut étre {implifide, enréduifant le tout en
ac—ad—+b —uc

fraltion (45),cequidonnerax==

' . b—ad c—d ’
ou en réduxfancjx:.:ﬁ.

b—ad ac—5b

Les valeurs x = =, &y =2

que l'on vient de trouver, peuvent fournir
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une regle fufceptible d'un énoncé affez fim-
ple, pour la réfolurion générale de routes
les queftions de cette efpece.

Pour trouver cette regle, il faut faire at«
tention 1°, que & marque lc poids total du
mélange; 2°, que @ marquant le nombre total
des partics du mélange, & d le poids d'une
des parties de la feconde efpece , 2 d marque
ce que peferoit le volume du mélange, il
étoit compofé feulement de la matiere de la
feconde efpece. En cffet, i tout le volume
¢roit d'argent par exemple, on trouveroit
fon poids toral, en multipliantla pefanreur &
d’un pouce cube d’argent, par le nombre
total a des pouces cubes. Fnfin le dénomina-
teur c —deftla diffiérence des pefanteurs {pé-
cifiques dg¢ chaque efpece de matiere.

Silon analyfe, de méme, lavalevr dey
onverra que ac eft ee que peferoit le volume
du mélange, s'il étoit uniquement compofé
de la premiere matiere. De-li on pourra con-
clure cette regle.

Calculs7 ce que peferoir le volume du mé-
lange, st €rort compofe feulement de la feconde
matiere ; retranchey ce poids du poids toral
adluel du mélange , divifez le refle par la
différence des pefanteurs fpecifiques des deux
matleres : le quotient fera le nombre des par<
Zies de la premiere qui entre dans le mixte.
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Au contraire, pour avoir le nombre des
parties de L1 feconae matiere , calculer ce que
peferoir le volume du melinge, s’il eroir rou
entier de la premiere mnatiere , retranchey en le
poids total aduel demelange , & divifer le refle
par la méme quaniité que ci-deffus.

Cette regle eft précifément, ce quion
appelle cn Arithméique, la regle &° Alliage,
& qu'en Arithmétique nous avons renvoyée
a cette troifieme partie.

On peut, a cette méme queftion, en rame-
ner une infinité d'autres, qui, au premier
coup d'ceil, ne femblent pas de méme efpece:
parexcmple , celle-ci: Faire §22 livres en 42
pieces , les unes de ag livres , & les autres de 6
{ivres ; car avec un peu d'attention, on voit
que cette queftion eft la méme que cette au-

“tre; un mixte compofé de 42 pouces cubes
de matiere , pefe 522 onces: des deux matie-
res qui y entrent , I'une pefe 24 onces par
pouce cube, & Vautre 6 onces. En fuivant
Ia regle précédente, on trouvera quil faut
1§ picces de 24 liv. & 27 pieces de & livres,

Lamémeregle ferviroitencore a réfoudre
cetteautre queftion: Unpied cube d'eau de mer
pefe 14 livres, un pied cube deau de plute pefe
70 livres 5 combien faudroit-il méler enfemble
d’eau de mer & d'eau de pluie, pour faire de
Uean qui pefdt 73 hivres par pied cube ?
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On voit parla combien il peut étre utile
de s’accoutumer de bonne heure a repréfen-
ter , d’'une maniere générale, les quantités
connues qui entrent dans les queftions, &
intefpréter ou traduire les réfultats algébri-
ques des folutions des problémes.
Queftion troifieme: On atrois lingots , dans
chacun defquels il entre de For, de ['argent &
~ducutvre. L'alliage dans le premier efl tel que
JursGonces,ilyenaydor,8d'argent & 1 de
cutvre Dans le fecond fur 16 onces ,ily ena
s d'or, 7 d'argent & 4 de cuivre. Dens le troi~
Sieme fur16onces,ilyena 2d’or, 9 d'argent
& § de cuivre. Onveut , en prenant differentes
parties de ces trois alliages , compofer uir gua-
trieme lingor, tel que fur 16 onces, il s'ern
trouve 4 onces & 1L enor,7 +¢ en argent , &
Z en cuivre. -
Repréfentons par x le nombre d'onces
qu'il faut prendre du premier lingot; par y,
le nombre donces qu’il faut prendre du fe-
cond; & enfin par g, le nombre donces
qu’il faut prendre du treifieme. ’
Puifque 16 onces du premier contiennent
7 onces d’or, on trouvera ce que x d’onces
de ce méme lingot peuvent contenir d’or,
en calculant lequatrieme terme de cette prg-

.. . 7,
portion 16:7::Xx:; ce quatrieme ferg ]
par un raifonnement femblable , on trouvera
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qu'en prenant y d’onces du fecond lingot,

on prend X enor, & furle troifieme 31. Ces
P . 16 H

T e . . X == -2
trois quantités réunies font ——f-;t——{; ot

on veut qu'elles faffent 4% ou 22; donc
TEHsy 2T 7o
103 16t

Pour fatisfaire 4 la feconde condition, on
remarquera, de méme, qu’en prenant x d’on-
ces fur le premier lingot, on prend néceflai-

8 x . :
rement — d’onces en argent, fur le fecond
7y !
16 9

ceﬂ}lremcnt—‘ ces trois quantités réunies

& enfin {ur le troifieme, on prend né-

8x+7y+9{

font, , & comme on veut qu’elles

Bx+7y+97___ 12
T
En procédant de Ia méme maniere, on
aura, pour fatisfaireala troiﬁeme condition,
—+—4y-+—5(

fallent 723 oudX™; on aura &

I'équation It

Comme le nombrc 16 cftdivifecur commun
des deux membrcs de chacune des trois
¢quations qu’on vient de trouver ,on peut le
fupprimer ; & alors on aura les trois équa-
tions fuivantes . . . 7x-+sy—+27=79,
x4 7y—+971= uz,x-i—-‘iy—*—g 7==5%.
Tirant de chacune, la valecur de x on aurax

79—sy—1y _ _ Tar—qy—oy _ _
= X T T 3X==55
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4y-—757; ¢galant la premiere valeur de
x a la feconde & 2 la troifieme (79), on
zz")'}"'ﬂ{:“?-—7y—9{ &7’—57—1{
7 g 7
= ¢35 — 4y — 5 7, équations qui ne renfer-
ment plus que deux inconnues, & qu’il faut
par conféquent, traiter, fclon ce qui a €té
dit (74).

Pour cet cffet, je commence par faire dif-
paroitre les divifeurs, & jai 632 — 40y —
167 =854 —49y — 637, &79—5y— 2%
= 385 — 28y —357,0u,en paﬂant tous
les y d’un coeé &réduifant, gy=1222-—477,
& 23 y=306 — 3375 la premiere de ces

deux équations donne y == 122 —¢ :4._7_1; & la

aura

396337,
feconde, y = — 5 ¢galantces deux va-

leurs de y, jai 1”—:-31—{ = 516%317{; chaflant
lesdivifeurs, s 106 —10817=2754=—2977;
tranfpofant, § 106 —2754=1c817—2977;
réduifanc, 2352 =17847; & enfin, ¢n divi-
2392
734
Pouravoirlavaleur dey, je fubftitue dans
P'unede ces deux valeurs qu’on a trouvées ci-
deflus pour y, 'y fubftitue, dis-je, au lien
de 7, fa valeur 3, qu'on vient de trouver 3
222~47%

—_—

fant, 7 ==

parexemple, en fubflituantdans y =
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Enfin, pour avoir x, je {ubflitue, au lieu
dey & dey, leurs valeurs ¢ & 3 dans l'une
des trois valeurs quion a trouvées ci-defius
pour x ; par exemple, dans la derniere , fa-
voir x =§5—4y—75 7, & cette valeur de-
vientx =55 — 36 — 1§ =55 —§1=4;
c’eﬁ-‘a dirc, puifquon trouve x==, 4 y==9

& 7= 3, quil faut prendre 4 oncesdu pre-
mier lmgoc 9 du {ccond, & 3 du troifieme,
&alorsle nouveau hncot connendra en or,
4 onces & 3 en argcnt, 7 onces & en
cuivre, '3 onces -Z.

En effet, puifque le premier lingot con-
tient fur 16 onces, 7 oncesd’or, 8 dargent
& unedecuivre;il et évidentquefil’onprend
4 onces fculement de ce lingot on aura 3%
d’once ¢n or, % en argent & - en cuivre,
Par une raifon femblable, en prenantg onces
dufecond lingot , onaura ¢% en or,“2enar-
gent, & Hencuivre; & en prenaut 3 onces
du troifieme lmgot on aura <% en or,2Z en

argent, & 1/ en cuivre.
* Réuniffant les trois quantités de chaque
efpecede m:mcrc provenantes des trms hn-
gots on aura 22, 12  Poug L, 7 5 &

s pour les quantités d'or, dargent & d¢
CUIVI'C qui entreront , en eﬂét dans le qua-
trieme lingot.

xs’
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Des cas ot les queflions propofées ref~
tent indéterminées , quoiqu’on ait au-
tant d Equations que d'inconnues, &
des cas ok les queflions font impof=
[ibles.

87. Il arrive quelquefois que quoiqu’on
ait autant d’équations que d'inconnues, la
queftion qui a conduit a ces équations refte
néanmoins indéterminée, c’eft-d-dire, qu'elle
eft alors fufceptible dun nombre indéfinide
folutions. .

Ce cas a lieu lorfque quelques-unes des
conditions , quoique différentes en appa-
rence, (¢ trouvent étre les mémes dans le
fonds. Alors les équations qui expriment
ces conditions font, ou des multiples les
unes des autres, ou, en général, guel-
ques - unes dentr’elles font compofées
d’une ou de plufieurs des autres, ajoutées
ou fouftraites , multipliées ou divifées pat
certains nombres, Par exemple, une quef~
tion qui conduiroit A ces trois équations
§X 4= 3y = 27 =17, 8x -2y ~ 47=120,
18x-4-8y-+ 8z = 54, feroit fulceptible d’'un
nombre inddéfini de folutions, quoiqu’il fem-
ble,d’apres ce que nous avons vu plus haue,
que x, y & 7, ne peuvent avoir chacun
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qu'une feule valeur. Dz ces trois équations,
laderniere eft compofée de la feconde ajou-
téc avecle double de la premiere. Or il eft
évident que les deux premieres érant une
fois fuppofées avoir lieu, la troifieme s’en-
fuit néceflairement ; quc par conféquent,
elle n’exprime aucune nouvelle condition;
oneftdoncdansleméme cas que {i 'on avoit
feulement les deux prem’ercs équations or
nous verrons dans peu que lorfqu'on n’a que
deux ¢quations pour trois inconnaes, chaque
inconnue eft fufceprible d’un nombre indé-
fini dc valeurs. .

S 8. Le calcul fait toujours connoitre lcs
cas dont il s’agic ici: voici comment. Il n'y
a qu'a procéder a2 la recherche des incon-
nues , felon les regles données ci~deffus:
alors {i quelqu’une des équations eft com-
prife dans les autres, on arrivera dans le
cours du calcul, a une équation identique,
Ceft-a-dire, 2 une €quation dans laquelle
les deux membres feront non - feulement
éganx, mais encore compofés de termes
fcmblables & égaux : autant on trouvera
d’équations identiques, autant il y aura
d’équations inutiles parmi celles qui auront
été propofées.

Par excmple, fi de chacune des deux
équations 6y+ By=12&x+y=2, je

tire
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1;..._8};

&x=2
40 doal d 1 ‘s _»12-8y
— 3 ¥ €galant Cces acux valcurs, ) aurai <

tirelavaleur de a, jaurai x==

== 2 — } y, ou chaffant les dénominateurs,
36— 24y == 36 — 24y, ¢équationidentique
& quine peut faire connoitre la valeur dey,
parce quapres la tranfpofition & la réduc-
tion, on eft conduit a cette équation o = o,

Pareillement, des trois équations ci-def~

. 17—3y—3g | ___ 20—y —g&
fus on tire x = —— 22X =227V TR ap

5 07 s

§ 4——8y-=3B . .
x=—7~—8fz, ¢galant la premiere de ces
valeurs 2 la feconde & a la troifieme, on

174 3y—2% 20— 21y—4% 17 gy==—13

aura Nt = =

o e e &
A=Y ychaflantles dénominateurs, tranf:
pofant, réduifant, & divifant ; on aura, par

36 + 47
I

la premiere,y== 5 & par la feconde,

6 . .
==} ;H{; valeurs qui érant égalées, don.
. : . 6§+ 36+4
nent 'équation identique 3 =" 4
14 14

il 0’y a donc, dans ce cas, que deux équa<
tions réellement diftinttes, ' ,
Mais (i Uon avoir les trois équations fuis
vantes :
§ Xt 3y 427 24
Z x4y -+ 57 ==60
15+ 9y 6= 73
ALCEBRE. H
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La premiere donneroit x = z——l'_;sy‘“‘:?; la

feconde, apres avoir chaflé les dénomina-
teurs, tranfpofc, réduit, &c, donneroit

J20-1 10 6
x= 2 g Ja troifieme,, x = R
Egalant la premiere de ces valcurs 51 la fe-

ay y—2

conde & a la troifieme, on auroit X273

120-1§y-103 14-3y-1 1-9y-6
T PALA ¥l at y s &enchaf

fant les dénominateurs, 600 — 75y —507
=600 — 75y — 50 {,&360——-@5)/—30{
= 360 — 45y — 307, €quations identiques
& dont on nc peut tirer ni yniz, parce
qu’elles fe réduifent chacuneao=o. Il n’y
a donc ici, A proprement parler, qu’une
feule équatxon.

Les queftions qui conduifent 2 de pareils
réfuleats , font indéterminées, mais ne font
pas impoflibles. Nous verrons dans peu,

comment on doit les traiter.

89. Dans les cas dont nous venons de parler, le numérateur,
&le dénominareur de chacune des valeurs desinconnues x, y,
%, &c, que nous avons donnces (85 ) deviennent o, ce qui
doitétre, amfi qu'on pevt le conclure f]lcilemen: de ce que nous
venons de dire. On peut docc, parle moyen de ces mémes
formules g énérales, reconn Loitre les cas on quelques-unes des
€quations feront compriles dans les autres.

90. Lorfqu’une quefiion qui ne conduit
qua des équations du 1" degré cft impofli-
ble, on s’en appercoit & ce que la fuite du
calcul conduit & une abfurdic¢; par exem-
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ple, conduit a dire, 4== 3. Si l'on avoit,
par exemple , les deux équations

yx—+ 3y =30
& 20x -+ 12y=135.

La premierc donneroit x == 30—3y , & la fea
35miy

conde x ==

,.éaalant ces deux va-

leurs, ona : = L”:’m; chaflant les dé-

nominateurs, on a 600 — 6oy =675 — 60y
qui conduit Y 600 = 675 , ce qui eftabfurd=;
donc la queftion qui conduiroit aux deux
équations §x - 3y == 30, & 20x = 12y ==
135, cft impoflible & abfurde.

9 1. Les folutions ncgatives indiquent
aufli une forte d'impofiibilité dans la quef-
tion; mais cette impoflibilité n’eft pas ab-
foluc, elle eft relative au fens dans lequel
les quantités ont ¢té prifes; enforre quiily a
un fens danslequel ces folutionsfont naturel-
les & admiflibles; voyez ce qui a été dit (70).

Des Problémes indererminés.

92. On appelle, Probléme indéterminé
toute quefiion alaquelle on peut farisfaireen
pluficurs manicres, fans pouvoir déterminer
parmi toutes ces manicres, quelle eft celle
qui donne lieu a la queftion. Ces fortes de
Problémes ont toujours moins de conditions
que d’inconnucs ; & envifagés généralement

2
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ils font fufceptibles d’'une infinité de folu-
tions ; mais il arrive fouvent aufli que le
nombre de ces folutions eft [imité par quel-
ques conditions qui ne pouvant pas re ré-
duites en équations, ne permgttent pas de dé-
terminer d'une manicre direéte lc nombre
des folutions que la queftion peut avoir. -
Silon propofoit cette queftion: Trouyer
deux nombres , qui pris enfemble , faflent 24;
ennommant x I'un de ces nombres, & y Tau-
tre, on auroit x -y = 24, ¢quation de la-
quelle on tire x = 24— y. Or cette queftion
eft fufceptible d’une infinité de folutions, {i
par x & y on entend indifféremment des
nombres entiers, ou des nombres fractionnai-
res , & des nombres pofitifs ou négatifs: il
{utfit, poury fatisfa’re,,de prendre pout y tel
nombre quon voudra, & de conclure la va-
leur de x de 'équation x =24 — y, eny
fubftituant pour y le nombre qu’on aura pris
arbitrairement ; ainfi {i Pon fuppofe fuccef-
fivement y=1,y =14,y =2,y=2 1 &c.
ON QUrd X == 23,5 =% 22, X == 22,== 21 7,
&c. Mais fi on ne vewt que des nombres
entiers & politifs, alors le nombre des folu-
tions eft limité; car pour que x {oit pofitif, il
faut que y ne foit pas plus grand que 7 4. Et
puifge'on ne veut que des nombyres entiers,
il eft évident que 'équation ne peutavoiren
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tout que 25 {olutions en'y comprenant o : ext
forre que fuppofant {ucceflivement y = o,
y=1,y=2,y==3, &c. onaurax=24,
x=23,x=222,x=21, &c.

9 3. Mais lor{gu’on impofe la condition
que les nombres demandés foient des nom~
bres entiers & politifs, on ne voit pas tou-
jours aufli facilement que dans Pexemple
précédent , comment on peut fatisfaire a
cette condition : les queitions fulvantes font
propres a le faire connolrre.

Quefiion premiere. Ondernandeen combien
de inanieres on peut payer § 42 livees , en don-
nant des pieces de 17 livres & recevant en
échange des pieces de 11 livres.

Repréfentons par x le nombre des pieces
de x7iv. & pary celui des piecesde 1y liv.
en donnant x pieces de 17 liv. on paxera
x fois 17liv. ou 17 x : en recevant y pieces
de 11 liv. onrecevra 11 y; par conféquent,
on aura payé 17 x — t1y; & puifquon veyt
payer 542 liv. on aura 17 x—11 y== 542,
Tirons la valeur de y, c’eft-a-dire, de l'in-

connue qui a le moindre cocﬂlmcnt & nous
aurons y == —~ %%,
II
Comme on n'a que cette équation, on
voit qu'en mettant arbitrairement pour x tel
nombre qu'on voudra , on aura pour y une

H3
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,valeur qui fatisfera sirement & I'équation
mais comme la queftion exige que x & y
foientdes nombres cmlsrs,vom commentil
fauts’y prendre pour y parvenir direétement,

I—71:—’-41{6: réduit , en

faifant 1a divifion autant qu’il eft pofﬁble

La valeur de y =

a y—-x—z9+ 3il faut donc que

-3

foit un nombre ent1cr {oit u ce nom-

br_c entier ; on aura>

—3 =y, & par confé-

11 X =

quent 6x —3=—=11e & x== 40U, en

5 11 faut
faflfe un nombrc ent:er : {oire

faifant la divifion, x=u-
§ +3

se+3.,
é

donc que

ce nombre enuer on aura’ —t & par

confequentgu+3=6t&u~— 3=y
-3, t—3 d

.=+ il faut donc que—sqf'aﬁ‘c un nom-
\

bre entier : foit s nombre entier, on aura

1—3

=, & par con éqtlcntt—;&«}*g I'opé-

ration eﬁ terminée ici, parce quiil eft évi-
dent qu’en prenant pour s tel nombre entier
qu'on voudra, on aura toujours pour ¢ un.
nombre entner tcl que P'exige la queftion,
Puquu il n'y a plus de dénommateur.

R emontons maintenant aux valeurs de x

. . 6r—3,
& y ; puifqu’on a trouvé u= — 3 cn met-
tant pour ¢ {3 valeur § s+ 3, on aura
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518 — , .
—_—Ef.iql»_ﬁ = ¢'s~+3: & puifqu’on a
trouvé x = ' enmettant pour u {a va-

66533+
leur , on aura - x = BT = r1 546

175 —542
enfin, puifqu’on a trouvéy = -————-jen

fubflituant pour x fa valeur, on aura
_ . 18759~ T01==142
It
valeurs correfpondantes de x & de y font
x==115+6,& y=175—40. Par la pre-
miere, on eft libre de prendre pour s tel
nombreentier qu’on voudra; mais la feconde
ne permet pas de prendre s plus petit que 3:
en cffet y devant étre pofitif, il faut que 175
foit plus grand que 40, ou que s foir plus
grand que 2, Ceft-a-dire , plus grand que 2.
On peut donc fatisfaire a cette queftion
d’'uneinfinité de manieres différentes, quon
aura toutes en mettant dans les valeurs de x
& dey,aulicu de s, tous les nombres entiers
pofitifs imaginables depuis 3 julqu’a linfini;
ainfi pofant fucceflivement s=3,5=4,
s=y¢5,s=6,s=17,&c, on aura les va-
leurs correfpondantes de x & de y comme il

=17 s — 40; ainfi les

fuit: X=39....y=11
=50 =23
=061 =45
=172 =62
=83, &c. =79
H g
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Dont chacune eft telle qu’en donnant le
nombre de pieces de 17 liv. défigné par x,
& recevant le nombre correfpondant de
pieces de 11 liv. défigné par ¥, on paiera
542 livres.

Quettion feconde. Faire 741 liv. en 41
pieces , de trois efpeces ; favoir, de 24 liv. de
19 liv. & de 10 livres.

Soient x, y & 7 les nombres des pieces de
chacune de ces trois efpeces; puifqu'on veut
€N tOut 41 pieces, on aurd i°,x~y—+3
=41,

2° Chaque picce de la premiere efpece
valant 24 liv.,, le nombre x des pieces vaudra
x fois 24 liv. ou 24 x; par la méme raifon y
pieces de la fecondc efpece vaudront 19y, &
7z piecesde latroifieme elpece vaudront 1oz;
ainfiles valcurs réuniesdes trois nombres de
pieces différentes , monteront d 24 x—+19y
~+107; & comme elles doivent monter a
741 liv. on aura 24 x++ 19y =~ 107="741.

Je prends, dans chacune de ces équations,
la valeur d’'une méme inconnue, peu im-
porte laquelle; de x, par exemple, & j'ai

X¥=gqi—y—1,¥ x=—————7l"f153" '07; Jé=
gale ces deux valeurs, & j'ai 41 — y—z=

1 Qy=TO , .
ﬁl—%y—fz, ou chaffant lc dénominateur ,
2

984— 24y =24 {=741==19)Y — 107}
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eranfpofant & réduifant,ona 243=5y+147
Je prends maintenant la valeur dey qut
243 — 142
S
it ory &z dcvant étre

aleplus petit coéflicient, & jai y=

;.‘—.

=48 — 2 Z-t-
des nombres enm,rs, il faut que*—- ; 311 foit
un nombre entier : foit donc ¢ ce nombre
entier; on aura’=2f=¢, cu 3—yz=71;
=5t pa 305l faue dong

donciﬁ — 3 7-— ; 11 faut done

que 2=7 foit un nombre entier: foit & c&
4 .

-1z
nombre ; on aura%— =u,0u3—t=4Uy

& par conféquent =3 —4 u.
Remontons maintenant aux valeurs de y¢

7 & x.

3—cr

or}

aura en mettant pour z fa valeur, 7= 3= H;“’ 4
20 U—=12

=———=s5u—3 & puifqu’on a trouvé
243 — 147
y=- ,enmettant pour 3, fa valeur 4

5
— 70U~ 42 18y — 7
onauray =”3 75 =2 s—ﬂz 57

Puifquon vient de trouver 7 =

— 14 L.

Enfin, puifqu’on a trouvé x =41— y-—1,
onaurax = 41— §7-+ 14 4— § ¢4~ 3==
9u—13. Enforte que les valeurs ccrref~
pondantes de x,y & z,fontx=9u — 13,
Y=s7—14,& 7= u —3,dans lefquelles
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on peut mettre pour u, tel nombre enticr
quon voudra, pourvu quiil en réfulte des
nombres politifs pour x,y & z: or cete
condition emporte ces trois autres, 1° Que
9 u foit plus grand que 13 ; ouque u foit plus
grand que Zrour % 2°% Que 57 foit plus
grand que 14 u, ou que « foit plus petit que
1% :Ceft-a-dire , plus petit que 4 5. 3% Enfin
que 5 z foit plus grand que 3, ou u plus
grand que 2, ce quine peut manquer d’arri-
ver , désquon obfervera la premicre condi-
tion; ainfi le nombre des folutions eft donc
wres-limité, & fe réduit a trois que lon
trouve, en donnant i 4 pour valeurs les nom-
bres 2, 3 & 4, qui font les feuls que I'état
de la queftion admette. On ne peut done
faire 741 liv. en 41 pieces de trois efpeces
~ propofées, qu'cn prenant les nombres de
picces marquées ci-deffous, & qu’on trouve,
en mettant pour #, les nombres 2, 3 8 4,

fuccellivement dans chacune des valeurs de
x,y&z.

x - J K
§ v iesre 29 siennee.T
B LTSI ¥ SR eo- 12
23 ..., ) QR 17

Dans le cours des divifions que Pon fait
pour réduire la valeur de I'indéterminée 2
un nombre entier, rien n'oblige A prendre
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le quotient plutdt au-deflous de favéritable
valeur qu'au-deffus. Il eft méme quelque-~
fois plus expéditif de le prendre de cette
derniere manicre. )

Par exemple, fi J’avois I'équation 19 y =2
s2x 139, au lieu d’en conclure y == 2%

46
+7 = ‘_5,1,;_ en prenant 2x pour valcur du

quotient de y2x divifé par 19, en nombres

—x -+ 6
19

en prenant plutot 3x pour quotlcnt parce
que ce quotient eft plus approchant , & que

Vexcédent § xdont je tiens compte en Tui
donnant le figne — , a un coéflicient plus

petit, ce qui ne peut manquer d’abréger 1

calcul. Je fais enfuite ——_!9—4“—6 —u, & 1 ‘eny

entiers; je conclurois y == 3x - 7

6— 15U
conclus x = —= "y & par Jamime ra1fon,

x==1 ——4u+T,Faxfan: f—=z,7a1

énfin 2= § t—1 ; ce qui acheve la folution
plus promptement que fi javois pris cha~
que quotient au-deffous de fa vérirable va-
leur. Si on remonte , comme ci-deffus, aux
valeurs de x & de y, on trouverax == § —
19t y & y==21— g 22,qui en donnant a ¢ pour
valeurs, tous les nombres négatifs depuis
zéro, donneront toutes les folutions pofi«
tives dc 'équation,
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Des Equations du [econd degré d une
Sfeule inconnue.

9 4.Onappelle Equations du feconddegre,
. celles dans lefquelles la plus haute puiffance
de I'inconnue, eft cette méme inconnue mul-
tiplice parellesméme, ou élevée afon quarré,
Ainfil'équation s x* == 125, eft une équation
du fecond degré, parceque dans le ternte 5x*
la'quantité x eft multiplide par elle-méme,
95 . Lorfque’équarion ne renferme d’au-
tre puiffance de V'inconnue , que le quarré,
elle eft tonjours facile a réfoudre: il fuffitde
dégager le quarré de l'inconnue , de tout ce
qui peut le multiplier, ou le divifer, ou des
quantités qui peuvent fe trouver jointesavec
1ui, par les fignes =4~ ou—, ce qui {e fait par
les regles donndes (56, 60-& 74 ); apris
quoi il n’y a plus qu’a rirer la racine quarrée
dec chaque membre.

- Par exemple, de 'équation yx* = 123, ¢
conclus, en divifant par 5, x" =23L==25,
& tirant la racine quarrée de chagque mems
bre,x =7 : car il eft évident que {i deux
quantités font égales , leurs racines quarrées
feront aufii égales, & il eft également clair
que x eft la racine quarrée de x*. '

Parcillement {i jail’équation £ x* =2%x"
¥ 7; je challe les frattions , & jai 25 «°
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== 120" 4= 105 ; tranfpofant ; s5 x* — pax”
= 1.5, ou 13x* =10y ; divifant par 13
x* =123 doncx =1L cefigne y mars
que qu'on doit tirer la racine quarrée..
Lorfqu’ondoittirerlaracine quarrée d’une
frattion , comme dans le cas préfent, on fait
defcendre les jambes du figne v ( quon ap-
pelle figne radical ) au-deflous de la barre qui
{épare les deux termes de la fraltion. Mais
fi I'on n’avoit a repréfenter que la racine
quarrée de P'un ou de 'autre des deux termes
de lafraltion, leradical feroit tout entier au-
delfus ou au-deflous de la barre de divifion,
ainfi pour marquer qu’on veut divifer par 3,

. - « V40
laracine quarrée de 40, on écriroit ‘—-3-—

Si la quantité dont on doit tirer la racine
quarrée droit complexe, on donneroit au
radical une queue qui recouvriroit toute la,
quantité ; par exemple, pour marquer la ra-
cinequarréede 3ab-+b*, onderiroit v zpp s
Quelquefois aufli, fans donner une queue
au radical, on renferme la quantité complexe
entre deux crochets, qu'on faic précéder du
fizney” , en cette manicre 1V (3ab+57).

6 6. Nous avons vu( 24 ) que lorfque le
multiplicande & le mulciplicateur avoient
tous deux le méme figne, le produit avoit
toujours le figne 4. Cela érant, lorfgyona
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A tirer laracine quarrée d’une quantité quia
{e figne <+, on doit indifféremment donner
a cette racine quarrée le figne + ou le
figne —; ainfi dans I'équation précédente x?
= 23, on peut, lorfquon tirc la racine quar-
rée, dire également, quelle eft + 5, &
qu clle eft — 5, parce que chacun de ces
nombres multiplié par lui-méme , reproduit
tOUjours —= 255 enforte que la réfolution de
Téquation x* == 25 s’écriainfix = 4- 5, ce
qui fe prononce en dlfant x egale plus ou
moins 5, & équivaut a ces deux équations
X=xF§5 &Xx =y,

Parcillement pour Ja feconde équation cis
deffus, on écriroit oc == - P/ 121, *

97. Lorfqu'on a atirer la racine quarrée
d’une quantité précédée du figne —; on
couvre le tout, du radical, que I'on fait aufli
précéder du double figne 43 ainfi fi I'on

* On pourroit demander ici
pourquoi nous ne donnons pas
aufli le double figne 4~ au pre-
mier membre ? La réponle eft
quon le peur; mais cela ne
mene A rien de nouveau. En
effetfion éctit-F==—4¢,0n
entireces qatre équations -4
=g, mTm- g, - X
-x=-5, Laderniere, enchan-
geant les fignes, rcwent ila
premicre. Ilen efl de méme de
la troifieme , relativernent 3 la
(econde,

11 faut fe garder de confidé
rer la valeur de x dansla pre-
miereéquation x= §, comme
étant la méme que dans la fe-
corde x=-5, quoique ces deux
valeurs foient exprimdes parle
méme caraétere ou la méme
lettre x. Cette lettre x eft un
figne par lequel on repréfente
la quantit¢ que L'on chemhe,
il peut de('gner des quantités
différentes, commelemot Ecit
défigne des quantités diffégens
tes, dans ditférents pays.
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avoit x* = — 4, on écriroit x =41 43
& quoiqu’on puiffe tirer la racine quarrée
de 4, qui cft 2, 1l ne faudroit pas €crire x ==
—+. 2:1l eft effentiel ici de faire attention au
figne — de laquantité qui eft fous le radical,

9 8. Lorfqu'une équation conduit ainfi 3
tirer la racine quarrée d’une quantité néga-
tive , on peut conclure quele probléme quia
conduirt a cette équation, eft impoflible: en
eflct une quantité négative ne peut avoir de
racine quarrée, ni exallement, ni par appro-
ximation; car 1l n’y a aucune quantité, fojt
pofitive,foit négative , qui étant multipliée

ar clle-méme puiffe produire une quantité
négative: il eft bien vrai que—4, par exems-
ple, peut étre conflidéré comme venant de—-2
multiplié par — 2 ; mais ces deux quantités
ayant un figne différentne font point égales,
& par conféquent leur produit n’eft pas un
quarré. Ainfi, lorfqulon propofe de tirer
la racine quarrée d’une quantité négative,
on propofe une chofe abfurde 5 donc rout’
probléme qui fe réduira a une pareille opé-
ration , fera un probléme impoffible, Ceft &
ce caraltere quon diflingue Pimpoffibilité
des queflions du {econd degré.

Au refte, il ne faut pas pour cela re-
parder , commie inusile, la confidération des
racines quarrées des quantités négatives : il
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arrive aflez fouvent qu'une queftion , quols
que pollible, n'admet de folution que parle
concours de quullbs quantltes dans lef-
guedles ala fin, ce quil y a d’abfurde , dif-
paroit. On appellc ces fortes de quantités,

quantités umaginaires. Ainfi V a,eft une

quantite 1ma<rma1re a +V b efl une
\quantxté 1magmalre.

9 ¢, Ce que nous venons de dire, fuffit
our la réfolution des équations du fecond
degré, lorfqu'il n'y a pas d’autres puiffances
de x que le quarré. Mais outre le quarré de
Tinconnue, il peut encore y avoir ( & ceh
arrive le plus fouvent)la premiere puiflance
de ligconnue multipliée ou divifée par quel:
que quantité connue, comme dans cette
¢quation x* —gx=12. Alors'artifice qu'on
do?temployer pour réfoudre I'équation, con
fifte a préparer Ie premier membre de ma-
nicre a en faire un quarré parfait: cette pré:
paratmn fuppofe avant tout , trois chofes;
1°, qu'on ait paflé dans un feul membre tous
les termes affeltés de x, & les quantités
connues dans autre; cela s exécute par ce
qui a éeédit (56): 2° Que le terme qui
renfermex?, foit poﬁuf s'ilavoitle ﬁgne—
oa chang ceroit tous les fignes de I’ equmon,

ce qui ne troubleroirpoint 'égalité; 3°. Que
&
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le tetme qui renferme x*, foic Libre de tout
multiplicateur ou de tout divifevr; il n'é-
toit point dans cct érat, on I'y ameneroit,
en maltipliant tous les autres termes de I'é-
quation par ce divifeur, & en les divifant
par lgmulqphcatem Par exempxe fiyavois
2 réIOUdrC Péquation 4x — % x*= 4 — 1,
°. je pafferois tous les x dans le premier
membrc en écrlvant le terme x* lc“prcmlcr,
& jaurois — 2 x* = 4x + 2x =4, ou— L x*
—+ 6x = 452 °. e changcroxs les fignes pour
rendre x* pofirif, & yaurois 2 x*+6x=—43
3%, 5 multlphcrms par 5, ce qui me don-
neron: 3x° — 30% =-——120; enfin je d1v1 c-
Tois par 3, & jaurois x* — 1ox A= — 20,

Comme on peut toujours ramener, '3 cet
état, toute équation du fecond degré nous
ne nous occuperons altuellement que d une
¢quation préparée de cetre maniere.

1 00. Cela pofé, pour réfoudre'une équa-
tion du fecond degré, il faur fuivre cette
tegle:

Prenez la moirié de Ia quantizé connue qut
mulzzplze X dans le [econd terme : elew{ ceite
mouti€ au quarre & ajoutey ce quarré d chaque
membre de l'equation ,ce qui ne changera rien
@ légaité. Le premier membre fera alors un
quarré parfait. Tirez laracine quarrée de cha-
que membre , & faites préceder celle du fecond

ALGEBRE, I
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membré 4 du double figne 4 ; I'équation ferd
réduite au premuer degre.

uanta la maniere de tirer laracine quar
réc du premier membre, on titera la racine
quarr‘edu quarré de I'inconnue & celle du
quarré qu'on a ajouté: on joindra cecte fe-
conde a la premiere, par le figne qu'aurale
fecond ternic de I'équation,

Par exemple, ayant I'équation x* -+ 6x
= 16;je prends lamoitié de la quantité cons
nue 6, qur multiplic x dans le fecond terme:
je quarre cette moitié, & jy’ajoute a chaque
membre le quarré g, j’ai x*+ 6x+ 9 = ay;
ilne s’agi?vlus que de tirer laracinequarrée,
ce que jefais en prenant la racine quarrée
-de x* quieft x, puis celle de 9 quieft 3, &
comme le fecond terme 6 x de 1'équation a
le figne +, yen conclus quex -3, eftla
racine quarrée du premier membre. Quantd
celle du fecond, elle eft 5 ou ;lutdt (96)4-7;
par conféquent x =~ 3= +-5. Pour avoir x,
il nes’agit plus que de tranfpofer, & 'on aura
x =+ §— 3; ccft-a dire, que x a deux
valeurs; favoirx =+ ¢ —3=2,& x =
— ¢~— 3= ¢ Nous verrons ci-aprésce
que fignifie cette feconde valeur.

Pour entendre la raifon de cette regle, il
faut fe rap peler ce que nousavons remarqué
( 25 ) favoir que le quarré d'une quantité
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tompolée de deux termes, contient toujours.
le quarré du premier terme, le double 'dib
premier terme mulciplié par le fecond, & ler
quarré du fecondi = .

Cela pofé, lorfqu'il $’agit d’ajouter A une-
quantité telle que 2* - ¢x, ce quief} négefy
faire pour en faire un quarré partait, il fautre.
marquer 1°, que cette quantité contient déja
un quarré x* qu'on peut confidérer comme
le quarré du premigr terme x d'un binome.
2°. Qu’on peut toujours confidérer le terme
fuivant 6x, comme dtant le double de e muls
tiplié par une autre quantité. 3° Que certe]
autre quantité eft néceflairement la moitid,
de ¢ multiplicareurde x, Il ne mangue done
plusque le quarré de cette feconde quanteité,
c’eft-a dire, le quarré de la moitié du nmulti-
plicateur de x dans le {ccond terme. On voit
que ce raifonnement eft général, quel que
foit le multiplicateur do %,

. Quant 4 la regle que nous donnons_en
méme temps pour extraire laracine quarrées
du premier membre, elle eft également une
fuite de la formation du quarré ; puifque les
deux quarrés extrémes qui fe trouvent dans
le quarré d’un binome €rant les quarrés des
deux termes de la racine il eft évident qu’il
ne sagit que de tirer féparément les racines
de ces deux quarrés pour avoir ¢es deuxters

) G !
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mes, - Mais on doit donner au fecond terme
de la racine, le méme figne qua le fecond
terie de Péquation, parce que de méme que
le calcul fait voir que le quarré de a—+beft @?
= sab—5*,de mémeil fait voir que le quarré
deadclta* —2 b+ b,

Applicati-n de la."Regle précédente , a
0 la réjoluiion de qu‘clgues Quefhions
du fecond degré.,

.10 1. De quelque degré que doive étre
I'équation, il faut toujours, pour mettre la
queflion en équation; Faite ufage delaregle
que néus avons donnée (67). red
« Queftion premicre. Trouver un rombre tel
queifia fon quarre , on ajoute 8 fois ce méme
notmbre; le tout faffe 531
=81 jesconnoiflois conombre, que yappelle
x,il eft évident qué j'eri prendrois 1¢ quarré
#*7qiv'a ce quarré,j'ajouterois 8 fois ce nom
bres, €eft d-dirct, 8%, & que le tout x* <+ 8x'
formersit 3 3; i fatie donc que x'—+ 8x= 3.
Pour réfoudré cette équation, yajoute &
. chaque membre, le nombre 16 gui eft le
quarré de la moitié’du hombreé § qui multi-
plie x dans le fecond terme, & yai x* 4= 8%
—+ 16 =49, <¢quation dont le premicr mem¢
bre cft un quarré parfait. Je tire Ia racine
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varrée de chaque membre , en obfervant Ia

regle donnée (100), & jai x-+~ 4=+ 73
par conféquent x = + 7— 4, qui donne ces
deux valeursde x, x =7 —4=3 & x
=7 —4=— 11

De ces deux valeurs, la premiere fatisfait
a la queftion, pu1fquc 9 qui eft le quarré
de 3, érant ajouté A 8 fois 3 ou 24, fait 33.
A I'égard de la {econde, comme elle eft né-
gative , elle indique qu’il y a une autre
queftion dans laquelle prenantx dans un fens
tout contraire , la folution feroit 11 ; c’eft-a-
dire, que la {feconde valeur de x doit {atis-
faire a cette autre queftion: Trouver un nom-
bre tel que fide fon quarré, on retranche 8 fois
ce méme nombre , le refle foir 33: ce qui eft en
effet; car le quarré det1eft 121, & 8 fois
11 font 88, lefquels retranchés de 12141l
refte 33.

Pour confirmer ce que nous avons dit fur
les quantités négarives (70}, remarquons que
cette feconde queflion mife en équation,
donne x*— 8x = 33, laquelle écant réfolue
felon la regle , donne x = + 7 4= 4; Ceft-a-
dire, ces deux valeurs, x = 1t & x =—13,
qui font précifément le contraire de celles
de la premiere queftion.

¥ 02.On voit par-1a gu’une équation du
fecond degré, i une feule inconnue, a tou-

I3
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jours deux folutions. Car les deux valeurs
11 & — 3 {ubftitués, 2u licu de x, dans I'é4
guation x*— 8x = 33, la réfolvent égale-
ment, ¢'eft-3-dire, réduifent également le
premier membre & 33. On vient de le voir
pour 13, A égard de — 3, fon quarré eft
~+ 9; & 8 fais — 3,font— 24, qui, retran
chés de + ¢, donnent -4~ ¢ -+ 34, felonce
qui a été enfeigné ( 1).

~ Mais on voit en méme temps que {i touts
équarion du fecond degré a deux folutions,
il n’en eft ras toujours de méme de la quef=
tion qui a conduit cette équation; car, dans
le cas préfent, la feconde valeur — 3, ne
~ rélout que la queftion contraire. Au refte, il
arrive fouvent que les deux folutions de
Yéquation, font aufli toutes deux , folutions
de I3 queftion. Nous en verrons un exemple
dans la rroifieme queftion,

Queftion feconde. Oz devout parsager 175

livres entre un ¢ertain nombre de pe;fonnes,
mais il y en adeux d abfentes & qui, par certe
reifon, ne doivent pas avoir part. Cette circonft
tance augmente de 10 livres la part de chaque
préfont; on lemande combien il devoit d’abaord
:;l avour de partugeants &

© Sije favois quel eft ce nombre, je divis
furcis 175 par ce nombre, pour gonnoitre
gombien chacun auroit eu , i toutes les per=

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



D MATHEMATIQUES. 13¢

fonnes euffent éeé prélentes. Je diviferois:
enfuite par ce méme nombre diminué de a,
pour connoitre combien chaque partageant
aura réellement ; enfin je verrois i cn Otant
10 livres de ce fecond quotient, le refie eft
¢gal au premier. Imitons ces opérations, en
repréfentant par x le nombre cherché,

Si tous droient préfents, chacun auroit

donc -~ ; mais s’il manque deux perfonnes,
X

chaque partageant aura—’l’;; puis donc que
i

ce dernier nombre doit étre plus grand de 10

17§
que le premisr, il faut que ——z —10= -

Pour réfoudre cette équation, je chafle le:s
dénominateurs; & felon la remarque faite
(66), jécristgsx —r10(x  2)x =175 x
(v—2 , puis faifant les opéranons indiquécs,
]31 I7§X —— 10Xx ~+ 20X = 17§ x— 3503
fupprimant 175 x d: part & d’autre, puis
changeant les fignes (99), on a 10x x
~— 20x==350;e¢enfin en divifant par 10 , il
vient XX — 2X = 37, ¢quation a laquelle
il ne s’agit plus que d apphquer laregle don-
née (100). Je prends donc la moicié —1 du
multiplicateur — 3 de x. Je quarre cette
moitié, ce qui me donnc-v!—l, que jajoute &
chaque membre, 8 j'ai x* —2 x ~-1==36;
tirant laracine qu‘.rréc, jalx— 1 == G,

4
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& par conféqucnt x = 4+ 6 =1, qui donne

=& x=—y7. La premiere eft le nombre
cherché; car 175 divifé par 7, donne 25; &
175 divilé par 7— 2 ou g, dounc =25 qui
excede 25 de 10, Quanca la {econde, elle
réfout la queftion on 'on fuppoferoit qu'il
s'agit de partager 17¢ livres avee deux nou-
veaux furvenus, & cue cette circonflance
dxmmuedexolwresla part que chacun auroit
euc {ans cela.

Queftion troifieme. Un lzomme ach-te un
cheval,y qu’il vend , au Fout de yuelque romps,
pour 24 piflol.s. A cetre venic, z/pcm aut, i,
pour cent y que le cheval lu avou collie. ! On
demande combien ¢l 'avoir achere?

Si 'on me difoit ce que le cheval 2 colité,
je vérifierois ce nombre en cette manicre,
Je le retrancherois de 100, & je ferois cette
reglede trois: Sito fe réduifent au nombre
que vient de me donner la fouftrallion, 2
combien le nombre prutendu doit-il fe ré-
duirg? Ayant trouvé ce quatrieme terme, il
devroit étre égal 2 24.

Nommons donc x le nombre cherché,
c’eft-a-dire, le nombre de piftoles que le
cheval a cotité, Alors puifque 1oo font fup-
pofés fe réduire a 1co — x, je trouverai 2
combien x doit éire réduit, en faifant certe
regle de trois, 100 100=—x::%:; le qua=
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trieme terme fera & )(Arzzfz 179) ou

JOO X XX

; puis donc qu on fuppofe que le

100

prix du cheval a été réduit A 24 piftoles, il

100 —XxXx
faut que ———==24.

Pour réfoudre cette équation ,je chaffe le
dénominateur , & j'al 100x — xX = 2400,
ou en changcant les fignes xx — 1co0x ==
— 240.. Je prends donc (100) la moitié de
—1c0°qui eft — g0; Je 'éleve au quarré, ce
qui me donne =+ 2500 4 ajouter & chaque
membre. L’équation devient x x — 105 %
~+ 2§00 == 2§00 — 2400 = 100} tirant la
racine quarrée, j'ai x = g0 == + 10, & par
conféquent, x = 50 =+ 10, qui donne ces
deux Valeursx = 60 & x = 40, dont cha-
cune réfout la queftion ; enforte que le prix
du cheval peut également avoir été de 60 ou
de 40 piftoles : I'énoncé de la queftion n'eft
pas fuffifant pour dérerminer lequel de ces
deux prix a eu licu. Si U'on veut vérifier ces
deux felutions, on verra qu’en fuppofant que
le cheval a été acheté 6 piftoles, puifqu’a
lors 1o0 fe réduifent & 40, 6o fe réduiront &
24. Et dansle fecond cas,on verra de méme,
que 100 fe réduifant a 6¢, 40 fe réduiront
a 24.

163, Dang les queftions précédentes,
I'équation a eudeux folutions, l'une pofitive
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I'autre négative. Dans la derniere, elle en 3
deux pofitives. Elle peut en avoir aufli deuy
négatives. Mais cela n’arrive que lorfque
I'énoncé de la queftion eft vicieux ; car alors
chacune de ces deux folutions négatives,
indique (70) que inconnue doit ére prife
dans un fens tout oppof¢ 4 celui de I'énoncé,

Par cxemple, {i “on propofoit cette queftion:

Trouver un nombre tel que fi on afonquarré
on ajoute neuf fois ce méme nombre, &
encore le nombre 5o, le tout faffe 30; cette
queftion mife en équation donnerait x* —+ gx
~-50==3 0, qui en {uivant les regles données
plus haut,deviendroit fucceflivement x*+-gx
==— 20, x‘+9x - El=1L — zo-——,
tirant la racine quarréc x = f=4 %, qui
donnex =—2= L= =gy, & 2 =— 27
=-—y. Ce qui 1nd1que que la queﬁlon doit
étre changée en cetre autre: Trouver un

nombre tel que {i aprésavoir ajouté 5o a fon

quarré, on retranche du tout, ¢ fois ce méme

nombre demandé, il refte 30.

104. L’algcbre a donc cet avantage,
que non-feulement elle réfout les queftions,
mais elle fait encore diftinguer fi elles font
bien ou mal propofées; & fi elles font im-
pollibles, elle le fait connoitre aufli : nous
en avons déja donné le cara&tere (98 ). Si
Yon en veut un exemple, il n'y a qu'a ré»
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foudre la queftion troifieme, en y fuppofant
vingt-fix piftoles au lieu de vingt-quatre.

QOX~-XX
1’équation fera-——— = 26, OU 1COX—XX

== 2600, OU XX — 100x == — 2600, qui,
felon la reg;c (10¢), devient xx — 100X =
2500 = 25¢0~ «§ © == — 100, tirant la

racine quarrée x — o == 4 " —100, & en-
S Nl
fin x =50+ V" —1c0;0rnous avons vu (98)
que la racine quarréc d’une quanmé néga-
tive eft xmpofﬁble
Queftian quatrieme, Deux perfonnes fe font
réunies dansun commerce : une a mis 30 louis
guz ont refle 17 mois darzs la fociéee, Le[u,ond
n a[oumzﬁsforz s gu au bout de § mois; ¢’efi-
d-dire, qu’ils n'ont €té que 12 mois a’arzs la fo-
cieté. Ces fonds que L'on ne connotr poine, forzz
avec le gain qui lul revient , 26 louis. Le gain
total a €1¢ de 28 louis & 3;on demande ce quele
Jecond aveur imis, & combien chacun a ga;ne?
La queftion fc réduit 2 trouverla mife du
fecond, car il eft évident quele gain de cha-
cun fcra facilede trouyer enfuite. Repré{en-
tons cette mife, ou le nombre de louis de
cecte mife par x. Puilque les 30 lounis du
premier ont été 17 mois dans la fociéeé, ils
doivent lui avoir Fror*mt autant que produt-
roient 17 fois 30 louis ou 510 louis pendant
un mois. Pareillement, puifque la mife » du
fecond a €ré 12 mois dans la fociéeé, elle
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doit lui avoir produit autant quer2 fois xde
louis ou 12x produiroient pendant un mois;
ainfi, on peut regarder la fociceé, comme
n'ayant duré qu'un mois, mais en fuppofant
que les mifes aientéeé 5 10 & 12x; cela érant,
pour favoir ce que le fecond doit gagner, il
faut (Arith. 1977) calculer le quameme terme
de cette proportion g1o-12x: 18 3i:12x:

xx18)
trie -
chua trie me terme fera— xo+lzx’qul re

vient 2 ey s;oril eft dit dans Ia queftion

que le gain du fecond & fa mife x font 26

239 X
. - = 26,
10u1s,donc5h+nx - x 6

Pour réfoudre cette équation, chaffons le
dénominateur, & nous aurons 225 x ~- x
(s10-+12x) =26 {510~ 12X), Oou,en
faifant les multiplications mdlquées s 225
510X ~+1 xx3= 15260+ 3.3x. Tranf
pofant & réduifant, on at2 xv—+ 4 3x =
13.60; divifaht par 12, x* = 472 o0 =10252
qui fe réduita &' = 5w =1 105, prenant
donc la moitié de ! ~~, qm eft = ; élevane
cette moitié au quarré, & I’ Joutanta chaque
membre, on aura x* ~ 2151 x - 2280 =
$238L 4 1105 == 2262%  en réduifant
1105 en fradlion. Tirant donc la racine

quarrée , on aura x == 14l = 4 V 90 °f
64

— 301, — e, 141 o301, M
= £ 2g*;donc x 4L 22t qui

—
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donae pour la feule valeur, qui fatisfaffe a la

. ___—1g1+301 160 _ _ .
queftion, x == " ———8———-zo,la

mife du fzcond éroit donc de 20 louis; par
conféquent fon gain éroitde 6, & celui du
prnmler de 124,

10 j. Alégard des équations littérales,
Ia regle eft abfolument laméme. Si 'on avoit
aréloudre Iéquation abx - axx = b*¢, con~
formément a ce quia éeé dit (99 & 100), je

changerois cette équation en g xx—abx=—=—
) - ["c
bc, puis en oo ~bx =— — ; ’ajouterois &

chaquc membre le quarré de—? ;ceft-a-dire,
- bs bbb

+— & }aur01s XX —b x4 —~=—--?
4 4 -
t1rant la racine quorrée, jai ¥ — AP
b—bi—[’—c & enfin x= i+ a-_l
106, Lorfque I équatxon eft lictérale s
elle peut {e préfenter fous une forme plus
compofée que nous ne l'avons vue jufgues
ici, mais on peut toujours la ramener 2 tr01s
termes en cette maniere. Soit I'équation ax?
- box —a*b = bx* —ab* — ac x. Je paflc
dans un feul membre tous les termes affcc-
tés de x, en obfervant d'écrire de fuite,
tous ceux qui ont les mémes pulﬂances de x,
& jai ax*—bx'—+ bcx—+acx = a*b — ab’.
Je remarque , 4 prélent, que ax® — bx* neft
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autre chofe que (a—5) x x*, ou (a—B)a*§
areillement bcx -+ acx n'eft autre chofe
que ( bc + ac) x, énforte que I'équation
ax®  bx* =+ bcx 4= acx = a*b - ab” peut
s'éerire alnfi (a—5) x* ~= (bc -+ ac) x ==a’b
— abh?, or les quantités g, b, ¢, écant des
quantités connués , on doit regarder a—b,
be +ac, & a b — ab® comnie des quantités
toutes connues : on peut doné, pour abréger,
repréfenter chacnme de ces quantités pat
tne (cule letere , & luppofer a =—b=m, be
H~ac= n,a*b—uab*=p, & alors-1équa-
tion eft ré fuire @ m x* 4= 1 % = p, qui eft
dans le cas des précédentes, & qui¢tant
réfotue fujvant kes mémes regles, déviendrd

n .
fuccellivement &' wproc == £ | puis x* »4
. m m m

2t —=nt g . — .
x T ﬁ(en ajoutant I& quarré de
-4m* 4qm m N

. ’ . i n . )
la moitié de’f—; ceft a-dire, dew) ; tirant
L4 n >

E . . n 2 3
la racine quarrée, x—+—== R &
n 4"]" n
— T2 nt .
enfin ¥ = — + Vw_. +L, .
am 4m? m

107. Au refte on ne faic ces fortes dg
transformations que lorfque le calcul qu’on
auroit 1 faire fans elles, feroit trés-zom-
pofé; car dans ce méme exemple, _apris
avoir nis I'équation propofée , fous la forme
(a—~b)x*—+(bc+ac) x =a*h—ab*yon
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eut Ia traiter, fans trop de calcul, comme
les précédentes, en divifane &’ abord par a—
bct ac

a—b =ab | ?
maintenant il faut ajoutcr de part & d’autre

le quarré de la moitié e bt
a—b
% . mai¢ on peut {e conten-

b, ce qui donne..... x* +

,ccﬂ a-dire,

Ie quarré de 2t —

bet-ac
ter de lmdxqucr en cette maniere (-a——) 3

—1¥
I)c-i-ac ) Se+ac
ainfi on aura x* -+ X = (a_zb

12 ~1b

be+ ..
( ac)’ ~+-ab; tirant la racine quarrée,

onaura. « » » o « @
botac éc+ac 2 .
X A = V <La-14 +ab,6c

e e =22 ] (28 T
I108. Quoiquwon puifle, lorfqu'on a
conclu lavaleur de x, laiffer Ic radical dans
Péeat ou il eft, )ufqu a ce qu'on vienne aux -
applications numériques ; néanmoins , il
peut étre fouvent utile de lui donner une
forme plus fimple, en réduifant au méme de-
nominateur les deux parties qui {e trouvent
fous ce radical. Sur quoi il faut obferver
quon peut fouvent*les réduire au méme
dénominateur d’une maniere plus {imple que
par laregle générale donnde ( 47); & cela
en {e conformant aux obfervations que nous

.
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avons faites (48); prenons , pour exemple,
I/__ -+ P pour réduire A un méme déno-

mmatcur les devx quant rés S & ? £, Job-

fervequeleurs dLnOmmatcurs a&uels ontun
factzur commun m , & que par conféquent,
fi je multlphms les deux termes de la frac.

tion «n;, par 4 m qui cft le fecond fa&eur du

premier dénominateur, alors elle auroit le
méme dénominateur quc cette premicrc frac-

tion; c’eft pourquoi je change w4l
w o gpm, am® @
en ——; or comme le radical mar-

que quil faut tirer la racine quarrée dela
fraction, c'eft-a-dire ( Arith. 142 ) du numé-
rateur & du dénominateur ; je tire celle du
dénominateur qui eft un quarré, & jai
Vi

; ain{i dans Yéquation ci-deffus ol

nous avons trouveé x == —+ V ,+£,
4m m

on peut changer cette valcur de x, en cette
e
autre, x = — - Vu—’v—v—l, ou (2 caufe du

m
dénominateur commun 2m), €n cette autre
X = —n-t Vn{-;‘*p;n

am

De
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De lextrad@ion de 'la  racine quarrée
des quantités liztérales.

109.La réfolution des équations du fe-
cond degré conduit donc, comme nous ve~
nons de le voir, 3 extraire 1a racine quarrée
desquantités, foitnumdériques,foitlittérales.
Nous n’avons rien a ajouter a ce que nous
avons dit des premieres en Arithmétique.
Nous allons parler des dernieres.

Lor{qu'il a écé queftion de la multiplica-
tion des quantités monomes (18 ), nous
avons dit quele produit renfermoit toutes
Ies lettres du mulciplicande & toutes celles
du multiplicateur; or , lorfquon éleve une
quantité au quarré, le multiplicande & le
multiplicateur font les mémes; donc, dans
un quarré monome, chacune deslertres dela
racine doit étre deux fois falteur; donc 'ex=
pofant de chacunc des lettres d’un quarrd
monome doit étre double de celui des mémes
leteres danslavacine;doncpouraveir laracine
guarrée d’une quantité monome , il faut donner
d chacune des lestres de cetre quaniite, un expo-
Jant m itié moindre ; {uivant cetre regle 5 Ia
racine quarrée de a*eft ¢, celle de a® eft o2,
cellede a*b*c* eft abe,celle de a*bicteft a*hict.

I 10.S'ilfe trouvoit un expofant impair,
ce feroit donc un figne que la quantité pro-

ALGERRE.
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pofée n'eft point un quarré parfait; alors,
en fuivant la regle, il refteroit un expofant
fra&tionnaire quidéfigneroitquil refte atirer
laracine quarrée de la quantité qui auroit cet
expofant, Ainfi laracine quarrée de a’b’cteft

.3 1
ab , ¢* ou abb7 ¢ : car on peut confidérer a*
‘bict comme a*b*bct.

L’expofant fraltionnaire a doncicile méme

ufage que le figne V3 a'mﬁ aﬁb%c’ ou (ce qui

eft laméme chofe) abe’ by équivaut i abc’Vh
Donc réciproquement , {i une quanticé mo-
nome eft affeciée du ﬁgnc V/;0n pourra fup-
rimer ce radical , pourvu qu'on prenne Ia
moitié de chacun des expofants.
I 1 I.Cetteremarque fertafimplifier les
quantités affe&tdes du figne, lorfque cela eft

pofiible. Par exemple , la quantlté vV a’bc

érant la méme chofe que ,b ToT, fe réduit
1 1
3 abb7 ¢, ou, en remettant le radical, au

lieu des expofants fra&tionnaires, 2 ab Vb,
De méme v a’b'¢c? fe réduit d a*b*cVac, en
confidérant a’h*c* comme a*b*c*ac, & pre-
nant la moitié des expofant34, 4 & 2, On

trouvera de méme que 1/ % fe réduicda ‘/-7

ou bien {i 'on muitiplie le numeérateur & le
dénomianatcur par f, fe réduica a i},f, ou
enfin i }.—V af.
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1T 2. Onvoitdonc que pour faire fortir
hors du radical les fa&teurs que I'on peut en
faire fortir,il faut prendre lamoitié des expo-
fanrs de ces facteurs. Au contraire, pour faire
entrer fous le radical un falteur qui feroit a
dehors, il faudra doubler Pexpofant de ce
facteur, c’eft-3 dire, élever ce falteur au
~quarré. Ainfi eV’ b peut étre changéen v a’b;

a I/‘b—lpeut étre changé en Vill—;f qui fe ré-

duit 31" ¢ 5. De méme (a+5,1” ¢ peur étre
changé en V' (a—+b)* c.

1 1 3. Jufqu'ici nous n’avons pas eu égard
au coéflicient. §’il y en avoit un, & qu’il
fiit un quarré parfait, on en tireroit la racine
quarrée felon lesregles de I’Arithmétique ;
ainfi V"9 a*b* devient 3ab 5. De méme,
V1024 a*bc devient 32 ab 1V bc.

¥ 14. Mais (i le coéfficient n’éeoit point
unquarré€ parfait, il faudroit voir s’il ne peut
pas étre décompofé en deux falteurs dont
l'un foic un quarré parfait dont ontireroir la
racine, & on laifferoit Iautre {ous le radical;
ceft ainfi que 1484’5 fe réduit i 4abv" 3,
parce que 48 érant == 16 x 3,V 48a*h =
V16 x a3 OU =+ V16 a2bix 3= 4 ab V}ﬁ-
On trouvera de méme que v §124°h* fe ré-
duit 3 16ab V" 2a.

11 5. Silaquantité affetée du figne ra-

K 2
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dical, eft complexe & n’eft point un quarré
parfait, il faut examiner fi elle ne peut pas
étre décompofée en deux faéteurs, dont l'un
feroit un quarré parfait; alors on tireroir Ia
racine de celui-ci, & on laifferoit I'autre {ous
le radical. Lorfque le fa&teur quarré, s'il y
en a, eft monome, il eft toujours facile &
appercevoir. Par-exemple, dans la quantité
V 4a’b — sa*b® =+ 6b°, je vois que b*,
eft fatteur de tous les termes, en forte
que cette quantité €quivaut 3 cette autre
4 (42 — sa*b— 6b%) xb*; je tiredonc laras
cine quarrée de b?, & J"ai b7 4> —s5a*b+-67.

11 6. Mais lor{que ce fatteur quarré doit
€tre complexe; ou lorfque la quantité com-
plexe qui eft foys le radical , eft elle-méme
un quarré, il faut bien {e garder, pour en
avoir la racine de tirer {¢parément la racine
quarrée de chacun des termes qui la com-
pofent. Par exemple, {i 'on avoit o* -+ #,
on fe tromperoit beaucoup f{i 'on prenoit
a+ b pour cette racine, puilque le quarré de
a = b n'cft pas a* - b*, mais a*~+2ab -+ b
(27). a> =+ b* n’a point de racine exalle en
lettres. Voici la méthode qu'il faut fuivre
lorfque la quantité complexe propofée eft
fufceptible d’une racine exalte.

1 X7. Soit donc la quantité 6oab-4-364"
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~-25b*. Pour en avoir Ia racine quarrée,
jyordonne les termes de cette quantité par
rapport 3 'une de fes lettres : par rapportaa,
par exemple ,

36a1+60a5+255‘_{ 6a+gbRacine,

—6a" ; 12a -+ 5b
~+6cab+25b*"
—G0oab—2¢b*

Q

Je prends Ia racine quarrée du premier
terme 36a*, laquelle eft 6 a que j'éeris a coté
de la quantité propofde.

Je quarre cette racine & j’éceris le quarré
36a* fous le premier terme, avec lc figne—,
pour le retrancher, La rédudtion faite, il
refle =~ Goab ~+ 25p”,

Sous la racine 6a j’écris fon double 124
que J'emploie pour divifer le premier terms.
6oab de la quantité reftante 6oab -+ 255
Je trouve pour quotient == 54 que 7°¢cris 4
la fuite de la racine 6a, & jal 6a—~1%b
pour la racine cherchée; mais pour confir-
mer cette opération, yéeris auflile quotient
sb que je viens de trouver, 2 coté de 12a,
& je multiplie le total 12a -+ b par ce
méme quotient 5b; je porte , 4 mefure, les
produits fous la quantité 6oab —+ 256% en
obfervant de changer lcs fignes de ces pra-

K 3
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duits; faifant enfuite la rédu@ion, il ne refie
rien; yen conclus que la racine trouvée
6a =+ 5b eft la racine quarrée exalte de
36a* <+ 6oab -+ 255

Prenons pour fecond cxemple, la quantité
yb*—uab ~+16c* - 40> +16ac —24bc.
Yordonne cette quantité par rapporta la
lettre @, & 72l o o v v o ¢ o .

44"\—tzab+16ao+pb'-— 245¢+16c* 1a- 1b+ 4¢ Racine,

—4a? 41—-;&

1! Rc&e-rzab+16aq+y5‘-—24bc-i~16c 43— 65-1+4¢
+1:ab —ob* 8

24 Refle “+16ac—24bc+16¢*

—16qct z4bc—-‘1 6c*

Dernier refle..... rereieaaan o

Je tire la racine quarrde de 4a* : elleeft
2a que jécris a coté. Je quarre aa, &je
Iéeris avec le figne —, fous 4a*; faifant la
rédudtion, il refte — 1206 +-16ac—+ gb* —
246¢c +16¢°,

Au-deflous de la racine aa, j’écris fon
dauble 4a, que yemploie pour divifer le
premier terme — 12ab du refte: je trouve
pour quotient — 30, quejéeris ala {uite du

remier terme 24 delaracine : je I'écris aufli
a coté du double 44, & je multiplie le tout
4a—3b, par le méme quotient — 36 écri-
vant les produits, apres avoir changé leurs
fignes , fous le refte — 1206 s 16ac &c;
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& faifanc la rédu@ion, j'ai pour fecond refle,
—+ 16ac — 245:: ~~ 1607,

Je confidere 2 préfent les deux termes de
la racine 2a— 36, comme ne faifant quune
feule quantité ; je double cette quantité, &
je Iécris au-deffous pour fervirde divifcur au
fecond refte ; mais pour faire cetre divifion
je me contente, felon ce qui a €cé dit (36), de
divifer le premier terme =1 6ac, par le pre-
mier terme -+ 4a de mon d vifeur ; je trouve
pour quotient =+ 4¢, que j'¢eris a la fuice de
la racinc 2a — 34, & ala fuite du double
4a — 6b : jemultiplie cette derniere forrme
4a — 6b ~+ 4c¢, par le nouvean terme + 4¢
de la racine ; & changeant, 3 mefure, les
fignes des produits, j'écris ces mémes pro-
duit. fous le fecond refle ; fattant la (ouftrac-
tion, il ne reft: rica. D'ob je conclus que
la racine quarrée eft exatle,

Tout cela eft fondé fur ce principey, que
le quarré d'une quantité compoféc de deux
parties, contient le quarré de la premiere, le
double de la premiere multiplide par la fe-
conde, & le quarré de la feconde; car il {uit
de-la » que pour avoir la premiere partie, il
faudra tirer la racine quarrée du premiet
quarré ; que pour avoir la feconde, il faudra
divifer le terme fuivane, par le double dela
~ racine trouvée ; & qu’enfin pour vérifier, i}
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faudramultiplier ledouble dela premicre par
la feconde, & la fecondé par elle-méme : or
c’eft ce que preferic la méthode que nous
venons d’expofcr. \ |
Nous invitons les commengants a s’exer-
cer encore fur les trois qnantités fuivantes:
1°.16a* + 40a’b 4 250’ b*, 2°. 36b* — Goab*
H25a* b —36b ¢+ 30ab ¢ =9y
3% a*—4 a’c? 4 8a’e’4- 4¢f —16c7e+-16¢5,
dont ils trouveront que les racines quarrées
font ga’-gab, 6b*—gab—3c’, a* —2c'+46,

Du calcul des quantités affeddes du
Jigne Vo

I 1 8. On fait fur les quantités radicales
dont nous venons de parler, les mémes opé-
rations que {ur les autres quantités. Lor{que
les deux quantités radicales ne font pas fem-
blables, on f¢ contente, pour les afouter ou
les fou'raire, de les unir par le figne -+ ou
le figne —, Ainfi 3av b ajoutd avec 4b /¢,
donne 3avbh ~+ 4 b ¢; de méme 3a17b
retranch€ de 4bve, donne 46 Ve —3avh.
Maisfilesquant tésradicalesfont {emblables
& ne different que par le cocfficient numé-
rique hors duradical, alors on ajoute oul’on

ctranche les coéfficients, felon qu’il s'agie
d’addition ou de fouftradiion, Par exemple,
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"'4abV/ ¢, ajouté avee sab V¢, donhe 9abv/c.

Nous {uppofons ici quon a réduit les
radicaux {elon ce qui a été enfeigné (1123
car fi I'on avoit 4b Pa’c a ajouter avec
6 aVab'c; je commencerois par réduire le
premier radical 4 4 @ b Vac & le fecond
a6 abVac, lefquels ajoutés, donnent
10abyac,

Pour multiplier deux quantités radicales,
il faue multiplier comme §’il n’y-avoit point.
de radicaux, & affe&ter enfuite le produit, du
figne radical. Par exemple , pour multiplier
Va par V¢ ; je multiplierois g par ¢, & don-
nant au produit ac, le figney”, jauraiv ac.

Pour multiplier v/ @* + b* par #a ¢, aurai
Vaic+ ab'c. Deméme Va ya=va'=a;
Va+bxVa4b=V (a-+ B *=a-+b;
V_—axV —a= V?-:.;{)‘ = — g%, On
voit donc que pour quarrer une quantité

* 7] ne faut pas confondre
V(_a)>ve V _aa;lk
premierell " ma x—a, &
le fecond cft V-ax + a
Nous ferons , 2 cette occafion,
uneremarqueque ous croyons
trés-3 propos, Puilque -ax-a
donne 4 2* dont ( 96 ) la ra-~
cire et 4= q, v—axv—a

pendant nous ne donnons {ci
que — a. La raifon en eft fiin-
ple. Quand on deman “e quelle
y eft la racine de 4+ a*, on a rai-
fon d afligner également + a
& — a ; parce que rien dans
cette queflion ne détermine,
fi Pon confidere -}- @*, comme
venue de -~ ax ~- a, ou de
—ax—a; mais quand on de-

devroit doac donner 4- a; ce-l mande quelle eft 1a valeur de
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affeée du figne V% il 0’y a autre chofe 3

faire qu'a Oter ce figne ; ainfi pour quarrer

Va'h + 5, jaurai a’b+5°.

119. Cette remarque peut fervira déga.
ger une équation des fignes ¥/, qu’elle peut
renfermer. Par exemple {i yavois I'équation
x~— 20 = b=V ax, je laifferois v ax feul
dans un membre, & jauroisx -— za — b ==
V ax;alors quarrant chaque membre, j'aurois
X% — 4ax == 25 - 4aa + 4ab~=bb=ux,
ou en tranfpofant, x*—sax—2bx=-—4aa
— 4ab ~— bb,

I 2 0. Pour divifer une quantité radicale,
par une autre quantité radicale, on divifera
comme, §'il n’y avoit pas de figne 1", & on
donnera au quotient ou 2 la fraction, le figne
radical , ainfi pour divifer V'a par Vb, on

divifera a par b, ce qui donnpra -, auquel
apphquant le radical, on aura \/-— Pour di-
vifer Y ab par va, on d1v1_fe1a ab par a, ce

V Zax] axl/ — a, quoique cette
quantité , felon les regles, fe
réduife 4 v =+ a*, on ne doit
prendre que - a, parce que la
queftion elle-méme fixe ici par
quelle opération eft venu 42,
U’ell en fa'(ant cette attention

qu’on remarquera que V =g

v ¥ =3 doit donner — vah,

& non pas -}- Fab; parce
que V —— a éant la méme
chofe que v uMy/ -1, & \/-b,
fa meme chofe quey b. V-1

V=axV = (ra Jax,/b
x V =1x V=1, ou yab x
Vs, qui revient & -vah
puifgue v/ (1,5 ==
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quidonnera s, & on aura} b pour quotient,
Pour divifer V ag — xx par V' a+x,0n divi®
ferawa — xx par a--x, ce qui donnera a—x,
&onauraV a- x pour l¢ quotient demandé.

De méme a b vbe divifé par ay b, donnera
b v, en divifant ab para, & v bc par v b,

I 2 1. Siledividende ou le divifeur éroie
rationel, on {épareroit 1'un de 'autre pzrune
barre aflez longue pour faire connoitre que
I'un des deux n’cft pas affe&td du radical. Par
cxemple, pour divifer a par v b, on écriroit

aq
-;,'-Z-
mais lorfqu’il y a une parité dans les lettres
du dividende & du divifeur, il eft fouvent
a propos de donner & la quantité ratio-
nelle une forme de radical, parce qu'elle
donne lieu a des fimplifications; ainfi dans
le dernier exemple, je changerois a en

' a =
Va?, & alors au lieu de - 7
par conféquent a. De méme, {i jyavois
V aa — xx 4 divifer par a 4 x, jécrirois
V aa-xx ou V aa xx Ous’/aa——xx; & comme

a+& V(a4 x)* (a+2)*
7. .

le numératcur & le dénominateur peuvent

etre divifés chacun par @+ x, j'aurois enfin

V a—
a—-x

P . - a
Pour divifer a par "¢, on écriroit 3

. va*
aurois —-, &
va
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De Iz Formation des puiffances des quan-
2ités monomes , de [extradion de leurs
racines 4 & du calcul des radicaux &

des expoﬁmzs.

I 2 2. Nous avons déja dit qu’on appelle

uzj’ance d’une quantizé, 16 prodult de cette
quantité multlphee par ellf‘ méme pluficurs
fois de {uite. a° cftlarroifieme puiflance ou
ie cube a; parce que o’ réfulte de axaxa.
La quantité qu'on a multipliée eft autant de
fois falteur dans la puilfance, qu'il y a d’uni-
tés dans I'expofant de cette méme puiflance:
ainfi dans o’, a.eft cinq fois fafteur, dans
{a+b)%, a+-b eft 6 fois falteur,

I 2 3. Puifque pour multiplier les quan-
tités littérales monomes qui ont des expo-
fants, il fuffit (20) d"ajouter 'expofant de cha-
que lettre du multi licande, avec Iexpofant
de lalettre fembla{;le du multiplicateur, il
s’enfuit donc que pour élever a une puiffance
propofée, une quantit€ monome, il fuffira de
multiplier Uexpofant adluel de chacune de [es
lettres, par le nombre qui marque d  quelle puif-
Jance onveut élever cette quantice. Nous appel-
lerons ce nombre [° expofant de la puifJance.

Ainfipour élever o*b’cala quatrieme puif-
fance, yécrirai a*5¢t, enmultipliant les ex-
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pofants 3, 3 &1de a, b, ¢, par'expofant 4 de
lapuiffancea laquelle onveurélevera*d’c,En
effet, pour élever a’h’c a la quatrieme puif~
fancc, il faudroit multiplier a*4%¢ par a*43c,
puis le produit par a*5’¢,& ce fecond produit

ara’b’c; or pourfaire ces mulmphcauons, il
faut (20) a)ourer les expofants, puis donc
qu’ils fontles mémes dans chaque f'a&eur il
faut a;outer chaque expofant a lui- -mémé 4
fois, ceft-a-dire, le multiplier par 4. Le
raifonnement eft le méme a quelqu’autre
pulﬂ'ance qu’on veuille élever un monome ,
& quels que foient les expofants altuels des
lettres de ce monome.

Lorfqu’on a a faire fur les expofants des
quantités, des raifonnements ou des opéra-
tions qui ne dépendent point de certaines
valeurs particuliercs de ces expofants, mais
qui font également applicables a routes for-
tes d’expofants, on repréfente ces expofants
par des lettres. Ainfi, pour en faire 'appli-
cation a larcgle que nous venons de donner,
fi l'on veut dlever la quantité quelconque

a"b'c” 3 une puiffance quelconque défignée
par 7, on écrira a™b7e”,
I 2 4. Silaquantité qu'on veut clever &
une puiffance propofée, étoit une fraction,
onéleveroit a cette puiffance, le numérateur

: . ab Cp
& le dénominateur ; ainii °; ¢levé a la cin-
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quieme puiflance, dev1ent‘z—sd'»o—;pare1llement

amtbir
et

129. Si la quantiré propofée avoit un
cotthcient, on'éleveroit a la puiffance pro-

ofée en lemultipliant par lui-méme, {elon
Fes regles del Arithmétique;ainfi 4a’6* élevé
alacinquieme puiffance dconneroitro24a’sb*,
Quelquefois on e contente d'indiquer cette
¢lévation, comme pour les lettres, ainfi on
peut €crirz 4'a" 4",

I125.A égaid des fignes, fi Pexpofant
de Ia puifflance a laquelle il sagit d’élever,
eft pair, le réfultat aura toujours le figne-;
mais s'il eft impair, il aura le figne + ou le
figne — felon que la quantité propofée aura
clle-méme le {igne -+ ou le fignc — g etk
une fuitc immédiate delaregle donnde pour
les fignes (24).

1 27. 1l fuit de rout ce que nous venons
de dire, que dans une puiffance quelconque,
Texpofant actuel de chaque lettre contient
Pexpofant de faracine, autant qu’il y a d’uni-
tés dans Pexpofant de la puiflance que I'on
confidere ; par exemple, dans la quatrieme
puiffance, l'expofant de chaque letire eft
quadruple de ce qu’il €oit dans la quantiré
primitive qui eneft la racine,

1 2 8. Donc pour revenir d’une puiffance

a™b* \ . .
.- levé ala puiffance r devient
Pt
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quelconque a fa racine, c eft a- dlre,pour
extraire une racine d’un degré propofé, d'une
guamzte monome quelconque ; il faur divifer
Lexpofant alluel de chacune de fes letries, par
le nombre qui marque le d.gré de la racine

w'on veut extraire. On appelle cc nombre
Llexpofant de la racine.

Ainfi pour tirer la racine troifieme ou cu-
bique de a**5%, j e diviferois chacun des ex-
pofants par 3, & Jaurois a*é*c, Pareillement
pour tirer la racine cinquieme de a*°4*5¢? ]C
d1v1fer01s chacun des expofants par 5,
yauroisa*é’c. En général pour tirer la racine

du degré r de la quantité a™b", jécrirois

ab’

I 2 9. Sila quantité propofée €toit une
fraltion, on tircroir {éparément la racine du
numérateur & celle du dénominateur.

I3 0.8l yavoitdes cotfficients, on en
tireroit la racine quarrée ou cublque par les
méthodes données en Arithmérique; & par
celle qu'on verra par la fuite, lorfque cette
racine eft plus ¢levée.

13 I. Lorfque Texpofant de Ia racine
qu’on veut extraire, ne divife pas exaftement
chacun des expofants de la quantité propo-
fée,C’eft une preuve que cette quantité n'eft
pointune puiffance parfaite du degré dont il
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s'agit. Alors, I'expofant refte fraltionnaire,
& marque une racine qui refte a extraire,
Ainfi, fi I'on demande la racine cubiquede

. :
&’b’ct, on aura @bc? ou a*becs , dans laquelle
lexpofant 3 marque qu'il refie encore 4
extraire la racine cubique dee.

I 3 2.0n indique autli les extrattions de
racines fupéricures au fecond degré, en cms
ployant le {igne 1’3 mais on place dans 'ou

verture de ce figne , le nombre qui marque
« . . . 3
le degré de la racine dontil s’cgit.Ainfi Vg,

7
marque la racine cubique de a: v"a marque
1a racine {feptieme de a. Il faut donc regarder

ces deux expreflions Va & o' comme {igni-
fiant la méme chofe: il en eft de méme
b 4

de Vet & o'

1 3 3.Lorfque la quantité eft complexe,
il ne faut pas divifer chacun de fes expofants;
mais il faut confidérer la totalité de fes par-
ties, comme ne faifant qu'unc feule quantité
dont l’expofant eft naturellement 1,que I'on
divife par I expofant de laracine qu’il s'agit
d cx*ra;re, ce quin’eft, a proprement parler,
qu’une indication de cette racine; par exems

ple,aulieu de l4/a= ~+ & qui eft la méme chofe
4 ' . T

que (a’:-?—- b‘) » Oh écrit, (a’ ri—b’) P
ou
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oua*~+b*3- Si la quanticé torale qui eft fous
le radical , avoit déja un expofant, on divi-
feroit de méme cet expofant parceluidela
racine qu ‘on a deffein d’extraire. Ainfi, au

lieu de ]/(a —+5)?, on'peut écrire (a ’-—i—b’)
I34.Les ragles que nous avons données
(118 &fzzv pour I'addition, la fouftrattion,
la multiplication & ladivifion des quantltés
radicales du fecond degré, sappliquent éga-
lement aux quantitésradicales des degrés fu=
périeurs, pourvu que les radicaux fur lef=
quelsonaa opérer foxent de meme degré

entr’ eux Amﬁ Va‘xl/a’— a -——Va a
=al/a.l/a b’xl/a b=V &b =ab.
$ b 5 s b s ah 9
axV 7=V XV =y =V a*b.
I3 75.Sllsagitd’¢lever unradical quel-

conque a une puiflance dont 'expofant foit
- le méme que celui du radical, il fuffira d'6ter

ce radical ; ainfi (]/ a‘) *=a ; ce qui eft évi-
dent en général fi on fait attention que
Y obiet cft alors dc ramencr la quantité a fon
premier éat.

Pour éleverune quantité radicalemonome
a unc puiffance quelconque , il faut élever
chacun de fes falteurs a cette pulffancc {e-~

lon la regle donnde (123 ). Ainfi Vv @b
ALGEBRE, L
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élevé a la puiffance quameme 5, dorine

l/a8 b qu1 {e réduit aabVab’, ce qu ‘on

PCUt VOIr encore en cette autre mamcre

l/ a* 4 étant laméme chofe (132) que a7é7
our élevercelui-ci alaquatrieme pulﬂance
je multiplie fes expofants par 4, ce quime

LS 28
donne a’b " =aba?bi=aby ab’,
136. Pour divifer l/a par Va. on divi-
fera a* par a’, &l'on donncra au quotient g’

Ie figne V ce qui donne l/a ; de méme

b1 5
Vaths s rraths y atb*: e va'
= —-:V 2 e
5 ' B atb 5 5
va va Va!
12 ) 5
Xl 5 a? al a’
’_;‘—“ az, V =V f—l -—_—
a a J'V . as
a

4

A la racine cinquieme de
1 eft 1. En général toute puillance, ou toute

racine de P'unité, eft l'unité,

I 37. Pour extraire une racine quelcon-
que d'une quantité radicale, il faut multi-
plier Pexpofant attuel du rad1cal, par I'ex-
pofant de cette nouvelle racme ainfi, pour

extraire laracine troifieme de l/a‘*, on écrira

Vaten multipliant § par 3. En effet Vs
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a*; or (128} pour extraire laracine de ce-
lui-ci, il faut divifer fon expofant par 3 ) ce

quidonnea = ,quieftlamémechofeque Vat,

13 8. Lorfque les quantités radicales
propofées ne fone pas toutes du méme degré,
il faur pour pratiquer fur elles les opcra-
tions de 'addition , fouftraction mulmp ica=
tion etdivifion, Ies ramener au méme degré,
ce qui eft facile par cette regle.

S'iln’yaquedenx radicaux,mu[tip[ie{ Pex-
pofantde Lun, par Lexpofant de Lautre ; e pro-
dutt féra l'expofant commun gue a’ozverzz avoir
les deux radicaux:élevez en mémerems la quarn-
tize'guie/l fouschaqueradical,alapuiffance mar-
quéeparl’expofant de Pautre radical.Par exem-
ple , pour réduxre a un meme radical, les

deux quantxtés 1/ % a*, je multiplie g
par 7, & jai 35 pour I’ cxpofant du nouveau

15 . .
radical qui ferav”; jéleve @* a la fepticme
puiffance, & a* 4 la cinquieme, ce qui me
donne a** & a*°; enforte que les quantxtés

propofées font changées en l/a“ & Va”
Sily a plus de deux quantités radicales,
multipliez entr’eux les expofants de tous les
radicaux ; le produir commun fera ’expofant
quedoivent avoirtous cesradicaux. Elevez,en
méme-temps, la quantize quz eft fous chaque ras

A

-
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dical, d une puiffance d’'un degré marqué par le
produit des expofans de tous les radicaux autres
que celuidont il s°agit. Par exemple, fifavois

lestrois radicaux 1;/a‘, 1/7a’, & tg/a7, je mul-
tiplierois les trois expofants 5, 7 & 8, ce
gui me douneroit 280 pour P'expofant coms
mun decs nouveaux radicaux ; j'éléverois !
a la puiffance 7 x 8 ou §6; a*, a la puiffance
§x 8ou40;&a’ &lapuiffance § x 70u3y,
zt0 280 2:0
cc qui me donnerott ¥ a'%, v @*%, 1V a* ¥,
La raifon de cette regle eft facile a apper-
cevoir, en obfervant fur le premier exemple,
que lorfqu’on €leve, felon la regle , a® 2 1a
feptieme puiffance, on rend a 7 fois aufli
fouvent fagteur qu’il 'étoit : mais en rendant
Pexpofant de fon radical 7 fois aufli grand
qa’il Pétoit, on rend a7 fois moins fouvent
falteur ; il y a donc compenfation, & il n’y
a que la forme de changée.

I 39. On peut conclure de ce raifonne-
ment, que lor(%uc Iexpofant de la quantité
qui eft fous le radical, & celui du radical
méme, ont un divifeur commun, on peut
en [implifier Uexpreflion, en divifant par ce
divifeur commun 'un & Yautre de ces deux

expofants : par exemple, lixza“, peut fe ré-

duire a lzfa’, en divifant 12 & 8 par 4. Pa-
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4 €
reillement V7a* peut fe réduire 3V 2 5174’
fe réduit a Va.

1 4 0. Concluons encore que lorfque I'ex-
pofant de la racine qu'on veut extraire eft
un nombre compofé du produit de deux ou
plufieurs autres nombres, on peut faire cette
extra&tion fucceflivement en cette maniere:
Suppofons qu'on demande la racine fixieme
dea, je puis tirer d’abord la racine quarrée,
puis la racine cubique, & jaurai la racine

3
fixieme. En effet f/a.“', fe réduit(139)a1""%

puis 31 a* oua*, cequieftla méme chofe
que fi I'on avoit pris tout de fuite la racine
fixieme de &' en divifant Uexpofant 24 par
6, (128}, :
Au refte, comme les expofants frattion-
naires.tiennent licu des radicaux, & que les
premiers font plus commodes a employer
dans le calcul que les derniers, nous dirons
encore un mot {ur le calcul des expofants.

.y . ) . . s -
Si yavois V" a? a multiplier par Va4, je
3

changerois cette opération en celle-ci: a’ x

a%, qui (20) donne &t ouadt qui fe réduit

a &l}a’m Siyavois Va'l multiplier par l%a‘*,

*éerirois a5 x a7 ou a‘l+7t, {ou en réduifant

es deux fra&ions au méme dénominateur),
L3
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z1+20 4' -—€~
a3+ ,ouaiiquirevient a aa’’, ou enfin
35
aayds

Fn général l/a é”x\n/a b fe change en

!'

LATELARY SN
ar b"lx giby qui revient a @™ b , ol

(en réduifant au mime dénominateur)
g8 emr Po—f-ins
a in b o, 0ouenfin (132) al/af”‘*m’ﬁm”’“

Il ea eft de méme de la divifion; [ﬂ fc

5
L4 Va?

a$ ‘ s
change en ~=a> (31), ou enfin en Va.
y 3 4
a, {0354 ay by
Parcillement 7~ fe change en "33
\/IZZ b1 a’ 57

T
g bS 7 {(31), ou ( en réduifant les
fra&tiong au méme dénominateur . . ..

—10
e L

11
a o qui fe rédmt aas b‘»qm eft

la méme chof‘e que Va” b, En général
. ) ]
L T BT e
\/a’ b a—i b—q‘
g pe=m
a™™ b Va
14 1. Dans ce dernier exemple nous
avons retranché 'expofant de chaque lettre
du dénominateur, de I'expofant de la lettre
correfpondante dansle numérateur. Laregle
quenous ayons dopnée (3 1) paur ladivifion,

e~ mr

P~ ms
b
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ne femble le permettre, que lorfque 'expo-
fant du dénominateur eft plus petit que celui
dunumérateur ; mais cela fe peut en général,
en donnant i Pexcédent le figne— , aprésla
rédudtion faite; enforte qu'on peut, en géné-
ral, metere toute fraction algébrique fous la
forme d’'un entier. Par exemple, au licu de

3 , . - . s’

%on peutécrire a*b~*.Eneffet,{uivantI'idée
que nous avons donnée de la divifion, effet
d’undivifeur eftde détruire dans ledividende
tous les f‘a&eurs qui fe trouvent dans le divi-

feur; dans o+, qui fe réduit a a?, le divifeur

a® détruic dans a’ deux fa&eurs égaux aa.
Pareillement dans la quannté —Peffet de
b* doit é&tre de détruire dans a? deux fac-
teurs égauxa b. Orquoique ces fadeurs n'y
foient pas explicitement, on peut toujours
feles repréfenter ; car on congoit que a con-
tient b, un certain nombre de fois foitentier
foit fra&ionnaire : foit m ce nombre de fois,
alors «a vaut donc m fois byoumb, la

quantité 3 2 fera dOnc qui fe réduxt a

mb;or la quantité a’ b", devient en pareil
cas m® b} 67 ou (20) m? b°~*, Ceft-i-dire,
3 .
m*b; donc %2— revient au méme que a*b™*;
donc en géndral on peut fairepaffer une quan~
¢

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



168 CouRrs

112¢, du dénominareur au numérateur, en I'écris
vant dans celui-ci , comme facleur , mais avec
gifl expofant de [igne contraire a celut quelle
ayoit dans le dénominateur.

. . 1 .
Ainft,aulieu de 27, on peutécrire 1 X a-*

oufimplementa ;aulieude _* on peutécri-
' am p» a™ .
on peut dcrire

: a3+ 5
m In L -p J-q p
a™ b ¢ 4. Au lieu de 5 on peut

écrire (@’ 45 )x (a* -+ 5> ) 5 & eu €gard
a tout ce qui précede, au lieu de Via abp
- * v (at 4 b)
on Pﬁut écrire (a'+53) 5y & enfin (a’—{—é’)%x
(a45) §

.. '
re a™™; au lieu de el

3
(az -} bz ) = g
142. Ecréciproquement /i une quantité
eft compofee de parties qui aient des expofants
négatifs , on pourra faire paffer ces parties au
dénominateur, en rendant leurs expofants poft-
zifs., Ainfiau lieude a® 5-*,0n pourra écrire

1 . .
75 au lieu de @™ qui eft Ia méme chofe que

a@” x a~? on pourraécrire = & ainfi de fuite.
De la Formation des puiffances des. quan-

zité€s complexes , & de Lextraclion de leurs
racines.

143. Suivant l'idée que nous avons
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donnée des puiffances, il ne s'agit, lorfqu'on
veut élever une quantité complexe a une
puiflance compofée, que de multiplicr cetce
quantité par elle-mé&me autantde fois moins
une qu’il ya d’unités dans’expofant de cette
puiffance ; mais en fe bornant a ce moyen,
on tomberoit fouvent dans des calculs tres-
longs pour parvenir & des réfultats qu’on peut
avoir a bien moins de frais, en rétléchiffant
un peu fur les propriéiés des produits de
quelques-unes de ces multiplications.

Nous allons nous occuper des puiffances
des quantités binomes, parce que celles-ci
conduifent ala formation des puiffances des
quantités plus compofées : mais pour mieux
faire fentir I'étendue de ce que nous avons
a dire, nous reprendrons les chofes d'un pey
plus haut ; nous examinerons quelle eft 1a
nature des produits que I'on trouve en mul-
tipliant fucceflivement pluficurs falteurs bi-
nomes qui auroient tous un terme commun ;
cette recherche qui nous conduira dirette~
ment & notre objet , nous fournira en méme-
temps plufieurs propofitions quinous ferong
trés-utiles par la fuite.

14 4. Soient doncx=ta, x 4+ b, x-+c,
x~d, &c, plufieurs quantités binomes
qui ont toutes le terme x commun , & qu’on
veur multiplier les unes par les autres.
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En multipliant o +a
par . . . . x-+b

on aura « 4 . . X' ax—4-ab
—+ bx
Multipliant ce produit par x—+c, on aura
x* = ax*~+ abx -+~ abe
—+ bx* - acx
~+ cx* - bex
Mulcipliantce 2¢ produit par x—+d, onaura
x* 4 ax - abx = abcx - abcd
- b * 4= acx 4~ abdx
-t cx? 4 adx® = acdx
~+dx? -+ bex® 4 bedx
~+ bdx*
- chx?
Et ainfi de fuite ; ce qui nous fournit les ob-
fervations fuivantes, en prenant pour un tet-
me tout ce qui it dans une méme colohne.
1°. Le premier terme de chaque produit
eft toujours le premier terme x de chaque
binome , élevé a une puiffance marquée par
1¢ nombre de ces binomes ; en forte que {ile
nombre des binomes étoit m, le premier
terme de chaque produit feroit x™
2°. Les puiffances de x vont enfuite en
diminuant continuellement d’une unité juf-
qu’au dernier terme quine renferme plus d'.
3°. Les multiplicateurs de chaque puif-
fance de x, (que nous nommerons & Vavenir,
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multiplicateurs du terme ol fe trouvent ces
puiffances ) font, pour le fecond terme,
Ia fomme des feconds termesa, 4, ¢, &c,
des binomes; pour le troifieme terme, la
fomme des produits de ces quantités a, b, c,
&c, multiplides deux & deux ; pour le qua-
trieme, la fomme des produits de ces quan-
titds a, b, ¢, &c, multiplides trois a trois;
& ainfi de fuite jufqu'au dernier qui eft le
produit de toutes ces quantités. Ces confé-
quences font évidentes, quelque foit le
nombre des quantités x 4-a, x5, &c,
qu'on a multcipliées.

14 5. Si 'on fuppofe maintenant que
toutes les quantités a, 4, ¢, &c, foient
égales, auquel cas tous les binomes qu'on a
multipliés ferontégaux;les produitstrouvés
ci-deflus, feront donc les puiffances fuccef=
fives de Pun quelconque de ces binomes,
de x—+a, par exemple, {i I'on fuppofe que
les quantités 4, ¢, d, &c, font chacune égales
a a. 51 'on met donc a dans ces produits,
au lieu de chacune des lettres, b, ¢, &, &c,
on aura les réfultats fuivants pour les va-
leursdes puiffances qui font marqudesa coté.

X~ 2a% 4+ 0" =(x--q)*
X 43 ax’3 @’ x—+a’ = (x +a)’
&t gax’ 4+ 6a* X' 40} x+at = (x+a)*,
Ou l'on voit que fi m eft Iexpofant de la
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puiffance i laquelle on veut élever le bi.
nome, les puiffances fucceflives de x feront
x™, ™ 2 ™3, x4, &,

Mais on ne voit pas aufli évidemment

comment les coéfficients des différents ter-
mes de chaque puiffance dérivent les uns
des autres, ni quelle eft leur dépendance
de Pexpofant m , dont ils dépendent cepen.
dant comme on va le voir.
. 144.Pour trouver la loi de ces coéffi-
cients, il faut retourner 4 nos premiers pro-
duics, & remarquer que puifque le multipli-
cateur du fecond terme eft la fomme de
toutes les quantités a, 4, ¢, &c, il faudra,
lorfque toutes ces quantités feront égales
2 a, qu'il foit compofé de a, pris autant de
fois qu'il y a de ees quantités; donc i leur
nombre eft m, ce multiplicateur fera m foisq,
ou m a, c'efta-dire, que fon coéilicient m
fera égal 4 Pexpofant du premier terme de
cette puiflance. C'eft ce que Pon voit aufli
dans les trois puiffances particulieres que
‘nous avons expofdes ci~deflus.

Voyons maintgnant quels doivent étre les
multiplicateurs des autres termes. Il eft évi-
dent que tous les produits @b, ac, ad, b,
bd, &c , deviennent chacun égal 3 o*,
dans la fuppofition préfente ; parcillement
tous les produjtsa bc, ab d, &c, devien-
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nent chacun égal a &' & ainfi de fuite.
Done le multiplicateur du troifieme terme
de chacun de nos premiers produits fe réduit
alors a @* pris autant de fois que les lettres
a, b,c, &c, peuvent donner de produits
deuxadeux. Pareillementceluidu quatrieme
fe réduit a @* pris autanc de fois que les
lettres a, b, ¢, &c, peuvent donner de pro-
duits trois trois & ainfi de fuite ; donc pour
avoir lecoéflicient numérique,dcs troifieme,
quatrieme, &c, termes de la puiflance m.du
binome x4 a, la queftion fc réduit & dé=
terminer ¢ombien un nombre m de lettres
a, b,c, &c, peut donner de produits deux
a deux, trois a trois, &c.

147 .0rjercmarqueque {il’'onaunnom-
bre quelconque m de lettres ; & qu'on les
combine de toutes les manieres 1magmables
deux a deux, trois a trois, quatre a quatre,
&c, fans répécer une méme lettre dans une
méme combinaifon, je remarque, dis-je,

1°. Que le nombre des combinaifons deux
a deux, fera double du nombre des produits
dedeuxlettresréellemencdifférents.Eneflet
deux lettres peuvent étre combinées 'une
avec lautre § deux manieres différentes ;
par exemple, @ & b donnent ces deux com-
binaifons, a » & b a ; mais ces deux combi~
naifons ne font pas dcux produits différents,
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2°, Le nombre des combinaifons de plu-
fieurs lettres trois A trois, fera fextuple du
-nombre des produits de trois lettres , réel-
lement diftinéts: en cffet, pour avoir les com-
binaifons de trois quantités ¢, 4, ¢, il faut,
apres en avoir combind deux, a & 4, par
exemple, ce qui donne a b & ba, combiner
Ia troifieme ¢ avec chacune des deux pre-
mieres combinaifons, c’eft-d-dire, lui don-
ner toutes les difpofitions poffibles a ['égard
des lettres a & b qui entrent dans a b & ba;
or cela donne 6 combinaifons de trois let-
tres , comme il eft évident par les difpofi-
tions {uivantes abc, ach ,cab , bac , bea , cha;
mais c¢s fix combinaifons ne font chacune
que le méme produir,
- Un raifonnement femblable prouvera que
quatre quantités font fufceptibles de 24
* combinaifons, dont chacunc cependant ne
fait que le méme produit ; donc le nombre
des produits diftinéts qu’on peut avoir en
combinant plufieurs leteres quatre a quatre,
eft la.24° partie du nombre total de ces
com' inaifons. Pareillement le nombre des
produits diftinéts qu'on peut avoir en com-
binant pluficurs lettressa g, 6a6,7a7,
&c, eftla 120 la 72¢° la yo40°, &c, par-
tie du nombre total de ces combinaifons;
ceftadire, eft, en général , exprimé par
1
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une fra&tion qui a pour numérateur le nom-
bre total des combiraifons, & pout déno-
minateur le produit de tous les nombres
1,2, 3,4, &c,jufqu’a celul qui marque
de combien de lettres chaque produit eft
compofé.

I 4. Voyons donc quel eft le nombre
total des combinaifons que peut donner un
.nombre m de lettres a, b, ¢, &c, prifcs
deux a deux , trois a trois, &c.

Il eft évident pour les combinaifons deux
a deux , que puifqu’une méme lettre ne doit
pas étre combinée avec elleméme, elle ne
peut 'étre qu'avecles m — 1 autres, & par
conféquent elle doit donner m — 1 combi-
naifons ; donc puifqu’il y a m de lettres en

tout, elles donnerontm fois m —roum.m—1u
combinaifons. Donc fuivant ce qui vient d’é-
tre dit (147), le nombre des produitsde deux

m—Ix-

lettres réellement différents , fera m. ——.

A 'égard des combinaifons trois a trois,
our les avoir, il faut que chacune des com-
ﬁmalfons deux a deux, foit combinée avec
chacune des lettres qu’ellu ne renferme
point , c'eft-2dire, avec un nombre de let-
tres marqué par m — 2; donc chacune de
‘tes combinaifons donnera m — 2 combi-
naifons de trois lettres ; done puidquiil y a
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m.m — 1 combinaifons de deux lettres,
dont chacune doit donner m — 2 combinai-
fons de trois lettres, il y aura en tout

m.m—1.m— 2 combinaifons de trois
lettres ; donc puifque (147} le nombre des
produits réellement diftin&s, eft la fixicme
partie de ce nombre total de combinaifons,

m—1.,.m—1 m—1 m—z
oum,

il fera m. . '

2 3
On prouvera de méme, que le nombre des

combinaifons quatre & quatre, feram . m—1.

m—2.m—3 . caril faudra combiner cha-
que combinaifon de trois lettres avec toutes
les autres lettres que cette combinaifon ne
renferme point, & qui érant au nombre de
m—3 donneront, pour chaque combinaifon
de 3 lettresy m — 3 combinaifons de quatre
lettres ; donc le nombre des combinaifons

trois & trois étant m.m—1.m—2, ce-
lui des combinaifons quatre a quatre fera

m.m~1.m—2.m—3; & puifque le
nombre dcs produits quatre & quatre réelle-
ment différents, eft la 24° partie de ce nom-
bre de combinaifons,, il fera donc m . 2=,

m—z m—3

3 4
. Le méme raifonnement prouvera que le
nombre
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nombre des produits diftinéts qu’on peut for-
mer en multipliant un nombre m de lettres

s 35, 646,&c, fera exprimé par m. 7

m-2 m- - m-1 -2 m-3 m-

M Mmoo, mO mhomm
3 4 2 3 4 §

_3 , & amﬁ de {uite.

14 9. Concluons donc deld, & de ce qui
a ¢eé dit (146), que les termes fuccelfifs du
binome x —+ a éievé i la puiffance m ou de
{x=a)™ font:
me—1

»
x"tmax™"" ~+m. a® x™ "t
2

R @& x"T - &ec. .

C cﬁ a- dn'e que le premxcr terme de la
fuite ou {érie qui exprime cette Pmﬂ"ance,
eft le premier terme &% du binome, élevé ala
puiffance m ; quenfuite les expofants de x
vont en diminuanc d'une unité , & ceux de a
en augmentantd ute unité, a partir du fecond
terme ou il c0mmence 3 Pntrcr. A Pégard

des coéfficients m, m. 7" ", &c, 1 faut re-
2.

marquer que celui du fecond eft égal & 'ex~
pofant du premier : que celui du troifieme

qui eft m. 7—"—?—1 eft le coéfficient m du pré-
cédent multiplié par™—; c’eft-2-dire, par Ja
A 2

moitié dc l’expofant de x dans ce méme
ALGEBRE, M
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terme précédent, Pareille’r}nent le coéffi-

'17’)1—7.

cient du quatrieme qui eft m. =—. =" n'eft
autre chofe que le coéfficient n. —2— du ter-
me précédent, multiplié par 222, c’cliadire,

ar le tiers de Pexpofant de x dans ce méme
terme précédent; & ainfi de fuite. Toutes ces
conféquences, que Vinfpection fevle fournit,
nous conduifent a cette regle générale: Le
codfficient de Fun quelconque des termes [e
trouve en multipliant le coz_zﬁczent du preceienz
par Vexpofant de x dans ce méme terme préce-
dent , & divifant par le numbre des termes qui
précedent celu: donz il sagiz.

Formons, d’apres cette regle, la feptieme
puiffance de x —+ a pour fervir d’exemple.
Nous aurons (x ~+ a)’= x7 7ex+ 210°%°
- 35@x% 4= 3¢atx? - 210° %%+ 7ax - d'.
En écrivant d’abord 2.7; puis multipliant ce-
lui-ci par 7, diminuant Pexpofant d'une unité
& multipliant par a, cc qui donne 7ax®.

Je mu{)txphf* cclux cipar, je diminue 'ex-
pofant de x d'unc unité, & j’aﬂcmcat“ celut
de @ d'une unité, & j'ai 214°x" pour le troi-
fieme terme.

Je multiplie ce troifieme par 5] jc dimi-
nue 1expofant dex d'une wnité, & jaug-
mente celui de @ d'une unied; ce qui me
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donne 3 sa’x* pour le quatrieme terme: il &
aif¢ d’achever.

Si au lieu de x~+a, 0l avoitx —a,
alorsles termes auroient alternativement les
fignes =+ & —, a commencer du premier
car fi dans g% par exemple, on fubftitue
—a au lieu de 4~ a, le figne ne changera
point (126 ); mais il changeroit, fi I'on
fubftituoit — a dans une puifiance impaire
de a.

La méme formule que nous venons de
donner peut fervir a élever 2 une puiffance
propofée , non-fculement un bitome fimple
comme x -+ g, mais encore un binome com-
pofé tel que x* =+ a* ou x” —+a ou **4-a?,
&c; & méme 3 élever non-feviement a une
puiffance dont I'expofant feroit un nombre
enticr pofitif, mais encore a une puiffance
dont I'expofant feroit pofitif ou négarif, en-
tier ou fractionnaire. Mai- ces ufages exigent
pour plus de commodité , que nous lui don-
nions une autre forme.

1 5 O. Reprenons donc la formule (x-a)™

m-1 m-1
=" max™t == m. —a" 27 me
kA

™m-2
5 a*x™? -, &c,

Suivant ce que nous avons dit (142), on
x™ . au lieu dg
&

M a

peut, au lieu de &™-1, écrire
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. L xm . me3 £ . X"
x™-2, ccrire —; 5 au lieu de ™3, écrire— |
x x5 0
& ainfl de fuite. Conformément a ce prin-
cipe, nous pourrouns donc changer notre for-

ma ™

mule, en cette autre : (x-+q)" = x"

m m-1 a*x™ m-1 m-1 alx™ m-1

’l —, 7 e . . . T
2 x 2 3 X3 2

m-21 ;- atx™

o me3 AR &e

3 0 40 x
Sil’on fait attention maintenant que tous
les termes ont pour facteur commun x™, on

pourra donncralaformule cette autre forme:
m-1a? m=-1

(x +ajm =x"’[1 -+ Txf —t-m. 97+m' —_,

z - b2

m-2 at

TF+&C)’ dans laquelle #™ eft cenfé

mulciplier tout ce qui eft entre deux cro-
chets. Dclanousconcluonslaregle fuivante,
our former d’une maniere commode la fuite
ou {érie des termes qui doivent compofer la
puiffance m du binome x +- a.
1§ 1. Ecrivez fur une premiere ligne,

comme il fuit, les quantités
m-1 m-3 m-3 m-4
m,z,;,‘},s,&zc.

at S m-t m-1 @
— —A=-m.—
X 2

2 3 4 pors

&e.
2
Et ayant écrit I'unit¢ au-deffous & a unc
place plus avant fur la gauche, formez l2

n-1

x5

a
1~ m— ~d~i72.

ﬁl.m_l m-2 m-3 g%
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fuire inférieure, par cetteloi. . . . . ..
Multipliez cette unitd par I¢ premier terme

. . a
de la {uite fupdrieure & par —,& vousaurez
X

le fecond terme de la (érie inféricure.
Multipliez ce fecond terme, par le fccond

[ . [44
terme de la fuite fupérieure & encore par—,

& vous aurez le troificme terme de la {érie
inférieure. )
Multipliez ce troifieme terme, par le troi-

fieme de Ya fuite fupéricure & encore pari;— ,

& vous aurez le quatrieme terme de la {éric
inféricure; & ainfi de fuite, )
Réuniflez tous ces termes de 1a {érie infé.
ricure, & multipliez Ia totalité par x™, vous
aurez la valeur de ((x —+a )™
15 2. Siaulieudex~4-aq, on avoit x*+a°,
ou x’- a’, ou, &c; au lieu de muleiplier

a . - .
fucceflivement par—, on multiplieroic. par
X

%dans le premier cas, par%dans le fecond,
& en général par le fecond terme du binome
divif¢ parle premicr: & on multiplieroit la
totalité , dans le premier cas, par x* élevé &
la puiffance m ; & dans le {econd cas, par x*
€levé 3 la puiffance m, c’eft-a-dire, en géné-
ral, par le premier terme du binome, élevé

2 la puiffance propofée.
M3
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Enfin {i le fecond terme du binome , 2y
lieu d’avoir le figne =+, avoit le ﬁgne-’ au

licude multiplicr fucceflivement par—- {4p:
quon ax —~a, ou par—lorfqu on a x’~-g*,
onmultiplicroit fucceflivement par——?g ou

+ ) )
par — ZT’ & ainfi de {uite.

Sup ofons , pour donner un exemple;
qu’on demande la fixieme puiffance de x'—#-a4
je procede comme ci-deffous, . « « . o

5 4.3 2 1

13 4 5 6 "
15(1 zoa® x;a" 6a'’

I3
i

C cﬁ -a- dxre qu ayant écrit la fuite 6>~
-1 m-1 m- 3
&c; qui répond a m, ——, P &c,
& ayant éerit, au-deflous, I’ umté, pour pre-
mier terme de la feconde ﬁnte, je multiplie
=ce premizr terme, par le premler terme 6 de

Ja tuite fupérieurs, & par—,ce quime donnc
6a?
“pour le fecond terme. Je mulmphe—par

le fecond ttrme—de la fuite fupémcure &

par ;’&; ai 5% pour troifiems terme, &
X x5

2infi de fuite. Enfin jo multiplie la totalité
des termes formés fuivant cetce loi, par x3
élevé A la puilfance 6, Celt-d-dire (123 ),
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par X%, & J'ai ottt A ISR e 20a” !
: "x'3+6a"x'3 aﬁx‘* x5 . x?
s . :
-+ D pore +;—,‘r— s qui fe réduit 3
x4 60 x" +15a°x" 4 2045% 154" x8
~+ Sa'x’ = a’s,

153. Si aulieu d’un binome on avoit un trinome 3 élever
i une puiffance propofée; fi Ponavoit, parexemple, a+4-b4-¢
i élevera la troifieme puiflance, on feroit b4-c==m, & I'on
auroit a -4~ m 4 élever dla troifieme puiflance, qui felon les
regles qu’on vient de donrner, feroit @’ +3a*m-+3am*+ml.
Remettant maintenant au lieu de m fa valeur 4+ ¢, on auroit
ay4-3a% (b4-¢) + 3a ( b4-c ) ~4-(b4-c}3. Or les puiffances
(b-c), ( b+4c)*, (b+c)? éran: toutes despuiflances de bi-
nome , fe trouveront également par lesregles précédentes; il
ne sagira plus que de les multiplier refpedivement par 34°,
32 & 1. En achevant le calcul, on rouvera a®~4-3a*b+3a’c
- 3ab* 4 6abe -+ 3act + b3 4 35 ¢+ ybc? +cl.

15 4. IMais en réfléchiffant un peu fur la regle de I’élévation
des binomes, on verra qu'on peut former la puiffance d’un
polynome quelconque, d'une maniere plus commode, en obfer-
vant Ja regle {uivante. .

Suppofons qu’on veut élever le trinome a =+ 54c i 1a troi-
fieme puiffance. Faites b -~ c=—p, &alors il sagit d’¢lever
a+ p i la puiflance 3, cequi donnera......acvuue..n..

a’t32°p-+3ap*+pi
1 2

Jécris fouschaque terme de cette quantité Pexpofantdeg;
je multiplie chaque terme parle nombre qui lui répond, &Je
changeunpen bycequidonne. . ...oivieeinnnian ‘e

3a*h + 6abp +3pb%

3 2
J&cris fous cette quantité la moitié dechaque expofant dep,
& je multiplie chaque terme par le nombre correfpondant,
changeant encore unpend;yfai...... -
3ab* + 3b°p.
A3

yisesevarsese

Jécris fous chaque terme ‘de celle-ci le tiers de Pexpofant
de p;je multiplie comme ci-devant, & je change un pen b;

Ble soevonnnns srsresensun R I .
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Enfinje réunis toutes ces qua‘re lignes en changeant p en ¢,
&jaial +3a’c+ 3act+ i+ 3a0 b+ 6abe + 3000t 3a*
=+ 36*c + b3, de méme que ci-deflus,

Ainfi on multipliera chaque termede la premiere ligne, par

Pexpolunt dr1p; chayle terwe de la feconde, par la moiti¢ de

lexpofdnt de p dans cette feconde,; chaque rer'ncde Ia troi~
fiemie, p.rle tiers de Pexpotant de p dans cette troifieme, &
amﬁde [uue obfervant a chague llgne i commencer de la
feconde, de ch«rgor pend & ala fin on changera tous
les p reft1ats, enc. Cette re de sapplique de méme aux qua.
trmomes, qumxmcmes > &

De UExtradion des Racines des Quantites
complexes. o

15 5. Lorfquune fois on eft en état de
tronver tous les termes dont une puiffance
propafée d'un binome doit étre compofée,
il eftaifé d’en conclure laméchode d'extraire

-une racine d’'un degré propof¢ , foit que la
quantité dont il s’agit, {oic littérale, foit
qu’elle foit numérique : ce que nous allons
dire fur la racine cinquicme {uffira pour faire
comprendre comment onl doit fe conduire
“dans les aurres degrds. '

Selon la formule des puiffances d’un bi-
nome, la cinquieme puiflance de a-+5, eft
@ sathF10a’h® +10a*h’ G- gabt F-b.
De ces fixtermes les deux premiers {uffifent

our érablir la regle que nous cherchons.

Le premier eft la cinquieme puiffance du

remier terme du binome, & le fecond ¢ft
le quintuplc dela quatrieme puiffance de ca
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méme premier rerme , multiplide par le
fecond terme; donc pour avoir le premier
terme de la racine, il faut, aprés avoir or-
donné tous lestermes dela puiffance donnée,
extrairelaracinecinguiemedu premier terme
de cette pmﬁ'ancc & pour avoir le fecond
terme de la racine, il faut divifer le fecond
terme de la qu'mtlte propofée, par le quin~
tuple de la quatrieme puiffance de la racine
quonvient de trouver par la premiere opé«
ration. En effet, il eft évident que la racine
cinquieme de & eft a,qui cft le premier
terme du binome, dont la quantité a’—+5a*h
4, &c, eftla cmquleme pu1{fance : & ileft

également évident que — donnc b qui eft

le fecond terme dece bmome Mais comme
il pourroit fe faire que la quantité propoféc
ne fatpasune pu1france parfaiteducinquieme
degré, aprés avoir ainfi trouvé le fecond
terme de la racine, il faudra vérifier certe
racine enl'élevant au cinquieme degré & re-
tranchant le réfultat de la quantité propofée;,
voici un exemple.

On demande laracine cinquieme de....

3205 + 2402%b =4 720434 + 1080a*b? = S1cabt 424355, Racine
- 324’ !za+3b

Reftet 240a%b + 72603 b% - To%ca’h’ +Jmab4’+z4;b" “Boat
Je tire la racine cinquieme de 324%,elle
eft 2a que j’écris a la racine.
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Jéleve 24 i la cinquieme puiffance, &
yéeris le produit 324’ avec un figne cons
traire, fous le premier terme 324° de Iz
quantité propofée , cec qui le détruit,

Jéleve la racine 24 a la quatricme puil-
fance, ce qui me donne.i16a* que je quin-
tuple, & yai 8oa* que j’écris fous Ea racine
ag; je men fers pour divifer le premier
terme 240a*) du refte: la divifion faite, yai
pour quoticnt 35 que jécris a la racing;
enforte que jai 2a-+34 pour laracine cher-
chée; mais pour m'en aflurer, jéleve 2q
~+-3b a la cinquieme puiffance, je retrouve
les mEmes termes que daas la quangicd pro-
pofée; faifant la fouftraction, il ne refte rien;
d’ou je conclus que la racine eft exalerhent
2a -+ 3b.

§'il devoit y avoir encore un augre terme
a la racine, alors il y auroit un refle, aprés
cette premiere opération : je regarderois
2¢ -+ 36 comme unc {eule quantité , avec
laquclle jopérerois pour trouver le troi-
fieme terme, comme J'ai opéré avec 2a pour
trouver le fecond.

I §6.Al¢gard des quantités numériques,
Ia regle eft abfolument la méme; la feule
chofe quil faille éclaircir, eft 2 quel carac-
tere onreconnoitrace qui répond au premiet
terme &, & cc qui répond au terme § a* by
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Pour fe conduire dans cette recherche, i}
n’y aqu'a imaginer que dansle binome a5
¢ marque les dixaines & & les unités ; alors
il eft évident que &’ fera des centaines de
mille, parce que la cinquieme puiffance dero
eft 100000} doncle premier terme o, ou la
quantité dont 1l faudra tirer laracine §°, pour
avoir le premier chiffre de laracine, ne peut
faire partie des cinq derniers chiffres fur la
droite, on {éparera donc les cinq derniers
chifires, & fuppofé qu’il en refte cing feules
ment ou moins de cinq fur Ja gauche, on en
chercheralaracine cinquieme, qui fera facile
atrouver,ne pouvant avoirqu'un feul chiffreq

Quand on aura trouvé le premier chiffre
de la racine & qu'on auraretranché fa cin-
quieme puiflance, de 1a quantité qui a fervi
atrouver cette racine, on abaiffera, a coté
du refte, les cing chiffres {éparés: & pour,
avoir la partie qu’il faut divifer par ya*, Ceft
a-dire, par le quintuple de la quatrieme puif-
fance des dixaines trouvées, il faudra éparer
quatre chiffres {ur ladroite, & nedivifer que
lapartie reftante a gauche : car ga*h, qui eft
la partie qu'on doit divifer par sa*, pour
avoir 4, ne peut faire partie des quatre der.
niers chiffres, puifqu’étant le produit desas
par b, elle doit étre au moins des dixaines de
mille, puifque ¢* eft des dixaines de mille,
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Ces éclairciffements pofés, le procédé et

Ie méme que pour I'extraction lirtérale,voici
un exemple.
On demande la racine cinquieme de. . .,
3802.0%032{52
3127
6770-4032
3123
3802.4032

o

Je fépareles cing derniers.chiffres 04032,

& je cherche la racine cinquieme de 3802
qui,ayant moins de cinq chifires, ne peut
donner qu'an chiffre pour cette racine; elle
eft ¢ que yéceris & coté.
- J¢leve 5 alacinquieme puifflance, & jéeris;
le produit fous 3862 pour l'en retrancher,
il refte 677, a c6té duquel jy'abaifle les cing
chiffres {éparés d’abord; du total, je {Epare
4 chiffres fur la droite, & je divife la partie
reftante 6770, par le quintuple de la qua-
wrieme puiffance de laracine trouvée s, celt
3-dire, par 5 fois 625, ou 3125, Je trouve
pour quotient 2, que j'écrisacoté du premier
chiffre trouvé 5. Pour vérifier cette racine
52, Je l'éleve a la cinquieme puiffance, & ¢
trouve le nombre méme propofé, d'ouje
conclus que g2 eft exattement la racine,
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Sily avoit un reflie, & qu'on voular ap-
prOCner plus pres de 1a racine, on mettroit
s zéros, & on continucroit pour avoir le
troxﬁum chiftre, qui feroit une décimale ,
comme nn 2 fzit pour avoir le {econd.

En pénéral, pour tircr une racine de de-
gré quelcon’]uc m, il faut féparer en allant
de droite & gauhc, en tranches de m chifires
chacune, dont la plus 3 gauche peut en avoir
moins. Tirer la racine du dcgrc m de cette
dcrmr ere tranche, cette racine n'aura jamais
qu'un feul chiffre: & coté du refte, defcen-
dre la tranche fuivante, en {éparcr m— rchif-
fres fur la droite, & divifer la partie reflante
a gauche, par m fois laracine trouvée, &
élevée a la puiffance m—1; & ainfi de fuite,
Cela eft fond¢ fur ce que les deux premiers
termes d’un binome a+-5 élevéala puiffance
quelconque m, font @"+ma™-’5, & {urce
que i a marque des dixaines & & des unités,

" ne peut faire partie des m derniers chif-
fres, & ma™'h ne peur faire partie des
m — 1 derniers.

De la maniere dapprocher de la racine des
pullfances impaifaites des quantités
[uzerales.

157. Lorfque la quantité complexe
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propofée n’eft point une puiffance parfaite
du degré dont on demande la racine , alors
il n’y a point de racine exatte a efpérer: il
faut e borner a en approcher aufli pres que
peut Uexiger la queftion pour laquelle cette
extraftion eft néceflaire. On pourroit y par-
venir en fuivantla méthode que nous venons
d’expofer pour les puiffances parfaites: elle
donneroit une fuite de termes fractionnaires
dont la valeur décroiffant continueliement,
permet de fe borner 2 un nombre limité de
termes & de négliger les autres: mais l'opé.
ration feroit longue & pénible. On peut par-
venir au méme réfultat par une voie beau-
coup plus courte, en employant la regle
que nous avons donnée ci-deffus (15 1) pour
€lever uh binome a une puiffance propofée.
Pour cet effer, il faut fe rappeler (133)que
toute racine peut €tre repréfentée par une
puiffance fractionnaire. Ainfi, demander la

racine quarrée de a-+b, oud’évaluer 1/ ¢+,
c'eft demander d’élever a—+bala puiffance;,
puifque (133 ) (a~+5) 7 = Va+s,

Denc, fuivant la regle donnée (151),
3 écris la fuite,

1

2 E L
’},—2-——'[’—1—-—- 2, - 3’ - 4, &Cc

| 2 L3 4 T
quiferéduicd?, —4, — L, — %, — & &ec.
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Et pofant 1 pour premier terme de la

{feconde {uite,je forme cette feconde. . .
| s}

P41 2 18} 1 53 5 bt 35 B°

——— — — —— (Po— —— — .
2 a 8 & 16 gl 128 ¥ 1280 @3 7

&c.
En multipliant le premier termer, par le

premier terme = de la premiere fuite, & par

b A Y L .
=, c’eft-a-dire , par le fecond terme du bi-
a .

' .. - o .1 b
nome a5, divifé par le premier; jaiz—
pour le fecond terme.

Je forme de méme le troifieme, en mul-
tipliant ce fecond, par le fecond terme—+

. : b .
de la premiere fuite , & par —, ce qui me

p* -
g —e L2
donne — 5—, pour le troifieme.

Pour le quatrieme, je multiplie ce troi-
fieme, par lc troifieme terme —% de la pre-

: . by e . b
miere fuite & par—, & j'al 4+ = pour qua-
trieme terme , & aiafi de fuite.

Enfin-je multiplic la totalité de ces ter-
mes, par le premier terme du binome, élevé
3 la puiffance L, & jai pour la valeur de
(a+b);oude va-+b, la quanticé fuivante :
LI N ST D

T a *—g a6 al 128 2% ITa%Zs&C'
qu’il eft facile de prolonger autant qu'on le
Jpgera 3 propos.
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I 5‘8 Nous verrons, par la (qlte,lufave
de ces {ortes d’ approxmanons Pourle prg-
{ent, nous nous contenterons de faire voir
par un C\emglc en nombres, comment on
peut les emmoycr pour approchcr des raci-
nes des quamztcs numénques. Suppofons
quon veut avoir laracine quarrée deror. Je
partageraitoren deux pames dont 'unefoit
un quairé, le plus grand qu’il{era pofiible;
par exemp sle }e le partage cn ces deux par-
tics 100 & 15 je prends la premiere poura,

&la feconde pour b, enforte que ]e prpofe

A L

a==100, & b=1; parconfequent PO L

= Yoo == 10, &c-.::~,5 == 0,01 ; donc

la {Crie qui exprime Vg4, c'el-d-dire, i
_— . 1o

V ior, deviendra, en mettant poura &,
Q

leurs valeurs,

'Ho(l_,{_o,')l_(o,()l) +(o,m)-’_ s(o,01)4 3;(0,01‘*8“

2 8 16 128 1280

Surpofons qu'on veut aveir cette racine
jufguy un dix-millieme prés feulement,

alors il futhit de prendre les trois premmrs

termes;car le quatricmc qui eft(u’m);revient?{
OOOF;—O—{ , ceft-a-dire, a o,c00¢ 000625 ; &
quoiqu’il doive étre multiplié paryo quidoit
multiplier tous les termes de la {érie, ilne
produira que 0,000000625 qui eft bien au-

deffous

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DE MATHEMKTIQUES. 19%
deflous d’un dix-millieme. Les termes fui-
vants font a plus forte raifon beaucoup au«
deffous, puilqu’étant continuellement mul«
tipliés par 0,01 qui eft une fraction, ils doi-
vent diminuer continuellement; Car en mul-
tipliant parune fradtion, on ne prend (Arith.

120) qu'une partie du multiplicande.
La valeur de V'ior fe réduit donc 2

(1-+-°°‘ (°°I)) Ceft-a-dire, %
X

1o (1 ¥ o,0¢§ ~0,0000125 ), OU IO
1,0049875 , ou 10,049875 ; ceft-a-dire
10,0499 en {e bornant aux dix-milliemes.
Cette méthode peut s ‘appliquer a toutes
fortes de racines & 2 toutes fortes de quan-
titds ; nous en donnerons encore un exem=~
ple fur Vo —=. Jechange donc cette quan-

tité en (a —2)5, & procédant comme ci-

dCﬁhS ) ] éCI'lS- . [ (] » - . . . . [ ™
5 5 &ec.
5y ’ 3 »” 4 Z
1 2
Oy %y s)’—.TT;J——IT’&C'
Et pofant 1, pour premier terme de Ia

feconde {uite , je forme cette feconde. » ..
1 x5 2 x"‘ 6 %' _ax x" 798 x*

sal 25a'°  1ra’ u;oa ;;535"9)
En mulmphant le premier terme 1, par le
premier terme +, de da fuite fupérieure, &

5
par—% 5C eﬁ-a-d1rc s par le fecond terme
ALGERRE, N
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du binome, divifé par le premier ; ce qui
*donne M}i—:— pour fecond terme de la féric,

Pouravoirletroifieme, je multiplie celuic
par le fecond terme — 2, de la fuite {upé-

. x5 . —3 x10
rieure , & par— - ce quime donne T
En-calculant de méme les fuivants juf-
qu'au {ixieme, & multipliant le tout par le
e terme a* du binome , élevé a la puiffance

3 . ! W
+,ceft-a-dire (123), para’ *3oupara,jai

,pour valeur approchée de " z-— s, la quan.
. 05 Te 15 ta
tité a ( I L LAV i &c)

s’ 15a'® 12sa'S  1agoa’®d

15 9. Oblervons a I'égard de ces {éries
& de toutes les autres qu'on peut former de
la méme maniere, qu’on doit toujours pren-
dre pour premier terme de la quanticé pro-
pofée, le plus grand terme; par exemple,
dans ¥ 7+ s nous avons pris ci-deflus a pout
premier terme ; mais fi b éeoit plus grand
que a, il auroit fallu ptendre b pour premier
terme. La raifon eneft que lorfque &eft plus

. & b*
grandquea,laireérieqs (144 — - &o)elt
trompeufe; car— étant alors plus grand que
Punité , les termes {uivants qui font conti-

. (4 b M
nuellement multiplics par — vont toujours

en augmentant, en forte qu’on n’a aucune
raifon de s’arréter apres un certain nembre
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de termes. Mais fi dans ce méme cas on

forme la f{érie en prenant b pour premjer
I a

terme, on aura 6> (1 15—+ 1;17 &e. )

danslaquelleles termesvont en décroiffant,

Les féries dont les termes vont en aug-
mentant de valeur amefure qu’ils s’éloignent
del’ orlgmc, sappellent feries divergentes 3 &
au contraire on appelle f&ries convergentes
celles dont les termes diminuent de valeur,
a mefure qu'ils s’éloignent de Torigine.

16 0. Nous avons vu (141) que toute
fra&tionalgébrique pouvoit étre mife fous la
forme d’un entier: en faifant paffer fon dé-
nominateur au numdcrateur avec un expo-
fant négatif, Cette obfervation nous fournit
e moyen de réduire en férie toute fraltion
dont le dénominateur feroit complexe , ce
qui fera utile par la fuite. Par exemple , fi

4 . .
javois Z%ﬁ ; au lieu de cette quantité, j’é-
crirois a* x (a*— x*)-*, & alors jéléverois
a*—x*ala pux{fancc — 1 felonlaregledon-
née (151); ceft-adire, que je poferms d’a-

&c.

I-I —1—2. —'I—

bord la (éric—1,

2% 39

ou-ltlc_—-],—x,_‘l,_I.
Etje formerois la férie fuivantc :

L LAy 173

en mulnphanc lc premier terme 1 de cette
N a
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feconde, par le premier terme 1 de Iz
. . x? .

férie fupérieure, & par— —, ce qui don-

i
~
—

neroit - — , multipliant celui-ci par le fe-

cond terme — 1 de la férie fupéricure, &
2 . . ..
par — — ; & ainfi de {uite. Aprés quoi je
mdlt‘lplicrois la totalité , par le premier ter-
me a* élevé a la puilfance — 1, c’eft-a-dire,
{123) par @**-* oua™*, ce qui me donneroit
.2 x* x4 x6 Xt
a™* (1 v+ + = =+ —, &c.) pour va-
leur de (a*—x*) " *; donc pour avoir
@*(a*~—-x*) "', il ne s’agit plus que de mul-
tiplier par a*; or ¢~ * xa* donnant ¢*"*
(20), ou a° qui fe réduit & 1 5 on aura donc

R SRS T SR SN T A B AT
@ (@' =X = e e o s G
Ons'y prendroit de méme pour réduire en

férie (77‘-??;")"5 ; on confidéreroit cette quan-

tité comme a* ((a* == x* )7, Parcillement au
i 3

. a .. a
lieude +——, on écriroit (Cxx)s ! &
\/(a’-{-x’)' -i ) i
enfuite a* (@*4-x*) ¥, & ainfi des autres.

161. Nous avens fuppol? que la méme formale qui fervoit
pour former les puiffances parfaites d'un binome, pouvoitaufli
fervir peur en former les puiflances imparfaites. Comme les
principes fur lefquels ceite formule eft fondée, fuppofent que
Vexpofanteft unnombre entier pofitif, on pourroit douter qu’on
pit 'appliquer légitimement au cas ou cet expofant eft frac-
tionnaire pofitifou négarif, ou entier négatif, Voici comment
0n peus {e convaincre que [ méme formule peut fervic dans

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



pr MarnimariQues. 197

m
Yous ces cas, Soit en général (a+b)t,% étant pofitif, Onaura

m ™

¥ 2 3.
([51)({14—'5) =a (x+1"_.éﬂ.2'-;xé;+’1’.l‘_,.T_?_.i
&c. na nn a nLn__a!’

» 2z 3
Failons, pour abréger, la fomme de tous les termes de
» P y
cetie (¢tie, excepté e premier, égale i p ; Cefi-a-dire, faifons
e b+m = xbz CRLIRGS alors nous
T g — b = | — —e [ #—n — 3
7 n'a non a® nen n°t ey ?

———— — e

2 Y 3

aurons (a+3)" =8 ” (1+p) ; élevons chaque membre i la
puiffance, 7 & (113) nous aurons (a+b)7=a"_(;+p)" c'efts
a-dire, (a+d)"=a™(1~+p)" ; or nous favons que (a+5)",
Apourvaleur. . seaie i eanareresrrcaiotta i nanns

-1h* m-1 imez ji
@ (A D e e e —— e )
a » 4 2 3 a*)d

S8i donc a™ (1 + p)” revient i cette quantité , ce fera bne
preuve, la derniere égalité ayant lieu, que toutes celles done
elle eft déduite , ont lieu ; & que par conféquent la valeur de

m

{a+ b)7 doit étre telle que Ia donne la premiere ¢quation,

Voyons donc fi @™ (1 <+ p)" revient au méme que (a-+5} ™.
n- -1n-1
Or (1+p)" =1 ~np+n. e ptn rt — pi+&c.
2 2 3
Subflituons y dans ge fecond menibre, au lieu de p fa
valeur, mais pour ne pas embrafler trop de calcul 2 la fois, ne
tenons compte dans cette fubflitution que des termes qui ne
pafleront pas le cube 3 nous aurons doncC...vvesercoas

mbp m m b mm m b
= — — . — [ i — — — &¢
pna n oa a n ! n 2 ‘+ ‘
5 2 5 3 ]
32 ka2 lm}m
pp'—;l;;z -—n—‘--—""""‘;"‘ &ca
ot -
nt ai?

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



N

198 Covrs

. n-1 n-1n-4%
‘plrconféquent!+np+n.__;~p‘+n-———- " pt,&c
2
. b m b* bi
devxendrax-i-m—-i—m-—-l.——+m.ﬂ-x.—’f—-2-'—+&c
a n a* n n as '
_—
z 2
m*n~-1 b* am® m n~1b’+
Mt . — w—=1. [ Thare
2 2zt nn PRRPTRLY
* 3
- min-y1 n-2 OF
e . —— -s+&'C.
m mia-n- n at
Lr me— -1+ s qui eft la totalité de ce qui multis

—
2

L b Ve e m-rn  mn-m mn-n .
Phga—; , feréduit a m (= ),oum. 3
m-1 i n 27 20
L

ou enfin 4 m,
2 :
2
. m m m°m  ner, m -l ona
Pareillement, m.~ -1+ - 24— =rl —+—o—i—,
n n n n 2 nt o2 3

—_— —

2

2z 3

3
qui eft Ia totalité de ce qui multiplie s feréduitd......;

m-n m-in_ m m-n n-1 m* n-1 np-1
m. — — 0 —— +‘1.—~— o ——
rn ;}l n n 2 n 2 3
m-n.m—zzz+3m.m-n.n—1+m‘.n-1_n-z
eu m —
inxin
ou fen fuifant les opérations indiquées , & les rédultions ), 2
m*~3mtz . R m-1 m-2
m. (—;—), qui eft]a méme chofe que m.ﬁ_-..——,'
X3 b 3
. n—71 1 n-3z
donc la quantité 1+ np+ne— pi=tn ‘sz &ey 18
2 2
- mb m-1 b* m-1 m-2 53 _
gient A1+ — -+m., —tm — —— — + &C.
@ a* 2 3 al

Et fi au lieu de {e borner aux termes qui ne paflent pasle
cube , on pourfuivoit plus loin, on trouveroit de méme que lew
termes {uivants de cette Brie ont m ., m-1 m-1 meg b4

m-1m-2m-3 m-456°% —_—
m-1m-2 3 42 &, 2 3 4 a?

x: 3 & 5 &
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n-!p1+n 07_1_-—"-"_-3p| + &c' )
2 2 3

N

- Donc a™ (14np+pe

.y 5 -18° -1 mea b3
revient a”'(r—f—m +mvT-—Ib—+m.m Lr g ~4~ &ce

rai 2 @ 2 3 Al
Donc I'équation ( a-+5)™ == a™ (1~ p)" eft yraie; donc
”m m

anflt 'dquation (a+5) ] (r+p) dont celle-13 a été
déduite , ou ( ce qui revient au méme ) 'édquation..e...

o mb mm b mm m b
(a4+b) =g (1 — F ~em T —F —s—=1,—=2— &Cs
n«a nn a* nn n a’ :

2 2 3

eft vraie, Donc la formule qui fert 3 élever i une puiflance
dont I'expofent eft un nombre entier pofitf, peut fervir aufli
3 élever 2 une puiffance dont Pexpofant eft un nombre frac
tionnaire pofitif,

Pour faire voir que Ja méme formule peut ¢tre employée,
lorfque Pexpofant eft négatif, il faut remarquer que i nous
repréfentons par T la toralicé des termes que donneroit

(a+6)-,,men le développant fuivant Ia méme regle, op aura
-m
~+- T:: ‘eft-a-di — =] :
(a+8) T,ccﬂadxre,(a_i_b)g;_n T(142); & pae

conféquent 1= T x (a=+5)=, il faut donc prouver que fil'on

-
multiplie la fomme T des termes que donnera (a-+58) a
¢évalué felon la regle que nous avons donnée , fi on la multi-

plie',' dis-je, par la valeur de (rz+b)L: , le produit fe réduira A

Yunité, Or (a+5)» donneroit fuivant cette regle evvev e

™ omb m m : m_ b3
a,,(:-%*-{-—_oﬁ-f-]é._.z.r—n—f'! ,~+2—’ &ci

na n n a* n n n a

m 2 a 3

Et (a+5) " donnera ’
Lod mb m m 5 m m m ¥ &z
4 1 - — —~ @ e =] g — B A et e Cm

" +na+n PR A" n gt

- 3 3
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Multipliant cas deux quantités 'une par ['autre , & fe bord

pant au cube de — _ on aura
ad
mom mb mm b mm m,. b
L L4 T~ — e ——- X —‘+l\ &C
< ( a n'n+ at *n *n al '
3 2 i
mb m* b mom 5’&,
’f"-;;—— n—;-‘-;;-i- aen s Co
3 m B
2
m m m m
o~y 1 — N = &
non a n* n *qi
. I
2
m m m .3
e e T o — =2 — &,
nn n as
Py 5

Orfil’onfe donnela peine d’en faire le calcul , onverra qua

fa lomme des quantités qui multiplient g 5 decellesqui muli-

2 b3 ey .
plient %; 5 decelles qui multiplient T feréduitd zéro; & il

en {era de méme des puifflances fuivantes, fi 'on poufle le cals
iud ld

b . . n :
cul au-delide — 5 donc ce produir fe réduitd a "x ¥
a

bua® X 1our X1, c’efti-dire, 1, Donc [a formule peut fer«
vir dans tous les cas,

Des Equations d deux inconnues ; lorf~
. quelles paffent le premier degre.

I 6 2. Une équation a une feule incon-
nue eft dite du troifieme, du quatrieme, du
cinquieme degré , &c,lorfque la plus haute
puiflance de I'inconnue eft la troifieme , Ia
quatrieme , la cinquieme, &c ; mais outre
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cette puiffance, une équation peut encore
renfermer toutes les puiffances inférieures 3
ainfix’=8 , x’-rgx*=4, 2’4+ 6x*—g3=7,
font toutes des équations du 3me degré.

Une équation a deux ou i un plus grand
nombre d’inconnues eftdite paffer le premicer,
degré , non-feulement lorfque Yune de ces
inconnues pafle le premier degré ; mais er«
core , lorfque quelques-unes de ces mémes
inconnues {font multipliées entr’elles; & en
général , le degré s’eflime par la plus forte
fomme que puiflent faire les expofants dans
un méme terme : 'équation x’+ y*==a’beft
dutroifieme degré; I'équationsx’+ x y+ay™
== ab* cft auffi du troifieme degré, parce que
les expofants de x & de y dans le terme x'y
font 3 ; dans les autres termes, les expofants
font moindres.

I6 3. Pour réfoudre les queftions qui
conduifent a des équations a pluficurs in=
connues , & au-dela du premier degré, il
faut, comme pour celles du premier degré,
réduire ces équations & une {eule quine
renferme plus qu'une inconnue.

Si 'on a deux équations & deux incons
nues, & que dans L'une de ces équations ,
I'une des inconnues ne pafle pas le premier
degré, prenez la valeur de cecte inconnue
comme fi tout le refle ¢roir connu : fubflituey,
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cetre valeur dans 'autre équation , & vous aus
rez une nouvelle équation quine renférineraplus
gu une inconnue.

Par exemple , (i 'on me propofoit cette
queftion, trouver deux nombres dont la
fomme foit 12, & dont le produit foit 35,
En repréfentant ces deux nombres par x &y,
jaurois x4y ==12, & xy==35.

Dela premiere je tire x == 12 —y ; fubfii-
tuant dans la feconde équation,, cette valeur
dex, jaurai(12—y)y==35 our2y—yy
== 35, équation du fecond degré qui érant
réfolue fuivant les regles données ( 99 &
Juzv.) donneray =6 =41, c’eft-a-dire y =7
ouy==y¢ ; & puifque x==12 —y, onaura
x =5 oux =7 ; c eft-a-dire, que les deux
nombres cherchds font § & 7ou7 & 5.

Pareillement , fi javois les équations
X3y =6 & x*+y*= 12. De la premicre,
je tircrois x == 6 ~—3 y ; {ubftituant dans la
feconde, j'aurois (6 — 3 y )+ y*==12; fai-
fant Popération indiquée, j’al 36 — 36 ¢
~+9y" ~y* = 12; ou en pallant tour d’un
meme coté, & réduifant, 10y*—36y~24=0;
équation du fecond degré , qu'on peut ré-
foudre par les regles donndes (99 & fuiv.)

Prenons, pour troilieme exemple, lesdeux
- dquations x y - y* =g &'+ Xy =y 4-7.
La premiere donne x == 2=2; fubftituans
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. ;_y: 3 LI\
dans la feconde, on a (7~) -+ (Ly_y_ ¥y
(s-y*)? - (sy*)y

r=y*-7 ou == y*—4~7. Pour
chafler les frattions, il fuffit ici de multiplicr .
le fecond terme par y & le fecond membre
par y’, ce qui donne (5 — y* '+ (5 —y° ) y*
= y*+7 3. Failant les opérations indi~
quécs,on a, 125—75 ¥ mt1§ yr—yot25y”

" 10 Y+ yS==y* ~+ 7 ¥* ; paffant tout dans
le premier membre & réduifant, ona, apres
avoirchangéles fignes, y*—sy*-+7y 45 o[y’
— 12§ == 0, ¢quation qui ne renferme plus
que y, mais qui eft du cinquieme degré.

16 4. A l'occafion de cet exemple nous
ferons remarquer que lorfque quelquesuns
desdénominateursdel’équationontquelques
fatteurs communs entr’eux, on peut faire dif~
paroitre ces dénominatcurs plus fimplement
que par laregle générale , en examinant par
quelle quantitd il faudroit multiplier ces dé.
nominateurs pour quils devinffenc égaux.
Cette remarque eft analogue a celle que nous
avons faite (48) au fujet des fra&tions. Par

) T . cx dx .
exemple, fij’avois 'équation — v — =, je
e x—+bdx
abce
Ies deux termes de laie fraltion par c,& les
deux termes dela 2¢, par 4; alorschaflant lo
dénominateur, j'aurois ¢*x - b dx =abce,

la changerois en = ¢, en multipliant
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16 5. Sidanslunedes équations ,Pune des
deux inconnues ne paffe pas le fecond degre ;
prenez dans celle-ci la valeur du quarre de ['in-
connue la moins elevée , & fubflituez-la dans
Lautre , a la place du quarre de cetre méme in-
connue & de fes puiffances ; & continuez de fubf
tituer jufqu’a ce que cette inconnue ne fe trouye
plus quau premuer degré, Alors terez de cerre
derniere équation la valeur de cetze méme in-
connue y & Jubftituez-la dans la premiere.

Par exemple, fi yavois x* 3 y* =62 &
2 x*—3 y*==8, je prendrois, dans la pre.
miere, la valeur de x* qui eft x*== 6x— 37%s
la fubftituant dans la feconde, j’aurois (en
faifant attentionquex’ eftar* o), 2(6x—3y"
— 3y'=18, quife réduita 12 x*—6xy*
— 3 y*==8; comme il y a encore x* dans
celle-ci, jy fubftitue de nouveau la méme
valeur de x* que ci-deflus, & j'ai 7220—36y*
— 6xy*—— 3 y* = 8 ;¢quation dans [aquelle
x weft plus qu'au premier degré.
3sy*+8,
71-6y* 2
je fubftitue cette valeur dans la premiere

. . . 2
équationx®—4-3y*=6x:ilmevient i”_’fﬁ)

Jentirelavaleur de x, & j'ai x =

v o (397748 (30y°+8)> 72—y
"""3 y ——‘6 (7—‘—‘—1_9)’: (u m.*_sy::
23457+ 48 39y +8)* 2
!71-63,)- 8;)1: ( 166‘1‘)) (72—6_y’)--*+3\y ==
234y +48) {72 —6y? .
b 5 Ou enfin, en chaflant,
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le dénominateur commun , (39y*~+§*—+3y*
(12 —6y*)" =(234y" -+48) (72—6y’ ],
équation dans laquelle il n’y a plus & faire
que des multiplications & les rédulions
ordinaires.

166. Lorfque les équations font de degrés plus élevés, on
peut, en fuivant une méthode analogue a celie que nous ve-
rons d’expoler, arriver aufli 2 I’équation qui ne reaferme plus
qu’une inconnue ; mais il et difficile d’éviter un inconyénient
qui accompagne alors cette méthode : cet inconvénien: cft de
faire monterI'équation 3 undegré plus élevé qu’elle nedoit étre.
Nous allons expofer une méthede qui n’eft pas fUjette 3 cette
difficulté.

167. Toute équation 3 deux inconnues peut éere toujours
mife fons cetie formes... Ax™ o= Bx™" o= C ™2 ., . ==
T = o ; m marquant le degré auquel x eft élevé. En eflet, on
peut toujours faire une toralité des différents termes compofés
de y & desquantités connues qui multiplient chaque puiflance
de x, & reprélenter cette totalité par une feule lettre ; parexem-
ple, dans ’équation ax®~+-dsy=t-cy>~ doc—-ey+ f==o0 , qui
peut généralement repréfenter toutes Jes éqmations du fecond
degréideuxinconnues; [carilne pents’ytrouver d’autres puif-
fances de ces inconnues], on peut raffembler les termes en cette
maniere ax* —+(d—+5by) x—~4=cy*+ey~+f=e, & pour
abréger, l'écrire ainfi; Ax* +Bx 4 C==o0, fauf 3 remertre,
au lieude A, B, C, ce que ces lettres repréfentent, aprés
qu'on aura fait, de I'équation Ax* m- Bx 4= C == o, l'ufage
pour lequel on Iui donne cette forme, Cela pofé, {oient done

A™ 4 Bx™t 3= Cx™? 4 D™ 4-,...T =0
& A'x" 4B x™ ' Clx™*-D/x™ I o 1o T'= 0
les deux équations propofécs, dont il s’agit de chafler ou
¢liminer x. Je les fuppofe d’abord du méme degré ; nous ver-
rons enfuite ce qu’il faut faire quand elles font de différents
dégrds.

On muliipliera la premiere par A’; la feconde par A, &
Pon retranchera le fecond produit du premier, ce qui donnera
une équation du degré m — 1.

On multipliera la premiere par A'x— B', Ia feconde par
Ax~+ B, & I'on tetranchera le fecond produit du premier ,
ce qui donnera une feconde équaton du degré m —1,
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On mu}f#pliera la premierepar A'x*+ Blx - C/, la feconds
par Ax* +Bx 4 C, on retranchera le fecond produit dupres
mier , ce qui donnera une troifieme équation du degré m—1,
_ On continvera de méme jufqu’a ce que le multiplicateur foit
devenu du degré m — 1.

Cela pof¢, on aura m équations, chacune du degrém ~1.On
conhdérera dans chacune les différentes puiflances a™«*,
x™=2 x™-3 | &c,comme fi elles étoient autant d’incennues
au premier degré. Par le moyen des m -1 premieres équations
ouen général par le moyen d'unsombre m-1 de ces équarions,
on déterminera { 8¢ ) les valeurs de ces inconnues que I'on
fubftituera dans la derniere. Cette opération donnera une
équation fans x, dans laquelle mettant pour A, B, C, & A’
B', C', &c. les quantités que ces lcttres repréfentent , & guf
peuventd’ailleurs renfermer telles puiffances de y quon youdrs,
on aura I'équation en y.

Par exemple , fi j’avois les deux équations.

Ax* B+ C=o.
Ax*4+Bx+C'=c.

Qui peuvent repréfenter toutes fes équations 3 deux incon-
hues , dans lefquelles I"'une (eulement des deux inconnues ne
pafle pas le (econd degré ; en multipliant Ia premiere par A’
la feconde par A, retianchant le fecond produit du premier &
réduifant , y'aurcis{ A'B— AB"N x + A'C — AC/=o.

Multipliant ]a premiere équation par A’x + B’ la feconde
par A x+ B, retranchant le fecond produit du ptemier, &
réduifant, 'aurois (A'C — AC) x + B'C—BC' =o.
LAg:rcanthonc‘ dans la premiere , la valcur de x quieftx =
'EB“—‘AT 5 &lafubflituant dans la 2¢,j'aurai (A'C—AC")x
AC'—A'C
AB_—ap +B'C—BC =0, 0ul} caufe que AC'—AC

A _ WC o ACTD
eft s méme chofe que — (AC-AC™ 3, aurai 2
-t
F'C— BCi= a
Si P'on avoit les deux ¢qUAtions, o v vy nes vnseseees
Ax! 4+ Bx*4+Cx-+~D=o,
Axip Bor4-Cle+ D' =0.
Multipliant la premiere par A’, la feconde par A , rejrana
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ghant & réduifant, onauroit (A'B— AB7) x*4- (A'C—AC)
x =+ (A'D—AD') == o.

HMultipliantla premiere par A'x~-B/,lafecondepar Ax+ B,
retranchant & réduifant, on auroit (A'C—AC') x* 4
(AD —AD'+B'C~BC') x 4 B'D—BD' =o.

Enfin mdtipliant la premiere par A's* 4 B'x~+ C/, Ia fes
conde par Ax* 4 Bx 4 C, retranchant & réduifant, on auroit
(AD—ADY» 4 (B'D—~BD") x 4- C'D—CD'=o0.

1 ne s’agit plus maintenant , en confidérant x> & x comme
desinconnuesau premierdegré, que de déterminerleurs valeurs
a4 aide de deux quelconques de ces trois équations du fecond
degré; & de fubflituer ces valeurs dans Iz troifieme,

168. Si les deux équations propofles n¢toient pasau méme
degré pour x, alors on opérera comme il fuit,

Soient m & n les deux expofants, & m le plus grand. On
multipliera 'équation du degré npar x™ ™", ce quiles mettra
toutes deux au méme degré, Alors on opérera comme dans le
cas précédent, en continuant les multiplications jufyu’s ce que
le multiplicateur foit devenu du degré n- 1, ce qui donnera
équations , chacune dudegré mw—1, .

On fubthitrera dans chacune & dans toutes les pui{lances
fupérieures 4 x™ , la valeur de x” tirée de équation du degré n,

. & on continuera de fubflituer , jufqu’i ce que la plas %laute

. . I » .
puillance reflante foit x , ce qui fera toujours poflible 5
alors on aura n équations chacune du dégré n—1. En em-
ployant 7«1 de ces équaticns,, on déterminera les valeurs de

x"TL 8" 72 4" 73, &c. confidérées comme zutant d’incon-

nuesau premier degré, & onles fubflitueradans la derniere.

Cette méthodeeft générale. Elle peutétre fimplifiéedansbeau-
coupde casque nous ne nousarréteroas pasddétailler.Nousnous
contenterons de remarquer que dansles multiplications fucceili-
vespar A' & A, A's+ B & Ax~ B, &c. on peut fedilpen-
fer de multiplier le premier , les deux premiers, &c. termes
des deux équations propofées, & en général autant des premiers
termes qu’il entre de termes dans le multiplicateur, parce gne
le produit qu'ils donneront s’anéantira pac la fouftcadion,

169. Sil'on détermine les valeurs des différpntes puiffances
de x d’aprés la regle que nous avons donnée pour les équa-
tions du premier degré a plufieurs inconnues, [I‘équation
finale en y ne montera jamais 2 un cegré plus havt que mz,
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«en fippofantque le plus haut expofant de x, ainfi que celuide y,
it m dans V'une des équa ions & n dans ['amie.1Mais fi les
expoiants de 1 & de y font inégaux dans chaque €quation,
enforie que ceux de x d.-ns la premiere & dans la feconde érant
toujours m & n, ceux de y {olent m —+ p & n+ ¢, V’équation
finzle en y nepaflerajamaisle degrém n + mq <+ np. Voyez
pour la demonflration les Mem. del’ Acad. des Sciences , ann,
#764. Voyezaulliles Mem, de I’ Acad. de Berlin, ann, 1748,
& Udnalyfe des lignes courbes de Cramer,

Des Equations a plus de deux inconnues;

lorfqu’elles paffent le premier degre.,

170. Lorfqu’on a plus de deux équations & plus de deux
Inconnues, trois par exemple , on peuts’y prendre de la méme
mnagiere en éliminant d’abord une des inconnues par le moyen
de la premiere & de la feconde équation , traitées felon la
méthode précédente ; & en ¢liminant encore ]a meme incon-
nue par le meyen de la premiere & de la troifieme ou de la
feconde & de la troifieme, On aura par ce moyen deux équa-
tions qui ne renfermeront plus que deux inconnues que l'on
graitera {elon la mithode precédente. ’

Mais nous ne devons pas diffimuler que cette méthode qui
conduit sirement , lor(quon n’a que deux équations & deux
inconnues , tombe néanmoins dars 'inconvénient de conduire
3 des équations plus élevées qu’il ne faut, lorfque le nombre
des équations propofées eft plus grand que 2,

Le moyen d’éviter cet inconvénient, eft d'éliminer en
combinant les équatisns, non pas deux i devx, mais trois 4
trols , lorfqu'il y en a trois 5 quatre 3 quatre, lor qu'il y en a
quatre | &c. Mais cette maniere de les combiner exige encore
un choix particulier , dont le détail nous meneroit trep loin.
On letrouveradansles Alem. de ' Acad.des Scienc. pourl année
1764. On y trouvera aufl plufieurs recherches fur le degré ot
doir monter Péquation finale réfultante de I'élimination de
plufieursinconnues. Au refte, quoique ces méthodes auxquelles
wons renvoyons , abaiffent confidérablement le degré auquel
conduiroient celles quon a eues julqu'ici, & autant qu'il
eft poffible en A’¢liminant qu'une inconnue 2 la fois; il y a lien
de croire cependant, qu’il peut étre encore diminué ; mais pro-
bablement on n'y parviendra que quand on aura trouvé une

méihode
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iméthode pour w.iner 3 la fois toutes les inconnnes hors une,,
ce que je ne fache pas qu’on puille encore pratiquer générale-
ment fur d’autres équations que fur celles du premier degré ™,

. t
Des Equations & deux termes.

17 1. On appelle Equations a deux ter-
nes , celles dans lefquelles il n’entre qu’une
feule puiffance de I'inconnue, parce qu'elles
peuventtoujours étreréduitesa deux termes.
Par exemple, I'équation ax® -+ bx* = a*b*
w—a’h? ¢ft une équation & deux tetmes, parce
qu’en la mettant fous cette forme (a -+ b) x*
= g*}* — a*bh%, on voit que a & & étant des
quantités connues, on pourra toujours ré-
duire a5 A une feule quantité, & a'6*—a’h?
pareillementd une feule quantité; enforte
que cette équation peut étre repréfentée par
cette autre px®=¢. Ges équations font trés-
faciles a réfoudre; car il eft évident qu'aprés
avoir dégagé la puiffance de I'inconnue, par.
les mémes regles que dans les autres équa-
tions, il ne refte plus qu’a tirer laracine du
degré marqué par I'expofant de I'inconnue.
Parexemple,I'équationpx’—=q deviendroit
x‘zg & tirant laracine cinquieme x= ;;—.

* Cetre méthode nous Pavens{ce qué on peut defirer de favoir
wrouvee depuis; fi on confulre Uou- | fur le degré de I'équarios finale ré-
vrage que nous avons publié¢ efri{ultante de tant d’Equations qu'on
1779, fous le ticre Théorie géné- | voudra, & fur les moyens de ol
rale des Egquations algébrigues, |tenir la plus Gmple qu'il foit poffi+
Paris, in-4"Y, on y trouvera tous ) ble,

ALGEERE. @)
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172. Lotique I'expofant eft impair, il
n’y a jamais quune feule valeur réelle. Par
exemple, {i Fon avoit ¢stte équation x'=
1024, ON QUIOIL & =='\/1o14 ==4 5 Or il €ft
¢vident qu’il n'y a qu'un feul nombre réel
qui, €élevé a la cinquieme puifllance, puiffe
produire 1024.

Si le fecond membre de I’équation avoit
Ie figne —, la valeur de x auroit le figne—;
parce que — combiné par multiplication,
avec — , un nombre impair de fots, donne
—; mais lorfque I'expofant eft pair, I'incon-
nue adeux valeurs, 'unc pofitive, ["autre né
gative, & qui peuvent étre, ou toutes deux
réelles, ou toutes deux imaginaires. Ce der-
nier cas aura iieu {i le fecond membre ale
figne—. Si Pon avoit Péquation x* == 625,

on en concluroitax =y 625=y; mais puif-
que — multiplié par —, un nombre pair de
fois, donne la mEme chofe que 4 muleiplié
par -~ 5 peut fatisfaire auffi bien que-i-s;

4
ainfi il faut éerire x = 4 V625 =+ ¢
comme dans les équations du fecond degré.
51, au contraire, on avoit eu x* = — 625,
on auroit conclu x== == ¥ _ 6 ; mais ces
deux valeurs font imaginaires, parce qu'il
'y a aucun nombre pofitif ou négatif qui,
multiplié par lui-méme un nombre pair de

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DE MATHEMATIQUES. 211

fois, puifle produire une quanutc négative,
Appliquons ces dquations a une qucftion.
Suppofons quon demande de rrouver deux
moyennes proportionnelles entre 5 & 625. En
nommant x & y ces inconnues, on aura
~i~ §ix:y: 62y, qui donne ces deux pro-
portions §rxixcy
& x:y::y:623

D’all Ton déduit ces deux équations, en
multipliant les extrémes & les moyens, gy
= x*, & 6§25 x = y*. La premiere donne

:T {ubftituant dans la feconde, on a

Gas x :_s divifane par x & multipliant
par ag, on a x’==15625, & cnfin x =
x* 33

V15625 = 2%}, c.oncy-—_—_-s___

!
Des Equations qui peuvent fe réfoudre a la

maniere ae celles du fecond degre,

s =—12¢,

17 3. Ces équationsne doivent renfermer
que deux puiflances différentes de x, mais
dont I'une aitun expofant double de celui de
Vautre. Par exemple, x*5 x*=8,x%+ ¢ x?
=8, font dans ce cas. Ces équanoﬁs {eréfol-
ventcomme celledufeconddegré: apresavoir
rendu la plus haute puiffance po(mve, fielle
nel'eft pas, & apresavoir dégagé cettemime

O 2
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puiflance , des quantités qui la multiplicnt
ou la d1v1fcm, on prend la moitié de ce qui
multiplie la puiffance inférieure de Fincon-
uue, & on ajoute a chaque membre le quarré
de cette moitié, ce qui rend le premier mem.-
bre un quarré parfait. Alors on tire laracine
quarréedechaquemembre,endonnanticelle
du fecond, le double figne 4. L’équation
eft réduite & une équation i deux termes,

Parexemple, {i 'on demandoit de zrouver
deux nombres dont la fomme des cubes fir 35,
& dont le produir fir 6, on auroit ces deux
cquations x* + y* = 35 & xy == 6. Cette

. . % . .
derniere donneroit y=—, valeur qui, fubfli-

. 3 116 |
tuée dansla premiere, donne x*+— =35,

chaﬂ”ant le dénominateur & tranfpofant, on
a x®—35x’=—216, Je prends doncla moi-
tié de 35 quieft 2> s jen 2joute le quarré 3
chaque membre, & yal xlmme3gxi—4- (L) =

(* £)*—216; tirant la racine quarrée, o®—3~
= & V (11— 216 tranfpofant , o= 25
+V ((1)—216, & enfin tirant la racine cu-

biquc, x*-V V(L) —216; or (24

z:‘“f’ ._.2“5.___'115'-864_____361.
4 < 7
donc’{(”)“——zm:ﬂ/“‘—- ; donc

x=p 4 + 2 qui donne ces deux valcurs
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Vol e S osa 3 .
=) v vt =3, &

7 —_— 3\7‘ 3
x:“—-Vi{::li:VT:VS.::gj&

puifqu'on a trouvé y =-£,onauray =tz

&y =3.

Lorf{que le plus haut expofant eft 4 ouun
multiple de 4 il peut y avoir jufqu’a quatre
racines réelles.

. De la Compofirion des Equations.

174. Nous venons de voir que les Equations 3 deux termes
ne donnoient, pour I'inconnue, qu’une feule valeur réelle
Lor(gu’elles font de degré impair, & deux, lorfqu’elles fon: de
degré pair: elles'en donnent, cutre cela, plufieurs autres qu
fontimaginaires , mais qui ne font pas moins utiles, ainfi quel
nous Je verrons lors de 1a réfolution des équations,, & ailleurs.
En général une equation quelconque § donne toujours autane
de valeurs pour Uinconnue , qu'il y a d'unités dans le plus
haut expofant de cetre équation. De cesvaleurs, qu'onnemme
aufli racines del’équation , les unes peuvent étre pofitives, les
autres négatives; les unes réelles , les autres imaginaires.

175. Pour rendre toutes ces vcrités fénfibles , il fautobferver
que lor{fque dans une équation on fait pafler tous les termes
dans un feul membre, & que I'ona ordonné toutesles puiffances
de x ou de I'inconnue , on peut toujours confidérer ce membre*
comme le réfultat de la multiplication de plufieurs faleurs
binomes fimples, qui auroient tous pour terme commun 2.

Par exemple , lor(que I'équationx3 4-75==8x2~4-g a &ié
nile (ous la forme fuivante, par la tranfpofition de fes termes
x3—gx 4 75—9=0, On congoit que x3-—8x2+4-7x—39,
peut trés-bien réfulter de la multiplication de trois fattguss
binomes fimplesx —a, X =5, x —c.

En effet, & Uon multiplie ces trois falteurs, on aura « o

X3 —axi-4-aby—agbr=0
—bx24-acx
—Cx 2 b0

) Ol}j
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Or, pour que cesdeux équations foientles m#mes , il nesagit
que de trouver pour a, 4, ¢, des valeurs telles que a45+¢=8,
ab4-ac b= 7, & abe= 9. ,

Pour trouver chacure de ces quantiiés, a, par exemple, il
faut, wprés avoir multiplié la premiere équation par a*, & la
feconde par ¢, ce qui donnera @3—+atb--azc=8a%, ath
o ic-pabo=7a, & abc o, il faut, dis-je, retrancherla
fecorde de la premiere 5 & y ajouter latroifieme ; ce qui donne
a’3=8ua*—7u4+ 5, 0u, en tranfpofant a3 —8a2 4 ya—os=o,

On trouverz de la méme maniére , que 1'équation qui dors
neroit 4, et b3 —8bt47b=—9==0, & que celle qui donne-
roit ¢, et ¢+ —8c3~4-7c—g=mo. Ce qui mous fournit les
propofitions fuivantes.

176. 1. Puilque 1’équation qui doit donner a | eft Ia méme
que cclle qui doit donner &, & 14 méme que celle qui doit don-
ner ¢; & que d'ailleurs il eft facile de voir que fes valeurs de
a, b, ¢, ne peuvent ¢rre fgales, il faut donc que 'une quel-
conque de ces trois équations puifle donner les valeurs de a,
de b & de ¢: donc chacune de ces équations doit aveir tois
racines, dont'une (era la valeur de a; la {econde, la valeur
de b ; & la troifieme , la valeurdec.

2°. Chacune de ces équations eft la méme que I’équation
méne propofée x3 —8x:+7x—g—o, i la {eule différence
prés, quea, ou b, ou ¢, eft changé en x. Donc celle-ci doit
avoir tiois racines, & cestrois racires doivent éire les trois
valeursde a, 4, c.

Donc les quantités qu'il fautmettre poura, 8, cdans x—a,
2—b , 2c—c , pour produire 'équationx 3 —8x2 4~7x—9=0,
par la maltiplication de ces falteurs fimples, font les racines
mcmes de cette équation,

177. Si les coefhcients des différentes puiflances de ., au-
Lieu d’étre 8, 7, &c, roient d’autres nombres , & fi I’équation
aulieu d’érre du troifieme degré | étoit du quatrieme, du cin-
quieme, &c, les conféquences que nous venons detirer ferojent
encore de méme nature. Ainfi, fi l'on avoit en général
x4—px3-t-gx —rx—4s=o, pq, r,s ¢tant des nombres
connus ; on pourroit de méme confidérer cette équation comme
formée du produit de quatre fafteurs imples xema, x—5,
x~c, x—i. En effet, ces quatre faleurs étant multipliés,
donneroicnt........ R R
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xA——ax’ifabxt —abere+abed=0o;
—bx34acxt—aubdx
—cxitader —acdx
—dudtboxt—bedx
+bdxc 2
+edx? .

Or, pourque cette quantité foitla méme que x 4 —pxi+gx*
mrx+s==o, il faut que a, b, ¢, d folent tels que I'on ait
a+btctde=p,ab+ac+ad+bc+bdt+cd = q,
abc+abd+acd+bed=r, abcd==s.

Sil'on multiplie la premiere de ces équations para3 , Ia
feconde, par a2, latroifieme para, & quon retranchela fe-
conde & Ja quatrieme de la premiére & de Jatroifitme réunies,
on aura a+=pql=—gai-ra——s, ou e¢t—padt+gave——ra
~-s=o03; on trouveroit de méme que l'équation en 5 eft
bawpbsgbr —rh-+s=—o0 3 que I'dquation en ¢ eff
€t == pcl3 tger e+ & =0 ; & que Péquation en d eff
d4—pd’+qds—rd+s=o, Ainfi équation qui donnera a,
doit aufli domner b, ¢ & d; elle doit donc avoir quatre
racines qui feront les valeurs des quantitésa, b, ¢, d. Et
comme chacune de ces équations eft }a méme que I'équation
x4—px3+qxd—rats==o, les quantitds a, b, ¢, d, quil
faut prendre pour produire cette derniere par lamultiplication
de quatre falteurs fimples x—a, %x—5& , dmaws , x=—d, font
donc les racines mémes de cette équatton.

178. Doncengénéral, 19, une equation de degré quelconque
peut toujours étre confiderée comme formée du prodirit d’au-
tant de facleurs binomes fimples , qui ont tous pour terme
commun la letsre qui repréfence Cinconnue , qu'il y a d'unites
dans le plus haqut expofant de Pinconnue, a°, Les feconds
termes de ces binomes , font les racines de cette éiquation ,
ehacune €tant prife avec un figne comraire.

179, Sil’équation, au lieu d’avoir festermes alternativement
pofitifs ou négatifs , comme nous 'avonsfuppofé ci-deflus, dans
I'équation x4 — px3 4-gx? — rx 5=, avoit towe autre
fucceffion de fignes, par exemple , fi elle étoit x 44px3-gx2
— 5+ =30, on n'en démontreroit pas moins, & de la
méme manjére , qu'elle peut toujours étre reprélentée par
(x—a) x'(x-—-lv)x(x-cz X (x—~d)s a, b, c, d étant les
racines de cette derniere équation.

180, Puilque 2, &, ¢, d, &c, font les racines de I'équatien,
il fuit des équations a+b+c+d=p, ab+ac+ad+ bc

O 4
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+bd+tcd= q, abc+abd+ acd+ bed =r abid = s,

1°, que dans P’équation x4 —pxi+qgx?—rx+s=o03 & en

général dans toute équation , le coéfficient—p du fecond terme
pris avec un figne conzraire , 'efl-& dire y-p , ¢f egal d lu
fomme de toutes les racines.

22 Quele coéfficient Q dy troifieme terme ¢ffegal dla fomme
desproduies de ces racines mulilplides deux d dewx.

3% Que celut du quatrieme , pris avec un figne contraire ,
eft égal & la fornme des racines multiplides 1rois & wrois ; &
ainfi de fuite , & quenfin le dernier 1erme, eff le praoduis de
soutes les racines.

Cela eft général, quels que foient les différens fignes des
termes del'équation , prenant toujours avecun figne cantraire
le cocthicient de chague terme de numéra pair.

181. Dol il fuit que , dans une equation qui n'a pas de fe-
cond ierme, ily afliremens des racines pofitzves & des racines
nigatives, & la fomme desunes efl égale d la fomme des autres,

Ainfi, dans I’équation x 3+1x 2 —23x—60==0 , la fomme
des trois racines eft ~—1 ; la fomme de leurs produits , muli-’
pli¢s deux d deux, eft —2 3 ; la fomme de leurs produuts, trois
a trols , ou le produit des trois racines eft 4 6o. En effet, les
trois racines font 4.5 , —4 ; —3, 2infi qu'on peut le voiren
mettant chacun de ces nombres, au leu de x, dans P'équation;
carchacun réduit le premier membred zéro, Or, il eft évident
que la fomme de ces trois nombres , c’eft-i-dire , +5—4—3,
eft 2 ; que ta fomme de leurs produits deux i deux, ou—z0
—15+11, eft —23; & que lg produit ces trois, eft 5 x
—4x—3 , c’eft-i-dire, + 60,

Pareillement dans 1'équation xi-+19x+30=0, comme le
fecond terme mangue, je conclus qu'ily a des racines pofitives
& des racines négatives , & que la fomme desuneseft égaledla
fomume des antres ; en effer, les trois racines font42, +3 &—s.

En confidérant une équarion, comme formée du produit de
pluficurs fa&eurs binomes fimples, on fe rend aif¢ment raifon
comment il peut (e fairequ’il y 2it plufieurs nombres d:fférents
qui farisfaffent 3 une équartion. Par exemple, & Yon propofoit
cette queftion : Trouver un nombre tel que ff onen retranches,
& qui'u ce méme nombre , on ajoute fucceffivement les nombres 4
& 3, les deux fommes muliislizes entr'elles , & par le reffe |
faffine g€ro : on aura, en nemmant X ce nombre 4 X —g
pour le refte ; & x-+4, x+3 pour les deux fommes, il faut
donc que (X4 4)x(*¥+3)x{x—75 )= o, Ceft-d-dire,
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que ¥3 4252 —23x— 60==0} o , on voit éwidemment Aue
ce produit ou fon égal{ x4+ 4 )X (£ +3) X (x=ms ) peut de«
venir zéro, dans trois cas différens ; favoir , fi x==—4 , fix=2
—3,& fi xz=¢ : en effet, dans le premier cas, il devient
ox(—4+3)x(—4—5)ouo; dans le fecond, il devient
(—3+a¥x(o0)x(~—3—5)ou o; &dans le troifieme,
(s+4)x(s+3)x (o)ouc. Or, quand on propofe une
équation telle que x3-+ 24> — 23X — 60 == o , rien ne déter-
mine i prendre — 4 plutét que — 3 , ou plutét que + ¢, puils
que chacunreduifan: également le premier membre, a zéro,
fatisfait également & I’équation,

182, Nous placerons encore ici une remarque qui peut
avoir fonaulité, Les équatons a+bd4-c+d =p, ab+ ac
+adtbc+bd+tcd=q , abe+ abd—+acd+ bed=r,
abcd=1s, nous ont, toutes, gonduit 3 la méme équarion , (it
pour avoir @ , {oit pour avoir 5, {oit, &c. La raifon en eft que
a, b} c,d, étant toutes difpofees de la méme maniere dans
chaque équation , iln'y a pas de raifon pour que une foit déter-
minée par ancune opération différente de celles qui détermiw
neroient 'autre ; donc en général, fi dans la recherche de plu-
fieurs quantités inconnues , on efl obligé d’employer pour cha-
cune, les mémes raifonnemens , lesmémes opérations, & les
mémes quantités connues, tolites ces guantités feront nécef~
fzirement racines d'une méme équation ; & par conféquent
gette queftion conduira 3 une équation compofée.

183. Puifqu’on peut confidérer uhe équation comme formée.
du produit de plufieurs falteurs fimples , on peur aufli la confi-
dérercomme formée du produitde plufieurs fa&eurs compofés;
ainfiuneéquation dutroifieme degré peutétre confidérée comme
formée du produir d'un faltenr du fecond degré, tel que x2
~+ax+& , par un fa&eur du premier, tel que x-+:: cn effet,
xt =+ ax+ b, peut toujours repréfenter le produit des deux
autres fateurs fimples.

De miéme , une équation dn einquieme degré peut &tre conw
fidérée comme formée, ou du produit de cinqfadteurs fimples,
oudedeux facteurs du fecond degré , & d’un f2&eur du premier,
ou d'un falteur du troifieme & d'un facteur du fecond, ouenfin
d'un faGeur du quatrieme,, & d’un fa&eur du premicr.

184. Nous avons vu qu’une équation du fecond degré pou-
voitavoir des racines imaginaires : puis denc qu'une cquation
de degré quelcongue peut avoir été formée par le concours
@’un ou de plufieurs facteurs du {econd degré, elle peuraufh
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avoir des racines imaginaires Maisil peut y enavoir deformes
bien différentes de celles du ficend d-gré.

185. Quand on corfidere une équaiion comme formée du
produit de plufieurs facteurs fimples, on voit qu'elle ne peut
avoir que mdivileurs du premier degré, m marquant le degré,

186, Eten confidérant une ¢quation comme formée du pro-

duit de fa&eurs du {econd degcé, le nombre des divileurs du
MY

Tecond degré qu'elle peut avoir, et exprimé par m.
r

m marquant le degré de cette équation. En effet, chaque fac-
teur du {econd degré érant le produitde deux fadteurs fimples,
dont chacun peut divifer Péquaion, doit aufli pouvoir divifer

I

. . m
Péquation. Or, nous avons vu (148) quil y a m . ——
1

manicres différentes de multiplier, deux d deux, un nombre m

—]

. . m - e
de quantités, il y aura doncm, — différents divileurs
L

du fecond degré.
Par exemple , I'équation x+=—ax3~+abx 2 —abcx-+abed=o
—~bxitacx? _agbde
—ex oy —aeds
~dxd Fhexs —pedx
+hixa
+eda2
. formée du produit de (x—a)x (x—5) x (x==c) % (#=d)
peut Etre confidérée comme formée du proauit de deux fac-
teurs du fecond |, en ces ix n anieres. .. ... ....... veeneas
en multipliant (x—u ) x(%—b) par (x=2c)x(%—d)

i (x—a)x(x—c) . . (x—b;x(x—d)
(g—a)i(x—d) o+ (x=b)x(26—~c
(x—b)x(x—c) « s (x—a)x(x—d)

(x b)x(x=d),. (x—a x(Xc)
(e—Yc(x~d) + . (x—a)x(x—b)
Ainfi une équation du quatrieme degré peut avoir fix difé-
rents divifeurs du {econd, & en général une équation du degeé

. m—7x ..., e e
m, peut avoir m. ——— différents divifeurs du fecond degr,

2
Concluons donc de 13, que fi on demande quelles devroient
étre les valeurs de g & de A, pour que x 2 +gx-+4 fit divifeur
d'une équazionpropofée dudegré m, onpeurétre afluré que g& £
ne peuventétredéterminés chacun que par une équationdudegré
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m k]
m. . Car #* ¢ o x 4-heft aufli propre 2 repréfentet Pun
2

des divileurs du F:cond degré que tout autre ; donc 4 doit ctre

fulceptible de m.

valcurs ileneftde mémede gquiefila
l
fomme des deux racines de ’équation. Chacure de ces quan-
., . - . , . N , M-t
tités doit donc ctre donnée par une équation du degr¢ m.—-_
2

On preuvera de méme , quen confidérant une équation
comme formée du produit de fadeurs du troifieme deﬂrc s
-1

" chaque faleur du troifieme degré eft fufceptible de m. —-L——.
,-72_1 valeurs difiérentes; en.forte quefi ¥3 4 gx* 4+ hx 4.k

repréfente I'un de ces factears, k ne povrra étee déterminé que
par une ¢quation du degrém. ”—LE,m ¥, On voit affez les
conféquences analogues qu'il y a 3 tirer pour les facteurs
du quatrieme , cinquieme degré, &c.

187. Concluons de tout ce qui précéde que lorfqu’on a
trouvé une racine d’'une équation, on peut, pour avoir les
autres , divifer I'dquation par x — cette racine , c’eft-a-dire,
par x—a en repréfentant cette racine par a; la divifion fe
fera exaftement , & donnera pour quotient une quantité o x
fora moins élevé dun degrc, cetie quantit¢ érant égalée a
zéro fera I'¢ équation qu ’il fant réfoudre pour. avoir les autres
racines. On voit de méme, que G Fon connoxt deux racines
gue je repréfente par @ &5 , iln'y a qu'd divifer Uéquation
par (x—a)x(x—5}, & ainfi de fuite.

Des transformations qu on peut Jaz e [ubir
aux Eguarzorzs.

188. On peut faire fubir aux équations différentes trapsfor-
matious, dont il et 3 propos gue nous parlions avant de pafler
3 Ia réfolution de ces méines equatmns.

189. 8i lon change dans une équation lzs fignes des termes:
qui renfirment des puiffances impaires, les maine.ypo/'tivm de
et équation feront changees enncgatives & les né ‘gaiives en

pofitives. Eneffet, pour changerlesfignes desracines de I'¢qua-
tion, il fuffit de mettre - » aulieu de +; or cette fubflitation ne
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change point les fignes des termes qui renferment des puiffances
paires de x, & change au contraire, les fignes de ceux qui
renferment des puiflances impaires,

190. Pour changer une équation dans laquelle il y ades
denominateurs , en un autre dans taguelle iln’y en awe plus
& cela fans donner un coefficient au premiertcrmey il faut fubf-
titser au lieu de inconnue, une nouvelle inconnue divifce
par le produit de tous les dénominateurs, & multiplier enfuite
toute ’équation par le dénominateur qu'aura alors le premier
terme,

z d . .
Par exemple, fi j’ai x3+fx_ -+ ok 4-—=o, jeferaix=
m n Vi 3

y . i G )
’"”Er; & ﬁlbﬂztuantddans Pégpation , J'aurai ~373 7 +
il +—b—%c -+—==o; mulipliant par m?n!p, i
minpt mn*p P
. dm?n‘piyl mSnipic m3n3p3
¥+ m? n* p* mn? -+

? P

e =—o; &fafent
Yes divifions indiquées, y3+ anpy® 4+m*np*cy -+ minip*d=q,
191. Si m, n & p étolent égaux , il fLffiroir de file

#=2 Dol il fit que pour changer une équation dont tous
m

Yes cocfhicients font des nombres entiers, mais dont le premier

terme a un cocfficient, en un autre dans laquelle celut-cin’en

it plus, & oi les autrgs ont néanmoins des entiers paur

coéfficien:s , il faut faire x =2, m marquant ce coéfficicnt du
m

premier terme. En effet, fi j'ai I'équation mx? -§ ax*+ bz
. . : . a b ¢
-+¢=0; en divifant par rm, j'aurat ¥3+ -t —~ & 4 —=0,

ofi tous les dénomimateurs font égaux,

192, Pourfairedifparoitre le fecond terme Luneéquation ,
il faut (ubflirwer au lieu de l'inconnue, une nouvelle incon-
nue augmentée du cocfficient du fecond terme de ’équation
pris avec un figne contraire, & divité par Vexpofant du
premlcr.

En cftet, reprélentons, en géncral, cette éqmation, par
2™+ ax™-' +dxT* +...k =0, 81 on fuppole x=y+s,
on aura deux équations & trois inconnues; on fera donc meltre
de détermiger L'une d’entr’elles , par telle condlitson que Lon'
voudra,
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Or, fi Ten fubftitue , dans chaque terme, zu lieude la pui=
fance de 22 qu’ih renfirme, une puiffance femblable dey+s,-
on aura {149) une fuite de termes telle que celle-ci..

m-1
yrtmsy™=t m, 2 oY &e. - h=0,

R
+ay" 4 m—1.asy"" 2, &c.
-+ by™=* &c.
Si donc nows regardons y comme 'inconnue, il eft évident
2 y )
que cette équation tera fans fecond terme, fi s eft tellequel'on

ey ] .
alt ms4-a=o, c’eft-d-dire, il’on prend s = +— , quieft la
™

valeur que cette équation donne pour 5. Or, nous venons de
voir que nous pouvions prendre pour P'une des trois inconnues,
& par con{¢quent , pour s, telle valeur que sous jugerions a

propos ; puis dong que?m——‘-l eft Ia valeur qu'il faut lui donner

pour que I’équation en y {oit fans fecond terde, il s'enfuit que
pour changer I'équation propofte x™— a%™"*4., &c, en

. . . - - a
une autre qui n’ait paint de fecond terme, il faut fairex =y~
m

ce qui démontre Ja régle que nous venons de donner.

Par exemple, pour faire difparoitre le fecond terme de
Péquation &3 4. 6 x* —~ 3x4-4=0; je fais x =y—$%, c'et-a-dire,
% =y -—2. En {ubftituant javrai...... Chsaraseaeanens

yi—6y' 4 12y—8=0
6y —24Y 424
—3¥+6
+4
qui {e réduit 3 y1 == 15 9 4 26 ==0, équation qui n’a poins
le fecond terme y.

‘De la Réfolution des Equations compofées.

153. Nous fuppoferons, dans tout ce que nous allons dire
qu'on ait fait pafier dans un feal membre, tous les termes de
V’équadon, )

Nous avons déja dit (54} ce qu'on doit enrendre par ces
mots refoudre une équation , mais il faut fixer plus particg-
li‘rement ce que l'on entend par réfolution genérale d'une
equation,
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Réfoudre généralement une dquation d'un degeé quels
conque, telle que x™ 4. pa™ " F4ga™ " .. k=20, celt
trouver pour Pincornue ausant de valeurs qu'il y a d’unites
dans Ie plus haut expofant de cette incpnnue, & dont chacure
foit exprimée par les tettres p, ¢, &c, frcombinées entrelles
de quelque maniere que ce fcit; telle cependant que chacane
de ces valeurs fubftituées au Lieu de x dans ’équation, réduife
le premier membre a zéro,; 1adépepdamment de toute valeur
particuliere de p, ¢, &e.

Par exemple | 1a regle que rous avoos donnée (r00) pout
les équations du fecond degré , réfour géndralement ces équa-
tions, En effet »6* + p x 4-q == 0, peut repréfenter toute équas
tion du fecond degré, parce que par p & ¢ on peut entendre
toutes fortes de nombres, pofitifs ou négarifs; or, cette équa-
tion réfolue fuivant cette meme regle, dopne ces deux valeurs

dex,x-=—1p :*:V’;PI — ¢. Que Pon fubftitue maintenant
Yune de ces deux valeurs, celle-ci par exemple..........

—§p+V‘%Pl — ¢ ,aulieude x, dans le premier membre de

I'équation 2*+p x+g==0, onaura (—}p -}-V';p‘——-q)’.;.p
k3 1 - . N -

{(~:p4+V iPP—q) +q, qui revzenta;§p2—~p1/—;-p‘—-q

P —g =i Vip‘——q_;_q, qui, toute ridufion

faite, fe réduit 4 2¢ro. Il en (eroit de méme, fi 'on fubflituoit
I 1

==V ip=y. -

Cette expreflion gnérale des différentes valeurs de x dans

une équation, eft d’autant plus difficile A trouver, que le degre

de I’¢quation eft pluséleve, & il eft ail¢ de fentir que cela doi

etre, fi L’on fait les réflexions fuivantes.

Quelle que puifle étre 1a forme des valeurs de I'inconrue
dans une équation de degré quelconque , il eft certain que la
réloiution générale d une équation d’un degré déterminé doit
renfermer la réfolution des équations générales de tous les
degrés inférieurs.

En effer, la r¢tolution gépérals dune équation dy cinquieme
deord, parcxemple, telle que x0+pxtp g3 4rX 4 5x4.1-=0,
doit donner pour x cing valeurs, dont chacune doit néceffaire-
ment renfermer toutes les lettres p, q, 7, 5, . Or, lorfque reft
Z%ro cette équation fe réduitd x5 4 pat 4 gX T3 sx =0,
qui érant le produit de ces deux facteurs % —pxi-pgx g rides,
& x donne 1°, == 03 2% 2% - P} =g - 71X 5 =0,
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Donc descing valeurs de x que donnera la réfolution générale,
Yune doit alors (e réduire @ z¢ro, & les quatre autres doivent
étre les racines de U'équation x4 poo? g5 7 3 s 2= 0. Or,
celle-ci n’étant que du 4¢ degré , fes racincs ne peuvent ayoir
que Ja forme de celles du quatrieme degré; donc puifgu’elles
font cn méme temps comprifes dans celle du cinquieme degré,
il faut que la réfoluticn de celle-ci comprenze la rélolution du
quatrieme. On prouvera de méme que la réfolution du qua-
trieme doit comprendrecelle du troifieme , ainfi de faite. Done
fa réfelution d’une équation de degré quelconque, doit com-
prendre la réfolution de tous Jes degrés inférieurs.

Dela on peut conclure dhe expreffion deTune quelconque
des racines ; doit renfermer toutes les efpeces de radicaux de-
puis fon degré jufqu’au premier *. En effet, il eft facile de voir
que dansquelque degré que ce loit, il doit y avoir des radicaux
de ce degré, pui‘que dansle cas particulier out rous les termes
excepté le premier & le dernier, manqueroient, Pexpreflion
des valeurs de x renfermercitun pareil radical; car Péquation

=,
étant alors x™ 4~ k==0, on auroit x ==y —k ; donc puilque
la forme générale des racines doit comprendre la forme de
celles de tous les degrés inférieurs, elle doit renfermer tous
les radicaux depuis fon degré, jufquw’au premier.

154. Aprés ces réflexions fur la forme des racines, voyons
a2 méthode qu’on peut employer pour les trouver.

Celle que nous alicns expofer, confifte a confidérer I'équa-
tion qu’il s’agit de réfoudre, comme le réfultat de deux équa-
tions a deux mnconnues. Nous avens vu ci-deffus (167),com~
ment on parvencit 4 réduire ces deux-ci 4 une feule, qui ne
renferme plos qu'une inconnue. Il s’agit donc de les choifiz
telles que 'élimination produile une équation que I’on puille
fuppofer la méme que ’équation propofée. Nous allons voir
quelles elles doivent &ire peur cer effet.

Quoique cette méthode n’exige pas qu’on fafle difparoitre
le fecond terme de 'équation propofée, cependant les calculg

* Lorfque 'expofane de I'équa-
tion et un nombre compofé du
produic de derx ou plufieurs au-
1res, il peut arriver , felonla mé-
thode qu'on employera pour réfou-
dre, que l'exprefiion generale des
sacines ne renfetme pas explicite-
mene les radicaux de o5 degeé

mals ils o'y font pas moins impli=
citemene, Par exemple , dans le

quatrieme degré | au lieu desy/,
onttouve, par cerraines méthodes,

des quantités telles que ‘/"—"—a_*_‘/ 5,

mais on voit que celles-c1 come
preagcent les premigic

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



224 Cours

érantplus fi f'mples » br{qu’if n'y a pas de (econd tezme, nous
fippoferons qu'on a fait évanouir celui-ci, par la méthode
donnée (192).

Ainfi, nous fuppoferons que x™4-px™" 34 gx™ B i
+&c.+k:zo efl en général I'équation qu’il s’agic de ré-
foudre.

On prendra les deux équatingis, .o.., y®—1==0, ‘
&ay™ ' 4by" " Pgcy™ " -;q,_‘dy”‘”-;.&c...:. + X =0,
a, b, ¢y &c, etant des quantités inconnues que L'on détermi-
nera comme il va érre dit.

Par le moyen de ces deux dernieres on éliminera y : ce qui
conduira i une équation en x qui {era du degré m, & n'aura
point de fecond terme.

Les coéfficiens * des diffrentes pBiffances de x, feront
compsfls de a, b, ¢, & leurs puiffances.

On égalera chaque coefhcient au coéfficient de pareille
pmfﬁmce de x dans lcguanon propolée x™ 4 px™"* 4 &c;
ce qm donnera autant d eq\rauons pour déterminer a, 4, ¢, &c,
qu *il y a de ces quantités. Lor(que a, b,¢, &c, auront été,
dérerminés , on aura toutes les* racmcs ou valeurs de x, en
fubflituant dans I'équation ay™ ™ *pby™ " *qcy™ " I 4 dy™ " 44
&C. oo+ x==0j ces valeurs de a, b, ¢, &c, & mettant {uc-
ceflivement poury, chacone des racinesdel’équation y™—1=0
qui font faciles 3 déterminer , comme nous le verrons pat Ja
{uite.

Application au troifieme degré,

195. Soitdonc x} px4 g = o, I'équation qu'il sagit
de réfoudre.

Je prerds yi—1 =0, & ay*+by4-x == o.Pour challer y,
je mulnphe Cette derniere par y, & mettant pour y 3 {2 valeur 1
tirée de Péquation y'w— 12z 0, j'2i by + xy + @ ==o. J¢
multiplie de mcme celle—<i par y, & mettant encore pour ¥
f valeur Iy jal xy ey +b=o.

* Le mot coéfficient eft pris m foir littérales , qui multiplient 'une
dansun fens p.us érendu que par le | quelconque des Pm{ﬁnces de x»
pafle. | fignifie en géneral ia tota- | Ainfi, dans am-2, pelk le coefficient
lité des quancités {oir numériques | de xm-24

Ainfi,
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Ainfi, j"ai les trois équations a y*+by+x=0

by*~xy~a==o
xyttay-4-b=o

Par fe moyen des deux premieres, je prendsla valeur de y?, &
celle dey , felon la méthode des équations du premier degré i

- . s — aa—b
deux inconnues; j'al y* == M&y = 247°%
bb—ax bb—ax*

Je fubflitue ces valeuss dans la troifieme équation , .. ... e

o o ¥ == gbx - at — abx

wy gy +b=o4jai

T —ax ~-5a=0,0n,

ehaflant le dénominateur & réduifant, x% == 3 abx ¥~ a? = 0.

“+ b

Comparant cette équation avec xi vh-p x 4= ¢ == o, il faut*®
pour qu'elles foient les mémes, que —3 ab=—p, & @’ ¥ =¢q;
se font 14 les deux équations qui donneront @ & 5,

La premiere donne 3= - %; fubtituant dans Ia feconde’,

Pl

snaa’ -

“C _qa!

A =‘q , ou enmultipliant par a? , & tranfpofant ,°

% » €quation qu'on peut (173 ) réfoudre

comme une équation du fecond degré/, & qui par contéquent
deviendraa® —gat -4 g* =5 g¢* S ptypuis i — L g -
st Vig oy o, ranfpofant, @l=1g-t-yigi + 5 p7y &

enfina ="} L q+ Yf&?__:;;;,
Pour avolr 5, je mets dans Péquationa’ 4= 33 == g, la vas
leur de a', que nous venons de trouver , & j'ai ; ¢ =

'/%q‘ “+ 355 p! “+b1=q, & par conféquent bi=ig-V 4q’+ﬁp3{

* On pourroit peut - étte de-
mander #’1left néceflzire, pour que
les deux équations deviennent les
mémes, deles égaler terme d cer-
me; & ¢'il ne fulfirois pas d’écrive
® prdg—ai—3adxt
@’ 4=b3 2 Voici la raponfe,

1l cft indi(penfable d’égaler ter-

fae dterme; parce que pour quel

les deux équarion foient les mé-
mes il faur que les trois racimes
foicnr les méies dans chacune :
ot cette condition exige que la
fomme des racires foir la méme;

ALGEBRE,

ce qui a lien. 1°. Que la fomme
~— 3 &b desproduirs de ces racines
deux & deux , dans l'une, foit la
méme que Ja fomme p des mémes
produits dans lautre. 2°. Que le
produir @3 ~- b’ des trois racines
de 'une, foit le mémc que le pro-
duit g des trois racines de I'autres

*# Je ne donne ici qu'un feul
figne, aufecond radical , parceque
je n’ai befoin que d’une valeur
de gy il imporre peu laquelle cha-
cune fatisfaic également, comme
nous le verrons ci-apres.

4
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s
don: b == V,iq Vi iy
Aq 3R p
Or Iéquation ay* + by-+x = o, donne x===may'~ty s

ona donc x = — y* V:q—{—ym_

!V i q 4L pt, qui rcnferme les trofs racines.
11 ne s’agit donc plus que de cannol:re les valeurs de y. O
Péquaton y3 — 1 =o,donne y} =1, & par conftquent , en tie

rant la racine”Clibique , y == 1. Pour avoir les deux autres raci-
nes,]eixvxﬁ:(187)y -1 pary—l,&)axy +y+ 1, qu
étant egale 4 zéro, donne leqnatwn qui renferme les deux
awres racines. Cem: equanon ¥ =y~ 1 == o étam rcfolue
—1 :t

(100)donne y == —— 3, 5 les trois valeurs de y ﬁml

_!+V——-;

2

doncy =1,y = - V.—s. Subftituam

fuccefﬁvement ces valeurs dans x = -y V:q—-i-T—_—z_.T._—.—‘l-
9 =P

._A._—————-—-—
-y V 14- Viq +”pi ¢t faifant attention que(..f.t‘./:_’).

3

—I— Y =3 fe réduifent, le premier 3 —~ ‘r.—_.;'
2
. T~y — . - ’
&le fecond a -—-——-V 3 , on a ces trois valeurs de x«. .14

—_V 9+qu +—P;_V 9—V4q + 37 '
N I el —
*=-— V;q—f—‘/‘tz—k—‘v +—-——V§q Nl

R L D s TRV VT3,
¥=—3 AT S oty duy S T S a0

Si P’en fuppofe, dans I'é quat;on x’ +px+g=o0,queg=e}
I'équation fe réduir alors 3 x3 4 px = o, ou(x*4-p)x x¥=0;
donc 'une des racizes eft x = 0, & les deux autres fe trouvent
en réfolvant Péquation x* ~+p = o, qui donne x = +-v"—p,
& x == — y=p; c’elt aufli ce que donne la formule générale

des racines ; car la premiere devient alors x == — —_
V 1 4 33 Pl
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‘

-"V' sz’,ceﬁ-a dxre,x=—V\/_~p +]/'V_._pr:°.
f2 2° devient x = V\/ p;_*__ l/.-‘/”p;

= *,—‘vaﬂ‘ ~T—V‘ VEp s,

=y —3 \/——p‘::v‘/ 3Vip= v — p. Qn verra de méme
que la troifieme eft = v/ ;.

156, Comme I'¢ équation @ —g¢ a* == p?, d’oll nous avons
déduit1a valeur 4, 4 fix racines , on pourroi. peut-étre deman-
der fi chacune peut étre également employée 3 & fi dans le cas
oit elles feroient toutes fgalement admiﬂiules, il n’en réful-
teroit pas 18 valeurs différentes pour x, puifque chacune
en donneroit trois,

Chacune des fix valeurs de a eft éga[ement bonnie 5 maig
T'une quelconque, donne pour x les memes valeurs que toute’

antre. En voici la preuve r 33
FaxfonS, pour fimplifier le calcul, qu—}—-l/ g ~-s=pd=m,

& 1¢g—Vig+2 pi == n; alors Péquation @} ==

.L_—-—-n_.
1q v iq + & py ttouvée ci-deflus, fe changera en ces
deux autres at =m? & a’=nt,la premxere donne a==m, & en
divifant @) — m}, para—m, on aura a’ +m a+m‘,qu1 étang
€galé A zéro, donnera les deux autres valeurs de a, que I'on

~m-—t-my— — 14y —
trouveraétrea = =+ V-— ona=m (_.___ 3
F) 2 ,
. . — Ty —
ainfi les trois valeurs de a font m, m. ———‘/ L .
_— Y — 2 ,
m. ——————- Ontrouvera de méme que I’équation 2 = ¥
2

—1+v—3

donne ces trois autres a ==n, a=17n

Y ey 2
—LL‘. Or, puifqu’on a‘a’+b’:q, onaura mi—4-bi=q

®renvanr e
a=n

& nt +$’ ==q, & en mettant pour m! & n? leurs valeurs,

6!—7 l/q+ Lpi &bi= —q+V4q + S pt, Cell-d-
dire, 51 —n’ & &35 == m?, donc les valeurs de # (ont telles qua
ab=mn, enflorte que les valeurs de @ & b4 qui doivent alleg
Tune avec I autre, font telles quil fuis ; P

%
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== Liivani e ben _
az:,,,('*'i‘/_ﬁ),;z,,(ﬂb)
2 2

B==nN.....c.... (v b=mm
a=n (:__.i.z’:_s) b= m (:13:_":3)»
2 ? 2

Subftituez maintenant I'une quelconque de ces fix combinaiv
fons dans & = ~- gy* = By, en mettant fucceffivement pour y fes
trols valeurs, & vous aurez toujours ces trois racines x=-m-n
{ =3 V3 - -V- -
*=1+V_ 3 g ! v ;.n,xu,—l{——;.m-i-!j—\/—_;,n,

3 ) i 3
- 197.En confidérant les trois valeurs de x queriousavonstrou-
vées ci-deffus, on voit que tant que p fera pofitif, la quantité
3 ¢9* % p? Yera toujours pofitive , parce que ; 4> qui eft le
quarré de ;¢ fera toujours pofitif, quand méme g feroit néga-
tif. Cette méme quantité fera encare pofitive, tant que ¢*
fera plus grand que ;5 3, p érant néganf, Dans ces deus cas,
les deux cﬁ:rrnieres valeurs de x font imaginaires. Car les deux
radicaux cubes &ant alors des quantités réelles & infgales,
leur produit par les quantités y'—3 &~ y/-—3 de fignes cona.
traires ne fe détruiront pas mutuellement ; ainfi il reftera de
Yimaginaire dans ¢chacune de ces deux valeurs de x. Il o'y a
donc alors que }a premiere valeur de >, quifoit réelle.
+ 198 Mais i p étan: négatif, £ p? fetrouvoitplus grand quels?,
2lors § g* — 5% p} feroit une quantité négarive , & la quantié
yf;q‘—-ﬁpi feroit imaginaire ; néanmcins les trois valewrs
e x font alors réelles. :

Pour s%n convaincre , il faut d’abord obferver que

V% ¢*e—3;p} qu'on a alors au lieu de V‘:’, g*+Lpt,eltla

méme chofe que ' (77 pi g7 x—1, ou que ¥ 3793 —ig’

X \/ =713 ainfi, pour abréger, je fuppole 3 ¢ == m &

VT‘, t-igrmn,Jaquantit V5 9 + i g* — 5 p3 devien-

} —————ee
dral m + n y—1, & la quantité Vi 9 ~Vig—Lp} de-
viendra V’"‘"V:T; or ces quantirés érant la méme chofe

(133} quem+nV: 5&m-nV—:_—f7, fi on les réduit en
{erie, parja méthode donnée (151), on ayra pour la premigre
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¢ 1 n‘/___ I ¢ n v 10 nt 110 15, __
n (!_+; m I T T e T gegs e VO 1EED
Zpoarlafeconde, i eiiieiiiaia i e
5 In 1 nt s . 10 nt 110 nf

i .~ —= -~ —— e et (A - armr e - ¢ ——— .
m(t ,mV e syt 3645,";\/-_1'&&)
ot lcx trois valeurs de x, fe changentalorsen. .c.vcvaaaine

3 3

==V mtny =V m—nv=1

1+‘/:_3 3 - !_"/:; 1 -—
X=— Moo Ry = = me—pny — &

Yl o A —— l.p,V:;s
*=-'";'—VM+nV~I+"“;'”_Vm—nV——I

Subftituant, au lieu des deux radicaux cubes, les féries qui
en font les valeurs, on avra, aprés avoir fait les muliplica~
14y —3 &l V —

tions par 3, qui fe rencontrent dans les

deux dernieres valeurs de x, & aprés les rédu&tions ordinai-
ges, ayant d’ailleurs égard i ce que y'— 3 X Y — 1 donne ==
Y 3% & que tout eft multiplié par m 5, on aura, dis-je......

= e ‘
x=—m’(z+i_n_.__:_'°_l, &c.)

‘ sm' agymt :

T In? 10 nt T . 1n §gn 110 pt
amm’ (14— e — &)’ VT (- —F— &g,
9 mt 2,43”14" ) 3 (5”‘ 81 m’ 564§m!’ C)

1 2 —- 3 119 S
xuru’(l"f-lf__.x_g_n_.’&c,)-}.m"/ (.!.E-_Z.Ti -—-n*,&c_)
m* 143 m* Sim}  3645mS g

Quantités dans lelquelles il n’y a plus d'imaginaires. On n’a
pu trouver, jufqu’a préént, que cette maniere de donner,
dans ce cas, une valeur algébrique réelle aux trois racines g
ainfi on ne peut les avoir alors fous une forme réelle , que par
approximation. Ce cas fingulier a fort exercé les Algébriftes,
& on lui a donné le nom de cas irreducible.,

Donnons main-enant quelques exempies.

Suppofens qu’on demande les racines de I"éguation, .¢. .4
Yi=H6y*~3y~+4 =0} je commence par faire difbarcitre (191)
for fecond terme, en f2ifant ¥ == & — 2 ; cela réduir I'é-
guation 3 x} == 15 & -~ 36 == 0; o1 ROl avons reprélentd

* Yoyez la pote de 12 page 153, »
3
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toute équation du troifieme degré, fans fecond terme, pay
%3 —+4-pX - ¢ == 0; nous avons donc p ===~15, g = 26,

19=13,3 "= 169, p=mg &3y pim - rassdoncV g4 o0
V 169 — 1:5=V44;1es trois valeurs de x feront donc. ., .,

L — — : -_=
==V 134+ v a4 — Vi3 —vas
I+V—3 S-———--——: I-—-V—; 3_

= —-—7 -+ — =
2 X;+V44. 2 !3—-|/44
1—y 3 1 V-3 °

R N s P P U AR =

1 V:;+\/44 2 13—yt

C’eft-i-dire,, que Ia premicre eff négaiive, & les deux aus
tres imaginaires.

Prenons pour fecond exemples, I'équation x% — 0 ¥ — 100,
l?dns CECas,onap = =9 § T xo;plarzconf;équentj‘p=-—-;,
7P =17 59y &g =1¢;donc W s VAL TRV R Y
cette équation eft donc dans le cas irréduéiible. Ainfi, fi I'on
veut avoir les valeurs de x, il faut faire ulage des feries cis
deffus. Pour cet effet , on remarquera quon afuppofé m=1%gq,
&an=V2 Jemm g3 donc m=——s & nx 1/ 1. Pour faire les fubs
Ritutions ; on commencera par ¢valuer ¥z qu’on trouvera étre

1,4142

-3

B ] 3
» qui n’eft autre quey m ou v e you — Vv g, & l'on
1

n l
I, 41423 donc ~ =— 0,1828; on évaluera aufly
24

il

wuram ’ =— 1, 7099 ;alors il n’ a plus qu’3 {ubflituer : nous
nous bornerons a fubflituer dans la premiere qui deviendra

2
x=-+41, 7099 [2+43(0,2828)* —;f; (0,2818:4,&c.}

quantité dans laquelle il ne sagit plus que de faire les mubipli-
cations indiquées. Mais il eft bon d'oblerver en finiffant, %ue
ges féries ne font d’un viage utile, guautant que m et plus
grand que n, s"i] éeoit plis petit, on en formeroit d’analogues °
pour ce cas, en obfervant ce qui a été dit (159)« Au refte,
lorfque m & n different peu, on eft dans la néce(ité de calculer
un grand nembre de termes. Nous verrens par la f{uite com-
ment on peut approcher autrement des valeurs de x,

199. Concluons de ce qui précéde, que toure ¥quation de
cetic forme y® o py** o gy* o r == o efk réfoluble ; puibe
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qu'en ﬁuﬁmty =%, onaxl ~px® o g x 4r=o, ceft-d-dire,
aunc ¢quation du troifieme degrc.

Application an quatrieme degre, |

200. Repréfentons toute équation du quatrieme degré fans
fecond terme ; par x* ~+ pai4-gx—tr=o.
Selon lz regle donnée ci-deflus, je prends les deux équa-
tions _y’ —1==0
Etay? 4 by*+ cy -+ =o,
Pour ehmmery, je multiplie celle-ci trofs fois de ﬁme par ¥
& je fubftitue 3 mefure , au lieu de y*, fa valeur 1 tirée de ’é-
quation y*-— 1 == 0; ce procédé me donne, (en comprenant
1a feconde équation), les quatre équations {uivantes ;
qyl -8y ~cy + x===o0
byl cyt+xy+a==o
€yl = xy*4-ay 4 be==o
xyl+ayl +by+4c=—o
§i, 2 P'aide des trois premieres, on tire les valeurs de y?,
—x} b x—brtracx—ath
ax® — 1 bex—4ab? -i—c‘ — a* c?
cx‘—zabx-f—a’-ac‘-f-b‘u ~@ x-bxt-c'X=-b3i42abc

D e
r= X =1 hex4-abt 4-c3-ac Ve i —abead-ab aci-aic ?
ﬁlbﬁxtuant dans la derniere, on aura, aprés avoir chaffé le dée
hominateur, fait les réductions ordinaires , & changé les fignes 4
Xbe—pacx®*44a*bx—at=—o
w25 bx? g bt x— ct
bt
-t 24%c?
—gabc
pour que cette {quation foit 1a méme que x*~-+px*~+gx-4-r=o,
il faut doncque 4ac-1bi=psa’ b+4bc‘:q,-a4-c"+b4
—~2a%c*— 4 ad* c=r; ce {ont ces trois equauuns qui doivent
faire c9nnmtre a,b&e.

Pour avoir I'4 quamon qui donnera 4, je prends dans la fe-
gonde, la valeur de a® 4= &%, en divifant par 4 5 ; & 7at
a® ¢t =4-q-b; je quarre cette équation, ce qui me donne
91 99

163+ 165%
— 14 je fubﬂxme cette valeur de @ + 5+ dansP latroieme
%

y* &y, onaura y3 =

at 41 adctct= - & par conféquent at -+ ¢t ==
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. . 99 \
équation, & j'ai ~ ;rql 4-4a V- Bt4=gq 8t ¢ ==y, Dely

premiere équation - 4ac-2 4% -=p, je tire la valeur deac, quiof}

ac= -P

e o . 2 . qq
; [uoftituany dans I"équation - =5 +-4a*e, &,

4
. —p-2b —p—2 b
;’al——qf(l——t4.(-—pl-«)‘+éi—4b‘. —r—
4
7

166* 4
ap 16pht 41654
£ .

=t

_ 9 L aph -8
ou— o+ % b ———=y
ou enfin, chaflant les fra&ions , tran{pofant, réduifant , & or«
donnant par rapport 4 &
648532 pbd - qp* B wgqgemo
—16rb

Equation du fixieme degré , mais qui n’a que la difficulté de
celles du troiffeme, en regardant 3° comme |'inconnue : on
appelle cette équation /g reduite, parce que c'eft 3 fa réGlu-
tion que fe réduit celle des équations du quatrieme degré.

207, 81 V'on fait attention que le dernier terme ¢* de cette
équation 2 le figne — on verra que 4* doit avoir au moins
une valeur pofitive ; car dans ce cas I'équation ne peut avoix
é¢ produite que par la multiplication de trois faleurs tels que
Eé‘-—l) (b% ~m) (4*==n), ou de trois faeurs tels que

5*<4-1) (& -#m) (h* —n); il n'y a que ces deux combie
paifans qui puiffent donner le ﬁsne — au dernier terme;il y
ayra donc au moins un fa&teur de cette forme b* = n 3 donc
(378) 5* == =, Ceft-i-dire, que 4* aura au moins une valeur
pofisive. Donc puifque cette équation donne & == ~4~y/n, Aaura
donc au moins deux valeurs réelles, :

201. Déterminons maintenant @ & ¢, Les deux équations
— 4 ac—13b*=p, % 4 a*b4 4 5c*=qtrouvées ci-deflus, don-
nent 2acsE— i p—B & at+ ¢* = 311;. Ajoutant Ia premicre
i la feconde, & la retranchant aufli de la feconde, on aura
les deux équations fuivantes ; .

a’+zac+¢’=;—qb-—§p—l‘

s a*——zac-}-c‘:ﬁ-}-%,-{—b'
tirant la racine quarrée de chacune, on aUT3res .y rreareoscsn
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¢+c==:tqu—b-§p—l‘

——————— ey

x d—{-—c:-‘_—!_—V—fi—-}-i-p-{-“

Les deux ﬁgnes de chaque équation pouvant étre pris dawd
tel ordre que I’on voudra.

Deli il eft aifé de déduire @ & ¢ ; mais nous allons voir qu’on
n’a befoin que de a + ¢ & de @ == ¢. Développons auparavant
les quatre valeurs de x.

L’équation ay’—-by>~+-cy-+x==0, donne x = - ay’-by*-cy;
il s’agit donc d’avoir les quatre valeurs de y que peut donner
V'équation y4 — 1 == 0, ouy*=1. Or en tirant la racine qua~

rieme, onay =~y 1= 1, celt~i-dire, y =1 &y=—1.
Ayant trouvé ces deux valeurs de y, il faur (187 ) pour avoir
les deux autres, divifer y¢ — 1, par le produity* — 1 des deux
faGeurs y »= 1 & y 4= 1, Ce qui donne y* <4 I pour quotient j
égalant ce quotient & zéro (187), on aura y* + 1 = o, pour
Véquation qui doit donner les deux autres racines, que Pom
trouveraétrey == -y 1 &y s=— /' 1.

X es quatre valeursde % fexont donc. . ... .. Ceeceans enaw
x=-a-b—c¢ ou x=—>b—{a+¢)
x=—g——b ou x = —b+4(a+¢)

x—avV-1 +5——cV:fou x :+b+(a—c) ‘/:;
x==-ay-1+b 4-cy—1ou x =+ b—(a—c) y 1.
Subftituant, au lieu de a 4 ¢ & @ —e¢, leurs valeurstrouvées

st-deflus, & faifant attention que == V(fé “+-ip+b*)x V-1,

-—--—q—-—i —,:
==sz by; 3p—b, onaura,.eeiiiinn... ey

[ —

= . Vq__l__.
x=-bF " p-btxm—b s -4_5- sp—b.

x=+6j:v——4%—ig~b’,x=-;;b¢ ‘/ —IqIT -ip-br,

Equations dans lefquellesil eft facile de voir que des deux
fignes + & —, it qu’on prenne le figne fupérienr , foit
qu’on ptenne le figne inférieur, on anra toujours les quatre
mémes valeurs de %, l'ine quelconque d'ent’clics ne fa:fens
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slors que fe changer en "une des autres. Ainfi, pour une méme
valeur de 4, on n’aura jamais que quatre valeurs de x; favoir ¢

ac=—b——l/4—b-ip—5‘,x=—-b+sz—zp—6’.

. V1
x=4b-+ w3 POty xa=pd by ip-b'

203. Puijue "équation du fixieme degré qui doit donner?,
donne trois valeurs de 4%, on aura donc trois valeurs de 3,
qui aurcnr le figne +~, & trois qui auront le figne —; or il eft
faci'e de voir que foit qu'on mette =~ &, foit qu'on mette — 5
dans les quatre dernieres valeurs de x, il en réfilte toujours fes
quatre mémes valeurs. II ne s'2git donc plus que de faire voir,
que chacune des trois valeurs de & qui auront le figre +, ne
donnera jamais aufli que les mémes quatre valeurs de x.

Pour le démontrer, reprenons les équations - g ac - 2 b>=—=p,
a@b44 b=y, &-a‘'-ct+ b2 a'¢t -4 ab c=r. Quar-
rons la 2 de ces équations ; nous aurons 16 % (a* + ¢*)> =gqq;

. - - ac L4 .
mettons au lieu de 5%, (a valeur -2 4% ticce de la premiere ;

3
il viendra - 8 {(p-4ac) (a* =+ c*)*==g ¢. Subflituons de
méme, au lieu de 5%, fa valeur dans la troifiemme équation, &

£pP

nous aurons, aprés les rédutions faites , = at— c4 4= -
Hapac4-14atct=—=r. 4
Reprenons maintenane Péquation du fixieme degré.....
648532 pbt-4ppbr—qq=o0
— 1675
Ft fubfti:uons-y pour gg & pour r leurs valeurs que nous
verons de calculer. Nods aurons apres les réductions faites,
& aprés avoir divifé par 8, I"équation fuivante ;
§854-4pbt 204 4 (p4-4ac) (@42 ) =0,
2ot
—8pach?
—28a%c 5
Or puifyu’on atrouvé z b= ~p ¢, il senfuit (187) que
% }* + p + gacdeitdiviler 'équation 8 b5 —+ 4 pb4, &c;ce qu
2 licu en effet. Si I'on fait fa divifion, & qu’on égale enfuite
3 zéro , le quotient, pour avoir les deux autres valeurs de j¥.
@0 2ura 404 —8ach +at+ct4~2a*c*=o.
Cette équation étant réfolue comme une équation du fecond
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degré donne 2b* = 2ac~(a-+4c)(a—c) V-1, o0uendou~
blant, 45*c=g4ac4-2 (a4 @ (@ — ¢)V — 1. Or le detnier mem-~
breeft * le quarré de (a+4-¢) 4-(a—c¢) V- 1; donc 48* =
[{a4-¢)(a—c ¥ -7, &par confequent,,.,.,.. ..
**1b= [(a+b)4-la-c) V1 ]; Ceft-d-dire , = (a+0)
~+(&—c¢) v-1; ainfi puifqu’on a rrouvé ci-deflus , 8* ==
~p-4ac

—ﬁ-\,—‘}—- » les trois valeurs pofitives de &, font donc.. .. .v.es

-p-4ac
2

= - yh=i(a4e)+ila—c)y =1,
b=%(a+cy—1% (a-c) /i Repréfentons la feconde de

ces valeurs, par s, & la troifieme par 3''; alors en ajoutant &
retranchant y on aurag 4+ c=4' +- by & (@} ¥V - 1 =4'-4''

Si Yon fubft.tue les valeurs de a "¢ & (a-¢) y/ -1 dansles
quatre premieres valeurs de x trouvées ci-deflus, elles fe re-
duitont 3 x == — b-5"- b/  x==~b 44"+ b, x =4 b-+5'-b",
x = +b-b'+4 4", qu'on peut encore mettre fous cette forme ,
= =b-beb xmAbt B4 b 2 b= A bbb
==+ b'~b"—2 5. Ot l'on voit clairement qu’il ne peut y
avoir que quatre valeurs de x ; car i 'on change , par exemple,
b en b'; il faut changer en méme temps ' en 4, puifqu’on voit,
que les trois racines 4, b' 4" entrent toutes 2 la fois dans cha-
cune de ces valeurs de x. Or ce changement donne les quatre
mémes valeurs pour x, )

104. Revenons maintenant 3 la premiere expreffion des va-
leurs de x , c’eft-d-dire, aux valenrsde x —=~—b —(a+¢),
X=-b+ (a4 c)x=—4b4+(a-c) V-1, 5=+ b-(a-c) V—1.
Elles ttous offrent trois cas:ou a~-¢ & (@ -c¢) ¥V — 1 {Ont tou-
tes deux réelles, ou elles font toutes deux imaginaires, ow
enfin T'une des deux eft réelle , & Pautre imaginaire. Or j’ob-
ferve d’abord que lor{ju’elles font imaginaires, elles peuvent
toujours €tre réduites A des imaginaires Li: cette forme, v — m
ouy m. ¥ -1, métant une quantité réelle; car puifquon a

q o, — q z
a+c=V—~-‘- & (a-cYyY D = —Lap-b
4b ip ( ) V H 45 2P0y
& ayant toujours (2d1) au moins une valeur réclle que l'on peut
* 1l ne faucavtre chofe, pour s’en ] ** Nous ne prenons ici que la
affurer, que quarrer la quancité | figne < pour la racine du fecond
(ad-c¢ +a—cv 1 Mais fi on | mentbre parce que nous avons vu,

demande comment on a trouvé | ci-deflus, quela valcurnégarivedcb
cela, on e verra dans la fuite, | meneroir aux mémesc onclufions,
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toujours emplayer, elles ne peuvent devenir imaginaires qud
Jorfque la quantité qui eft fous ke, radical actuel , fera néga-
tive .

205, Cela po@, fia~+c & ( a=¢) V-1 (ont toutes deux
réelles, auquel cas , les quatre valeurs de » (eront réelles , puiGc
que b a coujours une valeur réelle il eft évident que les deux
autres valeurs de 5* , favoir: [ (8¢ ) 4= (a—c)* v =1]* feront
téelles & pofitives.

206. 5i au contraire @ == ¢ & {@ == c) V=1 font toutes denx
imaginaires , auquel cas les quatre valeurs de x [eront imagi-
maires, alors fil'on repréfente a+-cpark Vi~ &(a—c) V—1
par v — v, k& [ feront des quatités réelles, felon ce qui
vieat d’é-re dit (104) 5 on awra donc 5* =x [(k4l) y'—1] =
— (k 4=1)*;ceft-i-dire , que lesdeux autres valeursde & fe-
rout rée:les , mais négatives,

r07. Enfin, {i des deux quantités aw-c & (a-¢Y ¥ - t, 'une
feulement eft réelie, il eft évident que , des quatre valeurs de »
deux feront réelles , & deux imaginaires 3 or dans ce cas on
voit aufli clairement , que les deux valeurs de 5* exprimées
pul(a+c)d(a—c)v > 1] feront imaginaires,

208. Donc i la réduite, confidérée comme équation du
troifieme degré, a {es trois racines réelles & pofitives, Iéqua-
tion du quatrieme degré aura fes racines réelles,

Silarédujte , ayant ces trois racines réelles , n’en a qu'une
pofitive , I'équation du quatrieme degré aura fes quatre racines
amaginaires.

Enfin , de ces quatre racines, deux feront réelles & deux
feront imaginaires , fi la réduite n’a qu’une racine réelle.

109, Puifque la formule des racines d'une équation du troi=
fieme degré , ne donne ces racines lous une forme'réelle, que
orfqu’il n’y a qu'ume racine réelle ( 197 ), il faut conclure,
qu'on n'aura les racines du 40 degré fous une forme’réele,
que lorfqu'il n’y aura que deux de ces racines qui foient réelles.

11a. Voyons quelques exemples. Suppolons qu'on de-
mande lesracines del’équation x+ 4 3 x* - 2x + 48 = 0. Nows
avons ici p = 3,q =3— g1, 7 =48, & par con{équent
qg=1704+ La réduite fera donc 643°+96h+-7325°-2904=0,

* 1l n'eq feroit pas dc méme, fi]pourtoient ére des imaginaivos

b n'avoit aucune valeur réelle. Car T
b éuane une imaginaite de certe | ga ceme forms _ m—b

farme Ve X , 2-jo 8 (@emt) /o1
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wu (en faifane, pour fimplifier, 4dizu )y & EuP e 183 Uy
3704 2% o. Pour faire difparoitre le fecond: terme, je faim
®==fe12,cequimedonne 3} —~19§7—2322==0s
Selon ce qui a é:é dit (197) fur les équations du troifieme
degré, on trouvera que z n'a qu'une valeur réelle qui eff
3 3

(B.V— Ix‘l+\/xo73:.96—-V—-x:n — V!o73:§_§;

—

orP‘ 1073296 eﬂxogG;onadonc;:-—V—— 1161 =4 1036
3 3

-V-ng_ﬂ——lc;;&; ceft-a-dire, g=-V w 125 =V 21573
ey 1294V 2197, 0u 7= § =~ 13 === 18, Donc puifque
¥==7-3,0nm2au=x18 - 2= 16, par conféquent 4 5* 3= u == 163
donc 4% = 4 & b z= 2. Subflituan: cette valeur de 5, & celles da
P> 9 &1, dans les'valeurs de ¢ + ¢ & de (@-¢) ¥ - 1 trouvées
si-deflus, onaura ac==V =32 i =V — 13 4
& (a-c) V—-I.—:V 32 e b = 4=y 1= 1. Doncles quatre
valeurs de x feront x = -2 - y/"12, X m=tfmy/-T2 , =3 A= B
& x =2 = 1. Ainfl les deux valeurs réelles font x=3, & = 1.
 Dans cet exemple, les nombres (e {ont trouvés tels, qu'il a
é1é poflible d’évaluer exa@ement chaque radical. Mais ces cas
font fort rares. Le plus fouvent, lorigu’on veut avoir la va~
Yeur numérique dégagée de radicaux, il faut évaluer chaque
radical, par approximation.

Prenons, pour fecond exemple , I'équation y4=4-4y5 45 y* 4=
42 y 4 3 == 0. Je commence par faire difparoitre le fecond
terme, en faifant (192) y =% — t:j’i pour nouvelle équation
X4 4= 3x*4-2x—3=0,Onadoncici,p=3,9=2,r=—33
ainfj la réduite devient 645 == 96 bt~ 8457w~ 4= 0; OU, @0
failant 4 $* = u, w4~ Gut+ 21 u - 4 =o. Je fais difparoitre la
fecond terme , en polant #=3-2, ce qui donne 73+ 5 3-30=0,
équation qui (197) n’a qu'une racine réelle, & qui annonce,
par conféquent (308) , que 'équation du quatrieme degré n’en
aura que deux réelles, ﬁ\ppliquant donc les formules donné=s

3
{195) on trouvera k:-’/‘.—-—x;-{-\/z—g_i—l/— 1§ .-‘/z-s_;,
. 1

'“t}:VTg —-V.z_s—z-,—l/.xg +‘/;}_1.-; doncu=g=1x—3

B:V;;_ .-VZ,—I'_-;-:K 1§ V-;_;; dong puifque 4 5% sm u,
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7
&gzrmnﬁquen:an;—::iVu, ONAs.vsnerncorrns
V R - y
It -—1+ng—\/'{51+fo+ Y251, Subfli-
tuan: cette valeur de 4, celles de p & de ¢, dans les formules

des quatre valeurs générales de x, on trouvera que les dgux
valeurs réclles (ont comprifes dans cette équation.. .. ... N

—

3 3
- —— —a
PESIE V—1+V15—-\/zsz+sz +vas2 4=
r 3 3

V ] — 5 _-l-iVU-V;s;-%V!g-f-\/;s‘z
. -2+V!5-V151+V15+V255 -

Réflexions fur la methode precédente , & fur
Jfon application aux Equations des_degrés
ﬁtpe’rz'eurs aa quatrieme.

211, L'équation qui nous a donné la valeur de & pour lg
Yuatrieme degré, n’z monté qu'au fix'eme degré; mais f
nous avions cherché dire@tement .’équation qui doit donner ¢,
ou celle qui doit donner ¢, nous ferions parvenus & une équa-
tion du 24° degré, ainfl qu'on peut s’en convaincre de la mas-
niere fuivante. Nous avens trouvé ci-deflus (203 ), en trans-
formant la réduite, — 8 (P4 q4ac )X (a*4-¢* ) = qq, &

— a*-c*-&-»ﬂﬁ - 4pac 4 14 a*c* = r. Sil’on muldplie cette

4
derniere équation par (p < 4ac), & que du produit on
getranche la premiere, on aura, apris les réduions faitesy

stzaicitz56pa’c’t4qoppac~+rupi—=o
w32 rac—S8pr
e . ., o =+q4q
Equatien qui étant combinée avec I'équation— a* - ¢4 &c,y -
£= 7, pour &liminer ¢, donnera SI 96) une équation du 24 degré,
Mais fans fe donner Ja peine de faire ce calcul , on peut s'en
gflurer encore de cette autre maniere,
L’¢quation~- 8 (p + 4 ac) (a* —c*)*== g4 donne (a* —¢*)?
L 4l b e 99 .
T ol & par conﬁéuema ot B(p+aa)

v

-

=
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wy 0*¢*. Or (i on réfouel’équation s1243 ¢ 4 &e, qui, en
sonfidérant a ¢ comme I'inconnue , eft du troifieme degré, on
aura unz valeur de @¢, qui étant fubitituée dans le fecond
membre de I'équation a* + ¢*=&c, en feraune quantité roure
connue que j appelle A; i Ton r-p-élente maintenant par By

cette valeur de ac | on aura ¢ = —, donc V'équation at - ¢#
a

= A, deviendra a®-A a4= - B*, quiayant huit racines, donnera
huit valeurs de a. Or @ ¢ a trois valeurs; on aura donc trois
€quations du huitieme egré, & par conféquent 14 valeurs
pour & ; donc I’équation en &, fera du 24 degré,

212, Mais on voit en méme temps que les expofants da
toutes les puiffances de «, que-<ette équ:tlon renfermera, (e
sfont. des multiples de 4, puitgue (183 Yell. [era le prodvit de
trois quantités be la formede A a* + B+, devant renfermerz
les 24 racines que ces trois-ci fourniffent. Donc fi lon y faie
a* =u,on auraenu , une équation du fixieme degré, ();r je
dis que cette équarion ne peut renfermer que des radicaux
quarrés & des radicaux cubes, ce qui eft évident en réfolvant
Péquation a* — Aag* == — B* comme un équation du fecond

dégré ; car alors on aura a4 =} A - y/1 AA — B4, quantité
dans laque'le A & B ne peuvent étre compofés que de radicaux
quarrés & de radicaux cubes, puilgu'ils ne dépendent que
d’une équation du troifierme degrés

213. 81 L'on {e rappelle maintenant ce que nousavons va
fur le troifivme degré, ofi la rédvite étoit a8 —ga’ = 5 pt; ik
eit clair que a3 ne peut renfermer que des radicaux quarrés.
Enfin il eft évident que dans I'équation du fecond degré
fans fecond terme , ¥* 4 p ==o0, en failant comme ci-deflus
yr=1== 0 & ay + x ¥=o0, laréduite (era @' < p=o0 quine
donne qu'une valeur pour a* 3 ainfi la réduite du fecond degré
ne donne pour @* qu'unradical du premier degré , c’eft d-dire,
une quantité fans ra lical.

Donc , en remontant, on conclura par analogie que fi Iz
réduite du cinquieme degré ne renferme d’autres puiflancex
de a, que ceiles qui font des multipiies de 5 , lavaleur de af
ne renfermera que des radicaux quatriemes, des radicaux cud
bes & des radicaux quarrés; donc fi 'on démontre que par
Ia méthode aluelle, certe réduite ne peut renfermer que des

uiflances de a , dont les expofans foient des multislies de 5,
tl s'enfuivra que cette méme méthode réduit [a difficulié deg
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équations du cinquieme degré, 3 celle des degrés inférieurs,
Or voici comment on peut y'affurer que la réduite n’aura pai
d'autres puiflances de a.

214, Suppofant gre x’ 4 px’ ~4-¢x* o riv 4- 5 =0, repréfente
génératement toa'e equation du cinquieme degré. Et prenan,
felon la méthode, er 1-ux c¢quations y¥- 1=0 , & ayt +4
~~cy* -+ dy+ £=0 nnaura, aprés avoirchaflé y de la méme
maniere qu'on 1'a p-a iqué dans le troifieme & le quatriema
gegré ) onaura, dis-je...... e

X535 adx‘ﬁ-gbd‘x'-— scdix ~fat=o
— rexi § AP CX ey atBx e b5
g ctdxtmm g Bide 4 6F
sabixt—g ac’x —=d°
~ffa dix— galed
ot § B n e g adie
o § dbcdX == § abd}
—_ boid
=g a*bc®
g a*s’d
¢ bt ed®
g ac*d®

Ayant donc ¢égalé le cocfficient de x3,3p; celui de #, 14!
welur de x,3r; & enfin la toralité des termes fans x, s;0n
wura quatre équations dans lefquelles fi Pon fait 8 = ga*,e—Aat,
d=ka*, ce quieft trés-permis, ces quatre équations f{e chan-
geront en quatre autres qui renfermeront g, &,k & a; mais i
w’y aura d’autres puiffances de a que a*, a*°, &c; doncfi I'on
gongoit quon ait Eliminé g, & & k , I’équation finale ne renfer-
mera pas d'autres puiflances dé « que celles dont les expon
fantes feront des multiples de 5.

214, On voit donc, d'aprés tout ce qui précedé , qud Ié-
Fard dea, Cefl-i-dire, i 1’ézard du premier coéfficient dans

équation ay™ ™' -5 y™ "2 4, & ¢ , 4= x == o0, laréduite ef
du fecond degré ou du degré 1.2, pour le fecond degrés
Dans le troifieme, elle eft du fixieme degré , ou du degré
i2.2.3. Dars le quatrieme, elle eft du vingr-quatrieme, ou
du degré 1.2.3.4. [l y a donc bien liew de croire que,
dans le cinquieme, elle fera du degré 1.2.3 4.4, Ceft-d-
dire, du 120°; & du 730 dans le fixieme degré; & ainfi

o fuite.
Et
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¥t quoique , dans le quatrieme degré , on trouve ure réduite
ui n'eft que du fixieme degré, c’eft une fimplification acci-
zemelle » qui probablement , aura liew d'une maniere analogue
dans Jes équations dont Yexpofant eft un nombre compolé,
mais nondanscelles dont Pexpofant éft un nombre premier. Fn
effet, il eft facilc de voir pour le 4¢"degré , que cette fimplifi-
cation eft due 3 ce que 4, dans chacune des équations ont ik
encre , a des relations femblables 3 P’égard de a, & 4 égard
de ¢; aulien que an’elt pasdifpole §e la méme manicre 4
Yépard de b qual'égard de c. Mais dans le cinquieme degré
iln’y a aucune des quantitésa, b ,¢, d, dont on puifle dire
ce gque nous venorns de dire de 4, dars le quatrieme; ce qui eff
fucile 3 voir par les coéflicients de 1"équation x% —(ad f~5c)
xi--&c, =x 0, rapportée ci-deflus.

316, Quoi qu'il en foit, puifque la réduite du cinquieme de~

¢ ne peut renfermer d’autres puiffances de a, que celles dont

es expofans font des multiples de 5, il paroit donc qu'en y
faifant @5 == u , V'équation du 24¢ degré qu'on aura alors, ne

peut plus renfermer que des \7, des i/ & des v, puifque I'é-
5

quation @’ = u , donnant @ ¥ y/ z, met en ¢vidence les
radicaux cinquiemes que doit renfermer I'équation propo-
fée.

On voit par-1i ce qu'il y a3 dire fur les degrés plus élevés,
Ceux qui defireront plus de détails fur cette matiere , peuvent
confulter les Mém. del Acad. des Sciences ann. 1762 & 1765 4
ouil'on trouvera, en méme-tems, plufieurs claffes d’équations
qui admetrent une réfolution algébrique facile, zinfi qu'une
autre méthode déduite de celle que nous venons d’expofer, &
qui fimplifie le travail dansles équations dont l'expofant n'eft
pasunnombre premier.

217, Notre méthode fuppofe, comme on le veit, qu'on
puifle toujours avoir toutes les racines de I'équation i deux
termes y*— 1==o0, Orc’eft ce qui ne {oufire aucune diffi~
culté, puilquen ayant toujours au moins une, par une fim-
ple extraction de la racine du degré n, cefi-a-dire, ayant tou-
joursy == 1, lorfque n2 eft impair ,& y == 1,y = — 1 lorlque
neft pair, la difficulté d’avoir les autres, eif tout au plus de
réfondre une équation du degrén-—1; ce qu’on eft cenfé fa~
voir deja , Jorfqu’on paffe 4 1a réfolution- d'une équation gé-
nérale du degré n. Mais la difficult¢ r'eft pas méme de co

ALGEBRE,
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7l Y

degré s elle n’el en général que du degre s lorfque n R

n—a t

lorfque neft pair, parce qu’apres avoir

impalr , & du degré

2
divil¢ I'équation y?— 1 par (@ racine y — 1 lor{que neft impais,
ou par (y~1) (y41)}, c'eit-d-dire, par y* — 1 Jorfque  efi
pair, le quotisnr, ou I'équation gqui doit donner les autres ra-
gines , fera toujours de cette forme yA = y5-1 4 yk2 4 yk3
&Cuvo . o=~ 1==0, ké1ant un nombre pait. Or cette équation eff

k
décompofable en un nombre — de faCeurs du fecond degré,
tols que y*~- iy 4 13 & DI'équation qui donnera 4, ne montera
pmais qu'au degré T Je ne m’arréte pas 3 démontrer en détail

sette dernjers propofition ; on s'en Aflurera en prenant, pat
exemple, pour y2—y? < ySte T b gt yimpey iy -t-1 , une
quantité telle que y*+-ays+byt+4cy4-dy ey + 1, la mul-
sipliant par y* + Ay 4 1, & égalant lo produir, terme 3 serme
iy = y7 4 &c ; 0n aura des &quatioas dort il fera facile de
tirer a, b, ¢, d, ¢; & ’équation en A, fera du quatrieme de-
gré. Voyez, pour Ia &monflration générale, le Tome F1 des
deém, dz Péersbourg.

Des Divifeurs commenfurables des Equations.

218. On voit, par ce qui précéde, que Vexpreflion géné-
rale des racines des équations étant un compafé de radicadx da
différens degrés & diféremment mélés entr'eux, il peut tres-
Wien arriver que quoique la valeur d’une ou de plufieurs ra-
cines foit in nembre commenfurable, néanmoins elle (& pré-
fente {ous une forme incommenfurable ; & c’eft ce qui arrive
en effet dans le troifieme & le quatrieme degré, & qui arri-
vera, plus que probablement, dans les zutres degrés. 11 eft
done utile d’avoir une méthode pour trouver ces divifeurs
sommenfurables , lorfquily en a.

Comme le dernier terme d’une équation eft le produit de
toutes les racines (180 ), aucun nombre ne peus donc étrela
valeur commenfurable de s dans une équation , qu'autant qu'il
fera divifeur exaét du dernier terme. On pourroit donc prendre
fugcelfivernent tous les divifeurs du dernier terme, & les fub-
#{tupc ficgeffivement tant. en ~+ qu'en =, (¢ar x peut aveir
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guili bien des valeurs négatives comme d¢s pofitives), au lieu
de x dans Y'équation : alors le divifeur qui (ub@itué 2in(, ré-
duiroit toute }’équation 3 zéro, feroit la valeur de 2, Bien
entendu , que nous fuppofons ici, qu’on a fair pafler tous
les termes de I’équation dans un feul membre.

Mais cette opération feroit fouvent trés-longue ; nous ale
lons faire voir & quel caraftere on diflingue ceux qu’on doit
admentre & ceux qu'on deit rejetter 3 mais auparavant, il faut
expofer comunent on trouve tous les divifeurs d’'un nombre,

11p. Pour trouver tous les divifeurs d'un nombre , i faut le
divifer fucceflivement par les nombres premiers par le(juels il
pourra érre divifé, en commengant par les plus fimples, &
continuer de divifer par le méme nombre tant que cela e
povrra, Alors on €crit 4 part & f{ur une méme ligne tous ces
nombres premiers , & chacun autant de fois qu'ila pu divifer.
On les multiplie enfuite,, deux i deux, trois & trois, quatra
A quatre, &c; ces produits & leés nombres premiers quion a
trouvés , & P'unité , forment tous les divifeurs cherchés.

Par -exemplé, veut-on avoir tous les divifeurs de 6o. Je
divife 6o par 1, ce gui medonne 30 ; je divife 30 pars, ce qui
me donne 15; je divife 1y par 3, ce qui me donne 5 ; enfin
je divife ¢ par § 5 ce qui me donne . Ainfl les divifeurs pre~
miers font 2, 3, 3, 53 je les multiplie desix 3 deur, ce qui
me donne 4, 6, Y0, 6, 10, 1§.

Je les multiplie trois A trois, & j’2i, 12, %0, 30, 30; enfin
les multipliant quatre i quatre , j*ai 60,

Raflemblant tous ces divifeurs, en rejettant cependant ceux
gl {e trouvent répéeée, i'2i, en y comprenant I'unité qui eft
divifeur de tout nombre. ., . ... c0oowenrne- cerminsisene

T,%,3,4,5,6,18,11, 1§,20,30, 6o,

220, Suppofons maintenant qu'on veut avoir les divileurs
commenfirables d’une équation, lorfqu’elle ex 2. Par exeniple,,
d'une ¢quation du quatrieme degré, repréfentée générale<
ment par x4 px 4 gx~r x5 = 0. Repréfentors ce divie
feur par x 4 a ; alors 'équation propofée peut donc (183) étre
confidérée comme ayam été forlnée de la muiriplication de
%+ a par un faleur du 3° degré, tel que 23 ook p-ma~t-nt ;
multiplions donc ces deux fatteurs I'um par Iautre ; nous aurons

Kt kX A= x NN A2 ==Cs
-4~ ax’ - akx* -4 amx
qui devan: étre la méme chofe que x44-pxt 4 gx*b-rx 5=z 0,
2
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donne les équations fivantes ka=p,m—4-ak=g, n+am=rg4

s r--n q-m
an=s,0un==— moes —— k== o
a a

p -
5 I =3 —
a a
Suppofons donc maintenant qu’ayant pris pour z un des
divifeurs du dernier terme , je veux favoir s'il peut étre admis;
. s r-n . .
les équationsn = —, m= — &c, me dilent : Divifez le der-
a a

7

nier terme de I’équation par ce divifeur; retranchez le quo4
tient du coeflicient de x, & divifez le reflte par ce meme diviw
fear ; retranchez ce {econd quotient, du coefhicient de &, &
divifez le refte, encore, par le méme divifeur; & continvez
toujours de méme julqu'a ce que vous foyez arrivé au cocfii-
cient du fecond terme de Péquation, pour lequel vous devez
trouver 1 pour quotient, Si le divifeur que vous avez pris, fa-
tisfait i toutes ces divifions, il peut slirement €tre pris pour a;
mais {i Yune feulement de ces divifions ne peut etre faite exac-
tement , le nombre que vous avez choifi doit étre rejerté.
Comme 'unité eft toujours divifeur de tout nombre, il eff
vifible qu'il faudra aufli tenter Vunité, tant en - qu’en —;
mais on aura plutdt fait pour celle-ci de I'examiner en fubfli«
tuant fucceflivement 4 1 & — 1 au licu de x dans I'équation ;
fubflitution qui eft tres-facile, puifque toute puiflance de - r
eft 4 1, & que toute puiffance paire de — 1 eft 4 r, &toure
puiffance impaire, ~ 1. Si ni Yune ni Pautre de ces deux
fubftitutions ne donne o pour réfultat, alors @ ne peut étre
ni-1,n0i—1,
Cela pofé¢, voici comment on procédera 3 Pexamen de
tous les divifeurs du dernier terme, autres que l'unités
Suppofons qw’on demande fi I'équation x+-9x3 4-23x*-20%
~} 15 3= 0, 2 quelque divifeur commenfurable : je cherche les
divifeurs du dernier terme 15, autresque Punité ; les ayant trou-
vés, je les écris par ordre de grandeur, (enles prenant tanten
~+ qu'en — ) comme on le voit ici 4 la premiere ligne des
mombres. g Xt fu23 X =208~ 1§ ==0
Divifeurs de 15.... 4~ 15,4 §,4 3y== 3,— §,— ¢
T UM L 3§y §y— 3, I
— 21y 2}, 2§,— 15, —=17,— 13
§
-+ 18
-_— 6
— 3
-+ I
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Je divife le dernier terme = 1¢ par chacun des nombres de
Ja premiere ligne,, & j'¢eris les quotients , pour feconde ligne.

Je retranche chaque terme de la feconde ligne , du coéffi<
cient de x, c'eft-a-dire, de — 20, & j'écris les reites pour Ia
troifieme ligne:

Je divite chaque terme de celle-ci par le terme correfpon=
dant de Ia premiere ligue, & 4 mefure que je trouve un quo=-
tient exa&, je Pécris. Ici je nen trouve qu'un, favoir = § ¢
ainfi je {uis siir qu’il ne peut y avoir qu’un divifeur commen~
furable. Mais foit. qu’il n’y ait quun quotient exact, foit qu'il
y en ait plufieurs , on continuera en cette maniere.

Je retranche chaque quotient, du coefficient 23 de 27, &
J’écris les refles pour cinquieme ligne ; c’eftici 18«

Je diviz, de méme que ci-devant, chacun de ces refles par
le terme correfpondant de 1a premiere ligne, & j’¢eris chaque
quotient au-deflous ; c’eft ici — 6. )

Je retranche chacun de ces nouveaux guotients, du coef«
ficient — 9 de x3; j"écris les reftes au-deflous ; c’eft 1ci — 3.

Enfin je divife ceux-ci, encore par le terme correfpondant
de la premiere (bite. Je trouve pour quotient = 1; d'oll je
conclus que le terme corre(pondant — 3, de la premiere ligne ,
et a; & que par conléquent le divifeurx + a, et x — 3;
ceft-a-dire , que x — 3 divife I'équation: donc x — 3 eftla
valeur commenfurable de x dans 'équarion propofee,

Non-fenlement, par cette méthode, on trouve le divifeue
de I'équation; mais on trouve encore le quotient. Il n’y a qu’x
prendre dans la colonne qui a (zrisfait, les nombres qui fe
trouvent fur les lignes de numéro pair 3 compter de la pre-
miere; ces nombres formeront le dernier terme,; & les coef-
ficients fucceflifs de x, x2, x3, &c, dans le fecond fa&eur de
Véquation, Ici, par exemple, ontrouve — ¢, = §,m=6 == 1
jen conclus que le fecond fafteur eft 1 x3- 6 x* 4« § x — 5, oU
x¥— 6x*+ § x— 5 ; enforte que 'équation propofée , elt le
produit de a2 — 3 par x3— 6> 4§ x —

Nous prendrons pour {econd exemple , P'équation fuivante z

Coad 2kt e—33 X34 ==0
Divitursde 14.. ..o =14, 4+ 7, + 2, — 2, — 7 =14

=+ 1,42, 7y — 7y 2, — 1
— 34y —35, — 40, — 26,~—3 1, — 3%
—_ §y——20, 13,
e 7y 22, - 11,
s LI, Q3
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En opérant comme dans Fexemple précédent, on ne trouve

ue les divifeurs 7 & 1, quj (outiennent I'épreuve jufqu'i la
aemiere ligne ; mais le (econd , c’eft-i-dire, 2, nepeut {atis-
faite , parce que le dernier quotient gu‘il donne, eft 11, au
lieu qu'il doit éire 1. Ainfi il n'y aqu'un divifeur commenfu-
rable, & c’eft x4 7.

221. Cette méthode s'apglique également aux équaticns
littérales; fi elles ont le méme nombre de dimenfions dans
ehaque terme, alors on n’écrira en premiere ligne , que ceux
des divifeurs du dernjer terme de I'équation qui ne font que
d’une dimenfion.Stle nombre des dimenfions de chaque terme
t'eft pas le méme, on le rendratel , en introduifant une letice
dontles puiffances complettent ce nombre de dimenfions.

Quand le nombre des dimenfions eft le méme dans chaque
terme d’une ¢quation , on dit alors que I’équation eft homogéne,

322, Nous avons {Lppo(# que le premier terme n’avoit au«
cun coefficient; s’il em avoir un, le divifeur au lieu d’ére
figiplement x 4- a, feroit en général mx 4. a: & m fervit

uelqu’un des falteurs du coéﬂiiem du premier terme. Alors
2 Pon vouloit faire ufage de la méthode précédente , il fau~
droit pour chaque fadleur, av lieu de la feconde ligne , employer
cette feconde ligne multipliée par m; au lieu de la quatrieme,
smployer cette quatrieme multiplideparn: | & ainfi de fuite: &
nadmettre pour &, que les termes de la premicre qui auroient
®our correfpondants dans la derniere, le fecond falteur du
premier terme de I'équation prapotée; mais il (uffira de pren-
dre en - les nombres que V'on eflzicra pour m. Au refte, on
peut ramener ce cas au précédent, en faifant évanouir ce
coefficient par 12 méthode donnée (151).

223. Lor(qu’une équation n'a pas de divifeur commenfura-
rable du premier degré , elle peut néanmoins en avoir dufe-
cond. On peut trouver ceux-ci par une méthode analogue 3
celle que nous yenons d’expofer; mais les calculs deviennent
ures - longs, On aura aufliest fait en cette maniere. Repré-
fentez ce falteur par x* 4 mx 4 n; multipliez-le par unautre
falteur convenable pour produire uwne quantité du degré de
Péquation propofée, C’eft-i-dire , par un faleur du troifiema
degré, tel que x3 4 a x? 4. bx 4 ¢, fi Véquation propofée eft
¢u cinquieme. Egalez le produit terme i terme avec I'équa-
tion, vous aurez autant d’équations pariculieres que &'in-
connues &, ,c,m,n,&c. De ces équations vous tirerez
ailément les valeursde @, #, ¢ 5 que vous fubflitucrez dans les
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&quations reftantes; alors vous aurez deux équations qui me
renfermeront plus d'inconnues que m & n. Chaflez m, par les
regles données (167), & cherchez les divifeurs commenfu-
rables de I'équation en n. Vous aurez la valeur de n, par le
moyen de laquelle & de la veleur desm enn que vous avrea
en éliminant,, vous détcrminerez m, & par conféquent le fac-
teur X* 4-mx - 1.

On voit par-13, comment on doit s’y prendre pour trouves
tes faGears commenfurables des 3¢, 4%, &c, degrés.

De l’Extraction des Racines des Quantités en
partie commenfirables, & en partie
incommenfirables.

224. Les équations qui fe rélolvent a la maniere de celles
du feeond degré (173) conduilent d des expgeflions de cette

forme V' 7 4 ¢ 48,00V 16+ 15 V3, ou &c. Ces quantités
peuvent fouvent érre ramenédes 3 ne renfermer que des quan.
tités rationnelles & de fimples radicaux quarrés ; ou (eulement
des radicaux quarrés j ou cncore, des radicaux quarrés, multi=
pliés ou divifés par un radical fimple de méme degré que le ra-
dical fupérieur. Voyons comment on doit s’y prendre pous les

quantités de la forme Ve +v D.
Je repréfente cette quantité par Vm 4. Va, m & n étant

deux inconnues. Jaurai donc V Cop YD = ¢ 4 ¥ 1 s en
quarrant, il vient C - ¥V D=—=m 4 2 Vmn 4- n, Comme {'ai
deux inconnues & une feule équation, je fuls maitre de déter-
miner 'une de ces inconmues par telle condition que je vou-
drai; je puis donc fuppoler 2 ¥ m === v D, & alors ’équation fa
réduit 3 C == m -1 ; je quarre la premiere de ces deux-ci, &
la feconde, jai g mn=D & m*4-2 mn4.n*=C?; jeretranche
la premiere de ces deux équations-ci, de la feconde, & j'ai
m*— 1 mn 4 n*=C?~ D; doit I'on voit que pour que m & n
{oiept commen{urables, il faut que la valear de C? — D foit ug
quarré, puifque m*~ 2 mz -t n* eft un quarré, Tirant donc Ia

racine quarrée , on aura m-n =V CG—D 3 OF Kous avions,
#i-deflus, m 4. 7= C; ajoutant & retranchant ces deux équa-

tions , & divifant par z on aura m==£t Cup & VC‘.—D, &

n1=23C = 3W Ct wmD; donc ¥ ChyDm.iiiviem
: - Qs
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ViCrivaoD=4V3iCoivo—n; or quoiqe
chacun des deux termes de ce fecond membre renferme deux
radicaux, cependant chacun n'en aura véritablement qu’un
feul | lorfue V C 4 vD fera réduGible, puifu’alors C*—D
fera un quarré, ainfi que nous venons dee voir.

Prenons pour exemple la quanité V7 +vVi8tici,C= A
V' D=v43%, & par conféquent D == 48, dont C*-D=49-48=1,
& y/Ci—D = ¢ 1 =1 ;0n aura donc , en fubftituant dans Ja for-

mule que nous venons de trouver, vy + Va8 = VIq}

VI —i=yGq vV 3==124 V3.Silonavoit Vii46 Vo
en faifant pafler 6 fous le fecond radical (112 ), on auroit

Vi +V 72, que 'on trouvera de méme fe réduire 3 3 ~+ V z,

Pour fecond exemple | nous prendrons..s..veueerernars
Vq. ac—4z (a~+-c) (@ —c)y" 27 que nous avons dit ci-deflus
(113),valoir (¢4 ¢) 4 (a~—c) Y — 1. Si Pon fait palfer
a (a4c) (a—c) fous le radical v =71, la quantité........

V4ac+z(a+c)(a~—-c) V—1,devient....eo.0vunn.. .-

V4as+ V4. (ac) (awmc)?; donc C=—=4ac,

;/Es‘/— a(a4c)*(a—c)*,ouD=—4 (a4<c)? (a—c)'=-
Aat8a c—4ct;done C~-D =16 a’c* 4 a+-8a’c’f 4¢*

= 4at 48 arc*+ 4 c*; donc VG —D=» (a*+ct) 5 donc la

formule devient alors V' ac4al~pc* Viiac— at--¢?,
ceft-i-dire, V(a -+~ QL.*.. V (a—c)* X =1, qui fe réduit
d(a+4c)(a—c)V—T1.

Siaulieude=V C+vD s On avoit V' C— v D,aulieude
ViCrive—p+V :C—ivc_D,onauroit....
ViCrive=p—V iC—tvi—p.

13§, Voyons maintenant les quantités de la forme....... ...

VC-*— vD. Si I'on peut tirer exalement la racine cubique
de la quantité repréfentée par C 4~ v D, cette racine ne peut

étre qu'une quantité de cette forme m ;}k.{_vk .Vn;carfi
Yon (uppofoit qu’elle peut renfermer deux radicaux quarrés,
e cube en renfermeroit deux aufli, ainfi qu'on peut le voig
en cubant ¥’ g+ vV A Mzais on voit, par le méme moyen,
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guellepeut renfermer un radical cube, tel que ir’ k. Celapoflé,
3

fiifons donc V' C o VD = m:/ k 4 :/k v 73 nous auronsg
encubant, C4. v D=mikp3m* kY a4y 3mhkni-knvn
—=m3k43 mkny (3m*k4kn) vV n;égalant donc la partier
drrationnelle, 3 la partie irrationnelle , nous aurons,..evea
VD= (3 m* k+kn) vn,&C=mk4-3 mkn;quarrant lx
premiere équation & la feconde, on AUTA..veerocrnesven
D=gmitlnq6m* k> n* - k*nd , & C1=mf k> 6 m* kP rr oy
gm* k* n* 3 retranchant la premiere de ces deux équations, de
Jafeconde,on a C* —D=m k-3 m* k> n 3 m> K> r*-k*n3,
ou , mubtipliant tout par b, C* ke D k=mS 3 —- 3m4 k3 7 4=
3m* kS n*e=—k3 n3 5 tirant la racine cubique , il vient m*k-nk=
V' (C:—Djk,

2
donc pour que m* —— 7 {oit rationnel , & par conféquent , pour
que C4 V' D ait une racine cubique , il faut que( C*—D ) &
foit un cube exa&, ce que I'on peut toujours obtenir en pre=~
nant pour £ un nombre convenable ; car £ eft abfolument ar-
bitraire , enforte que fi C? =D eft un cube parfait , onfera

3
V C*k— Dk; & par confRquent m*—n =

k = r.Yaifons donc pour abréger V(C‘ —D)k =—p; nous
k
2urons m* 72 ==p , & par conféquentn =m* —p ; fubflituant
cette valeur dans 'équationC==m* k43 mkn, il viendra,
apres les rédudtions faites, 4km’ = 3 pkm —C == o. Afin donc
que m & 7 foient rationnels, il faut que la valeur de m tirée de
cette derniere équation , foit rationnelie 3 il faudra donc cher-
cher les divifeurs commenfurables de cette équation{210),
qui ne peut manquer d'en avoir, {1 m & n penvent ¢tre ra-
tionnels , C’eft-d-dire , i la quantité propofce eft fufceptible

d’une racine cubique de la forme m v k + C/ k.vVn

. ;g
Prenons pour exemple , la quantite \/ 20 14 V 2 3 nous
avonsdoncici C == z20,v D==14 \”7. ; & par conféquent
Cl=400 & D = 392 , donc C*—D=8 ; c’elt-a-dire , un cube:

je puis donc faire k= 1. Cela pof¥, jaurai donc V(C‘-D)k _

3 k
vexr_ :/ 8 == 2, & par conféquent aufli p =2, L’équation
i
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4km’ - 5 pkm « C== o, deviendradonc 4m! -6m~ 210 =2 0, ot
en divifant par 2, 3m% — 3 m—- 192 == 0 je fais maintenant,

m=Z pout faire difparoltre (191) le cocfficient du premier
A

terme , & j'ai, toute rédu&ion faite, y3 — 6y — 40 ==0,qui

{ 210) a pour divifene commenfurabley == 4; doncy == 4,

& par conféquent m =2 ; or Véquation n == m*> —p , donne
3

n:q.--:c::;;doncl/.zoﬁ. 14Ve==14 /2.
;

_Prenom pour fecond exemple, la quamhéVsz+ 30¢3.
Ici nous avons C= 52, VD =30V 3; pat conféquent CC=2704,
D==27c0;donc CC- D == 4 ; donc pour que(CC-D)kde-

vienne un cube , il faut fappofer k=12 3 & a!orsVFEC-—-D) k
3 e Py, s

. v8 . X
eup,devient —=——=2== 1, I'"’quation g kml—3 pkm—C=o,
2 :

devientdonc 8m? - 6m- 52 ==o; faifanta m=—=y, onayl-3y

§2 == o, qui a pour divifeur commenfurable y—4; donc y==4,

& par confequentm == 2 ; d'ailleurs 'équation n = m*—p,

domRen=m 4— 1 == 3. Ayant don¢ m ==, nxz=3, k=1, .
H

—_— 3 1
on auranz—;.;a\/'g =iyt Ve, Vg,
On voit 3 préfent comment on doit fe eonduire pour les
quantités plus élevées.

De la maniere d’approcher des Racines des
quatiorns compofees.

216, La méthode que nous allons expofer pour approcher
de la valeur de linconnue dans les équations, fuppofe qu’om
ait déja une valeur de cette racine, approchée {eulement jufz
qw’a fa dixieme pariie prés. Voyons donc corament on peut
fe procurer cette premiere valeur., Prenons pour exemple,
Véquation 2% — §x | 6 =—o.

?’e fubftitue dans cette équation , zu lieu de x, plufieurs
mombres tant pofitifs que négatifs, julqe’d ce que dzux fubs
flitutions confécutives me donnent deux réfulats de fignes
contraires. Lorfque j’en al rencontré deux de cette qualitt,
je conclus que a valeur de % eft entse les deux nombres qui,

-
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[ibGimés aa lien de ¥, ont donné ces deux réfultats , enforte
que fi ces deux nombres ne différent P'un de Pautrequedela
dixieme partie, ou moiss de la dixieme partie de I'un d’entre.
enx , j'ai la valeur approchée que je cherche, en prerant l'un
ou j'autre, ou unmilien entr’eux.

Mais s’ils diflerent davantage, alors jopére cormume on va
le voir. )

Je fubftiwe dans 'équation x3 — §x o 6 w== o les nombres
0,14 3,3, 4, &c; mais je m’appercois bientét qu’ils don-
nent tous des réfultats pofitifs, & que cela iroit toujours de
méme 3 Vlinfini. Cleft pourquoi je fubfitue les nombres
€, —1,—1,—13,&c,ce quime donne les réfultats (uivangs

Subfliuiions., Reéfulrars.

Ocivovacnoc-tnocnns e 6
—— Je.tetsensrerncrspsrcss 4+ 10
—_—2a ... ce B + 8
o Be e et —

Jem’arréte donc 2 ces deux derniers, & je conclus quel'une
des racines eft entre — 2 & — 3. Mais comme ces nombres
different de 1, qui eft plus grand quela dixieme partie de
chacun, je prends un milieu entre les deux nombres, ceft-
3-dire, que je prends la moitié — 2, 5 de leur fomme — 5. Je
fobftime — 2, ¢ 2u lieu de x dans ’équation, & je trouve
pour rélultat 4~ , 875, ceft-i-dire, une quantist pofitive ;
je carclus donc que la racine eft entre — 2 , 5 & —3.

Je prends un miliew entre — 2,5 & 3; celt—z, 7, en
néglipeant au deld des dixiemes.

Je fubflitue— 2 , 7 dans "équazion , au lieu de ¥ je trouve
%our réfultat — o, 183, ceftri-dire, une guantité négarive.

onc puifque — 2z, § a donné un réfulat pofinf, & que —a, 7
en donne un népatif, lavaleur de x, eftentre-2, s&-2,7;
or ces deux nombres ne différent que de o , 2 qui eft pluspetit
gue le dixicme de chacun deux; done la valeur de xeft (en
prenant un miliey entredeux } — %, 6 4 moins d'wn dixieme
prés, .
Ayant ainfi trouvé un nombre qui ne différe pas de x,
d’un dixieme de fa valeur de cette méme quantité, je fuppofe x
épal 3 ce nombre plus une nouvelle inconme 73 ceft-i-dire ,
i1, je fuppofe ¥ = ~ 3, 64-73 & je (ubflitue cette quantité,
au liewde x , dans Véquation ; mais comme 7 eft tout au plus un
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dixieme de la quantité 2,65 que par conféquent fon quarré fera
gout au plus la centieme partie du quarré de celui-ci 3 fon cube
gout au plus la millicme partie du cube de celui~ci, X ainfi de
fiuite 5 je néglige dans cette {ubfiitution toutes les puiffances
de 3 au-deflus de la premiere ; & afin de ne pas faire de cakuls
inptiles , je n'admets dans la formation du cube de «— 246 +%
(& des autres puiffances sl y en avoit ) que les deux premiers
termes que doit donner la regle donnée (149).

Pour fubftituer avec ‘ordre, jécris comme on le voit ici;

W= (—2, 6y P =2 (2,643 (—2,60.7
—§x == § (=2, 6 3 ) Ty (2,6 )5 §
<46 == -6
Réuniffant donc, javral pour le réfultat de la fubftirution,
(—2,6) 3 (—2,6).3-5(~2,6)~5346==0,0u,¢n
faifant les opérations indiquées, & les rédultions, 15,2834
1,424
13,28’
cimales, donne 7 == «— o, 09; quantité dans laquelle je ne
poulle la divifion que jufqu’i un chiffre fignificatif feulement,
En général, il ne faur la poufler que jufqu’a autant de chiffres
fignificatifs , (y compris le premier qu’on trouve ), quiil ya de
places entre celui-ci, & le premier chiffre de la premiere valeur
approchée de 1 ici entre 9 (‘qui eft le premier chiffre figni-
ficatif du quotient 0,09) & 2 (qui eft le premier chiffre de 2,6)
premiere valeur approchée de x,iln’y a qu'une place; c'eft
pourquoi, je m'arrcte au premier chiffre fignificatif 9. .

La valeur de x, favoir x s== 2,63, devient donc x ==
e 2,6 mm 0,00, Ceft-d-dire , x ==~ 2 60,

Pour avoir cette valeur de x plus exaltement, je fuppofe
adtuellement X tm—3,6941¢;

Jauraidonc %3 == (—~2,69)043 (=2,69)*. 8

—§xX = (—=2,69) g1
. 4 6= 6

Et par conféquent aprés les opérations faites, — o,T5109
16,7083 =0, d'olt je tire === ©°T5T9% | qui revient &
1 == 0,000804. . 16,7083

La valeur de 2, (avoir X === === 2 69 ¢, devient dong
0 ==~ 1,69 - 0,000904 = — 2,689096.

Silon veut pouffer plusloin, onfera s == wm 2,689094
&= u, & on f¢ conduira de la m¢me manieres

Y,424=o0;d0ollje tire g ==— qui en réduifant en dé-
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Prenons, pour fecond exemple , P'équation..s..eeessrncen
 X*— g X33 X427 T=O.
En ¢’y prenant comme ci-deflus, on trouvera que 1a valens
de x approchée 3 moins d'un dixieme prés, eft 2,3,
Je fais donmc x == 2,3 4~ 3. Jaurai, en fubflituant, &
négligeant 22,73, &c.
x'= (2,3 )4+4(2,3)% %
—gx3m= e 4 (2,3)  — 12)2,3)%%
— 3x=w3(2,3) —3%
L 1T =17
Donc, toute rédution faite, —o. §839—17,8117==0, & pan

eonffquenty—=— %5839 == —,03; jc me borne aux centie
17,812 )
mes, par ]a méme raifon que ci=deffus, La valeur do x e
donc x ==12,3 = 0,03 == 2,37 _ .
Pour approcher davantage, je fais» == 2,27 4.z, & (ubfti«
Uant, J'AUrAL . o venvevner o menaian eeeennan caesee

at = (2427) + 4 (2,27 )0 2
—gxt==— 4 (2427 )} — 12(1,7.7)‘\ FR
—3x ==—3(2,27) —~3¢
+ 217 === + 27
Donc, toute réduion faite , —0,04995359-18,046468 r=—=04

0,04595359
104595359 === 0,002§ , & par con{é-
18,046468

d'otil’on tire 7 == w=

quent x === 12,2677,

- Réflexions fur la Meéthode précedente.

227. La méthode que nous venons dexpofer, & quieft due
3 Mewteon , exige , comme on vient de le voir, que I'on trouve
deux nombres , qui, fubflicués dans I'équation, donnent deux ré-
fulrats, dont I'un foit pofitif & Yautre négatif, Nous avons dit
qu’il y auroit toujours une racine de ’équation qui feroit com-
prife entre les denx nombres qui ont donné ces deux réfuliats;
& cela eft facile a voir. Car fi 'on fuppofe quela plus petite
valeur de x foit repréfentée par @, & que celle qui eft immédia~
tement plus grande, (0i%d, en frte que x — a & x— 5 foient
deux fa@eurs de I’équation, il eft vifible que fi au lieu de x on
fubfiitue un nombre pofitif plus petit que a, ¥ — & devient né-

ganf, Et £ ['on [pflitue un nombre pofitif plus gmnd que @,
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mais plus petit que b, X — @ deviendra pofirif ; & le produitdes
autres fa&teurs fera de méme figne que dans e premier cas;
donc puifqu'il n'y 2 que le facteur ¥ — a qui a changé de figne,
alors, le produit total changera sfirement de figne. On cé-
montretoit la méme chofs , (i fe plus petit facteur, au ten d'ére
X —a, éioit ¥ =+~ a2, mais en {ubftituant des nombres négatifs,

Mais nepeut-il pas arriver qu'il n'y aitaucune valeur reelle,
foit pofitive, foie négative , qui fubfticuée pour x, donne deux
réfuleats de figne contraire?

Cela peut arriver dans trois cas; 1°, Jorfque les racines font
égales deux 4 deux, quatre 4 quatre, &c.

2* , Lor{que toutes Jes racines fontimaginaires.

3°, Lor{qu'elles font en partie imaginaires & en partie égales
denx & deux.

Par exemple, une équation qui feroit formée de ces quatre
falteurs oo-u y x~a , 2-b ,%-b | ’eft-a~dire, équation (¥—a,*
® {x—-‘b )3i==o,ne c'hzng?_iamais_de figne, quelque valeur
Qw’on mette pour X , {oit pofitive , foit négative. En effet, fit
que ¥ — « foit pofitif, foit qu’il foit néganf, fon quarré et rou-
jours pofitif. It en eft de méme de x —sb,

Quant au cas ol toutes les racines font inmginaires, il ef
tvident qu'il n'y a aucuas nombres réels i fubflituer pour x qui
puiffent donner deux réfultats de figne contraice ; car fi ccla
arriveit, la valeur de x feroit donc entre ces deux mombres
réels; elle feroit donc réelle; ce qui eft contrela fuppofition,

Enfin letraifieme cas fuit immédiatement des deux que nous
venons d'examiner. :

+Que doiron dona faire alors , pour avoir les racines 7 Clefl
te que nousallons examiner.

De la maniere d’avoir les Racines dgales
des Equations.

218. Pour avoir les racines égales qu'une Equation peut rer-
fermer, multipliez chaque terme par Uexpofant de x dans ce
mime zerme, & diminuey cet expofune, d'une unire; vous
au- ey une nouvelle équation. Cherghex le plus grand commun

divifeur entre cette derniere, & [equation propofee , il fera
wompofé des racines dgales de celle-ci, mais élevees & une
puiffance moindre & une unité.

Par exemple, I'équation.........,.

RS T T
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x4 —raxi4a? x* —rab% g hlc— o
— 202 -4 @bX? e~ 20072
o b x?
eftle produit de (x—a)* par (x~5)%

Si vous mulripliez chaque terme par Pexpofant de ¥, &
fi vous dimimuez i'expofant d’une unitd, vous aurez, en
faifant attention que Yexpofant de x dans le dernier terme,
et 2éro..u.iut C e eemiae e ceei-teaien

4%} = 6 aK® 431 @* % — 13 a'b = o, équation dont Je di-
— 6 5% -8 abx =1 ab*
+15'x
vileur commun avec I'équation propofée, et x* — gx -+ ab >
—bx

qui n’eft autre chofe que (x=ma) { x—5 ) dans lequel on voit
des mlmes fadeurs que dams (#—a)* x (x— §)?, avec ceue
différence feulement que dars ce commun divifeur, ils y fent
a une puiflance moirdre d’une unitf, Voici la démonfiration

‘ar cette regle.
Nousavons vit (T49) qUE v oo vavrme.neno.ns .
(% A B} B tom ™" bopm | npz;__r‘ Nk o

+m.,m—!.m—t£u—zb,.
> 3
Concevons que dans le fecond membre, on multiplie chaque

terme par I'expofant de ¥, & qu’on diminue cet expofant d’une

WNIte , OR AU e s vernre v orancnsrn.ns fr e eieiiairaa,
. —— - me=-—1
mxTTigm,me—3x™"t B m. o It o 24
M I [Nlewewl e
WU Bram . — M3 xF 4D Ke,
Or cete quantité n’eft autre chofe que.o........ .
L ——2
m(~" e m=Ex™" b pm—1 kY o

—_— -3 M-
M. Z 1.____3 X34 &,

2 ° 3

Ceft-3-dire (149), qu'elle et préciment m (2 4-5)=" .
Concluons donc que lorfju’on multiplie les termes qui

‘sompofent la puiffance m du binome x + &, chacun par Pex-

pofant de 5, dans ce terme , ce produit eft préciffment la poil

fnce immédaaternent inféricure , multipliée par Pexpofact de
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1a puiffance aluelle. La regle eft donc démontrée pour le
€as ol toutes les racines font égales.

Suppofons a&ueliement que Yon ait( x 45 J*x (x+d)"y
endéveloppantde méme (2 -+ 4 )" & { & -+ & Y, & multipliant
les deux réfultats I"un par lautre § fl vous multipliez enfuite

"ghaque terme, par P'expofant de x, vous trouverez de
méme par le calcul, que le réfultat n'eft autre chofe que
m(x+ b)Y x(x+d)" +n{x-+b)" x(x+d)*",
dont le commun divifeur avec (x5 )7™ x x4 d)" eft
Lax+b)"' x (x4 d)""* & anfi de fuite , quelque foit
le nombre des facteurs x4+ 5, x+ 4, &c.

De la maniere &'avoir les Racines imaginaires
des Equations.

228, Quoique les racines imaginaires des équatiotss , foient
Mfceptibles de bien des formes did*rentes {elon le degré de V'é
quation, néanmoins on peut les ramener toutes 4 cette forme
W == a5y 1, a&b éant des quantités réelles pofitives ou
négatives. La d¢monftration rigoureufe de cette propofition,
nous meneroit trop loin z en la trouvera dans les Meém. de
PAcad. de Berlin, an. 1746 , ot M. d’Alembert , auteur de
eette démonfration , fait voir qu’en méme temps qu'uncdes
valeurs dex peut-étre repréfentéepara +56 V —r1, il y ena
une autre qu. doit étre exprimée par @ — by’ —— 1; dod :xlfuf:
x°, qeiln’y a queles équations de degrés pairs qui puiflent
”Voir toutes leurs racines imaginaires,

2°. Qu’une équation gui a toutes fes racines imaginaires,
eft décompofable en fatteurs du fecond degré de cette forme
(x—a—byv —1)Xx{(x—a~+ bV ~—1):ceft d-dire, enfac
teurs réels du fecond degré, puifqu’en faifantla multiplication,
on 2 x*—2aX . ag~-064 ; quantité ot il n’y a plus d'imagi-
maires, Donc, lorfqu'une équation a toutes (es racines imagi-
naires , i 'on cherche d Ia décompofer en fafteurs du fecond
depré tels que x? -fgx 44, [ce que U'on fera de Ja maniere
quia été indiquée (223 ) ], ’équation en Aaura sirement quel-
ques racines réelles ; donc on pourra toujours avoir ces racines,
au moins par approximation, Donc dans quelque équation
21:5 ce [oit , onpeut toujours avoir les racines foit réelles , foit

aginaires , au mMouIs par approximation,

. pat e SECONDE
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v eattmiimmdonme

SECONDE SECTION,

Dans  laquelle< on  applique I'Algébre @
Pdrichmétique & a la Géometrie

23o0. DANS le petit nombre d’applica-
tions que nous avons données dans la Sec-
tion précédente , on a dii remarquer que

lorfqu'une fois un: queftion a été mife en

équation, ce qui refte a faire pour parvenir
a la réfolution, eft uniforme pour toutes les
queflions du méme degré. Tout fe réduit &

dégaget I'inconnue ou les inconnues ; & cela -

fe fait par des regles qui font toujours les

mémes , quelque différentes que puiffent étre

d’ailleurs les quantités que I'on a a confidérer
dans chaque queftion , & quclque cifférentes
que foient elles-mémes ces quettions, pourvu
gu’elles foient du méme degré..

Ces regles difpenfent de beaucoup de rai-
fonnemerits qu'on duroit a faite {il’on vouloit
{e paffer du fecours des équations ; raifon-
nements qui, indépendamment de leur nom-
bre, feroient encote fouvent par leur nature,
au-deflus des efforts ordinaires de 'efprit,

ALGEBRE, R
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Nous avons faic preffentir aufli, par quel-
ques exemples , combien il eft avantageux
de repréfenter , par des fignes généraux,
chacune des quantités qui entrent dans une
fueftion, ainfi que les opdrations que Uon a
a faire fur elles ; mais indépendamment des
avantages que nous avons vu devoir réfuleer
de cette mérhode, il en eft encore un grand
nombre d’autres que nous allons faire con-
noitre en préfentant les équations fous un
point de vue plus €rendu que nous ne 'avons
fait jufgu’ici.

Lorfque Ton a préfenté d’une maniere
générale chacune des quantités , foit con-

nues , foit inconnues , qui entrent dans une
~ queftion, & que l'on a exprimé , par des
équations , toutgs les conditions qulelle
renferme , on peut alors abandonner tota-
Iement de vue la queftion, pour s’occuper
uniquement de ces équations & de l'ap-
plication des regles qui leur conviennent.
Alors 1i I'on a bien préfent a Iefprit ce que
Pon eft convenu d’entendre , foit par les
{ignes, foit par la difpofition des lettres,
chaque équation devient, comme un livre,
oh l'on peut lire, avec plus de facilicé, les
difidrents rapports qui lient les quantités les
unes aux autres. On peyt, par différentes ap-
plications des regles expofées dans la pre-
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miere Seftion , donner i ces équations de
nouvelles formes qui rendent encore ces
rapports plue faciles a faifir. En un mot,

on peut les confidérer comme le dépot des
propriétés de ces quantités, & des folutions
générales d’'un grand nombre de queflions
qu’cn n’avoit point en vue, quon ne {oup~
connoit pas méme tenir de i pres a la quef-
tion principale.

- En effet, puifque les regles qui fervent 3
trouver les Valeurs des inconnues, ont toutes
pour objct de ramener chaq: ¢ quantité in-
connue a former {eule le premicr membre
d’'unc équation dont le fecond feroit com-
pofé de toutes les autres gquantités, & que
cesregles font évidemmentapplicables a cha-
cune des quantités qui entrent dans ccs équa-
tions ; il eft vifible qu'on peut t0u;ours , par
ces mémes regles, parvenir aavoir feule dans
un membre , 'une quelconque des quantités
qui entrent dans une équation , & n’avoir
que les autres dans le fecond membre. Alors
on cft dans le méme cas que {i 'on avoit cu 2
réfoudre la queflion o toutes ces dernieres
feroient connues, & celle-la , feule, incon-
nue, On voit donc quune méme équation
réfout autant de queftions différentes qu’elle
renferme de quantités différentes. Rendons

cela fenfible par des exemples.
Ra
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Propriétéds genérales des Progreffions

arithmatiques.

23 1. Nous avons vu ( Arith. 206 ):
quun terme quelconque d’une perogreflion
arithmétique croiffante étoit compofé du
premier, plus autant de fois la différence
commune , qu’il y a de termes avant cclui
que 'on confidere.

Si.donc on repréfente par a la valeur nu-
mérique du premier terme ; par z, celle du
terme dont il s’agit ; par d, la différence
commune , ou la raifon de la progreflion;
& enfin par 7, le nombre total des termes:
alors le nombre des termes qui précedent
le terme u, fera exprimé par n —1; & la
propofition que nous venons de citer pourra
fe traduire en langage algébrique , par cette
équation , ¥==a 4 (n=1)d , qui réfout la
queftion ol connoiffant la raifon & d’une pro-
greflion, le nombre des termes, & la valeur
a du premier, on demanderoir quelle doit
écre la valeur du dernier z.

Mais puifqu’il entre quatre quantités dans
cette équation, je dis qu'elle réfout quarre
queftions générales. En cffet,-

1°. Si l'on regarde a comme 'inconnue,
& que P'on en cherche la valeur, fuivant les
regles de la premiere Section , on aura
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€=y —(n—1)d,quinousapprend que l&
premier terme d’une progreflion arithméri-
que croiflante fe trouve en retranchant du
dernier u, la différence d prife n — 1 de fois,
c'eft-a-dire, la différence prife autant de fois
moins une qu’il y a de termes en tout.

2° Si 'on regarde n comme Finconnue,
I'équation u==g =={n—=—1)d, quin’eft autre
chofe que u == a ~~nd—d, donne en tranf-
pofant, nd ==u— a-d, & en divifant,

1o “"“;'*'d:.-"';‘-i- 1, qui m'apprend que
connoiffant le premier terme ¢, le dernier
‘& la raifon d, d’une progreflion arithmé-
tique, je faurai combien il y a de termes ,
en retranchant le premier du dernier , divi-
fant lc refte par la raifon 4, & ajoutant une
unité au quotient. Par exemple, fi je fcais
que le premier terme d’une progreflion eft 5,
le dernier 37, & la différence 2; de 37 je
retranche ¢, ec qui me donne g2 qui étant
divifé par la différence 2 , donne 16 auquel
ajoutant 1, j'ai 17 pour le nombre des ter-
mes de cette progreflion,

3°. Enfin {i je regerde 4 comme lin-
connue dans I'équationus== @~ n—1)d,
jaurai en tranfpofant, fn—1)d=u=~a,
&en divifant par == 1, d ===, quim’ap:
prend que pour connoitre la diﬂf{rcnce qui

3
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doit régner dans une progreflion arith:ind-
tigue, dont le premier terme , le dernier & le
nombre Jes termes font connus, il faut re-
trancher le premier du dernier, & divifer
le relte par la nombre des termes moins un,
Cette regle revient a celle que nous avons
donnée’{ Aruh. 209 ) pour trouver un nom-
bre dérerminé de moyennes propartion
nelles entre deux quantités données. Nous
avons dit qu'il fallo:t retrancher la plus pe-
tite de la plus grande , & divifer le reite par
le nombre des moyennes augmenté dune
unité , ce qui eft évidemment laméme chole,
puifque le nombre des moyennes et moindre
de deux unités que e nombre total des ter-
mes ds la progreflion.

La feule équation # =a -+ (n—1} 4,
nous donne donc la réfolution de quatre
queftions générales, ceft d-dire, nous met
en ¢rat de réfoudre celle«ci qui les com-
prend toutes quatre : de ¢es quatre chofes,
le premier terme, le dernier, le nombre des
termes & la différence d'une progreflion
arithmétique , trois quelconques étant con-
nues , trouver le quatrieme.

23 2, Toute autre proprié¢té générale 4
énoncée aufli d’une mani¢re générale, nous
conduira par les mémes moyens, a la réfo-
lution d’autant de queftions différentes qu’il
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entrera de quantités dans I'énoncé de cgree
propriété. .

Par exemple , c’eft encore une propriceé
des progreflionsarithmdtiques, que pour gy oir
la fomme de tous les termes de quelque progrel
Jion arithmétique que ce foir , il faut ajouter le
premier terme avec le dernier , & muyltiplier le
réfiltat par la moitié du nombre des ternres.™

Ainfi, pour avoir la fomme des cent pre-
miers termes de la progreflion =~ 1. 3. §.77.
&ec. dont le centieme eft 199 : au dernier 599
jajouterois le premicr terme 1, & je multi-
plicrois le réfultat 200, par go, quieft la
moitié de 100, nombre des termes, ce qui
me donne 10600 , pour la fomnte des reo
premiers nombres impairs.

Nous allons démontrer cette propriéeé
dans un inftant; mais pour ne point perdre de
vue notre objet, {i en confervant les mémes
dénominations que ci-devant, nous nom-
mons, de plus, & la fomme de tous les ter-
mes ; nous aurons pour la traduttion algébri-
que-de cette propriété s=(a == z) x —’;’—_

Cette ¢quation nous met en état de ré-
foudre cette queftion générale quien com-
prend quatre. De ces quatre chofes , le premier
terme , le dernier , le nombre des termes , & la
JSomme de tous les termes dune progr;)ﬁon arith-

A 3
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métique y trois érant connues , trouver la-4™,
En effer, 1°, fi on connoit a, u & #,
I'équation donne immédiatement la valeur
de 5. 2%, Si I'on connoit a, u & s, pour
avoir n, on chaffera le divifeur 2, & T'on
aura2s=(a~-)xnoue+u)xn=z2s;
- . zJ .
& endivifantparg 2, n = s ¢quation
oi  cft connue, puifqu'on fuppole que l'on
connoit les quantités a, u 8 s qui entrent .
dans fa valeur. 3° & 4°, Si P'on connoit ¢, s
&n,ouu,s &n, & quel’on veuille avoir y

oua, on reprendra I'équation s = (a+z)x = ;
chaffant la fraltion, ona 2 s=a4~u)xn;

divifant par 2, il vient ¢ 42z = z—n'—'; d’ott 'on

tircu==="—a, qui fatisfait 3 la premiere
queftion, & a="" — u, qui fatisfait 3 Ia

feconde.

Démontrons maintenant la propriéeé que
nous venons de fuppofer.

Il eft évident que f{i nous continuons de re-
préfenter le premier terme par a, & la diffé-
rence par €, nous pouvons repréfenter toute
progreflion arithmétique croiffante par la fui-
vante - a.g+4d.a+2rd. a+3d.a4-4d. a-4-5d,
a -+ 6 d, &c. Concevons que, fous cette
progreflion arithmétique , on fafle répondre
terme pour terme , la méme progreflion ,
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mais dans un ordre renverfé, on aura . .

—ait4d. adrdat+3dadsdiaysdaq6de
g bdia-5d atadat3diatrdoagd . a.

Comme ces deux progreflions font égales,
il eft évident que la fomme des termes de
Pune des deux, eft la moitié des deux réu-
nies; or {i Pon y fait attention, on voit que
les deux termes correfpondants font &
doivent toujours faire une méme fomme , &
que cette fomme eft celle du premier & du
dernier terme de la premiere progreflion,
réunis ; donc la totalité des deux progref-
fions {e trouvera en ajoutant le premier & le
dernier terme de 'une , & prenant ce réfultat
autant de fois quiil y a de termes ; donc pour
Vune feulement de ces deux progreflions, il
faudra ajouter le premicr & le dernier, pren-
dre ce réfultat, {eulement moitié autant de
fois quil y a de termes , c'eft-a-dire , le mul-
tiplier par la moitié du nombre des termes.
2 3 3. Les huit queftions générales que
nous venons de réfoudre , tiennent donc
a deux principes feulement , {favoir, celui
que nous avons énoncé (231) & celui que
nous avons énoncé (232 ). Et puifque lcur
réfolution fe tire immdédiatement des deux
équations qui font la traduttion algébrlque
de ces deux énoncés, on voit comment , 3
Vaide de I'Agebre, on peut faire découler
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d’une méme fource toutes les véritds qui en

dépendent,

Quoigue ces propriéeés ne foient pas
toutes également utiles , cependant comme
elles font {imples , elles en font d'autant
plus propres a faire bien fentir 'ufage des
¢quations. C'eft pourquoi nous coutinueross
d’expoler cer ufage, en les prenant encore
pour exemple.

Dans ce que nous venons d’expofer , nous
n'avons confidéré qu'une feule équation &
Ia fois. Mais {i deux ou un plus grand nom-
bre d’équations qui expriment des propriéiés
difiérentes de quelques quantités, fe trouw
vent avoir quelques-uncs de ces quantizés
qui leur foient communes, alors on peut
encore en dériver un tres - grand nombre
d’autres propriéeés, & cela avec une trés-
grande facilité. Par exemple, les deux équa-
tions fondamentales des progréfiions ariths
métiques, favoiru=a -4 (i1 —1)d&s=

n . «
{a~+ux —, ont trois quantités communes

entr'elles, favoir a, u & n. Si T'on prend
fucceflivement dans chacune de ces deux
équations la valeur de l'une quelconque de
ces trois quantités , & {i Pon égale enfuite
ces deux valeurs , on aura une nouvelle
dquation dans laquelle cette quantitd ne fera
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plus , & qui exprimera le rapport que les

quatre autres ont entr'elles , mdépendam-
ment de celle-1a. Par excmple fi je prends
dans chaque équation la valeur de a, Jaurai
ces deux valeurs .a = 1 — (51— r)d &

8

a= — — u ; donc en égalant , jaurai « —
(n—1)d=2"— u, équation de laquclle,
en confidérant fucceflivement 2, n, d & &
comime .inconnues , je tirerai , comme ci-def-
{us , quatre nouvelles propri¢iés générales

des progreflions arithmétigues. Par cxemple,

cn regardant s commnce lHCOﬂnuﬁ > J€ terfal
rnu—n.(n—1)d

+= qui me donne le moyen

R y———
2

de connoitre la fomme dune progreflion
arithmétique, par le moyen duderniet terme,
de la différence, & du nombre des termes,
puifquil n’entre que ces trois quantités &
des nombres connus, dans le fecond membre.

Si au lieu de chaffer ou d’éliminer &, nous
cuffions éliminé z , ou n , nous aurions
eu, de ;néme » pour ehaque élimination,
vne nouvelle équation qui auroir renfermé
quatre des cinq quantités @,z ,n, d,s: &
en confidérant fucceflivement chacune dc
ccs quatre quantités , comme inconnues, on
tircroit de chaque nouvelle équation quatre
nouvelles formules, qui font autant d’ex-
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preflions différentes des quantitesa, u, m,d,s;
expreflions dont chacune a fon utilité parti-
curicrc » felon que dans la queftion qu’on pro-
pofera relativement aux progreflions arith-
métiques, on connoitra telles ou telles de ces
guantités, Par exemple, fi I'on me demandoit
1a fomme de tous les termes d’une progreflion
arithmétique , dont on me feroit connoitre,
lc premier, la différence, & le nombre des
termes ; alors condme le dernier terme meft
inconnu, j'éliminerois u , & j'aurois une équa-
tion qui ne renfermant plus que @, n,d &,
me feroit aifémeat connoitre s.

Concluons de-1a que les deux équations
ue=2a (17— 1)d & s = (a + 1) x — donnent
1a réfolution de toutes les queftions qu'on
peut propofer fur les progreffions arithmé-
tiques , lorfqu’on y connoit, immédiatement,
trois des cing quantités e, 2,1, d,s.

Donnons ici quelques applications des
progreflions arithmétiques.

2 3 4. Suppofons qu'on demande combien
la bafe d’une pile triangulaire de boulets,
dont le coté feroit de &, contiendroit de ces
boulets. ‘

11 eft facile de voir que le nombre des
boulets de chaque bande parallele au c6té 6
( Fig. 2), va en diminuant continuellement
de 1 & fe réduit enfina 1, 2°, Que le nombre
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des bandes eft 6. Donc il s'agit de trouver
la fomme des termes d’une progreflion arith-
métique dont le premier eft 1, le dernier 6,
& le nombre des termes 6. J'ajoute donc le
premicr 1 avec le dernier 6, & je multiplie le
réfultat 7, par 3 moitié du nombre des ter~
mes, ce qui me donne a1 pour le nombre
des boulets de la bafe de la pile.

2 3 §. Nous avons vu, en Géométrie, que
pour avoir la furface d'un trapéze, il falloit
ajouter les deux cotés paralleles, & multi-
plier la moitié de leur fomme, par la hauteur
de ce traptze. On peut démontrer cette
méme propofition par le principe que nous
venons de donner pour fommer une progref-
fion arithmétique. En effet, on peut fe re-
préfenter le traptze 4 B C D (Fig.3) comme
compofé d’'un nombre infini de trapezes infi-
niment petits, tels que bcih, cd ki. Or
il eft facile de voir quen fuppofant tous ces
petits trapezes de méme hauteur , chacun
differe de fon voifin toujours d’une méme
quantité , favoir, du petit parallélogramme
cefg,entirante e &Igfparallcles ihk;car
gfkieftégalabgib,&cdeeltégalateg,
enforte que le trapeze cdk i, a de plus que
le trapeze b ¢ b, le petit paraliélogramme

¢¢fg, quifera toujours de méme grandeur,
tant qu'on fuppofera ecs trapizes de méme
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hauteur. Cela étant, tous ces trapezes for-
ment donc une progreflion arithmérique dont
Ie premier terime eft le trapeze contigua 4 B,
& le dernier eft le trapeze contigu a C D
donc pour avoir la toralité de ces traptzes,
ou la furface du trapcze ABCD, il faut pren-
dre les deux petits trapezes extrémes & les
multiplier par la moitié du nombre de tous
les trapezes ; mais comme on les {fuppote infi-
niment petits , on peut prendre a la place des
deux trapézes extrémes , les deux lignes 4 B
& E D ; & pour le nombre des trapezes , on
peut prendre la hauteur 1 Hj il faut donc mul-
tiplier la fomme des deux lignes 4 B & €D,

ar la moitié de la hauteur I H, ou la moitié
de la fomme des deux lignes .4 B & C D, par
la hauteur 1 H. D’ot on voit que i 4 B cft
zéro , auquel cas le trapeze dégénere en
triangle, il faudra multiplier la bafe de ce
triangle, par la moitié de fa hauteur, ce qui
s’accorde parfaitement avec ce que nous
avons démontré en Géomérrie.

De la fommatrion des Puiffances des termes
d'une Progreffion arithinétique
quelcongque.

2.3 6. On vient de voir que le principe

de la fommation des termes d'une progref-
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fion arithmétique peut avoir quelques appli-
cations en Géométrie. Il en a encore dans
plulicurs autres rencontres, 11 eft; par exem-
ple, la bafe de la fommation des quarrés
des cubes, &c, des termes d'une progreflion
arithmétique; & la fommation de ces puif-
fances a auffi fon utilitd. Nous allons nous
en occuper un moment, Mais auparavant, il
eft a propos de faire obferver que quand on
fe propoie de fommer une fuite de quantitcs
qui croiffent ou qui décroiilent fuivant une
101 connue ,Uobjeteft de déterminerla fomme
de ces quantités par la connoiflance de quel-
ques-unes d’entr’elles, de leut nombre, & de
la quantité qui marquela loi de leur augmen-
tation ou de leur diminution.

Pour réfoudre cette queflion, on peut tou-
jours, comme pour tout autre , faire ufage
du principe que nous avons donné ( 67 ).
Mzis comme ce principe fuppofe que {i on
connoifioit la quantité cherchée, on feroit
en ¢rat de la vérifier, ce qui ne peut fe
faire fans connoitre au moins quelques-unes
de fes propriétés, cflayons donc de trouver
les propriétés des fuites des quarrés , des
cubes , &c , des nombres en progreflion
arithmétique.

\Soient donca,b , c, d, &c. plufieurs
nombres en progrellion arithmétique dont

¢
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la différence foit 7. On aura 1°, b —a~r,
ce=bdger,ds=c—r,e==d -~r.

2°. Enquarrant ,onaura 4* ==+ ar-k
rylsmbPtabr+r,d=c-*+2cr+
rrye=d==odr-r.

3° En cubant,onaura, bt s g’ =24’ r +
3 ar* -1 S =b =38 r43br ~r? ' ="+
3ctr3crtr, 8 =LA3d r-+348 40

Si l'on ajoute maintenant les équations des
quarrés , entr'clles, & celles des cubes aufli
entr’elles, on aura, apres, avoir effacé les-
termes égaux & femblables qui {e trouveront
dans différents membres, 1°, ¢*==4a* +2ar
dabrscr-adrt 4 ouet =d*~ar
e+ b+ c4d) 44 r*; & L'on voit qu'en
général (1 le nombre des quantitésa, b, ¢,d,
&c, étoit marqué par 2, que la derniere fiit
marquée par u , & la fomme de toutes ces
mémes quantités, pars’, on auroit u* =g’
s-2r (s’ —u) 4 (n— 1) r* car 2 rcft mul-
tiplié par toutes les quantités a, 4, ¢, &c.
excepté la dernitre,, & r* eft ajouté 3 lui-
méme autant de fois quil y a d’équations ,
c'eft-a-dire , autant de fois moins une qu'il y
2 de quantités a, b, ¢, &c. Or cetee équa-
tion renfermant s', il eft aifé den tirer la
valeur de cette quantité, & par conféquent
Vexpreflion de la fomme de tous les termes

d'une progreflion arithmétique, Cette valeur
de
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DE MATHEMATIQUES. 273

w—a—(n—1)r*

desdeft s’ = P araaalte ob '
. 2°.51 lon ajoute de méme Jes équations
des cubes , on aura, apres aveir effacédes
quantités femblables & égales qui fe trou-
veront dans différentstriembtese*==a*=r-4a* 1
-3 5 3 b 3 & 305~ 3hr S ert
3 dretgr. L '
. Qeft-d-dire, ¢ =a* 4- 3 7@+ +c*4d")
=37 (a-+b4-c-d )44 ol lon voit
-que laquantité qui multiplie 3¢, eft la forame
.de tous les quarrés excepté le dernier; que la
~quantité qui multiplic 3 r*, eft la fomme de
toutes les quantités excepté Ja dernicre, &
-qu’enfin le cube ? 4 été ajoutd i lub + méme
aurant de fois qu'il y avoit d'équations, c'eft-
a-djre, autant de fois moins une quily a de
quantités; par conféquent , en général, & en
nommant s”,la fomme des quarrés,# le der-
nier terme, on avra W} FE= ol 3 1 - u*)
3 —u)+(n—1)r, o
~Donc, conneiflant le premier terme, le
dernier , la différence r & le nombre des
termes , On pourra avoir, par le moyen de
cette équation , Ja valeur de s, c’eft-a-dire,
de la fomme des quarrés ; car la quantité s’ a
été déterminée ci-deffus, St donc on fub-

ftitue pour s, fa valeurs, on auraz’ == ¢ -
w-at-a-1.rt

3r(s”-u’)-+—-‘3r( —— +n—1.7,
ALGERRE, - S
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27% Cours
ouzpt=2a"+6rs'—6ra*+3ryt—3re
—oi3 e 1. Ptz nem 1. Yy dui aprls
les' opérations ordinaires , donne .’
O~,, dir—s at H 3 > —}-%'1‘:1’.—#- PP

S = YEREMAGE @ e V% R

SiTonptend detméme les quarriemes puif-
fances des équations b == a-+ r, c== b+,
qu’dn ks ajoute & ¢b’'on les waite de laméme
manierd yoog: trowvera de -meme 1a fomme
des QA R On s'g prendra de méme popr
~trouver ki foshind dey pui{fances phus élevées.
-z OL sDonpbmg maintemant  quelques

dpphcatiosts sk 1afomme. des quareés,

50t FPonl fuppofe.que b *progrefion arith-
théviqreodony U 's¥gity fdinda fidtehaturelle
des nombees 5.2 commencerypar Lmité , gef-
adire {foit 1, 2, 3, &c.1 )

shdors onaurma==1,r=1 & u==n; cr
om généryt, welt==dst-n — 1.r, qui de-
vientici, # = 1 4 n — 1 &= n. Lavaleorie
s devierdra doncs’ b= 2 E g thit

IN

* 6 = wob)
ceflsddire s/ = ;ﬁiﬁ‘—iﬁ;if: Lot La)
=:=rn .ﬁt"%El 1
° 6 2

Suppofons maintenant quon veut favoir
combien il y a de boulets dans une pile
quarrée dont on connoit ¢ nombre des bou-

lets d’un des cotés:de Ia bafe, 1l eft {vident
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DE MATHEMATIQUES. 17§

que cctre pile eft compofée de rangs paral”
deles ala bafe qui font tous des quarrés dont
le ¢6té va continuellement en diminuant
de 1 & compter de la bafe, ouén augmen-
tant.-de 1 a compter du fommet. La toralité
eft donc la fomme des quarrés de la fuite na~
turelle des nombres, prife jufgu’au nombre
a1 qui marque le nombre des boulets d'un
sdes cotds de la bafe : cette toralicé ¢ft dong

. nARA4-T. 27248, > < q-
exprimée par 22" ———; cefta-dire, que

pour Vavoir, il faut fuivre ceteeregle. . .
“Au nombre des boulets d’un des covds de la bafe
& a fon double ajontez-un ; multipliey les deux
réfultats Lun par lautre , & leur preduir par
le nombre méme des boulets ; & prenez L fixie-
“me de ce' dernier produit. Par exemple, fi la
pile quadrangulaire a 6 boulets de c6és ;a6
& a fon double 12, j'ajoute 1, ce qui me
donne 7 & 13, qui multipliés 'un parl'autre
font 913 je multiplie celii-ci pat 6, ce qui
fait §46, dont le fixieme 91 eftde nombre
des boulets de Ia pile. -

. Lorfque la pile n’a point pour bale un
quarré, mais un parallélogramme 7} faut da
concevoir partagee en dewo parties{ £ig. 4)
dont P'une eft la pile quadrangujaire dont
nous venons de parler , & doht lautre cft
un prifme dont on évalucra la totalité des

S 2
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236 CouRrs

boulets en multipliant le nombre des boulets

contenus dans le trnnglc FBG par le nombre

des boulets de Varréte B C. Quant au nombre

de boulets contenus dans le triangle BGF, on

Vaura en multipliant lamoitié du nombre des

boulets du c6té F'G par ce nombre angmenté
e 1.

2 3 8. Nous avons vu en Géométric que
pour avoir la folidité d’une pyramide oudiin
cone quelgonque, il falioic muluphcr la fur-
face de la bafe, par le tiers de la hauteur, On
peut le démontrer aufli par la formule de la
fomme des quarrés, Mais auparavant, il faue
remarquet que {i dans la formule . . ..
a1, 2t
Pt i Y
bre n des termes eft infini , cette formule fe

5= , on fuppofe que le nom-

réduit 3 s%=" ou 4 caule que u =7, ainfi

u R
ue nous lavons vu ci-deflus, §' = ~—
2

=u’ .~3 En effet, fuppofer quen clft mﬁm,

ceft fuppofer qu'il ne peut plus &tre augmenté
par aucune quantit€ finie : ainfi pour que le
calcul exprime la fuppelition que on fait

que 7 eft infini, il fauc né@ﬂ‘awcment rcg:{r
det n+1 &=, commc étant la méme chofe,
& 21 & 2iz, comme ¢tant aufli égaux
entr’eux : alors la formule ., . . . . . .

7] e~ 1.2041
S =

n.
fe change en =
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DE MATHEMATIQUES., 277.

2

2 ., 1 i 7
= —— == — == ] )S': ous ==u -"3— €n

6 3 2

b
bl
mettant pour # fa valeur z, dans n*,

Cela pofé , nous avons démontré ( Géom,
202 ), qu’en concevant une pyramide comme
compofde de tranches paralleles 12 bafe, ces
tranches étoient entr'elles , comme les quar-
rés de leurs diftances St au fomnice (£7g. 5 );
donc en concevant la hauteur partagée en
une infinité de parties égales, les diftances
{uivront la progreflion naturelle des nom-
bres, & les tranches fuivront celle de leurs
quarrés : donc la fomme des tranches fe
trouvera de la méme manicre que celle des

n . .
quarrés ; or la formule s = u*. —, fait voir

qu’il faut muleiplier le dernier des quarrés,
par le tiers de leur nombre; il faur donc,
pour avoir la fomme des tranches , multi-
plicr la derniere, c’eft-a-dire, la bale, par le
ticrs du nombre de tranches , c’eft-i-dire,
par le tiers de la hauteur.

< !

239. Si Von veat avoir la formule générale pour la omma-
tion des puilfances des termes d’une progrefiton arithmétique
quelcengue, il fuut remarquer qu'en général on aura......

-1 m-1 m-2

€™ =dm g md™ o, — dm e ——y ;
-

1

dm"3 3 g &c

- - m1 m-1 -2
LAER W RS ALl CHUT
2 2

¢™TE 4 &e.

-1 m-1 M-
@”:b’"+m5”’-‘r+m.m——— b prm — —— 5T P L &,
3 1 ° 3

S %
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278 Cours

bn‘...,lm_,__rz {,m_' .1 m'} maa !_}_ m-1 m-2 oy 3
= AT I, N L A e R 4 r3on &

»

& par conféquent | en ajoutant, réduifant & ‘repn‘femant par
S A e &, Je fomme des puillancesm—1,
m-2 4 m-3, &, de tous les terines, & par u le dernier terme,
on aura en général........ ...l e

m-1
wroaTamr (- ) em, > T ™ T &

d’Gl I'on voit qu'en fuppofant (ucceflivement , m—1,m =1,
m =13, m=4, &c,on aura les formules de 1a fommation de

toutes les puiflances. Car ep fuppofantm === 1 ,onau=-a4r

([f1o-ue) y ot fr° =[x Ceft-1-dire, la fomme d’antant d’unités

qu’il y a de termes, & u® == 1. Enfortequ’au lieu de/ ¢c-% ®,on

peut preadre . — 1, Enfuppolant m =12, onaw® ==a*+2r

(S} 7> {fr°-u° ), qui donne [t puilgu’on connoitla valeur
de f'e=. Suppolonsm = 3, onaurau? == a’ 4. 37 (f1*-u* J437*

(J't u) 7 7f to-u°), qui donnera f"¢*, puifqu’en connoit /1 &

St°. Enfin fi Pon (Uppolem=4 , onauraut == @4 4 r( f13-13)
G 6 (f-i ) a3 (fr-u) 41 (ft°-u°) quidonnera ft5
pui.guion connoit [ i*, /¢ & f¢°, & ainfi de fuite aPinfini,

240 Lor({gu’une fois on fzit trouver la fomme des puiffances
de plufieurs nombres en progreflion arithmétique, il eft fort
at'e de trouver celle d’une infinité d’autres efpeces de pro-
greflions. Par exemple, fi ayant une progreflion arithmé-
tigpe, telle que—= 3.7.11.15.19, &c, on congoit qu'on
ajocte [ucceivernent les termes 4 on formera la fuite 3, 10,
11, 36, 5§, &, que Pon peut fommer. Et i 'on ajoute de
wiine les termes de celle-ci, onaurala fuite3 , 13, 34, 70,
125, &cf quor peut pareillement fommer; 11 en fera de
méme des termes de celle-ci, ajoutés de la méme maniere, &
airfi 4 Vinfini, ,

En effer, la fomme des termes de la progreflion arithmétique ,

124
el s (o) % Teou,en mettant pour 1 {a valeur u —

— ——— ;

1
a+4+r.n—1,s=(rasr.n —1)x—, Cetievaleurde s
2
exprime donc un terme quelconque dela feconde fuite. Done
pour ayoir !z fomme des termes dé 1a feconde fuite , b fart lome
n

mer Iz fujte des quantités que donneroit (2 @ -7 . 21— 1), —
2
en mettant {ueccllivement pour 7 tous les nombres de la pro~

Y

gredwon naturelle 1, 3, 3, & Or cette quantité reviens 3
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DE MATHEMATIQUES. 279
anp — nt — T n,dans laluelléa & r refllant toujouys les
2 X 2

mémes , quelgre valeur qu'on donne a 7, il eft clair que pour
fommer tourds les Guart.tes répf entées par an, il filk de
fommer led quantids repréenrdes par n, % multiplier cetts
fomme para ; or la fornne des gnanti-és renéferméis parn
et la fomme de la prog-eflion atithmétique desnomores naru-

. , * . r
rels. Le raifonnement eft le méme pour = 2. Al’é7ardde — ny
2 2

puifque r refte le méme, qaeique nombre que Pon fusititue
pour 7, on fommera d »ic toutes les guantités repr= enté s pirn’,
ceft-d-dire , qu'on prendra la (omine des quarrs d-s 1.ombres

- 7 .
naturels , & on la multipliera par -, Ainfi pour la fomme
’ 2
., n
des quantités an, on avra a. (n-1)- L pout celles des
L, t r n
quantités — 72, on aura —, n+4-1.— ; & pour celles des
2 1 2

.., T r o oamig3nten
quantiiés ——n*; on aura P enforie que la

. r r
fomme des quantitésen—+ —n* =~ —n, ou la forame des
2
r

2
. n
termes de la feconde fuite, fera g . n—4 1. — o ——
b2 1

A ni-gnid-n

r n _—
—— n4.1—,qui fe réduit 3 2.1 1
6 z.‘f‘.z,‘l +n

n H— 1 ., M1
L 6

troifieme fuite , eft Ja fomme des termes de la feconde, on
fommera cette troifieme en fommant les différemtes jarties
de ce dernier réfukar, qui n'exigera encore que des {cmma-
tions des puiflances de la fuite naturelle aes nombres ¢ & ainfi
a licfi i $1 Von fuppole == 1, & r =1, c’ell 3-dire, i
L progreffion primitive eft Ja fuite des rombres natareis, les
progrefiiors dont il s»pit aftue lume t, devienmenn alors ce
yu'on appelle les nombres figuris. Clelt*par cette dernieve
formule qulon peut trouver le nombre des Loulets d'ure pile

; & pnifque chaque terme Ge la

triangulaire : comme oh a,dans cecas, a=1, &r=1,
e e . N1 N4 %
elle & réduird nomomery — —,
2 3. S 4

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



28a CoURS

‘

On ptut de méme fommer les fuites que F'on formeroit en

ajousant la fuite des quarrés; ou la fuite des cubes, &c, de

- cette méme maniere, En un mot, on peut fommer par ces

ménes moyens toute (uite de quantités , dont un terme quel-

congue fera exprimé par tant de puiffances parﬂutes que Pon

voudra d'un mcme nombre n, ces puiflances étant d'ailleurs
multipliées par tels nombres connus qu’on voudra.

Proprigiés & ufages des Progreffions

Geomequzes.

241, On peut aufli trouver la fomme
des termes d’'une progreflion géomérrique,
ar une mérhode analoguc a celle que nous
avons employée pour fommer les puiffances
des termes d'une progreflion arithmétique.
Suppofons que a, b,c,d, ¢, &c, {oient
Ies termes confecutif's d une progreﬂion
géometrique croiffante, dont la raifon foit ¢.
Puifque chaque terme contient ¢ de fois
celut qui le précede, on aura les équations
fuivantes b=aq , c=bq, d=cq , e=dq, &c;
donc ajoutant ces équatxons, on aura E+c
—rd-re*(a+p+c+d) g ot Fon voit qu'en
général , le premier membre fera toujours la
forame de tous les termes excepté le pre-
micr ; & le fecond, {era toujours la raifony¢
multiplide par la fomme de tous les termes
excepté le dernier. Donc fi Fon appelles la
iOmmc de tous les termes , & u lc dernier,
ecte équation fe changera en s— a:’s*—«u)g
ous— e=¢s-—qu, doit 'on tire qu —a==
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pE MATHEMATIQUES, 28¢
gs —s==(g~—1)s ; & parconféquent s = ;ﬁz—z,
formule par laquelle , connoiflant le premier
terme a , le dernier «, & la raifong , on aura
"1a fomme s de tous les termes.

Cette méme formule peut fervir aufli pour
les progr fliens décroiflantes, puifque la pro-
greflion décroiffante prife dans un crdre ren-
verfé , eft une progreflion croiffante; il n’y
aura de changement a faire que celui de dire
dernier terme , au lieu de premier, & premier
au lieu de dernzer.

Sila progreflion décroiffarte s’érendoit a
Uinfini , la fomme s fe réduiroit alors 3

— % 4 marquant le premier terme. E
=" arq P er terme. En

effet, pour exprimer que la progreflion s’é-
tend a Iinfini, il faue introduire dans le cal-
cul ce que cette propofition renferme, {avoir,
que le dernier terme eft infiniment petit ; or
le moyen d’exprimer certe derniere condi-
tion, ceft de le fuppofer nul a I'égard du
terme qu ; car {i on le laiffoic fubfifter , ce fe-
roit fuppofer quil peut encore diminucr qu,
cc qui eft contre la premiere fuppofition.
Onvoitdoencque pouraveir la fomine de tous
estermes d’'une progreffion geometrique , il faut
Imultiplierle plus grand terme , parla raifon™

* Pirla raifen, nous enten- | médiatement plus pett, enforte
dons en général le nombre de‘que cet ¢noncé corvient A la
fois qu'un terme de la proorel™ pro, reflion dézroitiante co n-
fion Tordien: celui quiefl im [me 3 Lo vrogretan cooiffanss,
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282 CouRrs

de la progreffion , & ayant retrariché du produit
e plus peur terme ge cerce meme p,ogrfﬂ‘on
dwgfcr le refle par la raifon diminuce d'une
un:té ; enforte que lorfque la progreﬂlon eft
décroiffante 3 I infini , cela e réduit a mul-
tiplier le plus grand rerme par la raifoh , &
divifer enfuite par la raifon diminuée dune
‘unité., Al fi la fomme des termes de cette
T, R, 0

Prog"efﬁon continuée a linfini =~ f:2:4:

L1y, &c, cﬁ——? ou 1 il en eft de
memf’ de la fomme des termes dec celle~ci

2 2

=2 itk &, & dontla raifon, en con-
{idérant cette progreﬂion comme croiffante ;

eft 3, puifgue $ djvifé par 2 donne 3. En effet,

la fomme des termes de cette progreflion eft

Zox 3

: —, qui fe réduit 3 1. En général toute

progreffion géométrique décroiffante 4 Fin-’
fini , dont chaque terme a pour numérateur

conflant , un nombre moindre d’une uniré que

le dénominateur du premier terme vaut 1.Car
i

cette progreflion eft en général =

-1 (‘1-{-1)"
n n
(i T &c, dont la fomme eft
D X
a1

—mttgre.

n—4 I -—1
Si cette conclufion paroit furprenante 3

n 5 N q-
-5 ou—, ceft-a-dire, 1.
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DE MATHEMATIQUES., 283

quelqres lefteurs , ils doivent faire attention.
que {1 apres avoir pris, par exemple , les + de
laligne B (Fig. 6) que je fuppofe de 1 pied,
on prénd enfuire €4, Ceft a-dire , les deux
tigrs de 1a pardie reflante €8, puis les deux
ticrs de la parcie reftante ¢B , puis les depx
tiers dcla partic reftante eB, & ainfl 3 Pinfiniy
on n’aura jamais abforké plus que laligne 4 5,
L.a méme chofe auralieu {il’on prend d’zbord
les trais quarts de 4 B, puisles 3 de ce qui
refte, & ainfi 3 Linfini. Or ceft ce quexprime
la progreflion %, %, 77, puifque 2 cft les ; de
7, o5 eft les 2 de 2, & ainfi de fuite,

24 2. Nous avons vu (Arizh. 212) qu'un
terme quelconque d'une progreflien géomé-
trique dtoit compofé du premicr multiplid
par la raifon élevée & une puiffance d'un de-
gré ¢gal au nombre des termes qui précedent
celul dont il s’agit. Donc i Pon nomme
ale premier terme , x un terme quelconque,
g la raifon, & nle nombre des termes, on
aura z==aq"* : & comme il entre quatre
quantités dans cette €quation, on peut en
tirer quatre formules, qui ferviront 4 réfoudre
cette queltion génerale. Trois de ces quatre
chofes étant donndes , le premier terme, le
dernier, la raifon, & le nombre des termes
d'une progreflion géométrique , trouver la
quatrieme. Car, 1°, Péquation donne immé-
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diatement la valeur de u. 2°. On trouvera fa-
cilement que celledeaefta= q——,:t-, : 4 Pégard
de celle de ¢, on trouvera, par ce qui a éeé
dit (171), q‘:;_/l % Sur quoi nous remar-

querons que cette derniere équation ren-
ferme la regle que nous avons donnée en
Arithmétique pour inférer plufieurs moyens
proportionnels entre deux quantités données,
Ces quantités font icie & u ; mais pour avoir
la raifon 4 qui dait régner dansla progreflion,
on voit ici quil faue divifer la plus grande #,
par la plus petite g, & tirer la racine dudegré

. 44
n— 1, du quotient — ; or 2 étant le nombre

total des termes , 7 — 1 eft plus grand d'une
unité que le nombre des moyens ; ce qui
s'accorde avec la regle citée. '
Quant a la maniere d’avoir 7, dans I'équa-
tion u==ag** ,I’Algebre ne fournit pas de
moyens diretls ; mais on peut la réfoudre fa-
cilement , quoiqu’indirc&tement , en em-
ployant les logarithmes. Nous avons vu
(Arith. 239) que pour élever a une puiffance
par le moyen des logarithmes,, il falloit mul-
tiplicr le logarithme de¢ la quantité, par l'ex-
pofant de cette puiffance. Ainfi en repré-
fentant par L, les mots Logarithme de , on
pourra,au lieu de La®, prendre 2 La ; aulieu
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DE MAaTHEmATIQUES, 285

de L&’y prendre 3 La ; aulieude La”, prendre
nLa. Donc §-en fe rappelfant que pour mul-
tiplier par le moyen des logarithmes, i} faut
ajouter les logarithmes , & qu'au contraire

our divifer il faut retrancher lelogarithme du
divifeur , dulog. dirdividende, on aura dans
Iéquation a e=xag™*, Lu= La—+ Lg*"; ou
Lu== La -+ (n—=1) Lg ; donc en tranfpo-
fant , (m—1) Lg== Lu— La, & par con-

[T I ! r Lu—1k
féquent , en divifanr pat L4, nr— t = %,
Lw-La . 4133 r1. L9 1

& enfin 71 ==

\ - -4 3
Pour donner quelque apéfication de ceci,
fuppofons qu'on dit platé au dernier 20 une
fomme. de Sgoeo livres, a condition que les
intéréts que cetre fommie¢ produira_chaque
znnée , foient traités comme un nouveau
fonds qui produira également 1ntérét, & ainfi
d’année en année, jufqua ce que e fonds foit
monté A 10005¢0 de liv. On demande com-
bien on doit* attendre pour toucher’ cetee

derniere fomme. e e .
Puifque Pintérét eft ici ;% du fondsdé 'an-

née précédente, au bout d’'une année quel-
congue le fonds fera égal au fonds de I'année
précédente plus la vingtieme partic de ce
méme dernier fonds;ainfi fi on reprélente
pat a, b,c, dy eles fonds fucceflits d’année

enannée, onanrab==ga-+ G a,c=0o~~5b,
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A=ctizeparsm=d—+ 5 d, Ceft g3 e dire,
b==ax {1 Yepmbx {14 5),ds=c
{1 %), es2d (1 -+ ) onyoitdoncque
chaque fordspcohtiene tawjours celui qui fe
précede, lo théme mombre de £dis mardué par
1 = 4hs0u 2 La fuite de ces fonds Torme
dont-ans progt flion §éomerrique dontle pre
-ntigrgermen eft 6adoo livres 3 le dernierd,
el 10qodoonlivres s la raifqiv ¢ oft 12, %
§&¢ ndmbr _d.§$({?'1§15$jﬂﬁ 1 goxm(u.,,();l 1€
¢trottvera donc en {ubftituant dens la formule
Lu—TIa ol 47— - 1
7 1,avlieudea,u &g, leugs va-
e i ¢~ .°C TLEa D Licesboo-J 6d008
vlﬁWS? cequi dopfrera == Fir o h
duf parse que J23; —zed, 2100 4 20)ks 4 o
1002000 ~-L§0e0e :‘?"'}I - or lest

s § 100300020020 ar les tables
?éc C ;Lf"—_‘L‘qu 2 "o -”' ,"P ) ’
on trouve L 100c00p == 6,0000000 3 .
L 6aole = 4,7781513; L 21 =1,3222193,
L 20==1,30163005 dobiCc . . < . .uy

71 =

AN
6,0000009—4,7781513 1,2218487
= e < r ]l —ey—— 1=
1,3222193—1,3010}00 ©,9211893

§7,7-+ 1 &-peu-pres; ceft-a-dire, que le fonds
de-6oooo @ra monté i 10coo7o liv, au bout
de ¥ 8 ans & mois §, A-peu-prés.

Puifque ( Arizh. 230 ) peur extraire , par le
moyen des logarithmes , une racine d’un
degré propofé , il faue divifer le Togarithme
de la quantité , par 'expofaut, on peut, per
le moyen des logarithmes , réfoudre facile-
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mént &n hombres Péquationg = {'; —Z— ; Tar

u

L%z Li-1Ta
a U= 1, . 5
onaurananT; Ranlassmgent’ Si I'on veut

appliquer ceci 4 un exemple, il n'y a qud
thercherquel devroit étredans le pricédent,
Iintértt, Péur‘qu'en‘£8‘2ﬁ§ & ., le fonds
de’s0000 Lvres montdt 1000600 liv. Ond
fcf @==800b0 , == 1000000, n—1 = §7,7}
en employant les logdticimes des tables, on
6,0000000-4,7781§13 1,2218434 =
1Lg T =y ui
donne £ 'q\“ﬁ 002 1‘411757“;‘ éé iog?arithr?xé ré-
pond dans les'tables ;a ﬁg;ao‘ié tres- péui pres;
& cé dernier nombre réliic en vingtiemes,
donne ary d'al Von eonclura que I'intéréc
eft deds pedprés 5. .

Dy voit aufli par 1a comment on peuy facir
lement infére¥ par le moyen des {ogarithmes,
pluiieurs moyensg proportionncls géomééri;
qués, entre deux nombres égnnés.

2 4 3.L¢quations = ﬁ;u___:'
quatre dquations quis ferviront 3 réfoudre ce

probléme général. Frois de ces quatre cho-
fes, la fomme, la raifon , le premier, & le
dernierterme d'une progreflion géoméerique,,
éuant donndes , rouver fa quatrieme. Celaeft
trop faciley, a préfent, pour nous v arréter.
Enfin fi de l'une des deux équations . .

trouvera L= o
-~ % oxe NP Y

L Ja
, donpera auffi
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“rl& = ag"', on tire la valeur

S

- 1

d’une méme quantité a, ougq ouu, &c, &

quwon la fubflitue dans Fautre, on aura les

autres équations qui peuvent fervir aréfoudre

la queftion fuivapge, encore plus générale;

de cescing cholcs, le Premicr terme , 16 der-
J e M )

nier, iy raifon , la Tgmme , & le nombre,des

Pl -~ - -

_termes dune progre(ﬁorl gcomém&uc, trois
. & P ¢

gtant doundes, trouver chacune” des aeux

autres. ) :

H

— e

De Iz Sanzzgmgiozt‘ des fuites recurrentes.

244, On appelle fuitey récurrentes, ~celles dont tn terme
quelconque fe forme de addition d’un certain nombre de ter-
‘mes précédents , multiplids ou divils pat des nothbres déte?
auinds, pofitils ou nfgaiifs, Par exemple, la fuita & 3 4 19,
101, 543 &c, eflt une fuite récurrente, garce gue chague
terme cft formé des deux précédents , en ;nul'tip‘liant fe premier
“par z , le fecond pae ¢ & aPufant les deux prdduiss § p45 et
19X 2 4-jorx §; de méms, et et 32 F-15%1,

On peat fommer ces {uites d'une maniere analogue i celle
“qre Rovs-avons em'pk)yrées ti -deflus ; il fuffire d’en donnet vp
exemple , furdes-fuitey récutrentes dont la loi-ne dépend que
de deux quantiiés , comume celle que nous venons d'appocter
pour exemple. )

Soientdonc a, b, ¢, d, ¢, f, &c, plufieurs termes formés
pac ceite loi, que chacurt foit compofé des deux précédents
domt le premier eft multiplié parun nombra connu m, & le
fecond par un nombre connu p; on aura donc cette fuite déguaa-
tions....c==ma -t pbyd==mb-+pc, e==me~+pd,
f===md~pe, &c. Doncenajoutant cette {ite d'équations,
onawac+d+4-e+4 f+4 &e.==m( a4+ b-+c ~+d)+p
(b4 c4de }; or le premier membre et la Gmme da
tous les termes, exeeptt les deux premiers : Je multiplicasenr
de m, dan} le fccond membre, eft la fomme de tous les

fermes , except? les deux derniersy & enfin le multiplicateur
de
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d¢ », eft Ia fomme de tous Is termes , excepté le premier &
Ie dernier ; donc en appellant s, cette fomme, onzura s — a—
b=m{s—e=~f) +p(.r—-—a-—-f) , ot Pon tire. ., .

memfypappfa=b .
s = » qui donnera la fomme,
Mo e 1

Torfqu’on connoitra les deux premiers & les deux dermers , &
de plus les quantités m & p. -

On peut y faire entrer le nombre des termes; il faut pour
eela , chercher expreffion générale d’un terme quelcenque’y
par le moyen des quamués &y by m, p & du nombre n des
termes ; mais cetterecherche , pour toutes les efpeces de {Eries
técurrentes , nous meneroit trop loina

De la Confiruflion Géometrique des
Quantirés Algebriques. .

24 5. Les lignes , les furfaces & les foli-
des étant des qua txtés on peut faire fur cha-
cine de ces trois efpeces d’étenduc , les
mémes opérations qu'on fait fur les nombres
& fur les quantités algébriques, Mais les ré-
{ultats de ces opératxons peuvent (tre éva-
lués de deux manieres principales , ou en
nombres ,ou en lignes. La premiere maniere
_fuppofant que ¢hacune des quantités donndes
eft exprimée en nombres ,.ne peut aveir X
préfent aucune difficulté : il ne s'agit que de
fubftituer a Iz place des lettres, “les quan-
tités numériques gqu’elles repréfcntent , &
faire les opérations que la difpofition des
fignes & des lettres indique.

Qua_nt 3 Ia maniere d’évaluer cn lignes les
réfultats des folutions que I'Algebre a four-

A16EBRE, L
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nies, elle eft fordée fur la connoiffance de
ce que fignifient certaines expreflions fonda-
mentales , auxquelles on rapporte enfuite
toutes les autres. Nous allons faire connoitre
-les premiceres , & nous ferons voir enfuite
comment on y rapporte les autres : c’eft-Ia
ce qu'on appelle conflruire les quantités algé-
briques , ou les problémes qui ont conduir a
CCs quantiteés. '
24 6. Silon avoit a cenftruire une quan-

tité telle que-ac—f; » cans laquelle a, b, ¢ mar-

guent des lignes connues, on tireroit (Fig. 7)
eux lignes indéfinies 4 Z,.4 X faifant en-
triclles un angle quelcongfe. Sur Pune A4X
de ces lignes, on prendroit une partie 4B
égalc a la ligne qu'on a repréfentée parc,
puis une autre 4D , égale 3 I'une ou & lautre
des deux lignes @ & 6, 2 a, par exemple;
enfuite fur la feconde 4 Z, on prendroit
une partie 4 C égale 2 la ligne &. Ayant joint
les extrémités B & C de lapremiere & dela
troifieme ,par laligne BC, on meneroit par
Vextrémité D dz la feconde, la Higne DE
parallele 3 B C; elle détermineroit fur 4 Z

la partie AE pour la valeur de 5lc‘—&;car (Geom,

102 ) les paralleles DE & B C, donnent
cette proportion A B: AD:: AC: AE,
ceft-a-dire,c:a: b AE ;donc (Arith, 179)

L4
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A ::— Cleft a-dire, qu’il faur trouver

une quatrleme proportionneiie , aux trois
lignes donnéesc, a, 4, Et puifque (Géom. 120)
nous avons donné deux manieres de trouver
cette quatrieme proportionnelle , on peut
employer indifféremment I'une ou lautre

ab
pour conftruire &

-

Onvoit donc que {i 'on avoit a conftruire
, ce cas rentreroit dans le précédent, pulfn
qu alors la ligne 4 eft égale A a.

ab+b d
Si 'on avoit a conftruire ———, onre<
. S cp-d ¥

marqueroit que cette quantité eft la méme

+d)x b
que @-;:)2’5— s regardant donc ¢ —~ d comme

une feule ligne , repréfentée par m, & c-d
: : . mb
auﬂ"x comme une feule ligne 7, on auroit =

A conftruire , ce qui fe rapporte au cas pré-
“cédent.
Que Pon ait “="=_ on fc rappellera que
aa—bb ¢ft (25) la méme chofe que (a+b) %
(a—b&);ainfion fe rePréfentera
+) (a-}) , & L'on cherchcra une

, fous

cette forme — (a

quatrieme _proporuonnclle Ac,a+b, &
qQ—
Sila quantité a conftruire eﬂ——- on met+

T.Ez
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tra cette quantité {ous cette forme “7‘? x; ; &
ayant conftruit f;, comme on vient de I'en-
{eigner , on nommera m la 'ligqc qu’aura
donnce cette confiruétion; alors , de-
vient ——;, qui fe conftruit comme c;-deﬂ”us.

3

. . a*b
~ On voit donc que pour conftruire — 5 O

fcle reprcfenterom co'nms~ x =3 on conf—
trmroxt—- & en ayant rcprcfcnté la valeur

mb .
par m, on conﬁrulrom —

Ain{i tout lart conﬁﬁe a decompofcr la
quantité en pomons » dant chacune revienne

& a*
4 la forme * - - ou—; & quoique cela puifle

paroitre difficile en quelques occalions, on
en vient ceFendant facilement & bout ; en
*ploya*lt es transformanons.

a’ -+ B3
Par exemple, fi j’avois a conftruire -

. ki

j¢ {uppoferois arbLtLachm'vAt, b =a‘m, &

j a’p.bs ad 4atth
=an;alors o + +

- {e changeroit en '~
¢ an

@ +(zm (a+m)

a4-n »© as-n
facile a conﬁruxre (apres-ce qui a éeé dit
¢ci-deflus ) ,; d&s qu'on connoitra m & 7. Or

Pour connoiire m & 72, les équatxons b =

ct -
a‘m,&c =an, donnentm———&cn.—:—‘-

qui fe réduit 3§

quautxté

qui {e conlftruifent par ce qui précede,
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Ainfi tant que la quantité fera rationnelle,
Ceft-3-dire f{ans radicaux ; {i le nombre des
dimenfions du numérateur ne furpafle que
d’une unité celui des dimenfions du dénomi-
nateur , on ramencra toujours fa confirution
5 chercher une quatricme proportionnelle 2
trois hgncs donndes.

1l arrive quelquefois que les quanutés fe

réfentent fous une forme qui femble rendre
inutile l¢ fecours des transformations : ceft
lorfque la quantité n'eft pas homogéne ; ¢ eft-
a-dirc , lorfque chacun fes termes du numé-
rateur ou du dénominateur n'eft pas com-~
of¢ du méme nombre de fa&eurs ; par
excmplc lorfque la quantité eft telle que

ai
+ . Mais il faut obferver que 'on narrive

]ama1s aun pareil réfultat , que lorfque dans
le cours d’un calcul on a fuppofé (dans la
vue de fimplifier le calcul ) quelqu une des
quantités égale a l'unité. Par exemple, {1

‘+5

dans z5 Je fuppofe b €gal a 1, alors

Jaural—"". Mais comme on ne peut jamais
a*4-ct .

entreprendre de conftruire , {ans connoitre
les éléments qu'on emploie pour cetre conf-
truftion, on f{ait towjours dzms chaque cas
quelle eft cette quantité qu'on a fuppofée
égale a l'unité 5 on pourra donc toujours la

T 3
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reftituer 3 & il ne peut y avoir d’embarras 13-
deffus’y patce que le nombre des dimenfions
devant toujours étre le méme dans chaque
terme du numérateur & du dénominateur ,

(quoiqu’il puiffe étre différent des termes
de Pun aux termes de Pautre) on reftituera
dans chaque terme une puiffance de la ligne
qu'ona prife pour unité, {uffifamment élevée

pour compléter le nombre des dimenﬁons;

. . . o adgd

ainfi, {i javois 4 conftruire ——"*«'—'H 3 fup-

pofant que 4 {oitla ligne quia eté prifc pour
+5(Z‘ -+ c? d

—alib

rois en faifant 4° xdm ¢ -—dfz &ad=dp,ce

unité, j'écrirois? , que je conftrui-

bd*4d*n dpytdynd -
quila chanrfcrmtcn Cr+td+ ki
ad 4 dm 9 aym
(P+'+ J
ou e quantité faule a conftruire des

qu'on aura conftruitles valeurs dem, n &p,
)
favoirm——%, n:%,p ==Z—i, qui font
elles-mémes faciles & confiruire dﬂpres ce
qui a été dic-ci-deflus.
Dans tout ce que nous venons de dire,
- nous avons fnppofé que le nombre des fac-
teurs , ou lc nombre des dimenfions de
chaque terme du numdrateur, ne {urpaffoit
‘que d'une unité, celui des dimenfions du
dénominateur. Il peut le furpafTer de deux,
& méme de trois, mais jamais de plus, a
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moins que quelque ligne n’ait éeé fuppofde
égale a l'unité, ou que quelgues-uns des
fadteurs ne rcpréfentcnt des nombres.

2 47, Lor{que le nombre des dimenfions
du numdrateur de la quantlté propofée fur-
palle celui des dimenfions du dénominateur ,
de deux unités ;5 alors la quantité exprime
une furface dont on peut toujours ramener
Ia conftruétion a celle d’'un parallé[oaramme ,
& méme d'un quarré. Par exemple, fi ja-

P Nt - paiqath .
vois a confiruire la quantité s JC la con-
. a*4-ab a* 4-ab
fidéreroiscomme ax~—F+22; or 2 F% , fe
a-+c a4

Conftruit aifément par ce qui a été dit ci~
deflus, en le confidérant comme a 5< - fup-

pofons donc que m foit la valeur de Ta ligne

qu’aura donrde cette confirultion ; alors

a xa—+— deviendra axm ; or {i I'on fait de

a, la hauteur & dem ,la bafe d'un parallélo-
gramme , On 2urag X m pour Ia {urface de ce

parallé[ooramme ddnc récipr oquement cette’

ad4-a*bh
furface rcpréfentera axmoul™

T L

On ramenera de méme a une pareille
& bty d

Ao C ’
fant be =am& d* ==an ; car alors elle de-

. 3+(zmc+alz/
viendra = i odu 1 eft Ia méme chofe

T 4

conftruftion , la quantité ——— en fai-
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quea(a"*mc'*mi) Or le fageur? +m_‘:j"‘z
fe rapporte aux conftrutions précddentes
ainfi que les valeurs de m & de¢ n. Ayant
trouvé la valeur de ce facteur, fije la re-
préfente par p, il ne s’agira plus que de
confiruire a X p , c’eft-z-dire, faire un pa-
rallélogramme dont la hauteur foit a , &la
bale p.

2 4 8. Enfin fi le nombre des dimenfions
du numérateur furpafle de 3 celui des di-
menfions du dé.eminateur, alorsla quantitd
exprime un folide dont on peut toujours ra-
mener la conftruition 2 celle d’un paralléli-

pipede. Par exemgle, {i yavois a conftruire

@b+ atbr . p . . .

——————, je confidérerois cette quantité
a o C

2 ab
comme dtant la mémc que a b x f:—z; & -
a4 a

ayant conflruit fmon cec quia dee dit
dc

ci-deflus, i je rcméfcntc par 7z .la ligne
qu'aura donnée cette conftru&tion, la quef
tion fera réduite a conftruire a 4 x m; orab
repréfente , ainfi que nous venons de le Voir,
un paraliélogramme ; i donc on congoit un
parailélipipede qui ait pour bafe ce parallé-
logramme & qui ait pour hauteur laligne m,
la folidité de ce parallélipipede reprefentera
al b+ a*bt
abxm,¢ctt-a-dire ———_ .
a4
24 9. Ce que nous venons de dire, fuf-
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fir pour conftruire toute quantité rationnelle.
Voyons mggneenant les quantités radxcalcs
du fecond degré.

Pour conftruire V' ab , il faut (Fig. 8) tirer
une ligne ind¢finic AB, fur laqucllc on pren-
dra ce {uite la partie CA‘ égale alaligne a,
& la partie B C égaleala ligne b: fur la totar
litd¢ 4 B cocmme diametre, on ddcrira un
‘demi-cercle qui coupe en D la perpendicu~
laire C D ¢levée fur 4 B au point C; alors
C D feralavaleur de V' ab, c’eft-d-dire (Géon...
126) , que pour avoir la valeur de va?,il
faur prendre une moyenne proportionnelle
entre les deux quantités repréfentées par @
& b en eflet, on fait (Geom. 125) que
AC:CD :: CD:CB,oua: CD::CD:5;
donc , €n multipliant les extrémes & les

moyens, on a CD— ab, & par confequcnt
CD=V ab.

On voit par-1a , comment on doit s’y
‘prendre pour transformer en un quarré , une
furface quelconque : §'il s’agit d’un éparallélo-
gramme dont ¢ foit la hauteur & 4 labafe,
en nommant x le c6té du quarré cherché,
on aura x* = ab, & par conféquent x =y ab,
on prendra donc une moyenne proportion~
nelle entre la bafe & la hauteur, Sil §'agit
d’un triangle que 'on fait ( Géom. 140 ) éure
la moiti¢ d'un parallélogramme de méme

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



a8 Cours
bafe & de méme hauteur, on prendra une
moyenne proportionnelle entre la bafe & a
moitié de la hauteur , ou entre la hauteur &
Ia moitié dc la bafe. o

S'il s'agit-d'un cercle , on prendra une
moyenne proportionnelle entre le rayon &
Yz demi-circonférence ; & ¢'il s’agit d'une
figure refliligne quelconque , comme on
fait ( Géom. 143) qu'elle eft réductible 3 un
triangle, onla réduira aifément en un quarré,
en prenant unc uoyenne proportionnelle
entre la bafe & la moitié de la hauteur dece
triangle. N

Mais fi-la {igure n’¢toit point confiruite,
& que l'on eir feulement U'expreflion algé-
brique de fa furface, par le moyen de quel-
ques-unes de fes dimenfions , 2lors on conf-
truiroit comme pour les quantités que nous
allons parcourir.

Sil'on avoitV3 ab - b*, on confidéreroit
cette quantité comme érant la méme que
V'(3a-b)xb; on prendroitdonc une moyenne
proportionnellc entre 3245 & b.

Pareillement, {il'on ay”aa—>bb , on confi-
dérera cette quantité comme étant la méme
queV (a+b)x (a—b), (25); ainfi I'on
prendra une moyenne proportionnelle entre
a+b&ag—b.SilonaVa +-bc,onfera
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450-—-am & alors on aura V o’ = am ou

V (a—t+m) xe; on prendradonc une moyenne.
Proportlonncllc entre a+m & a, apres avoir,

be
conftruit la valeur de m = - en fuivant les
regles donndes ci~defus. '
Pour conftruire ¥ a*-+5*, on pourroit aufli

faire b*==am & conftruire}” a*~+am felon ce
qui vientd étre dit. Mais la propriéeé du trian-
gle rectangle ( Géom. 164} nous en fournit
une conftruéion plus ﬁmple la voici: Tirez
une ligne 4B (Fig. 9) égale a lalignea; a
fon extrémitd A, élevez une pcrpcndlculalrc
ACégaleala lignc b ; alors f1 vous tirez BC,
cette ligne feralavaleur deV @ 5 : en ef-

fet , puifque le triangle C A4 B eft reQangle,
ona (Géom, 1641) Bé*-d‘Bz—{-zC:a’-—l—b’ H

~ On peut au{'ﬁ, par 1\, moyen du triangle

redangle, confiruire V' a* — b* autrement
que nous ne Vavons fait ci-deffus. Pour cet
effet , on tirera( Fig. 11 Yune ligne 4B égzle
aa, & ayant décrit fur 4B comme dmmetre,
le dcml cercle ACB ,on tirera du pomt A,
une corde A C=1~4; alors fi 'on tire B C

cette ligne fera lavaleur de Var—b"; car le

triangle 4 BCétantreftangle (Géom. 165)ona
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,P-‘"‘ !‘ ——— wem—"9 emt——
AB=AC+ BC;donc 8C = A4 B —
—— — e
AC == a"— b*; donc BC =V a* — b".
On peut donc conftruire aulli V' a* - b¢
autrement que nous ne 'avons faic ci-deffus
~en s’y prenant de cette maniere. Faire be=

m*, & confiruire V a* 4 m* comme il vient
d’étre dit; & pour cer effet, on commencera
par déterminer m en prenant une moyenne
preportionnelle catre 4 & ¢, ainfi que lindi-
que I'équation be=m?, qui donne m=Vvkc,
 S’ily avoit plus de deux termes fous le ra-
dical, on rameneroit toujours la conftruction
a quelques-unes des méthodes précédentes,
par le moyen de transformations. Par exem-

ple, fijavois Va + be +ef, je ferois be ==
am,ef=an.& jaurois ¥ &> 4-am-an ou

Via+m—n)xa, que je conftruirois en pre-
nant une moyenne proportionnelle entre @
& g~ m-n, apres avoir conftruit les va-

. b
leursdem & den, favoir m == —
a a

Je pourrois encore faire be =, ¢ f =1,
& alors j'aurois 3 conftruire V' g* 4= m* 4=,
Or lor{que le radical renferme ainfi une fuice
de quarrés pofitifs , par exemple . . . .

Va’+m‘+n‘—+-p’-+&c, on feraV a*m*=h,
Vi ot =i, VI - p* = k, & ainfi de
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fuite ; & comme chacune de ces quantités
fe trouve déterminée par la précédente , la
dernicre donneralavaleur de . . . ., .

Vaem~+n — p'—+&e.Pour conftruire ces

quantit¢s de la maniere la plus fimple , on re-

gardera fucceflivement chaque hypothénufe

comme un cdté; par exemple, (Fig. 10) ayant .
pris AB=a,élevé la perpendiculaire 4 C==c,

& tiré B C qui fera &, on élevera au point C,

fur B C, la perpendiculaire CD=n; &

ayant tiré BD qui fera i, & fon extrémité D,

on élevera fur B D la perpendiculaire DE=p,

& BE ferak ou Vo' + M 12> 4P,

Si quelques-uns de ces quarrés {ont néga-
tifs , alors on réunira & ce que nous venons
de dire , ce qui a été dit pour confiruire
Va b, .

Enfin {il’onavoit & conftruire une quantité
aV'h ¢ '

. de cette forme
aV(5+c) (d+e) Vd'*“, :
g »> en multipliant haut & bas
parVd—¢; alors cherchant une moyenne
proportionnelle entre & +4-¢ & d-4-¢, & Ia

nommant 7 , on auroit a conftruire Z‘%, ce
qui eft facile. -

Aurefte, il sagit ici de regles générales;
en peut fouvent conftruire d'une maniere-

on la changeroit en
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beaucoup plus fimple , en partant toujours
des mémes principes ; mais ces {implifica-
tions fe tirent de quelques confidérations
particulicres & propres a chaque queftion,
& ne peuvent, par conféquent, tre expo-
{ées qu'a mefure que les quettions en amenent
Voccafion. Nous remarquerons feulement ,
en terminant cette matiere , que queique la
conftru&tion des quantités radicales, dont il
vient d’€ere queftion, fe réduife a prendre
des quatriemes proportionnelles, des moyen-
nes proportionnelles , & a Conftruire des
triangles re&angles , cependant on peut quel-
quefois avoir des conftruétions plus ou moins
fimples ou élégantes , {elon laméthode quon
emploie pour trouver ces moyennes propor-
tionnelles ; c’ef pourquoi nous enfeignerons
ici” deux autres manieres de trouver une
moyenne proportionnelle entre deux lignes
données. *

La premiere confifte i décrire fur la plus
grande 4B des deux lignes données (Fig. 11)
un demi-cercle 4CB ; & ayant pris une,partic
AD ¢égale a la feconde , élever la perpen-
diculaire CD, & tirer la corde 4 € qui’
fera moyenne proportionnelle entre 4B &
AD ; car en tirant CB, le triangle ACB
(Géom. 65 ) cft reltangle , & par conféquent
(Géom. 112) ACeft moyenne proportionnelle
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-entre I'hypothénufe 4B & le fegment 4D
Lafeconde manierse confifte (Fig: 12) atirer
une ligne 4 B égale a la plus grande ligne
donnée, & ayant pris fur elle une partie AC
égale ala plus petite , déerire fur le refte BC,
un demi-cercle CD B , auquel on mene latan-
gente AD, qui (Géom. 129 ) eft moyenne
proportionnelle en 4B & AC.

Onvoitdonc queles quantités rationnelles
peuvent toujours €tre conftruites par le
moyen des lignes droites , & que les quan~
tités radicales du fecond degré peuvent étre
eonftruites par le cercle & la ligne droite
réunis. . .

Quant aux quantités radicales de degrés
fupérieurs , leur confiruétion dépend de la
combinaifon de différentes lignes courbes :
nous en parlerons par la fuite.

Nous allons nous occuper, pour le pré-
fent , des queftions dont la {olution dépend
de quantités ou rationnelles , ou radicales
du fecond degré,
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Diverfes  Queflions de Géomerrie &
Reflexions tant fur la maniere de les
mettre en €quations , que 'ur les diverfes
folutions que donnent ces équations.

2 § 0. Le principe que nous avons donng

( 67) pour-mettre les queftions en équa-
tion , s’applique également aux quefiions
de Géométrie. Il faut de méme reprélenter
ce que l'on cherche, par un fignz particulier,
& raifonner enfuite al'aide de ce figne & de
ceux qui repréfentent les autres quantités
comme {i townt étoit connu , & que 'on vou-
lat vérificr. Cette méthode ou maniere de
procéder, eft ce quon appelle I’ Analyfe.
Pour étre en érat de faire les raifonnements
qu'exige cetee vérification , il faut connoitre
aa molns quelques propriéeds de la quantité
que U'on cherche. 1l eft donc clair que pour
étre en érat de mettre les queftions de Géo-
métrie en €équation, il faur avoir préfentes
a lefprit les connoiffances que nous avons
données dans la feconde partie de ce Cours.
Dans la plupart des queftions numériques,
ou de la nature de celles que nous avons
parcourues dans la premiere Seétion , il
fuffit le plus fouvent , pour appliquer leprin-
cipe,
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cipe 5 de traduire en langue algébrique
I'énoncé de la queftion ; mais dans I'appli-
cation de I'Algebre & la Géoméerie , il faut
fouvent employer encore d’autres moyens :
nous ticherons de les faire connoitre &
mefure que nous avancerons; mais ce que
nous pouvons dire en général, pour le pré-
fent, c’eft qu'il n’eft pas toujours néceffaire ,

our vérifier une quantité, d'examiner [i
elle {atisfait immédiatement aux conditions
de la queftion : cette vérification fe fait fou-
vent avec plus de facilité , en examinant fi
cette quantité a certaines propri¢tés qui fong
effentiellement lides avec les conditions de
la queftion. Apres cette réflexion dont nous
aurons occafion de faire ufage , nous paflons
aux exemples, qui dans cette matiere fong
toujours plus facilesa faifir que les précepres
généraux. ,

2§ 1. Propofons-nous donc pour pree
miere quettion, de décrire un quarré ABCD
(Fig.13) dans un triangle donné, EHI,

Par ces mots , un triangle donné, nous ens
tendens un triangle dans lequel tout eft conw
nu , les cotés , les angles, 1a hauteur 4 &¢.

Avec un peu dattention, on voit que
cette queftion fe réduit a trouver fur la hau-
teur £ Fun point G par lequel menant 4 B
parallele a HI, cette ligne A8 foit €gale 3

ALG EBRE, Y.
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G F; ainfi I'équation {e préfente tout natue
rellement; il n'y a qu'a déterminer lexpref~
fion algébrique de A F, & celle de G B, &
enfuite les égaler.

Nommons donc a 1a hauteur connue E F;
b, la bafe connue H 1, & x la ligne inconnue
GF ; alors E G vaudra ¢ — x.

Or puifque A B eft parallele 3 HI, on
doit (Géom. 115)avoir EF: EG:: FI1: GB::
HI: 4B ;ceft-d-dire ,EF: EG:: HI: 4B,
oua:a—x::6: 455 donc(Arith. 179) AB=

b— ] i .
2 ﬁx; puis donc que 4 B doit €tre égal i
B—
GF,onaura?
de la premiere Seltion, on tire x = ~

bx
=x ; d’ol1, par les regles
ab

+ 6
Pour confiruire cette quantité, il faur,
conformément A ce que nous avons dit (246),
trouver unc quatrieme proportionnelle &
a-+b,b&a,cequelon exécutera en cette
mamer’e On pértcra de Fen Oane ligne FO
égaleda~+ 6, ceft-a-dire, égale a EF
H I, & Von tirera E O, puis ayant pris F M
égale 3 H I=>5; on menera paralielement
2 E O, laligne M G, qui par fa rencontre
avec EF déterminera GF pour la valeur de
x: car les trlano"les {emblables E FO ,GFM
donnent FO : FM:: FE : FG, oua+b

b::a: FG vaudra donc —é—b.
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2 j 2. Propofons-nougpour fe¢ snde el
ton , celle-ci. . . connotffant la longica 1e
la Izgrze BC(Fig.14) & les anglesBE C g8
Sorment avec elles les deux Zzgrzex’ BA&ECA;
determiner la haweur AD a laquelle ces deux
dernieres lignes [e rencontrent.

On fa1t entrer les angles dans le calcul
algébrique a I'aide des mémes lignes qu'on
emploic dans la Trigonométrie , cCelt-i-
dire,, a l'aide des ﬁnus , tangentes, &ec. Ainfi
quand on dit qu'on donne un angle Pangle

, par exemple , on cntend que Fon donne
la valeur de fon finus ou de fa tangente ; cela
pofé, nommons Be=a , A D=y. Dansle
‘triangle re@tangle ADC, nous aurons (Géom.
296.) CD:D.A:: commele rayon eft ala
tangente de langle ACD: on CD:y::
r:m, en appellant r le rayon & m la tan«
gente de langle 4 CD ; donc ( Arith, 179 )

CD — %, Par un raifonnement femblable,
on trouvera en,nommant 2 la tangente de

ABD,BD:y::r:n doncBD—u’—ii or
BD 4+ DC=B(C =gq; donc__.—}-_—.

amn

rng-rm?®

On peut rendre cette expreflion plus fim-
ple, en introduifent au licu des tangentes
m & n des deux angles € & B, leurs cotan-

V a

==q.D’oul’on tire y ==
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gentes que nous nommerons p & g. Pour cet
effet, il faut {e rappeller (Géom. 280) que
zang:r::r:cor ;envertu de cette propofi-
tion, on aura m:r::r:p&nir:irig;
d’ot Pon tire m = - & n==-_—; {ubftituant,
au lieu de m & n,ces valeurs, dans celledey,

art art _
21 P9 art ryq
— — = K
on aura}’ 7 8 p’; + q’-l p q Prl + qr!
ar q P Pé
= R
Pr+9

25 3. Onvoitpar-la, que lorfque parmi
les quantités qu'on peut regarder comme
donnécs, celles qu’on a employées , ne con-
duifent pas 3 un réfultat aufli fimple qu'on
le defire; il n’eft pas néceflaire de recom-
mencer un nouveau calcul pour s’aflurer , fi,
en employant les autres données, on ne
pourroit pas arriver a un réfultat plus fimple.
11 fuffic d’exprimer par des équations les rap-
{0“8 des données quon a employées da-

ord , avec celles gquon veut introduire,
c’eft ainfi que nous venons d’exprimer m& n

par les équations m =<, n :“':{'5 alors pat
de fimples fubftitutions , nous avons eu une
folution dépendante de p & ¢q.

2 y4. Nous choifirons pour troifieme
exemple une queftion qui nous donne licu
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rout 2 la fois de faire voir l1a maniere de met-
tre en équation les queftions de Géomérrie ,
& comment par différentes préparations de
ces équations , on peut découvrir de nou-
velles propofitions. :

Connoiffant les trois cétes d'un triangle ABG
(Fig. 15 ) , trouver les fegments AD & D C
formés pur la perpendiculaire BD , & la per-
pendiculaire B D elle-méme,

Si je connoiffois chacune de ces lignes ,
voici comment je les vérifierois. J'ajouterois
le quarré de B D, avec lequarrdde €D, &
je verrois fi la fomme eft égale au quarré
de BC : ce qui doit tre, puifque le triangle
BCD eft reQangle { Géom. 164). J'ajouterois
de méme le quarré de 4D au quarré de BD,

& je verrois {i la fomme eft égale au quarré
de AB.

Imitons donc ce procédé, & pour cet
effer nommons B D ,y;CD,xyBC=a;
AB=0by;AC=c;alors A D quieft=AC
—C D, fera = ¢ — x. Nous aurons donc
xx -+ yy=aa,&cc— 2cx + xx + yy=>5b.

Comme xx & yy n'ont , dans chaque équa-
tion , d’'autrz coéfhicient que 'unité, je re-
tranche la feconde équation de la premiere ,
ce qui me donne, tout de fuite 2 ¢x — cc ==

: N . aa—bbce
aa—bb;dol l'on tire x =
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p—y . ’ H M
‘”‘L_ -+ ¢, quon peut fcrire ainfi,
¢ (a4 b){a—5 '
I e e SN

4

Or, fous cette forme, on voit d’apres ce
qui a éié dit (246) , que pour avoir x il faue
chercher unc quatriems proportionnelle ac,
a-+b, &a— b4 ; & layant trouvée, en pren-
dre la moitié que Pon ajoutera avec % ¢,
c’eft-a-dire , avec la moitié du coté 4 C; ce
qui eft ablolument conforme a ce que nous
avons dit ( Géom. 303 ).

Mais on peut tirer plufieurs autres con-
clufions de ces mémes €quations ; nous allons
en expofler quelques-unes pour accoutumer
les commencants a lire dans une équation
ce quelle renferme.

295 9. 1% Léquation 2cx—cc=aa—"bb,
eft la méme chofe quec. (2x—c) == (a=+b)
{(a—b). Or puifque le produic des deux
premicrs falteurs eft égal au produit des
deux derniers, on peut * confidérer les deux
premiets, comme les extrémes , & les deux
derniers comme les moyens d’une propor-
tion, & i’on aura par conféquent ¢: a - b::
a—>b: 2x—c; or 2x—c eft x moing ¢ — x,

¥ Dorénavant lor(que nous|tes , que des que deux prodaits
aurons ainfi partacé chaque|font égaux , Jes fattears de L'un
membre d’'uneéquation end. ux | peuvent éire confidérés comme
fa&eurs , nous corciurons tout les extrémes d’une proportion

de fuite la proportion. Il fuffit| dont les fa&eurs de l'antre fe-
d’ére averti, une fois pour tou-! roient les moyens (A rieh. 180)s
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donc en remettant a la place de ces lettres
les lignes quelles repréfentent, on aura
AC: BC-AB::BC— AB:(D—AD,
ce qui eft précifément ce que nous avons
démontré ( Gﬁ’om 302).

256. 2° Si du point C comme cen-
tre , & d’un rayon ég'\l a B C on décric
Varc BO, & ﬁ Von tire la corde BO,

on aura_B—ﬁ —l—-_j)‘d :—E—O, or DO = CO
~— CD == BC — CD =a — x ; donc BO

=)y =}~ aa — 2ax -}~ xx ; mMais nous avons

trouvé ci-deflus yy-+xx=aa; : donc BO =

2ga-—2ax==2a (¢ — x). Metrant donc pour
ac —bb—+— ce
x4 fa valeur ———, on aura BO = 2a

(a +M—:Z— cc) =24 (z (C = (1] e CC - M) —

1<

a L e |
—X (bé-a—c) parce que 2 a¢— qa— cc==

—_ (aa~—nac+cc)=-—(a-c) ; or (25)
en confidérant @ — ¢ comme une {cule quans

titd, on a bb — a — ¢ = (b+a—c)
(b—a+c); donc BO == = (b ot a@ —c)
(b—-a+c) qu on peut mettre {ous cette autre
forme BO——f (a-+b~+c—2c) (a~+-bc-2a) 5

donc fi on nomme 2s lafommedes trois cotés,

onaura,B():: (25—-2(:)(25.—%(1}..4: -
4
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(s—c) (s—a) ; or {i du point C, on abaiffe
fur OB laperpendiculaire CI, on aura ( Géom.
29¢) dans le triangle rectangle C1 O, cette
proportion CO: O1:: R: in OCI, Ceft-a-
dire azg:"rBO : R::fin: OCI; donc + BO==
~afin0OC 2afmOCI

5 0u BO =~ , & par conf¢-

— 2 wn O CI)?
quent B0 = ﬁ‘—(ﬁk,o el égalant ces deux

valeurs de B O*, on aura ‘;(—a:(/z’/z OCl) =
?—f—(s———q)s—-a), ou en divifant pat 4 a,
& chaffant les dénominateurs , ac (fin OC )*
= R*(s—c¢ (s—a), doi lon tire cette
proportionac: (s—c ) (s—a):: R*:
(fin O CI?* qui eft laregle que nous avoris
donnée ( Géom. 304.) pour trouver les angles
d’un triangle par Ve moyen des trois c6tés,
mais dont nous avons renvoyé la démonttra-
tion a cette troifieme Partie. En effet , ac el
le produit des deux cotés qui comprennent
Yangle BCA 5 s—e & s—a font les deux reftes
que ’on a en retranchant ces deux mémes
cotés {ucceflivementde la demi-fomme, Rett
e rayon , & O C [ eft la moitié de I'angle
BCA, puifque C7 eft une perpendiculaire
mecnée du centre C fur la corde BO.

- 257. 3°% L'équation yy + xx =aa,
donnent yy = aa — xx = (a4 x) (a — X);
donc en met:ant pour x, {a val®, on aura
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Yy = ( + 1’5+€€)( bbb~ aa-;ic —
(zac+aa+cc-bb> % (z ac-aa- cc+bb> ((’ +¢,).b5

b a D (G-H+b) (a+c_b) (b+c a)x(b c+a),

donc qecyy= (a-+-c+5) (a+c—b) (b+c-a)
(b—c—a), ol gccyy=(a—=+b+c)
(a+b~+c—2b) (a-+b4-c—2a)a+b+c—2c) 5

donc en nommant 2s la fomme a~b--c des
trois c6tés , on aura 4ecyy = 25. ( 25— 256)
(25—24a) (25—2c), ou 4ccyy==16s . (s—a)
(s—2) (s—) , ou divifant par 16, réduifant,
_éc tirant la racine quarréde, « . o . .
ACx BD

Te= (5=at) (5—8) (5—¢)e 1\1318

c(’c la furface du triangle # B C dmc pour
avoir la furface d'un tnangle par le moyen
des trois cotés, il faut de la demi-fomme re-
trancher fucceflivement chacun des trois co-
tés ; multiplier les troisreftes entr’eux & par
Ia dcm1- fomme , & enfin tirer la racine
quarrée de ce produit.

298.4°% L¥quation2¢ x —cc—aa
— bb, donne bb = aa 4 cc — 2cx ; mais fi
la perpendiculaire tomboit hors du triangle,
on auroit, en confervant les mémes déno-
minations (Fzg 16),yy+xx=aa, &
Yy-+cc—+a2cx —-}—wx_.bb parce que AD
qui étoit ¢ =~ x, eftici ¢ x. Donc retran-
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chant 14 premiere équation de la feconde,
on auroit ¢c~i~ 2¢x == bb — aa , ou ¢ (c~2x)
=(b-4-a) X (p—a), quidonne ¢: b4a::b—a:
ct+a2xjorc+ xétamtx +c—+x et CD
- AD;donc AL : 4 B+-BC:: 4B~ B(C;
CD -+ AD | ce ui cﬁ la feconde partie de
1a ”fOPOdthH que nous avons démontrée

( Géom. 302 3.

2 5 G. 5% La mtme équation ¢ ¢~ 2cx
= bb—aa, donne b b =aa -+ cc - 20x;
comparant donc d I'¢ ¢quation bb == aa =+ cc
— 2cx qui convienta la figure 15, on voit
que le quareé 65 du coeé AR oppofé alangle
aigu C, vaur moeins que la fomme aa-+cc
des quarrés des deux autres cotés, puifquiil
vaut cette fomme diminude de 2¢cx. Aucon-
trairc, le quarré b5 du c6té A B, oppofé a
la"w'c obtus (fig. 16) vaut aa-tce-+acx
Ceft-d-dire, plus que la fomme des quarrés
des deux autres cotés. On peut donc, parces
deux remarqucs , lorfqu'on a 3 calculer les
angles d’'un trisngle par le moyen des cotés ,
reconnoitre i Pangle que P'on cherche , doit
étre aigu ou obtus.

2 0. 6° Les deux équations bb=aa
dcc—2cx, & bb=uaa+cc—2cx,
confirment ce que nous avons dit fur les
quantités négatives. Car on voit que {elon

que la perpendiculaire BD ( Fig. 15 & 16)
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tombe dans le triangle ou au-dehors, le
fegment €D eft de différents cotés. Or dans
ces ¢quations le terme 2cx a en effer des
fignes contraires. Donc réciproquement
quels que foient les calouls que V'on aura faits
pour I'un de ces angles , on aura ceux qui
convicnnent pour les casanalogues dufecond,
en donnant des fignes contraires aux parties,
qui fcront {ituées des différents cotés, fur une
méme ligne : or dans ce que nous avons dit
ci-deflus, tant fur le calcul de 'un des angles,
que fur celui dela furface, le fegment CD
n'y entré plus; donc ces deux propofifions
appartiennent indifféremment 2 toute efpcce
de triangle reétiligne.

On pourroit tirer encore de ces mémes
équarions plufieurs autres propofitions 5 mais
nous avons d’autres objets a envifager.’

2 6 1. Quoigu’en générzl on ait dautant
plus de reffources & de facilité pour mettre
les queftions de Géométrie en équation, que
Pon connoit un plus grand nombre de pro-

rités des lignes ; cependant , comme IAl-
gebre elleméme fournit les moyens de trou-
ver ces propriétés,le nombredes propofitions
vraiment néceflaires, eft affez limité. Ces
deux propofitions , que Jes triangles femblables
ont leurs cotés homologues preportionnels , &
que dans un triangle reclangle, la fomme des
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quarrés des deux cités de langle droit eft égale
au quarre de Uhypothénufe , ces deux propofi-
tions , dis-je , fontla bafe de 'applicationde
r Algebrc 3 Ia Géométric. Mais felonla nature
des queftions, il peut y avoir bien des ma-
nieresde faire ufage dc ces deux propoﬁtxons
Cetufage n'éroit pointdifficile a appercevoir
dans la queftion que nous venons de traiter.
Mais dans les conféquences que nous avons
tiréesde laréfolution pour le calcul dePangle,
ar le moyen des trois cotés , I'idée de dé-

crire 'arc BO ( Fig. 151 pour calculer la corde
BO, & par fa moitié O, calculer le finus de
Yangle OCI , cette idée ne fe préfente pas
dabord Il en eft de méme dans beaucoup
d’autres queftions. Tantot ce font des lignes
qu’il faut prolonger jufqu’ace qu’elles en ren-
contrent d’autres ; tan ot des lignes qu'il faue
mener paralleles a4 quelqu’autre, ou faifantun
angle dPonné avec quelqu’antre, En un mot,
I'application de T'Algebre 2 la Géométrie,
ainfi qu'a toute autre matiere , exige,dc la
part de UAnaliffe, un certain difcernement
dans le choix &a l’cmploi des moyens. Mais
comme ce dilcernement s’acquiert en grande
partic par lufage, nous allons appliquer ces
obfervations a divers cxemples.

2 6 2. Propofons-nous d'abord cette quef
tion : D’un point A (Fig. 17) dont la fituation
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eftconnued Uégard des deux lignes HD & D 1
qui font entrelles un angle connu HD I,
tirer une ligne droite AEG de manzere que le
triangle intercepré EDG , air une furface don-
nee, c'eft-a-dire y une furface égale a celle dun
quarré conn ccC. )

Du point A4 menons la ligne 4 B parallele
aD ﬁ, & laligne A4 C perpendiculaire fur
DG prolongée : du point E qu laligne AEG
doit couper D H, 'concevons la perpendi-
culaire K F. Si nous coninoiffons EF & DG,
en les multipliant Vune par autre , & pre-
nant la moitié du produit , nous aurions la
furface du triangle EDG, laquelle devroit
ére ¢gale a ac.

Suppofons dong D G = x; A I'égard de
E F, voyons {i nous ne pouvons pas en dérer-
miner la valeur, tant par le moyen de x, que
de ce qu’il y a de connu dans la queftion.

Puifquion fuppofe que la fituation du
point- 4 -¢eft connue, on doit regarder comme
connue, fa diftance B D a laquelle pafle la
parallele 48, & la diftance 4Cdu point A4 3
laligne D G prolongée. Nommons donc BD,
a& AC, b;alorsles triangles femblables 4 BG
& EDG ,nousdonnent BG : DG:: AG: EG} .
& les triangles femblables 4 CG,E F G,
nous donnent 4 G: EG :: AC: E F; donc
BG:DG;:4C: EF; ceft-i-dire,a-tx;
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x::é:EF;donc(Arith.JW)EF—:f—f—*

a4

puis donc que la furface du triangle EDGdoit
Etre égalc au quarré ¢ c, il faut que EFx~—

bxx
ou————x—-==cc,ceﬂa dire , que =
a-x 2@42x
cc, ou chaﬂ'anc le dénominateur , bxx =
2aCCA-CCX. . \
“Cette équation réfolue fuivant les regﬂs des

équations du fecond degré (99 & roo),donne

————

__cc c* 1ace,
ces deux valeurs_x =+ V—'{ - 25
dont celle qui a le figns — eft inutilea la
Queﬁlon préfente.

Pour conftruire la premiere, je la mets fous

la forme fuivante . . . . 2. . . ..

4

¢ ..;_V(ﬁﬁ 2 a> 2, cela pofé,

ayant tlré une ligne 1ndéﬁme PQ (Fig.18),

fur un point quelconquc C de cetee hgne,
yéieve la perpendiculaire ACe=b, & je
preads fur CA & C P les lignes C O CM
£gales chacune au c6té ¢ du quared donné

ayans tiré AM, }c lui mene par le point O la
parailele O N qui me décermine C'N pour la

* A Pavenir, toutes les fois produxr des deux moyens di-
que nous aurons  exprimer un [vifé par Pextréme , ou des
terme d'une proportion , dont } deux extrémes divifé par le
trois feront exprimés a(ligébn— moyen, felon que le terme
quement , nous prendrons , | cherché fera un extréme ou up
£ans en avertic davantage o le{moyen,
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valeur de fbi’ puifque les triangles fernbla-

bles ACM, OCN donnent #C: OC: ;‘C}VI:
CN, ceft-d-dire,b:c::¢c: CN;done CN
= ﬁbi ; cela €rant, la valeur de x devient

doncx =CN +V (CN—i-Qa)'x CN;or
V(CN+1a)xCN exprime ( 249 ) une moyenne
proportionnelle entre C N & C N+ 245 il
ne sagit donc plus que de déterminer cette
moyenne proportionnelle , & de l'ajouter
4 CN. Pour cet effet, fur N C prolongée,
je prends CQ =24 ; & fur la totalité NQ,
je décris le demi-cercle NV Q rencontré
en ¥ par € A: je porte la corde N /7 de
N en P, & yai CP pour la valeur de x3;
car NV (Géom. 112) eft moyenne propor~
tionnelle entre NC & NQ , cJeft-a-dire,
entte C N& CN = 2a; donc N ¥V ouPN
=V(¢N +2a)x cnv; donc CP = CN
PN=CN-4+V{N+ra)xCN = x; oOn
portera donc CP de D en G(Fig.17) &
Pon aura le point G par lequel & par le
point A titant AG, on aura le triangle EDG
égal au quarré ¢ c. '

26 3. Si 'on veut favoir ce que fignifie
la valeurde x, favoir. . . . . . . ..

e V . “ce —
x_T— (T .2(1) 7,0[’1 remarquera
que ricn, dans la queftion, ne déterminant
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g'il s’agit plutot de 'angle ED G ( Fig. 19)
que de fon égal E' D G' formé par le pro-
Iongement des lignes GD, ED , & les quan-
tités données dtant les mémes pour celui-ci
que pour lautre , cette feconde folution
doit €tre celle de la queftion on il s’agiroit
de faire dans I'angle E’ D G’ la méme chofe
que naus avons faite dans l'angle £ D G. En
effet, en nommant D G’,x; & confervant les
autres dénominations, les triangles 4 B G/,
E'DG’, femblables a caufe des paralleles
AB & DE donnent BG': DG’ : 4G’ :G'E),
& en abaiffant la perpendiculaire E! F/, les
triangles femblables 4 CG’ E/ F' G’ donnent
AG': G'E':: AC: FE' ; donc BG : DG =
AC: F'E' ceft-adire, g—x:x:: b F' E';
donc I’E’:%; puisdonc que la furface du
triangle G'E’D doit étre égal au quarré ce,
il faut que f_f;x—’:— = cc; ce qui donne
bxx==2acc—2ccx, & par conféquent
=y Vi + 225 valeursde x qui
5 =Y w )
font précifément les mémes que celles du
cas précédent , avec cette différence qu'elles
ont des fignes contraires , ainfi que cela doit
étre, puifqu'ici la quantité x eft prife du coté
oppofé a celui ou on la prenoit d’abord.
Nouvelle confirmation de ce que nous avons

déja

X =
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¢¢ja dit plus d’une fois, que les valeurs né-
gatives devoient étre prifes dans un fens
oppofé & celui on Ton a prisles pofitives.

I.a conftruétion que nous avons donnde
pour le casiPrécédent-, ferc aufli pour celui-
ci, avec ce feul changement, de porter { Fig.
18) N ¥V'de Nen K vers Q ; alors la valeur
de xc, qui, dansle cas précédent, étoit CP,
fera C K dans celui-ci. En effet, la valeur
de x, qui convient au cas préfent , eft

cc vt 2 ace . ‘e
X == — 55— OUX ===

V< f_b,‘_ -+ za) X -Cbi, c’eft-a-dire, x =—CN-
V' (CN + 22, x CIv; puis donc que N ¥V =
VICN +1a)x chvyonaxs=— CN-+NV
=—CN+N K= CK; ainfi on portera
CK de D en G'( Fig.17) &onaurale point
G' par lequel & parle point A tirant 4 G’ E/,
on aura le triangle G’ D E' égal au quarré cc;
ceft-&dire, la feconde folution de la quef-
“tion.

2 4 4. Nous avons fuppofé que le poiat 4
(Fig. 17) €toit au-deflus de 1a ligne B G; sl
ot audeflous, (Fig. 19 ) laquantité b, ou
la ligne 4Cferoit négative , & les deux pre-
mieres valeurs de x {eroient par conféquent

cc ct Lace€ cc
r=—g iV e ouxem—gE
ALGEBRE, X
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(4

(T 2a>x ~73 otPon voit que le pro-

bléme neft pomblc alors, que larfque 2a cft
pluspetit quc “, puifquelorfqu’il eftplus grand

la quantité qui eft fous'le radical , eft néga-
tive,, & par conféquent (98)les valeurs dex
font i 1magma1rcs ou abfurdes. Lorfque 2 z eft

plus petit que =- , les deux valeurs de x font

négatives, c cﬁ a d1re , qualors le probléme
eft impoffible 3 I’ ¢gard de l'angle HID ; mais
il a cﬁ:ux folutions & I'dgard de fon égal
E'DG'. Pour avoir ces deux folutions, 11 faur

conftruire les deux valeurs % = — - ‘4

V(v__-— 2 a) , ce que l'on fera dcla

maniere fuivante. Ayam: déterminé, comme
ci-deflus , la valeur CNV de —be- (Fig. 20}, 0n
prendra NQ =2, & ayant décrit {fur N Q

comme diametre , le demi-cercle N V' Q,
on lui menera la tangente C 775 on portera
enfuite C ¥ de Cen Pvers N &de Cen K
a oppolite; alors NP & NK feront les deux
valeurs de x, on les portera (Fig.19)de D
en G & de D en G', & tirant par le point A4
& par les points G & G les deux droites
EG,E'G’, chacun des deux triangles EDG,

E'DG fera égal au quarré ¢c. Quant acs
que nous difons que NP & IV K ( Fig. 20)
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feront les deux valeurs de x, cela fe tire de ce
que (Géom. 129) C ¥V étant moyenne propor-
tionnelle entre CN & CQ, eft =V Coxc N,

ou, (en mettant pour ces lignes leurs valéurs),

CVouCPouCK =) (£5 - 2a)x*5;

)
doncNP:CN—CP=fbi~—V<%f——za =

& NK=CN+-CK=224. )7 (-2 a)xss;

or ces deux quantités font les mémes: que
les valeurs de x, en changeant les fignes,
donc ces mémes quantités poreées de D vers
G (Fig. rg)yferontlesvaleursde x: . .
26 75.Sile point 4 (Fig. 21) éroit dans
Tangle méme HDI, alors B D tombant du
coté oppofé a celui ou il tomboit dabord,
a fera négatif & les deux valeurs primicives

de x, deviendroientx =’%£:tV;L§ S ‘;”
- qui font les mémes (en changeant les fignes )
que celles que nous venons de confiruire,
On voit donc qu'alors on doit confiruire ,
comme on l'a fait (Fig. 20); mais porter les
valeurs N P & N K de x, les-porter , dis-je
(Fig. 21 ) de D vers I; & lon aura les deux
triangles D EG , D' E G’ qui {atisferont tous
deux a la queftion.

26 6. Enfin lepoint 4 ( Fig. 22) pourroit
X 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dere fitué au-defious de BD , mais dans I'an-
gle BDE’, Alors a & b feroient tous deux

. . . cc )
négatifs , ce qui donneroit x == — -+

qui font précifément de fignes

34 GoOURS

ct 1acce

Y
contraires aux premiecres valeurs que nous
avons trouvées pour x, On conftruira donc,
comme on l'a fait (Fig, 18 ). Alors T K fera
1a valteur pefitive de x,"& CP fa valeur né-
«ative’ on portira la premiere , ( Fig. 22 ) de
D en G .vers B, & l'autre a ’'eppofite , ceft-
a-dice,de D en G . :
- Nous avons infifté fur les différents cas de
cette folution , pour faire voir comment une
{eule équation les comprend toys ; comment
on les déduit par le feul changement des
{ignes ; comment les pofitions contraires des
lignes ; font délignées par la contrariéeé des
{ignes; & réciproquement, Il nous refte en-
core a indiquer quelques ufages de cette
méme folution. -

267. Si l'on propofoit cette queftion :
D’unpoint donné A(Fig. 23 hors d'un triangle
ou dans un triangle donné DHI, mener une
ligne AF qui divife ce triangle en deux parties
DEF,EFIH qui foient entr elles dans un rap-
port connu & marqué par le rapport dem : n,
cette queftion trouveroit fa folution dans la

précédente. Car puifque le triangle D HI
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eft donné, & que l'on fait quelle partie le
triangle D E F doit étre du triangle DHI;
fi U'on cherche le quatrieme terme de cette
proportion mm—-n: m: : la furface du triangle
DHI, eft un quatrieme terme ; ce qua=
trieme terme fera la furface que doit avoirle
triangle DEF. Or on peut toujours trouyer
un quarré ¢ ¢ égal a cette furface (249 );
la queftion eft donc réduite & mener par le
point 4 , une ligne 4 £ F, qui comprenne
avec les deux cotés DH, DI, un triangle
DEF égal au quarré ¢ ¢ , ceft-a-dire, eft
_réduite a la queftion précédente.
2.6 8. On voit encore qu'on rameneroit
a la méme queftion, celle de partager une
figure reftiligne quelconque,( Fig. 24 ) par
une ligne tirée d’un point quelconque A,
en deux partiess BCFE, EFDHK, qui
fuffent entr’elles dans un rapport donné,
En effet , la figure 5CD H K, étant fup~
pofée connue , on connoit tous fes angles &
tous fes cotés ; on connoitra donc facile-
ment le triangle B L G formé par les deux
cdtés KB & D C prolongés, puifqu’on con-
noit dans ce triangle, le c6té B C & les deux
angles L BC, LCB fuppléments des an-
gles connus CBK & B C F; ainfi on doit
regarder la furface du triangle L B C comme
connue ; & puifque celle de £ )f CF doit
3
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étre une proportion déterminde de.la furface
totale, elle eft donc connue anfli; lIa quef-
tion cft donc réduite a mener une ligne AEF
qui forme dans l'angle K L D, un triangle
égal 2 un quarré connu, Enfin, on voit par-
la comment on partageroit cette figure, en
un plus grand nombre de parties ot les
rapports {eroient donnés.

269. Une remarque qu’il eft encore a
propos de faire , & que nous allons confir-
mer par dautres exemples , ceft que, fi
quelques- unes des quanricés donndes qui
entrent dans 'équation qui fcrt a réfoudre
une qucftion, font telles qu'en changeant
leurs fignes en'fignes contraires, l'équation
ne change point; ou f{i un changement de

ofition dans la llgnc ou les lignes cher-
chées de la figure, n’entraine aucun change-
ment de pofition ni de grandeur dans les li-
gnes donndes , alors parmi les différentes
valeurs de x, lorfqn’il y en a plufieurs dans
I'équation, on en trouvera toujours une qui
ferala folution propre pour le cas qu'indique
ce changement. Par exemple, dans la quef-
tion que nous venons de traiter , on a vu
que l'une des valeurs de x donnoit direéte-
ment la folution pour le cas oula ligne 4EG
( Fig. 17) devoit traverfer Vangle HDI,
ainft qu'on I'a fuppofé en faifant le calcul;
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mais on a vu en méme-temps que la feconde
valeur de x donnoit la folution pour le cas
ol il s’agiroit, non pas de I'angle HDI, mais
de fon oppofé au fommet. La raifon en eft
qu'ayant dans chaque cas, les mémes quan-
tités données a employer, & les mémes rai-
fonnements 3 faire, on ne peut étre conduit
qu’a la méme équation ; donc la méme équa-
tion doit donner les deux folutions. Nous
allons en voir encore des exemples , en par-
courant d’autres queftions.

270. Propofons - nous cette gqueflion,
D’un point donné A hors d’un cercle BD C
(¥ig. 25 ) tirer une ligne droite AE , de ma-
niere que fa partie DE interceptde dans le cercle
Joit égale a une ligne donnee.

Puifque le cercle B D EC eft donné , fon
diametre eft cenfé connu : & puifque le point
A eft donné, fi on tire par le centre O la
droite 4 O C, on eft cenfé connofitre la ligne

AB, & par conféquent laligne 4 C. Pour
favoir comment on doit tirer laligne A, il
ne sagit que de favoir de quelle grandeur
doit &tre 4 D, pour que fon prolongement
D E foit égal i la ligne donnée. Je nomme
donc A D, x; la ligne connue A B, a; la
ligne connue 4 C, 43 enfin je¢ nomme ¢, la
ligne donnée a laquelle D E doit £tre égale,
Cela pof¢, .
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Puifque la figure BDECeft un cercle, lef
fécantes AC, AE doivent ( Geom. 127) btre
réc1proqucment proportionnelles a leurs par-
ties extérieures;on doitdoncavoir AC: AL ::
AD: AB,cefl-adite, en vertu des dénomi-
nations précédentes , b —-c::x:ajdonc
en multipliant les extrémes & les moyens ,
On AUra X X —= ¢x ==a b, équation du fecond
degré qui étant réfoluc donne x— 2
V ittab; dont la premiere valeur , x =
— LemV T e ab, {atisfaitfeule ala queftion
a&uelle.

Pour achever la [’olution il faut confiruire
cette quantité , ce qu'on peut faire fans em-
ployer les transformations enfexgnées (246),
Pour cet effet , on tirera du point A la tan-
gente A7, qu1 (Géom. 129) étant moyenne
proporuonnellc entre 4B & AC , donaera

AT — a3 lavaleur de x deviendra donc x ==
———c-l—l/m ! t1rons le rayon 70, il
fera perpendiculaire a 4 T ( Géom. 48); fi
donc on prend TI = ¢, alors en tirant Al
on aurd A I= V:?I,Ti ; donc pour avoir
x , il ne s’agit plus que de porter 11 de I en
R & de décrire du point 4 comme centre
& du rayon AR , l'arc RD qui déterminera
le point cherché D;car AD ou AR fera
égala Al—IR= Al — T] =V G5 a7 —

T A
—;C—-—x.
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Pour connoitre matntenantce que fignific
la feconde valeur, x == — 1¢ — V ico 4 by
il faur remarquer que puifquelle eft toure
négatwe , eile ne peut tomber que du c6eé
oppofé a celui vers lequel tend AD. Voycus
donc s’il y a quelque queflion dépendante
des mémes quantités & des mémes raifon-
nements, & quiait rapport a ce coté. Or je
remarque que {i I'on fuppofe a & & négarifs,
Véquation x x -+ cx = a b ne change en au-
cune maniere ; donc puifqualors le cercle
B D EC deviendroit B'D'E'C’ {itué vers la
gauche de la méme manicre que le premier
Peft vers la droite ,.il s'enfuit que cette
meme équation renferme aufli la folution
qui appartiendroit a ce cas ; la feconde va-
leur de x, favoir x = — 1 ¢ — V'iat b ap-
partient donc a ce méme cas, & fatisfaic 2
la méme condition; c’eft pourquoi {i dans
la conftrution précédente on porte IT), de
Ten R', fur A1 prolongé, & qu enfuite du
pomt A comme centre & d'un 12 yon égal
a AR, on décrive un arc qui coupe, en £/,
Ia circonférence B'D'E'C’, le point K’ fera
tel que la partie interceptée K1) fera égale
acj; eneflet, 4 E étant égal 3 AR =
AI ~+ IR/, vaudra L’m 4-Ic, Ceft-
a-dire, fcra égal 4 1a feconde valcur de x
‘en y changeant les fignes ; or puifqu’on porte
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cette quantité du coté oppofé i celui vers
Iequel on a fuppofé que tendoit x , il Senfuit
que AL’ eft vérirablement la feconde valeur
de x.

Au refte , comme les deux cercles font

égaux & fitués de la méme maniere, les deux
folutions peuvent appartenir toytes deux au
méme cercle, enforte que fi Uon décrit du
point 4 comme centre & du rayon A4, I'arc
R'E ,1aligne AE réfoudra auffi la queftion;
en effet , il eft aifé de voir que le point £dé-"
termin¢ de cette manicre eft fur le prolonge-
ment de la ligne 4D déterminde par la pre-
miere conftruétion. Mais des deux folutions
diftinétes que fournic ’Algebre, la premiere
tombe 2 la droite du point 4, & appartient
au point D de la circonférence convéxe; la
feconde tombe a la gauche, & appartient au
point £’ dc la circonférence concave.
. On voit par-1a fe confirmer de plus en
plus , que ch quantités négatives doivent
€tre portées de cotés oppofés, & réciproa
quement. .

27 1.Suppofons maintenant qu’il sagitde
trouver fur la diredlion de la ligne donnée AB
(Fig. 26 ) un point C tel que fa diflance au

. point A, foit moyenne proportionnelle entre fa
diftance au poini B & la ligne entiere A b,
Je nommerai a la ligng donnée 4 B; &
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x, la diftance cherchée A4 Cjalors BC fera
a—x; & puifqu’on veut que 4 B: A C ::
AB:CB,ouquea:x::x:a-—x, il faut
en multipliant les extrémes & les moyens ,
quE XX == aa — aX, OU XX —- ax = ad , €qua-
tion du fecond degré , qui, étanc réfolue,
donne x = — ;a—+ V iaat aae

Pour conftruire Ia premiere valeur x =
— T @~V isa+aa, il faut felon ce qui a
€té enfeigné ( 259 ) élever au point B la pet-
pendiculaire B LD ==1ta,& ayanttiré 4 D,

onauraAD-::VB]) t~AB =....
Viaa+aa; il ne §agit donc plus que de
retrancher de cette ligne, la quantité £ a,
ce qui fe fera enportant DB de D en O3
alors A O vau%ra V Taa+az — 1 a, ceft-a-
i 4 \

dire, fera égale a x; on portera donc 4Q
de A en Cvers B, &lepoint € ou elle abou~
tira fera le point cherché. ’

Quant a la feconde valeur de x, favoir
— a4 —V Taataa; ilon poree BDde D
cn O fur le prolongement de 4 D, alors
A O vaudra L @ + V3iaz+azs puis donc que
la valeur de x eft cette méme quantité,
prife négativement , on portera 4 O’ de 4
en ¢’ {ur AR prolongée du coté oppof€ a

elui vers lequel on a fuppofé , dans la folu-

tion, que x tendoir, & l'on aura un fecond
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point €', qui fera, aufli, tel que fa diftance
au point A4, fera moyenne proportionnelle
entre fa diftance au point B & la ligne en-
tiere A B.

Remarquons en paflant que cette queftion
renferme celle de couper une ligne donnée AB
en moyenne & extréme raifon : avili la conf-
tru&tion que nous venons d'en donner eft-
elle fa méme que celle que nous avons don-
née (Gcom. 130). Mais on voit que Algebre
nous conduit 3 trouver cette conftrution;
au lieu qu'en Géométrie nous fuppolions la
conftruction déja trouvée , & nous en dé-
montrions feulement la légitimitd,

27 2. S8t lon faic un peu d’ateention fur
Ia marche que nous avons obfervée dans les
queftions précideates, on verra que nous
avons toujours pris, pour I'inconnue , une
ligne qui , étant une fois connue , ferviroit a
déterminer toutes les autres , en obfervant
les conditions de la queftion. Cleft ce qu'on
doit tou;ours obferver; mais il y a encore un
choix a faire pour fe déterminer fur cette
ligne : il y en a fouvent plufieurs dont
chacune auroir également la proprideé de
déterminer toutes les autres {i une fois elle
étoit connue ; or parmi celles-1a il en eft qui
conduiroient a des équations plus compofées
les unes que les autres. Pour aider a fe déter-
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miner dans ces cas , nous placerons ict la
regle fuivante.

2.7 3. Siparmi les lignes ou les quantites qui
érant przﬁfs chacune pour l'inconnue, pourrozerzt
fervlr a déterminer toutes les autres quantités , il
sen trouve deux qui y fervent de la méme ma-
nere , erz_[br?_‘e qu'on pre’voze que Lune oulautre
conduirotz & la méme équation ( aux fignes -t
ou— prés); alors on fera bien de n’employer ni
Cune ni lautre , mais de prendre pour inconnue
une autre quantité qui dépende egalement de
{’une ou delautre de ces deux-1d ; par exemple,
de prendre pour inconnue leur demi-fomme,
ou leur demi-différence, ou un moyen pro-
portionnel entr'elles, ou &c. On arrivera
toujours & une équation plus fimple qu’en
cherchant 'une ou 'autre.

La queftion que nous avons réfolue ( 270)
peut nous en fournir un exemple. Rien dans
cette queftion ne déterminoit a prendre AD
(Fig. 25 ) pour inconnue plutdt que A E;
en prenant AD pour Finconnue x, on avoit -
%3¢ pour A4 EP & en prenant AE pour
Vinconnue x, on auroit eu x — ¢ pour 4D,

& du refte le “calcul cft le méme dans chaque
cas , enforte que 'équation ne différera que
par les fignes. C'eft pourquoi, {i au lieu de
prendre aucune des deux pour Vinconnue,
je prends leur demi-fomme , & que je Ia
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nomme x ; comme leur différence D X eft
donnée par les conditions de la queftion, &
eft == c, on aura { Geom. 103 ) 4 F=x
41, & AD=x—2c; & en employant
le méme principe que nous avons employé
dans cette premiere folution , nous aurons
Iéquation (x4+3c¢) (x—Lc)==ab, o
xx — % €= ab,équation plus {imple & qui
donne x = V' ¢+ a5 D'onr il cft aif¢ decon-
clureque A E quieft x4 ! ¢, fera==!c+
Viedary & AD = — ¢4y o0,
comme ci-deflus (270).

La qucftion fuivante nous fournira plu-
fieurs exemples de Dapplication du méme
principe. A

27 4. D'un point D (Fig. 27) fitué dans
Pangle droit IAE, & egalement éloigné des
deux corés YA & A E | mener une ligne droite
D B, de maniere que la partie CB comprife
dans Uangle droit EIA B, foir égale a une
ligne donnee.

Ayant abaiflé les perpendiculaires DE,
D 1, je puis indifféremment prendre pour in-
connue CEou A B, ACoulB,CDouDBE.
Si je prends, par exemple, CE pour l'in-
connue, alors nommant CE, x, & défi-
gnant par a, chacune des deux lignes égales
DE , DI, qui font cenfées connues ; nom-
wmant de plus, ¢, la ligne donnde 2 laguelle
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BC doit écre égale , yaurai 4C= AE— CE
=a —x; & les triangles femblables DEC,
CAB , me donneront A4 B par cette propor-
tion , CE DE:: AC: AB, ceftadire,
X:a::ia—x: AB d’olt lon tire A B =

AT - EX

. Or par la proprxété du, manglc rec-

tangle (Géom. 164) on a AC AL == BC:
fubftituant, au licu de ces ligmes, leurs va-
leurs algébriques , on aura (a—x )* =

AR — AX
( )-—cc, OU Aq— 24X = X X ~«

4 m g3
at-2a x+ﬂ___:,: ¢ ¢ you yen chaffant le déno-
o< X

minateur 4 tranfpofant & réduifant x*-=2ax*
— 2 80 XX—CC XX —2 a4’ X=+a*=0; équation
du quatrieme degré , mais qui n’eft pas, a
beaucoup prés, la plus fimple qu’on puifle
employer pour réfoudre cette queftion.

Si, au lieu de prendre CL pour inconnue,
nous prenons 1B ; alors nommant I B, x,
& imitant la folution précédente, onaur»:t
une équation qui ne diﬁ'éreroi: de celle qu’on
vient de trouver , qu'en ce qu au lieu de
a— x, on auroit x —a; ceft-a-dirc, qui
feroit abfolum::m laméme pquue ces quane
tités y font au quarré. Celle ot I'on prendroit
AB pour inconnue , ne différeroit que par les
fignes de celle ot Pon prendroit 4 C pour in-
connue, De méme, a I'égard de I8 & de DC,
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1§ cquatxon ou lune fera prnc pour inconnue,
ne différera que par les fignes, de celle od
Pon prendroit 'autre pour inconnue : il ne
faut donc prendre aucunc de ces lignes.
Mais {i nous prenons pour inconnue, la
fomme des deux lignes DB & D C, & fi
nous reprélentons cettefomme par 2x, alors
{ Géom. 301) nous aurons DB=x—+12¢,
& D C=zax~3c;-or lcs paralleles Di&
, nous donnent, pour trouver AB &AC
les deux pro ortions fuivantes , DC: DB :
14°ouDE A, & DB: CB:: DI: AC
cef‘:a-dxrc,xr-wc c::a: AB, écx—!- c:

ia: AC; danAB— 2 &AC——

;:.— ; donc pquue le tnangle rectangle

CA B, donne, AB—+AC= BC on aura
a*ct a’ ¢
Gl TGy
les fraltions, & divifant par ¢, a* (x-+1c)

- a (x~—-—c) 2 _(x—+- c)? (x—1c¢);
faifant les 0pérat1ona mdlquécs tranfpofant
&rédmfant onax*—(ice-+t2aa)x' =
X aaec— --—c+ , équation du quatrieme degré
31a verxté, mais plus facile a réfoudre que la
précédente, puifque (137) elle fe réfout a la
maniere de celles du fecond dégré.
On parviendra encore a des équationsaflez
fimples, (i on emploxe deux inconnues , dont
1 une

==c¢c; ou bien, chaffant
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Yune foit 1a fomme de deuxlignes 40 & A4C,
& l'autre leur difiérence , c’eft-a-dire, fil'on
it AB4+AC=2x,& AB—AC=2y,
ce qui domnera A B—= x w vy, & A C=
x— ¥ 3 lc triangle retangle 4 B C donnera

AB 4 AC=EBC, & les triangles fembla-
bles A BC, 1B D donneront ( Géom. 109 )
AB: AC:: IB : 1D ;ce quidonnerales deux
équations néceflaires pour déterminer x &y
de I'une on tirera la valeur de xx ; qui érant
{ubftituée dans l'autre , donnera pour y, une
¢quation du fecond degré. Mais nous laiffons
aux commengcants a achever Ie calcul pour
s’exercer , & nous revenons anotre équationy

Conformément a ce qui a été enfeigné
{ 173),0n auraxdFcc4-2aa) x* == (5 cc = aa )*
= (jcc4-aa)’ A4=caacc —{; ¢* = aacc -+ a%;
tirant laracine quarrée , x* — (L cc 4= aa ) ==
=+ Vasces-as, & par confequent x° = 7 co-+-aa
4 Vzaccrat ¢ tirant de nouveau la racine
quarréc; nows aurons enfin. . . . .

xe==+ ViceaaxVaacoc+a, ou
xe=)/sccaa+aV cc +aa
Des quatre valeurs de x que donne la
double combinaifon des deux fignes -+, il
n’y en a qu'une qui appartiennc a la quettion
telle qu'elle aéeé propofée, & cette valeun
ALGERBRE.
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eft x = - ]_/—f; cc~aa-+alV ccd-ga. La va

Jour x ==/ cc~+aa—aV ¢otaq réfout
1a queftion pour le cas ol 'on demanderoit
que la ligne CB fir dans le méme angle que
lepoint D, voyez (Fig. 28 ) ; & alors x repré-
fente , non pas la demi-fomme ,mais la demi-
différence fes deux lignes BD & D C, ceft
ce dont il eft facile de fe convainere en
nommant 2 x cette différence, & réfolvant
le probléme de la méme maniere que ci-
deflus; car on aura DB=Zc—x, CD =
Zc¢— x, & les paralleles D 18& C A donne-
rontDB:CB::DI:CA,&DC:CB::
Al:AB,outc+x:c::a:CA, & lcx:
ciia:AB;donc CA= 2 & AB= 2% ;

36 xe éc—x’

donc a caufe du triangle re&tangle C 4B,
at ¢c* a? ¢ a

on aura + = ¢*, ou apres les

(o) (ro—a)®
mémes opérations que ci - deffus , x* —
(Lec+2aa) x* =Taacc—-5ct, équation
qui eft abfolument la méme que celle que
nous venons de trouver pour la fomme des
deux lignes BD & C D ( Fig. 277 ). Donc la
mime déquation fatisfaifant aux deux cas,
T'une des racines doit donner la fomme , &
une autre doic donner la différence; or il
eft facile de voir que les deux que on doit
prendre , font celles que nous venons d'ing
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diquer, puifque les deux autres racines,
étant toutes négatives, nG c?{ent appar=
tenir qu'a des cas tout oppoiés ¥ ceux qu'on
a con{idérés dans chaque réfolution.

Quant a ces deux autres racines , pour
trouver a quels cas elles apparticnnent, il
faut obferver que rien ne détermine dans la
queftion préfente, ou, du moins, dans 1’é-
quation, fi le point D ( Fig 27) eft ( comme
on I’afuppofé d'abord) au deflous de 4 I &
a gauche de 4 £, ous’il elt, aucontraire,
au-deffus de la premiere & a droite de la fe-
conde, commeon le voit icia I'égarddec 4" I
& de A" E' : or dans ce cas, la quantité a
tombant de cotés oppofds i ceux ou elle
tomboit d’abord , eft négative ; donc on aura
l1a folution qui convient & ce cas, fi I'on
met — a, au lieu de —+ a dans Péquation
xt— (L cc~-2aa) x* &c , trouvée ci-deffus 3
mais comme cette équation ne change pzs
alors , il s’enfuit que cette méme équation
doit aufli réfoudre ces deux nouveaux cas ;
donc les dcux autres valeurs de x font 'une,
lafomme desdeux lignes DB' & DC'(Fig.27 ,
& lautre, leur différence ( Fig. 28 ). Ez
Von voit en effet que dans cette nouvelle
pofition , les points B & Ctombent de cotés
oppofés 4 ceux ou ils tomboient d’abord, &
que par conféquent la fomme, zgfnﬁ que la

2
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difi¢rence des deux lignes D B & D € doit

étre négarive, comme l'équation lesdonne
en effet,

Pour conftruire la folution qu'on vient de
trouver , on prendra fur E .4 prolongée
( Fzg 27 & 28 ), lapartic 4 V==¢, & ayant

iré I IV, onportera cette dernierc fur D[
prolon@é de I en K:f{ur D K comme dia-
metre , on décrira le demi-cercle K L D ren-
contré ea L par A I prolongés. Du milieu
de A4 N on tirera I {Ique I'en portera del
cn M (Fig. 27),8 on aura L M pour la pre-
miere valeur de x; mais dans la figure 28,
on décrira du point L comme centre, &d'un
rayon €gal a 17, un petitarc qui coupe 1K
en M, & I L] ferala {econde vileur de x;
& pulfau ona BD==x "¢, oraura BD=
Ltd- AH(F n.27) &BszIM-’r-AH
(Fig 28); amﬁ iln y wra pluS qua décrire
du pain: D comme centre , & durayon B D
avon vient de déterminer , un arc qui coupe
I 4 prolongé en quelquc point B, la droite
D 5 fera tolle quon la demande. En effet,
le trizngle regu.rml? I 4 N(Fig. 276& 28)
donne IZ‘V culX ==V T3 L an =V gad e
& puilque L I cft moyenne proportionnelle
entre DI &R, on alL‘w: P Ixl K=
aV zag-c.5 or le wiang'e redargle TAH
doune 1 A ou uI__Vm,,: e
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Viia+ 1 (:c; & le triangle re@angle LIAI
donne (1 g, 27) LM — VWD 1L =

Vaa+~ cc -}—ax/aa.g,_“__x &(Fzg 28)
IM=ViF T ii=—. . - c .
Vaa 4L CC""aVaa-}-cc:———x-

Il faut remarquer au fujet de cette “ler-
niere valeur, que la confiru€ion cue nous
venons d’en donner, fuppofe que I Fi | Fig,
28 ) eft plus grand que L [, ou toutau pius
égal. §'il éroit plus petit, 1 quefiion feroit
1mpofﬁble pour ce dlz:rmer cas; ceft ce que

fait voir auffi PAlgebre : car dans Ia valeur

X —Vad '-+— cc—a V‘aa—l—ccgﬁ aa+vCC
qui eft 7#', cft plus petit que a¥ o - oo qui
eft 777, la quantité que couvre le radical fu-
pérlcur fera négative, & par conféquent la

valeur de x fera imaginaire.
En prenant pour inconnue Ia fomme des
deux lignes U B& DC( Fig. 27) ou lcur
- différence (Fig. 28) nous fommes arrivés a
une ¢quation plus fimple quen prenant C £,
ouAC,oudB,oulB,parce quela rela-
tion deslignes D B& D Caux Iignes IB &
A B, eft {femblable a celle que les mémes 1i-
gnes BD & D Cont avec les lxgnes A C &
CE,ccfteadire, qu elles peuvent Ctre déter-
mindes par des opérations {femblables en em-
ployant I B, & A B, ou d C%c CE, En

I
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général, comme I’équation doit renfermer
tous les differents rapports que la quantité
cherchée peut avoir avec celles dont elle dé-

end , cetre équation fera toujours d’autant
plus fimple , que la quantité qu’on choifira
-pour inconnue , aura moins de rapports dif-
féréntsavec les autres; en voici un exemple
bien fenfible dans cette autre folution de la
méme queftion.

27 5. Puifquelangle CAB( Fig 29)ch
droit, fi 'on congoit que fur C 5 comme
diametre on déerive un cercle, il paffera par
le point A : tirons la ligne D A4 qui pro-
longéerencontrelacirconférenceen A1 ;alors
il eft aifé de voir que puifque les lignes 11
& D E font égales, l'angle D A I,o0u fon
égal B A M, ferade 45 degrés ; & puifque ce
dernier a pour mefure la moitié de 'arc MB
(Géom. 63 ), cetarc B M fera donc de 90°;
donc fi T'ontire le rayon LA, le triangle
D L M fera reftangle , & par conféquent en
abaiffant fur D M la perpendiculaire L N,
le cété L M(Géom. 112) fera moyen pro-
portionnel entre D M & M N, ou entre D M
& A N, puifquela perpendiculaire L N rend
AN=NM (Géom. 52). De-1a il eft aifé
d’avoir une folution trés-fimple, en prenant
A N pour inconnue. ‘

Repréfentons par x cette ligne 4 N, &
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nommons & la ligne D A qui eft cenfée con-
nue ; alors D Mferad -+ 2x, & puifqu'on a
(felon ce qui vient d’étre remarqué ) D M:
LM :: LM:MN,onaurad-+2x:Lc::xc:x,
& par conféquentdx 4~ 2xx=j;cc, ou
xx +~Ldx=="7}cc; & en réfolvant cette
équation , x =—5d +V L id+ e

Pour conftruire cette quantité je 'éerisainfi
X=-—73d+ V 5dd i cc+ ee Je prerds
furles cotés 4o, A1, de langledroit 140,
les parties Am , An égales chacunea ; ¢,
& achevant le quarré Ampn, je tire la dia-
gonale A p qui fera perpendiculaire 3 D A ;
& bgalea V' 7. sec: je prends fur A D,
lapartie Ar égale a outdD, &tirantpr,
Yaipr ==VA;‘-+-/-1[J= e e s e e
VEiddtscet5ees il ne sagit donc plus,
pour avoir la premiere valeur de x, que de
retrancher de prlaquantité £d, ce quifcfera
en décrivant du pointrcomme centre, & du
rayon rp un arc qui coupe DM en N, ce
qui donne 4 Npour la premiere valeur de x;
en forte qu'élevant au point N la perpendi~
culaire N I que Ton coupera en L par un
arc décrit du point 4 comme centre, & du
rayon + ¢, on aura le point L , par lequel &
par le point D, dirant D C B, on aura la
folution, - :

Y 4
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Quant a la feconde valeur de x, favoir
Xm=— L d ==V g4 xc o 0n laura
en prenant r pde r en &/, car alors 4 N érant
bgale a A K ~-7 N vaudral d+. . . .
ViddthoogtLos€eft-a-dire, fera dgale
a la feconde valeur de x en changeant les
fignes ; & comme elle tombe du c6té oppofé
ala premiere, elle fera, cudgard a tout, la
véritable valeur de x dans ce fecond cas. On
¢levera donc auffi au point N'la perpendi-
culaire N'L/ que U'on couperaen L' par un
arc décrit pareillement du point A4 comme
centre & du rayon €gal a2 c; alors tirant pac
le point L' & parlepoint D'’la droite 81D,
on aura la feconde Folutio,n dont la queftion
‘peut ¢tre {ufceptible : c’eft ce dont il eft aifé
de fc ‘convaincre ey jettant les veux fur la
Figure 30,& y appliquant mot a mot ce que
nous avons dit de Ja Figure 29 au commen-
cement de cette folution : on verra quen
nommant 4 Nou M ¥, x & confervant les
autres dénominations les mémes, on aura
DM:ML:: ML:MN;cett-a-dire , 2x~—
d:%c::ie:x, & parconféquent, 2 x & —
dx=1%ce¢;donlon tirex=id+ . . «
V = dd+ & cc4 e dont une des valeurs eft
précifément lamime que celledont il s’aglt;
Yes fignes feulement font différents , ainfi que
cela doit €tre.
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Mais il {e préfente ici une remarque im-
ortante a faire, Il peut arriver que Varc que
F’on voudra décrire du point 4 (“Fig. 29 )
comme cenire, & du rayon - ¢ , ne rencontre
pas la perpendiculaire N' L/, parce que Ia
quantité £ ¢ peut €tre plus petite que 4 N'.
Or nous-avons dit que lorfque les queflions
du fecond degré étoient impoflibles, I’Alge-
bre le faifoit connoitre: cependant , dans 1'é-
quation x == — + de=V 1 dd{ % o 4 L &t
- rienne manifefte dans quels cas cette impof~
{ibilité a lieu; car tout eft néceflairement
pofitif {ous le radical.

Voici la folution de cette difiiculté. 11 eft
inconteftable que lorfqu’une queftion expri-
mée algébriquement , fera impoflible , VAl-
gebre manifeftera cette impofhbilité ; mais
il faut bien faire attention que ce fera lorf~
qu’on aura exprim¢ par cette méme Algebre,
tout ce que la queftion fuppofe, foit expli-
citement , {oir implicitement ; ceft préci-
fémént ce qui n’a pas licu ici. En effer, la
queftion fuppofe tacitement que les trois
points D, A, L , ne font pas fur une méme
ligne droite, & c'¢ft cec que nous n'avons
point exprimé algébriquementj nous avers
exprimé que L M étoit moyenne propor-
tionnelle entre DM & N M, propriété qui
appartient a la vérieé au triangle retangle,
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mais qui peut avoir lieu aufli lorfqueles trois
points D, A, L, font fup: ofés en ligne droite.
Eneffet, il eftévident qu'on peut {e propofer
¢ette queftion : Trouver fur la diredionD L
(¥ig. 31) quelintervalle il faudroit laiffer ensre |
les deux droizes DA & M L de grandeurs con-
nues, pour que ML foit moyenne proportionnelle
entre DM & M N, le point N érant le milien
de A M. Or cette queftion conduit ( comme
il et facile de s’en affurer ) précifément ala
méme équation que ci~deflus , & cette équa-
tion donne dcux folutions ,’'une pour le cas
oules deux points 4 & Mfontentre D & L;
I'autre, pour le cas contraire. Il ncft donc
pasétonnant que lorfque la premiere queftion
devient impoflible ( du moins dans unde fes
cas )PAlgebre n'en dife rien ; puifqu’elle doit
donner la folution de cette feconde queftion
qui eft toujours poflible.

27 6. Cette réflexion nous porte donc
a diftinguer deux fortes de queftions , favoir,
les queftions concrezes & les queftions abf-
zraites. Parles premieres, ondoitentendreles
queftions de la nature de lavant-derniere,
~ou ceque P'on cherche eft {pécifié ou particu-
Tarifé par quelque condition, quelque proprié-
t¢, ou quelque conftruétion particuliere, que
Péquation n'exprime point. Les queftions
abftraites , au contraire, feront celles ol les
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quantités font confidérées uniquement com-
me quantités , & ou 1'équation exprime tout
ce que la queftion renferme , comme dans la
derniere queftion, Celles-ci peuvent toujours
avoir autant de folutions , foit pofitives, foit
négatives , que l'équation a de folutions
réelles ; au lieu que le nombre des folutions
d’une queftion concrete eft fouvent moindre
que le nombredes folutions , méme pofitives
de I'équation; la queflion fuivante qui eft
de cette derniere efpece, nous en fournira
un exemple.

277. Suppofons que A BED ( Fif'.
32 ) repréfente une fphere engendrée par la
rotation du demi-cercle 4B E autour du dia-
metre AE. Lefe&eur A B C,dansce mouve-
ment, engendre un fecteur {phérique qui eft
compofé d'un fegment {phérique engendré
par la rotation du demi-fegment 4EP, & d’un
cdne engendré parle triangle reGangle BPC.
Suppofons qu'on demande en quel endroit
le fegment {phérique & le cone ferort égaux
entr’eux.

Pour réfoudre cette queftion , il faut fe rap-
peller ( Géom. 247 ) que le fe&eur fphérique
eft égal au'produit de la furface de la calo:te
B AD parle tiers durayon A C. Or la furface
de la calotte ( Géom. 225 ) fe trouve en mul-
tipliant la circonférence 4 B E D par la haus

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



£48 CouRr.s

teur .4 P de cette calotte. Donc {i on repré-
fente par le rappore der:¢,le rapport du
rayon d’un cercle 4 fa circonférence, & fi
Pon nomme 4 C,a; AP, x; on aura lacir-
conférence A BD £ par cctte proportion

ric::a: ABDE quifera donc%{f;doncla fur-

face de la calotte fera— , & par confé-

quent , Ja folidicé du fecteur fera~Zx £ g ou

faax

—,

3Pour avoir la folidité ducdne , il faut mul-
tiplier la furface du cercle qui lui fert de bale,
ceft-a-dire , la furface du cercle qui a pour
rayon B P, par le tiers de 1o hayteur CP:
or puifque CP=CA — AP =a—x,
& que C B == ¢, on aura dans le triangle
‘re&ang1~ BPC,BP=y 7 tp _ro=
Vaa—-aa+ 14K —x x T V;a:c—:x—;, mais
pour avoir la furface du cercle qui a pour
rayon BP , il faut multiplier fa circonférence
par la momé durayon; & }lvour avoir cette
circonférence , il faut calculer le quatrieme
terme dc cette proportionr: c: NV an— e aw— xax

VZ ax—xx

eft 3 un quatrieme terme quifera 2 2 4.

’
\ r
multipliant donc par la mmtié du rayon

Cal aAX-~- xx

V 2dx—zxxs ONaura pour la {urface

de la bafe du ¢cone s en multmhant cette furs
. r
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face par le tiers de la hauteur C P, Ceft-3-

L ye A x Ces2dX—-XX a— X
dire , par — on aura =X pour
3 27

la folidité ducdne; or pour que le cone foit
égal au fcgment, il faut que le {céteur qui
eft la fomme des deux , foic double de I'un

5 . caax
oude lautre, il faut donc que ~7 T acx

2aX = XX A=X caax Ca2 QX wm XX oil— X
— cn

2 r r e r
fupprimantgz , fa&éur commun 3du numéra-
teur & du dénominateur ; telle eft I’équation
qui réfoudra la queftion. On peut fmphﬁer
cctte équation en fupprimant 3 7, qui eft di-
vifeur commun; & exqui eft le multiplicateur
commun des deux membres ; alors on aura

Q2= 20—X .3~ X ,0U XX — 3 q% ==~ da;
d’ou l'ontire, felon lesregles de la premicere
feQlion xx =2 a + V'iz4; or de ces deux
folutions,illn’yaquex =% ¢ —p 744 qui
puiffe fatisfaire, puifqu’il eft évident que
x==2a-+1"54 valantplus que 2 a, c’eft-a-
dire, plus que le diametre , Ja folution quelle
indique ne peut convenir a la fphere.

Si 'on veut confiruire la folution x ==
2a -—]/7;, on lui donnera cette forme
.'XI == = (1 — Vyda-—aa, & uy"nL pus /7.“[
= < a on ddcrira fur 4 M comme dia-
metre le demi-cercle A0 LI, &ayant inferie
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la corde A0 égaled a, on tireta oM que
I'on porterade Men P vers A 5 le point P
ouelle aboutira , déterminera la hautcur AP
ou x. En effet, a ! caufe du triangle rectangle
AOAM , ona OMOHPM::VAMl A0 =
V_(la_aa,donc AP=AM—PM=1q —
Vﬁ ag—a a = X.

Quant a la feconde folution x=1% ¢ ~
Viaa, clle n appartlent point , ainfi que
nous venons de le dire ala queftion préfente;
mais elle appartient ainfi que la premiere,
a cette autre quettion abftraite que la leQure
de I’équation xx — 2 ax = — aa, Qu 3 ax—
xx==aa, fournit: La ligne connue AN (Fig.
33 ) etant partagée en trois parties égales aux
points BE D , trouver fur la diredion de certe
ligne un point P, tel que la partie A D foit
moyenne proportionnelle entre les diffances du
pounr P aux extremirés A& N, En effet , fil'on
nomme a le tiers 4 D de laligne coxmue AN,
& AP, x,onaura PN=3a—x; & lcs
conditions dc la qucftion donnent cette pro-
portionx:a::a: 3 a—x,doulontirecetts
équation 3ax — xx==aa ,dont les deuxraci-
nes font x =+ a 4+ V'3 2z comme ci-deffus ;
on les avra toutes deux aufli par la méme
conflruttion , excepté que pour lafeconde,
c’eft-a-dire , pour x =21a--Vig,,o0n por-
tera M Ode Men P! vers N, & alors 4 P.
& A P feront les deux valeurs de Xe
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Autres applications de I’ digebre ,
d divers objets.

27 8. Pour réfoudre laderniere queftion,
nous avons €téobligés de calculer expreflion
algébrique d’un fe&teur fphérique & ducone
qui en fait partie. Les corps que nous avons
confidérés en Géométrie, reviennent{fouvent
dans plufieurs queftions, & principalement
dans. les queftions Phyfico-mathématiques,
parce qu’ils font les €léments de tous les
autres. Il eft donc a proios de {e familiarifer
avec les expreflionsalgébriques , {oit de leur
totalied , foit de leurs partics. Cutre que cela
fera utile dans la quatrieme Partie de ce
Cours , cela nous fournira encore Foccafion
de faire voir T'utilité de I'Algebre pour la
comparaifon des corps, & pour la mefure
de ceux qu'on peut y rapporter.

Si l'on repréfente en général par r: ¢ le
rapport du rayon i la circonférence d’un cer-
cle [ rapport que 1'on connoit avec une exace
titude plus que iufhifante ((Giom. 152 )
pour la pratique ] : alors la circonférence de
tout autre cercle dent le rayon feroita, fera

2
22 & fafurface 2% 2 a, ou 2,
rd r 2 ar
On voit par-12 que les furfaces des cercles

troiflent comme les quarrés de leurs rayons;
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car-— étant toulours dc méme valcur, la

q
que crolta®,

Si 4 eft la hauteur d’un cylindre dont Ie
rayon delabafeefta , on aura(Geom. 237)

f— x h pour la folidité ; par la méme raifon,

2

on aura—— x I’y pour la folidité d’un autre

cylindre dont la Lauteur feroit &', & dont le
rayon de la bafe feroit o'; enforte que les
folidités de ces deux cyhndrcs feront entre

elles:y z—x/ ——xh’ ou::a*h: a”t,en
. . c »
fupprimant le fa&cur commun — ; ¢ eft-a-

dire , que les folidités des cylindres font
comme les produits de leurs hauteurs par
les quarrds des rayons de leurs bafes. Si les
hauteurs font pxepomanncﬂcs aux rayons
des bafes, alorsonak B::a:d,&parcon-

féquent &' = _(T ; & le rapporca* b o ¥
devient a* £ : 2% ou, {en fupprimant le

fatteur commun % , multipliant par ¢, & fup-
prlmam: le dcnolumatem a) devienta*:d"’,
c’eft-a-dire, qu'alors les folidités font comme
les cubes des rayons des bafes.
En général les furfaces , comme nous 'a-
vons vu en Géométrie , dépendent du %ro~
. uit
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duit de deux dimenfions, & les folides du
roduit de trois dimeénfions; ainfi fi chaque
dimenfion de l'un de deux folides ou de deux
furfaces que I'on compare, eft & chaque di-
menfion de 'autre , dansle méme rapport , €es
deux furfaces feront entr’elles comme les
quarrés , & ces deux {olides feront comme les
cubes de deux dimenfions homologues; &
plus généralement encore , fi deux quanmrés
quelconques de méme nature font exprlmées
par le produit de tant de facteurs qu’on vou-
dra, & fi chaque facteur de l'une ¢ft & chaque
fadeur de I autre, dans un méme rappore, ces
deux quantités feront entr ‘elles corhme un
fatteur homologue de chacune, élevé % une
puiffance d'un degré égal au nombre de ces
falteurs. Par cxemple {i une quantité eft ex-
primée par abcd & une autre par a’b'c’d’, auquel
cas ces deux quantitds font Func a 1’autre ta
bcd abcd yalorsionaa:a i b: b, ¢
:d:d, on tirera des proportlons que don-

a'b a ¢ a'

/ !

nent ces rapports, b’ = —,¢'= d =

& par conféquent le rapport a écd ab'dd
a 1” d

deviendra ebcd: — oua: - ouat:q?.

)

La méme chofe auroit lieu , qumd méme

ces quantités ne feroient pas exprimdes par

des monomes 5 ft par cxemplc , elles

étoient exprimées, l'uae par a bi-cd, &
ALGEBR®,
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Vautre par a8’ — ¢'d’ y dans le cas ol les di-
menfions de la premiere feront proportion-
‘nelles aux dimenfions de la fcconde, ces

quantités feront 'une a l'autre:: a* : @ ;en
effct,pmf'qu onfuppofe que a:a' b b

::d:dyonaurab’s b, ae d’ 'd, &
par conféquent le rapport ac+ cd:a'b 4 d
z Cdou ab 4 cd:

deviendra a4 ¢ d: °— '+‘
“"”l"*‘““”d, ou ¢ (ab+cd}:a” (ab—}-cd),

s
ou enfin a* : ¥

Cette derniere obfervationdémontre d’une
maniere géndrale , que les furfaces des figures
femblables font comme les quarrés de deux
de leurs dimenifions homologues , & les foli-
dités des {olides femblables, comme les cubes:
car quelles que foient ces figures ou ces foli-
des, les premiercs peuvent toujours Etre con-
fidérées comme compofées de triangles fem-
blables dont les hauteurs & les bafes font
proportlonnelles dans chaque figure ; & les
dernicrs peuvent étre confidérés comme com-
pofés de pyramides femblables dont les trois
dimenfions font aufli proportionnelles.

On voit par - 1a comment on peut com-
parer facilement les quantités, lorfqu'on ena
lexprefiion a?gébnque , &cela, foit que ces
quantités foient de méme cfpccc ou d’efpece
différente comme un cone & yne iphere, un
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rifme & un cylindre , pourvu feulement
qu'elles foient de méme nature,c’eft-a-d-re ,
ou toutes deux des folides, ou toutes deux
des furfaces , ou toutes deux, &c.

27 9. Nous avons dit ( Géom. 243 ) com-.
ment on dcvoit 8y prendre pour avoir la
folidit¢ d’une pyramide tronquée ou d'un
cone ' tronqué, Si donc on nomme A la
hauteur de la pyramide enticre, & 7' la
hauteur de la pyramide retranchée ; s la fur-
face de labafe inférieure , & s cellc de la bafe
fupérieure, on aura(Georz 202)s:8" 1 A /z”

b ou bt = }z V——
mais {i on nomme k la hauteur du tronc , on
aurak=—=~A—*~h & par conféquept k ——lz__

A -k
ﬁV*OUk::»-‘»/-J———‘i, d’olt l'on tire A=

kY s Ve
oy Or la {olidité de la pyramide totale

B : .

eft s x o ,&celledela pyraxmderetranchée
eﬁsx—s-, ou, (en mettant pour /z la valeur
qu'on vient de trouver) s’ x 3 V" = ; donc la

. qe h ’Z i
folidité du tronc fera —— ~— —- ‘/ s

A :s’.r-—-:’
, ou enfin 5 »/JD met-
tons donc pour 4 lavaleur que nous venons de

y X (J\/J—:’\/J’)
trouver , & nous aurons X
? 3(V:-VJ)Z Vi 9

2

& par conféquent A =
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qui fe réduir 3= ("ij“ “) ou, en faifane

fa divifion par V s — Vv s, fe réduit a 31 ®

(s-=V'5 s'+ '), qui nous apprend que toute
pyramide ou tout cbne tronqué eft compofé
de trois pyramides de méme hauteur, dont
Yune a pour bafe la bafe inféricure s du;rdnc,
Fautre la bafe fupérieure s’ , & la troiﬁcme,
yne moyenne proportxonnelle vV ss',entrela
bafe fupérieure 5" & la bafe mférleure § 5 car
pour avoir la folidité de ces trois pyramldcs,
il fuffiroit, puifqu’clles font de méme hau-
teur , de réunir les trois bafes, ce qui don-
neroit s 4V ss' =4, & de multiplier la to-

. . k
talité par le tiers 5 de la hauteur commune,

c¢ qui donne la méme quantité qu’on vient
de trouver. .

280. Si a repréfente le rayon d'une
fphere , -;—r-_fcra la furface de fon grand

q4ca’ 2 ca?
ou

cercle ; fera la furface de

L7

cette méme fphcrc » & par conféquent
ca*

- Xia,ou— >< = fcralafohdlté(Geom 222

&MA)

Si I'on nomme x la hauteur d’'un fegment
quelconque , on aura, comme nous l'avons
vu dans la folution de la dernicre queftion,
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caax
3"

pour la folidité du {eQeur§ & 5—

a-x A , »
sax_=xx’ —— pour ecelle du cone, qui en

fait partic ; donc celle du {fegment ( Géom.

caax € — g
248 ) fera a2 A X = XX a———x/= T
€ 1aX-XX_, ¢ 1aax-14a¥4-QXXf2a%x—x%}
— \ gax- TXa-X )T
3r 2 ) 37 2
¢ 3 axx——x? cx? 1 . .
=, = = -— L x) qui fait
- 2r X ( a 3 ) (1

voir qué la folidité du fegment eft égale
au cercle qui auroit pour rayon la hauteur de
ce fegment, multiplié par le rayon moins Ie
ticrs de cette hauteur,

Quand on a les expreflions algébriques des
quantités, il eft facile de réfoudre plufieurs
queftions qu’on peut faire fur ces mémes quan-
tités, Par exemple, fi on demandoit quelle
doir €tre la hauteur du cone qui feroir égal
en folidité & une fphere donnée , & qui auroit
pour rayon de fabafe le rayon de la fphere : ¢n
nommant 4 cette hauteur & a le rayon de la

bafe, on aura —;—r il pour la folidité de ce
cone, & puifqu’il doit tre égal 4 la fphere qui

c a c 4ab
aaufli pour rayon g, on aura —x-—=—x=—,
, ' ) 277 3 17 3
d’ot I'on tire A= 4 @ , en effacant , dans

¢ a*
chaque membre, le fadteur commun - - x T

Cette valcur de & nous fait connoitre que
Z3
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Ia hauteur doit &tre double du diametre de
la fphere, ce qui doit étre en effer; car la
fphere érant ( Géoin. 256 ) les = du cylindre
circonfcrit, dpit &tre le double d'un céne de
méme bafe & de méme hauteur que ce cylin-
dre, ceft a-dire, égale 3 un cone de méme
bafe & d’une hauteur double, :

2 8 I. Pour donner encore un exemple,
“propofons-nous cette queftion : Connoiffant
le poids d'une fphere dans Pair , & fon poids
dins ean , connoltre le rayon de cette [phere.

Pour réfoudre cette queftion, nous fup-
poferons un principe ‘d’hydroftatique que
nous démontrerons dans la quatrieme Partic
de ce Cours. Ce principe eft que ce quiun
corps perd de fon poids dans P'eau ou dans
tout aucre liquide, eft égal au poids duvo-
lume de liquide qu’il déplace. Cela pofé,
fuppofons que p eft le poids d’un pouce-
cube d’eau , & x le rayon inconnu de fa
fphere dont il s’agit, c’eft-3-dire , le nombre
de pouces de ce rayon. La {olidité de cetre

2 ¢ %3
r

fphcrc fera donc 5 & pour avoir le poids

AL a1 s ¢ . . 1

d’un pareil volume d’eau , il faudra multiplier
cette quantité par p, puifquun pouce - cube
d’cau pefant p, un nombre de pouces-cubes

, . 5o, . .
.d’eau cxpnmé par 2—2—’;— doit pefcrp de fois au-
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tant ; c’efi-a-dire , qu’il doit pefer ”’m; 3 fup-~

{)ofbns donc que P eft le poids qu a, dans

air , Ia fphere en queftion ; alors {clon le
principe que nous venons de pofer, elle ne

doit pefer dans I'eau que p—I ——;'-, puis donc

quon f{uppofe connoitre ce qu’elle fele dans
I’éau, fi Von repréfente ce poids par P/, on

23 x3
aura P— P -—P’ & par conf{équent ‘;p
P-Phyx
z— P— P’ ou (———l 37, tirant la racine

cublqucme(P—P')xsr

2 Cl)
Suppofons , pour en donner une applica-
tion, que la fphkere dont il s’agit pcfe g onces
dans l'air & 2 onces dans P'eau ; & qu'un
" pied-cube d’eau pefe 72 livres, ce qui donne
( en divifant par 31728 qui eft le nombre des
Pouces contenus dans un p1ed-cube) i
ou % de livre , ceft-a-dire, 2% ou2 d'once
pour un pouce-cube ; prenons dailleurs le
rapport de 113 a 355 pour celui du diametre
ala mrconférencc & par conféquent , celui
de 123 355 pour cclul de r a ¢ y nous aurons
doncpc-:-— Pe=g,P =2 r__—‘—, ¢ =n
359, &par conféqucnt. e e e s e e s

3

(s_z); L_ — XGI'Y = } 3051
20355 - == 2848
Zg
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ou (en prenant les logarithmes , pour plus
de facilité ) Lo —= ;L 533t =+ (L 3051—
L 2840); or L 3051 =3, 4844422 &
L 2840 =3, 4533183 ; retranchant & pre-
nant le tiers du refte, ona Lx = 0,0103746
qui répond & 1,0242 atrés-peu pres : ce globe
a donc un pouce & 0,0242, ou un pouce &
242 dix-milliemes de pouce, pour rayon.

Nous avons fuppofé tacitement que le
globe entroit entiérement dans I'eau, par fon
poids, {i au contraire il falloic lui ajouter
certain poids pour le faire plonger enti¢-
rement, alors ce feroit cette quantité qu'il
faudroit prendre pour P’, mais en méme-
temps, il faudroit traiter P’ comme négatif;
c’efta-dire, qu'alors onauroit. . . . ...

il Sl
P4 P .3
x.—:l/( ':c;x”, En effer, 2227 érane

(ainfi que nous l'avons vu dans la folution
récédente ) le poids d’un volume d’eau égal
a ce globe, & P le poids de ce globe dans

y . 3 ; .
Vair, ““PZ __ Pferala quantité dont il pefe
3r

moins qu'un pareil volume d’eau , & par con-
féquent , ce qu’il faut ajouter pour le faire

. 1cpxd
plonger entiérement ; on aura donc ;pr —P

== P’ , qui donne la valeur de¢ x que nous
venons dafligner pour ce cas.
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Des Lignes courbes en général 5 & , et
particulier , des Seclions coniques.

2 8 2. La confidération des lignes cour-
bes n’eft point un objet de pure fpéculaticen,
Tant que les queftions qu'on a a réfoudre ne
paflent pas le fecond degré, on n’a pas be-
foin du fecours de ces lignes ; mais au-deld
elles deviennent néceffaires. Nous allons
donc donner une idée générale des lignes
courbes, & des ufages qu’elles peuvent avoitr
pour la conftru&tion des équations aux-
quelles on arrive dans la réfolucion dcs quef=
tions.

Parmi les lignes courbes que Fon confi-
dere en Géométrie, les unes font telles que
chacun de leurs points peut &tre déterminé

ar une méme loi ; c’efl-a-dire, par des cal-
culs & des opérations femblzbles ; dans d’au-
tres , chaque point fe détermine par une loi
différente, Ceft-a-dire, par des calculs ou des
opérations difiérentes ; mais cette différence
ellé-méme eft aflujettie a une loi.

Quant aux lignes tracées au hazard , telles
que feroient, par exemple, les traits qu'im-
prime fur le papier, la plume d’un écrivain,
ils ne peuvent étre Pobjet d’'une Géomérrie
rigoureufe. Néanmoins les recherches dont
celle ci s'occupe conduifent méme a imiter,
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par des proc\édés direGts & certaing , des
contours qui ne femblent aflfertis 3 aucune
loi : & Part de lier ainfi, par des rapports
approchés , des quantités gont la lot véri-
table {ervit qu inconaue ou trop compofée,
n’eft pas une des applications les moins utiles
de la Géoméerie & de Algebre; nous aqu-
rons quelques occafions de le voir par la
fuite, | .25

Pour pouvoir tracer les lignes courbes
qui font lobjet de 1a Géométrie, il faut donc
conaoirre la Yo A laquelle fost affujertis les
différents pointgge leur cqntour, Gr cetee loi
peut étre donnée de pluficurs manieres. Ou
en jndiquant um ‘procédé par lequel ces
courbes peuvent &tre décrites d'unp mouve-
ment continuy tei eft le cercle qui fe déerie
en faifant tourncr dans un plan, une ligne
domnée ; & autour d’'un point donné. Cu
bien en faifant comoitre quelque propriéié
qui appartienne conftamment a chacun des
points de cette courbe : c’eft ainfi que fa-
chant, que tout angle qui a fon fommet 3
la circonférence du cercle,, & qui s’appuic
fur un diametre , eft droit, je puis trouver
fucceflivement chacun des points d’un cercle
dont je connois le diametre , en tirant d'une
des extrémités A de ce diametre ( Fig. 34)
une infinité de lignes droitcs 4 C, 4D,
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AE , AF, & menant de lautre extrémité B,
les perpendiculaives BC, BD, B £, BF;
les différents points, C, D, E , F, &c. déter-
minés de cette maniere appartiendront tous
a la circonférence qui a 4 B pour diametre.
Enfin cette loi peut étre donnée par uge
équation , & on peut toujours {uppofcr
‘quelle eft donnée par ce dernicr moyent,
parce- que les deux autres dont nous venons
de faire mention fervent a trouver I'équation
qub exprime cette loi. C'eft fous ce dernier
point de vue que nous allons principaleniente
confidérer les courbes. Ceft tout a la fois
le plus fimple & le plus .fécond pour ¢n
-connoitre les propriéeés, les fingularités , &
les ufapes. Voyons donc comment une équa-
tion peut exprimer la nature d’une courbe,
& puifque jufqu’ici nous ne connoifions
encore que la circonférence du cercle, com-
mengons par celle-ci. - >
283. Suppofons donc que A M B
(Fig. 35 ) elt unc courbe a laquelle nows ne
connoitrions encore dautre propriéeé que
celle-ci; que la perpendiculaire P M abaiflée
d'un point quelconque M de certe courbé,
furlaligne 4B, eft moyenne proportionnelic
entre les deux parties 4P & P B, Voyons
comment I’Algeire peut nous aider 2 trouver
chacun des points de cette ccurbe, & fes
différentes propriétés.
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Si je nomme a la ligne 4 B; 1a partie AP
a5 & la perpendiculaire P M, y; alors PB
fera @ — x ; & puifque nous fuppofons P M
moyenne propottionnelle entre 4 P & P B,
nous aurons x : y ::y: a — x ; & par confé-
quent; yy =max —— xx. .

Concevons maintenant que 4 B foit par-
tagé en un certain nombre de parties ¢gales,
en 10, par exemple ; & que par chaque point
de divifion on éleve des perpendiculaires
pm, pm, pn, &c; il eft vifible que (i, dans
I'dquation quon vient de trouver, I'on fup-
pofe x fucceffivement égal i chacure des Li-
gnes Ap, Ap ,&c, y deviendra égal 2 cha-
que ligne correfpondante pm , pm, &c,
puifquc l’éql,lationyy == a X —— XX eXprime
que y eft toujours moyenne proportionnelle
entre x & a — x, quel que foit dailleurs x,
ce qui eft Ia propriéré que nous fuppofonsa
chaque perpendiculaire pm. Donc on peut
trouver fucceflivement chacun des points
de cette courbe, en donnant fucceffivement
a x plufieurs valeurs, & calculant les valeurs
correfpondantes de y : en voici un exemple.
Dans la fuppofition que nous venons de faire,
que a eft divifé en 10 parties, ou quil eft
compofé de 1o parties , nous aurons 2= 10,
& par conféquent Péquation devient yy =
10x — xx. Si donc nous fuppofons fuccef-
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fivement x =1 , x =2 ,X==3, X== 4
X=9¢,X=06,X=7,X= 8§,X=9,X=103
on trouvera fucceflivementy=p" 9,y =" 165
Y=y 21, y=V 24, y=V 25, Y=V 24>
}/:_;/21 =V 16,]:\/9,}/::=V o
oubieny=3; y=4;y=4,5y=4,05
Y=953Y=4,9Y=4,5:y=45) =35
y==0, Ainfi, {i l'on porte ces valeurs de y
fucceflivement fur les perpendiculaires cor-
refpondantes aux valeurs 1, 2, 3, &c, de x,
les points m , m, déterminés de cette ma-
niere appartiendront tous a une courbe qui
aura cette propriéeé que chaque perpendi-
culaire pm fera moyenne proportionnelle
entre les deux parties Ap & p b de la droite
AB, courbe que nous allons voir, dans un
moment , €tre la circonférence méme du
cercle.

Nous avons vu que toute racine paire
avoit deux valeurs, l'une pofitive, lautre
négative. Ainfi outre les valeurs de y que
nous venons de trouver , on a €ncore ces
autres-c% Y e=——3 Y= 4 Y == 4,5 5
Y m—4593Y =5 =—4595) =—4 5
Y= 43 Y =""35)=0.

Pour avoir les points de la courbe qu’an-
noncent ces nouvelles valeurs de y, il faut,
conformément 3 ce que nous avons déja dit
plufieurs fois {ur les quantités négatives,
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prolonger les perpendiculaires pm, pm, &e,
& porter a 'oppofite, ceft-d-dire, de p en m/,
les quantités pm', pim’, &c, égales chacune
a fa correfpondante pm. Si I'oaveut avoir
un plus grand nombre de points de lacourbe,
il n’y a autre chofe i faire qu'a fuppofer 4 B
divifé en un plus grand nombre de pasties,
par exemple en 100 ; c'eft-a-dirc, {uppofer
a == 100 ; ou bien en confervant 3 ala méme
valeur 10, que cideflus, fuppofer a x des
valeurs intermédiaires entre celles qu’on lui
a données ci-defius, on trouvera de méme
les valeurs intermédiaires de y & par confé-
quent de nouveaux points de la courbe.
Lavaleur y =0, qu'ona trouvéc ci-deflus,
fait voir que la courbe rencontre la ligne
A B au point B, ol x = a==10; puilque la
perpendiculaire p m ayant alors pour valeur
zéro, la diftance du point m ala droitc 4 B
cit nulle. On peut voir , aufli avec facilité,
qu'elle doit rencontrer la ligne 4 B au
point 4 : en effet puifqu’aux endroics ot [a
courbe rencontre cette ligne , la valeur dey
deit étre o 3 pour favoir quels font ces en-
droits , il n'y a qu'a fuppoler que y eft zéro ,
dans I'équation yy ==ax — xx, ce qui Ia ré-
duit 4 0=ax — xx ;0r ax — x x dtant ==
x (a— x) ce produit eft z¢éro, dans deux
cas , lorfque x =0, & lorfque % == a. Donc
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réciproquement y fera aw{li zéro dans ces
deux cas ; or x eft évidemment == o au point
4, & 11 elt == .2, au point B; donc la
courbe rencontre en effet Ia ligng A D, aux
points A & B.

D’apres cet exemple, on peut commencer
a appercevoir comment une équation fert i
déterminer les difi¢rents points d’une courbe.
Nous en verrons d’autres exemples ; mais
auparavant expliquonsnous fur certains mots
dont nous ferons ufage par la fuite,

2 § 4. Loifgu’on veut cxprimer, par une
¢quation,lanature d’une hgnc courbc onrap-
porte, ou lon concoit qu’on rapporte chacun
des points m, m , &c, adeux lignes fixes 4 B
& 040, quifont entr'elles un angle décer-
miné (aigu, droit ou obtus ); & en imagi-
nant que de ch.quc point m on mene les
lignes mp & mp’ arallelcs aux lignes 040
& A B, il eft ¢viaent qu'on connoitra la fi-
tuation de ce point, {i on comnoit les va-
leurs des lignes mp’ ou Ap & pm, ou{ce
qui revient au méme ), {i T'on connoit P'une
de ces lignes , & fon rapport avec l'autre.
Or ce que l'on entend , lorfqu'on dit quune
équation exprime la nature d’une ligne cour-
be, c’eft que cette équation donne le rap-
port quil y a, pour chaque point m , entre
laligne Ap & la ligne pm , enforte que L'une
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€rant connue , I'équation fait connoitre 'au-
tre; & felon que ce rapport eft plus ou
moins compofé, la courbe eft elle-m&me d'un
genre plus ou moins élevé.

Les lignes Ap, ou mp’, qu1 meflurent la
diftance de chaque point m a 'une OAO des
deux lignes de comparaifon, s'appellent les
abfcifjes ; & leslignes mp oup’ 4 qui mefurent
ladiftance a 'autre ligne 4 Bde comparaifon,
sappellent les ordonnées ; 1aligne AB , sap-
pvlle laxe des abfciffes 5 & la hcnc ) n” 0,
s'appelle laxe des ordonnées. Le point 4 d ou
Pon commence a compter les abfciffes , s"ap-
pellelorigine desabfciffes; on appella de méme
origine des ordonnt es, celui d'oi I'on com-
mence comprer les ordonnées Ap’ oupm :
dans la Figure 35, ces deux points fout un
fcul & mémse point , favoir, le point 4 ;rien
n’aflujettit a comprer les abfcifles depuis le
méme point d’otr I'on compte les ordonnées,
mais quand aucune circonftance ne déter-
mine a faire autrement, il eft toujours plus
fimple de les compter du m&me poinr.

Les lignes Ap, prn, fe nomment d'un nom
commun , les coordonnées de la courbe; &
confidérées comme appartenant indifférem-
ment 3 un point quelconque de la courbe , on
les appelle des indéterminées; on donne le
méme nom aux lettres ou ﬁdncs algébriques

x &y,
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& & y par lefquelles on repréfcntc ceslignes
Ap &y m.

2 §'5. Revenons maintenant anotre ¢qua=
tion, & voyons comment on peut en tirer
les proprlétés de la courbe.

°.Du milieu Cde 48, tirons,3 un point
quelconquc M de la courbe , la droite CM;
en quelque endroit que ce foit, le trlanglc
MPC fera toujours re&angle & Von aura

ar conféquent, M MP+1 C= MC c’eft-
-dire (pux(qu.PC AC— AP =t a—x),
Yy +saa—ax—xx== CM :or puifque la
droite’ MP , ou y , cft par-tout moyenhe pro-
portxonnellc entre AP & BP, ona, par-tout
Yy = ax — XX ; On aura donc aufli , par-tout

ax——xx+4(za-—ax-—+-xx__MC Ceft-
adire, 2 ae=MC, q-idonne MC=1a;
chaque point M ou m, eft donc également
¢loigné du point C'; la courbe eft donc une
circonférence de cercle.

2° D'un point quelconque M ou m de la
courbe , menons aux deuxextrémités £ & B,
les droites /i d & MB ; les triangles rectan-

gles MP A, MP B nous donneront A P —+

Po— A& PHi+FB —MB ; ou en
mettant les valeurs algébriques, xx —-yy ==

AM, & aa— 2az xx-i—-]y:.:MB,
ALGEERE, | Aa
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donc en ajoutant ces deux équations, &
mettant pour y y {a valeur ex — xx, on aura

a0—2 AX -2 XX 42 4X—2 xx=AM-BM;

Ceft-a-dirc AJW+MB.__aa——AB pro-
pri¢eé du trxanglc reaanglc & qui parcon-
f¢quent nous fait connoitre que l'angle AMB
eft toujours droit en quelque endroit que foit
Ye point M fur lacourbe; voyez (Geom 65 )»

3°. Sidans l'équation xx =& yy = AM
on met, pour yy {2 valeur qx e xx, on aura

—

AM=¢a x, qui donne cette proportion a:
AM::AMN:x,ou AB: AM:: AM: AP;
Ceft a-dire, que la corde 4 M eft moyenne
roportionnelle, entre le diametre 4 B, &
¢ fegment ou Uabfciffe 4 P ; voyez ( Géom,
112 ).

On trouverocit de méme toutes les autres
propriétés du cercle que nous avons démon-
trées en Géométrie , & cela en parta t tou-
jours de cette fuppofition, que Pordonnée
£ Moupmeftmoyenne prowrnonnelle entre
AP&PB,oudpé&pB.

Nous avons compté les abfciffes, depuis
le point 4 origine du diametre; & nous
avons eu lequatlon)/y~——ax — ax, Si nous
voulions compter les abfciffes depuis le cen-
tre, ¢'cft-a-dire, prendre peur abfcifles les
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fignes CP,Cp, &c; alors repréfentant cha-
cune - de ces lignes, par 7, nous aurions
CP.—_—:AC-—AP,C’CR %\-dire, 3%5-——:::,‘
& par conféquentx = ;a — 7. Mettant donc
pour x cette valeur dans I'équation y y ==
ax —xx, on aura yy =a(ta —7)—
(a—zg),quife rédduit 3 yy=taa— 77,
ceft-la I'équation du cercle en fuppofant les
coordonnées perpendiculaires, & leur ori-
gine au centre,

Au refe, toute propriété qui appartiendra
cflenticllement a chaque point de la courbe ,
donnera toujours , en la traduifant algébri-
quement , laméme équation pour la courbe;
du moins, tant qu'on prendra les mémes abfs
cifles & les mémes ordonnées; mais quand
on changera lorigine, ou la direétion des
coordonnées, ou toutes les deux , on pourra
avoir une équation différente ; néanmoins elle
fera toujours du méme degré. Nous venons
de voir la vérité de la gernierc partie de
cette propofition , dans le changement que
nous venons de faire pour les abiciffes ; an
licu de I'équation yy = ax — xx , nous avons
€u yy =+ aa —33, qui étant déduite de la
premiere , & pour bafe la méme propriéeé ;
mais {i nous partions de cette autre pro=
pri¢té , que chaque diftance M C eft tou~
jours la méme, & == La;alors nommang

Aag
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cP, 75, & P M, y ; nous aurichs, a caufe
du triangic rc&anglc MPC5 yy4 73 =7aa,
qu donne}/y 1@ — 77, équation qui eft la
méme que tout a I'heure, quoique déduite
d’une propri¢té diflérente.

De U'Ellipfe.

2 8¢4. Propofons-nous maintenant d’exas
miner quelie fzroit la courbe qui auroitcette
autre propriété; que la fomme des deux
diftances M F—i——Mf(Fzg 36 ) de chacun de
fes points 3 deux points fixes F & f, feroit
toujours égale a une ligne donnée a.

Pour trouver les pro pridtds de cette courbe
qu'on appelle uge E;lzpjé , il faut chercher
une équation qui exprime quelle relation il
y a, en vertu de cette propricté connue
entre les perpendiculaires P21 menées de
chaque point M fur une ligne déterminée
telle que F f, par exemple, & leurs diftan-
ces F P ou A P a quelque point F ou A4 pris
arbitrairement.

Dans cette vue, je prends pour origine
des abliciffes le point 4, déterminé en pre-
nant depuisle milieu Cde £ f, la ligne C A=
X 0;& ayant fait CB = C4,je nomme 4P, x;
P M , ¥ slaligne A qui eft cenfée connue,
c; & la lwnuz M, 7;alors FP — dP,--
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AF=*x-c, NiBF=FMf—F Me=a—7;
&fP=PB—~Lf=AB— AP —Bf=
a4 —X—cC. ’

Cela pofé, les mangles re&angles FPM
fPM donnent F A = PM-+~FP &

Mf_“MP-‘}-fP U 77 == Yy ~ XX —
2cx~+cc, &ag—2a7-4+3 7=y y-da—
2ax ~ xx — 2ac —+ 20x = cc. Retranchant
fa feconde de ces deux dernieres équations,
de Ia(}vremiere , & effacant g e quife trou--

vera de part & d'autre, j'ai 2a7 =22 ¢ x ~
AXA1C -2 €X'

2 ac — 4 cx , & par confégent 7 == =
mettant donc pour 7, cette valeur dans I'é-
quation 77 == ¥y — XX == 36X ~}- cc 3 ) aurai
QIXX~+=20ACK - AAUC—A ALK —~ 40 XA=40CX X

—+ i -+ a: 4 -4 =yy -+
x x —2cx =~ cc , ou chaffant le dénomina-
teur , tranfpofant & réduifant , aayy = g4aacx
— qaccx-—qacx’-i-zgccx‘ ou aayy = ( 4a¢ —
4¢c ) ax—( 4cc —fac ) x*,0u ( parce que
— 4ac eft 1a méme chofc que—( 4 ac— 2
agyy ===(4ac ~— 4ccyax — (4ac — 4cc ) x* ou
enfin aayy =(4ac—gcc) (ax—xx),d’ oul on

*Sile point A avoit été pris

‘ parce que, dans la formation
de maniere que la perpendi-

de cete équation, on n'em-
culaire 47 P tombit entre 4 |ploie que le quarré de F P,
& F, alors F' P feroit ¢ —x ;| qui eft toujours xx—2¢ x 4=
mais cela n apportermt aucun|c ¢, foit qu'l vienne dex—c,
thangement i I'équation finale, foit qu'll vienne de ¢ w2,

Aag
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tire yy = =25, (a&—xx)’.

Telle eft Péquation de la courbe dont
chaque point a la propriété que nous avons
fuppolle. ,

2 87. Cette équation peut fervir & dé-
crire la courbe par points, en donnant fuc-
ceflivement a x plufieurs valeurs comme
nous l'avons fait ci-deflus 3 'occafion du
cercle, & calculant en méme temps les
valeurs de y. Comme le procédé eft abfolu-
ment le méme, nous n'en feroms point le
calcul.

2 88. On peut encore décrire I'elliple
par points, en cette maniere; aprés avoir
fait C B =C A ="1a, on prend un inter-
valle quelconque Br, & l'on décrit au defs
fus & au-deffous de 4 B, du point f comme
centre du rayon Br, unarc que Pon coupe
en M & M par un arc déerit du point F
comme centre & du rayon A4 r. Tous les
poiats A & M trouvés-de cette manicre
fori 3 Pellipfe. )

2 8 9. La propriété fondamentale d'apres
laquelle nous venons de trouver 1'équation,
donne elle-méme un moyen fort fimple de
décrire cette courbe par un mouvement
continu. En effet, ayant choifi les deux
points F' & ftels qu'on les veur, on placera
deux pointes ou piquets, aux deux points F&
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f, & y ayant fix¢ les deux extrémités d’un fil
plus grand que la diftance Fj, fil'on tend ce
fil par le moyen d'un ftyle ..; que lon fera
mercher en tenant toujours ce fil tendu, ce
ftyle M tracera la courbe en queftion, pu1f-
que la fomme des deux diftances du ftyle
aux deux points F & ffera toujours égale 3
la longueur total du fil.

- 290. De la il eft aifé de voir que fi la
longueur du fil a été prife égaled 4 B, la
courbe paffera par les deux points A& B.
Car puifque Cf = CF , on aura 4 F= Bf , &
par conféquent 4 F =+ Af = Af+ Bf =a,
& BF+4-Bf = BF = AF—a.Ceft ccquelé-
quation fait voiraufli ; car pour favoir ou Ia
courbe rencontre ladroite F fprolongée, il

faut faire ¥ =o j or cette fuppofition donne

4ac-4cc a cc
peeeramnl (ax—-xx)-—o &(COX‘HI’HE4 T4z

nepeut étre zéro, il faut, pour que certe équa-
tionait lieu, que ax— xxouxx (2 —x) =0,
ce qui a lieu dans deux cas; favoir, lorfque
‘x=0, ceft-d-dire, au point 4, & lorfque
x==a, Ceft b- -dire , au point B,

2 9 ¥. L’équation fait voir aufli que Ia
courbe s’étend au-deflous comme au-deflus
de la ligne 4 B, & qu'elle eft abfolument
la méme de part 6{ d’autre de 'axe 4 B. En
effet, cettc €quation donme’. . . . . 4

Aag
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== Vf"-z-;ffic, (ax—xx), qui fait voir

que pour chaque valeur de x oude 4 P, il

y a deux valeurs de y ou de P M parfaite-

ment ¢gales, mais qui €rant de {ignes con-

traires , doivent étre portées de cotés op-
ofés.

11 eft encore évident que {i fur lemilieuC

de 4 B on élevela perpendiculaire D D', 1a
courbe fera partagée en deux parties parfai-
tement ¢gales & femblables : c’eft une fuite
immédiate de la defcription ; c’eft aufhi une
fuite de I'équation ; mais on 'en conclura
plus sifément quand nous aurons fait fur
cette équationles autres remarques qui nous
reftent a faire,

2 92.Laligne AB s’appelle le grand axe
de Vellipfe, & laligne D D' le petit axe. Les
deux points F & fs’appellent les foyers. Les
points A, B, L, D', font les fommets des
axes ; & le point C le cenire.

2 9 3. S1 l'on veut avoir la valeur de Por-
donnée F m” qui pafle par le foyer, il faut

fuppofer AP ou x = AF = c;alors onaura
4ac=scc 4.(ac-cc)*, d

— — _ on

Yy=—"p—x(ac cc) 2 ; c

x.(ac—cc)

tirant la racine quarrée, y == +

e\ AC-EC
donc m" m'" == 4195
a

a
; cette ligne m"m"” eft

¢e guon appelle le parametre de I'ellipfe. Le
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parametre eft donc moindre que le quadruple de
la diftance ¢ du_fommer au fyer, puifque {a

4+ {a c-—-cc)
a

valeur qui eft la méme chofe que

4C— 1:—5 eft évidemment moindre que 4¢.
Si'on nomme p cetre valeur du parametre,

ac—4cc

on aura p == B , & par conféquent,

ac=—4¢C
P 4dcmace
al

. 5 on pourra donc changcr Ié-

quation 4 I'ellipfe, cn cotte autre, yy == L.,

{ax — xx ) qui eft plus fimple.
294.S8i ot veut favoxr quel e eft la
valeur de la ligne CiJ , il n’y a qu'a fupPofet

48—t

dans I'équation y y = —
que AP oux, eft A4C ou *a; o aura

yy =1 ac;4 "2 (% aa — Y aq) q'ig{fc rédult
ayy=—ac—cc; cefl-d-dire, que CD* =
ac—cc=c.{a=~—¢)= AFx BF; doulon
tiredF: CD:: CD: B F.Onvoitdonc que
CD ou le demi-petit axe , ¢ff une moyenne pro-

pomo nnelle enire les deux dz/fances d'un méme
Joyer aux deux Iﬁ)mmrts A & B.

Comme la ligne D D’ cft une des lignes
les plus rcmarquables de I'ellipfe , on Vintro-
duit dans I’équation de préférence 4 la ligne
A Fou c. Pournous conformer a cet ufage,
nous nommerans & cetee ligne D D' ;5 nous

. (ax—xx),
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gurons donc CP = é—, & Puifq‘ue hous ve-

—_1
nons de trouver €D — gc— ¢¢, nous
bb
urons —- = ac¢~—cc, ou bb = 4 ac — g cc3
- - { .

Péquation a Pellipfe pourra donc étre chans
N - 4 i

pgéc enyy =5 (lax — XX ).

4 AC—4(C

» Puifque nous avonsp —= —,oupa

\ a
= 4ac — 4cc, & b b == gac — 4cc; de ces
deux-€giationsmous conclurons pa =bb , &
par conféquent , en réduifant cetre équation
£n proportiona: b:: b p; le paramesre eft
doac une zroifieme proportionnells cu grand
axe & au petit gxce,

¢ bb

29 5. Sidans V'équationyy = — (ax —
x x), on chaffe l¢ dénominateur , on aura
aayy =bb{'ax — xx7, & par conféquent yy
ax —xx £ bb £aa; faifant donc attention que
ax—xxeft la mémechofeque s x (@ +=x),
& meéttant ,au heu des quantités algébriques,
Tes fights de la figure qu'elles repréfentent,
onaura PM: AP x PB:: DD AB; ceft-
a-dire, que le quarré d’une ordonnee quelconque
au prand axe de Uelliple , ¢ft au produi: des
deux abfciffes AP &P B, comme le quarré du
petit axe ¢ff au quarré du grand. Et puifque

- cette propriété a lieu pour tous les points de
Vellipfe , il s’enfuit que les quarrés des ordon-
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nées font' entPeux comme les produirs des abf~
ciffes corre[pondanzes. e
P ¥

29 . L’équationy y = —. (ex—xx) ne
differe ( 283 ) de celle du cercle qui feroir
déerit fur 4 B comme diametre ( Fig. 37)
qu'en ce que la quantitd 2 x — xx, y eft
multipliée par-ﬁ-é—’:, c’eft-a-dire, par le 'rzp’-
port du quarré du petit axe-au quarré du
grand ; enforté que fi 'on remme z une
ordonnée quelconque P N du cercle , on aura
%7 == ax — xx ; mettant donc pour ax — xx,
cette valeur 7 z dans "équation é_i’cl‘li'pfe s
on aura}/); = —'%%, & tirant la racine qfxa;-
rée, y = —3zouay == b 7 qui donne y2 gbr
b:a,ouPM:PN::DD': 4B, ,ou:+CD:
ACouCE; on voit donc que Tes ordonnéés
a Uellipfe ne font autre chofe que les ordonnres
du cercle décrit fur le grand axe , diminuées
proportionnellement , ceft-d-dire , dans le rap-
port du grand axe au petir axe.

De-la il eft aifé de décrire une ellipfepur
le moyen du cerele. On voit en méme-temps
que Ie cercle eft une ellipfe dont fes deux
axes @ & b font égaux, ou dont la diftance
du fommet au foyer eft égale au demi grand
axc, ou encore dont le parantetre eft égil au
“diametre, Car en fuppofant dans les ¢quas
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tions ci-deflus, § —=a,ouc=14a; 6up=—aj}
on 2 yy == ax — xx , équation au cercle,

2 97. Par les équations que tious avons
trouvéces jufqu’ici, il parolt doncqu’il n'en cft
pas de l'ellipfe comme du cercle : une feuls
ligne dérermine celui-ci, c’eft fon diametre;
au lieu que le grand axe A4 B ( Fig.36) ne
suffit pas pour déterminer Pelliple; il faur
encore connoitre ou le petit axe 4 ou fon
parametre p ou la diflancec du fommet au
foyer. Quand on connoit le grand axc & Ia
“diftance ¢, 'ellipfe eft facile & décrire, comme
onl'a vu ci-deflus. Mais {i 'on dounoit le
‘grand axe & le petit axc gl faudroit, pour
décrire Uellipfe par un mouvement continu,
. ~déterminer les foyers ;c’eft une chofe facile,
en_prenant le demi - grand-axe pour rayon ,
& tracant de l'extrémité D (Fig. 36 ) du perit
axe , comme centre, deux petits arcs qui
coupent le grand axe aux deux points F& f
qui {eront les foyers: €ar la fomme des deux
diftances FD ~ D fdevant étre égale da, il
faut , Jorfque cesdcux lignes font égales, que
chacune foit égalea I a.

Si l'on donnoit le grand axe & le parame-
tre , on détermineroit le petit axe en prenant
une moyenne proportionnelle entre ces deux
lignes ; c’eft ce qu'enfeigne la proportion

a:b::b:p, trouvée ci-deflus (294). Le petit
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axe étant trouvé , on acheveroit , comme il
vient d €tre dit.

2 9 8. 8%, pour quelque point M que ce foit
de Uellipfe (Fig. 36 ) on prolonge la ligne f ML
tirée dun des foyers, yufqu’a ce que fon prolon-
gement MG jfoit égal a Vautre diffance MF 5
& qulayant uré G F y on lui mene du poing M.
la perpendiculaire M O'T, cetre derniere fera
tangente a Lellipfe , c’eft-a-dire , ne la rencon-
srera qu’au feul poinr M.

En effet, acaufe deslignes égales M F
& MG, la ligne MT cft perpendiculaire
fur le milicu de G F. Donc (i de tel autre
point N que ce foit, de cette ligne, on
mene les deux droites NG & N F, elles fe-
ront égales. Suppofons donc que M T pit
rencontrer Vellipfe en quelqu’autre point ¥ ;
alors en tirantf\y , il faudroit que F N 4 Nf
piutéereégal aMF4-Mf, oua G M-+ Mf
ceft-a-dire, G /3 mais Gfeft plus petit que
G N Nf, & par conféquent pfus petit
que FN-~ N f; donc le point Neft hors de
Yellipfe, )

299, Les angles FA1 0O, O MG font
€gaux , d'apres la conftruétion qu’on vient
de domner; or O A G eft égal 3 fon oppofé
fMN,donc FM O eft égal 3 f M N. Deonc
les deux lignes qui vonr d’un méme point de
Lellipfe aux deux foyers , font des angles égaux
avec la tangente,
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L’expérignce apprznd qu’un rayon de lus
miere qui toabe fur une {urface , fe réfiéchir
en faifant Uangle de réilexion égal A l'angle
d’incidence; done {i £ eft un point lumineux,
tous les rayons qui partis du ?oint F, tombe-
ront fur la concavité 41 4 41, iront fe raffem-
bler enf, & réciproquement.

Sidupoint M, on éleve fur M T'la perpen-
diculaire M I ( qui fera en méme-temps per-

endiculaire la courbe) , cette ligne divifera
V'angle FMfen deux parties égales ; car fi des
angles droits I M T, I M N on retranche
les angles égaux FM T & fF N, les angles
reftants F 31 18& I M fferone égaux.
300.De-1a, on peut caleuler la valeur de
1a diftance P I depuis l'ordonnée jufqu’a l'en-
droit ou la perpendiculaire A1 1 rencontre
Vaxe. Cette ligne P Is’appelle Sownormale
& la ligne M I, Normale,

Pour calculer P I, nous allons d’abord cal-
culer FI. Puifque langle F 3 f eft divifé
en deux parties égales, on a Mf: MF::
F1I1:FI(Géom.104); & pareon{équent ( Géom.
o8) fMa-MF:-Mf_MF: . fl+FI:
fI1—FLOrMf+MF—a; & en nom-
mant M£',7, comme ci-deffus (286 ), #{ f==
a— 7, par eonfequent Mf— MiF—q— 273
d’ailleursf] -+-Ff::Ff= AB — 0 AF —
¢—20, &fl~FI<Ff 2 Fl—q_—2c—
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mFl;donc ¢g:a—27::a—2c1a—2C —
2 Fi;doncea—2ac — 20 x FI = aa — 2ac —
2 a7 ~+4¢7, dolt L'on tire FI =424

b
aAxX~—-ac—1 X

trouvée

aac—zac —a acX 4 4Ccx
(186),0!‘12FI= C—2d(C4-QaX— 4 G ;

mais FI:FP+PI=AP:‘;2F+PI==.
x—c-+ Pl;donc Pl — Fl—x - ¢ =

ou cn

mettant pour 7, fa valeur

aac-racé-adl 4acx+4ccx 2 AdC-2aCC~ AACK = 4CER
———¥4.c=
aaq + aa
2d.(ac-cc)-4%.{ac-cc) 2a~—4%

aa . X (dbcb—— cr) 5
ou en mettant pour ac—cc {avaleur — (294},
. 4. v

onaenfin PI —4b (a'm)ouPlzbl(la——x).
2aa aqg?

~ 301.De-1a, il eft aifé davoir la valeur
de la diftance P T'depuis Uordonnée julqu’a
larencontre de la tangente , ce qu'on appelle
la foutangente. Car le triangle I ¥/ [ érang
rectangle , & P Mune perpendiculaire abaif-
fée de I'angle droit, on a ( Géom. 112 )
PI:PM:.PM: PT, c’eﬁ-é-dire,% X
(ra—x):yiy: PT; donclzzzﬁézg) ou (en
=2 (a X — X x) 2

mettant pour ¥y {a valeur
P T — (ax-x_x_)

Les ex;réfﬁons algébriques des deux li-
gnes P I & P T peuvent fervir 3 mener une
perpendiculaite & une tangente § Lellipfe ,
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en quelque point M que ce foit. Car lorfque

le point M eft donné, en abaiflant la per-
endiculaire A1 P, onalavaleurde 4 P, x.

%t comme on eft fuppofé connoitre a& b,

on connoit donc tout ce qui entre dans la

yaleur de P [ & dans celle de P 7,

302, De l’exfpre{ﬁon de PT, on peut
conclure que {i Pon menc une tangente au
cercle déerit fur le grand axe 4 B ( Fig. 37),
au point N oli ce cercle eft rencontré par Lor«
donnée P Malellipfe, les tangentes N T &
M T aboutiront au méme point T fur laxe.
Car puifque le fecond axe b n'entre point
dans expreflion de PT', cette ligne P Tfera
donc toujours la méme tant que a fera le
méme & x le méme: Ainfi toutes les tangen-
tes aux points correfpondants de toutes les
ellipfes décrites fur 4 B comme grand axe,
{e rencontrent au méme point 7.

Sia PT ( Fig.36), on ajoute CP qui

eltZqg—x,onaura CT::M_}.._}Q._QC

1

la—x

qui, en réduifant tout enfrattion , fe réduic a

laa \ . 72‘4 N 1)
Perapt ceftadire, que C T= Z--, d'ott I'on
tire cette proportion CP: AC :: AC : CT.

303.51 Pon veut avoir Pexpreflion de

TM ,cela fera facile par le moyen du triangle
re&angle T P A qui donne TM-—=TP+
PM
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——— D p
(ax—xx)* bb
PM =i e (25— xx) =
bbby ax—xx
____ga—-.
(22 — x4 —1 x}x(ia”)i.

3 04.Si de quelque point M que ce foit
de Pellipfe, on mene fur le petic axe DL Ja
perpendiculsire ou Pordonnée MP/, & qu’on
nomme L P/, ' ; MP', 5 ; onaura DP/ =
CD—CP'= CD—PM , ceft-a-dire, x/ =
+ b —y, & par conféquent y == 16 —=x". On
aura de méme MP'=CP=0A—AP; ceft-
a-dire , y'=*a—x, & par conféquent x =
2 a—y'. Si Pon fubflitue ces valeurs de x &
dey , dans I'équation y y = g (ax —xx), ou
aqyy==bb (ax-—xx), on aura } aabb—aabx’
—aax'x’' =% aabb — abby’' — ; aabb —+ abby’
—blyly'y qui fe réduit & bby'y' = aabx’ —
aax'x’y d'ot1 lon tire y'y" = ;.'_‘; (bx'—x'x"),
¢quation femblable a celle qu’on a epe pour
le grand axe, & dont on tirera par confé-
quent des conclufions femblables , favoir ,
que le quarré d une ordonnée P'M au petir axe,
eft au produir des deux abfeiffes DP ' x P/ D,
comime le quarré du grand axe , eft av quarré du
petit ; en effet, ontire de cette €quation,y’y”:
bx'—x'x':1aa : bb; or bx'— x'x’ eft x'(b—x')
ou D P xP'D. On en conclura aufli que
les quarrés des ordonnées au petit axe, fo:r

ALGEBRE. Bb
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entr'eux comme les produits des abfciffes cora
refpondantes 3 & que Vellipfe peur érre décrite
par le moyen du cercle confir.it fur fon petit
axe, en allongeant les ordonnees de ce cercle
dans le rapport du petrr axe au grand, Yoyez
( Fig. 37.)

3079 . On peut voir facilement, par-Ia,
que la courbure de la {urface extérieure des
méits eft celle d’une portion d’ellipfoide, ceft-
a-dire, d’un folide engendré par larévolution
d'une demi-ellipfe DRO{ Fig. 39) rournant
autour de fon grand axe.

En effet pour déterminer les diametres
moyens entre le plus grand & le plus petir,
on tire une ligne CD pour repréfenter le
plus grand diametre ; & décrivant des extré-
mités C & I comme centres , & du rayon
CD les deux arcs DA & C4 qui fe eoupent
en A, on abaifle la perpendiculaire 4 B, &
ayant mené parallélementa CD une ligne £F
¢gale au plus petit diametre du mat, on re-
garde la partie interceptéc BL comme repré-
fentant la hauteur du mat depuis le premier
pont (ot {e trouve le plus grand diametre)
jufqu’au chouquet. On divife BL en un
cerrain nombre de parties égales; & menant
par lespoints de diviliondes paralleles g N
3 laligne €D, on prend ces paralleles pour
les diametres moyens que doit aveir le mit
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4 des hauteurs repréfentdes par la ligne cor-
refpondante Bg; or fi 'on concoit que BM
foit la hauteur réelle qui a été repréfentée
par B L; & {i 'on prend B T telic que 'on
ait BT : BM Bg:BL,alors BT ferala
Lauteur 2 laquelle on doit placer le demi-
diametre g v ; tirant donc 'R Faral ele &
égaleva g NV, le point R feraun point de la
furface du madt 3 mais {i par le point R & par
lc point NV, on mene RN qui rencontre BD
en V, cette ligne fera p arallele 2 BM, &
p‘quuonaBT BM::Bg: BL, ou BT
Bg::BM: B L,on aura/ acaufeque BT1==
RV&E;;::VN)RV: VN::BM:BL ;
c’eft-a-dire, que les ordonnées R 7V de la
courbe du mit font aux ordonnées ¥’ N du
cercle AND , toujours dans un méme rap-
pore; donc cctte courbe eft une ellipfe. Si
Pon vouloit la décrire par un mouvement
continu , il faudroit en détermiger les axes,
ce quieft facile en menant CO parallele &
BM, & telleque CO : CD:: BM: BL; CO
& CD ferent les deux demi-axes, avec lef-
quels il fera fazile de déterminer les foyers,
& par conf{équent de décrire la courbe, par
guelgu'une des méchodes que nous avons
données (287, 88 & 8y). Mais tout ceci
fuppofe’qu’on fair déterminer le point I,

tel que menant ELF parallelea CD, ELF

Bba
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{oit égal au plus petit diametre du mit ; ceft
ce que 'on fera facilement ¢n cettemaniere
on prolongera ¢ D vers H d'une quantité
CH égale ala moirié du petit diametre : du
point H comme centre & d’un rayon €gal a
<D, on traceraun petit arc qui coupera 4B
au point cherché L. Car {i Fon imagine £ F
prolongée jufqu’a ce quclle rencontre CO
en T, & que l'on tire le rayon CF,

triangle reltangle C T'F donnera C T =

VCF_'i’F VnL BIl — BIL,

puifqu'on preferit de faire HL = CD = Cf
& HC=ila valeurde L F,ce quirend B i
=TF

306. Par ce qui précede , on voit done
que les proprideés a V'égard du fecond axe
font fcmglablcs a celles quon a trouvées a
Udgard du premicr , dumoins, en ce qui ne
dépend point des foyers Si 'on veut avoir
fur le fecond axe les lignes analogues A celles
que nous venons de calculer {ur le premier
axe, ceft-a-dire, P'l', P'T,CT", & M T, (Fig.
36) on les trouvera aifément par le moyen de
leurs correfpondantes quon vient d’avoir , &
des triangles femblables quil eft aifé de re-
connoltre dans la figure. Si on exprime cesli-
gnes par le moyen desabfcifles DP’ oux’, on
trouvera leurs expreflions toutes femblables
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% celles quon a eues, enx, pour les lignes
analogues {ur le premier axe,

On donne aufli un paramerre au fecond axe;
mais ce quon entend alors par cette ligne,
ce w'cft pas une ligne qui paffc par le foyerde
ce fecond axe, ( car il n"a point de foyer),
mais une troifieme proportionnelle a ce fe-
cond axe & au premier.

307. Jufqu’ici nous n’avons compté les
abfcifles que depuis le fommet; i nous vou-
lions les compter depuis le centre C, alors
nommant l'abfcifle CP, 7, nous aurions AP
ou x ==L g— 7 ; fubftituant cette valeur

de x, dans Péquationyy :i—i(ax—— xx) &
dans les valeurs de PI,PT,CI &TFJ

on ar.;rayy——;—d(4 ae—z3): PI_.I' j;

PT— "“a;” CT_._“;“' TM = ...

(%aa-—{{-%-b‘fz{ “—a(;:ﬂ. |
L’équationyy=i—f. (faa — 77) donne

y = :L——; V5 aa — 77, qui fait voir que pour
une méme valeur de CP ou z, on a deux
ordonnées PM & PM'. Comme les valeurs
de 7 commencent en C, & finiflent en A , 1l
femble d’abord que cette équation ne donne
que la moitié D A D' de Vellipfe; mais rien

pe dérermine a donner 37, des valeurs pofi-
Bbs
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tives , plutdt que des valeurs négatives ; cn
donnant a 7 de ces dernieres valeurs, on
aura les ordonnées pm qui déterminent la
feconde moitié , & comme en mettant —z,

. b
au lieu de + 7 dans o+ — V' a2 — 73, cete
quantité ne change point, il s’enfuit que la

moitié DBL' eft parfaitement égale & fem-
blable 2 la moitié DAD’,

30 8. Sid’un point quelconque M de I'cl-
lipfe (Fig. 38) , on mene aumilicu C de l'axe
A2, Ceft-a-dire, au centre, unc droite MCAM'
terminée de lautre part a 'ellipfe, on ap-
pelle cette droite un duametre. Et fi par le fom-
met M, on mene la tangente MT, & jar
e centrc C le diametre VNV pvrallele ami,
celui-ci s'appellera diametre conjugué du pre-
mier. Une ligne m O mcnée d'un pomt m de
Vellipfe parall lement 3 M7, & terminée
au diametre MM/, sappelle une ordonnée a
ce diametre, & A O s'appelle abfciffe. Le
parametre du diametre MM eft une troifieme
proportionnelle 3 M3 & NVN.

3 09. Nous allons faire voir maintenant ,
que les ordonnées mO , 3 un diametre quel-
congque, ont des propr; iétds femblables celles
des ordonnées aux axes.

Pour cet effet, j'akaiffe des points m &0,
les perpendAculaures mp , OQ, fur I'axe AB
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& je mene la ligne m § parailele au méme

axe. Je nomme A B, a; PM,y; CP,z;
Qp,8; CQ, k, yaurai A P=La—7,
B=ta+7;4dp=CA—CP=CA —
(Q—Qp=1a—k—g;pB=CB+(p=
ra+k+g
Les triangles femblables TP M, m S$ O,
donne")t TP PJW :mSoupQ:SO;Cleft-

a- dxre y g SO-—-g{““ Les

Taa—

73
triangles femblables cMp, CO Q, don_
nent CP PM::CQ: QO, ceft-a- dxrc _

7:y:tk: QO:—— doncpm——«QS——QO—
SO0="— 2L O puifque le point m

zda—3

eft un{p()mt delclbpfe il faut( 265 ) que
pm PM:: ApxpB: APxPB,ceft-A-

~dire, (—{— ;.i{_fﬂ) yyii(ze—hk—g)x

(ta+k+g)i(ta—z)(fa+7), ou
kkyy r8k1yy | geiyy
‘ ’l\zaﬂ 13) (zaa=17)* Yy

/(k——z g—gg: > @a—37,0u, en multi-
pliant les extrémes & les moyens , & fai-
fant atrention aux quantités qui fe trouve-
ront multiplides & divifées en méme-temps
parfaa— 77, & a celles qui le feront aulli
par z,0n aura

e 7 (=) —28kyy 4
:sffiv:; L aayy — kkyy — 2g/9’)’ ggy)' >

"-(Zd-—-
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ou, k:};y(iaa—.{{)
& fupprlmanta-/c kyy & — 2gkyy quon
aura alors de part & d’autre, divifant de

aakk £81%
plus par yy on aura*— > P

—gg , €quation qui nous eft néceflaire pour
note ob]ct mais , avant de I'y employer.,
tirons-en une connoiffance dont nous avons
befoin. I

Si Pon fuppofe que le point O, qu’ici nous
avons {uppofé quelconque, foit le point C,
c’eft-a-dire que la ligne m O paflc par le
centre , ou devieune C N, alors CQ ouk
devient zéro , & laligne @ p ou g, devient
CR. Or f{i dans I"équation qu’on vient de
trouver , on fait k=0, on aura, apres avoir
chaffé le dénominateur, trauspof¢ réduh,

&divifé par S aa,gg=1 aa—z7g; ceft-i-

=73 aa

dire, .,R———aa-— 17=(7a—7) (-a—}-{) =
APx PB.

. Apres cette remarque 5 revenons a notre
objet, & nommons C.7,2a’ ; CN, L 3 m O,
Y 5CO, 7. Les trianglgs femblables CP M,
CQO, donnent CM:CO :: CP:(CQ, ou

tai 7 k= LH,. Les triangles CN'R,

mS8 O, fembla sbles 3 caufe des coeds paral-
leles , donnent mQ:m S :CN:CR, ou

Yig:ii1b:CR = y ; donc CR =
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3 agbb CR

'y 3 TMals on vient de voir que CR —

10a—77; L L
n %5 done Yy =% aa—z7; dol

s .. y'y, ( 41: aa—
Pon tire 88 = -—Wﬁﬁ. Reprenons
4[
maintenant I'équation 122k% |, _487%

31 gad—73y
) .

zaa— g, & beﬁltuOns-y pour gz & ki les
valeurs que nous venons de trouver; nous

z [ Tl 7L e
aurons L ag.- 1L yrailiea—5z)
o eIt Gogblb (gaa—zgg)
raay'y y .
Jaa — 32X +},TFZT{ ou, en réduifant &
d' 'f qf' |4 {’{’ y'l.yl
tvilant enfuite par ; qa, - =1 — &7
I
b'h,

%alal 3
ou , chaflant les dénominateurs £ a’a’ &

t TLt ISNA RN / .
on a;blb’{{-—%aabb—;}a’a’yy’, & enfin

b b . .
Yy =s=(;dd—77ydonTon tire y'y':
2ad — 77 8 d s Ceft-d-dire, m O:
MOx OM' :: NI : M M. Ainfil'équa-
tion par rapport & deux diametres conjuguds
quelconques, eft femblable a celle qu'on a
eue 2 'égard des deux axes.
310. Si I'on fait ¥=0, on trouve
Y Il X . L
d'a'—z77=0, & par conféqum_t =4 d
., Lacourbe rencentre denclaligne 247 en
deux points M & M’ également élo’zné. v
centre C 5 ainfi tous les digmetres delellipfe fe

coupent en deux parties Cgales au centre,
] B
’ Iarl . R N
3 11. Léquation yy' = ——{4 da-ry’7)

a

EILIN

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



394 Counrs
donnant y' =+ £ V da’ — 77, fait voir

que {i Pon plvomTe m O de manicre que
Om'=0m,le pownt m’ ap partlendra a la
courbe; donc - chaque diamerre de [ ellzn/é coupe
en a’eux purties égales les paralleles d la tan-
gente qur pafle par fon origine M.,

3 1 2. De-la on peur conclure 1°, que la
tangente 4 extrémité N du dlametre N N,
eft parallelc au diametre M M. 2°, De ce

L a 'a’ — 7 {, on peut con-

clure que les ordonnees O m au diametre
MO, font celles du cercle qui auroit MM’
pour diametre, mais diminuées ou augmen-
tées dans le rapport dc a a b, & inclinées
fous un angle dgal a celui des diametres
conjugucs. Si o = b, ces ordonnées font
précifément égzles a celles de ce méme
cercle. Enfin {i 'on veut favoir 2 quel endroit
de lclhpfc les denx dlametreﬁcon}ugués
peuvent étre égaux, iln’y a qu’a chercher

-2 qucl endroitona CP=CR, ou CP*=

CR; Cetadire, 77=1% aa——q; or cette
équation donne 7 = VT sa=1a V I, quc
I"on confruira ainfi: ayant décrlt {ur lc grand
axe A B comme diametre (Fig.37) le demi-
cercle ANE B coupé en E par le petit axe
C D, on diviferal'arc 4 £ en deux partics

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DE MATHEMATIQUES. 393

égales en N’ & ayant abaiflé N’ P qui coupe
relli ipfe en M” & M, CM" & C M’ feront
les deux demi- dlamctres conjuguds, égaux.
Car {i Pon nomme CP, 7, comme le trlanﬁle
CP N’ eft rettangle & ifocele , & caufe de
langle ACN” de 45°, on aura 77-+77==
CN' = faa donc 37 =7 aa, &7 =
V aa=—"3 % a V e

3 13 .8 du centre C(Fig. 38 ) on mene
la- pery 7cnilcu aire CF fur la tangente T M,
les manﬁl s femblables TP‘»I TCF don2
neront 1M :PM:: CT: CF;donCF==

PHMXCT
— riq —. Pareillement les triangles TP M

& CNR, femblables 4 caufe des €6tés pa-
ralleles ,donneront TA1 : PT:: CN:CR,

donc CN= Tﬂf)XTCR ; & par conféquent,

PMx CTxTHxCR
onaura CNx CF = FH* 1% X———z

’ Tax TP

AxCTxCR >

——————ou en quarrant, CN x
— g ——2

P/I/Ix CTxCR .
~——=p e~ 5 or nous.avons vu ci-del-

fus queuyyoupwl—— g (yaa —z7);

CT="PT = JOENY ; & CR =

E
taa—z7 (309 ): fubftituant ces quantitds,

on aura, apres les rédultions faites, C N x

(F =X aabb,& par conféquent CN x CF
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= 1 ab; or en menant la tangente NT” qui

rencontre I Menl, CN x CF exprime la
1urface du pmal [é1 ogramme CLIN; & tab
ou ax b exprime celle du re&angle formé
fur les deux demi-axes ; ; donc le.s‘para['ela
grammes Jormés par les rangentes aux cxtré-
mites des diametres con]ugues Jont égaux en-
trieux , &' au rec?ang/ejormeﬁu les deux axes.

. Les mémes trlang‘Pé {emblables

31
P & CRN domnent , PT: PM::CR:

RN ; donc RN — EEI,LPJ{ ou RN =

CR,X/)ZIZ{ . . . b&I{-
BT :(;aa_'{{)_(z‘“l_{{)x{{: aa ?

(3aa—37)*
mais les triangles reftangles CRN &

CP M cdonnent Cﬁ + RN = CN &
CP 4+ P#f—CHM; donc CR + KN+
CP o PA¥ — TN+ CH fubflicuant dans
le premicer memidk , au lieu des lignes quiy
entrent , leurs valeurs aldébrlqucs on aura,
toute rédu&lon faite, 2 aa + L bb= CN

:
- CM donc fomme des quarres de deux
demi-diametres conjugués quelcorques de ['el-
Lipfe , eft ¢gale ala fomme des quarres des deux
denzi axes.

.SidasCN—=CR e R Non fub-
ﬂxtue pour CR & RN leurs valeurs, on
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bbz
auraCZ\/——-—aa—— 77— T.Ts or pous

avons trouvé ci-deffus TM = (—aa-:{s H'i’) x

a€a

; par conféquent M T = CN %+ ‘“’"1'{;
mais les triangles femblables TPM, MP T’
donnent (‘en quarrant ) P 1 Y M P*[W

——2

T
7 2a-17

MT’ZO (MH%‘{) C‘IVX 772 MT/
donc M 7T7 — ﬂ::f_?;, donc TMxa I’ =

CN ou T AM x MT'__(N mais fi ’'on
nomme p’ le parame:re du dlambtrﬁ MM,
on aura 2 C M: 2CN :2CN:p (303)

& par conféquent 2p/x CM = 4 C N ou

CNh_fp’ x CM;doncTMxMT =
pxCM; & par conféquem CM:TM::
MT: % p’.

Si, fur TT' comme diamerre (Fig. 49}, on
déerit un demi-cercle, il paffera par le poine
C, puifque l'angle 7CT" eft droit ; or {i l'on
prolonge CM jufqu’a ce quiil rencontre la
circonférence en V', on aura, par la nature
du cercle ( Géom. 127) CM: T'M:::MT":
MV ;donc MV=*p.

3 16. De-la on peut tirer une méchode
fimple pour avoir les axes d’une elliple, &
par conféquent pour la déerire, lorfgu’an
ne connoit que deux diametres conjugués
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MM & NN, & Tangle qu’ils font entre

cux.,

On prolongera C M d’une quantité MV
¢gale a fon demi-parametre 5 & du milien X
de CV on élevera une perpendiculaire X7,
qui rencontre en Z la ligne indéfinie 77’
menée par le point M, parallelement a NIV,
du point Z comme centre , & de la diftance
Z(C comme rayon , on décrira un cercle
qui rencontrera 71" en deux points T& T7,
par lefquels & le point Crant 7C & T'C,
ce feront les dircétions des deux axes. On
déterminera enfuite la grandeur de ces axes,
en abaiffant les perpendiculaires MP &
MP’"; & prenant C A égal 4 la moyenne
proportionyelle entre CT & CP; & CD
égal 2 la moyenne proportionnelle entre CT'
& CP’ ; car on avu ci-deffus (302 ) que CP :
CA::CA:CT;il et aifé de prouver( par
le moyen des triangles femblables TPA! &
TCU, & des valeurs connues de TP, PM &

CT),que CT:%,
CD::CD:CT.

3 17. Remarquons, en finiffant ce qui
regarde Pellipfe , qu'on emploie fouvent
cetre courbe dans ’ArchiteCture navaie, Gn
sen fert pour déterminer les diametres

moyens dcs vergues, comme nous avons vu

c’eft-a-dire, qué CcP:
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ci-deflus , qu'on s’en fervoit pour les dia-
metres moyens des mdrs. Onlemploie en-
core pour dérerminer les projetions des
liffes , &c. Dans tous ces cas on part , pour
décrire lellipfe , de la proprided qu'a cetze
courbe , favoir , que fes ordonndes font pro-
portionnclles & celles du cercle décerie fur
Fun de fes axes. Cleft encore fur ce principe
qu’eft fondde la regle fuivante que'ondonne
pour conftruire le maltre couple d’un navire
auquel on veut douner beaucoup de capa-
cité.

Suppofdns (Fig. 41) que A4 Ecft ézal dlali-
gne du creux 3 EM perpendiculaire a A, la
demi-largeur du vaiffeau; M F le demi-plat
de la varangue ; F'B = EIl'acculement; on
décrit a part un quarré opgr dont on fait
Ie c6té op = E F. Ayant divifé op en un
certain nombre de parties égales , & A en
un pareil nombre de parties, on mene par
les points de divifion, des perpendiculaires
a op & Al; puis décrivant du point r comme
centre , & du rayonro, le quart de cercle
ong, onporte la Partie mn de chaque paral-
leledpg,en m' n' furleparalleled /B, cor-
refpondante 3 pareille divifion; la courbe
An' B qui paffe par tous les points a’ ainfi
déterminés , forme une partic du maitre
couple au’an acheve enfuite, pour la partie
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inférieure, en menant du point B au point C
bord de la quille, la ligne BC', élevant fur
fon milieu /, la perpendiculaire [k qui
coupe en k la ligne Bk parallclea 4 E;alors
du point £ comme centre & du rayon kB,
on décrit Parc du cercle B € qui touche la
courbe A n' B au point B, parce que fon
centre k eft fur la perpendiculaire ala courie
An'B, au point E. L’autre moitié {e conftruit
de méme.

il eft facile de voir maintenant que la
courbe dont il s'agir, eft une cllipfe dont le
demi-grand axe et BT=A1; & le demi-
petit axe , eft 4 T'=pg=EF ; eneffct, [i
par le point ¥ n' & par le point 7-on mene
n'n , cette ligne fera parallele a A E; &
puifgue Jes points m & m’ font deux points
de divifion correfpondants, on aura, o m:
A :op:dI;ceft-a-dire, ( en fuppofant
que na'rencontrecrens & A Tenu)sn:
un'::oroudT:THB ;doncles ordonndes
u n' de la courbe A n' B font aux ordonnées
Sn du quart de cercle , toujours dans le rap-
portde BT a A7; donc cette courbe eft
unc ellipfe - d’ailleursil eft facile de voir que
BT & A T font les demi-axes. Or comme
lellipfe rencontre perpendiculairement fes

* Nous fuppolons ici, pour faciliter la démonfiraticn
quon a placé le c6té @ p fur le prelongement de 1.4,

axes,
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uxes, il eft vifible que pour joindre le point
B & le point C par un arc qui touche la
courbe en B, il faut que le centre k de cet
arc foit fur la ligne 7B prolongée.

De I’Hyperbole.

3 1 8. Confidérons maintenant la courbe
{ Fig. 42) qui auroit, en chacun de {es points
M, cette propriétd, que la différence Mf—
MEF des diftances Mf & & F i deux points
fixes F & f, fut toujours la méme, & dgale
2 une ligne donnée a.

Nous allons chercher , comme nous 1'a=
vons fait pour lellipfe , une équation qui ex-
prime la relation entre les perpendiculaires
P M menées fur la ligne Ff, & leurs dif=
tances F P ou 4P i quelque point fixe F
ou A, pris arbitrairement fur la ligne Ff

Je prends done, pour origine des ab{ciffes,
le point 4 déterminé en prenant depuis le
milieu Cde PF, la ligneCA="a, & je
fais CB = C 4. Cela pofé, je nomme AP,
x; PM, y; laligne AF qui eft cenfée con-
nue, c; & la ligne FAM, 7;5alors FP —= AF
AP=c—a*; fP=fA4 AP =fF 4
AB + AP = ¢+ a+ x; & puilqu’on a MF
~ MF = a,onaura Mf=ag-+ MF=a+3.

*Sile point P étoit au-deld de F par rapport i 4, F R

10t ¥ - ¢ § mais cela ne changeroit rien & 'équation finale,

ALGEBRE. Cg¢
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I'd

Les tr1anglcs re&angles FPM fPM
donnent FP+PM FM &fP+

M :j[ﬂ,- cefl-a-dire, ¢ ¢ — 20x 4~ xx 4
yy=7&ccH2ac+aa-2cx 240 -
Xx—yy=aa-2af -+ 33 Retranchant
la premiere de ces deux ¢quations , de la fe-
conde , on a, en effacant aa qui fe trouvera

de part & d'autre, g4 ccx - 2ac-2ax= 247,
20% -4 dc+4-ax

d’olt I'on tire 7 = ; mettant donc

pour 7, cette valeur dans la premiere équa-

tion , NOUS AUIONS (€ mem 2 €X' =t~ XX =~ Yy ==
4ccxx -} 4accx = gace -4 4ACckX -} 1dacx -+ aaxx

aa
chaflant le dénominateur tranfpofant & ré-

duifant , agyy — 4aacx -+ 4accx =~ gacxx ~=
4 CCXx  OU dayy = (4ac —+ gcc) (ax—+xx );

4ac+4sc(ax+xx)

3 1 9. Cette équation peut fervir a décrire
la courbe, par des points trouvés fuccefli-
vement, en donnant a x plufieurs valeurs.

On peut encore décrire la courbe , par
points, en prenant arbitrairement une partie
Br plus grande que BF, & décrivant du
pomtfcommc centre , & "du rayon B r, un
arc que 'on coupera en quelquc point A
par un autre arc décrit du point F comme
centre 3 & du rayon A7,

dou Yon tireyy =
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Enfin on peut décrire cette méme courbe,

par un mouvement continu , de la maniere
fuivante,

Cn fixera au pomtf, une regle indéfinie
qui puifle tourner autour de ce point. Au
point F & a I'un des points Q de cette regle,
ont attachera les extrémités d'un fil F M Q,
moins long que f£Q, & dont la différence
avec £ Q, foit égale a AB alors par le moyen
d’une pointe, ou ftile A7, on appliquera une
partie MQ du fil, contre la regle : faifant
mouvoir le fiile, de M vers 4, en tenant
toujours le fil tendu s laregle s’abaiffera, la
partie & M diminuera, & le ftile M décrira
1a courbe M A dont il s’agit, & qwon ap-
pelle une hyperbole. En effet, il eft évident
que la totalité fQ ou fM~+- M Q étant tou-
jours de méme grandeur , & F A4l 4 M Q
¢tant aufli toujours de méme grandeur , leur
différence fi31 -+~ MQ— FA'I-—-A/IQ, ou fM
—F\, fera aufli toujours de méme grandeur.
4 4cc

320.Léquat10nyy——-——— (ax 4=

xx)donnant y = -+-V‘“”+ sy (ax—+-xx)

fait voir que pour une méme abfciffe 4 P,

oux,ona tou;ours deux ordonnécs égalc;
PM P M, quitombent de part & d'autre
du prolongcmcm: de 4B, qucg appe lle lg
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premier axe : ainfi la courbe a une feconde
branche A 41" parfaitement égale a la pre-
micre 3 'une & 'autre s'étendzne 4 infini,
pulfqu il eft évident que plus on augmentera

x, plusles deux valeurs == .0 . . . L,

4m+4cc(ax+_xx)augmcntcront.

2 1. Si dans cette méme quantité on
fait x négatif , c’eft a-dire, {i Von fuppole
que le poing P rombe au-deflus de 4, elle

deviendra :}_—_V“d:‘;*” (x* — ax); or
xx — a x4 ou x {(x— a) étant négatif tant
que x eft plus petitquea, laquantité + . . o
gav +4 cc
naire, & par conféquent , y n’a aucune valeut
réclle depuis A4 jufqu'a B 3 mais fi-tot que x
furpafle 2, xx — ax redevenant pofitif, les
- valeurs de y redeviennent réelles; il part
donc du pomt B une nouvelle portion de
courbe m B m’ qui, comme la premicre , ¢-
tend 4 Dinfini de chaque c6té du prolon-
gement de A B, & qui eft parfaitement égale
a celle-13; parce que fi 'on prend Bp = 4P,
alors xx —ax ou Apxp B dcvxcnt égal a
AP x P Bjdoncauffi pm eft égale 3 P M,

4ac+4‘.c

— (x x — ax) eft alors imagi-

3 22.S8idansl'équationy y =

aa

% (ax —=xx),on fait y =0, on trouvera que
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A% ~-XX Ol X, =~ X =0, quidonne x =0,
& x ~} a=—=0 ou x =~ a; doncila courbe
rencontre I'axe 4B aux deuvx points A & B.
323. Sil'onfuppofe AP = AF, c'elt-a-
dire, x = ¢, pour avoir la valeur de 'ordon-
née Fm'" qui pafle par le point # ( quon
appelle le foyer, ainfi que le point £) on aura

y:i—Vﬂc—aiaic—c(ac-}—cc)—_—:i. . o
V‘*(“”_'*iff.) = Z(“:‘“) ; donc la

aa
1(acH6), e

double ordonnée m” m' — Z
£

ligne eft ce qu'on appelle le paramerre de Thy-
perbole : ainfi en repréfentant cctte ligne
4(ac+cc)

parp, on aura p = ; & par confé-

quent Z = ﬂiﬁi), {ubftituant dans 'équa~
<«

aa
tion de la courbe , on la changera en cette
14
D ﬁ _—— L]
autre plus fimple, yy == (0% xx)
De la valeur de p, on peut conclure que

le parametre du dpremier axe de Lhyberbole eft
plus que le quadruple de lu diftance du fomme:

ce
A au foyer ¥ ; car cette valeur p = 222002

fe réduit 3p =4c - i:—c , qui eft évidem-
ment plus grande que 4 c.
32 4. Sifur le milicu Cde 4B, ondéleve
Ccs
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une perpendiculaire D D', dont Ia moitié
CD foit moyenne proportionnelle entre ¢ &
a—c, ceft-a-dire entre 4 F & fA, cette
perpendiculaire eft ce qu'on appelle le fecond
‘axe de I'hyperbole ; ain{i en le nommant 5,

On QUM —==¢.a ¢, oubb = 4ac 4+ 4cc;
& en introduifant cette va'eur de 54 dans

4ac—+4gcc -
2 (ax—-xx) , celleci

Péquation yy =

ada
{e changera eny_y::i—i (ax == xx). Onvoit

donc que ces trois équations de I'hyperbole ,
ne different des trois équations correfpon-
dantes de I'ellipfe, que par le figne du quareé
cc & du quarré xx. :

. bb :
Cette mEme cquation yy = — (2xxx)

nous fournit aufli une propriété analogue 2
celle que nousavons remarquée dans ellipfe::
en effet, {i Von chafle le dénominateura a,
on auraaga yy = bb (ax —+ xx ), qui donne
cette proportion , yy : ax —-xx:: bb : aa,ou
PM: APx PB:: DD': ABou:: CD: AC;
le quarré d’'une ordonnée au premier axe de
Phyperbole eft donc au produrit AP x BP des
deusx abfciffes , comme le quarré du fecond axe
eft au quarré du premier 3 & par conféquent,
les quarrés des ordonnées font entr'eux comme

les produirs des abfciffes correfpondantes.
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Lorfque les deux axes a & b font égaux, I'é-
quation eftyy=ax—oxx quinediffere de celle
du cercle que par le {igne du quarré xx. L’hy-
perbole s’appelle alors hyperbole équilatere,
4ac4-gcc
pid 2
4cc=ap, & puifqu’onaaufli 4 ec 4 cc==bb,
onadoncap—=+4b,quidonnca: b::b:p;
donc Ie parametre du premier axe eft une gme
propertionnelled ce premier axe 8 au fecond.

329§.Sidu point D au point 4 on tire
ladroite D A4, le triangle -re&angle D C A4

7~ 2 2
donneraDA:]y CD-dC=. ..
V' ibi+laa, OU €n metant pour 45 fa va-
leur 44C~ 4CC, D4 =Vcc+ac+§aa:=
cta= AF+ CA=CF; donc pour avdir
lcs foyers quand on a les axes, il faut porter
DAdeCen F; &au contraire pouravoir le
fecond axe quand on a le premier & les
foyers , il faut décrire du point 4 comme
centre & du rayon CF, un arc qui coupe la
perpendiculaire DD’ , en quelque point D.

3 26. On voit aufli que la defeription de
Phyberbole dépend de deux quantités, fa-
volr, le grand axe & le petit axe ; ou le grand
axe & les foyers ; ou le grand axe & le para-
metre. Dapres ce que nous venons de dire,
on ramenera toujours aifément la defcription
de Ihyberbole 4 l'une des méthodes que

' Ccyq

De¢ Péquationp = on tire 4ac Y-
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nous venons d’'indicuer. Car {i I'on donnoit §
par exemple, le grand axe & le parametre
alors prenant une moyennc proportionnell®
entre ces deux lignes, .on auroit le fecond
axe qui ferviroit a trouver les foyers,

3277. Si P'on prend fur Mf, la pariic
MG=MF , & quiayant tiré F'G on lui
mene du point M la perpendiculaire MO T,
cette ligne fera tangente a hyperbole , ceft-
a-dire , ne rencontrera la courbe qu'au feul
point A

En effet, d’un autre point quelconque N

ris fur 7' Al , menons aux deux foyers les
droites Vf& N F', & au point G la droite
NG ; 1l eft évident , par la conftru&tion, que
NF & NG feront égales 5 or Nfeft plus petit
que NG -+ Gf, & par conféqu-nt, plus
petit que N F G f, donc N f-— N Feft plus
petit que Gf, ceft-a-dire, que Mf— M F;
donc le point N cft hors de Phyperbole : on
démontrera’la méme chofe de tout point de
I' M, autre que le point £1.

Les angles FM O & O MG font égaux,
d’apres la conftrultion précédente ; or OM G
cft égal 4 fon oppofé NAIQ; donc F MO
eft égal a NM{Y; donc la ligne M F, qui
va au foyer F', fait avec la tangente, le méme
angle que fait, avec cette méme tangente ,

le prolongement #Q de la ligne fM qui
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wa & I'autre foyer. Donc {ile point F eft un
point lumineux, tous les rayons qui , partis
du point F', tomberont fur la concavité
MAM, {e réléchiront comme s’ils para
toient du point £

3 2 8. Déteiminons maintenant la fou=
tangente P

Puifque laqg’c FAMfeft divifé en deux
parties égales par la tangente M 7', on aura
(Geom. 104) f M : ME f T FT or en
nommant, comme ci-defius Mf , 7, on a
fM=1z 4 a: dailleurs Ffou Bjﬁ AB
AFvalmt a-+2c,laligne fTou Ff— FT,
vaudrag—+2¢— FT onauradoncz—+a:7::
g-2c— FT: F T, donc en multipliant les
extrémes & les moyens, on aura 7x £ T =
axFTl=az4+2c7—7x FT; d'olt, aprs

les opérations ordinaires , on tire F T =

1cytar  (2c+a)g

. ; or nous avons trouvé
11t a 1744

(318){—_—”x+:c+“, donc 27 4-a =

4cx+zac+zax+aa (2e4a). 2x~4(2¢c+ a)a

[

+a 1+ a)
(eta) ( * 4. fubltituant ces valeurs dans

cellechT,onauraFT:: e e e e oa

'~
(X~ AC+aXx

(2¢c4a)x .

a

200+ a ou en fupprimant
= i
(2¢4a)X p
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Ie faGteur commun 2277 FT = ”x::c_':“.
Ayant ainfi trouvé F T 11 eft aifé d’avoir la
. foutangente PT ; car P I'—=FT—FP=

FT— AF+AP FT — ¢ +x=

2EX~4-AC~HA X 2aAX 4 2XX AX =4~ X%
— — X = — =17,
b I A% e % 3 2xX 4 a X—+3a
b
donc P T —= =) ; dottl’on voit que 'ex-

preflion de la foutangente , pour |’ hvpcrbolc s
ne differe que par les fignes, de celle qu'on
a eue pour leilipfe.

329.Side PTonretranche 4P, onaura
‘AT ouladiftance du fommet jufqu’a Iendroit

ol la tangente rencentre l’axe. Cette diftance

~X X .f
~— %, qui fc

fera donc expnméc par

réduita A7 — ax

——a+.x

30. Cette expreflion de A T nous
donne lieu de faire quclques remarques fur .
Ia courbure de ’hyperbole. Nous avons vu
ci-deflus que chacune des deux branches
AM , A M sétendoit i linfini. Cepen-
dant leur courburc cft telle que toutcs les
tangentes que 'on peut mener a chacun des
poincs de_ces branches infinies , ne rencon-
trent jamais Paxe que dans intervalle com-
pris entre 4 & C. En eflet, {i dans la valeur
.de AT on fubftitue pour x , toutes les quan-
“titds imaginables depuis o ]ufqu a 'infini, la
valeur de 4 T ne croit que depuis © ]ufqu a

2
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2 a; car quand x eft infini, le dénominateur

z

La-+ x - doit effenticllement €tre regardé
comme la méme chofe que x , puifque fi 'on
confervoit alers | a, ce feroit fuppoler qu'il
peut augmenter x, & détruirc » par confé-
quem: la fuppoﬁuon gv’on fait que x eft in-

: or dans ce cas la quantité 4T {e réduic i

2aw

—; ceft-a-dire,, 3 £ a; donc la tangente 3

Uextrémitd infinie de chaque branche A M
& AN, p"t{,e par le centre C. Et puifque
les branches opyofécs Bm & Bm' font par-
faitement égales a cellesla, & que les points
A & B {ont également éloxﬁnés de C, il s’en-
fuit que ces mémes tangentes font aulﬁ tan-
gentes aux extrémitds 5nﬁnics des branches
Bm & Bu'. On les veit (Fig. 43) repréfentées
par les lignes C X, C V.

331. Cestan”entess appellentles 4 fymp-
totes de l’hyperbo}e: ce font, comme on le
voit, des lignes qui partant du centre , s’ap~
prochent fans ceffe de 'hyperbole, fans pous
voir P'atteindre qu'a une diftance infinic.

Si par le fommet A( Fig. 42), on mene
la droite Az parallelc a PM les triangles
femblables T A¢, TP M donnent TP:

ax+xx .
PM::TA: A, ceﬁadxre,b -yt
iax Taxy fa+x ;ay
N _— —— g OU
=a+x A ——'~ aty ax—i-xx:a-f-x’ ’
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feur 2V .
en mettant pour y favaleur —¥ ax we xx,
‘At =% b V:-_ax +xx
at+x
fini, devient L bou C D, parce que a x doit
étre fupprimé vis--vis de xx, & a vis-a-
vis de x. Voici donc comment on déermi-
nera les afymptotes. On élévera au point 4
{ Fig. 43) une perpendiculairc AL, que T'on
prolongera de' pert & d'autre du point A
d’une quantité égale d €D ; 2lors tirant par le
centre C& parlesdeuxextrémitds L & L' deux
lignes droites , elles feront les afymptotes.
3 3 2. Pour avoir Texpreflion de CT
(Fig. 42) il faut de C A retrancher 4 T,

&1’ 1 == L __;ax:‘:;aa:
onaura C7=1%a o a T o

, qui, lorfque x eft in~

—_—

g—; qui donne cette proportion CP: C4::

CA4:CT.

33 3. Sil'on veut avoir expreflion de
TM, le triang'e retangle TP LI donne
TM:P]WZ-}-PT_—: f?i- (@x 94 xx) =4
g;ﬂ:x:ﬁa — (i_i. - a—tx-tax - xx) :;::3?.

3 3 4. Pour avoir I'expreflion de £ I ou
de la fous-normale, les triangles TP M,

M P I{femblables 4 caufe que Vangle T M1
eft droit, & que P M eft une perpendiculaire
abaiffée de I'angle droit ), donneront TP :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PE MATHEMATIQUES. 413}
PM::PM:PI, ou‘ixﬂ":},.:y: PI=

a-tx's "
Y atx) ) : bb :
ooy ou(acaule que y=—, (ax -xx))
: (;— a-t+ .X').

PI="

3 3 5. Cherchons maintenant ’équation
par rapport au fecond axe D D’ ; & pour cet
efter, menons la perpendiculaire M P’ fur ce
fecond axe, & nommant MP',y'; D P/, x';
onaura CPl=PM=y==lb—x'; PM=
CP =Zla--x=7y ;& parconféquent x —7y"
— 7 a; {ubftituant donc pour x & y , ces va-
leurs , dans I'équation y y = ;’-Z (ax -+ xx] ou
aayy=~bb{ax-+xx),onaura,apres les ré«
dutions faitgs , y'y'= giz (L bb mmbx'-+x"x") 3
d’'ott P'on voit quiil n’en eft pas de Uhyper-
bole comme de lellipfe ; I'équation i I’égard
du fecond axe, n'eft pas femblable a celle
quen a al'égard du premier.

336. Enfin fi Pon veut 1’équation par
rapport a U'axe 4 B, en prenant les abfcifles
depuis le centre C; onnommera CP 7 ; &
Ion aura 7=CA 4+ AP =% a~+x; & par

conféquent , x =7 ~— % a : {ubftituant dans

I'équation yy =22 ax-t-xx), onaura =2
quatt -y-y""aa( 2 J aa

(33— aa) pour Péquation par rapport au pre-
mier axe, les abfcifles ¢rant prifes du centre,
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Eralégard du 2d axe 2 D', {i on nomme
cr,7, onaura{’ CD f)f”«-.:ié_wc
& par conféquem X'=1b 75 fubficuant
dans l'équation y’y’ = b( Vb b — b x'a-x'x)
que nous avons trouvéc (335) pour le fecond
axe, on aura y’y' = 5 G5 bB)

3 3 7. Silon veut rapporter au centre C,
les expreﬁions dePT,CT, Pl &TM,

trouvees ci-deffus, il n’y a qua fubf’ntusr,

dans ces exprcfﬁo*xs,{——a au lieu de x,

&lon trouvera PT — H—‘—_‘” CT__‘_‘%‘-‘
bby bb ‘aa

.PI___ T M— ( n_*_{{ )1{” )

. Et i Pon prolonge MT ]u"qu 3 ce quelle
rencontre le fecond axe en 7" , les triangles

femblables TP M, TCT" donncront TP
PM::CT: CT’,ou?—{—{—-.]:.ﬂ-CT’z

I
zﬂﬂy

a,mais {{—-1aa= ” doncCT——-

{ ——

‘76 52 donc CP:CD:: CD: CT.

3 38. Si par le centre € de I'hyperbole

( Fig. 43’) on mene une droite quelconque

M C M' terminée de part & d’autre a I'hy-

gﬂerbole , cette droite s appclle un duametre.
oute droite m O menée d’un point z de la

eourbe parallélement & ]a tangente en M, &
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terminée au diametre M M’ prolongé, s’ap-
pelle une ordonnée i ce diametre. MO & OM’
en font les abfciffes. Nous allons démontrer
que les propriétés des ordonnées m O, a
I'€gard des diametres terminés a la courbe,
font les mémes que celles des ordonnées MP,
aI'égard du premier axe.

Menons des points m & O, lcs perpendi=
culaires mp & OQ fur 'axe AB & dupoint 7
menons mS parallele 4 AP ;nommons PM, y;
CP,7,Qp,g35 CQ, k;nous aurons AP==CP
—CAd=7—7%a; BP== CP 4+ DL(=z+La;
Ap= Cp——— CH—CQ—Qp—CA—Fk g

1a;Bp=Cp4+ BC=k—g+ ;a.

Les tr1ancles femblables CP M, CQ O,

donnen: cp: PM :€Q: QO0, cefi-adire,

c: QO =" Lestriangles femblables

TPM mS O, donncntPT PM :m Sou
Qp :SO; ceft-a-dire, (337) *— (S k3. Ziy: :ge
SO__Zg_” donc mp = SQ = Q0 —

SO = k{y Hg”' or puifque le point m
appartlent a lhyperbole , il faut { 324) que

pm: m.ApxpB APxPB;ceft-a-

dxrc(y {f_{la) Yy (k._.u.._—a)x

(k—g2a): G—3a G+ “}a"“

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



216 Covuwrs

agkzryy £8°3yy .
g chkk— 2
¥ .37 —72a) (t -an* Y kg -+

£8— 70a 3] —qad; donc, en multipliaat
Ies extrémes & les moyens , & faifant atten-
tion aux quanrités qui fe trouvent multi=
plides & divifdes, en méme-tcmps , par
77— 2Laa, & i celles quile feront au'ﬁ par Z

on aura 12 e ~aa)——2g/9/y+ ————— =

{—:‘“

Kyy — 2 ghyy —+ggyy — a0y, ou, en d-
veloppant le terme keyy (33—3aa’s & en {up-

primant kkyy 8 — 2 ghyy que 'on aura alors
dans chaque membre , divifant de plus'par ¥y

- 3 aakk P L T
©n aura TR +z{—zaa £g—aa,

€quation qui va nous fervir 2 démontrer la
propri¢té dont il s'agit. Mais auparavant
nous ferons obferver que {i de part ou d'au-
tre du centre C, on prend fur 'axe 4 5 la
partic CR gui foit moyenne propormonncllc

entre BP& AP, c ef’r -a-dire, telle que CR
»«APxPB_-{{ Y aa 5 & fi ayant élevé
1a perpendiculaire RN’ terminée en N, par
laligne NN’ menée par le centre Cparal ¢~
lement 4 T'M,on fait CN = CN', ajors NV
eft ce quon appclle un diametre con ugué au
diametre MM’ & Pon appell  paramet-e du
dlametre M % unetroifieme proportionnelle

aMM & NN,

Revenons
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Rcvcnons maintcnant i notre objet ; noms-

mons CM, La’; CNou CN, L b5 CO,7 ;s &
Oomy'. Lcs trlangles femblables CPM, CQO,
donnent CM: CP:: C() : CQ ; C'eft-a-dire ,

2d':7::7k; donc ko=

~ Les triangles m SO & CN/F femblables
a caufe des cotés paralleles donnent CN:
CR::mO:mS,oulb':CR::y":g;done
g= C‘?b,y , & par conféquentgg = CRb i,y ,
ou (pquuon a fait CR =77—=%aa)
8= 2 ({l{b;’zaa).

Subftituons pour gg & kk , les valeurs que
nous venons de trouver 5 ’ fubfituons-les s

akk
dis-je, dansléquatlon-—- 1. § & G-
({—jaa

gg— raa, trOuvéc ci- deﬂ'us, & nous au~
¢ (11—3aa

rons — X aqa. {l{i - yiyb,{;(“_la )

Yy'7e  taayy 19T : t—54a)

— % aa, ou(enréduifant & di-

oy Ibh
—'¢ 2y
vifant enfuite pat 4 ad) —— ar =i b

Ou aprés lcs opérations ordman‘es]}/ =
T (H a'a’) équation femblable i cclle

quon a eue pour le premier axe.
339.Silon faity' =0, on trouvcgg —

vd'a'==0, qui donne 7' =-4-14’;1a courbe

fencontre donc la ligne M7 en deux points
ALGEBRE, Dd
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418 Cougrs
oppofés I & M, éloignés du centre , cha-
cun de la quantité ta'y ou CM; ainfitous les
diametres font coupés en deux parties égales
au centre,

3 40. L’équation y'y’ :-Z—,z-, (7'7—2%dd)

) /r__ b‘V/l | S A A 5ﬁ )
Qonnant]——i? { '——-;‘aa,ce ~ad -

dire , deux valeurs égales & de figne con-
traire, pour y, fait voir que {i 'on prolonge
mQ , de maniere que O m' =0 m le point
m' appartiendra a la courbe ; chaque diame-
tre MM’ coupe donc en deux parties égales
les paralleles a la tangente qui paffe par fon
origine M, "

3 4. 1. La m&me équation donne dd'y'y'=
b'b' (77 — 2 a'e’), doh Ton tire yly : 77 —
yada:i b dad,oumO: MOxOM::

NN MM el -a-dire, le quarré d'une
vridonnée queiconque mQ @ un diametre ter-
min€ a la cowbe , eft au produirt M O x O M/
de fes deux abfciffes , comme le quarré du
diametre con jugué , eff au quarré de ce prenuer
drametre,

34 2. Si du centre C on abaiffe fur TM
la perpendiculaire CF, les triangles {embla-
bles CFI', TPM ,donneront TM: P M: :

CT: CF, & par conféquent CF,_.-:I.’.%%{LT.

Les triangles femblables CR A, TP M
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DE MATHEMATIQUES. 419
donneront PT: TM:: CR: C Nou CN;

donc CN——.TM)T,CR, donc CFxCN =

PAUx CTxTMx CR PlxCTx CR ou en
THXPT = PT )

— e e 2

CTxCR
quarrant, CP* x CN+ o P7#% CTxC jorona

Pﬂl——_}’_}/'—zl { 33—xaa); CR——-;{{-—-
taa(338)3& (337) CT =2, PT =

fre—zae) ; fubflituant ces valeurs y om a

apres les rédultions faites, CFx CN =
<5 aabb,ouCFx CN =1 ab or {i I'on pre-
longc MT jufqu’a lafymptot:e ,en 1, M7
fera égal & CN , comme nous le verrons ci-
deffous , & C [MN fera par conféquent un
arallélogrammc done la furface fera = CFx
MI=CFxCN; donc quelque part ot foit
le point M, le parallélogrammc CIMN fera
toujours égal en furface au re&angle des deux
demi-axes, ceft-d-dire, 4LaxLéb ou L ab.
34 3. Les triangles femblables IPM &
CRIV donnent TP : PM: : CR : RN; donc
RN =P111T>;CR & R V!_ I/f;f_;lczi:z?:j{
en fubftituant les valeurs algébriques & ré-
duifant ; or les tnanglf’s rc*”tanclcs CPM&

CRN doqnent CM — CP 4 Pﬁ/ld& CN' ou
Dda

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4.20 Co URS

CN'= CR~+ RN donc CM — CN = CP
- PM — CR — RN'; fubftituant dans le fe-
cond membre , au lieu des lignes qui y en-
trent , leurs valeurs algébriques trouvées ci-
deffus, on aura apres les rédultions faites,
CH — CTV:: aa—%bb;ceft-a-dire, que
la dmﬁren.ce des quUArres de deux demz—dzam:tres
corz]u,gues quelcon(iues y eft tou]ours la méme
& égale a la difference des quarrés des deuse
demi-azxes.

Il fuit deda que dans P'hyperbolc équila-
terey, chaque diametre cft égal a fon conju-
gué ; car fig=5h,ona CM— CN,=0,&
par conféquent , CM = CN.

344.Si dans CN = CR - IUV”on
fubflitue pour CR & RV leurs Vo.lClIl'S algé—
briques, on aura CN = 21— aa+ s or

nous avons trouvé, ci-deflus (337) TM ==
(éi{—{-#- 17—= aa) {—{—— donc TM =

17—j%aa

X CN mais les ma’lgles femblables
MP T &« M P'T/ donnent , en quarrant,

PT TM:: PM: TM, ou—(ﬁ——ail—l—)-.
-C—.mé:ia) P77 T’M donc T M =
CNXLL s done TH x TM = CN, o

W—iaa

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DE MATHEMATIQUES, 421

TMx T'M = CN; mais fi lon nomme p’
le parametre du diametre M A, on aura
2CM:2CN::2 CN:p', & par conféquent

2P xCM==4CNyou CN =1pxCM;
donc TMx 1T"M= p'x CM, dob I'on
tire CM:TM::T'M: Lp.

34 5. Dela on peut conclure la méthode
fuivante pour avoir les axes de I’hyperbolé ;
& par conféquent pour décrire cette courbe,
lor[qu'on ne connoit que deux diametres
conjugués , & l'angle qu’ils font entr’eux.

On prendra fur M C ( Fig. 44 ) une ligne
MH=+p’, & fur le milieu I de C Hon éle-
vera une perpendiculaire I K, qui coupera
en quelque point K laligne M 7" menée par,
le point # parallélement au conjugué NIV
De ce point K, comme centre & du rayon
¢gal 4 Ia diftance de K a C, on décrira un
cercle gui rencontrera MT' aux deux points
T & T, par lefquels & par le centre Crirant
7C & C17, ce feront les dire&tions des axes;
car il eft clair, 1°,quelangle TCT' feradroit,
puifque la circonférence pafle par le point C,
& qu'elle a 77" pour diametre ; 2°, par la
nature du cercle, ona ( Géom, 127) CM:
TM:: T'M: MH; donc puifqgu’on a fait
MH=1p', onaCM:T'M:: T'"M: 1p,

Ayant ainfi déterminé les direttions des

) Dd gy
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axes ,on en déterminera la grandeur enabail-

fant du point M les perpendiculaires A P,
MP', & prenant C A moyenne proportion-
nelle entre CP & CT, & CD' moyenne pro-
portionnelle entre CP/ & CT"; Ceft une fuite
des expreffions que nous avons trouvdes
(337 ) pour CT.& CTX

Quand lts deux diametres conjugués que
I'on connoit font égaux, alors le parametre
leur eft égal apfli, ce qui rend M H=MC,
Les deux points de fection H & C {e confon-
dant alors, M eft unc tangente au cercle ;
ainfi, il faut tout fimplement, pour avoir le
centrg K, élever fur C A/ une perpendicu-
laire au point C.

De I'Hyperbole entre [es afymptotes.

346 L'hyperbole confidérée , par rap-
pert 4 {es afymptotes , a quelques propriétés
dont la connoiffance peut étre utile ; nous
allons les expofer. Il faut fe rappeller ici
comment on détermine les afymptotes ;
voyez { 331 ).

Nous allpns rapporter chaque point E de
Thyperbole (Fig. 45 ), aux deux afymptotes;
CLO, CL% , en menant la ligne EQ paral-
lele 3 'une d’entr’elles , & nous chercherons
Ia relation quont ¢ntrelles les lignes £ Q

& CQ.
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Pour trouver cette relation, nous mene-
rons par lc point que]conque I, la Iigne
O E o parallele au fecond axe DD’ & la
ligne ES parallele aCLO; par le fommet A
nous tirerons AG pamllele a CL’0. Et nous
nommerons CA,-a;CDoudLouw AL ,
T6; CP,7; PE,},' AG,m; GL, n;
CQJ 1; QE, u

Les triangles femblables CP O, CA L,
nousdonncnr CA:AL::CP:P () ou la:
Lh,oua:h: PO Po-:-_—— doncEO

_-—_—11_—-}/, & Eo: —+y par conféquent

EOXEO'—--b—— —-_2’)/——~Bb(en mettant
pour yy fa valdur [—{{__ X aa) & ré«

—

duifant (ccf‘c ydire, quc EOxEo= CD

— AL s propri€té qui appartient a tout
point de 'hyperbole, puifque le point E
¢té pris arbitraircment.

3 Les trlanglcs QEO, ESo, &
"4 G L' femblables entr cux, donnent AL :
AG: :EO: EQ& AL:GL::E0:ES;
donc mulnphant ces deux proportions par
ordre (afin d'y introduire £ O x Eo dont on
alavaleury onaura i : AGx GL::E O
xEo:EQx ES,ceft-a-dire,2bb:mn:
%B b:ur;doncut=mn; équatlon al hy-

erbole entre fes afymptotcs Ain{i en quel-
Dd 4
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que point I que ce foit de 'hyperbole, ona
toujours EQ x ES, ou plutdt EQ x CQ =
AGxGL.

Or fi 'on fuppofe que le point £ tombe
en A, CQ devient CG, & QFE devient 4G ;
onadonc CGx AG =AG x GL; donc CG
== G L. Mais le point G fc trouvant, par-la,
étre le milieu de C' L, on doit avoir CG =
AG — GL; car le cercle décrit fur LC
comme diametre (& qui auroit par confé-
quent, CG pour rayon) pafleroit par le point
‘A, 2 caufe de Pangle droit 4 ; on a donc

m=n,& par conféquent ur = m* = CG.

Ce quarré conftant m* ou C G, auquel le
produitzzou CQx QE cft touf'ours égal,
s’appelle la puiffance de 'hyperbole.

34 §. Dela propriété que nous venons
de démontrer, on peut déduire cette autre:
De quelque point E que ce foit de Uhyperbole,
Ji Uon tire, de quelque manzere que ce foir , une
droite R Er terminée aux afymprotes, les par-
ties R E, mr, interceptées entre la courbe &
les afymprotes, feront égales.

Car i par le point m on mene hm H

arallele 3 O Eo, les triangles femblables
REO, & RmHdonnent Er: Rm:: EO:
Hm; & les triangles™ femblables rim &
roE,donnent Er:mr::Eo: mh; mult-
pliant ces deux proportions par ordre, on
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aura ERxEr: Rmxmr:: E()xEo:I}m
xmh ; or les deux produits EOx Eo & Hun:

xmh font égaux chacun a CD (327);
donc LR x £r = Rm x mry,ou ERx
(Em—+mr)= (ER 4+ Em)xmr; faifant
les multiplications indiquées, & fupprimant,
de part & d’autre, Er xmr, onaura E R x
Em—=EmxmrydoncER=mr.

349, De-ld on conclura que toute tan-
gente Tz a Phyperbole, terminée aux alymp-
totes eft divifée en deux parties égales au
point de contact M,

3 50. Si, par le point M, on tire [ M
parallele a D I; & fi par un point quel-
conque E , on tire , R E 7 parallele a la tan-
gente Tt les triangles femblables T M1 &
R EO donneront TM:IM::RE:EQ;
& les triangles femblables Miz, E o r don-
neront Mt ou TM: Mi:: Er: Eo; mul-

tipliant ces deux proportions par ordre, on

“qura TM: MIxMi:: RExEr:EOxEo;
or les deux produits MIxMi&EOx Eo

font chacun égal a C—']—j; donc TM—RE
xEr.

3§51. Si, ducentre C, onmene le dia-
metre CM V, il divifera en deux parties
¢gales la ligne R r parallele a 77, puifque.
(349) il pafle par le milieu A de Tz; nommant
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dence Cf/f ~— a’ T/Wg Py q, CV ; 1()1’1
donnde VE ¥ 5-les triangles fcmblabxcs
CMT, CVI\ donn@ cont CAM: M T:: C/e

/

VR,ceﬁadub,_a Igyoud:q:: g
V]{""VfNF,dOlCRE——w— y,&
E"_—-‘*)’ 3 donc puquue RExER=

J"’W-——gge on aul"\%ihyy =993
or(338)yy—~({ L d'a’) 5 donc en
fubftituaat , on aura £78T ....[’]"”{{'.;_. By

-—4‘]930‘1 (99 = 5’592',—:f,'z:(9q_~—171f),
u(gq — ’é’> Se=2(gq=—Db¥)=o0,0u
(‘19 ,b) — %) = o, & divifant par

T, 0n aura g9 ~— §'b = o, quidonne

a'a’

—=b,oulyg—=1F ceft-d+direy, MT =
CN, CN ¢tant le demi diametre conjugué do
CM c’cft ce gue nous avons promis (§42 )
de démontrer. On a donc (Fig. 43y MI= CN..

3 2. Ona donc auffi pour toute droite
REr parallcle au conjugué CN (Fig. 45)

RExEr— CN

39 3. On voit donc que, connoiffant
deux demi-diametres con)ugués C. v, CN,
(Fig. 48) & Pangle qu’ils font entr’eux, i
eft trésfacile de déerire Uhyperbole par des
points trouvés fucceflivement, En effet, ce qui
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a été dit (349 & 351) fait voir qu'en menant
par origine M du demi-diametre CAfJa li-
gne 1" M paralleled CV, & prenaat de pert
& d’autre du point MM les parties VT, [ic
égales chacuned CN, fi parle centre C on
tire les lignes CT & Ct, elles feront les
afymprotes. Et ce qui a écé démontré ((348)
fait voir que fi par le point M, on tire arbi-
trairement tant de droites P M Q, P M Q
quon voudra, & qu'on fafle fur chacuncz
P O = MQ,les points O trouvés de cetee
maniere , appartiendront tous a hyperbole
cherchée. On peut enfuite faire fervir chaque
point O, & en trouver d’autres tels que &, 7,
&c. en tirant les droites RO S, RO S, &c.
& faifant § V= R O.

39 4. On voit aufli par-13 comment,
entre deux lignes données pour afymptotes,
on peut décrire une hyperbole qui pafle par
un point donné entre ces lignes.

39 5. Enfinendivifant I'angle des afymp-
totes & fon fupplément , chacun en deux par-
ties égales, on aura les direétions des deux
axes, dont on déterminera la grandeur comme
il a éeé dit (345 ); ce qui donne un fecond
moyen de réfoudre la queftion dont il s'agit-
foit au méme endroit.
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De la Paraboée.

3 5 6.11 s’agit maintenant de trouver les
propri€tés de la courbe dont chaque point
feroit aufli¢loigné d'un péint fixe ) (Fig. 47},
que d'une droite XZ dont la pofition eft
connue , ¢ eft-a-dirc, d’'unc courbe telle que,
pour chaque point A7, abaiffant la perpendi-
culaire MH , on auroit toujours A’ F'= MH,

Du point F mznons F ¥V perpendiculaire
fur X7, & partagcons F' 77 en deux parties
égalesen A4, 4 feraun point de la courbe,
puifque 4 V= AF; ce point cft le fommez.

Pour trouver les propriétésde cette courbe
qu’on appelle une parabole , nous alions cher-
cher une équation qui exprime la relation
entre les perpendiculaires 47 P abaiffées fur
F 7, & leurs diftances 4 P au point 4. Nous
nommerons donc AV ou AF,c; AP, x;
P M, y; alors nous aurons V' P = 4V +

AP =+ x=MH; & puifque MF=MH,
nous aurons aufli M E == ¢ -+ x; d'ailleurs
FP=AP — AF = x — c; orle triangle-

re&angle FP M donne FP+PM = FM;
donc xx — 2¢x - c¢ = ¥ e=CC o4 20X 4 XX,
donc tranfpofant , & réduifant, yy=4cx;
ceftld I'équation dela courbe, & voici ce
qu'elle nous apprend,
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1%, Cette équation donne y == =4~V ;%5
donc, pour une méme valeur de x ou 4P,
on a deux valeurs égales de y ou P M ; mais
comme l'une eft politive , & l'autre néga-
tive , elles tombent des cotés oppofés de la
ligne indéfinie 4 PI quon appelle Faxe,
ceft-a-dire , quelles fone P 41 & P M': la
courbe a donc deux branches 4 M, 4 M’
parfaitement égales & qui s'étendent a Vin-
fini , puifquil eft clair que plus x augmen-
tera, plus V4o, & par conféquent y , au-
gmentera.
2°. Si T'on fait x négatif, on aura y = -
V o=, ceft-d-dire, imaginaire 5 la courbe
ne s’étend donc ‘point au-deflus du point 4.
3° Sil’on fait x = ¢ pour avoir I'ordonnée
qui pafle parle point F qu’on appelle /e foyer,
onay==—+V,cc.=-4 2¢, ceftddire, que
Fm'—=2¢;doncm” m" = 4 c. Cette ligne
m" m" qui paffe par le foyer, eft ce qu’on ap-
pellele paramezre deFaxe delaparabole. Ainfi
le parametre de Paxe de la parabole , eff qua-
druple de la diffance AF du fommer au foyer.
4°. Donc fi 'on nomme p ce parametre,
on aura 4 ¢ = p, & I'équation de la parabole
deviendra par conféquent y y = p x.
§ 7. Ayant I'équation d’unc parabole,
il eft aifé de décrire cette courbe par des
points trouvés fucceflivement , en donnznt
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fucccfiivement a & pluficurs valeurs , & cala
culant les valeurs correfpondantes dc Y.

3 58. On peut encore la décrire par
points de cette autre maniere : ayant choilf
t¢ point A que Von veut prendre pour fom-
met , & la ligne indéfinie T#1 qui doit étre
la Jirection de Iaxe ; on prendra les parties
AV y A Fégales chacune a £ p, le poipt
fera le foyer ; alors on élevera fur chague
point de I'axe des perpendiculaires indéfinies
LAM’, & tragant du point F comme centre
& de la diftance /P comme rayon, deux
perits arcs qui coupent chaque perpendlcu-
laire en deux points 4i & M’ ces omts {e-
ront 2 la parabclc puquuc FM , quon fait
par- 1a épat a /P feradgal 3 M H | en ima-
ginant la droite VH pcrpendmulalrc a l'axe.
Cette droite XV H s’aprelle la diredrice,

35 9. Enfin o peut déerire la parabole
par un mouvcment continu en employant
une équerre V' H f: on attache fur un point
Cuelconquef d’sne des branches de cette
Lquerre , Vextrémité d’un fil de longueur
¢pale, afH & ayant attaché lautre extré-
mité au point F, on applique par le moyen
d'un flile M, une pamc du fil contre fH,
& tenant tou;ours le fil tendu, on fait gliffer
Pautre c6:¢ de I'équerre, le long de £ X
le ftile /i dans ce mouvenient , trace la para‘

bole M A,
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3 6o. Léquation yy=px, nous appicnd
que pour chaque point M, le quarré de lor-
donnee M P eff €gal au produir de labfiiffe
correfpondante par “le parametre.

On voit dans cette méme équation 4 que
les quarrés yy des ordonnces , font entr’ eux

comme les ab[chesx cef’cfldxre,qucP M :
pm :AP: Ap,carPM-—-pde&pm——

pxdp; *donc P M : pm::px AP: px

Ap:: AP Ap, endivifant par p,
0y équamon a ellipfe trouvée, ( 286), eft
yy ::4“ ki ————(ax-xx); {il'ony fuppofe quele
grand axe a eﬁ infini , alors xx doit étre fup-
primé comme incapablc de diminuerax;ilen
et de méme de 4 cc' al*égard de 4 ac ;’équas
gacxax 4aacx,

tion {e réduic donc Ay y = ==
. e

ceft-a-dire , yy==4c x, qui eft I'équation a
la parabole ; fla parabole n'eff donc qu'une
ellipfe done le g*and axe eft infin.

361.8i aprcs avoir joint les points F &
H par la ligne FH, on mene du point ¥,
fur cette hgne les perpendlculalres ]WOT
cette derniere fera tangente a la parabolc,
ceft-a-dire , ne la rencontrera qu'au feul
point M. }

En effet, d'un gqutre pomt quelconque N
de cette llgnc , menoas NF, NH; &la
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ligne NZ perpendiculaire fur XZ; fi quel

que autre point tel que N de cette ligne
pouvoit appartenir a la parabole , il faus
droit que W F=NZ ; or NZ eft plus perit
que NH, qui, en vertu de la conflruétion
eft égalea N F,

362. L'angle FAM O, d&tant , par cette
conﬁru&on écal a ()MH lequel eft égal
a fon 0ppoféfm N,ils *enfuit quie FX0 et
¢gal 2 fMN; donc les rayons de lumiere
partis du point F & tombant fur Ja concavité
M’A M {e réfléchiflent tous parallélement
a laxe ; & réciproquement les rayons qui
arrivent parallélement & P'axe vout tous fe
raffembler au foyer F.

36 3. Laligne MHétant parallele ave,
les triangles H A1 O, TOF font femblables,
& de plus égaux, pquue HO eft égal 4 OF 5
donc fT'= \/H= PV =x + ¢ ; par confé-
quent , PT=FT - FP=x+4¢c4x—c=2x;
donc la ﬁ)utagelzte PT de la parabole eff
double de Labfcifle AP.

364. Si du point M, on mene la per-
pendiculaire M/ fur la tdnﬂentc T M,les
triangles femblables TP A1, P M1 donne-
ront TP:PM:: PM:PI, Ceft-3-dire y2X5

yiiy: ]’I—-——y—z , ou (a caufe que y* =p x)>

I———h <= :p. La fou-normale de la para-
bole 5
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Dole, eft donc la méme pour chaque point, &
egale d la moinié du paramerre. )

365. On empﬁ)ie la parabole pour tra-
cer le maitre couple des vaiffzaux auxquels
on veut donner beaucoup de fagons. On déa
crit un reftangle A BC D ( Fig. 48 ) dont la
longueur 4 B eft celle du Bau, & la hauteur
eft le creuse du Navire : de part & d'autre du
milieu £de D C,on prend EG , E Hégales
chacune au demi-plat de la varangue, &
ayant mené G M & H L perpendiculaires 2
L € & égales chacune a l'acculement, on
décrit deux paraboles égales AAM , BL qui
aient leurs fommets en A4 & en B, pour axe
communla ligne 4 B, & dont la premiere
pafle par M & lafeconde par L. ‘

Pour pouvoir tracer ces paraboles, il faut
connoitre leur parametre ; or {il'on prolonge
G Mjufqu’a ce quelle rencontre 4 B en P,
alors M P feraune ordonnée , & A P I'abfciflc
correfpondante ; mais I'équation yy = px,
faifant voir que Pordonnée eft moyenne pro-
portionnelle entre 1"abfcifle & le parametre,
nous indique qch;zour trouver le parametre ,
on peut tirer 4 M & a fon exerémité M,
élever une perpendiculaire A1 K qui rencon-
trera A B au point K , & dérerminera K P
pour ce parametre; car a caufe de langle
droit 4 MK, la perpendiculaire P M cft

ALGEBRE, Eec
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moyenne proportionnelle entre 4 P & P K.
Ayant décerminé ainfi le paramettre , il fera
facile d'avoir tant de points de la parabole
que l'on voudra par la méthode donnée
(358)

Lorfque ces paraboles font tracées, on
acheve le plat de la varangue ,en employant
deux arcs de cercle dontl'un M O tourne fa
convexité en bas, & l'autre O Sla tourne en
haut ; mais il faut, non-feulement, que les
deux arcs MO & O Sfe touchent ; (ce qui
eft aif¢ d’apres ce quia érédit en Géoméerie
49 ); 1l fautencore que A1 O touche la para-
bole en M; c’eft ce qui auralieu {i le centre
de I'arc M O cften quelque point R de la
perpendiculaire M4 la parabole ; or nous
venons de voir (364) que pour déterminer
cette perpendiculaire,il falloit prendrela fous-
normale P I égale alamoitié du parametre;il
n'y aura doncqu'atirer du point M , au milieu
1de P K la ligne M I, & prendre le centre
de Varc M O fur cette droite M 1. On prend
ordinairement ce centre de maniere que le

oint Qoul'arc M O rencontre la ligne M §
tirée au bord § de la quille , foit le milieu de
MS; celt pourquoi ayantpris MF & F O
égales chacune au quarcde M S, onélevera
du point F{ur MS1a perpendiculaire F R qui
géterminera le centre Kdelarc A7 O, puis
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par le point R & le point O, on tireraR O,
que 'on ptolongeta de la quantité O T égale
a RO; & le point T fera le centre de l'arc
O §; enforte que les deuxarcs M O & OS fe
touchcront en O, & le premier touchera
la parabole en M. L’autre moitié sacheve
de méme. : '

366. Toute ligne M X ( Fig. 49) tirée
d’un point M de la parabole , parallélement
4 Paxe 4 Q, s’appelle un diametre 5 chaque
diametre a {on parametre , qui eft en général
le quadruplede la diftance M F del'origine
de ce diametre, au foyer. Toute droite m O
menée d’un point m de la parabole, parallé~
lement a la tangente T M qui pafle par l'ori-

‘gine oule fommet M de ce diametre, s’ap-
pelle une ordonnée @ ce diametre. Nous
allons voir que les ordonnées & un diametre
quelconque , ont la méme propriété que les
ordonnées a l'axe,

Menons Pordonnée M P a I'axe, & des
points m & O , menons-lui les paralleles m p,
O Q ; enfindu point m ,menons m § parallele
a 'axc. Nommons AP ,x; PM,y;Qp,g;
A Q, k Nous aurons 4 p =k — g. Les
triangles femblables TP A7,m 50O, donnent
TP:PM::m§8:50; ceft-d-dirc, 2 x:

y::g:SO::%;‘doncgm;: Q5=Q0 —
| Eec2
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SO__PAI——SO~—}'-—51;orpuifquclt:?

point m apparnent a la parabole, il faut

{360) que pm: PM:: Ap: AP ; Ceft-i
dlrc,(y..._ ).}/yk——-gx ouyy-—
VY 4 SRYY, tyy 1k —g: % ; donc,y en mul.

1x 4Xx%
tipliant les extrémes & les moyens, on 2

xyy — gyy £ = kyy — gyy , qui ferd-
duit { en divifant par yy , & fupprimant les
termes qui font les mémes de parr & d'au-

tre) ax-+-—‘___kou4—__k—-—x.

Nommons maintenant I'abfciffe M O, &'
& lordoimnée m O, ¥/, Nous aurons A O ==
PQ=4Q— A *—k-—-x;doncx’:

k — x ; & par conféquent %: xyougg =

qox’ mais le trianglere&anglem § O, donne
mS* SO =mO*; ceft-a-dire, gg +gg”

4xx

=y ’y’ Mettant donc pour gg fa valeur
gxx’, & pour yy fa Valcurpx on aura ,apres
les rcdu&*ons Fanes ) 4 XX px' = ’y’, ou
(g4x~+p) & =yly'. ]\’Ials fi on appcllc p le
parametre du diametre M X, on aurap’ ==
QFM——-‘;«x—FQC == 4x—+~p donc enfin
p' x' = y'y'. L'équation 4 I'égard d’'un dia-
wetre: quelconque ,  eft donc la méme qu's
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$égard de I'axe. Le quarré de ordoninée m O
¢ un diametre quelconque M X , eft donc egal
au produir de L'abfciffe par le parametre de-ce
diametre ; & les quarre’s des ordoneees d un dia-
metre quelconque de la parabole font entr’eux
comme les abfciffes corre[pondantes.

3 67. 1 fuit de tout ce qui précede , que
{i 'on veur décrire une parabole qui ait une
ligne indéfinie M X pour diametre, une
ligne donnée p' pour parametre de ce dia-
metre, & dont les ordonnées faffent un angle
donné avec ce méme diametre 3 on tirera

ar Vorigine Mune ligne NM T, faifant avec
MX langle NM X égal a l'angle donné.
Par le méme point 47, on merera M F fai-
fantde l'autre partavec M T'langle FM T
¢gal a NI X5 & ayant fait Ay Fl==7 p/,
le point F'fera le foyer dela parabole (362 &
366); tirant donc par le point Flaligne indé-
finic TFQ parallelc a A X, 8 qui rencontre
TMen T, ce ferala dircéion de I'axe, dont
on déterminera le fommet 4 en abaiflant Ja
perpendiculaire M P, & partageant £ T'en
deux partics égales en A ( 363 ). Alors ayant
le foyer & le fommet, il fera facile de dé-
crire la parabole (358 & 359 ).

36 8. Les trois courbes que nous ve-
nons de confidérer {ucceffivement’, ont é:é
nommées fedions coniques , par%e quon les

lc3
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obtient en coupant un céne par un plan.
Par exemple, ona Ucllipfe 4 Mm B ( Fig.
so ) fi 'on coupe le cone C HIpar un plan
A M m, de maniere que ce plan rencontre
lesdeux cotés CH, Cl, en dega du fommet C';
il faut feulement en excepter le cas ou ce
plan feroit avec le c6té CIle méme angle
-que fait Pautre c6té C Havec labafe; dans
ce cas la fe&tion eft un cercle.

Si au contraire le plan coupant ne ren-
contre l'un des cotés C H qu'autant que
celui-ci fera prolongé, on aura l'hyperbole
AMm(Fin s1),

Enfin on ala parabole, file plan coupant
eflt parallele 3 I'un C #H des cotés du cédne
{ Fig. g2 ): en voici la démonftration,

Concevons le cone C H I( Fig. g0 &5t )
coupé par un plan qui pafle par f'a droite qui
joindroit le fommer €, & le centre du cercle
qui fert de bafe; ceft-a-dire, par un plan
qui paffe par l'axe du cone: la feGion fera
un triangle. Coupons maintenant le cone par
trois plans 4 Mm , M FG , Hm I perpendi-
culaires a ce triangle, & dont les deux der-
niers foient parallelles 3 labafe du cone. Les
deux {e&ions FMG ,H m I {eront des cercles
(Céom. 199) , qui rencontreront la fe&tion
AMm en M & en m. Les interfeCtions
F G, HI des plans de ces cercles , avec le
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triangle par Paxe, feront les diametres de
ces mémes cerclcs Les interfe@ions PM,
p mde ces cerles, avec le plan 4 M m
feront ( Geom. 188) perpendiculaires au
plan dutriangle par I'axe, & feront ecnméme-
temps ordonnées de ces cercles, & de la
fe&ion 4 M m.

Cela pof¢ , les triangles femblables APG
Apl donnent AP:Ap::P G: pl, &
les triangles femblables 8 F' P, B H P don-
nent P B : pB::FP:Hp; mulmphant ces
deux proportions parordre,ona A Px P B:
ApxpL:: FPxPG: pr £I;o0r par la

nature d du cercle FP x PG — P[‘J & HPx
pl= prz donc APx PB: Ap xpB::

PM: pm donc les quarrés des ordonndes
de la feGion 4 M m font entr’eux comme
les produits des abfcxﬁcs, or ces abicifles
tombent de différents c6tés de lordonnéc
(Fig.50), & d’'un méme coté (Fig. 5
donc A4 Am (Fig. 50) eft une elhpfe,
( Fig. 51) une hvpcrbolc

Qua'lt a la figure 52, en fuppofant Ies
mémes chofles que ci- dsﬁus, ona, par la

nature du cercle; PM — FP x PG,

P o m =Hpxpl, ou (acaufcdes para alleles

Pp,FH , & I‘P Hp qui donnenijFP Hp)
4 c Ii
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;—v’z = FPxpl; donc PM: pm:: FP
PG: FPxpl::PG:pl::dP:A4p,a
caufe des triangles femblables A P G, AF 1;
donc les quarrds des ordonndes font entreux
comme les abfciffes ; donc la courbe eft une
parabole.

Réflexions fur les Equations aux Sedions
. . coniques.

3€9. I1 Uit de ce que nous avons démontré ( 309 ) que fi dans
Yellipfe , on nomme x , 'abliffe C O ( Fig. 38 ) prile depuisle
eeptre {ur le diametre #2.44' ; yPordonnée m O parallele au dia-
metre con\)ugué cN yonaurayy sx - (5@t == x2) pour I'é-
quation i ce diametre, quelque angle que faffent d’ailleurs ces
deux diametres conjugués, Et fi | par le point nz , on mene m O
paralleled M M', & qui fera alors une ordonnée au diametire
L N'; alors nommant CQ', &' 3 & m O', y'yonauray ==x' &

x=xy'; &'équation deviendra x'x'— ot (Fea=—y'y'y; d'od
Ton tire y'y' e :—: (385 — x'%" ), Ceft-i-dire, qu’en prenant,

les abfcifles du centre, I'équation, par rapport 4 quelque dia-
mctre que ce foit, cft toujours de méme forme , tant qu'on
prend les ordonnées paralleles au diametre conjugué,

Sib eftégala a, Iéquation deviem_}'y: L au-xx, que nous
avons vu { 285 ) appartenir au cercle. Mais il faut bien faire
attention que c’eft en {uppolznt les ordonnédes perpendiculaires
wu diametre ; €ar lorfuclles font tout autre angle qu'un angle
droit, I'¢quationyy == a g-x x appartient 4 Velliple rappor-
tée aux diametres conjugués épaux,

Pour'hyperbole, fi Pon nomme x,Yabftiffe C O ( Fig 43)
prife depuss lecentre {ur le diametre AL ' terminé i Ja courbe,
& y loxdonnée m O parzilele 2u diametre conjugué N &', on

b4
aura (338)yy ==X {xx— aa)) pour I'équation 3 ce dia=

metre 5 quel que Bit d'ailleurs angle compris entre les deu
diametres conjugués. Mais fimenant, par le point 57, 1a ligng
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m' O' parallele au diamerre C M, on nomme ¥ [a ligne
m' O', qui eft alors une ordonnée au diametre NV V' ; & fil'on
nomme x' Uabifle CO' onaura x'=y, & y'=x, ce qui
changera ’équation en #'x' == aa y'y —ia a) qui donne
Yy = ‘gf; (x'x' 4.3 85), d’oit I'on voit que Péquation, pas
rapport au diametreeonjugué N N',n'eft pas femblable i celle
que l'on trouve pour le diametre A7 A2' terminé 3 la courbe,

Al¢gardde la parabole , nous avons vu { 366 ) qu'en pres
nant les abfiffes fur un diametre quelconque , depuis l'origine
de ce diametre , & prenant. les ordonnées paralleles i la tan-
gente au (ommet de ce diametre , I’dquation étoit toujours
yy =p%, ennommant ¥ lordonnée, x I'abfciffe & p le para—
metre de cediametre.

Enfin i I'égard de I'hyperbole cenlidérée, parrapperta fes
afymptotes , en prenarnt les ab(ciffes depuis le centre, fur une
des afymptotes, & les ordonnées paralleles a I'autre afymptote,
nommant les premicres , x5 Jes fecondes , y , & a a lapuiffance
de I'hyberbole , I'équation de I’hyperbole fous ce dernier afpect
eltxy—=—aa. '

370. Mais il faut bien remarquer que pour que ces équations
fe rapportent aux lignes auxquelles nous venons de les rap-
porter, il eft eflentiel que Pune des indéterminées, quey , par
exemple , fe compte depuisla ligne méme fur laque‘x?; lesz
font comptés, car on peurroit avoir une équation de quel-
gu’une des formes que pous venons de parcourir, & gui ce~
pendant ne {e rapporteroit point aux diametres conjugués, fi
cette équation eft a Pellipfe ou & ’hyperbole ; ou qui lorfqu'elle
appartient i une parabole, n'exprimeroit point la relation
entre les abfcifles & ce que nous avons appellé jufquici les
ordonnces 3 par exemple , (Fig. §3 )i €A1, CN font detix
demi-diametres conjugués de Velliple, i Uégard defquels on ait

Péquation yy :Z-;(% aa—xx), CM'étonts e; CN, L b5

CQ,x;&Q M, y; fiparle centre Con tire une droite indé-
finie F'C E qui rencontre les ordonnées Q A en X, fi l'on
nomme les lignes C E, 73 qu’enfin par un point B pris 4 une
diftance connue B U= m,onmenec B Fparallele 1 Q M, &
qu’on nomme € J, n;alors les triangles femblables € B F

CQE, donnentm:n:;x:_{,dcncx:mni; i an fthe
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ftitue cette valeur de x dans [équation ci-deflus ; elle deviendra

b
_yy:—b—- iaa-—-nﬁrfl{{> ouzannyy=iaabbun-bbmmyy,
il nn

ou ( en divifant le fecond membre par & b m m & indiquant
en méme-temps la multplication par6bm m )aannyy —

{+aann bbmm flaunn
bbmm (4—m—n;—--—{{),ouenﬁny_y: 2 ),

Zann\ mm G
équation de méme forme, mais que on auroit tort, comme
on le voit, de regarder comme appartenant aux diametres
conjugués 3 car les abitifles 7 étant prifes fur CE | les ordon-
nées y ou @ M lecomptent du point Qo la ligne £ A7 paral-
Jele 3 € N rencontee C ',

371. On veitdoncen général | 1°, que fi on a une équation
du fecond degré 4 deux indéterminées x &y, & fil'une desindé-
terminées {e compte depuis la ligne (Ur laquelle l'autre fe
compte , cette équation appartiencra i I'eliipfe rapportée a fes
diametres conjugués , ou aucercle, {ine renfermant d'autres puilt
fances de x & y que les quarrés, ces deux quarrés {e trouvent
avec différens fignes dans différens memtres | & fi en méme-
temps la quantité toute connue qui fe trouve dans un méme
membre avec le quarré qui aura le figne —, a elle-méme le

b
figne .-; car fi Pon avoit, par exemple, yy = — (~Zaa~xx);
aa

eeite équation n’exprimeroit aucune ligne poffible, puilgu’elle

bb
P | x 1antité ab
donne y = o aa( taa=xx),quantité 2bfurde (98}

372.2° Siles deux quartls yy & x x, pafi¢s dans difi¢rens
membres , ont le méme figne , & §’il n’y a d’autres puiflances de
x & dey que ces quarrés , 'équation appartiendra toujours d une
hyperbole , laquelle fera rapportée 4 un diametre terminé i la
courbe ou a fon conjugué, felon que le terme tout connu aura le
méme figne que les quarrés x x & y y , ou des fignes différens.

373- 3% Silégquation ne renferme que 'un des quartés & n'a
que deux termes, dont le fecond foit le produit de Pautreindé-
terminée , par une quantité connue, elle appardendra 3 une
parabole rapportée a I'un de fes diametres , fi ces deux termes
placés dans différens membres ont le méme figne; mais s'ils
ont différens fignes, 1’équation n’exprime aucune ligne poffible.

374. 4° Enfin & I’équation n’avant que deux termes, l'un
eft le produit des deux indéterminées ¥ & y, & L'autre une
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uantité toute connue, elle exprime une hyperbole rapportée
a fes afymptores.

375+ Teles (ont les équations aux feQions coniques rap-~
poriées aux différentes ligres auxquelles nous venons de les
rapporter. Nous en verrons I'ufzge dans peu, mais il n’eft pas
inutile de dire d'avance que toutes les fois qu'on aura ure équa-
tion 3 deux indéterminées x & y qui aura les conditions que
nous venons d’expofer, il fera toujours facile de conftruire
Ja fe@ion conique 4 laquelle elle appartiendra, & cela en
fe conduifant comme daus cet exemple,

Suppofons qu'on ait 'équarionned — gy y =" gx x,7el%é
crirois ainfi, gyy=ncd— gx«; divitant le fecond membre
par g, & indiquant en méme-temps Ja multiplication par g,

ned g ne
qyy=g -—(;——--xx), &enfinyy :;( 2 - xx) ; OF
fous cetre for?me .je veis (309 & 371) qjue cette équation ap=
partient 3 une eilipfe dont le rapport des quarrés des deux dia

metres conjugués eft i{, & dont le quarré de celui de ces dia«
4ncd
[ ]

g

I4 . \ 3! - 5 6
parant cette equarion a I'équaticn yy == o riea—xx);
a

En effet com~

metres {ur lequel les x fontvomptés , eft

g ne ) .
Jai— ="-, &3aa=—, Deces deux ¢quations, on tire

aa q
== V 2 I;Cdi & b == ﬂc—(-i, ce qui détermine
les deux diametres conjugués. Quant & angle que font ces deux
diametres conjugués , c’eft celui que fonr les Egnesx &y,
angle qui eft cenfé connu par  la queftion qui aura conduit a
I’équation nc d—g yy == g x x. Or nous avons vu { 316 ) com~
ment , connoiflant ces trois chofes , on peut décrire Vellipfe.

On (e conduirade méme pour Jes équations aux autres fec=
tions , lorfcu’elles fe rapporreront a queiques-unes de celles
que nous avons expofEes ci-deffus. Nous allons voir qu’en gé~
néral toute équation du fecond degré 3 deux indéterminées,
exprime toujours une fe&ion conique, ou n’exprime aucune
ligne poffible*; & cela fe démontre en faifant voir que touts

* 11 faur feulement ¢n exceprer auquel cas méme, e'le n'eflt p-g
le cas on elle feroic le produir de | réellement du {econd degré § mais
deux fageurs du premier degré, tels | g cas ne pouvant nous fervir, nous
quegxly-¢ & dx =y -4 g;lncnous cr occupirons poiuts

~
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€quation pareille peut toujours étre ramenée 3 quelqu’une de
<elles yue nous avons données ci-deflus. Nous allons en donnes
1a méthode ; mais pour répandre plus de jour fur Puage de
cerre méthode & fur les conftruétions auxquelles elle conduit,
il eft 2 propos de placer ici les réflexions {hivantes.

376. Puifque touts queflion qui peut étre réfolue par'Al
gebre conduit toujours 3 une ou plufieurs équations, toute
¢quation i deux indéterminées, « & ¢, peut toujours érre confi-
dérée comme venant d'une queftion ol ces deux indéterminées
1 & 1 repréfentoient les deux inconnues. Queile quiait éié
cette queftion, on peut toujeurs confidérer I'equation comme
exprimant la nature d’une courbe; & cela eft bien facile &
eoucevoir; car i Pon donne arbitrairement & {ucceflivement
i Yune des deux inconnuves, a u, par exemple, plufieurs va-
leurs; & quwa l'aide de Péquation & des regles de I'Algebre
on calcule a chaque fois la valeur de ¢, il eft évident que rien
p’empéche de marquer {ur une ligne indéfinie 4 R { Fig. 53,
$4 8& 55 ) les valeurs 4 P, 4 P, &c.qu'on a données a u, de
mener par les points £, P, &c. des ligres P 3, M, &c. pa-
rallelles entr'elles & fous un angle dérermint , & de faire ces
dernieres égales aux valeurs correlpondantes qu’on a trouvées
pour ¢ : la fuite des points A7, M, &c. déterminés de cette
maniere formera une courbe dont la nature dépendra du rap-
port des lignes 4 P & P M , & puilque ce rapport eft exprimé
par Véquation dont ces lignes ont é1é déduites, cette équation
exprime donc la mature dc cette courbe.

Cela pofé, concevons que la courbe foit une fetion coni-
que : il eft clair que, comme dans la queflion qui 2 donné
ceite ¢quation, on ignoroit, ou I'on pouvoir ignorer totale-
ment fiun pareil ufage de cette équation donneroit une feciion
conigue, onn’a pas cherché i difpoler leslignes A P& P M
de maniere que I'une ayant {a diredtion fur un diametre, 'autre
fiur parallele 4 Ja rangente mende par ls fommet de ce diametre,
ce qui eft d’abord neceflaire pour que équation ait l'une des
formes ci-deflus, On voitr donc par-li commeat il peut fe faire
gu’une équation, quoique n'ayant pis V'une de ces formes,
appartienne néanmoins 3 une feQion conique.

377. Voyons donc maintenzmt comment on peut ramener
toute équation du fecond degré , & qui renferme deux indéter-
minées , 4 avoir l'une des t%)rmes que nous 2vons vies appar-
tenir aux fe&tions conigues ragportées aux lignes auxquelles
#ous les avoms rapportées { 369

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



pr MATHEMAPIQUES 44§

&78. La méthode que nous allons expefer, fuppofe quion
€ache faire diiparoitre le fecond terme dans une équation dw
fecond degré i une {nconnue. La regle pour gette opération
ef fimple : il faut égaler Pinconnue augmentée ( ou diminuée
& le {econd terme ale figne — ) de la moitié du coefficient ou
mulriplicateur dea dansle fecond terme , 4 unenouvelle incon-
fiue , apres avair préalablement dégagé le quarré de inconnue,

Par exemple , pour faire difparoitre le fecond termedel’é-

Yuationg x>+ 12x=9,je divife par 4 ,& Jai x* 4~ 3 ¥==<J;
§fefais x4 L =7 ; en quarrant , j2ix? 4-3 x +§,:,‘4{2: » & par
conféquent , x* =+ 3 x =33 — ¥ , (ubftituant dans i ¢quation x*
H3x it g5 =14, ougy=%, ¢quation qui n'a plug
de (econd terme,
. Sijavols x* — 4 x == 7, je feroils ¥ —2 ==7; quarrant,
jaurois x* — g4 4= 4237, ol x* — g x=—33—4; dol,
en fubftituant , il vient 33— 4 =7, ou 77 == 11, ¢quation
fans fecond terme,

379. On peut méme , i onle veut , égaler inconnue aug
mentée de 1a moitié du coefficient du fecond terme ; non 3 une
inconnue fimple , mais A une inconnue muiltipli¢e ou divilte
par une quantité arbitraire; & cette remarque nous fervira dans
guelques momens.

Par exemple , dans I'équationt x* — 4 x = 7, au lieu de faira
Kimplement x = » == 7, comme ci-deflus, je puis fairex — x

.=:: — j’aur]acilé en opérant toujours de la méme;znaniere"
Klemg X4 g = — 10 & par (}conféquentx‘—-‘;x: TIL4d
d'olt, en fubftitnant , on tire 4 7, & par conféquent
:% g3==11: onn’en aura pasmoins la méme valeur pour x4
guelque valeur qu'on donne i & & 4 n; en effet, cette équationr

k
donne —;{:\/u;&puifquex-—z:;-{,onax—z: Vir.

H
précifément comme par le premier procédé. En un mor, cela
ne change rien 4 ce que l’on cherche ; maisen introduifantainfa
nne quantité arbitraire , on fe ménage les moyens de remplic
certaines vues , auxquelles on ne fatisferoit quelquefois que d’une
gpaniere indire&e, ou moins fmple , cns’y prenant autrements’
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Moyens de ramener aux Sedions coniques touts
Equation du fecond degré d deux indérermi-
nées y lorfqu’elle exprime une chofé poffible.

380, Suppofons qu'on ait I"équationdse+cut +eunu 4,
fdi+geu-+Ahd = o, quirenferme toutes les équations du
fecond degré 3 deux indétermindesu & ¢ dont aucun terme
ne manque. Concevons que cette équation appartienne 3 une
courbe M A1 (Fig.q3 & 54 ) dont 4 P & £ /M font les coor-
données. Voici comment on s’aflurera que cette courbe eft
toujours une fedtion conique , & comment on déterminera
cette fection.

Il faut, lorfqu'il ne manque auvcun des deux quarrés 2 &ut,
faire difparoitre fuccetlivement le fecond terme de cette équa~
tion par rapportd ¢, & le fecond terme par rapport i ®; ce
que Yon fera de la maniere {Livante.

Aprés avoir renfermé entre deux crochets tout ce qut mul-
tiplie la premiere puiffance de ¢, je dégage st , & j’ai 224

(f'+cd—u) c+€—l}u+g;u+ hd == o (A). Je fais donc

(378) ¢ if-i—;;::_y; en quarrant, jaurai £z 4+ (f-;.c—dli)t

. f(:u cecuu ~
x e ——— s &
-+ = ff+ — -+ T = yy; par conléquent zf =

(f+c__u> t=yy — fo_fc u__cruu, fubfiituant dans
d 2 d 4dd
*équation (A), & tranfpofant enfuite pour laiffer y y feul
i ey feu ccuu eun geu
ou, en muldpliant tour par 4 d 4, & raflemblant enfuite les ter
mes qui font multipliés par des puillances femblables de «
addyy=ffdd-4hd>+(2cfd 4ged)us(ce-ade)uun,
Comme les quantitds 4 ¢, e, f, &c. repréfentent des quan-
tités connues, -on peut, pour abréger le calcul, repréfenter
Ffdd—4 hds par une feule lettre r; repréfenter de méme,
sofd=sged, par g3 & cc—4de, parm; [équation
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deviendra g dd yy =r - qu-+mu*, m, g, r pouvant étre
pofi.ives ou négatives,
Failons maintenant difparoitre le fécond terme par rapport
i u; & pour, cet effet , commengons par dégager 1w, ce qoi
r 4d . .
donne u‘+-?— U —zmmm—— ¥ Y« o (B). Mais au lieu
m m m

de faire fimplement # 4. 4 = 4 une nouvelle indérerminée x .
2 m g =

felon la regle donnée (378), je le fals — Pt (379);

cefi-i-dire, égal i une nouvelle indéterminée x multiplide

par la meirié du cocflicient du fecond terme , & divifée par une

quantite arbitrajre n inconnue pour le moment, mais que nous
déterminerons dans peu*, !

x . . ]

Jai donc u I | jquarrant, il me vientuu4 7:

am  2man m

99 99T onyn g 9% 99FE 9T
4mm qgmmnin m qgmmmnin 4mim

Subflituant dans Yéquation (B), j'ai g9xx 49

r 4dd . 4mmnn amm

— == —— y¥; équation qui appartent a 'ellip(e ou 'hyper-
ne m 1

bole , tant qulaucune des quantités &, m 4, 7, &c. n’eft zéra 5
excepté le casoll nous zllons voir qu’elle n’exprimeroit aucune
ligne poffible.

Examinons maintenant dans quels cas la courbe eft une
ellipfe , dans quels cas une hyperbole , & enfin dans quels cas
il n'y a pas de courbe.

ggxx
16 mnndd
» ou, en divafant le (econd membre par le

Pour ceteffet, dégageons y y, & nous aurons y ¥ =
94T
6mdd " 4dd
coefficient de x x , & indiquant en méme-temps la multiplica«

tion par ce méme cocflicient yy RS & S (x K e AN e
4mrnn) 16 mnndd

91
* Cerre quanticé n eft introduite f quazion finale acquerroir la forme
pour pouvoir ramener direftement | de Pequation a Pellipfe cud I’hy-
PEquation aux diametres conjugués. | perbole , mais clle feroir dans le cas
$i on égatol; fiwplement d &, Vé- | que nous avons esmuming (570,4
L]

'

équation dans laquelle les quantités g , n & 4 étant

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



448 Cotrs

@u quarré ; les fignes ne peuvent changer que lorfque it ou rg
au lieu d’étre pofifs, feront négatifs; mais le changement du
figne de s n’en apportant ducun a ceux des quarrés y y & x X,
la courbe ne change point par le changement du figne de 7
A légard de m, s'il eft négacif, I'équation eff alors yy ==

g (o T ) o (en changesn o
n
ﬂgnes en haut & enbas) yy == Iémqnqnz(-ix (nt o 4 77;;?:

— x x ). On voit donc ( 371 & 372 ) que tant que m fera pofi-
tif , 1a courbe fera une liyperbole; & qu’an contraire, elle fera
une ellipfe , quand m fera négatif; erla quantité m a repré-
fenté ci-deflus cc — 4 d e ; & dans cette derniere , l2 quantné ¢
étant au quarré , ¢ ¢ eft toujours pofitif 5 doncmonce_4dé
ne peut devenir négatf qu'autant que 4 d e (urpaflerace, &
cela, foit que d & e foient tous deux pofitifs y foit qu'ils foient
tous deux négarifs,

381. Donc fi l'on veut favoir dans quels cas une équation du
Jecond degre , a deuxindérermin€s u & v, telle qued t* 4-cut

eu®  fdt4 geuhd> =o , apparriens 4 lellipfe ou
a Chyperboley iln'y a qi’d examiner [ile quarré c ¢ ducoeffi«
cient du termeut, moins Le quadruple duproduis d e des coéff-
eienis de v & deu®, fair une quaniité pofiive ou négative s
dans le premier cas, la courbe fera une hyperbole ; & dans le
Jecond cas , une ellipfe | & moins que d ne foic == e; alorsla
courbe peur étre un cercle, ainfi gu’on le verra plus bas.

Il faut feulement excepter de cette regle, le cas ol rétant

79

régatif, feroit plus grand que =2~ pour Yellipfe; car alors [a
4m
., qmrnn qmrnn
quantité nn 4 — devenant nne-———— 5 ou n7t
99

mr .- mr

(1 A , eft négaiive fi "'—q——e{’c plus grard que 1, ou,
99 :

ce qui revicntan méme, fi 4 m r eft plus grand que ¢4, ou

enfin fi r eft plus grand que 79 s ce quirend [a valeur de y,
am

& par conféquent Ia courbe imaginaire.
Il refled faire voir comment on peut décrire I'ellipfe & Fhy-
perbole que nous venons de reconnoitre; confidérons Lelliples

382,
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e cu
382, Des deux équations t 42 fp — —y, & u + 9
x 1d 2m
= » que nous avons eues pour faire difparoitre les fe-
2 mn .

conds rermes , la feconde, par la fuppofizion actuelle, que

. -gx .

m eft négative, fe change en u — 1 =1 ; mais comme
rm 2mn

neft une quandté introduite arbitrairement, on peut la fip-

pofer indiffiremment pofitive ou négative; en la {uppofant

A x . ‘
négative, on 2 u —-2_ — 9%, confruifons ces deux équas
em wmn

tions pour avoir la pofition des diametres conjugués,

La premiere, favoirt + % f+ :—l; ==y, fait veir que pour
¢ cu

- : ! ! ité * —_2
avoir y, il faut augmenter chaque ¢ de la quantité 3 f—f—\z 7>
on meneradonc par le point A , origine des u & dest ({ig.
53 ), laligne A B =1 fparallele ila ligne P M ou ¢, Par le
point B, on menera B K I para'lele 3 laligne 4 R | fur la-
quelle fe comptent les z, & ayant pris arbitrairement la ligne
B K, on ménera parallélement 3 A B, la ligne K" L qui ioitd
B K::tc:d; fil'ontire par les points B & 1. la ligne indéfinie
B LQ, alors leslignes () 44 comptées des points () clt cette Ji-
gne coupe leslignes P A7, (eront les valeurs de y.En effet, on
AQU=PM~+PQ=LM+Pl+ Q=1+ f+1Q;o0r
Yes triangles femblalles B A L & BI Q ,donnent BK : KL: ¢
Blonw gP:1Q;ceft-a-dite, d: L c::u:1Q = C-Z; donc QM =

2

L4t f4 z—zz y. Puilque les y fe comptent depuis la ligne

L Q,il s'enfuit ( 370) que pour gue Péquation 4 Lellipfe ,
trouvée ci-deffus , appartienhe aux diametres conjugués, les x
coivent étre comptés furla ligne 8 L ¢, & q e le point d’oit
elles feront comptés, ferale certre ; enforte que Q L B eft la
diredtion d'un des diametres. Voyons 4 déterminer ce centre.

q 9%

- La feconde équation u — _ —
im  amn

» falt voir que f1 fur

AP ouu,onprend AG= 2. » la quantiié GP qui vaut /P e
q 1 _ v

{4("1 vaudra 2 — - & pay conféquent 5 on a done

Tm ~ smn

ALGEERE, Ff
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% .
6P ==-T%. s or fi par le point G, on mene GNC parallsla
rmn
aux lignes M , le point C ol elle rencontrera L Q, fera l'ori«
gine des x , & par confCquent le centre ; en effet, nous venons
de voir que les x dolvemt étre comptés fur L (J; or lor(que
x

€ £ cft z¢ro, fa valeur doit étre zéro 5 x doit donc éire

2mn -
- zéro alors, ce qui ne peut avoir lieu que lorfque les x commen-
ceront au point C: ainfi les lignes @ 44 éranty, les lignes C
font x. Deld il eft facile d’avoirla valeur de njcaron aGP =

7%, ou, (en mettant pour ¥, {a valeur € Q, & pour ki

»
nmmn AGxC AGxCQ 2 m
{avaleur 4G )G P = ___x_g; donc n= —Cr mals

n
les paralleles Q P, CG& A B, dorment CP: AG::CQ:
AGxCQY
BC=""""%;

GFP
que Péquatien 4 Vellipfe , trouvée ci-deflus, appartienne aux
diametres conjugués dont les diretions font Q B & C W, il faut
meitre pour n , la valeur de BC, quieft déterminée par les
conftrudions précédentes.

11 nerefte donc plus , pour &tre enétat de décrire cette ellinfe,
qu’a déterminer la grandeurdes diametresconjugués ; car lan.
gle B C NV qu'ils funt enir'eux, (e trouve déterminé par les
opérations précédentes. Or cela eft facile , en imitant ce que
nous avons fait (375 ). Il ne sagit que de comparer I'équation

10 (un 4 42202

onadonc n= BC; ceft-i-dire, que pour

%Zx 16mddnn

— x) » dI'¢quation yy =
99

~— (3aa~= xx ). Cette comparaifon donne — =
ua(* ¢ ) te comyp aa

197
16 mddnn?

' n 16 r
éc}aa:nn-;-"n nr;donca=V4nn+ man,&
99 99

r , .
b= -—-———431(‘[14+—(TZ;&puxﬁlue,n,m,q,r,dfbmtoutes
des quantiiés connues, on a donc les valeurs des diametres
conjugués a & b, avec lefguelles, & connoiflant d’ailleurs
Vangle B € & quils doivent faire, on décrira l'elliple de I3
manjere cuiaeté enfeignée (316 ).

383. Remarquons que i les valeurs de @ & de b Ont égales,
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& qu'en méme temps Pangle BC N it droit, la courbe eff

alorsun cercle. Sil'on veut déterminer daag quels cas celaaura

lieu, il n’y 2, 1°, qu’a fuppofer dans notre équarion a Pellipfe,
99

que ——"— = 19,; eft-d-dire, que g7 =16 mddnn, ce
qui donne nn = Tomdd+ ™ Silangle #CD eft droit, ondoit

—_—2 1 2 e
ofoit BC+ CD=BD — AG; or BC ==n, & les trian=
gles femblables, ZCD , BLK | donpent BK : KL :: BDou
AG: CD,Ceft-d-dire, d: s c:: I-: €D, dot l'on tire
. 2 m -
__ q¢ _97 q9c¢c __ 91 »
CD—4md’doncx6mdd 16mm{!d_4mm’oum+‘
cc=4dd; mais puifque meft ndgatif,ona cc —4de==a
—m,oum=4de=cc,il faudradonc que g de=—=4 dd,
ou qued == r. . i
384, On voit donc que pour favoir fila courbe eff uncercle,
une ellipfe , ouune hyperbole , il eft inutile d’avoir égard aux
trois derniers termes fd ¢, gen, & A d* de V'équation d ¢*
cutteur +fdi~-geu-hd ==o;celadépend (eule-
ment des trois premigss, enforte que i d, ¢, & ¢ fonr tels que
¢ ¢ — 4 d ¢ foit pofiuf , la courbe fera une hyperbole; elle fera
une elliple , i au contraire ¢ ¢ — 4 d e eft négatif, excepté le
€as ou F’on aura en méme tempsd=¢, c'eft-a dire, ot les deux
quarrés «* & ¢* auront le méme coefhcient ; alorsclle fera un
cercle fi 'angle des nouvelles coordonnées eft droit.
38¢. Tout ce que nous venons de dire, 3 lexception de
ce que renferme le n® 383, s’applique également & Phyperbole,

c'efl-d-dire, 3 Iquation y y = 16 ﬂ?nq;l—d:i (xx_lm+4 :";m)’

d la différence des fignes pres. Ainfi en relifant tout ce qui pré-
cede & P’appliquant 4 la figure 54, il n'y 2 d’autre changemest
a faire que de porter 4 G i 'oppolite de 4 £, ce qui eft indigqué
par Péquation u - i N,
rm - 1mnd
( 380). Du refle, tout eft le méme, en changeant le mot
ellipfz, en celui d’Ayperbole.
Dans les différents cas particuliers, les quantitds 4 G, B K,
AB,K L (Fig. 53 & 54 )peuvent fe trouver difpolées tout
au contraire de ¢e que Yon voit ici; mais ces changements

-
-

que Ton a eue d’abord
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feront tonjours indiqués par les fignes des quantités d, ¢, £,

. cu
m, g, &c, dans 'es équations r4- 5 f+ a‘—_—y, & 4~ g

x am
=, que Uon a en faifant difparoitre les feconds ter nes.

- 386~ Ti nouas refte deux casa examiner : ce font 1°, celui ok
Ton auroircp— g4d ¢ ==032°, celui ol ’on auroit tour & la
foisd =n, & e=o.

Duns le premiercas, geft 3-dire, lorfquecc— 4 dewo, on
cc =4 delacourbe eft une parabole. Comme la quaniit? m eft
alars 2¢-0 , la conftru&tion précédente devient inutile ; parce
qu'aprés avoir fiit évanouir le fecond terme par rapportd 2,
leterme u* ne<’y trouve plus. Ce cas fe reconnoit facilement
en examinant fi dans ’équation, on acc =4 d e, C'elt-a-dire,
@ les trois termes¢® | zr & u* forment un quarré ; car de ce que
cc=4de, on déduitc == 2 v d¢, ce quichange les trois pre~
micrs termes de Péquation, endt*+2uty de +eu’ , qui
eftle sarré de ¢v dyuye.

Dans ce cas, on fera, comme ci-devant, difparoitre le fe-
cond terme , par rapportd ¢, & alors Péquation fe réduira en
opérant mot A mot, cornme ci-deflus, d4dd yye=7r 4 qu;
alors pour ramener cette derniere 4 la foime y y = px, qui
{ 369 ) eft celle de Ja parabole rapportée 3 un diametre dont les
ordonnées font paralleles i la tangente au fommet de ce dia-

: . r+qu
metre, on dipageray y,cequidopneyy — 7 on fera
4
ce fecond membre égal i une nouvelle indéterminée x , multi-
plide par un nombre n que l'on déterminera comme on vale

. . Y=g u
voir; c’eft-a-dire, qu'on fera -° 74 - nxy alors on aura

4dd
¥y == nx. Il nes’agira donc plus que de conftruire I'équaticn

. cu . espe s
t+ 3 f+ — =y, qui a fervii faire difparoitre le fecond terme
rd e T qu s
par rappart iz, & I'équation g 1% quiavra ferviila
4

feconde rédudtion. La premiere de ces deux équations étant
préciment la méme que celle que nous avons confiruite
{33 )_. fe conflruira de méme ici;z_{mﬁ il ntya qu’ appliquer
- 2 la Figure 5¢, motimot, ce quiaété dit { 382 ) pour la

Figure g3 relativement i laconftrudtion de ¢ + § f+ c—fl:r_y,
% (i
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Yes y feront les lignes Q 3 ( Fig. 55 ) y & I'on aura BL pour

ta direQion du diametre fur lequel les & doivent éire con piés,
Pour déterminer Iorigine des x , & par con{équent le fom-

. . . s . T-qu
et de ce diametre, on emploiera Péquation —-* " =1nx,
4ddnx dd

5 fait voir que fi I'on prend 3
addnx g

>
; donc 1 per le

i r
qui donnant ¥ - — ==

q q
Yoppofite de 42, la quantite AG = -; on al;ra G#=
de
puilque GP =z AP+ AG=u—+ z - il

9 7
point G, on menetG C D parallele aux lignes 2 A4, & quirens
contre QL B en €, le point € fera 'origre desx , puifque
4ddnx

Téquation GP — fait voir que quand G £ eft zéro;
q

2 doit étre 2éro, & que d’ailleurs les x devant étre compiés

fur la ligne de laquelle partent les y, doivent €repgcmptés

ﬁlr B Q-

Il ne s’agit plus que de déterminer le parametre n. Or on

. d
vient de voir que G £ = addnx

QI donnent BC: BD ou AGq: 1 CQ: DIoe GP ;efl-a-dire,

LT .. 4ddnx, o, o,
EG.q..x. 7 ; donc BC Tadn’ WAL
ot r & & font donnés dans 'équation, & B € eft déerminé par
la conftru&tion ; on connoit done n ou le parametre; d’zilleurs
cette méme conftruction détermine en méme temps I'arg'e des
coordonntes CQ & @ M oux & y; ileft doncaité de conk
truire la parabole felon qu’il a éié enfeigné (367 ).

387. Puifque léquation générale appartient 3 la parabole
forfqu'on, a cc= 4 d e, il s’enluit qre lozlque le procuit uz des
deux indétcrmindes ne fe trouve point dans cette équation, il
faut pour qu’elle appartienne i Ja parabole, qu’il y manque
aufli un des deux quarrés £* ouw?® ; car ¢étant alors zéro, 1'é-
quationc ¢== gdeouo=4de, fait voir quedone = oy

388. Siles deux quarrés font tevs deux daps ’équation, &
que le produit ur ne s’y trouve point, alors la corfiru&ion
donnée ( 382 ) & qui convientaux Figures 53 & 54, dovient
plusimple, parce que ¢ étantzéro, la ligre K £ eft zéro, &
B L tombe fur B K | quidevient alors un diametre ; les Ji%nes

des x & des y font donc paralleles § ¢elles des u & desz. Dans

Ffj

3 mais les paralleles € D &

donc n
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ce méme cas I'éganouiflement du fecond terme par rapport 3
fefera fans employer I'inconnue 7, parce que B°C qui eftn

(382) érantalorségali BDou 4 Gyonan= 4 ce qui réa

et g 7 g% pm?

duit I'équation u - "= == -*— qu'on a eue pour faire dif-
am amn

» . q
paroitre le 2 ierme , par rappert 3« , i celle-ciu +- Te=A

Il {uit deld, qu'outre les conditions mentionnées (384), il
¥aut dans lg eas pré.ent, pour que la courbe foit un cercle, que
Tangle des coordonnées u & ¢ foit droii.

359. Lorfque le produit u ¢ fe trouve dens J’équation , fi
mprés avoir fait évanouir le fecond terme par rappors i l'une
des deux indétermindes , par exemple, par rappert 4 ¢,il ne
fe troyvoit plus d’aurre puiffance de I'indéterninée u, que le
quarré, alors quoiqu'il n’y ait plus de fecond terme a faire
difparoitte, il n’en faudroit pas moins faire une transforma-

. . . . lx [, ..
tion qui confifteroir a faire == —= 4, Ctant une fra&ion in-
ndn

tonnue , mais que I'on détermineroit lors de la conftrulion,
d’une maniere femblable 4 ce que nous venons de faire (381 ).
Nous en donilerons un exemple plus bas.

390. St destrois termes ¢* y ¢, & 4*, il ne manque quel’un
des deux quarrés, VPéquation appartient toujours d une hypet~
bole , ou n'exprime aucune courke; parce que fi dou ¢ eft zéro,
1a quantité ¢ ¢ — 4 & ¢ fe réduifant 4 ¢ ¢, et ellenticllement-
pofitive ( 384 ).

391, Enfin i Jes deux quarrés r* & z* manquent en méme
temps , auquel cas on a une équation de cette forme S GUL =
he—ku—_l=o0;g,k, k,! pouvant étre indifféremment po-
fitifs ou négatifs, on ne peut encore faire ufage de Ja conftruc-
tion donnée ( 381 ). L’équation appartient 3 I’hyperbole rap-
portée 3 fes afymptotes; mais comme les abfCifles & les or=
données ne (ont point comptées du centre, on les y ramenera
de la maniere fuivante.

‘On dégagera le produit «z; ce qui dongera ut+b_t _ e
£

e — == 0, On fera la fomme des quantités qui muleplient 2

£ -

¥gale 3 une indéterminée y , Cefl-3-dire ,z — — ==y ; ¢e qui

k £
donme =y - z ; fubftinant dans I'équation u ¢ -i-]l—t &c.=03
g
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ko1 R
Fnavrauy - ky o+ Re_ L — o aprés cette transforma-

) £ £5 8 e, . . e
tion , on fera la fomme de toutes les quantités qui multiplient y,
%gale d une nouvelle indéterminée x , ceft-a-dire, u + — = »,
e e, . Ik ) g .1
ce qui réduira Péquation A x ¢ - — =~ — ==o ouxy—=~—
»— — qui appartient & Ihyperbole entre fes afymptotes, les

abfcitfes x étant comptées depuis le centre fur une des afympts-
tes , & les ordonndes y éant comptées depuis cette alymptote
parallélement 4 Pautre; enfin la puiffance de cette hyperbolg

-

‘eﬁ—l— L (347)-

Pgour cfnﬂruire cette hyperbole, on conﬂruffa, de Ia ma-
wniere fuivante , les deux équations £ = — =y, & u |- L =z
qui ont fervi 3 réduire. La premiere feit voir qu'il faur dimi-
nuer chaque # de la quantié X pour avoir . On menera donc
par le point 4 ( Fig. 56 ) originedes « & des r, uneligne 4B
parallele aux lignes P A7 ou ¢, & égale 3 i: tirantenfuite par
Ye point B laligne CBQ parallele i AI’,lfs lignes QA4 feront
Yes y, puilque QM =P M — PQ=PM— AB=t— % = 3.

Pour avoir les x , :équarion u- —h—fait voir qu’il ﬁgut aug-
fuenter les u, c’eft-d-dire, les lignes AP, de Ia qu:}zlmité g; o
portera donc i I'oppofite de AP, 1aligne AG—=——, & tirant

C S parallele aux lignes P M & qui rencontre B QenC;C Q
ferax & C{era le centre de I'hyperbole dont £Q & € § foron;
L, kk
Ies afymptotes : ayant lesafymptotes & 'équationxyy = — — — s
. . . g
on décrira I'hyperbole de la manierequi a éié enfeignée (354 o
Silestrois premiers termes £, u ¢ & 4* manquoient dans 1'é-
guation , alors elle n’exprimeroit plus qu'une ligne droite dont
f2 conftrultion eft facile aprés ce que nous avons dit fur la cont-
gruction deséquations qui ont fervi aux rédultiors précédentes.
392. Ainfi, 1° , toute équation du fecond depré a deux indés

Y
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germ'nées, & qui n’eft point décompofuble en deux fadeurs
du sremice degré, tels que mx <+~ ny + g, exptime tou-
jour: une feftion corique, ou n’exprime aucune courbe
po.tsie, 2% Cette courbe eft ellxpﬁ: , cu hyperbole, ou pa-
ravo'e , feion que le quarre du coefficient du prodLut ue
des deux indérermirées, moins le quadruplc du preduit des
cocflicients des deux quarrés /* & u* it négatif, ou pofiif,
ou zéro; & en pamcul:cr clle peut étre un cercle, lorf—
qne ce méme réfuleat étant négatif, les coefficients de u* &
de ¢* font égavx. 3° Lt pour ramenet tolte ¢quation apparte~
mante i upe {eCtion conique , aux équations que nous avons
données en traitant de ces courbes , 1} faur fe conformer 3 ce
qui a été enfeign: ( 380, 386 » 388, 389 & 391 ),

Application de ce qui precede 5 a la réfolution
de quelques queflions indérerminées.

393. Pour faire connoiire 'ufage des transformations que
nous venons d’enfeigner , propofons-nous pour premiere quef-
tion , de [rouver qu:lle affla courbe (Fig. 57 ) dont les dif--
zances de chaque paim M ddeux points fixes A & B feroient
%0 jours dansun méme rapport , marque par celuide g dh,

Lis aginons que de chaq..e point 44, on ait abaiflé une per-
perdc laire F Mfurlaligne 4 B Lhcrchonsla relation de ces
perpe diculaires , wvec leurs diftances A P au point A , & pour
cet effetnommans 4 Py u; 2 A ¢, & laligne connue UB=c.

Cela pelR 3 le nangle re&argle AP A donne AM =

VAP + PJI Vidut1: 1, & le triangle re@angle BP AL

donne B — ‘/BP+P.M; or BP—= AP AB=u—c;
donc BM =V ur—1cu-+cc—ic; puisdonc que 'on veut
que AM:BM::g:h,on auraV uute:V wr—acugecqa

srgihydone leuu+zt.._g " 1ty 08
enquartant, A2 uubt hhee=ggu—- ggcutgpectggre,
eu(gg-hhjuut+(gghh)rt-rggeutggec= équa-
tion qui ( 384) appartient au cercle , puifque les deux quarrés
wu &et, ont, dans le méme membre , le méme figne & le
méme coifficient.

Pour ramener cette éq.xanon alaformeyy=} aa-xx (369 )s
;e vais que n’y ayant point d¢ fecond terme par rapporta ¢, i
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fuffit 4 I'égard de certe indéterminée , de fuppoferz=y, ce
qui donne | gg— hh)uu—+ (gg—Hhh) jy—rcggou  ggre=o;
ilfaut done , 2 préfent, faire diparaitre le fecond terme par
Iapport iu H & comme le produx: utrne fc trouve poiu: dans
Péquation , il (uffic ( 388 ) d'employer la regle donnée (378 )2

Je dégige donc uwu, & j'ai uy — ~EB% __ T EECE —yy;
<. BECC ge—hh gg—ih 777
je fais u_ggjﬁ == x; quarrant, & {ubftituant au licudu pre-
mier membre zu — &c, {2 valeur xx —— grec

(eg—h

aura par cette op’raticn , il me vient x x = _ghee
~ggec hhggee (85 —ih)*
- —Yy,onyy = @_7‘/1)'1 — Xy ¢quation qui érant

-~ qu'on
k )7. ¥

gg - hh
comparée a Iéquation yy = 3} aa— xx, me donne % ga

hhegee s & par conf quent lerayon y a = _hge Il re

(gg—h )’ g—n
sagitdonc plus que de dérerminer le centre, qui doitétre fur
ABP, puifgu’on a ¢ = y. Or I'équation u — __g%sx » qui
e s g — . £2—
afervi a réduire, fait voir que pour avoir x , 1! faut diminuer «
de Ia quantité A ; on prendradonc A4 C= 8¢ &
£— hA?

alors CP fera .5, puifqu'il vaut 4 P— 4 C, c’e.{'é—dir&,, @ —

wee . . hge

; ainfi du point € comme centre, & du rayon —
g8 —hh g —h*
on dé:rira un cercle ; chaque point A7 de ce cercle aura la
propriété dont il s"ag’t.
Au refte , on peut trouver le centre & le rayon d’une ma-
miere 2flex fimple, par le moyen de la premiere éjuaticn
xgicu __ —gECC
g— kA gg—hh
doit ére (ur 4 P, ainfi qu'on vient de le remarquer , fi Uon fait
y =0, onaura, en réfolvant'équation , les deux valcursden
qui expriment les diflances 4D , AE auxquelles lecercle DA E
rencontre la droite 4K ; prenantdonc le milico de D £, on
aura le centre & le rayon CE. Or fi 'on réfout Peguation
3 ~ g1 2

W B 8RB ammu=——fC L
gE~—hh gg—hh EEwbl

B — — yy3 car puifgue le centre
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grhhee  getghe  golgah) o
(g—hh) — gg—hh (g—#) (g+4)
donne ces deux valeurs u = 2 c~h —=AD,&u= ‘gfh = AE,

394. Nous prendrons pour feconde queftion, celle -ci-
Trouver hors dela ligne donnée Ar { Fig. §8 ) tous les diffe-
vents points M, tels qu'en tirant aux deux points A &R | les
dignes MA ,M R ( Vangle ANR Jfoit toujours egal @ unméme
angle donne.

Repréfentons parr le rayon des tables , & par m la tangente.
de l'angle donné, auquel A4 A4 R doit ctre égal ; abaifions la
perpendiculaire /4 P ; nommons A P, u; P 4,05 AR b2
elors £ R fera b —u.

Rappellons - nous ces trois propofitions démontrées { Geomn.
284, 285&278, favoir, quefi 4 & B font deux angles, ona

as, fin (A+B)=ﬁnﬂcofﬁ+ﬁnBcoj'A;

r

.8, cof (A-4DB) =‘0f400f—5'-;-ﬁn/1ﬁn B;
[ ' ’ __rﬁn(A+B)
e (A8 = o

TCela pofe, les triangles refangles AP, R P M don-
Rent (Géom.a95 ) AM: AP::r: fin AMP ; AM:-PM, :
v:finM AL oa cof AMP; RIM:RP::r:finRMP;
RM:PM::rifin MRP ou cof R AP dou lon tire

A
fin AMP = r;MP;cafAﬂlP= r;;:{;ﬁn RMP =

XRP 7
7 ik cof RMP — IZI;;—; denc puifque A MR

= AMP -}- RHUP, on aura, par les formules qu'on vient de
rxAPxPM+erPxPﬂ[__

rappeller, fin A MR = . VYV

ex ARxPM &waMR__rxPﬂl—-rxAPxRP_ done
fﬁf;}l R;tu’ - AMxRM ~’

¥ fin rxARx PM,

S AR outang A MR = B —PoRT? ou,enmef?
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TR ’ . b
tant les valeurs algébriques , & réduifant, m = Tt

tr—bupuu?

oumes+muu—mbu—rbe=o, équationau cercle (384),
ainfl qu’on devoit bien s’y aitendre.

Pour déterminer le ceptre & le rayon , il faut ramerer cette

€quation 4 la forme yy = & aa-xx. Pour cet effet, je dégage 2 ¢,

. r g
cequime donne st~ —t—bu~fuu=o;jeias(378) r—
ré m
—- == y; opérant comme 4 larticle ciié, mon €quation fe
2m bb
rr
change en yy —

—bu—~u1 = o. Refle donca faire
qmm

difparoiire le (econd terme , par rapportd u; & puir?ue le pro~
dult u £ n’entre point dans P’équation, je fais ( 388 ) implement

B %3 opéran't de ]2 méme maniere , I’équation de-
. rrbb bb bbb rrbb
vientyy — F XX — =0, CUYY =— o
amm 4 4 amm
qui étant comparée avec I’¢quation yy = 2 ga - x ¥, me donne
. bb rrbb
taa=—-+

—_X X,

& par conléquent le rayon £ a =
amm’ P q yon z

___4———— -
VM rrbb
___+ .
4 4mm

Pour tronver le centre,, & déterminer en méme temps ce

rayon , Péquation t — .r._l.,. =y, m’apprend que fi je mene 4 B
parallele A P AL, c’eﬁ-;—’c?llire , fi J’éleve au point 4 la perpen-
diculaire 4 B = r_I_:., & fi je mene B CQ paralleled AR, les
lignes QMf'emnzr ;n, puilque QM =PMH~P Q=P M —~AB=t—

7b o ass e . .
— == y. Mais I*¢quation z— —_ = x, me fait voir que fi je
rm 2

b
prends fur AR la parie A€ = -;,GP fera x,puilque GP
=AP-:AC=u._._b-=x;donc fi par le point G, je mene GC

1
parallele 3 P A, le point Clera le centre. D7ailleurs , fi on
tire 4 C, on aura, 3 caufe de langle droit €, 4 C=x

-2 ——a2 bt  rrbb
= — : A Cflera dong |
1//10+GC V‘} +_4mm era donc le rayon,
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Cette conftrudtion e réduit donc 3 élever fur le milien de

, C b . .
A R 1a perpendiculaire G C:-’-—, 8 3 décrire du point €

) rin
comme centre & du rayon C 4, uncercle: tout angle i/ A R
qui aura (on forumet 3 la circonférence dece cercle, & qui
patlera par les joints 4 & R, feraégal d Pangle donné. Oc

. LTl Py
pour confiruire la quantité —-; il n’y a autre chole 3 fiire
2m

qu’i mener une droite A O, qui fefleavec 4 B 'angleBA O

égala 'angle donné  elle coupera G € au point cherché €3

car dans le triangle rectangle 4BC, onar: tangBAC:: AB :

BCou AG;cet-adirc, rim:: AB:1b;donc ABouGC
rb

T am®

On peut voir encore aifZment, que toutfe réduit 3 mener
parle point :laligne A O qui faffeavec 4 R ,T'angle RAO
égal au comnlément de langle donné: cette ligne coupera
en C la perpendiculaire élevée fur le milieu de £ R ; enforce
que C fera le centre , & €A le rayon.

395. freld il eft facile de réloudre la queftion fuivante:
Connoiffurt la pofitiondes trois points Ry A, R', (Fig.59) &
les angles fous lelquels on voie les lignes RA, AR'; dun
certain point M trouver ce point M.

Sur les milieux G & G’ desdeux lignes RA & R’ A, on éle-
vera les perpendiculaires G € & G'C'; par le point 4 , on mé-
nera les lignes 4 C & A ¢’ faifantavec 4 R & A4 R', chacuna
avec chacune, lesangles R £ C, I’ A €' égauxchacun au com-
pi¢ment de l'angle R M A, R' M A fous lequel la ligne correl=
pondante eft vue. Des points € & €' comme Centres , & deg
rayons C A& €' A, on décrira deux cercles qui fe couperont
en 4 & en J; le point A (era le point cherché, C'eft une fuite
¢vidente de la (olution de la queftion précédente.

Ce probléme peur fervir 3 marquer , fur la carte d’un pays,
1a pofition d’un point d’ow P'on a relevé trois objets connus,

Silesangles obfervés RM.A, K' M A étolent egauxaux angles
RR' A% R'R A, alors le probléme ne feroit plus déterminé
les deux cercles (e confondroient; & chaque point de leur
circonférence futisferoit a la queftion.

396. Pour troifieine queftion;; il s'agira de trouver la courbe
oa1 les ccurbes qui auroientla propridié uivene: AZ, 4T

{ Fig:Go ; jont diux lignes qui fonc enir’elies wr angle dowe
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qutlcanque s agzt de trouver les sourbes don- la diflance de
chaque pomz M d un point fixe ¥ pris jur AZ jo t b rjours
dans un méme rappert avec la diffance M'T du méme point M
dlcdroite AT, cettediflance etantmefuréeparall ement d AZ

D'un poirit quelconque A7 de cette courbe, imaginons la li-
gne 47 Pparalile d AT, &le perpendieulaire 425 fur 4 2 5
Iangle DP S eft dcnné c’eft pourquoi fon finus & fon cofi-
sus font cenlés connus ; novs les nommerons p & g, en re-
préfentant par r le rayon des tables, * Nommons 4 P, u, &
PA, ey ligng connue AF, c.

Cela pof¢, dans le triangle re&angle AP S, nous aurons
( Géorne 29§ yr: fine AP S:: MP:MS &r fn P S on

cofJ/PS"PM'l’S'ceﬂ-z-dxre ripiies HS= P S &r:

v

g::0:P5= 25 Donc FS=PS—PF=FS— AP+ AF=
r

9% utc;orle triangle redtangle 275 F donne M F ==
r

M5+F.S done MF=............. e

| G T
r

ou (parce que (Ceo'n. 281) p*-b-g*=r*) on aura M F =

r
—2 CUCC3

rquiz
Pr q

t .
+uz+zqc ~— 2 cit = cc¢ ; puis dona
-

que M Fdoit ¢ere a M Tou A P, dans un rapport donné, &
Yon repré¢fente ce rapport par celui de g 4 A, on aura

Vf_“]utJ— w4 L q f i cudpcciuiigih&par
r

, 2qut 2gct
confequenf,gu:/sz‘- -—Zr—- Geut - xqr—_zcu—i- ccy

. 2ghtue
ou en quarrant, & tranfpofant enfuite , 2*2>— g Er e

' r

* On peut fuppoler comme nous | reangle qui aie un de fes angles
le failons ici, que les quintités | aigus, ¢gal d Pangle donné MPS,
P 9, rloncdonnés parles rables | & une hypothénule telle que I'on
de Trigonomeérrie; mais on peue | voudras En prenant celle-cipour r,
les derermmer par une conftruc- lles deux aurres c6iés ferom p & q.
tion imple en faifant un trianglet
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(B gt 4 Lohigr
-
renferme les fections coniques { 380 ), & qui(392 )ap?artiendrz
a Ielliple fi

— 2chlu-hict=o0, &guation qul

g ht
multiplié par h"_g eft mgauf c’eft-a-dire, A2 — 4ht
4qr At g at 4 h gt
-+ ahigtou . elt ncganf', ou (parce

=
’l }'1 2 1h§ , . .
=p*)fi 4--l—g—;1—i}i— et négatif: au contraire,

que r‘—q’

2R3 54 .
elle apoartiendra i ’hyperbole {i 4L—/Lg-——*—g-ﬁ-eﬂ pofitify

4rhg—4ph

Elle {era ala parabole fi T eft zéro; c'eft-2-dire,

figrh gi=—4p bt oufirg aplx ; enfinlacourbe fera uncer-
cle, lorigu’on aura k* == A*-g*, ce qui ne peut jamais avoir
Keu qu'autant que gfera zéro, ou que klera infinie, paree que
dans ce dernier cason doit négliger g* vis-i-vis de 4*,

Si 'on veut maintenant conltruire la courbe dans chacun
de cescas, il n’y a qu’i imiter ce que nous avons fait (38c &
Juiv.); comme nous avons, alors, opéré fur Pelliple » pour
faire voir la fimiliwude desopérations & des conf’trhﬂ‘tons alés
"gard de ces deux courbes, nous aliuns ici appliquer A hyver~
Eole ce qui a été fait au mémeendroit cité, c’elt-a-dire, cher-~

cher A ramenernotre équation d la forme yy = — (¥ x —$aa).
aa

Je dégage donc :* dans | égnation trouvée ci-deflus, ce qui
L C q 2 q iU
e donne 1* 4 (———--————- | 1~ ~) I em2CU -t
= o. Pour faire difparcitre le fecond terme , par rapport 3

je fais 2 +o1 94 ¥, e qui en quarrant, & tranﬁ)oﬁmt
r 7 ) cigt

enfuite , me donne z* =~ (i—c—?-— TN = yy— —i b

r ~

2 wl Al
o9 __q._:t_ & par conféquent, en fubflituant, y y — w_zq_

ri

*Zorzu (__—)u_zcu-f-c‘.__o.
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31 feut donc mamtenam faire difparoitre le fecond terme par

u!
rapport 3 u, mais auparnvant] “obferve que les termes — 7
7—u1 - "l u2__ 1uz
+ ( - ——> . £ 77 01 Z -
A rt
u? 2¢cq?
fe réduifent ip g 9 u
r h* r*
rcq*u—rcriu. ,,., 2cptu .
——2cu,ou -—?—-—z—.—.f'ereduxﬁemi.— ;dememe
r
2 2 2 2

r . A c
les deux termes — -—-?— =+ ¢, fe réduifent 2 +~—!:J—-, parce cue
r r* >

2.2 2
7' —g* =p*. L’équation & change donc en y* 4 AL
r

rl
Zul lul , . .
+IirT —_ g.}.l_. = 0, ou chaflant les dénominateurs, & fii-
fant enfuite ( pour faciliter le calcul) p* 2 —r* g*=zrikk,
Ay R pr —r o ptunrt ket == o.
zchp? h»
Unp— ¥ gy
’.Jkl +kl y 'h
e ]1 . ili 2 -ﬁ’ 2
7’ -o;&faxfonsu-—c L i
TR rk* rikin
{ant Pinconnue n , parce que le produit us ¢ trouve dans 1é-
quation primitive ( 380 ). Alors en opérant comme ci-deflus,
cthiptxt  crhipe
rekant | rtkr

hz cthipt A

Dégageons donc u*, ¢e qui donne u*—

, €n introdui=

nous aurons, aprés la (ubflitution faite,

y + —Z =0 ou fupprimant le fadteur commun k_"
& lalfﬁmty feul dans un membre , nous aurcns y === —
l}l 4 252,54
rox al f_P_+ Kp » ou, divifant le fecond membre
T rknt r: Trakr

par Je multiplicateur de x? , & indiquant en méme temps la
multiplication par le méme multiplicateur ; y?=m ~~eeess.e
czhlps xz rznlk;
rik*n? + ph

perbole, il faut remarquer que la quantité r* 2* » quin’eft autre
chofe que p* £* =71 g, eft négative, puxﬁlue , felon Ia re-

~nnY; mals puifqu’il sagit de I'hy=
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4 ey ptht
T

marque que nous venons de faire ci-deflus,

ou 22 (r g>—p*h*) doit étre pofitif pour qué la courbe (oit

nne hyberoole. Atnfi il faut rendre k> négaiif, en obflervant
lorfqu’on voudra mettre {2 valeur dans I’équation, de remertre
pour cette valeur, la quantité r*g*-pA* y aulieu de phi*-rig*

T . crhrpt nk*
I’¢quation devient doncy® = p_ (.x‘- yy ann>.Com-

r.*kl p.
parant cette ¢quation avec y* == — ( xtu faa) pour détermi-
b chps

ner les diametres con]ugucs on ayra — = &zaa=—2
at

pn
rrntk? kin

~+ nn, doi Pon tirera aifément a & b; c'eft-i-dire,

DAt
los deux diametres conjugués, que nous allons voir étre les
deux axes méme de P’hyperbole.

. Déterminons donc la direttion des diametres conjugués
auxquels notre équation réduite fe rapporte. Conformément
A ce qui a éré fair ( 382, ilfaut confruite les deux équations
cq qu chipr | chprx
4+ =y, & u— el
r rrk r’k*n
fious venons d'sbferver que &* eft négacif dans le cas de I'hy-
perbole, dont il s’agit ic1, il faut changer cette derniere, en
chpr chp'x
e T Tha
affz@té de x, quoique k* y entre, parce que laquantité n peut
écre prile arbicrairement pofitive ou négative. Il faut denc,
en continuant d'imiter ce quia été fait au méme endroit cité,

; mais comme

;je ne change point le figne du terme

mener par le point 4 parallélement & P /A 1a ligne 4 B = l]’
r

& tirant par le point Bla ligne B I parallele 3 4 Z, prendre
arbitrairement {ur le prolongemcnt de cette ligne, la partie
BK, & mener K I parallelle 3 £ A, & telle que l'on ait
HBK:KL::r:q:alorsfi, parle point B& le point L , vous
tirez L A Q i rencontreles lignes P A en Q, les lxones oM
lcronty Car Qar= 1‘M—-[’Q——[’M——Q1+PI...4—-QI+

— . orlestriangles femblables BX L & BQIdonnent BK; KL ::
r? :
B1
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BloudpP: QI; Ceft-d-direyrrgiiu: Q1= ?—:; donc Q. M=
gz cg « - -
- & - —r—- ) T =Y.

Mais on peut zbréger cette confiru@tion em menant tout da
fuite du point F la ligne # B perpendiculaire {ur T 45 caril eff
évident que Langle ¥4 Beltégal 3 4 P 4, & que par ;gonf-
quentdans le trianglere@angle 4 BF onariy::c: A B _.f;

r
ainfl puifque Q 1 eft paralle‘}ei A B, les y {ont perpendicu<
laires fur B Q, & par conféquent BQ eft la direttion d’'un dea
axes , dont autre par conféquent el parallele i Q 47,

11 ne s’agit donc plus que de déterminer le centre. Or la e

2

A2 p? ch*p*x

onde équation = fait voir qu’il faut
¥ 9 . +r"/c" rrkin ¥ oAt ;q

prendre , 4 l'oppofite des ula quantité 4G = —
G C parallele 3 P M ouperpendiculaired B @, qui déterminera

Ye point € pourl'origine des % , & par conféquent pourle centre,
Fn effet , les x doivent &tre comptés fur € 2, puifque les yfa

9 & tirer

R . 2,.3 -hl lx
tomptent depuis cette ligne; or Péquation & 4 chp? U e
* . ¢ rrk* rk*n?
GCxx ACxx

A
AP 4. AC= -T—fou,cl’= fait voir qua

ceslignes x commencent en méme termps que les ligne;C Py
donc les ligres x doivent commenger au point €, & fent pag,
conféquent € @3 donc le point C eft le centre.

On s’y prendead’une maniere {emblable pour ellinfe.

A Pégard de laparabole, puifguion a,dansce cas, r g=ph,
ainfi quion U'a vu ci-deflus, ﬁéquarion quel'on zeveeny &u,
apres Vévanouiflement du fecond terme par rapport 1 2, &
aprés avoir introduic pour 7* — ¢* fa valeur p*, devient, en

2 .,
mettant dans Ja valcur de 42, 2u lieu de g, (2 valeur P2 tirtd
. . . crp*  rc0pu
de rg= ph, devient, dis-je, y‘-{_——f;— - —v——pT—— == 0, ouy}
2cpu erpt r r
- 5 pour la réduire 4 la forme ordinzire de

[ —
—

rl
I'dquation i la parabole, on fera donc, coaformément & ce
e rep*u Ap? .
qui a ¢ dit (386) ,—{: —-—;f = nx, ce qui dunrera

P y ===nx; & ayant conftruit de la mémermaniere due dars Iy
ALGERRE, Gg
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ﬂ_ﬂ:y,qu’oﬂx eue pauk
r r

Pévanouiflement du fecond terme par rapport 3 ¢, en conls
1tpiu

cas précedent , I"Equation 2

c'pr , . .
- —t_ = nx, d’une maniere analogue
rl r) .

dcequiadiéfait (386);e’elt-i-dire, qu'ayant dégagéu, cequi
r‘nx
!

truira ['¢quation

donne u- 2 ¢=

on prendra fur A4 P ( Fig. 61) la pat-

¢

teAC=%c & rir{;nt G € paralleles P M, le point € fera

Porigine des x qui feront C @ ; enforte que € Qfera la direcs

tion du diametre ; le fommet de ce diametre fera en ¢ ; & fons

parametre fera 1, que 'on déterminera ainfi: puifque £ G =
r‘nx rn

3¢c,maCP=AP —-AC=u—1ic= :-—A—(XCQ}
doni "‘Jpz‘x_i"_)_. . ’ 1cpr 2cp?
onér = PxCO ;01 espamllelesPQ,CG&ABdon.

fient €Q: GP:: CF :GF:: BF: AF, C'eft-idire, CQ:GP:t

cxC
BF:c;donc GP =- 5 mettant pour G P cette. valeur
FF 05N

dans celle dé n, on auran=— . i
»x BF

que ¢, », r font des quantités onaées, & que B E eft connue
par la conftruction. Mais on peut limplifier cetce valeur, en
Femarquant que d¢ riangle reGangle ¥ 4 Bdonner ipir AFg
BF::c:BF;donc .BF:‘-:—rg;‘par conféquent n =’f;‘= » BF,
397. Qu'il foit queftion maintenant de srouver ( Fig. 6;}3
a courbe que décriroit unpoine donn: M de 1a ligne donnée O
oude for prolongement , fil'on faifoir gliffer les extrémitésO
&H le long des deux cote's CO CHag Cangle donne OC H.
I’un point quelconque 7 de cette courhe menons M £-pa-
- xalleled € H & M N perpendiculaire 3 €O s nommons C P, u 3
P, 5% puifque 'angle OCH ou fon égal 0 P M el donné,
Lo fupplément M PN eft donné aulli ; nommons done p le
finus & q le cofinus de ce dernier, en {uppofant que r marque
derayon ; enfin nommons g & A leslignes données O 4L & A7 H.
Le triangle reQangle P V M sousdonner:p:1e: MN, &

e:q::1;: PN doncﬂlNath, &PN= g—t. Les paralleles CH
r
B P nous dovnere MH{ PO PO 2 Q68-3:dize

quantité connue, puil

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DE MATHEMATIQUES., 467

bouiig: PO:——« donc NO = ...+"’.’I_l»,oxlc triangle
r

telangle MNO, donne ﬂIN - NO == MO. Celt-a-dire 5

f-—[—-f-q ! zgquz g = gg; donc puifque P 4

r r? TR T
g* = r* on aura fimplement ¢* - 2L ”‘;qhut gﬁ:‘ a=ppz,

£quation 3 Pellipfe , ainfi qu’on peut le voir d’aprés ce qui
aétédie (381 ).

b
* Pour ramener certe équation 4 la forme yy=— (4aa—xx)

avec les conditions mentionnées (" 370), il f"&ut d’abord faire
dilparoitre le facond terme par rapporta r. C’elt pourquoi je

Lais ¢ +g q == y; quarrant & fubftituant pour ¢ 4 -8 T%f qhu £
u?

{2 yaleur que donnera cette opération, on aura y* ~— £g q}g

- r)

ol a4 3 a2 4t 2,3

"i-gﬁ’: == g g 5 mais les deux termes s 5__:77';_ -+ g}: ou
Aptd . 2,42
w_l.]_‘(’;.q;fercdmfemag pu ; parce que rla-gim=p?
rk

*u?
gr =g or quoique dans cette équation

on a donc y* - porn
al n’y ait pas de fecond terme par rapport 4 1, néanmoins ( 389 )
comme le terme u ¢ s'eft trouvé dans lequatmn primitive,

Ix
je fais une transformation pour z, en faifant u =—'; & j'ai y*4a
- .

A AT AL L 2y3 [ 42 R
grf/z;nT = g%, & par conféquent , y? =g’—g-r-§-/l—z[;:— ou (dis
wifant le fecond membre , par le multiplicateur de x?, &
indiquant en méme temps la multiplication par ce méme
g pre, rkrn?
me nous n'avons bc(ém que dune feule indéterminée n,
je fuis le maftre de fuppofer 3 Z une waleur arbitraire; poux
rendre le calcul plus fmple, je fuppoferai [ = r, ce qui

£p ({I__f.—-y ) Pour déters
P n

Wier Pellipfe, jen cherghe d'abord Jes dlameg’ conjugués
g 3

anultiplicateur ) y* == ~ %2 )a Mais com~

réduira 'équation 3 y* ==
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en compatant 3 Iéquarion yy = kabz (ia l;l"}x Yidette comd
2 nl

k3

\

dou lon tire

paraifon me donne_b =g,l_1’_:‘ &raa=
. 1hn aa” A’
a=—, &b= 2 8.

Voyons meintenane quelles en font les directions & quells
eft la valeur de a,

quations i ‘e (ont @ - £q94
Les deux équations a conftruire font donc iciy 24 =

lx rx _ . , rh
mmy K== —= Pour la premiere, i I'on prend acbi-
trairement & K , & quel'on menc enfuite K Lparalleles P47,
Gtelleque €K : K L::rh:gq,azlorsleslignes QM comp-
tées depuis la rencontre des lignes P34 avec leslignes CL , fe-
ront y ; eneffet, les triangles femblables CX L & CPQ donnent
CK:KE:: CP:CQ,Cefl-d-dive,rh:gg:iu: PQ:é:-q—hEi

r
donc QA =PM +4-PQ == t+€r%f = 3.

Les lignes Q Miétant y, il faut maintenant que lesx [olend
: . rEX .. .
cemptés fur € Q; or I'équation & =" fait voir que les ¥ gome
n

mencent en méme terops que les # 5 doncle point Cefl I'orid
gine des x ; donc C eft le centre , & €Q & CH font les direc-
tions des deux diamerres conjuguds. Quant 3 la valeur de ny

Péquation 2 =_% ou CP = ’KCQ, donne n= % CQ; mais
- n ce

. €O CcrL rxCL,

CP.CQ::CK:CL;dOI‘I»——c—P——-CK,donCn:-——c—“—K_ﬁ-,

meis puifjue € X eft arbitraire , on peut le fuppofer =r, ce
quidonre n=C L; on a donc tout ce qu'il faut pour confiruire
“ellipfe{ 316 ).

J L[] . 1 ] -
Application des mémes principes & quelgues
queftions determinées.
358, Aprés avoir réfolu I feconde qreftion indéterminée

gue nous nous (ommes propo{ée (304 ), nots en avens fait

ufage ( 395 ) pour réfoudre une quefhion déterminée, Nous

avous taguemen; confidéré cette derniere comme en renfee
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fmant deux aurres, toutes dewx indéterminées, & qui étant
chacune de méme eece que la premiere, ont été réfodues
chacune dela mome miniere. Liinterfeéiion des deux courbes
ou cercles qui éro.ent le Lewz de chacune de ces deux quel=
tions partielles, a donné la réfolurion de la queflion déa
terminée, Lorfque I'équatior finale qui exprime les conditions
d’ure queftion pafle le fecona degré, on s’y prend d’une ma-
niere {emblable pour la réfoudre. Dans les cas on Yon pour-
roir nemployer qu'une incommve on en emplote deux, & 'on
cherche 4 former par les conditions de la queftion deux équa-
tions qui étant conflruites feparément, donnent chacune une
courbe dont chaque point fanisfait a équarion qui lui appar-
iient : fi le probleme eft potlivle | les deux courbesfe rercon—
trent en un ou piufieurs points {elon quela quellion cft ful=~
cepiible d’une ou de plufieurs foiuticns, felon qu'elle ren-
ferme plufieurs cas dépendants des mémes donrées & des
mémes raifonnemens. Ces interfedions fourniflent les diffé«
rentes folations de la queftion,

Tant que les deux équations 3 deux indéterminées y ne
pz{leront pas le {econd degré , on voit doncque Ja réfolutionne
dépendra jamais ique de Vinterfe@ion des deux feGiors coni-
ques tout au plus. Au liew, que dans ces mémesces, fi on
n'employoit qu'une feule inconnue, ou fi par le moyen des
denx équations trouvées ,'on éliminoit ou chaffoit une des
deux inconnues, l’équation monteroit au troifieme & plus
fouvent au quatrieme degré, Mais fi Pune des équations ou
toutes les deux paffent le fecond degré, alors la réloluion
dépend de Vinterfection de courbes plus ¢levées que les
fz€tions coniques. .

Voyans d'abord quelques exemples des queftions qui e
pafleroient pas le quatrieme degré,

399. Propefons-nous pour premiere queflion de trouverdeuse
moyennes proportionnelles entre les dewsx lignes donness a &b,

S1 je nomme ¢ & zces deux moyennes preportionnelles 4
faurai la progreffion - a:£:u: 4, qui me donne ces deux
proportionsa:rizei& e ut s ws by & par conféguent, ces
deux équations au=t> & b 1=u>, qui toutes deux fe rapportent
direerment i la parabole. C'eft pourquoi fi lon tire ( Fig. 63 )
deux lignes ind¢finiesd 2, 4 X qui faflent enr’elles un angle
quelconque ( pour plus de fimplicité; onpentlefippoler droit) 4
& fi fur 'une 4 Z comme diametre & du point A comme fom-
et de ce diametre, on conflruit (367) une pérabolc don: la

o

8 3
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parametre du diametre A Z foit a, & dont I'angle des coot®.
données foit X 4 Z | cette parabole {tra le lieu de I'dquation
au =7, enforte que les Jignes A P érantu, les lignes P3f
feront ¢. Pareillement fi fur 4 X comme diametre & du point.4
comme {ommet, on conflruit une parabole dent le parametre
du diametre X foirf, & dont I'angle des coordonnées foie
X AZ, cette parzbole fera le lieu de I'équation b r=u?,
enlorte que les lignes A £/ étante, les lignes P! A4 feront u,
Mais pour que la queftion foit réfolue il faut que les deux
€juations au = t* & bt =u* , aient liew en méme-temps,
cell-i-dire, que la valeurde u dansVune foitla méme que Iz
valeur de u dans V'autre , & qu'il en (cit e méme de ¢ ; or
ceft ce qui arrive évidemment au point 4 od fe rencontrent
les d=ux paraboles ; car les u érant coinptés fur 4.2, & les tlur
AX ou parallelement 3 AX, il eft vifible quefi I'on tire A P
& M P parallelesa £X & A2, la valeur M# de » dans 1a pa-
rabole A M Af' et la méme que 'a valeur 4 £ de « dans la
parabole A A2 3 ; pareiilement la valeur 4 £ derdansla pa-
rabole 4 M A1 eit la méme quela valece P ¥ de ¢ dans la pa.
rabole A M 45 il eft vifible qu’il o'y a qu'au point 44 olt la
valeur de uétant la méme que danschacune, lavaleur de ¢ (oig
2ufli la meéme dans chacune, fi ce n'eft cependantau point A
oi les deux courbes ferencontrent aufli; mals comme u & ¢

font zéro, il eft évident que ce point ne fatisfaic pas 3
{a queftion. Les valeurs de 1 & ¢ font donc £ P & P M,
le point Métant le point de rencontre.

400. Au refte , quoiqu’on puifle toujours parvenir 3 Ia folu«
tion en confiruifant (eparément les équations que Pon trouve |
quelquefois en préparant ces équations, on peut trouver des
confiru&tions plus fimples ; par exemple, fiI'on ajoute les deux
dquations au ==¢t* & br=——w*,on aura e u4-br=—uw'4.1* ;
€quation au cercle en fuppofant que les z & les ¢ feront
pris fur des lignes perpendiculaires entr’elles. Or quoique la
parabole (it facile 3 conftruire, le cercle V'eft encore davan-
tage :ainfi dans le cas préfent, je préférerois de conftrnire d’abord
T'équation @ u = ¢* feulement , comme ci-deflus 3 aprés quoi je
conftruirois P'équation au cercle au~+br=u* 4 ¢*, en la
chargeant en cette autre y y = £ a a + 3 bb-xuc; par 'évaronife
fcment des feconds termes par rapportd t & 3 u#, en faifant
t—3ib=y,&u-t a=x. Alors prenant & B =15, & tirant
B Q parallele 2 A4 2, Jaurois les hignes Q 4 pourles valeurs
gey.Prenant cnfuite 40 =3 a, & menant OC parallele 34X,
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§aurois les.lignes € @ pour valeurs de x; c'eft pourquoi du

poirt € comme centre , & du rayon Vv yaa+1bb; ceft-d,
dire, da rayon A C, je décrirois un cercle qui, coupant 1a
parabole A A au point M, me donnerou M £ & AP
pour les valcursder & de w.

407, On peut varier beaucoup ces confirudtions : on peut,
par exemple , zjouter l'uce des deuX ¢quations avec l'aure

multipliée par une quantité arbitraire N poliitive ou négative 4
ce qui donhe au + = be=t*+ s ¢quation qui peut
appartenir a Pelliple ou a Thyperbole felon la quantité qu'on
prendra pour —, enforte qu'on peut confiruire avec Fune ou

Vautre de ces deux courbes, comme on vient de conftruire
avec le cercle. Or peur méme conftruire avec 'une & avec
Vautre , ou avec 'une feulement combinée avec un cercle, &

1 .
cela en donnant 3 —, des valeurs convenables, & qui font
n

faciles a déterminer d’apres ce qui a ét€ dic (392 ).

403, Propofons-nous pour feconde queftion de divifer ua
angle ou unare donne’y en trois pariies cgales.

Soit E O( Fig. 64 }Varc qu'ils’agit de divifer3 4 fon cen<
tre ; imaginons que E A7 eftletiers de £0, & ayant tiré les
rayons E A , M A , abaiflons les perpendiculaires # P, O R.
Leslignes OR, & A R qui fontle finus & le cofinus de Parc
donné OE , font cenfées connues j nous les nommerons & & ¢ ¢
& nous nommerons r le rayon / E, Enfin nous nommerons
% & ¢lésinconnues 4 P & P M,

Cela poté, le triangle reQangle f P M donpe u* 4-s*=rr.
E: les triangles femblables 4 P M, 4 R S donnent AP : M P::

AR: KS,‘c’eﬁ-i—dire,u:t::c:RS—_:C_Z_Or fi Pon pro~
u

Ionge la perpendiculaire 47 P jufqu’d ce qu’elle rencontre la
circonférence en ¥, I'arc M F fera égali Varc M O, comme
étant chacon doublede M E 5 donc l'angle OMS = A MP=
A R $(a caufe desparalleles ) = 0 § M. Donc le tsiangle SO
eft ifofcele , & par conféquent OF=0M=HF= 2 £ 5 donc puil-

que 0R=0S+.S‘R,onaura1=x.t+f,ouzm+ct:dz!,‘
“
W tugicr=idn Gz
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Les deux équations 3 conftruire font donc u? + ¥ ==r*, o
=1 —ut, &tu i cr==3%dwu La premicre eft toute
conftruite , puifque c’eft Péquation meme du cercle E A7 0.

Quant i la feconde, e'le appartient 3 Lhyperbole ( 351);
& comme les deux quarrés manquent , il faut conformément i
ce qui a été dit au meme endroit cird, paffer tous les termes
affeités de w, dans un méme meinbre , ce qui donne z 22— %
duz=—%crt,oux du—tu=ce; hifant td— =y, &fub~
Ciwent pour ¢, fa valeur ,on2 uy==—2cy4icd, ouuy
3 cy=icd Jecfais enfutteu +3 c=x, & Jaixy=1lcd,
€quation 3 hyperbole entre lesafymptotes, que on détermi-
nerade la maniere (Uirante. .

L'équatioh 5 & — ¢ ==y fait voir que fi par lc point 4, ori=
gine des z & desz on mene 4 B parallele 3 P M, & égale 4
24, &quelontire Q B € parailele 2 A P, les lignes Q M
comptées dans un fens oppofe aux P4, feront y 5 cn effet Q.0
=P Q—-PM=A B—PM:%J-::}/; donc C Jeft
iz dire@ion d’une des afymptotes, '

La feconde équation w+ % ¢ = &, fait voir que fi Von pro-
Yonge 4P vers Gde la quantité 4G =3 c=% AR, leslignes GP
ou lenrs ¢gales € Q (en tirant G € parallele 3 P M) feront xc;
‘donc C elt fe centre , & les lignes CQ & G € font les afymp-
gotes. On décrira donc par la methode donnée { 354 ) une hy-
perbole entre ces afymptotes 5 laquelle pafle par le point A4
2infi que lindique Péquationxy =4 cd=%¢X 5 d==A4C X
‘A B = CUJX x.4 B; cette hyperbole coupera le cercle au point
cherché M.

Si Parc £ O éroitde plus de 90°, fon cofinus 4 R tombant
alors du cété oppolé , feroit néganf; il faudroit dans les équa~
tions ci-deffus, fuppofer ¢ négauf. Etfi Parc E O éoit de plus
de 180", & de moins que 270° , comme V’arc E O E' O’, fon
finus & fon cofinus feroient négatifs ; il faudroit donc chan«
ger lesfignes de ¢ & 4, dans les mémes ¢quations ci-deflus.

Silon prolonge G Cde laquantit CG'=CG; & CEB dela
quantité € &' =C B& qu'ayantmené B’ 4'& €' A'paralleles
CG'& CH', on ddcrive entre les lipnes CG & cB'( prolongées
ind¢fniment ) comme afymptotes , une hyperbole qui palfe par
le point_4', cette hyperbole rencontrera le cercle en deux
points &', M’ ,comme la premierele rencontre aux deux points
A2 & 41", Or de cesquatre points, trois méritent d’¢tre remar~
qués = favoir , les points M , M'& 4" Le premier donne V'ar¢
£ M4 pour le tiers de ['arc donné E O, Le fecond , ', donng

t
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Yarc E' A" pourle tiers de E' O | fupplément de £ O. Fnfinls
troifieme , A", donne E' A" pour e tiers de £O E'0', Cefty
a~dire, de 'arc O F 2ugment aela demi—circonfererce,

Eneffer, Parc £ O a pour figus & cofinus, les Yignes R O &
A R, ainfi que larc E C,avec cetre fenie différence que 4R .
confidéré comme cofinvs ae i’arc £'C plus grand que 90°, eff
négatif'; done pour avoir la folunon dans cefecond czs, il 'y
a autre chole & falre qu’a fuppofer, dansla folurion ci-deflus,
que ¢ eft néqatif’; or ce changement n'affe&te que la feconda
cquation ; & charge fa réduitexy =" cdsenxy=—2% cdy
€quation qui apparuent 3 Uhyperbale 4' 277, & qui fait dunc
voir que Ja folution de ce cas {era fournie par VinterleGion AM?
de cette branche d’hyperbole avec le cercie. { Nous verrons
dans un moment, pourguoi ce n'eft pasle point A’} P! 22’ eft
donc le finus de P'arc cherché, ozns ce fecornd cas. Cerarc eff
donc E! A'; c’efl-d-dire, que E'4Z jeftle tiers de ' O.

A I'égard dp la troifieme lolution , i oy augmente Parc
E Ode 180, cequifeferaenprenant E'O' === £ O, alorsVarc
E O E* 0" apour finus & cofinusles lignes R O, 4 R’ [quifont
néceflairement égales aux lignes R O & 4 R, avec ceue dif=
f¢rence feulement que tombant toutes deux de cotes appofts
4 ces dernieres , elles font néganves ; donc pour avoir la folu-
tior qui convient 3 ce cas , il n’y a autre chofe a faire que
de fuppoler ¢ & d négaiifs. Or ce changement n’en produit
aucun dans Iéquation oi entrentc & 4, c’eft-i-dire, dans
Léquation 2 y == I ¢ d ;dong la premiere hiyperbole doit don=
ner par fon interfection &7, la folution de ce troifieme cas,
donc P 27" eft le finus de I'arc cherché dans ce trcificme
czs ; cet arc eft dong E! MY, Ceft-i-dire, que E’ Ji'eit le
tiers de £ O E!' O,

Ainfi la méme confiruction qui fert i trouver le tiers
&’un 2rc donné A, fert aufli i trouver le tiers de 18c? — 4 ¢
& le tiers de 180° 4- 4.

On peu: appliguer ict ce que nou¢ 2vons dit ( 400 ) fur les
différentes fedions coniques qu’on peut empioyer pour confs

gruire en combinant i volent¢ les deux équations en « & ¢,

A Yégard de la quattieme interfefion, nous avens dit
qu'elle fe failoit an point 4!, ce qui eft évident, puifgie I’hy-
perbole efl aflujettie 3 pafler par le point 4’ quieft détermine
en faifant B' 4'=— A B, & B' C== C B, ce quifaitvoir qre
AR =4 R&R'A'=R O; donc e point A’ appartient-ilacir-
conférence, Mats i pe donge poimg une nouvelle folution;
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puiqu’il eff connt, & déterminé par des opérations indépen«
dantes des équations qui ont donné la folution.

403, Sidel’équation 2 ¢ w4 ¢ £ =d u, trouvée ci-deflus, on
tire 1a valeurde ¢, pour la fubflituer dans I'équation w* &
== r*, qu'on 2 cue en méme-temps , ON aura, 2pres avoir mis
pour ¢* + d*, (a2 valeur 7?, tranfpofé & réduic, 4 u*+-4¢uwd
—3 Ut geriu—ricr=o,ouqud (upcy—3ru(utc)
—~cr*x {uoc) =0, qui cant divilé para 4 ¢, donne
& ud — 3 r* u— cr'= o, équation qui doit renfermer Jes trois
€as que nous venons d’examiner : elle deit donc avoeir trois
racines ; or la conflruction f2it voir que u a en eflet trols
wvaicurs 3 favoir, AP, A P', AFP"; & ces deux dernieres
gombant de c6tds oppofés 4 la premiere , on voit que cette
équztion a trois tacines ou valeurs de u, dont deux font
négatives; favoir £k == — A L'  u == AP, & la troi-
fieme pofitive | favoir u= AL,

404, L’équation-q w¥=3 r*u-cr*=o,onul -} rPu-cr’
= o,eflt dans le casirréductible ; & fes racines étant les co-
finus de + EO, £ (180°— EQ ), ! (180° . £ O ), onpeut
donc , par le moyen des tzbles des finus, trouver les trois
racines d'une équation du troifieme degré, dans le cas irré-
duéible, par une approximation fufafante & ptompte;en voici
Ya méthode, Repréfencons toute équation du troifieme degré
dans le cas irrédudtivle, par I'équationa —p u-+-¢ =03 en
comparant 3 I'équation u¥ - 27> u-1 ¢ 7*==0 , Nous aurons,

gk
—ipicz—p, & — A g ; de la premiere de ces deux
dernjeres équations , on ftire r==y/3p; & de la feconde,
c=— 3—-2_ Repréfentons par R le rayon des tables; alors nous

aurons le cofinus de Varc E O, tel qu’il eft dans les tables; §
nous calculons le quatrieme terme de cette preportion r:c
39 .. R:3un quatrieme terme j ce quatrieme

ouy ip:

. 39R .

terme, favoir q_;, ¢tant cherché dans les tables, donnera

4

3
lefinus du complément de Parc EQ 2 c’eft paurquot ajoutant g0
au nombre de degrés que lon trouvera, ou au contraire , re-
tranchant ce nombre, de 90°, felon que ¢ fera pofitif ou né-
gauf dans I'équation, on aura Yarc £ O, queje repréfene
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par A ; or cherchera donc dans Jes mémes tables, les eofinus
. Q-0 - S0°
des trois arcsf. 180 A, & 180° -4 4

. 3o r
duire au rayon r, on multpliera chacun par L ceft-d-dire 4

; & pour les ré-

vir
par R

dans les tables, il faut faire cette proportion R: cof —: : r: 2u
3

. . A {
» puifque pour y réduire, par excmple, Cof's‘ pus

cofinus du méme arc dans le cercle qui a pour rayom ry
ceft-a-dire, eft 3 AP ou u; les trois valeurs de z feront

Vip v vip 180°w— A Vip
doncu=—Lcof Juz""Leof = " &Ruz=_-L.
R 3 R 4 ? R

S04
cq[l—o—-t—-; tclle eft Vexpreflion des valeurs abfolues de

u; mais ce qui a €t dit (403 ) falt voir que, eu égard 2

vip
Yeurs fignes, les valeurs de u font 4 == —’R cof—; uz== —

; valeurs ol

3 .180° — 4 4 o
Y-;Rgco_/!——?-—;&u='—'v}(pcoflgo +A
il feudra obferver de changer le figne de ceile dans lefguelles

A 180°—~ A4 800 - 4
Parc —, ou , o 180%+ paflera go° On peut

3

3
faciliter ces opérations par le moyen des leparithmes.

405. Propofons-nous muintenant cette queflion plus géné-
rale que celle quenousavons réfolue (274 ). D’un poin: D (Fig.
65 ) donne de pofition a £¢zard des deux lignes AR | AP qui
Jont entr'elles un angle cornu , mencrla ligne D P de meniere
que fa pariie imerceptee R P foit egale é une ligne donnee.

Du point D mencens Ia ligue DS perpem?iculaire iAP
prolongée , & la ligne .2 © paralleled A K ; menons aufli du
point K la ligne R N perpendiculaire 3 4 P. Les lignes D O,
DS, 08 & 4O font cenfées connues , tant & caule que la po-
fition du point D eft fuppoléc connue, que parce que Vangle
RAP ou fon fupplément RAN égal 1 DOS eft fuppofé connu
celt pourquoi nous nommerons DO, r; DS, p;05,9
A0 ,d; & laligte 3 laquelle R £ doit étre {gale, ¢. Enfin
nous nommerons # & ¢ les inconnues A P& A K.

Cela pof# , les triangles femblaoles D S O, R NV A donneront
DO:DS:; ARRN, & DO :08:: AK: A N;'elt-a~
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z
dirte, ripizt: RN-—,__,S{r giit: AN == q 5 pax

.
conféquent , VN P = — + u; or le triangle reGangle K NP,

tz 2qUuUt
99 +___qr__
uu+L = ce¢, ou (3 caufe que p* ~ ¢* = r?, dans le

. rr ue
triangle reftangle DSO) ¢ +z—q—+ ut=cec.
r

donne R A N + NP =R ! P,' ceft-3-dire,

2 a2

Mais comme nous avons deux inconnues , il nous faut deux
<quations : or lestriangles femblables D O P, R A P donuent
DO:RA:: 0P : 4P ; Ceft-adire, rizerd4uiu, & par
conféquent , ruwz=rd 4 us. Ce font-la les deux éguations
qu'il faut confiriire pour réfoudre la queftion. La premicre
( 381 ) appartient a Vellipfe , & la feconde 4 I'hyperbole.

qu

Pour conflruire la premiere, je fals £ 4 =— =y ; en opérant
r

comme dans les exemples femblables ci-deffus , jaurai s VY

gquu

2l 4um==cc, ou [acaule que-—qq ot UU ==
rr rr

(l_—-—ﬁ) uu=w] Yy LZPRY o6 Je fais

rr Lrr rr

. 17

u:-—l-x(gsg);&j’axyy +u=cc,ou (patce qué

r rran
je puis fuppofer arbitrairement une valeur a P'une des deux in-
déterminfes [ & n) failant L= r; yy = cellEZ

nn

cenn )
Pr -xx). Compar“nt i lcquzmonyyﬂ—~(,,aa..
xx ) on trouvera que les deux diametres conjugués a & &
AR
font a:::————— & b == 2 ¢. Déterminons lenr pofition & la

valeur de 7 5 mais pour mieux fentir Pulage decette conflruc-
tien , concevops 2uparavant , que donran: fuccefivement
2y cu AP plufieurs “valeurs , on mene parallflementa 4 R,

Yeslignes P M égales aux valeurs correfpondantes de z, ce
qui produu'a lIa courbe dont Yéquation nous occupe aGuelle-
men:, Cela pofé, ayant pris arbitrairement A K fur 4 P &
mené K L parallele 2 P 805 & qui foit 8 A K;:qir,0n
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fura QM= PJI-{-PQ:::-{-q—Z-‘, i caufe des triangles femw
T

blables d K L & AP (5 donc Q@ Ad=zay; AQ efkdonc la di-

rettion d'un des diametres, & les x doivent étre comptés fuz

. s 4 r o .

ce diametre; or Iéquation = — x = — x; fit voir que
n 23

les x commencent en méme-temps que les 2, donc les x font

rxAQ

&
AQ. Celadtant, I'équationu = C—"—, devient donc AP =
x4 > 1

yui donne n = L.Z}TQ ouAdP: AQ:: rin; efl-d-direy
AK:ALz:r:n; comme 4 K eft arbitraire, on peut le
fuppofer = r & V'on aura , par conféquent , n==o L.

I} ne s’agit donc plus que de confiruire (326 ) une ellipfy
dont les diametres conjugués faffent entr’eux un angle égal &

A Q M, & dont celui qui a 4 Q pour dire&ion, {0it = lld n,

& Vautre quia A R pour dire@ticn, foit==12 c. Cette elﬁpﬁ:
fera le lien de la premiere ¢quation. Mais on peut remarques
en paflant, que ceste ellipfe eft précifément celle que décrin
zoit le milieu d”une ligne égalei 1+ R P, gliffant le long des
cotls AP, A R; c’elt ce dont il aifé de fe convaincre, em
€omparant avec la folution doanée ( 397) & y fuppofant
g=h=c.Quant Pangle R A P eft droit, Dellipfe devient un
cercle dont le rayon eft ¢. -
11 ne refte plus qua conftruirela feconde équation ru=4d ¢
M uwtoeu rd— us=dr. Or felon les principes précédents,
jefais r—z =+y'y & enfiiteu 4 d = ', ce qui change cette
equation en x'y' =2r d; équation i Phyperbole entre fes 2ymp=
totes. On prendra donc, en vertu de Péguation r—e==y’;
fur AR, laquantit¢ A T =r=0 D, c’el}-i-dire, quepar le
point D on tirera DF T parallele d A4 £ yalors les lignes #7748
feronty' en les comptant de 37 vers M, c'eft-a-dire, dans un
fensoppofé 3 PMycac VM =PV P M =r—rc,donc M
we v', Enfuite, en vertu de Péquationk 4~ d = ="', on pren-
dra O A==d, c’eft-i-dire qu’on menera par le point D lali<
gne D O parallele 3 4 T'; alors les lignes £ #feront &', puil~
que DF==0P == 04 4 AP = d+u. Ox conftrvira donc
( 354 ) entre leslignes D O & D ¥, comme afymptotes , une
hyperbole qui pafle par le point £ , puifquon a &/ ¥ =rd==
A Ox AL ; ceste hyperbole rencontrera l'elliple aux deux
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points M & M’ par lefquels menant AR & AR’ paraileles 3
A P, onaura deux points R & R’ par lefquels & parlepoint D
girant DR P & D # R', les parties P R & P'R' interceptées
«lans les angles égaux RAL, K'A 1 feront égales i la Hgnec.

Si en prolongeant Ies afympiotes, on décrit U'hyperbole
wppolie( Fig. 66) 4d' A 20"  dans le cas ol elle rencontrera
Yelliple , elle déterminera deux nouveaux points Jd"',M'" par
Jefquels menant dos paralielesa A £, on aura fur 4T deux
nouveaux points K", R'", par lefquels & par le point D tirant
deux lignes, les parties comprifes dans 'angle T 4 § feront
aufli¢gales ala ligne donnée c. Telle eft en général la maniere
.donton doit 8’y prendre peur réfoudre les quettions déterminées,
qui n’excéderont pas le quacrieme degré.

406. Si Von avoir réfolu la queftion fans employer deux
inconnues, on pourroit néanmoins faire ufage de la mente
méthode ; en introduifant une nouvelle inconnue. Par exemple,
£i Von propoloit de crowv erun cube qui foir dun cube comnual
dans un rapport donne, marqué par le rappore de m én. En
nommant u le cSté de ce cube, on aurowt w3 r@iriming,
& par conféquent n 1 == m &’.

Pour conitruire cotte équaton, je fuppolerols ul == 13

. . . ma’

-alors I'équation fe changeroiten naru=—=mas,'ouzs = —
n

Je conftruirois donc la parabple quia pour équation w*=at

. . ma* . .
& P’hyperbole qui a pour équation riz == ——, L’mtereftion
yp q P q .
n

de ces deux courbes, me donneroit les valeurs de s, .
2

. . - ma
Si I'on multiplie par #, Véquation ru = & quian

y fubfitue de nouveau pour x* {a valeur 2¢, onauraat®*=

ma*u ma ; . A

~—-—,o0n#? ==—u, autre ¢quation 3 la parabole, que
n n

Ton peut conflruire conjointement aveg I'équationu® = a &

On peut remarquer, en paffant, que ces équations font les

mémes qu’on aurcit en cherchant deux moyennes propor-

. ma ., . ]
tionnelles entre @ & —; ainfi on peut conftruire précifément
n

[§
de la méme maniere qu'on I'a fit {395 ). ma
407. L'équation nu’ == ma3, donne u == w

yoit donc que Ja conftruifon des sadicaux cubes o fait par
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fe moyen des feQions coniques, Il en eft de méme des
radicaux quatriemes , lorfqu’ils renferment des radicaux tue

b LY Al . .
bes , comme a‘\/ab’,- car s'ils ne renfermoient que

B A i s
des radjcaux ?uarré: comme ¥ a’y/ab, ou des quantités
rationnelles , leur conftru&@ion fe rameneroit toujouts aw
cercle ; en effet, en prenant une moyenne proportionnelle 15

. 4
entre @ & 5, on aurcit y/ 4’ m ; prenant une mMoyenne pro=

portionnelle 7 entre ¢ & m, on aurcity/ @*n*ouy an qui
exprime une moyenne proportionnelle entre & & 7.

408. Quand T’équation déterminée auroit un plus grand
nombre de termes, onlz conftruiroit toujours d'une maniere
analogue ; par exemple, fi I'on avoit ut - a w'q-aqu -4
@*ru4-sal=—=a,a,q, r, s ttant des quantités connues; ers
fuppofant u*==a ¢, on auroit @® > o’ Ul A gU 4 a* rut
H-sai=o,0u al*qut4.qu - alu sra’ == o,
€quation qui appartient 3 une fedtion conique ; confiruifant
donc cette équation, & P'équation z*==a t , {elon les princis
pes donnés ct-devant , les interfections des deux courbes don-
neront les différentes valeurs de u.

4o09. Mais en introduifant ainfi, arbitrairement, une nou<
velle équation , il peut atriver, que les deux courbes nefe
rencontrent potnt, quoique la queflion qui aura donné Pé-
guation ,ait une ow plufieurs folutions; c’eft pourquoi, pour

viter tout embarras , nous allons expofer un procédé qui a lieu
également pour tous les degrés. ‘

Suppofons, par exemple, que Péquation {oit &? e @ u* s
pau—ga*=osonfuppofera’ —qur +pau—qa*=a’z,
£ marquant une indéterminée, & a, p, ¢ des nombres ou des
lignes connues; alors fi P'on congoit qu’on donne 4 # fuc-
cefliverent plufieurs valeurs 4 P, 4 P, &c.( Fig. 67) & que
Yan porte * les valeurs correfpondantes de £ ( qui feront fa-
ciles 4 avoir, puifque ¢ ne monte qu'au premier degré ) en
P M, P M fous un angle quelconque , que pour plus de fim-
plicité on peut fuppo?%r droit, il en nzitra une courbe, Ox
pour favoir ol cette courbe rencontre Vaxe 4 P, il faur fup-

ofer £ === 0, c¢ qui donne u* — au® 4 pau —g* ==o, cefi-
~dire, I'équation propofée;donc les diftances 40 , A0', AO"

* En obfervant de potter de coeés oppoféy de i'axe A P, celles quify
frouverout aveis des figngs congraircs,
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auxquelles 14 eourbe rencontre 'axe , feront les différente®
q )
wNaleuts de u.
Mais ¢ fi aulieu de calcul, on veut une conitru&ion, cela
. - N . ud
" fera fort 2i(¢ en donnant 2 Iéquation , cette forme, £ == —
u ] . a
— +’-J_ — ¢ ; or la confirultion de chacun des termes
a a

w3 ut
*? a? .
facile & s'exécute par ce qui a €t dit ( 246 %

410, Quandil entreraplus d’une inconaue dans la queftion;
-on peurra ramener la conffrudtion 3 celle que nous venons de
donner , en réduilant toutes les inconnues 3 une feule, parla
.méthode donnée { 1612 & fuiv.)

411, Si la queflion eft indterminée & que l'une des
deux indéterminées qui entreront dans Iéquation, ne .pafle
pas le fecond degré , on pourra toujours conBruire I'équation
4 quelque degré que monte Pautre indétermince, en donnant
3 cette autre indéterminée des yvaleurs arbitraires, & calculant
les valeurs correfpondantes de la premiere ; faifart de celles-
13 des abfifles , & de celles-ci les ordonnées d’une courbe.
JMais fi les deux iodétermindes paflent toutes les deux le fecond
degré, alors il faudra pour chaque valsur que l'on donnera a
une des indéterminées, trouver les v I-urs de Paatre , par la
méthode quon vient de donner. Nous n'entrerops pas dans
un plus grand détail fur les conlrutions de cette derniere
elpece quon renconre dailleurs aflez s2-ement..,

412, Avant de terminer cette frotfieme Partie, nous ferons
encore remarquer quelques ufages de l'application des équa-
tions aux courbes, Puifgue toute équatien 4 une fedton co-
nique eft toujours du fecond degré , & que T'¢quaticn la plus
générale de ce degré peat toujours étre réduite 3 certe forme
de* 4 duep ewfr4 gu 4+ &= o, il senfnit quon
peut toujours {zire paffer une fe&ion cenique par cing points
donnés y pourvu que ces points, pris troisd trois, ne {olent pas
en ligne droitg, parce qu'nne fection conique pe peut rencons
trer une ligne droite en plus de deux points. ~

Eneffet, concevonsque 4,8, C, D, E ( Fig 68.)cient
cing points domnés & qui aient cette condition=# I'on rape
porte ces cinq points A la Jigne A1 qui joint deux d'en=
w'eux, e memant les lignes B F,C F, EG, fpus un anlgé

- ' onil

7] , ..
P2 pour chaque valeur de « donnée enlignes, et
a
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donné , ou perpéndiculaires 3 4 D, alors les diftances A4 F
BF, AC,GE,AH ,HC, AD ,quifon:cenfées connues,
peuvent étre regardées comme les abftiffes & les ordonnées
dune ligne courbe. Or je dis qu’on peut toujours fuppofer
que cette ligne courbe a pour équation de* cu -4 € & 4u
Jt4gu+ h——o; eneftet, fi Yon nomme A F,m; B F,
n; AC,m'; GE,n'; AH, W' ; CH,n" & A D ,m'"";
ileft vifible que , 19, pourlepoint A on aura u —o; & r =0,
ce qui réduir I’équation a A==o0.2°, Pour le point & onaurz
ne=m & ¢ == n; ce qui change I"équation en dm* +cmnq
enty fm4gn=—o,( dcaulequeA=o0). 3°, Pourle point E,
on aurau =—m',1 =—=n', & par conléquent, dm'* 4-c m' v’ 4~

en't 4 fm' 4. gn' == 0,4°, Pour le point C, on trouvera de

méme dm'"* qocm” 0" en'* o fm' 4. gn' = 0.5°, Enfin

pour le point D, olit —o & u==<m", on aura e m'"'* 4.
fm'"z==o0, oufimplement em’" 4 f===o. Or ces quatre équa~,
tionsPenfermant toutes les quantités ¢, e, f, g, au premier
desré, 4l fera facile, par les méthodes de la premiere fedtion ¢
?’en avoir les valeurs; alors en les f{ubftituant dans I'équa-
tion de*~+curt euw 4 fi+gn4u ==o, ou plutdt
dens équation d 2> 4 ui4-eu* 4-fr4.guz==o, ( puit
que & = o), on aura c g, f, g en quantités toutes connues 5
& Péquation & divifera par d. Il fera donc alors facile de conl-
truire la courbe , & de dérerminer fi elle eft elliple, hyperbole,
parzbole ou cercle. Silon ne donnoit que quatre points , alors
undes coéflicients feroir arbitraire, ce qui donne lieu d’im=
‘poler arbitrairement une condition , & deux fi 'on ne donne
que trois paurts , & ainfi de fuite.

On dl¥ngue les lgnes par le degré de letir équation. Ainfi
1a ligre droite , donti’équation n’efl que du premier degré , eff
ligne du premier ordre, Les {eGions coniques font les lignes
du fecond ordre,

On voitdonc qulon peut par la méme méthade, dérera
miner I'équaticn d’une ligre du troifieme ordre, quon aflu-
jettiroit 4 paffer par autant de points moins un que I'équation
générale de cet ordre, 3 deux indéterminées, peut avoir de
termes différents : il en eft de méine dans les ordres fipéricursa

a13, Cette méme méthode peut fervir a lier par une lok
approchée & fimple, plufieurs quantit’ge connues, dont la
loi {eroit ou trop compofte, ou inconfilie. Suppafons, par
exemple , que Von connoifle trois quantités que je repréfente
par les lignes C B E D, G F ,( Fig. 69)& quecesquantités
ciépendent detrols autres 4 B, AL , £ F. lls’agit dz trouves

ALGEBRE, . e Hh "~
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une quantité HI intermédiaire aux premieres, ou qui en foit
veifine, & quidéave de A H de la méme manicre que C B
E D, &c, dérivent de 4 B, 4 D, &ec.

On peut faisfuire 3 cette queflion d’une infinité des ma-
nieres différentes, en prenant une ¢quation d deux indéter-
minées z & rqui ait au moins autant de termes différens qu’il
y ade quaniits telles que € B, E D, G F. Mzis entre tous
ces diff¢rens moycens celui qui donne plus de facilité, pour les
différens ufiges qu'on peut faire de cette méthode ,eft de re-

arder la ligne 1 Hcomme l'ordonnée , & la ligne 4 H comme
'abfcifle d’une coarbe qui pafleroit par les points donnés €, E,
G, %c. & qui auroit pour équation celle-ci, £ =a--4 u4-cu* 4
&c, en prenant aurant de termes que I'on a de quantirés ou de
points C 4 E, G ; & alors fuppofant comme ci-deflus, que # va~
lant 4 B, tvaut CB; que u valant 4 D, svaut D £ quew
valant 4 F ¢ vaut G F, & ainfi de fuite, on aura autant
d’¢quations pour diterminera, &, ¢, &c. quona de points.
Ayant déterminé les valeursde 2, 4, ¢, &c., fi on les fubflirue
dans équationz = a b n 4 ¢ 12* , &e., on aura une équation
dans laquelle tout (era connu, exceptt # & . Sidonc onmet
pour « la diftance connue £ H qui convient a la quantité H I
que 'on cherche, alorson aurala valeur correfpendante de ¢,
c’elt d-dire, HI1. .

On voit par-la, la confirmation de ce que nous avons dit
( 2%2). En effet, fi I'on vouloitimiter le contour d BCDEF
{ Fig. 70 ), onabaiiferoit d’un certain nomore de points de ce
contour, des perpendicuiaires fur une ligne déieminée X 2 5
puis par Ia méthode qu'on vient de voir, on détermineroit
Péquation d’une courbe qui pafleroit par tous cespoints,, & dans
laquelle ¢ étant au premier degré, u montit, an degré marqué
par le nombre de ces points moins un;alors cetie équation fer-
viroit 4 déierminer des perpendiculaires intermédiaires qui
approcheroient d'autant plus des véritables, qu’on aura pris
d'abord un plus grand nombre de points &, B, €y D, &c.

Appendice.

4 1 4. Nous nous étions propofés de faire
entrer dans ce@olume plufieurs autres objets;
mais pour ne point paffer de juftes bornes,
nous fommes obligés de lcs renvoyer au fui-
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vant. Cependant, nous placerons encore icl
quelques propofitions dont nous aurons occa-
fion de faire ufage par la fuite, & dont quel-
ques-unes nous ferviront adémontrer 'unedes
regles que nous avons données (Géon. 361.
Quefl.V1)pour trouver les angles d’un triangle
{phérique lorfqu’on en connoit les trois cotds.

41%. Rappcllons—nous {Cg’om,284,7_85 &272}
que fi a & b repréfentent deux angles ou

inacofbfinbcofa .
deuxarcs, on aﬁ,l(a_;_é):f f ~l;f of

2
& cof (a+b) e mjbr_ﬁmﬁn&, ou (en fup-
pofant pour plus de fimplicité que (r =1/

1% fin (a~-b) = fin a cof b =+ fin b cof a.
2% cof (a+b ) &= cof'a cof b — fin a fin b.
3% fin (a—b) = fina cof b — fin b cof a.
4% cof fa—b) = cofa cofb —+ fina fin b.

o rﬁna__ﬂﬁn a
5% tang a = o ="rr en fuppofant tou-

jours le rayon = 1, comme nous le ferons
dorénavant.

6°, cot @ = -,

41 6. Cela pofé, fi 'on divife la valeur de
fin (a+-b) par celle de cof (a—+4), on aura
%2:2, ceft- a-dire, zang (a--1)

ik e
_fnacofb+finbcofa _cofa  cofb .
—] cofawfb-—ﬁ" {lﬁ;lT——— l*_[z.n (zﬁn_i (Cn dl1

cof a cof b
Hha

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



484 Counrs
vifant le fecond membre , haut & bas, par
. tang a—+zangb
¢ofacofb); donctang (a—+b)= PR
Si au contraire, on divife la valeur de cof

(a-+b) par celle de fin (a4 5), on aura

cof{a4-b) cofacofb— finafink

;[;((7:5 ou cot [a+ é):]i;z a cofb~+finbcofa ¥

ou en divifant haut & bas par fin 2 cof b,
cof a fin b

—

I a cof b ot —rangh
cot (i) = = g
"V fnacors

Si Pon divife de” méme la valeur de fin
{a—1b) par cellede cof (a — b ), & cclle
decof'(a - b} par cellede fin (a —b), on
aura , en opérant de méme, zang (a4 —b) =
?lg a— tangf & cot (a 4 b} :mc a 4 tang b.:

srangatanghd t —cot atang b

4 17, Les valeurs de fin (a~4-b), cof (a-+0),
tang (2~ b} que nous venons d’expofer,
peuvent fervir a trouver facilement les finus,
cofinus & tangentes des arcs multiples d’un
arc donné, & par conféquent les équations
qui ferviroient a divifer un angle en plufieurs
parties égales, Il n’y a qu'd fuppofer fuccef
{ivement b=a,=2a,=13 a; &ainfi de {uite,

Par exemple , en fuppofant b =—=a, on aura
fin2a=12 finacofa,&cof2a= cofacofa—
finafina=Xcof*a—fin"a=1—1 fin*a,
(‘en mettant pour cof"a fa valeur 1 — fin* a )«
En fuppofant b == 2 ayonaurafin 34 =fing
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cof2 a=+fin 2 a cof a,&cof 3 @ e=cof2acofa
— fin 3 a fin a. Or les deux dquations précé~
dentes donnent les valeurs de fin 2 a & de cof
2 a; {idonc on les fubftitue dans celles-ci, on
aura les valeurs de fin 3 2 & cof 3 a exprimées
par les finus & cofinus de Parc fimple a. On
trouvera de méme celles de fin 4. a & cof4a;
Sins a®& cof's a, & ainfi de fuite. On s’y pren-
dra de méme pour avolr rang 2 a, tang 3a, &c.
en employant la formule quidonne tang (a6}
& fuppofant {ucceflivement b=—a, =2a=&c.
41 8. Sil'on ajoute enfemble la valeur
de fin (a+b) & celle de fin (a—b ), 0maura
fin(a4~b)—+fin (a—b)=2finacof b,
& par conféquent finacof b=2 fin{a-+b)
=~ fin (a — b ). En ajoutant parcillement la
valeur de cof (a5 ) avec celle de cof (a— B),
ontrouvera 2 cofa cofb=cof{a+b) 4 cof
(a4 24}, 0u cof a cof b="1 cof (a4 b )~
L cof (a—b). Au contraire, en retranchant Ia
valeur de cof (a--}) de celle de coffa—b ),
on trouveraz fin a finb=cof (a—"4)—
cof(a—b ), & par conféquent fin a fin b =
teof{a—b)—%cof fax-b). _
419.S5ion fait a4-b==m & a—b=n,
on aura, en ajoutant & retranchant , & divi-
fant enfuite par2,a=1m4Ltn,& b=
Im—Xn,doulon conclura facilement des
dernieres formules qu’on vient de trouver :

1°fin mefin n=afinf m-tn) xcof (m-in).
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2%, cof m-cofn=2coff tm=-;1) x cof (*m-3n}.
3°, cof n—cofm==afin(*m<-n (X fin(*mn).
Toutes ces propofitions nous feront tres-
~utiles ; on voit avec quelle facilité elles fe
trouvent & fe démontrent par le calcul.
Nous nous bornerons pour le préfent , a
en faire voir 'ufage pour la démonfiration
de 1a regle donnée ( Géom. 361. Quefl. VI I,
42 0. Soit donc ABC( Fig. 71/ un trian-
gle fphérique , A D un arc de grand cercle,,
abai{lé de l'angle 4 perpendiculairement fur
fe coté oppofé BC; prenons fur ce méme c6té
BE=BA, & ayant imaginé l'arc de grand
cercle AE, par fon milicu O & par le point B,
imaginons aufli 'arc de grand cercle BO ,qui
diviferatangle AL C en deux parties égales.
Cela pofé, dans le triangle EBO, onaura
{ Géom. 349 ), en fuppofant le rayon = 1 ,*
1:finBEoufin AB:: fin OBE ou fin t 45C:
Jin OF; donc fin OF ou fin: AE = fin AB %
Jin; ABC; ou, enquarrant, fin* - A E =
Sfin* ABxfin*1 ABC;or nous venons de voir
(417) que cof 2 g==1—2 [in*a, ou, en faifant
2a=t, cofm=1 —afin* m;doncfin* i m
== —2cof'm, & par con{féquent on peut ,
au lieu de fin * L B mettre Lo 2 cof AE;
on aura dOHC{-——} cofAE:ﬁn’ AB s
Sin* > ABC; or (Géom. 357) ona, dansle
triangle 4 B C, cof B D : ¢cof C D ou
cof (BC-BD ):: cof AB: cof AC; Ceftadire,
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cof B D:cof BCcof BD +fin BCfin BD::cof A B:
cof AC, & par conféquent cof BD cof AL =
cofd B cof BCcof BD—~cof AB fin EC finBD,
d'od Pon tire f BD_cofﬂDcofAC—cq/ABco/BCm/'BD ,
od Pontire fin = _

cof AB fin BC -
Par le méme principe, on aura dans le trian-
gle BAE,cof BD : cof DE oucof (A8—BD)
2:cof AB:cof AE;Cett a-dire,cof BD :
cof AB cof BD 4« fin AB fin BD :: cof 4B :
cof A E ;5 donc cof BDcof A E ==cof A B
cof ABcof BD~+cof AB fin AB fin CD , d’ot
cof BD cof AE —cof* ABcof BD |

Yontire fin BD— cof AT Jru B ;.
égalant ces deux valeurs de fin B D, & fup~

cof B D
Cof 4B
oun aura , apres lgs opérations ordinaires,

Jind Beof AC—~cof AL finAd Beof B Ctcof* ABfin BC,
cof AL fin BC ’
fubftituant cette valeur dans I'équation + —
feof AE=fin" AB[in* + ABC, on aura
finABcof ACq.cof AR fin ABcofBC-cof* A BfinBC

: fin B C

== fin* AB fin* - ABC; chaffant les dénomi~
nateurs , & mettant enfuite dans fiz b C—
cof* AB fin BCou fin BC (1 —cof* AB), au
licude t — cof* AB, favaleur fin* A5, &
divifant enfuite par fin 4B, onaura fin BC
Sin AB—cof AC+4-cof AB cof BC =2 [inABx
fin BC fin*>: ABC;or (415)cof AB cof BC—-
fin BC fin AD == cof (EC — A B }; donc

primant enfuite le faGeur commun

I
. —
2
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cof (BC—AB) —cof AC=2 fin AB fin BC
fin* = ABC; mais (4:9)60[(BC—AB)10[AC
=2 fin(* AC4>CB—4B)/in(: AC—: BC
+ * AB) qui eft la méme chofe que.....
3fin (L ACH3 B Cys AB—AB) fin(3.AC43 BCs AB—BC)
ou ( ennommant S Ia fomme des trois cotés),
la méme chofe que2 fin (1 § — 4 B)x
fin(+8§—BCl;doncafn (:§—AB)x
Jin(+8—BCsx2 (i1 AB fin BC [in* ; ABG,
d’ou aprés avoir divifé par 2 , on tire fin
ABYinBC: fin(* 8§ — AB) x fin (+ §— BC)
sr1ourst: fin*t ABC 5 ce qui donne, en
employant les logarithmes , la régle quiil
g'agifioit de démontrer.

FIRXN

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



/A7 N

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



	Page de titre

	Préface

	Table des matières

	De l'algèbre

	Première section : dans laquelle on donne les principes du calcul des quantités algébriques

	Seconde section : dans laquelle on applique l'algèbre à l'arithmétique et à la géométrie

	Planches




