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LES connoiirances que nous avons eupoPei 
dans les deux volumes pric6dents , fervent do 
bafe à toutes les parties des Mathirnatiques ; & 
la méthode que nous avons fuivie pour les pré- 
{enter , peut iervir à parer à des vérités plus 
compofées. Mais en réfléchiffant fur cette m6- 
thode, on a pu remarquer que le nombre des pro- 
pofitions qu'on efl obligé de ie rappelter pour 
l'intelligence d'une propofition nouvelle , s'ac- 
croît à mefure que celle-ci s'éloigne de l'origine 
de  Ia chaîne qui les lie les unes aux alitres. 

Cette nianiere de procéder à la  dérnonfh-. 
tion ou à la recherche des vérités mathérnz- 
tiques, efi fans doute lumineufi: mais elle de- 
vient de plus en plus pinible à rneiure que ces 
vérités s'éloignent davantage des connoiffances 
primitives : elle a d'aiileurs l'inconvénient d'exi- 
ger de  la part de I'efprit , de nouvelles reffources, 
de nouveaux expédients, à mefure qu'on paffc B 
de nouveaux objets. 

Cependant, quelque différents que foient lesy 
objets des recherches mathématiques , les rai- 
ionnemens & les opérations qu'ils exigent, ont 
des parties communes qu'on peut ramener à des 
regles générales, à l'aide defquel1es on peut fou- 
lager l'efprit ci'line grande partie des efforts que 
chaquz nouvelle queition Îembleroit exiger. La 
mithode qu'on appelle RndlySe, efi celle qui en. 

a ij 
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feigne à trouver ces regles ; & l1in!Irument qu'exe 
emploie pour y parvenir, sYappel!e l'Algèbre. 

L'Alg?bre, ou  l'art de reprélenter par des 
Ggnes généraux toutes les idées qu'on peut iè 
former relativement aux quantités, elt à pro- 
prement parler, une Iangue en laquelle nous 
traduifow .d'abord certaines idées connues ; puis 
par des regles conitantes, noils combinons ces 
idées à l'aide des caraEieres de cette laigue ; & 
enfin, interprétant les réruItats de ces combinai- 
ions , nous en concluons des vérités que toute 
autre maniere de procéder auroit renCues d'un 
accès très-difficile, & auxquelles même il leroit 
fouvent i~npoflible d'atteindre par une autre voie. 

Les avantages principaux qu'on peut retiret 
de cette.fcience, font donc de fe faciliter l'intel- 
ligence -& la découverte des vérités matlié- 
matiques , & de fe procurer des moyens faciles 
& des regles générales pour réforidre toutes les 
quefiions qu'on peut propofer fur les quantités. 

Les méthodes de l'Algèbre ne nous étoient 
point néceifaires dans les volumes précédents, où 
les objets étoient fimples ; mals la fynthèk que 
nous y avons employée, ne peut nous procurer 
les mêmes facilités pour traiter ceux qui nous 
reffent à parcourir, D'ailleurs une des chûfes 
qu'on doit avoir en vue dans IYé:ude des Ma- 
thématiques, c'elt moins d'xcumuler un grand 
nombre  de propofitions , que d'acquérir I'efprit 
de recherche & d'invention qu i  feu1 peut faire 
mettre à profit les connoiffdncês que l'on a ac- . c qui es ; or la mzniere de ~ r o c ~ d e r  en Algèbre 
~ - - d  a'i:e&ement à ce but, 
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P R B F A C E .  v 

L'objet principal que m u s  nous propolons , 
en donnant YAlg?bre dans ce volume-ci,  eit dc 
nous mettre en état de traiter dans le fuivant, 
l a  Méchanique , d'une maniere 'facile & ~itile.  Mais 
pour  tirer de l'Algèbre les avantages qu'elle peut  
p rocurer ,  il faut s'être rendn familier l'ufage 
des d i ~ r e n t e i  opérations enfcigne , & 
s'être acccoutumé à interpréter les phraies-de cette 
langue ; c'efi pour  cette raiion que  nous avons 
renferme dans ce même volume,  pluheurs appli- 
catiom de l'Algèbre à l'Arithmétique & i la 
Géométrie. Nous nous étions propofés d'y f.iire 
entrer enGore une autre  branche de l 'Analyk,  
celle qui regarde les quantités confidérées comme 
variables ou du moins, d'en donner ce qiij nous 
fcroit né~effaire  pour quelques applicatioils utiles 
S. la Méchanique ; mais une efpèce de néceGté 
de conferver à cette troiGeme Partie le même 
caradere ci'imprefion qu'aux deux preniiereç , 
ne nous permet pas, d'exécuter ce  projet pour le 
moment ,  fans yalIer de jufles bornes. 

Les d a r e n t e s  méthode$ qu'on a fuivies jüf- 

qu'ici, pour  e x p r e r  les principes de iYAlg?bre,  
fe réduiieiit à deux principales. L a premiei e con- 
fifie à donner les r r ~ l e s  des quatre ope';..~tioiis 
fondamentales , & celles q u i  con,iuiCent à la  
réfolution des é q u e t i ~ n s  Cu prcmier drgré, F r  
une voie qu'on peut xgardcr cocin-e fYiith:ti- 
que. La feconde, qui  e!? purement andipti$tic, 
conduit à t rouver  ces rti;:;s, en prupdcii~t des 
queitIons dofit 11  iélolutioq exige certilines opé- 
rations & cert.iins raifonixrnr=ns, que  par u n  
examen poltérieur , o n  t rouve revenir les n G m s  
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dam toutes les queilions & que par conféqüxit 
o n  érige en regles généràles. Cette dernicre rné- 
thode fernbleroit d'abord préférable à la pre- 
miere, en ce qu'elle paroit devoir flatter l'amour- 
propre des commençants., & irriter leur curiofitL 
Mais ii l'on fait réfléxion , qu'alors l'attention 
elt néceffdiretneht pattapée entre trois objets, 
fççevoir , l'état de la quefiion, les taifonnements 
pour l'exprimer algébriquement, & les opéra- 
tions qu'il faut faire à l'aide de fignes dont la 
fignification échappé d'autant p!us aifiment 
qu'on eit encore moins exercé à repréfenter fcs 
idées d'une maniere abitraite , i1 me femblt: 
qu'on doutera que cette me'thode ioit la meil- 
leure, dafis les commencements , pour le plus 
grand n o m b ~ e  de letteurs. Ne produirait - e5e 
pas, au contraire, un effet tout oppofé à celgi 
que  quelques - uns l u i  attribuent r Les raifonne- 
ments qu'elle exige, quoique firnples dans Ies 
cofnmencernc!nt$, où , hns  douté , on ne traire 
qiie des quefiims fiaples , ces railonneirientç , 
dis je, devant être tirés du fonds même Ce ceTui 
qui  opere , ne l'liurnilieront - ils pas , Iorfqu'iIs 
ne  fe prélènteront pas à lui ? L a  méthode d'in- 
vention fuppoie toujours une certaine f i n e f i  : 
c'eit celle qu'ont dû  fuivre les inventeurs, & pat. 
confe'quent celle des hommes de' génie ; or ceux-ci 
ne font certahement pas le plus grand nombre, 

Ce font ces confidérations qui nous ont dé- 
terminé 3 fuivre la premiere méthode pour l'ex- 
pofition des regles fondlmentales ; mais tomme 
un  des objets que n0u.r nous propofons, efi d é  
faire acquir i r  au fe&eur cette méthode d'inven- 
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tion , nous n'mons fuivi la premiere, que jid- 
qu'où il nous a paru nécefiire de le faire, pour 
que le dé fu t  d'habit~ide des fignes algébriques, 
ne fût plus un obitacle à l'intelligence de ce que 
nous aurions à préfenter. 

Nous ne dirons rien de la maniere dont les 
choks font traitées ; ce nleit plus à nous à la 
juger. Mais nous croyoiis pouvoir nous arrêter 
un moment fur quelques-uncs des matieres que 
nous avor,s confidérées ; elles font de deux fortes : 
les unes élhentaires ; les autres, au moins pour 
la plus grznde partie, fuppofent qu'on s'efi rendu 
les premieres très-familières. Pour les unes & 
pour les autres, nous avçm fait enforte de ne 
rien omettre de ce qui peut être utile. Nous 
avons diflingué celles de la feconde forte, par 
.de petits caraAeres : quelques nQtes répandues 
dans l'ouvrage, & qui appartiennent à la  partie 
élémentaire, font à la vérité du m h e  caraaere , 
mais elles font diltinguées par une étoile. Pdrmi 
les objets compris fous le petit caraoere, nous 
avons renfermé, entre autres choles, rO. le Pré.. 
cis d'une méthode, qu'on trouvera avec plus 
d'étendue dans les Mémoires de l'Académie des 
Sciences pour l'année 1764, & qui a pour objet 
l'élimination des inconnues dans les équations. 
C'eft une partie de SAlgèbre , fur laquelle il y a 
encore bien des chofes à faire (*) , & qui importe 
d'autant plus à 1.a perfeaion de cette fcknce, 

(+) Depuis la premicre Edition de cet  Ouvrage ,  cette partic de l'Al- 
peiire ne nous paroû plus Iniffer les mêmes chofes à defirer. Voyez  
POuvrage qui a polir titre ; ThCorie pCnhaio des Eguarions, q u e  ncw 
ayons publié ca 1772, 
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que  l a  rd!-olutioil générale dos équations en dé- 
pend aS{.Iüment. 2". Un2 méthode pour l a  réfo- 
lution des équatior?~. Nous  ne dirons rien des 
teiitatirres qui ont  été faites fur cette matiere 
ccptiis la naiff-mce de  l'analyfe. Nous i emar -  
q ~ c r a n s  feulcme.nt que jufqu'à nos j o ~ r s ,  on n'a 
pas pagi  le quatriemç degré ; on n'a pzs même 
eu une méthode uniforme pour les dugris qz'on 
f a i t  réiuudre. On t rouve ,  à la vér i té ,  dans l 'Ana- 
IyTe démontrée d u  P. Reyneau , uiie niétli?de 
q;c l'on y d a n n î  comme géoérale, Vr qni eR 
dur à M. Tfchirnaüs, qui la publia dans les aaes  
de Leiplik ; mais indépendamment des calcuTs 
rebutants cYL iuperilus a~iuquels elle entraîne, elle 
ne rXufit pûur le quatrieme degré, que par une 
m ~ d i f i c ~ i t i o n  de  la regle ; & quelques réflexiom 
h r  la forme que doivent nicef i i rement  avoir 
les rlcines dcs équations des degrés f i~périeurs  , 
font bientôr voir qu'elle ne riuiliroit poiiït 
paffé !e quatrieme degré. Les  bornes que les ma- 
tieres plus ~iéce!Lires à notre objet m'ont forcé 
de donner à I'expoiition de  la méthode que 
je propoie, m'ont ernp<ck5 d'entrer dans quel- 
ques détaiis C x  fon âppiication au cinquieme 
degré & aux dcgrés iiipéricurs. Je m'étois même 
propof; de ne rieri priblier Tur ce fujet , que 
lodque ,  libre d'autres occupations, j'aurois pu y 
donner l a ,  perfc&ion dont  je Ie crilyois furcep- 
tible; mais M. Euler  ayant publié dans' le tome I X  
des nouv. Cmmenc. de Pécerrbour.,o, qui vient du 
paroî t re ,  u.-ie méthode fur  la meme matiere , j 2  

donne ici les chofes, telles que je les ai trouvées 
d'abord, c'eit-à - dire ,  fur  la f in  de 1761. Au 

reilo 
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refle , on trouvera plus de détails dans les Mémoi- 
res de  l'Académie ; on trouvera entre autres 
choies, une méthode pour !es équations, dont  
le degré efi marqué par un nombre compofé ; 
cette méthode fimplifie le travail dans ces cas : 
nous aurions pu l'employer ici pour le quatrieme 
degré ; mais dans le derein o ù  nous étions d e  
faire voir ce que l'on pouvoit prérumer de l'appli- 
cation de notre méthode,  aux degrés fupérieurs , 
nous avons préféré d'obferver l'uniformité. 

Sous le même caraaere d'imprefion font en- 
core compris beaucoup d'autres objets que nous 
avons cru devoir traiter, pour ne pas obliger de 
recourir ailleurs. 

Dans la ieconde S rB ion ,  nous nous fommeç 
attachés à faire voir la maniere d'appliquer l'Al* 
gèbre , d'en traduire les réfultats, de les exprimer 
par lignes. Nous avons tâché de faire bien enten- 
d r e  comment irAlg&bre comprend, dans une même 
équation, tous les différents cas d'une queflion ; 
ce que fignifient les différentes racines, pofitivei, 
négatives , réelles ou imaginaires. 

La connoiffance des principales propriétés des 
fe'eCtions coniques, nous a paru devoir entrer dans 
notre  plan, quelques-unes de ces courbes fe ren- 
contrant affez fouvent dans I'Architeaure Na- 
vale. Enfin, leur ufage pour la confirutlion des 
équations nous y a encore diterminé. Woiis 
avons fait enforte de préfenter ces objets, & plu- 
fieurs autres qu'on trouvera dam le  cours de  
l 'ouvrage, de  rnaniere qu'ils devinffent le germe 
de coimoiifances plus étendues pour ceux qui 
de5rcront les acqvéi ir. 

b 
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L'AL G E B R E .  

P R E M I E R E  S E C T I O N ,  

Dans l a q u d e  on donne les principes 
du calcul des Quantités  algébrique^. 

I . LE but de la Gience qu'on appelle 
Algebrc , eit de donner les moyens de rame4 
ner à des regles g6n6rales la rérilution de 
toutcs les quefiions qu'on peut propokr 
fyr les quantitds. 

* 

Ces regles , pour être gtnCrales, ne doi- 
vent pas dipendre des valeurs particulieres 
des quantitts,que l'on confidere, mais bien 
de la nature de chaque quefiion; & doivent 
& i r e  toujours les ~ n ê ~ e s  pour toutes les 
quefiionf d'une m h e  efpke. 

Il fuit de Ià que I'Algebre ne doit point fc 
A L G B B I ~ E .  A, 
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borner à employer , p o x  reprefenter les 
quantités, les memes caraaeres ou :es m h e s  
&nes q u e  IYAritlirn&ique. Ençffct, Iorfquç, 
p i  les regles de celle-ci, on eR parvenu à 
un rtîultcit , rien ne retrace plus à l'efjrit la 
route q u i  y a coiiduit. Qu'une ou plulieurs 
opSrations arirhméciques m'aient doniié I 2 

pour -réFdrat, jc ne vois ricn daiis 12, qui 
m'indique li ce nombre €if venu de la  mul- 
tiplication de 3 par 4 ,  ou de 2 par 6 ,ou de 
l'adiiition de 5 avec 7, o u  de 2 avec r O, ou,  
e;l gdnéral, de toute autre cqmbinaifon d'o- 
pdrations. L'Arithmdtique donne des regles 
pour trouver certains réhl ta ts  ; mais ces 
; th l ta ts  no peuvent pas fournir-des regles. 
L'Algebre doit remplir ces deus  objets; & 
pour y parvenir,elle repréfentc les quantités 
par des lignes géndraiix, ( ce font les lettres 
de l'Alphabet ), qui n'ayant aucune relâtion 
plus prt iculiere avec LUI nombre qu'avec 
tout  autre, n e  rcpréfenrent que  ce qu'on 
veut ou ce que l'on convient de leur faire 
repr,éfenter. Ces figiies toujours prdfents aux 
yeux dans toiite l a  fuite d'un calcul, confer- 
Geiit, pour ainfi dire, l'empreint&des op6  
rations par lefquelles ils paflknt ; ou  du 
moins ils ofTrent dans les rdliiltats de ces 
opérations, des traces de la roirte qu'on doit 
tenir pour arriver au même büt par les 
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moyens les plus fimples. Nous ne nou4 at- 
tachons po in t  ici à ddvelopper davantage 
cette légere idde que nous donnons de l'Al- 
oebre ; La fuite de cet Ouvrage y eiZ defiinCe. b 

Non-Ceulemelit on repréiènte, en Alge- 
bre, les quantitds, par des figne! gdndraux : 
on y repréfente au f i  leur lnaniere d'être les 
unes à I'dgard des autres, & les diffdrentes 
opdrations qu'on a deflëin de faire fu r  elles : 
en un mot, toüt et? reprtiè:itation ; & lorf- 
qu'on dit qu'on fait une opdrat ioi~,  c'eit u n e  
nouvelle forme qu'on donne à ilne quantitd. 
A mefure que nous avancerons, nous ferons 
connoitre ces diff'éreiito's-manieres de repré- 
îenter ce q u i  a r a p p o r t ~ m x  quanticds. , - 

Des opérations fondamenralts fir les 
Q u a m  ittis conidérées gz'nérakmenr. 

2 .  On fait en Algebre, fur les quantitCs 
repréfentdes par des lettres, des opdrat ions  
analogues à celles qu'on fait en Arithmdti- 
que fur Les nombres ; c'eit-à-dire , qu'on les 
ajoute, on les Couftrait , on les multiplie, 
on les diviiè, &c ; mais ces oprrations dif- 
fcrcnt de celles de 1'Arithnzétique , en ce 
que leurs réîL!t3ts ne b n t  fouvent que des 
indications d'oiiCrarioas arithméciques. 

A 3 
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!i# C O U R S  

De 'Addition E> de le Soi l j fa~ion.  
/ 

, 3 .  L'addition des quanti t ts  femblzbles 
n'a befoin d'aucune regle ; il efi tvident quc 
pour ajourer u n e  quanti t t  reprkientte par a,  
avec la mÊme quantitéa, il faut &rire 2 a. 
Pour ajouter 2 a ,  avec 3 a ,  i l  faut dcrire I a ,  
& ainfi de h i t e .  

Quant aux quantités diffemblables, & 
qu'on reprdi'ente toujours par des lettres dif- 
fdrentes, on ne fa i t  qu'indiquer cette addi- 
t ion ; & cela s'indique par le  moyen de ce 
figne +, qui fc: prononce plus. Ainfi, fi l'on 
veut ajouter une q.uan,tité rcpréfentée par a, 
avec une autre rep&.eric6e par b,  on  ne peut  
faire. autre chofe qu'&rire a +  b ; enforte 
qu'on ne coiinoit véritablement le réfultar 
que quand o!i connoît les valeurs parti- 
culieres des quïntités re~réifentdes par n 
& p a r b ; f i a v a u t s ,  & f i b v a u t  12, a + b  
vaudra 17. * . 

Pareillement, pour ajoiiter sa + b, avec 
g a + z c  & 9 b - + 3 d ,  otiécrira5a-t- j b  i- 
pa + 2c+gb + 3 4  & raffeinblant les quan- 
bit& femblatiles , on aura 14 a+ 12 b + z c 
4- 3 d. 

4. 11 y a les mêmes chofes à dire fur la 
foufiraLlioti que iiir l'addition. Si les quan- 
tités font fernblables, on n'a befoin d'aucune 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D E  M A T H ~ M A T I Q U E S .  9 
regle : il efi kvident que fi du 5 n on veut 
retrancher 2 n, il refte 3 a. - 

Mais fi les quantitds Cont diffemblables, 3n 
ne peut qu'indiquer la fouitraLIion; cela s'in- 
dique à l'aide de ce figne-, qu'on prononce 
en diiant moins. Ainfi fi l'on a b à retrancher 
de a, on Ccrira a-b. Pour retrancher ? b ,  de 
g a, on écrira fa- b. Pour retrancher 5 a 
+- 4 b, de sa-t- 6b, on &rira 9a 4- 66 - J P  
-+b,  & fairant déduaion desquantitésfem= 
biables (ce qu'on appelle faire l a  rédudzon) ; 
on a pour reite +a -i- 26. Enfin pour retran- 
cher $ a + - 3 6 +  4c de d a + 4 6 + 4 d ,  on 
C c ~ i r a  b a + . + 6 ~ + - 4 d - ~ a -  3 6 - + c ,  & en 
réduifant , j o l i  aura a -1- 6 + qd - +c. 

j . l i n  nombre q u i  prtcede une lettre, 
s'appdle le cotficienr de cette lettre ; aimfi 
d3ps 3 6 , 3  efi le coèficient dz I;, Lorrqu'une 
l e t t r e  doit avoir i pour coëGcient , on ne  
meL pointce coefficient : ainG lorijue de ga 
on r ~ t r m ç h e  za, il reite l a ;  on &ri t  feule- 
ment a. Il faut donc  bien fe garder de 
çroire que  le  coëfficient d'une lettre, IorG 
qu'il ne paroît point, {oit zkro ; il eft alors 
1'0nird on 1. 

6. Il importe peu dans que l  ordre on derive 
les qucintitds qu'onajoute oiiqu'on remriche; 
ii l'ail a a à ajouter a v c  6,  on peut indiE& 
remment dcrire a -i- 6 ou 6 + a ; & pour rcs 

A 3. 
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trancher b de a, on peut  Ccrire dgnlement 
a-P o u  -b+a. Mais  comme o n  prononce 

us aiErnent les lettres, dans ~'cr!re alpha- 1: t ique que dans tout autre, iious h iv rons  
cet ordre autant que nous le pourrom. 

7. Remarquoiis encore que  iorrqii'une 
qliadtitC n'a p i n t  de figne, elle eit cenfie 
avoir le figne 3-; a cit la  mtmé chok q u e  
u n .  011 rR daos l'iifage de filppriinet le 
figne dans la qu'ancitd qu'on écrit h pre- 
rniere , lorîque cette q u ~ n t i t i  doit  avoir Io 
Eigne +; mais fi elledevo't avoir le figne-, 
3 ne faudroit pas l'omettre. 
r -83 linrfqu'apr&s-.une npdration on pro- 
cede à la rédufiion, il peQt arriver que  l'on 
ait une ii r é~ ranche r  d'une a u t r e  
plus perite : a l a i s  an retranclie l a  $lus pc- 
rite, de ia  pliis grande, & on  donne au 
reftz, le fignc da la plus grande. Par exem- 
ple, fi aFr& avoir ajout6 2a + 3 6 ,  avec 
s a  - 7 b ,  on veut réduire le rdfulear 2a -i- 
36 + sa - 76, on écrira 7 a  - +&, en re- 
tranchant de 71i, & donnant  au refie +6, 
le figne qu'avoit 7b. En effet le figne-de 76 
dans la qunntitd ~ a - 7 l r ,  indique que 76 doit: 
être retranclié ,1n3is fi l'on vient à airplen- 
ter  ya - 76 de la quanti tk 2 a  -t 36 ,  il efi 
viiible que  les 36 qu'on a joute ,  diminuent  
d'autantia foufiraEtion qu'on a ~ ~ i t  i faire; il 
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n e  doit donc plus y avoir que +b i retran- 
cher ; il faut  donc qu' i l  y a i t  - 4b dans le 
féfultat .  De 1 i  nous conclueroils cette regle 
gdnkrale :L'alidirion des quan rites a l g d v i p e s  
j f i i r  en icrivant leurs parties, d L1 J Z t e  les 
une3 des autres , avcc kursJ'rzrs tels quails 

font : on riduit en fuite lss quantirés fèniblables, 
à une/iuie, en raflnibianr duune p a r t ,  rourrs 
celles qui ont le figrze 3- , G d'une autrepnrr , 
routes celes qui onr le Pgne-; enph ofi retran- 
che le p h  peti t  r<hlrar, du pius grand, 0 on 
d c m e  nu rejte , I ' e ~ ~ n r  p 'avo i t  Lep fus grand. 

O n  veut ajouter les qua t re  quant i tds  fui-. 
vantes : 5a- t -3b -qc  

2 a -  $6-1-tic+-zd 
a - + b - z ~ + ~ e  

7a-t-.+h - 3 c -  de - -.-- 
Somme. . . . . ~ ; a  + 3 b - 4c+ ~ a - $  b t :  

6 c + z d + a - ~ b - 2 ~ - +  3e -i- 7 a + + b  

F a i m n t  la  rddutlion, j'ai pour les a, i 5 a; 
pour les b , j'ai +- 76 d'une part  & - 96 de 
l'autre, &par  codéquent  - 26 pour refte ; 
pour les c, j'ai-pc d'une part ,  & -& 6 c  de 
I'aritre, & par confi5qmit - 3c pour refte 4 
rdduifant les aurrcs de mêmz , on trouva 

Aq. 
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enfin 1 ~ a - 2 b - ; c + z d - 3 e .  
7.  Les quantirés EparCes par les lignes 

-i- & -, s'appe!lent les rrrrnc.s des quantitts 
dont elles font parties. 

r O. Une qunil:icd eit appellée Monome, 
Biizome, Trirzom~,  &c, felon qu'elle eit com- 
pofde de 1, ou  d e  2, ou  de j &c,  termes ; 
& une quanti tk compofde de plufieurs ter- 
mes dont on ne difinit  pas le iiombre, s'ap- 
pelle el1 gtndral  un Polynorne. 

1 1 .  A 1'6,gat-d de la fiouitrai3ion des - 
quantités algébriques, voici In regle gknd- 
rale : Change;; ies/iRnes des mmes  de lu quan- 
tiré que vous Ceve? JouJfi-airt., cJeJt-à-dire , 
changee-1- en -, €+ - cn +; ajoute-( enfuite 
cette quantité, ainj chmgLe, avrc celle d o m  
or2 doit fo@raire , ~édur/gq. 

De 6a - 3b t . 4 ~  011 veut retrancher la 
quantitd sa - 5 b + 6c. 

A la  h i t e  de 6a - 3 b  + qc, j'ecris - sa 
-t- j b - dc, qui eit la fzconde quant i té ,  dans 
laquelle oq a changé les lignes ; & j'ai 6a- 
3 b i - 4 c - ~ a - i -  s b - b c ,  & e n  réduifant, 
a 4- 2b - zc pour refie. 

Pour rendre raironde cette regle, prenons 
un exemple plus iimple. Suppofons  que de 
a on veuille retrancher b, il e8  dvident qu'on 
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doit Ccrire a - b; mais fi de a m  vouloit re- 
trancher b-c, je dis qu'il  faut &ire a-b + c; 
en effet il eit clair qu'ici ce n'eit pas b t ou t  
entier qu'ii s'agit de retrancher, mais feule- 
ment 6 diminué de c; fi donc on retranche 
d'abord b tout entier en  écrivant a - b, il 
faut enfuire,  pour compcnfer , ajouter ce 
qu'on a ôté de trop, il f a u t  donc ajouter c, il 
faut donc Ccrire a - b + c ,  c'eit-à-dire , 
qu'il fàu t  changer les iigiiés de tous les 
termes de la quant i t i  qu'on doit fouitraire. 

Dans lesnombreo, cctte attention n'eit pas 
ndczffaire,parce q u e  fi l'on avoic 8-3, par 
exemple , a tetrancher de i 2, o n  commen- 
ceroit par diminiaer 8 de 3 ,  c e  q u i  donricroit 
5 qu'on retranchcroit de 12, &-on auroit 7 
pour reite; mais on voir aiin? qu'on poiir- 
roit retrancher d'abord 8 de 1 2 ,  & XI refie 
+. ajouter 3 , ce q u i  donneroit Cgalement 7; 
or c'eit ce dernier parti qu'on prend & 
faut nCceKairanent prendre en Algebt-e 5 
parce qu'on ne peur faire la r idua ion  p~dli- 
minaire comme fur les nombrec. 

I 2.  Les quantirts précédées d u  ligne+, 
fe nomment quantltdspofi~ives; & celles ~ u i  
font ~rdcdddes du  figne - , fe nomment! 
qua~ t i t d s  n b i i v e s .  Noils entrerons par la 
h i t e ,  dans quelque détail iUr la  n a t u r e  & les 
uf3gçs de ces quanti& conridérdes idpar& 
ment l'une de l'autre, 
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I 3 .  La multiplication algébrique exige 
quelques co~ifid&arions q u i  lui [ont particu- 
lieres, & q u i  11'011t pas lieu dans la  multipli- 
c a t i n  arifhméti?ue. Indépendamment des 
quantités, il y a encore les fignes à con- 
@dércr. 

)\ " 
&.refte j a à38 confidu'rer que les valeurs 

nu@ériques des quantités reprdfentdes pap 
les lettres, on doit fe  forme^ de la mulcipli- 
cation algébrique la  même idde que  de la  
qultjpljcîrion arithrnttique ( Ariih. 40 ) ; 
ainfi, multiplier iz par b, c'efi prendre la quan- 
t itd reprérende para  ,autant de fois qu'il y 
a d'~111itds dans la quantitg reprkfcntde par b. 

T -1.. Mais comme l'objet efi ici de faire 
oa de repréfenter la multiplicarioa indépen- 
cialninent des valeurs niimtrioues des auan- 

L i 

fites, il faut coiivenir des lignes par ldquels  
qous indiquerons cette multipliation. 

0 1 1  fai;[ouveor ufage de ;e fi giie x, qui  
f i p i  fie niuZ+lié;bar; enrorte que axb G$nifie 
a inultiplit par  b, ou que l'on doit multiplier 
a Dar  b. 

' ~ n  fait auf i  ufage d u  point, que l'op in- 
terpofe entrz les deux quantitts qu'on doit  
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B E  M A T R ~ M A T I Q U H S .  1 1  

Enfln on indique encore la multiplication, 
-( du moins entre les quantitds monomes ) en 
ne mettant  aucun fiiiie ent re  le multipli- 
cande & le  mirltiplicateur, ai11fi a x b , a. b , 
a b h n t  trois exprefIions dont chatune défi: 
gne qu'on doit multiplier a Far 6.  Cette der- 

' niere eft la plus ufitCe. 
I 5 . Pour multiplier a b  par c , on lcrira 

donc n Bc. Four multiplier a b  par cd, on 
écrira a b c  d ,  & ainfi de fliitc : i l  importe 
peu d'aifieiirs dans quel  ordre ces le t t res  
foient Ccrites, parccque ( Arirh, 44 ) le proL 
duit eit toujours le mêmv dans quelque ordre 
qu'on multiplie.. 

I 6. Lors donc qu'à l'avenir ~ o u s  ren- 
conrrerons une quan t i t é  comme a b, ou a h ,  
o u  a b c  d, &c, dans lxquclle piufieurs lettres, 
fe trouveront écrites de fuite fans aucun 
figne, nous en concluerons que cette qrian- 
t i t é  reprdiènte le produit de la multiplica-. 
tion kiccefive de chacune des lettres qui  
la compofent. 

17. Nous avons notnnd (Arirh. 42 ) 
fitteur d'un produi t ,  tou t  nombre qu i ,  p x  
la r n ~ l t i ~ l i c r i r l o n ,  a concoiii-ii à fornier ce 
produit ; aiidi dans a b  , a & b font ics fac- 
teurs ; dans a b  c , les faaeiirs font  a ,  b , c ,  
& aiilfi de fuite. 

r 8. Il f~iit de fa regle que nouo venons 
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d ~ '  &nmr .( r 5 1, que té produir de la ntulti- 
piicaiion d r  piüfiars quanrités algebriques 
monomes, d o i r  rcnjrmer toutes les lemes qui 

J i r m r  vent raru d m s  le rnulciplicande qce dans 
le ntufcip;icatetc,r, 

Crla pofé, fi les qiiantitis qu'on doit mu1- 
tiplier , Broient, coinpofdes de la niéme let- 
rre , xerte lettre fe trouvcroit donc écrite 
dana le  produit Tutant  de fais qu'elle l'efi 

3 d  daas ~ a u s  l e s f a a t ~ r s  enkmble, quel que loioit 
Ie nomlrer des quantir6s quJon ait  à multi- 
plier ; ainfi a multipliC par n donneroit au; 
i n  multiplid par a a a ,  donnercit a a a a a ; 
a a multiplié par a a a & multiplié encore 
par a ,  donneroi t  a a a aaa. b 

I 9, Dans ce cas,  o n  eit convenu de n'é-* 
mirs cette lettre qri'unc ieule fnis , mais de  
marquer, par uu chiffre qu'on a p ~ l l e  Expo- 
j i n t  , 8c qu'on place Cur l a  droite 81 un peu 
au-defTus dt; l a  lettre, combien de fois cette 
l e ~ ~ r e  efi f a d e u r ,  ou mmbien de  fois elle 
doit être écrite. Au lieu de au, on &rira 
dunc na;  aiJ Ileu de a a a, o n  dcrira a3; au lieu 
de u a a a a ,  on ésrira a s ,  & ainfi des autres. 
Souvenons-nous donc à l'avenir, que L'expo- 
fins d'uqe I r r t re ,  mdrqur comGteiz de fiis cetre 

-/ejzP PJ'Sfi&gr dans unproduir. Dans  a' b' c 
il y a trois fatîeiirs de  valeur difErente , 
favoir a ,  b, c ; mais, de CG tettrix Ja pre- 
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D E  M A T H J ~ M A T I Q U E S .  13 
miere eft faQeur trois fois; la iéconde, deux 
fois, & la troiiieine, une fois : en effet a'b'c 
équivaut à a a a b 6 c. 

Il faut Conc bien î e  garder de c o n h d r e  
l'expofanr , avec le coëfficient ; de confon- 
dre, par exemple, a' avec t a ,  a3 avec j a  5 

dans 2a ,  le  co?fficient 2 marque p e  c% eia 
ajout& avec a, c'cil-à-dire, qire z~ dqui~.?at;c 
à a+a ; mais dans oz,  IYexpoC3nt 2 marque 
que la let t re  a devroit 6 t h  dcrite dzux b i s  
de fuire fàns aucun r i p e  ; qu'elle eit- mdri-  
pliCe par elle-même, ou  enfin qu'elle eft fxd 
teur deux fois ; c'ert-à-dire, q u e  a' Cqui~aur  
à a x a ; enforte que fi a vaut 5 ,  par exemple, 
2 a vaut r O ; mais a' vaut a s .  

2 0. On voit donc quc  p u r  muZripliPf 
deux quanrirésrnonomes qui auroiens desletrras 
communes, on peur abréger I'ophtron, e n  
ajouranr tout deJilire leij expo$nts des let~res 

jémbh bies du mulripliznnde & du ntu/riplicn 
tpur.Ainfi pour multiplier al Far a', )'&ris 8, 
ç'efi-Mire, que j'dcris la lettre ii cil h i  don- 
nant pour expofanr, Ies deux expo-fan-ts & 
3 réunis. De même poor mulripLicr u3 bad 
par a +  6' c d, j'dcris a7 6' cz d, en écrivarit 
d'abord toutes les lettres diEdremcs a B cd ,  
& donnant enhi te  à la premierepour expo- 
fant 7 qui efi la fomme des expofanrs 3 & q ; 
à la îeconde, 5 q u i  eR la famine des deux 
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expofants 2 & 3 ; & h la troifienic, 2 qui  c g  
la iomme des deux expofants r & I ; car 
quoiquc l'expofant de c ne Loit pas marquC, 
on doit ndantnoins fous-entendre qu'il eit r ,  
puifque c efi fafieur une fois; donc toute 
lerrre dont I'expofint nJeJpoinc écrir, eJ? cen- 

Jré alloir I pour ex2oJinr ; G. réviproquenzent 
touus lesjois qu'une lerrre devra avoir r p o u r  
~xpoJàn t ,  on d$enj"er d'écrire cet  
expo/;nt. 

Telle eit la  regle pour les lettres dans 
les quantitds monomes. 

2 I . Quand les quantitds monomes folir 
prCcCdées d'un chiffre, c'eit-i.dire, d'uncoëf. 
ficient , i l  faut commencer la multiplication 
par ce coëfficient, & cette  multiplication Ce 
fait fuivant les regles de lJArithm6tique; 
ainfi pour rnultiplier 5 a par 3 6, je inultiplie 
d'abord 5 par 3, puis n par 6, & je trouve 
u a 6 pour produit. Pareillement , fi j'ai 
x 2db2à multiplier par 9a46', j'aurai io8a7bS- 
. Nous avons d i t  en Arithmdtique, qu'une 
quantité émi t  élevde à la  premiere, feconde, 
troifieme , &c , puiBancc , ou au premier, 
fecond, troifieme dCyé, M o n  qu'ellc droit. 
fafieur I , a, 3, &c, fois ; donc une lecrre qu i  
a pour exporant 1, ou 2,  ou 5 ,  OU 4, &c, 
eit ceiifde élzvée à la premiere QU à l a  fe- 
eonde, ou à la trûiîieme pniaance ; ainii a: 
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eit la feconde pu i f ince  ou le quarrt dc a; 
a9 efi le cube ou l a  troifieme puiifance de a, 
ainfi de hi te .  

2 2. Ces principes pCés, venons à la 
multiplication des q i i a n t i d s  complexes. Il 
faut , pour cq re  rnulti~licarion , hicre le 
ndme procédé qu'on Cuit en Aritiinktique 
pour lçs'nonilrçs qui unr  plulieurs cliiffres, 
c'cil-à-dire , quTl  fauc m u l t i p l i t r  hcccliive- 
ment  chacun des termes-du muitiplicar~de, 
par chacun des termes du mulripiicateiir , 
& cela en obfervant les regles que nouS 
venons de donner pour les monomes. O n  
n'eit poinc alrfujctti comme en Arithméti- 
que,  à opérer e n  allant de droite à gauche 
plutôt que de gauche à droite; cela eit indif- 
fdrerit ; nous prendrons même ce dernicr 
parti qui e f  le  plus en uiàge. 

E X E M P L E .  

On propofe de multiplier a + 6. 
p a r .  . . . . . . .  c 

. . . .  Produi t .  . a c + b c  
1". Je multiplie a par c, ce qui ( r 1 ) me 

donne ac. 2". Je multiplie b par c, ce q u i  me  
donne bc;  j'ajoure ce fecond produit au 
premier en les uniirant par le figne +, & 
j'ai ac +, bc pour produit total. A 
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3 6  C o I T R g -  
S'il y avoit un lecond terme au multipli- 

cateur, je multiplierois aQueliement par cc 
fecond terme ; & j'ajouterois ce kcond pro- 
du i t  au premier. 

Si j'avois. . . . .  a+ b 
i multiplier par .  .c ;+ d 

Produit . .  . .  a c + b c + a d + b d .  
'Après avoir multiplié a & 6 par ç, ce qui 

'donne ac+bc, je multiplierois au f i  a & b 
par d , ce qui  me donneroit a d +- b d, qui 
joint au premier produit , donne ac + bc + 
a d + b d .  En efièt , multiplier a +- b par 
d + c, c'eit prendre non-feulement a, mais 
encore B ,  autaPt de fois qu'il y a d'unitds 
dans la totalité de c+d, c'eit-à-dire, autant  
d e  fois qu'il y a d'unitds dans c, plus autant 
de fois 

On 

qu'il ; a d 'un ids  dans d: 
E X E M P L E  I I I .  

propofe de multiplier a - 6 
p a r .  . . . . . . .  c . 

Produit. . . . . .  .a c - bc 
Xprés avoir niultiplid a par c, ce q u i d o n n c  

a c ,  je multiplie b par c, ce qu i  donne b c ; 
mais au lieu d'ajouter ce dernier produit au 
premier, je i'en retraiiche , parce qu'ici ce 

n'e fi 
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n'eit point la fornme des deuxqüantitésa 8: b 
qu'il s'agir de n:u!eiplier, mais feulemcnc 
leur différence, puifque a -6 fipifie qu'on 
doit rçtrancher 6 de a; or fi l'on multip!ie a 
roue entier, ainfi qu'on le fa i t  Far la ~ ren l ie re  
opération, i l  efl d i l i l e  qu'on y mi~lt ipl i ï  de 
t rop  la quantité 6 dont a devoit etrediminud; 
il faut donc &ter de ce produir, la qiiantit& 6 
multiplid par c, c'di-à- dire ,  Gtcr b c. 

Dans les nombres,cecte attention n'eftpas 
nicenaire,  parce qu'avant de faire la multi- 
plication, on feroit la fouitraaion qui efiin- 
diqukeici dans le multiplicandc.Si l'on avoit, 
par exemple, 8 - 3 à multiplier par 4 ,  on 
réduiroit tour de h i t e  le multiplicande 8-3 
à 5 que l'on rnultiplieroit enfuiteparq. Ma5 
on voit a u f i  qu'on virndroit dgalcmcnt au 
même rdfiiltatén niulripliaiit d';bord 8 porq, 
ce q u i  donneroit 3 2  , puis 3 par 4 ,- ce qui  
donneroit I 2; & retraixharit ce dernier pro- 
duit du premier,  on auroir 23 comme par 
l a  premiere vo ie  ; or cette feconde manicre; 

feroit peut-êrre ridicule d'rmploye; 
pour les nombres, devient indi$ecfible 
pour le$ quantitds littérales, puifque dans 
celles-ci la foufirac'rion prél in~;mire ne peut 
avoir lieu. 
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E X E M P L E  I V .  
On propofe de multiplier Q -6 

F a r ,  . . . . L .  . c - d  
- 

Produit  : . . . ac-bc-ad+bd 
On multipliera d ' a b o X Z 6 T a G u i  

di>nninta oc - 6c;on inriitipliera &dÙi t~  a-6 
par d ,  ce qui d m n e r a  ad - 6d; en511 on 
ierranchxa ce f i ~ c a i ~ d  produit n i -  b d ,  du 
premier ,  &.( i i ) on a;ra ac-bc- id+bd 
p : I r  ' p r d u i t  t o ~ a l .  

Eiiv effet, ~ii irque Ir m:iltiplicateu~ eff 
~ - . ~ l d r c  y u e  c ,  de l a  q u a n r i d  d ,  il niarque 
:p'ii l i e  faut prendré la multiplicmdc qu'au- 
tan: dz. fois qu'il y a d'~inités dans  c dirninud 
ci: d ; or comme on ne peut faire cette dimi- 
n u i o n  asa it la  mul t ip l~ca t ion ,  on peut  preii- 
dre d'abord 0-6 a u t m t  de fois qu'il y a $uni- 
t é s  dar?s c, c'efi-à-dire, multiplier a-6 pnr c, 
r u i s  en rerraficher a- 6 pris autant dl: fois 
qu' i l  y a d'unic6s dans d ,  c'efl-à-dire, eii 
rerramhcr le produit de a-6 par d. 

2 3 .  Si l'on Fait attention aux figrics des 
termes qui compnknc le produit total  ac-bc 
- -adfhd,  & qu'on les compare avec les fi- 
gnes des rerrnrs du rnu!tiplicandr &' du mul- 
tip'iicarcür q u i  les ont donriés, on obrervera 
1'. que  Ic terme n q u i  efi &nfé avoir le 
ligné+, Ctaiit niuit iphé p r  le terme c q u i  eR 
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b~ A ~ A T H ~ F M A T I Q ~ ~ E S .  19 
t e n M  aiilli avoir le fignc+, a donnd pour 
produit ac q u i  efi cenfé avoir le figne -+. 

2". Q u e  12 terme h qui 'a  le figne -, étant 
multipiié par ic ternie c qui eficenC6 avoir l e  
figne r-, a doilnt pour produit b c avec le 
figne -. 

3 . Qwele terme n q u i  a le  figne-t, mul- 
tiplié par le terme dqui a i~ ligne-, a don& 
pour p o d u i t  a d avec le fihile -. 

+O. Enfin quc le ternie G q u i  a le figne-, 
étant multi 118 par le terme d qui a ai i f i  le 
figie - , a 1 onné pour produit le terme 6d 
,qui a le f iune +. 

\ 5 Donca 1 avenir nous reconnaître 
facilement dans les rnultiplicacions partiel- 
les, fi les produits particuliers doivent être 
ajoutks ou retranches ; il  fuffira pour cela 
d'obferver les deux regles fuivantes que 
nous fournifint les obièrvacions que nous 
venons de faire. 

2 4. Si les deux zernies que l'on doit muhi- 
plier l'un pnr I'autre, olrt tous deux le mhze 
/igric, c'ep-d dire, ou mus deux +ou zous 

/drux -, frorproduir aura   ou jours IeJgnef .  
Si au conrr&eils ont d46;ërenrslignes, c'rp-ii- 
dire, l'un + & L'cutre - , ou l'un - & L'au- 
r r c t  , leur produit aura roujours l e  Jgrte -. 

A l'aide de ces regles & de celles que nous 
a v m  doni~ées ( I 5, 29, 2 I & 22 ) en eft 

B 2 
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e n  d ta t  de faire route rnultip!ication algE+ 
brique. Mais po'ir prockder avec méthode, 
on obfervera d'abord la regle des iigiles , 
puis cellcs A s  c3efi3ciznrs, enfin celles des 
lettres ei des expoià!its. 

Termii;ons par ua  exemple où toutes ccs 
regles [oient ap li odes. P q 

E X E M P L E  V. 

Je multiplie Cuccefivement les trois ter- 
nies 5 a+,-2a3b,-t4a'bz, par l e  premier rer- 
n r  a3  i i l l  mr~ltiplicriteur. Les deux termes la4 
& n3 a y m t  le m h z  figne,le produit doit (24) 
av ,~ ; r  12 ily1:clc. +; mais (7) j'omets ce figile, 
pz-C' qu'II ~ ~ 3 r r i e ï i t  au premier terme d u  
pro luit. Je. multiplie encuite le co~ff ic ient  f 
de cr4,  par le coefficient- I de a3 ( i I 1, ce qui 
m . Jltine 5 ;  mfin mul t ip l iant  a+ par a3 îelon 
la t-2: !<  donnée ( 2 0  ), c'eit-à-dire , ajoutant 

- 2  ' cxpofaiits q. & p,  j a i  a', & par con- 
.imt 50' pour produit. 

Je p a r e  au terme-za3b; 8r pour le mul- 
7 ; lier par a3,  je vois que les fignes dc ces 
ticux quaixitds dtant différents, le produit  
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D E  M , ~ T H ~ M A T I Q U E S .  21. 

doit avoir le figne-; je multiplie enfuite Ie 
co~f f i c ien t  2 de a36 par le coefficient i de 
a 3  ; & e n h i  a3b par a', & j'ai -. za6d FOUT 

prcduit. 
Px un proc&iié îemblzlle, le terrne-+p'b' 

multiplié ~ a r  o3 donnera -i-4aF5'. 
AFrts zvoir inultjpl;C tous les rermes du 

multiplicande par a', il f a t  les niultiplirrpar 
le kcond terme - *a'b du  muitipiicateur. 
L e  terme sa4 muliiplié par-4a2b de  Ggne 
difiérent docnera - zoa6E; le terme - 2a36 
miiltiPlid par - +na6 de même iigne , don- 
nera +- Sn5b'; & le terme+ +a3b' niultiplié 
par-+a" de figue d i ~ G r e n t ,  doniiera - 
r GaAb3. 

Enfin 011 paircra à l a  multipiication par le 
t e r m e t z h 3 ,  & en hivant  les mêmes regles 
on trouvera + i oa4P-+a36+ -i- 8aVS pour 
les trois produits partiels. 

Faifant a:tcntion que parmi tous les diffd- 
rems p r ~ d u i r s p a r t i e l s ~ u ' o ~ ~  viei?tde trouver, 
il y a des t c r n m  feinblablcs, c'en-à-dire, 
cornpoids des mêmes lettres avec les niêimes 
cxpofiirits, on fèra la rdduCtion enr2uniffmt 
ceux qui onc le mtmefigne & ddduifmr ceux 
q u i  ont  des fignes ccntraircs, cc qui donnera 
enfi11 fa7-z2<i65+ 1sa~62--6a~b~--~a~b* 
rt-sa't '  pour produit total. 
2 5. Ç o n m e  il importe dv fe familiririfes 

B 3 
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O n  peut  déja remarquer e n  pairaiit, un 
des ufages de I 'hlgebre pour découvrir des 
véritds gintrales. 

L e  fecond exemple fait v c i r ,  d'une ma- 
niere gtnérale & iiinple , ce que nous avons 
di? en hrithn-idtiq~ie fb r  la cnmpofition du 
qiiarrd, favoir, q ~ ~ c I c q u a r ~ é d e Z a ~ o m m e  a+b 
de deux guaeriles, eJ c o n i p j '  d i  qunrré a' de 
Zd pr-emicre, du  double 23b de Zapreiniere m d -  
ripliL/e par l a  jeconde, fi du qz~arre' b' de ia 

Jeconde. 
Le troificme exemple confirme ce que 

nous avons dir auf i  ei-i Ariclirndciq~~e h r  la 
formation du cube. O n  y voit az+zalr-+b', 
qiiarré de0  + B, q u i  aprks avoir dtd mul t i -  
plié par a+b , donne u3+ 3a1b+3 a b 2 4 - d 3 ,  
doi:t le premier terme cil le cube de a, le 
bèco:id q u i  efi le mkme q u e  3a2x6, cft le 
triple d u  de a, mulriplid par h : on 
voit de meme que ;abz efi le triple de a mul- 
tiplié par le quax i  de b ; & enfin 6' eit 
l e  cube r ie  b. 

2.6. Pour indiquer lamdtiplication entrz 
dcux quant i tds  complexes, on cft dans l ' u i j -  
ge de renfermer chacune de ces deux quan- 
tic& entre deux croclie.ts, & d'ii-iterpofer . 
entre-elles l'un des lignes de multiplication 
dont nous avons parlé plus h a s t  (1%); quel- 
quefois m&n;c on n7interpok aucun fime, 

Bq: 
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24 c 0 . U  R S 

ainfi pou- m n , r q u c r q ~ i c l a t o t a l i t k  dc la quan- 
t i iE  ~2'+3~-6+6' doit être !nultiplit'e par la 
i-a!id de 2r~-; -3&, on &rt ( a\-32b+b2) 
x (2ar36) ou (ir2+:ab-e-b'. (ze+-36) ou - 
f imp lç~ i cnc  (da 4-3 11,!7-j-452) (za-kab).  @el- 
quef;irisauiicud'Lcrire c l iaqwquai l i i té  en t re  
derixcrochets,onc~üvre charuiied'~iile barre 

en cette maniere, aZ+-cjoD-i-Bz x aa+ 3U. 

2 7. 11 y a be?ucoup de cas oh il eit plus 
avantagEux d'indiquer la i i i~ilï i~ilicario~i qiie 
d.- lJexécu:er. 01 ne psut  ~C)IILIV:- de regles 
w2n@r;iles fur cc fiijçt, parce qucccla dépend h 
des circnnftances q u i  donne!ic Lieu à ces op& 
rations : iioüs verrons p x  13 hice P!u,rii-~r~ 
de ces cas. C'efi rincipaleinent par i'ufage 
qu'on apprend à P es dif i inpcr.  On peilt ce- 
pcndan: dirc a f i z  génCr;lrriicr.r, qii'il con- 
virnc de iè caritciircr d'iniiiqiier les rniilti- 
plicarions, lorhue celles-ci doivent &tre 
f i ~ i u i z s  de la divifion; parce q u e  cette der- 
nierc opirarion s'esécutaiit fouvent,  aiilfi 
qu'on va 1û voir, par-la r euk  fuppreGon des 
faaeurs communs au d iv idedc  & au divi- 
feur, an  ditiingue plus facilement ces fac- 
tetirs communs  , lorCquJoq n'a fait qu'indi- 
quer 13 nlulriplicwicn. 
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2 8. La nlaniere de faire cette opkration 
en Algcbre, dépend beaucoup des fiines que 
nous fomines convenus d ' c r n ~ i o y ~ r  pour la 
rndripl;cation. L'objet eii cil d'ailleurs le 
m2mc qu'cri Arithmtkique..  

2 g. Losfque 13 quan t i t é  qu'on proporeka 
à divirer n'aura aucune let t re  commune avec 
lc d i v i h r  , alors il n'eft pas ~ 0 f i i b k  d'exé- 
cuter l'opéxatiori; on ne peut que l'indiquer, 
& cela fe fait en écrivant le  divifeur au def- 
fous du dividcndc, cn forme de fraQioii, & 
fc'parânt l'un be l'autre par Lin t r a i t ;  ainfi 
p u r  marquer qu'on doit divifcr a par 6, on 
écrit ;, & l'on prononce a div i jépr  b;  pour 

marquer qu'on doit divifer nn-+6b par c+d, 
acz + bb 

on écrit --- 
c+ d O 

3 c. Lorique le dividende & le d i v i h r  
font monomes, fi touïes lcs lettres qui ie 
trouvent dans le divifeur,  i;: trouvent aiiiTi 
dans le dividende, la d iv i f i~ t l  p : t  êtrc faite 
exa&ement, & on l'exécutera e n  fuivant 
cette regle .... Supprimey d~;rrs Ze dividmde , 
roules les le~trcs p i  luiJor7t C O I I Z T I Z I ~ I : P S  avec le 
divifeur ; les Z m v s  qui rt.jfcro~zr, co~npofiront 
l e  qnorienr. Aine pour divifer a 6 par a ,  je 
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26 C O U R S  
f ipprime a d m s  le dividende a 6 , & j'ai b 
pour quotient. Pour divifcr  a b c par n b , je 
Supprime ob dans le dividwde,  gi j'ai c pour 
qiiocicnt. 

E n  e i b ,  puirqxe (q) les lcitres écrites 
fans  aucun Ggnc interpoCC, f j n t  l r s  fadeurs 
de la  q u a n t i d  dans Iciqiic!lc e!lcs cntrent, les 
lettres du diviczur, q u i  [ont commu!-ies au 
diyibende, i'-o:onr doric faEt'tturs de ce dividen- 
de ; or nous avons vu (Ai irh .  69)  q u e  lorf- 
qu'on divifeuil produit paruri defcs faEie~irr, 
o;i doit trauvcr p o u  qrior-icnt l'aime fac- 
teur;donc le quotient doit Ctre compo% des 
lettres du dividende, qui ne [ont point coxn- 
m u e s  entre celui-ci & le diviîi.rir. 

3 I . It fü i t  dc-là quc  !orfquYil y aiira des 
c'ipoiaiits, l a  rzgle qli'oii doit i l ivre ,  eit de 
retrmcher l ' e xp f inr  Ce chiaque lettre du divi- 

Jcur de Z'expofint de pareille l e r r re  du divi- 
den&; ainfi pour diriCer a3 par a',  je re- 
tranche 2 de 3 ,  il me ref'tc: I ,  & par con- 
fdquent j'ai a '  ou a pour quotient.  De même, 
ayanï à divifcr a'6'ca p r  a2bc, j'aurai a"b2 c. 

m a  En e&t $ eit la meme chofe q u e  - q u i  
a aa 

f i lon la reg le  donnée (jo),  fe rédui t  à a, 
en Gtant les lettres communes au dividende 
& a u  divilcur.  Et1 gdnkral , puirq~ie le quo- 
tient ne doit avoir que Ics lettres qu i  ne font  
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point communes au dividende & au divifeur, 
r9expofanr de cliaquc lete're du quoticnt né 
doit donc étre que l a  diiréresce entre les 
eupofants de cet ie  let t re  daus l e  dividende 
& dans le divifeur. 

3 2 .  Donc fi une lettre ale même expof2nt 
dans le dividende & dans 1c divikur,  elle 
aura z6ro pour exPofant dans le quotient; 
ainfi d 3  divil6 par a3 donnera a"; a3bcz divif& 
par a2bc2, donne a'b"co ou ab0c0. Dans ce 
cas, on fe dirpenftr d'&rire les lettres 
qu i  ont u pour expofant ; car chacune d'elle 
n'efi autrc chofe que  l 'unitt. E n  effet, lorE 
qu'on diviîe a3 par a', on cherche combien 
de fois a' contient a3; or i l  le contient. h i -  
dernrnent r fois;le quotient doit d o ~ c  être I: 

d'un autre côte a' 'divifd par a3 donne pour 
quotient,  a"; donc a" vaut i .  E n  général, 
roule quanriréqui a ~éropour  expcjanr: vaut 1. 

3 3. Si quelques lettres du diuifeur n e  
foi,t pas ccmrnunes au dividende, ou fi quel- 
ques-uns des expofants dii d iv ikur  font plus 
grands que ceux de pareilles Ieztres du divi- 
dende,  alors la diviiion n e  peut erre faite 
exa&mcnt: on n e  Feut q u e  l'indiquer con- 
me il a étd dit ci-UeRlrs (29) .  hllais on peut 
iirnplifier le  quotient ou la quan t i t é  franicn- 
naire qui le reprdknre alors. La regle qu'il 
f a u t  îuivre pour cela, cff dç fupprimer dans 
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2 8  C O U R S  
le d iv ide!~lz  & dms Ie divireur, les lcttrei 
Szi leur h n t  commi~urs  ; erih-te que s'il y 
a des e:r~c,fanti ,  oil ç k c e  13 lettre q u i  a le 
FT:'~ p t  c x p f a n t  , & l 'cn dimique de pa. 
reilie quantité le plus grand expofant de 13 
meme lettre. Pa: exemple, ii 1'011 propofc 

1 3 4  
a' h~ 

de divifer a'Ec3 par  a b c , on Ccrira x4 
que  l'on r6driira en cette munierc ; on cf&- 
céra a" dans le divifeur , & l'on &ira feu- 
lcn~ent  a3 clans le dividende ; on eEacera b 
dans le dividende, & l'on écrira fculernent 6' 
dans le diviteuri enfin on eKacera cy dans le 
CSiiidcnde, & l 'cn écrira fculemect c dans le 

uj c i i v ikx ;  e i ~ l ' , r i ~  +'on aura,.On trouvera 
b c 

< L ~ ~ ' C {  , bac 
dc 1x$m6, que ,,;rdfc rddiiic a - 

de 
C '  , 131 , par cc; opdr,tions , il rie refioit plus 

oucui~c lettre dans !c dividende, il faudroit 
1 . ,- a2 1 

i c r i r e  l 'mi t4  ; a in i i  - fe rdduira à. 7, 
a 3 .  

La r a i h n  de ces rcglcs eB fcicîle à raifit 
a p d s  toiit ce p i  a été di t  ci-delfus, car fup- 
priins;, ainli qir'ori le prefcrit , le m h e  
ocm5o.c dc lctrrcs dans le dividende Ct dans, 
ltJdiviFcurJ C'CR divifer, par unc même quan- 
tir.& , chacun  des deuwermes  de la f r a e i o n  
qu: exprime le quotient : or cette opération 
( ' ~ & z .  8 9  ) n'en change point la valeur & 
firnpliiiz la fraaion, 
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3 4. Jufqu'ici nous n'avons pas eu $ard 
au coCfficient que avofr le dividende, 
ou le divifeur, ou tous  les deux. &a regle 
qu'on doit fiilivre à leur égard, eit de les 
divifer comme en Arithrnd~ique ; & ii la  di- 
vifion ne peut pas être faite exa&n~eilt, on 
les laifCe fous 13 forme de fraQion, que l'on 
réduit à fa plus firnple exprefion (Arith. 2p), 
lorfque cela eft pofible. Par eximpie, ayazt 
à divifer 8n3b  par qa'b, je d i v i k  8 par +,fi& 
j'ai peur  quotienr, 2; divifant e d u i i e  a' l  par 
aZb, j'ai pour quotient, a, & par confiquenc 
2a pour quotient total. A y a n t  à d iv ik r  8i3b" 

8n36' , 4a'b 
par 606, jJt?cris que je rdduis a -. 

I 

3 5 .  La regle que nous venons de donnrr 
( 3  3 )  , efi gkilérale, foit que le dividends & 
le divifcur foient rnonomes, foit qu'ils foient 
complexes ou polynomcq, pourvu que dans 
ce dernier cas, les lettres communes au di- 
vidende & au  divifeur [oient en même - temps 
communes à tous les ternies fdparCs par les 
figiies + Pr-. C'eR ainîi qu'ayant n'++a4b 
- 5a'6' à divifer par a 3  - (;azb, on rtf- 

(1'-k4a+6- ta'b3 duira le quotient --3 --:- à la quantfi& 
a -gazb 7 

a:44rr1 b-T 6' 
a- 56 

-, en fupprimant a' qui  eR facd 
teur commun di: tous les rcrmes du divi- 
dende & du  divifeur. 
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30 C O U R S  
3 6. Si le dividende & le divifeur d'ont 

complexes, on ne peut donner de regles g4- 
nirales our connoître , par lJinfprc?ion P feule, fi a diviiion peut ou ne peut pas être 
faite exatremsnt. 11 faut, pour s en aITUrer & 
trouver en même- tem s le quotient, faire P l'opkratioq que nous a 1011s enfeigner. 

1". Difpofer , fur unc inéme ligne, le divi- 
denfie & le divireur, & ordonner leurs termes 
par rapport à une même ettre commune à 
l'un & à l 'autre, c'eit-à-dire , &rire , par 
ordre de grandeur, les termes où cette k t t r e  
a dis expofants confdcutivement plus petits. 

2". Cette difpofition faite, on  fdpare le 
'dividrnde du d i v i h r  par un trait, &on  pro- 
cede à la divifion en prenant feulement le  
premier ternie du dividende que l'on divife, 
luivant les reglcs doniides ci-dzKtis ( 30,3 I 

& 34), par le premier rermû du divireur, & 
l'ori tcrit Ie quotieiit Cous le divifcur. 

3'. On multiplie iùcceliivement tous les 
termes du divifcur par le quotient qu'on 
vient de trouver, & on porte les produits 
fous le dividende, en obfervant de changer 
leur iigne. 

+O. 011 foitligne le tout ; & après avoir 
fait la rkduilioii dès termes iéinb!ables, on 
écrit le reite au-deXous pour commencer 
une iécoi:de divifion de la mime maniere, 
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en prenant pour premier terme celui des 
termes refiants qu i  a le plus fort expofmr. 

Sur quoi il faut  remarquer qu'ici, comme 
dans la  multiplication, on doit avoir égard 
aux figncs du terme d u  dividende & du terme 
du  divifeur que l'on emploie : la  regle efl la 
meme que pour la multipllcacion, c'en-à- 
dire, que . . . . . 
Si Ze u'ivide~zde & h ciiv+ur ont l e  rntme 

J ~ n c ,  l e  p o r i ~ n t  aura l e j g n e  +. 
S i ,  au contraire, ils onr difeientsI;gnes, 

l e  quorienr aura le$gne -. 
Cette regle pour les fignes , eff fondde fur 

c e  que (Anth. 74) le quotient multipliC par 
l e  divifeur, doit reproduire le dividende. II 
faut donc que le quotient ait des lignes tels 
qu'en le multipliant par le divifeur, on re- 
produXe le dividende avec les mêmcs fignes; 
or cette condition eiltraîpe ntceffairemenr: 
la regle que nous venons de donner. 

Pour procéder avec ordre, on commen- 
cera par les i ipcs ,  puis on divifera le coeffi- 
c ient ,  enfin les lettres. 

E X E M P L E .  

On propofe de divifer an -A3 par b 4 a. 
J'ordonne le dividende & le divifeur par 

rapport à I'meou à l'autre des deux lettres u 
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& 6, par rapport à a, par exemple; je les 
t c r i s  comme on le voit  ici : 

Le fignc du premier terme a a d ~ i  divi- 
i lende,  Lraiit le niCrne que celui de a pre- 
mier terme du  diviièur , je dois n.iettre+au 
quotient; inais conirne c'eA le preinier terme, 
je puis omettre  fe ligne +. 

Je diviSc arz par a, j'ai pour quotient a 
gue j'écris L3us le diviîeur. 

J e  rnulriplie iùccellivcment les deux ter- 
mes n & O di1 divireur, par lc premier t e  r 
du quotient, & j'kcris Ics produits a a & a b 
fous le divideiidc, avec 12 figiie -, conrraire 
à celui qu'a do~iné  13 multiplication, parce 
que ces produits doivent être retranchks du 
dividende. 

Je fL.is l a  rddiiEtion en effaçant les deux 
termes a n  & - a a qui  fc ddétrinifent ; il me 

Divid . . . an - Ib  
-aa - bb 

reite-a 6, q u i  avec'la partie reRante - 66 
du  divideilde, coir!pofe ce qui  mç reite à 
diviîer. 
Je contii:iie Ir, dicifion en prenant-nh pour 

premier terme de mon nouveau dividende. 
Diviiàn c 

a+ 6 Divifeur. 
a - b Quotient. 

L--. -- 
Ref ie  .....- ab -bb  

+ a b  +66 
Reite . . . . . , . O 
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D E  M A T H B M A T I Q U E S .  33  
Diviîant - a b par a, j'écris - au quo- 

t ient ,  parce que les lignes du dividende & 
du divifeur~o'ontdiEdrents. Quant aux lettres, 
je trouve 6 pour quotient,  & je l'&ris à la  
fuite du premier quotienr. 

J e  miiltiplie les deux termes a & b dri di- 
vireur , par le tcrme - h du quotient ; les 
deux produits font -ab &-h6; je change 
leurs fiples & jJdcris -t- a 6 ,  -+ b 6 fous les 
parties refiantes du  dividende, J e  fais l a  r t -  
duaion en ef fa~ant  les parries ièinblatles & 
de Ggne contraire: comme i l  ne refie rien, 
j'en conclus que le quotient eit a,-6. 

On auroit pu tgalrment ordonner le divi- 
dende & le divifeur par rap ort a la lettr'e b, 
& alors o n  auroit eu - 6 1 -+ a a à divjfer 
par b + a, ce qui  en opirant  de la meme 
rnaniere, auroit doiii.ié - 6 +- a pour quo- 
ticnt , quantitC q u i  efi la même que a - b. 

Avant que de palfer à l'exemple qui fuit,  
i l  efi à propos que les Con!menpnts s'exer- 
cent fur  les exunples de l a  Table ci-jointe, 
page 3 6. 

3 7.  Si après avoir o~ 4onnC le dividende 
& le divifeur par rapport: à une méme lettre, 
il Te trouvoit plurieurs termes dans lefquels 
cette lertre eût l e  mQne expohnr,  on difpo- 
feroit ceux-ci dans une m2me colonne ver- 
ticale, comme on le voit dans l'exemple hi- 

A L G E B K E .  C 
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vant ; & dans cette difpoiition , on o b h v e -  
roit d 'ordonner tous les termes de chaque 
colsnile par rai;,purt à une meme leme. 

E X E M P L E .  

On propore de d i v i k r  I 9 azb2 + I 3 a 3 b  
- 20aL i c a 3  c-Ga' bc+ z n b k -  5 ab3, 
par - ?a6 - 5a'+ b d ,  J 'ordonne le divi- 
dende & le divireur, par rapporc i l a  lettre a, 
ce qu i  me d o ~ l n e  - 20a4+. 1 3 t z 3  b - I oa3c 
-i- r 9a"b'-6aZlic+. ab? - < a b 3  à div ik r  
par - -a' - 30.6 -4- bb ; mais commc il y a 
dmx termes affi&és de a3,  deux termes 
aKeiEs de a', & deux t t rmes  aKec?;ds de a ,  
je les dibofe comme on le voit i c i ,  en or- 
donnant daris chaque co lonne ,  par rrpport  
à l a  lettre r l .  

Reffe.. . . ~ i ' b +  i5rr'b2-$a51 
-1û(zj~-6r1'bc-+i~fr'C 

-2  qrr'b-x ~ a z b z + ) ~ z b 3  
-- 

Refie.. . . - i  on'~-6nzb~+z~i6'c 
- i - r o a i c + 6 ~ ~ ' b ~ - ~ r ~ b 3 ç  

' R e a e . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . .o 
Jc proccue eni;iite à I 'opirâtion, en divi- 

f a n t  - 2 0  a4 premicr termc du dividznde,  
par - 50% termc du  divifeu. C e t t e  
cpératioi~ faire h i v m  les regles ci-deifus , 
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me donne P<)Lir quotient+- +a1 OU îimple- 
ment 4.6') parce que c'eit le premier terme ; 
je l'écris au qriotient. 

Je multiplie les trois termcs du  divifeur, 
fuêceiiivemvnt par +a', & changean: les fi- 
gnes a ~ n e h r e  que je trouve ccs produits? je 
les tcr is  faiis le dividende, ce qui me d'aime 
2 0 ~ ~  + I 2a16 -41'6' dolit je fais la rédiic- 
tioii avec les termes du  dividende, & j'ai 
pour reite & pour nouveau dividende +- 
25a3b- I oa3c+ I sa2b2  - 6 a ' l . c - ~ ~ 6 ~ . + ~ i z b ' c .  

Je continue la divi on en preiiailt+2fa3b 
pour dividende, & je trouve pour quotient 
-5ab ; j'dcris ce quotient ; je ~ u l t i ~ i i e ,  par 
cette même q u a r i t i r & ,  les trois termes du  
divikur  ; & cliangerii:t les lignes à mcfure 
qu: je lcs trouve, j'dcris les produits fous 
mon nouveau dividende ; jJai-2 5ci3d i 5a26' 
+ 5 ab3, dolit friihnt la rdduPLio~: avec les 
ternlss de  ce méme nouveau dividende, j'ai 
pour rriie & pour tr.iificmî dividende 
- I ou3c - 6aZbc +- 2 ubZc. 

Jc pafCe à une troirieme divifion en pre- 
nant - roa3c pour dividende : je trouve 
+- 2ac pour quotient; je fais la  mu!tiplica- 
tiori, le changement de Ggnes, & la rédiic- 
tion, cornine ci-devant, &il  nz me reite rien; 
ainfi le quotient efi g a Z - . - ~ ~ d  -+- lac .  

3 $. Il  arrive fooüvent qii'üne quznri té  
C 2 
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r ~ ~ ~ ~ t a n t e d c ~ l u f i c c r s o ~ ~ r a & n s d i f f ~ r e n t c s ,  
peut étre niifc fous la forrnep d'un ~ r o d u i t  
ou  r d f u i t ~ t  de multiplication ; lorrque cela 
arrive, il eit très-fouvent utile de lui  donner 
cette forme, en indiquant la 1nu1:iplication 
entre Ces t à ~ t e u r s .  Quoiqur, la mi thode gé- 
nérale pour d k o u v r i r  ces faQeurs dipende 
de connoiffances que nous ne donnerons 
que par la  Cuite, ndanmgins nous obkrve- 
r o m  que lorli,iu'on s'cil uri peii familiaria 
avec l a  mül~ipl icat ion & la divilion, on les 
apperjoi t  , dam beaucoup de cas avec fa- Y cilité. F a  exemple , fi on avoit a ajouter 
5 a b  - 3ik-i-a', avec  3ab+3 bc - zaa, O:: au-  
roit 8 ab - a' qui, a ca:~I;: de la lettre a qu i  
elt fa lkiar  crJnmiui1 dus deux termes 8ab&az, 
p ç ~ ~ t  ê t r î  coi;:idCr6 comme écant  venu de 
l a  mdtiplication dc 8 5 -  a p3r a, & peut 
être  reprékntd par ( 8b - n ) x a. Il efiutile 
de s'exercer h ccs fortes de décompoiitions. 

39. La mtthode pour-rrouver le plus g tandcommun divi- 
fëur des deux quontitéslit:Crnles, cfi analogue à celle que noiis 
avons dozriée p u r  le< nombres ( A l i l h .  9s ). II faut , après 
avoir ordonné les deux quantités par rapport à une m h e  let- 
tre, diviier ceile où cette lettre a le plus grand expofànt, par 
i a  fëconde, Sc continiirr la divilion jufqu'à c c  que cet expofant 
y Coit devenu moindre que dans la ieconde, 03 tou t  au plus 
égd,  O n  divice enfiiite la  Ceconde, par Ie reRe de cette divi-: 
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'dlg2h-e , page 3 6. 

Exemples de la ~fulriplicazion. 

a + b  a + b  a'+ z ab + b. 
a - b  a i - b  a + b  
a l + a b  

- 
a a + a b  a3 + z a l b + ~ b '  

- a b - b L  + a b + b "  
-- .- 

+aa  b + z o b z + - b l  - 
a' - ba a a + z u b + - b '  -t- a3 - + 3 a 1 b + 3 a b 2 + b '  

a*+zaabb+b4. -c+  a a + b b + c c  ac-4' 

-a4 -  aabb-aacc aa + bb - cc - d- al bj 

+ ria bb - aacc+b.i - c* -a i  b3 - b' - au bb - b* -bbcc 3- a3 61 + bs 
- aacc - bbsc - c* O 

+ aacc + bbcc + c+ 

O 
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fion, 3 rvec les mêmes conditions. O n  divire aprt.s cela, le 
premier relie par l e  Gcond , & l'on conrinue de diviler le 
refie pri.cédcnt par le nouveau , juiqu'à ce  qu'on [oit arrivé à 
uiie divifion e x d i e  : alors le dernier d iv i f ex  qu'on aura em- 
ployé, eff le plus gyand commun divdêur chercht. La  démon- 
firation eR fondee Cur les tnemes principes que celle que nous 
avons d o m i e  E n  Arithmétique, poge 91. 

Avnrit de  niet:re cctte reçle en pi-.?ripe, nous ferons u n e  
ol>fixva:ion q u i  peut en faciliter k'ulnge; cette oblërvation efi 
qu'on ne chdnge rien au plus g r m d  commun div!Gur de deux 
quzntitks, lorfhu'on miiltipiie o u  lodqu 'on divik l'une des 
deux par une ¶uanrité qui n'ef? pointdivi(éiirc1e l'autre, L% q u i  
n'a m c u r  cornrnundivifë~~r â w c  cette autre. Par exemple a b  & 
a c  on: pour corntnuii diviieur a ,  fi je n1ul:ipiie r d  par ri, if 
deviendra a b  LI qui n'a, avec n c ,  d'autre commun divireur 
qi3e n ,  c'eff-i-dire, l e  rnéme qui Ctoit entre a b  6( uc.  

II n'en tëroii pas de  même ,  fi je rnult ip~ioisub pal un nom- 
bre q s i  fiit divireur de  n c ,  ou qui eî,t u n  f~C?cur cpmrnuii 
2vec a c ;  pnr eueriiyle, fi je rriültipl ois a b  psr  c ,  il devien- 
dsoi: a b c ,  dont  ic diviieur son-iiiiln avec nc efl a - lu i  niinie. 
Pare;l!ement, fi je mul::p!ioIs r !b  par cdqui  2. u n  f a d e u r  com- 
niun avec (1 c, j'aurois nbcd Lcnt i e  divireur cûniinun %vec a c 
efi a 6.. 

43. L O X ~ I ~ O ~ S  de-1.; que fi en cherch?nt le ~ l o ç  grand 
commun divife~ir  de dcux i i ~ n t i t h ,  on s'apperqoit dans  le 
courQcr d;vifiuis que l'cn zr.3 ficceflirerriei t , que l e  divi- 
dende ou le diviié.ir ait un f ~ t i c u r  ou un divifeur q u i  ne foi: 
point f?t?eur de l 'arme, on pourra h?priiiier c e  h&teur. 

zO.  Qu'on pourra muLtiplier l'une des dei]?: qumritCs, par 
tel noc:!:re qu'on voudra, pcutvu qric ce nutrihre ne bit point 
diviieur de l'dutre quanti:i: , S( n'ait auciin fnaeur  commun 
a v r c  elle. 

Appliquons maintenant la.regle, & lcs rernnrqus que nous 
venons de f ~ i r e .  

Su?pofons qu'on ciemrinde l e  plus grand con:ii?:in diriGur 
de  na- 3rih +- 266 k na-ab-zbb. J e  diviic- l a  p r e~ i i e r e  par 
la feconde: j'zi I pour quctient, Sr-znb+4b4 pour reRe. J e  
vais donc divlfer a::-ab-zbb, par  le refre -zab+ 4bb;  
niais conime celui-ci a pour fif?eiir zb qui n ' d l  point fafieur 
du nouve;.u di~ridende, je fupprinle ce E:tteur z b  : & je me con- 
tente de chercher l e  comiiiun divireur de an-rzh-zbb & -.a 
+zb ,  c'eit-à-dire, de divikrsu-ab-zbb pzr - a + z b  ; la 

c 3 
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divifion fë fait exafiement. J'en conclus que -a + 26 eR le  
p l ~ ~ s  grand coinmun divireur des deux qiiuntités propofies. 

Propohns-nous pour fecond exeinpie,  d e  trouvor le piirs 
grand commuri divifëur des deiix quanti:& 5 a '  - 18 LZ' b 
-f I 1abl-6bj & 7  a l - z j  ub + hhl.  11 fiudroit  donc divifer 
la premiere de ces deux quanti:&, pas la feconde; m a i s  comnie 
5 ne peut être divifé exailemeilt par 7 ,  je iriultiplierai la pre- 
miere par 7 ,  qui  n'Étant point fatieur de  tous les termes de  la 
feconcie, ne peutrien changer au commun divi.èur. J'aurzi donc 
3 503-  . ~ 6 a ' b + 7 7 n b ~ - ~ ~ b j  à diviierpar 7trZ-z3ab-+6bL. 
En h i f in t  12 divifion, j'aurai yu pour  quotient, & pour rcff e  
-1  IO'+ 4 7 d 2 - 4 z b 3 .  Comme I'expolnnt de ri dans celui-ci 
eR encore égal à celui d e a  dans le divileur, je puis cantbuer  la 
divXon; inai: j1obGrve, qu'il fzudra encore p7,r !a irême rai- 
ion que ci-deffus, mu1tip:ier par 7; d'zilleurs je reina-que que  
je puis Ôtcr b dans tour les termes d e -  r r a 2 6 +  47ah2-4263, 
parce qu'il n 'dl  point fatleur commun de tocs les termes d u  
divirtür 7tr"-23nb+6b';j'ailriii donc, d'après ces oi>ierva- 
tiens,-77c2+jzgnb-z94b1 i divifer par 7a1-z jab-+t l> '  ; 
fdirdnt !adivifion,jlal-I r pourquotient, & 7605-2 zEb' pour 
reIte. Jevais donc divirer 7 2 - z j  ab+6bL qui  m'a Lrv i  de 
divifëur jufiu'ici, par le refle 7 6  rib - 2 -  86" ou p:iiti>t par  
76 a- z z S b .  Pour  aue la divifion c6t 6 f'aire. il faudroit nicl- 
tiplier la pre,iiiere de ces deux quaiitités par 7 6 ;  mais avant de 
f ~ i r e  cette multiplication, il faut oir fi 76 n'eff p is  f d t t u r  
de t o u x  la quantité 7 6 r i - z z 8 5 ,  ou s'il n'a pas quelqu'un de  
f i s  f;i&urs qui en foit fàEteur coirimuri. Or ie remarque que 
76 eft 3 fais dans 128 h; 8: comme ii n'cfl pas faitcur de  7aZ- 
z!nb+6bz, je fupprime dans le divireur 76n-.--  1 2 s  b ,  le 
f~ f i e r i r  7 6 ,  k j'ai 7 LI'-2; a5 + 6b" diviGr par a-16 
fcuL men t ;  la divifion iàite,  il ne reile rien; d'où je condus  
que le co.i.mun divifëurdes deux quantitCs propoEes,eit u- j b .  

Des Fra~rLiof~s litréraks. 
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ci-&fis conccrnaiit l ' z d ~ i t i o n  , la fouflra- 
Qion, la  rnul t i~ l ica t ion  & l a  divifion. Corn- 
me c r t t e  app!ication eit facile, nous la 
ferons t h -  Comn-iairement. 

4 2 .  La fr2810n ,eut Ctre rransforn~éc, s r 
a c a a fans changer de valeur ,  en s;> ou -- 

a6 ' OU 
n a + a b  

--- -. 

a b +  b b? & ainfi de fuite. 

E n  e s t  ces dernieres ne font  autre chofe  
que  13 prcmicre  don t  oa a mulrip1ié les deux 
tcrmFs, Far  c dans le premier cas, par a dans 
Ic fzcnnd , par a + b dans le troifieme , 
C C  q u i  ( h i r h .  8, n'el1 cha!:ge pas la valeur. 

z a + b  

4/Zf 2C 
. Cela efi dvident ( Arirh. 89 ), en di- 

. , 
viCâ ant les  deux tcïmrs de fa premiere, par ac, 
& les deux ternies di: l a  troifieme, p r  3uZ. 

u rcfie ce t te  réduCrion des fra&tioix à leur 
pius  fiinr,Ir. cxprcfion e;i con~pr i fc  dans ce 
qui  a dct5 dit ( 3 3 ). 

aq. La regle générale & Ia plus sûre pour rldiiire une frac- 
tion q d c c n q  i c  a Ics n o i , ~ d i e i  termes, cil de divirer les deux 
t e r n e s  p?r  l r u r  plus grznd commun divikur  que  l 'ontrouve 
par ce qu i  2 été  dit  ( 39  & a0 1. 

4 5 .  Pour ridriiri: à une feule frâAion une 
qrlantité compofée d'un entier & d'une frac- 
t h ,  il faut, conîmc en Ar;thmdtique, mul- 

n 
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plier l'entier par le dénominateur de la frac- 
- .  
b d t ion qu i  1'ac~ompagne.Par exemple, a+- 

a c + b i l  C 9 

peut être  changC en -- . De même,  
c d - a b  , ab-ad+cd-ab 

9 
fe rdduit a -, en mul- 

6 - d  
tipliant l'entier a par le dénominateur b-d. 

Lorfqu'à la fuite de ces opdrations , il fe 
trouve des termes ièmblables, i l  ne faut pas 
oublier de les réduire ; ainfi dans l e  dernier 

c d -  ac exemple, la quan t id  a+ a f t d  chan- 
a b - a d t c d - a b  - n d + c d  gde  en ----- 

b - d  
, qui Te rddnit - , 

c d - a d  
t 

ou ---- 
6 - d  

en e f f a p t  les deux termes ab & 

4 6 . k o u r  cirer les entiers  ne franion 
littérale peut renfcriner,celafe réduit comme 
en ~ r i t l A é t i ~ u e  a à d&ifer le nurndrateur, 
par le dCnominateur, aurant  qu'il eitpofible, 
& eii fuivant les regles donndes ci-deffus 
pour la divifion ; ainfi la quantité 3 ab-4-ac+crE 

a 9 
c n peut être rdduite à 3 6 + c + --; pareille- 

, ~ ~ + q n b + ~ b b + c c  ment la quantite 
a + z b  

, fi rdduit  
c G à a + z b + -  

Y + 2  b9 
en faifant la divilion par 

a 4 2 6 .  
4 7 .  Poiir r6duire plurieurs fraflioiis litté- 

rales, au même dhominateiir, la  regle ER la 
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D E  M A T H  P : A A T I ~ I . E S .  41 
mêmeqii'en ArithmL tiq ue;oicfipour rdduire 
à un mêmedénominateÛr , les trois frafcicns 

a c e  --- 
b ', d 3 f ' ,  

je multiplie les deux termes a & 6 
de  la pÉmiere, par d /  qu i  eft le produit des 
de'rioiriina:eurs des deux autres fiaLlions, & 

. n df' 
j'zi - d f .  J e  niiiltiplie de mEme les deux ter- 

mes c k due !a k c o n d e ,  par  6.f p-oduit de, 
b c  f' 

deux autres ddiioiiiinateurs, & j'ai =;enfin 

je multiplie les deux termes e & f d i l a  der- 
niere, Far bdproduit  des dCnon~inatcurs  des 

d . b d c  
deux autres, & j'ai - 

b d f ' ,  en forte {ue les trois 
- , 

frafiioils, réduites a u  m h e  de'nominatcur . 
I 

a d f  b c f  b de 
devien n rn t  .i df7xf7G. 

On k coiiduiroit de la  mêmc maniere, fi 
les nuindrateurs o u  les délicminateurs , o u  
t o ~ i s  les dcux étoient complexes , m a i s  en 
obfcrvant les regles de l a  multiplication des 
nombres complexes. C'eit ainfi qu'on trou- 
vera que les deux f raa ions  & :<-,ré- 
duites au même ddnomiiiateur , deviennent 
r i b + a c - b 6 -  6c & f i a - z a c + n b - z i z  

-- 
a a -  bb 7 au-bb 9 

en multi- 

pl iant  les deux termes de 13 premiere par 
a -6 , & les deux termes d e  l a  feconde 
par a -+ 6. 
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4 2  C o u n s  
4 8 .  Quand Ics &nnininrrtcurs o!lt un di- 

viferlr ori f adeu r  corninun , on peut  ridl!ire 
iss fiafiions à un mênic ddnoiuihntcur, pius 
iiinpleil-ieiit que par l a  rcgle gdnéraie : par 

7. <i d exemple, fi j'avoislcs deux fractions -- - 
b ï 9  b f - 9  

J 

je vois que les deux t i~nomina teurs  r k o i e n t  
f CS m6mis fi f étoit f Z ~ e u r  du p r c k e r  , & c 
fa'aQcurdu Cccoiid :, je m:!It!plie donc lcs deux - .  
reimcs dz la preniere frahioii p r j ;  & !CS 
deux termes de l a  feconde, p;r c ; ce qui  me 

a f  c d  r z b  j' t c J  donne - - plusfi rnples que & -- 
b c f  b c f  G b c j  h b c f  

q u e  jY;iurois eues en fuirant  la regle géiiirule. 
a cl Si j'avois les trois fraLiions - - - 

6 ; 7bf7 cg> 1 
vois q u e  fi fg k t o i t  fat:eur du dénominateur 
de la pwniere; cg, de celui de l a  îcconde ; 
& I;f, de celui dt- la troilieme , l e s  trois fra- 
&ions a~iroiciit le m h e  dénorninateür ; je 
mul~lplie donc les deux termes de la pre- 
miere, prfg; les deux ternies de lafeconde, 
par c g  ; & les d z u x  ternios de la  troiiieme , 

c h ?  5 : ~  y- Far hf; & j 'a i -  
b;f g'bi.fg'/ ,~.f;y'  

On peut a;piiquer ccia aux tiûmb:es, en 
l es  ddcoinp6fant en lcurs faaeurs. Par 
exern;lle -;'; & ;)6 hrit la r n h e  chofe que 
-a -o.- ; je m,:riplic d o m  les  deux t x -  
4 x 3  4 x 4  
incs dc l a  yreiuisre par +, Br !es deus ternies 
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b 4 c  a-a<: 
terrrs. Ainfi, les deux fia0ions -- & 

a+-6 a - h t  

rdlcirss 311 mêt11e de'i~oininnrcur, on t  d o n ~ é  
1 +4 + nc - 14 - 5,- an - z a;  + c ~ b - a  bc- 

cl-~;.fflis - -  - & - 
acr - hb n a - b b  > 

fi donc cil reiir  a jouter ,  cn aiira. . . . . 
u l + n c - b 5 - F c + i < n - z ( i c i - r i b -  :h 

au - Lb q u i  ié réduit à 
t a ~ - a c - 6 h - 3 h c  i- aa ---- 

t r r  - 6b . Au contraire, fi l'on 

- a  roit ; en eEct :- eR la ni@iiie c l ide  qiic- 
b - b  

{clon la rcglc qui a t r é  d o m &  ( j 5 ). 
n - a c  j i . Pï.ur multiplier -, 6 . p  a r c -  ~9 * 012 Ccrirz-- 

b d 
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en multipliant numérateur par ~ m n é r a t e ~ r  
& dénoiniilateur Far déiiornina$eur, codo r -  
mtrnent aux regles de I'Arithm6tique ; de 
.même $ a x t ir donnera 5 a b. 

Si l'on a v o i r 2  à multiplier parc, on pour- 
b 

roit conlidf rer c, comme &tant f , c e  qui ra- 

rneiie cette miil tiplication au cas prdcident, 
n c 

& donne ;mais on voir que cela Te rdduit 
àinultiplier lenumdrateur parl'entier c;nous 
prendrons doiic pour regle dortnavant, cel- 
le-ci, pour muZir/iZier unef i2 io:z  par un en- 
rier , ou un entier pizr une fiaalon , il f i u t  
multiplier le ~zrrrnémtear par l'eniier , C. con- 
firver le même denorni~zarerrr. 

Si le numdrateur & le ddiiominateur 
étoient compIcxes , on  leur appIiqueroit la 
regle de la multiplication des nombres com- 
plexes. 

5 2 .  Pour diviîcr F, par 2; l'opdration 
a  d (Arirh. 109) Tc r tdui t  à multiplier ;par ; , 

ce  q u i  s'exécute par la  regle prdcédente , & 
a d  a t b  c + d  

donne - Et pour divilèr - 6 c  ' ar -, C C ~ ~ P  a-69 
a + b  a-6 cela fie rdduit à multiplier ;j;i par ce 

( Q - c ~ )  ( a - b )  ( a + b ) ( , - b )  q u i  donne --- 
( c + d )  (c+d)oU- ( c - t - d j l  -OU? 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D E  M A T H B N A T I Q U E S .  45 
en fa i î a r~ t  la multiplication indiqude d m  le 

au - 66 
numérateur ('-t.d)=* 

Enfin,  îi l'on avoit %à divifer par c ,  

on pourroit conîiddrer c, comme étant -5 
1 )  

ce q ~ i i  rameneroit au cas prtckdent , & r6- 
duiroit à multiplier p p a r S c e  qui donne 
a 

- - ' d'oh l'on voit qiicpour divijPr une fia- 
X <T) - - 
&on par un entier,ilfaur miihiplirr Zc dehomi- 
nateurpar l'rntier, & colf i l  ver le ~zumri-ateur. 

5 3. Pour marquer que deux quantités 
font Cgales , on les fépare  l'une de l'autre 
par ce figne 2, qui fc prononce par le mot 
égale, ou par les mots eJ 2gd 4 ; ainfi cette 
expreGon a - 6 , iè prononccroit en difanr 
a kgale 6 ,  ou a & à 6. 

E'affemblage de deus OLI de plufieurs 
quantiris Ct5p:iries ;iinii par le iigne -, efi 
ce qu'on appelle une Equatiorz. La tota l id  
des q u a n t i t d s  qu i  font à la  gmcLe du  fignc=, 
fûrme ce qu'on appelle leprrrnier nzcnibre 
de l'équation; & la to ta l id  de cellesqui font 
à la droite de ce même figne, forme le ficond 
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qx - 3 forme lc: przinier mcnibre, & 2x+7 
f a r m  ic fecond. Les dquat ian i ;  foilt d'un 
rrès-grand uhge pour la rClolution des q u d -  
t i g i ~ s  qu'on peut  propofcr Liir Ics qilaiititck. 

, - l r- 

l ouce quefiion q u i  pciii êrr ï  rc.o!iir 
IYAlgsbre,renfernis toujours c!nns fail di10n- 
C E ,  ioi t expiici.rement, foit imylici t c  I:IX~,LIII 

certain nombre de conditions qui fi311c a u -  
t r i l i t  de moyens de îaifir les rappor;s des 
q u m t i t é s  inconnues, aux qiiaritltd; connucs 
cionc cdes - l i  ddpe i~dc :~ .  Ces  rapyorrs peu- 
ve:it toujours ,  alnG q-~i'oil je verra  Far l a  
fi-lit::, 6 t r ;  cyri i i ids  par des ~ ~ i i a t i o n s  dans 
1cLliie:l:s Ics qua-ntitzs i n c o n i ~ u ~ s  & les 
q ~ i m t i ï é s  c<>iiiIues fc trouvent combin&s 
les i incs zvec les autres , & ceIa d une 
manierc p lus  ou n10iils compofde , f e h n  
qiie la qucifion eit F I L S  03 moins dificiic. 

Ainfi pour riîourlrc , Far  Algebre,  les 
qi~citions qii'oii pclit propofcs fu r  Ics q~iu:i- 
t i tds  , il f w t  trois chofes. 

1". Saifir dans l'éiîoncé ou tiuns la nature  
de la  quefiion, les rapports qü'ii y a cnz-t: 
les quantiris connues & les quantités i n -  
connues. C'dl iinc facultti qiie l'cfprit ac- 
qu ie r t ,  cosnime bcaucoup d'autres, par l'u- 
fage ; mais i l  n'y a point de rcglcs siridraies 
i donner là-cieffus. 

iO. Enpri:iier chacun de ces rapports, Far 
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une équation. Cette conditioii peut erre ré- 
diiire à une [eule regle ,  q i x  nous expore- 
rons par la fuite ; 'mais l'applimtioii en  eft 
plus ou moins fdcile k!on la rxtcre des 
quefiions , la capaci:i ik l'exercice que peut 
avoir cclui q u i  enrreprenl  dz réCoudre. 

3' .  WéTgudre cette équation, ou  ccs e"qua- 
tioiis, c'eit-i-dire , en i iduirc  la valeur des 
qlaantités inconnues.Ce dernier point eit CuC- 
c z ~ t i b f :  d'un noiiibrz ddrcrniinc! dç regles : 
c'At p a i  l u i  que nori; allons coinniaxer.  

Conirn- lcs q?ie!iioiis qu'on peut avoir à 
rkioudrc , peuvent coii3uit-c à dcs équations 
pl:is o u  moi;is comp3fdes, on a partagé 
cûiles-ci en p1uG:urs clailés cli dcgïL's q u e  
l'on difiinmir par 1'exi;ofant de 12 q u n n t i t é  

3 -. 
OLI  CS q ~ n i l i i t d ~  incoi~nues q u i  s'y crouvcl?t: 
nous fcrons connoitrc cris éql!~tions à inc- 

1 1  1 fure qüe noris av>ncsro,ls : c ~ i : s  r i s ; i i  noiis 
ailons i:ous oc:upcr d'atmrd, C c ; : t  ieç equg- 
rions dupre;n-er dtgrr". OLI im:l~rne aiilfi lcls 
dqmtionç d a n s  lclo,uclles 12s iiicoi~riilcs n e  
ro!lt rn:iltipL&s ni par elles-mkii~cs , n i  
eiitr'ci 12s. 

Ces Eli~atioris du preniicr d:çiT, ù une 
fiulc inçon nue. 

5 4.. Réfoudre anc  dquation , c'efi la  ré- 
duire à une autre, daris laquelle l'inconnue, 
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ou  la lettre q u i  la reprCfente, iè trouve feule 
dans un ineinbrc, & oii i l  n'y ait plus q'e 
des qilantités connues dans l'autre membre. 

Par exemple, ii l'on propofoir cette qiizf- 
tien : Trouver urt nombre dont le quadruple 
ajmié  à 3 , donrie autant quc f i a  r r$k  ajouri 
à r 2. E n  re rLkntant ce nombre par x, ion 

eroit 4 x ,  lequel ajout6 à 3 fait r 
+ x + 3 ; d'un autre ciité le triple de ce 
mêmv nombre x efi 3 x, lequel ajout6 ?i I 2 

fait 3x4- I a ; puis donc que +x + 3 doit 
donner autant que 3x -+ 12 , il faut que le 
ncmbre x Coit te1 que l'on ait  r,x+j=jx+ 
1 2  ; c'eit-là l'dquation qu'il s'agit dc rifou- 
dre , pour trcuver le nombre demandé. 

Or il eR dvident que puifque les deux 
quantités fiparées Far le r ipe=,  font éga- 
les, d i e s  12 Fron t  eiicore, fi l'on retranche 
dc chacune 3 x ,  ce qui réduit  l'équation à 
x +. 3 -- 12 ; enfin ces deux-ci feront en- 
core (gales , fi de chacune on retranche le 
même nombre 3 , ce qu i  doilne x = 9 ,  
& réfout l a  quefiion; car il efi dvident que 
x eit coniiü, puirqu'il eit égal à une quanriré 
connue g. 

L'objet que nous nous propohns  ici, efi 
de donner des r e ~ l e s  pour ramener l '&qua- 
tion , dans tous les cas, à avoir ainfi l'in- 
connue feule dans un membre, & n'avoir 

que 
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Que des quantires connues dans l'autre mem- 
bre. Pour une quefiion a u f i  iimple que celle 
que nous venons de prepdre peut exemple, 
I'ufage des équations feroit fans doute ruperd 
f u  ; mais toutes les quefiions ne font pas de 
cette facilitd ; & il  ne s'agit encore que de 
faire entendre comment la quefiion eit r& 
folue, lorfgue l'inconnue eit feule dans u n  
membre, & qu'il n'y a plus que des quan- 
t i t t s  connues dans l'autre. 

Les regies pour rtioudre les Cquations 
'dont il  s'agit ici , c'efi-à-dire, pour les 
rtduire à avoir l'inconnue feule dans un 
membre , fe rtduifent à trois, qui font  
relatives aux trois différentes manieres donc 
l'inconnue peut fe trcuver mêlée ou engagée 
avec des quantités connuesA 

Dortnavant nous reprdfenterons les quana 
t i t t s  inconnues par quelques-unes des der- 
nieres lettres x,y; 7 de l'Alphabet, pour les 
diflinguer des quantitis connues que nous 
reprdfenterons, ou par des nombres, ou par 
les premieres lettres de l'Alphabet. 

5 1, L'inconnue peut fe trouver mêlée 
avec des quantités connues en trois rnarlied 
res ; 1". par addition ou CouftraRion, comme 
dans l'dquaéion x + j = ~ - x .  zO, Par addi- 
tion, iouitra&ion & multiplication, comme 
dans l'dquation 4 ~ - 6 = z ~ + ~  6. jO- Enfin 
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Io C 0 u R s 
par addition, fo~oiiRraCtian, multiplication 8c 
divifion , comme dans l'dquation 5 x- 4 
- , - ' x +- 1 7 ;  OU par ces deux dernieres 

3 

optrat ions feulement, ou par la derniere 
feulzmc-nt. 

Voici les rcgles qu'il f a u t  fuivre pou; 
dégager l'inconi-iuc dans ces différens cas. 

5 6. Pour fi, e paJGr un' rrrrnc quekonque 
d'une équation, d'un membre de certe e'quarion 
dms i'aurre, i l f i u t  g i c e r  ce rermt, /'écrire 
dans L'riurie menilire avec un&e contraire 4 
celui 1~*11 a daus le membre ori r i  ej?. Sur quoi 
i l  faut f i  rappeiler qu'un terme qui  n'a pas 
de @ n e ,  efi cenfé avoir le iigne -+, 

Par  exemple, dans l'dquation 4 x+ 3== 
3 ~ 3 . 1 2 ,  G je veux fairr pailérle terme+3 
dans Ic fccond membre, j'écris 4 x = 3 x'+ 
I z - 3 , où l'on voit que le terme 3 n'eit 
plus dans le  premier membre; maisil efl dans 
le  fecond avec le Tigne - , contra i re  au 
figiie + qu'il avoit dans le premier. 

Cette dquar ian  rdduite, revient à +x=3x 
+- 9; fi l'on veut maintenant faire paffer le 
t m m e  3 x ,  dans le premier membre, on 
écrira 4 x - 3 x =y , q u i ,  en rt'duifaiit , 
devient x = 9. 

Pareillement , fi dans l'tquation x --7 
=X 2 1 - 4 x ,  je veilx faire paner le  t e r m ~  - 7 dans lc fecond membre ; jJCcrirai 5x=. 
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~r-+x+7, qui fe réduit à l x -  28-qr ;  
fi je veux enfuite faire paffcr qx, 
JX -t- 4x = 28, OU, en rdduifant , 9  x = 28. 
Nous verrons dans quelqucs moments, 
conimcnt s'achéve la rtioiucion de cette 
dqua tion. 

La raifon de cette regle eit bien facile à 
faifir. Yuifque les quantitds qui cornpofent 
le  premier mernlire [ont , enfemble , égales 
à& rotaliré de celies q u i  c~~rnpofenc le fe- 
c o n d ,  il eit évident qu'on ne trouble point 
cette égalité, fi ayant ajoutk ou ôtk à l'un 
des membres un terme quelconque, on ajou- 
t e  , ou l'on' ôte à l'aime, ce même terme j 
or, lorfqu'on efface un terme qu i  a le figne 
+,c'efl diminuer le membre où il fe trouve : 
il -faut donc diminuer l'autre de pareille 
quanti té ,  c'eit à-dire, y dcrire ce terme 
avec le Ggne ,. Au contraire, lorfqu'on 
efface un ternie qui a Ic figne -, il efi Cvi- 
d e n t  qu'on augmente le membre où il fie 
trouve, i l  f au t  donc augmenter l'autre, de 
pareille quantitt  , c'eit à-dire , Ccrire ce 
rerme avec le  iigne +. 

$7. On voit donc que par cette regle 
on peut faire paffèr à la fois, dans un mCme 
membre, tous les termes affecds de l'incon- 
nue,  & toutes les quantitds connues dans 
l'autre. On choifira d'abord dans quel mem- 

D a  
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bre on veut avoir les termes affeQks de l'in4 
connue ; cela efi indifférent : je fuppoTe que 
c e  foi[ dans le premier. O n  &rira de nou- 
veau l'dquation , en obfervant de co~iferver 
aux termes affectés de l'inconnzie ', & q u i  
étoient dans le premier membre, les iignes 
qu'ils avoient ; on tcrira, à la fuite de ceux- 
là  les termes affe&ds de l'inconnue, qui 
fe trouSent dans l'autre membre, m i s  en 
obfervant de changer leur figne. A la h i te  
de tous ces termes, o n  écrira le r i pe  =, & 
l'on formera le fecond membre, en écri- 
vant les quantit6s connues qu i  con~pofoioient 
d'abord le iecond membre, en les écrivanr , 
dis- je , avec  les m&mes iignes qu'elles 
avoient , & enfuite les quantitks connues 
qui Ctoient dans le premier membre, mais 

' en leur donnant des &ries contraires à ceux 
qu'elles avoient. C'efi ainfi que l'équation 
7 ~ - 8 = 1 4 - ~ x d e v i e n t  7x+4x= 14 
-+8, oit I I x = 22. Pareillement l'équation 
ax -c- bc - cx- ac- bx , devient ax - cx 
+bx= ac - bc. 

5 8. Il peut arriver, par cette t r a n f p d -  
tion, que ce q u i  rette des x ,  apr& la rtduc- 
tion , fe trouve avoir le fîgne -; par exem- 
ple, fi l'on avoit 3s - 8= 4~ - 1 2 ,  en paG 
fant tous les x dans le premier membre, on 
auroit jx-qx- - I 2 +8, qui fe réduità 
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-x=- 4; alors il n'y a qu'à changer les 
f i g e s  de i'un & de l'autre membre, ce qui, 
dans le cas prdfcni: , donne +- x= 4 +, ou 
x x-4. En effet, ail étoit dgalement maître 
Je tranfpofer les x dans le fecond membre, 
ce qui ûuroit d o n d  - 8 4 I 2 = +X - j x ,  
q u i  k réduit à += x, qui efl la même chok 
A 

g.  61 peut fouvent abrdger l a  rkduc- 
rion de I'~quation,loriqu'el~e eit numdrique, 
ou lorCque t tant littérale, elle renferme des 
quantités femblables. Si ces quantitds ont 
le  meme ligne dans difl'érents membres, 
on efface l'une, & on diminue l'autre de. 

areille quantitd; au contraire on les ajoure, 
forfqu'elles ont diffdrenrs lignes. Par exern- 
ple , dans l'dquation 6b - 40 + nx = sa 
4 3x, (efface zx dalis le  premier mein- 
brc , & dcris feulement x dans le fecond , 
j'efface sa dans le fecond, & j'augmente qa 
de ya, ce q u i  me donne tou t  de fuice, 66- 
ga=x. 011 voit donc que s'il i;: trouvoit de 
part & d'autre, des termes parfaitement 
dgaux & de même @ne, on pourroit les 
î~ippriiner tout de fuite; c'cil ainfi que I'dqua- 
tion IQ + 2b = sa-+ X,  f i  rdduit tout de 
L i t e  à 2 b =  X. 

6 o. Lorfqu'on a pa ré  dans un membre, 
m u s  les termes affeLl8s de l'inconnue, & 
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toutes lesquaiititr?sconnuèsdansl'autremem~ 
bre ; s'il n$ a poi1.t di: fi-afiioris dans I'Cqua- 
tion, il ne s'agir plus que  dJrxCciiter la regle 
fuivante, pour avoir la valeur de l'inconnue. 
Ecrivq I ' inccnnur fiuk dans un membre, & 
donnqPonr div f is iau ficonirnemhrz, lo quana 
tiré qui rnuhplroir /'kconnue daris Ir 

Par exemple, dans l 'dquation 7 x  - 8 = 

- 
nous avons cil, par la tranfpofirion Pr 13 rd: 
duaion, I ix==zz our avoir x , je n ai 

; P', a m e  chofe à faire qu a &rire x=g, qui fe: 
r 4 d u i t  à x=2; c'efi-i-dire, &rire x [eu1 dans 
le premier membre, & faire fervir fon multi- 
plicateur I 1 ,  de diviîeur'au fecond membra d' 22.  En effet, lorfq au lieu de I I  x, j'dcris 
feulement x, je n'kcris que La onziene partie 
du premier membre ; i l  faut donc, pour  con- 
ferver I'égalité,n'Ccrirequelaonzienl~partie 
du  fecond membre , c'efi.i-dire, divifer 16 
Lcond membre i 1. 

- 
Pareillement, fi l'o:~ propofoit l'dquation 

1 zr-I  g =4x+2 5 ;  après avoir paifé ( 56 )  
tous les x d'uncÔtC, & les quant i tés  connues, 
de l'autre, on aura I 2 x - qx a 2 5 -t. r 5 , 
ou, en rtduiîant, Px = 40; maintenant pour 
avoir x, j'écris x= ?:, qui fe rdduit à x=g. 
Çar,lorfqu'au lieu de 8x j'siçris x feulement, 
jc n'icris que la huititme partie du premier 
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D E  M A T H ~ M A T I Q V E S .  $ 5  
membre ; je dois donc? pour maintenir l'&a. 
lit&, n'dcrire que  l a  hui t icme partie dukcond 
membre, c'eft-à-dire, n'dcrire que 9. 

Si les quantités connues qui rnultiplientx, 
.au lieu d'être des nombres, dtoient repré- 
f e n d e s  par des lcctres, l a  regle ne boit pas 
diffë'rente pour cela : aiilfi dans l'dquation 
ax = bç, il n'y a autre chofc faire, pour 

b s avoir x, que d'dcrire x = - -- 
a *  

\ Si après la tranfpofition faire, il y a plu- 
fieurs termes affeEtés de l'inconniie, Ia regle 
eft encore la même; ainfi,,dai~s I'tquation ax 
c+ bc-c;l. =ac - bx, que nous avons euv 
c i - d e h s ,  on a, après la trai~fpofition,ax - cx 
3. bx = ac - bc ; pour avoir x, il ne s'agit 

a6 -6c. 
plus que d'écrire k = - a-r+b> 

c'eit-à-dire , 
&rire x feu1 dansun membre, & donner pour 
divireur au ~econd,laquantitdquimultiplioit, 
xdans le premier, laquelle eit ici a - c +- b. 
puifque la  qiiantitt ax-c.x+ hrc eit x multi- 
plid parlarotalité. des trois quantitésa-c+b. 

6 I . On voit donc que lorfqu'après la 
tranfpofition, il y a plufieurs termes affeRCs 
de x , an  doit, pour avoir la valeur de x , 
divifer le fecond membre par la totalitd des 
quantitds qui affeaenr x,dans le pren~icr,'ei~ 
prenant ces quantités avec les fignes teIs 

D e  
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$6 C O U R S  
qu'ils font. Par  exemple, dans l'gquatioti 
as  = bc - 2x , o n  a ,  par la tranf+lirion, 
a x -+ 2 ==r 6 c ; & en  appliquant la regle 

b c aauel le  ou la divifion, on aura r=  -. Do 
- . -  

même, 1'Cquatioii x - ab = bç - ax, donne 
par la rranfpofition x tax -bc4a6 ,  &par 

B r  4 ah, 
confdqueiit x = z, car il ne faut pas 
oublier ici ( 5 ) que l e  multiplicateur dc x 
dans lc  premier terme de x +ax, eit i ; en 
for ts  que dans x + a ï  , x eR nidtiplid par 
I + a ;  en effet, dans x -+ ax, x fe trouve 

iz  fois Je plus que dans nx.  
6 2. S'il iè trouve quelque quantitk qu i  

fût faQeur commun de  rous les termes de 
SCquation, an pourroit fililplifier , en divi- 
fant tous les termes par ce faaeur  commun: 
par exemple, dans 1'6quation i r bb= 27 ab 
+ 6 b x ,  je diyiferois par 3 b qui eR faEleur 
commun de tous les termes ; & j'aurois '$6 - ga -+ zx , qui , par la trriiif'fition, de- 
vient sb- ga=2x ,  & enfin par la divifion, 

YB-sa 5b-ga 
- X  OUX - - donne - - 

7. 

6 3 ,  Les regles que nous venons de don- 
n e r ,  ont toujours lieu, lors même que les 
diffdrents fermes de l'dquation ont des déno* 
minateurs , pourvu que ces dénominateurs 
ne coutieniicnt pas pinconnuei mais cornmg 
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D E  M A T H É M A T I Q U E S .  J7, 
l'application des ces regles eR plus facile 
pour les Cominenc;ants, lorfqu'il :iYv a pas 
de fra&ioils dans l'dquatioii , nous allons 
ajouter ici utle regle pour faire difparoître 
les ddilominateürs. 

64. Pour changzr ulle équation dans 
laquelle il  y a des dinominateurs , en une 
.autre dans laquelle il n'y cil ait plus, ilfiut 
multiplier chaque terme qui n'a p a s  de dénomi. 
nateur,far l p r o d u i r  de tous les dinominareurs, 
G. mulrtplier l e  numriateur iie chaquej-aüion, 
pzr le produit des deinominat~urs des autres 
frcd'ions j r r lmcn t .  

: -2 Par exemplv, fi j'avois i'équation -+4 
3 

Z X 
rateur 2 x  d e  la frrfiioii - -, par j y , ~ r o d u i t  

1 

des deux dCiiominateurs '$ e( 7, ce qui me 
donneroit 70x. Je multiplierois le terme 4, 
q u i  n'a point dk dinominnteur, par IO!, 
prodiiit des trois dénominateurs 3, 1, 7, ce 
q u i  me doilneroit 420. Je inultiplicrois le 
,numérateiir + r de la fraEtioii q, par 2 i , 
P, roduit des deux dénorninatzurs 3 & 7, & 
j aurois 84x. J e  multiplierois 1 2 ,  qui n'a pas 
de dCnomina:eur, par le  produit IO? des 
trois ddnominateurs, & j'aurois I 260. Enfin 
je multiplieroislc numératevr 5 %  de la frac- 
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f X  
tm--, par i 1, produit dcs deux autres d& 

7 
noininateurs, ce q u i  nie donne 7qx; enforte . - 
que l'dciuation Fropofee, efi changée en 
celle-ci 7 2 x 3 -  420 = 84x + r 26o - 75x,  
dans laquelle, polir avoir x, il ne s'agit +us 
que d'appliquer les deux regles précCdentes. 
Par la premiere ( J  6) on  changera cette dqua- 
t i o n e n 7 o x  - 8 s x + 7 5 x =  1260-420; 
ou, en rdduiraiit , 6 I x = 840 ; 8r par la 

8 -1. O feconde ( 60 ) , x -, qui en faifant l a  
6 I 

4 7  divilioii , Te rCduit à x I j . 
La raifoii de cette regle efi facilé i appcr- 

cevoir, fi l'on fe rappelle ce q u i  a dté dit 
( Arith. 9 1 ) pour rdduire plurieurs frafiions 
au même ddnominarcur. En effet, fi dans 
l ' tquation propofd- 2 X 4' 5 %  

~ y i - q = ~ + 1 2 - -  
, 7 '  

on vouloit réduire au meme dénominateur, 
les trois f r a ~ t i o n s ~ , ~ , ~ ,  i l  faudroit mul- 

iI I .  

tiplier leurs numérateurs par les mêmes 
nombrcs par lefquels notre regle aQuelle 
prekrit  de leo mulriplirr, & donner à ces 
nouveaux numxrateurs, pour dtnominateuii 
commun, le  produit de tous les dénomina- 
teurs; enrorte que 1'Cquation propofée feroit 

7 o x  64x changée en cette autre - + q =- +- 12 
105 105 ' 
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- 7T.Z -, qui eit la même dans le fonds, puiG 
105 

que ( Arith. 88 ) les nouvelles fraaions font  
les memes que les prem~errs .  Maintenant,  
fi nous voulons aufi rdduire les entiers en 
frattion, i l  faut Arirh. 86 ) multiplier ces 
entiers par le dénbminateur de la fraQion 
qui les accompagne, c'efi-à-dire , ici ar i os, 
qui a c d  forme du produit d e  tous !es de- 
nominateurs qui fe trouvent dans l'dquation; 

70x+4~0-84x+ i z63 -7qx  
alors on aura 

IO< 
; mais 

il eit Bvident qu'onpeut, Lns troubler l'&ai 
l i t t ,  Cupprimer de part & d'autre le  dtnomi- 
uateur commun.puifque fi ces deux quanti t ts  
font  dgales &t diviîées par un mCme nom- 
bre, elles doivent l'être aufi [ans cette divi- 
Gon ; on a donc alors 70x + 420 = 84x 
s, I 2 6 0  - 75x, comme ci-deflus. 

6 5 .  Si Ics diffkrents termes qui compo- 
fent  l'dquation, font tous des quantités lit- 
rdrales, la regle ne fera pas , pour cela,, 
d i E r e n t e .  Il faut fëdemcnt  obferver les re- 
gles de la multiplicatio:~ des quarititds littEra- 

a x  cx  ab  les : ainfi dans l 'iquation b =,-i--;, 
je multiplie le nuinCrateur a x  par le pro- 
duit  cd des deux autres dénominateurs, ce 
q u i  donne acdx. Je multiplie: le terme +b,  
par le produit bcd de tous les d&~ominateurs, 
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50 C O u R s 
& j'ai -p d'cd. Je multiplie c x  Far b c ,  Ci 
j'ai bc'x; enfin je multiplie ab par bd ,  & 
j'ai ab'd; enforte que l'équation devient 
a c d x +  b2 c d =  b c ' x  + a  b a d ,  laquelIe , 
par tra~d~ofition, donne acdx-bc2x 3 ab'd 

ab'd- bzcd - 6 ' 4  & ( 61 ) Far divifion x- ,, 

ad- bc3 

plexes, on peut, pour bulager I'eC-prir, coin- 
niencc; Far indiquer fculemeiit les op6ra- 
tiolis, pour les exécuter enfuite; ce qui eit 
plus facile en les voyant ainfi indiqudes : par 

a~ rn exernf!~, fi j'avois -b+ 4b ; j'icri- 
a- ,a+b 

rois a x x ( ~ a + b ) + - + b x ( a - - b ) ~ ( ~ a + b )  
= c x  x ( n - b ) ; alors faifanr les opérations 
indiqudes , j'aurois ?a2x + abx 4 I 2a16- 
Pab' - 4b3 .= acx- bcx ; tranfporant, ja 'x  
+ cbx - crcx +- bcx=.+63 +. 8aDz - I au" ; 

4 h j + 8 r h + - ~  z a l h  
& enl'in, (Bi) en d i ~ i i à n t  x= - -- 

j<r1+ab-ac -+ bcb 

Application des principes précédenrs d 

6 7  Quoique nous nous foyoiis propolé 
de ne traiccr avec quelque détail, des ukges 
de lYAlgebrc, qye dans la iéconde Sefiion, 
nous croyons néanmoiiis à propos' dc prEparer 
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4 a ces ufages, en appIiquant dès à préfent les  
principes précddents, à quelquas quefiions 
aifez faciles. Cela nous donnera lieu d'ail- 
leurs de faire quelques remarques utiles pour 
l a  fuite. 

L e s  regles que nous venons de donner ,  
font fufifantes pour rdioudre toute  queition 
du premier degré, lorîqu'une fois elle e f i  
exprimée par une Cquation. Pour  mcttrz  une 
queition en équation, on peut faire ufage dr 
l a  regle fuivante : Reprt!Ientq la quizmté ou 
les puonrités cherchhs, chacunepor une iritre; 
G. ayant e x m i n é  avec attention, I'érat de Za 
queJfion,faires, ù l e i d e  des Fgnrs a&briques, 

Jur ces quanritks &J fur les quanrirSs colrnues , 
Ics nztrnes opeiarions Ci ks rnGmesra~onnernens 
que vous fer iez ,  f i  c o n n o i j h r  Ifs ~ a l e u r s  des 
inconnues, YOUS voulieq les vérifier. 

Cette regle efi gdndrale, & conduira tou- 
jours à trouver les dquations que la queition 
ueut fournir. Mais i l  eit bon d'en diriger 

U 

i 'application~par quelques exzrnples. 
Quefiion prerniere : Un pere G. u n f l s  onr 

ccnr ans  à eux deux ; le pere d 43 ans plus que 
Ze j l s  : on demande quel eJ I'âgc de c h c u n  ? 

Avec une attention mkdiocre , on v ~ i t  
qne l a  queition fe rCduit à celle-ci : Trou-  
ver deux quantités qui réunies faffent 100, 

& dont l'une furyaffé l'autre de 40. Or il dj 
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facile de voir que  dès que l'une de ces qua& 
t i t i s  fera connue, la feconde le fera a u f i ,  
puifque, Ti la plus grande , par exemple ; 
&oit connue, il rie s'agiroit que d'en ôter 
40 pour avoir la  plus petite. 

Je repréfenre donc la plus grande par x, 
Maintenant, fi connoiffant la valeur de x, 
je voulais la vkrifier , j'cn retrancherois 40 
pour avoir le plus petit nombre; je rdunirois 
enîuitc le plus grand & le plus petit, pour 

.vo i r  s'il cornpofent roo. Imitons donc ce 
procédé. 

* 1 

...... L e  plus grand nombre eR x 
Le plus petit fera donc. ...... x -40 
Ces deux nombres rtunis font 2 x - 40 
Or, par les conditions de la 

quefi&, ils doivent faire . . .  oo 
Donc . . . . . .  . 2  x -  40= 100 

Il ne s'agit plus, pour avoir x, que d'ap- 
pliquer l cs  reglcs donnoes ($6 )  & (60); La 
premiere donne zx  = r o o t q o  ou ZX- I 40, 
& la feconde x == += 70; ayant trouvd 
le plus grand nombre x , j'en retranche 40 

our avoir l e . ~ l u s  petit; & j'ai 30 pour ce- 
fui-ci. Ainfi les deux âges demandes font 
70 & 30. 

En r6fldchiCant fur la maniere dont nous 
nous fommtx conduits pour rdfoudre cette 
quefiion, on peut voir que les rufonnements 
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que nous avons employds, ne font point dé- 
pendants des valeurs particulieres des nom- 
bres roo & 40 qui entrent dans cette queC- 
tion ; & que fi , au lieu de ccs nombres, on 
en eût prbpofi-d'autres; il eût fallu le con- 
duire de même. Airiri fi l'on propofoit la 
quefiion de cetre manisre gdnkrale : Deux 
nombres réunisfint unelomrne connue G. repré- 
jéntie psr  a; ces AUX nombres dzj%enr enrrc 
eux d'un rzornbre connu repreFntépar b ; corn- 
ment trouveroij-je ces deux ~zornbres ? 

Ayant reprtfentk le plus grand par x , . 
Le plus petit fera donc . . . . x- b. 
Ces deux nombres rtunis font.. zx - b. 
Or felon laqueition, ils doivcnt cornPofer 

l e  nombre a ; i l  faut  donc que sr- 6 = o. 
Tranfpofanc, cn a 2x=a+b, & divifant, 

a b a 4 ~ u x = -  x - -  +y. 
c'ER-à-dire, que pou;avoir le plus grand, 

il faut prendre la moitii de a ,  & y ajourer 
la moitié de  b ; ce qui m'apprend que lorf- 
que je connoîtrai la iomme a de deux nom- 
bres inconnus, & leur  diffdrence b y  j'aurai le 
plus grand de ces deux nombres inconnus 
en prenant la moitiC de la Comme, & y 
ajoutant la rnoitid de la diffdrence. 

Puifque le plus petit des deux nombres 
a b  

en x-b , il fera donc -+-- b ,  ou, en 
2 Z 
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donc pour avoir le plus petit, il faut ôrcr la 
moitié de b, de la  moitid de a; c'efi-à-dire, 
retrancher la moitit de la diffdrence, de la 
anoitid de la fornme, 

O n  voit par l à ,  comment en reprdfentant 
'd'une maniere générale, c'eit-à-dire, par des 
lettres, les quanricds connues qui entrent 
dans ces queitions, on parvient à trouver des 
reglesgéilérales pour la rdfolution de toutes 
les quefiions de même efpece, Cette regle 
q u e  nous venons de trouver, efi cclle que 
nous avons donnde ( Géom. 30 I 1. 

Souvent desquefiicns paroiBent diffkren- 
tes au coup d'&il, & cependant 
après unléger examen, on trouve qu'elles ne 
different que par lënoncé. Par exemple, ii 
l'on uronofoit certe aueitiori. 

1 L 

Partager iin nombre Connu 6.reprepnttpar~, 
en deux parties, dont I'unefiir moindre o v p l u ~  

s grandc que l'autre, d'uilc quantitéconnue t j  re- ' 

prtjnziepar b. Il eit iicile de voir que cette 
,quefiion revient au m&me que la prCctdeilte. 

Quefiion féconde : Parrager lenom6re7zo 
en trois parries,.donr ZQ plus grandejî~rpofe la 
plusperite de 80, & dont h nzoyenneJurpaJe 
la plus~etirQe 30. 

Si 
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DE M A T X É M A T I Q U X S .  3r 
* .  

Si  l'on me difoit quelle eA la petite 
partie; pourlave!rificr, j'y ajoi~terois +od3une 
part, ce q u i  q e  donneroit la feconde, & ao 
d'une autre part, cc q u i  donneroit f a  plus 
grande; alors duniirant ces trois-partles , 
il faudroit que leur lomrne formât 720. 

Nommons donc cette plus petite partie, 
x ,  & en procédant de la m&me mani&e, 
nous dirons : 1 

La plus petite partie rfi .... x 
Donc la moyesne eit ...... x +- +q ....... Et la  plus grande. x+ 8 0  
Or ces 3 parties rdunies font 3x + I 20 ; 
D'ailleurs la quefiion exige 

qu'elles fanent ....... ,. ........ 720. 

I l  faut donc l u e .  .. j x + I 20 = 7ao. 
Appliquant les regles ci-defis, on aura 

3 x=72o - 120 OU 3x I 600, & par con- 
fdquent x = 2oc; donc la ficonde partie 
eit aqa ; & l a  plus grande , 280 ; ces trois 
parties rLunies font en effet 720. 

Il eR encore hident ,  dans cet exemple, 
que qirand les nombres propofds , au l ieu 
d'être 723, 40 & Sc,. euflent et6 diffdrenrs, 
l a  quefiion auroit toiilours pu îe réfoudre de 
13 même maniere; ainii pour réfoudre toutes 
les queiiions dans lefqrielles il s'agit de yar- 
rager un nombre connu a en trois parties, 
telles que l'ecxès de la plus grande fur la 
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plus foit un nombre connu bi rep& 
fènté par b ,  & que l'excès de la moyenne 
f u r  la plus petite foit c;  en raifonnant de . . 
mëme, on dira : 

Reprt?fentons la plus petite, par x 
La moyenne fera ......... x-+-c 
Et la  plus grande, ........ x + b  
Ces trois parts rdunies lont . . 3 x+b+c 

... Or elles doivent faire. a 
11 faut donc que3  - r - + b + c = a  

,Donc tranfpofant , 3 3t = a - b-c , & 

C'eR-à-dire, que pour avoir la  pIus petite, 
il faut retrancher du nombre qu'il s'agir de 
partager, les deut excès, & prendre le tiers 
du reite : alors les deux autres font faciles à 
trouver. Ainfi, fi l'an demande de partager 
642 en trois parties dont l a  moyenne furpaffc 
l a  plus petite de 7 5 ,  h dont la plus grande 
Eurpaffc la pius petite de 87, j'ajouterois 
les deux diffdrences 75 & 87, ce qui  me 
donneroit i 6 2  ; retranchant 162 de 64.2, il 
refte 48 , dont le tiers 160 eB la PIUS petite 
part. Les deux autres font donc 1 6 ~  + 7~ 
ou 2 3 5 ,  & 16,,+87 ou 247. 

Au refie , ies deux quefiions que nous ve- 
nons de donner pour exemples, n'ont pas 
bcfoin d u  fccsiurs de l'hlgebre ; mais leur 
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finiplicité eR propre à faire voir clairement- 
l a  mmiere dont on doit faire ufage du prin- ] 
cipe que nous avons donnt pour mettre une 
gueition en Cquation. 

Quefiion troiheme : Partager un nombra 
connu,par exsnlpk x 42 50, en trou parties qui 

Joiant entr'ell~s comme les nombres j, 5 ,  G. I r ; 
c'el-à-dire , dont la premierefoit d l a  /èconde : : 
3 : 5 ,  C. d o m  LapremiereJoit à /a  trorJieme : r, 
3 :  L I .  

Si je corinoiifois l'une des parties, la pre- 
miere, p.ar exemple , voici comment je la 
vdrifierois. 

j e  cherchefois paf une regle de trois 
(Arith. I ~ Q )  un nombre qui fû t  à cette rre 
partie : :! : 3; ce feroit la 2dC partie. Je cher& 
cherois, de même, un autre nombre qui fût à 
cette irepartie : : I I : j;ce Ceroit la 3"'partie; 
rkuniflant ces trois parties, elles devroient 
former r 4250. ~rnicons donc ce procddd. 

Soit la premiere part. . . . . . x 
Pour trouver la feconde, je calcule le qua- 

trieme terme de cette pro ortion 3 : $ : : x i 
Ce quatrieme terme, ou P a feconde partie, 

5 "  fera donc. . , . . . . . ,* .. ,, 
5 

Pour trouver la troifieme, je calcule Io 
quatrierne rerme de cette proportion 3 : 
, I I  : : X : 

E2 
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Ce quatrieme terme, ou la troifieme p a s  
1 l x  

tie, fera donc. . . . . . . . . . - 
3 ' 

5 x Ces trois parts r tunies  font x + - -t- 
3 

z- r 6 x  -,oux-t--; 
3 3 
Mais - la quefiion exige qu'elles fasen: 

1 G x  .g+zr;o;il f au t  doiic que x+ 7 - 1425~. 
> 

Pour avoir la valeur de x ,  je fais ( 64 ) 
ilifparaître le dénominateur 3, & j'ai 3 x+ 
,i6x =.42750, OU 1gx=42750; &nc (60) 

* - en diviiaiit par 19, ~ = 2 = 2 2 ~ 0 .  La fi- 
'9 

f xzzyo  rizço conde part  qui eitqX Ccra donc - , OU -'- 
3 3 3 3 ' 

ou 3 7 10 ; & la  troifieme q u i  eR 2 , fera 
3 

a ix tzyo  347'3 - , ou -, ou 8 i y o  ; ces trois parts 
2 > 

rtuiiies forment en effet I 42 50;  d'ailleurs les 
rrois nombres 2150, 37 $0, S210, font entre 
eux comme Ics trois nombres 3, 5 & I I ,  ce 
qu'il efi facile de voir en diviiànt les crois 
premiers, par l e  m&me nombre 750 , ce qu i  
1 Arrth.  170 ) ne change peint leur rapport, 

Si le .ombre qu'oiipropnfe departager,au 
lieu d'êere r+ayo,  dtoit tout autre; s'il Groit 
en g6ndral r e p r é h c d  pur a, & qiie les noni- 
bres croportionnels aux oareies eii lefauelles 

L A A 

on veut le partager, au lieu d'être 3, 5 , r 1, 

fulfcnt en gdniral rrcis nombres conilus & 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



repréfcntds par les lettres rn,n,p; il efi vlfi- 
ble qu' i l  ne faudroic qu'imiter ce que nous 
venons de faire. 

Ainli, la  premiere part t t ac t  reprdfentde 
p a r .  . . . . . . . . . . . . .  , x  

Pour avoir l a  ficondc, je calculerois le 
+mC t e rpe  de cette proportion n : n : : x : 

Ce ~ ~ i a . ~ r i c m c  terme, ou la ieconde parc,  
n x  

icroit donc . . . . . . . . .  - 
m 

Et pour avoir la trûifieme, je calculerois 
le terinc de cette proportioii m : p  : : x : 

Cc qurtcrieine terme, ou la troifieme part, 
I i e r ~ i t  donc-. . . . . . . . . . . .  
m 

Les trois parts rkuiiies feroient donc x+ 
7 1 X  P X  n x  + p x  
-+;-,OUX+ in , or ellcs doivenr 

nx+,ux faire a ; il faué donc que x -+ - 9 a. 
In 

Chaffeiit le dc!iioininarcur, on a m x -.& ris 
+ p x = nz a ,  & par coddqueii t (6  1)  cn di- 

rn n 
virant, x = ce q u i  nous donne 

rn4-n+p' 

l ieudc faire remarquer l'utiiicé de 13AlgeEre, 
pour découvrir des regles de calcul. 

Si l'onvouloit calculer le quatrieme terme 
' l >  a iine proportion d o i ~ t  les trois pr-miers fi- 
roient m + n -+ p : nz : : a : : il efi viriblc 
( Arith. 179 ) q u e c e  quatrieme terme feroir 
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?O  COUR^' 
exprimé par l a  même quantitd , concluona 
en  quc; pour avoir x, il faut calculer le qua- 
trieme terme d'une proportion dont le pre- 
mier efi la Komme des parties proportion- 
nelles; le kcond, la premiere de ces parties; 
&le  troifiemv eit le nombre ~ l ê r n e  qu'il s'a- 
git de parrager ; ce qu i  efi préciZrnent la 
regle que nsus avons donnde ( drith. 197 ), 

Quefiion quatrieme : On a faE parrir de 
Dreux, pour BreJ, un courier qui fart i! lieues 
pnr he~re .  Huit heurcs opris fun d q a r r ,  on eii 

afaitpart;r un autre de Paris, pour BreJ , 
cehi-cr fdtr 3 ,ieues par heure. On demande 
OU il rencontrera ~eprernicr,/achant d ' a i h q  
qn'i'y a 17 lieues de Paris à Dreux, 

Si l'on me difoit combien le fecond cou- 
rier doit faire de lieues pour artraper le pre- 
mie, je v6rifierois ce riombre en cet te  ma- 
nierc. Jz chercherois ccnibizn ie premier a 
d î ~  fajre.de chemin pendant que le f e x n d  a 
été en marche; & comme ils en doivent faire, 
enméme temps, à proporcion dc leur vireffe, 
c'eit-à-dire, 5 proportion du nombre de 
lieues qu'ils font y ar heure,jetrouverois com- 
bien le premier a dîl faire, en calculant le 
quatr ieme terme de cctte proportion.. 3:z:: 
l e  nombre de lieues faites par le fecond, cfi 
a u  nombre de lieues que le premier aura 
faites dans le g$pe  temps, Ayant trouve Fa 
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quatrieme terme, j'y ajouterois le nombre 
de lieues que le premier courier a d î ~  fair6 
pendant les 8 heures qu'il avoit d avance, 
Q enfin les 17 lieues de Paris à Dreux, qu'il 
avoit auf i  d'avarice, & le tout  devroit: for- 
mer le nombre de lieues que le fecond a 
faites. Conduifons-nous donc de la même 
maniere en repéfentant par x , le  nombre 
de lieues que fera le fecond courier. 

IJcur trouver le nombre de  lieues q u e  le 
premier fait pendant que le rccoiid fait x, je 
calcule le quatrieme t u rne  dê cctte propor- 

Z x 
tion.. 3: 2 : :x: ;cz+mcterme eR-- or pend 
dant 8 heures, ce même premier courier a dû 
faire 16 lieues, à raicon du 2 lieues par heu- 
re; & puifqu'il y a 17 lieues de Paris à Dreux, 
G l'on réunit ces trois quantités, on aura 
Z X z x  - + 16- 17, ouT -+ 3 1, pour le ch-min 
3 

qu'aura dîi faire le fecond courier, lnrfqu' i l  
attrapera le premier. Puis donc, qu'on a Tup- 
pofd qu'alors il auroir fait x dc lieues , il 

Z X 
f a u t  que -;+ 3 3  =x. 

J 

Il ne s'agit que d'avoir x par le 
moyen des regles dorindcs cideKuS. Je 
chaire donc le dénominateur 3 ,  & j'ai ( 64. ) 
l'équation 2 x - 99 = 3x; tranfpoCant tous  
ks x dans le fecond membre & dduifant ,  

E %  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



jhi 99 = x; c'et?-à-dire , que les deux coud 
riers fe rencontreront, lorfque le fecond 
courier aura fait  99 lienes, ou qu'ils iè 
rencontreront à 99 lieues de Paris. 

E n  effet, pendant q u e  le Cecond fera 
99 lieues, le premier fera 6G lieues, puifqu'il 
fait deux lieues pendant que le feconden fai t .  
trois ; or il a r G lieues d'avance, par les 
8 heures dont ion d6parr prdcede celui du 
fecond, & il a de plus 17 lieues d'avance 
comme partant de Dreux; il fera donc alors 
à 99 lkues de Park ,  c'cil-A-dire, au même 
endroit que le fecond. 

Avec un peu d'attention, on voit que 
quand on changeroit les nombres qu i  entrent 
dans cette quefiion, la manierc de raifonner 
& d'opérer n'en frroir pas, pour rc la ,  di% 
rente. Reprtfentons donc, en ge'néra1,par a, 
l'intervalle des deux lieux dc ddpart , qui  
étoit I 7 lieues dans  la q~iefiian précddeiite : 
repréfenrans par b, le nombre d'heures doiit: 
le ddpart di1 premier courier précéde cel~i i  
du fecond ; par c le iiorniire de lieues que le 
premier fa i r  par heurc, & par dIe  nonibx 
dc lieues que fait le fecond par heure: 

Si nous repréfentoiis toujours pur x le 
nombre de lieues que le fecond courier doit 
faire pour rencoi~rer  le premier, x fixa en- 
core compofé de l'intervalle des dcux lieux - 
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de dEpm du chemin que  le premier peu! 
fiire p e n d m t  le n0mbre.b d'heures, & enfin 
du chemin que le premier fera pendaiit tout 
le  temps que le Cecorid fera en marche. 

Pour d4terminer ce dernier cliercin, j'ob- 
ferve que ies deux couriers niarchant alors 

le  m&me tempa , doivent faire d a  
cllemin à ro orrion de IeussviteiTes; ainfi x P p .  
é ran t  le c h e i n n  que le fecond eit i ù p p o E  
faire,  j'aurzi ceiiii que fa i t  le  premier peii- 
dant ce remFs,  en calculant le quatrieme 
trrrne d'une p-opcrrion q u i  commcnceroic 
par ces trois-ci d : c : : x : ; ceqilatrieme tcr- 

me fera d o n c  - (Ahth. I 79) ou limplement n 
L X  -. Or,  puifqüe cc premier coiirier efi fup- 
d 

pold r i r e  Ic nombre c de lieues par heure, 
il a dû,  Cians ie nombre  B ri'hcurcs, en 
faire O de fois ?ri tant ,  c'efl-i-dire, 8 fois fi & 
vaui h u i t ' .  3 0  fois fi b v a u t  trente ; en gi- 
néral, il en doit faire autaat qu'il y a d'unités 
daus cxG ou 6c ; il en a donc fait u n e  .quari- 
t i td  exprimde Far bc. 

Rhi iEons  donc maintecant le nombre de 

lieues y ûvec le nombre dz Iieucs bc, & avec 
C X  le nombre de lieues a, 8; le toiit , + b c 

+ a kra  ce que le premier a r i ;  faire or on 
a fuppofd que xctoit ce qu'il a dù faire; donc' 
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teur , on a d x  = cx + bcd+ ad; tranfyo- 
fant , d x  - cx = bcd +- ad; divifant enfin 

b s J + c d  (61) on ax3 - 
d-c 

, qui donne la holution 
de toutes les quefiions de cette cfpece , au 
moins tant qu'on fuppofe q u e  les deux cou- 
riers vont du même côtd, & que  le  dipart 
du courier qui va le  moks  vite, prd&de 
celui du kcond. 

Pour montrer l'ufage de cette formule,rç- 
prenons l'exemple prdctdcnt & rappellons- 
nous que,dans ce cas, a repréfente 17 lieues; 
c'eit-à-dire, a -  i 71, b = 8 h  , c = 21, d- 31. 
Alors l a  valeur gdn6rale de x devient x = 
r7x3-+8xzx3 . . 51+48 , c'cfr-idire, x - - ,p9, 

7-2. I 

commv ci-defius. 
T e l  eit donc l'ucage deccs Colutions s i n & -  

rales, qu'en y fubititrianî à la place des let- 
. tres, les nombres qu'elles {ont defiindes à 

repréfenter, & fairant les opirations que 13 

difpofition & les fignes de ces lettres indi- 
quent ,  on trouve la rkblution de toutes les 
quefiions particulieres de mtme efpece. 

Par exemple, fi I'on proporoit cette autre 
quefiion: L'aiguille des heurts d'une montre ré- 
ond à I 7 minutes, & celle des nzinures réjond p, 
4 24: rninures, c'@-à-dire, qu'il eJZ j 2 5': on 
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demande à quel nombre d'heures b de minutes 
ces deux azguiUcsjeront I'uneJïr l'autre. 

Puifque I'aiguille des heures & celle des 
minutes marchent et: mËme temps, la quan- 
t i t i  b par laquelle nous avons reprdirentt ce 
dont  le départ d'un des couriers prdcede ce- 
lu i  du fecond, cit ici zéro. L'intervalle des 
detix lieux de dQart eit ic i  le chemin que l'air 
p i l l e  des minures a h faire pour venir de la 
vingt-quatrieme divifion du c d r a n ,  à la dix- 
feptierne, c'efl-à-dire, que a= 53 divifions : 
or, pendant que  l'aiguille des minutes par- 
cours les do diviiions, celle des heures n'en 
parcourt que 1 ; o n  a donc  c - g, d = 60. 
Puifque b = O, je rejette de la formule x = 
pd+6;d 

d-c 
, le terme b c d ,  ou  bxcd, parce q u e  

&ro multiplié par tout cc qu'on voudra, f a i t  
toujourszéro. J'auraidonc,pourlecasI>rt'feiit 

a d  x= - ; & en fubiticuant pour a, d, c, leurs d-c: 
73x60 i'3180 valeurs, x = -- 4$ - 
60-5 ~5 - 5 7 ~ -  5 7 3  

c'efc-à-dire, qu'il faudra que l'aiguille des 
miiiutes parcourre encore $7  diviiions & 2; 
ainG, puXtju'elle r d p ~ n d o i t  à la vingt-qua- 
trierne divifion, elle rdpondraà8 I divif ionsk 
-- A; ou?puirque 60 d i v h n s  font lin tour, les 
deux aiguilies feront l'une fur l'autre à 2 1'3 
de l ' h e p i  lujvanrc, c'etc-;-dire, 4" i' &a 
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LYav:.nt2ge des folutions littérales fur Ing 
foiutions numériques, ne confifie Fas k u l 6  
ment en ce que, pou- chaquc qiiefi:on par. 
ticulicre, il ne s'agit plus que  de fi~Siiiclirr 
des nombres : Convent, par certaines prkpa- 
rations, on rend ces blutions hfccFt;bles 
d 'un &onc@ finivie & facile à retenir. Par 

1 

ad+bid cxemplc , la. forinu!~ x---- 
rt-c 

que nous 

venons de rrouver, efl davs ce cas : la quair- 
t i t i  détant fatleur commun des deux termes 
du numérateur, on peut &rire la valeur dc x 

( a + b c )  X d i  O r ,  f-oilç e n  cvtre naaniere , x = -- -- d-c 
cette forme, on peut reconnoitre q u e  la  va- 
l eu r  de x efi le quacricme t e m e  d'une pro- 
portion dont les t ro i sprp ie rs  feroient d-c: 
d:  : a +- bc : ; mais, de ces trois termes, le 
premier, a'-c, marque la  diffdrenc~ des vi- 
eeges des deiix couriers ; le fecond, d,  niar- 
quu la  vîteffe du fecond coürier ; & le troi- 
ficini ,  a -+ bc, kit  compoîé d r  l'iiitervalle n 
des deirx lieux de dépa r t ,  & de la  quanti:& 
b c ou c x 6 qui exprime combien le  prcniier 
courier fzit de lieues pendant le nombre 
d'heures qu'il  a d'avance ; encorte que  a+bc 
mrtrque toute l'avmce que le premier a fiiï 
le  Lcond ; l a  réfilution de l a  qrieilion peut 
dort Tc rdduire à cet énoiicé : Multipliez !c 
c h m i n  que le premier fait par heur7 par 1- 
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bornbre d'heures qu'il a d'avance, & l'ayatir 
ajouté à l'intervalle des deux lieux de d i -  
part, faites cette rcgle de trois . . . La di%- 
rence des v î t d e s  des deux couriers cfi à 
l a  vîtefft: du fecond , comme la Comme des 
deux nombres quc vous venez d'ajouter, eR 
3 un quatr ieme t e r m e  : ce k r a  le nombre de  
lieues que le fecond courier doit faire pour 
rencontrer le premier. Ainfi dans le premiel; 
exemple ci-deifus, le premier courier ayant  
8 heures d'avance, & fa&nr 2 lieues pac 
heures, on  a I 6 lieues à ajouter à 17 lieues , 
intervalle des deus lieues de dipart, ce qui 
donne 3 3 ,  J e  calcule donc le quatrieme ter- 
me de cette proportion 3 - 2 : j :: ? 3 : ,  OB 
1 : 3 : : 3 3 : ; ce quatrieme ternie eit 99,  
comme ci-defliis. 

Au rdre, qu'il y ait  des frri&ions o u  qu'il 
n'y en ait point, c'eii toujours la mt.n;e re* 
gle. Par exemple, fi l e  premier courier fai- 
gant 7 lieues en 4 heures; le fecond, I j lieues 
en -j heures : fi le premier courier avoic, 
11 heures d'avance, & qjuyenfi!l l'interval!:: 
des deux lielix de &part fût de 42 lieues, 
je dirois : Pfiifque le premier cqurier fai t  fepr 
lieues en +hçures,c'eit $de  lieu? par heurz ; 

areillemeil:, pour le  iécond, c'eit dc 
Eeue par heure ; donc pendant les i r  hcu- 
)FE que le premier a d'avance, il doit; i 
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73 C O U R S  
raifon de f de lieue par heure, kire  i T foi$ 

de lieue ou y de lieue, ldquels ajourCs 
7 a +2 lieues, font 42 +- 9 OU=- 4 J je calcule 
Cdonc le quatrieme terme decette proportion 
'5 -7: 2 : : 2 L  : ; ce quatrieme terme k r a  
5 4 1 

3 X-tq73 - r 4 - 0  
5- -- 

1 3  7 9 ou (Arith. i 06 ) ou, ( en rb 
--- -- i!.' 

5 4 1 4  

duifant les deux fraEtions infdrieures, au 
3 5 4 9  
A--- 

if49 

même dénominateur), , ::,-, o u A  - ou 
- L L '  

2 0 2 O - - 
( Arith. I op ) +9 x 5, ou enfin G y  ; car 
e n  omettant le faazur 20 qui doit multiplier 
l e  nurndrateur & le dtnorninateur , on ne 
change rien à la fraQion. La valeur de %y 
eit 208 3. C'eit le nombre de lieues que le 
ficond courier feroit obligd de faire. 

Reyexions Jur les Quantirks pofuives 0 
les Quantités négarives. 

69. L o r ~ u ' o n  2i ainli réfolu, d'une ma- 
niere générale, toutes les quefiions d'une 
même efpcce, on peut fouvent faire ufage 
de ces formules gCnCrales our la r&folution 
d'autres quefiions , donc f es conditions fe- 
roient tout oppofées à celles qu'on a eu 
en vue de remplir : un fimple changement 
de -t- en -, ou de - en +, dans les fignes 
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l[s0 M A T H % M A T I Q V E ~ ,  79 
Hes quantitds , fuffit  fouvent. Mais avanc 
de faireconiioitre cc nouvel uîage des fignes, 
il faut  tes confidkrer fous un nouvel afpea. 

Les  lettres ne repréientent que la  valeur 
abfolue des quantités. Les fignes +- & - 
n'ont reprdfentd jufqu'ici que les op6rations 
de l'addition & de la foufiraaion; mais ils 
peuvent aufi  repdfenter, dâns pluiieurs 
cas , la maniere d'être des quantitds les  
unes h l'kgard des autres. 

Une même quantité peut être confidérke 
fous deux points de vue oppofés, ou comme 
capable d'augmenter une quantité , on 
comme capable de la diminuer. Tant  qu'on 
ne reprdfentera cette quantité que par une 
lettre ou par un nombre, rien ne dCfignera 
quel eit celui de ces deux arpeas fous lequel 
on la conridere. Par exemple, dans l'étar 
d'un homme qui auroit autant de biens que 
de dettes , le méme nombre peut fervir i 
exprimer la quanritd numirique des unes & 
des autres ; mais ce nombre, tel qu'il foit , 
ne feroit point conno'itre l a  diffdrence des 
unes aux autres. Le moycn. le plus nature1 
de faire fentir cette différence, c'eit de les 
ddiigner par un iigne qui indique l'eEec 
qu'elles peuvent avoir l'une fur l'autre ; or 
l'effet des dettes dtant de retrancher Cur 
ks poiiellions , il efi naturel de délignee 
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celles - l a  ea leur appliquant le iipne --. 
Pareillemerit , fi  l'on regarde une ligiié 

klroite ( Fig. i .  ) , comme engendrée par le 
mouvement d'un point A mû perpendicii- 

s 1 

lairemerit à la ligie B C, on voit que ce 
point pouvant aller ou de A vers- D , ou de 
il vers&', fi 1'011 rey.réfente par u le chemin 
A D ou R E qu'il a f a i t ,  on ne ddcermine 
pas encore sLfoiunicnc la f i tuarion dc cc 
point. Le iiioyen d!- la fixer, efi d'indiquer, 
par que lqu r  fignr, fi l a  quaiitit6 a doiiètrç 
~ o d i d d r é e  à droite ou à gauche : or Izs 
fignes + S= - font propres à cet effet ; car 
fi l'on efiirne 1c mouvement du point A à 
I 'dgrd do point L connu Er rcgardd corn- 
me terine fixe; lorrque le poii-it A fe mciit 
vers IJ, ce qu'i l  décrit tend à augmenter 
L A ; & lorfqu'il le  mcut vers E , ce qu'il 
décrit tend au contrzire à diminuer L A; il 
çit donc naturel dc r q r d h t c r  AD par -+a 
ou  firnplement ar a ,  8r au contraire, de 
repréh i te r  d E! p r -  o. Ce fèroit tour 
l e  contraire, fi au  lieu de rapporter le mou- 
vement du point A ,  au point L , on l'avoit 
rapport6 au point O. 

Les quanrités ndgativrs ont  donc une 
exifience a u f i  réclle que les pofitives , & 
elles n'en dif i rent  qu'en ce qu'elles ont 
une acceprion tourr: contraire, dans !e 
cdcul, Les 
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D E  M A T H B M A T I Q U L S .  88 
Les quantités poiitives EL les quailtirCs 

ndgativco peuvent Te trouver & fe trouvent 
fouvent mSIt'zs ei;kiiille dans un calcul ; 
non-Gulemeiit parcz que crrtaiiies opera- 
tions ont conduit, comtiie nous l'avons vu 
j:ifijii'ici, ?d retrancher certaines quancitds , 
d'autres qiaantids ; ma;s encore parce q u e  
I'oii a Couvent Scîoin d'exprimer dans le 
calcul , lcs diffhcnts afpeLCts b u s  lcfquels 
ûii coofidere les quantitis. 

70. Si donc aprés avoir réfoiu une qtief. 
tion, il arrivoit que la valelir de l'incon- 
nue trouvde par les mlthodrs ci - deffiis , 
fùt négative ; par exemple, ii 1'011 arrivoit: 
à un  rdfultat tel que celui - ci,  x = - j , iI 
fmdroit en coxlure  q u c  l a  quantite qu'on 
a défignde par x, n'a point les propridtfs 
qu'on lui a fuppofdcs en f a i h t  Iv  calcd , 
mais des propriétds toutcs  contr2ires. Par 
exeinplr: , fi l'on propohic cette q~ierilon : 
Trouver un nombre qui dcanr 3 . j û ~ i S  à I 5 
donne r o ; cette quefiion cit dt.ilîcinment 
irnpofible; fi l'on reprdknx. le nombre 
cherché par x ,  on aura cette Cquatioii 
x + I g = x O, & par coiiEquent , en vertu 
des reglcs ci-defis,x= IO- I 5 ou x=-1. 

Crtte derniere coiic!ufio:i me fair donc 
voir que x pile j'avois confidf rd cornin- de- 
vant ktre ajout6 à r y  LIT former J O ,  e.1 

A L G E E R E ,  F 
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82 C O U R S  
doit au contraire être retranchd. Ainli toute 
Colution ndgative indique quelque fauKe fup- 
pofition dans l'c?:loncé de la quefiion; mais 
en même temps elle en  indique l a  correc- 
t ion,  en ce qu'elle nlarquc que la quantité 
cherchés doit être prife dans un fens tout 
oppof!! à celui dalx lequel elle a é t t  prife. 

7 1.  Conchons donc de.là, que fi après 
avoir rélalu une qucition dans laquelle qlael- 
ques unes des quanritds dtoicnt prifcs dans 
uu certain k n s  ; fi dis-jv, on veut réfoudre 
cetce mC.m:: quefiion, en prenanr ces memes 
quan t i î i s  dans i l i l  fens t o u t  cppofd; il fuGra 
dc  chan^-et- les lignes q u ' o ~ t  a&ucllcmcnt 

a. 
ccs qunnritds. Par exemplc , dmi  l a  queil ion 
quacrieme, dl-o!w généralement pour Ic cas 
où l v s  dcux couriers a!loient vers un r n h e  
côté, fi je veux avoir la rérolution de toutes 
les q:iefiions qu'ni1 peut propokt  dans le 
cas o i  ils viennent au-dcvant l'un de l'autre, 
j'y hcisfcrai, e n  changealx , dans la va1c:ir 

a&- fcd dc x que nous avons tr3uvdex = -- 
d-c 3 Ic 

fignc de c. En efikt, priifque le premier cou- 
ricr vienc an-Lievant du  fecond, au lieu de s'en 
L!&grier, il diminue le chemin q u e  celui-ci 
doit faire; ii ie diminue A raiCoil du chenîin c 

fa qu il fait par heure; il farii: doiic expr im~r 
qugcC, m Uku d'zjoucer, retranche; il faut 
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donc, au lieu de+c, mettre -c .  Ce change- 
ad-bcd, ment donnera x= - 
n+c 

, car en  changeant 
le ligne de c, dans lz t i rme+  dcdqui n ' e ~  au- 
tre chofe que +bdx+c, il faudroit &rire 
4- bdx-c, qui ( 24 ) revient à -&cd. 

Contirmons tout cela par un exemple : 
fuppofoiis deux couricrs venant en f ins  
contraires, & pzrtis de d e u x  endroits éloi- 
gnds de cent h u e s .  La premier part  fëpt 
heures avant le fecond, & fait deux lieues 
par heure; lc fecond en fait t ro i s  par he~ire. 
E n  nommant x Ic chemin que fera celui-ci 
jufqu'à la rencontre, je vois que  x fera tgal 
à la diffe'rence entre la difiance totale & le 
chemin qu'aura fait le premier courier : or le 
chemin qu'aura fait celui-ci efi compofë du 
chemin qu'il peut faire pendant fept heures, 
&du chemiii qu'ilfera pendant qirele kcond 
fera en marche: à l'dgard de ce dernier che- 
min,  on le déreriniii~ra çii calculant le qua- 
trieme terme de cette propor:ion j : 2 : ; x ; 

ce enle terme fera fl; & puifque le  che- 
3 

min que fait le  premier coi~rier pendant les 
feept heureg qu'il a d'avance, doit être de I 9 
lieues, à raifon de 2 l ieues par heure, il aura 

donc fait entout i q. + '2; donc il ne rcae à 
3 

fzir,: pour  le fccond c~ur ic r ,  yuc l a  q u a n t i d  
F 2 
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2 x t 
100- 14- - OU 86-- x; puis donc qu'on 

3 3 
a reprdfentr! par x ce qu'il avoir à faire , 
i! faut  q u e  x=86- f x ; équat ion d'où l'on 
tire xi2$8 -2x; du f ~ c  2 5  8, OU enfin 

2 7 8 
X = - -  

3 
- 5 1  -. 

7 J 
Or fi l'on fubfli tue,  dans l a  formule x= 

ad- bL d - 
d+c 

q u e  nous prétendons convenir à ce 
cas ; fi l'on fubit i tue , dis-je , 1 oo pour a, 7 
pour b , 3  p c u r d , & 2  p o u r c ,  onau rax=  
l O O X 3 - 7 x z x j  - . 5 300-42 - - - - J I  2$8, 3 ce 

3 + =  I 5 
qui efi abfolurnent Ict même chofe. 

A mefure qiie nous avancerons, nous au- 
rons fo'n de fixer de plus en plus SidCe 
qu'on doit îe fûire des quantitds ndgacives. 

7 2. Co~nriie il iinporte beaucoup d'ac- 
quérir la facilit6 de mettre en dquatioti, nous 
joignons ici quelques quefiions iimples, pour 
exercer  les commen)ants , nous contentant  
d'en donner le rdiùltat  pour fervir à confir- 
mer leurs eKais. Après avoir riColu ces quel: 
tions en nombres, ainG qu'elles f o n t  propo- 
fées , on fcra trCs-bien de s'exercer à les ré- 
foudre, cn iùbfiituaiit des lettres aux nam. 
bres; c'efi en imi tan t  aiilfi les'folutions par- 
t i c d i e r e s  , quv l'on acquiert la facilité de 
généraMer & d'éteiicire fes iddes, 
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Trouver an nombre qui érant fuccr~vemetzr 
ajo.rté d 5 0 à 1 2 ,  dome ~ ~ X J O I ~ I I I I E S  p i  
Joient l'une à l'aurre, Lomme 3 CJ à 4.. . . 
Rip. 1.;. 

fiouver un nombre d ~ n r  la nzorrii, le! tiers,  
8 le f riunis, jiuryaJerrr ce nombre de 7 .  . . 
R h .  ?o. 

A 2 

On emploie trois ouvriers donr le  bit 
5 ro$s d'ouvrage parjour, l r  /; cond 7 ,  Zi le 
rroi/ime 8 ; on demande en quelrenzs ces trois 
ouvriers , rruvqiflanr en/;.nrbfe, f i i m r  i oo 
toi/es? Rep. 5 jours. 

On a loué un  ouv~erpare f i ox  à ra@n de 
24 Jols par chaque joor qu'il rravoilferoit ; 
mais à condiiion de Lui r e re~ i r ,  Jur ce q u i  lui 
jêl-oit dû, 6 fols pur chaque jour qu'il n e  travaiL 
leroirpas. On luijiitjon compte au 6onr di? 3 O 

jours, E. il jê trouve q?il n'a rien c i  reccvoir ; 
on demande combien dc jours il a travurllé?. . 
Kgp. 6 jours. 
, Un homme achere un cheval qu'il vend rn- 
frite I oa Iw. de plus qu'il ne I'u achrré. A ce 
nzarchiilj  trouvegagner I O pour ccnz du prix 
qu'il le vend; on demande combirn i i  /"a 
acheré? Ré p. goo liv. 

On a p&é une cenainr finzmr en i 5 paie- 
menrs quionr ére'en'augmentant toujours de la 
mtme quanzire', le premier paiemenr u ézé de 
7 liv. l e  dernier de 3 7 liv. 012 deman de de corn? 
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bien chaque paiement augmcntoit ? RCp. 2 +. 
On a de I'eaa de mcr, qui fur 3 2 livres con- 

rient une Lyre de/;[  ; on demande combien il 
fiudroir mtler f iau-doue  pour que fur 3z 
irvres du rntlange, il n'y ciîtplus que 2 onces 
deJel ?. . . RCp. 224 livres. 

Des Eyuations du premier degré, Ù 
plujeurs iaconnues. 

7 3 .  Soit  qu'il y ait plulieurs iiiconnues , 
foi t  qu'il n'y e n  ait qu'une, la méthode qu'on 
doit îiiivre pour mettre e n  équation eit tou- 
jours la même. Mais ;en glnéral, il faur 
former autant d'équations que peilvcnt en 
donner les conditioi~s de  la queition. Si 
ces conditions [ont toutes difiinfies & in- 
dtpendantes les unes des autres, & f i ,  
en mkme temps,  chacune peut être expri- 
mée par une équation, 13 quefiion ne peut 

, avoir plus d'une folution lorfque toutes ces 
Cquxions font du premier degré,  & qu'en 
même tems il y en a autant que d'incon- 
nues. Mais fi quelqu'une des conditions fe 
t route  ou  explicitement ou implicitemenr 
comprife dans quelqu'une des autres, ou fi 
le nombre des conditions efi moindie quele 
nombre des incoilnues, alors on aura moins 
dYCquati&s que d'inconnues; 6 la queRion 
peut avoir m e  ihfinicd de iolutions, à moine 
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que quelque condition parriculiere , mais 
qu i  ne peut être exprimée par une dquation, 
n'en limite le nombre. Nous éclaircirons 
tout cela par des exemples. 

Nous fuppoferons d'abord deux dqua t ion~  
& deux inconnues. 

L e s  regles que nous avons ttablics Gan- 
cernant les tquations à une inconnue, ont  
kgalement lieu F O E ~  les tquations à plufieurs 
inconnues, mais i l  faut y ajouter la regle fui. 
vante pour les Cquations à deux inconnues. 

7 4. Prenez dans chaque équarion la valeur 
dune mtnze znconzue, en opérant comme /i 
tout le reJe éroit connu: égalq, ces deux va- 
leurs, G. vous aure;; une équation gui ne renfl.r- 
mera plus que la/Econ,ie inconnue, que vous dé- 
terminerej; par les regles prkce'iienres. Cettirj- 
conde inconnue étant trouvie, fub/iituq fa  va- 
Lwr h n s  L'une ou lautre Les deux vdeurs que 
vous avel prifis par la premiere opérarion, & 
vous aure;l la econde inconnue. 

Par exarnp l e, fi javois les deux Cquations 
2x-i;v- a+,lx-t- gy = 65. De la premiere, 
je tirerois en tranfpofant , S X = ~ + - y ,  & en 

'4-ya De la îeconde, je tire en divifant, x= - 
tranfpofant , 5 x =. 65 - 3y, & en divifant 

65- 3~ x= --- 
a 

J'&& les deux valeurs de x ,  en 
r 4  
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6f  - Ecrivanc - - Y  = 2'. Equa;ioii qu i  ne 
< 

renferme plus que l a  fe'conde inconnuey. 
Pour avoir la valeur d e y ,  je c h a f i  ( 64) 

les dénorninatei~rs 2 & 5 ; & j'ai I 2 0  - f ,  y 
= I 3 O - 6y : tranfporailr & rdduifant , j ai 

y = = r o .  
Pour avoir x ,  jc fubitituc, au lieu dey,  fa 

valeur I O  dans la premiere valeur de x trou- 
vée ci deff~s .  ( G:I pourroi: tgalement fuhf- 
tituer dans la ficoride ). Cette fubiii:ution 

L 

7 j'. Prenons  pour fecoiid exemple, les 

Je  c o m m e ~ ~ c e  par challer Ies de'nomina- 
teurs  ( 6% ) dans chaci;ne de css gquations,  
ce qui les change en ccs deux autres, 2q s - 
z 5 ~ = 6 0 &  Sx + p y =  228. De la pfc 
miere de ces deux-ci, je tire en trenQofmt, 

Go+: ry 
24x= Go+ 2 $y,  &en divifmt, XT ---, 

24 

De la feconde, j'ai en rranfpofant , a x 22  ê 
2-8-9y - g y  , k en divifant , x r -  --- 

8 

J'kgale ces deux valeurs de x ,  on icrivant 
60-zjy  - 1 1 8 - g y .  - -- 

a c 8 
, dquat ion qui ne ren- 

ferme plus q u c y ,  
Pour avMr la  valeur de cette inconnue,  je 

ch2ff e les ddno~xinateurs, 8r j'ai 480 t 2 Q o y  
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- $472 - 2 1 6 ~ ;  tranrpofant, il me vient 
200y-t- 2 16y == 54.72 - +SO , qui  fe rdduic 
à 4 1 6y -= q99 2 ; enfin, divifant , j'ai y s 
c 9 2 =  IS. 
4I6 

Pour avoir x ,  je mets,  au lieu dey ,  fa 
valeur r î dans l'une ou l'autre des deux va- 
leurs de x ,  dans la premiere, par exemple, 

60+- -y  c'efi-à-dire, dans x= -- 
24 ' laquelle 

604-25x1~ 604- GO __ 
_ - C  devient par-là, x = - - -- 

24 24 
3 0 0  = = 5 .  \ 

a 4 

7 6. Prenons pour troifieme exemple, les 
deux kquations :x =$x +- + y  - p & +x - 
;y=fy-6. 

Je  commence par faire difyaroîtrc les 
dénoii-iinateurs ( 64. ). 

J'ai 56x= 3 s  x 4- boy - 1260. 

Et $ 6 ~ -  g o y - 3 l y - 2 4 0 .  
Dc la premiere je t ire,  en traiil):ofant & 

r&duihnt ,  21  x=  6 o y -  1260 ,k  en divi- 
60y- 1260 . fant , x - 

2 1 

La feconde me donne, en r r an f~ofan t  & 
réduifant 5 6 x  = 5 1 y - 420 &en divifanr, 

5 7  y-410 
XE--. 

5 6 
Egalmt  ces deux valeurs de x , j'ai 

60y-1260- 5 j y - 4 ~ 0  --- - 
Z 1 56 - 

Pour avoir la valeur d e y  dans cette dqua- 
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90 C o u n s  
tion, je çhaffe les ddnominateurs, & j'ai 
3360~- 70560 = i x.$$y- 8820, tranfpo- 
iànt & réduifant , i1.vient 220 {y = 61 7+o ; 
enfin en divifant , on a y  = ?A";'= 28. 

Pour avoir la valeur de x ,  je fubfiitue , au 
lieu de y ,  fa valeur s8, dans 1'dquation 

6oy-xi60 
x= 

Y. 1 
trouvée ci - defius ; ce qui 

(;oxz8--1abo - 1680-1260 - 420 'donne x - - - -- 
2 1  . ' 2 1  L1 

= 20. 
7 7. Si  les équations &oient littirales, 

on  opdreroir de la même rnaniere. Ainfi, fi 
l'on avoit les deux tqua t ions  a x -t by = c, 
& dx +fi = c, dans l~fquelles a, b,c,,.c,f; 
marquent des quantitCs connues, pofitives 
ou ntlgatives ; la premiere donneroit , par 
tranfpolition ax == c - by , & par divifion, 

c - j y .  
X E -  

A 
, la feconde donneroit de même 

par tranfpofition dx = r --fi, & par divi- 

fion s= Egalant ces deux valeurs H 
'de x on auroit c ~ f j .  

a d 9 chaffant les 
fraaions, on a c d- bdy = ae - nf i  ; uanl- 
pofant , a b  - bdy = ne - cd ; enfin, divi- 

ac-cd fant (6i),onay.= 
Pour avoir la valeur de x ,  il faut fubfii- 
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D E  M A T H É M A T I Q U E S .  91 
c - b y  des deux valeurs de x, dans x = -- 
a ' 

par exemple. Cette iubfiitution donnera 
a e - c d  c - b x -  - a b c + b c d  

c 
a f - b d  af-bd x= 
a 

qui  revient à x = 
a 

afc -ube  
ou ( s a  1, x = 

ji - s e  
ou enfin ( 33 1, 

= cf-12 
7 8. Nous  avons fuypofd jufqu'ici q u e  

les deux inconnues fe trouvoient toutes deux 
dans chaque équation. Lorfque cela n'arrive 
poiht, le calcul ne differe des prtcédents 
qu'en ce qu'il efi plus îimple. Par exemple 
fil'onavoit 1 a x = 3 I j &  c x + d y = e : l a  

3 b premiere donneroit x= - ; & la Bconde, 
f a  - e - d  

x - 3 Egalant cès deux valeurs, on 

auroit 2 = '2; d'où chaflanr les ddno- 
c n c 

rninateirs , tranfpofant & rdduifant , on tire 
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Des Equarions du premier dep?, 1 
rrois, E. à un plus grand nomdre 

d' iiiCOfZlZUES. ' 

7 9. Ce que nous venons de  dire dcant 
line fois bien conKu, il eit facile de voir 
comment on doit-fe- conduire lorfque le 
nombte des inconnues & des tquations eB 
  lus confiddrable. 

~ o i i s ' f u ~ ~ o f e r o n s  toujours qu'on air  au- 
tant d'dquations que  d'inconnues. Si l'on en 
a rrois , olzprendra dans chacune, la vnleur 
&une mime inconnue, comme j? tout  le reJt 
éioit connu. On égalera en fiire l a  prenziere YG 

leur à IaJkonde ,  & Zaprcmiere à lir troi/ieme; 
ou bien L'on éga fera laprpmk-e ZaJconde, G. 
Za ficonde a (a iro$'eme. On aura, par ce 
procédt, deux équalions 2 deux inconuues 
/eulemerit ; on I fs  trairera par la reglepré- 
cêdcnte ( 74. ). 

Soient, y ar exemple, ies trois Cquaiions : 

5 x - y * 3 ; 1 -  7s 
De la preniiere, le tire, par tranfpofition, 

3 x =  17p- sy -7r ;  &, par divifion, 

De la &onde, j'ai, par tranfpofition, 
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Dans la troifierne, j'ai , par rranfporition; 
x== 75 +y - 3 i, & par.diviIion. . . . . 

7 5 + Y - 3 7  
X - . 

Egalant de même la premiere à la troid 
- 3  . 179-  Ty- 7.7 - 7i + Y -  j1[ f i e m e , ~ ~  . C 

J 

Comme il n'y a plus que deux inconnues, 
je t ra i te  ces deux drrnieres dquations fui- 
vant la regk donnée ( 7 4 )  pour les Cqua- 
tions deux i:-iconnues. Je chaKe donc d'a- 
bord les ddnominateurs, ce qui  me donne 
les deux dquations fuivanees 1 4 ~  2 - +oy - 
56<= 192 - 9y+q, & 895 -25yr--3 5 %  
= a25 3- 3.y -794. 

Je p e n d s  daris chacune de ces équations 
la valeur de y : la prerniere me donne, en 
tranfpofant & rSduirant , I 240 - 6 2 1 ~ 3  iy, 

r a 4 0 - 6 - ?  
& en divifant , y = 

7 1 
. La feconde me 

donne, en tranfpofant & r d d u i l n t  , 670 - .  
670 - 267 

p6q =: 2 9 ,  & en divifant, y= 
28 

J7tgaIe ces deux valer!rs de y, j'ai 
1 z 4 0 - 6 z y  - 6 7 0 - 2 6 1  

, - -  
3 \  - . 2 3  

- , qui ne rei~ferrns plus 
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qu'une iticonnue. Pour en avoir la valeur, 
je chaffe les ddnominateurs , & j'ai 34720- 
,173 67= 20770 - 806%. Tranrpofant &rd. 
duifant, il vient r 3950 = 930%; divirant 
enfin, on  a~&~L~=?~=== 

9 j .  I l *  
Pour avoiry , je mets, au lieu de ?, fa va. 

i r q o - 6 2 5  
leur I 5 ,  dans l 'kquationy= 7 1 9 que 

J - 
nous venons de trouver ci-deffus ; ce qui me 

I I ~ O - ~ Z X I ~  - 1140-930 - 30 - donne y= -- I O. 
3' 3' 3 ! 

Enf in ,  pour avoir a, jemets, au lieu dey, 
fa valeur r O ,  & au lieu de T ,  fa valeur i f ,  

dans l'une des trois Valeurs de x trouvdes 
ci-deifus ;'par exemple, dans x = '79- fY-7T 

3 '  

gui devient par - l à  x = 1 7 9 -  f x  IO-7x15  

3 

3 3 
3 Q O. Si toutes les inconnues n entroienc 

pas à la fois dans chaque tquation; le  calcul 
feroit plus fimple, mais fe feroit toujours 
d'une rnaniere analogue. 

Par exemple, fi l'on avoit les trois tqua- 
tions, 5x t jy= 45 ,  zy- x== r I ,  3x4- 

65-3Y 47=57. La premiere donneroit x= -;- , 
3 

l a  feconde ne donneroit point de valeur de x ;  
"-4'; il n'y au- la troiiieme donneroit x - - 

roit donc que ces deuxvaleurs'de x à Cgaler, 
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donnent Bquation qui 
ne renferme plus d ~ ,  & q u i  dtant trait&, 
avec la  fcconde équation 2y-x= I i , Mon 
les regles des tquations à deux inconnues, 
donnera les valeurs dey @ de r. En achevant 
le calcul, on trouvera 7=9,y=io, x=7. 

,S I . On voit par-là que s'il y avoit un 
flua grand nombre d'tquations, la regle gtn ralc 

Scroit . . . . Prenez, àans chaque éparion, le 
valeur d'une rné'me inconnue ; égalex l'une a2 
ces valeurs il: chacune d i s  autres, & VOUS aureq 
une kquarion G. uneinconnue de moins. Trizitec 
ccs nouvelles equarions comme vous v e n q  de 
faire pour les premieres, & vous aure;: encore 
une équation G une inconnue de moins. Conri- 
nuci lin) ji$j<r;i ce qir'enfi vous pnrveniq à 
n'avoir plus p u n e  inconnue. - 

Sr.  II n e  fera peut-être pas inutile de placer ici une reglt  
générale pour déterminer les valeurs des inconnues dans les 
Cquâtions du premier degri.. L o r f q ~ e  le nombre des inconnues 
e!i un peu coiifdérable, & qi je les bquatioiis renferment tous 
les ternies qli'çi!es peuvcnt renfcrmr:, on el? conduit, par la 
prerniere mérhnde, fi ellcs fmt litt<rales, à des valeirrs pius 
coiripoi' es qu'il rie convirn:; i la véri té ,  on peut les réduire; 
mais c'ex UD. trarail qu i  devimt  d'autant plus long que le nom- 
b:e des inconnue5 cll plus confidérable. D'ailleurs r o m  ré- 
duirons, par la Ciite, I'êr: de çhaffer les inconnues dans les 
équaiions qui  parent le premier degré, à celui de les chaffec 
dans celles du premier del+ Les  méthodes que l'on a eues 
juf+'ici pour 6lim:ner ou chaflër les inconnues, dsns les  
dquations qui pallent l e  pïeniier dcgrC, ont toutes ( f i  l'on 
en exçep:e tèulement celles qu'ont données RIM. Eukr 8: 
Cramer ) i'inconvénient de  conduire à des tquations beau- 
coup plus cornPofies qu'il n c  faut.. Ces derniercs mime 
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ne 6 n t  point à l'abri de cet  iiiîonvi.ni?nt, IorTqu'on a p!us 
de deux inconnues. II peut d ~ i i ~  c t re  utile de donner ici des 
riioyens faciles pour avoir les valeurs des inconnoes dans 
les iquations du premier degré. C'cit c e  que nous allons 
f i i re  a p r k  avoir e x p r é  une irconde rnérliode qui peut avoir 
fon utilitk dans piuiicdrs reiicontrcs. 

Soient les deux équdtions 3 x + 4 y=g I , & 3 x-4 y=y. 
Si i'ijn retranche la hcondc d,o la prejniere,  on aura 8 y=7z,  
h par conCk,uent, y = += 9 .  Au contraire, fi l'on ajoute la 
preniiere é q u a t i ~ n  à la  feconde, on a:ira 6 x = 90 , 8: par 
con f iq i~ent ,  x -= - i 5 .  011 voit doiic que !orLlrle ics deux 
iquxions  h n t  telles que le coëfficienr de l'une des inconnue$, 
el1 le même dms chacoce, il efi très-fdîile, par  u n e  firnple 
addirion ou une iirnple i 'Ôu t l r~ i t i~ ; i ,  de riduire les deux +a- 
rions à n'avoir qu'une inconnue. 

83 .  ?\Tais ne veut-on pas riimenex les éqirations $ cet &a:! 
0 1 1  le peur toujours; ili 'dit pour cela de miiltiplicr l'une des  
deux &quari>n\  par  un nombre convenable. Voici comment bn 
doit s'y prendre pour trouver ce nombre. Soient les deux équa- 
tions 1 + x + ~ y = 6 ~ , & ~ x $ - 8 y = r r r .  

Je  r e p r è h t e  par rn, le nombre dûnt il s'agit, & je mul- 
tiplie l'une des deus  tquations . l a  feconde, par emeqple, 
p a r m , c e  qui rne donne 5 m x + 8 i n y - r 1 1 1  m. j e  I'ajoute 
avec 13 preiniere, 8( j ' a i q x f f  mr+j y-l-S4ny=6j+-~ I I  m 
qu'on peut écrire ainfi (44-fm) x+(3 +Sni;y =6f+11  r m. 

Si je veux mzintenant fdire difprroitre le5 x , je n'ai a,u'à 
h p p o k r  que  le nbmbre ni efl tcl que 4 + 5 nz = O ,  ce qui me 
donne m=-f. Cette ruppofition réduit l'équation à ( 3 f 8 r n ) Y  

65+ r r r m  
~ : 6 ~ + 1 ~ 1 r n , q u i d o n n e y ~  , ; équation, qui, 

3 -t- 8 m 

- - 
5 cj 

Si a u  contraire j'avoisvoulu faire difparoître les y ,  i'aurgis 
fuppofé m te) que 3 f  8 h = o ,  c'eft-à-dire, que j'aurois 

à zéro i 
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D E  M A T H ~ ~ M A T I Q U E S .  97 
8 zCr0, le coEfficient ou niultIp1icateur de y ,  ce q u i  m'auroit 
donni m =- {.Cette iiippofirion réduit I'équdtion à (47 t r - r : )  r 

6j+ I I I ~  
~ = 6 $ f  I I I  m, q u i d o c n c x =  - t p a t i o n ,  qui, en 

44- 5 m  9 

84. Si I'on avait crois tquationc & trois inconnues, on 
multiplieroit l a  feconde par un combre n i ,  8 la troifieme par 
lin conibre n;  & les ajoutant, ainfi multipliées, i la prea iere  , 
on f u p p k r o i t  é g d  .i zero , le coëfficient de chacune de deux 
des trois inconnues ,- , y  & 7, O n  auroit pour déterminer rn 
& n ,  deux équations que I'on traiterait comme dans le cas 
p réctdent. 

Par exemple, prenons les trois Cquations 3 x + 5 y  + 7 T - r 7 9 , 8 - ~ + 3 y - 2 . 5  - 6 4 ,  r x - y + 3 ~ = 7 ~ q u e n o u s  
avons déja trai:ées. E n  multipliant la isconde pdr rn, la troi- 
fieine par n ,  8: lesajoutant à l a  prrrniere, on aura 3 x + 8 rn x 
-t y n x - t $ y + <  ~ 7 ~ y - n y + 7 y - z r n ~ + 3 n ~ =  7 9 +  64m 
3 - 7 ~ n q u ' o n  peutécrjreainfî(3 +8m+ y n > x + ( ~ + 3 m  
-n)y+(7- rm+. j  n)f= ~793-64rn-t .7171. 

Si c 'd l1  que le veux avoir, je L;ippofcrai 3 +  8 rn i- n =O 

& 5 + j m- n=o ;ce qui réduit I'tquaiion à (7-2 rn +q n ) 

il ne s'agit donc plus q u e  de déterminer & n , ce G e  I'on 
fera par l e  moyen des deux Gquations 3 4 8 rn -+ n = O, 
& f + 3 rn-n = O ,  que l'on traitera comme dans le car pd- 
cédent; c'es-à-dire, quel'on muitip'iera la feconde par unnoma 
Drep , & on l'ajoutera à la premiere, ce qui donnera 3 -t IP 
+ 8 m + 3 P m + 5 n - p n = 3 , q ~ ' ~ n é ~ r i t a i n f i ,  3 4 5 p - f -  

( -(- 3P + ( - P ) n  -o.  Pour avoir n, on ~ i ~ p f i r a  8 
.+ 3 P= O,ce qui réduira I'iquationà 3 + TP+ ( f -Pl n =  - .  

- 3 -  y?-or l'&pation 8 -t 3 p - 0 ,  donnep  qu i  donne n = -- r -P 9 

A L C E B R F *  G 
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F-f;doncn= ,quiTeréduitàn= ' at  une 
8 Z J  143 

2 8 
opération Gmllable , on trouvera rn = - fubflituant dom 

13  ' 
dans la valeur de f: on aura r= - 28 23 , y i  ri 

7 - 2 .  -- 3 . 3  -3: 
* 3 =. 3 

réduit à 7 = 1 ; .  On voit par-li comment on s'y feroit pris, ii 
au l+u de 3 ,  on avoit voulu n o i r  y ou x ;  mais, lorrque i'ur.e 
des mconnues efl trouvée, il leroir ruperflu de recommencer 
un calcul Ièrnblable pour chacune des autres, il faut Cubfiituer 
l a  valeur de cette inconnue dans les Cquations proPorées; & 
employant une équation de  moins, on détermine les autres 
valeurs , cornnie pour l e  cas où il y a une équation de moins. 

85 En hivant  cette méthode, ou la premiete, on peut 
trouver des formules génbrales qui repréfenteni la vdleur der 
inconnuesdans ~ o u s  les cas imaginables. C'en ainG qu'on trou- 
vrrd q le i i  I'on repréfente généralement deux équations du  
premier degré à drux inconnues par ar + b y -+ c = O ,  & 
a' x + b' y + C I  = é , ce qu'on peut toujours faire en parant 
tous les termes dans En même membre,  & reprékntant par 
une 'rule lettre la totaiiti des qurntitCs connues qui muItip1ienl 
chaque irconniie, &- l a  toralxé des termes enriérement conrus, 
on t-ouvera, dis-je, que les valeurs de x & de y ,  font expri- 

b cf  - b ' ~  d, - zef 
mées, en cette maniere: r = - --- - 

a b'-a'd 9 Y = a b1 - 
Pareillement, fi I'on repréknte trois équations du 

degré à trois inconnues, par un-tby+c?+d= O ,  a1x+b? 
+ c ~ + r i ' = o . ~ ~ ~ ' x + h " ~ + c " ~ + d " = o ,  on trouvera 
vue les va!eurs de x ,  y y ,  Cqnt exr,rinGes en cette maniere : 

- a b'd" 4 a' à d - a 6 d'+ a 6" do- a' 6"d +a1'  6' d 
%== 

4 ablc"-a' bc" + ~ " b c ~ - ~ b " i ' - i -  u'bl 'r-a"bfc,  
-ad'cff+a'dc"-a' 'dc'  + ac 'J ' -  a ' c f l  +p''Cd' 

Y =  A 
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Pour 4 équations & q iiiconnues, on aurait quatre fraPions 
dont le nurnirateur & le dénominateur auraient chacun i q  ter- 
mes. Ils auroient 120 termes pour 5 irconrues; 730, pour 6,  & 
ainfi d e  fu i te ,  felon le produit  der  n o m t r e i  1 ,  n, 3,4, S,&L + 

A'Zicarion d e s  Regles -écédemes à 
l a  ri/oh:ion de quelques fr/pjions qui 
renfermçnt plus sune inconnue. 

8 6. Quefiion ~remiere: Un hornrneadrux 
ejeces de monnoir : f ipr  picces de la p fus forte 
q p ~ c e  , avec dolryepieces de l a  Jeconde,  for^ 
9 8 8 livres; 6 1 2 prcccs de idprcrnierc c/pt cc ,  
avec f ipt  de la ficonde font j 5 8 l ivrc~. U n  de. 
niande combien vaut chaque ejpecr de rno/znoic? 

Si l'on favoit combien vaut chaque eG 
pece dc piece, c n multipliant la valeur d'une 
piece de la premiere erpece, par 7 ,  & celle 
d'une piece de la feconde efpece , par 12 , 
& ajourant les deux produits, on trouvcroit 
2 8 8  livres ; parei~lement, en mi~l t i~ i ian t  la  
valeur d'une ~ i e c e  de la premiere rfpece, 
par I 2 ,  celle de la feconde par 7 ,  & ajou- 
tant les deux produits, on trouveroit JJ 8 

* Si l'on vcur i'inflruirc plus à AIgCbriqwis Paris ,  in-4*. y 
fond de l a  manicre d e  déterminer rrcuvcia i.ne mithode très-géncralc 
les valeurs des inconnues dani cs & ries-expidicive pour dtrerminsc 
Ëquations du premier degré ,  o n  toutcs à la fois o u  f+.rcment,  les 
peutconfultcr I'oiivrsge que nous valeurs des inconnues dans les 
avons pubiii cn ,779, foys I t  cirre Ëqi iar io~s ,  foic numériques.  foi^. i Thhie ginéralo  PI Eguationr iLwraic i .  

Ci 2 
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livres ; cela dtant , fi je reprdfente par x le 
nombre dc livres ou la valeur d'une piece 
de la prernicre efipcce , Ec par y celle d'uner 
piece de la feconde efpece, jc pourrai 
raifoimer' ainfi : 

Chaque piece de la premierc erpece va- 
lant x , les fept pieces vaudront 7 fois x,  
o u  7 x ;  par la même rairon I 2 pieces de la 
Ceconde efpece vaudront I 2 y ; il faut donc 
que  7 x 4 1 2 ~  = 288. 

Un raitronneinent kmblable à l'kgard de la 
ficonde condition, fera voir qu'il faut que 
I z x+ 7y "= 3 18.11 ne  s'agit donc plus que 
de trouver les valcurs de x & d e  Y. Pour ccr  
eEet, je prends dans cliaquc & p r i o n  la 
valeur de x.  La premiere me donne,  après 

1 -  

l a  fcconde me donne x= '- 
I Z 

7Y; jYdgale ces 
288- 1zy deux valeurs de x, & j'ai l'équation -- 

Pour tirer de cet te  derniere la valeur dey  
je c h d e  les ddnominateurs { 64) & j'ai 3456 - 14.4. y = 2 506 - 49y,  ou en tranipofant 
'& réduirant9 so=g5y ou enfin en divifant, 

- - IO. Pour avoir x ,  je prends la y - 99q70 
1 8 8 - I I Y  premiere valeur de x ,  favoirx -- 

7 f 

& îubfiituant pour y , fa valeur I; , j'ai 
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288-1zxio 2 8 8 - 1 2 0  168 - -- $== - -. - - -- - -- - = 2 4 ;  donc 
7 - 7 

l a  pliis f&re pisce é&it de 24. l ivres,  & la  
plus peticc de I O  livres. E n  effet ,  7 pieces 
de 24 livres f in t  I 68 l ivres ,  qu i  avec i 2 

pieces d e  I O  livrcs ou I 2 0  l ivres,  font 1 8 8  
livres. De PILIS, I 2 picces cle 24 livres, q u i  
fant  288 liorcs,'avec fcpt pieceç de I O  livres 
qui  font  70 livres, donnent 3 5 8 iivres. 

Queil ion f r c o n d e  : On o m W  ril/;ri!ble on; 
certaiue quarzité d'or C. une cvrtarnc quantité 
d 7 q e n t .  Taut le nzdangefuir un vo!urnc dz 
1 2  pouces cubes, &pt)  r oo onrcs : u n  pûlict 
cubt! d'or p-/C I 2 onces f , &J ut: poilce cu6e 
d%rgenr eizpi./t 6 i. Orr iiemwde quelle tji Lu 
quantite' d'or G. qtieke tJ la  quonr, ri dmgt nr 
qui onr t:ré aliiès ? 

Si l'on c o n n o i g ~ i t  le iiombrt de pouces 
cubes de chaque efpece de matiere , cil ajou- 
t a n t  ces deux nonibres, ils donneroiena: r 2 

pour l e u r  Comme. D e  plus, en prenant r a 
onces T a u t a n t  de fois qu ' i l  y a de pouccs cu- 
bes d'or, cYeR-à- dire, en niul r ip l ia i i t i  t + I1ar 
le nombre des pouces cubes d o r ,  on auroic 
fc poids de 1'0; q u i  erirrc dans le i . ~ d l a n ~ e ,  
& en n~ul t ipl ianc d e  même 6 onces $ par le 
nombre de pouces cubes  d'argcant , on aii- 
roir le poids de l 'argent, & eri rijoutant ces 
deux produits ils fornieroieiit I oo oticcs. 

3 
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101 C O U R S  
Raifonnons donc de  la r n h e  mdniere en 

reprdfentant par x le nombre des pouces CU- 

bes d'or, & pary le nombre des poucos cubes 
d'argent : il faut  donc que x+y = I 2. D'un 
autre côte, chaquepoucc cube d'orpefant I 2 

8 
onces ' ou d'once, un nombre x de pou- 

3 3 

ces d'or pefera 3 8  XI OU '2, Par la m&me rai- 
3 3 

ibn chaque poucc cube d'argent pelant 6 on- 
ces $ ou d'once, un nombre y de pouces 
~ u b e s ,  peîeraq-xy 0 ~ 5 j ' y  ; donc l'or & l'ar- 
gent  rdunio peferont q x  +- %;y; or ils doi- 
vent pefer t oo onces,donc ':x -+~y=~oo. 

Pour trouver les valgurs de  x & dc y ,  je 
chaire les dtnominateurs dc  cet te  derniere 
dyuation, & j'ai 3 4 2 ~  -t- I 86y == 2700. De 
l a  prcmiere équation je tire x = I 2 -y, & 
l a  derniere donne x .= 

1700- 186y . - , tgaIant 
342 z,oo-r86y 

ces deux valeurs, on a I a -y = 
342 

Pour avoiry je chaffe leddnominateur, & 
ilmevicnr 4104- 342y=î700-186~; 
traiifypfant & réduirant , I +O+ = 1 < 6y. & 
enfin en d i v i t n t y  =J:::== g ; & comme 
o n a t r o u v d x =  12-y, o n a d o n c x -  3 ,  
c'eit à-dire , qu'on a mélt  3 pouces d'or avec 
9 pouces d'argent. En effet, le tout fair La 
pouces cubes. D'ailleurs 3 pouces ciibes pe- 
i a n t  chacun I 2 onces 5 font 3 8 oncçs , & 9 
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ns: M A T H ~ M A T I Q U U S .  1 0 3  
pouces cubes pefant chacun 6 onces f font  6 ,  
onces, lefquelles avec les 3 8 font i cjo onces. 
Si les dcux maticres qu'on a mClCes a v o i m t  

des pcfanteurs $tcifiques * diffirentes , & 
fi le volume, ainfi que le ~ o i d s  total du nd- 
lange, é to ien~ diKdrenrs d e  ce qu'on vient 
de iuppofcr, la mtrhode, pour trouver les 
quant i ter  de chaque efpece de matiere, n'en 
feroit pas moins la méme ; ainfi pour  renfer- 
mer dans une feule, toutes les Colutions des 
quefiions de cette efpece, Cuppofons ~;Cii&-a- 

lemznt que lenombre total des polices cubes 
des deux efpeces de matiere foient . a. 

Que le poids total du mélange exprimé 
en onces [oit . . . . . . . . . . .  b. 

Que  le poids d'un pouce cube de la 
premiere mariere foir . . . . . .  c.' 

Et ctlui d'un pouce cube de la kconde 
foit . . . . . . . . . . . . .  d. 

c & d érant esprimks en onces. 
Alors fi noEs r ç ~ r d k n t o n s  par x le nombre 

dcs pouces cubes de la pren i f r c  matiere, 8r 
p a r y  Ic nombre dc Fouces cubes de la fe- 
ZOnappcl!epcf;lnrcurfpeSi- quand on d i t ,  par exemple : 

$que ,  la peianteur d'un corps t z pouces cubes d ' e ~ u  corn- I dent le vo!unit eR connu. muiie peknt 7 onces 6 gros, 1 
Quand on dit : un tel corps pelè 1 alors on d i  erm'ne Ia pciaiï- 
I .- livres, on ne détermine que teur  de cette c pece d'eau ; on 
le poids de ce c o r p  & non pas 1 mer en erat dedtterminer corn. 
celui de l'efpece de ma:iere / bien pde tout autre volume 
dont  il cil compoG ; mais 1 connu de cette mime eau. 

G e  
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'1 04 ' C o u a s  
conde; nous aurons pour premit-re, kquation 

x+y=a.  
D'ailleurs chaque pouce de la rrerniere 

matiere refmt c d'oilcrs , dès qu'il y a x de 
pouces culiçs, la q~ianticd de la pretniere [na- 
t iere pefera c x  x ou c x. Par l a  inéme raifon, 
l a  q i i an t i d  de la reconde m x i c r e  p4ix-a dy ; 
enforte que le cota! pe!eracx-+dy; & coinrne 

- iieR fuppofd pef t r  b ,il f a u t  que cx +&=lm 
Cela pofd , la premiere équation donne 

b r r l y .  x=a -y; la  fccond~: donne x = - , tiga- 
C 

b - d y .  lant ces deux valeurs, on a a -y -- 
c 1 

chaffant le dénominareur, il vlentac-cy=b 
u c - b  - d y  ; tranfpofant ik d i v i f ~ n t ,  y = 
c - d g  

Pour avoir la  r d e u r  de x, il faut  fubRi- 
tuer  dans l'équation x = a -y, I I  valeur 
qu'on vient de trouver pour y, B: l'on aura 

b - a c  
x=a+- - -  

c - n ,  où l'on voit que j'ui changt 
LZC- 6 les Lignes dunumtrateur  de -- , parcc que y 
c - d  

doi: être retranchk de a (1 1 ) .  Ccrtc valeurde 
x p u t  erre fimplifite, eii réduifant le tout en 

ac-a&b -dc f ra t t ion  ( g  l),  ce q u i  donncrnx= - b - a d  
ou en réduifant , x = - 

c -  ' f *  
b - a d  a c - A  Les valeurs x = - &y =-- 
C - d  ' c - d  

gue l'on vient dû trouver, peuvent fourniq 
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une regle hkeptible d'un dnoncd affez Grn- 
ple, pour la rdfolution gdndrale de toutes 
les queilions de cette efpcce. 

Pour rrouver c c x c  rû&, il faut faire at- 
tention i O ,  que  b merqix lc poids total du 
rne ' la i l~e-  2', que  a marquant l e  nombre total 

b .' 
des parrt'es d u  mélange, Pr ,i Je poids d'une 
des parties dc la rcconde ei+ece-, a d mnrque 
de que peferoit le vo!urne du  mPtang::, s'il 
&oit conipoCé feuiernenr de la mariere de la 
fcconde efTece. En e&t ,  fi tout le volume 
&oit d'argent par exemple, on trouveroit  
fon poids tord, en multipliant la peîanteur d 
d'un pouce cube d'argent, par le nombre 
total  a des pouces cubes. Enfin lc ddnomina- 
t e u r  c -d efi la diK&-ence des pefanteurs fpéd 
cifiques de chzque eSpece dc matiere. 

, Si l'on analyfc, de meme,  l a  valeur dey, 
on verra que a c eft ce que peferoit le  volumc 
du m d l a n ~ e  s'il étoit uniquement cornpcfi? 

O. ' dr la Freinicre mariere. De.& on pourra con- 
clurc ce t te  regle. 

Calctih~ ce que pejroir le volume du mé- 
lange,  s'il emt compo/rSeuZcrnrnt dela féconde 
mati tre;  ret.runclzq ce poids ab poids rotal 
adud du mifange , d~vik;; Ze rr/frl par fa 
dzjè'rence des pe/;zlnreurs/picifiqries des deux 
nzarieres: Ze quorierztfeja L ~zombte des par: 
ries de la premiere pi enrie daris le u r i x ~ .  
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Au contraire, pour avoir le nombre drs 
parties de 1.1 /ccon& nriiriem , coicufe? cr que 
pekroir Ir yolurne du m c l ~ n g c ,  s'il &oit mur 
entier de IJ premierc inatiere , retranchr;: t n  le  
poids roralu&rl d~ miI~rzge, E. divl/;<lc rt$e 
par h m$nie puunrité que CL-defus. 

Cette regle efi préciîémznc, ce qu'on 
appelle cn Ari t hmdtique , la regle d'Alliqe, 
& qu'en Arithmdcique nous avons renvoyde 
à ce t te  troifierne partie. 

O n  peut, à cette même quefiion, en rame- 
ner une infinitd d'autres, q u i ,  au preniier 
coup d ' a i l ,  ne femblcnt pas de même efpece: 
par excmple , celle-ci : t a i r e  5 2 2  l ivr~s en 42 

piects , irs unes de aq livres, G. k e ~  autres de 6 
izvrts ; car avec un peu d'attention, on voit 
quu cet te  quefiion eit la m&me que cette au- 

' tre ; un mixte compofd de  4.2 pouces cubes 
de matiere , p e k  ;: 2 a  oncee: des dcux mîcie- - .  
res q u i  y en t ren t ,  l 'une pefc 24. onces par 
pouce CU be , & l'autre 6 onces. Eii fuivant 
Ia regle on trouvera qu'il faut 
15 pieces de 24 liv. & 27 pieces de t5 livres. 

La même regle ferviroit eiicorc à réfoudre 
c e t t e  autre  q u a i o n  : Unpiedcube d'rau dernnr 
pe$74 livres, un pied cube d'eau de pluie pep 
70 livres ; combien jâudroit-il mtkr enjimbk 
deau di mer 0 d'eau d t  pluie, pour jaire dd 
leau gui p t j 2  7 3 iivres par pied cube ? 
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On voit par-là combien il reut être utile 
d e  s'accoutumer de bonne heure à reprdlen- 
t e r ,  d'une maniere générale, les quai l t i r& 
connues qui entrent dans les qucitions, &3 
inteipréter ou traduire les rélultats algébri- 
ques des folutions des problCmes. 

Queft-icn troiiieme: On arrois lingots, dons 
c.liacnn Rr1quel.s il enrre dc l'or, de 4;1rgcnt 6 

- du cuivre. L'al l iay  dans le premirr tJ ~ r f  que 
@r r 6 oncfs , i b ; n  o 7 d'or, 8 d'<rrgenr 6 t de 
cuivn Dcns l e j c o n d  /ur I 6 onces , i ly en a 
5 d'or, 7 b a r g m r  G. de cuivre. Dcns le m i -  

J e m e f i r  I 6 onces, dy en d 2 d'or, 9 d'mgenr 
& 5 dc cuivre. On veuf ,  tn prenant dzfirentes 
parries de ce5 rrois diiiagts, conlpoJr uh qua- 
? r i m e  lingot, rel que fur I 6 onces, i/ s'et1 
zrouve 9 onces G, +: en or,  7 5 en argent, 6. 
3 5 en cgivre. 

Keprtkntons  par x le nombre d'onces 
qu'il  faut prendre du  premier lingot; pary ,  
le nombre d'onces qu'il faut prendre du fe- 
cond; Sr enfin par r ,  le nombre d'onces 
qu'il faut  prendre du troiiiemc. 1 

Puifque I donces  du premier contiennent 
7 onces d'or, on t rouvera  ce que x d'onces 
de ce même lingot peuvent contenir d'or, 
en calcuhnt lequatrieme terme de cette 1-9- 

7 .y . portion i 6 : 7 : : x: ; ce quatrieme fera , , 
par un raifonnernent femblablc , oii troivera 
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qu'en p renan ty  d'onces du fecond lingot, 
on prend 5 en or, 8( f u r  le  troifieme 2. Ces 

trois quantitis rkunics font 7 X f 5y 7-11 . 
16 > Or 

on veut qu'elles faITer,t 2 ou  1 6  3 donc 
7 x f  f y - f - 2 5  i . 7 4  -- 

1 6  1 6 '  

Poiir fatisfaire à l a  feconde condition, on 
remarquera, de i n h e ,  qu'en prenant x d'on- 
ces fur  le premier lingot, on prend nicefiai- 

8 x 
remcnt ;s d'onces en argent,  fiir le fecond 

e< enfin fur le rroifierne, on né- 
16 ) 

ceifaireinent 2 ; ces trois quantites rdunies 
1 6  

font *"  + y + & comme o:i veut qu'elles 
I 6 9 

8 x 1 7 ~ 4 - 9 1 -  ,L fiiflent 7 3 ou LI?, on aura 
16 1 6 '  

En procCdant de 1s méme maniere, on 
aura, pour latisfaire à l a  troifieme condition, 

- Comme le nombre I 6eit divifcur commun 
'des deux membres de chacunz des trois 
dquations qu'on vient de trouver, o n  peut le 
fupprimer ; & alors on aura les trois équa- 
tions fuivantes -. . . 7 x+ 5y+ 2 ~ = 7 9 ,  
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3 ~ -  5 q ;  Cgalant la premicre valeur de 
x a la feconde & à la t ro i f i eqe  (79), on 

7 9 - 5 y - a r _ 1 a z - 7 y - 9 ~  7 9 - f y - 1 s  aura - 
(I & 7  

= j - 4y- r T, dquat ions  qui n e  renfer- 
ment plus que deux inconnues ,  81 faut 
par confdquent,  traicer, felon ce qui a 
dit '73). 

P o u r  cet e f f e t ,  je c o n m c n c e  par faire diF 
paroître les divifeurs, & j'ai 63 2 - 40 y - 
l q ' q 4 - 4 9 y - 6 3 b  & 7 9 - $ y - = ~  
= 38 5 - 18y - 1 $5 OLI, en paflant rous  
les yd 'uncot t  & r d d a i i a n t , g y = 2 2 z - + ~ ~ ,  
& 2 3  y = 306 - 3 3 q;  la premiere de ces 

deux Bquations donne y= "'-"' 
9 ' & la 

feconde ,y = 3O6-33 1. 6 , galant ces deux va- 
21 

.Y  . % ~ i - 4 ? ' ( ~  leurs  d e y ,  j al 306 - 3 3  chalTant 
9 .Lx 3 .  

les divifeurs, 1 I 06-108 iF27r4- 2971; 
tranfpofant , l106--27$q= 1 c 8  I < -  2971; 
r t é d u i h c ,  2 3 72 = 7841; & enfin, en divi- 

 POU^ a v ~ i r  ja valeur dey,  je LbRitue dans 
l'unede ces deux valeurs qu'on a trouvdes ci- 
defius poury , j'y fubflitue , dis-je , au lieu 
de T, f3 valeiir 3 , qu'on vient dc trouver ; 

t 1 z - 4 7 5  
par exemple, en fubitituan:dansy=. --- 9 9 
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! X I 5  C P U R S  
Enfin, pour avoir x, je iubfiituc, au lieu 

dt: y & de <, leurs valeurs 9 & j dans l'une 
des trois valeurs qu'on a trouvdcs ci-defis 
pour x ;  par exeinplc, dans la derniere , fa- 
voir x =j I; - q y - 5 q ,  & cette valeur de- 
v i e r i t x = s ~  - 36 -  I ~ = ~ T - I I = + ;  

c'eit-Mire , pui$uYon trouve x= , +y-9 
&sr = 3 qu'il fauc prendrc 4 onces d u  pre- 
mier lingot, p du  kcond, br 3 du troirieme, 
& alors le  nouveau lingot contiendra en or, 
q onces & ; en argent, 7 oilcee 5; & en 
cuivre, '3 onces 5. 

En effer, Fuirque le premier lingot con- 
t ient  fur 1 6  onces, 7 onces d'or, 8 dlargerit 
&une decuivre; i l  eitdvidentque fil'onprend 
4 onces fculement de ce lingot, cn aura 3 
d'once en or, e n  argent & ;4r en cuivre. 
Par une  raifon femblable, en prenant9 onces 

6 3 du fecond lingot, on aura :: en or,,en ar- 
gent ,  & ep  cuivre ; & en prenant p onces 
$11 troifieme lingot, on aura 5 en or, 2 en 
argent, & < : en cuivre. 

RCuniffant les trois quantirts de chaque 
efpece de matiere, provenantes des trois Iin- 
gots ,on a u r a z , + ,  : { o u 4 3 , 7 % &  
3 $ pour  les quantitds d'or, d'argent & de 
cuivre qui  entreront, en effet, dans le  qua- 
trieme lingot.- 
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Des cas où hs guejions propo& ref- 
tent indéterminées , qi<oigu'on ait au- 
tanr SEguations que d'inconnues, & 

8 7.11 arrive quelquefois que quoiqu'on 
ait  autant d'tquacions que d'inconnues, la 
queRion q u i  a conduit à ces équations reRe 
nCann7~iiis inddterminée, c'eft-A-dire, qu'elle 
efi alors fufccptible d'un nombre indtfini dc 
folutions. 

Ce caa a lieu lorfque quelques-unes des 
conditions, quoique diffdrentcs en appa- 
rence, i;: trouvi.nt etre Ics memes dans le 
fonds. Alors les équations qu i  expriment 
ces conditions font, o u  des multiples les 
unes des autres, ou, en ginCral , qucl- 
ques - unes d'entr'elles font compofdes 
d'une ou de plulieurs des autres, ajoutdes 
ou fouitraites, mulriplihes o u  divifées par 
certains nombres. Par  exemple , une qucr- 
tion q u i  conduiroir A ces trois Cquations 
5x1-3y-i- 2<= 1 7 , 8 x + 2 ~  +4;:==20, 
18x+'ly+8q= y + ,  feroit fufceptible d'un 
nombre ind&fini de folutions, quoiqu'il fem- 
ble, d'aprks ce que noua avons vu plus haut ,  
que x, y & T ,  ne peuvent avoir chacun 
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qu'une feuIe valeur. D; ces trois équations, 
l a  c!erniere eA cornpofde de  la reconde ajou- 
t& avec le double de la premiere. Or il eft 
kvidcnt quc les deug prcrnietes dtant  une 
fois Tu pfdes' avoir lieu, la troifieme s'en- 
fuit n P ceifairement ; que par conldquent , 
elle n'exprime aucune nouvellc condition : 
on eit donc dans le meme cas que fi l'on avoit 
frulermmt les deux  prern'eres équations : or 
nous verrons dans Feu que lorîqu'on n'a que 
deux dquatioris ilour trois inconnues,chaque 
inco:inue efi fuficeprible d'un nombre inde- 
f ini  dc valeurs. 

8 8. ~e calcul fait toujours connoitre Ics 
cas dont il s'agit ici : voici comment. Il n'y 
a qu'à procdder à la recherche des incon- 
nues , felon les regles donildes ci-defius : 
alors fi quelqu'une des dquations cfi com- 
prife dans le: autres , on arrivera dans le 
cours du calcul, à une kquation identique, 
c'efl-à-dire , à une équation dans laquelle 
les deux membres l iront non - feulement 
égaux, mais encore compofés de t u r n e s  
fcmblablcs & égaux : autant o:i trouvera 
d 'équkions identiques, aiirant il y aura 
d'dquations inutiles parmi celles q u i  auront 
dté P K O ~ O ~ & S .  

Par exrinple , G de chacunc des deux . - 
d q u a t i o r ; s 6 r f  8 y = i z & x f  3 = ~ ,  je 

tire 
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12-8y r i r c h ~ a l e u r  de x ,  j'aurai x= --- &x=2 
5 ,  . 11-8y -$y : dgalant ces deux valeurs , j  aurai -;- - 

"-2- jy, OU chalrant les dknominateurs, 
3 6- 1 4 ~  = 36 - n+y, équationidentique 
& q u i  ne peut faire connoitre la valeur dey, 
parce qu'après la traiifpolition & l a  rdduc- 
tion, on efi conduit à cette équation O = o. 

Pareillement, des trois kquations ci-dec 

' 7 -3Y-"T ,  = 
20-1y-4r 

fus on tire x = - 
5 0 

& 
5 4-R-V-85 X= -- -- d ~ a l a n t  l a  prciniere de cco 

18 7 - - 

valeurs à la feconde & à la ttoifiemi, on 
r ? - ; y - z x  20-zy-4f aura -- = . & 1' 3y-=x - - - 

f 8 5 

'*-8y-8i;chaffant I 8 les dénominateurs, trani: 
pofant, réduifanr , & d iv i r an t  ; on aura,  par - '6 4y & par la feconde, la premiere,y- --- 

' 4  ' 
jW4' valeurs q u i  Crant  égal6 es, don. Y=?> 

3 6 + 4 3 ,  7 6 + 4 x  nent l 'dquar ion  identique --- - 4  
IO 74 

il ri'y a donc, dans ce cas, q;c deux  qua* 
tions réellement difiinfies. 

Mais fi l'on avoir les trois dquarions fui? 
traiites : 
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La premiere donneroit x = ~~ Ia 
? 

féconde, après avoir cliaffd les ddiiornii~a- 
teurs , tranfpoiiz, rdduit , &c,  don!:ero;t 

Izo-I~"y- ioy 7 2 - 9 y - 6 1  
x= & la troifieme, x = --- 

21  ' 1 s  

Egalant la premicre de ces valeurs à la  fi- 
24-3Y-25 conde & à la troifieme , on auroit - - 

r 

fant les dénominat&rs, 600- 7sy - O 
- - ~ o o - ~ s Y - ~ o T , & ~ ~ o - - , ~ ~ - ~ G ; I  
= 3 60 - 45y - 3 O?, ~quat ' ions identiquçs 
t-c dont on ne peut tirer' ni y ni 7, parce 
qu'elles fe rddu ikn t  chacune à O = o. Il n'y 
a donc ic'i , â proprement parler, qu'une 
k u l e  tquation. 

Les quefiions qui  conduifent à de pareils 
rlfultats , font inddtcrmindes, mais ne font 
pas impoilibles. Nous verrons dans peu,  
comment on doit les craiter. 

89. Dans les cas dont  nous venons de parler, lenumkrntcur, 
&Io dCnorninareur de chazune des vaieups des inconnues x ,  y? 
3 , . & c ,  que m u <  avons donnees ( X J  ) d r ~ i e n n e r ~ t  O, ce q u i  
dort ctre, ainfi qn'on peut le condure f;icilernrnt de ce que nous 
venons de dire. On peut doi-c, pir le moyen de ces mêmes 
formules ghnt.rales, reconnoitre les cas ou quelques-unes des 
iquations i'eront compriks dans les autres. 

9 O. Lorfqu'une quefiion qu i  ne condii i t  
qu'à des tquations du r e r  degré eR iinpofi- 
hie, o n  s'en apperçoit h ce que la fuite du 
calcul conduit à une abfurdiid ; par e::cm- 
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plc, conduit à dire, q = 3 .  Si l'on avoit , 
par exemple, les deux dquarions 

. 1x3- 3y = 3 0  
& z o x - i -  1 2 ~ = 1 3 $ ~  

La prcmicre donneroir  x = =y, & la fc. 
I ? < j - 1 3 y h  

7 
c m d e  x = - 

10 
,. dgalant ces deux va- 

leurs, Ics dV- 
tlominateiirs , o n  a 600 - 60y = 67 f - 63y 
q u i  conduit i 600 = 675, ce qui  rit abfurde;  
donc l a  quefiion qu i  conduiroii aax deux 
dquat ions  sx -4- = 3 0 ,  8:: 20x et- I 23 = 
t 3 5 ,  eit in~pofiblc & abfurde. 

9 1.  Les folutioss nr'gativcs indiquent 
auf i  u n e  forte d'impoiiibi!ité dans la quef- 
t i o n ;  mais cette impolfibil i t t  n'cf? pas ab- 
folLie, elle eft relative au iens dans lequel 
les quantitds ont d t é  prifes j encorte qu'il y a 
un îens dans lequel ces folutions font naturel- 
les & adn~iffibles; voyez ce qu i  a Cté dit (70). 

DES pro bit me^ irrdetermirzés, 
,9 2. On appelle , Pr.oEl2rne i d~mmirzé ,  

t o m e  quePioi1 à laquelle on peot latisfaire en 
pluGeurs manicres, fans pouvoir ddterminef 
parmi tou tes  ces manicres , quelle eR celle 
q u i  donne lieu à la quefiion. Ces fortes d è  
Problêmes ont toüjorirs i n o i n ~  de condition$ 
qilc d'inconnues ; & envilragés généralement 

H i 
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r r b  C O U R S  
ils font fiuTceptiblcs d'une infiniri! de foIu- 
t ions;  mais il arrive fouvent a u f i  que le 
nombre de ccs folutions efi limité par quel-  
ques condit ions qu i  ne pouvant  yas êire rd- 
duites en Cqua~ions, n e  permettent pqs d e  dé- 
terminer d 'me  manicre dire& lc nombre 
des folutions que l a  queiéion peut avoir. 

Si l'on propofoit cette quefiion : Trouver 
deux nombres ui pris er$mhle ;fiJint 24  ; 

9 4  en nommant x 1 un de ces nombres, &-y l'au- - 
tre,  on auroit x+ y = 2 4 ,  Cquation de la- 
quclie on tire x = 24- y. Or cette quefiion 
eR fufcepiible d'une infinité de folutioiis, fi 
par x & y on enîend iildiffiremment des 
nombres e'ntiers, ou des riombres fralkionnai. 
res , & des nombres pofitifs ou négatifs: il 
fuufi;:, pour y f i M a : & ,  de pouty te1 
nombre qu'on voudra, & de conclure la va- 
leur de x de lY6quation x = 24 - y,  en y 
fubf i iwant  poury  le iiornbïe qu'on aura  pris 
arbitrairement ; ainfi fi l'on fuppofe fucccf- 
fivementy- I ,y = 1 +,y = 2,y= 2 $ &c. 
on a u r a x = z 3 , x  ==z2,+, x =  22,- SI;, 

&c. Mz!s fi l'on ne veut que des nombres 
entiers & yofitifs, alors le nombre  des folu- 
tioris efi limité; car pour q~:e x feir p~f i t i f ,  il 
frut q u e y  ni: foit pas F I L I S  g r x d  qrie ir,. Et 
p:lifqrzYon ne veut que d i s  nombres cnriers , 
ii cil t-;idc;?t qcc 172quation 11s y c ~ t  ;mir en 
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tout que 25  b l u t i o n s  e,n p comprenant O : cd 
h r r e  que iiippoîant fiiecefivernent y = O, 
y = ~  ,y==z,y==3,  &c. o n a u r a x = 2 4 ,  
x = s j ,  X i i 2 2 )  x-21) &c. 

g 3. Mais lorfqii'on impofe la  condition 
que les nombres deniandés foient des nom- 
bres entiers & politifs , si1 n e  voit pas LOU- 

précédent, comment i n  p&t farisfair; à 
cette condition : les qucfiions fuivantes font 
propres à le faire cdrinuître. 

Quefilon premiere. On dL,marzdeeiz combien 
dc. manieres on peut payer 5 42 livres, et2 don- 
nant des piecrs de 17 livres G recevant e n  
kchrzge 'des pieces de i i ilivres. 

Re r E h t o n s  par x le  nombre des pieces F de i 7 iv. & pary celui des pieces de I I liv. ; 
en dannant x picces d e  17 liv. on paiera 
x fois I 7 liv. ou I 7 x : en recevant y piece s 
de I I hv. on rccevra I i y; par conl%queiit, 
o n  aura payd q x - r ry; Or puiÎquBn veut 
payer 54-2 liv. on aura  47 x -  1 I y= r + z .  
Tirons la valeur de y ,  c'elt-à-dire , de l'in- 
corinuc qui a le moindre coiSicie~lt, & nous 

Comme on n'a que cette kquation, 011 

voit qorcn mettant arbitrairernenr pour x t e l  
nambrc cpi'on vozdra , on aura pour y une: 

H 3  
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,valeur qui fatisfera sûrement à 1'Cquation : 
mais comme la queffion exige que x & y 
foienr des nombres entiers,voici comment il 
faut S'Y ~ r c n d r e  pour y parvenir direL1einent. 

La valeur d e y =  17r-'4Ve rrédvit , en 
I I  

faifant la diviiion au tan t  qu'il eft pofibie 
6x- 3 à y = x - { ~ - t -  -;;-;il f a u t  doiic que 

6~ - 
3 . - foit un nombre ent ier :  foit u ce nom- 

I I  
6 - bre entier;  on a u r a d  =u, & Far conf6- 

I I  I I  X - t ?  
q i i en t6x-3=11  u&x=- , ON, en 

6 

f ~ i f a n t  l a  divii ion, x = u +  E; il faut  
5u3-3 

6 
donc que  - faffe un nombre entier : hic t 

6 
C U + - 5 -  ce nombre entier ; on aura - - r , 81 par 

6 
6 1 - 3  - conféquent 5 u - t - j = = b t & u = -  - t 

6 - 3  S 
. + - ; il f a u t  donc quef--fa% un nom- 

9 5 \ 

brc entier ; foit s nombre entier, on aura 
z -  -- ' - s, & par coiilëqiicntz=~st-3 : l'opf - 

F 

ration efl termines ici, parce qu' i l  dt fvi- 
dent qu'en prenant pour s tel nombre entier 
qu'on voudra, on aura toujours Four r un 
nombre elitier t e l  que l'exige la qut$ioii, 
puifiu'il n'y a plus de ddnoininateur. 

Remontons mairirenant aux valeurs de x 
6 1 - 3 .  &y ; puifqu'on a trouvC u = - en rnet- 

$ 

tant pour r fa valeur 5 s -t- 3 , on aura 
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1 I l i - +  2 
trouvd x = ---- en mettant  pou- u fa va- 

6 '  
" ~ ~ 3 3 - ' - 3  I I  S+6: l eu r ,  on a u r a  x -. -- - - 

6 
17x-$47.. enfin, puifyu'on a t r o u v d y  = -y, en 

fubflltuant pour x fa valerir, on aura 
1875+ 102- ~ 4 %  - 

Y =  - - -- 
1 I 

i 7 s - .+O ; ainfi les 

J 

a= I I  s t  6,L&y= 17s-40. Pir l a  pre- 
m i e r ~ ,  on elt libre de pour s te l  
nombreentier qu'on voudra; mais la fecor.de 
ne permet pas de prcndres plus petit que 3 : 
e n  c f k t y  devant être politif, il h u t  que 17 s 
foi t  plus grand que  10, ou  qüe s foit plus 
grand que:+, c'efi-à-dire , p!us grand que 2. 

On peut donc fatisfaire à ce t te  quefiion 
d'une infinité de manieres différentes, qu'on 
aura toutes en mettant dans les valeurs de x 
& de y, au lieu de s, tous les nombres enriers 
pofirifs irnagi~lables depuis 3 jurqu'à l'infini ; 
ainfi pohn t  fuccellivemeix s = 3 ,  s== 4, 
s = 5 ,  s = 6, s = 7 ,  &c, on aura les va- 
leurs c~rrcf~oi idantes  de x & de  y comme il 
fuit : X 5  39  . . . .y= I I  

= 50 = 2 8  

== 61 = 4$ 
= 72 = 62 
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'1nB C o u a c ;  
Dont chacune eit telle qu'en donnant Id 

n o m b r e  de pieces de 17 liv. déligné par x, 
& recevant le nombre correfpondant de 
pieces de r I liv. défignC p a r y  , on  ~ a i e r a  
$+a livres. 

Queition kconde. Faire 741  liv. e ~ z  41 

pieces,  de irois e k e r e s  ; /avoir, de 24 liv. de 
rp liv. & de I O  2ivrt.s. 

Soient x,y & r les nombres des pieces de 
chacune de ces trois efpeccs ; piiifqu'on veut 
e n  tout 4 r pieces, on aura i O ,  x i - y +  5 
1 4 . 1 ,  

2". Chaque picce dc la prenliere efpece 
valant 2 4  liv., le  nombre x des pieçcs vaudra 
8 fois 24 liv. ou 24x; par la in@me raifony 
pieces de la  fecondc efpece vaudront I gy, & 
7 pieces de la  troifiemr erpece vaudront roc; 
ainfiles valeurs réunicsdcs trois nombres de 
pisces àif2rentes , monteront à 24 x + ~ p y  
-+ r O x; & comme elles doivent monter à 
741 liv. o n a u r a q x c t .  19 + 1 0 ~ 7 4 1 .  
' ~e prends, dans chacune ces dquarioiis, 
la valeur d 'une  o~éme  inconnuu,  peu im- 
porte laquelle; de x,  par exemple, & j'ai 

7 1 1 - 1 : : ~ -  I O  ~is=qi -y-T,& s= ; j'A 
= 3 

gale ces deux valeurs, & j'ai + r -y-x= 
74i-19Y-TW , ou chaffant le dénominateur, 

2 4 
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erai~fpofant & rdduiCant,on a 2 4 . 3 = 5 ~ +  I 4 ~ .  
Jc  prends main:eiianr la valeur de y q r l i  

243 - 4 4% a 12 FIUS petit cof ffirienr , & j'aiy= 
C 

3 - 4 7  = q S  - 2 q-t- -; o r y  & ;;devant ê t re  
5 

3'4'1 foit: des nombres entiers,  il f au t  q u e  - 
5 

un nombre entier : foit donc t ce nombre 

) 
? - T t  donc - - - = - t + k~-! ; il faut donc 

l- 4 4 
& e e Z  h i t  un nombre entier : foit u c l  
1 4 .  

3 -t nombre; o n a u r a ~ = a , o u  j - t = g u ,  
& par confiquent i= 3 - 4  u. 

Remontons maiiiteiiant aux valeurs dey$ 
& x. 

3 - F f  Puifqu'on vient de trouver x=- 
4 

oa 
3 - 7  r-t20 U aura en mettant pour t fa valeur,%= .. 

2 0  U - 1 %  r - - = 5 u - 3 ;  & p u i f p ' ~ n  a t rouve  
C 

4 
143 - '4'1 Y------, I enmettantpour r ,  Ca valeur 

243 - 7 o u i -  4 2  289 - 7 0  u on auray = - A __-__ 
5 5 = 53: - I 4 U .  

Enfin, puifqu'on a t rouvt  x=+I-y-:, 
onaurax-41-57-r -  1 4 u -  5u+3=== 
p u - i 3 .  En forte que les valeurs ccrreE 
pondantes b e x , y & r , f o n t x = g u  - 13, 

J = ~ T -  1 p ,  & ;1 r u -2> dans lefquellee 
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011 peut mettre pour n, tel  nombre entier 
qu'on voudra, pourvu qu'il en rdfulte des 
nombres polirifs pour x , . y  & 7: or cette 
condit ion emporte ces trois autres,  IO. Que 
y u  foit plus grand que I 3 ; ou que u foitplus 

1 l grand  que , ou I $. a". Que $7 foit plus 
grand que 14 u ,  ou que u b i t  plus petit que 
2 i 4  : c'et?-à-dire, plus petit q u e  ++,-. 3'. Enfin 
que 5 u Iji t  plus grand que 3 ,  ou ZL plus 
arand que 7 ce q u i  ne peut manquer d'arri- 5 ' 9' ver , dès qu on  o f i r v e r a  la premicrc condi- 
rion ; aiilfi le nombre  des folutions efl donc 
rrès-lirnitd, e( fe réduit à trois que l'on 
trouve, en donnant à u pour valeurs les nom- 
bres 2 ,  3 & +, qui font les feuls q u e  l'état 
de la quefiion admette. On ne peut donc 
faire 7+1 liv. en 41 pieces de trois dpeces 
propofées, qu'en prenant les nombres de 
picces marqu6es ci-deffous, & qu'on trouve, 
en mettant pour u ,  les nombres 2 , 3 & 4 ,  
fuccefivement dans chacune des valeurs de 
% Y & %  

X .  Y 7 
5 . .  .... .29. ........ 7 
....... ........ 14 15 12 

2 3 . .  . . . . .  I . .  ...... 17 
Dans le cours des diviiions que l'on fait 

pour rkduire la valeur de lYindétcrminCe à 
un nombre entier, rien n'oblige A prendre 
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b~ R ~ A T W É M - A T I Q U E S .  12fJ 

Je quotimt plutôt au-cleffous de fa v6ritabIe 
valeur qu'au-degus. Il eft mémc quelque4 
fois plus expéditif de le de cette 
derniere mariiere. , 

Par exemple, fi j'avois l'dquation 19y- 
5 zx -t- I jg, au lieu d'en conclure y - 2x 

I 4 + 6  
3-7 + .- - en prenant zx pour valeur dit 

1 O 

quotient dé ix divifd par 19,  en nombres -. 
- f x  -+6, 

entiers; je concluroisy - gx -t. 7 . IP 

en prenant plutôt 3s pour quot icni ,  parcs 
qae ce quotient  efi plus approchant, & q u e  
l'exrddent x d o n t  je tiens compte ai fui  
donnant le figne - , a un coéfiCicnt plud 
peti t ,  ce qui ne peut manquer d'abréger 12 
calcul. J e  fais e n h i t e  - $ 7 : +  6 ' 9  

=u; & j e 4  
19 

6 - I ~ U  c o n c h  x = & par la même raiion, 
A - r + u  r + u -  .> . 

x =  1 -+IL+ -. Faifaiit - -t, 1 aa 
$ 5 

enfih u = 5 2-1 ; ce q u i  acheve l a  h h i o n  
plus promptement que fi j'avois pris cha- 
que quotient au-deffous de i a  vdritable va- 
leur. Si on remonte, comme ci-deffus , aux 
valeurs de x & d e y ,  o!i t rouverax  - - 
rg r  , &y=2 I - $2t,qui en donnant à t pour 
valeurs, tous les nombres ndgatifs depuis 
z t r o  , donneront toutes les folutions pofi- 
;tives de l'équation, 
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Des Equotions AU Jècond &gré une 
j u l e  incormue. 

9 4. On appel le Equalions dujcond degré, 
celles dans telquelles la plus haute puiffance 
d e  l'inconnue, eit cette même inconnue mul- 
t iplide par elk-mênae, ou élevée afon quarré. 
Aitifi l'équation sica- I 21,eA une équation 
du &corid degrk, parceque d a m  le terme yxa 
la3uant i t t  x eit qmltipliée par elle-même. 

9 j. Lorîque I'équationue retifcrmed'au- 
i r e  pi f lance de l ' inconnue,  que le quarré, 
elle efi toujours facile à réfoiidre : il iiiflït de 
adgager le quarrL de l'inconnue, de tout ce 
q u i  peut le mriltiplicr , ou le divirer, ou des 
qusn t i ids  q u i  peuvent fe trouver jointes avec 
lui ,par  les lignes -t- ou-, ce qrii  Iè f3it par 
les  regles données ( 16 , 60-& ;.+ ) ; aprPs 
quoi il n'y a qu'à tirer la racine quarrdc 
de chaque membre. 

. Par ekxnple, de l'équation sxz= 121, je 
conclus, en divihnt  par 5 ,  x 2  ='fL- 2~ , 
& tirant la racine quarrée de chaque mem. 
bre , x = 5 ; car il. eit évident que G deux 
quantités fant tgales , leurs racines quarrtks 
feront a u G  égales, & il eit &galement clair 
que x eit la racine quarrée de x'. 

Pareillement fi j'ai l'kquation 5 x' z= $x" 
++ 7 ; je chané les fraaions , & j'ai x' 
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D E  ~ I A T H ~ M A T I Q U E S ;  12f  

.= ~ z x ~ - j -  IO$ ; tratlfpofant, ng xz - r z x y  
- - I , J ,  o u  ~ j x ' = ~ o g ;  divifant par 1 3  
x' =<'f ; donc x = E/ F; ce Ligne J/ mar: 
que qu'oii doit tirer la racine quarrde.. 

Lariqu'on doit tirer la racine quarrde d'une 
frattion , comme dans le cas prtfent, on faic 
dercendre les jambes du figne r/ ( qu'on ap- 
pelle f i p e  radical) au-deffous de la barre qui 
fépare les deux termes de l a  fraQion. Mais 
fi l'on n'avoit à repréfenter que  la  racine 
quarréz de l'un ou de l'autre des deux ternies 
de lafratlion, le radical feroit tout enrierau- 
deKus ou au-deEous de la barre de divifion; 
ainfi pour marquer qu'oïl veut divifer par 3 

l a  racine quarrde de 40, on dcriroit '2 
3 -  

Si la  quamit4 dont on doit tirer la racine 
quarrée t to i t  complexe, on donneroit au 
radical m e  queue q u i  recouvriroit toute la. 
quancité ; p a ï  exemple, pour marquer 13 ra- 
cinequarrée de 3ab+b1, o n  dcriroit v". 
Quelquefois a u G ,  L ~ n s  donner une queuc 
au radical, on renkrrnc la quantid complexe 
entre deiis crochzts, qu'on fa i t  prdcéder du 
fisne f , en  cetre  maniere f ( 3ab+b2 ). 

9 6. Nous avoiis vu  ( 21. ) que lorfque le 
multiplicande & le multiplicateur avolenc 
tous deiix le m h e  Tigne, le produit avoit: 
roujcurs le Ggne c. Cela Ccar,c, lorfqqYon a 
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h tirer la racine quarrdü d'une qukt i rk  q u i  a 
Je Ggne +, on doit indiffFéremnieiit donner 

cr;re raciiie quarrée le Ggne + ou le 
figne -; ainri dans lY&quation préctdentex" 
= 2$, mi peur, lori;iuYon tire la racine quar- 
rée, dire également, qu'elle efi 4 5 . & 
qu'ellc eit - 5 ,  parce que chuciin de ces 
nombres rnultiplid par lui-même, reproduit 
toujoürs  +- 25 ; enforte que la rdfolution de 
I'équztion x' = 25 s'kcrit ainii x 7 + , ce 
q u i  fc p rononce  en difant x egaZe plus on 
moim 5 ,  & équivaut à ces deux équations 
x=+1 & x 3 -  l* 

Pareillement pour là reconde équation ci. 
'&ffus, on écriroit x = f- V'cr. * 

S. 9 7.  korfqu'on a à tirer la raciiie quarrEe 
'd'une quantité préckdde d u  &ne -; on 
couvre le tout, du  radical, que l'on fait aufi 
prdctder du double iigne ; ainfi ii l'on 

* O n  P31;riait demander ici 
pourquoi nous ne donnons pas 
au% !- doiible Cgne %au prr- 
mier membre ? La r é p o n k  eft 
qu'on le ? tu t  ; m& cela ne  
mene à lien de nouveau. En 

Il faut fi garder de confidé. 
ret la valeur de x dansla Pr:- 
miereiquation x=  5 ,  comme 
étant l a  même que dans la f i -  
cocde x=-7, quoiqye ces deux 
valcursioient  cxprmées  par le 

effetfi l'on ect i t t ;=-+j ,on même carl&iere ou 1;i même 
entireces q~~a i r e iq i~a t ions+x  1 !erre I. Cette Ierire r e s  uii 
=^+y,  +z=- y ,  - x= + 5, 
-x=- 7 .  Ladcriliere, en chan- 
geant- les fignes , revient à Ia 
prerniere. Ii en tit de même de 
la troiiicine, rc1a:ive:n:nt 2 la 
feconde, 

fiSm par lequel on repréCente 
la qu31;ti:é que l'on cherahe; 
il peut dkiigner des quantités 
diFércrites, c o h r i i e l c n i o t ~ c ~  
défiggne des quantiris différ,cn* 
, tes, dans ditfércnts pays. 
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avoit x2 = - 4 ,  on écrriroit x = -t- V Z ;  
& auoiauJon nuifie tirer la racineauarrée 

L A 1 1 

de 4 , qui cft 2 ,  il i ~ e  faudroit pas dcrir e x = 
+-2 - : il ef'i cKentiel ici de faire attention au 
iigne - dc la quanticd qui efi h i i s  le radical. 

9 8. Lorîqii'une dquation conduit ainfi à 
tirer la racine qiiarrde d'une qumti té  n f p -  
rive, on eut conclure qiiele prob1gn-i~ qui  a P conduit a cette équation, efl iinpofible : en 
eKct une quantité ndgative ne peut avoir dv  
racine quarrde, ni exattement, iii Far appro- 
ximation; car il n'y a aucune quantité, {oit 
poditive, foir nsgative , qui Ctant  muitiplide 
pâr elle-même ~ u i i f e  produire une quancitC 
iidgative : il efi bien vrai que-+, par exem- 
y le,  eut Ctre confidér6 comme venmt de+-2 
miiicipiié Far - 2 ; inais ces deux quantités 
ayant un i i p e  différentne font point Cgriles, 
e( par confCquent leur produit n'eR pas un 
( i u ~ r é .  Aidi,  lorl ju'on popofe  de tirer 
la r a c k  quarrée d'une q u a n t i d  négative, 
an propok u n e  c h o k  abrurde ; donc tout 
problêrne qui îe rdduira à une pareillr: opé- 
ration, fcra uc problkme impail;ble. C'efi à 
ce caraL1cre qu'on dii?ingue I'impofibilité 
dcs quePLions du Second degrd. - 

Au reRe , il lie f a u t  pas pour cela re- ' 
garder,  coinme i n u d e ,  la conGdCration des 
rocines quurrérs des quantitds ndgatives : il 
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arrive aKcz fouvent qu'une queflion, quo!. 
que poflible, ii'adinçt de lol~t ioi i  que par le  
concours de pxei l les  quantités dans I d -  
qiiei!es à la f in ,  ce qu'il y a d'abrurde , diL 
paroit. On appelle ces forces de quantites, 
qironrids iinagzhaii-îs. A ï r i f i  1/-7, efi - quantité imagiiiaire ; a + - b ,  efi une 
quantité imaginaire. 

/ 5 .  Ce quz nous venons Ze dire, fuAit 
pour l a  réfolcrion des dquarions du  fccond 
d e t r i ,  lorrqu'il n'y a pas d'autres puiffances 
de x que le quarré. Mais outre le q u a r d  de 
I ' i i icomur , il peut  encore y avoir ( e< cela 
arrive le plus Couvent) l a  premiere puiirancz 
de l'igcoiiii~ic multiplide ou divifde par quel. 
que quant i td  connue, comme dans cette 
éqiiztion x2 -qx= I 1. Alors l'artifice qu'on 
doir employer pour riiîoudre 178quxion, con 
fifie à prsparer l e  premier membre de ma- 
nicrc à en faire un quarré parfait : certe pré* 
paration fuppofe avant tout ,  trois chofes ; 
iO, qu'on n i t  pafld dans un feu1 membre t o ~ s  
les ternies affcBds de x ,  & les quantités 
conriu,cs dans l'autre; cela s'exécute par ce 
q u i  a été dit ( 56 j : 2'. Que le terme sui 
renfcrmeïa, b i t  pofitif; s'il avoit le fig;ie-, 
o,l chacgeroit tous lcs r i p e s  de l'équation, 
ce qui  lie truubleroitpoiiir l't'galic8; 3". Q u e  

j e  
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l e  tetme qui renferme x 2 ,  foic libr,e de tou t  
mui t i t  licateur ou  d e  tout  divifeur ; s'il n'& 
toit point dans c ï t  Ctat, on l'y arnenefoit, 
en m~1ti ; ) l ia l i t  to?is les autrcs termes de 1'6- 
qiiation par ce divifeur , & en les divifanr 
par le mulriplicateor. Par  exemple, fi j'avoig 
à rd roudre l'dquation qx - + x2= 4 - 2x, 

iO. je pafferois tous les x dans le premier 
membre, en écrivant le terme x2 lmprcmicr, 
& j'aurois - f xz -t- q x  + 2% =q., OU- f X' 

+- Cx = 4 ; 2O. je changerois les ligne3 pour 
rendre x2 pofirif, & j'aurois 5 ~ ' ~ 6 x 5  -4; 
go,  je multiplierois par 1, ce qui mc. don- 
nerait 3xz - 3ox =- î o  ; enfia je divie-  
rois par 3 ,  & j'aurois xa - iox ;t= - 2- 

3 .  

Comme on peut toujours ramener, 1 cet 
k t a t  , toute Cquation du fecond degré, nous 
ne nous occuperons aEiuellem~ntq-iac d'une 
dqmtion prdparte de cette manicre. 

I CI O. Cela pofd, pour réfoudr2une dqua- 
sion d u  Cecond degré, il faut fuivre cette 
.regle : 
- Prener la  moitié de la quanriré c c n w  qui 
mulrlplie x dans le k cond  terrnc : elt-vel certe 
mo~tie'au quarré, G ajoutey cc qunrrk a chaque 
mern bre dc l'ryuation, ce qui ne chungera rren 
d I ' é ~ a  iré. Leprcmrer nirnzbre Jcra a[ors ion 

guarré parfait. Tirq la  raciiie quarréc de cha- 
que membre , Ei' faim prdcéder celle dujecond 

A L G E B K B ,  1 
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330 C O U R S  
riitmbré , du dodie  ligne + ; IJi4uazion jZrd 
réduite au premrcr dtg~e. 

Quant à la maniere de t i r e r  la racine quar. 
rCc du premier membre, on ti tcra la racine 
quarrAe du quarrk de l'inconnue, & celle du 
quarr6 qu'on a ajout6 : on joindra cectt: fe- 
conde à la prsmierc, par le figne qu'aurale 
fecond rermc de l'dquation, 

Par -erem$e, ayant I'dq~iation 3" 4- 6x 
t== i6;je prends la ~iioitid de l a  quantitd con. 
nue. 6,qur multiplie x dans le fecond terme: 
je quarre cetce moitié, & j'ajoute à chaque 
membre quarrt y, j'ai xa+ 6x t 9 = a f ;  
il ne s'a+ llus que de tirer 13 racine quarrCe, 1 ce que je ais en prenai-i~ la raciix quarp?e 
de xZ q u i ~ i t  X, puis celle de g qui eit 3 ,  & 
commB le kcond t m n e  6 x de l'dquation a 
l e  iigne i-, j'e1.i concJus que x t 3 ,  efi la 
racine qii;trrCe du r e n i e r  mcmbre. Quant à P celle du fecond, cl e efi 5 o u  ; lu tô t  (96;+ - 5 ;  
par conf6quent x -+ j= + g. Pour avoir x, 
il ne s'agit plus que  de tranipofer, & l'on aura 
x = + 5 - 3 ; c'cil-à dire, que  x a deux 
valeurs; favoir x = i- 1 - 3 = 2 ,  & x = 
- 5 - 3 =  2.  Noue verrons ci-après ce 
que fignifie cette feconde valeur. 

Pour entendre la rai foi1 de cette regle, il 
faut Te raf ~ e l c r  cc que nous avons reinarqud 
( 25 ) favoir que Ie quarrd d'une quantit6 
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Campoide de deux termzs, conticnt toujoi~rs. 
le q u a r d  du premier t e rme,  le doubie 'dih 
prernier'terme rndriplit par le fecond, & 
quarré du kcond. 

Cela p d d ,  lorfqu5il S'A@ d'ajouter à 4ne. 
quantid telle que x 2 - t  Cx, ce qui-e0 n&eSJ 
iaire pour en faire un q u a r d  parfait, il faut re-, 
marquer rO, que cette quat-ltitc! conrien\ d d j i  
un quwrd x2 qu'og peut confiddrer cornfile 
le quard  di1 p f e m i ~ r  terme x d'un binorne, 
iO. Qu'on peur ro~i jours  coniiddrrr Je terme 
fuivant 6x, comme émnt double de x muid 
tiplit par une autre quantitd. 3". Que cecfëi 
aurre quaiirirt? eR ndccffairsrne~t  la mairi& 
de 6 multiplicateur-de r. Il ne manque donc 
plus-que le quarrd dè cette feconde quanti$, 
cYelt.à dire, le quarrk de Ia moitié dli 
nlicateur de x dans lefccond terme. On voit 
iuç ce raifonnemenf . e ~  g k ~ ~ 6 r a i ,  quei que 
foie le r n ~ l t i ~ l i c ~ t e u r d c  x, 

Qiiant à la rcglc q u e  nous donnaris-en 
même temps pour ex~ra i re  la  racine quar r te ;  
du premier membre, elle efi tga l tment  une 
fuite de la f x m a t i n n  du q u a r d  ; puifque les 
deux quarrds extrêmes qui fe trouvent dans 
le quarrG d'un binomv é t ~ n t  les qua r r i s  des 
deux termes de la racine, il eft Cvident 
ne spgir que  de cirer fdparéinenr les iac in îs  
de ces deux quarrCs pour avoir çeb deux ter. 

1 a 
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k3.5 - C O U R $  
meç.:Aiais on doit donner au  fecond terme 
de la racine, le marne . , figne qu'a le recond 
tel-ini~ de l't quacion, parce que de même que 
le  calcul f'it voir que le quarré de a t b  eitaa 
+sub-t>',dç rnbmeil fdirvoir que l e  q u a r d  
ce a 8 eit a' --$ a b -+ b'. 

O r .  De quclqile de@ que doive être 
l'dquation, il faut roujolirs, pour m q t r e  la 
$ua~ioi i  cn dqiiatioB;fdir&fage dela regle 
qü8 4 6 ~ s  avons d o n d i  (.67 ). I T I I  .' Qw Rion premiere. T'rOuver un hombre til 
q z ~ é ~ j l i l J n  quarre , on ajcxre 8 fois ce n i h e  
noRaabri Ir tour fOJi j j ! 
2-6'i je$ot~noifiois cenombre, q u e  j'appelle 

x, il eit Lvident quêr j ' ~  prendrois fe quard 
9'Tqii'à ce q~~arrd;j'ajoilterois 8 fois ce noma 
brei,'€'eK3-dircf, SZ,'& que le tout xS -+ 8x' 
formerbi t  3 j; il fa t t  &nc que  r ' i  8x= jG 

Pour rdCoti$cr&'cèCce dq uat ion, j'ajoute à- 
. chaque merfibre; le nombis 16 7jwi efl le  

q u a n d  da la moitii 'du honibrk 8 qui  multi; 
plie x dans le iccond terme, & j'ai r' 4 8rir 
+ i 6-49> dqua r io r i  dont le premier mem. 
bre eit un qùarr& parfiît. J e  tire la racine 
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quarrte de chaque membre, en obfervant la 
regle donnte ( ioo ), & j'ai x + 4 = t - 7; 
Far conréquent x = _t 7 -  q, qui donne ces 
deux valeurs d e  x, x = -t- 7 - 4= 3 & x - - - 7 - 4 = -  I I .  

De ces deux valeurs, la premiere îatisfait 
Ia quefiio~i , ~ u i f q u e  9 q u i  eR le quarrt 

de 3 ,  ttant ajoütt à s fois 3 ou 24, fa i t  3 3 .  
A l'dgard de la kconde, comme elle eit né- 
gative, elle indique qu'il y a une autre 
queition dans laquelle prenant x dans un fens 
tout contraire, la folution feroic r r ; c'eit-à- 
dire,  que la  feconde valeur de x doit fatis- 
faire à cette autre queition : Trouver un nom- 
bre t e l  queFdeJon quorré, on retranche 8J;ois 
ce mtmc nombre, le r e j e  foit 3 3 : ce qui  eit en 
effet; car le quarré de i I eit I 2 1, & 8 fois 
r I font 8 8 ,  lefquels retranchis de i a i ,  il 
reite j 3.  

Pour confirmer ce que nous avons dit fur 
les quantitds ntgarives (70), remarquons que  
cette feconde quefiion mife en Cquation , 
donne x1- 8x = 3 3 ,  laquelle t t an t  rtlolue 
Mon la regle, donne x = + - 7 ;-. 4; c'eit-à- 
dire, ces deux valeurs, x = I i & x =- 3 9 

qui  fonr prtciidment l e  contraire de  celles 
de la prerniere quefiion. 

J 0 2.  On voit p a r 4  qu'une tquation du 
fecond degrd, à une Gulé inconnue, a tou- = 3 
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jours dcux falutions. Car les deux valeurs' 
3 I ei - 3 fub i t i tu t s ,  au  lieu de x, dans l 'k,  
qliatiûn xt -  8x = 3 3 ,  la r&în!vent kgale, 
m-nt, c'eit-i-dire , r tdu i fen t  Cgalement le 
priiiiier membre à 3 1. On vient de le voii 
p u r  i r .  A l'llgard de - 3 ,  Ton qusrrd efi  
.+ g; & 8 f ~ i s  -- 3,  font - a+, q u i ,  retranl 
chds de + 9, donnent  4- 3 -t 34, felopce 
qui a d t é  enfeignd ( 1). 

Mais on voir e n  même temps que fi toute 
Cquacian du [eumd degrk a deux foliitinns, 
il n'en eit ras toirjours de mkme de la que& 
tion qui a condiiit cette équation; car, dans 
le cac préfent , la feconde valeur - 3 ,  ne 
rCTour q u e  la quefiion contraire. Au reite, il 
arrive- fauvent que les deux folutions de 
l'tq uatiori , îont aufi tou tes  dcux , folutions 
de la quefiion. Nous en verrons un exemple 
dans la t roifieme quefiion, 

Que fiion feconde. OB devoit parrager 173 
livres tnrre un çerrain nombre de pe, fonnt~; 
niais 21 y pri a dcux d ~ b k n t e s  G. qui, par cena 
j-r.$m, ne daiwnrpos avoirpnrd. Cmç circonj: 
rance a q m e n r c  de z CJ livres la part de chaque 

~ i i ! f i  u f ;  OC k n ~ m d e  combien il di.voio d'ab~i-d 
j~ m o i r  de ~ a r z ~ g e p n z s  ?* 

bi jc %vois quel e't ce nombre, je divi* 
f i m i s  1 7  y par ce nombre, pour ~onnoi t re  
p m b i e n  chacun qiaroit eu, fi tautes le$ 
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D E  M A T H ~ M A T I Q U E S .  x j f  

ionnes eurent  été prirmres.  Je diviterois 
enluite par ce mêmc nombre diiiiinud de a ,  
pour connoitre combien chaque p r t ag ranc  
aura rkellement ; enfin je verrois fi cn ôtant 
10 livres de ce fecond qliotient,  le rc i te  efi 
Bgal au premier. Imitons ces opérations, en 
reprkfentant par x le nombre cherche. 

Si tous etoient préfenss , chacun auroit 

donc 2: ; mais s'il manque deux perfonnes, 
.T 

chaque partageant a u r a z  ; puis donc que 
3-2 

ce dernier nombre doit être plus grand de IO 
T7Y que le  prcmizr, il faut que - 10 = - 

A-% X W  

Pour rCioudrc cette Cquation, je çliafle les 
ddnominateurs ; & felon la remarqiie faite 
(66), j'dcris I ~ S X - I Q ( X  2 ) x = r 7 $  x 
(x -3  , puis faifant les opérations indiquées, 
j'ai 1 7 5 ~ -  10x23. z o x = r 7 {  x- 350.; 
fupprirnant 17 < x d: part & d'autre, puis 
changeant les fignes ( pg ) , on a i o r  x - 20x= 3 $ 0  ; enfin en  divirant par 1 O , il 
vient x 3~ - 2x = 3 $, Cquârion à 1;iquclle 
i l  ne s'agit plus que d'appliquer l a  reglr doii- 
née (zoo). Je prends donc l a  rnoicid -1 du 

- r de x. Je quarrç cette 
moitié, ce q u i  me donne 3-1, que j'ajoure à. 

membre,  & j'ai X' - 2 x -k i = ?  6 ;  
tiranr la racine quarrf  e, j 'ai x - i = zk 4 1 

1 4  
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& par confdqucnt x - + 6 - F r ,  qui doune 
x=7& x=-5. La premiere efl le noinl,:e 
che rch t  ; c x  i 7 divdd par 7, doiitie 2 7; & 
17 < divif6 par 7 - 2 ou 5 ,  donnc 2 1 q u i  
excedc 25 de I O .  Qiiai ir  à ia recc)iidz, elle 
rdfout la queflion o ? ~  l 'ai fuppofcroit q~i'il 
s'aeit d e  partager I 7 5 livres avcc deux nou- 
veaux furveiius , & que cctte circoiifl ance 
diminuede i O livres la  part quechacun aiiroit 
eue fans cela. 

Queit ion troifieme. Un homme cch+,tc un 
c h ~ v n l ,  qu'ri w n d ,  au l o o r  de r. nijis, 
pour 24 P L / ~ ~ O J ~ S .  A celte veniï ,  1 1 p c r ~  aut, nr, 
pour ceni,  que le cheval fui  ovoi. coûrr.! On 
dcm,irzde combien il I'ovcir a c h m  ? 

Si l'on me difoit ce que le cheval 2 coûtt?, 
je vtrifierois ce nombri en cetr? maniere. 
Je le retrancherois de I 00, & je fçrois cette 
regle de trois : Si I O  Te rdduifent au nombre 
que  vient de me doiiner la Coilit-allion, à 
combien le nombre Iirih'endu doit-il Te ré- 
duirq? Ayant trouvC ce quatrieme terme, il 
devroit ktre Cga: à 24. 

Nominms donc x ie nombre cherché, 
c'etc à-dire , le nombre de pifioles que le 
cheval a coûté, Alors pifque roo font fup- 
poEs fe r idu i re  à i c o  - s, je trouverai i 
combien x d a i t  ê:re réd~i i t ,  en fairant ccrce 
rzglede trois, ioo:  100-x:: x : ; l e q u a -  
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trieme te rme fera (' W-x'x( r Po Adz. 179 1 OU - ..- 
I O O Z - X X  

IO0 
; 'pu is  donc qu'on ruppofe que le 

p i x d u  cheval a &rd r i b i t  2+ pifioles, il 
IO0 -xx  

faut que  -= 24. 
1 O 0  

Pour rkfoudre cette equation, je chaife Ie 
dénominateur, & j'ai i o o x  - x x  = 2400, - - 

ou en changeant ies fignes x x  - I oo r = - 240. Je prends donc ( 1  00) la  moitié de 
-1  oojqui efi - 50; je l'éleve au quarrt, ce 
q u i  me donne -1- 2100 à ajouter à chaque  
membre. L ' tquation devient x x - 102 x - 
-t- g ~ o o  = 2 f 0 0  - ~400- 100; tirant la 
racine quarrde, j'ai x- 50 = =t IO, D< par 
confiquent , x = 50 r O, qu i  donne ces 
deux valeurs x = 60 & x - 40, dont cha- 
cune  réfout  la queition; enforte que le prix 
du cheval peut également  avoir été de 60 ou 
de +O pifioles : l'dnoncé de la  queition n'efi 
pas fufifant pour  ddterminer lequel de ces 
deux prix a eu licu. Si l'on veut  vdrifier ces 
deux fclutions, o n  verra qu'en fuppofant que 
le cheval a été acheté 6 pliIoles, puifqir'a- 
lors I oo Te rddüifeiit à +O, 60 fe r tduiront  à 
24.. Et dans le Cecoiid cas, on verra de même, 
que  IOO fe rédclifant à dc, 40 iè réduiront 
a z4. 

I Q 3. Dana les quefiions préctdentes, 
l'dquation a eu deux folutions, l'une pofitive 
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I'autre nkgative. Dans la dernierc , elle en a 
deux pofitives. Elle peut  en avoir auG d e q  
~dgat ives .  Mais cela n'arrive que lorfquG 
1'CnoncC de la quefiion eit vicieux ; car alors 
chacune de ces deux folutions ndg&tiws, 
indique (70) que l'inconnue doit être prife 
dans  un k n s  tout oypai'é à celui de 1'CnoncC. 
Par exemple, fi ,'si1 poporoit  cette quefiion: 
Trouver u n  nonlbre tel que fi on aionquarri 
on ajoute neuf fois ce mime nombre, & 
encore le nombre 10, le tout faffe 3 0  ; cette 
quefiion rnife en dquation donnerait x ' 4  j x  

-1-5 0113 0, qu i  en fuivant les regles donnges 
plus haut,devieiidroit fuccefivement x Z t 9 x  
=- 20, x Z + g x  -t-y=E- IO =+! 
tirant la racine quarrde x + P== -+ :, q u ~  
donner=-f+i=-q,  &x=-'-! - -- f. Ce q u i  indique que la queflion doit 

&tre changde en cette autre : Trouver un 
nombre tel que fi après avoir ajouté 5 O à ion 
qiiarrd, or1 retranche du tout, 9 fois ce inême 
nombre demandd , il refie j o. 

I O 4. L'alzcbre a donc cet avantage, 
que non-feulement elle réfout les quefiions, 
mais elle fait encore diftinguer fi elles font 
bien ou mal propofies ; & fi elles font im- 
polîibles, elle le fait connoitre aufi : noqs 
en  avons dkja donnk le carafiçrc ( 98 ).,Si 
l'on en veut un exemple, il n'y a qu'à riow 
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f ~ u d r e  la quefiion troific me, en y fuppofant 
yiiigt-iix pifioles au lieu de vingt-quztre. 

E'tquation h a  1 O O X - x x  
= 26) ou I COX-xx 

I Q J  

== 2600, OU xx - IOCX = - 2600,  qlri2 
felon la regk ( 1  oc), devienr rx - i oex i- 
2500 = 2Sc0 - .6 o = - ioo, tirafit Iq 

T__ 

racine qriarrde x - y o = - i /  - i oo, & en- 
L 

fi11 x -$O s i /  -. 1 co; or nous avons vü  (98) 
que l a  racine cuarrdc d'une q u a n t i d  riéga- 
five cft impofible.  

Quefiion quatrit rnc. DeuxperJonrresfiJont 
réunie?, h n s u n  commerce : L'une a mis 30 l o ~ i s  
qui ont reJfé r 7 mois dons lajoci~~é. Le Fco~rd  
ir'n fournips f o n h  qu'au bout de g mois; cJeJ- 
à-dire , n'ont c'ri que I a mois dons Iri Jô- 
cièté. Cesfonds que l 'on necorznoLtpoint ,fant 
avec /e goin qui fui rev ient ,  2 6 louis. Le ga in  
toaal a étéde t 8 louis & :;on derr?ande ce nue le 
jecond avcir r i s ,  combien chacun a $&n~? 

L a  quefiion ié réduit  i troiiver la mik du 
fecscd , car il efi t v iden t  q u e  le gain de cha- 
cun fera fâcilede trou ver enfuite. Rcpréren- 
eoils cette mire, ou  le  ncmbre de louis de 
cette mife par x. PuiTqire les 30 louis du 
premier ont' Ctd 1 7  mois dans !a focidté, ils 
doivent l u i  avoir roduit autant  que prodiii- P roient i 7 fois 3 O ouis ou p I O  louis pendant 
un mois. Pareillement, p ~ i f q u e  la n i i k  x du 
fecood a dtd 12 mois dans la focidté, elle 
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340 C O U R S  

doit l u i  avoir ~ r o d u i t  autant qiieir fois rde  
louis ou I 2x produiraient pendant  un  mois; 
ainfi , on Feut regarder la iOciétC, comme 
n'ayant dut6 qu'un mois, mais en f ~ i p ~ o f a n e  
que les mifes aient t tL  5 1 o & I zx;  cela ttant, 
pour favoir ce que  Le fecond doit gagncr, il 
faut(Ari~h. I 97) calculer le  quatrieme terme 
de cette proportion 5 I O+-I l x  : r 8 f : : i 2x: 

1% x x  18; Ce quatrieme terme fera---- 
g i o  + r z n  , qui  re- 

zrf x 
or il eit di t  dans la quefiion vienr à ;_, , 

que le gain du fecond & fa miîe x font 26 
ZIC X 

louis ; donc 
, , , , I z x  

+ x = 2 6 .  

Pour rdfoudre cette iquation, chaffo11~ le 
dinominareur , & nous aurons 225 x -t x 
( 510  -+ 1 % ~ )  = 26 1 1 1 0 4 -  I Z X ) ,  û u , e n  
faifaiit les m~i l t i~ l i ca t ions  indiquees, 2 2 y r  

+ g ~ o x d - r  X X F  1 ,260- i -3  ax.Srauf-  
pofant & rCLiuiGiit, on a 1 2  xu+ 4 jx - 
I j. 60; d i v i s h t  par t 2, x z  4 41223 x =-?* I z 

q u i  Te d u i t  à x' t- = I 101; prenant 
dot~c la moitié de <', q ü i  cit 5;'; tlevanri 
cettcmoitik au quarré, &!'ajoutantà chaque 
meinhe ,  <in aura  x' 4':' x -i- ~ L 8 4 ~ =  

Z 9 8 6  I --- -+ 11or a ""60X 
6 4 -6 4- J en rkduiîant 

i I 05 en frîfiion. T i ran t  donc la racine 

quarrée , oii aura x i- 'F =I 2 Y 9 5  
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donne pour la feu!cvaleur, qu i  fatisfaffe à la 
- 1 4 . 1  f j o i  - 1 6 0  

quefiion, x - - -- 
8 8 

- 2 0 ;  1 a 
- 

mife du Gcond &oit do lc  de 2 0  13uis ;-par 
con~&ju în t  Ton gain dioit de ' 6 ,  & celui du . . 
premier de r 2 4. 

I O j . A I'8gar.d dcs dquations littdralcs, 
l a  regle efi abfoluil-ierx la mime. Si l'on avoit 
à r i  foudre l'équation abx - sxx = b'c. con- 

1 

f o r m h e n t  à ce q u i  a t t d  dit (99 & J oo) , je 
c~ailgerois cette dqurition cn a LX-abx=- 

Pc ., . 
b'c, p i s  en XX-bx = - - j J ajouterois à 

n - 
chaque membre le quarfd de-! ;cYelt-&dire, 
* 2 6  - ' 6 6  h i - b ' c ;  -+ -,;& j'aurois x x  - b x +. --- -, - 
# .;e .. 4 1. a -  

b tirant l a  racine quxrdc, j'ai x - -+ = - ~  
2 .  

b b .  bLc Y---- , & enfiri x=- 8 t 1/~6tb, --- 
4 ' a  4 a- 

I b 6 ,  Lorfque l'kquation efl littérale, 
elle peut Ce prdfenter Cous une forme plus 
c6rnpoGe que nous ne I'avons vue jufqucs 
ici, mais on peuE toujours la ramener à trois 
termes en cette maniere. Soir l'équation an.'. 
+$CX -:a2b =j 6 2 . - - a b 2  - ac x. J e  paKe 
dans un feu1 rnernbre.tous les rerrnes affec- 
t &  de x , en obfervmt d'écrire de  fuite, 
tous ceux qu i  o n t  les memes puiffances de x, 
& j'ai axl-bxl+ 6c x+acx = a2b '- ab2. 
Jc remarque, à prdfent, que axz - 6r' n'efi 
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%&.a e o w i t e r  
autre c h d e  que ( a - b  1 x xs, OU ( a - b ) d i  
pareil iement b c s  4 ecx n'efi autre c h d e  
que  ( 6 c  + iic x ,  enforce que l'tquation 
axa bx' -t- bcx + acx = uab - ab' peut 
s'6cr:r.e alnfi (a-b) x' -t-. (bc -P ac) x = a'b - ab', or les quasititts a ,  b*, C , ecaiit des 
quan t i t6s  connues, on doit regarder fi-b, 
bc 4- oc, & a 6 - rib2 comme des quanritds 
toutrscniiiiues : on peut donc, pour abrdger, 
rrpréfciicer chacntie de ces quani i tds  par 
ilne rcuie letrt'é, & Lqyofer a - 6 = m, Et 
H- rlc '- n , 0'6 - r& = p , & durs- l'éqaa- 
tion rit rd luire à rn x' i. n x = p ,  q u i  eR 
dans le cas des p rd i iden  tes , 81 q u i  étant 
rdfotue  tùivat i t  ks m h e s  regles, deçiicndra 

n 
fucce~vernciir  x' +-x e K ,  Fuis m2* 2, 

m m rn 
"' =-*p[ en ajoutant  ïë-?pirt? de 

36 qma rn 
' ta l a  moi rie den c'çft à-dire , de -) ; t i rant  

tn M 

P ' l a  racine quarrés, s+C;=+ y> + 
- n 

e n f i n d a  - a -L VT - +--J 
am' 

I O 7. Au reffe m ' n e  fait cei fortes de: 
I 

- 

transformations que lorique le  calcul qu'on 
auroit i fzire fans clles,  feroit tds-rom- 
*poG ; car dans ce même exem;le, -apr2s 
?voir niis 1'Cquarioii propofïe, fous la f o r m  
( a - I > - )  x2r+ ( bc-i-uc) xsra2b-d' ,on 
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peut la traiter, fans t rop de calcul, comme 
les pr&?dcntes,  cil divifmt d'abord par a- 

bc+ ac b ,  ce qui  donrie.. . . . x' -+ - a-6 
x - a b ;  

maintenant il faut ajouter de part & d'autre 
Be?-ac l e  quarrt de la moitié de  - - , c'efl-à-dife, 

bct-ac a-6 
l e  quarrd de - maisi on peut ie  conter,- 

sa-zb' b r t n c  ,. 
ter de l'indiquer en cette maniere da-.&) - * 

bc-i-ac - ainfi on aura xz -i- - 
a - b  

( )  + a b ; tirant la racinc quarrde, 
o n a u r a .  , . . . . . -. . . . . . . 

BcS-ac - & c f  ac 
x i - - -  

L U - Z ~  ( -  LU-z ,) 2 + a a , . &  
-bc-ac bc-t ac e n f i n % = - + y  za-16- sa-  a + n 6 .  

I O 8. Quoiqu'on puifTe, 1orrquYon 2 
conclu la valeur de x, laiffer le  radical dans 
I'ricat où i l  efi, jufqu'à ce qu'on vienne aux 
applications numtriqiies ; néanmoins , il 
peut être fouvent utile de lu i  donner une 
forme plus fimple, en rkduifaiie GU hême de- 
noininateur les deux parries q u i  fe trouvenr 
fous ce radical. Siir quoi  il faut obferver 
qu'on peut îouventL les rtduire au même 
dtnominate~ir  d'une maniere ~ l u s  fimple que 
par la  regle gkndrale donnée ( q7 ) ; & cela 
r;n fe conformant aux obfervations que nous 
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avons faites ( 48 ) ; pre i ims ,  pour exemple, 
I I / K  + P : pour r tduire 1 un r n h e  dtno. 
dm' rn 

n2 P rniiiatrur les dellx quaiir'rds - & ;, j'ob- 
orn a 

f c r v e q ~ ~ e l e ~ m  dc5nominateurs afiuels ont uu 
f a A - u r  commun m ,  & que par confdquent, 
fi je multipliois les deux termes de la frac- 

tion p, par 4 m q u i  c i l l e  fecond f a t t e u r  du 
m ..- 

premier dictiominateiir, alors elle auroi t  le  
même d6noniinateur que cettepremicre frac- 

P d o n  ; cYeR pourquoi j c  change Vb-+.; 
I/ zF42- 

en .; or comme le radical mar- 
dm1 

q u e  qu'il 'faut t i re r  13 racine quarrCe de la 
fraQion , c'eff-à-dire ( Arith, 14% )du numk- 
rateur & du dthorninateur ; jerire celle du  
ddnomiiiareur q u i  eR un quarré, & j'ai 

ainfi dans 1'&pation ci. deKm où 
z m 

nous avons trpuvé x = - I z  _ k VA$+:, 
on peut changer cette valeur de s, Ln cetre 

..- 
- n .  V n A - i - ~ P X  autre, x = - t --- 
2 m lm 

, ou ( à c a d e  du 
dénominateur commun 2m), en &te autre 
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des guantirés lirrér ales. 

I O g. La rtfolution des iquations du Ce- 
corid degré conduit donc, &mme nous ve- 
noiis de le voir, à extraire la racine quarr6e 
desquantitks, ioit nurndriques,foit littérales. 
Nous n'avons rien à ajouter à ce que rious 
avons dit des premieres en Arithrnétiquc. 
Nous allons parler des dernierec. 

Lorrqu'il a tek quefiion de la multiplica- 
tion des quantitds monomes (1 8 ), nous 
avons dit que le produit renfcrrnoit toutes 
les lettres du  mu1r;iplicande & toutes celles 
du multip1icat:ur ; o r ,  lotrqu'oil dleve une 
qliantid au quarrd ,  l e  multiplicande & Ie 
niultiplicateur font les mêmrs ; donc, dans 
un quarré monome, chacune des lettres de la 
racine doit être deux fois faazur; donc l'ex- 
pofanc de chacune des lettres d'un quarrE 
monome doit être double de celui des mêmes 
lettres dans la racine; do~~cpouravoir la racine 
quarrée d'une quanrirt monorne, ilfùur donncp 
4 chacune des lerrres de cetLe quanrrre; rrn.expo~ 
Jant rn itié moindre ; hivant ce:te regle, la 
racine quarrde de a" eit a ,  celle de  a6 efi n3, 
celle de U ~ ~ ~ C '  efi nbe,caile de a+b5c8elt e'b3s+ 

I I O. S'il fe trouvoit un eapokilt impair, 
ce feroit donc un ligne que Ja quantité pro, 
A L C E B R E .  PC 
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~ o f i e  "'CR polnt un quarrd parfait; alors, 
e n  fuivant la regle, il refizroit un  ex~oiant 
fraaionnaire q u i  dtfigiieroltq!i'il reite a tirer 
l a  racine quarrée de la quantird q u i  auwit cet 
expofanr. Ainfi la racine quarrée de a2b'c+ eR 
3 1 
a6 ; C+ OU a 6 6 ~ c  : car on peut confiddrer a" 
,b3c4 comme azbahc4. 

L'expofant fraaionnaire a doncici le même 
1 

ufage que le ligne c'; ainfi a6i7ca, ou (ce q u i  

CR la même c h o f e ) a ~ c ' b ~ & ~ u i v a u t  à a 6 c ' ~ h  
Donc rtc'iiproquement, fi une quantitd mo- 
nome efi affeLlde du r i p e  V,on pourra fup- 
primer ce radical, pourvii qu'on prenne h 
moitig de chacun des expofants. 

I I r . Cette remarqué k r t  à fimplifier les 
quantités affeades du ligne, lori'que cela eft 
pofible. Par exemple , la quantitd aZd3c 

1 2 1  

ktant  la même chore que ayb';'c,i Ce riduit 
I I  

5 aab,,, o u ,  e n  remettant le radical, au 
l ieu des expofaiits fra&tioniiaires, à ahi /bc .  
De même v arb'cf fe réduit à a'b2c d a  c , en 
confidCrant a5b5c3 coinme a41i'ckc, & pre- 
nant la moit i t  des rxpofants 4 ,  4 & 2, On 
trouvera dc même que ~ Y ' f e  rfduir à n to* 

f f' 
o u  bien fi l'on mul t ip l ie  le numérateur: & le 
dknomiiiarcur parf, fe riduit à a nf, au 
enfin i of a$ 

P 
I 
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D E  M A T H É M A T I Q U E L  14.7 
f T 2 .  On voit donc qce pour faire fortif 

hors du  radical les faEteurs que l'on peut en 
faire fortir,il faut prmdre la moitic! des eupo- 
fants  de cea facteurs. Au contraire, pour faire 
entrcr f ~ u s  le radical u n  fd l eu r  q u i  feroit au  
dehors, i l  faudra d ~ i i b l c r  I1expnfant de ce 
f a t l e u r ,  c'tzit-à dire, élever ce fatlelir au 
quarrd. Ainfi a I i  peut être chanet en r/dii 

b 
n V-peut (1 erre change en l/" qui Ce ré- 

8 

duit à r/ a b. De méme (a+b , f  c peut être  
changt e n  V (CI -1- b)' c. 

I i 3. Jufqu'ici  nous n'avons pas eu dgard 
au coëficient. S'il y en avoit un ,  & qu' i l  
fîlt un quarrd parfait, on en tireroit la racine 
quarrke ielon les regles de lYArithmktique ; 
aiilfi / g  a2b3 devient 3aB v6. De merne, 
V I  024 a'b3c devient 32 ab Vbc .  

r I 4. Mais ri le coëfficient n'étoit point 
un quarré parfait, il faudroit voir s'il ne peut  
pas être décompofd en deux fatleurs dont  
l'un foit un q u a r d  parfait dont on tireroit la 
racine, & on laifferiiit l'autre fous le radical; 
c'efi ainfi que V48a 'b3  fe réduit à 4 a 6 ~ ' 3 6 ,  
parce que 48 dtant = I 6 x 3 ,  i q 8 s ' b 3  = 
2/16 x p ~ ~ b i  O u  -k f i 6  a93x 3 b - i r  4. ab f 3 J .  
O n  trouvera de même que v s  I 2a3bz î e  rd- 

duit A 16ab V z a .  
r I 5. Si la quantird affeade du figne ra- 

K 2 
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dical, eit complexe & n'efc point Lin guarrk 
parfait, il faut examiner fi elle ne peut pas 
être décompofée en deux faEtears, dont l'un 
feroit i in quarre p r i a i t ;  alors on tireroir la  
racine dé celui-ci, & on laifferoit l'autre fous 
l e  radical. Lorfque le faReur quarré , s'il y 
en a , eit monome , il eit toiijoiirs facile à 
appercevoir. Par -exemple, dans la quantitk - 

qn3h' - 5a2b3 -+ 6 b 5 ,  je vois que h a ,  
eit fa&eur de toiis les termes,  en forte 
que cette q\iantité équivaut à cette autre ' (+a3 - ra'b+ 6b3) h'; je rire donc la ra- 

-- 
cinequarrde de 6',  & j'ai 

I -1 6. Mais lorrque ce fatleur qwarrt doit 
&tre complexe; ou lorfque la q u a n t i t t  com- 
plexe qu i  eit h y s  le radical, eR elle-même 
un quar rd  , il faut bien fe garder, pour en 
avoir l a  racine de tirer i-dpardment la racine 
q:nrrée de chaciin des termes qui la corn- 
pofenc. Par exemple, fi l'on avoit a' + b2, 
on f~ tromperoit beaucoup G l'on prenoit 
a -t- 6 pour cctte racine, puifque le quarré de 
n + 6 n'cil pas a' -t- b', mais a2+;06 t 6' 
( 2 ~ ) .  aZ -t- 6 %  n'a point de racine exa@,e en 
lettres. Voici la méthode qu'il faut Livre 
lorfque la quantité cornpleA propolée efi 
fufceptible d'une racine exalte. 

I r 7. Soit donc l a  quantitt 6on6+36a@ 
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Lt. 2 i6'. Pour en avoir la racine quarrée , 
j'ordonne les termes de cette quaiititd par 
rapport à l'une de les lettres :par rapport à a, 
par exemple, 

3 6aa+60a6+2+j b' ( 

J e  prends la  raciiie quarrée du premier 
terme 36a2, laquelle efi 6 a que j'dzris i cb té  
de la qiianticd pi-opoi't2c. 

J e  quarre cette racine & jYc?crls le q u a r d  
3 6n2 fous le premier tcrme, avec lc fi&-, 
pour le retrancher. La rdduaion faire,  i l  
k f t e  -+ boa6 f 2 $6'. 

Sous l a  racine 6a j'écris fon double 12iz 

que jYemploie pour divirer le  premier terrn: 
60ab de la quântitk reitante 6oab -t ~~6'. 

- >  I Je  trouve pour quoiient + yb 5;~: ecris 1 
l a  fuite de la racine 6 a ,  & 1 ai 6a 4- 76 
pour la racink cherchde ; mais pour confir- 
mer cette opération, j'écris a u f i  le quotient 
gb que je viens de trouver, à c9té de I z a  , 
& je multiplie le total 12a -t S E ,  par ce 
meme quotient 5 6 1  je porte, à mefure, les 
produits fous la q u a n t i d  6oab 4 2 < P ,  en 
obîervanr de changer lcs figncs de ces pro- 

K 3  
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duits; faifant enfuite la rdduiaion, iI ne reRc 
rien; j'en  conclu^ que la racine trouvde 
da + $6 eit la racine quarrde  exaac de 
3 6a' + 6oab -t- 25 6'. 

Prenons pour fecond exemple, la quantité 
962 - 1 m 6  + r 6ci  + +aa + I 6ac -24bc. 

' J 'ordonne cette quant i te  pzft rapport a la  
lettre a ,  & j'ai . . . . . . . . . .  

4a-fzab+z6d~+9b'-  z4bc+r ~z~ / sa -3b+qcRac ine .  
- 411' -- - )4n-7i- 
1: ' R c h r  z a b + i 6 a ~ 9 6 1 - z 4 b c + ~ 6 c '  +a - 6 b - f - 4 ~  

f r zab - g b z  ' 

z r  Reff e + I ~ U C - Z ~ ~ C ~  16c) 
i 6ac-k zqhc-i 6cz ---- .-- - 

2 
. ................ Dernier rei le . .  O 

Je tire la racine  q u a r r e e  de +a' : clle efi 
2a  que j'ckris à côrt!. J e  quar re  n a ,  &je 
I'dcris avec le &ne - , fous qa' ;  faifant la 
réduOion,il relie - 12ab  -t-16ac-i-yba.-. 
q b c  4 1 6 ~ ' .  

Au-deil ous de la  racine 2 a ,  j'dcris fooa 
dauble q a ,  quz j'emploie pour divifer le 
premier terrnv - I a d  dii rene : je trouve 
pour quotient - 3 b, quc: j'écris à la fuite du 
premier terme l a  de la racine : je  l'écris aufi  
a coté du double +a, & je multiplie le tout 
+a - jb, par le mEmz quotient - b ; tcri- 
vane les produits , sprhs avoir  changé leurs 
figneo , fous le reite - r zab 4 i 6ac &c ; 
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D E  M A T H E M A T I Q U Z S ,  I $ L  

& faihnt la rdduaion, j'ai pour fecond rcfie, 
+ I 6ac - 2+bc -4- I 6iZ. 

Je confidere 2 prtfeiit les rierix termes de 
la racine za -- 3 b, conme ne f i f m t  qu'une 
feule quantitd ; je double cet te  quantitd, & 
je l'écris au-deffous pour k r v i r  d e  divifcur au 
îecond reite ; mais pour fàire cc t te  divifion 
je mv contcnte, felon ce qui a étd dit (361, de 
divifcr le premier terme + I 6ac ,  par le  Fre- 
mier tvrme + +a de mon d vireur ; je trouve 
pour quot ien t  + 4c ,  que  j'écris à la fuice de  
la  racine 2a - 36,. & à la h i t e  du double 
+a - 66 : jemu!ciplie cette derniere f o r ~ m e  
44 - 6 b  -t- 4c,  par le nouveau terme-t- qc 
de la racine ; & changeant, à mefiire, les 
figres des proiuirs, j'écris ces tnemes pro- 
duit, fous le fttcoiid refl c ; failrint la fouitrac- 
tion, il ne reitu r i m  D'où je conclus que 
la  racine quarr6e eit exalke. 

Tou t  cela eit fondC fur ce principe\, que 
le quar r t  d 'une  quan t i td  compcifiIi: de deux 
parties, contient le quarrd J e  l a  pcmiere, le 
double de la premiere mulripiiée par la Iè- 
conde, & le quarrd de la fcconde; car il f u i t  
de-là , que  pour avoir la prerniere partie, il 
faudra tirer la racine quarrde du  premier 
quarrk ; que pour avoir l a  ièconde, il faudra 
divikr  le renne iùivant, par le double d e  la 
racine trouvde ; & qu'enfin pour vtrifier, il 

K 4 
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faudramultip!ier Iedouble de la premiere par 
la feconde, & la Cecondl par elle-mime : or 
c'eft ce qu:: prefcrit la rndthodc que nous 
venons d'expofcr, 6 

Nous invicons les commmsants à s'exer- 
cer encore iur les trois qnantitts fuivantes: 
1". r 6aP -i- 4oa3b -i- 25a" ba. 2 O .  3 6b4 - 6oab' 
' + a ~ a ~ 2 - 3 6 6 z c ' + 3 0 u b  c 2 - k 9 c 4 :  
C- 

3 O .  a6-4 a3c3 i- 8a3e3-î-  +c6 - i 6c3e3+ r 6e6, 
dont ils rrouveront que les racines quarrdes 
font qaz-i-$QG, dB'-$ ab-3cZ, a3 -2c3+4.e3. 

Du calcul des quantités afeaiei du 
Jgne f. - 

I I S. On fait  fur les quantités radicales 
dont nous venons de parler, les mêmes opk- 
rations que filr les autres quantités. Lorîque 
les deux quaiititts rrrdicales p e  font pas fem- 
blables, on fï contenrc, pour les ajouter ou 
les foul'raire, de les un i r  par le figne t ou  
le figne -. Aidi )a  i / b  ajoutd avec 46 Jc,  
donne 3 a d6 -t 4. B s / c ;  de meme 3 a  V6 
retranché de +h dc , donne 46 d c  - ai/Ei. 
Mais fi les quant  t ks radicales font  femblables 
& nc digerent que par le coëfiicient nuink- 
rique hors du radical, alors on ajoute ou l'on 
retrar-iche les coëfficients , felon qu'il s'agit 
d '~ddit ion ou de fouflrafiion. Par exemple, 
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affeaée du ligne I/, il  n'y a autre choft 3 
faire qu'à &ter ce ligne ; aiiifi pour quarrer 
Vn26 + 6 %  , j'aurai n16+b3. 

I I 9. Cette remarque peut fervir à dkga- 
ger une tqua t i ,m des Iignes I/, q~i'elle peut 
renfermer. Par exemple, fi j'avois l'kquation 
x - =a = b + V a x ,  je laifferois Vax feu1 
dans un membre, & j'auroiex - na - b = 
dax;alors  quarrant chaque immbre, j'aurois 
xz - 4ax 2 a h  +*an -+ +ab -k- bd=or  , 
o u  en tranfpofant , xZ-sax-nbx=-4aa 
-+ab f- bb. 

r 2 O. Pour divifer une quantitd radicde, 
par une autre quanti,tC radicale, on divirera 
comme s'il n'y avoit pas de figne V, & on 
donnera au quotient ou à la  f raaion,  le iigne 
radical, ainfi pour diviîer Va par Vb, on 

n 
divifera 4 par b , ce qui donnera a , auquel 
appliquant le radical, on aura d g  Pour di- 

\ 

virer v a 6  par go, on divifera ab par a ,  ce 

- 
qo'on remarquera que \/-< v(-r)~, - qui revient à - d d i  
i f :d doit donner - ,ls: 1 luihue i (- t,*, = - 1. 

/ z a x l / L Y q u o i q u e  cette & "0" P x  S -a 6; parce 1 -- v a n t i t i ,  Glon les regles, Ce que ( -- a &nt la même 
d d u i f ë  i i/ -t aa,  on ne doit 
prendre ¶ut - a 9 Parce que la 

choh que r / ' i~d-r ,  a \/z 
la ,,me cliofë que b. d-1, 

queRion elle-mime fixe ici pzr 
quelle opEnt ion  eRvenu +aa. fzXiz pra 'a di 
L'efl e n  f a e h  cette attention I x d - - I x JG, ou g a b  * 
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qui  doiiner;l b ,  & o n  aura  V6 pour quotient. 
-.- 

Pour divirer va~ - r x  par f&+x, on di& 
fera,, -xx par a+-x, ce q u i  donnera a-x, - 
&on au ra  pour le quotient demandé. 
De même a b t b c  divifé par a ,/ b , donnera 
b i r c ,  en divifant ab par a ,  & f b c  par b. 

I 2 I . Si le dividende ou le divifeur étoit 
rationel, on îépareroic l'uii de l'autre pzr une 
barre affez longue pour faire connoîrre que 
l'un des deux n'tft pas affttEté du  radical. Far 
exemple, pour di;ifer a par i 6, on Ccriroit 
-2 Pour divifer a par V a ,  011 dcriroic os 
db' da' 
mais lorfqu'il y a une pa r i t t  dans les lettres 
du dividende & d u  divikur , il eft l o u l  ent  
à proposde  donner 3. la quan t i t e  ratio- 
nelle une forme de radical, parce qu'elle 
donne lieu à des fimplificacions ; aiilfi dans 
le dernier excniple, je chaagerois a en 

a -, . v a 2  
faa, & alors au lieu de - 7 aurols -- 

i a  
& ' 

par coidéquent f a .  De même, fi J avois 
i / i r z ;  21 divifer Far a +- x , j3&rirois - 
Va<r-xn V= ua-xx . - OU I----- & comme 

n + x  i j a + x ) '  (a+x) 

le numdratcur & Ic de'nominareur peuvent 
être divifés chacun par a + x, j1aur8is enfin 

- Ys 
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i l s  6 C O U R S  
De La Formation des puifi'ances des qiian- 

tirls munomes , de IJcxtra&m de leurs 

racines , da calcul des radicaux G. 
des expojânrs. 

I 2 2. Nous avons dkja dit qii'on appelIe 
purJance d'une quantiié, le  produit di- cr t t r  
q u a n t i d  nlultipliie Far e l l c - i n h z  plurieurs 
fois de fuite. a cft la troifimie puifrance ou 
j e  cube a ;  parce que a' rCrulte de axnxa. 
La quan t i rd  qu'on a inuitjplide eit autant  de 
fois fatteur dans  la puiKance, qu'il y a d'uni- 
tCs dans l'expofant de cette m&me puiffance: 
ainfi dans as, a .  eit cinq fois fal ieur, dane 
( ~ - j - b ) ~ ,  a+b efi 6 b i s  faaeilr. 

r 2 3 .  Puifque pour mu1tiplier Ies quan- 
titds littdrales monomes qui ont des expo- 
l ' a m ,  il îuffit (20) d'ajouter l'expoiànt de cha- 
que lettre du multi licande, avec l'expofant 6 de la lettre fernbla le du multjplicateur, il 
s'enfuit donc qüe pour élevrr à une puiJ~nce 
propope, une quanrire' monome, il fuj7ra de 
muhpfier Z'cxpoJant adluel de chacune d t ? j i ~  
Ictrres,par le nombre qui  marque rS pueliepui/: 
fince on yeut liever c m e  quaniire'. Nous appel- 
lerons ce nombre I'~xpofinr de la puiJince. 

Aiilfi pour Clever azb ' c  à la quatrieme pic-  
fance, j'écrirai ~ V b " ~ 4 ,  enmultipliant les ex- 
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p f a n t s  3 , 3  & ide a, 6, c, par l'expofan t 4 de 
la pi~ilfanceà laquelle on veur 61evera2b 'c.En 
effet, pour dever  a2b'c  à la quatrieme puiL 
fance, il faudroit multiplier n2b3c par a2b3c, 
puis le produit par a" 'c,& ce fccond produit 
para? 3c ;  or pour faire ces multiplications, il 
f a u t  (2;) ajouter les expoîaiits, puis donc 
qu'ils foont les mêmes dans chaque fafleur? i l  
faut ajouter chaque expofant à lui-même 1~ 
fois, c'eft-à-dire, le  multiplièr par 4. Le 
raifonnement efi le  même à quelqu'autre 
puiffance qu'on veuille Clever un monome , 
& quels que foient 'les e x p o h t s  aQuels des 
lettres de ce mononle. 

Eorfqu'on a à faire îur les espofants des 
qua11tit6s, des raiîonnements o u  des opdra- 
tions q u i  ne dépendent point de certaines 
valeurs particulieres de ces expofants, mais 
qui font Cgalement applicables à toutes for- 
t e s  d'expofmts, on repréknte ces expofanrs 
par des lettres. Ainfi, pour en faire l'appli- 
cation à la rcglc que nous venons de donner, 
fi l'on veut élever l a  quantid quelconque 
am&cp à une puilTance quelconque dtiignde 
par r, on dcrira amrb"'çPr. 

1 a 4. Si la quantité qu'on veut Plever à 
une puiirance propofde, étoit une fraaion, 
on Cleverùit à cette puiffance, le numdrateur .. a2b' 
& le  dénominateur ; ainii ;J; élev6 à la cin- 
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a'ob'f 
quiçrne puiffance, de~ienr,,,;~areillement 
ümbn , p t p r  
- - Bled à la p u i f i n c e  r devient 

p l l q  

r 2 5 .  Si la quanr i r é  proporde avoit  un  
coëfScient, on l'éleveroit à la puiflànce pro- 

ofée en iernultipliant par lui-même, Celon 
fes regles de i  ~ r i i h m d t i q u c ~ a i i i l i  +dbadiev& 
à l a  cinquieme p iKance  donn t . ro i t~ozqa '~b '~ .  
Qiielquefois on Te contente d'indiquer cette 
C1Cvatioi1, comme pour les lettres, ainfi on 
peut  icrirr  4'a"br0. 

I 2 6. A I'égai d des iignes , fi l'expofant 
au la  puiffancc à laquel le  i l  s'agit d'élever, 
efi pair ,  le re'r~iltat aura  toujours  !e  fipe+; 
mais s'il cf? impair, i l  aura le iignr: + ou le 
figne - klon que la q u a n t i d  popof& aura 
elle-même le iigne + ou le ligne - ; c'eit 
une fuite immédiate de 12 reglc donnée pour 
les fignes (24). 

I 2 7. l i  fu i t  de tou t  ce que n o m  venons 
'de dire, que dans une puiK2rice quelconque, 
I'expofant a t tuel  de  chaque let t re  contient 
I'expofa~it de fa racine, autant qu'il y a d'iini- 
tés  dans l'expofant de la  puiffance qirc l'on 
coniidere ; par exemple, dans  la  quatrieme 
puiffance,  l'exporanr de chaque l e t ~ r e  eil 
quadruple de ce qu'il  éroir  dans la quantird 
primitive qu i  en efi la racine. 
I 2 8. Donc pour revenir d'une puiffancc 
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quelconque à ,fa racine, c'cR à-dire , t o u r  
extraire une racine d'u R de~répropo/-é ,  d une 

uanrite' ntonome quelcorrque ; if j i u r  divifer f expofinr a 8 u e l  dc chacirnt d e j r  krrit-s, par 
Ir nombre qui nznque le d.grC cie fa racrnc 

u'on w u r  e x m i r e .  On appelle ce nombre q, C expo/ant de !a racine. 
Ainfi pour tirer la racine rroifieme ou cu- 

bique de a"b6c3, je diviferois chacun des ex- 
pofants par ?, & j'aurois a46'c. Pareillement 
pour tirer la racine cinquieme de a2''6'5c5, je 
diviferois chacun des expofants par 5 ,  & 
j'aurois a4b3c. En gdii6ral pour tirer la  racine 
du  degr6 r de la quantitd amhn, j'dcrirois 
rn n -- 
a' 6'' 

I 2 9. Si la quantité propofie Ctoit une 
fraaion, on tirt.roirf&partmcnt la racine du 
numtrat-eur & celle d i  ddnorninateur. 

I 3 o. S'il y avoit des coëfficienrs, on en 
tireroit la  racine quarrée ou cubique par les 
méthoder donntes en Arithmttique; & par 
celle qu'on verra par la Cuite, lorfque cet te  
racine eit plus 6lcvée. 

I 3 I. Lorfque l'expofant de la racine 
qu'on veut extraire, ne divife pas exaaernent 
chacun des expofants de la quantitd propo- 
f6e,caeft rine preuve que cette quant id  n'efi 
point une puiffance parfaite du degr6 dont II 
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s'agir. Alors, l'expofant reite fraQionnaire, 
& marquc une  racine qui reite à extraire. 
'Aiilfi, l'on demande 1; racine cubique dc 

1 

a963c4, on aura rii6i;ou albcci, dans laquelle 
l'expofant marque qu'il reite encore à 
extraire la racine cubique de c. 

I 3 2. On indique aufii les extrafiions de 
racines f~ipérieures au recond degrC, en cm- 
ployant le Ggne I; mais on place dans l'ou- 
verture de ce ligne , le nombre qui marque 

le degrd de la racine dont i l  s';git.Aiiifi ;/a, 
7 

marque l a  racine cubique de a : g a  marque 
la  racine feptieme de a. Il fau t  donc regarder 

ces deux exprefions Ga & aicomme figiii- 
fiant la  même chofe: il en eit de même 

de +a+ 2. 
I 3 3 .  Lorfque la quantitt eit complexe, 

il ne faut pas divifer chacun dz f i s  expofants; 
mais il faut confidtrer la, totalité de tes par- 
ties, comme nc faifant qu'uiïe feule q u a n t i d  
donr l'expofant eit naturellement I,,que l'on 
divife par l'expofant de la racine qu'il s'agit 
d'extraire, cc qui n'eit, à proprement parler, 
qu'une indication de cette racine; par exem- 

ple, au lieu de kl~a. qui  eit la r n h e  chofe 

9.. ? (aa + bz)', oh écrit , (a' .+ p) f 
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- 
ou na+ b a i .  Si la quantiid totale q u i  èR fous 
le radical, avoit ddja un expofant , on divi- 
leroit de même cet expofant , par celui de la 
racine qu'on a defTcin d'extraire. Ainfi, au 

4 3 

lieu de i / ( a ' i - b z ) 3 ,  on' peut écrire (az+bz)5 
i 3 4. Les rdgles que nous avons dnnnkes 

( 1  I 8 Qfiiv.) pour l'addition, la fouitraRion, 
la  m ~ l t i ~ l i c a t i o r z  6( la divifion des quantitds 
radicales du kcond degrd, s'appliquent &a- 
lement aux quantitds radicales des degrts h-. 

ourvu q u e  les radicaux fur lef- ptrieurs, p, 
quels on a a opdrer , foient de même degrd 

7 7 7 7 

7 5 5 5 

= a Va, f a' b3 x v a 3  b' = as bf = a b, 
f b  f 5 b r alb- 5 

~ x I / ; ~ f a ' x V ; - i / ~  V a 4 b .  
I 3 5. S'il s'agit d'dlever un radical quel- 

conque à une puifince dont l'expofant foit 
le même que celui du radical, il hffira d'ôter 

a ' 
ce radical ; ainfi ($ a )  = a ; ce qui cft Bvi- 
dent en gtndral , fi l'on fait  attention que 
l'objet cit alors dc ramener la quantitt à îon 
premier dtat. 

Pour diever une quantitc? radicalemonome 
3 une puiffance quelconque, il faut Clever 
chacun de îes faaeurs à cette puiffance, 6- - 
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Clevé à -la puinance quatrieme , donne 
7 

j as b" qui Te rCduiE à a b i /  a  br ; ce qu'on 
peut voir encore en cette autre manierc; 
7 7 . 3  

2/ a' b dtant la  même chofe ( I  3 2) que a7b7, 
pour dlever celui-ci à la quatrieme puiffance, 
je multiplie fes eexpofants par 4, ce qui  me 

. 8 G  3 3 7 

donne a'b = a b a7 b7= ab Va P. 
7 7 

I 3 6. Pour diviiér V a 5  par V a 3 ,  on divi- 
iéra as par a 3 ,  &l'on donnera au  quotient a' 

" 7 

le Iigne fi, ce qu i  donne I/ a' ; de même 

l 
1 - - - - r ; car la racine cinquieme de 

d l L  v a a .  

I efi I .  En génkral toute puiflance, ou toute 
racine de l'unit4 , efi l'unit& 

I 3 7'. Pour extraire une racine queIcon- 
que d'une quantité radicale, il faut multi- 
 lier l'expofant aaue l  du radical, par l'ex- 
pofanc de cette nouvelle racine ; ainfi, pour 

F 

extraire la racine troifieine de Pa4, on &rira 
1 5  5 

f a 4  en multipliant 5 parj. En effet Va4= 
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4 - 
aS ; or ( I 28 ) pour extraire la racine de cc- 
lui-ci, il fa!it divifer fon expofant par 3 , ce 

4 1 f 

qui donne a'T,qui efl la  marne chofeque Va+. 
i 3 8. Lorîque les quantités radicales 

propoîées ne f o ~ i t  pas toutes d u  même degré, 
i l  faut pour pratiquer fur elles les opcira- 
tions de l'addition, foufiraEtioii, multiplica- 
tion e t  divifion, les ramener au même degrt, 
ce qui eit facile par cette regle. 

J'il n'y a que deux radicaux,multiplieq l'ex- 
po,Gnr dr L'un, par 14xpoJunr de I'aurre; k p r o -  
duit fèsa f 'expoJanr conrnrun pue doirvnr avoir 
Ls deux radica~x:éievqerz  n h z e  rems la quand 
tltéquieJ fiuschaque radical,àiapu~Jance mur- 
quéepar I'expo&nr & I'aurre radicai.Par exem- 
ple,  pour rCduire à un même radical, les 

a 7 

deux quantitds a' & 9 a4, je  multiplie 5 
par 7 ,  & j'ai 3 5 pour l'cxpofant du nouveau 

3 - 
radical q u i  fera 1/ ; j'f Ieve a3 à la feptieme 
p u i f i n & ,  & a4 à la.citiquieme, c e  q u i  me 
donne, a" & a'' ; enrorte que les quantitds 

3 5 3 f 

propofdes font changées en V a "  & Vaz0. 
S'il y a plus de deux quantitds radicales, 

mukipliq enrr'eux les expofmf~  de tous les 
radicaux ; le produit con, mun Jera Iéx~ojant  
que doivrnt nvoirrous ces radzcaux. Elwe;;, en 
-riltme-temps, fa quanrire qui eJ/ous chaque ru7 

L;5 
,- 
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dical, d unepuiJunce d'un degré marqué par le 
produi~ des expo/;ns de zous les radica~ix autres 
que cehi  dont il s'agit. P?r exemple, fi j'avois 

5 7 5 
les trois radicaux V a 3 ,  a', & V a 7 ,  je mul- 
riplierois les trois expoîanrs 5 , 7 & 8, ce 
qui me 'doi~neroit 2 8 0  pour l'expofant corn- 
&un des nouveaux radicaux ; j'Q16verois a' 
à la puiffance 7 x 8 ou 5 6 ; a', à la puirance 
5 x 8 0 u 4 0 ; & a 7  àlapuiffances ~ 7 0 ~ 3 5 ,  

7. C O  2 8 0  Z L ' U  

CC qui me  donneroit 1/ albs,  V as', I/ a'+'. 
L a  rairon de cette regle-en facile à apper- 

cevoir, en obièrvant fur le premier exempie, 
que lorfqu'on dleve , fclon la regle, a3 à l a  
feptieme puiflance, on rend a 7 fois au f i  
fouvent faoeur qu'il l'étoit : mais en rendant 
l'cxpofant de îon radical 7 fois auG grand 
qii'il I'dtoit , o n  rend a.7 fois moins fouvent 
W ~ e u r  ; il  ; a donc c&npenfation, & il n'y 
a que la forme de changée. 

I 3 9. On eut conclure de ce raifonne- P ment, que lor que lYexpofanr de la  quantité 
q u i  eit fous le radical, & celui du radical 
même, ont  un divifeur commun, on peut 
en fimplifier l'exprefion, en divifànt par ce 
divifeur commun l'un & l'autre de ces deux 

1 2  

expofants : par exemple, V a" peut fe r6- 
duire à Ij a', en divifant 12 & 8 par q. Pa- 
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4 6 

reillement Va '  peut fe rdduire à Va ; f a 3  
î e  réduit à V a .  

I 4 O. ConcIuons encore que lorfque l'ex- 
pofant de la  racine qu'on veut extraire eit 
un nombre compofd du produit de deux ou 
plufieurs autres nombres, o n  peut faire cette 
extraaion fucceffivement en cet te  mmiere : 
Suppofons qu'on demande la racine îixieme 
dea1+, je puis tirer d'abord la racine quarrie, 
puis la racine cubique, & j'aurai la racine 

6 3 

iixien~e. E n  effet vaa4, fe réduit (1 39) àV"; 
1 

puis à 1/ a4 ou a+, ce qui  efl la même chofe 
que fi l'on avoit  pris tout de  fni te  la racine 
fixieme de  a'+ en divifant i'cxpofant 24 par 
6 ,  (128 ). 

Au reite, comme les expoiznts fzv!Xon- 
naircs.ticnnent lieu des radicr'ux, & que les 
premiers font plus commodes à employer 
dans le  calcul que les derniers, nous dirons 
encore un mot  iùr le c a ! d  des expoiànrs. 

5 5 

Si j'avois I a3  à rnul t i~ l ier  par V a 4 ,  je 
a 

changerois cette opdrarioil en celle-ci : a'x 
- 7 
a:, qui ( z o )  donne ar ou o n t  q u i  ~z rdduie 

I s 7 

à al/az. S i  j'avois V a 3  à multiplier par Va4, 
4 - 1 4  -' ; '&ci-ir6is a x a7 ou as , ( ou en riduirant 

es deux fraEtions au même ddnominateur ), 
L 3 
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2 1 + l a  4 r C 

(z-G-, ouaFqui revient à a a F ,  ou enfin 

( e n  r d i i u i h i  au même dénorninaGur) 
q n i - m r  ~ q + m  qm 

n 7 m -  ' qm -, OU enfin ( r 3 2 )  à / a q ~ m ' b ' f ~ m :  
I ' 

11 eri efi de même de la divifion ; fc 

as 1 5 

'change en. 7 = a l  ( 3 I ) , o u  enfin en va. -- 
5 3 4 

a' d a3 b4 - u t  E? 
I 

Pareillement 7 fi change en A 
3 2 4  7 

\/a2 bi u7 b 7  
- 

= a )  -ybi17 (3 I ) ,  OU ( en réduifant les 
frafiioni au m h e  ddnomir?atecir . . . . 

I 4 1. Dms ce dernier exemple nous 
avons rz:raiclié l'exporant de chaque lettre 
du ddnomiiiareur, de l'expofant de Ia lettre, 
correfpondante dans  le numtrateur .  La regle 
sue  iious avons dopiide (3 1) pour la divifion, 
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ne femble le permettre, que lorfque l7expo- 
fant du dénominateur eit plus petit que celui 
du numdrateur ; mais cela Ce peut ea gdiiéral, 
en donnant à l'excddent le iigne-, après la 
rdduaion faite; enforte qu'on eut, en g in& 
ral, mettre toute fraRion algd ! rique Cous la 
forme d'un entier. Par exemple, au lieu de 
c o n  6 - peut &rire a i  6-'.~ncffet,fuivant l'idde 
que nous avons donnde de Ia divifion, l'effet 
d'un divifeur efide détruire dans ledividende 
tous les faaeurs qui k trouvent dans l e  divi- 

feur ; dans s> qui îe rdduit à a ' ,  le divifeur 
a' détruit dans as deux faaeurs Cgaux à a. 
Pareillement dans la quantite $-- de 
b" doit étre de dttruire dans a 3  deux facl 
teurs égauxà b. Or quoique ces fatteurs n'y 
foienr pas explicitement, on peut toujours 
fe les reprélenter ; car on conçoit q-ue a con- 
rient b,;n certain nombre de fois io i t tn t ier  
foit fra&lionnaire : {oit m ce nombre de fois, 
alors n vaut donc rn fois b ,  o u  in b , la  

a3 m3 b3 
q u a n t i d  ,fera donc 7 qui îe r tduit  à 
m3 6; or l a  quantité a3 6-", devient en pareil 
cas nt3 b 3  b-' ou (20) nz3 6'-", c'eit-à-dire , 
m3b; donc $- revient au *:@me que a'b- ; 

donc en gc'i&al onprut fuir~pafirurie  pan- 
L 4 
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git;é, a b  dénominareur au numtrateur, en I'écri- 
vant dans celui-ci , coqime f ideur  , mais nvtc 
un exPofant de iigne conrrairc à celui qYdk 
&oit dans le d '  mominateur. 

Ainfi , au lieu de $, on p e u t h i r e  1 x n-L 
ou fiinpleinenta-' ; au lieu de 'on peut kcri- 

t * .O/,. [lm re a-" ; au lieu de - 011 peut dcrire 
C P d o  

'21 + 23 
am b' c-' d-*. Au lieu de q on peu< 
écrire ( a' +- b 3 ) x  A - ( a t  c b')-' ; & e u  dgxd  

1 (aZ-tb2)  t 
( a' + b2 1 - '' 

I 4 2 .  Et  rtkiproquement J une quantiré 
eJ,compojre de parties qui aient des expo/ants 
négarrfs , on pourra faire pnffer ces partics nu 
dénominareur, en rendant leurs expojznm pofî- 
rlfs,  Ainfi au lieu de as b-+,on pourra écrire 
" . au lieu de am-' qui  eR la  méinechofe que F'  
a" x a- '  on p u r r a  Bcrire 5 & ainfi de fuite. 

De la  Formariort des puiJances des. quan- 
tirés cornplexes, E. de l'extrac'tion de leurs 
racines. 

1 4 3 ,  Suivant Sidie que nous avons 
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donfide des puiffances, il ne s'agit, lorfqu'on 
veut élever une quantite complexe à une 
puiffance corn ocde, que de multiplier cette P quantitt par e le-,même autant de fois moins 
une qu'il y a d'unit& dans l'expofant de cette 
puiffance ; mais en Te bornant à ce  moyén, 
on tomberait fouvent dans des calculs très- 
longs pour parvenir 5 des réfuItats qu'on peut 
avoir à bien moins de frais, en rdfldchiiraiit 
un peu îur les propriétds des produits-de 
quelques-unes dc ces multiplications. 

Nous allons nous occuper des puiffances 
des quantites binomes, parce que  celles-ci 
conduifent .j l a  formation des puiffances des 
quantitis plus compofécç : mais pour mieux 
faire Çentir L'dtendue de ce que nous avons 
à dire, nous reprendrons les Chofes d'un petj 
plus haut ;  nous examineroiis quelle eit 14 
nature des produits que l'on trouve en mul- 
tipliant iucceffivement plufieurs faQeurs bi- 
nomes qui  auroient tous  un terme commun r 
cette reclierche q u i  nous conduira di.re&e- 
ment à notre objet, nous fournira en même- 
temps plufieurs propofitiois qui  nous feron4 
très-utiles par la fyite. 

I 44. ~ 'oic i i t  doncx+a,  x + 8 ,  r+c-, 
x -t d ,  &c , pluîieurs q u a n t i e s  binomes 
qu i  ont toutes le terme i commun , & qv'on 
veut multiplier les unes par les autres. 
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170 C O U R S :  
E n  multipliant x -+ a ' 

p a r . .  . . x + b  -. 
on aura . . . . x' + ax i- ab 

-t 6x 
Multipliant ce produit par x -+ c ,  on aura 

x3+axz+abx +abc 
-t- bxZ+ a c x  
-I- cxz+ bcx 

3lultipliantce 2dproduitpar x-14,  on aura 
x4 + ax3-t- abxz+ abcx +- abcd 
-t Lx3+ acx2+ ab& 
-+ cx + adx' + acdx 
+dx3 -t- bcxa -+ bcdx 

-t bdx" 
-t- c b x z  ' 

Et ainlt de fuire ; ce qui nous fournit les ob- 
fervations fuivantes, en prenant pour un  tcr- 
me tout ce qui efi dahs une même colohne. 

1". Le premier terme de chaque produit 
eit toujours le premier terme x de chaque 
binome, élevC à une p iRance  marqute par 
16 nombre de ces binomcs ; en forte que fi le 
'nombre des binomes etoit m 2  l e  premier 
rerme de chaque produit fcroit xm. 

2'. Les puiffances de x vont enfuite en 
diminuant continuellement d'une unité j d -  
qu'au dernier terme qui n e  renferme d'x. 

3". Les multiplicateurs de chaque puif- 
fance de x, [que nous tiommerotxi à l'avenir, 
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multiplicateurs di1 terme où fe trouvent ces 
p i r i n c e s  ) font ,  pour le fecond terme,  
l a  fornme des fecoi-ids termes a, b , c , &c,  
des binomes ; pour le troiîieme terme , la 
fomme des produits de ces quantitds a, b, c, 
&c, multiplikes deux à deux ; pour le  qua- 
trieme, la fomme des produits de ces quan- 
t i d s  a ,  6 ,  c ,  &c, multipliées trois à trois; 
& ainfi de fuite jufqu'au dernier qui efi le 
produit de toutes ces quantitds. Ces confi- 
quences font chidentes , quelque foit le 
nombre des quantitds x + a ,  x -t b , &c,  
qu'on a multiplides. 

I 4 5. Si l'on iiippofe maintenant que 
toutes les quantitds a ,  6, c , &c,  foiefit 
&gales, auquel cas tous les binomes qu'an a 
multiplids feront Cgaux; les produits trouvCs 
ciderus ,  feront donc les puiflances fucceG 
Gves de l'un quelconque dc ces binomes, 
de x -t- a ,  par exemple, fi l'on fuppofe que 
les quantitds 6, c, d, &c, font chacune kgales 
2 a. Si l'on met donc a dans ces ~ r o d u i t s ,  
au lieu de chacune des lettres, b ,  c , d ,  &c ,' 

. . . -  

on aura les rdfultats fuivants pour les va- 
leurs des p~iifiances q u i  font marqudes S côri. 

Xj+ ~ a x  + aZ=(x 4 a)' 
x 3 + 3 a x 2 + j  a z x + a 3 = ( x + ~ '  

x4-i- +ax'-i- 6a2  x2+ 4a3 x+a4 =. (x-t-a)). 
.Où i'on voi t  que fi rn efi l'expoîant de la 
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puiffance à laquelle on veut Clevcr le bi. 
nome, les puiflances i~ccef ives  de x fèront 
xm, x - ~ ,  xm-=) x ~ - ~ ,  xm-+, &c. 

Mais on ne voit pas aufi dvidemment 
comment les coëflicients des différents ter- 
mes de chaque ~uiffance dtrivent les uns 
des autres, ni quclle efi leur dépendancc 
dc l'expofant na, dont ils dépendent cepen- 
dant  comme ou va le voir. 

1 4 6. Pour trouver la loi de ces coëffi- 
cients, il faut retourner à nos premiers pro- 
duits, &rcmarqucr que puiîque le multipli- 
cateur du fecond terine eit la Comme de 
toutes les quantitds a ,  b,  c, &c, il faudra, 
lorfque toutes ces quantités f e r ~ n c  &ales 
i a ,  qu'il foir compofd de a ,  pris autant dc 
fois qu'il y a de ses q u ~ n t i t d s  ; donc fi leur 
nombre eR m, ce rn~l r i~ l ica teur  îm m fois o, 
ou m a, c'efi-à-dire, que foii coë&ci,ent m 
fera Cgal à l'expofant da premier terme de 
çette puiffance. C'efr ce que l'on voit aufi 
dans les trois piiiETances particulieres que 
nQus avons expofdes ci-deirim 

Voyons r n a h t ~ i i a n t  quels doivent être les 
multiplicateurs des aatres termes. Il efr kvi-  
dent que tous les produits ab, oc,  ad, b c ,  
bd ,  &c, deviennent chacun dgal à a', 
dans la fuppofi~ian prhknte ; pareillement 
tous les produirs a 6 c ,  a 6 d, &c, deviçn- 
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nent chacun dgal à a3 & ainfi de fuite. 
Donc le inultiplicateut du troifieme terme 
de chzcun de nos premiers produits fe rdduit 
alors a a' p i s  autant de fois que les lettres 
a ,  b ,  c , & c ,  peuvent donner de produits 
deuxàdeux. Pareillement celui du quatrieme 
fe r tduit  à a' pris au tan t  de fois que les 
lettrcs a ,  b , c ,  .&c, peuvent donner de  pro- 
duits trois ?t trois & aiiifi de fuite ; donc pour 
avoir lecoèfficient nurndrique,des troifieme, 
quatrieme, &c, termes de l a  pui f ince  m d u  
l i n o m e  x + n , la quefiion k rdduit à dé- 
terminer combien un nombre nt de lettres 
a ,  b ,  c ,  &c eut donner de produits deux 

.) $ 
à deux, crois a t rois ,  &c. 

I 47 .Or je rcmarquequefil 'onaunnom- 
bre quelconque nt de let t res ,  & qu'on les  
combine de toutes les manieres imaginables 
deux à deux, trois à trois, quatre àuquatre, 
& c ,  fans rdpdter rine mêmc lettre dans une 
même combinaifon, je remarque, dis-je , 

iO. Q u e  le  nombre des combinaifons deux 
à deux, iéra double du nombre des produits 
de deuxlettres d e l  fernent diffdrents.En e f k  
deux lettres euvent être  combinies l'une B avec l'autre e deux manieres diffdrentes ; 
par exemple, a & b donnent ces deux corn- 
binaicons, a b & 6 a; mais ces deux combi- 
naifons ne font pas deux produits différents, 
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'1 74 C O U R S  

2". L e  nombre des combinairons de plu- 
Geurs lettres trois à trois, fera kxtuple du 
nombre des produits de trois let tres,  rkel- 
lement difiinth: en effet? p,oiir avoir les corn- 
binaifons de tmis  quantites a ,  b ,  c, il faut, 
après en avoir conibiné deux, a & b , par 
exemple, ce qui donne r~ b & b a , combiner 
la  troifieme c avec chacune des deux pre- 
mieres combinaifons , c'efi-à-dire , lui  don- 
ner toutes les diîporicioi?~ pofibles à l'égard 
des  lettres a & b qui entrent dans a b  & b a; 
or cela donne 6 combinaifons de trois let- 
tres, comme il eit Cvident par les difpofi- 
tions fuivantes abc, acb, cab, bac, bca, c h ;  
mais ces fix combinaifoiis ne font chacune 
q u e  le m&me produit. 

Un raifonnement femblable prouvera que 
quatre quanticds font fukceptibles de 24 
combinaifons , dont chacune cependant ne 
fait que le m h e  produit ; donc Ic nombre 
des produits difiinfis qu'on peut avoir en 
combinant plufieurs lettres quatre à quatre, 
eit l a . 2 4  partie du  nombre total de ces 
corn' inaifow. Pareiilment le nombre des 
produits difiinas qu'on peut avoir cn corn- 
binant plufieurs lettres 5. B 5 ,  6 à 6, 7 à 7 ,  
&c, efi la I 2oa, la 720; 13 50+oe, &c, par- 
tie du nombre ~ o t a l  de ces combinaifons ; 
c'en-à-dire , eR, eii gdniral  , expriind par 
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une fraRion qui a pour numérateur le nom- 
bre total  des combicaiCons-, & pour déno- 
minateur le  produit de rous les nombres 
1 ,  2 ,  3 , 4 ,  &c, jufqu'à ceiui q u i  marque 
de combien de, lettres chaque produit eit 
con~pofd. 

r 4 8. V o y m s  donc quel efl le  nombre 
total des c~mlii iai loi is  que  peut donner un 
nombre rn de lettres a ,  b ,  c ,  &c , prifes 
deux à deux,  trois à trois, &c. 

Il efi Cvident pour les combinaiions deux 
à deux, que puifqu'une m&me lettre ne doit  
pas être combinée avec elle-même, elle ne 
peut l'être qu'avec les n - I autres, & par 
conféquent elle doit donner m - I combi- 
naifgils ; donc puifqu'il y a m de lettres en - 
tout, elles donneront m fois rn- I ou mm-ri 
combinaifons. Donc  fuivant ce qui vient d'e- 
tre dit ( I 47), le nombre des produits de deux 

m-r - 
lettres rdellement diffdrcnts , fera m. 7. 

A l'e'gard des combinaiCons trois à trois, 

E Our les avoir, il faut que chacune des corn- 
\ lnaifons deux à deux, foit combinée avec 
chacune des lçttres qu'ellc. ne renferme 
point,  c'cfl-à-dire, avec uii nombre de la- 
tres marqué par m - 2 ; donc chacune de 
-ces combinaifons donnera m - 2 combi- 
nailons de trois letrres ; donc puilqu'il y . . a 
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- 
rn . n~ - x coinbinaifons d e  deux lettres, 
dont  chacune doit donner rn - 2 combinai- 
fons de trois let t res ,  il y aura en tout 
P -- 

rn . m - I . m - 2 conîbinairons de trois 
lettres ; donc puifiue ( I 47 ) le nombre des 
produits rLellement difiinas, eft la Gxieme 
partie de ce nombre total de ~ornbiriaifons, - - 

m-1. rn-2  m - 1  r n - t  il fera m .  ------ ou m.- -, 6 2 . 3  

On prouvera de même, que  le nombre des - 
combinaifons quatre à quatre,iéra m.  m- 1. -- 
7n - 2 . rn - 7 . car il faudra combiner cha- 
que combina'%on de trois lettres avec toutes 
les autres !ettres que cet te  combinaifon ne 
renferme point,  & qui & t a n t  au nombre de 
nt-3 donneront, pour chaque combinaifon 
de 3 lettres, m - 3 combinaifons de quatre 
lettres ; donc l e  nombre des cornbinaifons -- 
trois à trois Ctant nz . n - r . m - 2 ,  ce- 
lui des combinaifons quatre à quatre lera -- 
m. m - I . n - 2 . n~ - j ; & puifque le 
nombre des produits quatre à quatre rielie- 
ment différents, efi la z+'partie de ce nom- 

r n - r  bre de combinailons , il fera donc oz. -;-. 
m - L  m - 3  - 

a-. 
3 4 
Le même raifonneioent prouvera que le 

nombre 
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nombre des produits diflintts qu'on peut for. 
mer en multipliant u n  ncmbre nL de lettres 

m-I 
5 à 5 ,  6 à 6, &c, fera exprimé par m. - 2 

rn-z m-3 m-r m -  rn-7 m-4 - - ", par ni. - - - - 
3 .  4 .  5 2 . .  3 p  4 '  5 .  
- "- ' & ainfi de fuite, 
6 3 
I 4 9. Concluons donc delà, Pr de ce qui 

a dit (14, que les rcrnies îucceififs du 
binomç r -+ a dievd à la puifTaance rn o u  de 
( X  +a) " font : 

7fl- 1 f 

xm 4- m a xm" 4 m. - a2 X m  -g- 
2 

rn-1 m - - z  -- 
L- a3 xrn-'+ etc. 

Z 3 
C'&-&dire, q u e  le ~ r e n l i e r  terme de la: 

h i r e  ou  fdrie qu i  exprime cette puiffance, 
eR le premier rermr x du biiiome, élcvr! à la 
puiffance rn ; qu'enîuire les expoCnts de  x 
vont en ditnitiuanc d'unc i i i : i t t ,  8r ceux de a 
en augmentant d'i1c.e unitd, à partir du lecond 
terme où il commence à Fritter. A I'Pgard 

rn -. r des coefficients nz, nt. - , &c, 11 faut re- 
2. 

marquer que celui du  fecond efi Cgd à l'cx- 
pofant du premier : que  ce:ui du troifieme 

m-I qu i  cR m. - eR le coëfficient nt du pré- 
m - t  

cddent mlilrip!i6 pari; c'efi-à.dire, Far la 
m ~ i t i d  dc l'expoîant de x dans ce même 

A L G E B K E ,  M 
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terme prCcddent. Pareillement , le coë$- 
3 m -  1 m -  1 

cient du quatrieme qu i  eR m. , n'e it 
m -  1 

autre chofe que le  coefficient m. - du tcr- 
z ,  

m - a  me prtctdent,rnultiplié par - ? .  , c'cil-%dire, 

par le ricrs d e  l'expofant de  i d a n s  ce même 
;terme pricddent; & ainfi de fuite.?'outes ces 
conféquences, que Yinfpe&ion feule fournit, 
nous  conduifent à cette regle gtlndrale : Le 
coi f icknt  de l'u~z quelconque des rermes fi 
rrouve en multiplianr le coi#cisni do précédent 
par i'expofint de x dans ce m h e  terme prké- 
dent, O div~>nc par le rzmbre des termes qui 
prbcedenr celui d o m  il s'agit. 

Formons, d'après ce t te  regle, l a  fèpticme 
puiffance de x -t- a pour fervir d'exemple. 
NOUS aurons (x + a)'= x7+ 7ax6+ 2 i a'xS 
4- 3 5a3x4+ 3 5n4x3 + s ~ a ' x ~ i -  7a6x 4 a'. 
En dcrivant d'abord 2,'; puis multipliant cr-  
lui-ci par 7, diminuant l'expofanr d'une unit6 
& multi l i a n t  par n ,  ce qui  donne 7ax6. 

3e m u  T ti?lie celui-ci par 4, je diminue l'ex- 
pofant i e  x d'une uni:&, & j'ar?gme:ltr celui 
de a d'une unitd, & j ' i  2 I aZxi POUT le troi- 
f i m e  terme. 

J e  mulriplie ce troifieme pnr i , je dimi- 
nue I'expoTant de x d'une uni té ,  & j'aug- 
mente c d , i  de a d'une cni td,  ce qui  me 
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BE M A T H ~ M A T I Q U E S ;  ,179 

aonne 3 5a3x4 pour le quatrieme terme : il L& 

ai@ d'achever. 
Si au lieu de x + a ,  oil avoit Y - a ,  

alors les termes auroieiit alternativement les 
fignes -t- & -, à commencer du premier ; 
car fi dans a4, par exemple, on fubfritue 
-a au lieu de t a ,  le hgne ne chanaera 

b, point ( I 26 ) ; mais il changeroit , fi 1 on 
iùbitituoit - a dans une puiflance impaire 
de a. 

La même formule que nous venons de 
donner peut fervir à tlever à une puigance 
propofde, non-fculcmcnt un bihoms i;qiFle 
comme x -t- a, mais eiicme un binome c o n  
pofd tel que 3e' -i- aQu x- -t- a ou 3 ' 3 + ~ ' ,  

&c ; & même à klever non-friliernznt à une 
puiffance dont l'expofant ferait un nomLre 
entier pofitif, mais encore à u:!e puijiàrxe 
dont lYexpofant feroit pofitif ou négztif, m- 
tier ou fraaionnaire. Mai '  ces t i i a ~ e s  u exigent 
pour plus de commodité, que nous lui don- 
ilions une autre forme. 

I 5 O. Reprenons donc la formule 
m - 1  m-  z - xm 4- maxm-l + m. - a' xm-a +m. y, 

m - 2  -. a3xm-' -I- & 
3 7 c* 
Suivant ce que noua avons dit  ( 1 ~ 2 ) )  on 

x" . au lieu da peut, au lieu de x y -  s, &rire 2 
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bm X" 
xm-l ,  écrire 3 ; au lieu de xm - ', écrire> 
& ainii de fuite. C o n f o r r n h e n t  à ce prin- 
cipe, ilou5 poiirrox donc changer notre for- 

ma 
mule, en cette autre : (x-t- ajm= xm l- - 

Z 

m - 2  n t - 3  a+xm - - - , &c. . 
3 4 x' 
Si l'on fait attention maintenant que tous 

les termes o n t  pour fac'teur coininun xm, on 
pourra donncrà la fo:muIe cette autre forme: 

m-2 a' -- 
2 ~3 + & c l ,  dans laquelle x" eft ce& 

multiplier tout ce qui eit entre deux cro- 
chets. Dclài-ious concluons la regle fiiivantc, 
pour farmer d'une iiixiiere com:uode laLi te  
ou re'rie des t e rn~es  q u i  doivent cornpofer la 
ouiii;dxe m du b inome x -F- a.  
1 

1 5 1 .  Ecrivez h r  une preniere ligne, 
comme il Lit, les quantités 

m - r  m - 2  m - ;  i n - 4  
rn 

a i n - I  a' m -  I m - z  a3 
i 4 m- +m. -- i- m. ---- 

I; 1 XI z 3 x' 3. 
m,m-Z r n - z  m - 3  a4 -- .- . ,, &c. 

3 4 
Et ayant écrit l'unit6 au-degous Br à une  

phce $iis avaiit îur la  gauche, formez 12 
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nE M A T H ~ M A T I Q U E S .  1 8 1  

Tuire irifiriei~re, par cette loi. . . . . . . 
hlül ripliez cette unit6 par k premier terme 

de la f i t e  fiipf rielire & par .f., &vous aurez 
.Y "- 

le  fecond tcrnle de  la férie infdrieure. 
Multipliez ce f e c o ~ d  termc, par  le  ficond 

d turme de la fuite îupérieure & encore par--, 
-* 

& vous aurez le troifieme terme de  la Grie 
infdrieure. 

Multipliez ce troifieime terme, par le troi- 
ficieinç de la fuite fuptricurz & encore par:, 
& vous aiirez le quatrierne terme de  l a  Er ic  
infkrieure ; & ainfi de fuite. 

Réuniffez tous ces termes de l a  fdrie inf& 
ricure, & multipliez la totalité par xm, vous 
aurez la valeur de  ( x  +a)". 

T j 2. Si au lieu de x+a, on avoir x'+az, 
ou x3+ a', ou, &c ; au lieu de multiplier 

n îuccelfivement par-, on multiplieroic par 
x 

a1 -dans le ~ r e r n i e r  cas, par-dans 0 3  Ic Cccond, ... 1 - XJ . . 

& er. général par le fecond terme du binome 
divif6 Far le premier: & o n  multiplieroit la 
totali td,  dans le premier a s ,  par x' dlevd A 
la  puiCfance m ; & dans le iècond cas, par x3, 
élevé à la puill;ance m, c7eit-à-dire, en génL 
ral ,  par le premier terme di1 binome, élev6 
i l a  puiflance propofée, 

J+t 3. 
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182 C O U R S  
Enfin fi le  fecond terme du binomc, au 

l ieu d'avoir le G p e  -t-, avoir le 

lieu de mu!tipiicr hccefivementpar$, lorc 
qu'on a x + a, ou par&lorfqu'on a x ' + - ~ ~ ,  

a on mulîipliçroit fuccefivement par- ;-, OU 

a* 
par - 7, & ainfi de îuite. 

Svp .ofons, POU' donner un exemple; S qu'on ematidv la lixieine puifince-de xi+ai; 
je procede conime ci-deffous. . . . . *, 

4 
C'cfi-à-dire, qu'ayant écrit la fuite 6>--,;, 

h ayant &rit, au- dcffo~w, l'unitt , pour pro 
micr terme de In  f m x d e  fuite; je multiplie 

-ce premier tcni?e, par le premier terme G de 
I n  C!i:e TupBricurc, P  ̂ p r 5 ,  ce qu i  me donne 
6 a' 

% l  633 
- , pour Ir fccond terme. J e m ~ l t i ~ l i e = ; ~ a r  
l e  k o n d  terme-& la îuiie hpdr icure ,  & 

- 9  . r ~ a b  
p" '"' .8 181 ,, p u r  iroilicmr terme, & 

x 
ainG de hitc. R i f i i i  jz multipiie la totalid 
des termes f3rrnds fuivant cetre loi, par x3 
&levé à la puiilance 6, c'eR-à-dire (123 ) *  
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. . * 
+ I J ~ ! " x ' ~  +6a'5xrs +a'exio 

-ii ----A 

x l =  5 X'B 
, qu i  fe r iduit  à 

l J 3 .  Si au lieu d'un binome on avoit un trinome 3 élevcr 
à une puiffancri propoCie; fi l'on avuit, par exemple, a+b+ç 
à élever à la troifieme puiffance, on feroit b+c=rn, tk i'on 
auroit a -+ m a élever à l a  troificme puiffance, qui filon les 
regles qu'on vient de donner, Groit aï -i- jrl'rn + 3nm'+ m3. 
Remettant maintenant au  lieu de nr fa vzleur b + c ,  on auroit 
4+3u%(6+c) + 3u ( b+~) '+(b+r;~ .  Or les puiffances 
( 6+c), ( b+cja ,  ( b f c ) ]  eun :  toutes des7puiK~nces de  bi- 
nome ,  fe trouveront égalcmcnc par les regles précédentes; il 
n e  s'agira plus que de les multiplier refpefiiveinent par 3nZ, 
3a & 1.  En achevant le calcul, on trouvera a'-+-3a2b+3a'c 
+ 3ab1 t 6abc + jac' f b3 4 jb c i -  3bcZ -I-rj. 

I 54. Aldis en réflCcliiKant un peu fur  la regle d e  1'Elévation 
des b inome~ ,  on verra qu'on peut former la puiffance d'un 
polynome qurlconque, d'une maniere plus comiiiode, en obfep 
vant la regl: fuivante. 

Suppofons qu'on veut élever le trinomc a -!- b+c ii la troi- 
fieme puiifance. Faites b -t- c = p ,  &alors il s'agit d'élevcr 
a + p  à la puiirance 3 ,  ce qu i  donnera.. .,............. 

a s  3.3a'p-i- 3npa-i-ps 
= z 3  

J'écris fous chaque terme de  cette quantité i ' e x p o h t   de^; 
je mu!tip!ie chaqi~e  terme par le nombrc qui lui répond, Sr je  

..................... change u n p  en b ;  ce qui donne..  
3a1b i- 6,249 f je'. 

- 
2 

J'écris fous cette quantité la moitié decliaque exPofint dep, 
8r je multiplie chaque terme par l e  nombre correCpndant, 
changeant encore un y en b ; r a i .  .........,............ 

3ab' + ;b2p; 
- 

J'écris f ius chaque terme 'de celle-ci Ie tiers de I'expofint 
d e y ;  je multiplie comme ci-devant, EZ je change un y en b ; 
j'ar ........................................... bifl 

3 4  
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Enfin je réunis toures ces quatre lignes en changeantp en c ,  
&j'aiu' 4- 3a1c+  j a c ' f  ' 3  i- z u ' b + 6 u b ~ +  j b c l f  3ab' 
7- 3bzc + hg, de d i n e  quç ci-dcnls. 

Ainfi cn n iu l c id i e ra  chaqiie ternie de la premiere ligne, par 
I't.xpoT~i;t d I p ; cliagw teT.ilie de l a  iècuiide , par La irioitit de 
l'expafmt dc p ddnî cette fëconde; c h q u e  termede la troi- 
fienle, p .r ie tiers de I'expoidnt de p dans cette tro:fieme, & 
ainfide Cuire, obCerv-nnt à chaque  ligne, à coninlenier de la 
féconde ,  rie ch*i;gcr p en b ,  & à la fin on changera tous 
l e sp  rehr i t ; ,  eq c. Latte refile s'applique de même aux qua. 
trinomes, quinti~laines,  &c. 

De I'Exirac2ion des Racinës des Quantités 
CO vyZr.xrs. v 

I 5 I j .  Lorfqu'une f ~ i s  on eft en ktat de 
trouver tous  fes ternies d o n t  une puiffance 
propofée d'uii bii;ame doit erre &mpo8e, 
il efiaifi d'en conclure la nldchodc d'extraire 

-une  racine d'un dcgr! propofd , b i t  que la 
q u a n t i d  dont il s'agit, b i t  iitrérale , {oit 
qu'elle h i c  nuniériq~ie : ce que nous allons 
dire f u r  la racine cin&iccie h l i r a  pour fiire 
compreiiJre cornment o ~ i  doit iZ conduire 
dans les autrcs degr&. 
. Selon la f o r d e  des piiifTanccs d'un bi- 
none ,  l a  cinquieme puiffance de a+b, efi 
p5+ 5a4b 4-roa;b2 + 1on2b3 + ynb4+GJ.  
De ces fix ternies les drux preinicrs îuffifenc 
pour drablir la reglc qu: n o ~ s  chercliûns. 
Li: premier eit la cinquieme puiffance d u  

p e r n i e ~  terme du Linome, & le Gcond e+R 
1~ 9 ~ i n t u p I e  de la quatrieme puiffance de ce 
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D E  M A T H ~ M A T I Q U E : .  ~ S i j !  

m h e  premier terme , multipliée par l e  
fecond terme ; Lonc pour avoir le premier, 
terme de la  racine, i l  f a u t ,  a ~ r è s  avoir or- 
donné tous les termes de 13 puiffmce donnée, 
extrairelaracineclnquiemc du premier tc ime 
de cet te  puiKancc; & Four avoir le lccond 
terme de l a  rzcine, i l  f z u t  d i v i k r  le iècond 
terme de l a  quant i té  propofée, par le quin- 
tuple d e  la quatrieme puiiTance dc la racine 
qu'on vient de trouver par la premieïe opk- 
ration. En  eff'et, i l  eit Cviderlt que la racine 
cinquicme d e  as eit a ,  q u i  eit le przmier 
terme du b inomr ,  don t  la  quantité a5-t-~a+b 
+, &c,  efi la cinquieme puillùnce ; & il eff 

- 
c d l r  

également Bvident que *F donne 6 qui cR 
le fecond terme de ce bi[,orne. M a i s  comme 
il poiirroit fè faire que l a  q ~ a n t i t k  proporie 
nefii~tpasiine puiffance parfaite d u  cinquieme 
degré ,  aprks ûvoir ainfi t rouvé l e  fecond 
terme de la racine, il faiidra vérifier ce t te  
racine en l'tllevant a u  cinquierne degr6 & re- 
tranchant le réiûltat  de la  quanti  tt propolde; 
voici Lin exemple. 

On demande la racine ciiiquiemz de.. . . . 
~ î a r  + z40a4b  f 7 r o e j b 1  + 1 0 8 o a ~ b '  +- 81caL4 + z 4 3 b 5 ,  Racine - 3za' zn+j  b - -  - - 1- 
Reite+ z+ca4b + p.co'b l  +- 1080a1b'+ 8 x m b 4 +  2438': &a4 

Je tire la racine cinquienie de jzaf ,  elle 
efi 2n que j'tcris à la racine. 
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J'éleve 20 à la  cinquienie puiffance, & 
j'dcris le produit ?znf  avec un ligne con. 
t ra i re ,  fous le premier rerine 32a5 de la  
quantité propofZ'e, ce qui  l e  ddtruit. 

J'dleve l a  racine aa à la quatricme puif- 
fancc , ce qui me  dmne ,  1 Ga4 que e qui,,- i tuple, & j'ai 8oa4 que  j'écrir Cous a racine 
l a  ; jc rn'cii fers pour divirer le premier 
terme a p n 4 b  du reitv: la divifion fzite, j'ai 
pcmr quoricnt ?6  que j'écris i ln raciiie; 
enforte que j'ai 20-t-jb p u r  la racine cher- 
chée ; mais p m r  m'en aEm-zr ,. jëleve 2a 

-+36 à la cinqiiieme puiirance, je retrouve 
Ics m?m~s termes que  daas l a  quaiicité pro- 
potée; f a i h t '  la  iOufiracrtion, il ne reite rieu; 
d'où je conclus quc la r2cine eit exaaement 
2 a  + 3b. 

S'il devoir y aÿoir encore un au:re terme 
à l a  racine, alors il y aoroit un reite, aprts  
cette p-eniiure opération : jc regarderois 
2a -+ 36 csrnrne une [eule qiianti td , avec 
laqüclle j'opCrcrois pour trouver le {roi- 
fieme terme, conme j'ai opért ~ V C C  za pour 
trouver 1e iècoal: 
I 5 6. A 1'Cgard des quaïititt5s numériqves, 

la  regle eit abb'olumeilt l a  inêine ; l a  feule 
chofe qu'il faille tclaircir, eit à quel  carac- 
tere on reconnoitrace q u i  rdpondaupremier 
terme a', S: ce qui rkpond au terme 5 a4 6, 
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Pour fe conduire dans cette recherche, il 
a qu'à imaginer que dans le binome a+b, 

r: marque les dixaines & b les unitts ; alors 
il eR h i d e n t  que a' fera des centaines de 
mille, parce que l a  cinquieme puiffancc de I O  

ci: ~ o o o c o  ; donc le premier terme a5, ou la 
quantitd dont il faudra tirer la racine se,pouf; 
avoir le premier chiffre de la racine, ne peur 
faire partie des cinq derniers chiffres fur la 
droit;, on fdparcra donc les cinq derniers 
çhifires, & fuppofd qu'il en reitc cinq feuleq 
ment ou moins de cinq fur la gauche, on en 
cherchera la r a c k .  einquieme, qui  fera facile 
à trouver, ne pouvant avoirqu'uil feu1 chiKrer 

Quand on aura trouvé le premier chifie 
'de la racine & qu'on aura retranchd fa cin- 
quiemc puiffan', de la  quairit6 qui a rervi 
à trouver cette racine, on abaiffera, à côtd 
du reite, les cinq chiffres rCparCs : & pour, 
avoir la partie qu'il faut divirer par 5at, c'efi* 
à-dire, par l e  quintuple de la quacrieme puiG 
fance des dixaines rrouvées, il faudra fdparer 
quatre chiffres fur la droite, & ne divifer que 
la partie refiante à p u c h e  : car ra41>, qui efi 
la  partie qu'on doit divifer par la) pour 
avoir b , ne peut faire partie des quatre der. 
niers chiffres, puifquY6tai~t le produit de5ar 
par 6, elle doit être au moins des dixaines de  
mille, puifque a4 eR des dixaines de m i k ,  
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58'8 C O U R S  
Ces tclaircifiincnts pofés, le procddé eit 

l e  même que pour l'extrzclinri lictkrale,voici 
un exemple. 

On demande la racine c i i ~ q ü i e m e  de. . , , 

Je  fdpareles cinq derniers chiffres 04032, 
& je cherche la racine cinquieme de 3802 
qui, ayant moins de cinq chifiri-es, ne  peut 
domcr qu'un chi%-e pour cette racine ; elle 
e!l r: que j'kcris i côté. 

SYé!cve 5 à l a  cinquieme puiifance, & j'dcris; 
l e  p r d u i t  rom 3 Xoz pour l'en retrancher, 
il refie 677, à côtd duquel j'abaifl'z les cinq 
chiffres iiiparis d ' a b d ;  du total, je fipare 
+ chifFres fur la droite, & je divife l a  partie 
reitante 6770, Far k quintuple de la qua -  
trieme puiflance de la racine trouvée ?, c'efl- 

? .  

&dire, 'par g fois 6 2  y, OU 3 1 2  T.  J e  trouve 
pour quotient 2, que j'écris à côté dupremier 
chifire trouvé g. Pour vérifier cette racine 
5 2 ,  je l'éleve à la c inquieme puiflàance, & je 
t r o u v e  le nombre meme propole, d'où je 
~ o n ç l u s  que 32 elt exaEterucnt la racine, 
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S'il v avoit un reffc, & qu'orî voulîlt a?- 
procher plus ~ r è s  & la racixe, ûi1 mertroit 
5 Z È ~ J S ,  Pr on cont inu~roi t  pour avoir le 
troificine chiifie, q u i  fcroit iinc décimale , 
comme ni1 a f i i t  Four avo;r le fixond. 

E n  gdiidrai ,  1 oiir tircr une racine de de- 
grd quelconql-ie nt, il faut fdparer en aliam 
de droite A g a u c h e ,  en tranches dc rn chiKres 
chacune, dont la plus à gauche peut en avoit 
moins. Tirer la racine du  degré nz de cette 
dërniere tranche, cette racine n'aura jamais 
qu'un [eu1 chiffre : à c8td du reite, deken- 
dre la tranche ruivante, en fdparcr nz- x chiL 
fres fur  la droite, & divifcr la partie refiante 
à gaùchc , par m fois l a  r a c k  t r o u d e ,  & 
élevé:: à la  puiCmce m- I ; & airili de fuite. 
Cela efi f m d 6  'ir ce que les deux premiers 
termes d'un binome a+b élevC à la  püiKmce 
quelconque m , font am+ mam - ' k  , & h r  ce 
que fi a marque cles dixaines & b des unités, 
am ne pzuc f a i r e  partie des m deraiers &if- 
f res,  & m a m - ' 6  ne peut fr?ire pa rae  des 
m - I dcrnicrs. 

De [a manicre d'approcher de la  racine d2s 
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propori!e n'efi point une puiffance parfaite 
d u  degré dont 011 demande la racine, alors 
i l  n'y a point de racine exatte à efpérer : il 
faut Ce borner à en approcher aufi rès que 
peut l'exiger la quefiion pour iaque P le cette 
extraQion efi nciceffaire. On pourroit y par- 
venir en fuivant la mithode que nous venons 
;d'expoTei- pour les puiffances parfaites : elle 
idonneroit une fuite de termes fralitionnaijes 
;dont la valeur décroifiant continuei:ement, 
permet de fe borner à un nombre limité de 
germes & de nkgliger les autres: mais l'opé 
rarion feroit longue & pkiiible. On peut par- 
,venir au même réîultat par une voie beau- 
coup plus courte, en employant la regle 
que nous avons domde ci-deffus ( r  1) pour 
'élever un binome à une puiffance propofie, 
Pour cet effet, il faut le rappeler (1  j 3 )  que 
toute raciiie peut @tre repréfentée par une 
~uiffance frraQionnaire. Ainfi , demander la  
I - 
racine quarrée  de a-i-b, ou d'kvaluer V u - + - <  

c'efc derimlder d'élever a+b â la  puiffance;, 

puifque ( 1 3 3  ) ( a i - 6 )  i = v a + b .  

- 9  
Dsnc , fuivant la regIe donnCe (1 5 1); 

&ris la Cuite. 
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Er pofanr 1 pour premier terme de la 
ieconde fuite, ;e forme cette feconde. . . 

1 6  I B :  1 63 .$ bb j q  65 1 + 4 -  - C r f i - - - -  -+- - 
2 u 8 ua 16 as 128a' l z S o a ' 7  

&c. 
En nultipliant le premier termei, par le 

premier terme $ de la premiere fuite, & par 
b 

2 c'cil-à-dire , par le  fecond terme du bi- 
.' . I O 

nome a + b , divifé par le premier ; J ai  r; 
pour le fecond terme. 

Je forme de même l e  troilieme, en mul- 
tipliant ce fecond , par le fecond terme-+ 

B de la preiniere fuite , & par --, ce q u i  me 
r b' donne - -- 8 ,a z pour le rroiiiemc. 

Pocr le quatrieme, je multiplie ce troi- 
f i e m r ,  par le troifiemeterrne -+ de la  pre- 

b b ,  miere fuite & par-, & j'zi + -5 -pour qUz- 
n 1 6  dj 

trienle terme, & ainli de fuite. 
Enfin- je multiplie la totalitt de ces teï- 

mes, par le premier terme d u  Sinorne, élevd 
à l a  F ;~~i l i jnce  t , 8r j'ai paur la valeur de 
(a+bJ+ ou de ia+b,  la quanrircl fuivxcç : 

- 1 6  i b 3  ~ b g  f b - )  
a(,+; -3 z-t.2 2 -;a ! ~ ~ , k ~ , ~ ~ .  î t  1 
qu'il elt facile de aiitmt qu'on le 
iugera à propos. 
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I j 8. Nous verrons, par  la hite, l'ufage 
;de ces for tes d'approxima~ions. Pour le pr& 
fent  , nous n,,s contenierons de faire voir 
par LUI exemple en nninhrcs , comment on 
petit les employer pour approcher des raci- 
nes des quantités numdriques.  Suppofons 
qu'an vçiir avoir la  racine q u a r r l e  de I c I. Je 
pamgera i i  O xen deux parties dont l'uneroic 
uil q!:arré , le plus grand qu'il h a  poliible ; 
par çnernple, je le partage cn ccs deux par- 
ties i oo & i ; le prends la premiere pour a ,  
.& la fècondr pour b ,  enforce que je hppo îe  

! 

5 ; a=io , ,  & b=i; par çonféquenc a$= 

7 n \  l a  fGri-. qui exprimc \/,Yb, c e.;-a. dire, ici . . 
b C/z, deviendra, en m g i t a n t  pour a 

leurs valeurs, 
= &Y, 

.-.- 

S ~ : ~ ~ c f o n s  qu'on veut avcir cette racine 
juf5u':L ;)II dix - rnlllieme près fculeaect , 
alors il i';!ifit de prendre les trois premiers 

(",O 1J3 
t e r rn rs ; ca r  le uatricmc q u i  efi- 7 I 6 

revie!ltà 
0,030001 - 

1 6 
, c'cil-à-dire, à o,ooocooc6 î~  ; 6r 

quniqii'il doive ktrc muitiplié par i o  qui  doit 
mulripticr tous les termes  dt; la férit:, il ne 
prodriira qix O , C C Q Û C O ~ ~ $  q ~ i  efi bien au- 

de fi bus 
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BelTaus d'un dix-millieme. Les  termes fui- 
vants font à plus forte raifon beaucoup au* 
deffous, puifqu'étant continuellement mu14 
tiplits par o,o 1 qui efi une fraaion , ils doi- 
vent diminuer continuellement; dar en muL 
tipliant par une fraaion, on  ne prend (Arirh. 
i 2 0 )  qu'une partie du rn~ l r i~ l i cande .  

La valeur de iI,r fe rdduit donc S 
0 , O I  ( 0 ~ 0 1 ) '  

10 ( I + ~ -  -) 8 , c'efi - à - dire , 
'IO ( I +  0,0~~-0,000012~), ou 1 0  X 
1,0049875 , ou r 0,049875 ; c'en-à-dire , 
r o,o+gp en fe bornant aux dix-milliemes. 

Cette mdthode peut s'appliquer à toutes 
f o r m  de racines & à toutes fortes de qiran- 
titCs ; nous en donnerons encore u n  exem- 
ple fur V,, - ,y. Jc  change donc cette quan- 
tit6 en (af-x$, & proctdant comme ci- 
dclrus, j'dcris. . . . . . . . . . . mi 

1 -- 
i s 1 fœ2 5-3 , : -4 ,  &-. 
f 3, 9- 

3 
7 7 -  -- 

5 
0,1+,-L - 5 )  - 7 - L P  

s 9 1 0 7  .a( 9 &c. 
Et pofant I , pour premier terme de la 

î'condehite, je formecette feconde. . ., 

I XI z xWa 6 x i 5  4 1  x Z 0  798 x" 1 ------ --- - ------- ~ ac. 
J as Z J P ' O  ~ z q n ' s  i z ~ o  a'' 3 1 z y o a l ~ 3  

En multipliant le  premier terme I , par le 
premier terme f, dc l a  fuite fupirieure , & 

x 5  
Far -2, c'efi-t-à-dire , par Ic iecond terme 
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a94 C O U R S  

-du binome, divif4 par le premier ; ce qui 
*donne - -- ' '' - pour îecond terme de la iérie. . 5 u I  

g)o.iir avoir le troiiieme,je multiplie celui4  
p a r  ,le fecond terme - +, de la fuite Tu$- 

Li - P x t 0  fieure , & par-ar ce qu i  tne donne - 
15 $ O  * 

Endcalculant de même les fiiivants juf- 
qu'au iixieine, & multip!iant le tout par le 
: i e r  terme as du binome , klevé i l a  puiffancc 
+,c'efi-à-dirc (1231, oupara,j'ai 

*B) our valeur approchde de Pa57SL-~, la q u a n -  
5 Z X ' *  6x15 t i td  a ( 1- ------- 41x" &c.) 
yur 2fa'o r z y a ' '  r z g o a i " )  

r 5 9 .  Obkrvons  à l'tgard de ces féries 
& de toutes les autres qu'on peut former de 
l a  m2me maniere, qu'on doit toujours Fren- 
d re  pour premier terme de la quantitC pro- 

-?ofde, le plus grand terme ; par exrmple, 
dans fz nous avons pris c i - d e h s  a pour 
premier terine ; mais fi b t t o i t  plus grand 
que a ,  il auroit fallu pkendreb pour premier 
terme. La raifon en eit q u e  lorfque b eR plus 

4 , b' grandquea, la I r~îkrien; ( 1  +$ - i > ~ c . ) e R  
b trornpeuk ; carn étant alors plus grand q u e  - 

l'unité, lès termes fiiivants q u i  font  co~iti- 
6 nuellement mulciplids par vont touiours 

en augmentant, en h t e  qu'on n'a aucune 
raifon de s7arr~ter après un  certaill m m b r e  
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ile termes. Mais  fi dans ce même cas on 
fornie la f i r ie  en prenant  b pour premiet 

a= 
trrma, on aura b t  ( 1 + + - f b i  , &c. ), 
dans laquelle les termes vont en dicroiirant. 

Les fdries dont  les termes vont en augd 
rnentanr: de  valeur à mefure qu'ils s'éloignent 
dc l'origine, s'appellent firies divergenres ; & 
au contraire o n  appellé j!ries connvergcntes 
celles dont  les termes diminuent de valeur, 
à merure qu'ils s'éloignent de l'originc. 

I 6 o. Nous avons vu  (1 q I ) que toute  
PraQion algdbrique pouvoit &tre mile fous la 
f o r m e  d'un ent ier :  en fairant paffer Con dé- 
nominateur au niimdrateut' avéc un expo- 
îant négatif. Cet te  obfervation nous fournit 
le moyen de rdduire en fdrie toute fraaion 
dont  le dénominateur feïoit complexe, c e  
qu i  fera utile par la h i t e .  Bar exemple, fi 

. a' - au lieu de  cette quantité, j't- j'avois , 
crirois na x (2- x y  - ', & alors j'éltverois 
a'-x' à l a  p u i ~ a n c c  - I M o n  la  rcglcdon- 
nde ( 1 5  1) ; c'eit-à-dire, que je poferois d'a- 

- 1 - 1  - 1 - 2  - 1 - 3  
bord la firie- I , - - 

3 '  4 '  
&c. 

- QU a . . . .  1 - 1 - 1 , - 1 .  

Et je formerois la Erie fuivanre : 
xZ x4 x6 x 8  

1 + - + - ~ q + ~ - + ~ ,  &ci 

en iuultipliant le premier terme I de c e t t ~  
N a 
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feconde , Far le premier t e m e  I de 12 
a= firie f i ~ ~ d r i e i i r e ,  & par - ;, ce qui don. 

u z  
neroit i 5 ; multipliant celui-ci par le B 
cond terme - I de la fdrie iupérieure, & 

x= 
p a r - 2 ;  & ainli de fuite. Après quoi je 
mdtiplierois la totalité,  par le premier ter- 
me a? élevk à la pu ihnce  - r , c'efi-à-dire, 
i I n 3 )  par a' x -  ' ou  a - > ce qui me donneroit 

X' ~4 -6 x 
a"( '  +II+z+>+d, &c. ) pour va- 
leur de (a' - s') - ' ! donc pour avoir 
a S ( a ' i r ; l  - ', i l  ne s'agit plus que  de mul- 
tiplier par a' ; or a - ' x n' doilnant a" -' 

'(20), OU aO, qui  fe réduit à 1 ; on aura donc 
*' -t % 6  z2.8 

p'(az- xY-'= 14- -p 4- > 4, + ,, &c. 

Ons'y prendrait de même pour rtduire en 
a a on confiddreroit cette quan. 

( a i + E l ) i  > 
rire comme a' fa' + x' )". Pareillement au 

a' a' 
lieu de , , on écriroii i ,~+,~ i~ ,  & 

t(aa+x')~ - 3  . 

enfuite a' ( u ' ~ ~  7 ,  & ainfi des autres. 
I 6 f .  Nous avons fupp& que la mime formule qu i  fervoit 

pour former les pufinces d'un Linome, pouvoit aufi  
krvir pour en former les puiffances imparfaites. Comme Ics 
principes iur IeQuels cette formule eit fondée, fuppofent que 
l'expofanr efiunnombre entier pofitif, onpourroitdouter qu'an 
pût l'appliquer légitimement au cas où cet  expoknt eli frac- 
tionnaire pofirifou négatif, bu entier négatif. Voici comment 
on peut fi convabcre qua la  même fatmule peut krvir d m  
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m tous ces cas. Sbit  en gCnCral ( Q - + ~ ) Y , ~  étant poiitif. On aura 
. - 

m -- -- rn b m m  6% m m  rn b J .  ( r I  T)(a+Qn=n" (I+-.-+-.--x6-Ç-.--1 a-,,.-- 

&c. n u  n n  a ' n n  n a i 9  - - - = 3 
FaiTons, pour abréger, l a  fômme de tous les ternies de 

cette férie, exccpté l e  premier, égale àp ; c'efl-à-dire, fairons 
r n b  m m  b2 m m  m bj p=-.-+-a--1-3- - --r.--z - ' alors nous 
n a  n n  a3 non  n a s '  

7 -- 
1 a 3 

m m - --. 
hurons ( d - b ) '  (r-tp) ; ilcvons chaque niembre à 14 

mn m - * 
piiiirance, n  & ( r  r 3 )  nous aurons ( n t b ) "  = a n  ( ~ - + - ~ ) ~ ~ ' ~ f f :  
&-dire, (a+6)m=am(r-ip)n ; or nous bons que ( a + b ) m ,  
a pour valeur. .  . . . . . . . . . . . ... . . . . . . -. .. . . . , . . . , . . 

b m - r E Z  m - I  r n - z J ~  
a m ( r + r n - + m . . - -  +m.--.- - &c. ) 

a a a' z 3 a33 

Si donc am ( I  +p)" revient à cette quantiti , ce fira une 
prcuve,  la derniere égalité ayant lieu, que toutes ceIles donc 
elle eR déduite, ont lieu ; & que par conféquent la valeur de 

m - 
( a  + b)  a doit être telle que la  donne la prcmiere +arion. 

Voyons donc G am (I +pjn revient au même que (a f )) *r  
71 - I n -  r n - r  

O r  ( 1 - t ~ ) ~  = I +np+ n. - p'3- n. --,-pl -t- Bc. 
Z 2 3 

SnbRituons dans se Gcond membre, au lieu de p fi 
valeur, mais pour ne  pas embrafrer t r q  de  calcul i la  fois, ne 
tenons compte dans cette iubflitution que des termes qui ne 
pafferont vas le cube ; nous aurons donc. . . . . . , . . . . . 
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ml n - 1  n - a  b3 
3. ,;r.T - . --f- 8tc. 

rn m 2 n - I  ' 
0 1  m.- - I -i- -a- 3 " $  

n ri z , qui efi la totalitt de ce qui rnulti- 

3 

6' rn-n mn-rn plie- Te réduit i m m n - n  
u r  ' rn - 1  

LW enfin à m.-. 
L 

6' 
qui eff la t o t d i d  de ce qui  multiplie - , Te rrduit  à . . . . ..; a' -- 

m - n  m-zn m m - n  n - 1  -.-+-,--*- 
z n  3 n  n n z -- 3 

M - n . m - z  ~ ~ + 3 m . m - n . n - 1 + r n ' . n - 1 . n - z  
- - 

z n x l n  - 7 
OU en f&nt les opérations indiquées, & les rédu8ioiis ), à 

m - r  rn-1, 
rn . (-s) i U i  , f i la  même choG que m .-L-- 

3 '  
n-I n-I n - z  

donc  la quanti t t  I +np+n*-pL+?z* -* -  &cl se. 
z 2 . 3  

mb m - I  b z  m - ~  m - z  63 
vient à I + - -+m. - --+m. - -- 4- &c. 

a > a2 z ' j  a3 
Et fi au  lieu + Ce borner aux termes qu i  ne pairent pas le 

cube, on pouriiiivoit plus loin. on trouveroi t  de niême que leu 
termes fuivants de cette férie font m . m - r m - 2 m - 3 64 

r n - I  r n - z  m - 3  nt -465  W.-.- - 
m.-.-.--- - &c, 3 ? a4 $ 

a 2 9 F ~ S  
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Bas C O U R S '  
Muhiplidnt ces deux quantités l'une par Sautre, h fi boH 

b 
Dant au cube de - on aura 

a 9 
n,? mb m m  ba m ' m  rn . b s  

gii m (1 -- - +-. -+ 1--- i - 1 , - - f - 2 -  &c, 
n a  n n a' n o n  n as - -- 

- - 
2 3 

Or fi i'on Te donne  la peine d'en faire le calcul, on verra que 
b 

t a  fomrne des quant i th  qui  multiplient - decellesqui multi- 
a 9 

b' b' 
pl ien t  - de celles qui multiplient - fe réduir i zéro;& il 

a= 2 nj 9 
i n  fera de même des puilidnces fuivantes , fi i'on pouffe le cal* 

b 1 
2!! n 

cul au-delà de  ; donc ce  produit fi rtduit à a " .  x i 
a 

OU nu x I ou r x I , c'eft-à-dire, I .  Donc la formule peut Terq 
~ i r  dans tous 1cs cas. 

Des Eqnariorzs 4 deux izconnues ; lo+ 
, qu'elfes paJent le premier de,ore; 

I 6 2. Une Lquation à une feule incon- 
nue efi dite du troifieme , du quatrieme, du 
cinquieme degrC , &c, lorfque la plus haute 
puigance de l'inconnue eit la troifieme , la 
guatrieme , l a  cinquierne , &c ; mais outrc 
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cetre vaLw dans I'aurre équation, E. vous nu4 
requnc nouve!lréquariorz qui ne rrr$irmerapZus 
qu'zcne incorrtzue. 

Par exemple , fi l'on me propcfoit cette 
quefiion, trouver deux nombres dont la 
nomme foit 1 2 ,  & dont le produit h i t  31. 
E n  repr tkntant  ces deux iicmbres par x&"v, 
j ' auro i sx- f -y= . . . rz ,&xy=3~ . 

De la premiere je t i rex= I 2 -y; fu tBi -  
tuan< dans la îeconde équation, cette valeur 
dex, j ' a u r a i ( 1 2 - ~ ) y = 3 ~  OU rzy-yy 
= 31, dquation du  fecond degrt! qu i  dtant 
rkfolue h ivan t  les regles doni~&es ( 99 0 
jiiv. ) donneray = 6 I , c'rit-à-direy =7 
ouy=s  ; & p u i f q u e x =  1 2  -y,  on aura 
x = 5 ou x = 7 ; c'efi-à-dire, que les deux 
iion~brvs cherchds font 5 & 7 ou 7 & f. 

Pareillement , fi j'avois les Cquations 
-43y 3 6 & xz ty2=  I 2. D e  la premiere, 
je tircrois x= 6 - 3 ~ ;  C~ibititiiant dans la 
fecoiide, j'aiirois (6 - 3 y)' -+yz= I 2 ; fai- 
fant  l'opdration indiqude , j'ai 3 6 - 36y 
-+ 9 y2 -t- y2 =: I 2 ; OU en paKant tovt d'un 
n~ t rne  cÔté,&rCduiiài-it, i oy2--3 6y+24=o; 
équation d u  kcond degré, qu'on peut rCï 
foudre par les regles données ( 99 &/iliv.) 

Prenons, pour troifieme euumple,lesdeux 
équations xy-!-y'=r & x3-t-xy=yz+7. 
La prernierç donne n = u; fubfiituant 

Y. 
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ciiaffer les frabioiis, il f k i t  ici de nulr ip l i r r l  
le fecond terme par y & le fecond membre 
pxy3, ce qu i  do&e -yY3-i- (1 -y2)'yz 
= y5+ 7 y3. Yaifanc les optratio:is indi- 
quécs,ona, r2~--75y2-k~5y4-y6+2~' 
- I O  y4+y6=.y5 -+ 7 y3 ; p d m t  tout dans 
le  premier membre & rt5diiiîant, on a ,  après 
avÔir chang& les fignes,y5-;y4-%-7y3+~o 

que y ,  mais qui efi du cinquieine degré. 
r" - 1 2 ~  = O,  dquation qui  ne renferme p us 

1 64. A l'occafion de cet exemple nous 
ferons remarquer qne lorfque quelques-uns 
desdênominateurs del'dquationont quelques 
fatteurs communs entr'eux, on peut faire dif- 
paroître ces dénominateurs plus f im~icment  
Qce par la regle g6ndrale , en examinant par 
quelle quanritk il faudrait multiplier ces dé. 
nominateürs pour qu'ils devinKent &aux. 
Cet t e  remarque eit analogue à celle que noils 
avbns faite (48) au fujet des fi-ac5~ion.s. Par 

cx dî: 
exemple, fi j'avois l'f quation -+ - = e, je 

c'x+ddx 
CL i 

l a  changerois en -= e,  en multipliant 
a b c  

les deux termes d e  l a  i r e  fraaion par c,& IFS  
deux termes de la 2 e ,  par b;  alors chaffant lo 
dtnoininatciir, j'aurois c'x 9 6 d x  =a  t5 ce ,  
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I 6 j' . Si dans l'une des équorions, rune d t f  

i l eux  inconnues ne paJe pas IejPcond degré: 
prenex dans cuUe-ci la valeur du quartédi fin. 
conrrue la moins e'let'le, Gt Jîîb/fitue~-la dans 
I'aritre , à la phce du qwrre'de cette mtme in- 
connue O de/espuiJiunces; & con~inue~de Jubp 
rituct juka'à ce que cette inconnue nejè t rowe  
p b r qu'au premier degré. Alors r i r q  dr cem 
derniere iquaiion la valeur de certe m h e  in- 
connue, & fub/Zitue+a dans la premiere. 

Par  exemple, fi j'avois xa+ jyz = br & 
z x3-  3 y' = 8 , je prendrois, dans la  prc. 
miere, l a  valeur de r' q u i  efi xa= 6x- :yz ; 
la îubfiituant dans la ficonde, j'aurois ( en 
fairant attentionquex3 c f i x ' x ~ ) , n ~ 6 r - ~ ~ ' j x  
- 3Y '= 8 ,  q u i  fe rdduit à i z xz- 6 x y z  - 3 y'= 8 ; comme il  y a encore xZ dans 
celle-ci, j'y fubiticue de nouveau la même 
valeur de xz que ci-deffus, & j'ai 7ix-39% - 6,~"- 3y: = 8 ,f quation dans laquelle 
x n'en $us qu  au premier degré. 

- 

J'en tire la valeur de xa & j'ai r = l"'+'- 
71-6y2 7 

je fubititue cette valeur dans la premiere 
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le  dénominateur commun, (39y'4.J2-t3y' 
(72-6~')' =(a34;ïa +@) (72 - -6y : ] ;  
équation dans laquelle il n'y a plus à falre 
que des multiplications & les rtduaions 
ordinaires. 

166. L o r k u e  les iquations fônt d e  degrCs pius CLr - 'es, ' on 
peut,  cn Cuivant une m é ~ h o d e  analogue à cclie que nous ve- 
nons d'expofer, arriver auG à 1'Cquation qui ne reafcrrne plus 
qu'une inconnue ; mais i l e f l  dificile d'éviter un inconvC~ient 
qui accompagne alors cettr  mithode : cet inconvénien: cil d e  
fàiremonterl'équation à un d e p d  plus élevéqu'elle nedoit être. 
Nous allons expokr  une méthode qui n'eit pas füjette i cette 
difficu1:é. ...~.- 

167. T o u t e  kquation i deux inconnues peut i t r c  toujours 
mifi  b u s  cette forme.. . . An-" + Bxm-K + C am-'. . . - a_ 
T = O  ; rn marquant le degr6 auquelx efi élevt. E n  effet, o n  
peut toujours faire une totalité des différents termes compofés 
d e  y & desquantités connues qui multiplient chaque puiffancc 
d e  x,  & reprékntercette totalitt par une feulc1ettre;parexem- 
p h ,  d m ?  IJéquntion axZ-i-bry+cya+ d;c+ey+ f'=o , qui 
peut ginCralement repréiT-nter toutes les  Oqnations du fëcond 
degréadeuxinconnues; [car i lne  peut s'y trouver d'autres.puif- 
fances de ces inconnues], on peut riffembler les termes an cette 
maniere a x 2 + ( d + 6 y ) x + c y 2 + c y + f = ~ , & p o ~ ~  
abréger, l'écrire aiilfi; Axa +Hx f C = o  , iauf à remettre, 
au lieu de  A ,  R , C ,  ce que ces lettres reprékntent,  aprPs 
qu'on aura f d i t ,  de l'équation A 2  -+- Bx 4 C = O ,  l'uhga 
pour lequel on lui donne cette forme. Cela pof?, h i e n t  donc 

Axm + Bxm-' -+ Cxm-a -+ Dxm-j,+ , . . .T =O 

& A'xm+H'xm-'+C'xm-'+Dfxm-3 + . . . . Tt= O 

les deux kquations propofies, dont il s'agit de  chaffer ou 
tliminer x.  J e  les fuppoie d'abord du m é m e  degrC ; nous ver- 

, rons enfuite ce qu'il faut faire quand elles Iont d e  différents 
digris. 

On multipliera la premiere par A ' ;  l a  ficonde par A ,  & 
l'on retranchera le Cecond produit du premier, c e  qui donnera 
une équation du deg r i  m - 1. 

O u  multipliera la prerniere par Arx-+ I3', Ia Ceconde par 
Ax -+ B,  & l'on retranchera l e  iecond produit du  premier , 
ce qui donnera une ficonde t p a t  j on du  degré m -1. 
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Onmu!$pIierah premicre,pat A'xx+ B1x+ C',la 6condi 
par Axz + BX + C,  on retranchera le fecond produit dupred 
mier, ce qui donnera une troifieme équation du degré m- 1. 

0 1 1  continuera de niêrne jufi~u'à ce quele multiplicateur bit 
i!evenu du degré rn - 1. 

Cela p d é ,  on aura m équations, chzcune du degré rn -1. On 
coiihdérera dans cliacüne les difirentes puiffances x" A ' , 
x m - ' ,  xm-3  , &c. comme fi elles étoieni autant d'inconnues 
au premier degré. Par le moyen des m -  i premieres équations 
ou en généra! par le moycn d'un nombre m i  de ces équarionr, 
on  déterminera ( 8~ ) les valeurs de ces inconnues que I'on 
fibitituera d m s  la  demiere. Cette opbration donnera une 
dqua[ion fans x, dans laquelle mettant pour A ,  B ,  C ,  & A 1 ,  
BI, C1 , &c. les qnantirts que ces lettres reprélentent , & q u i  
peuvent d'~i1leurs renfermer tell es pu if fan ce^ de y qu'on voudra, 
on aura l'tquatioil en y. 

Par exemple , fi j'avois les  deux equations. 
A x ' + B x + C = o .  
A'xl + B'x + Cf= o. 

Qui peuvent repréfènter toutes les iquations 3 deux incan- 
nues , dans !eCquelles I'une feulement des deux inconnues ne 
p a r e  ps le fecond degré ; en multi;>liant la premiere par A',  
la kconde par A ,  retianchant le Cecond produit d u  premier& 
réduifânt , j 'auroiç< A'B - AB') x 4 A'C - AC1=o. 

Multipliant la preiniere équation par A'x -+- R I ,  la Gconde 
par A x +  K , retranchant l e  fccond produit du premier, Br 
réduiiant , j'auroiç ( A I C  - A C 1 )  x + B'C- BC1= a. 

Prenant donc, daps la premiere , la v a l ~ u r  de x qui cRx  = 
'ACt- AfC, 
-.- AIR-Abj9 &la TUbAituant dans la z.,j'aurai (A'C-AC1)x 

AC1-A'C 
A'B -AB1 3- B'C - BC1 = o. Ou [ a  caufi que ACf- A'C 

- ( A  'C -AC') '  
eR la mirne chok  que - (A'C-AC" 1, j'aurai 

AIK - A fi' 
3 R'C- B C k o ,  ou enfin - (AC-AC1)'+ (A'B -As') 
(BI C-BC1) = o. 

Si I'on avait les d e u s  iquations.. . . . . , .. , ,, , , ... ,, 
A x l  - + R X ~ C C + D D O .  
A'x+ B'xl+ Ctx+ Dl = o. - 

Multip!iant 12 yen i i e r e  par A', la kconde par A ,  reirnn- 
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khant & réduifànc , on auroit ( A I B  - A B 3  x2+ (A1C-AC') 
x -i- (A'D-AD') -== o. 

Multipliantla preniiere parArx+B', la kcondepar Axf E, 
retranchant & rbduifant , on auroit ( -4 'C-A C l )  xa + 
(A'D - ADi-+- E1& - RC') .T -1- R'D - RD' =o. 

Enfin mtritipliant la premiere par A'x' -j- H1x+ Ci, la Te- 
conde par A.Y'-+Bx+C, retranchant & réduifant, on  auioit 
( A 9  - AD') ;r' -+ (B 'D - RD') x +- C'D -CD1 = o. 

Il ne s'agit plus maintenant, en conficiérant rc' Sr x comma 
des inconnuesau premierdegré, que de déterminer leurs valeurs 
i l'aide de deux quelconques de ces trois &quations du Cecond 
d e p é ,  S( de iubfiituer ces valeurs dzns la troilienie. - - 

I 68. Si les deux equations propofies n'&oient pas au  même 
degd polir x , alors on opérera comme il fu i t .  

Soient nj & n les deux expof inh,  & rn le plus grand. On 
multipliera i'équation dii degré n par xm-", ce quiles mettra 
toutes deux au mime degré. Alors on optirera comme dans le 
cas précédent, en continuant les multiplications jufqul;i ce que 
le mdtiplicateur K t  devenu du degré n- I , ce  q u i  donnera n 
Cqciations , chacune du degré rn - I .  

O n  furbilitwra dans chacune & dans touies les puXGncec 
füpérieures à x n ,  la  valeur dexn tirée de L'équation du de ré n, 
rï on continuera de rubilituer, jufju'i ce que la Ehauie 

püiirmce reitante Git x n  - I ,  ce q u i  fira toujours polliible ; 
aiors on aura n équations chacune du dégré n- 1. En em- 
p!oyant n - I de ces équations, on déterminera les valeurs de 

xn-',  x"-', .Y''- j ,  &c. confidérées comrnc autant d'incon- 
nnes au prcrnier de&, & onlesfubfiitueradans la derniere. 

Cetternérhodeeltgénérale.Ellepeutétre firnplifiéeclansbea~ 
coup decasque nous ne nousarrêterons pasàdétailler.Nolisnous 
contenteronrde renlarquer que dansles t~~ultiplicationsfuccerri- 
ves par A'  & A ,  A1a+B'Si Ax+ B , &c. on peut fedirpcn- 
Ter de multiplier le premier ,  les deux premiers, &c. termes 
des deux équations propolées, & en géneral autant des 
termes qu'il entre de  termes dans l e  multiplicateur, qarce qnc 
l e  produit qu'i!s donneront s'anéantira pac la  buff raftion. 

169. Si l'on détermine les valeurs (:es diff:rptes puiKance~ 
de x d 'q rè s  la regle que nous avons dunnbe pour les &qua- 
ticns d u  premier degré à plufîeurs i n c o ~ n u e s  , l'équation 
finale en y ne montera jamais à u n  dcgr i  plus hact qce rn n , 
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e n  Cu?pofanique l e  $us haut expoknt de x ,  ainf que celui dey, 
f i i t  rn daiis l'une des équa ions & n dans l ' am.3Mais  fi les 
expoi;?rits de A & de y font inégnux dani chaque Cquation, 
cnlorre que ceuxde x d. ns la premiere & dans la Gcondoétant 
toujours m & n , ceux de y foient 7n + p  & n $- q , l'équation 
finzle en y nepaflera jamais le degré m n + rn q + y>. Voyez 
pou; ia dcmonfiration les Mem. de 1'ALaaJ. &s Scienzes, ann. 
~ 7 6 , .  Voyez aiif i les M m .  de 1'Acah de Berlin, am. 1745,  
& L'A?l<riy/è drs iignes courbes de Cramer. 

'Wes Equations 4 plus dc deux inconnues; 
10 fqu'elfes paflenr Ic premier degré. 

I 70. Lorfqu'on a plus d e  deux équations & plus de deux 
%connues, trois par exeinple , on  peut s'y prcndre de  l a  même 
anauiere en éliminant d'abord une des inconnues pa r i e  moycn 
d e  l a  premiere & de la feconde équation , traitées Selon la 
méthode précédente ; & en  éliminant encore la meme incon- 
nue  par le mcyen de la premiere & de la troifieme ou de la 
f iconde d( de la troi[ieme. On aura par ce moyen deux équa- 
I~OPIS qlji ne re~ferrncront plus que deux inconnues que l'on 
oraitera klon la intthodc précédente. 

Mzis nous ne  devons pas difimuler que cette moihode qui 
condoir sîiremcnr, lorfqu'on n'a que deux bqiiations & deux 
inconnues, tombe néanmoins dam l'inconvénient de conduire 
à des équaticns pliis élevées qu'il ne  fzut , lorfque le nombre 
des équatious propofees eii plus grand que z. 

Le moyen d'éviter cet inconvénient, eR d'éliminer en 
combinznr les équa t i~ns ,  non pas deux à deux, mais trois à 
crois, lorIqu'il y en a trois ; .quatre à quatre,  lor qu'il y cil a 
quat re ,  Btc. Alais cerre maniere de les combiner exigeencore 
u n  choix particulier, dont le détail nous meneroit trùp loin. 
O n  l e t r~uve ra  dars lesA~~êrn.de 2'Asad.des Srienc. ~ourl'anndt 
1764. OR y trouvera au& plufieurs reclierches cu;le digré oit 
doit monter l'équation hnale rifultante de l'élimination de 
plufieursinconnues. Au reite, quoiqueces rn@thodesauxquelles 
hous  renvoyons , abaiifent conf idhSlement  le degré auqueb 
conduiroient celles qu'on a eues juqu' ici ,  & autant 
PR polfible en h'éliminant qu'une inconnue à la fois ; il y a lieu 
de croire cependant, qu'il peut être encore diminué; mais pro- 
bablement on n'y parviendra que quand on  aura trouvt cne 

méiliode 
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méthode pour  w . n i n e r  3 la  fois toutes le$ i nconnues  hors une ,  
ce que je ne fiche pas qu'on puiire e n c o r e  pratiquer générale- 
ment fur d'autres équations que fur celles dit premier degré *, 

Dts ÉpuarLms ù de& rumes. 

I 7 1. O n  appelle Epuarionr à dm; t f p -  
n i a ,  celles dans lcfquelles i l  n'entre qu'une 
feule puiflance de l'inconnue, parce qu'elles 

toujours Etrerkduitesd deux termes. 
Par exemple, l'tquation ax5 + bx' = a4b' 
c a 3 b 3  efi une équation à deux termes, parce 
qu'en la mettant fous cette forme (a 4- b) xf 
= n4ba - a3b3,  on voit que a & b &nt des 
quantitks connues,  on paurra  toujoursré-  
duire  a+b à une fèule quantitd, & a4b2-a3b' 
pareillemenfa une icule quantitt  ; enfortc 
que cette dquation peut ê t r e  reprkfentéc par 
cette autre  px5=q. Ces kquations font  t r i s -  
faciles à réfoudre ; car il eft t vident qu'après - * 

avoir dkgagC la  puilfante de l'inconnue, par 
les mêmes regles que dans les autres 6qua- 
tions, il ne reite plus qu'à tirer la racine du 
degr6 marqud par l'expofant de l'inconnue. 
Par exemple, l'tquatioapxS= p deviendroit 

4 n'=A & t irant la racine cinquieme w= y - .  
Y P 

Cerre rnkthodc nous  l'avons 
~ r o u v é c  d e p i s ;  Ti on  conCuire l'ou- 
vrage que nous avonl publié eh  
1779, fous lc titre Thhorie gin&- 
r d e  des Eqiiatioris alg6l i r ipes ,  
Par i s ,  in-qu, an  y crouvcra rouc 

ce q d  l'on peur dcfirrr dc  favoir 
fnt l e  drgrk de i'6quarios finale ré- 
Kultante de tan t  d'Eyuarions qu'on 
voudra ,  & fur  les moyens  de I'oL- 
tenir la plus Gmple qu'il b i t  poiii! 
ble. 

O 
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ZIO C O U R S  
ï 7 2 .  Lorique l'expofant eR impair ,  il 

n'y a jamais qu'une feule valeur rdelle. Par 
exemple, fi l'on avoir a c t e  équation xf= 

s y-- 

3 024 ,  on auroit x -  IO,, ==+ ; or il efl 
ividenc qu' i l  n'y a qu'un feu1 nombre riel  
q u i  tlevd à la cinquieme puiffance, puifi 
produire I oa+. 

Si le Iecond nïembre de I'dquation avoir 
l e  îigne --, la valeur de x auroit le figne-; 
parce que - combin6 par multiplication, 
avec - , un nombre impair de fois, donne 
-; mais lorfque l'expoiànt efi pair, fincon- 
nue a deuxvnleurs, l'une poîitivc, I'autre né. 
gaiive,& q u i  peuvent être, ou toutes deux 
réelles, ou tour es deux imaginaires. Ce der- 
nier cas aura iieu fi le fecond membre a le 
figne-. Si l'on avoit I'kquation x4 = 625, 

4 

on en concluroitx= I62~=={; mais puif- 
q? -multiplié par -, un nombre pair de 
fois, donne la meme chofe quc  -+ multiplié 
par +,- 5 peut fatisfiire aufi bi& que+j; 

A 

2hfi il faut  &rire r = + g62$ = + $ 
comme dans les iquatians du fecond degré. 
Si, au contraire, on  avoir eu x4 = - 625, 
on aiiroit conclu x - -1- 3 7 ;  mais ces 
deux valeurs foni imeginaires, parce qu'iI 
n'y a aucun nombre politif ou ntgatif qui, 
niulriplié par lui-iiiême iin nombre pair Pc 
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fois, p u i G  produire une q u a n t i d  nkgative. 
Appliquons ces dquations à une quçfiioii. 
Suppofons qu'on demande de trouv2r deux 
moyerznes proportior~rzrllr~ inrre 5 E. 6 2  5 .  En 
nommant 3~ & y  ccs inconnues,  on aura . . -.;- 5 : x :y : 62j, qui donne ces deux pro- 
portions s :  x : :  x : y  

& *  x : y :  :y:62j 
D'aù l'on d4duit ces deux dquations, en 
n~ultipiianr les e x t r h e s  & les moycns , ( y  
= x2, & 6 2  ; x = y'. La prerniere donne 

x z  
Y=,; Culfiituant dans !a kcoiide, on a 

1 

x 4  .u 
6 2 5  x =- 

z < 
, d i v i i à ~ ~ t  par x & mriltipliant 

Des Epaaiions ptnvenrjè repudre d la 
maniere Ge c d h s  ak j2con.i desre: 

1 7 j . Ces dquatiions ne  doive i t  renfcrrncr 
que dzux puifiànees diffLrentes de x ,  mais 
dont l'une ait un  cxpodjnt double de celui de 
l'autre. Par exemple, x S + ~  x" 8,d-i- jx3 
=&, font dans ce cas. Ces Lquations Ce rélol- 
veïircornmc celledu îcconddegrk: après avoir 
rendu la plus haute puiffance politive, fi elle 
ne l'cR & après avoir déga$f cettemime 

0 2. 
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,~uiffance,  des quantitis q u i  la multiplient 
e u  la diviîenr, on prend la moitid de ce qiii 
multiplie la puiffance inférieure de l'incon- 
nue, & on ajoute à chaquemembre le q u a r d  
de cette iooitit, ce qui rend le premier inem- 
brc un quarré parfait. Alors on tire laracine 
quârrde dechaquemembre,endonnant àcelle 
du  fecond , le double r ipe 5. L'équation 
cil rtduite à une Cquation à deux termes, 

Par exemple, fi l'on demandoit de trouver 
deux nombres donr la fomme dgS c u b t s j h  3$, 
&J  don^ le produit fût 6, on auroit ces deux 
&quarions x 3  +y3 = 3j & xy = 6. Cette 

- 6 dernicre donneroity=, valeur q u i ,  fubffi- 
X 

116 
tude dans la premiere, donne x 3 t  - =35; 

s 3 

chafiant le dtnominateur & tranfpofant, on 
a x6 - 3  p 3 = - 2  I 6. Je prends d c k l a  moi- 
t i k  de j 5 qui efi '?; j'cn ajoute le quarré à 
chaque membre, & j'ai x6-3 5x3+ ( '+)'= 
t3 >)'-zI 6; rirant la racine quarrde, x3-1L 
P =L- v(?)'- 2 16 ; tranfpofant, x3== 9 

1 6 , &  enfin tirant l a  racine cu- 

4 
3- 

x= y';' y qui donne ces deux valeurs 
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puifqu'on a trouve y 5 2, on auray - z 
X 

&y = 3. 
Lorfque le plus haut expofant eit 4 ou un 

multiple de ,il peut y avoir jufqu'à quatre 
racines rkelles. 

Dc la Compo/irion a h  Equarions. 
174. Nous venons d e  voir  que  les Equations à deux termes 

ne  d o n n o i e ~ t  , pour l'incorinue , qu'une fèuie va leur  réelle 
lorCqu'elles b n t  de  degr; impair, & deux, lorrqu'elles 6 n t  de 
degré pair : elles'en donnent, outre cela , plufieurs autres qu. 
Cntiinaginaiies , mais qui ne f i n t  pas moins utiles, aiiifi quel 
m u r  le verrons lors de  la r th lur ion  des équations, & ailleurs. 
En génEral une eq~iat ion que lonque ,  donne rarijour~ autant 
de  valeur^ pour  l'inconnue, qu'il y a d'mite2 dans le plus 
haut expofanr de cerrcéq~ar ion.  Decesvaleurs,  qu'onnomme 
a u f i  racines de  l'équztion , les unes peuvent être pofitives, les 
autres négatives; les unes réelles , les autres imaginaires. 

171. Pour rendre toutes ces vérités fènfibles , il fautobkrver 
que lorîque dans une équation on  fait paffer tous les rermes 
dans un Ièul membre, Sr que l'on a ordonné toutes.les puifinces 
de x ou de l'inconnue, on peut toujours confidérer ce membre' 
comme le réfultat de  la multiplication d e  plufieurs fafleurs 
binomes firnples, qui auroient tous pour terme commun x. 

Par exemple,  l o r h u e  l ' é p a t i o n x 3  + 7 ~ = 8 x 2 + 9  a éré 
mire fius la forme fulvante, par la tranfpofition de  Ces termes 
x3-8zZ +lx-9=o, on conçoit que x ,-8352+7x.-9 , 
peut très-bien rérulter d e  la multiplication de trois fa:tgum 
binomes iimples x - a ,- x - b , x - c. 
En effet , fi l'on multiplie ces trois faEleurs , on aura . a 

x 3-ax '+ab.r-ab~=o 
-bx a +flcw 
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O r ,  pour que~csde i ixé~ua t ions  roientlerinénies , il nes4git 
que de trouver pour rz, 6, L,, des valeurs telles que a+b+c;8, 
ub+ac 6 c z  7 ,  & ubc= 9. 

Pour rrotiver c h a c u ~ e  de ces quantités, a ,  par exemple, il 
faut, orrCs nvoir multipliC la prerniere ciquarion par u 2 ,  & la 
féconde p a r  u , ce qui donnera ~l3+nzb+r~zc=Srr~ , ul& 
-ta 2 c + a 6 i s 7 u ,  Bi ubc 9 , il faut ,  dis-je , ret:anclier la 
ficoi-de de l a  prcmiere ; & y ajouter la troiGen1e;ce qui donne 
a 3 2 8 u ~ - 7 u +  5 ,  OU, en tranfpohnt a3-8n~+7a-9=0. 

On trouverr de la mirne rnanikre , que l'équation qui dan- 
neroit 6 , eit b 3 -8bZ+7F-9=0 , & que celle qui donnc- 
roit c ,  elt c ,  - 8 c l + 7 c - g ~ o .  Ce qui  nous fournit Iss 
propolirions fuivantes. 

176. r * .  Puilque l'équation qui doit donner a a cil la r r . h  
que cçlle qui doit  donner 6 ,  & l n  même que celle qui doit don- 
ner c; a que d'nilleurs il eft f ~ c i l e  de volr que les vnleurs de 
a, 6 ,  c ,  ne peuvent etre &sales ,  i l  faut donc que l'une qud- 
conqlie de ces trois équntions puiffe donner les valeurs dç a ,  
de  5 & rie c : donc chacune de ces équations doit avcir  trois 
rzcines, dont l'une fera la valeur de a ; l a  feconde , la valcur 
de 6 ; & la troifieme , la valeur de c. 

20.  Chacune de ces Cquations eit la même que l'équation 
m h e  propofée x i  -8x2+7a--9=o, à la Gule d iErenca  
près,  que  a , ou 6 ,  ou c, efi changé en x .  E o n c  celle-ci doit 
avoir t:ois raciiics , & ces trois racices doivent ê:re les trois 
valeurs de a,  6 , c. 

Donc Icc quantités qu'il fautmettre pour a ,  b ,  cdans x-a, 
3 - 6 ,  x-c , POU: produire l'bquarion x 3 -8x 2 +7x-97m, 
par la ~nu!ti~.iratior.  de  ces fdftsurs firnplrs, font les racines 
mèmes dt cette équation. 

1 7 7 .  Si les coëficients des différentes puiirances de  x., au- 
lieu d'être 8 ,  7 ,  & c ,  hoient d'autres nombres, 1 fi l'équation 
au lieu d'être d ~ ~ t r o i l i e m e  degré ,  étoit du quatrieme, du cin- 
q ü i e m ~ ,  &c , les coqEquences que nous venons de tirer feroient 
encore de rnêrre u tu re .  Ainfi, fi I k n  avoit en gr!nérzl 
x 4-px3 +PX -rx+J=o, p q ,  r , J étarit de-, noinbres 
connus; on pourroit de même confidérer cette éqüaùon comme 
formée du produit de quatre fatieurs timples x-a, z-i , 
x- i  , x-d. E n  rffet , ces p a t r e  fafieurs étant multipliis , 
doiineroient . . . . , , . . . . . . . , . , . . . . . . 
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x4-ar 3+abx L-abcx+a6cd=a ; 
- t x i+ucx~-u6 i ix  
-cx'+adî; -ac& 
-d.l:3+birf-$cdx 

+b& 
+f& + 

Or, pourque cettc quanrité6it la méme qiie -4-px3-tqx' 
-rx+s=o,  il faut que  a, b ,  c ,  d h ien t  tels que l'on ait 
a + b + c + d = p ,  a b - + - a c i - a b + b c + b d + ~ & s  q , 
abc+nbd+ard-+lcd=r, abcd-s. 

Si i'on multiplie la premiere de ces Cquations par a 3 , Ia 
ieconde, par a a  , la troiiieme p a r a ,  zz qu'on retranche l a  fe- 
condc &la quatrienie de la premiere 5( de latroiliéme réunies, 
on aura a+-pu;-qna+fa-s, o u  a*-pri3+qa*-ra 
+s= O ; cn trouveroit de  rnêine que l'équation en  6 efi 
b 4 - p b ~  - f - q b z - r b + r = o  ; que l'e!yuation e n  c e E  
c.? - pc3 -i- q c ~  - T C  -i- c = O  ; & que l'tquatioii e n  d eB 
d4--piIj+qd*-rd+s=o. Ainfi l'équation qui donnera a , 
doit aufi  donner 6 , c & d ;  elle doit donc avoir quatre 
racines qui & r o m  les valeurs dies quantités a ,  b , c ,  d.  Et 
comme chacune de  ces équations eR la  m i m e  que l'équation 
x 4 - p x  j+qxl-rd-s=o , les quantités a ,  6 ,  i, d, qu'il 
faut prendre pour produire cette derniere par lamultiplication 
de quatre fafieurs firnples x-a, x-b, x-s, x - d ,  font 
donc Ics racines mimes  de cette équation. 

178. Doncengéntral ,  10,  unce$ua~ion de dsgrkqz~eZconquc 
peur  toa jnurs  être con/i&,"e commef6meé duprodui t  d'uu- 
ranr dejXeirrs birzorne~/;mples. qui ont tous p o u r  terme 
commun ln lettre qui repréjènre f i ncomue ,  qu'ii y ,z d'unités 
dans  Zr plus haut expofant Ac l'inconnue. an,  LesficontLr 
zerrncs de  ces Binorncs, font les racines de ccrrc équation , 
c h i u n e  étant prife avcc un l igne contraire. 

179. Sil'équatien, au  lieu d'avoir f i s  termes alternativemrnt 
pofitifsou nCgatifs , comme nous l 'a~onsfüppoféci-deifus , d m s  
l'équation x4 -px3 + q x B  - rx  +s=,  avoit tou:e autre 
Cucceffion de lignes, p,ar exemple , fi elle était x43;0s 3 - qnz  - rx + s ==r O ,  o n  n en démontreroit pas moins , ei dc la 
mdme manière,  qu'elle peut toujours i t r e  repréientée par 
(x -a)  XTS-b) x (x-c x ( x - d )  ; a ,  b ,  c, d étant les 
racines de cette derniere c' quation. 

1 8 0 . P u i ~ u e a ,  b ,  c, d, & c ,  f in t  lesracinesde I ' équ. tkn ,  
il Cuit des cquations a 4 b 1 - c + H = p ,  ab+ nc i- ad+ 6c 

0 '4 
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3 b d + c d = c q , a l i c + a b d t  a c d + b c d = r ,  abcd=-=s: 
r 0  , ,que  dans 1 equation x4 - p x ~ + q x ~ - r x i t ~ = o  ; & en 
gênera1 dans toute dquation, l e  coi f l~~i tnt-p duJecond iermc 
p r i ~  avec unjgnc ~onrraire , cJc .~-u  dire ,  + p , e/Z egal à la 

fornme de routes Iss racines. 
2". QU- Le cc.?$cimt q dyrroj/iémerrrrne c/tezaldla fomma 

de.rproduirs de crs rabnes rnufr ip f i ie~ deux à d u x .  
30.  Q u e  celui du qmtrierne, pris m e c  iinJigne contraire, 

e/I égal h lu jbnrne  des racines rnzcl'tipliées i r o i ~  9 t r o i s  ; ti 
ainli de fuite , & qu'enfin le  dernier rerme , e/t le pr~duir  de 
soutes Le] rucine;. 

Cela eR géntral  , quels que foient les différeas figncs des 
termes del'équation, prenant toujours avecun figne c ~ l r a i r e ,  
l e  coëfficient de chaque terme de  numéro pair. 

18 1. D'oii il Lit que , J u n ~  une e'quntion qui n'a ar de l e -  
m n d  «rrne, i! ojïïrcineni des rncincs ycj;iivcs G (Cs roiiiia 
n.g&e~,G ln/omnzcde.r unes epeiple à Itr fomrne desaurrts. 

Ainli, dans 1'6quation x 3+ix1-zjx-6o=o, la fomrne, 
des trois racines eft -1 ; l a  Comme da leurs produits, muhi- 
p l i& deux à deux,  eR -z 3 ; la Comme de leurs trois 
a trois, ou le produit des trois racines eit + 60. En effet, les 
trois racines [ont +j , - 4 ,  -3 , a i d  qu'on peut !o voir en 
mettant chacon de  ces nnmbres, au lieu de x ,  dans l'équation; 
ca r  cliaciin riduit le premier membreà zéro. Or, il cil évident 
que  la Cornnie d e  ces trois nombres , c'efi-i-dire, +?-4-7, 
efl -2. ; que la fornme de leurs produits deux à deux ,  011-10 - r 1 f r 3 , eR - z 3 ; & que le prodiiit des trois, eR j x 
-4x-3 , c'eit-i-dire, + ho. 

Pdreillemei-it dans l'éqiiarion x3-i- 19x+3o=o, comme le 
iécond terme nianque, je conclus qu'il y a des racines pofîtives 
& des racines négatives, K. que la romme des uneseif ézale à la 
fimiiie des aiitrt-s; en eFer, les trois racines Cont+z,+j&-q. 

En confidérant une équati3!1, comme formée du  produit de 
pluficurs faBeurs binornes firnpies, on !ë rend aiféinent raiion 
commeiit il peut Ce faireyu'il y clt plufieors nochres  différents 
q u i  Citisfdffeiit à uiie é q u ~ t i o n .  Par exern;>le, fi l'on proporoit 
cetre queition : Trouver un nombre tc lqzrej i  onen retranche ;, 
s( qu'd ce mêmenombre, on cijouirru~ceflvernent Les nombre5 4 
fi 3 ,les dtuxJonrncs rnuhi$i.w en1r'elle.r , & p a r  le refc, 
Jifinl léro : on a u r a ,  en nommant x ce nombre , x-f  
pour Ie reffe , & x+q, X+ 3 pour les deux fommes, il faut 
donc p e  ( X + ~ > X ( ~ + ~ ) X ( X - T  )=o,c'efl-à-dire, 
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que ~ ~ + z x + - z ~ x -  60  =O; o r ,  on voit CGdernment due 
ceproduit o u h n b g a l l  x + ~ ) x  ( x + 3 ) x ( x - . y ) p e u t  de- 
venir zéro,  dans trols sas différens ; iavoir , fi x=-r\. , iix= 
-3 , & fi X=J : e n  effet, dans l e  preniier cx , il devient 
O x (-4 + j) x (- 4 - 3 )  OU O ; dans le fecond , ii devient 
( -  3 -t- 4 ) x ( o ) x ( - 3 - 5 ou o ; & dans le troifieme, 
( f+? ) x ( 9+3 > x ( O ) O U  O. b r , q u m d  on propok une 
équation tellequex3-i- zr2-:3x- 60 = O ,  rien ne déter- 
mine à prendre-4 plutôt que  - 3 , OU plut& que -i- 5 ,  6uiF 
que chacun reduihnc ége:ement le premier membre,  à zéro , 
Jjtisfdit é~a l emenr  à i'équation. 

182. NOUS placerons encore ici une remarque qui peut 
avoir fowtil i té.  Les équations a +  b f c + d = p ,  a b  i- ac 
+ a d + b c + b d + c J = q ,  a b c - t a b d - t - a c d f  b c d = r ,  
u k d z s ,  nous ont,  :oil:es? conduit à l a  même équarion ,Toit 
pour avoir a ,  foit pour avoir b [oit, 8 c .  L a  rnihn en eit que  ? 
n ,  d; c ,  d ,  étant toutes difpofees de la inême maniere dans 
chaque i-quation , iln'y a pas de raiCm pour que l'unefoit dCter- 
minée par aucune opération difTérente de celles qui d é t c r m b  
neroient l'autre; donc e n  géniral , ii dans la recherche de  plu- 
firurs quantités inconnues, on eff obligé d'empioyer pour cha- 
cune ,  les mêmes raibnnemens , lesmêmes opérations, & les 
niémes quantités connues, tobtes ces quantités fëront néceC- 
fiirement racines d'une niéine équation ; & par conréquent 
cette quenion conduira à !,me équation conlpofée. 

I 83.  Puifqu'on peut confidérer une équation commc formée 
du produit de  plufieurs &&eurs fiinples, on peur auIli la confi- 
d t rercomme formée du produit dz plufieurs fafteurs comparés; 
ainf uneéquation du troifieme degr6 peuiétre confidérie coinme 
formie du produir d'un faAeur du fëcond degr;, iel que x z  
+ a x f  b , par un f d h r  du premier,  tel que x-i-,.: cn effet, 
x i  -i- ax + 6 ,  peut toujoues r e p r é h  ter le produit des deux 
autres faaeurs fiinples. 

De même , une équation dn ~inquierne  degré peut être cora 
fidèrée comme formée, ou du produit de c inqfdteurs  firnplcs , 
ou de deux fdfieurs du Ceconddegré , Sr d'un f&eur du premier, 
eu d'un £.Aeur du [roifieme & d'un faft iur du Gcond , ou enfin 
d'un faAcur du quatrieme, &d'un fa&eur du premicr. 

I 84. Nous avons vu qu'une équation du iècond degr& pou- 
voit avoir des racines imaginaires : puis d m c  qu'une cquation 
de  degré quelconque peut avoir éré formke par l e  concours 
d'un ou de plufieurs [atteurs d u  iècond degré, ellc peut a u G  
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avoir des racines imaginaires Alais il peut y en avoir de formes 
bien diffërectes de celies du f ~ c c i ~ d  d-gr;. 

185. Quand on corfidere une équaiion comme formée d u  
produit de plufieu?s fnheurs firnples , on voit qu'elle ne peut 
avoir que mdivift~irs du premier d e g r é , m  marquant le degré,  

186.  Et en confidérant , ,ne tquation comme forn-ite du yro- 
duit  de  faAeurs du Cecond d e g r é ,  le nombre des diviieurs d u  

rn-I 
ficoiid degré qu'clle peut n o i r ,  elt exprimé par m. - 

a 9 
m marquant le degré de  cette équztion. En effet, chaque fnc- 
teur du Gcond degré étant l e p r o d u i t d ~  deux f d k u r s  finples, 
dont chacun peut divifer I'iquarion, doit a u G  pouvoir divikr 

m-r  
l'équation. Or, nous avons vu ( 1 ~ 8 )  qu'il y a m .  - 

7, 

manicres différentes de  multiplier, deux à deux, un nombre ril 
m-I 

de  quantités, il y aura don€ m .  - diff2renrs divifëurs 
2. 

du fccond degré. 
Pa r  exemple,  l'équation xi-ax 3 +nbr 2 -abcx+abd=o 

- b x ' f  aL-2-cbdx 
-CX +M.X -11cd.c 
-dx3  +i.c:: a -berlx 

+briza 
+CA = 

. formée du produit de [x-a) x (x-6)  x ( x d z )  x (%-,A) 
peut être confidérée comme formée du prûauit de deux fat- 
trurs du fecond , en ces fix 11 ailieres. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
en mu1r;piiant ( x - ~ ) x { ~ - b )  par ( X = C ) X ( X - ~ )  

(x-n)x(lr"-c) . . (sr-bjx(x-d) 
(x-a)::(x-d) . . ( x - b ) x ( z - c  
jx-b)x: i i )  . . cx-n)xcx-d 
(2 bjx(x-d) .  . : x - a . x ( x ~ c )  
( x - C ) X ( X - r l )  . . ( x ~ ) % ( x - 3 )  

Ain6 une equation d u  quatrieme Eegré peut avoir Lx difft- 
ren:s divireurs du  Cecond, & en général  une équation du dcgd 

. m-I 
m, peut avoir m. - différents àivifëurs du  iecond degré. 

Z 

Concluons donc de là  , que I; on  demande quelle5 devroient 
ê t re  les va leurs  d e g  & de h ,  pour q u e x z + g x + h  fû t  divireur 
d'unciqua:ionproporéedudegré rn, on peuti tre affuré queg&h 
ne peuventêtredéterminés chacun quepar une équationdudegré 
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rn-I m. -, Car x a  +,rx -f-h c i l  a u f i  propre à reprtCentd l'un 

des divileürs d i l  f icond degré que tout aûtre; 0 ~ 3 ~  h doit i tre 
nz- 1 

fufieptible de  m . --, valcürs; il en ei tde m f x e  degquiefiIa 
Z 

fornme dcs deux racines de l'bquation. Chacune de  c r s  q u m -  
m- r 

titis doit donc Ctre donnée par une ipuation du Ueg:érn.--. 
Z - 

On prouvera de m ê m e ,  confid&rant une équation 
carnme fùrruk du produit de fa8eurq du troifieme degré , 

m- r 
chaque f z R e x  du trollieme degré eB fukcptitrie de m. -:, . 
171-2 

i 

.- - valeurs diGrentes;  en.forte qce fi x 1 +gx2 + hx 1-k 
1 2  

repréGn:e i'un dc ces Çaii'reurs, k ce p ~ r r a  être diterininé qi;e 
W.-1  m-1 

par une  équation du degré m. ---, -- , On voit affez les  
Z 2 

conféquences a!?alogoes qu'il y a à ti;er p ~ u r  les fa8eu:s 
du quatrieme , cinluieine degrk,  &c. 

187. Concluons de tout c e  qui pécède que lorrq u o n  ' a 
trouvé une racine d'une équation, on  p e u t ,  pour avoir l a  
a imes ,  diviGr l'@ation par x - cette racine, c'en -à-dire , 
par x - a  en r e p r é h t a n t  cette racine par  a ; la diviiion re 
fèra eraeement  , &donnera pour quotient une quantité où x 
f i ira moins élevé d'un degré;  cette quantiré C t m t  égali-e à 
2510 iera l'équation qu'il f d u t  réibudre pour avoir les autres 
racines. On voit d e  m i m e ,  q u e  fi l'on connoit deux racines , 
yue je reprkfente par n & h , i l  n'y a qu'à divifer I'épuarion 
par (x-a)x(x-b>, & ainfi de Lire. 

Des rrattsformarions qu'on peut f~i;.e Jz6ir 
aux Equations. 

188. O n  peut faire fubir aux équations différentes trapsfor- 
mations, dont il e.t à propos que ncus parlions avant de parer 
à la réiolution de ces mêmes équations. 

189. Si I'on changedms une equ(ztion Is~Jgnes des termes. 
qui rcnfirrnenr des puiflances irnpriirrs, lesr~cines,vol;rives de 
cetztéquntion/eronrcliungcés en nr&arives ti les rigaiives en 
po/itives. Eneffet, pour ~ h a n ~ e r l e s f i g n e s  des racines de l'équa- 
uon, il IU6t demettre - x aulieude +x;  or  cette fubffitutioii n e  
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change point les fignes des termesqui renferment des puifFances 
paires de x ,  & chdnge au contraire, les fipnes d e  ceux qui 
renferment des puiiiànces impaires. 

190. 10ur chuisgev une équdrm? dan3 h l q u d h  il y a des 
dehomina~eurs , rrz un uurre luquelie il n y  en ait plus, 
& ~.e!u/uns donner un coc~czcnr nuprcrnierlrrrne, i l  faut lubT- 
rittier au lieu de  l'inconnue, une nourelle inconnue d i d e  
par le produit de  tous les dénominateurs, & inultiplier enfuite 
toute l'équation par l e  dénaminateur qu'aura alors le premier 
terme. 

nxZ cx d 
P a r  exemple, fi j'ai xf+- + - -1- - =O, je fcrai x s  
Y m n t  - . Y'  
np ; & fibflituant dans l'éqriaticn , l'aura1 nv + 

.yTT c y  d - +- + - = O ; multipliant par ml ni pj , j'ai 
mi n'pz mn'p p 

~ m j n '  i mJnl 3 3 3 3~ 
P Y  ,-$Y,,+ri-nP- 

y; + m 3  na.pz 
- O ;  Si hifint 

m n  P P 
les  divifions indiquées, Y S +  unpyZ + rn'nyzcy + rn3 nj,vlri=o, 

191. Si m ,  n & p étoient égaux , il Lffiroit de  hile 

x = Y .  D'où il fuit que pour changer une équation dont tons 
nz 

les coëfficients Cont des nombres entiers, mais dont le premier 
terme a on co?fficient, en un autre dans laquelle celui-cin'en 
ait plus,  & où les a u t v s  ont néanmoins des entier5 p u r  

Y coëfficicnrs , il f iu t  t i r e  x= --, m marquant c e  coefici~ni du 
m 

premier terme. En effet, fi j'ai l'équation rnx' aw" bn 
a b c 

+CO; en  diviGnt par m, j'aurai x3-i- - x a  + - x +;=O, 
rn rn 

oh tous les dénominateurs font égaux. 
192.  Pourf;Zire.iiJParoî~re ZeJecond terme bunrequation, 

il faut fubitiruei au lieu de l'iiiconnlie, unc nouvelle incon- 
nue augmentée du coefficient d u  kcond terme de l'équation, 
pris avec un figne contraire, & divité par l'expoiînt du 
premlcr. 

E n  effet, r e p r é h t o n s ,  en général, cette Cqiation, par 
xm+ axm-' +BxmL + .. .k =o. Si on fuppofe x =y+$, 
on aura deax équarions & trois inconnue5; on h a  donc rnzitre 
de  détermber I'unc d'entr'elles , par telle conditron sue Lon 
voudra. 
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Or, fi YLII hbaitue, dans chaque terme, zu lieu dc la puiG 
f ince dc x qu'il re*ifLrme, une  pu i f ince  fimblable dey+s , .  
on aura (r 49) une Cuite de termes telle q u ç  c d e - c i . .  . . . . . 

- 
+ ~ ~ y ~ - ' + m - r . a s y ~ - ~ ,  &c. 

-I- bym" ', &ce 
Si donc ~ o u s  r ep rc ionsy  comme l'inconnue, il efi 6videric 

que cette équation iera Cans fecond terme,  f i s  efl telle que l'on 
--a 

ait rn S+ a = O, c'en-à-dire, fi l'on prends  = - , qui elt la 
m 

valeur que cette équariop donne pour S. O r ,  nous venons d e  
vair q u e  nous pouvions prendre pour l 'une des trois inconnues, 
Sr par coidéquent , pour s, telle ra leur  que nous jugerions à 

- a  
propos ; p i s  donc que  - e P  la valeur qu'il faut lu i  donn,er 

rn 
pour que l'équation en y Git Gus fecond terme, il s'eniuit que 
pour changer l'iquation propofie xm + a zm - a +, Stc , eu 

a 
une autre qui  n'ait paint de Cecond terme, il faut fa i rexeyp-  

m 9 . . 

ce qui dimontte l a  règle que nous venons de donner. 
Par exemple ,  pour faire diiparoitre le fecond terme de 

l'iluation X I  + 6 X'C 3 x+?=o ; j~ fair 2 =y-$, c1d-à-dire, 
a: = y - z. E n  fubftituant j'aurai.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

y ' - 6  y'+ 1 z y - 8 = 0  
3 - 6 y a - ~ 4 Y - + z 4  

- 3  Y 3 . 6  
4-4 

qui Te réduit à y! - I 5 y + 26 = O ,  iquation qui n'a p o i ~  
le iëcond terme y'. 

I 93. Nws îuppoCerons, dans tout ce que nous allons d i re ,  
qu'on ait fait pafier dans un Gu1 membre,  tous les termes d e  
l'équation. 

Kous avons déja dit 134) ce  &'on doit enrendrd par c e s  
mots reroudre une équation, mais il faut fixer plus particu- 
lir?rement ce que l'on entend par  reyoZurion gdnérale d ' m e  
éguation, 
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RbTaudre g t n é d e m e i i t  u l e  Cquation d'un degci quel. 
3 " conque, telle que  xv + px" " -t- q A" " ' +. .. k --.O , c eit 

trouver pour l'incar.nue au:ant de valeurs qu'il y a d'unites 
dans ie plus haut e a p c f h  de cexe  incpn1:ue , & dont chacufie 
f i i t  exprimée par les kettrcs p , q ,  &c. kooinblntes entr'eiies 
d e  qurlque maniere que ce fcit; telle cependant que c!xcune 
de ces vnleurs f u b i l i t ü t . ~ ~  au lieu de  rî dans l 'tqu,ttion, réduire 
le  pfemier membre i z6i.0, indigt.~lda~:irncnt de toute vdleur 
particuliere d e p  , q , ~ t c .  

Par  exemple, la regle que cous mens donn&e (160) pour 
les kpuations d u  kcond  degré, r&&t gé&;.alemcnt ces équa- 
tions. E n  effet sL +.p x + q  = O ,p:ut repréiènter toute équa- 
tion du Gcond degre,  parce que  par p & q on peut entendre 
routes iôrtes de i i omb~es ,  poritifi ou n2gai@; o r ,  cette équa-  
tion réColue iuiyant cette mCms regle,  dotxeces  deux valeurs 

d e r ,  x=-ry  It_l/;p' - q. Qve 1.03 fubfii!ue maintmnt 
l'uiie de ces deux v.~leiirs, celle-ci Far e x e ~ ~ p l c .  . . . . . . . . . 
'-fP+VtP' - 4 ,  aul ieu  de 2, dans le premier membre de 

P 

I'équation x'+p.~+q=o, on aura (- ~p-5V",'p:--gj'+,~ -- pc< --z ( - ~ P + ~ f P ' - q )  + q ,  qui revient à : p L - y  p q 
i ~ p ' - c - ~ p ' + p ~ ~ p ' y q + 9 :  q u i ,  toute r:h(tion 
faite, fe réduit a ?.&o. Il en k r o ~ t  de rncrne , fi 1'017 CuLRiiuoit 

- fp- l / ;P' -  4. 
Cette exprefion ghéra le  des d;ffirenteç va!eurs de x dam 

une équation, e!l $autant plus di&ci!e à trouver, qüe le degré. 
dc  l'bquation eit plus ;levé, & i l  cil aifé de riritir que cela doit 
s tre,  fi l'on fait les réflexions fuivantes. 

Qielle que i t r e  la forme des valeurs Je i ' incontlu~ 
dans une équztion de degré quelconque, il el: certain qxe ln 
r6ro:otiûii Eén6rale d une équation d'lin deg i i  diterinini doit 
renfermer l a  réfolution Ces équatioiis ghé ra l e s  de  tous lm 
degrés irifi.ri~iirs. 

E n  c h ,  ia ri.iolution gtrirzl- d' i i i i t  éqiiation du cinquieme 
ùr%rP, par exein?le, telle crie x53;ux4~,qr (~+rxz+~x+t  =.O, 

ciair cionner poçr x cinq vaieurs , dont cliacune doit néceifaire- 
ment renfernicr toutes les lettresp, q, r, s, c. Or, l o r q u e  r cfl 
~ 4 r o  cette éqn-tlon ie réduit à rcs+px4+  qxs - + r r z + ~ ~ = o ,  
qui 6cam le produit de ces deux faR2urs x+- j -px~+~x~+rx-~-s ,  
oi x donriï I O ,  x = o ;  zO, x r + + p x ~ + q x a  + r x  L+JZO,  
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Donc des cinqvaleurs de x que donnera la r6Cclürion générzle, 
l'une doit alors Ce r idui re  à ' z é r ~ ,  & les quatre Iiutres doivetir 
être les racines de l'équztio!, x4+prci + g ; ? + r x  + s s o. Or, 
celle-ci n'étant que  6~ 4 e  degré , Tes racin, s ne peuvent avoi; 
que  la fgrrne de  celles d u  quatriune degré ;  dùnc puiCqu'elles 
font cn nibnie temps co in~r i f e s  danscelie du c icquiexe  degr&, 
i i f a ~ i t  que la rf%!u:ic~ de  ce l lec i  compren7.e la réïolution d u  
q ~ m r i e n ~ e .  On pr3uvera de i?-i&me que la réidution du qua- 
trieme doir comprendrecelle d u  troilienie, ainG d t  G t e .  Donc  
la r&lution d'une équation de degré quelcoi?qiie, doit com- 
prendie la réfolutisn de tous les degris infkrieurs. 

Delà on ppr t  conclare f i e  I'expreflion d e  l'une quelconque 
des racines doit renferiner toute* les efpeces de radicaux de- 
puis fon d e g r é  jvfqu'au prrinier '.Er. eget ,  il eR facile d e  voir 
que dmsquelque de$ que  ce Git , il doit y avoir des radicaux 
de ce dcgiC, pui:quc dnns l e  cas particulier où rous les termes,  
excepté le  premier ~c le dernier, manqueroient , l'exprelfion 
dcs valeurs cie x rcnferrxeraitun pareil radical; car l'équation 

m 

étant a!ors x m + k = o ,  on auroit x ~sz r/ - a ;  donc puifque 
l n  forme génirale d ï s  racines doir comprendre la forme d e  
celles de  tous les degrés infirieurs, elle doit renfermer tous 
l c s  radicaux depuis îcn degr;, jurqu'au premier. 

194. Après ces riflexio:is fur la formé des i-acinea, v o ~ o n s  
l a  rnhthode qu'on peut einployer pour les trouver. 

Celle que nous zlions erpof i r ,  confifie à coniidérer l'équa- 
tion qu'il s'agit de réfbudre, comme l e  réCu!:at de deux équa- 
tions à deux inconnues. Nobs avons vu ci-deffus (1 67). çom- 
ment on parvencit à réduire ces deux-ci à une f d e ,  q u i  ne 
renfmiie plus qu'une i~connue .  Il  s'agit donc de les choifiz 
telles que l ' i l i~nination prociuife uiie kquation que l'on yuillie 
fupporer la même o u t  l'équation propofie. NOLX allons voir 
queiles elles doivent être p u r  cet  eEet. 

Quoique cette mithode n'exige pas qu'on faffe dif+oEtre 
le iecond terme cie l 'éyation propofée, cependant les calcula 

* LorCque I'capofdnr de  l'éqcz- niais ils n'y font p u  moine imp:i- 
mion eA u n  nooi!:re corxpofé du ciremcnt. Par exeriiple , dans la 
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kranr plus fimples , lcirf?u'il n'y a pas de Iècond ternie, nous 
fuppolerons qu'on a fait évanouir celui-ci, pac la  méthode 
donnée (rgz).  

Ainfi, nous fippofërons que xm+pxm - >+?xrn " Z+rxm ' 4 

+- &c.+k = O ,  efi eq général l'équation qu i l  s'agit de ri- 
ioudre. 

O n  prendra le5 deux équatiods. . . . . . ym- r =o. 
& ~ ~ ~ ~ ~ + b ~ ' ~ ~ ~ ~ + c y ~ - ~ + d y ~ ~ ~ + ~ c c  ..... +x=o ,  
n , b ,  E ,  &c, étant des quantités inconnues que  l'on détermi- 
nera comme il va S r t e  dit. 

Par le moyen de ces deux dernieres o n  Climinera y : ce qui 
c o n h i r a  à une équation en x qui h a  du degré m,  2 n'aura 
point de fecond terme. 

Leç. coëfiiciens * des d iKrentes  fi lfances de x ,  iëroni 
compafis de a ,  b ,  c ,  & leurs puiffances. 

O n  égalera chaque coëfficient au coëfficient de pareille 
puiiIdnce de x dans l'tquation proparFe x" + pxm " ' + P<c ij 
ce  qui donnera autant d'tquaiions pour déterminer a, 6, c, &cd 
qu'il y a de  ces quantités. Lorfque a ,  b ,  c ,  &c, auront été) 
d&e;rninés, on aura toutes les racines ou valeurs de x ,  en 
fubitituant dans l'équation a2*' r+byrn-L+ym- J+dym-4+. 
Bc.. . + x = o ;  ces valeurs de a, 6 ,  c ,  &c,  &mettant fuc- 
cefiveinent pour y, chacune des racinesdel'équation ym-I=O 
qui font faciles à déterminer, conlme nous le verrons pai la 
iirite. 

197. Soit donc x3 +pz+ q = o , l'équation qu'il s'agit 
de réîoudre. 

Je preids y 3-r = O ,  & nyz+by + x = a. Pour  c h a h  y,, 
je multiplie cette derniere par y, 6i 111e:tant pour y fi valeur I 

tirée de l'équation y , ; i  I = o , j'ai byL + xy + d =o. Je' 
multiplie de même, c d e - c i  p a r y ,  Sr mettant encore pouryl 
f i  valeur i , j'di xyX+ cy :y b= o. 

* Le mot coëfiiisnr eR pris ici 
dans un Cens p uq i r r n d u  que  F;C ie 
paffé. 1 fignific en g h e r a l  ia rota- 
lire des quantités {oit nuniériques 

ioir l idralcs , q u i  mult;plient I'unc 
quelconque des piiiKances de z. 
Ainfi, dans xm-: ,p& le coc6cienr 
de xm% 

Ainl;, 
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&mg, j'aiier trois Cquationsayz+iy+x= o 
b y a + x y + a = = o  
ryL+ay- t -b=o  

Par kmayen des deux premieres, je prends la valeur dey', Bt 
celle dey , filon la rndthode des Cquations du premier degd i 

x x  - a b  O u - b x  
'deux inconnues; j'ai ya =i: . , &y = 

b b - n x  b b - a x g  
Je f i b i t  itur cer ya leus  dans la troiEerne tquation . . . . . . .! 

d - a h + - a s - &  
~ y s + a y + b = o i i ' ~  b O - a z  +bro,ou,  

chaffant le dCnominateur & riduifint, x1 - 3 abx + <il = o. 
+ b i  

Comparant ceae kquation avec XI +p x + 4 = O , i l  faut' 
pour qu'eues ioicnt les m E m e ~ ,  que -3 ub=p, &ai +& = g ; 
se font li  les dcux Cquations qui donneront a &6. 

P t a  prerniere donne b = - -; ïiff iniant dans la teconde', 
P' 3 a. en a a' - - =q , ou enmulilplianc par af , & tran$o~nt ; 

57 5 3  P i  aC - q  al = - , lquation qu'on peut (173  ) refbudre 
17 

O n  pourroit pcur - f r te  de- 
mander rJilcR niceiraire, pour que 
k r  dcux tquacionr deviennent les 
mfrnti , de les égalcr tcrmc i rcr- 
me; & s'il ne fuffiroi~ par d'écrire 
rl + p r + q . = x ' - a a b x +  
0' + b3 ? Voici Ii r9ponfc. 

11 c l i  indirpcsïable d'tgalrr cer- 
a c  3 rermc ; parce que pour que 
t s  deux équation f o i c n ~  Ici me- 
mes il faur que les crois rrciaes 
foienr l e s  rnfines dans chacune : 
or ccrrc condition cxige que Ir 
lommc dei racincs loir L m f r i  

A L G E B R X .  -. 

re qiii i lieu. a*. Que la fomme - 3 a b  des produits de ces racines 
deux d deux ,  dans l'une, foir la 
méme que la fomrnc p des rnirnec 
produits dans I'aiitre. zO. Que le 
produit a3 $- b' der rrois racincc 
dc l'une, foic Ic même que le pro- 
duit q des rrois racines de l'autre. 

'* Je ne donne ici qu'un Ceul 
Ggne, auicronii radical, parceque 
je n'ai bcfoin que  d'une valeur 
de a;  il importe peu laquelle cha- 
cune Grisfair 5. alemenr, comma 
nwr ~c rrrromfi-apr3s. 

P, 
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9 

don:) = I t q - r i q 2 + h p ~ .  
Or l'équation rya + by+x = O,  donnex=-aya-jyl 

o n a  d o n ~ x = - ~ ~ ~ ~ ~ + i ~ ~ ~ + ~  a7P - . * - . a  ...,,, 
-- 

Y~ t q  - vt  p+hP~,  q u i  renferme lei i rok  racines, 
Il ne s'agit donc plus que de c a n n o b e  les valeurs de  y. Or 

lYéquat'on y 5 - I = O, donne y3 = I , 8r par confiquent , en ti- 
rant l a  raci&ique, y 1. Pour avoir les deux autres raci- 
n e s ,  je iiivifë ( 18;)~;- r pa:y 7 I , & j'ai y'+y+ 1 ,  qui 
étant égalé à zero ,  donne 1 eqiiation qui renferme Ies deux 
aurres racines. Cette équation y' f y + r = O étant réfalue 

-II(- ( xoo ) donne y = - -- ; I a  trois valeurs de y fint 
1 

- T 4 , / - 3  8t le k o n d  i -- , on a ces trois valeurs de r.. ..# 

Z 

Si I'an riippoG, daris i'hquation + p x  +'q = o,queq= s; 
l'équation ie rédui t  alors 3 xi + P X  = O, ou (xa+p)x .Y= o ; 
donc l'une des rac ixs  eit x = o, & les deux autres Te trouvent 
en  réhlvant l'équation x' +-y = O, qui donne x = + f=T, 
& x = - /-; c'efi auI% ce que donne l a  formule générale 
des racines ; car la premiere devient alors r =. - 
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C = q r 3  -2 ep3 - Y - 3 i+ p = i -p. Qn verra de même 
pue la troiiieme eit - &>. 

196 .  Comme l'equztion a6 -p as I= d'od nous avons 
dédui t  la valeur a ,  i fix racines, on pourroi, peut-etre deman- 
der fi chacune peut être également employée ; & fi dans le cas 
où el l is  ièroient toutes P'galernent adrnifiioles, il n'en réful- 
teroit pas 1 8  valeurs différentes pour x ,  puirque chacune 
en donneroit trois. 

Chdcune des fix valeurs, d e  a efl également bonne ; mais 
l'une quelconque, donne pour x le9 mèrnes valeurs que tout* 
antre. En voici la preuve r -- - - - 
Fnifons, pou. fiinplifier Ic . calcul,l;/f - q+vi q2++p' =Q - -- l/ j p ~ :  42++P3 = n ; ~ l o r s  IJ+ation al i - 
f q & j q1 -+ +pi tkouvSe ci-deifus , Te changera en ceo 
deux autres irj = m 3  &a; =n',la preniiere donne d = m , & en 
divirdnt a J  -ml, p a r a -  rn , on aura a' + m  a + m a , q u i  étant 
Cgalé à zéro ,  donnera les deux autres valeurs de a,  que  Son 

-rn*rn{Zj 
trouvera être a = - o u a = r n  (-:+=V' -- - 3) ; 

1 Z 9 - T 
ainii les trois valeurs de a Con& rn, m. -- &. . . . . . . . .I 

- 1 -  
m. -- ' - '. On trouvera de même e e  l'équation al =-n5' 

Z - 
- f + i - 3  

donne ces trois autres a = n , a = n. --- . . . . . . . . .' 
& ns + bx T,  & en  mettant pour ml & nt leurs valeurs, -- 
. b ~ = 5 ' q - ~ a q a f  + p j  & 61 r ~ ~ + I / ; ~ l +  & p l ,  Ceff - à -  
dire, LI = nf & bj = mg, donc les valeurs d e  b b n t  telles qua 
Q b = rn n ,  enhr t e  que les valeurs de a & b a  qui  doivent; Jlq 
rune avec l'autre, iont tellrs qu'il Luit i 

P 
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a = n. .........,.... & = a r a  

z 
Subflituez maintenant rune quelconque de ces fix combinaid 

Cons dans x - -uya -by, en mettant Cu~ceffivernent poury ks 
trois valeurs, & vous aurez touiours ces trois racines x = - m  - R 

197. En conlidCranr les trois valeurs de x querlouravonsrrou- 
 es ci-deffus . on voit que tant que p  fèra pofitif, la quanti6 

q L  i- fma toujours pofitive , parce que 5 q' qui eR le 
quard de + q  fëra toujours pofitif, quand même fp k o i t  néga- 
tif. Cette même quantité Gra encore p~ i i t i va ,  tant queif' 

2nd que h p 3 , p  étant négatif. Dans ces deurt car, 
es deux ernieres valeurs de x f i n t  imaginaires. Car les deux rra C r  

radicaux cubes irant alors des quantitee delles & inCgala, 
leur produit par les qilantités iq &- i T T j  de iigrier con- 
traires ne G ditruironf pas mumellcrnent; aiiifi il rrBsra dc 
l'imaginaire dans chacune de ces deux valeurs de x. II n'y a 
donc alnrr que la premiere valeur de x , quifoit rtelle. 

198.PYIaisGp étant négatif,&pi ktro~voitp1~sgrandqucfq~,  
alors + q 2  - -&pl kroit une quantité négariue , Sc la quantid 

p3 fëroit imaginaire : neanmoins les trois valtiirc fi@-- 
e x k n t  alori delies. 
Pour s'eii convaincre , il faut d'abord obGrver que -- Viq*--- qu'on a alors au lieu de V+ q2+;LTp', eff h - 

mime choG que I/(hg1-t7l) x- i , ou que 
X fi ; ainfi,  pour abrcger , je fuppok 2 g = m & 

1 

viendra f m  - n G ;  or ces quantirés itant la m h c  chofi . 1 '  - '  - .~ 

( i j 3 ] p m + y i - r  j & m - n i = Ï 3 >  G on Ici réduit cn 
Grle, pag la p e t h ~ d e  donnée ( r ). r ) , on aura poux la prcmierq 
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& pw la fëcmdc, . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
,' I R l n s  f n l ,  1on4 l r o n r  

m I(z---- ~ + ; + - G - - & v - ~ - -  --., 
5m 

- G a - c . )  a43 m* 364i  m r  
ar ICS trois valoun de r , Te changent aIora e n . .  . . , . . . . .- . . r 

Subffituant, au lieu des deux radicaux cubes, les firies qui  
en fint les valeurs, on aura, a p r k  avoir f d i t  les iriulriplioa- 

tionr par & x - 2  , qui G rencontrent dans Irr 
l. - 

deux dernieres valeurs de x , 8r après Ies rédutlions ordinai- 
res, ayant d'ailleurs hgard à ce que iz3 x V- donne - - )/y*, 8i que tout eff muitipliC par rn i , on aura, dis-je.  . . . . 

Quantités dans lalq*>lles il n'y a plus dJiAy+.ires. 0; ni; 
pu trouver, juCp'a préfint , que cette maniere de donner, 
h n s  ce cas, une d e u r  algCbriqiie de l le  aux trois racines 5 
a i d i  on ne peur les avoir alors fous m e  forme rielie, que par 
approximation. Ce cas fingulier a fort exercé les AlgCbrifies, 
& on l u i  a donnt le nom dq car irrédunrble. 

Donnons main-enant quelques cxempies. 
Suppohs  q ~ * o ~  demande les racines de i'éqüarion. . , . . . . . 

ri+-6y1-3~+4=0; je  commence par faire di13arcitre (191) . 
Ioa ficond, terme, en fàifint y = x - z j cela rCduit 1'6- 
~ u a t i o n  à xl - I 5 x j- z6 =E. j er ROUS avom reprkhfibO 
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236 C O U R S  
toute Apation du troifierne dcgré, fins fecond terme, pal 
x j - t - p ~ + q r o ; n o u s  ivons d o n c p  ==--rj ,  q = 26, 
tn=11,iqz16g,+p=-r&hpj.- r r 5 ; d o n c ~ i ~ P ~  

v;63: sr  5 = v44; le? vois valeurs de  x fëront donc. . . . , 

C'elt-à-dire , que l a  premierc efi ntgaiive, & les deux au, 
trea imaginzires. 

Prenons pour Csond cxcmpla , l'équation x i  - 9 x - r O= o. 
Dans ce ca;, on a p  = - 9 q z -  IO: par confCquentSp =- j ,  
&P?=-~7  9 2 9 r-f&+lqa=iy;donc;q2++p'=if-z7=-2; 
cette équation efi donc dans l e  cas ir$du&ible. Ainli ,  fi l'on 
veut avoir les valeurs de x ,  il faut faire ulàge des Céries ci, 
deffus. Pour cot e r e t ,  on remarquera qu'on afuppofé m = $ q, -- 
& n = v5p3-i41; donc rn =-f & n= ~ ' 2 .  Pour faire les lub. 
Ititutions, on commencera pa r  évzluer fi qu'on trouvera Ctrc 

t - 3 
n ' , qui n'efl autre que rn ou ~r f OU - V' , & I'on 

I - 
mura m =- Y, 7099 ;alors il n'y a plus qu'l fubflituer: nous, 
nous bornerons i fubffituer dans l a  premiere qui deviendra 

2 O 
X Z +  1 ,  7099 [ z C + $ ( o r  5818)'-- (O, 2828 ; 4 , & ~ . 3  

34  3 
quantité dans laquelle il ne s'agit plus que de faire !es multipli- 
cations indiquées. Mais il efl bon d'obiewer en f in i i ln t  , Y" ses f6ries ne f i n t  d'un ilTage utile, qu'autant que rn e,t  p us 
grand que n ,  s'il droit pllts petit, on en farmeroit d'analogues ' 
pour  c e  cils,  en  ohfervant ce qui  a été dit (179 ) .  Au telle, 
lorfque rn & n difierent pcu,  on eB dans la nécelfi:é de czlculea 
un grand nombre de  termes. hTouç verrons par la fuite com- 
ment on peut approcher autrement des valeurs de  x. 

1 9 9 .  C0l&ons de  ce qui précède, q u e  tpu!e ëquation de 
cette f o r ~ e ~  l n  .+ pyan ?, qym rt.I r = O e a  réfiluble ; pu& 
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9u'en fairant x ,.ana x i  -i-pxZ -4- q I + r =  O, c'eff-A-dire, 
une équation du troifieme degré. 

Appiicalion au quarrienze degré. . , 

200. Repréfentons toute équation du quatrieme degrC fin1 
ficond terme. par x4 +PX'+ 4 x  4-r = o. 

Selon la regle donnée ci-ddus , je prends les deux éqna- 
tians y*- I = O  

E t a y ~ - t b y a + c y + ~ r = o .  
Pour  éliminer y, je multiplie celle-ci trois fois de fiùe par y 

& je rubfiirue à rnefure. au  lieu de  y+, fa va!eur I tirée dc i'k- 
quationy4- I r= O ;  ce procédé me  donne, ( c n  comprenant 
3a &conde équation), les  quatre kquations lùivantes ; 

qyI-t6y'-t-cy + x = o  
. 6y3+cyz+xy+ a = o  
€y1 -#- Z Y ' + Q Y - C ~  - 0  

x y J + n y l + b y + c = o  
Si, i l'aide des trois premieres, on t ire les valeurs dey' ,  

-x3 + b a r - b c ' + z a c x - a ' b  
y X & y ,  o n a u r a 7 3  =- 

ax' - z b c x 4  a b 1  + r j  - a1 ç* 

cxa-rabx+a~-a'+ b'c - a ? ~ - + b ~ ~ - ~ ~ x - b 3 + z a b r :  , ---- &y= -------- 
y'- a~'-zbrx+abl+~j-u2c axZ-2bcw+ab2+cj-u'c 9 
tiibflituant dans la derniere, on  aura ,-après avoir chaffé le dé- 
bominateur, fait les rCduRions ordinaires, & changé les iignes, 

s * - . + n c x 1 + 4 a ' b x - u + = o  
c z b  b x Z + q  b  c l x -  c4 

4- '5, 
-+- z a a c b  
- 4 n b ' c  

pour que cette equation rDit l a  mEme que x+pxz+qx+r=o, 
i l f au tdoncque  4 a c - t b ~ = p , ç n a 5 + 4 b c L = q , - ~ ~ 4 - ~ 4 + b +  
-t. 2 a'cl-  4 riéz c = r ;  ce f in t  ces trois équations qui daivens 
faire cpnnoître ' 1 ,  6 & c. 

Pour avoir i'équation qui  donnera 4 ,  je prends dans la fë- 
conde, la va'cur d e  a' -+ gZ, en divirant par 4 b ; & r a i  

oz + ca =J ; je puarre ce:te t p a t i o n ,  c e  q u i  me donna 
4 b  

44 
a 4  + 2 &cX+c*= -4% . & par conféqu&t a+ + c+ = - 

16b1 '  166' - a a ' ~ ~ ,  je tubBitue cette vakur de64 $4 dans la trgifiemq * P 
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premiere Cquation - ama-r bz  -p, je tire la valeur d e u ,  q u i 4  
- p a b a  - 

ac= -- , . iuuitituant dans l'équatiop - - 
4 

qq + ~ " ' ~ ' > & c ,  
i 6 b' 

ou enfin, chaffant les fratlions , tranTpofuit, réc!uilant , & or. 
danpant par rapport à L 

6 ~ 6 5 + 3 ~ p b ( + 4 p 1  b Z - . 1 q q - c +  
-16rb '  

Equation du fixieme degré, mais qui n'a que la difficulté de 
telles du troiliemt, en regardant P comme l'inconnue : o n  
appelle cette équation &a réduire, parce que c'elt à fi rdblu- 
dion que  réduit celle des épations du  quairieme degd. 

zor. Si i'on fait attention que le dernier terme q L  de cette 
équation a le iigne - on verra que bz  doit a v o i r  ;tu moino 
une valeur p d i i v e ;  car dans çe cas i'dquation ne peut avoir 
btt produite que par la multiplication de trois fatleurs tels que 

-1 )  ( b *  -rn) (La-n), au de trois fatteurs tels que 
b S + t )  (ba+nr)  ( h a - n ) j  il n'y a queces deux coinbi* Y' 

pairans qui puiflent donner le  ii ne - au d e r n i e r  tcrrn6 ; il 2 i aura donc au moins un fd&eur e cette forme b3-  n ; donc 
( J 78  ) b' -= a , c'en-à-dire, que da aura au moins une vakw 
pofiiive. Donc puifiue cette tquation donne i =*in, Laurn 
donc au moins deux valeun rCelles. 

los. Déterminons maintenant a & c. Les deux iquationa 
- 4  ac-a bL=p,& 4a1b+ 4ic1=qtrouvées ci-deffus,don- 

nent ~ a ~ = r : - f ~ - b ~ d ( ~ ~ + - ~ ~  - Y Ajoutant la premierc - bb' 
à l a  tëcondo, & la retranchant quffi -6 la ficonde, on aurq 
les deux dquations i i i v g e s  : 

tirant la racine quarrle de chacune, on aiira,. . . , . . . . . . . . . ? 
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Les deux tgnes de chapuil&urtion pouvant L m  pris dami 
tel ordre que 1 on voudra. 

Delà il eR aiG de diduire a & c ;  mais nous allons voir qu'on 
n'a behin que de u + c & de a - C. DCveloppons auparavant 
les quatre valeurs de x. 

LY+paiion ays+byX+-cy+xso, donne x = - ay3-bya-cy; 
i l  s'agit donc d'avoir les quatre raleurs de y que peut donner 
l'équation - I = O, ouy+ = 1. O r  en tirant la racine qua- 

trierne, on a y =+; r =+ 1 ,  c'efi-à-dire,y = i & y  =- r. 
Ayant trouvé cas deux valeurs de y, il  faut ( I 87 ) pour avoir 
les déux autres, divifir y+ - 1 ,  par le produityz - I des deux 
faBeurs y - I &y +- I , ce qui donne y' + I pour quotient ; 
é alant ce quotimt à z h o  ( 1 8 7 ) ~  on aura y* + I c a ,  pour 
1' f quation qui doit donner les deux autres racines, que SOR 
irouvera être y = -+ )/-7 & y  L- - i - Ï .  ................... L e s  quatre valeurs de x h o n t  donc. 

X E - a - b - c  ou x = - b  a+c) 
x = a - b + c  OU x =-b+ -7 a+c) 
~ r = a  J-r + b - r ~ ~ o u x = + B + ( a - c ) # - f  
x = - a d - r + b + c ~ o u x = + b - ( a - c ) ) / T .  

Subitiiuant, au lieu de a + c & a - e, leurs valeurs t rouvia  -- 
. idef is ,  hfaifhiancnt ion que& v( +ip+bl) x Ci. 

db --- 
= - ~ - v - & - : ~ - b ; ,  on aura ................. 

Equations dans ieGpelles il off facile de voir que dcs deux 
fignes +- & -, Gt  qu'on prenne le fiane fupérieur , foit 
qu'on prenne le figne infhieur , on nvra touj~urs Ics quatre 
mêmes valeurs de x ,  l'une quelconque d'cntr'elics ne  fa:fi*: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



alors que Te changer en l'une des autres. Aini;, pour une mime 
sa leur  de  b ,  on n'aura jamais que quatre valeurs de x; fivoir r -- -- 
ix=-S -v % - ; p - 6 1 ,  ~ = - d  + y $ - $ - b l .  

203. Puifque l 'éq~iatk~n du fixieme degré qui  doit donnerb, 
donne trois valeurs de  bl ,  on aura donc trois saleurs de d, 
c p i  aurcnr le f i p e  +, & trois qui auront le fignc -;or il efl 
faci'c ds voir que Ioit qu'on mette -t. b ,  Lit qu'on mette - 6 
dans les quztre aernieres valeurs de x ,  il en réfi l te toujours let 
quatre mêmes va!eurs. Il ne s'a it donc plus que de  faire voir, 
que rbncunc dei trois ralcurr c k  b qui  auront la figne +, ne 
donnera iarnais au f i  que les mêmes quatre valeurs de x. 

Pour le démontrer , reprenons les Cquations - 4ac- z b+p ,  
4 n 1 b + 4 b ~ ~ 1 = . 7 , & - a 4 - ~ - 4 + b + + z a 1 c a - 4 n b 2 c ~ r . Q u a r -  
rons la  dece ces équati~tis;  nous aurons 16 ba (d + ~ : ) ~ c q q ;  

-. 
--p - 4 ac 

mettons au  lieu de ba, Ta valeur - tirée de  la prernierc; 
2 - 

il viendra - 8 ( p  -t 4 a c)  ( a Z  + ca)' =g q. Subfiituons de 
rnênie, au lieu de ba ,  Cd valeur dans la troifieme &palion, & 

PP nous aurons, a ~ r è s  les rédufiions faites , - a+ - c4 + - 
,+ 4 4 l l C +  14 ~ 1 ' f ~ = I .  4 

Reprenons maintenant I'équarion du fixieme degri . .  . . , 
6 4 b C +  3 ~ p b + + 4 p ~ b l - q q = o  

- 1 6 d L  
Et fibffi:uans-y pour q y  & pour r leurs valeurs que noua 

venons de calculer. Nohs aurons après les réductions faircs, 
a après avoir d ivic  par 8 ,  i'équation fuivante ; 

Ob6+4p6* + z a + b L + - ( p + q a c )  (a3+c') '=o.  
- + z c 4 b 1 '  
- 8 p a c b a  
- 2 8  na cabs  

Or puif+'on a trouvé z ba= - p  r ,  il s'enfbit ( 1  87) quo 
3 B1 + p  + 4 ac doit divirèr l'équation 8 b6+ 4pb4, &c; ce qui 
a lieu en efftt. Si  l'on f2it la divilion, & qu'on Cgalc enhice 
i zéro, le quotient, pour avoir les deux autres valeurs de b?* 
en aura 4!4:8 ~ z ~ b ~ + a 4 + c + +  z alca= O .  

Ceue dquation etant réfilue a m m e  unir équation du feconb 
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aegré donne zba  = a ac ( a + c )  ( a  - c )  \r-I  , ou en  dou- 
blant, 4bZr=4ac-& ( a + g  (a  -- c j . f  - I .  Or le derniet mern- 
bre ef? " l e  quarré de  (a + c ) -J-( a- c )  V - I ; donc 4bi -, 
i ( a + c l +  ( a - c ? V - i  l a ,  & p a r  conEquent . .  . ..... 
' + * z b = +  n a + b ]  *(a -c ) V - i  1; c'eii-à-dire, = (ri+c) 
-+ ( a - C )  v7-  I j ainfi puifqu'on a trouvé ci-deifus , ba = 
- p - 4 a c  -t , les trois valeurs poIitives de b ,  Cont donc.. . . . , . . . - *=+v - p  - 4ac ---, b=; ( a - + - c )  + - $ ( a - c )  d -  1, 

- 

b r= $ ( a  + c )  - $ ( a -  c )  G. Reprtfentons la Gconde de 
ces valeurs, par c f ,  & la troitïerne par b" ; alors e n  ajoutant & 
retranchant,  on aura a  + c = b l  + 6) & (a-c) V - 1 = b l - b r f .  

Si l'on fïuiibit.tue Iqs valeurs de a + c Sr ( a -  c )  )/ - i d m s  les 
quatre premieres valeurs de x t rouvies c i -ddus  , elles Te ré- 
duiront a x = - b-b ' -  b  ', x= -6 + b ' t  b", r=+b+b1-b", 
x = + b - br +- bf', qu'on peilt encore mettre h u s  cette forme, 
x = - b -  bf-bff ,  x=+b+ bf+bfr-z b ,x=  + b+b'+bI1-t b", 
x = J +b1+b"-z  b'. Oh l'on voit clairement qu'il ne  peut y 
avoir que quatre valeurs dr,x; car fi I'on change,  par exemple,  
b en 6'; i l  faut changer en même temps b' en b ,  puifqu'on voit 
que  les trois racines b ,  b' bf' entrent toutes i l a  fois dans cha- 
cune de ces valeurs de  x. Or ce changemerit donne les quatre 
nlêmes valeurs pour x. I 

204. Revenons maintenant à l a  pretniere exprefion des va- 
leurs de x , c'en-à-dire, aux valeurs de x = - b - ( a +  c ) ,  
x=-b+ (a+c),st=-+L+(a-c) i / -  r,x=+ b- (a -c )  / - 1 .  

Elles iious offrent trois cas : ou <r+c & (a - c )  V -  r iont tou- 
res deux réelles, ou  elles font toutes deux imaginaires , ou 
enfin r u n e  des deux eit réelle,  & l'autre imaginaire. Or j'ob- 
férve d ' a ~ o r d  que  lorîqu'elles font ima inaires, elles peuvent 
toujours erre riduires i des irnaginairri f e  cette fornie, i/ - rn 
ou v' m. V - 1 ,  m t tant  une quantité réelle; car puiçqu'on 2 

6 ayant toujours ( t b  1) au moins une valeur r é ~ l l e  que 'l'on pcut ' 
* I l  iic faurautre choie, pour s'en ** NOUE ne prcnoni ici  q u e  le 

arurec, qiic q u a r r e r  la qiianriré 
(a  -i- c + a- c Mais li I'on 
d e n i a i i d e  coniincnt on a trouvé 

i'igne + pour la racinc du k o n d  
mentbre; parce que nous  avorir vu.  
ci-delrus, quc la  valcurn~gariveriel 

cela , on ic verra danr la Cuite. , rncneroir aux mêmesconclurionr, 
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i v e  *. 
%of. Cela pore, fi a -b c 8r ( a - c )  ?-I font toutes deux 

rielles, auquel cas, les quatre valeurs de x féront rbeller , puiG 
que b a tou~ours une valeur r k i l e ,  il efl esident que les deux 
autres valeurs de b a  ,&voir: [ (a+ c )  -~ -Ca-c )~  / - i l a  lerotat 
réelles & pofitivea 

zo6. Si au tontraire a -+ c &(a - c) r/-I font toutes deux 
imaginaires, auquel cas les quatre valeurs de x Iaront imagi- 
saires alors fi l'on reprtknte a +c par k d &(a - c )  d -  r 
par l / - 1 , k & 1 feront des quatités réelles, leion ce qui 
r ient  d'êrre dit (204) ; on awa  dpnc b1 =3: [(k-Z) ~ = I ] ' U  - ( k, ; c'eff-à-dire, qua lesdeur autres vaieurrde 6' le- 
roiit reriles , mais riégkves. 

207. Enfin, fides deux qiiantités a+c & ( a - c )  V - i ,  I'unr 
fetllcrnent eQ réelle, il efi &vident que , des quatre valeurs de x 
deux feront réelles, & deux irnagmaires i or dans ce cas on 
voit auifi clairement, que les deux valeurs de b' expriséor 
par [ ( 4 + O )  f ( a_! ) i -- r y feront imaginaires. 

2 0 8 .  Donc fi redute , confidérée coinme équation du 
troiiieme degré, a Ces trois racines rieIles 6% poGtives, 1'Cqut 
tioii du quatrieme degré aura Les racines rbelles. 

Si la réduite, ayant ces trois racines réelles , d e n  a qu'utic 
paiitivc. l'équation du quatrieme degré aurn fes quatre racines - . .  
srnaginaires. 

Enfin, r i t  ces quatre racines, deux fèront rkelles & deux 
feront imaginaires, fi la réduite n'a qu'une racine rkelle. 

209. PuiGue la formule des racines d'uiie équation du troi- 
-t Aeme degré , ne donne ces racines Gus une forme rlel!e, que 

lorhu'il n'y a qu'une racine réelle ( 197 ) , il faut concJure, 
qu'on n'aura les racines du 4. degré L u s  une forrne%e! e ,  
que loriqu'il n'y aura que &ux de ces racines qur foient réelles. 

sra. Voyons quelques exemples. Suppobns qu'on dc- 
mande les racines del'équation x t  + 3 x a  - 7 G X  + 48 r o. NOUS 
avons ici p 3 ,  q a- 5 2 ,  r a c  48 ,  & par conibquent 
9 ~ = 2 7 0 $ a  La réduite Gra donc 64bC+96b+-73 zba-z70-+=o, 

* II n'cc h a i t  pas dc rntplc, G pourroicnt irre des imaginai ra  
h n'avoir aucune valeur réellc. Car I -- 

m 
b étant une imaginaire de cette de - 
%-me i - k  , e+ br (M) ) /ci  
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wp (c i l  f i h r ,  pour fimplifier , = u ) ,  u'+ bus- 183 u- 
~ 7 0 4  d O. Pour f a r t  dirparoitre lc kcond terme, je 13UI 
œ = g -  2, CC quimedonne 2 j - r 9 ~ ~ - ~ 3 z z = o .  

Sclon ce qui a t té  dit (197)  fur ln kquations du troifieme 
degrt ,  on trouvera que 5 n'a qu'une valeur rielle qui e E  

' 3  - 3 
o u ~ = : i / ~ a f + V  z 1 9 7 , a u ~ = r $ f  13 =~r 18.Donc~ui@10 
u = ~ ; 2 , 0 n a u ~ 1 B - r = 1 6 ; p a t ~ o n ~ ~ q u e n t ~ b ~ r u ~  16; 
donc b = 4 & 6 E; a. Subilituan: cette valeur de 6, & celles dm 
p ,  g I i , . d a n s  les kaleurs de a + c & de (a-c) v l -  I t r o u v ~ e e  

ri-dcffus, on aura a+ c = ZI-+F' -- +*If- 
& ( a - c ) d - r = V ~ t  - f - 4 = / 1 =  r.Donclesquatrr 
valcursdexkronrx=-z-i-rz,xr-x+i-~z,r=+z+& 
k x s 4 z - I .  AinA les deux valeurs réclles ionc x=3, & ~r - 1. 

Dans cet exemple, les nombres Te h n t  trouvés tels, qu'il 
'&té poifible d'Cvaluer exaAemcnt chaque radical. Mais ces cas 
6 n t  fort rares. L e  plus Couvent, lorïqu'on veut avoir la va- 
leur numkrique dépghe  de radicaux, il faut évaluer chaqum 
radical, par approximation. 

Prenons, pour fêcond exemple, l'équation y4+$yi+9 yw 
32. y + 3 - o. Je cornrnrnce par faire diGaroime le Gcond 
terme, en faifint ( 192 y = x - t : j'aipour nt~uvelle équation 
~ 4 + 3 ~ ~ + z x - 3 = o . O n a d o n c i c i , p = 3 , q  = z , r = -  3.; 
ainfi la riduite devient 6+ b<+ 96 b*+ S 4 b 1 ~  4 7 ; O U ,  on 
hilant 4 bz  = u ,  u+ 6ua+ 21 Y - 4 =o. J e  GIS difparoître l m  
técond terme, cn ~ o f a n t  u= r-2, ce qui donne r 3 + 9  5 - 3 0 = O s  
équation qui  ( 197 n'a qu'une racine rielle, & q u i  annoncc , 
par conrCqucnt ( s o ~ ) ,  que l'équation du quatrieme d e g d  n'en 
aura que deux rtelles. Appliquant donc ler formules donni-s 

--=Y= -- 
&VJs--dxli+KJj.- iiji; donc p i + e 3 i a  - #a 
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U ............ p r  ironfiqucnt b - -= f / u ,  on a.. 
A 

3 -- 
a - i  Y- z + > < ~ ~ ~ + i / ~ r  + i i jY  SuMi- 
man! cette valeur de  b ,  celles de p & de q ,  dans les formules 
des quatre valeurs générales d e  x, on trouvera que kî d ~ u x  

.......... p l e u r s  riclles Cont compriGs dans cette Cquation.. - 

Riprxions Jür la méthode précPdenie , B jùr 
Jin upplication aux Equations des kgréa 

Ju~erierrrs an quatrierne. 

ZIT. L'équation qu i  nous a donne la valeur de é pour Id 
quatrieme degr6 , ri'a monté qu'au 6x;eme degré ; mais G 
nous avions cherché direAement .'Cquation qui'doit donner a,  
ou celle qui doit donner c , nous Grions parvenus à une kqua- 
tion du 1-4' degré, ainl; qu'on peut s'en convaincre de la ma.. 
niere fuivante. Nous  avons trouvC ci-deirus ( z o j  ), en tram- 
formant la réduite, - 8 ( p +  4 1 1 ~ )  x j aa+c2) '  =. q q ,  & 

PP - a+-CS+ -- + 4 p  ac  + I 4 a ' c Z  = r. Si l'on mulriplie cetir 
A 

derniere Cquation par ( p  4 q a c ) ,  & que du produit on 
retranche la premiere , on aura ,  après les rCdu8ions f itesi  

5 1 s  a J c 3 + ~ ~ 6 p a ' c ~ + 4 o p p a c + z p ~ =  O 

j z  r a c - 8 p r  

e 7; POUT k l imiwr  c , donnera 1 6 )  u h  équation du x4e degrCi a Mais Lns  Ce donner> peine e faire ce calcul , on peut s'en 
effurer encore d e  cette autre maniere. 

L'équation-- 8 ( p  + 4 nc) (aa - cl)'== qq  donne (aa -cl)' 
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La t aCc'.  Or 6 i'on r f b u t  l'équation 5 r z a3 c3 -t &c , qui, en 
confidirmt a c comme l'iriconnue , eff du troifieme degré, o n  
aura un: valelir de a E ,  qui é t m  fubiiituée dans le fecond 
membre de l'équation a. , c+ = 19c , en  fera une quantité roure 
connue que j appelle A; fi l'on r -p&nte maintenant par B ,  

B 
cette valeur de a d ,  on aura c s -, donc l'équation a+ +- ce 

IL 

c A ,  deviendra 08-A a,= - B+,  quinyant huit racines, donnera 
huit valeurs de ri. Or a c a trois valeurs ; on aura donc t ro is  
équations du hui tk tne  egrF, & p ~ r  c ~ n f é ~ i i e n t  2 +  valeurs 
pour J ; dotic I'kquation en a ,  fera Lu 24. degré. 

11%. Mai5 on vnit  en iiiéme temps que les expofants d a  
t ~ u t e s  les puiGnces de a, que-ceftc équ,brion renfermera, Te- 
*ont des multiples de 4 ; pull ue ( i 8 j ) ell, k a  le d c  
trois quantir6s l e  La forme dc &.A ri+ + B*, devant renfermez 
les 24 racines que ces trois - c i  fourniffent. Donc fi i'on f d i ~  
4. = a ,  on aura en u . une iqiiation du fixiernc degre. d r  je 
dis que cette équation ne peut rcnfernier que des rndicaux 
quarrés e( des radicaux cubes, ce qui eit évidelit en rtfolvanr 
l'équntioii a' - Au* = - B* comme un équation'du fëcond 
dégré ; car alors on aura a4= A *y '+  A A -B4, cpantitC 
dnns !aque'le A & B ne peurent f tte cornpdés  que de radicaux 
quarr ts  & de radicaux cubes ,  pltiLp'ils ne dépendent qua 
d'une èquation du troifierne degré. 
z r 3. Si I'on Te rappelle tndinrenant ce que nous avons ru 

fur le tro;fi;rnc Zegré, où la réduiie Ctoit a6 -?a3 = ,+pi ; 3 
eit clair que  at ne peut renfermer que des radicaux quarrCr. 
Enfin il eït ivident que dans l'éqiiation du fécond degr€ 
iàns fécond terme, x z  4 p =O , cn faiGnt coyme  ci-dellus 
y-I ~ o & a y + x ~ o , l a r 6 d u i t e 6 r a p 1 +  o q u i n a  
danae qu'une va l eu r  pour a' ; ninfi La riduiie du &:ad degr€  
ne donne pour ai qu'un radical du premier degré , c'eR à-dire,  
une quantité h n s  ra lical. 
Donc, en remontant,  on conclura par analogie que fi lia 

réduite d u  chquiente  degré ne renferme d'autres puiffances 
de a ,  que celles qui font des multipiies de 5 , Ia vnlcur de d 
n e  renfermera que des radicaux quatriemes, dcs radicaux CM 

Les & des radicaux quarrés; d m c  fi i'on dtrnontre que pa r  
la méthode a&uelle, certe rédiiite ne peut renfermer que   de^ 
puidinces de a ,  dont les e x p o h  foicnt des multiolies de y ,  
il s'enfiuivra que .cette rneme méthode réduit LI di.fficultk de*: 
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3140 C O U R S  
' iqi iat ions du cinquiemc degré, 4 celle des degres inflriwib 
Or voici comment on peut r'affurcr que la rkduite n'aura par 
ddutres puiifnnces de a. 

z ~+.Suppoîdnt.j  +PX# -t-PX>+-rx +J=o, repréGntr 
ginérakinent tod9r cquation du cinqiernc r i .  Et prenant; 
Alon la mérliode, n <-un clratioils y< - 1% a p  f b y '  
+cyZ + dy +- X =  O on a w a ,  après avoirchairé y de la même 
maniere qu'on l'a : .a iqué dans l e  troifieme & le quatrienu 
&gré, onaura, dis-je ............. .................. 

XI-  d ~ i + f b d : x ~ -  5 cdsx +as a a 
L j r ~ ~ ~ + ~ ~ ' ~ ~ z - ~  ulbx -1-61 

+ 5 c1dx2- j bidx +- cs 
+ ablx'- 5 a d x  +d< 

+&a dax- fa'cl 
+ 5 b'cfx - j adk - 5 ubcdr - 5 ab& - 5 bcid 

+ 9 aabc' 
-t 5 a'b'd 
+$b'crP + f ac'ds 

'Ayant donc égal6 le coefficient de x', Ap; celui de ra, A J : 
~ l u l  de x , à r ; & enfin la toralid des termes fins x, z; on 
mura quatis équations dans l e ~ u e l l e s  fi l'on fait b =ga',chl, 
d =ka+,  ce qu i  efi très-permis, ces quatre dquations fi chan- 
geront en quatre autres qui renfermeront g, h,  k & a ; mais il 
m'y aura d'autres puiffanses de a qué a', alo,  &c ; donc fi I'M 
r o n p i t  qu'on ait Clirniné g, R & k , l'équation finalene renfer- 
mera pas d'autres puifiances dé a que celles doht l e #  rxpb 
h t e s  fëront des multiples de 5. 

ZIF. On voit danc , d'après tout ce qui prAddé, qu'A 1'l- 
rd de a ,  c'eft-à-dire , à l'é,rard du premier coe6eient daire 

&intian cym"' +6ymma +. & c  , + s = O, la réduite d 
du iecond degré ou du degrc! I .z , pour le fecond degrh 
Dans le troifierne, elle eff du âxierne degré , ou du degd 
1s . z .  3 . Dms le  quatrierne, elle eR du vingt-quatrierne, au 
d u  degrt I . z . 3.4. Tl y a donc bien lieu de crozre que, 
dans le einquierne, elle iera du degré I . z .  3 4.1, c'eff-à- 
dire, du rzoe; & du 7 x 0 s  dans le fixieme degré; & ainfi 
64 ri tu. 

Et 
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E t  quoique , dans lequatrieme degré , o n  trouve u r e  réduite 
ui n'eit que du fixieme deg ré ,  c'rit une fimplification acci- 

!entelle , q u i  aura lieu d'une uinniere analogue 
dans les tquations dont i ' expotnt  eff u n  nombre compoCé, 
mais nondans celles dont  l'cxpoiant eR un nombre premier. Pn 
elTeet, il eit facilc de voir pour l e  4CVdegrC, que ccttc fimplifi- 
cation eit .due à ce que  b ,  dans chacune des équations oh il 
entre,  a &es relations Cemblables i i'é ard de a, & à l'égard 
d e  c ;  a u  lieu que a n'efi pas dirporé f e la niéme maniere à 
l'égard de  b q<àSégard de c. Mais dans l e  cinquieme degré, 
il n'y a aucune des quaiitirés n , B , ç, ri, dont on puiffe d i re  
ce que nous venons de dire de 6, dars  l e  quatrieme; ce qui eif 
Lc i l e  à voir par les coëfficients de l'équation x i  - ( a d  + bc ) 
x'+&c,  3 O , rapportée ci-deiriis. 

a 16. Quoi  qu'il en [oit, puifiue la réduite dti cinquieme de- 
ne peut renfermer d'autres puirances de a ,  que celles dont 

cs expofins Cont des multiples de  j, il paroit donc qu'en y f 
faiiant as = u , i'équation du 24' degre qu'on aura d o r s ,  n e  

peut  plus renfermer que des 4, des ;/ & des (I, puif+e 1'6- 
quation a5 = u ,  donnant a = ;/ u, met en  évidence l e s  
radicaux cinquiemes que  doit renfermer l'équation propo- 
ike. 

On voit par-là c e  qu'il y a i dire fur les degrés plus élevés. 
Ceux qui defireronr plus de  détails fur cette matiere , peuvent 
confuiter ks H é m .  de L'Acsd. des Sciences ann. 17  62 & I 76f , 
où l'on trouvera, en  même-rems , plufieurr claffes d'équations 
qui admctyent une réblution algébrique facile, ainfi qu'one 
autre méthode dtduite de  celle que  nolis venons d'expokr , ik 
qui fimplifie le travail dans les équa t io~s  dont i'expofant n'eR 
pasun nombre premier. 

217.  Notre méthode fiuppofi, comme on le voi t ,  qu'on 
puiffe toujours avoir toutes les racines d e  l'équation à deux 
termes yn - r = o. Or c'efi ce  qu i  ne Guffre aucune diffi- 
c u l ~ é ,  puifqu'en ayant toujours au moins une , par une fim- 
ple extraltion d e  la racine du degré n , c'eli-à-dire, ayant tou- 
~ o u r s y  = 1 ,  lor$ue n ei'l impair ,  & y = x, y = - x IorGue 
n eR paie, la difficulté d'avoir les autres, efi tout au plus d e  
r!Coudre une dquation du degrén - I ; c e  qu'on eR cenré fa- 
voir d e @ ,  lorfqu'on p a r e  I la réfolution- d'une iquation gC- 
métale du degré n. Mais la di$cultt c'efi pas même de cm 

A L G E S R E ,  !2 
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n - I  
degd  ; tllc n'd gEnSral que du degrE - , Iorfque n CR 

n - s  L 

impair, & du degrk- lorique n CR pair, parce qu'apré~ avoir 
7. 

divifé l'équation x par fà raciney - I l o r r Ï s  n tA impair, 
ou par (9-1 ) ( y + ~  ) , c'eit-à-dire , paryz - 1 lorrque n 
pair, le quotimr, ou l'tquation qui doit donner les a w e s  ra- 
aines, k r a  toujours de cette f o r ~ ~ t c ~ k + ~ k - :  + ~ - k - j  -+. 
Rc... . . -+ I = O ,  k Crint un nombre pair. Or cette dquatioi eR 

k 
décompolable en un hombre - de k&eurs du îecond degré, r 
uls l u e  y'+ hy +- ! ; & l'équation qui donnera A ,  ne montera 

t 
&mais  qu'au degré - Je ne m'arrkte pas 3 dimoatrer en ditaiil 

i. - 
ascte derniere propofition; on s'en a u r e r a  en prenant, par 
exemple, pouryZ+y7+y6+y1 4 y + + y ~ - t y ~ - t y + ~  ,une 
quantitk telle que y'+-ay5+by++cysf dylfry 4 I , la nul- 
W a n t  par y' -+ h y  -+ T ,  & égalant le produit, terme i vrme 
i-j' +y7 +- &c ; on aura dcs Cquatims d0r.t il f i ra  facile de 
tuer a, C , c ,  d ,  e ; & l'équation en h ,  fera du quatrieme de- 
gr t .  Vo ez , pour la  démcnflration ginérala , le Tome ri d u  
Nem. d PiirrrLouig. 

Dcs Div$urs cornmen/oralles dcs E y uaiions. 
118.  On voit, par ce qui prédde,  que I'exprc[Iion gin& 

ralc dcs racines des équations &tant un cornpbfC de radicaùx de 
d:3Strei3s degres & différemment mêlés entf eux, il peut très- 
Lien arriver que quoique la valeur d'une ou de plufieurs ta- 
cinei G r  Lin nombre cornmenfurable, néanmoins elle Te pré- 
fente fous une forme incommenfurable ; & c'efi ce qui arrive 
en effet dans le troifierne & le quatriame degr&, & qui arri- 
vera, $us que probablement, dans les autres degrés. 11 elf 
donc utile d'avoir une mtthode pour trouver ces divifcurs 
eommenfwrables , lorrqu'ii y en a. 

Comme le dernier terme d'une équation tft le  produit de 
toutes Icr racines ( 180 ) , aucun n o n h é  ne pcur donc être la 
valeur cornmenkrsble do x dans une iquation ,. qu'autant qu'il 
icra divifiur exaA du dernier terme. On pourroit donc prendre 
hccenivcment tons les divifëurs du dernier terme, & les Tub- 
&u,w &ççv.fiiremtnt tant. en + qu'en -, ( car x peut avoir 
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aufi bien des valcurs nçgatives comme dc s pofitives) , an Iieu 
de x dans l'équation : alors le d iv ikut  qui rubflitué zinfi, r t -  
duiroit toute 1'éa:iation à zero.  feroit 18 valeut de r. Rien - a -~ 

. - 

entendu, que nous fupp&ns i c i ,  qu'on a fait paircc tous 
les termes d e  1'équa:ioh dans un feu1 membre. 

Mais cette opération feroit Guvent très-longue; nous al- 
lons faire voir à quel carzAere oti difiingue ceu* qu'on doit 
admettre & ceux qu'on doit rejetter ; mais auparavant, il faut 
expohr cornirient on trouve toüs les divikurs d'un nombre. 

z rp. Pour trouver tous les divifèurs d'cri nr~mbre , jl faut le 
divikr Cucceflivement par les nombres premiers par lefquels jl 
pourra être d iv ig  , en commençant par les plus fimplcs, @ 
continuer de  divifer par l e  mime nombre tant qua cela !k 
pourra. Aiors on écrit à part & fur urie même ligne cous ce6 
ncmbres premiers,  8: chacun autant de fois qu'il a p u  divirer. 
On les multiplie enfuice, deux i drux , trois à trois, quatre 
3 quatre , &c; ces produits 8i les nombres premiers qu'w a 
trouvis , & I'uvitC, forment tous l e s  divileurs cherchCs. 

Par c m n p l é ,  veut-on avoir tous les divifeurs de 60. Je 
divife 60 par z, ce ui me donaq 30 ; je d iv ik  30 par a ,  ce  qwi 
me donne T 7 ; je I iv i ie  r ( par 3, cc q u i  nie donne 5 ; enPm 
je divile y par 5 ; ce qui me donne.?. Ainfi les diarileurs pre- 
miers h t  z , z , 3 , 7 ; je les multiplie deitx i deux, ce  qui . . . . . .  
medonne 4 ,  6 , 1 o ,  6 ,  10, r y .  

Je les multiplie trois à trois, & i'ai, 1 t , r o  , 30 , 30 j enfin 
les  mi i l t iphnt  quatre à quatre, !'ai 60. 

Raffemblant tous ces diviGurs, cn rejettant cependant ceux 
qui fe trouvent r é p i t b ,  j'di, en y comprciianr l'unité qui cfi 
divikur  de  tout nombre.  . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . .. . .: 

' > ~ , 3 , 4 r I > 6 , ' ~ , " > ~ l r ~ 0 , 3 0 > 6 0 .  
2zo. S u p p o h s  maintenant qu'on veut avoit les i i v i f èun  

coinmenfurab:es d'une équation, lorfqu'elle e q  a. Par exeniple, 
d'une Cquation du quatrieme degré , reprCfëntCe gCnCra!s- 
mcnt par x4+pxs + qx+ r x + s  = o. P.cpri-fentoris ce dvi -  
fëur par x -+ a; alors lY&pation ropoGe peut donc ( 1  83) ê t re  
confidirie comme i y m l  C d  forLee  d c  L muitiplicîtion de 
x -t a var un falieur du 3 C  degré, tel que 3 1  +kx+nx+n ; 
multiplions donc ces deux faAeurs l'un par  l'auite ; nous aurorss 

~ 4 - + -  k x ~ + m x ' - + - r t ~ + ~ n n o ~  
-f- a w 3  -+akwa+ amw 

p i  devan: être la mime c h 0 6  x tS -pd  + q x ' ~ r x - i - r a  o, 
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donne les éqçations fuivantes k+a=p, m+ak=q, nfarn=rj  
s r -- n - rn P - A  

a n = J , o u n  i - , m z  - - , k e q - .  r - - 
n u IL a 

Suppofins donc maintenant qu'ayant pris pour n un dei 
divireurs du dernier ternie,  je veux iàvoir s'il peut être admis; 

s T - n  
les équationsn = -, m = - Src , me d ikn t  : DiviGz le der- 

a a 
nier terme d e  l'équation par ce divireur; retranchez le qua4 
tient du coefficient de x ,  & divirez le refie par ce m i m e  divi* 
feor ; retrancliez c e  iecond quorient , du coefficient de  a', & 
aivifez l e  refie, encore, par le même divileur ; & ssniinuet 
toujours d e  même jurqu'à ce  que vous foyez arrivé a u  cocffi- 
cient du ficoiid terme d e  l'équation , pour  lequel vous devez 
trouver I pour quotient. S i  le divifiur que vous avez pris, fi- 
t idait  à toutes ces divifions , i l  peut sûrement être pris pour a ;  
mais fi l'une feulement de  ces divifions ne peut etre L i t e  exac. 
tement,  le nombre que vous avez choifi doit ètre rejetté. 

Comnie l 'unité eR toujours d i v i h r  de tout nombre,  il eR 
vifible qu'il faudra a u f i  tenter i'unité, tan: en  + qu'en -; 
mais on aura plut& b i t  pour celle-ci de  l'examiner en I'ublti- 
tuant  ~ucceffivemeiit + I & - I au lieu d e  x dans l'tquation ; 
fubitirution qui CA trss-facile, puifque toute puiffance de +- I 

eR + 1 , 8 que toute puiEànce paire  de - I e n  + r , &toute 
puiifance impaire, - 1. Si ni l'une ni l'autre de ces deux 
fubi'titutions ne  donne O pour réfultat, alors a ne peut étrc 
n i +  1 ,  ni - 1. 

Cela pofé , voici comment on procfdera à l'examen de 
toiis les d i v i h r s  du dernier terme, autres que l'unitt. 

Suppofons qii'on demande fi i'équation x4-9xj +z3x2-zo~e 
4- I $  r O ,  a quelque diviGur commcnfùrable: je cherche les 
divifèurs du dernier terme t q , autresquei'unitt ; les ayant trou- 
vis, je les écris par ordre d e  grandeur,  (an les prenant tanr en 
-i- qu'en - )  comme on le voit ici à la premiere ligne des 
nombres. x ~ - ~ x ~ + z ~ x ' - ~ o x +  1 5 x 0  

Divireurs de i f  .... + I j,-+ q,+ 3,-  3 , -  9, - 15  
' - + 1, 4 31+ 1,- 5,- 39.- 1 - 21,- 23,- 25,-11,--17,- 13, 

4- 7 
-t- 1 8 - 6 
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Je divifè l e  dernier terme + I 7 par chacun des nombrcs de 
.)a premie~e  l igne,  & j'écris les quotients, pour fëconde ligne. 

J e  retranche chaque terme de  la Gconde ligne, du coëffid 
cicnt de x, c'efi-a-dire, de - 1 0 ,  & j'écris les reffes pqur la 
troifierne ligne; 

Je divile chaque terrne d e  celle-ci par l e  terme correrpon- 
dant de la premiere ligcie, & à m e h r e  que je trouve u n  quo- 
tient exaA, je l'écris. Ici je n'on trouve qu'un, fivoir +- 5 ; 
ainli je fuis sûr qu'il ne peut y avoir qu'un d iv ikur  comrnen- 
fürable. Mais [oit qu'il n'y ait qu'un quotient exaA, Coit qii'il 
y en ait plulieurs ,on continuera en cette maniere. 

J e  retranche chaque quotient, du coëfficient 2 3  de x" ,  & 
j'écris les reffcs pour cinquieme ligne ; c'el? ici 1 S. 

J e  divifi, de même que ci-devant, chzcun de  ces rcftes par 
le tcrnle correrpondant de la premiere ligne, & j'écris chaque 
quotient au-deilous ; c'eft ici - 6. 

Je  retranche chacun de ces nouveaux quotients, du  ccef- 
ficient - 9 de x3 ; j'écris les reiies au-deffous ; c'efi ici - 3 .  

Enfin je divife ceux-ci ,  encore par l e  terme correfpondant 
d e  la premierc hite. Je trouve pour quotient -+- I ; d'où je 
conclus que l e  terme correbondant - ;, de la premiere ligne, 
eR a ; & que par conréquent le  divileur x -I- a, elt x - 3 ; 
c'elt-à-dire , que x - 3 divife l'équation : donc x = 3 efi la 
valeur commeniurable de x dans l'équation propofée. 

Non-feulement , par cette méthode, on trouve le divifeut 
d e  l'équation; mais on trcuve encore le quotient. Il a qu'à 
prendre dans l a  colonne qui a Czrishit, les nombres qui fi 
trouvent fur les lignes de numéro pair à comptx  de la pre- 
rniere; ces nombres formeront le dernier terme, & les coëf- 
ficients fuccefifs de x, x', x 3 ,  &c , ~ n s  l e  Iécond faAeur de 
l'équation. Ic i ,  par exemple,  on trouve - $,-t y, 1- 6 3- 1 ; 
j'en conclus que le fécond faL9eur efi i x3-  6 n3-+ J x - J , OU 
r 3  - 6 a' + 5 x - 5 ; encorte que l'équation propofée , elt le 
produit de x - 3 p a r x j -  b x x +  y x- 5 .  

Nous prendrons pour Iècond exemple, Ytquation fiivante : 
, x ~ + 2 x Z - 3 3 x + ~ 4 ~ o  

Divi leur ide  I + . .  ...+ 14, + 7, -t. 5 ,  - 1, - 7 -14 
-t- I , + z , +  7,- 7 , -  Z I -  

349 - 3 I ,  - 40, - 26,-4 1 , - 3 %  - 
5'7 - 2 0 ,  + 1 3 ,  '+ 7, + 2 2 ,  - 1 x 3  

?k 1 , + 1 = s  

!2 & 
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E n  opirant comme dans l'exemple préddent ,  on'ke trouve 
ue les divikurs 7 i , qu i  huriennent l'épreuve jufgu'à la 

&rnicre ligne; mais l e  fècond , r'rlt-Aire , r , ne peut lais- 
faire, parce que le dernier quotient u'il donne , eR I 1,  au 9 . .  lieu qu'il doit ;me 1. Ainfi il n'y a qu un divdeur coinincnh- 
table ,  & c'cftx+ 7. 

2 2  1. Cette méthode s 'ap~l ique  également aux équations 
Littéralesi ii elles ont le mcme nombre de  dimenfionr dans 
chaque terme, alors on  n'icrira en premiere ligne, que  ceux 
des divifeurs du dernier terme de i'fquation qui ne font put 
d'une dimenlion. Si-le nombre des dimenkons de chaque terme 
n'eR pas l e  même ,  on le rendra t e l ,  en i n t r o d u i h t  une letire 
dont!es puiflances comp!ettent cenornbre dedimenfions. 

Quand Ic nombre des dinienfions clt le même dans chaque 
terme d'une tquation , on dit alors que i'équation e n  hornogine. 

2 2 2 .  Noua avons fippoG que le premier terme n'avoit au, 
cun coëfficienr; s'il cm avoir u n ,  le d iv ikur  au lieu d'êrre 
fipiplernent x + a ,  

firait en2 Onéral mx + a: & m bit 
uelqu'un des faAeurs du cae cient d u  premier terme. Alors 2 Son vouloir faire u h g e  de la rnCihode prCc&iente, il fau- 

droit pour chaque faaeur ,  au lieu de  la rcconde l igne,  employer 
eerte feconde ligne multipliée par m; au lieu de  la quatrieme, 
m p l o y a r  cetie qumieme multipliée par nr , & ainfi de fuite : & 
n'admettre pour a ,  que les termes de la premiere qui auroient 
9 o u r  correrponddiitr; dans la dernierc, le ircond fd&eur d u  
premier terme de  l'équation prepoiée; inais il fuffira d e  pren- 
dre en +les nombre6 que l'on effaicra pour m. Au reffe , on 
peur rameCa ce cas an précédent, en fôifint évanouir ce 
coë&cient par l a  mtthode donnec ( I ri ). 

zz 3 .  Lrfqu'une Çquation n'a pas de divifëur cornmenTuta- 
rable du premier degr l  , elle peut néanmoins en avoir du fë- 
sond.  O n  peut trouver ceux-ci pur une méthode analogue i 
celle qu'e naui venonr d'expofér ; mais les calculs deviennent 
très - longs. On aura aufitôt  fait en cette maniere, Reprk- 
fentez c e  fatteiir par =is + mx + n; multipliez-le par un aune 
faCteur convenable pour produire une tluantité du degrt de 
l'équation propofée, c'en-à-dire , par u n  faEteur du troiiierna 
degré, tel que x l +  a x f  + bx + c ,  fi I'iquation propofke eR 
du ciriquieme. Egalez le produit terme à terme avec l'bqua- 
t ion ,  vous aurez autant d'iquations par:iculieres que d'in- 
connues r i ,  & ,  r ,  m , n , &c. De ces equations voiis tirerez 
airement les valeursde a, b , c , que voua fubff iruerez dana ler 
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bqoations refiantes; alors vous aurez deux équations qui  rr 
renfermeront plus d'inconnues que rn & n. Chaffcz m ,  par les 
regles donnees ( 1 6 7 ) ,  & cherchez les divifëurs comrnenfu- 
rables de I'tquatiohi en n. Vous aurez la valeur de r i ,  pa r  le  
muyen de laquelle & de  la valeur d e m  en n que vous a u r a  
en tlirninant , vous détcrmiricrez rn, S( par confiquent le fac- 
teur xa + m x  $- n. 

O n  voit par-là , comment on doit s'y prendre pour trouva 
tes faaeurs cornmenfurables des 3@,  qe, &c, degris. 

De I'Extruerwn &s Racines &s Quanrirés rte 

zs*. Les éqiiaùons qui Te réfolvent i la maniere de cella 
du feeond degré (1 73) conduicent i des exuefions de cette 

--A 

forme tr7 + v ~ C ,  OU vx-1-ix, OU &c. Ces quantités 
peuvent Couvent Ctre runenées i ne renfermer que des quaa- 
titis rationnelles & de f i rnpk  radicaux quarris ; ou fwlemtnt 
des radicaux quarrir ; ou encore, des radicaux quarrés , rnulti- 
pliés ou divifés par un radical fimple de mime dcgrC que le re- 
clicai Iupérieur. Voyons comment on doit s'y prendre p u  1s 
quantités de la forme 1/ C + r/ D. 

J e  reprifente cette quaiiiiti Par I rn V n. m & n Ctant - 
deux incnnnues. J'aurai donc VC -+ VD - V rn + V n ; en 
quarranr, il vient C + i D = rn + z GZ + n, Comme j'ai 
deux inconnues & une feule équation, je fuis maître de déter- 
miner l'une de  ces inconnues par telle condition que je vou- 
drai ; je puis donc hppo!ër z I T n  zr VD, & alors l'équation fi 
réduit à C = rn + n ; je quarre la premiere de ces deux-ci , & 
1a Iéconde , j'ai 4 nin = J3 & ni2++ mm 4 na = C a  ; je retrancha 
h prtmiex de ces deux équations-ci, de la Leconde, & j'ai 
m z - t  rnn+n'=Ca-D;d 'oùl 'onvoi tquepourque m & n 
foient commen~urables, il fm que la valeir de Ca - D kit un 
quarré , puikue ma- L mn + n l  eR un quarrC. Tirant donc I i  - 
racine q u a d e ,  on aura rn - n = ~ c ~ - D  ; 6r nous iwions, 
mi-deffus, m + n - C; ajoutant & retranchant ces deux Iqua- - 
*ions, & divirant par. I. on aiira m 5 : C + VCS-D, li - ~=:C-MC+=D; donc ........ 

Q 4  
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$48 C O U R S  --- -- v f  c+: ~ c l - ~  - c ~ : c - $  ~i.-3; or qiiaiqiis 
chacun des dcux termes d e  ce Cecond n?ernbrc renferme deux 
radicaux, cependnnt chacun n'en aura véritablement qu'un -- 
fiul , IorQue C + \/G fera réduftib!;, puiQu'alorç Ca-D 
fera un qudrr i ,  ainfi que i.ious venons deqe  voir. 

Prenons pour exemple la  p a n t i t é  1/7 -+ r/g : ici ,  C = 7, 
/ f i ,  & par confiquent D = 48, dont Ca-D=+g-48=1, 

& = J I = I ; on aura donc. en fubfiiruant dans la  far- - 
mule  que  nous venons de trouver,  t- i48 i:+ : - 
+ r / + f =  /4+ q j = z t  ~ ~ . ~ i 1 k r i a v o i r f r i : + 6 \ / ; r  
e n  faihnt p a G r  6 6 u s  le ficond radical ( . I  IZ), o n  auroit 

vr+t;, que l'on trouvera d e  même fi réduire à 3 -+ t r .  
Pour Gcond exemple. nous prendrons.. ............... 

-- v4 oc+ z @+c) (a - c ) i -  I que nom avons dit ci-deffus 
( I I 3  ), valoir (a+ c) + (a - cJ .J - 1. Si i'on fait paKcc 
a (a+) (a-c) Tous l e  radical izi ,  la  quantité. ....... - 
V4 uc 4 z (a+) (a-c) d -  I , devient. ............... 

-- - .  -- - 
f r a a +  f- 4 .  (a+r,IL ( a - c ) ' ;  d o n c C = + a c ,  -  JE=^- 4 (a+c, ' (a-cjl,ouD =-4 (a+)' 
4 a++ 8 aaca-4 c4; donc Ca-D= 16 a'c2+.+ a4-8 aacl++c* 

= 4 44 + 8 aaca+ 4 c9; donc v c  D D 2 ((n2+c') ; donc la 

formule devient alors fF+m -I- s a c  - . . 

c'eff -à-dire, f ( a  + c)' .+ v ( a  - c)' x - I , qui fe réduit 
à ( a 4  c) + (CI-c) d=. 

~ i a u l i e u d e s v ~ + r / ~ ,  o n a v o i t I / ~ -  q D , a u l i e u d e  

C / G C E f  + V 3- C - $ der-5, on auroit ..... - - 
I / i ~ + $ v c a - u  - ~ ~ c - - ~ u c D .  

2 1 . ~ .  Voyons lnaintenznt les quantitds de la forme.. ........ 
Qc+ VD. Si i'on peut tirer exaAemenc Ia racine cubique 
d e  l a  quantité repréfèntie par C + d D ,  cette racine ne p e u  

5 > 
être qu'une quantité de  cette forme rn / k + i / k  . d n; car li 
I'on f ippohi t  qu'elle peut renfermer deux radicaux quarrés, 
le cube en renfermeroit deux auifi , ainli qu'on peut l e  voit 
en cubant )/ 8-1- f A. Mais on voit ,  par le mirne moyen 
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qu'ellepeut renfermer un radical cube, tel que k k. Ccla port Y 

J 
f a i h  donc 1 / ~  +. du = m ; k + L J n ; nous aurons* 
entubant, C + v D = r n j k + 3  m z k q n + 3  m k n + k n V n  
=rn3 k + 3 rn k ri + ( 3  m a  k+k n )  \I n ; tgalant donc l a  parti* 
irrationnelle, i la partie irrationnelle , nous aurons.. . . . . ., 
i D , = ( j  mZ k + k n )  f n ,  &C=rnj k + j  rnkn;quarrant la 
premiere Gquation & la feconde, on aura.. . . . . . . . . .. ..* 
D = 9 m 4 k z  n + 6 m ' k 1 n L + k ' n 3 , & C a i = m 6 k a + 6 r n +  ka nq. 
9 rn' k' n'; retranchant la premiere de ces deux equations, d e  
la fëconde, on a C2 - D = m 6  k a - 3  m4 k3 n +  3 rnz k'nl-k1n3, 
ou, multipliant toutpar k ,Ca  k-L) k = r n 6 C '  - 3m4ki n + 
3mz kJ nl-kj n3 ; tirant la racine cubique , il viezr nr'k-n k =  - .  

3 -- 
i Ca k - 1) k ; & par conGquent ml- n = V(C'-D) k, 

t -9 .- 
donc pour que rnz - n îoit rationnel, & par confkquent , pour  
que C+ \'D ait une racine cubique,  il faut que(  Cz -D ) k 
foir un cube exat?, c e  que l'an peut toujours obtenir an pre* 
nant pour k u n  aombre canvenable ; car  k cfl abfolurnent ar- 
bitraire , enforte que ii C" - D el1 un cube parfait, on fera -- 
k = r . Fa ihns  donc pour abréger ~ ( C I  - D) k =p ; nous -- 

k 
aurons mZ - n -p  , &par  conlequent n = m l  -p ; fübffituant 
cette valeur dans l'équation C =rnq k+ 3 rn k n , il viendra,  
a p r h  les rédu&ionç faites, +km3 - 3 pkm - C = o. Afin donc 
que ni & n foient rationnels, il faut que  l a  valeur d e  m  tirée de 
cette derniere équation , ioit rationnelle ; il faudra donc cher- 
cher les divifeurs cornmenfurables de cette équation (2x0 ) , 
qui n e  peut manquer d'en avoir, fi rn & n peuvent être ra- 
tionnels, c'eft-à-dire , fi l a  quanti:é propofée efi fbkeptible 

d'une racine cubique de  la forme rn ;' k + K. d n. -- 
Prenons pour encmple,  l n  quantité i /  zo + 14 r ; nous 

avons donc ici  C = zo , v-D - I 4 f z ; & par coniéquent 
c~~~~~ & D = 392 , donc Ca-D=8 ; c'ek-à-dire , un cube : 

je puis donc faire k = i .  Cela. poré, j'aurai donc F(c'-D)~ - - 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



@mi - 5 - C s  e l  deviendra donc 4 1x3 - G m  - ta = o-, eu 
m diviiantpar s ,  an11 - 3 m i  i o  = O ;  je fiis maintenant, 

Y 4 m =- pou? faire diiparotrre (19 r )  le coëfficienc du premier 
z - 

êecme , & j'ai , toute réduÂion faite, y 1 - 6y - 40 = O ,  qui 
( a i o )  4 pour div i î ex  commenCurablcy - 4 ;  doncy = 4 , 
& par coniZquent rn z: z ; or l'équation n = ma - p  , donne 

' -- 
Prenonr pour fecoiid exemple, la q u a n t i t é l f 9 = ~  30 v jr 

Ici nous avons CT Z, VD=io 3 ; ;par confèquent C6=2704, 
D = z7co ; donc CC - D =z + ; donc pour que (CC - D ) k de- -- 
vienne un cube,  il faut f+pofer k = z ; & a l o r s v j ~ c - ~ )  k -- 

devientdonc 8mr - 6m-  yz = O  ; fdiiant 2 m =y,  on ay9-3 y4 

JZ s O, q u i  apour  divifêur cornmenCurable y-+; doncyz4,  
& par conGquen.t m = z ; d'ailleurs l'tquiition n = mi- P y 

d O n ~ e n = + - 1 = 3 . A y a n t  donç m = z , n r j ,  k r a ,  . -- 
on = ~ ~ a i r < ~  +la q 3  - r b l +  S r .  i r .  

O n  voit a préfènt comment on doit fe conduire pour Ies 
quantités plus élevtes. 

De h monicre d'approcher des f iucincs des 
Équarionr conyO$ées. 

226. La méthode que nous allons expoGr pour approcher 
de la valeur de l'inconnue dans les tquationa , fiuppo6 qu'or 
ait déjà une valeur d e  cette racine, approchée feulement juG 
qu'à h dixieme parrie près. Voyons donc comment on peut 
fë procurer cette premiere valeur. Prenons pour exomple, 

uacon JDI - JX + 6 Z= o. '(1 e fubRitue dans cette équation , au lieu de x , ph.Ifieu~ 
rombres tant pofitifs que nbgatifi, jufqri'i ce que deux tÜb 
fiitutions confécutives me donnent deux réruluts de Bgncs 
çontrairrs. L d p e  j'en a i  rencontrt deux d t  cette qual i t t ,  
je condus qric la valeur de x ci l  entw lm degx ~ ~ n i b ~ j  pi, 
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LiViiués a u  lieu da + , ont bonni ces deux r&u!tats , enhrtc 
que fi ces d e u r  nombres n e  Ziffërent l'on de l'autre que de ia 
dixiemc par t i e ,  ou moitx de la dixieme partie d e  l'un d'entre 
eiix , j'ai la valeur approchée que je cherche, en premnt  l'un 
ou l'autre, ou untnilieu enrr'eux. 

Nais s'ils diITerent davantage,  alors j'opire corrinie on ra  
Ic voir. 

Je L b R i p  dans SCquation x3 - sx + 6 - O les nornlirrs 
O ,  1,  z, 3, 4 ,  &c; mais i e  m'apperçois bientôt qu'ils don- 
nent tous des réfultats pofitifs, & que cela iroit toujours de 
m h e  à l'infini. C'eff pourquoi je fuhÇri:uc les rioinbres . - .  
a ,  - r , - a  , - 3 , &c, ce qui me donne les réiultats Cuivants : 

Suh@&ns. Rej';: lrnrs. 

Je m'arrête donc à ces deux dernierr , 8r je conclus que  l'une 
des racines efi enire - z & - j .  Mais cornwe ces nombres 
difTerent de r , qu i  efi plus grrnd que la dixieme partie de  
chacun, je prends un milieu en t re  les deux nombres, c'efi- 
a-dire,  que je prends la moitié - a , f de leur Comme - 5 .  Je 
ru5fiituc - z , j zu lieu de x dam l'équliion, & je trouve 
poxr rkhl ta t  +- z , 8 7 5 ,  c'&à-dire, une quanikt poiitive; 
je cdi~clus donc que  l a  rzcirie e!l enrre - a , 5 &- 3 .  

Je prcnds un milieu enrre - 1 ,  5 & 3 ; c'eit - r, 7, en 
négligeant au  delà des dixiernes. 

Je fubiiirue- z ,7 daas l'équ::ion , au lieu de 7 ;  je trowe 
oiir d i i l r a t  - O ,  183 , c'efi-i-diw, une y a n t i r é  ni.gacLw. banc p i $ " .  - a ,  5 a da in6  un r&ultrr pofitif, B gue -3 k r  

en donne un nbgatif, la-valeur de x ,  efi entre - z , 5 Er - z , 7  ; 
or ces d ~ u x  nom5rcs ne difSrent que d e  O , z qui eff plus perIe 
que le dixicme de chacun d'eux; dune l a  valeur de  r eit (en 
prenant un milieu entre deur ) - 4, 6 i moins d'un dixieme 
près. 

Ayanr ainfi t r o d  un  nombre qui ne  diirére pas de x ,  
d'un dixieme de la valeur de cette meme quantiti:, je fuppoft x 
C&a! à ce nombre ~ l u s  une pouveile inconnus 5 ; de&-à-dire , - .  
i ï i , je  f u j y o f é  r = - a ,  6 .+ ; P( je Cubititue cette guantir6, 
au h e u  de x , daris I'i'ciuation; mzis c m m e  y ci? m'ut an phi  um 
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dixierne de la ~ u a n t i t k  2,s ; que par conréquent f i n  quarré Gra 
tour au plus la centieme partie di1 quarré de celui-ci ; Con cube 
tout au plus !a miliienae partie du cube de  c e l ~ i - c i ,  s< ainl; de 
fuite; je négli e dans cette Cubfiitution toutes les puiEmces 
de 3 au -deLr  !e la prrrnicie ; 8. afin de rie pas faire de c a i ~ v l ~  
inutiles , je n'admets dans la formation du cube de - ~ , 6  $ x  
(&  des autres puillànces s'il y en avûit ) que les deux premiers 
termes que doit donner l a  regle donnde ( i 49) .  

Pour iubfiituer avec ,ordre, j'écris comme on le voit ici; 
"1 =m (-z,G+.()! J (- 2,6)3+;  (- 2,6) ' .  Z: 

- 5 x ~ - 5  ( 1 ~ r b - t . 1 ) ~ ~ ~ ( - % 6 ~ - . 5  5 
'+ 6 -- + 6 
RéuniiTant donc, j'aurai pour le réiultat de la fu5ititution7 
(- z,6)'+$.! ( - 2 , 6 ) ' . ? - 5 . ( - 2 , 6 ) - ~  $ + 6 = o , o u , e n  
fairant les operations indiquées , a les réciu&onr, I T ,  28 f +  

1,434 
r,424 = O ;  d'où je tire T=- - , qui en réduifint en dé- 

1r.28 , , 
cimales, donne 7 r= - a, 09 ; quantité dans  laquelle je ne 
p o u f i  la divifion que jufqu'i uri chiffre fignificatif feulement. 
En général, il ne faut la pouffer que jufqu'à autant de chiffrrs 
fignificatifs, ( y  compris le premier qu'on trouve ), qu'il y a de 
places entre celui-ci , Br le chiffre de la premiere valeur 
approchée de + : ici entre 9 (qui efi Ic premier chiffre ligni- 
ficatif d u  quotient o ,og)  & z r qui eff le premier chiffre de 1,6)  
premiere valeur approclde d e  x , il n'y a lu 'une  place ; c'eR 
pourquoi, je m'arrête au premier chiffre fignificatif 9, 

La valeur de x , fivoir x E= - z , L + f ,  devient donc x = 
c z,C-e,og, c'en-;-dire, x r - 2,69. 

Four avoir cette valeur de x plus exaltement, je iiippok 
~Aui.llernent x i - z , 6 9 + t ;  

J'aurai donc x3 i (- ~ ~ 6 ~ )  1+ 3 (-z,6g)'. a 
- f x = - f  ( - 2 , 6 9 ) - 5 ~  
-+- 6 = + 6  

Er par conléquent après les ~ ~ E r a t i o n S f a i t e s ,  - O , T Y I Q ~  
;C. 16,7083 t = O ,  d'oit je tire r - 9109t, qui revient à 
2 = o,ooogoq. 16,7083 

La valeur de x ,  fivoir x = 3 z,69 + c , devient donc 
a = - r,69 + oJooo904 = - 2,689096. 

Si i'on veut pouffer plus loin, on fera r =: - 2,689ogBj 
2 u , & on L conduira de la même manierci 
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Qrenons, pour ficond exemple, l'équation.. ........... .* 
x4-4x3-33~+27 E O .  

En s'y prenant comrrie ci-deifus, on trouvera que l a  valeur 
de x approchée à moins à'un dixieme près,  cit 2, j. 

Je fais donc x - z , j  + 3. l 'aurai ,  en rubithuant , 1 
négligeant ia,?3, &c. 

x*= (2,3)4+4 ( ~ ~ 3  1'- T 
-4x3= - 4(2,3)'- 1 2 ) 2 , 3 ) ' ~  - 3 X E -  3 ( ~ 1 3 )  - 3 1: 
3. 27=+17 

Donc, toute réduttion faite, -0.58 39-17,s 1=3=o, &pa l  
0,9839 conréquent x= - - - --a,o3 ; i c  m e  borne aux centied 
17,812 

mes,  par la mèrne r&n que ci-deffus. La valeur d e  x en 
donc x = z , j  - 0,03 = z,37* 

Pour approcher davantage, je fais x r Z , Z ~  -1- t , & fubfli- ....................................... Suant, i 'aurai 
xt b (1,z7)+ + 4 ( ~ ~ 2 7 ) ~  t 

-qx '=  - 4 ( ~ ~ 2 7 ) ~  -- 12(2,27j; C -  
-3" s- 3 (2,271 - 3  L 

-1-17 = f r l  
Donc. toute rédu8ion faite, -o904$9f3j9-18,046468 r = o i  . . 

0,04f91359 
d'où l'on t i rer  r: - -- - - ci o,ooz~, & par  con& 

18,046468 

227. La mCthode que  nous venons d'expofèr , & quieR d u s  
i Newton, exige,  comme on vient de  le voir, que I'on trouva 
deux nombres, q u i ,  hbff icués d m  l'équation, donnent dcuxrC- 
hlrats, dont l'un (oit pofitif & Vautre ntgatif. Nouk avons dit 
qu'il y aurait toujoufs une racine d e  I'équation qui k o i t  com- 
priG entre les deux nombres q u i  ont donné ces deux réhltats; 
Q cela efl facile à voir. Car fi I'on fuppofi que la plus petite 
valeur de x b i t  repréknt 'e par a , & que celle q u i  eff irnmédia- 
a m c n i  plus grande,  coi&, en  Iirre que r - o B x- 6Toimr 
deux fafteurs de l'équation, i l  eit vifible que fi au lieu de x o n  
fubaitue u n  nombre p l i t i f  plus petit que a ,  x- a devient nir- 
p"f. Et fi l'on f iMitue  un nombre pofitif gmnd que a, 
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mais plds petit que b ,  x - a  deviendra politif; G le ptodui~dcs  
autres faaeurs  tëra de même figne que dans l e  premier cas; 
donc puifqu2il nay a que le fatteur s - u qui a changé de ligne, 
alors, l e  produit total changera sûremei?t de iigne. On ce- 
inuntreroitla même chore , fi le plus pecir f'dleur, du lieud'itre 
s- a, &oit x -t- a ,  mais en fubfiituant des nombres négatifs. 

Mais ne peut-il pas arriver qu'jl n'y Y t aiiciine valeur ree!le , 
ioit politive, Toit négative, qui fi.bfiiniée pour x , donne deux 
réfulws de figne contraire ? 

Cela peut arriver dans trois cas ; t e ,  lorfque les racines hi,t 
égales deux à deux, quatre à quatre, &c. 

Y,* , LorCque twtes les racines hiit iiiizg;naires. 
je Lorf~u'ellcs (ont en partie imaginaires & en partie Cgales 

4eox a deux. 
Par exemple, une Cqiiation qui feroit formie de ces quatre 

fz&eürs ,--cl , x-a,  x-b ,x-b , c'elt-i-dire, l'équation (x-d,' 

x ( x - b  ) ' L== O , ne change jamais de ligne, quelque valecr 
$un mette pour x , Lit paiitive , foit nigacive. En effet, Lit 
que x - n [oit pofitif, [oit qu'il ion nigatif, Ln quarré e!t rou- 
jours pofitif. II en efi de mime de x -6. 

Quant au cas où routes les racines con th agi na ire^, il CA 
tvident qu'il n'y a aucunsnomkesréels i fubfl i tuer pour x qui 
puiirent donner deux rtCultats de ligne contrdire ; car fi cela 
arrivoit, la vdcnr de x feroit donc entre ces deux nombrer 
réels;  elle Groit donc réelle; ce qui eit contrela fuppofition. 

Enfin le traiiîerne cas L i t  immédiatement des deux que n0.a 

venons d'examiner. 
-Que doir-on donc faire alors , pour avoir Ics racines ? CEf f  

:O que nouiaUons examho:. 

De la maniut d'avoir Irs Rucinrs ignics 
des Epariuns.  

228 .  Pour avoir 15s racines &ples qu'une iqudtion peur ren- 
fermer, multiplie chaqüc t e rn i r  par l ' e x p f u n r  dr x '!ans ce 
rn!ire wmc , (i &rni i i i rq  r r r  e x p o f h r  , d'me unire'; voui 
a u - q  uixe nouvellc iqiiarion. C h e r e x  fe @:rr grand commun 
d vifcur tntre c e l l e  derriizre , G 1 rquarronpropofi  , il jtrr 
r~mpoJé des racines éguks k celk-ci  , mais éitvéer d rne 

puill;uiçe muindre dune uniré. 
Pm exemple, i'tquarion.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,,, . , . ., . 
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n4 - znx'+-nz x' - ra'bn - alb' G e - rbx+4abxa  - aab'x 
+ b' x' 

cft le produit de (x-a)' par ( x -  b)=. 
Si vous multipliez chaque terme par i'expofa~t de X ,  & 

fi vous diminuez i'expobnt d'une unit&, vous aurez, en 
hifant attention que l'expofbt de x dzns le dernier tenne, 

zéro.. .......................................... 
4x3 - 6 axa + a a l x - ,  a'b = o, équztion dont le di- 

- / b r z + 8 a b x - % a b ;  
+z b'x 

~ifël l r  commun avec I'équarian propoGe, eA xa - a x  + d , - b x  
qu i  n'en autre chofë que ( X - a )  ( x - 6) duii lequel on veit 
i g s  m@rr.es filieurs que dans Cs - a)' x ( x  - b)',  avec CCW 

diiférence fèulement que darls ce commun divifeur, ils y Cent 
i uno puiifance moindre d'une unitt. Voici la dcrnonitration 
$C cette regle. 

.......................... NOUS avons vu ( 149) que 

Concevc~is que dans le ficond rnernbre , on multiplie chaque 
terme par i'expofant de x ,  8( qu'on diiuinue cetexporant d'une . , unite, onaura.. ..................................... 

L 

Or cette quantité n'en autre chofe que.. ............... - -m-z 
m ( , P " ' + m - ~  x m I a  b+m-1- xm"' bs 

3 - m - 2  
+ m - 1  .- $2 =m-c bl &c. 

= 3 
c'eit-à-dire ( I 49 ) , qu'elle eff pricilernent tir ( x +- b )* ' *: 

Concluons donc que lorfqu'on multiplie les termes qui 
-wmpofeni la puiffance m du binome x + b , chacun par l'ex- 
pofant de x , dans ce terme, ce produit cR préci@meiir la poiG 
Bnce idd ia tement  infiricure, mulupliée par I'cxpol'rnt de 
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h puiffante aAuellc. L i  regle cR donc dimontrée pour 16 
aas où toutes les racines Ton; Cgales. 

Suppofons aftueLement que l'on air ( x + b )" x ( x  + d ) * $  
e n  développantdc inême ( x + b )'" & ( x -f- J )* , 8rmultiplianr 
les deux réfultats l'un par l'autre 3 fi vous multipliez enhite 
thaque terine,  par l ' e x p o h t  d e  x , vous rrouverez de 
même par le calcul,  que  le rérultat n'en autre choh  que 
m(x-1- b ) " - ~  x ( x + d ) " - t . n ( x - ~ - b ) ~  x ( x + d ) " - ' ,  
dont le commun divireur avec ( x + b ) m  x f x +- d ) "  eR 
[ ~ + - b ) ~ " ' x ( r + d ) " * ~ &  ainf ide  fuite,  queiquefiic 
lc nombre des faLIeursx-t- b,  x i -  d ,  &c. 

De la maniere d'avoir les Racines imaginaires 
des Éparions. 

1 2 9 .  Quoique les racines hag ida i r e s  des équatiofis , G e n t  
.&fieptibles de bien des formes diri'irentes (elon Le degrC de l'é- 
quation, neanmoins on peüt les raiiiener todtes à cette forme - 
k = a+b r/lI, a & d &ant des quantités réelles pofitiver ou 
négatives. L a  démonfiration rigoureufë de cette propolition, 
nous meneroit trop loin : on la trouvera dans les Mem. d( 
Z'Acnd. de Berlin, an. 1746 , o ù  M. d'Alembert , auteur de 
cette démonftration , f d i t  voir qu'en mime temps qu'unedes 
valeurs dex  peut.étre repr i f in téepar  a + b V - r , il y e n a  
une autre qu, doit être exprimée pàr a - b / - I ; d'oh il fui; 
X "  , qu'il n'y a que les équations de  degrés pairs qui puifent 
avoir toutes leurs racines imaginaires. 
zo. Qu'une Cquation qui a toutes Tes racines imaginaires, 

eR décompafible en fatteurs du Cecond degré de cette forme 
( x - a - b r / -  I )X (Y -a+  6 I - x ) : c ' e f l  à-dire, enfac- 
eeurs rCels du fècond degrk, p i fqu 'en  fairant la multiplication, 
on a xa-zax+a4+66;  quantitt où il n'y a plus d'irnagi- 
waires. Donc,  lorfqu'une équation a toutes Ces racines imagi- 
naires,  fi l'on cherche à l a  décompnfer en fdL9rurs du iecond 
d q r é  tels que x x  + g x  + h ,  [ce que  l'on fera d e  la maniere 
qui a été indiqube ( 2 2  3 ) 1, l'équation en haura sûremcnt quel- 
ques racines réelles ; donc on pourra toujours avoir ccs racines, 
au moins par approximation. Donc dam quelque Cquation 
gue  ce foit , on peut toujours avoir les racines b i t  réelles, fiit 
imaginaires , au moins par approximation. 

SECONDE 
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S E C  O N D E  S E C T I O N ' ,  

Dans laquel[q on applique l'AlgEbre d 
1'8rithrnérique & d la Géomdrie. 

2 3 o. Dmr le petit  nombre d3applica-, 
tlons que nous avons données dans la Sec- 
tion précddcnte , on a dY remarquer que 
lorfqu'une fois uns quefiioii a é t k  mife en 
équation, ce qui  reite i faire pour parvenir 
à la réfolution, cR uniforme pour rottes les 
queitions du même dcgft. 'Tout Ce rddtiit à 
ddgaget l'inconnue au les iriconnuen ; 8t cela 
fe fait par des regles q u i  font toujours les 
rnPrnes , quelque diffirentes que puXent être 
d'ailleiir&les q u a n t i t h  q u e  l'on a à confidtrer 
dans chaque quef ion ,  b quelque ~i f fdrentes  
que foient elles-&mes ces queitiohs, pourvu 
qu'elles loient d u  m@me degré.. 

Ces regles difpcnferit de beaucoup de rai- 
fonnemerita qu'on Aurdit à faire fi l'on vodoit 
Ce parer  d u  iecours des Cquations ; raiion- 
nements qui ,  indépetidamment de leur nom- 
bre ,  feroisnt encotz fouvent par leur nature, 
au-deffur des efforts ordinaires dc l'efprit. 

A L G È B R E .  R 
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278 C O U R S  
Nouf avbns fait prefititir a u f i ,  par q u d -  

qaes exemples , combien il efi avantageux 
de reprtreilter , par des lignes gén t raux ,  
chacune des quantitds q u i  en t ren t  dans unc 
~ucl i ioi i ,  ai& quc les o$drations que  l'on a 
à faire fur elles ; mais indkpendamment des 
avantages que nous avons vu  devoir rdfulter 
de cette méchode , il en eit encore un  grand 
nombre d'zutres que  nous allons faire con- 
rioître en préiènrant Ies dquations fous un 
point de vue plus Ctendu que nous ne l'avons 
L i t  jufqu'ici. 

Lorfque l'on a prérentd d'une maniere 
gdndrale cl-iacune des quan t i t t s  , foit con- - .  - 
,nues, iolt inconnues , qui entrent dans ii!ie 

quefiion, & que l'on a exprimé , par des 
équations , t ~ u t p  les conditions qu'elle 
renferme, on pcut alors abandofiner tota- 
lcmcnt de vue la quefiion, pour s'occiiper 
miquement de ces équations Sr de l'ap- 
plication des reglcs qui leur conviennent  
Alors fi l'on a bien prdîent à l'efbrit ce que 
l'on eit colivenx d'entendre , foit par les 
rignes , foit par la difiPofirioh des lettres, 
chaque dquation dçvieiit , comme un l ivre,  
GCI l'on peut  lire, avec plus de facilitk, les 
difi'drents rapports q u i  lient les quanîitds les 
unes aux autres. On peqt,  par di'Edrcntes ap- 
plications des regles exporiqs &itis 13 pre- 

1L I 
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rniere SeLlion , donner à ces Gqiiations de 
riouveiles formes qui rendent &ore ces 
rapports plus f ~ c i l e s  à Saifir. En un  mot ,  
on peur les coi;fid&rer coinme le d é ~ ô t  des 
propriéris de ces quant i rés ,  & des folutions 
géiidrzlrs d'un grand nombre de quefiions 
qu'on n'avoir point  en vue,  qu'on ne foup- 
~ o n n o i t  pas même teriir de fi près à la quef- 
tion pificipale. 

En &et,  puiipue les regles qui fervent à 
trouver les valeurs des i n c o ~ ~ n u e s  , ont toutes 
pour objet de rzrnener cliaq! c quantité in- 
connuu à former feule le prcn-ier membre 
d'me dqiiation dont  le fecond Ceroit com- 
pofd de 'toutes lçs autres q u m r i r f  9, Sr que 
ces regles [ont tvidemment  applicables à cha- 
cune dcs quantitds q u i  entrznt dans ces dqua- 
t ions , il eit viGble qu'on peüt toujours, par 
ces mêmes regies, parvenir à avoir kule d a n s  
m membre, I'unv qile2conquc dcs quant i tds  
qu i  entrent chiis une dqucitioii , & n'avoir 
q u c  les autres dans le fecond membre. Alors 
O i l  eit- dans le m h e  cas que fi l'on avoit cu 2 
rSoud ïe  13 quefiion où routes ces  dernieres 
fcroient connues, & celle-là , feule,  incon- 
nue. On voit doiic qu'une même équation 
réfout 2ntailt de quefiions diffgrentes qu'elle 
renferme de qüantit6s différentes. Rendons 
cela fenfible par des exemples. 

Ri 
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2 3 x . Nous avons vu ( Arirk. 206 ): 
qu'un rerme quelconque d';ne pogrefion 
arithmdtique croifinte étoit compofd du 
premier, 'plus autant dc fois la  diIErcncc 
conimunz: , qu'il y a d e  termes avant cclui 
quc l'on confidere. 
* Si .donc on reprt?fente par a la valeur nu- 
mirique du  premier terme ; par u , celle du 
terme dont i l  s'agit ; par d , la différence 
commune , ou I n  raifon dc l a  progrcfion ; 
~ c .  enfin par n , le nombre total des termes: 
alors le Bombke des termes qui  prkcedent 
le  terme u , fera exprimd par n - r ; & la 
propofition que nous venons de citer pourra 
fe traduire en langage algébrique, par cette 
Cquation , u - a + ( n  - I ) d ,  qui rdfout la 
quefiion où connoiffant la raifon d d'une pro- 
grefion, le nombre des termes, & la valeur 
a du ~ r e m i e r .  on dcmanderoit auelle doit 
erre l a  valeur du dernier u. 

, A 

Mais puifqu'il entre quatre quantitds dails 
cette équation, je dis qu'elle r t fout  quatre 
~ucRio i l s  gCndrales. En effet, 

1". Si l'on regarde a comme l'inconnue, 
& que  l'on en cherche la valeur, fuivant les 
regles de la  prerniere Seetion , on aura 
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a m u  - ( n - I ) d,  qui nous apprend que le 
premier terme d'une progrcfion arithmdci- 
que croiBante fe trouve en retranchant du 
dernier u , la diffdrence d prife n - I deAfois , 
c'cil-à-dire, la d i f fhnce  prife autant dc fois 
moins une qu'il y a de termes ch tout, 
se. Si l'on regarde n comme ihconnue, '  

I'&quatiori u =a + (n - 1 ) d , qui n'efi autre 
chofe que u = a -t- n d - d ,  donne en tranf- 
pofant, n d = u - a -+ d ,  & en divifant , 

u - a + d  u - a  
Il=- 

d 
L-i- 

d + 1, qui m'apprend que 
connoinànt le premier terme a, le dernier u 
& la raifon d ,  d'une progrcirion arithrnt- 
tique, jc faurai combien il y a de termes , 
en retranchant le premier du dernier, divi- 
fanr ic refie par la raifon d ,  & ajoutant une 
unité au quotient. Par exemple, fi j e  îçais 
que le premier terme d'une progrcfion eR 5,  
le  dernier 37, & la diffkrence 2 ; de 37 j c  
retranche 5 , ce qu i  me donne 3 2 qui  t tanr 
divifk par la diffkrence t , donne I 6 auquel 
ajoutant K, j'ai 17 pour le nombre des ter- 
mes de cette progwlîion. 

3'. Enfin fi jc regarde d comme l'in- 
connu6 dans IJc!quatioii u = u c (n - 3) d,  
j'iurai en tranfpofant , (n - I d = u - a , 

u - a  & en divifant par n - I , d = - , qui m'ap- 
n- I 

prend que pour connaître la difErence qiii 
R 3  
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2 62 C O U R S  - 
doit rkgner dans une progrefion arith:né. 
tique, dont le prcmier terme, le dcrnier & le 
nomSre des termes iont connus,  i l  f a ü c  re- 
trancher le  premier du  dernier, & divikr 

lc nombre des tcrmeç moins un. 
à rt-Lle que noiis avons 

203 ) p311r trouver un norn- 
de moysnnes proyortion- 

quanti tds do~nlxes. Nous 
avons dit qu ' i l  fallait r z t r u c h e r  la plus pe- 
t i t e  de  l a  plus grande, & div ikr  le rcBe par 
l e  nombre des m~yenncç  augment6 d'un? 
unit4 , ce qui eft dvidemment Ia même choh,  
p i fqxe :  le nombre des moyennes eit moindre 
de deux unirds qijz le nombre total des ter- 
mes de l a  progrefion. 

La  feule  tquatioii n =a + / n  - IJ d ,  
nous donne donc ia rkl'oiution de quatre 
quefiions géilkrales , c'en i7dire, nous met 
en état de rdfoudre celle .ci qui les com- 
prend tou tes  q u a t r e  : d e  çes quatre choîcs, 
le premier terme, le  dernier, le nombre des 
termes & la diffdrencr d'uile progreirion 
arithmttique , trois quelconques étant con- 
nues, trouver le quatrieme. 

2 3 2, Toute  autre proprit?tC générale ; 
dnoncde aum d'une msnièrz gdnérale , nous 
conduira par k s  m h e s  moyens, à la rdfo- 
lution d'autant de quefiions differentes qu'il 
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eiitrera de quant i tds  dans l'éiioilci de c w v  
\ .  

pro prié t8. ?, 
Par exemple , c'eR encore une i;r~prirrt,d 

des progreiIionsarithilîdtiques, qiiepoqr e ~ ~ u i r  
ZnjOmnze de leur IFS t i r m c ~  dr g u r l q u ~ p r i ~ r ~  
Jon ariihrnéripuc que cejoir ,  il faur ajouier Le 
premier rerme avec l e  drrnier, i? mahiplru If  
reyultat par la m oirid du nombre des t e~nrcg .  la- 

Ainfi, pour avoir l a  fomme des cent pre- 
miers termes de la progrefion -+ I .  3 .  $,-7. 
&cc. dont le c e n t i m e  eit 199 : a u  dernier $99 
j'ajouterois le remicr terme i !, & je muiti- 
pkx-ois le réili P t a t  200, par 5 0  , qui  efi la 
moitié de x oo , nombre des termes, ce qui 
me donne ~otdoo , pour la fomme des rno 
premiers nombres impairs. 

Nous allons dtmontrer cette propridd 
dans un infiant ; mais pour ne point perdre de 
vue notre objet, fi en confervant les mên~es 
dénominations que ci-devant , nous nom- 
mons, de plus, E la foinme de t o ~ s  les ter- 
mes; nous aurons pour la traduQion alglbri- 

72 quey de cette propridtt s = ( a -+ n) x -_-, 
Cctte &auarion nous met en dtat de  ré- 

Foudre ce& quefiion gdn6ralc q u i  e n  corn- 
prend quatre. De ces qirnrre chops, Ie premier 
terme, Le dernier, Zc nombre des termes,  t) le 

Jomrne de mus les termes d'une progrefion arith- 
R4t 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



a È;# C O U R S  
métique , trois Cranr connues, rrriuver la- 

En effet, I O ,  fi l'on connoit a ,  zr & a ,  
I'dquation donne immddiaternenc la  valeur 
de S. 2', Si l'on connoir a ,  u & s, pour 
avoir n ,  on chaffera le diviîaur 2 ,  & l'on 
aura2 s = f a + u ) x n o ~ ( a + u ) x n = z s ;  

a 5 
& cn divifant par 4 +- n, n = ayu dquatioii 

où n cit connue,  puifqu'on f u i p ~ f c  quc 1'011 
connoît les quantitds a ,  u & s qui entrent 
dans fa val eu^. jo & +6, Si l'on connoît a ,  s 
61 n , ou u , s & n, & qua l'an veuille avoir u 
ou a,  on reprendra I'dquation s= (a+u) xn * 9 

challant la fraRion , on a 2 s = (a 4 u .  x n ; 
divifam par n, il vient a + u = 2 d'où I'& 

2 5 
9 .  

tire u =i - - a ,  q u i  fatisfait à la  premiere 
R 

3 5 qucftion, & a = -- - u , qui fatisfait à la 
n 

rcconde. 
Démontrons maintenant la propridtc! que 

nous venons de fuppofer. 
Il efi dvident q u e  fi noua continuons de re- 

prtfenter le premier terme par a , & la diffd- 
rence par d ,  nous pouvons rcpréfcnter toute 
progrelfion arithmttique croiffanta par la  fi& 
vante -+ a. a+d.a+zd. a+jd.a-t+d.a+~d, 
a 4- 6 d ,  &c. Concevons que, fous cette 
progreflion arithmdtique , on faffe rdpondr~  
terme pour terme, la meme progrefion , 
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mais dans un ordre renverfd, on ~iura . . 
i n . u + d .  n + ~ d . a + 3 d a + ~ d . u + ~ d . a + 6 d .  

a $ : 6 d . ~ + ~ d a + 4 d . a + ~ d . a + z d . a + d  .a .  

Comme ces deux progrefions font &gales, 
il eit dvident que la iàmme des termes de 
l'une des deux, efi la moitié des deux d u -  
nies ; or fi l'on y fa i t  attention, on voit que 
les deux termes correfpopdants font & 
doivent toujours faire une même lornme, & 
que cette fomrne eR cefie du premier & du 
dernier terme de la premiere progrcfion, 
riunis ; donc la  totalitk des deux progref- 
fions Te trouvera en ajoutant le premier & I t  
dernier terme de l'une, & prenant ce rtfultat 
autant de fois qu'il y a de termes ; donc pour 
l'une feulement de ces deux progrefions , il 
faudra ajouter Je premier & le dernier, pren- 
dre ce rdiiiltat , feulement moitik autant de 
fois qu'il y a dé termes, c'cil-à-dire, le mul- 
tiplier par la  moit i t  du nombre des termes. 

2 3 3.  Les huit quefiions gkildrales que 
nous venons de rdfoudre , tiennent donc 
à deux principes feulement , favoir, celui 
que nous avons k i~oi~cé  ( 23 r ) & celui que  
nous avons Cnonct ( a3 2 ). Et puifque leur 
rdfolution fe tire immddiaternent des deux 
Cquations qu i  font I I  traduEtion aIgdbrique 
de ces deux d~ioncds, on voit comment, à 
l'aide de l'Agebrc, on peut faire decouler 
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d'une m&me fource toutes les vérit6s q u i  cn 
dEyçnJent. 

Quoique ces prooridtks ne foient pas 
toutes éga!emenc ut& , cependant comme 
el1cs fon t  h p l e s  , elles en font d'autant 
plus propres à faire bien ièntir l'uhge des 
équations. C'eit pourquoi nous coiitinuerncs 
d'cxpokr cet ufage, en les p rc~nn t  encorc 
pour exemple. 

Dans ce que nous venons d'expofer , nolis 

n'avons confidérd qu'une feule Lquatim S 
l a  fois. Mais fi  deux ou un p l~ i s  gralid noin- 
bre dJCquations qui exprimr:it des propriché's 
différentes de quelques quantitts , fe trou- 
vent avoir quelques - unes de ces qumti téq 
qu i  leur foieix comm~ines , alors on peut 
encore en ddriver un très -grand nombre 
d'autres propriCds, & cela avec une trh- 
crande facilité. Par exemple, les deux Cqua- h 
tions fodamentalcs des progréEI,ons arith- 
mdtiqucs, favo i ru-a+( ;z -x)d&s= 

n 
( a  -i- u x , ont trois quaneitks commüncs 

.a 

entr'elles , favoir a ,  u & n. Si l'on prend 
fuccefivenient dans chacune de ces deux 
dquations la valeur de l'une quelconque de 
ces trois qiiailti$s, & fi l'on Cgale enfuice 
ces  deux v?lcurs , on aura u n e  ~ iouv~l le  
6quation dans lzquelle cette quantité ne fera 
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$irs, & q u i  exprimera l e  r a p ~ o r t  que les 
c;uatre autres ont entr'elles , inddpendam- 
k n r  de cellz-là. Par exemple, fi 6 p e n d s  
dans chaque dquation la  valeur de a ,  j'aurai 
ces deux valeurs .a  =t u - (n - r) d,  & 

2 1 
a = - n ; donc en dgalant , j7aurai u - 

2 S (n- i ) d 3 n - n, equation de  laqucllc , 
en confidérant S u c c e ~ v e m e n t  u , n , d & .K 

comine.inconnues , je t i rc ra i ,  comme ci-deG 
iùs , quatre nouvelles propriétés g6néralrs 
des progreifio~~s arithmCtiques. Par exemple, 
en regardant s comme inconnue ,  je tirerai 

z n u - n . ( n - r ) d  
s = -----+ qui m e  donne le moyen 

- 

de connoitre la Comme d'une progrcfiion 
arithmdtique, par le moyen d u  derniet terme, 
de la diKdrence, 8r du ilombre des termes, 
puifqu'il n'entre que ces trois quanti& & 
des nombres conrius, dans le fecond nxmbre. 

Si au lieu de çhaRcr ou d'diminer n , nctls 
euilions dimir,& u , su n , rious aurioiis 
eu , de .Erne, Four ehaque Ciimination, 
m e  nouvelle équation qu i  auroic renfermé 
quatre des cinq quanti& a ,  ZL , n , 6,  s : & 
en coniiddrant fucceGvcmen t chacune d c  
crs quatre quantitds,  couIrne inconnues, G r 1  

tircroit de chaque nouvelle dquation quatre 
iiou\.e!les formules , qui font autant d'ex- 
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grelfions diffdrentes des quantités a, u, n,d,s; 
EX reifions dont chacune a fon u t i l i d  parti- 
cu P iere , ielon q u e  dans la quefiion qu'on pro- 
pofera relativement aux progrefions arith- 
mttiques , on connoîrra telles ou te l l s  de ces 
quantités. Par exemple, Si l'on me demondoit 
l a  fomme de tous les termes d'une progrenion 
arithmttique, dont on me feroit connoîcre , 
Ie premicr , h difference , & le nombre des 
termes; alors codme l e  dernier terme h'elt 
inconnu, j'kliminerois u , & j'aurois une &qua* 
tion q u i  ne renfermant plus que a ,  n ,  d & ~ ,  
me fcroit aifément connoître S. 

Concluons de - là que les deux dquations 

l a  dfolution de toutes les quefiions qu'on 
peut propofer fur les progrefions arithmd- 
tiques , lorfqu'on y connoîc, irnintdiittementJ 
trois des cinq quantitkr I, a ,  n, d ,  S. 

Donnons ici quelques applications des 
progrefions zrirhmétiques. 

n j 4. Suppofoiis qu'an demande combien 
la  bafe d'une pile triangulaire de boufccs , 
dont le  cOrt feroit de 6, contiendroit de ces 
boulets. 

11 efi facile de voir que le nombre des 
boulets de chaque bande puallele au côté 6 
( Fig. 2 ) , va cn diminuant continuellcment 
de ï & Te rtduit enfin à t, PO, Q u e  le nombre 
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des bandes eit 6. Donc il s'agit de trouver 
la fomrne des termes d'une progrefion arith- 
nlétique dont le premier cil i , le dernier 6 ,  
& le nombre des termes 6. J'ajoute donc le 
premier i avec le dernier 6, &je  multiplie le 
réfultat 7, par 3 moitié du nombre des ter- 
mes, ce qui me donne 9 i pour le nombre 
dcs boulets de la bafe de la pile. 

2 3 5. NOUS avons VU,  en Géomdtrie, que 
pour avoir la furface d'un trapèze, il falloit 
ajouter les deux côtts paralleles, & multi- 
plier la moitiC de leur Comme, par la hauteur 
de ce trapkze. On peut dimontrer cctte 
m h e  propofition par le principe que nous . vmons de donner pour fornmer une progrer- 
fion arichmdtiaue. En effet. on Peur fe re- 
prélenrcr le t r i - b x  AB C ~ ( ~ i ;  3 ) comme 
compofd d'un nombre infini de trapèzes infi- 
nimint petits, tels que l c i h , Cd k i. Or 
il eit facile de voir qu'en îuppolant tous ces 
petits trapèzes de même hauteur , chacun 
diKere de ibn voirin toujours d'une même 
quanti t i  , ravoir, du etit  paral!dlogrammc 
c e f g  , en tirant G E & F f paralleles à h k; car 
g f k i e i t C g a l i b g i h ,  &cdee i t éga làbcp . ,  
enforte que le trapkze c d k  i, a de plus &e 
le trapèze b c h i, Ic. petit paraliélogamme 
6 c f g  , qui  fiera toujours de même grandeur, 
tant qu'on îuppofcra ces trapèzes de mkme 
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hauteur. Cela é tant ,  tous ces trapczes for- 
ment donc une progrellion arithmkrique dont 
le  premier terme eit le trapèze cûn t igu  à A B ,  
& le dernier eit le trapèze coi~tigu (I C Li" ; 
donc pour avoir la totalité de ces traphzes, 
o u  la furface du trapèze ABCD,  i l  faut: preii- 
dre les deux petits trapizes e x t r h e s  ik Ies 
multiplier par la  moitié du nombre de t s ~ s  
les trapèzes ; mais comme on les f ~ p p o f e  infi- 
niineiit petits, on peut prendre à l a  place des 
deux trapèzes extrêmes, les deux ligncs A 4' 
& B D / & pour le nombre des trafkzcs , on 
peut prendre la hauteur l H ;  il faut  doiicciul- 
tiplier la fornme des deux lignes AB & CD, 
par la moitic5 de la huuteur 111, ou la moitié 
& l a  fomme des deux lienes .A B & C LI, par 
l a  hauteur I H .  D'où 1'; voit que fi A B CR 
zkro , auquel cas le trapèze dégdnere en 
triangle, il faudra multiplier la b z k  de cc 
triangle, Far la  moitié de G hauteur, ce qui 
s'accorde parf2i tement avec ce que ricuu 
avons dtmontré en Géomtci-ie. 

2 3 6. On vient de voir que le principe 
de la  lornmation des termes d'une progref- 
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iion arithmitique peut avoir quelques appli- 
cations en Giométr ie .  II en a encore d2ns 
plulieurs autres rencontres. Il eit, par exem- 
ple, la b a k  de la îommation des quarrés 
des cubes, Erc , des termes d'une progrcirion 
arithmétique; & la hmrnation de ces puif- 
fances a auG %ion utilité. NOLIS allons noris 
eii occuper un  moment. Mai8 auparavant, il 
eft à propos de faire obierver que  quznd on 
fi propore de hmmcr  une luite de quantités 
q u i  croiifent o u  q u i  ddcroiflent fuivant u n e  
loi ceilnue ,l'objet eit de ddtern~iner  la fomme 
de ces quantitds Far la connoi5ance de quel- 
ques-unes d'entr'elles , dc leur i-iomEre, & de 
la  quantité qui marque la loi de leur augmen- 
tation ou de leur diminution. 

Pour  réfoudre cet te  quefiion, on peur tou- 
jours, comme pour tout au t re ,  fxre  uiage 
du principe que nous avons d o n d  ( A7 ). 
fikis ccmme ce principe f u ~ p o c c  quc fi l'on 
connoifToit la quantité cherchde, on feroit 
en état d e  la vérifier, ce q u i  11s peut fi 
faire faix ccnnoître au moins quelques - m e s  
de fes propriétés, effayons donc dc trouver 
les proprietts des fuites des q~iurr6s , des 
cubes &c , des nombres en Frogr r f io~ i  

' r  ar'thmetique. 
koienr donc a ,  6 , c , d , &c. plurieurs 

nombres en progrelTion arithmétiqtie dont 
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$72 C O U R S  
1 la  diffdrence foit r. On aura b = a i; i l  

~ ~ 6 4 4 ,  d ~ c - i - r ~ e = = d + r .  
PO. En quatrant  , on aura bz  -a' -t- i a r +  

r 2 , c 2  R bg+ a b r -t- r', 2 = c 1 +  a c r  3. 
4 , e 2 = = d l + ~ d ~ i i t . r + .  

j O .  Z n  cubznc, o n  aura, 6% P. a3 -E- 2 a' r 
3 di- t3 ,  ~ ~ = b ~ - + 3 6 ~ r - i - j b r ~  +r3,d==c' -i- 
3 c Z r + 3  cr '+r3 ,  e3 =dJ+3d"r-t-jCr4-r3. 

Si l'on ajoute; rnaintcnant les kquations des 
quarrEs , entr'elles, & celles des cubes aui6 
entr'elles , on aura,  après, avoir effacé les- 
termes tgaux & femblables qui  re trouveroxt 
dans différents membres, I O ,  es - a' + r a r 
-1-2 b r + ~ c r + z d r - t . . + r ' o u c ' = d ' + ~ ~ r  
(a+ 6 + c + d 1 + 4 r2 ; & l'on voit qu'en 
géngral fi le  nombre des quanrids a ,  b ,  c ,  $, 
&c,  &oit niarqu6 pr n, que la  dernicre ~ L I C  

marquee par u , & l a  iomme de toutes ces 
mêmes quantités, par s', o n  auroit rrz  =a3 
+i- 2r (3' -u) t- /n - 1) r2, car n r CR inul- 
tiplié pa' toutes les q uantirés a ,  b , s , &c. 
exceprk la dernithe, & r' eit ajoute lui-  
tnéme autant de fois qu'il y a d'équatioix , 
caefl-à-dire , autant  de fois moins une qufl y 
a de qumtitds a ,  b ,  c ,  &c. Ut cette kqua- 
tion renfermant s' , il efi aifé d'en tirer Ia 
valeur de cette quantirt  , & par conféquent 
I'cxprefion de la iornrne de tous les termer 
d'une progreifion arithmdtique, Cette valcur 

de 
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2". Si  l'on <oute de  même les Cqua~iocs 
d e s  cubes, cm aura, après, a-voit ~EactJes  
quantitks ièmblables & Cgales q u i  fe krou- , 

veront dans diffdtents mmbres ea-aa++jag r 
4 - 3  b2 r+3 car+  3 d" 1.rt-~ar'-t-3bF~i-~cr: 

t + 3 d r Z + q r 3 .  A .. C'cft-à-dire , c' =a3 + 3 r (a'+b'+~~-$-d;l 
+ 3 r + ( a + 6 t c + ~ ~ & q r ' , ~ o ù  10n voit 
guc lsqumtitd qui mulriplie 3 r,, eR lafnnmc 
.de tous les quarrds excepte le dernier ; que la 
-quautid qui multiplie 3 r' , efi la .forne de  
torrtes les quanti th czep té  f a  dernibe, & 

qu'enfin le  cube [3 d Oté ajout6 à Lui 9 m@me 
aurantlde fois qu'il avok d'riquations , c'efl- 
à-djxe, autant de fois moins une qu'il y- a de 
quantitts; par conféqukut , én gdnQal, & cn 
nsmmanr: s'',la Iornme des quarrds ,-a le der- 
nier terpre, on aura a3,=== a' -+ 3 t (' L ' ' ~  ur) 
- t . ~  ra/s'-u) +('a - 1,) r 3 .  y -  A 

-Donc, connoilTant le  prepiier terme , 1: 
dernier ,l la diffirence r & lz nomLre des  
tcrrnes, on pourra avoir, par le moyen de 
cette tquation , la valeur de dl, c'eit-à-dire , 
de la fomme des quarrds ; ear Ia quanti td s' a 
Ctd ddtcrminde ci-dcKus, Si donc on tub- 
ititue pour s', fa valeur-, on aura  u3 * cf  + 
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Soppobns  maintenant qu'on vcui ravoir 
combien il y a de. -boulets dans ur~e pile 
cparrëe donton connoît Iq nombre des hou- 
lets d'un des côtés%FTa bafc, 11 eit dvideilr 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



que cette çile eit compofde de rangs parai' 
deles 3 la t a k  q u i  font tous dts q u a r d s  dont 
l e  c6r6 va contin,uelletneilt en diminuant 
&e i A compter de la bafe, ou én nugrilen- 
rant,de I à compter du Cornmer. La toealitti? 
efc donc la fornrne des quarrch  drz l a  iiiite na- 
turelle des nombres, prife jufqu'au nombre 
:n q u i  mrrque le nombre des boulets d'un 
 des cUcés de la b a k  : cette totalitk çfi donc -- 

n . n n +  r . c  n+i exprimie par --- 
6 ; c'elt-$-dire , q u e  

pour l 'avoir,  il faut fuivre c ç t ~ ~  segie . . . 
-Au nombre des bou krs d*un des c&@s. dt  la bn fi 

./ 

G R/;jn doublr nj'onteq-un ; m~Z+lrn? t r s  deux 
rt!jdtau L'un par l'nutre , O J u r .  pmdiiit par 
le  nombre mime des Eouulets ; G p r c n e ~  k j x i e -  

?ne de ce' dernier produit. 1% exemple, fi !a 
pile quadrangulaire a 6 boulers d e  côrés ; à 6 
& à Ton double i z  , j'ajoutc I , ce q u i  me 
donne 7 8i. r 3 , qui multipliéç l'un par l'autre 
font 9 1 ; je nlultiplie celui-ci pa? 6 , ce qui'  
.fait f46, dont le iixicilw ps &de riombre 
des boulets de la pile. .A 

Lorfque la piie n'a point pour bafe un 
quarri  , mais un paralldlogrami~e ,71 faut la 
concevoir parragée en  deus parYies-( fi!. 4 j 
dont l'une eft la pile q u a d r a n g u l a i ~  dont 
nous venons de perler, & doht l'autre eiP 
i:n p-iCme dont on eyaluera la cotalit6 des 

S a 
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SV C O U R S  
bciilets eii mul t ip l iant  le nombre des boulets 
contcilus dans le t r ianglc  FSi; par le  nombre 
des boulets de l 'arrête BC. Quant  au nom'ùrt 
de boulets coatimus dûns le triangle BGJ" on 
l'aura en nlult ipl iant  l a m o i t i é  du nombre dec 
boulets du côtC FG par cc nombre augmenté 
de I .  

3 3 8. Nous avons vu en GSoinétrie qrle 
pcur avoir l a  foliclité d'iii~c pyrailiide oii d'dti 
coae quelçoiqiie, il  falloir muhiplier la fur- 
face de la Bafe , par ie ticrs de l a  hau t e i i r . h  
,peut le ddrnoncrer auni par la formule de la 
lbmme des q u a r d s .  Mais aiparavarit, il faut 
rernarqwr q u e  ii dans la formule . . . . -- 

n.n+I  , z n + I  
s" =z-= -- 

6 
, on fuppofe que le nom- 

bre n des Zermes efi infini , cette forriiule fe 
rdduir à S'LE ou à cûufe que u = n, ainfi 

3 U' ?l 

que iioiis l'avons vu ci - deais, s" = - 
n ' 3 - - u' . E n  e%t, fupporcr que n eit infini, 
2 

c'eii fiiipekr qu'il ne peut plus être augmenté 
par aucune quanriiC finie : ainfi pour que le 
ca lcu l  exprime I n  hppoGtion que  l'dn f a i t ,  
q u e  n efi i d % ,  il fauî  n&¢dEairement rcgat- 
der ni-r & f i ,  comme dtant la même chofe, 
& 2n-f-  I & zn , cornine dran t  aufii &aux 
entr'eux : alors la formule . . . . . . -- 

If  * ~ . ~ L + I . z I ] + I  n.71. i n  
S =a 

6 
- fe cha~ige en s" = -- 

6 
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z 71; ni 
- - - - A  

n -- - - nz x -y-, 011 s" u z .  -, 
6 

en 
3 3 3 

nlettant pour n fa valeur u ,  dms IL'. 
Cela pofk , nous avons dhoncrC ( Ghni. 

202 ) , qu'en concevant une  pyrninidc. c ~ ~ m m e  
compi 'éu de tranches para!leles à l a  bzf'i:, ces 
tranches &oient entr'elles , comme les qiiar- 
rés de l e u r s  difiances Sr au i o m n ~ e t  ( Fig, 5 ) ; 
donc en coiicevant la hauteur  partage'e en 
une infinitt  de parties égales, les difiances 
h iv ron t  la progreiriori naturelle des nom- 
bres, & les tranchcs iùivront celle de leurs 
quarrés : donc l a  fomme drs tranches f i  

trouvera de la même manière que celle des 
72 

quarr is  ; or la forniule s" = u' . -, fai t  soir 
3 

qu'il  faut  niuitiplier le dernier des qua:rçAs, 
par lc tiers de Icur iion~bre ; il f i t i t  donc,  
FOE' avoir Ia fornixe des t ranches,  iilulti- 
plier 12 derniere, c'eit-à-dire , l a  bde ,  par le 
tiers da iiornUre de$ tranêlieç , c'efl-$-dire , 
par le tiers de la hauteur. - 1 

'39. Si i'on veut avoir !a formule gén6raIe pour la fimina- 
tion des ~ciii;ir,ces des  terrncs d'une progreMion aritlini5tique 
que!canqüe , il f ~ u :  remarquer qu'en g&i&al on aura. .  . . . . 

771- I M-1 m-2 
em=dn?+i~@-',.+,71. - an-- r2+rn . -,- dm - 3 rj + EC.  

t ?. 3 
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m- 1 m-1 m-2  
bp=~B+-nz,~m-'r+nzm - am-'r'-i-n, -.- am " 3 1 y - +  &c. 

1> = 3 
& par  cli!&éqiw!t. en ajoutant,  rbduilànt 6: reprlfentant par 
J i m -  , f z ' ' ~  4 ,Jtm' 1 , & C  , 12 Comme des piiiXances m - 1, 
m- z , n i - 3  , &c,  de tous les teriiies, & par u le dunier  terme, 
on  aiira eii g tné ra l . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 

d'Si Son voit qu'en f u p p o h t  hccefivement , m = I , m 2 ,, 
7h 3 , m 4 ,  a:, on aura les formules do la tômmation de 
toi~tcs les piiiKkces. Car ep  fuppohnt rn -=- I ,on  a u = a +  r 
( ~ r ~ - z p  ) ; or JP  =f1 c'eit-i-dire , la hmme d'autant d'unitis 
qu'il y a de termes, & u0 = 1. EnTortequ'au lieu de f rc-u O ,  on 
prut  piei:dr:. n - J .  En f u p p o h :  rn FJZ , on a zr" ï= a" z r 
(f I - I L )  -k P' (-[IO-uo ) ,qui donnefi  puifqu'on connoîtla va leu t  
deJto. Suppo~onsrn = 3 ,  onaurau '  = a 3  + jr (ft l-uZ)+jr '  
( / i  ic ) -fi 73 ~ / ' 1 0 - 2 1 0 ) ,  qui donneraJtz, puiQu'on connoitj"~ & 

/t". Entin fi l'on fuppfë  m r 4 ,  on aura IL* =i a+ + 4 r ( j ' r  s-uj ) 
+ 6 r' (f 1'-u3) 4-4 r3 (SC-U) + r' ( f i o - U S )  qui  donneraIr1 , 
pui.?ju7on connoît/t2 , j t  &J to ,  Ik amfi de fiite il'iafini. 

240 Lorfqu'une fois on L i t  trouver la fomme des puiffances 
d.i plufie~irs nombres en progrefion ari thmétique,  il efl fort 
ai'? de  trouver celIe d'une infinité d'autres eipeces de pro- 
F ~ f i o n s .  Par exemple,  fi ayznt une progrefion arithmé- 
ri:;ce, tells que + 3 . 7 .  I I . I 5 .  19 , & c ,  on conçoit qu'on 
ajacte fiic~eii;,rcment lrs tcrnxs , on formera la fuite 3 ,  I O ,  

2: , 3 6, , 8.c que Son peut h m e r .  Et fi l'on ajoute de 
rr.,i-:~ 15s ieriixs de celle-ci, on aura la fuite 3 . i 3 , 34, 7 0 ,  
r r  i , &:c j qb'on peut pareillement fomnier ; il en Cira d e  
rrEnie des term2s de celle-ci, ajoutés de la m i m e  maniere, & 
ai-li i i'iii5ni. 

En t fk ,  la h m m e  des termes de la pr&refl;on arklimétiye, 

~ f f  s -- (12 +Y) x -. OU , en mettant pour u fa valeur u = 
- -  Z ---, 

n -1- r . n - 1 ,  J E= ( 2  a + r .  n - 1) x ~ . C e t t e v a l e u r d e s  
z 

exprime donc un terrnc quelconque de Ja Gwnd  e ruite. Donc 
Fo!ir ayoir !a  fomtiie de7 rerrnes d é  Id feconde hiire , i i  fan h i -  

n 
mer 15 Cuits dcs qwntiités que donncroit (2 a j r  . n - I),- 

Z 

et: riirttarit fÜcrilfivenieiit pour  n :ous les nombres de  I A  pro- 
g r e s o n  nature!!e I ; -. , !, Bc. Or cette q s a t i t 6  rcvie:!; j 
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r 
4 n + - n L  - n , dans lalue r a  & r refiant t ~ i , j o u ~ s  les 

7. 

f i  r 
rels. L e  raironnement etî le mérne pour n. A l'ézdrd cie - n' 

2 a 9 - 

pairque r refit le rnErne , q.ie:que nombre que 1'01 TuAlirue 
polir n, on iornmer.3 d ~ i ~ c t o u i e r l e ~ ~ ~ m n u t ~ s  repr- éilré, ,s plrq' ,  
c'efi-à-dire , qu'on prendra la  6in.ne des quarr .s d - s  i.ornbres 

naturels, Pr on la multipliera par I-, Ainii pour la 6in.r.c 
II 

des quantités an, an aura u . (n+ 1). -- r~ & pout celles des 
t n z  

quantités - n , Qn aura 1, n+ S .  - ; a' pour celirs des 
Z 2 

r r ln;+ 9 nl+n 
quanti& - nl, on aura - 

a '  
; enfôxe que la 

6 
r I 

fimmedesauaniitésan+ -aa - - n. ou la 6 m m e  des 
Z Z - r 

termes dé la ieconde Cuite, Cera a . n + i . + - + T .  

~ n ~ + 3 ? a ~ + n  r n - 
- - ,n - t .  IL-, qui  fë rtduit  2 a .  n+ r ,  

6 z z - - 
II  a - 1 . 7 1 .  
- f - r .  * ' ; ppifque chzque terme Ge la 

6 
troifieme fuite,  eit la foimrnr,des termes de 13 &tonde' , ori 
fornmera cette troitieme en femmznr ies difiirerites j rrties 
de ce d ~ r n i e r  rbruliat, qui  n Y o x ~ g 2 r ~  encore que des ftirnma- 
tioiis des pui lhncrs  de l a  Cuite narureile ce ncnibres; & ainli f a l ' i ~ f i  i. Si l'on fuppok a = I , a( r - i , c'en 3-dire , G 
1:. proareilion yr:mitf\-e ei? l a  &?te dcs rombres nat:lreis, Ics 
p:o,@trt&ors d o ~ t  il s'zgit a8üe j t  me1 t , dcvicr,r.enr) zlcrs CC 

;qu'oii appeiie ies nornbrr~ j?gur:~. C'eiEp?r cette d e l i e r e  
forniui: qu'on peut trcuver le ilcr!~bre des Loi:!ers è'ure pile 
triangijlaire : conime oh a ,  dcns ce cns , a = I , B. r = L, 

n + r  n+% 
elle Îr r idu i t  à n. --.-- - 

;. 3- .a 

S 4 
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On pêct de ,même rommer les Cuites que i'on formeroi; es 
ajoutant la Lite des qu;lrrts, ou la h i t e  des cubes , &c,  de 
cette même maniere. E n  un m o t ,  on peut fommer par ces 
mê~nes moyens toute fuite de quantités , donc un terme quel- 
copque f i rd  exprimé par tant de puiffances parfaites que i'on 
voudra d'un niéme nombre n ,  ces puiifances étant Cailleus 
mult iplks  par tels nombres connus ,qu'on voudra. 

2 4 1. On peut 3ufi trouver Ia fomrne 
des termes d'une progrefion gComCtrique , 
par une mCthode analogue a celle que nous 
aVOAS employée pour fomrner les puiffances 
des termes d'une progrenion arithrnttique. 

Suppofons que a ,  b , c ,  d, e ,  &c, foient 
l e s  termes confécurifs d'une progrefion 
géonetrique croifiante, don? l a  rriifon foit p. 
Puilque chaque turne contient p de fois 
celui qi i i  le prdcede, on aura les Cquations 
hivantes b=ap , c=bq , d=cq , e = 4 ,  &c ; 
donc ajoutant ces équations, on aura 6 + c 
-+d-ie=ja+b+c+d) 4, où l'on voit qu'en 
ginCral ,  le premier membre fera toujours la 
f i tame de tous les termes excepté le prc- 
mier ; & le fecond, fera toujours l a  raifon p 
niultipliée par la fornlne de cous les teunes 
exceprd le dernier. Donc fi l'on appelle s la 
ibrnme de tous les termes, & u lc  dernier, 
cette dquation k cilangera en s- QI's-uj q 
o?i s - ç=ps - pu, d'où l'on tire gu -a - 
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qu-a 
qs-S= (9- 1) s ; & par confdqiicnt s= - 

c-19 
formule par lequelle,  connoiffant le pr;rnier 
terme a , le dernier u , & l a  raircn q , on aura 
la fomme s de tous les termes. 

Cette même formule peur ièrvir zuiii pour 
les Frsgr f ions  décroiffantes, Fuirque la pro- 
grefiîoii dtcroiifrnte p r i k  dans un crdre ren- 
verrd , r i t  une progrenion croifTante ; il n'y 
aura de changement à faire que celui de dire 
demirr terme, au lieu de premier, & premier 
au lieu de drrnier. 

Si la progreifion décroiffarte s'étendoit à 
l'infini , la fornrne s Ce rréduiroir alors à 

4 2' s = - , u mrirquant le premier terme. En 
0 - 1  

e ~ e ; , , ~ o u r  exprimer que la progrdion s'é- 
tend  a l'infini, il faut introduire dam le cal- 
cul ce qùe cette propofieioti renferme, favoir, 
que le dernier terme eii infiniment petit  ; or 
le moyen d'exprimer ce t te  derniere condi- 
t ion,  c'en de le fuppofer nul  à I'Cgard du 
terme qu ; car fi on le lail'oit fubfifter , ce îe- 

L - 
roir hppofer  qu'il peut encore dirniniicr qu ,  
ce q u i  efi contre l a  premiere fuppoGcicn. 

O n  voir donc aue aorrr avcirlir hmnze de tozrs 
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dc la progrc$on , Gr q . i u r  refranchi du produit 
Ic plus p c m  l e m e  2'. cene meme ptogrrfion , 
divijrr l e  rc& paf  10 rn$n oininure d%ne 
u n k é  ; enforrç que  , lorlque la progrrilioii eR 
dicroifiailte à l'infini , cela fe rddriit à mul- 
tiplier le plus grand terme par la raiîoh , & 
divifer enfuite par la raicon diminute d'une 
-unit$. Air fi la fornine des terr i les d e  cette 
~ r o g ~ e n i o n  continutç à l'infini : : + : 

. L S x 2 
x g  - 3 2 ,  &C, efi -- 

2 - 1  
oy r ; il en eit de 

même de la romme des termes dç celle- ci . . 
2 .  2'. 2-. 2 - -  .. 3 -  9 ' 2 7 . 9 1 9  &c. dont la raiion, en con- 

fiddrcrnt cette progrefion comme croiffante , 
efi 3 ,  puifque divif2 par $ donne 3 .  En effet, 
l a  Comme des termes de cette progreilion efi 
Z - X 3. 
3 ----, qui fe réduit à 1. En  gdiiéral toute 
3 - '  

piogrefion gdomiçrique dtcroiKante 1 l'iu-' 
fini , dont chcique terme a pour numdrateur 
coiiflarit, u n  nombre nloindre d'une unid que  
le dénominateur du prcnicr ferme vaut I .Car . . 12' -n cetteprogreifron cfi en ginCral- - - -- . 

*. n+I ' (n+i)= ' 

71 n 
_CA . &c,  dont la i o m m c  eit 

n +  1 n --- 
1 
, ou - c'eit-à-dire , r .  

n 4 - 1 - -  n 9 

Si cette concliif on paroit furprenante à 
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qiielques ~ E ~ C L > S S  , ils doivent laire atcenrioa, 
que fi ap&s av-oir ~r is ,par  excmplc , les de 
12 Iigiie AB (Rg. 6) que je îup~ofe  $c I 

on prénd enfmre Cd,  c'efl à-dire , les deiix 
:i~rS de -la prt ic  reitGre CB , puis Ics qeiix 
tiers de  la p q i e  r~ i fan te  dB p i s  1cs dqlx 
tiers de l a  parcc rcRan te  eB,& a i d  i ]'infin4 
011 n'aura jamais abforbt plus  que l a  \ignenAB. 
L a  rnéme chofe aura lieu I'i l'on  rend d'sbord 
les trais quarts de A B , puis 1:s $ de ce q u i  
refce, & ainfi i riafini. O r  c'efi ce qu'esFrime 
la progreifioii 5 ,  $, 5, puifque $ cit les j de 

a eit les f de ', , & ainfi de fuite. 3 '  2 7  

2 4 2 .  NOUS avons vu (Arirh. 2 r 2) qu'un 
terme quelconque d'une progreficn géoind- 
trique Ctoit compofd du premier m d t i p l i d  
par la raifoi1 élevCe à une p iRance  d'un de- 
gré égal au nombre des termes qu i  précedent 
celiii doijt il s'agit. Donc fi l 'on nomme 
a le premier terme , u un terme que!c~nque ,  
q la r a i h n  , & n le nombre des t c r m z s ,  on 
aura ~ = a q ' ' - ~  : & comme il entre quatre 
qu;iiitids dans  cette é q ~ i a r i o n ,  on peut en 
tirer quatre forrnu!es, qui ferviront Li. rCToudre 
cette queff ion g h i r a l e .  Trois  de ces qirarrc 
chofes i tmt données , le premier :erme, le 
dernier,  la raifon , & le nombre des termes 
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diaternent la valeur de u. zO. O n  trouvera fa- 
cilement quc célle de a efl a = # -  : l'égard 

L 

de celle de q , on trouvera , par ce qui a CtC 
n-i  

dit ( i 7 1 ), :. Sur  quoi nous remar. 
- 

querons que cette derniere t'quation ren- 
k r m e  l a  regle que nous avons d o n d e  en 
Arithmdtique pour inférer plulieurs moyens 
proportionnels entre deux quantitts données. 
Ces quantitts font ici a & u ; mais pour avoir 
l a  raiion q q u i  doit r6goer dansla p;ogrelTioii, 
on voit ici qu'il faut divifet la plus grande u ,  
par la petite a, & tirer la racine du degré 

U 
n - I , du quotient ; or 12 dtant le nombre 

total des termes , n - I eft plusgrand d'une 
unitd que le  nombre des moyens ; ce q u i  
s'accorde avec la regle citde. 

Quanr à la maniere d'avoir n , dans I'tqua- 
tion u=oqn-x , lYAlgebre ne fournit pas de 
moyens direas ; mais on peut la rtfoudre fa- 
cilement , quoiqu'indiretlement , en ern- 
ployant les logarithmes. Nous avons vu  
(Arith. 239) que pour t lever  à une pui,rf3nce 
par le moyen des logarirhines , il falloit mul- 
tiplier le logaritlime de la  quaiitité, par l'ex- 
polant de cette puifince. Ainli en repd- 
îentant par L , les mots Logaritlin~e de,  u n  
paurra,au lieu de Ln2, preodre 2 La j a?i lieu 
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D E  ~ ~ A T H ~ M ~ - T I Q U E S ,  2 8 j  

de La', prrnrdrG 3 La ; au lieu-da La> prendre 
n La. Donc en fe rappeQant que po:rï mul- 
tiplier par le nray en des dggarithmtss , il faut 
ajouter les logarithmes, & qu'au contrai* 
pour divifer il faut retrancher lelogarithme du 
dLvifeur , du log. du dividende, on aura dans 
I'iquation EI e~ aqR-', Lu = La + Lp-\ a u  
Lu T La 4- ( n e  I ) L p  ; donc un  rr;ihîpo- 
fant ,  In- i )  Lq-Lu- Ln, & par con- 

t r 1 ,utZL 
îéquent, en diviîarit par Zg, n- 4 = -- 

+ ; ~ * A L ~  A . 1 3 d  r L L q i '  
& enfin n - ----- 

L4 = .-[ ? 
Poix donner quelque ap$ication de CBQ, 

fuppoEons qu4on air plat6 au derniér ndme 
iommc de 6aoeo livres, à condition qup les 
intdréts que cetre Somme produiruhaque 
znnke , foient trait& cortlme un nouveau 
fonds qui produira cSgaIemenZ ItitCrEt, Bi ainii 
d'ann t e  en annde, jufqt'à ce que  Te Fonds îd t  
mont6 à xooo~co dv liv. On demar-ide com- 
bien on doit,  attendre p a w  toucher cette 
derniere lomme. . . - h  .a 

Puifque lYintCrêt eit ici 5 d u  fondsdè, l'an- 
nCe pricddente , au boilt d'me annde quel- 
conque le fonds fera d p l  au fonds de l'année 
précédente plus la vingtierne partie de ce 
m&me dernier fonds ; ainfi fi l'on regr&encc 
par a ,  b , c , d r  e les fonds îicciriliis'd'ann~e 
enann&e,on ar i rab -a -+-~a2c==b+i ; fob ,  
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L u - l  a .I - C 

n = - - - + A , a ~ ~ e ~ d e a , u  ~ r ~ , l e u ~ v a -  
'3 ' 9  - % , G  3 7)' cfoo6&o-~ 6Za& 

V 'lépr- cç q u i  $oUkw&=,;-- x,?; d +$ 
& ~ p m ; r q u e d ~ ~ - ~ L , s i - . r k < r o ) , .  . . 

raooono -Lgoam 
&L--- +$ ;at. les tpblrs, n- 

( LqP-=?+? 3 v r ,  rt 

t s o u v ~  loo-c~op = 6,popoooo ; . , 
LQsoED = 4,7?8fj13. L 2 1  =k,,p1zi93, 
$ qo = 1 ,  ~ O ? O ? O O ;  dohc , . . rc  , 6 , o o o o o o ~ - ~ , 7 7 8 1  g I 3 r ,zzr8487 
n= ' -  , ' ' 

I,j222193-1,30IOj03 
*J-=+-"tri "Z 

n,azx 1 8 9 ;  

57,7-i- 1 à- eu-p rk ;  c'eit-à-dire, que le f3iids P de-&occm era mont6 1 ~ocoo: 'o  Iiv. au bout 
de 5 8  ans 6 mois $, 3 . p e u y - è ~ .  

- Puifque ( f i t h .  nj o ) paur extraire ,par Ic 
moyen des logarithmes , une raciile d'un 
degré propûfi , il faut dictifer lc logarithn~c 
de la quanti ré , par l'cxporaiit , on peut ,  par 
le nioÿrn des logarithmes , rdloudre facilc- 
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k U k  
a t  LI,@ onaura EE-- - n - I  S i  l'an veut 

appliquer ceci à un exexnple, il n'y a qdà 
chercherquel devroh êtredafis lc pr!tédant, 
I'inrCr&, J$W 'qu'eit'j rLalis & i', , le fandi 
8c'60000 't,vr&s rpoiit$t I ioobooo liv. On 4 

- 
6,003300i-4,778 1 J I 3 I , Z Z  I $ ~ S $  

trouvera Lq= -- r =-- -@,y C 
qûi 

-. . s"7>~i 
donne r& a 6 2  i P  7 5 7  ; & (elogarithrne ré- 
pond dans les'mbles ,* r ;p$pdh t&s-péu pès; 
& dernkr  nombre i6.Iuit en ving'tieines, 
dome a o - i  dbù l'on ~bnc lura  q u e  l'intérêr 
efi à r<Fs f. 

A 
' J 

L Os woii $uni par Ià. comment on peu5 fat; 
lement iiiifEkY par le moyen des iogarith~fier, 
pluijeurs moyens propo~rioiinïls gkoniéiri; 
quks lJ emrc'deux ,, nombres donnds. 

- ' q u 7 d  L 9 
2 4 3. LYdquation s = -, doilncra auG 

$--?A 

quatre dquations qui; i&voront d f o ~ d k  ce 
problêmk gdiiéral. Roi's de crs quatre  chq- 
Ses, la fornme, la raifbq , le prenGer, & Ic 
derhierterme d'iine ~tcWGf ion~dornC&~uc,  

P dtant donndes , rrouver laGuritrieme. Cela eh 
trop faciie 5 à prélenr , /pbur nous y arrEter. 

'Enfiil 6 ,de l'une dcs deux e'quaîi?iis . . 
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qu e n 
S - 4  -- 

7- 
& n = a qn-l ,  on tire la valeur 

a- I 
Z - 

d'une même quantité a, ou q ou u , &c . & 
L 

qu'on la fubitiuie-dans l'autre , 04 a u r a  les 
a m e s  éaiiarions alai a eu vent Tervir ir6foudrc 

-A 1 . - 
l a  qiiefi;oil f u i v a ~ e ,  encore plus gdnk!$e 
ile ces cinq - cb~fki ,le premier termc , l e  der- . .* 
nier-, i q  railoii, laIpmme , & le 70mbre.,des 

C .b . teriries d'une prcgrt?fi~o:lgeornéir~ <, ue, troi9 
étant doiiiiics, >fouver chzcun~Ltdes $epa 

J . - L  - 

Dc Ca Som mariort des fuites rrPcurrerire~. 
1 3  

24.4. Qu appelle lu'iar~rrres, -celles dpnt tin 
quelconque Te forme dc  lâddition d'un certain nombre de ter- 
h e s  ptbcç'de~its , m:iltipliés ou d i v i k  par des nohbres d i i d  
miin9r, pofirifs DU nigatifsi P a  exeniplc+la fuita a ;J , 19, 
r o i ,  543 &c, eit une fuite récurrente, qarcc que chaque 
terme eR formé des deux p t é c t d ~ n t s  , enJrriiltip\ient fe premier 

p a r  z , le Gcond par {; 8! aiaufant les deux $raddits $ î.4 eff 
Ï ~ - x > + - ~ o I > ( ~ ;  d e m é m r ,  acr e B 3  y f + 1 9 x f .  - 

On peut hmmer  ces G t e s  d'une mankre  analogue à celle 
'que aot~s)avoii~ enip!of&t Ei 'defhs ; il hffire d'eu dom& ug 
exemple , fur les h i t q  c6çuirmtes dont la loi-ne dépend que 
de deux quantilés cûmme celle que nous venons d ' app~ ie r  
poilt exemple. 

Soient donc a ,  b ,  c , d,  e , f,  Src , plufieurs termes for& 
par cette l o i ,  que diacum k i t  mmpofk des deux prbcidents 
dom le grernieï eG rndtiplié p q u : ~  nombre connu m ,  & l e  
ficond par un  noii;'ùre connu y; on aura donc  cette iuite Cfgaa- 
t ions . .  .. c = r n < i  +Ri drTrn6+pc, e = m c + p d ,  
f = rn d +- p c. , &c. one en ajoutant cette fuite d'éqiiatians, 
o n a u r a c f  d+~+J+,&c .=m(a+b+c+d)+p  
( b + c + d+e ) ; o r  k premier membre eit la 6mme dz 
toiis les ternies, exçepti les dwx premier$ :le m u l t i ~ l i c a p z  
de rn, drn j  1- f i c o n d  membre, eR la h m e  d e  t n q  les 
ter!ncs ; excep1  le? deux derniers j & enfin le multiplicateuc 

de 
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, et# la fommede.tous 1$ ternies,  exccpté le premier & 
Ic ernier ; donc en a p p e l h t  J ,  cette Lomme, on 2u.a s - a- "'d 
6=m(~-e-f) + p f  s - a -  f ) ,  d'oùl 'antire .... 

r n e + m f + p a + p f - a - b  
J=---------- , qui  donnera la Tomme, 

m + - p - 1  
lorhu'on connoîtra les deux premiers & les deux derniers, & 
de plus les quantités rn & p .  - 

O n  peut y faire entrer l e  nombre des termes; il faut pour 
cela , chercher I'expreifion génév le  d'iin terme quel~onqu5,  
par l e  moyen des h ,  6 ,  lm, p & d u  nombre n des 
termes ; mais cetterecherche , pour toutes les eljeces de féries 
récurrentes, nous meneroit trop loin. 

De Za ConJfruiiion G h e ' r r i q u e  des 
QuanrirPs AZ'ébriques. , 

2 4 5 .  Les lignes , les furfaces & les ioli- 
des dtant des quajtités , on peut  faire fur cha- 
cune de ces trois efpeces d'dtendue , les 
mémes opCrarions qu'on fait fur les nombres 
& fur  les quantitCs algdbiiqiies, Mais les rd- 
fiiltats de ces opkrations peuvent Ctre tva- 
luis  de deux manieres principales , ou en 
nombres ,ou en lignes. La premiere maniere 
fuppofant que chacune des quantités donndes 
efi exprimte cn nombres , * n e  peirt: avcir b 
prtfent aucune difficultc? : il ne s'agit que de 
iiibitituer à l u  place des lettres, les quan- 
titCs numériques qu'elles repdfcntent , & 
faire les opérations que la dirpofitior? dcs 
Ggnes & des lettrcs indique. 

Qua.nt à la maniere d'évaluer cn lignes les 
rCCultats des folutions que 1'Algebre a four- 

A L ~ E B R E ,  T, 
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'ta e C o ù a s  
nies, elle eit for:dée fur la coanoifTance de 
c e  que iignifient certaines exprefions fonda- 
mentales , auxquelles on rapporte enfuite 
toutes les autres. Nous allons faire eonnoître 

-les premieres , & nous fe ra i s  voir enfuite 
comment on y rapporte les autres : c'efc-là 
ce qu'on appelle con/r'uire les alg& 
briqiies, ou les problémes qLi ont  conduit à 
ces qiiailtités. 
2 46. Si l'on avoit à cenitruire une quan- 

a b  
t i té  telle que - , dans laquelle a ,  b ,  c mar- 

uent des lignes connues, on tireroit (Fig. 7) 
j e u x  lignes indéfinies A Z; A X faifant en- 
tr'elies ;in anglc quelc6nqdi.. Sur l'unc AX 
d e  ces lignes, o n  prendroit nile partie AB 
égale à l a  ligne qu'on a reprdrentde par c ,  
puis iine autre A D ,  &gale à l'une ou à l'autre 
des deux lignes a & b , a , par exemple ; 
enruire Tur la feconde A Z , on prendrait 
une partie A C dgale 1 la ligne b. Ayant joint 
l e s  extrérriit& E & C de l a  pr'cmicre & de la 
troifierne ,+ar ia  ligne con  on meneroit ar 
l'extrémité D du la kconde , la ligne IL 
parallelv à B C; elle ditermineroit fur A Z 
l a  partie AE Four la valeur de -. car (Géorrr. ,- 3 

102 ) les paralleles D E & 6 c , donnent 
cette proportion A II : A D : : A C: A E , 
c'cil-à-dire, c : n : ; 6 :.AE ; donc (Arirlr. 179) 

v 
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D E  M A T W É M A T I Q U E S .  291 
'A E = !-! C'eli à-dire , qu'il faut  trouver 

C .  

une quatriéme proportionnelie , aux e~ois  
ligne8 don~ides c, a, b. Et puifque (Gi'om. I 20) 

nous avons doriil6 deux maniera de trouver 
cette quatrieme proportionnelle . on peut 
employer indiffdreinmcnt l'une ou l'autre 

a b  pQur conitcuire - . 
Onvoit donc que f i  1'011 avoit à confiruire 

r a - c 9 ce cas rentreroit dans le précédent, puii; 
qu'alors la ligne b efi dgale 1 a. - 

a b f b d  Si l'on avoir à confiruire , on re- 
c - f - n  

marqueroit que cette qhnt i tC  eif l a  même 
(a-f-d) x B 

que c - c d  
; regardant donc a + d comme 

une feule ligne, reprékntée par m , & c4d  
m6 aufi comme une feule ligne a ,  on auroit - 
n 

6 
a confiruire , ce p i  fe rapporte au cas pr& 
cident. 

Que I'on ait a a - b b  , on fi rappellera que 
L' 

na-66 efi ( 2  J) la même chofe que 0 X 
n a  - bb 

(a-b) ;  ainfi on k reprtfentera -, Cous 

& l'on cherchera une cette forme --- 
c 2 

quatrieme ~ropor;io~iiielle à c , a+-d , & 
u -6. 

Si  la quaneid i confiruire en" 04 met, 
q 2. 
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992 G o u r s  
n b  c tra cette quancit6 fous cette forme >- x - . & 

a b  e ' 
ayant conitruit - comrnct on vient de I'en- 

d ,  
Ligiier , on nommera m l a  ligne qu'aura 

ab c donnLIe cette  confiruaion ; alors - x i ,  de. 
rnc d 

vient - q u i  fe cunftruit comms ci - deifus, 
e 7 

a' b - On voit donc que pour coiiilruire , , on 

fe le reprifenteroit comrno- r x c )  on c d -  
or ' rruiroir- & e n  ayaiir reprirent6 la valeur 
c 9 

m b  par pz, on corirtruiroic -- 
Ainfi tout  l'art confifie à décompoîer l a  

quanr i rd  en portions, daat chacune revienne 
a b  à la fqne  - c -  ou -; & quoique, cela puifle 

C - 
paroître difficile en quelques occarions , on 
e s  vient ce endnnt facilement à bout j en P evployant es transformstioiis. . . a3 + b5 

Par exemple, fi j'avois h coiifiruirc O - ,  

je f~ppoferois  a rb i t ï a l rmcn t  , b3 -- a'm, & 
nj+bi n3 +a'rfr 

cS=aiz ; alors -- fe chxigeroit en - 
u'+cr u2 4 a n  , n L + a m  ( q - m ) x a  qu i  b rçduit a y+n, OU 

(Z + 11 , quaiititd 

facile à confiruire ( après. ce qui  a t r i  dit 
çi- Jeffics ) ; dhs ,qu'on conrioîr-ra 112 &- n. Or 
ppur con:~oiire ni & n , les equations Iii = 

. - 
b ?  cL 

a' 7h , '& cZ = a n  , donnent nt = & n - - 
a O 

q u i  Te copltruifeiir par ce qui  précede. 
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AinG tant que la  quantitt fera rationnelle, 
c'eit-à-dire [ans radicaux ;, fi le 'nombre des 
dimenfions du numérateur n t  furpaffe que 
d'une unité celui des dimeniions du dinomi- 
nateur , on,ramenera toujowrs'fà coilflriiaion 
à chercher une  quatriemc proportionnelle i 
trois lignes donndes. 

II arrive quelqiiefois que les quantitks fe 
prérentent fous une forme qui fenible rendre 
inutile'le fecours des transformations : c'efi 
lorfque la quantitd n'ef as homogdrtc ; c'efi- 
à-dire , lorfque chacun 1 es termes du numi- 
r x e u r  ou du dénominateur n'en pas corn- 
pofd du mhne nombre de fa8eürs ; par 
exemple, lorfque la quantite! eit telle que 
a ' + b  
7~~2 Mais il faut oblérvcr qi;e l'on n'arrive 
jamais à un parcil rf f i l m  , que lorfque dans 
le cours d'un calcul on a fuppoîd, ( dans la 
vue de fimplifier le calcul ) quelqu'une des 
puanritCs Cgale à l'uniré. Par exemple, fi 

a5 + blc dans - 
a' + C= 9 je hppoîc b t g a l  à I , alors 

- 9  . a j + c  
j aurar -- 

a'-+-*̂ '. 
Mais comme on ne peut jamais 

entreprendre de confiruire , fans conneître 
les éld~nents qu'on emploie pour cetre conf- 
trufiion, on fait toujours dans chaque cas 
quelle efi cette quantid qu'on a fuppofie 
dgale à l'unité ; on pourra donc toujours la 

T 3 
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reitituer ; & il 11e peut y avoir d'embarras 1;- 
deffus; parce que lc nombre des dimenfions 
devant toujours être le même dans chaque 
terme du numirateur & du dknominaeeur , 
( quoiqu'il puiffe être diffirent des termes 
de l'un aux termes de l 'autre ) o n  reflituera 
dans chaque terme une puiffance de 13 l igie 
qu'on a prife pour unitk , Cuflifamment élevde 
pour cornplkter le nombre des dimçnfions ; 

a 3 ç b + c Z  ainli, fi j'avois à confiruire =a, ; fup- 
pofaiit que d b i t  la ligne q u i  a &;é prife pour 

a3 + dd' + cl  d uni td, j'éirirois ----- 
ad + b' - , que  je conitrui- 

rois' en faifant 6"m; c2=drz & a 3 = d ' p ,  ce 
. da;+ b d'+da n dp+Li&d 

qui l a  changeroit en -- -- 
a d + h  ) O U  ~ + n i  7 

ou -2) quantité facile à conitruire dEs 
a + m  

qu'on aura conflruit les valeurs de m, n & p ,  
b 2  ca a3 

f a v ~ i r m = ~ ,  n = ; d , p  -;i;, q u i  font 
elles-mimes faciles A confiruire d'après ce 
q u i  a d d  dirci-deff~is. 

Dans tout ce que nous venons de dire, 
nous avons fnppofd que le nombre des fac- 
teurs , ou 1c nombre des diinenfions de 
chaque terme du numdrateur , ne furpaffoit 
que d'une unit&, c e l ~ i  des dimenfions du 
dénominateur. Il peut le furparer de deux, 
& même de trois, mais jamais de plus, à 
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moins que quelque ligne n'ait dtB îuppofie 
égale à l 'unit&, ou  que quelques-uns des 
fat2e;rs n e  reprdièntent des nombres. 

2 47. ~ o r h p e  le nornble des dimeidions 
du nuin6rateur de la quantité propofde fur- 
pare celui des dimeilfions du ddriorninaceur , 
de deux iinitds ; alors la cpantité exprime 
une furfzce dont on peut toujours ramener 
l a  conRru&tion à celle d'un paralldlogrirnine , 
& nîeme d'un quarré. Par exemple, fi j'a- 

aJ+uzb 
vois à confiruire la quantité - 

a+-c 7 
je la con- 

a 2 + a b  a a + a b  Gdc5rerois conlme a x ; or --- 
a +' c a i - ! '  

fe 
confiruit aiErnent par ce qui a Ltd dit ci- 

a + $ : Tup- deffus, en le  confiddrant comme a x - 
n ~ c  

pofons donc que nr foit la valeiir de l n  ligne 
qu'aura doni:.de cette conitrn&ion ; alors 

a" + ab 
nsb 9 

deviendra a x  m ; or G T'on fait de 
a ,  la hauteur, & de m , la bak d'un paralldlo- 
gramme, on m a  a x m pour la furface de ce 
paral1810gran~rr;e ; ddnc rdciproqileinenr cçtte, 

n3+a1h 
furface repréf&ltera a x m ou- 

a + r  ' 
0 1 1  ramenera de m t m e  à une pareille 

- dl + bc'+ dg A cûnftridtioil, Ja quant:té ----- 
IL -+ C 9 

en fai- 
fant 6 c  = = a m & n " L a n ; c a r a l o r s  elle de- 
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fe rrppotte aux confirutlions p>&cid&tes, 
ainîi  que les valeurs de nt & de n. Ayant 
trouvd l a  v d e u r  de ce facteur, fi je la  re- 
préfente par p ,  il ne s'agira plus que  de 
c o n i t r r ~ r 6  a x p , c'elt->dire , faire un pa- 
rall&lograrnme dant la  hauteur bi t  a , & la 
bak 

2 4.8. E11fii1 fi le nnmhre des dimenfions 
du num6rareur f u r p f f e  de 3 celui des di- 
meniioiis du dé.iaminateur, alors la quantid 
exprime ur. rolide dont on  peut toujours ra- 
mener la cor,itruQioii i ce1 e d'un paralldli- 
pipede. Par exemple, fi j'avois à C o d h i r e  
a3 b + a' ba b , je cotlfidérerois cette quantité 

' =+c  n ' + a b ,  comme dtant la méme que a b x - 
' 1 + C  9 

& 
<ra + u b ayant conitruit ----, M o n  ce qui  a été dit 

d + C  

ci - deffus , fi je repréfente par nt . l a  ligne 
qu'aura donnée cet te  conitru8ion, la quei: 
t ion  fera rdduite à confiruire cz b x nz ; or a b  
reprCfenrc , aixfi que nous venons de le voir, 
un parallilogramae ; li donc on conçoit un 
parailélipipede qu i  ait pour bafc ce paralli- 
lograinme, & qui ait pour hauteur la ligne m, 
l a  Fnlidité de c d  parall6lipipede repréfentera 

a3 6 + u'bL 
a b x n , c'cft-à-dire 

a + c  ' 

2 $9. Ce quc nous venons dc dire, fuf- 
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fnt pour cocitruire toute quantitd rationnelle. 
amant: les quantitds radicales 

d:~:;:nd%gri. 
Pour confi;uire \/ a b ,  il faut (Fig-. 1) tirct 

une  ligne iiddfinie AB, fur laquelle o n  pren- 
dra L e  fuite la artie C A ,  tgaie à la ligne a, 
& la parcie B $&&ale à 1, ligne 6 : fur la rota- 
lit6 A B comme diarnecre , on Cdcrira uq 
-demi-cercle coupe en D l a  perpendicu- 
laire C D élevle fur A B au point C ; alors 
CD fera lavaleur de r/ ad, c'eit-à-dire (Géom, 
I 26) , que pour avoir l a  valeur de Va6 , il 
faut prendre une moyenne propor~ionnelle 
encre les deux quantirts r ep r tkndes  par a 
& 6 ; en effet, on f 2 i t  ( G60m. I 2 5 ) q u e  
A C : C D : :  CD:CE,oua: CD:: C I 1 : b ;  
donc , en mültipliant les excrémes & les 

-2 

moyens, on a CD = a b  , & par conféquent 
CD = r / .a  6. 

On voit par - l à  , cornInAt on doit s'y 
prendre pour tramformer en un quarrC , une 
furface quelconque : s'il s'agir d'un arulltlo- 
gramme dont n [oit la hauteu; ôc Bla  b a k  , 
en nommant r le côrd du qunr1-6 chercht, 
on aura xz = ab, dr par confc?quentx = V a b ,  
on prendra donc une moyenne proportion- 
nelle entre la b a k  & la hauteur. S'il s'agit 
d'un triangle que l'on fait ( Giom. 1q.0 ) erre 
l a  moitié d'un parallc$!ogramrnc de m@me 
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baîe & de même hauteur, on prendra une 
moyenne proportionnslle entre la bafe dr la 
moitié de la hauteur,  ou entre l a  hauteur & 
la moitié dc la hafe.. 

S'il s'agit d'un cercle , on  prendra une 
moyenne proportionnelle entre le rayoii & 
32 demi-circonfdi-ence ; & s'il s'agit d'une - 
f igure  reEtiligrie qiiclconque , comme on 
fait ( Giom. r q; ) qu'elle eR rédufiible à u:i 
triengle, on l î  réduira a i k h e n t  en un quarré, 
en prenant une moyenne proporcion~~elie 
entre la  bafe & la 1?1oiti6 de la  hauteur de ce 
triangle. 

Mais G - l a  iipre.n't5toit point conflruite , 
& qiie l'on e î ~ t  {eulenient l'exprefion algt- 
Brique de fa furfacc, par le moyen de qucl- 
ques-unes d e  i è s  dimenfions , d o r s  on conf- 
rruiroit comme pour les quantités que  nous 
d o n s  parcourir. 

Si l'on a v o i t g 3  ab -+ bz, on confidéreroir 
cette quantité comme dran t  l a  même que 

l/13a+6jxb; on prendroit donc une moyenne 
~ r o p o r t i o n ~ e l l c  entre. $ a  -+ 6 & b. 

Pareillement, li l'on a VT-bb ,  on confi- 
ddrera cette quantité comme dtant la même 

que I ( a + 6  ) x 1 a- b ) , ( 2 5 . )  ; aiilfi l'on 
prendra une moyenne prpportionnellc entre 

a + B & a - b. Si l'on a va' i- 6 s , on fera 
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vz-- b c = a m , & alors on aura a + a nt ou 
y'(a+m) xa; on prendra donc une  moyenne 
p-oportionnellc entre a+-rn & a ,  après avoir, 

b c conftruit la valeur de m - F- en fuivant les 
0 

reglco données ci-deffus. 

Pour confiruire /a2+-bz, on pourroit àuffi 

faire b2=am- b conitrnire l/ n2-t-am Mon ce 
qu i  vientdY$tre dit. Mais l a  propriitd du trian- 
gle rettanglc ( Géom. J 644 nous en fournit 
une conftruQion ulus  fimole; la voici : Tirez - - 

1 1 ' 

une ligne AB ( Fig. 9 ) égale à la Liene a ; à 
foon extrCmité A,  klevez une perpendiculaire 
AC c.5galc à la l i g ~ c  6 ; alors h VOUS tirez BCy 
cette ligne fera la valeur deva"  -+ b2 : en eL 
fet , p$fque le rriangle C A B  eB reilanglc, 

- 2  -2 --2 

on a ( G h n .  I 64) BC=AB +AC=a2+b2 ; 
donc B C = d a z  + ba. 

On peut auifi, par le moyen du  triangla 
-A 

reaangle, confiruire i /  a' - 6' autrement 
que nous ne l'avons fait ci-deirus. Yoür cet 
k c t  , on tirera( &. r 1 ) une ligne AB &$le 
à a ,  & ayant décrit fur n B comme diametre, 
le demi-cercle ACB , on tirera du point A ,  
une corde A C = b ; alors fi l'on tire B C, 
'cette ligne fera la valeur de vaz-b' ;  car le 
triangle ABCdtant reRangle (Géom. I 65)ona 
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E - -2 -9. -D 

A d - A C - i - B C ;  donc & C = A B -  
-J  - 
A C =  a'- 6 ' ;  donc B C = V ~ - ~ ' .  

O n  peut donc coniiruire a u f i  V a z  -+ b c  
antrement que noiis ne l'avons f a i t  ci-deflus 
en s'v menant de cetre maniere. Faire bc- 

J L 

na2, & confiruire a' + m' comme il vient 
d ' h e  dit ; 6 Four cer: effet , on commencera 
.par dkterminer m en prenant une moyenne 
pro~ortionnelle catre b & c ,  aiiiii que l'iiidi- 
quc l'équation bc =nt2, qu i  donne rn = t bc .  

S'il y avoir plus de deux termes fous le ra- 
dical, on rannc~ieroit toujours la conitrwQion 
i quelques-ums des r n d î h k s  pr8c8denres, 
par le  moyen de transformations. Par exem- 

ple, fi j%vois va '  + 6 c +TL je ferois 6 c =r 

a n t ,  + a n . & j'aurois v a z  +am +an ou 
f ( a + m - + n ) G ,  que je confiruirois en pre- 
nant une moyenne proportionnelle entre a 
& a + m + n , après avoir confiruit les va- 

b c leurs dc m & dc I I ,  favoir nr = - n =- e f 
a 9 a 

Je pourrois encore a i r e  6 c = nZ1, 
nl, - 

& alors j'aurois à confiruire k' da + mZ + na,  
Or lorique le radical renferme ainfi une ruire 
de quarrds pofitifs , par exemple , . -- 
f ~ ' ~ l L z - k P ' 4 - & ~ ,  O n  fera va2+B'=h, 
/ h a  + n a = i ,  f i z  + y a  + h ,  & ainfi de 
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fiite ; & comme chacune de  ces quantitgs 
fe trouve dtterrnindq par la précCdentc , la 
derniere donnera la  valeur de . , . . , 
va2+ ~ z ' I - n  -i p ' $ & ~ .  pour confiruire ces 
quanti tds de la maniere la plus fimple , on re- 
gardera fucceiiivement chaque hypothtnufe 
comme un côtt ; par exemple, (Fig. r O) ayant 
pris AB=a,dlevC la perpendiculaire AC=c, 
& tir6 B C qui fera A ,  on dlevera au point C, 
fur B C ,  l a  perpendicuIaire CD = n ;  & 
ayant tir6 BD qui fera i, A fon e x t r h i s é  D, 
on dlevera fûr B D la perpendiculaire DE=p, 
& B E  k r a k  ~ u ~ a ~ + r n ' + n ' + ~ ' .  

Si quelques-uns de ces quarrés font  nt!* 
tifs, dors on riunira à ce que nous venons 
de dire, ce q u i  a et& dit pour confiruin 
vaz - ba. 

Enfin fi I'onavoit à confiruire une quan t id  

de cette forme !!c!c1/6" On la changeroit en -- 
a f ( b + c )  Cd+e) f d +  e y  

d + ,  2 en multipliant haut & bas - -- 
par \/d+ e ; alors cherchant une moyenne 
proportionnelle entre 6 + c & d+ e , & la 

a rn nommant m ,  on auroit à confiruire =, CG 

qui efi facile. ' * 

Au rene , il s'agit ici de regles ginérales; 
sn peut .fouvent confiruire d'une nianiere 
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go2 C O U E S  
beaucoup plus 'limplc ,,en par tant  toujours 
des mémes principes ; mais ces îimplifica- 
tions fe tirent de quelques confidérations 
particulieres & propres à chaque queiiion, 
& ne peuvenr , par confiquent , &tre expo- 

 ions en amenenr Ges  qu'à meîurz que  les q u e f '  
I'occafion. Nous remarquerons îeulement , 
e n  terminant cette matiere , que qusique l a  
coi.ift;u€tion des quanti t ts  radicaks, dont il 
vient d'erre que!lion, fe réduire à prendre 
des quatriemes proportionndles, des moyen- 
nes propoitionnelles , & à ionfiruire des 
triangles re8angles , cependaiit on peut quel-  
quefbis avoir des coiiitruAions plus ou moins 
îimples ou élégantes, felon la mdthode qu'on 
emploie pour rrouver ces moyennes propor- 
t i o ~ d l e s  ; c'eR pourquoi nous enfeignerons 
ici- deux autres manieres de tiouver une 
moymne proportion~ielle entre deux lignes 
données. * 

La premiere confiitc i dtcrire fur  l a  plus 
grande AB dcs deux lignes donnees (Fi' I 1) 

un demi-cercle ACl? ; & ayant pris unespartie 
AD dgale i l a  feconde , tlever la perpen- 
diculaire C D ,  & tirer !a corde A C q u i  
fera moyenne proportionnelle cnrre AB & 
AD ; car en tirant CB,  le triangle ACB 
( Ghm. 65 ) efi refiangle, & par confiquent 
(Giom. I I 2 )  A C e R  moyenne proportionnelle 
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entre l'hypothdnltfe A4 & le  fegment AD; 
La fecondemaniere codifie (Fig. I 2) à tirer 

une ligne A B égale à la pIus grqnde ligne 
donntv, & ayant pris fur elle une partie AC 
égale à la p lus  petite, ddcrire fur le reite BC' 
un demi-cercle CDB , auquel on mene la tan- 
gente AD, q u i  ( Géon. 129 ) eft moyenne 
proportionnelk en AB & AC. 

On voit donc que  les quantités rationnelles 
peuvent toujours etre Coiiftruites par le 
moyen des lignes droites , & que les pan- 
titds radicales d u  fecond degr& peuvent être 
conitruites par le cercle ik la ligne droits 
rdunis. . 

Q u a n t  aux q ~ m t i t d s  radicales de degr& 
fupdricurs , le& conRruRion dCpcnd de la 
combinaifon de diffdrentcs lignes courbes ; 
nous en ~ar le ro ix  Dar la fuite. 

Nous allons nous occuper, poiir le prd- 
1 

fent , des quefiions dont la folution dtpend 
de quarititds ou ratiomelles , ou radicaleq 
du iècond degrd. 
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2 5 O. Lc principe que nous  avons dom& 
( 67) pour. mcttre les. quefiions en dqua- 
tion , s'applique également aux quifiions 
de Géométrie. Il faut de même rcprtrenter 
çe que l'on chçrcbe ar un fignr particulier, 

9 P  & raifonner enfuiie a l'aide de ce figne & de 
ceux q u i  reprdièntenr les autres quanti&, 
coinme fi tom &oit connu , & que l'on vou- 
liit vdrificr. ' Cette mdthode ou maniere de 
procéder , eit ce qu'on appelle 1'Anabj. 
P o u  êtrc en érat de fiire les r l ' f  hi onnzmerits 
qu'exige cette vdrificatiatt , il faut connoitre 
an moli-is quelques proprjstr's de la q u a n t i d  
que l'on clierche. Il efi donc clair que pour 
être  en état dc mettre les queltions de Géo- 
métrie en iquation,  il faut avoir prdfente~ 
à l'd'prit les connoiffances que nous.avons 
donr-ie'es dans la ièconde p r t i e  de ce Cours. 
D a n s  l a  plupart des  quefiions numériques, 
o u  de la nature de celles que nous avons 
parcourues dans la premicre SeBion , il  
f î t  le plus fouvent, pour appliquer leprin- 

ciye, 
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cipe , de traduire en laiyyie algtibriqus 
1'CnoncC de la queition ; mais dans l'appli- 
cation de 1'Algebre à la Géométrie , il faut! 
fouvent employer encore d'autres moyens 2 

nous tâcherons de les faire connoitre à 
mefure que nous avancerons; mais ce quo 
nous pouvons dire en gknéral  , pour le pr& 
fent , c'eit qu'il n'efi pas t o ~ ~ j o u r s  ndceflaire , 
pour vCrifier une quantitt , d'examiner fi 
elle Catisfait immddiarcrnent aux conditions 
dc l a  quefiion : cette vdrificsticn fë fciit IOu- 
vent avec plus de façiiitd , en examinant fi 
cet te  quantitd a certaines p r ~ p r i é t é s  qui long 
cfienticllement lites avec les conditions de 
la queftion. Après cet te  rtflexîon dont nous 
aurons occarion de faire ufage , nous paffons 
aux exemples, q u i  dans cet te  matiere [one 
toujours plus facilss à LiGr que les p rd~ep tea  
gdnd ïaiix. 

2 5 I . Prapofonç - nous donc pour pre- 
m i e r ~  quefiion, de dicrire un quorré ABCD 
( Fig. I 3 j dans un triangle donné, EHI, 

Par ces mots ,  un triangle donné, rious en* 
tendons un triangle dans lequel tout  efi çop- 
n u ,  les côtds , les angles, la hauteur, &ç. 

Avec un peu d'attention, on voit que 
cette q~ieftion fe r6duit à trouver fur l a  bau- 
teur E F u n  point G par lequel mcnanr A 23 
parallele i H I ,  cette ligne AB foit tg& à 

A x l ~ i s u g ,  Y 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G F; ainG l'&quation fe préfente tout natu- 
relleinm t ; il n'y a qu'à ddterminer l'expref- 
iion algébriqiic de A F ,  & celle de G B , & 
enfuite les kgaler. 

Nommoix donc a l a  hauteur connue E F ;  
b , la bak  connue 11 I ,  & x la ligne inconnue; 
G P  ; alors E G vaudra  a - x. 

Or puiîque A B  eB parallele à H 1 ,  on 
doit (Géorrr. I I 5 )  avoir E F :  EG : : FI : GB : : 
HI: AB ; c'eit-à-dire, ET: EG: : H I :  AB, 
ou a : a-x : : b : AB; donc (Arirh. I 79) AB- 
ah-bx - 

a 
; puis donc que A B doit &tre tgal à 

ab-bx G P, on aura - = x  ;,d'où, par les regles 
n 

a b  de la premiere Seaion , on tire x = ,. 
Pour confiruire cette q u a n t i d ,  il f a u t ,  

con fx rnéman t  à ce que nous avons dit /2q6), 
trouver une quatr iema proportionnelle à 
a -t- h ,6 & a ,  ce que l'on exécutera en cette 
maniete. Qn pdrtera de P e n  Osne ligne $0 
kgale à a -t- b , c'efr-à-dire , Cgale à E F i- 
H 1, k l'on t i rera  ik' 0, puis ayant pris F M 
dgale à H 1 = 6 ; on menera parallelement 
à E O ,  la ligne M 6 , qui par  Ca rencontre 
avec E F ,  dilterminera GF oiir la  valeur de P x ;Far  les triangles fçmblab es E P O , GFM 
donnent F O :  F M : : F E : F G ,  o u a + b :  

a b  b : : a : F G vaudra donc a+6m 
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2 j 2. Propolions-nouspour fee tndz br~t:f: 
tion , celie-ci. . . cormorfint la krr12t,(~i i~ 
laügneBC(Fig. i q ) & l e s a n g l t s B Q  C p  
farnzent avec e h s  h deux Zignz~ E A E. C A j 
deierminer la Lawur A D d l a  purlie ces dcux 
dcmieres lignes Ji rencontrent. 

On fait entrer les angles dans le  calcul 
algébrique à l'aide des mémes lignes qu'on 
emploie dans la  Trigonométrie , - defi-5 - 
dire., à l'aide des fiilus , tangentes, &c. Ainfi 
quand on di t  qu'on donne u n  angle, i'anglc 
Ç , par exemple , on entend que l'on donne 
la valeur de fon finus ou de fa tangente ; cela 
.p&, nommons B = a , A D ==y. Dans le 
'triangle reEtang-le A D C ,  nous aurons (Géom. 
296.) C D  : D A  : : comme le rayon lefi à la  
gangente de l'angle A CD : on C D : y : : 
t : m , en appellant r le rayon & m la tan- 
gente de l'angle A CD ; donc ( Arith. 179 ) 
CD = m Par un rairomexnent femblable, 
on trouvera en .nommailt n la tangente de 
ABD,  B D : y : : r : n , d o n c B ~ = - ; o r  n 

Y BD -+ P C = B C = c a ;  donc- 'Y 
rn 

n m n  *T - a. D'où l'on tirc y = r n  + . 
O n  peut rendre cette exprefion plus fim- 

ple , en introduifznt au lieu des tangentes 
m & n dcs deux angîcs C & B , leurs cotan; 

V a 
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genres que nous nommerons p & q. Pour cet 
cffer , il faut, fe rappeller ( Gfom. 280 ) que 
zang : r : : r : coc ; en vertu de cette propoii- 
t ion ,  on aura m :  r : : r : p & n : r : : r : q ;  

r a  ra d'où l'on tire rn = - & n --; fubitituant, 
P 4 

au lieu de m & n, ces valeurs, dans celle dey, 

a r i P 
Li- 

P 4 

PW' 
2 j 3. On voit par-là , que lorfque parmi 

les quantitds qu'on peut regarder comme 
donntes ,.celles qu'on a ernploytes , ne con- 
duifent pas à un rChltat a u 6  fimple qu'on 
l e  defire; il n'eit pas ndceffaire de recom- 
mencer un nouvea; calcul pour s'alîiirer , fi, 
en employant les autres donndcs , on ne 
pourroit pas arriver à un rdfultat plus fimple. 
Il fuffit d'exprimer par des équations les rap- 

orts des donntes qu'on a employtes d'a- 
L r d  , avec d e s  qa'on veut introduire, 
c'eit ainfi que nous venons d'exprimer rn & n 

- 

rZ ra par les équations m =-, n - -; alors par, 
de rimplcs fubbituciona, nous avons eu une 
folution dependante dee> & p. 

2 5 4. Nous choiiirons pour troifieme 
exemple une quefiion qui  nous donne lieu 
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tout à la fois de faire voir l a  maniere de met- 
tre cn tquation les quefiions de G&orn&trie, 
& comment par difffrentes pr+arations de 
ces kqiiations , on peut  dkcouvrir de nou- 
velles propofitions. 

Connorfant les trois côtés d'un triangle ABC 
(Fig. i ) , trouver les jgrncnrs A D & D C 
formés prr la perpendiculaire B D , & la pet- 
pendculaire B D eLk-rntnx. 

Si  je connoiflois chacune de ces lignes, 
voici comment je les vdrifierois. J'ajouterois 
l e  quarrd de B D , avec le quard de CD, & 
je verrois f i  la fommc efi dgale au qüarrd 
de'BC : ce q u i  doit C m ,  puifque le triangle 
BCD eA retlarigle ( Géum; I 64). J'ajouterois 
de même le quarrd de A D  au  quarrd de BD, 
& je verrois fi la fornrne efi &ale au quarré 

' d e  AB. 
Imitons donc ce prockdé, & pour cet 

effet nommonsi3 D , y ; C D , x : B C = a ;  
A B=b;AC=c;alors A D  qui ei t=AC - - C V , fera = c - x. Bous aurons donc 
xx +yy= an, &cc- 2cx +  LX +yy= b6. 

Coinine xx  &yy n'ont, dans chaque kqua- 
tion , d'autr;: coëfficicnt que l'unité, je re- 
tranche la  feconde dquation de la prerniere , 
ce aui me donne. tout de fuite 2 cx - cc =. 

A I 

a n - b b + c c  
a a  - b b ;  d'où l'on tire x =--- 

7. 
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Or ,  f ~ u s  certe forme, on v o i t  d'après ce 
qui a d ï 6  diî (246), que p u r  avoir x il faut 
cherclicr unc quatriern: Fropor:ïonnelle à c , 
a-;-b, &a-  b ; 8i l'ayane trouvée, en preii- 
dre la moitid que  l'on ajoutera avec + c ,  
c'efi-à-dire , avec l a  nioitig du côt6 A C ; cc: 
qui efi a l fo lu rnen t  conforme à ce que nous 
avons dit ( CSonz. 3 0 3  ). 

Alais  011 peut tircr plulieurs autres con- 
cluiio;?.~ de ces rnêrnes équations ; nous ailcns 
en cxpoîir q ~ ~ e l q x s - u n e s  pocr accou tuner  
les coinmenplts à lire dans une équation 
ce qu'elle renferme. 

2 5 5. 1 O. L'+dation zcx-cc=na-bb, 
eR  la même cliofe que c. (ax-c.)  - ( a i b )  
( a  - b ). Or piiil'que le produit des deux 
premiers faeexrs et? Cgal au produit des 
deux derniers, on peu; * conliddrer les deux 
prcmiets , comme les extrêmes , & les deux 
derniers cominû les moyens d'une propor- 
t ion,  & l'on aura Far coiif6que:lt c : a + b:  : 
d-b : Z X - c  ; or 2 ~ - c  efi x moins c - x ,  
9 Dorénavànt lorKlue nou5 1 tw , que dès qhe deux prod!!its 

aurons ainfi paria?; chzque 1 [ont égaux, les fafleurs de l'un 
membre d '~ne&~i i a : ion  e n d  ux 1 peuvent étre confidérts comme 
fà3eiirs, nous ~ o i c i u r o n s  tcut les extrêmes d'une proportion 
CIP fuiie la proportion. Il Cuffit 1 dont les fzttsurs de l'autre Te- 
d ' k r e  averti, une fois pour tou-l roient les r n q  ens.(drirh.  r 80). 
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'donc en remettant à la place de ces lettres 
les lignes qu'elles reprérentent , on aura 
AC: BC+AB::BC-AB:CD-AD, 
ce q u i  eit prdcifkmcnt ce que nous avons 
démontre! ( GÉm. 3 0 2  ). 

2 1 B .  2'. Si du point C comme cen- 
tre , & d'un rayon égal à B C on décrit 
l'arc B O ,  & fi l'on tire la corde B O , 

1 - 1  -2 

on aura BD + DO I BO ; or  DO = CO - 
- C D = B C - C D  = a -  x ; d o n c  EO 
= 3'y + aa - 2ax -+ xx ; mais nous avons 

- 2  

t rouvd ci-deifus y~/+xx=an ; donc BO =.r 

soa- 2ax ='m (a - x). Mettan: donc  pour 
al: - bb -+ cc - a  

x ,  fa valeur yc- , on aura BU = 2 a 

( a  + 

W-an-'C) ( l o i - ~ i ~ ~ ~ c + > d  
- 2 Q  ------- 3 

1 c 
n - 2  

c 

) 
- x (bb-a-cj ; parce que 2 oc - aa - cc= 

-1 

- ( a n - ~ a c + c c ) = - ( 0 - c J ;  or ( 2 1 )  

en confidtrant a - c comme une feule quan- 
- 2  

t i t i ,  on a b b -  n - c =  ( b + a - c )  
- 2  a 

(b-a+-c);donc,t:O=,(b-t- n - c /  - .  

(6-a-tc) qu'on peur mettre fous cette a u t r e  
a 

forme B 0- - 2 (ai-b-?-c-2c) ja+L+c-2a,) ; 

donc fi on nomme 2s laiommedes trois côt&s, 
4 a a 

o n a r i r a ~ ~ ~ ; j ~ s - z S ) ( ~ ~ - ~  QI= +; 
v 4  
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9 t z  C O U R S  
(r-c) fi- o) ; or fi du point C , on aLaifTe 
fur  06' la perpendiculaire CI, on aura ( Ge'om. 
29 i) dans le triangle rrfiarigle Cl O ,  cette 
proportion CO : O 1 : : R : bit O CI, cJefi-à- 
di re ,a  ,:;BO: R :  :/in: O U ;  donc; BO- 
43pnoc I -- 2 aJ72 O C 1 

K 7 
ou BO - -- & par conré- K '  

- 1  4aZ (/in 0C.Z)' 
.Ident 13 O = ---- - H kgalant ces deux 
valeurs de B Oz, on aura $(fin OCJz= 
4 a -(s - c ) s - a ) ,  ou en diviîant par * a ,  

b 
& chalranr les ddnominatcurs , oc (/in OC)' - R2 ( s - c  ( s  - a ) ,  d'où l'on tire cette 
proportion a c  : (s- c ) ( s - a )  : : 3': 
( b n  O Cl " q u i  efi la regle q u e  nous avoiis 
donnde (Ge'oa. 304) pour trouver Ics angles 
d'un triangle par l e  moyen des trois côtéi, 
h a i s  dont nous avonq renvoy6 la ddnlonitrz- 
tion à cette troiiïcmc Partie. É n  effet , ac eR 
le  produit dcs deux côrts q u i  comprennent 
l'angle: BcA ; s-c & s-a ionr les  dcux rches 
q r e  l'on a en retranchsiit ces deux ndmes 
côtls fucceffivcment de la demi-iomme, R eit 
le rayon , & O C 1 eit la moit-id de I'a~igle 
B C A  , puifque C I  e f  une perpendiculaire 
incndc du ccnrre C cir la corde BO. 

2 $7. 3'. L'équationyy - t - x x = a a ,  
donnci:t yy= na - xx = (a  -t w) (u - x) ; 
donc en ~ n c t l a ~ t  pour x ,  fa val th- ,  on aura 
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chant 13 perniere équation de la feconde, 
o n  auroit cc+- 2c.x - 66 - aa , ou c (c+zxf 
+b+-a) x (b-Lz), q l ~ i  donne c : b+a : : 6 - a : 
c-t-zx;orc+ ~ x d t a r i t x + c + x  efi C D  
-t- A D ; d o n û  AC: .rB+BC:: ,$E.LBC: 
CD I- AD , ce ,si cfi la fccondc partie de 
l a  propofition que nous avoris dimontrCc 
( Géom. g o 2 1. 
3 Ç. rO. k a  m h s  kq':ation c c + 2cx 

=6b-.nn, donne b b = a a + c c + 2 c x ;  
con iy~ran t  donc à I'Vquatioii bb = au -t- cc - zcx qui coiivitnt à la f i ~ ~ r e  I g , o:i voit 
que le quarrd 65 dl.? c 6 d  AB oypoE àlYa!-igle 
i i i p  C , vzuc m ~ ' i n $  que  la fomme aa-t-cc 
dcs quarrés  des deux autres côtxs, puifqu'il 
vaut c e x e  fi~rnme diminude de 2cx. AU COR- ' 
traire, le quarré b b d u  cOt4 A B ,  oppofd à. 
IYang!c obius (fi& r 6) vaut n a - ~ c c $ x r  , 
c'efi- à-dire , plus'que la fomme des quari& 
des deux autres côds. On peut donc, par ces 
deux remarques, lor~qquYon a à calculcr les 
angles d'iin triangle par te moyen des c6tés, 
rcconnoître fi l'angle j~ i c  l'on cherche , doir 
être aigu ou obtus. 

2 6 6. 6'. Les deux dquations b b == n a  
i - c c - z c x ,  & b b  = a a + c c - t - z c x ,  
confirmciit ce que nous avons dit f u r  les 
guanritts négatives. Car on voit que M o n  
quc la perpcndiculaire BD (Fig. 1 j & I 6 )  
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,tombe dans 1e triangle ou au- dehors, le 
fcgment CD efi de différents cStés. Or dans 
ces Cquations le terme 2cx a en effet des 
lignes contraires. Donc r6ciproquemccnt, 
quels que foient les calculs que  l'on aura faits 
pour l'un de ces angles, on aura ceux qu i  
convi2nnent pour les cas analoguee du fecond , 
en donnant des fignes contraires aux parties, 
qui fcront fituées des diffirents c6xts, fur une 
même ligne : or dans ce pue nous avons di t  
ci-dcffus, tant  fur le calcul de l'un des anglcs, 
que fur celui de la furface, Ie fegment CD 
n'y entre plus ; donc ces deux propofit-ions 
appartiennent iiidifftremment à toute eCFèce 
de triangle rclliligne. 

011  pourroit tirer encore de ces mêmes 
équarions plu!;eurs autres propofitions ; mais 
nous avons d'autres objets à envirager. ' 

2 6 I. Quoiqu'en gkndrzl on ai t  d'autant 
plus de reirources & de faciiitc? p u r  mettre 
les quefiions de Gdomdtrie en Cqtiation, que  
l'on connoîr un plus grand nombre de pro- 
pridtés des lignes ; cependant, comme l'A!- 
gebre elle-même fournit les n~oyens de trou- 
ver ces proprjdtds, le nombre des propofitions 
vraiment ndceffaires, eft affez 1Imité. Ces 
deux propofitions , que les rriangles firn6lable.s 
onr leurs c0tés honz~iogues prrpd.rrionnds, & 
que dans un rriazgk re;larz(z,  la fomrne d a  
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316 C O U R S  
qnntrds des deux côtés de Sangle droit ,P égalt 
au quarré de l'hypothénuji , ces deux propoli- 
rions , dis-je , font la bafe de l'application de 
l'Algebre à la GCornCtrie. Mais felonla n a t u r e  
des quefiions , il peu t  y avoir bien des ma- 
nieres de faire ufage de ces de~x~ro~of i t i o i i a .  
Cet ufage n't toit point difficile à appercevoir 
dans la quefiion que nous venons de traiter. 
Mais dans les conrdquences que noua avons 
tirdes de la ré1ol~tioii pour le  calcul de l'angle, 
par le moyen des trois côtés, l'idke de dé- 
crire I'arcBO (EK. 1 5 i pour calculer la corde 
BO, & par fa moi t i t  01, calculer le finus de 
l'angle OC1 , cette idCe ne  fe prCrentc pas 
d'abord. Il en eit de même dans  beaucoup 
d'autres qirefiions. Tantôt  ce h n t  des lignes 
qu'il faut prolonger jufqu'àce qu'elles en ren- 
contrent d'autres ; tan ô t  des lignes qu'ilfaue 
mener aral1el.e~ à quelqu'autre, ou fairant un 
angle 1 onnd avec quelq u'au tre. En un, mot, 
l'application d e  1'Algebre à la Géomttrie, 
ainfi qu'à toute autre matiere , exige, dc la 
part de l'Anal@, un certain difcernement 
dans le choix e( à l'emploi des moyens. Mais 
comme ce dikernerncRt s 'aquier; en grande 
partie par l'ufage , nous allons appliquer ces 
obfervations à divers exemples. 

2 6 2. Propofons-nous d'abord cette que6 
tion : D'un poinr A (Fig. I 7) dont Ljïruarian 
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tj2 connue à l'égard des k u x  fignes H D B D 1 
gui font cnrrJel/es un angle connu H D I, 
tirer une ligne droite AEG de nzarriere que le 
t r img te  irii&qvé EDG , nit uriefirfacé don- 
née , c'eJ-à. dire , unejùrface égale à celle <Pua 
auarré connu cc. 
A Du oint A menonP la ligne A B parallele 
1 D 8, & la ligne A C perpendicdaire fur 
DG prolongée : d u  point E Q Ù  l a  ligne AEG 
doit couper D H, 'concevons la perpendi- 
culaire E F. Si nous cofinoiffons EE & DG, 
en les multipliant l'une par l'autre, & pre- 
nant la rnoitid du produit, nous aurions la 
furface du triangle EDG , laquelle devroit 
être kgale à oc. 

Suppofons done D G a x ; A l'égard de 
E F , voyons fi nous ne pouvons pas en déter- 
mirisr la valeur, tant par le moyen de x ,  que 
de ce qu'il y a de coiinu dans la quefiion. 

Puifqu'on fuppofe que la fitiiation du 
poist A di connue, on doit regarder comme 
connue, la diitance B D à laquelle paffe la 
parallele AB, & la difiance ACdu point A à 
l a  ligne D G prolongle. Nommons donc BQ, 
a &AC, b ; alors les triangIes femblablesABG 
& EDG , nous donnent BG : DG : ;AG: EG; 
& les triangles femblables A C G , E F G , 
nous donnent A G : E G :: AC: E 17; donc 
B G : D G ; : A C; E F ; c'efl-à-dire , a+ ; 
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P B  e o u s s  *.. 6 x 
x : : b ; EF; donc (Arith. J 99) E F- - * 

a+x  ' 
puis donc que la furface du  triangle EDGdoit 
ê t r e  égale au quarrç c c ,  il f i u t  que EFE 
" 6 r  x 9 \ .  b x x  L 

QU - x - =cc ,  c efi-a-dire , que - -- 
a+ z Z+ZX 

cc , ou chciffant le  ddnominateur , bxx a 
aacc+ccx. 

'1 -'Cette dquarion réfolue fuivant les regI s des 
Cquations d u  kcond de& (99 & ioo),donne 

-7 

ces deux valeurs r 2 + I / C c l +  .EE. b - 6 b .) 

dont celie qui a le Ggna - eit inutile à la 
puefiion p r ikn ta .  
- Pour confiruire la premiere, j e  la mets fous 
l a  forme fuivante . . . . . . . . . 

ayant tird une ligne inddfinie P Q  (Fi& r a), 
fur un point quelconque C de cette l igne,  
j ' t l z ve  la perpendiculaire J C h  6, & je 
prends fur CA & C P les l ig i ies  C O ,  C M  
&gales chacune au côtd c du cquardd donnt ; 

r i rd AM, je lui  mene le point O la 
paraliele O N qui  me détermine CN poiir la 

" A l'avenir, toutes les  fois 
que nous aurons i cxprirner un 
terme d'une proportion, dont 
trois feront exprimés al ébri- 
quement , nous pren d rom,  
@ns en averric davantage , le 

produit des deux moyens di- 
vif6 par i'extrinie , ou defi 
deux exrrêmes OiviE par le 
moyen , feloii que le terme 
cherché f e n  un extrême ou up 
moyen. 
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C C  
valeut de T, puiique les triangles ~ e h b l a -  -. 
bles ACM, OCNdonnent AC: OC : : '~fil: 
C N ,  c'efl-à-dire , B : ; : : c : CA7 ; dod C N 

C C  
+- - ; cela Grant, la  valeur de x devient - 
d o n c x = ~ A f + - ~ ( ~ & + ~ a ) ~  CN;oq 
d z .  a) c~ exprime ( 249 ) une moyenné 

entre C N h C N +  ~d ; il 
ne s'agit donc plus que de déterminer cette 
moyenne proportionilelle , & de l'aiouter 
à CN. Pour cet effet , Cur N C prolong6e, 
je p ~ e n d s  CQ = 2 a  ; & fur -la totalitd N Q ,  
je dgcris le demi- cercle N Y  Q rencuntrd 
en V par C A  : je porte la corde N k.' de 
N en P ,  & j'ai CP pour la valeur de x ; 
car N Y ( Giont. I 1 2  ) en moyenne propor- 
tionnclle entre AC & NQ , c'eit-;-dire, 
entre C N & C N +  z a ;  donc N Y ou Pa 

, - 3 . - -  - 
= V ( Ç N + ~ ~ )  C N ;  donc C P == C N  4 
P n T i C M + V ( c ~ + z a ) x ~ j i V  = X ;  on 
portera donc C Y de D en G (&. 17 ) & 
l'on aura le point G par lequel & par le 
point A titant AG, on aura le triangle EDG 
Cgal au quarré c c. 

3 6 3. Si l'on veut favoir ce que fignifie 
la valeur de x ,  favoir . - . . . . . . 
r = 2 6 - v(- b + 2 a )  7, on remarquera 
que rieii , dans la  quefiion, ne dtterminant 
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320 C o v n s  
s'il s'agit plut6 t de  l'angle, E D G ( Fig. i 7 ) 
que de fon dgal E' L> G' formé par le pro- 
longement des lignes GD, ED, & les quan- 
t i t i s  données é tan t  les mêmes Dour celui-ci 
que pour l'autre , cette ceconde îolution 
doit 'être celle de-la quefiion où il s'agiroic 
de faire dans l'angle El D G' la même chofc 
q u e  no.us avons faite dans l'angIe E D G. En 
effet, en nommant D G', x; Sr confervant les 
autres dénominations, les triangles A B G', 
.EIDG', fernblablcs à caufe der paralieles 
AB & DE'donnent BG' : DG' : AG' : GE',  
& en abairCant !a perpendiculaire El FI, les 
triangles iémblables A C Gr EIF' G1 donnent 
AG': G'E1:: AC: FIE' ; donc BG': DG':: 
AC : FIE' c'efi-à-dire , 4- x : x : : b : F' El j 

b x donc E' El= - ; puis donc que la furface d u  
a - r 

triangle  doit etre égal au quarré cc, 
b x  x - - il faut que x y - c c ; ce q u i  donna 

- --  

b x x = 9 acc - 2 c CS, & par confiquent 
- P . .  - 

T C C  i U C C  x=- + V 2 -+ -& -, valeurs de J( qui  
b - 

font p;écift?kent les mêmes que ccllea du 
fas prdcbdent , avec cette diffdrence qu'elles 
ont des lignes contraires, ainfi que cela doit 
être, puifqu'ici la quantite z eit prifc du cÔtC 
oppofi à celui où on la prenoit d'abord. 
Nouvelle confirmation de ce que nous avonq 

ddj a 
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cit!j:i dit plus d'une fois, que les valeurs né- 
ptives devoient être prifes dans un îens 
oppoli ?i celui où l'on a pris les pofitives. 

1,a conitru&ion que nous avons donnke 
p r  le cas rdcddent , k t  a u f i  pour celui- 
ci, avec ce /' eu1 changement, de porter (Fig. 
1 8  ) N V d e  Nen  Isl vers (3 ; alors la valeur 
de &, q u i ,  dansle cas p - t d d c n r ,  émit CP, 
fera C K dan; celui -ci. En effet, la valeur 
dc  x , q u i  convient au cas préfent , efi - 

2 UCC c C 
c t  +1/~+-~- o*x= - -  X e - -  
b 6 * 

, 

I/(CN + - a) X ; puis donc que N V= 
V ( C N +  z s ) x  c ~ , o n a x - - C N + N V  -- - C N s  N K .= C K  ; ainfi on portera 
CK de D en G' ( Fk. I 7 ) & l'on aura le point 
G' par lequel gi par le point A tirant A G' Ef ,  
on aura ie triangle G'D E'kgal au quarrk cc; 
cleit-à-dire, la kcoiide: folution de la  queC 
tion. 
2 64. Nous avons fuppofd que le point A 

( f ig .  1 7 )  &oit au-deffus de la ligne B G; s'il 
Ctoit au-deffous, (Fig. 19 ) la quantité b ,  ou 
In  ligne ACferoit négitive, & les deux pre- 
mieres valeurs de ic feroient par confdquent 
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- - 2 a )  x -; où l'on voit que le pro- v - ( y  6 

bleme n'eit ~ o f i b l c  alors, que lorîque 2 a eit 
C C  p h  petit queT,puifquelorfqu'il e R p l ~ s  grand 

l a  quantitd qui eit fous' le radical, eR ntga- 
tive , & par confdquent ( 9  8 )les valeurs dex 
font imaginaires ou  abfurdes. Lorfque 2 n eit - 
plus petit que 2 les deux valeurs de r fait 

b 9 

nkgatives , c'eit à-dire , qu'alors le problême 
efi im off~ble à l'dgard de l'angle HID ; mais 
il a B eux folutions à L'égard de foi1 (gal 
E'DG'. Pour avoir ces deux folutioils, il faut 

r c confiruire les deux valeurs 3 - - 4- 
b - 

y(? - 2 0 ) x - 73 CC que l'on fera de la  
maniere f~~ivante.  Ayant ddterminé , comme 

ci-deffus , la valeur  de z,f ( 1%. 2 0  ) , on 

prendra NQ = 2 a ,  & ayant dtcrit f ~ i r  .A Q 
comme diametre , le demi - cercle N Y Q , 
on lui menera la tangente C Y; on  portera 
enfuite C y d e  C en P v e r s N  & d e C e n  K 
à l'oppofite ; alors NP & hTK feront les deux 
valeurs de x ,' on les portera (Eig. 19 ) de D 
en G & de  D en G',  & t irant par le point A 
& par les points G & G' les deux droires 
E G , E'G' , chacun des deux triangles EDG , 
E'D G' fera Cgal au quarré c c. Quant à ce 
que  nous dirons que N P  & N K  ( Fig. 22 ) 
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feront les deuxvaleurs de x, cela îe tGe de ce 
que (Géom. 129) CYdta~ic moyenne propor- 
tionnelle entre CN & CQ, eit ~- Vç c ~ ,  
ou, (en mettant pour ces lignes l e ~ r s  valçurs), 

Ç Y Q U  CPOU CK =y(:--- b za)';-• b 3 

donc h7P= CN- CP= fC - 
6 v(+a)y ;  

or ces deux quantitep font les mêm& que 
les valeurs de x , en changeant les lignes , 
donc ces mêmes quant i& parcdes de U vers 
G ( Fig. 39 ) ieront les valeurs de x, . 
2 6 y. Si le point A (Fig. z I ) ktoic dans 

l'angle même ElDl alors B D tombant' du 
côté oppofi? à celui où il tomboit d'abord, 
a fera n d ~ a t i f  Or les deux valeurs primitives 

qui font l e s  memes (en changcant les figties ) 
q u e  cellas que nous venons de conitruire. 
On voit donc qu'alors on doit confituire , 
comme on l'a fair (Fig. 20) ; mais porter les 
valeurs iV P & 1V K de x , les ,porter , dis- je 
(Fig. 21 ) de D vers 1; & l'on aura les deiix 
triangles D E G, D'E G' qu i  fatisferont tous 
deux ii la  queition. 

2 66. Enfin lepoint A (Fig.  22) pourroit 
X 2 
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3 y +  C O U R S  
&re litui au-deRous de BD , niais dans l'an- 
d e  BUE'. Alors a' & b feroient tous deux b 

C C  nkgatifs , ce qu i  donneroit x =- - 
_I_- 

s 35 
z a c  c v& -+ qui font prdcifiment de fignes 

contraires aux ~remicres  valeurs que nous 
avons trouvdes pour x.  On confiruira donc, 
cornThe on l'a fait (Fig-. 'S  ). Alors Z: K fera 
la  valeur p~ r i t i vc  de x , 'k Ci' fa valeur ne- 
giiri$q) on p o r t ~ r a  la prcmiere, (Kg. a2 ) de 
D en G s e r s  B, & l'autre à laOppofite, c'dl- 
à-dire , de D en G'. f 

- Nous avons inrifié fùr les diffdrents cas de 
cette folution, pour faire voir comment une 
feule tquation comprend toys ; comment 
on les ddduit par lc fcul, changement des 
iigneç.; comment les poritidns contraires des 
lignes ,fopt Qéfigndes par la  contrarittt  des 
Ggnes, & rdc.iproquement. 11 nous refie en- 
core à indiquer quelques uîages de cette 
même folution. - 

2 67. Si l'on propofoit cette quefiion : 
D'unpofnt donnb A(Fig. 2 3 J hors b u n  triangle 
ou dans un viande donné D M 1 , mener une 
l i g n e  A F, qui divijc ce uiangle en deux parzics 
DEF,EFIH quijjient emr elles dans un rap- 
p u t  connu marquépar le rapport de m : n,  
cette queition trouveroit fa folution dans 1a 
prdcédente. Car puifque le triangle D H I  
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eit donnk, & que l'on fait quelle partie le 
thangle D E  F doit être du tr iangie D H I ;  
fi l'on cherche le quatrierne terme de cette 
pro ortion m+n : i : : la furface du triangle 
D R I ,  eft un quatrieme terme ; ce qua- 
t r i eme  terme k r a  la hrface que doit avoir le 
triangle DEF. O r  on peut toujours trouver 
un quarrC c c kgal à cette furface ( 249 ) ; 
l a  queition eit donc rdduite à mener par le 

A ,  une ligne A E F ,  qui cornprenns 
avec les deux côtés D H, D 1, uri triangle 
DEF dgal au quarrk c c , c'efl-à-dire, efi 
rtduite à la quefiion prCcddente. 

268. On voit encore qu'on rarnenrroit 
à la même quefiion, celle de partager une 
figure refiiligns quelconque.( Fig. a 4  ) par 
une ligne tirée d'un point quelconque A ,  
en deux parties B CI: E , E F D H K ,  q u i  
fuifent entr'elles dans un ra port donnd. 
En effet , la figure B CD H 1, étant fup- 
poGe connue , o n  connoît tous fes angles & 
tous fes c ô d s  ; on connoîxa donc facile- 
ment le triangle B L G formé par les deux 
côtCs K B & R C prolongCs, puifqu'on con- 
noit dans ce triangle, le côt6 B C & les deux 
angles k B C, L i'B iiippléments des an- 
gles connus C B K & B C F; ainfi on doit 
regarder la furface du triangle L B C comme 
connue ; & puifque celle de E B CF doio 

% 7. 
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être une proportion déterminke de-la furface 
totale, elle eit donc connue aufi ; la  qiief- 
tion efi donc rdduite à mener une ligne AEF 
q u i  forme dans l'angle K L D,  un  triatigle 
égal à un q uarrC connu. Enfin , on voit par- 
l à  comment on partageroit cefce figure, en 
un plus grand nombre de pxt ies  dont les 
rapports ièroienc doimés. 

2 69. Urie remarque qu'il cfl encore à 
propos de faire , & que nous allons confir- 
mer par d'autres exemples c'eif que , fi i quelques - unes des quantices donnies  qu i  
entrent dans lYCquation qui fert à rdfoudrc 
une qucffion, b n t  telles qu'en changeant 
leurs iignes en'fignes contraires, l'équatioi~ 
ne change point; ou fi un changement de 
pofition dans l a  ligne ou les lignes cher- 
chdes de la figure, nYentr,aîne aucun change- 
ment de polîtion ni de grandeur dans les li- 
gnes donntes , alors parmi les diff6rentes 
valeurs de x ,  lorfqn3il y en a plurieurs dans 
l'dquation , on en trouvera toujours une q u i  
fera la folution propre pour te cas qu'indique 
ce changement. Par exemple, daris la  quef- 
tion que nous venons de traiter, on a vu 
que l'une des valeurs dc x donnoit direCte- 
ment la foiution pour le cas où la ligne AEG 
( Fig. r 7 ) devoit traverîer l'angle H D I , 
ainfi qu'ou l'a fuppoPé en faifant le czlcul; 
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mais on a vu en même-temps que la feconde 
vzleur de x donnoit la folution pour le cas 
où il s'agiroit , non pas de l'angle HDI ,  mais 
de fan oppoE au Cornniet. La raifon en eit 
qu'ayant dans chaque cas, les mêmes quan- 
rites donndes à employer, & les mêmes rai- 
ionnernents à fiire, on ne peut être conduit 
qu'à'la même Cquation ; donc la même dqua- 
tion doit donner les deux folutions. Nous 
allons en voir encore des exemples, en par- 
courant d'autres queitions. 

2 7 0. Propofons - nous cette puefiion. 
D'un point donne' A hors d'un cercle B D C 
( ~ i ~ . ; ~  ) tirer une ligne droite A E , de ma- 
niere queJa parrie DE intercepde dans l e  cercle 
/oit Pgaie à une ligne donnée. 

Puifque le cercle B D E C efi donno, fon 
diametre efi cenfd connu : Pr puirqiie le point 
A eit don&, fi l'on tire par le centre O la 
droite A O C, on eit cenft? connaître la iigne 
A B ,  & par confiquent l a  ligne A C. Povr 
fa.toir comment on doit tirer la ligne AE, il 
ne s'agit que de favoir de quelle grandeur 
doit être A D , pour que fon prolongement 
D E  Coit égal à la l i p c  donnde. Je nomme 
d o n c A V ,  x ;  la ligne connue A B ,  a ;  la 
ligne connhe A C , 6:, enfin je nommi c , la 
ligne donnke à laquelle DE doit ttre Cgale, 
Cela pof6, 

x 4  
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5 2 8  C O U R S  

Puifque la figure BDECeR un cercle, le/ 
f'écantes AC, AE doivent ( Géom. 127 ) atre 
rdciproquement proportionnelles à leurs par- 
ties ext6rieures;on doit donc avoir AC: AE: : 
AD : AB, c'dl-à-dile , en vertu des dknomi- 
nations précddentes , b : x 4 c : : x : a ;  donc 1 

en multipliant les extrêmes & les moyens , 
on aura xx+ c x  = a b ,  équation du fecond 
degrt qui  Ctant réfolue donne x = - f c + 

L 

v i C d + a b  ; dbnt la premiere valeur , x = 
- ~ c + ~ ~ c c - ~ ,  fatisfait feule à l a  queilion 
a & h e .  

Pour achever la folution, il faut conffrriire 
cette quantité, ce qu'on peut faire fans srn- 
ployer les ti.znsforniations enfeigndes ( 246). 
Pour cet  effet, on tirera du point A la tan- 
gente A T ,  q u i  (Gi'om. I 2 9 ) drant moyenne 
prop~rtioanelle entre AU & AC, donnera 
- 2  

AT- ab; la valeur de x deviendra d o m  x = 
-f c + i ; ~ E + ~ p ;  tirongle rayon 2-0, il 
fera perpendiculaire à A T ( Géonz. 48 ) ; fi 
donc on prend Tl=:  ,c , alors en tirant A I  
on aurd A Z = Vj cc + A*+ ; donc pour avoir 
x , il ne s'agit plus que de porter T I  dç I en 
R & de décrire du point A comme centre 
& du rayon. A R ,  l'arc RD qui  déterminera 
le point cherche? D ; car A D  au d R fera 
&al à AI- IR 3 Al - TI = isG7>3 
+ c =x. 
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Four connaître maintenant cc que rignifis 
A la feconde valeur, x = - $ c - V : c c + n b ,  

il faur remarquer que puifqu'elle efl tout2 
négative, d e  ne peut tomber que dli c6ci 
oppofd à celui vers leqtiel tend AD. V O ~ G U  
donc s'il y a quelque quefiion dtpendante 
des mêmes quantitts & des m2rnes raif6n- 
nements, & qu i  a i t  rapport à ce c8té. O r  je 
remarque que fi I'on fuppofe a & b négatifs, 
1'Cquation x x + c x a b ne chanse en au- 
cune maniere ; donc puifqu'alors le  cercle 
B D E C deviendroit BID'E'C' iitat? vers la 
gauche de l a  m h e  niaiiiere que le premier 
l'efi vers la  droite , .il s'enfuit que cette 
meme Cquation renfermc aufi la  folution 
qtii appartiendrait à ce cas ; la reconde va- 
leur de x , far oir s = - f c - V; .,+ .s ap- 
partient donc à ce meme cas, & fatisfaic à 
la  même condition; c'efi pourquoi fi dans 
l a  confiruEtion prtcédente on porte  IT ,  de 
1 en K',  fur A I prolong6 , & qu'enfuite du 

A comme centre & d'un rayon dgal 
à AR',  on de'crive un arc qui coupe, en  E', 
la circonf6rence B'D'E'C', le point E' iera 
tel que la partie interceptdc E'D' fers tgale 
i c ; en effet , A E' ktant égal à A X' ;- 
A I +- 1 Kt, vaudra ftc1 +-zp 4- -: c , c'e fl- 
;-dire, fera tga l  à la fecunde valeur de x 
'en y c h m g e x t  les rignes ; or ~uifqu'on porte 
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330 C o u a s  
cette quantité d u  côté o ~ p o f d  à celui vers 
lequel on a hppoiY que tendoit x , il s'enfuit 

' que AE' eit vdritablen~ent la k toi ide  valeur 
de x. 

Au refie , comme les deux cercles font 
Cgaux & fituCs de la m h e  maniere, les deux 
foiutions peuvent appartenir to tes deux ai1 Y 
m&me cercle, enforte que fi l'on dtcrit du 
point A comme centre & du rayon Ali', l'arc 
R'E, la ligne A E  rkfoudra a u f i  la quefiion; 
en effet, i l  eit aird de  voir q u e  le point E dé- ' 
termint dc cette manitre eit f ~ ~ r  le p-olonge- 
ment de la ligne AD ddtermin6c par la pre- 
miere coiiitruLiion. Mais des deux folutions 
difiinttes que fournit I'Algebre, la  premiere 
tombe à la droite d u  point A, & appartient 
au point D de la circonfdrence convëxe; la 
ficonde tombe à la gauchc , Br appartient au 
point E' dc la cirçonfërcnce concave. 

. On voit a r - l à  fe confirmer de plus en 
plus , que f es quantitts négatives doivent 
être porttes de c6tés oppoîds, & récipro- 
quement. 
A 2 7 I . Suppofons rnainten~nr qu'il s'agit& 
trouver~ur la dire2ion de la Ligne donnée A B 
(Fig.  26 ) un poinr C t e l  que f i  diJance au 
poinr A , foii moyenne proporrionnelie enrreji 
diJance au poinr B G. la ligne enriere A B. 

Je nommerai a la ligiiç donide A B ; & 
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D n  M A T H ~ M A T I Q U E ~ .  3 3 1  
x , la dif ance cherchde AC; alors B C fera 
il--x ; & puifqu'on veur que A B  : P C : : 
A B : C B , o u q u e a : x : : x : a - x ,  ilfaut 
en multipliant Ies extrêmcs & les moyens, 
que xx -= aa - ax,  o:r xx +- ax =ad,  dqua- 
tion du Cecond degré , q u i ,  dtanc rCiolue, 
donne x = - + a 2 J/;,+,, 

Porir confiruire la prcmiere valeur x = - -- - + a -i- l /~  da + d a ,  il fax: felon ce qui a 
616 rnfeignd ( 2 5 9  ) dlevçr au point B la per- 
pendiculm-e B D = + a ,  & ayant  tir6 A D, 

- 1  Y--- o n a u r a A D s  2 3 ~ 9 - 1 - A B -  . . . .  
i / t  .,, + ,, ; i l  ne s'agit donc plus que de 
retrancher de cette l igne,  la  qlciantité f a ,  
ce  qui iè fera en portant D B  de D en O ; 
alors A O vau ra i / t  .,, - 5 n , c'efi-à- ! d i r e ,  fera éga e à x ; on  portera donc A O 
de A en  C vers B ,  & le poirit C où elle abou- 
tira fera le point cherclid. 

Quant à fa kconde v a l c ~ ~ r  de x ,  favoir 
- a - Vy,,+ ; fi l'on porte RD de D 
en O' fia- l e  pro!ongernctlt de ;.4 D , alors 
A O' vaudra : la -+ aa ; puis donc que 
l a  valeur de x eit certe d m e  q u a n t i d ,  
p r ih  nigarivement , on portera A O' de 2 
cil C' fu r  AB prolongde du c ô d  oppofé a 
celui vers lequel on a îuppoîé , dans la Tolu- 
tion, que x tendoic, & l'on aura un fecond 
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3J2  COUR^ 
p i n t  Cl, qui fera, a u f i ,  tel que fa difiance 
au point A ,  fera moyenne proportionnelle 
entre fa diitance au point B la ligne en- 
tiere A B. 

Remarquons en  parant que cette quefiion 
renferme celle de couper une l i g n e  dorznie A B  
en moyenne G. txtrtrne raifon : auffi l a  confi 
truaion q u e  nous venons d'en donner eit- 
elle fa même que celle que nous avons don- 
nt?e (Géom. 1 30). Mais on voit ,que lYAlgebre 
nous conduit à trouver cette conitruEtion ; 
i u  l ieu qu'en Gdomdcrie nous fuppofions la 
conitruition ddjà t rouv ie  , & nous en dd- 
montrions ièiilement la ldgitimitd. 

2 7 2 .  Si l'on fait un peu d'attention fur 
l a  marche que nous avons ol>Cervt?e dans les 
quefiions yrtlcljde!ltes, on verra que nous 
avons toujours pris,  pour l'inconnue, une 
ligne qui , &tant  une fois connue ,  ferviroit à 
déterminer toutes les autres , en obfervant 
les conditions de la quefiion. C'eit ce qu'on 
doit toujours obierver; mais il y a encore un 
choZx à faire pour Te déterminer fur cette 
ligne : il y en a fouvent plufieurs dont 
chacune auroit Bgalernent la propriftd de 
ddterminer toutes les autres fi u n e  fois elle 
&toit connue ; or parmi celles-là il en efi qui 
conduiroicnt i des tquations plus compof&x 
les unes que les autres. Pour aider à fë déter- 
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miner dans ces cas , nous placerons i c i  la 
regle fuivante. 

2 4 3 . S i p  rnli les lignes ou les quantitek qui 
hanrpr$s chacune pour I'inconnue, pourroient 

P v z r  é dhrrminer routes les aunes q u a n z i ~ i ~ ,  il 
s en trouve deux qui y firvenr de la mt?rne ma- 
nier~, e@ne qu'on prévoie que l'une ou I'autre 
conduiroir à la mtme dquatron ( aux Jgnes + 
ou -près) ; dors onferd bien de nempioyer ni 
rune ni l'autre, mais de prendrr pour inconnue 
une autre quanriré qui dPpende ekalrntcnt de 
L'une ou de Paurre de ces deux-Zà ; par exemple, 
de prendre pour inconnue leur demi-fomme, 
o u  leur demi-diffdrence , ou un moyen pro- 
portionnel entr7eIles , ou &c. O n  arrivera 
toujours à une tquation plus iimple qu'en 
cherchant l'une ou l'autre. 

L a  quefiion que nous avons rdfolue ( 270) 
peut nous en  fournir un exemple.' Rien dans 
cette qgeAion ne ddterminoit à prendre AD 
(Fig .  2 5 ) pour inconnue plutôt que A E; 
en prenant AD our l'inconnue x , 011 avoit 
X +  c pour A f; & en prenant A E pour 
l'inconnue x , on auroit eu x - c pour AD, 
& du  refle le calcul eit le même dans chaque - 
cas , enforte que 1'Lquation n e  diflérera que 
par les fignes. C'eit pourquoi, Ti au lieu de 
prendre aucune des deux pour l'inconnue, 
je prends leur demi-îornrne , & que je 11 
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nomme x ; comme leur biiZdrence D E efi 
donnée par les conditions de la quefiion, & 
eit = c ,  on aura ( Geom. 103 ) A E = x 
+tc ' ,  & A D - X - + c ;  & e n  employant 
l e  rntme principe que nous avons employC 
dans cette prerniere folution, rious aurons 
l'dquation ( x + f c )  ( x - $ c ) = a b ,  oii 

r x  -: c c  - ab,Cquation plus limp!e & qci -- 
donne x = d+ a + a3. D'où il ch aifd d~ c3n- 
~ l u r e ~ u e ~ t ' ~ u i e f i x + ~  ~ , f ' e ra  == :c-+ -- /;G..&T~, 1)i A D =  -:c+ l / j i C j l i b j  

comme ci-deffus (270). . . .  

La queitiori fuivante nous fdurnira plu- 
î ieurs exemples  de lyappl~cation du même 
principe. 

2 7 4. D'un pninr D ( Fig. 27 ) fimé dam 
I'a 11gle droit 1 A E , G. également ;joigne' dis 
deux côtés 1 A 6 A E , mener une ! i p  droite 
D B ,  de ~nonicre que la parrie C B cornpriJê 
Oans rangLe d m i ~  EIA E ,  Soir égale a une 
ligne donrwe. 

Ayant abaiKt5 les pcrpendiculaircs D E ,  
D 1, je puis incijEdremment prendre p u r  in- 
connue C E  ou A B. A C oii 1 B .  CD on DE. , . .. 
Si je pends ,  rat- exemple, CE pour l'in- 
connue, alors nomrnarlt C E  , x , & défi- 
gnxx ar a ,  chric~ine des deux liknes igales 
DE, $1, qu i  font cqnC6es connues ; m m -  
mant de plus, c ,  la ligne donnde à laquelle 
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BC doit e u e  dgale, j'aurai AC= AE- C E  
s a - x ; & les triangles remblables DEC, 
CAB, me donneront A B par cette propor- 
t ion ,  CE : DE : : A C : A B , c'efi-à-dire , 
X :  a : : a -  x : A B ; d'oh l'on tire AB = 
U B  - 6 X  AJ -. Or par la propriété du,rriangle rec- 

x -i - -z  - 

tangle (Géom. r 64) on  a A C  4- dB = BC:  
fubit iruant , au lieu de ces lignes, leurs va- 
leurs algdbriqcies , on aura ( a - x )' $. 

QU na- ~ a x + x x +  

u~-z<z 'x+J 'x '  
---CI- = c C;OU ,-en chaiTant le déno- 

.Y x 

in ina teur ,  tranfpofant & réduirant x4=2 a x 3  
-+- 2 aa xx-ccxx-s a3 x+a4= O ; équation 
du quatrieme degré , mais q u i  n'efi pas , à 
beaucoup près,  la  plus IirnpIe qu'on puiffe 
employer pour rdfoudre: cet te  quefiion. 

Si;au lieu dc prendre CE pour inconnue, 
nous prenons I l 3  ; alors nommant I B ,  x 
& iinicant la rolution prdcddeiite , o n  aur 1.r 
une Cquation q u i  ne di8Lreroit de celle qu'on 
vient de trouver , qu'en ce qu'au lieu de 
a - x , o n  auroit x - a ; c'eit-à-dire , qui  
feroit abfolumc:;t la ménie, piricque ces quan-  
tirés y font au quarré. Celle où l'on prcndroic 
AB pour inconnue, ne différeroit que  par les 
iignes de celle où l'on prendroit A C pour in- 
connue. Dz meme, à l'tgard l e  P B  & dc DG 
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i ' dqua t io i  où l'une fera p r i k  pour inconnue, 
ne diffdrera que par les lignes, de celle où 
l'on prendrait l'autre pour inconnue : il ne 
faur donc prendre aucune de ces lignes. 

Mais fi nous prenons our inconnue, la 
fomme des deux Xgnes b B & D C, & fi 
nous repr6fentons ckttefornme par a s ,  alors 
(Gtom. j o j )nous  aurons D B = = x + + c ,  
& LI C d  x-: c ; -or les paralleles D I & 
<EB , nous don<ent, pour qrÔuver AB &AC, 
les dpux proportions fuivantes , DC: DB : : 
I A ~ O U D E : X B , & D B :  CB:: D I : A C ;  
c'efi-i-dire,x-+c:c::u: A B ,  & x + + c :  

a c 
c :  ; a :  A C; d0i ic .43  -- 

X - ; c  
& A C =  

a C 
- - -  - donc puifque le triangle reaangle 
x+: c ' 

- 2  * -1 

C A B ,  d o n n e , A B + A C = & Ç ,  onaura - - 
a2 C' a: c' -+ -- = c c ; oii bien, chaffant 

( x - i c ) '  ( x+ j ic )=  

3es fra&lio&, &.diviîant par cc, a' (x- t f  c)' 
+ a z ( x - ~ c ) ' = ( x - t -  f c l 4  (x-+c) ' ;  
faifant les opdrationî indiquées, tranfpofant 
& rkduifant , on a x4 - (.:c t + 2 a a )  xz  = 
f na SC - ~l ; -c+? dquation-du quatrieme degr6 
à l'a vérird, mais plus facile i tCiOudre que la 
précidente, poiTque ( 137)  elle Te rtfout à la 
maniere de celles du Cecond digrk. 

O n  parviendra encore à des tquations aKez 
fimples , G on emploie deux inconnues, . dont . 
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l'une foit l a  roomme de deux lignes A3 &AC', 
& l'autre leur diEdrence , c'eit-à-dire, fi l'on 
f a i t A B + A C = 2 x ,  & A B - A C = - 2 y ,  
ce qui donnera A B =. x +y, &AC== 
x --7 ; ic triangle reQanglc A B C donnera 
- 2  -* - 2  

A B i- A G =E B C r  & les triangles fembla- 
bles A, B C, I i.: D donneron: ( Gém. I og ) 
AB : AC: : IB : ID ; cc qu i  donnera les deux 
dquations ndceffaires pour ddterminer x &y ; 
de l'une on tirera la valeur de x x .  qui dtant 
fubflituke dans l'autre, doimera pour y ,  une 
dquation du fecond degré. hf ais nous laiffons 
aux cornmengants à achever Ic calcul pour 
s'exercer, & nous revenons à notre dquationd 

Conforn~drneix à ce q u i  a &té enfeigné 
( I 73 ),on au rawq+l -aaa )  x2 + (+ cc 4 aa )' 
F; ( f ~ c - ~ - a a ) " + ~ a a ~ c - ~ c ~ = a a c c - + a ~ ;  
tirant la racine quarrLe , x" - i t cc -4- aa ) = - e /.,+,+, h par conféqucnr x' = f cc+aa 
$- V- : tlrant de nouveau la racine 
quarrée ; n m s  aurons enfin . . . . . , - 

Des quatre valeurs de x que danne l a  
'double combinairon des deux lignes k, il 
nYy en 3 g~<une  qu i  appartienne i la qeieffion 
telle qu'elle a ét6 propofde , & cette valeu? 

A L G P B R E .  Y 
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3 j b  , C O U R S  
efi x = -t 1/ i &-aa-t-a l /cc+aa: La va. 

k u r  x = 4- I/f CC -t. na-d vCc+aa r&,Ui 

l a  queRion pour le cas où l'on demanderait 
que la ligne CB fût dans le même angle que 
le  point D , voyq (Fig. 28 ); & alors x repri- 
fente, non as la demi-fomme ,mais la dcmi- 
diffirence B es deux lignes B D & D C, c'efl 
c e  dont il eit facile de fe convaincre en 
nommant 2 x cette diffdrence , & rdfolvant 
l e  probltme de la même maniere que ci- 
defius; car on a u r a D B - $ c + x ,  C D =  
$ c - x , & les paralleles D I & C A  donne- 
ronrDB: C B : : D I : C A , & D C : C B : :  
Al:AE,ou~c+x:c::a:CA,&fc+x: 

a c ac . c:: a:AB;doncGA==,-&AB=-- 
y c + s r .  : c - X )  

donc à calife du triangle reaailgle CAB, 
F.' c3 a= ca 

on aura --- 
(;cf x ) ~  

- c', ou aprh les +m.- 
mêmes opdrations que ci - deffus , x4 - 
( ~ ç c + 2 a a )  x ' = ~ a a c c - . & ~ ~ ,  dquation 
qui  eit abfolurnent la meme que  celle que 
nous venons de trouver pour la fomme des 
 LUX lignes B II & CD (Fig. 27). Donc la 
m m e  dquation fa t i s fa ih t  aux deux cas, 
l'une des racines doit donner l a  romn~e,  & 
une autre doic donner la  difi-drence; or il, 
eB facile de voir que les deux que l'on doit 
prendre, font cellçs que nous v'enons d'in; 
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aiquer, puifque les deux autres racines , 
étant toutes négatives, eu ent  appar- 
tenir qu'a des cas tout op:& $ceux p ' o n  
a confidérds dans chaque rdfolution. 

Quant à ces deux autres racines, pour 
trouver à queIs cas elles ap~artienaent,  i l  
faut obferver quc rien ne ditermine dans la 
qiieition prC~eRte, o u ,  du moins, dans l't- 
quation, fi le  point D ( F g  27 ) efi ( comme 
on l'a fuppofd d'abord ) au deBous de A I & 
à gauche de A E ,  ou s'il eii: , au contraire, 
au-deKus de la premiere & à droite de la fe- 
conde, comme on le  voit ici à l'dgard de A' 1' 
& de A' E' : or  d ~ n s  ce C ~ S ,  la quantité a 
tombant de côtés oppoîds à ceux où elle 
tomboit  d'abord , eR négative ; donc on aura 
la folution q u i  convient à ce cas, fi l'on 
met - a ,  au lieu de -t- a dans l'équation 
x9- ( f cc+ 2aa)  x' &c , trouvde ci-deBus ; 
mais comme cette dquation ne change pas - 
alors , il s'eiifuit que- cette même dquatIon 
doit auifi rifoudre ces deux nouveaux cas ; 
donc les deux autres valeurs de x font l'une, 
lafomme desdeux lignes DB'& D C'(Fig.z7 , 
& l'autre, leur diffërence ( F~E. 28 ). Es - " 
l'on voit i n  effet que dans cette iiouLelle 
polition, les points B & Ctombent de côtts 
oppofés à ceux où ils tomboient d'abord, & 
gue par conKqucnt la fornme, ainfi que la 

X s  
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3 4 O  C o u a s .  
diiT6rence des deux lignes D B' tc D C dcit 
&tre néga~ive , comme 1'Cquation les d o n x  
en eEet. 

Pour confiruire la folu:ion qu'on vient de 
trosvcr , on prendra iür E A prolorigde 
( Fig. 27 & 23 ) , la pa r t i c  A N =  c ,  8c ayant 
t i r& 1 W, on portera cette derniere fur  D 1 
prolonge Cr 1 e n  K : fur D K comme dia- 
metre, on d6crlra le demi-cercle K L D rcn- 
coritrd en L par A I pro!onds.  DI^ milieu H ? de A 37 o:i tirera 1 I Ique  1 on portera d e i  
cn fi$! ( Fiq 27 ) , & on aura L df pour la  pie- 
miere v z l s ~ r  de = ; mais Sans la figure 2 8 ,  
a n  décrira du  poinîE com-iie ccntre, &d ' i i i~  

rayon k g z l  à I I I ,  un p a i r  arc qui coupe I E: 
en M ,  Gh d J J  k r a  la feco~ldz vdcur de x ; 
h ~uifqli'oii a EU = N  +--ter oc2ura BD- 
~ ~ ~ ~ i l 1 1 j ~ i f . 2 ~ )  ,&BD=IM+AH 
( Fig 28 ) ; ainfi il n'y aura plus qu'à décrire 
du point 17 coniinî centre , 8~ du  rayon 6 D 
qu'on vient de dkerminer , un arc q u i  coupe 
I A pro!ongd en quelque point 23, la droite 
D B telie qu'on la demande. En eEx  , 
le t r iewic  re&mgls I A N ( fi;. 27 0 28 ) 
donae 1%cii 1-K - i/jT+-jF - 1/=;, 
& puii$:ic I. I ci: moyenne Fropo:tio~ir,ellc: 
cntre 1D I & I  K. on a l E z = =  ̂;!3 j > r . I K =  
n Jz.; or le tria:-rt1c ru3argk  I A N  
d01i1ie Ilir OU Ji1 = + 19 J~Z. = . , 
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-- 
& / ~ a  4: ~ ~ - û C / a a + c c = x .  

Tl f i u t  remarquer au fujct de  cctte Ger- 
nixe valeur, qÜe la conf i rua ion  cue nous 
venons d'en donner , fuppok  que l' U ( Fig. 
2 8  ) eR plus grand que L 1 ,  ou t ~ u t  a11 r i u t  
ép i .  S'il ttoit plus etit , la  qiref'tioii ferait 
iiitpolfible pour ce Bernier cas ; c'cfi ce que. 
fait voir au% 1'AIgebrc : car duils l a  vuleur 

x = I / a a  ~ ~ c c - n V ~ ~ ~ , , f i a a + ~ c c  
qui eiZ z', elt plus petir que a V,, a + c c  qui 
eft la  quantité que couvre le radical Cu- 
pdricur , fera négative, & par confripent la 
valeur de x fera imaginaire. 

En prenant pour inconnue I;i f o m m  des 
d e u x  lignes Li B & D C ( Fig. 27 ) o u  leur 
di5&rence fF!z. 28 ) nous h m m &  arrivis à 
une dquati& $us îimplc qli'cn prciianr C E ,  
ou AC, o u  A 23 , ou I B , parce que la  rela- 
rion des lignes D B & D C aux lignes I B & 
A B , efi Pèmblable à celle que les mkrn::s li- 
gnes B D & D Cont avec lcs lignes A C & 
C E ,  c'efi-à-dire , qu'elles peuvent être ddtcr- 
minies par des o$krionsAîernblables en cm- 
p!oyaiit I B ,  & A B ,  O U A  C &  CE. Eii 

N 3 
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génkral, comme l'équation doit renfermer 
tous les dii'firents rapports que la  quantité 
cherchde peut avoir avec celles dont elle d i -  
pend, cerre dquation fera toujours d'autant 
plus iimple , que la qiiancitt qu'on clloilira 
P O L I ~  inconnue, aura mcrins de rapports dif- 
f d r h t s  avec Ics autres ; en voici un exemple 
bien fenfiblf dans cette autre blurion de la 
meme quefiion. 

2 g J. PuiQue l'angle CA B (Fig 29) eh 
droit, G l'on conçoit qiie f i r  C B comme 
diametre on dkcrive un cercle, il pa,'fëra par 
le  point A : tirons l a  ligne D A qui pro- 
longde rencontre la circonfti'rence en AL?; alors 
il eit aifi? de voir que puifque les lignes D I  
& D E font dgales, l'angle D A 1, ou fon 
Cgal B A M, fera de +r  degrés ; & puifque ce 
dernier a pour nlefure 1s moitid de l'arc MB 
( Géom. 63 j , C E ~  arc B M iera donc de go0; 
donc ii l'on tire l e  rayon L Al, le triangle 
;D L M fera refiangle , & par conféquefit en 
abailfant fur D M la perpendiculaire LN,  
l e  côté L M ( Géom. I I 2 ) Gr3 moyen pro- 
portionnel entre D hi  & MN, ou entre D 111 

AN, puifque la perpendiculaire L N rend 
A N =  N n l  ( Géom. 5 2 ). De - là il eit aifi? 
d'avoir une folution très-Gmple, en prenant 
A 1\1 pour inconnue. 

Repr t ?h tons  par x cette ligne A 8,81 
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nommons d la ligne D A q u i  eit cenfke con- 
nue ; alors D M fera d -+ 2x, & puifqu'on a 
( fclon ce qui vient d'être remaqub  ) D M: 
LM: : L&I:il.f'N,onaurad+zx:~c::~c:x, 
& p a r  conféqucntdx -+ % X X = ~ C C ,  OU 

x x  -+ f d x = 8- c c  ; & en réfolvant cette - 
dquation, x== - $ d t V 5 d d + f - t c E .  

Pour confiruire cette quantité isl ' tcris ainri ---- 
x =-2- d + flfgc~d+;z c c  + ~ C C .  Je prei~ds 
fur les c d t é Z I  O, A I ,  de l'angle droit IA o ; 
les parties A m , A n Cgales chacune à $ c , 
& achevant le quard  A rn p n , je tire la dia- 
gonale Ap q u i  'îera perpen'dic;laire à D A ; 
& dgale à i /+  c c  + 5 C C  : j e  prends fur AD, 
l a  ?artie A r dgale à f ou + A D ,  & tirantp r, 

a -2 

j y a i p r = ~ ~ r + ~ p = . o  l . . . . ---- 
V A  dd + 2 C r  + A r i il ne s'agit donc plus, 
pour a&& la premiere valeur de x, que de 
retrancher de pr l a  quantité d , ce qui  Ce fera 
en décrivant du point rcomrne centre, & du 
rayon r p  un arc 'qui coupe D Y en N, c c  
qui donne A N pour la prerniere valeur de x ; 
en forte qu'tlevant au point N la perpendi- 
culaire NL q u r  l'on coupera en L par u n  
arc dtcri t  du point A comme centre, & du 
rayon i c, on aura le point L , par lequel & 
par le point D, tirant D C B ,  on aura la 
fdaition. a 
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44 C O U R S  
Q u a n t  à la feccsnde valeiir dc x , h v o i ~  

, -  - x 31= - f d-  I / ~ d d + s t è c z +  i L c 2 ;  6 on l'aura 
en prPynal:E r p  de r en IV, car alors A fl 'dtant 
&gale B A K -+ r N' vaudra f d+ . . . . -- VA d d  + A,%+ fG ,a, e'efk - à - dire, l i r a  e'gale 
21 la îeconde valeür de x en chankeant les 
iignes ; & comme elle tombe du côt6 oppofi 
à la premiere , elle k r a  , eu dgard à t o u t ,  l a  
viritable valeur de x dans ce fecond cas. On 
élevera Jonc aüiii au point NI la pcrp@n&- 
culaira N"Lr que l'on coupera en L' par un 
arc dCcrit pareillemci~t du point A comme 
çcntrc & du rayon égal à $ c ; alors tirant par 
l e  point L'& par te oint Dr la droite B'LID, 
on aura la  feconde F olutio-n dont la qi;eiiion 
'peur ê k e  fufceptible : c'eR ce donc,jl eR d é  
de fc 'convaincre en jettant les Oeux fur la 
Figurc j O, & y appliquant mot i.kor ce qÿe 
nous avons dit de la Figure 29 au cominçn- 
cernent de cette folütion : on verra' qu'en 
nolnrrianr A A7 ou M If, x & coniérvant les 
autres d6nomination8 lee m&rnes, on aura 
D M : M L  : : M L : M N ;  c'eii-à-dire, rx- 
d :  + c : : $ c : x ,  &parcoiifdquentz e x a -  
' d x = ~ c c ; d ' o ù l ' o n t i r e x = ~ d + .  . . --- 
I / ~ d d + 5 c c + h C C  dont une dcs \&xrs eit 
pdciMmcnt la mtme que celle donc il sSag:i ; 
les Tignes kulcmenr font  i i i lf6ïc~:s,  ainfi que 
cela doit &m. 
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Mais il Ec prdfenrc ici une remarque im- 
ortante i faire. I l  peut arriver que l'arc que 
fon voudra dicrire du point A (Fig. 2 9 )  
conme centre, tas du rayon: c , ne rencontre 
pas la perpendiculaire N' L' , . parce que la 
quantitc! f c p u t  être p l ~ s  petite que A n", 
Or Ii~ussavons dit que lorfque les quefiions 
du fecond degré dtoient i m ~ o f i b k s ,  llAlo-e- t: hre le faifoit connoîîre: cependant , dans 1 6-  
quation x c - $ d - i A  d d +  L b I ~ ~ + L c ~ :  , 6 

a rienne manifefle dans quels cas cette impoL 
fibilité a l ieu;  car tout eit nlocvKairement 
riofitif h u s  le radical. 

Voici la folution de cette diGculr&. 11 eit 
incontefiable que lorfqu'une cjwfiion expri- 
m i e  dgébriquement, fera imgofiblc , l'Al- 
gebre maiiifeitera cette impoiIibiiisC ; mais 
il faùt b i e ~ ~  faire attention que ce fera lorE 
qu'on aura exprimd par cette ndmc AIgebre, 
tout ce que la quefiion fuppofe , foi t  erpli- 
citement, fo i t  implicitement ; c'eii préci- 
fiment ce q u i  n'a pas lieu ici. En effet, la 
quefiion fuppofe tacitement q ï e  les trois 
points D ,A ,  L , ne font pas Eur une insrne: 
ligne droite, &c &fi ce qirc nous n'avons 
point exprimé algébriquement; nous avci-s 
exprirn6 que L M Btoic moyenne propor- 
tionnelle entre DM & N Af, propriCtC q u i  
appartient à la véritd au trimgle rcflrngle, 
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mais q u i  peut avoir lieu aufi  lorfque lcs trois 
points D, A, L, font fup- of& en ligne droite. 
E n  effet, il eR Bvident q;'on peut fe propofer 
cette queiiion : Trouvrr fir le direUion D L 
( Fig. 3 1) quel inzervaZk ilfeudroit laifer entre , 
les deux droites D A 6 M L de g~andeurs con- 
nues,pour que ML loit myennc ~ropoitionn~~lc 
cnrre D fi1 C. A$ N , le point N étant L mifieu 
de A M. Or cette qiiefiion conduit ( comme 
il eit facile de s'en d u r e r  ) précifhent  à la 
rnêmc iqmtion que ci-deKus , & cette équa- 
tion donne deux folutions , l'une pour le cas 
oùles deux points A & &Iront entre D & L;  
rautre ,  pour le  cas contraire. II n'eit donc 
pas 6tonnant que lorfque la premiere queitian 
devient impofible ( du moins dans un de Tes 
cas ) YAlgobre n'en dire rien ; puifqu'elle doit 
donner la folution dz cette feconde qiiefiion 
qui eit toujours pofible. 

2 7 6. Cette rkflexion nous porte donc 
à diRinguer deux fortes de quefii&s, lavoir, 
les queitions concreres & les queitions abjl 
m i r e s .  Par les premieres, on doit entendreles 
quefiions de la nature de l'avant-derniere , 
Ôù ce que l'on cherche eit fpécifii ou particui 
larifd par quelque condition, quelque proprié- 
zk , ou quelque confiru&tion particuliere, que 
IY&pntion n'exprime point. Les  quefiions 
abfiraites , au contraire, feront celles où les 
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quantitds font conliddrées uniquement com- 
me quantitds , & où l'dquation exprime tout  
ce que la quefiion renferme, comme dans la 
derniere queilion Celles-ci peuvent toujours 
avoir autant de folutions , [oit pofitives, foit 
négatives , que l'dquation a de folutiono 
rielles ; au lieu que le nombre des folutions 
d'une quefiion concrete cit fouvent moindre 
que le nombredes folutions , même pofitives 
de l'dquation ; la quefiion fuivante q u i  efi 
de cette derniere c i jece ,  nous en fournira 
un exemple. 

2 7 7.  Supoofons que A E E D ( Fi 
3 2) repriienté une fphere îngendrde par f a 
rotation du demi-cercle ABE autour du dia- 
metre A E. Le  feaeiir A B C, dans ce mouve- 
ment, engendre un feaeur [phirique qui  efi 
compofé d'un fegment fphtirique engendrt 
par la rotation du demi-fégment AEP, & d'un 
cônc engendrk par le triangle re&iangle BPC. 
Suppofons qu'on demande en quel endroit 
le fegment Cphérique 8< le cbne ferom 6gaux 
entr'eux. 

Pour réîoudre cette queftion, il faut fe rap- 
peUer ( Géom. z47) que le fettcur fphkriquc 
eft tga l  au'produit de la furface de la ca1o:te 
BAD par le tiers du rayon AC. Or la furfacc 
de la calotte (Géom. 225) fe trouve en mul- 
tipliant la cirçonférence A B E D par la hau- 
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94g C 0 U R , S  
teirr A P de cette calotte. Donc fi on repré- 

I 

Sente par le rap ort de r : E ,  le rapport du 
rayon d'un cerc f e à la circunlére~~ce , & fi  
l'on nomme A C ,  a; A P , r ; on aura l a  cir- 
confërence A E D E par ccrte proportion 
r :  c : :  a :  AGDCquiferadonc~;donclafur-  

C il X 
face de la calotcc fera -, 8r par confé- 

7 
C U X  quent , l a  folidirt a u  îe8eur fera - x f a OU 

Lad.? 
r 

3' 
Pour avoir la fo'oliditk du cône, il faut muI. 

tiplier la furface du ccrclc qu i  l u i  k r t  de bafe, ' 

ç'eit-$-dire , la furface du cercle qui a pour 
rayon B P , par le tiers de 1% Iiayteur C B : 
orpuifque C F =  C A L A P = n - x ,  
c9z: que C B = a ,  on aura dans le triansle - 
'reQangle B P C, E P - c ~ z ,  1~ ca 
7- 

v e z c - a a r f - s n x - ~ x  -Y;L~.T; m i s  
pour avoir la furface d u  cercle qui a pour 
rayon BP , il f a i r  rnaltiplicr fa circonfe'rence 
par la rnoitiC du rayon ; h our avoir cette 
çirconfdrence, il faut: calcü P er le quatriçme 
terme dc c q t e  proportionr : c i  : V. or - 

C v5-'-5X. efi à un qmtriene terme q u l k r a  ,-- 

7 t 

multipliant donc par la moitic? du nyo:i -- -- ç. z a ~ - x x  
-f, a - r  x ,  on aura --pour la  furface 

2 r 
de la bzfe au cône 5 en rnulripliznt crt te fir? 
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face par le  tiers de Ia haiiteiir C P, c'efi-à- 
a-x c . z a x - x x  a - 2  

dire, par - on aura - x -- 
z r 

pour 
3 

l a  foliditd du cône ; or pour que le Cône h i c  
Cgal au regment, il faut que le CeQeur q u i  
efi l a  fomme des deux, kir: double de l'un 

c a a x  
ou de l 'autre,  ii faut  donc que - - a c x 

3 '  
> 

z a x - x x  a - x  c a a x  c . t a x - x x . a - x  
x- OU-c---- , en 

z r 3 3' 3 r 
fipprimant a ,  faReur commun du numdïa- 
teur 8E du dtnominateur; telle efi 1'Cquation 
qui  r d h u d r a  la quefiion. O n  peut iimplifier 
cette équation en fupprimant 3 r ,  qui  eit $i- 
vireur commun; &cx qui efi le mul t ip l i ca teu r  
commun des deux membres ; alors on aura 
-7 

~ ~ - ~ ~ - x . ~ - x , o u x x -  -p ax=-aa; 
d'où l'on tire, ièlon l es  regles de Ia prcrniere 
Eefiion x = + a + V c B ;  or de ces d e u x  
folutions , il n'y a que x = $ a - vG q u i  
puire fatisfaire, puikp' i l  eit évident que 
x - + a -i- V& vûhnt  $ U S  que 2 c, c'eft-à- 
dire, plus que le diametre, la fidution qu'elle 
indique ne peut convenir 2 13 rphere. 

Si l'on veut confiruire l a  filurion x 3 
$ n - V G ,  on lui donnera cette forme 

-- - 
x = + a - l/),li-.a; & zyrnï  pris A M  

3 t. r i ,  on ddcrira fiir A! Pd conmie dia- 
niccre le dcini-cercle 1- çb A l ,  & ayant i n h i t :  
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3 P  C O U R S  
la  corde A O egale à a ,  on tirera O'M quo 
l'on portera de M en P vers /.P ; le point P 
où elle aboutira. déterminera la hauteur AP 
ou x.  En effet, à caufe du triangle rettangle 
A O M ,  o n a  O M o u  P M - V A M ~ - A ~  - 
v 4 n a  = x. 

Quant  à Ici Iéconde folution x = f a 4 - , elle n'appartient po in t ,  ainii que 
nous venons de le dire à la queftion préfente; 
mais eIle appartient ainfi que la premiere , 
à cette  autre quefiion abfiraite que la IeQure 
de l'dquation x x  - 2 o x  = - aa, QU 3 ax- 
xx= aa , fournit : La ligne connue AN (Fig. 
3 3 ) étanigartageé en trois partics égales aux 
poinrs B D , ttouvcrJkr la dirtil~on de certe 
ligne un point P, tel  que la partie A Djôi t  
moyerzrze proporrionnelle entre les diJances du 
poinz P aux exirtmit4.s A A &, En effet, fi L'on 
noinnie a le tiers A D  de la ligne connue AN, 
& A P ,  x, o n a u r a P N = j a - x ;  & l e s  
conditions dc la qucition donnent cette pro- 
portion x: a : : a : 3 a - x,d'où l'on tirzcëtte 
dquation 3 ax - xx=== aa ,dont  les deux r a c k  - 
nes font x = + a 2 f +  . comme ci-deffiis ; 
on lcs aura toutes deux a u f i  par la même 
conitruQion , exceptL que pour la  îeconde , 
c'eit-à- dire , pour x = + a + dt,. , on por- 
tera M O da M en P' vers A, & alors A I )  
& A P' firont les deux valeurade x, 
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A m e s  applications de PA(ge61.e , 
d divers objers. 

\ 
2 7 8. Pour rtfoudre la derniere queflion , 

nous avons Ctéobligf s de calculer l'expreflion 
algdbrique d'un feaeur f-phCrique & du cône 
qui en fait partie. L e s  corps que noue avons 
çonfiddrds en GCorntStrie : reviennent fouvent 
dans plufieurs q td t ions  , & principalement 
dans- les quefiions Phyfico-mathkmatiques , 
parce qu'ils font les ildments de tous les 
autres. Il eit donc à pro os de îe familiarifer g avec les exprefiïons algt riques , foit de leur 
totalité, [oit de leurs parties. Outre que cela 
fera utile dans la quatrieme Partie de ce 
Cours, cela nous fournira encore l'occafiun 
de faire voir l'utilitt? de 1'Algebre pour la 
cornparaifon des corps, & pour l a  mefure 
de ceux qu'on peut y rapporter. 

Si l'on repréfcrire en genéral par r : c le 
rapport du rayon à la cireonfdrence d'un cer- 
cle [ rapport que l'on connoît avec une cxac- 
titude plus que I~ff i fante  (Giom. 150 ) 
pour la pa&pe : alors la circonférence de 
tout autre cercle dcnt le rayon feroit a ,  fera 
c a c n c a' - & fa furface - x $ a ,  ou -, r 9 t- 2 7 

O n  voit par-ll que les furfaces des cercles 
croiffènt comme l e 8  quarrés de leurs rayons; 
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C 
car f iant  toujours de m h e  vdeur, la 
quanti td ne crûîr qu'à proportion de ce 

2. r 
p e  croît a'. 

Si h eiZ la hauteur d'un cylindre dont le 
rayon de h b d e  e.? a , on aura (Gcom. 237) 
C fi" - x h pour la foliditd ; par la même raifon, 
t r 

C a'- 
on  aura - x IL', p u r  la folidité d'un autre 

Z r 
. cylindre dont la  hauteur feroit A', & dont le 

rayon de la b a k  feroit a'; ensorte que l e p  
f'oliditts de ces deux cylindres feront entre 

c a2 c a" 
eues::-xIz:-xh',ou::aah 2 r 2 r : al%',en 

C 
fupprimanr le faaeur commun - ; c'efi- à - 

2 r 

dire, que les folidités des cylindres bnt 
conirnLles produits de leurs hauteurs par 
les quarrch dcs rayons de leurs bafes. Si les 
hauteurs fmt proportioiinellcs a m  rayons 
des baiès, alors on a h  : h': : n : a', &par con- 

ha' Gq:~ent lit = n ; Pr 12 rapporc a' h : a" h' 
a'l h devient a" h : -, ûü , ( en Lppriniant le 
a 

fafleur commun h , muItipIiant par a, & fup- 
primant le déi~oiniiiateur a ) devient a3 : 0'' , 

9 1 c'efi-à-dire , q u  aiors les fo'ooiditks font comme 
les cubes des raycns des baies. 

En géntral les furfaces, comme noüs l'a- 
VOIX yu en GlomEtrie , titpendeiît du pro- 

duit 
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dlii: de deux din~enfions , & les rolides du 
p o d u i t  de trois dimènfions; ainfi fi chaque 
dinienfion de l'un de deux folides ou de deux 
furf2ces que l'on compare, eit à chaque di- 
menfion de l'autre , dans le même rapport, ces 
deux iùrfaces feront entr'elles comme les 
quarrés, & ces deux folides fëront comme les 
cubes de deux dimenfions homologues ;, & 
plus giniralement encore, fi deux quantirds 
quelconques de même nature font exprirndes 
par le produit de rant de  faaeurs qu'on vou- 
dra, & fi chaque faReur de l'une eft à chaque 
faaeur de l'autre, dans un même rapport, ces 
deux quantitds feront entr'elles c o h e  un 
faaeur homologue de cliacurie , dlevd i m e  
puiffance d'un degrt égal au nombre de ces 
fafieurs. Par exemple, fi m e  quantird efi ex- 
primée par abcd& une autre par a'b'c'd, auque l  
cas ces deux quantités rom une à l'autre : : a 
b c d :  a'b'c 'dJ,alorsGonan:n'::  b : B f , : : c :  
c' : : d : d', on tirera des proportions que don- 

a'b a' c a' d 
nent ces rapports, 6' = - c'= d 3 -- 

a 9 Q 3 a 9 

& par confiqurnt Ir: rapport a b c d  : a'b'c'd' 
rr' b c d  (1 4 

deviendra a 6 c d: a,-, ou a : 3 ou a+ : ut'. 

La  même chofe auroit lieu , quand même 
ces quantitts nc reroient pas ex~r imdes  !Jar 
des monomes ; fi par exemple , eiles 
Ctoient exprimdes , l'uLle par a 5 4- c d , & 
A L G E B R ~ .  Z 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 1;4 C O U R - S  

l'autre par a'b' + c'dl, dans le cas où les di- 
rncnfiohs dc I î  prernierc feront proportion- 
nelles aux dimenfions de l a  feconde, ces 
quantitds feront l'une à l'autre : : a' : a" ; en 
I 

eif i t ,  puirqu'onfuppofe que a : a 1 :  : b : b'::  c : 
a'b 1 a'c 

c': : d: d', on alira b'= , c - - a. d = -  " I d  & 
a 9  

par confiquent le rapport ac+ cd : a'bl+ c'd 
a'' b d 'cd 

deviendra a 6 + c  d:-.+Fouab+cd: a 

nt= ab+-d 'cd  -- 
a a 9 

ou a' (ab-t-cd): a'' (ab-t-cd) 
OU enfin a' : a" 

Cette derniere obfervation démontre d'une 
nianiere gtiidrale , que  les furfaces des figures 
hnblabies font comme les quarrds de deux 
de leurs dimcniioiis homologues, & les foIi- 
dités des foiides iémblables, comme les cubes: 
car quelles que foicnt ces figures ou ces Mi- 
des, les premieres peuvent toujours %tre con- 
fidérées comrne compoSr'es de triangles fem- 
blables donr les hauteurs & les baies font 
proportionnelles dans chaque figure ; & les 
derniers peuvent être confidCrCs comme com- 
pofds d e  pyramides femblabfes dont les trois 
dimenfions font a u f i  proportionnelles. 

On voit par - 4à comrnenr on peut com- 
prrer facilement les quantités, I Q J ~ ~ u ' o ~ ~  i n  a 
lexprçEon aigCbriqiic, a r e l a ,  foic que ces 
civantir& foiept de même cfpece o u  d'cfpecc 
di~drenre comme un cône & vne iphck,  un 
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rrifine & un cylindre , pourvu feulement 
qu'elles [oient de même nature, c'elt-à-li.re , 
ou toutes deux des folides, ou toutes deux 
des furfaces,  ou  toutes d&x, &c. 

s 7 9. NOUS avons di t  ( Géom. 243 ) cbni-- 
ment on dcvoit s'y prendre pour avoir la  
ioliditt? d'une pyramide tronqude ou d'un 
cône t ronqut .  Si dolx on nomme h la 
hauteur de l a  pyramide entière, & h' la 
hauteur de la pyramide retranchée ; s la  fur- 
face de la O a k  infdrieiire , & s' celle de la bafe 
fupérieure, o n  aura (Géon.202) s : S' : : hi : hl'; 

h1 5' sr . & par conf6quent hl1= - ou h' = h fT, 
nnis fi on nomme k la hauteur du troinc , o n  
aura k = h - hl, & par c o n f d q u e ~ t  k = h- 

J I  bus- ~ I / J '  h f i o u k = 5 - -  d5 , ; d'où l'on tire h = 
k b r ~  

-* -- 
(5- f da Or la h l i d i d  de la  pyramide totale 

h 
eR s x - , & ceiie dela pyrainideïetraiichCe 

h'  3 
e R s f x - ,  o u ,  (en mettant pour h: la valeur ' 

3 
qu'on vient de t r o u v e r )  s' x 1/ f ; donc la  

h s h r' i s' h 
îoliditd du  tronc fera - - -- ou -, 

3 
s' / s' A 

3)/5 3 

(J - -) , ou enfin -. cep); mec. 
V's  3 4 .f 

tons donc pour  li l a  valeur que nous venons d ç  
k Il s (S v3-JI 43') trouver, & noug aurons --- x --- 

3 s -  Vr E 9 
z 2 
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k q u i  fe r6duir à - (ic;I!) , ou, en faifant 
3 k fa divifion par I/ s - \/ s', fe rdduit à r x 

(s+ 1/? s'+ s') , qui nous a p ~ r e n d  que toute 
pyramide ou tout cône tronquC efi compofi 
de trois pyramides de même hauteur, dont  
l'une a pour bafe l a  bafe inférieure s dujrdnc, 
l'autre la bafe iupkrieure s' , & l a  troif elne, 
une moyenne proportionnelle J ss', entre la 
bak  fupérieure s' & l a  bafe infdrieure s ; car 
FoiIr avoir l a  foliditt de ces trois pyramides, 
il fuffiroit , puilqu'elles font de même hau- 
t eu r ,  de rdunir lcs trois baf i s ,  ce qui don- 
neroit s + \/ s s'+ s', & de multiplier la  ta- 

k talit6 par lc tiers de la hauteur commune, 

ce qui doline la mime quantité qu'on vient 
de trouver. 

2 8 O. Si a reprérente le rayon d'une 
c aa fpherc, - fera la furface de foti grand 
t r 
4 CU' a caa cercle ; -- OU - 

z r 
fera la furface de 

- .  

cette méme fphere , & par confiquent 
c aZ r 4 a3 - x $  a ,  ou - x - ~eralafoliditd(Géom.2zi 
z r a r  2 

2 

& 244 1- 
Si l'on nomme x la hauteur d'un fegment 

quelconque , on aura, comme nous l'avons 
v u  dans la lolution de la dernicre quefiion, 
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e a u x  

2 r 
pour l a  folidid du feaeur ; & 5. 

z r 
k~ x "+* pour celle du cône,  qui  en 

fait partie ; donc celle du figrnent ( Giorn. 
c u a x  - a - x  

248 ) fera - - 5- z a x  - XX. /= . . 
z r z r J 

c 3 uxx-x3  C xa 
I_ _ - -  - - x ( a  -- + x ) q u i  fait - 

3 r 9  z 2 r 
voir que la foliditd du regment efl égak 
au cercle qui  auroit pour  rayon la hauteiir de 
ce fegrnenr, rnultiplid par le rayon moins fc 
tiers de cette hauteur. 

Quand on a les exprefions algdbriques des 
qumtitCs , il efi facile de réfoudre plurieurs 
çueitioris qu'on peut faire iùr ces mêmes quan- 
tités. Par exemple, fi l'on demandoit quelle 
doir Êrre la hauteur du  cône qui  feioir dgai 
cn folidid à une fphere donnde, & qui auroit 
pour rar/on de fi b a k  le rayon de la fphere : en 
nommant h cette hauteur & n le rayon de i a  

c nlk bafe , on aura - x - pour la foliditk de ce 
Z ?  2 

cône, & puifqu'il doi; être &al à la frhere q u i  
c a a h  c 405 a a u f i  pour rayon a, on aura -x- =LXT, 

3 
d'où l'on tire h = q. a , en e f f a~an t  , dans 

c aL 
chaque membre, le faReur commun ;; x -. 

3 
Cette valeur de h nous fait connoitre que 

3 
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Z I I ~  C O U R S  
l a  hauteur doit  être double du diametre de 
l a  fphere, ce q v i  doit être en eEet ; car la 
Eyhere t t an t  ( Géoh. 2 5  6 ) les 4 du cylindre 
circonfcrit, doit: etre le double d'un c&ne de 
mkme bafe & de même hauteur que ce cylin- 
dre , c'eit à-dire , kgale à un cône de mCme 
baiè & d'une hauteur -double. 

2 8 r. Pour donner encore un esren-qle, 
propofons-nous cette quefiion : Cunnoz3;?11r 
l e  poids d'une Sphere dans l'air , G. jon poids 
d m  l'eau, connoi'trt le rayon de cetre îpheic. 

Pour  rdfoudrc cette quefiion, nous fup. 
poièrons .un princi e d'hydroitatique q ~ 1 2  

nous démontrerons 'A' ans la quatrienlc Parrie 
de ce Cours. Ce principe eit que ce qu'un 
corps perd d é  fon poids dans l'eau ou dans 
t o u t  a u m  liquide, eit égal au poids duvo-  
lume de liquide qu'il déplace. Cela poië, 
fuppdons que p eft le poids d'un pouce- 
cube d'eau , & x le rayon inconnu ,de 1a 
Ephere dont  il s'agit, c'elt-à-dire , le nombrc 
de pouces de ce rayon. L a  foliditc! de cette 

2. L x3 fphere fera donc - ; & pour avoir le poids 
Y I  > ' 

s'un pare3 volume d'eau, i l  faudra multiplier 
cette q u a n t i d  par p, puifqu'un pouce - cube 
d'eau pefant p , un nombre de pouces-cubes 

2 C X ~  
d'eau exprimt par - doit pefcrp de fois au- 

3 r 
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2 pcx 5 
t a n t  ; c'eii-à-dire , qu'il doit peîer - ; fup-  

3 r 

ofons donc quc P e f  le poids q;;a, dans 
f a i r  ,. Ia fphcrc en quefiion ; dors  [elon le 
principe que nous  venons de pofer, elle ne - 

2 cpx3 doit pefer dans l'eau que P---; ~ i i i s  donc 
Y I  
J ' 

qu'on fuppofe connoître ce qu'elle i e %  dans 
l'eau, fi l'on reprtfente ce poids Far P' , on 

z cpxr z cp-' 
aura P- - = P'; & par confdquent  --- 

' ( I ' - P ~  x 3  r 3.? - P-Pl ou xS == -- ; tirant .la racine 
2 s p  

Suppofons , pour en donner une applica- 
t ion ,  q u e  la fpkere dont il s'agit pcfe 5 onces 
dans l'air & 2 onces dans l'eau ; & qu'un 

' pied-cube d'eau p e k  7 2  livres, ce qui  donne 
( en diuifant par 1728 q u i  eit le  nombre des 
pouces contenus dans un pied-cube) s$ 

t ou , de livre , c'efi-à-dire, $4 ou + d'once 
pour un pouce-cube ; prenons d'ailleurs le 
rapport de I I 3 à 3 $ 5  pour celui du diamrtre 
i la c i r c o ~ ~ f i r e n c e ,  & par con iequen t  , celui 
de s L  ?i 3 1s pour celui de r à c ; n o u s  aurais  

1 1 ;  doncp--;-, P c = s ,  Pt= 2 ,  r = - = - ,  c -  
3 $ 5 ,  & par conf4quent. . . . . . . . . 

+ VF-vZ 
x x  p657- - - - -- -- L 9 1 0  - 

2 * 3 5 5  - 5  284. 
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ou ( en prenant les logaritlirnes , pour $us 
de facilitd) L x =  fLf",+=f ( L j o j I -  

2840 ) ; or  L 3 0 5 1  = 3 ,  4844*22 & 
L 28+0= 3 ,  4133 183 ; retranchant &pre- 
nant  le tiers du rei?c , on a L x  = o,o 103746 
qu i  r tpond à 1,o2+2 à très-peu près : ce globe 
a doilc un pcuce & 0,0242, OU un  pouce & 
242 dix-millienies de pouce, pour rayon. 

Nous avons fuppofd tacitement que le 
globe entroit entidrement dans l'eau, par fun 
poids,  fi au contraire il falloit lui ajouter ii:i 

certain poids pour le faire plonger eritié- 
rement, alors ce  feroit cette qumtiré qu'il 
faudroit prendre pour Pl, mais en même- 
temps, il faudroit traiter Pt comme négatif; 
c'eft à-dire , qu'alors on auro't . . . . . , . - 

~ ( P + P ' )  x 3 r 2 c p x ]  
X =  -- 

z c y  
. En effet, - 

3 r 
étant 

(ainfi que nou; l'avons vu dans 1; folution 
piecedente ) le poids d'un volume d'eau Cgal 
a ce globe, & P le poids de ce  globe dans 

7. cpx3 l'air , - - P k r a  la qiizntitk dont il pefe 
7 r 

moins qu'un pareil volume d'eau, & par con- 
fiquènt , ce qu'il faut ajouter pour le faire 

icpx' 
plonger cntiércment ; on aura donc - - P . Zr - - P t  , qui donne la valeur de x que nous 
venons d'afigner pour ce cas. 
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Des Lignts C O U T ~ P S  en géniral ; C. , en 
pal-ticulier , des Sedions cor~iques. 

2 8 2. La confidération des lignes cow- 
bes n'eit point un ob je t  de pure  rpdculaticn. 
Tanc  que les quefiions qu'on a à dfoudre r,e 
p d e n t  pas le iéconb degrk, on n'a pas be- 
foin du fcçours de ces liones; mais ciu-delà b 
elles deviennent ndceiTa~re.s. N o u s  allons 
donc do~i ier  une idée dr ié ia le  des l ignes  

b, courbcs, & des urages q u  elles peuven t  avoïr 
pour la conitruRion des Cquatio~s aux- 
quelles on arrive dans la réColuriori dcs quef- 
tions. 

Parmi les lignes courbes que  l'on confi- 
dere en Géomdtrie , les unes ront telles que 
chacun de leurs points peut être ddtermini  
par une même loi ; c'eit-à-dire, Far des cal- 
culs & des optrations fembkbles; dans  d':-u- 
tres , chaque point fe dktermine par une loi 
différente, c'di-i-dirc, p7.r des calculs ou dvs 
opdrations diRdrenres ; mais c e t t e  différence 
elle-même efi aff~~jettie à une loi. 

Q u a n t  aux ligrics tracdes au hazard, telles 
que feraient, par exemple, les traits qu'im- 
prime h r  le papier,  la plume d'un écrivain, 
i ls  ne peuvent etre l'objet d'une Géomérrie 
rigourerrfe. I\;danmoins les recherches dont  
celle ci s'occupe conduiknt même à imiter, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



par des prockdds diretts & certzins. des 
contours qiii'iii Cenibienr effuiettis à aucune 
loi  : & l'art de l ier  ainfi , I;ar des tnpporrs 
approchds , des  gyaixtitts Qnt. la  loi vdri- 
table remit s u  iilcnianuc ou trop compofde, 
n'eft pas une des applcatioiis les moins utiles 
de la ~ d û m 2 t r i e  & de L'Algebrq; nous au- 
rons quelques occafions de le voir par la 
m .  

l u ~ r e ,  f .23 
POUT pouvoir tracer les iignes courbes 

qui f cx t  l'objet de l a  Gdomdtyie, il faut dmc 
coiiii~f~rc la toi à.laqueilq hilt affujettis Icr 
différents p?$its,$e leur cqotqr .  ÿ r  cctte loi 
peur etrc donnde de pl~fici irs  mznieres. Ou 
en i i idiqu2nt un * ~ r o d d k  Far lequel ces 
courbes p e u v p  Crre décrites d ' u ~  mouve- 
ment coqtinu; cc: efi le cercle qui f i  décric 
en fa$an~ rolarracr dans un p la s ,  une. ligne 
donntc , & agtour d'un p i ~ t  donné, Ou 
bien en fai fant connaître quelque p-oprittt 
q u i  appartienne confiamment à chacun dap 
points de cette _courbe : c'eit aidi que fa- 
chant,  que tout angle qui a $on fommet $ 
la, circorifdrence du cercle, & qui  s'appuie 
fu r  u n  diametre, eR dro i t ,  je puis trouver 
itccefivcment chacun des points d'un cercle 
dont je cannois le  diame&, e n  tirant d'une 
des  exrrdmitts A de ce diameere ( Fig. 3 4 )  
vne infinite dc Zgnes droites A C, A D 9 
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AE, AF,  & menant de l'autre enrémit6 15, 
l e s  perpendiculairix B C, B O ,  L' E ,  B .F ; 
les diffdrents points,  C, D, E, F, &c. dtter- 
mintfs de  cette mmiere appartiendront tous 
i l a  circonféret..ce- qui a A B pour dianietse. 

Enfin cette loi peur être donnée par iii:c 
dquation , & on peut toujours S u p p k r  
qu'elle eit donnde par ce derisiet irîoyen f, 
parce-que les deux autres dont nous venons 
d e  faire mention iérvcnr à trouver I'dquatlsn 
q u i  exprime cette loi. C'eit fous ce d e r n i e  
point de vue que nous allons priiicipalenici~c 
confidérer les courbes. C'efi tout à la fois 
le plus fimple & le y lus ,fécond pour 
connaître les propridrés , les lingulzritda , & 
les ~uiàgçs, Voyons donc comment une &qua- 
tion peut exprimer la nature d'une courbe, 
& puifque jufqu'ici nous ne connoiirons 
encore que l a  circonférence di1 cercle, COM- 

men~ons  par celle-ci. w J 

2 8 3 .  Suppofons don t  que A AP B 
( Fig. 3 r ) eit une courbe à laquellena~is H e  
cannoîrrions encore d'aurre propriCrb qlie 
ceHe-ci ; que la  per.pei~dicu~aire Y M abaiCPde 
d'un point quelconque 111 de cette courbk , 
h r  l a  ligne AB, efl moyenne proportionncHe 
encre les deux anies A f & Y B. Voyoils 
comment SAlge ! re peut nous aider à truuver 
chacun des points de cette ccurbe, e( Tes 
différentes propridtts. 
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Si  je nomme a la ligne AB ; l a  partie AP9 
x; & la perpendiculaire P M ,  y ; alors PB 
fera a - x ; & puifque nous fuppofons P M 
moyenne proportionnelle entre d P & P B ,  
nous a u r m s  x :y : :y : n - x ; & par confd- 
quent  ,yy=ox -- xx. . 

Concevons maintenant que A B f ~ i t  par- 
tagC en un certain nombre de parties égales, 
cil I O , par exemple ; & q u e  par chaque point 
de divifion on klcve des 
Pm, pm , pm,, &c ; il eR vifible que f i ,  dans 
i'kqtiation q u  on vient de trouver,  l'on fup- 
pofe x ~uzceliivernent égal à c h a c u ~ e  des li- 
gnes e, Ap , &c ,y deviendra égal I cha- 
que ligne correfpondaiite pm , pin , &c, 
puifque l'éqiiation yy  = a r - xs elprime 
que  y elt  toiijoiirs moyenne proportionnelle 
entre x & a - x , que1 que foit d'ailleurs x,  
ce qui elt l a  propriété qiie nous fuppofonsà 
chaque perpendiciilair,e p nr. Donc  on peut 
trouver fuccefiveinent chacun des points 
de cette courbe, en donnant fuccefii;en~ent 
à x plulieurs valeurs, & calculant les valeurs 
correfpondaiites de y : en Voici un exemple. 
Dans la fuppofition que rious venons de faire, 
q u e  a eit divif6 en I O  parties, ou qu'il eit 
compofé de r o parties , nous aiirons a = r O, 

& par conréquent l'tquation d e v i e ~ t  yy = 
r O x - x x. Si donc nous fuppoîons fuccrF 
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f i v e r n e n t x = : ~ ,  x = 2 , ~ = 3 ,  X = + S  

X =  $ , x = ~ ~ x c ~ , x -  ~ , X = ~ , X = I O ;  

on trouvera f Ü c c e % v e m e n t y ~ i  9,ylr/ 16, 
y = 1 / 2 1 , y = - J 2 4 , y = ) / 2 f , ~ = v 2 ~ ,  
y= i /2 i , y=V 1 6 , y = b ' 9 > y = V o i  
OU b i e n y = = j ;  y=4;y=4.,  5 : y = + ,  9 ;  
y=5;y=4,9;r=+,r;.y-4;y=3; 
y = o. Ainîi , fi l'on porte ces valeurs dey 
îuccefivement Iùr les perpendiculaires cor- 
rcfpondantes a u x  valeurs I , z , 3  , &c,  de x ,  
les points rn , rn , ddterminds de cette nia- 
niere appartiendront tous à u n e  courbe q u i  
aura cette propriété que cliaque perpendi- 
culaire y nz fera moyenne proportioni~elle 
q t r e  les deux parties Ap & pB de la  drn i te  
AB,  courbe que nous allons voir,  Cam un 
moment , Ctre la circonfdrence n k m e  du 
cercle. 

Kous avons vu que toute racine paire 
avoir deux valeurs, l'une polit ive,  l'autre 
ndgative. Ainfi outre les valeurs de y que 
nous venons d e  trouver , on a encore ces 
autres-ci ,y = - 3 ;y = - 4;y-- 4 9 5 ;  
y =-+', 9 ;y =-5 ;y=- 4>9;y=-4~5i  

, y=-+;y=-  3 !.y = 0- 
Pour avoir les points de la courbe qu'an- 

noncent ces nouvelles valeurs dc y ,  il faut, 
conf~rmément à ce que nous avons ddjà di t  
pli~fieurs foin fur lei quantités ndgarives , 
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les perpendiculaires prn , p z ,  &c,  
& porter à l'oppoiite, cYeit.à-dirï, de p en m', 
les qgantitdspm',  prn', &c , Pgales chacune 
à ra correfpondânte vm. Si l'o.1 veut avoir 
un plus grand nombre' de points de la courbe, 
il n'y a autre c h o k  à faire qu'à fuppokr A B  
divifé en un plus grand nombre de payties , 
par exemple en I oo ; cYeB-à-dire , fuppofer 
n = l o o  ; ou bien en confxvant à a la m h e  
valeur I O  , que ci-deirus, fuppofer à .1: dés 
valeurs intermddiaires entre celles qu'on lui 
a doilides ci-derus, on trouvera de même 
les valcurs intermddiaires de y & par confi- 
quent de nouveaux points de la  courbe. 

L a  valeury = O , qu'on a trouvée ci-deffus, 
fait voir que la  courbe rencontre la ligne 
AB au point B , où x = a = I O ; puifque l a  
pcrpc~ndiçn:airc ÿ rn ayant a lox  pour valeur 
zkro, l a  diitance du poinr m à la droite AB 
cfi nullc. O n  peur voir , aufi  avec facilité, 
qu'elle doit rencontrer la ligne A B ail 

poiii: A : en effet puifqu'aux endroits oh la 
coiir'oc rencontre c m e  l igne,  la  valeur dey 
doit 2tre O ; pour favoir quels font ces en- 
dïûits , i l  n'v a fuppofer q u e y  efl z tro , 
dans l ' é q ~ a t i o n ~ ~  c ~ a x  - xx, ce qui  la ré- 
duir à o = a x - x x ; o r  a x - x  x é t an t=  
r ( a - x ) ce produit eit ztro , dans deux 
cas, lorfque x = O ,  & lorfque x = a. Donc 
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D E  M A T H É M B T I Q U E S ,  367 
rdcij-mquement y fera airfi z6r0 dans ccs 
deux cas ; or x eit dvideil~rnent 7 O au point 
A , & il. elt -- ,a, au point B ; dùnc la 
courbe rencontre en effet la hgnc A B,  aux 
points A & B. 

D'après cet excmple, on peut commencer 
à appercevoir ccmmenc une  Cquarion fert à 
déterminer le3 di,Ercnts points d'rrrie courbe. 
Nous en verrons d'autres exemples ; mais 
auparavant expliquo!~s-nous fur  certains mots 
dont nous furo t~s  ufaae par  la Cuite, 

V A  

2 8 4.. Loi-[qu'on veur zxprimer , par une 
Lqvation,la nature d'une ligne courbe,on rap- 
portc, o u  l'on co~so i t  qu'on rapporte ch- acU13 

des points m ,  nr , &c. à deus lignes fixes A B 
& OOAO. qui font entr'elles un anele &ter- 

A ‘, 
miné (aigu,  droit ou obtus ); & en imagi- 
n a n t  que  de ckaaue point  m o n  mcne Ics 
lignesAmP & mp' ' ardlelçs aux .lignes OAO 
& A B  , il efl évi S ent  qu'on connûitra l a  fi- 
tu3:ion de ce point,  fi l'on connoit les va- 
leurs des ligncs mp' ou A r & p r n , o r i ( c e  
q u i  revient au d r n e  ) , f i  1 on c~ilnoi: l 'une 
di: ces ligiics , & fon rapport avec 17a:itrc. 
O r  ce que l'on entend, lorfqu'on dit qu'une 
dquatian exprime la nature d'une ligne cour- 
be, c'efi que cette Cquatio:l donne le rap- 
por t  qu'il y a ,  pour chaque point  m , entre 
l a  ligne Ap & la  lignepm , eilbite que l'une 
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drant connue, I'équatioii fait connoftrc l'au- 
t ic  ; & Telon qw cc rapport e f  plus ou 
moins  campo@, la courbe eR elle-même d'un 
eenre   lus ou moins élçvk. 
U 

~ e S l i p e s  Ap , ou mp' , qui  mefiirent la 
difiance de chaque point 7n à l 'une OAO des - * 
deux lignes de comparaiibn, s'appellent les 
ab&@s; & les lignes nzp oiip1A qui  mefurent 
t a  di fiance à l 'autre ligne ABde comparaifon, 
s'appcllent les ordorrne'ds; la ligne A B ,  s'ap- 
pelle l"7xe As ab/2@es ; & 1a l igne O A O ,  
 appelle I'nxe Liis ordorz!z2esi Le point A d'où 
l'on coixnence i cci.nprer les abfciires, s'ap- 
pellel'ori,ainrdesa6Jc~~s; An appelic de m&me 
origine d a  ordoiznrte~ , celui d'où l'on com- 
mence à compter les ordoninées Ap'oupni : 
dans l a  Figure j j , ces deux points [ont üii 

Lu1 & mémv po in t ,  f ivoir ,  le point A ;rien 
n'anûjettit à compter les abfciffes depuis le 
r n h e  po in t  d'où l'on compte les ordonnies, 
m?is quand aucune circonfiancc ne déter- 
mine à faire autrement, il elZ coujûurs plos 
fi,nplc de les compter d u  meme poinr. 

Les lignes Ap , p r n ,  Te nommsnt d'un non 
commun , les coodonnt'es de la coui5e ; & 
coiifid6rées coir-iiiie appartziiarit indifr' ~crern- 
m î n t  à un point quelconque de 14 courbe, on 
les appelle d a  rndt.'rerminées ; on dmnz le 
mêmu nom aux l e t t r çs  ou lignes algébriques 

x &y. 
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b~ M A T H $ M A T T Q U E S .  369 
k &y par lefquellcs on repreîcnte ceslignes 
Ap&/rn. 

2 8 5. Revenons maintenani ànotre tqua- 
t h ,  & voyons comment on peut en tirer 
les proprietes de la courbe. 

i O. Du milieu C de A 8, tirons, à un point 
quelconque M de la courbe, l a  droite C M; 
en quelque endroit quc ce [oit, le triangle 
MP C fera toujourt refianglr , ei l'on aura 

-3 -1 -- 1 

ar confdquent , M P + i C = hl C ,  c 'd l -  
!-dire (pui lquiPC= AC: AP = + a - r), 
yy+f a c - a x + r x = =  CM: or puifque Ir 
droite MP , ouy , eR 3ar-tour moyenhe pro- 
portionnelle entre A )  & BPI  on a ,  par~ tout  
yy = ax - xx  ; on aura donc aufi , par-tout 

- 2 
a x - x x + ; n a - a x + x x = = & l C ;  c'eit- 
. 1 

a-dire , i n(z = hI C, q.>i  donne M C = + a ; 
chaque point Ad ou rn, eit donc Cgaltment 
Cloigne du point C; la courbe eit donc une 
circonfércilcé de ccrcle. 

, 

2". D'un point quelconque M ou rn dc Ir 
courbe, rnznons aux deuxextrémirds A & B, 
les droites U A  & AIB ; les criangles re&an- 

- 2 

gles h l P  A ,  IV4 P B nous donneront A P -r 
--1 1 - 1  - 
P M =  A M &  P J ~ +  ~d = M E , -  ou en 
rnettant Ics valeurs algébriques, xx + y y  =a 
-2 

A M , &  n a - i a x i : x x + y y = ~ 8 1  
A L G E B R ~ ,  A ?  
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donc en ajoutant ces deux Cquations, b( 
mettant pou ryy  fa valeur a - ax, on aura 

- 2  - 2  

U-2 ax+a X X + ~  ~IX-8 X X ~ A M + B A V I ~  
-P - a  -1 

cyeit-à-dire, A M + M B  = o a = A  B; pro- 
pridté du triangle refiangie, & q u i  par con- 
féquent nous fait counoltre que I'angk AAfB 
efi roujours droit en quelque endroit que foit 
Ie p0ii.t Af iür  la courbe; voyez '( Géorn. 65 ). 

-1 

3'. Si d ~ n s  1'équxion x x  q y y  = AM; 
on met, poiir yy [B valcur a x e x x ,  on aura 
-1 

A M = a rr , q u i  donne cette praportian a : 
A M : : . 4 l i s l : ~ , o ~ A B : A , I t i : :  A M : A P ;  
c'et? à-dire , que la corde A hl efi moyenne 

roportionnelle , entre le diametre A B , & 
Fe fegmenr ou I'abCciire A Y ; voyez ( Le'om. 
x r z  ). 

On trouveroit de même routes les autres 
prnpriités du  cercle que ncus avons déinon- 
trkes en Léornitrie , & cela en parta t tou- 
joiirs de cette fuppofition, que l'ordonnée 
PMou  JI m efl moyenne proportionnelle entre 
' A P & ~ B , O ~ A ~ & ~ B .  

Nous avons coinpté les abf'ciffes , depuis 
l e  point A origine du diametre; & nous 
avons eu l'équarion yy = ax - xx. Si nous 
voulions compter les abkifles depuis le cen- 
tre,  cYe&à-dire, prendre pcur abkiflès les 
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lignes CP , C p ,  &C ; alors reprdfentant cha- 
c u n e  de ces lignes, par r ,  nous aurions 

d C P s A C - A P , c ' e f i  à-dire, =:a-%, 
& par confdquentx t +a - r. ettant donc 
pour x cette valeur dans l'équationLy y 
U X - X X ,  on aura y y  = a ( + a  - 7 ) -  
( + a - ~ ) ~ , q u i f e  rkdu i t àyy=$aa -  TT, 
c'efi-li l'équation du cercle en fuppofanr les 
roordonnées perpendiculaires, & leur ori- 
pine au centre. 
U 

Au refie, toute propridté qui  appartiendra 
~Kentiellement à chaque point de la courbe , 

A 1i - 
donnera toujours , en la traduifânt algdbri- 
quement, la  même c5quation pour la courbe ; 
d u  moins, tant qu'on prendra les mCmes abc 
ciffes Ck les mêmes ordonn&s ; mais q u a d  
on changera l'origine, ou 1s direaion des 
coordonnles , ou  toutes les deux , oit pourra 
avoir une tquitioii diffirentc ; néGrnohs elle 
fixa toujours du même de rd, Nous venons 
de voir la vérité de la X çrniere partie de 
cette propofition , dans le changement que 
nous venons de faire pour les abfciffes ; au 

* 

lieu de l'tquarionyy = ax - x x  , nous avons 
eu +aa -xq, qui tkan t  ddduite de la 
premiere , a pour baîe la meme propriété ; 
mais fi nous partions de cette surre pro- 
pr idt t  , que chaque diflance M C  efi tou- 
jour8 la d m e ,  & s $ a  ; alors nornma,n$ 

A a a  
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C P  , 7 ; & P ICI ,  y ; nous aurions, à caufd 
du triangle rcaangle AIPC; yy+ qx =+aa , 
qui donneyy L t a a  - qx, Cquation qui efi la 
même que tout à l 'heure, quoique déduite 
d'une ~ ropr ié t t  diiférente. 

2 $3 6. Pro ofons-nous maintenant d'exaa P miner quelk eroit la courbe qui auroit cette 
autre propridtd ; q u e  la iomme des deux 
diflacces ~ k l  F+M f(Fig. 3 6) de chacun d e  
fès points à deux points fixes F & f, feroit 
toujours &ale à une ligne donnte a. 

Pour trouver les propriités de cette courbe 
qu'on appelle u ~ c  E:l~pf i ,  il faut chercher 
une Cqiiation qui  exprime quelle relation il 
y a,. o n  vertu de cette propridté connue, 
entre les perpendiculaires P M  menées de 
chaque point ilJl f u r  une lignc dCterminte 
telle que F f, par exemple, & leurs difian- 
ces E P ou A P à quelque point F ou A pris 
arbitrairement. 

Dann cette vile, je prends pour origine 
des abkiifes le point A ,  ddterminé en pre- 
nan t  depüis le milieu C de F f, la ligne CA= 
$ o ;& agani fait CB == CA, je nomme AP,x; 
P M ,y ; la ligne A F q u i  cR cenfe'e connue, 
c ; &  la I i g n c F M , ~ ;  alors F P  + A P -  - 
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D E  M A T H É M A T I Q U E S . .  373' 
A F - * x - C ;  34 =FMf-FM-a-j;;  
& f P = P B -  A B - A P - B ~ ~  
a - x - c .  

8- 
Cela pofd , les triangles reRangles F P N 

1 - 2  - 2  

f P M ,  donnent FA1 = PM + F P ,  & 
-1 -z 

; ~ ? ~ = M P + J P , ~ ~  ? - , s y y + r x -  
2cx-b cc, & a a - z a ~ + ~ ~ = ~ y y + d ( ~ -  
2ax + xx - 2ac 4 2cx -t- cc. f is tranchant  
l a  ieconde de ces deux dernieres équations, 
de la remiere , & effaqmt a a qui-fe rrou- 6 vcra e part & d'autre, j'ai na y - 2 a x + 

ax+nc-z cx, 
z ac - cx,  &par confdqent - = -- 

à 9 - 
met tant  donc pour r ,  cette valeur dans l 'di 

I quacion <y =yy 4- xx - z cx -+ cc i J aurai 
f~uxx+zaacx+ ancz-4 as'-.+ac1x+4ccxx 

a a =?'Y * 
x x -2cx + cc , ou cliaffànt le ddnomina- 
teur , rranfpofani & rdduifant , aoyy z q a a c x  - +~CCX-+acxg-++çcx+) ou aayy = ( 4a9 - 
 CC ) QX + ( qcc ) x', ou ( parcz que c c  - jac cit l a  même chok que - ( q. nc - %cc ) 
a a y y ~ ~ ( 4 a c - ~ c c ) a x - ( ~ ~ c - ~ c c ) x z , o u  
enfin aayy - (qac-gcc ) ( ax,-xx), d 'd i  I'on 

* ~ i i e  point M a v o i t  é t i  pris 
de maniere que l a  perpendi- 
culaire M P  tomb9t entre A 
& P, alors F P  Groirc-x; 
mais cela n'apporteroit a u c u n  
ctpgernent à i'éguztion fuiale, 

parce que, dans la formation 
de c t t te  eqiiation, on n'em- 
ploie que le ¶uarré de F P ,  
qui  efi toujours x z -  z c x +- 
c c ,  Git qu'il vienne de x - c ,  
Coit qu'il vienne de c - x, 

A 3, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 n c - . + c c  
tireyy = --. 

a a 

Telle efi l'équation de la  courbe dont 
chaque point a la propribté que noüs avons 
f ~ p ~ o f é e .  

2 8 7. Cette Cquation peut fervir à dé- 
crire l a  courbe par points, en donnant fuc- 
cefivernent à x plufieurs valeurs comme 
nous l'avons fair ci - d e f i s  l'occafion du 
cercle, & calculant en mCme temps les 
vdeurs de y. Coinme le proctdt eft abfolu- 
ment le même, nous n'en ferons point le 
calcuI. 

2 8 8. On peut encore ddcrire l'ëIlipfe 
par points, en cette maniere ; aprks avoir 
fair C 3 = C A = $ a ,  ori prend un intm 
valle quelconque B r ,  & l'on décrit au dei; 
Tus & au-deffous de A B ,  du point f comme 
centre du rayon B r ,  un arc que I'on coupe 
en M & Mt par un arc ddcrit du point F 
tomme centrc & du r a y p  A r. Tais les 
poipts n & M' trouvdsi-de cette manietc 
fork i l'eilipfe. 

2 8 9. La propriktk fondamentale d'après 
laquelle nous venons de trouver l'dquation, 
donne elle-même un moyen fort liniple de 
ddcrire cette courbe par un mouvement 
continu. En  ;fit, ayant choiîi les deux 
points F & f tels qu'on les veut, on placera 
deux pointes ou piquets, aux deux points F& 
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f ,  &y ayant fixd les deux extrdmit*xs d'un fil 
plus grand que l a  diflance F f ,  fi l'un tend ce 
f i l  par l e  moyen d'un ityle I . ;  que l'on fera 
mp.rcher e s  renant toujours ce fil rendu,  cc 
fiylc M tracera la  courbe en quefiion,  puif- 
que la fomme des deux difiances du  ityle 
aux dnix points F & f fera toujours dgale il 
la  longueur total du fil. 

2 90. De là il CR oifk de voir que fi 1; 
langueur d u  fil a été pr ik  égale i A E ,  la 
courbe panèra par lcs deux points A & B. 
Car puifque CIJI C F ,  on aura A F= B f ,  & 
par confLquçnr A F + A'= Af -c- Bf = a , 
& BF+ Bf'= BF-t- AF=a. C'efi ce que l'A 
quation fai't voir 2iiE ; car pour ravoir' où 1s 
courbe rencontre la droite FfprolongCc, il 
f au t  faire y = O  ; or cetre fuppolition donne 
q a c - + c c  4 a c - + c c  -- 
- a d  ( o x - X X ) = O ,  &comme-ia - 

nepeut erre zCro, il faut, pour q u e  certe équa- 
tionait l i e u , q u e a x - x x s u x x ( a  - x )  =O, 

ce q u i  a lieu dans deux cas ; favoir, lorfque 
x = O ,  c'elt-A-dire, au point A ,  & lorfque 
x a ,  c'eit à-dire , au point B. 

2 9 1. L'dquation fait voir aiiG que la  
tourbe s'étend au-deRous comme au-$exus 
de la ligne AB , & qu'elle eit abhlunit .nt  
la même de part & d'autre de l'axe A B. En 
effet, cette tquation donne1. . . . . t 

Aazi:  
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376  C O U R S  
q a c -  4 c c  

y-3- - - a a  --. (ax-rr ) ,  qui fait voir 
que pour chaque valeur de x ou de A P ,  il 
y a deux valeurs de y ou de P iZi parfaite- 
ment dgales, mais q u i  drant de figrtes con- 
traires, doivent &ire portees de côtes op- 
pocés. 

Il eit encore dvident que  fi h r  le milieu C 
-de R B on tleve la perpendiculaire D D', la 
courbe fera partagde en deux pzrtier parfai- 
tement dgales & ièmllal les  : c'eft une fuite 
immddiate de la defcription ; c'eit a u f i  une 
h i t e  de l'équation ; mais on l'en conclura 
plus aif'kment auand nous aurons fait fur 

A 

Cerre tquarionles autres remarques qui nous 
reitent à faire. 

2 9 2. La ligne AB s'ap elle le p : z d  axe 
ar: I9ellipk, & la ligne D 8' le pr i t  o r .  Les 
deux points F Cn s'appellent les j u y e n .  Ces 
points A ,  B , Lf, Dl ,  font les/e&t~s der 
axes ; & le point C le ccnrre. 

2 9 3 .  Si l'on veu t  avoir la valeur de l'or- 
.'donnée F m" qui pallè ar le foyer, il faut 
fuppokr AP ou x = B = c ;  alors on aura  

4 nc- 4 cc 
5 

4 .  ( a c -  cc,)% 
YY =;y x (ac-cc)  = -- ; donc 

a n  
2 .  ( a  c- c c )  tirant la racine qurrrec , y = + - - - a 

4 . (ac-ci) donc nr" rd"  = -- 
n 

; cette ligne nz"m"' eR 
se qu'ou appelle ~ é ~ a r n n e t r e  de l'ellipîc. Le, 
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par~rnerre t$ donc moindre qllc le quadruple de 
h dz&rzcc c du foozmer au fyer , puifque 

4 . (oc-cc) 
valeur -- 

a 
q u i  eit la msme chok  q u e  

4 c c  4 c ---- 
a 

zfl tvidanment moindre que 4 c. . 

Si l'on nomqep cette vaIeur du  parimetre, 
q a c d q c c  

on aura p ==e -- u , & par conféquent, 
p 4 a c -  - r - ==# -- -- 
P a> 

"; on pourra donc changer 1'C- 
- 

P quation à l'ellipfc , en cette autre ,yy 2, 
(ax - x x )  qui eit plus fimple. 

2 9 4. Si 1'0: veut favoir quelle eR la 
valeur de h ligne CD , il n'y a qu'à îuppofet 

4 a a - 2 ' 4  c c  dans l'tquation yy =. ( a x - x x ) ,  
"2 U .. 

que AP o u  x ,  efi AC ou.$ .a ;  OIY au ra  
q a c -  I - 

a u ""{i aa - f ao&f$fe&h% YY --- 
à y y = ac - cc ; c'efl-à-dire, que C LI' - 
a c - c c = c . ( a - 6 )  1 AFx BFj d'ail'oro 
tire AF: CD:: CD: B FI.Onvoitdonc que  
CD ou le demi-petit axe ,, e/t ùne moypnne pro- 

ponio  vnelle cnrrc ies deux difinnces d'un mtme 
\ foyer aux a2m omnzrts A & B. /- Comme la igne D D' cfl une des lignes 

les plus remarquables de I'ellipfe , on l'intro- 
duit dans l'tquation de préfdrencr la ligne 
A Fou c. Pour nous conformer à cet ufage , 
nous n o m e r ~ u s  , b  cette ligne U D' ; nous 
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3 4 8  - C O V R ~  
4 aurons d o ~ c  CD 2 -, puifque nous ve- 

E z 
- 9  

noas d e  trouver CD 'c a c -U G c , nous 
b h  

aurons - = n c - c c ,  ou b b = + a r - + c c i  
4 

~ é ' ~ u a t i o i i  1 1'cllipTc pourra donc être chanr 
8 5 1 

h i e  e n y ~ = ~  ( a x  , - X X ) .  
f. ,- 

A 4 ° C - 4 c c  Puiîque nous avonsp = -, oii p n  - - l ;  

= +TC - +cc, & s b - qnc - +cc ; de ces 
&ux-dptrailonsnaus conclurons p a = bb , & 
pàr conMqiicnr ;en dduifans cerre équation 
en proportion a : B : : Ii : Ic pdramezre eJ? 
C. 

.$,on? une rroi f imr pi-oprriorlnclfa cu grand 
axc G QU pr t i~  

1 m  

t & b )  
2 9 j. Si dalis 1'6quatioiiyy = - iax - 

a a  

-x r 3 ,  on chare le dt'tiorniwteur on aura 
aayy =bb ('nx - ;rr 7, & par confdqueiityy : 
ax - x x  r: Bb : . n i j  fairant donc artmition qiIe 
-m-xxef lJa mCmechdequexx(  a u x ) ,  
& mc%lilht',2~ Lieu des qilanri th algdbriques, 
i e s  Gghta de la figure qu'elles reprdfenrent , 
- -CT - 2  - 2  

on aura PL$: AP x P B  : : DDT: AB ; def i -  
3-dire, que le quarréd'une  ordonne^ quekonqul: 
au grand axe de léZ@ , eJ au pronui: d2s 

dtua ai>/czJiis A P & P B ,  conznie Ic quarré h 
pczir axe tj? QU qunrré du grand. Et puifque 

:cette proprieté a lieu pour tous les points de 
lYellipfe , il s'enfuit que In pu~rrés des ordon. 
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6 1 
2 g &. L'Bquationyy = -. (ox-xx) nc 

a n  

differk ( 283 ) de celte du cerck q u i  fereit 
d ier i t  fur A B comme diamctre ( Fig. 37) 
qu'en ce que  la quadtitk a x - x x ,  p e- 

b b  muhiplide par z, c'eit-$-dire-, FPI le >XF- 
pcrt du  quarrd du petit axe- 2u q ~ ~ a d  '$ri 
grand ; enfortè que fi l'on i&n?me une 
ordonnde P N S ~ I  cerç!c , oii a;n - ax - xx ; inettant donc pouil ax - x x  , 
cette valeur dans 1'dquari6d à l'eli$k , 
on a u r a y y  . = n a  hi%, a tiniit la rJciac qkq- 

b rde,y--;;TOU e y  +bqqi i i  donney. xbr 
6 : a , o u P d l : l ' N : :  D D ' : A B , o u : : C D . -  
A Cou C E  ; on voit donc que Ls dr8onkVs 
6 lYellrj>rr ne/ont autre chgfe que les ordonn+ds 
du cercle dicrit &r Ic gfand  d x e ,  &irnidi?s 
pmportionnelZement , C'eJjt-à-dire a d o i s  h Top-  

port du grand axe au perit axe. 
De-là il cR aifé de dtcrire ilne e l l i p f e p r  

l e  moyen du cercle. O n  voit en  même-tmpk 
que le cercle -ef une eilipfi dont Ics deux 
axes a Br d font égaux, ou dant la  dif ia i l le  
du fommer au foyer eB kgale au demi p n d  
axa, ou encore dont le paranietre eR dg11 au 

diamene, Car en fuppofant dans la i q s ~  
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~ionsci-defus ,  6 = a , o u c - + a j  d u p i a i  
on ayy = as - xx , équarioli au cerdc. 

e 97 .  Par les dgriations que nous avons 
trouvteo jufip'ici , il paroît doncqu'il n'en eit 
p a s  de I'elliplè comme du cerck : une feule 
ligne détermine celui-ci, c'cil Ton diametre; 
a u  Geu que Iv grand axe A B  ( Fig. 3 6 )  ne 
suff i t  pas pour ddtcrminer i'ellipfe ; il faut  
cricore connaître ou le petit axe b ou fon 
yarametre p ou la  diflance c du fomnzt au 
,Poyet. Quaid on connoft le grand axe & la 
-di fiance c , l'ellipfe eft facile à dicrirc, comme 
on l'a vu ci-deRus. Maio fi l'on doililoit le 

'grand' axe & le  petit axc dl faudroit , pour 
dt'ckire I'ellipk par un mouvemenr connnu , 
.détrmliner les foyers ; c'efi m e  chufe facile, 
en grcnanr  l e  demi - grandaxe pmir rayon, 
& tragapt de l'ertrémitt D (Pig. 6 ) du petit 
a i e  , comme centre, deux petits arcs qu i  
coupent le grand axe aux deux points F &  f 
q u i  feront les foyers : car l a  fornine des deux 
diftanccs PD + D f devant etre kgale à a ,  ii 
f au t ,  lor ique ceçdcux lignes font dgaleo, que 
chacune foit Cgale 1 + a. 

Si 1'011 donnoit le grand axe B: le parame- 
t r e  on dttcrmineroit le, petit axe en prenant 
une moyenne proportionnelle entre ces dcux 
lignes ; c'eit ce qu'enceigne ia proportion 
a : b : : 6 : p ,  t r o u ~ 8 e  ci-defis  (np*). Le pet" 
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axe 6tant t rouvt  , on acIieveroit , comme il 
vient d'être dit. 

2 9 8. Si, pour quelquepoint M que ce fiil 
& Z'eLfipfe ( Fig. 3 6 ) on prolonge la  ligne f M 
tirée d'un dts&ers ,p@'d ce qurJon prolon- 
gement M O loir Pgak a L'autre d1Jaance M F ; 

qu'czyant tiré G F , on hi mene du poirzr M 
la pcrpcndiculaire M O T , cette dtrnitrr Jerot 
zanpcnre à EeIhp/E, c'eJ-2-dire , ne la rcncon- 
rrcia qu'aujul poinr M. 

En eifet, i cauk des lignet &gales Af 3, 
'& hf G, la ligne M T eit perpendiculaire 
fur  Ic milieu de G F. Donc fi de tel autre 
point N que ce l'oit, de cette ligne, on 
menc les deux droites N G & N F ,  elIes fe- 
ront dgalss. Suppohns donc que-M T pû t  
reiiconrrer l'dl; fe en quclqu'autre point N ; 
alors en tirant &, il faudroit que F N + Nf 
pîit ecre tgal à M F - t -  My, ou à G M I -  JI f 
c'efi-à-dirc , Gf, mais GfeR p l ~ s  petit G IV -t- h f, Bc par con~dqueilt  p us petit  
que F N a  Nf, donc le point Nefi  hors de 
l'ellipfe, , 

a g /. Ecs angles Fhl  O , O ICI G font 
égaux , d'après la  confiruaion qu'on vient 
de doiliicr 4 or O J J G  efi égal à Pon oppoîi5 
f M X ,  donc F M  8 efi &al à f M N .  Donc 
les dtux lignes qui vont d'un inimepoinr de 
l'eUipJc rux drux)yers ,fint des angles égaux 
avec la migente, 
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L ' c x p d r i p x  appr tnd  qu'un rnyon de ln- 
rniere qui  twnbe iùr uiie f u r f a sc ,  fe rr5fidciiit 
en faifane l 'aïglt de .rdilrxicm Egal à l'angle 
d'incidence; donc G E eff un  point lumineux, 
taus les rayons q u i  pwis du oint F ,  tombe- f r o n t  fur la concavird i'l A il2 , iront fe rairem- 
blcr en /', & réciprquemciit. 
Si d Ü p o i i i t ~ ,  on Cleve Tur III Tia perpen- 

diculaire M I  ( q u i  fera en même-tem s per- 
pendiculaire à la courbe), cette ligne J. ivif'era 
l'angle FiWf en deux arties tgales ; car fi des 
angles droits I M $, I M on retranche 
les angles tgaux F M  T & f F N ,  les angles 
reilants EB1 I &  I M f Ceront égaux. 

3 O a. Delà,  on peut  calculer la valeur de 
la  di fiance PI depuis l'ordor,n& jufqu'à l'en- 
droit où l a  A l  I rencontre 
l'axe. Cette ligne P I s'appelle Souriormale, 
& la ligne - M I ,  Normale. 

Pour calculer P 1, nous allons d'abord cal- 
culer FI .  Puifque l'angle F R.b f eil divifé 
en deux parties égales, a n  a Mf: MF: : 
F I :  PI ( Gkoraz. i O+); & ar aonféquent ( Géorn. 
9 s )  f ? d + M F : M  l' - M F :  : f l + F i :  
f I-FI.OrAlf-tït2F~a; & e n  nom- 
mant 1WF ,s;, conme ci-deKusi ( 286)) Ajf- 
a - 7, par eopfZqiicnt Mf_ i!iiF= a - 27; 

d'ailleurs f 1 +FI= ~f.= AB - AF= 
aL2C> & f i v F I - ~ i f _ 2 ~ ~ = B - 2 C -  
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5 F I ;  donc ( z : a - 2 ~ : : a - a c : a - 2 ~ -  
z 8'1; donc a a z a c  - 20 x FI - aa - 2ac --. 

a ? - z  CI 
2 or+ 4 c<, d'où l'on rire F I  - 7, ou eim 

ax+nc- z cx 
mettanr pour q ,  fi valeur -- troyvdc 

a 
am-zacc+nax -  4 ac-"-i-4ccx 6 

(286), on a F I =  
r i a  Z 

mais FI? FP+ PI==AP - AF+PI- 
x - c + P I ;  donc PI== F I - x  -+ c =  
aac- zacr+rrl  qacx+4ccx 2 a a ~ - z a c c - q a ç x + q c c 3 q  ---- - x + c =  -- 

a c~ 4 a 
z a .  ( a c - c c ) -  4 2 .  f a c - c c )  z n - q x  

P -L_ %==------- 
4 n  a a x (a - cc), 

6 b ou en mettant pour ac-CC fa valeur - (2941, 
( a - s x )  on a enfin P1= bb - bP 

ou PI= --(: a - x). 
2 ad 

3 O 1. De-li , il efi aift d'avoir la valeur 
de la difiancc P 'I'deyuis l'ordonnée jufqu'i 
l a  rencontre de la tangente, cc qu'on appelle 
la lourengenv. Car le triangle 1 L I  i é t a n t  
rettmgle, & P .hl une perpendiculaire abaif- 
fie de l'angle dro i t  , on a ( Géom. I 1 a ) 
PI: P M :  : P M :  P T ,  ~'efi-i-dire,~L a a x ,  

ou (en ( t a-s) :y : :y : P T; donc P T= ài(in-r) 
6 8 

mettanr p o u r y y  fa valeur _ ( a  r - x x )  
( ~ z x - ~ x )  P T - -  f a - x m  

Les expreifions algdbriques der deux li- 
gnes P I & P T peuvent îervir à mener une 
perpcndiculaicc & use tange~rc  i rellipfe , 
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534 C O U R &  
e n  point d l  que ce foit. Car lorrquç 
le point A4 clt doilni, en abailfant la Fer- 

endiculaire A9 Y, on a la valeur de A P , x. 
E t  comme on elt hppofé connoitrc a & 6 ,  
on connoit donc tout ce q u i  entre dans la 
valeur de P i& dans celle de P T. 

3 O 2 .  D e  I'expreGon de P T ,  on peut 
conclure que fi 1 on menc une tangente au 
cercle dtcrit fur le grand axe A B ( Fig. 37 ), 
au point iV où ce cercle efi rencontrk par l'or- 
d o n d e  P 1Cf à I'eljipie , les tangentes N T &  
M T a boutirunt aii merno point T fur l'axe. 
C a r  puifque le Iécond axe b n'entre 
dans  l'exprcfion de PT, cette ligne P rint fera 
donc toujours la même t a n t  que a fera le 
mEme & x le meme. Ainfi toutes les tangen- 
tes acx p o i n : ~  correfponda:lts de toutes les 
ellipîzs dtcrires fur A 6 coinme grand axe, 
fe reocoiitrenr i u  mCme point 7: 

Si à P T ( Fi. 3 6 ) , on ajoure CF qui 
( a x  - x v )  

&:a-x ,on  aura C T - -  
t i z - x  

+ $ a - x  

qui ,  en rkduiiaiit tout  en fraii2ion , Te rdduit à 
3 

r u a  4- A C  
$ - a - x  y 

c'efi-à-dire, que C T = i.-p-, d'où l'on 
t ire cette proportion C'P : AC ; : AC : Ci? 

3 o 3. Si l'on veut avoir 1'exprciP;on dc 
T!D, cela fera facile par le moyen du irisiigle 

2 - - 1  

refiailgle T P  M qui donne T M  = T P 4 
-% 

P M  
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- 3  ( a x - x x ) '  6 6 
P1C131' 

~ : a - x j a  +,* ( a x - x x J =  ... 
b d a x - x x  

( o x  -xx+-+-xjx7 a a - x,=* 

3 O 3. Si de quelque point hl que ce fait 
de I'ellipiè, oii merle fur le  petit axe DE' l a  
~zrpei~r i ic i i l~ire  o u  l'ordonnde MFf, & qu'on 
iiommç 1) P', x'; il.lPJ, y' i on aura DP's 
CD- CP' = CD -PD , c eit -à-dire , x' s 

1 6 -y, & par  coiifdquenry=-= il> - x'. O n  
aura de même fiP'==CP=?ZA-AP; c'eit- 
à-dire , y'= $ 4  -x, & par conféquent x 
+ a  -y'. Si l'on fubffitue ces valeurs de x & 

Q 6 dey,  dans l'bquationyy = - rz  a PX -%XI, ou 
aayy=b5 (ax-xx)  , on aura + aabb-anbx' 
-t-nnx'd=f aabb - obby'-- au36 -+ abby' 
-3/y9', qui  fe réduit à bby'y' --- aabx' - 
aax'x', d'où I'on rirey'y' - -' (b x'- x'x') ,  

b b  
équation lemblsble à celle qu'on a epe pour 
l e  grand axe, & donc on tirera par confé- 
q u e n t  des concluiioi?s Jemblables, favoir , 
que le quarré d'une ordonnie P'M nrrpezit axe, 
eJ au produit des d tux  clbfiifis D P' x P' 19'. 
conme le quarré du grand a x e ,  eJ au quarrédr 
perit; en efièt , 03i tire de certe équationy'y': 
bd-x'xf : : aa : bb; or bxl- x'x' efi xf (b-xf )  
ou D P' x P'D'. On en conc!ura aufi que 
les quarrés des ordonnées au prrit axe, h..:~ 

A L G E B X E .  B b 
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entr 'rux comme les produirs des a&$Gs cor- 
rt:/Fondu~:tes ; & que l'eilip/e peur ttrr décrite 
p r  Le moyen du c c i d e  con$?., it f i r  /on perir 
axe,  en allongemu Ls ordonneés de ce cercle 
dans le rapport du pcrit axe au gruizd. Voyez 
( F;,g. 37. 

3 O 5 . On peut voir facilement , par-là, 
que la courbure de la furface extérieure des 
mâts efi celle d'une portion d'ellipfoide, c'eh- 
à-dire, d'un filide e i i g e ~ d r i  par la rdvolurion 
d'unc demi-ellipfe DAO ( f ig. 39 ) rournant 
autour dc fon grmd axe. 

E n  .effet pour dCterminer les diametres 
moyens e n m  le  plus grand & le plus ~ e r i t ,  
011 t i re  uiic ligne CD pûur repréfenter le 
pius graiid dialnetre ; & décrivant des extri- 
mités C & D comme centres , & du rayon 
CU les dcux arcs DA & C A  qui  Fe coupent 
en A ,  o n  abaiire la perpendiculaire d B, & 
ayant mené parallCLemene à CD une ligne EE' 
&gale au  plus petit damzt re  du n â t  , on re- 
pardg la partie intercepté: BL comme reprd- . , 
fintant l a  hauteur d u  ni%t depuis le premier 
pon t  ( o h  Te t rouve l e  pllus przcd diametre) 
jufqu'zu cliûuquet. On di;i'fc 3 L en un 

nûmbre de parcies égales; & menan t  
par 1es.points de dl~iiioil bcs ~ a r a i l z l c s  I g  N 
A la l igne  CD, on prend ces pal-alleles pour 
lcs dirimrtres moyens c,ue doit avoir le m i t  
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à des hauteurs reprdfentc?es par la ligne cor- 
refj~ondante Bg; or  fi l'on concoit qiie BM 
b i t  la hauteur rée!:e qui  a dté repréki  (Cc 1 
par B L ; & Ci l'on urend B T telle que 1 on 
a i t  UT: B M : : B ~ : B L , ~ ~ ~ ~ s  B ï ' f e r a  la 
Lm~eur  à laquelle on doit placer le  demi- 
diametre g I V  ; t i rant  donc TI? ~a ra l l e l e  e( 
Cgaled g N , le point R k r a  LI II poiiit de la 
furface du m â t ;  mais ii par le point R & par 
Ir point N , on mene lYNqui rencontre BD 
eu  F ,  cette l i gne  k r a  parallcle à Bh2, & 
p ~ i r q ü ' o n  a B T :  BM::  Bg:  B L ,  O U  BT: 
Bs: : BM : B L, o n  aura à caufe que B T= 
R V &  B g - F N ) R V :  F N : : B f V :  BL ; 
c'eit-à-dire, que les ordo~?ndes R Y de la  
courbe du mi t  font aux ordonntes I f f i  d u  
cercle AND,  toujoiirs dans un même rap- 
por t ;  donc cette courbe efi une eliipfe. s i  
l'on vouloit  la ddcrire par un rxouveinent 
continu , il faudroit en dkterrniqier les axes, 
ce q u i  efi f a d e  en menant CO parallele A 
BM, & telle que  CO : ÇD : : B M :  BL ; CO 
$t Ci) feront les Ceux demi-axes , avec I d -  
quels i l  fera fa-ile de ddterminer les foyers , 
& par conrdquent dv décrire la courbe , par 
quelqu'une des méthodes ql ie nous avons 
d~ni ides  ( 2 6 7 ,  88 Pr 89 ). M a i s  tou t  ceci  
fuppof2qu'on hic tlkterrnirier le point L , 
tel quc menant ELF parallele à CD, ELF 

B b 2 
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Eoit égal au plus petit diametre du mât ; c'efl 
ce que 1'011 fera facilement r.n ccrte.rnaxiere ; 
on -polongera CD vers H d'une q u a n t i r é  
CH égale à la inoicitl du petit  diametre : du 
poinr: H comme centre & d'un rayon dgai à 
cD, on traccra un pet i t  arc q u i  coijpera A B  
au point cherché L. Car fi 1'011 imagine L F -. 

prolongée julqu'à ce rencoctre CO 
en T ,  & que l'on tirc: le r ayon  C F ,  le 
triangle re8angle C T F  donncra C T =. 

pi fqu 'on  prefcrit de faire H L  = CD -= CF, 
& HC= à la valeur de L F, ce qui rend B H 
= TF. 

3 0 6. Far ce qui pricede , on voit donc 
rapridrls à l'égx-d du fecond axe 
lables à celles au'on a trouvtes ,il 

1 

l'dgard du premier , du moins, en ce qui ne 
dépend point des foyers. Si l'on veut avoir 
fur l e  f e c o d  ase les lignes analogues à celles 
que nous venons de calculer iùr le premier 
axe, cJeR-à-dire, P'l', P' T,  C'Tt, & MT', (Fig. 
3 6) on les trouvera aifémcnt par le moyen de 
leurs correfpondantes qu'on vient d'avoir, & 
des triangles fcmblables qu'il efi aifd de re- 
connaître dans la figure. Si on exprime cesli- 
gncs par l e  moyen des abkiffes DP' o u  x', on 
trouvera leurs exprefions toutes Cemblables 
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5 celles qu'on a eues, en x , pour les lignes 
analogues fur l e  premier axe, 

On donne auffi unparanierre au rccond axe; 
mais ce  qu'on entend 'alors par cette l igne,  
ce n'efi p2s une J i p e  q u i  page par le foyer de 
ce fecond axe , ( car il n'a point de f ~ + e r  ) , 
mais une rroilicme proportionneile à c e  îe. 
cond axe 6r au ~rernier. 

3 O 7. Jufqu'ici nous n'avons compte! les 
abfciffes que  depuis le binmet ; fi nous vou- 
lions les compter depuis le centre C ,  alors 
nommant l'abfciffe CP , 7, nous aurions A P  
o u  x -P- $ a - q ; fubfiicuant c e t t e  val eu^ 

b b  de x ,  dans Iëqi!ationyy = - 
a a 

f i x  - xx j  & -- 
dans les valeurs de P 1, P T ,  CI &Tï'fl, 

b h  on aura yy = -- (: aa - 6 b z  
a <r PI=-; a u  

~ u a - ~ ~ .  P T , d  y c ~ = ? ~ q y p ~  . . .  
i 3 '  

b J f 7  : a n - y ~  
, 

(+a- TT+=) -? 

une même valeur de CP ou x, on a deux 
ordorinkes PA4 & PM'. Cornmp, les valeurs 
de 71 commencent en C, & finiilent en A ,  il 
femble d'abord que cette équation ne donne 
que la moitiC D A D' de l'ellipfe; mais rien 
pe décermine à donner à :, des valeurs poli- 

B b 3  
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tives , plutôt que des valeurs négatives ; cil 

donnant à q de ces dernieres valeurs , on 
aura les ordonndes p m qui ddtermii-ient l a  
feconde moitid , & comme en  metrxit - -( , 

b 
au lieu de + 7 dans t - V; an -TT, ccttr 

d 

quant id  ne change point,  il s'enfuit que la 
moitic! DBL'  efi parfaitement dgalc & fcin- 
blable à la moitié DAD'. 

3 O 8. Si d'un point quelconque M de l'cL 
lipîe ( F L ~ .  3 8) , on mene au milieu C de l'axe 
A-?, c'eft-à-dire, au centre, une droite L f C  lit 
.terminde de l'autre part à l 'eliipk , on zp-  
pelle cette droite lin dramrrre. Et fi Far le h m -  
met Ag, on mene la tangente .&! T ,  & 1 ar 
le centre C le diametre &N' pxa l l ek  à M i  , 
celui-ci s'appellera jiarnerre c o ~ ~ u g ~ ~ é  du pre- 
mier. Uiic ligne rn O rncnée d'uii point n2 de 
l'eflipiè pzrallciletnent à MT, 8r terrnic6t: 
au Liarnctre MM', s'appelle Ge ordonnic à 
ce diamecre, & JI O s'appelle l'abfciife. Lc 
paramecre du diametre MAil e f i  une troifien-ie 
proportionncl!e à Nil,?' & flM. 

3 0 9. NOUS allocs faire voir maintenant , 
que les ordonnées m O , à un diametre quel-  
conque, ont des propriétés fimblables à celles 
des ordonnées aux axes. 

Pour cet effet, j'abaiire des points rn &O, 
les perpeniiicrilaiies mp , de, fur l'are AB ; 
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D E  M A T H ~ M A T I Q U E S .  591 
& je mene la ligne nt S parailele au meme 
axe. Je nomn?e A B ,  a ;  P b l ,  y ;  C P ,  ; 
Q p ,  g; C Q ,  k ,  j'aurai A Y = + a - q ,  
P B = + a + q ; A p = C A - C P = C A -  
C Q - Q p = $ a - k - g ; p  B= C U + C p = =  
f a+k-i-g. 

Les triangIeç femblab'irs T P  M ,  m S O , 
d o n n e ~ t  T P : P AI:  : m S ou p Q : SO; cYcR- 

I u n -  " : y : :  g :  ,y0 s L,, à-di,,. 
z + Q U - T T  

triangles kmblables C fi! P, CO Q , don- 
nent C P :  P M : :  C Q :  (!O; c'&-3-dire 

ky 
, 

'::y :: k:QO--;doncprn=QS=QO- 
T 

so=9--- g T  . Or puifque le point rn 
da-TT 

eit un point de l ' e l l i~fe  , il faut  ( 261 ) que 
- 2  - 2  

p m :  P M :  : Ap x p B :  A P x P B , c ' e l t - à -  
RZY' dire , (7 - - a(i-77 ) z : Y y : : ( t a - k - g ) x  

r f a - t . k + g ) : ( : a - q ) ( f a + ? ) , o u  
k k y y  Z ~ ? ~ T Y Y  + g-??rYy . . y y : : $ a a  - 

7 T . T (+fl-ii) (t"a-zz)' 
k k - 2  kg-gg:f a a - % ~ ,  o u ,  en multi- 
pliant les extremes & les movens . & fai- 

J 

fznt attention aux quan t i tos  qui fe trouve- 
ront multiplides & diviGéeç en d m e - t e m p s  
par $aa - ~;r, & à celles qu i  le feront au!fi 

k Hyy par q ,  on aura - ($ aa-K;;) - 2 g kyy -+ 
i T 

anvy - kkyy- zgkyy-ggyy, 
: n a - ; ; e  

B b 4  
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3 9 2  C O U R S  
k ~ Y Y  ou, en développant le terme -(+ - ~ 7 )  7 1  

L L 

& fupprimant - k k y y  & - z g kyy qu'on 
aura alors de part & d'autre, d iv iknt  de 

: a a k k  B i T S - 1  plus par yy on aura - + i ~ n - ~ r .  
-, aa 

T 7 
-gg , ty ia t ion  qu i  nous elt  néceihire poar 
n o u e  objet ; mzis , avant de l'y employr;r., 
rirûns-en une conrioiffance dont nous avons 
beioin. I 

Si l'on fuppofe que le point 0, qu'ici nous 
avons fuppofd quelconque , foit le p o k t  C ,  
c'efr-à-dire que la ligne m O paKc par le 
centre , ou  devienne C N , alors CQ ou k 
devient zero , & l a  ligne Q p ou  g, devient 
CR. O r  fi dans l'dyuation qu'on vient de 
trouver , on fait k=o , on aura,  après avoir 
c h a G  le dénominateur, t r â n s p r é  , rdduir, 
& divifé Far f a a ,gg= i a a - TT;  c'eit-à- -. 
dire,-L'<T=f 02- < ? = ( ~ I Z - < )  (Sa+?) = 
A Y x  YB. 

Après cette remarque, revenons à notre 
objet, & nommons Ciig, a'; ClV, b'; nz O, 
y' ; CO, q'. Les triangles Cemblables G P  N , 
C Q O ,  donnent C M :  CO : :  CP: CQ, ou 
f a' : ?> : : i: k = z:. Les triangles C n f R ,  

2 n 

m S O , fembl~hles à. c a d e  des c6:cZs parel- 
M e s  , donnent rn O : nt S : : C N :  C K  , ou 

: 5' - 1  

y ' : g : :  $ 6': C R  = - ; donc CR 
Y' 
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~ T Z I Z '  y l , f i ~ ~ ( ~ a ~ - ~ ~ )  aurons $ a a . + - - ; b l b l  (; u u 
' ; a u  - q a a  --- 2 Pb' + '3 OU, en r d d u i l n t  & ' ; 6'6' 

b' 6' y?' == - ( f a' a' - q' f ) d'où l'on tire y'y' : 
ni u1 

- 2  

'; d a ' -  f i i  : : b' 6' : a' a'; c'efl-à-dire , m O: 
- 1  -2 

MO x O Ml : : 1VLSi' : MM'.  ijjnfi l'équa- 
tioii p x  rapport à deux diametrcs coiijuy;i~6s 
quelconques, ef) fëmblable à celle qu'on a 
eue à l'dgard de's deux axes. 

3 x O. Si l'on fait y' = o , on trouvé 
? - - O  , & par conltcqirmt 7,':- + ka'. $a+ ?' i- - 

+ La courbe rericcntrc dcric la  ligne 2i:;l'c.n 
deux points bl & Ml Cgalen-ient CIolz.ié, ' u  
centre C ; ainfi tous les diernerre: de I'eJ+/i fi 
coupenr en dcuxpariies Cpb au crnrr?. 

hJ f i 1  , 3 1 1. L'équariony)'~ -;; u a Q ' ~ I , : ~ ~ ' )  
c L 
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b' - 
doiinanty' = + )'/s aial - tit, fait vo;r a 
q!le fi l'on ~ro!oilgc? ni 0 de rnanicre qi:e 
O m' = 0 1 1 2 ,  le poinr m' zppartiendra à la 
coiirbe ; donc c h a p e  didnrcrre de I'ellipfi coupe 
en &uw pilrrizs igalt7s las yaraZlcfcs à la ran- 
genre qui p o f i  par fon  origine M. 

3 I 2 .  De-là on peut conclure IO, que l a  
tangente à I'extrtmitC N d u  diametre N NI, 
cfi p r d l e l e  àu diametre M M .  2' , De ce 

b' quey' = 2 n; v+ o'a' - fi, on peut can- 

d u r e  que les ordonnées O rfz au  diamcrre 
MM, h n t  celles du cercle qiii auroit MM' 
pour din~netre , mais diminudes ou augmen- 
tées dans le rrpport de a' à b', & inclinées 
fous L!n angle dgal à celui des diamctres 
coiijugués. Si a' = b ' ,  ceî'ordonnées ront 
pr tc i fémrnt  dgdes  à celles de ce même 
cercle. Enfi11 fi l'on veut favoir àque l  endroit 
de l'ellipfe les deux diamerre6 conjugues 
peuvent ê t re  d ç a u x ,  il n'y a qu'à chercher 
à quel endroit on a C P = CR , ou C'Pz = 
- 1  

C R ;  c'en-à-dire, <?= S a n  -77 ; or cette 
kquation donne 1 = 1/s, = f a 1/ f ,  que 
i'on,coi~itruira a id i :  ayant ddcrit iLr le grand 
axe A B capme diametre (Fig. 3 7 j le demi- 
cercle A N E  B coupé en E par le pcrit axe 
C D , on divirera l'arc A E en deux parties 
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D E  P ~ I A T I ~ ~ M A T I Q U F S .  3 9 j  

dgales en iV1 & ayant abaiXé N ' l' q ~ i i  cou;x 
ldellipfe e n  M' & M', CM" & C hl' feront 
les deux demi - diametres co~l ju~i i r ' s ,  6gar;x. 
Car  fi l'on nomme CP, q ,  comme le triangle 
CP A"' efi reLtangle & ifocele , : c a d e  d e  
f angle ACN" de 45' , on aura 7 <-+17~= 
- - 
C N ' = f  a a ;  donc q <  =i a a ,  & 7, = 
) / z a $ a f  a:. 

3 1 3 .  Si du centre C ( Fig. 38 ) o : ~  mene 
l a .  pcrpcndic~ilâirc C F  fur la tangente  T'Ad, 
les c r iangks  femblsbles TPJa4, 7'C.F do117 
neront  1';2.1: P M  : : C T :  C F ; d'oh CF= 
I J M x  C T --- 

T M  
. Pareillement les triangles T P M  

& CA'R , femblablcs i caufe des côtés Pa- 
ralleles , doniieront Thf  : P T :  i C N : C R , 

T M x  C R 
donc C N -  , & par conféquent , 

P T  P A f x C T y T M x C K  
on aura C N x C F  = p. --- - 

TLJJX T P  
P A l x  C T x  C R  7 .  - 2  

- ou en quzrrant, CN x C F =  
P T  

--I -2-2 

-- 
P"x Tx-'? ; or nous .avons vu ci - ~ C C -  

P TL - - 
- - a  h 6 

fus q u c y y o u  P M =  -. ( - + n a  - T T ) ;  
a (1 

- 1  A'1.7 I 

7 7 1 ' .  7 .  

Ç T - - - -  
? 7  ' , & C E =  

i i 
f a a - 1~ (309 ) : fubftituant ces quanti tés,  

on aura, apr& les rCduEtioiis faites, x 
-1 . 
L F = -& a n  6 b , & pzr confdgi~ent CN x CF 
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= ' 4 a 6 ; or en menant la tzngente NTI'qui 
rencontre T M  en I ,  CA' x CF cx rime la 
furface du parali6iograinrne ~ - i . l ï J ;  .& + a  b 
ou Z a x : G exprime celle du refimgle formC 
fur les deux demi - ast s ; donc k s p a r a f i é i ~ -  
grammes f i r n z h  par ics ra~zgentcs eux cxtré- 
mrtcs des d inmui rs  coii j i ipes , f i n i  égiiux en- 
f r ' u x ,  & au ~ ~ & n ~ / t j o r m é J ! u r  les  k ù x  axis. 

3 I :+. Les mêmes trian:!& Ccmbiables 
,TPLV & CRN donnvnt , P '6' : P : : C R  : 

C R x Y M  -1 

R N ;  donc R N =  
IJ T 2 

ou R N =  
c l  - 1  

C lt x P H  h 5 b b i i .  -- = ( : u a - ~ ~ )  - ( $ ' I ~ - < : ) X T T = =  - 
1' 1 ' nt1 a u  7 

( 5  "a - 7)' 
mais les triarigles reLtanglcs C R  N & 

-1 - - a  -2 

C P M  donnent C R  +- R N  3 C N  & 
-2 - -  - 1  1 

C P  -+ PB'= C h i ;  donc CR i- HN+ 
- 2  

C P + PC$?,TN'+ CM r u b ~ i r u a n t  dans 
le premier m e m a  , au  lieu des lignes q u i  y 
entrent , leurs valeurs algélriqnes , on aura ,  

-, 
tait; r&du&ion faite , f n n + b 6 3 C N 

-1 + CM; donc I~ijjniriie d a  qunrrés de dfux 
demi-diamerres conjugué's paelcorzqucs de l'el- 
IiF{e , CJ /gale à la fomrne des quarres dcs deux 
d m i -  axer. - -2 -> 

3 I 5.Si dânsCN=CK-+RNoniLb-  
nithe pour CR & RN leurs sa leurs ,  on 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



-- 2 

C N = + p ' x  C M ;  d o i i c T M x M T = ;  
+ p x C M ;  ik par conI~qurnt C M :  Tn3: :  
MT' : ; p'. 

Si, Cur TT' comme diametre (Flg. +.Q 1, on 
décrit u n  demi-cercle, il paKera par Ic point 
C , puiique l'angle TCT' efi droit ; or fi l'on 
prolonge CM jufqu'à ce qu'il  rencontre la 
circmfsrence en Y, on aura ,  ar  l a  nzture 
ducercrle(Géotn. 127) C M :  M : : : M T ' :  
My; donc M Y =  f p'. 

1' 
3 I 6. De-là on peur tirer une methode 

iimple pour avoir les axes d'une ellipfe, & 
par confdqucnt pour l a  ddcrire , lorfqu'on 
ne corinoit que deux diainctres conji~gu&s 
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&f M' & NN, & l'angle qu'ils font  carre 
eux. 

On prolo!~gera C hf d'une quantitd MY 
6 g a k  à foon demi-parametre ; & du milieu X 
d!: W on éleuera ilne perpendiculaire XZ, 
q u i  rencontre en Z la ligne i n d é h i e  7 2 ' 
mente  par le point M , parallelement à M', 
du point  Z cammc centre, & de la diitance 
ZC comme rayon , on ddcrira ut1 cercle 
q u i  rrncontrera 7'rl'eri deux points T &  T', 
par lefquels & le poiiit C t i r an t  Z'C & T' C, 
ce  feront les dire&ions dcs deux axes. On 
&terminera enfuite la grandeur du ces axes, 
en  abaiKant les perpendiculaires 12.i P & 
biP' ,. Br prenant C A dgal à la moyenne 
proportion~lelle entre C 7' & Cf' ; & CD 
égal à la  moyenne proportionnelle entre CT' 
Rr CPt ; car on  a vu ci-deffiis ( 3 oz ) qiie CP : 
C A  : : C A  : C 7 ;  il eR ai&! de prouver ( par 
le moyen 'des triangles îemblables 7 P d l  & 
TC?', & des valeurs connues de TP , PM & 

-1 

C D  CT) , que CT= ,,, c'efr-à-dire , que C 1": 
C D  1: CD: CT". 

3 r 7. Remarquons,  en fir-iiirant ce q u i  
reglrde l'ellipfe , qu'on emploie b u v e n t  
cetce courbe dans lJkrchice&Iure navaie. On 
Sen fcrt pour déterminer Ics diarnetreo 
moyens des vergues, comme nous avons vu 
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ci d e f i s ,  qu'on s'en fervoit pour Ics dia- 
m m e s  moyens des nzârs. O n  1'empIoie en- 
core pour dtterminer les projeétions des 
iiJies, &c. Bans tous ces cas on part ,  poix 
d i c i r e  l'ellipîe , de t a  profriCrt cette 
caurbe , favoir, que  Ces orüonni5es font pro- 
poxionriclles à cellcs d u  cercle d icr i t  fix 
l'un de fes axes. C'ei: encore L ï  cc principe 
qu'efl fondke la  reglc fuivanre q i x  l'on doi:iic 
p u r  confiruire le nrolrre couplc d'un navire 
auque i  on veut donner beaucoup de capa- 
ci té. 

S~ippof6ns (Fig. +i)  que A E eff C % ~ a l  A la li- 
gne di1 creux ; EM perpendiculaire à AB, la 
demi-lzrgeur du vaiffeau ; M F  !e demi-plat 

.d 

de la varangue ; FB = EEI l'acculement ;' on 
dCcrit à part un quard opqr dont on fait 
le  côté op  = E F. Ayant diviie o p  en u n  
certain nombre de parties égales, & A I  en 
un pareil nombre de parties, on mene par 
les points de divifion, des perpe!idic~ilaires 
à op & Al;  puis dtcrivant du point r comme 
centre , & d u  rayon r O ,  le quart de cercle 
O n q ,  on porte la artie mn de chzque paral- P lele i p  q , en m' n fiir le parallele à LB, cor- 
rdpoiidante à   are il le divifion ; la courbe 
A d B  qui pzKe par toiis les polnts n' ainfi 
ddtermints , forme une  partie du maître 
couple nu'an acheve enfuite, pour la partie 
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irifdrieure, en menant du poim B au point C 
bord de la quiile , la ligne BC , $levant h r  
Ton milieu 1 , la perpendiculaire 1 k qui  
coupe en k la ligne Bk parallçlc à A E ;  alors 
du point k ccmme centre & du  rayon k B , 
on ddcrit l'arc du cercle B C q u i  touclie la 
coalrlc An' B au point B , parce que foii 
centre k efi fur la perpendiculaire à la courbe 
Art'B. au coint C. L'autre moitié iè conitruit 

1 

de même. 
Pi e!: facile de  voir rnaintenai~t que l a  

courbe doiic il s'agit, eP u n e  ellipfe dont le 
Jcmi-grand axe efi B T- A I ; & le demi- 
pctit are '. eR A S = p < l - E F ;  eiieEct,fi  
p2r le point + IL' & par le point o n  mene 
n'a , czttc ligne fera parallele à A E ;  & 
puirque Jcs  points m e( ni font dçilr points 
de divifion correfpo:ldants , o n  aura,  O rrz : 
A m' : : o p  : A I ; c'eit-à-dire , ( e11 fuppoh t  
que ndi-c i~conrre  c r e n  s & A T e n  u ) s n : 
un' : : o r ou A T: ï 'B ; donc les ordonndes 
u n' de la  courbe A n'B font aux  ordonnées 
Sn d;i q u a r t  de cercle , toujours dans le rap- 
port  de 8 T à A T ;  donc cçtre courbe el1 
une d i p %  : d'ailleursil eit facile be voir quc  
B 7 & A T iont les demi-axes. Or comme 
l'elliri'e rencontre perpendiculaircinmt fcs 

* Nous  fuppofcns ici , pour faciliter la dCmonfiraticn 
qu'on a placé le côté O p Cur le proiongenient de Z n .  

axes,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sxes, il efi vifible que pour joindre 
B & le point C par un arc q u i  1 

courbe en B ,  il faut que  le centre 
arc foit fur la ligne TB prolong6c. 

le point 
:ouche la 
k de cet 

De L'Hyperbole. 
3 I $3. Confiddrons maintenant la  courbe 

[ Fig. qr) qu i  a u r o i t  , c n  chaciin de fes points 
Al,  cette propridté , que la-différence Mf- 
Mk' des diflances Mf Or b; F à deux points 
fixes 1' & J ,  fût t cu jours  la même, & égale 
à une ligne donnde a. 

Nous allons chercher, comme nous l'a-; 
vons fait pour l'ellipfe, une Cquation q u i  ex- 
prime la relation enrre les perpendiculaires 
P ICI mentes h r  la ligne Fj, & leurs di[- 
tances F P ou A P à quelque point fixe F 
ou A ,  pris arbitrairement rur la ligne E'f: 

Je prends donc, pour origine des abfciffes, 
le point A ddterniiné en prenant depuis le 
milieu C de P F, la ligne CA - i a ,. & je 
fais CB CA. Cela pofé , je nomme A P , 
x ; P M ,  y ; la ligne AF qui  eA cenrde con- 
nue, c ; & la ligne RN, %; alors I7P - AF'. 
A P , c - r * ;  f P = f A + A P = f b +  
AB +AP = c+  a + x ; & puirqu'on a ME' 
--nilF=a,onaura?q-a+MF=e+-(. 
*Si le p i n t  P ;toit au-delà de F par rapport i A,  F a  

croi t  .Y - c ; mais cela ne changerait rieu à l'équation finale, 
A L G ~ B R E .  C~ 
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L e s  triangles refiangles F P M ,  fP M, 
2 - a  a - ? 

donnent FP + P M  = F M ,  & jP+ 
2 - 2  

P M  =j?d; cYePL-à-dire, c c - 2cx +- x x  tu 
y y = r ; & ' c c 4 2  ac-F-ad+ 2 c x - t . 2 a  + 
x x + y y =  a a i -  2 a r + q T .  Retranchant 
la prcmiere de  CLS deux tquat ions , de la fe- 
conde, on a ,  en effa~ant aa q u i  fe trouvera 
de part 8i d'autre,4ccx -i- z nc+ 2 ax= 2 q, 

, Y z c x  4 ac+ax. d'ou 1 on tire < a --- 
a 

, mettant donc 
pour r ,  cette  valeur dana la premiere dqua- 
t ion , nous aurons cc - 2 cx + xx 4- yy = 

~ - 

chaKmt le dénominateur, tranfpofant & ré- 
duirant , aayy = 4nacx -+ qaccx -+ qacxx + 
4 ccxx , OU aayy = (4ac -I- +cc) (ax + XX) ; 

q n c t q c c  d'où l'on tire y y  = -- 
au 

(a x + x  x). 

3 r 9. Cet te  tqnation p e ~ t  fervir à décrire 
la courbe, par des points trouves fuufcefi- 
yernent, en donnant à x plulieurs valeurs. 

O n  peut encore ddcrire la courbe, par 
points , en prenant arbitrairement unc partie 
B r plus grande que BE',  dr 'décrivant du 
point f comme centre, & du rayon B r ,  u n  
arc que l'on coupera en quelque point Al 
par un autre arc ddcrit du point P comm!: 
centre, & du rayon Ar, 
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o r  M ~ - I X M A T I ~ U L S .  4-3 
Enfin on peut d t t r i re  cette même coiirbe, 

par un mouvanen: conrinu , de la rnanierc 
hivante. 

On fixera au point f, une regIc indtlinie 
qü i  puilfc tourncr autour de cc point. Au 
point F & à l'un des points Q de cette regle, 
on attachera lcs extrbniités d'un fil F M  Q , 
moins long que f Q , & dont  la diffirence 
avec f Q, foit tgale à AB ; alors par le moyen 
d'une pointe, ou fiilc M, on appliqlrera une 
partie M Q du fil, contre la regle : faifant 
mouvoir le fiilc , de X vers A , en tenant 
toiijourr le fil tendu,  la regle s'abaigera , la 
partie F M  diminuera, & le itilc M dtcrira 
i a  courbe MA dont il s'agit, & qu'on ap- 
pelle une hyperbole. En effet, il eff kvidenr 
q u e  la totàlitd fQ ou fM+MQ dtant iou- 
jours de même grandeur , & F*l1+ Al Q 
Ctant aufi toujours de meme grandeur, leur 
diffdrence fiM + MQ- Fhf- AdQ 9 ouf M 

fera a u f i  toujours de même grandeur. 

fait voir que polir une meme abfciffe A P , 
ou x , o n  a toujours deux ordonndes tgales 
P M, P Jd' , qui tombent de pare & d'autre 
du prolongement de AI:, qu'on appelle 1~ 

.ç c 3 
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p m i e r  axe : ainfi l a  courbe a une feconde 
branchc A Hf y a r f i i t e m n t  dgale à la pre- 
m i e r ~ ;  I'unc & l'autre s'tltendrnt à l'infini , 
puifqu'il cfi évident que plus on augmentera 
x ,  plus les deux valeurs -+ . ;. . . . . ., - - 

4 "  c +  4 C C  t/ -- i a x + w x augrncnteront. 
a iz 

- 3 2 1: si dans cc t tc  mtine quanti té  on 
fair x ndgatif , c'eit à-dire, fi l'on fu'ugpore 
que le point Y tombe au-deKus de A ,  cile 

p y z  
deviendra --- (xz  - a x ) ;  or 

x x  - a x ,  o i ixCx-a )  t tantnégatif  tant 
q u e  x ef i  plus peric quc a ,  la  q u a n t i d )  . . .; --- y?!. ( x x - a z ) efl alors imagi- 

nairc, & par conféquent  ,y n'a aucune valeur 
réclle depuis A jufqu'à B ; mais fi-eot que x 
hepaiTe a ,  xx  - ax redevenanr pofitif, les 
valeurs de y redeviennent rtelles ; il part 
donc du point B une nouvelle portion de 
iourbe m i3 m' q u i ,  coxrne la premicre, 8'6- 
tend à l'infini de' chaque côté du p l o n -  
gement de AB , & qui eit parfaitement 6gaic 
à celle-là ; parce que fi 1'011 prend Bp = AP , 
alors x x  - a x o u  Ap x p  B devient egal à 
AP x P B ;  donc a u f i p m  efi tgaie à P M ,  

4 U C  4 4 C C  3 2 2. Si dans l'équationyy = -- 
au 

q l. . . .  ( ax + - -  X X )  ; on fair y 9 O on trouvera que 
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ax+xxou x . a + x ~ o , q u i d o n n e x i o ,  
8r .x 4 a = o ou x == - a ; donc l a  courbe 
rencontre l'uxe AB aux deux points A & B. 

3 2 3. Si l'on fuppofe AP = AF,  c'efi-à- 
'dire, x = c ,  pour avoir la valeur de l'ordon- 
nie Pm" qui p a f i  par le point F' ( qu'on 
appelle lefoyer,  ainfi quc  le  oint f) o n  aura - 
Y-- -+v4flc24Cc (ac+cc)=-& . . 
V5-f 2 ( a c - 4 - c c )  . 

a a 
= * -- 

II 
, donc la 

.. 

~ ( ( n c + c c )  double ordonnCe m" n~"' = -- 
rZ 

: cette 
-- 

ligne efi ce qu'on appelle iepararneirr de l'iiy- 
perbole : ainfi en reprkientant cctte ligne 

( Y C + C c )  ; & par coiiT6- parp,  on aura p = ---- 
l l  

- " c + C C )  fuERituant  dans l'&quai quent - - 
a a c  9 

tian de la courbe, on l a  changera en cette 
autre plus firnplc,yy = 2- ( n x -+ x r ). 

De la valeur de p , on peut  conclure que 
leynranzerredu l i~raxede l 'hyberbolceJ t  reir glus que l e  pua ruple de h di/fance du $mrnct 

4 a c + 4 c c  A au foyer F ; car cette valearp = - - 
n 9 

4 C C  b rddui t  ip = + c -+ , q u i  eR évidem- 
ment plus grande que 4. c. 

3 2 4. Si iûr le milieu C de A B ,  on élei7e 
c c 3  
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408 C o u R o :  
erpendiculaire D D' , dont la  moitic! Fi kt moyenne entre c êc 

a + c , c'eR-à-dire entre A F & ~ f A  , cette 
perpendiculaire e f  ce qu'on appelle le f icond 
axe de l'hyperbole ; ainfi en le nommant b ,  

& en introduirant cette v a h r  dc b b dans 
4 f l C + ' + C C  

I'dquation yy = -- (0x-j-xx) , celleci 
u a 
b b  

t e  changera en y y  = - ( a x +- x x). On voit 
a u  

donc que ces trois dquations de l'hyperbole, 
ne different des trois tquat ions corrdpon- 
dantes de l'ellipre, que par le  ligne du quarré 
cc & d u  quarrd xx. 

C e t t ~  même Bquat ionyy = - a& ( a x + x x )  

nous fournit a u f i  une propriérd analogue 2 
celle que nous avons remarqude dans l'ellipfe : 
e n  effet, fi l'on chaKe le dénoniisiateur a a ,  
on aura au yy = 6b ( ax -i- x x  f , qui  donne 
cette proportion , y y  : ax + xx : : bb : na, ou 

- 1  --z - 1  -- 

Pnf A P ~  PB:: ~ I I ) :  A R ~ ~ : :  CD& 
Ce quarre' d'une ordonnke QU yreizier axe d t  
l'hyperbole eJ donc au p r o h i t  A P x B P -des 
deux abfiiges , comme le qunrré duficond axe, 
eJ au quarré du prenier ; & par con fdquerit, 
B puan-Ps des ordorznées /onr cnrr'eux coi2nze 
Irsproduirs des ab)iffes corre&ondanres. 
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D E  M A T H É M A T I Q U E S .  '407 
Lorrquz les deux axes a Br b font dgaux, 1'6- 

qitation efiyy=ax+xx qui ne differe de celle 
du cercle que par le figne du quarri xx. L'hy- 
perbole s'appelle alors hyperbole tquilatere. 

4 a c + 4 c c  Dç I'iquation p =_--, on tire qat+ 
+cc=ap, & puifqu'onaaufi+ac++cc=b6, 
on adoncap=bb,qu idonne  a :  b : : b  : p ;  
donc le parametre d u  premier axe eit une gme 
propcrtiaimel!e i ce ~re rn ie r  axe Oc au fecond. 

3 2 5 ,  Si du point D au point A on tire 
l a  droite D A , le triangle - reQang1e D CA - 
d o n n e r a D A =  C D + A C - .  . . -- Pl- pz 

V 5 b ~ ; n l L ,  OU en n>rttant pour b b fa va- - 
leur + a c + + ~ ~ , D A = V c ' c + a c + j ~ < r -  
c + $ a = RF+ C A  = C F ;  donc pour âvbir 
les foyers quand on a les axes, il f a u t  porter 
D A  de C en F ;  & au contraire pour avoir le 
fecond axe quand on a le premier & les 
royers, il faut dtcrire du point A comme 
centre & du rayon CF, un arc qu i  coupe la 
perpendiculaire DD' , en que!quc point D. 

3 2 6. On voit aufi  que la defcriyrion de 
lYhyberbole dépend de deux quantités, fa- 
voir, le grand axe 8c l u  petit  axe ; ou !e grand 
axe & les foycrs ; ou  le grand axe & 1s para- 
metre. D'après ce que nous venons de  dire, 
on rarnenera toujours a i f h e n t  la defcription 
de l'hyberbole à l'une dzs mdthodes que - 
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~ O U S  venons dYindi:uer. Car fi l'on donnait t 
par exemple, le grand axe & le parametre, 
alors prenant une moyenne proportianneile 
entre ces deux lignes, .on auroit le fecond 
axe qui ferviroit à trouver les foyers. 

3 2 j .  Si l'on prend fu r  :I/l f ,  la Farcie 
M G  -7 M F , & qu'ayant t i r6  F G on l u i  
m e n e  du point M l a  perpendiculaire Pr2 O T, 
cette ligne'fera tangente à l'hyperbole , c'efi- 
à-dirc , ne rencontrera la courbe qu'au [cul 
point M. 

E n  effet, d 'un autre point quelconque N 
pris fur l ' f i2  , menons aux deux foyers les 
droites N f & N F , & au point G la  droite 
NC; ; il r i t  h i d e n t ,  par la  conitru&im, que 
NF & NG fcront dgalcs ; or Rfefi plus petit 
que  N G  +- GJ', & Far coni2qu-nt, plus 
petit quc N F -+ G f, donc N f -  N F e f l  plus 
petit q u e  G f, c'efi- à-dire , que M J - M  F ;  
donc le point N eit hors de: l'hyperbole : on 
dçs'rnontrera'la meme chofe de tout point de 
T,SI, autre que le  point  jld. 

Les ar?gles F M  0 & O MG fônr égaux, 
d'après la coni2ruEtion prdcédente ; er 01V G 
cit Cgal à Foi1 opPol& N I Q ; donc P M O  
éfi d ~ d  ., à NJCfQ ; donc la l igne  ME',  qui 
va au foyer F ,  fait avec la  tangente ,  le même 
aygle qüe fa i t  , arec  cette n?êine tangente , 
l e  prO!ongzment JfQ de la  ligne f M qui - 
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va à l'autre foyer. Donc fi le point F efi un 
point lumineux, tous Ies rayons qu i  , parris 
du point F , toiiiberont fur la concavitd 
N A  M l ,  fe rCfltSchiront comme s'ils par- 
toient d i ~  poinrf: 

3 2 8. Ddteimicoils maintenant la fou; 
tangente P . 

Poi fque  l'angle F J I  f eit divif6 en d e u l  
parties dg-airs Far la tatiprilte Af 7', on aura 
( G t o m .  l o t )  f M : M E  : : f ' T :  F 7 ; o r  en 
nommant, comme ci - defius f l j  ,%, on a 
f df, q+ a : d'ailleurs F j  on Bj' ,  AB+ 
A Fva lan t  a + 2 c , la  1ig;ic f 7 ou  Ff - FT, 
vaudra a t z  c -  FT; on aura doncq-t-a :?:: 
a+ 2 c- F T :  E'T, donc en multipliant les 
extrêmes & les moyens , o n  aura y x F T + 
a x  F T = a x  -i- z c z - q x  ES; dJoù,après  
les  opdrations ordinaires , on tire E T - 
z c T - t n ? .  ----- 

A 

a < + - a  
or nous avons trouvé 

Zr+'= 

z cx+ffc-+-ax 
( 3 1 d )  71--- 

a 
, donc 2 < +- a =1 

- -  - ,  ( + ; i ù b l t i t u ~ n t  ces valeurs dans 
n 

celle Je  ET, on aura PT- . . . . . 
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2 c 4 Q  z c x + a c j i n n  le faEteur commun n, FT ---- 
2 x + a  ' 

Ayant  ainfi t r o u v i  F T ,  il eit  aifé d'avoir la 
. h u t a n g e n t e  P T ; car P 'II'= F T-  F P = 
F T - A F + A P = F T - C + X =  
i c x + a c + a x  z a x + z x x  n x - i - x x ,  --- 

d 

z x + i z  -C-t-X=------ Z X + J  x + $ a  9 
n x f  x x .  donc P T = --- >- , d'ou 1'011 voit que l'ex- 
%+,a 

prefion de la  Coutangente, p o u r  l'hyperboie, 
ne differe que par les lignes, de ceile qu'on 
a eue pour  lJei l ipk,  

3 2 9.  Si de P Ton retranche AP,  on aura 
X T o u  la diff ance d u  fommet juiquYà l'endroit 
où la tangente rencontre l'axe. Ce t t e  diflance 

n x A x x  
fera  donc  exprimke par - - x ,  qui fc 

g f l x  : a t x  
rdduit à A T = -- - 

$a+%- 

3 3 O. Cette expref ion de A T nous 
'donne lieu de faire quc lqucs  remarques h r  . 
l a  courbure de l 'hv~erbole .  Nous  avons vii 

J 1 

ci-deffus q u e  chaciine des deux b r a n c h a  
A A4 , A bf' s'étendait à l'infini. Cepela- 
dant  leur courbiire eit telle que toutes les 
tangentes que  l'on peut mener à cliacun des 
points de.ces branches infinies , n e  rencon- 
trent  jamais l'axe q u e  dans l'intervalle com- 
pris entre  A & C. Én eEer,  fi dans la valeur 

*de  A T on CubRitue pour x , toutes les quan- 
" t i tks  imaginables depuis O jnrquYà l'infini, la 
valeur de A T ne croit q u e  depuis O jufqu'à 
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f a ; car quand x eit infini , le ddnominateur 
i a + x . doit effmtielleinent être regarde 
comme la même chofe que x , puifque fi l'on 
conkrvoit alcrs f a ,  ce feroit fuppoler qu'il 
peut augmenter x ,  & dktruire , par confé- 
quen t  , la f u ~ ~ o f i t i o n  fait que  x eit in- 
fini : or dans ce cas la  q u a n t i d  AT§e rLdcit ii 
$ a -  - .2̂  ; c'efi-à-dire , à : a ; donc la  tangente à 
l'extrémit& infinie de chaque branche A M 
& A fl', paire r a ï  le cenïre C. Et puifque 
les branch't-s o ~ 1 ~ o ~ d e s  B 17~ & B ml [ont par- 
faitemcnt &gales a celles.là, & que les points 
A & B [ont également dloignds de C, il's'en- 
lcit que ces n:&mes taagcnres dont a d 5  tan- 
gentes aux extrérnirds infinies des branches 
B m  & Bm'. On les vcit (Fig. 33)  repréfeilttes 
par les lignes CX,  C Y .  

3 3 I . Ces tangentes s'appellent les Afimp- 
rotes de l'hyperbole : ce hm, coinme on le 
voit, des lignes q u i  par tant  du  centre ,  s'ap- 
prochent fins c e f i  de l'hyperbole, fans pou- 
voir l 'atteindre qu'à u n e  difiance infinie. 

Si par l e  fommet A :  k'ig. 42 ) , on mene 
la droite A r parallele i P & , les rr;aiig!es 
femMables T A  t , TP R1 donnent T P  : 

a % C X x  
PM : : T A  : A r ; c'elt-à-dire , ,+y :y : : 
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f ini ,  devient + 6 ou CD, parce q!:e a x doi t  
être fupprimé vis-à-vis de xx  , & a vis-i- 
vis de x. Voici donc comincnt on déîerini- 
nera les afyinptotes. On é!érera au l o i n t  A 
-( Fig. 43) u n e  perpeiidiculairc A L ,  que i'on 
prolongera de' p r t  & d'autre d u  psint A 
d'une quantite5 Cgale à CD ; d o r s  t irant par le 
centreC& parles  dcuxextrémitds L& L'deux 
lignes droites, elles feront les afymptotes. 

3 3 2. Pour avoir lYexpreiTian de C T 
( E i g .  42)  il faut  de C A  rcrrai~clier A T, 

$ a x  S a n  - & l'on aura C T =  $ n - -- - - 
-1 :aS.la $ o + x  

9 qui  donne cette proportion C P  : CA : : 
C P  
C A : C T .  

3 3 3. Si l'on veut avoir I'expreBion de 
T M ,  le triang!e reaangle TF Ji donne 

- 2  - 1 ----L b b  Ti t l=PM+ P T -  - ( a  x + x x )  + 
a a.  

(nx i - rx ) '  b b  7 (arcfxx) 
(;;d*ia+'+a~+~x)(za-t-2>.- 

3 3 4. Pour avoir l'exprefion de P 1 ou 
&e \a bus-norn~ale  , les triangles T P  M ,  
M P f (fenb\ables à cauk que l'angle T fiII 
eit droit, & que P A4 eit une perpendiciilairc 
abaiifde de l'angle drcit ), doniicroct T P : 
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a x f x ï  F M : :  P M :  P I ,  ou ---- 
$ u - t - x  

: y : : y :  PI = 
y'(: 0-1-x)  -- 6 6  
3 x 1 - X X ?  

ou ( à c a d e  queyZ= (ax +xs )  f 

3 3 5. Cherchons maintenant l'équation' 
par rapport au fecond axe D Dr ; & pour ce t  
effet, menons la perpendiculaire MP' i;r ce 
fecond axe, & nommant Ml", y' ; k) Pl, x' ; 
on aura CPr= PMGy==-;L-b-x'; P'1114- - 
CP-f a-+x=y';  8.c pzrconfdsuentx=f 
-I 2 .  a ; îubitituant donc pour x & y ,  ces va- 

leurs, dans l't'quationyy = %%(au + xx j  o,u 

nayy = 66 (ax  4-x x) ,  o n  aura, aprks les ré. 
R a  duaions f a i t g  , y)'== b3 ( t  66 -bxl+dx')  ; 

d'oh l'on voit qu'il n'en eR pas dz lYhyper- 
bole comme di: l'ellipfc ; l'dquation à l'égard 
du fecond axe, n'cit pas femblable à celle 
qu'on a à I'Cgard du premier. 

3 3 6. Enfin fi l'on veut I'c!quatior. par 
rapport à l'axe A B , en prenant les abfciffes 
depuis le centre C ; on nommera CB ,T ; & 
l'on a u r a ~ = C A + A P = t a + x ;  & par  
conféquent , x =: 7 - + a : iùbilitua~it dans 

b b  b& 
l'iquation yy = (ax-txx), on aurayyX, 

.- .. 

(TT-- f au) pour l'dquation par rapport y prc- 
mier axe, les abfciffes étant ~ r i f e s  du ceiltre, 
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414 C O U R S  
Er i l'&bard du ed axr: 13 3', G l'on nomme 

C P ' , I , o n a u r a f  CD - D i ' : - t h - X I :  
& par confdquenr x' = f b .- ( ; fubfiituarx 

dans l ' dqua t iony i '  = ( f 'b 6 - 6 r'+xlx') 
b b  

que nous avons trouvde ( 3 3 5 )  poiir le kcond 
axe, on aura ~ ' y '  = (<<'+ + 6 bj. 

3 3 7. S i  l'on veut rapporter au centre C, 
les esprenions de P T ,  Ç T ,  P 1 ,  Rt T M ,  
trouvées ci-deTus, il nYy a qu'à ruMituer, 
dans ces exprefiow , - f a au  lieu dr x ,  

i o n  & l'on trouvera P T  = ~ h - 5 0  C T= --- 
t < ' ? ' 

P 1 ~ 3  a a )  T M = ( ~ : : T  - + Z ~ - Z  a a)~Yi$Ea 
Et fi l'on prûlonge MT jufqu'à ce qu elle 

rencontre  le îecond axe en ?l: les triangles 
femblables TP LM, T C  T' donneront T P : 

L a a  P M : :  C T :  CT; :L:CT/= 
$ Q ~ Y  

i T 

tx-$au7 mals ; ~ : : - : a a a  doilc CT'- 
-7.  -3 

Bb 9 

* b b  C D  C D  L- --=-- donc CP': CD : : CD : CT'. y M P  CP" 

3 3 8. Si par le centre C de l'hyperbole 
( fig- 43 ) on mene une droite qiiûlconque 
Al CM' terminée de Fart & d'autre à I'hy- 

erbole , cette droite s'appelle Lin dinrnrtrc. 
&oute droite m O rnends d'un point m de la 
eourbe parallflcrnenr à la tangente en M ,  & 
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terminée au diametre A l  M' prolongé, s'ap- 
pelle une  ordom& I cc diarnetre. il16 & 0 M  
Ln [ont les ab/ciJcs. Nous allons démonrrer 
que les propridtts des ordonnées m O ,  à 
l'dgard des diametres cerminks à la courbe, 
font les mêrnzs que celles des ordonnLes MP. 
à I'tgard du premier ;axe. 

hlcnons des points rn & O, les perpcndi- 
culaires mp & OQ h r  l'axe AB, & du point rn 
menons n S  ~ a r a l l e l e  à AP ; nommons PlW,y; 
CP,  C ,  Q p ,  g ;  CQ, k ; nous aurons AP= CP ' - C ~ = r - $ a ;  BP-  CP+EC=r+$a; 
A ~ = c ~ - c A = C Q - Q ~ - C A = ~ - ~  
- + a ; 1 3 p = C p + B C = k - g t  t a .  

Les triangles femblables C P M, C Q O, 
donnent Cf' : Pld  : : C Q  : QO , c'dl-à-dire, 
:y : : k : QO =  es triangles fernblables 

x 
T ~ ~ , n z ~ ~ , d & n e n r P  T: PM::rnSou 

r r - : a a  
Q p  : S O ; c'eit-à-dire, (3 3 7) -7- :y : : g: 

donc rnp = SQ = QO- so=-- 
zl-$aa' 
ky g ? Y  SO = - - -- ; or  puifque le point m 
T ? ) - : a =  

appartient à 1 hyperbole, il faut ( 3 24 )  que 
- 2  

p m : ~ z : : A ~ x ~ B :  A P x P B ;  c'eR-à- 
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~ 6 k 7 y y  b!T7TYr - - + :yy:: k k - z k g +  
B . ~ f  - p z )  ( r  -.+fl:~)l 

gg - 7 aa . - alr ; donc, en miiltipliaat: 
les extrêmes & les moyens, & LiGnt  atten- 
tion aux quant i tés  q u i  fi: trouvent muiti- 
pli6es & divifdes , en m5mu - temps , par 
SI- t aa ,  & à crlies q u i  le feront a u 5  par 7, 

k k y y  RPCTYY on aura - (;;i;--ka)-agkyy-t - -- = 
f c 4 z < - ; a a  

L L 

primant k k y y  & - 2 gkyy que I'on aura alors 
dans c h a q u e  membre, divirant de yliisepar yy 

r a f l k f i  ggf l  an aura - - - 4- --- - g g - ;  a n ,  
4 ~ ~ - $ " ' z  

' 7 equation qui va nous k r v i r  à ddrnontrcr la 
p;opriété &dont il  s'agit. Ma i s  au j a r avan t  
nous fcrons obferver que fi de part  ou d'au- 
t r e  du centre C, on prend fur l'axe A B la 
partie CR qi foit moyennc proportionnelle 

-- Z 

entre BP & A P, c'elt-à-dire, telle que C R  
= A P x P B  =- x- aa ; & G ayant éleié 
l a  perpendiculaire R h7' terminée en N , par 
l a  ligne N F  mmCe p r  le cenrre C parallé- 
lement à T M , o n  f i i t  CN =-zCN', dors  NA' 
elt ce qu'on appelle a n  i o m t t r r  AI; q u é  au 
diametre kpi' ; & l'on arpell  pmantrrre du 
diametre M Y?, une rroifieme p o p  o r t  ionnelle 
à 1C(119fJ 6; fi& ', 

Revenons 
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Revenons maintenant à notre objet ; ilom- 
nions CM, f a ' ;  CN ou Ch", + 6'; CO, i(; & 
0m.y'. Les triangles feinblables CPAJ, L'QO, 
donnent CM : Cf : : CO : C Q  ; c'efi-à-dire , 

z 1' f a':g::?':k; doiick -y,, 
=y a 

Les triangles m S O & C hT'R , fcmblables 
à caufe des côtds px-alleles donnent C N / :  
CR :: rn0 : r n ~ , b u  6': C'fi:  :yl:g;donc 

CR x y' CRay'y '  
g = F,  & par conféquentgg = 7 ,  

-2 

ou  ( puifqu'on a fair C K  = z - $ a a )  
I I  

-Y Y ir r - ;* 
f b'b' gg - -  

SubRituons pour gg 81 lit, les valeurs que 
nous venons de trouver , fubfiiruons-les , 

I ~ a k k  g g r ~  dis-je , dans l'kquation - +- -i--== 
T f { < - t u a  

g4- $ a a ,  trouvie ci-deffus, & nous au- 
Z Z C ' ~  + ZOilS - f aa , -  Y ' Y ' T T  ( ~ r - S a " )  / - 

/ I ~ d ù ~ ~  r $ b f  b' ( i f - i a a j  yY1?r  ---..-i~ f a a y y  
+ blbl $ b f  hl 4 a a  , ou (enrtduiiant & di- 

Y I Y '  virant enfuite paf + a a )  -g = - - - 
3 a u' 1 b 

ou, aprbs les opkrations ordinaires = 
b' 6' 
- (<'ri(- a'a') Cquation femblablc à celle 
a' a' 
qu'on a eue pour le premier. axe. 

'7  I - 3 3g.S l'on fa i tyf=o,  on trouveqg 
1 da'= O ,  qui donne < = _t $ a'; la courbc 
rcncontre donc la ligne AIAl'cn deux points 
A L  C W B I B ' K .  D d 
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4 1 8  C O U R S  
0 ~ ~ o f 2 s  Ai rf J I 1 ,  eloign&s du centre, chad 
c u n  de la qua i l t i t i  fa', ou C M ;  aiilfi tous les 
diametres font coupCs cn deux parties tgaIes 
au centre. 

b' b' 1 I 3 40. L ' d q u a t i ~ n y ' ~ ' = -  afa' ( f f -$ .an  ) 

I donnmty = f7v5'<- f d a ' ;  cyeR-à- - 
dire, deux vale~irs &galet & de Ggnc con- 
traire, poury , fait vorï que fi l'on prolonge 
nz O ,  de maniere que O m' = O m le point 
ml appartiendra à ia courbe ; chaque dkme- 
rre MM' coupe donc en deux parties dgales 
les paralleles à la tangente qui paRc par foi1 

origine M. 
, j 4. I . La msmc équation donne a'a'y[yl= 

Fbl(q'( - f d u ' )  y d'où l'on tirey'y : f f - 
- 2  

+ d a f :  : b l b ~ :  d a ' ,  ou m ~ :  1110 x O b t : :  
----Z - 2  

aV.V : A l  Af' ; c'efi - i - dire, le quarré d'une 
urdonnL'a qurkorapue m O d un di~mcrre ter- 
miné à la cou, 6e , e/? au produir M O x O ICI' 
de fis deux cbJccfis , comme l e  quarré du 
diamerre conjugué , eJ au quarré de ce premier . . 
chnzetre. 

3 4 2. Si du centre C o. abaiffe illc TAI 
la perpendiculaire CF, les triangles fembla- 
bles CFT, TPhl, donneront T M  : P DI: : 

P M x  CT 
Ç T :  C Fy & par confdquent C F  =.; 7. 
Les triangles fcmblsbles C R &', TP M 
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c?onneront PT: T M :  : Cl? : CN'sii C N ;  
donc & N = T M x C I I  . 

P l- 
-; donc C F X  G N  6 

P J i x  C T x  T M x  CR P H X C T X  C R  
--- 

T f i I x Y z -  El 
P T  

, OU en 
- z  -2-2 

P M x  C T x C K .  quarrant , CP' x C P  = -pTL-,  or On il 
---- 3 6 1, - 2  

PJf=yy =_. (TT -t a a ) ;  C',fi==?< - 
1 y=: a4 

;& ( 3 3 7 )  Cr=- 
? 

fubff ituant ces valeurs 
-2 

après les rtduRions faites, CF x C N  = 
2 aabb, ou C F x  CN= '; a b ;  or fi l'on prc- 
k k g e  M T ji&quYà I1afyfipcore, en 1 ,  M l  
fera Cgal à C N ,  comme nous le verrons ci- 
deRous, & C I M N  fera par confdquent un 
parallélogramme dom la furface Cera = CFx 
.MI = CFx CN; donc quelque part où îoir 
le point M , le parallélogramme CBMN fera 
toujours 8gal en furface au reQangle des: deux 
dcmi-axes , c'eit-à-dire, à t a x $ b ou $ a 6. 

3 (Z 3 .  L s  triangles iembiables ï 'PM & 
CRL"J' donnent Tl' : P M :  : CR : R Ni; donc 

- 5  
- 2  - 1  

P M x  C R  l 'Mx  Cf< 6 b RN' = 
T P  

., & K I ! =  _- -- 
P J T a  rr a 

cn fubfiiruant le; valeurs algdbGques & r6- 
duifaat ; or les triangles reQangles C P M & 

-1 1 -2 

CRN donnent CM 5 fi'+ PM,  & C'Nt ou 
D d 2  
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+20 C O U R S  
-2 - 1  -> --a -1 ,, 
Ç N =  CA + RN'; donc CM - CN == CP 

-3 -2 - - 1  

+ P M  - CR - RïV; fubfiituant dans le iè- 
cond membre , au lieu des lignes qui y en- 
rrent , leurs valeurs algéb-riques trolivées ci- 
deirus, 011 aura aprks les rCduRio;ls faites, 
-1 - a  

CA9 - CN- f a a - $ bb ; c'eft-à-dire, que 
In diférence àes quarrls de deux demi-diarnares 
conjuguis quelconques, p/i roiijours la mirne , 
E. +Le à fa dijërrncr des quorrés des deux 
dem-axes. 

Il L i t  de-là que dans l'hyperbole Cquila- 
tere  , chaque diametre eft. tgal .I fon conju- 

--2 - - %  

g u i  ; car ii a = b , o n a  CiPl- CN,=o,& 
par confdquent , CM = ClV. 

-- L - - 1  - 1 ,  

344.S dans CN = CR + RN1, on 
fubititue pour CR & RN' leurs vâleiirs algG 

- -a 
J b I I  briquer, on aura CN= qc - 5 a a -i- - ; or 
n a  

-1 

nous avons trouvé, ci-deffus ( 337) TM = 
- 1  

(c~+~?-;  a a a a )  "-iaa; donc TM= 
- 2  

r c 
T T -  t u a  x C N ;  mais les triangles femblables 

c i: 
M P  T & MP'TI donnent, en quarrant, 
1 -1 2 P T :  T M :  : PlM: TX ou ("-:'Y)' . 
-- I - I f - ,  
c N x ( ~ ~ - $ a a )  --- : : q r :  T I M ,  donc T ' M e  
-1 

1 .T 
- a  - 3  4 

C N x " m  donc Tb! x T M  I C A ,  OU 
t';-$as' 
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Tnilx FJf = C'N ; mais fi l'on nomme p' 
le parametre du diametre M', on aiira 
z C M :  2 C Ji' : : 2 C N:  p', & par confdqucnc 

L - 2  " 

2pfxC1C1-  CN,  ou CN =+P,XCAZ; 
donc T M  x 2 ' M  = fp'x CM, doù l'on 
tire CM : T JI/I : : TJM : Ip'. 

3 4 5. De-là on peut conclure la mdthode 
fuivante pour avoir les axes de I'hyperbolé ; 
&par conftquent pour décrire cetre courbe, 
lorfqu'on n e  connoît que deux diametres 
conjLgiids , & l'angle qGils font  entr'eux. 

O n  prendra fur M C ( Fig. 4t. ) une ligne 
IC.lH=+pt, & fur le-milieu I de C H m  &le- 
vcra une perpendiculaire I K ,  qui &upera 
en  quelque point K l a  ligne IM T' mente  par, 
le point : i l  paralldlement au conjugut NIL'. 
D e  ce point R, comme centre & du  rayon 
égal i la  diflance de K à C, on ddcrira un 
ccrcle q u i  rencontrera MT' aux deux points 
T &  T', par lefquels b par le centre Ctiranc 
TC & CI", ce feront les direfiions des axes; 
car il eficlair, I O ,  que  l'angle TCT'feradroit, 
puifque la circonfLrence paffe par le point C, 
& qu'elle a TT' pour diametre ; a0 , yar la 
nature du ccrcle , on a ( Géom, I 27)  C A2 : 
TA4 : : T t  M : M H; donc puifqu'on a fair 
IMH-+p', onaCM:T 'M :: T ' M :  Ip'. 

Ayant ainIi dCtermin6 les direétions des 
= ' d a  
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axeb ,on a i  dérerminera la grandeur en atiaif- 
f a n t  du point M les perpendiculaires M P , 
MY', & prenant Cri moyenne proportion- 
nelle ahtre & CT, & CD' moyenne pro- 
porri~nslelle entre CP' & CT' ; c'efi une fuite 
des exp re@ons  que nous avons trouvdes 
( 3 37 ) pour CT-& (TT'. 

Quand les deux diainetres conjuguks qec 
l'on ~ 0 n r l o i ~  font dgaux, alors le parametre 
leur efl kgal avil i ,  ce q u i  rend .Ri H= AT Cs 
Les deux points de iètiion H & C fe confoit- 
dant dors ,  M Ç  efl Une tangente au cercle ; 
êinfi, il faut  tout  fimplement , pour avoir le 
centre ,K , diever fur CM une perpendicu- 
laire su point C. 

3 4 6 L'hyperbole corifidCrde , par rap- 
pcrt A Tes a t~mptotes  a a quelques propridtés 
dont la connoiffa~ce peut être utile ; nous 
allons les expofer. 11 faut fe rappeller ici 
comment on determine Ics afyrnptotes ; 
Voyez ( jq I ). 

Nous a l l ~ n s  rapporter chaque point E de 
l'hyperbole (F ig .  .f i5 ), aux deux afympotes ; 
CLO, CL'o , en melisnt la  ligne EQ parat- 
lele à l'une d'entr'elles , & nous chercherons 
la  relqtion qu'ont estr'elles les ligues E Q 
& CQ. 
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Pour trbuver cette reiziion , nous meneA 
rons par le poinr quelconque E , la iigrle 
O i!? O '  parailele au iecond axe D D1 , & la 
ligne ES parallele à C,L 0 ;  pa r  le Commet A 
nous tirerons AG paraliele i CL'O. Et non9 
nommerons CA ,: a ; C D  ou A L ou- A L' 
5 b ;  C P , r ;  P E , y ;  A G ,  nt;  G L ,  r i ;  

ce, r ;  Q E 9  u* 
Les triangles fèmllables C P O, C'd L , 

nousdonneils C A : A L : :  C P :  P O o u + a :  

B b 
pour y y  fa valeur -. (r(r - t an)  & r i -  

a a --z 

duifan t ( c'eit-à-dire , que E O x E O = C D  
- 2  

= A L ,  prqpridté qui appartient à tour 
point de 1 hyperbole, puifque le point E a 
dtC pris arbitrairement. 

34.7. Les triangles Q E O ,  ESo, 8i 
2 G L ièmblabIes cntr'cux, donnent AL : 
A G : :  E O : E Q , & A L : G L : :  Eo: E S 4  
donc rnultiplian;-ces deux proportions par  
ordre (afin d'y introduire E O x Eo donr on 
a la valeur ) on aura Ai : A G x G L : : E O 
x E o : E Q x  ES,cYefl-à-dire,:bb:nzn::  

6 b : u t; donc u t  =-= nr n ; &quarion à l'hy- 
terbolc entre feî afympcotei. Ainfi e n  quel- 

D d *  
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que poiiit E q u e  ce ioit de I'hy ertolé, on a 
toujours E Q x ES, ou plutfit !i x CQ = 
AG x GL. 

Or fi l'on fuppofe que le point E tombe 
en A ,  CQ devient CG, & QE devient AG ; 
o n a d o n c  C G x A G = A G x G L ; d o n c C G  
= GL.  Mais l e  point G f: trouvant, par-là, 
&t re  le milieu de C'L , on doit avoir CG - 
A G = G L ;  car le cercle ddcrit fur L C 
comme diametre ( & q u i  auroit par conE- 
q u e n t ,  CG pour rayon) pafferoit par lepoinr 
'A, à cade de l'atlgle droit A ; on a donc 

- 2  

m = n, & par confdquetit u t  - mz = CG. 
- 2  

Ce q u m 6  confiant m' ou C G  , auquel lc 
produit u r ou CQ x Q E ç R  rou ours Cgal, 
s'appelle la puiJince de l'hyperbo i e. 

- - 

3 4 8. Dr la propriété que nous venons 
de d h o n t r c r ,  on peut ddduire cette zutre : 
De g u e L p z  point E que ce jôir de l'hyperbole, 
4 1'012 rire, de quclqirc manitre que ccf i ir  , une 
droite R E r  tcrminée oilx a~nzpro te s ,  b pr- 
ries W E , m r , inrcrcepdes enrre la coude 6 
les a&n~prores, firom éga[es. 

Car fi par le poior nz on rnrne h m  H 
parallele h O E o  , les triangles fernblalles 
REO, & RnzHdo~ inen t  E r :  R m :  : E O r  
Jjn; & les triangles' ièml~lables  r hnz & 
roE ,donnen t  E r :  m r :  : E o :  m h ;  multi- 
pliant ccs doux ~roycit ici is  par ordre, on 
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D E  ~ ~ A T M ~ ~ ~ A T I Q U E O .  + 2 f  

a u r a E B x E r :  R m x m r : :  E 0 x E o : H m  
x m h ; or les deux produits E O x E o & H I ~ L  

-2 

x rn h font Cgaux chacun à C D  ( 347 ; 
d o n c E R x  E t : =  Rm x m r , o u  E R x  
( E r n + m r ) = =  ( E R +  E n z ) x r n r ;  faifant 
Ics multiplications indiquees, Lk îuppriinailt, 
de part & d'aime, E.r x m r ,  on aura E R x 
E m =  E m x m r ; d o n c E R - m r .  

3 40. De-là on conclura que toute tan- 
gente Tt à l'hyperbole, termii~te aux afyn1-p- 
totes eit divifke en deux parties Cgales au 
poin t  de conta& M. 

3 5 O. Si, par le point  Ai, on t i re  1 JI 
k~arallele à 1) Dl; & fi par un point quel- 
conque E , on tire , R Er  parallele la tan- 
gente T t ,  les triangles îemblables TM1 & 
R E 0  donneront T M :  1 M : : R E : E O ;  
& Ies triangles femblables J l  i r , E O r don- 
neront Mt ou TM: Mi:: E r :  Eo ;  mul- 
tipliant ces deux proportions par ordre, on -. 

.aura T M : J 4 l x A f i : : P P E x E r : E O x E o ;  
or les deux produits M I  x Mi & E O x E o 

- 2  -2. 

font chacun Cgal à CU ; donc T M  R E  
x Er.  

3 5 1. Si, du centre C, on mene le dia- 
rnctre C M  y, il divifera en deux parties 
Cgales la ligne R r parallele à TL ,  puifque , 
(3 +g) il paire par le milieu hl de Tt;  nommant 
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f , f7' 
= = ~ ¶ ¶ Y o u  ( 4 4 - W z 3 ; 1 4 q , -  

P' x' 
b'P ) 9 

OU ( q q  - b fb ' ) - - - - $ (qq -  6'6')-o,ou 
'(1 u'n' 

fiq-b'by(,Tni- t )  = O ,  ik d i d a n t  paf 
Z'T' --- 
n'a' 

4 ,  on aura q q - 6'b1 - O, q u i  donne 

q T b', OU f q - $ hl, c'efi - à + dire ,. T * 
C 4  CN étant  le derni-diarnetre conjirgud dd 
CM; c'efi cc q u e  nous avons promis ( gqz 1 
de ddmonuer. On a donc (Eig. 43) ,Ml' CN. 

3 5 2 -  O n  a donc aufi pour route droite 
R E r parallele au conjugut C N  ( Fis -+$ ) 

- 2  

R E x E r - C a .  
3 j 3 .  On voit donc que , connoiflant 

deux demi-diametres conjugués C ,M, C N ,  
( Fig. 46) & l'angle qu'ils font entr'eux, il 
efi très-facile de dicrirc l'hyperbole par des 
points trousds îuccefir~err.ent. Eii effc:,ce qu i  
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a kt6 dit  ( 349 & 3 (i I ) fzit voir qu'en ~?r.eilar?.t 
par l'origine M du denidiainerre C H J a  II- 
m e  T M  t paraliele à CN,  & prena-it de pr.rr b 

& d'autre du point Al lus parties M T, il1 r 
dgallc chacune à CN, fi par le c c n x e  C c:i 
tire les lignes C T & C t  , eiles Ceront les 
afymptotes. Et ce qui  a kt4 ddmoiîtrÇ ( 348 ) 
fait  voir que li par le point AI, on tire x b i -  
trairement t a n t  d e  droitcs P A l  Q, P i\LQ 
qu'on voudra, & qu'on faKe file C ~ T C L I L I J  

P O - MQ , les points O trouvés de certc 
maniere , appartiendront tous à I'liype:bo!e 
cherchée. O n  peut eniuite faire fervir chaque  
point 0, i en trouver d'autres tels que N ,  V, 
&c. en tirant les droites R O S, R O 5, &c. 
& faiîant S Y = R O. 

3 5 4. On voit aufi  p a r - l i  comment, 
entre deux lignes donnees pour afymptots:s, 
on peut ddcrire une hyperbole q u i  pare p x  
un point donnd entre ces lignes. 

3 j 5 .  Enfin en divirant l'angle des afymp- 
totes & fort fupplénient , chacun en deux par- 
ties &gales, on aura les direRiom des deux 
axes, dont  on dc'tcrminera l a  grandeur comme 
il a dté dit ( 341 ) ; ce qui donne un recoiid 
moyen de rdfoudre la quenion dont il s'agi& 
foit au même endroit. 
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3 5 6.11 s'agit mainteiiant de trouver les 
prapi-iétds dc: !a courbe dont chaque uoint 
1 1  

feroit au% dloigné d'un point fixe P,'(F~;, 47), 
aue d'me droite X Z  dont l a  ~ o f i t i o n  eit 
&mue , c'elt-à-dire , d'une courb'c telle que,  
pour chaque point M , abaifint  la perpendi- 
culaire M H ,  on auroit toujours A'F- Mu. 

Du point F m:nons F Y  perpendiculaire 
fur X Z ,  & partagconç F P e n  deux parties 
&gales en A,  A fera un point de la  courbe, 
puifquç A Y- AF; ce point cit lejemmet. 

P o w  trouver les ~ropriécésde cectc courbe 
qu'on appelle une parabole, nous allons cher- 
cher une  dquatioil qui exprime la relation 
cn t re  les perpcndiculâires hZP a b a i n e s  îur 
F r ,  & leurs diflances A P au point A. Nous 
n~nkicrons donc A V o u  A'F, c ;  A P, s; 
P 24, y ; alors nous aurons Y P = 4 y-+ 
AP = c+ x= IIIH; & puirque MF= M H ,  
Iiaus aurons a u E  M F -  c -+ 3: ; d'ailleurs 
F P  - A P - A F - .Y - c ; or le trimgle- 

- 2  - 2  

reEtangle F P  M donne FP+ PT>'= FM;  
d o n c x x - 2 ~ ~ - $ - ~ ~  + j y k c c +  2cx+xx, 
donc tranfpoijilt , & r tduihnt , yy = 4 c x ; 
cYeit.là l 'dquation de la  caurbe , & voici ce 
qu'elle noÜs apprend. 
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D E  ~ ~ A T H ~ M A T I Q U E S .  429 
le. Cette dquation donne y = +- V,;; 

donc,  pour une même valeur de Gii A P  , 
on a deux valeurs dgdes d e y  ou P M; mais 
comme l'une efi politive , & l'autre ndga- 
tive , elles tombent des côtds oppofés de la 
ligne indLfiriie A P I qu'on appelle l ' a x e ,  
,cYeit-à-dire , qu'ellcs font P ,TI & P M' : la 
courbe a donc deux branches A M ,  A ,nIl' 
parfaitement tgales & q u i  sYCrendenc à l'in- 
f i n i  , ~uifqu'il  efi clair que plus x augnen- 
tera , ~ l u s  V Z ,  & par conféqucnt Y, au- 
ginzntera. 

a". Si l'on fait x nCgatif, on auray = - V- 4 c x ,  c'ei't-à-dire , imaginaire ; la courbe 
ne s'ttend donc point au-deifus du pcint A. 

3'. Si l'on fait x = c pour avoir lYordonn6e 
q u i  pafle par le  point F qu'on appelle l e j y e r ,  
oii a y  - - + i/,, = -+ 2 c , c'eit-à-dire , yue  
F m" = 2 ç ; donc ml' in"' = 4 c. Cette ligne 
ml1 m"' qui paffe par le foyer, efi ce qu'on ap- 
pelle leparametre de l'axe de la parabole. Ainfi 
l e  pararnetrc de l'axe de la parabole , eJI qua- , 
drupIe de IB diJance AF du fornrner au foyer. 

go. DQIIC fi l'on nomme p ce paranaerre, 
oii aura 4 c = p ,  & l'équation de la parabok 
deviendra par conf6qiient yy = p x. 

3 5 7. Ayant l'dquation d'une 
il eit aifd de dicrire cette courbe par des 

I 

points trouves îuccenivernent, en donnmr 
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culanr les valeurs c6rreîpoiidrnres de y, 
3 5 8. O n  peut encore l a  dCcrire par 

points de cet te  autre maniere : ayant choili 
le  point A que  l'on veu t  prendrc pour fom- 
;-;?et, & !a ligne indéfinie T U  q u i  doit être 
Ia ilireaion de l'axe ; on prendra les parties 
.A 7, A F égales chacune à p , le point J' 
Sua l e  fAyer ; alois Qn élevera îiir chaque 
poinc dc l'axe dcs perpendiciilaircs indéfinies 
Ai_M ', & trssarie d u  point F cornme centre, 
& de la diitance P'P comme rayon, deux 

2 - 
~ e r i r s  arcs q u i  couFent chaque perpendicu- 
liiire en dsux points R i  & ?il', ces points f i a  

r o m  à 13 parabcle; puifque F M ,  qu'os fa i t  
p r - l â  dsul à V P  fcra tgal  à AIB, en ima- 
ginant la droite yN perpendiculaire à l'axe. 
C e t t e  droite XYH s'appcge la dir-ezrice, 

3 5 p. Erliiri 011 peut dtcrire Ia prabole  
par un mouvcn~crit coiltinu en  employant 
une êquerre VIJJ': on attache fur  un point 
quelconque f d'une des branches de cette 
Squerre, l'extrémité d'un fil de longoeur 
deale, à fH; & ajniit artachd l'autre extrd- 
mité au  poiiit F, on applique par le moyen 
d'un itile M ,  une parrie riu fil contre f H, 
CL tenant toujours le fil t e n d u ,  on fait gliffei 
172utre cô:é Ce l'équerre, 1s long de Z X  ; 
le  Bile M dans ce n~ouvekei i t  , trace la para- 
bole M A .  
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3 Go. L 'équa t ionyy=px ,  iious apprciid 
que pour chaqne point M, le quarréde I'or- 
dorzne'e M P ejL7 ignl au prod~ir  de l'abfiifle 
corre@om'ante p4r le parmzetre. 

On voit dans cet te  meme tquation que 
ks parr i s  yy des orrionnées , $nt entr'eux 

-2 

comme les abfiifes x, c'eit-h-dire , que  P i.U : 
- 2  - 1  - 1  

p m : :  A P :  A p ; c a r t P r t l = p x A P & p n z =  
- 1  -2. 

p x A p ; ' d o n c  P M : p n : : p  x A P : p x  
Ap : : A P : Ap, en divifant par p. 

L'dquation à l'ellipfe t rouv te ,  ( 28G), cff 

grand axe a efl infini, alors xx doi t  être fup- 
primé comme incapable d e  diminuer ax ; il en 
eit de même de 4 ci: i l'kgard de 4 ac ; l'tqua- 

q a c x a x  4 a n c x -  
-7 tion fe réduic c h i c  i y y  =--- 

a iz a n  9 

c'efi-à-dire , y y = q. c x,  qui efi lYEqliatioii à 
l a  parabole ; In paraGole n'ep donc qu'une 
ell ip/e dont le g x n d  axe e j t  in/ini. 

3 6 1. Si ap r s s  avoir joint les points F & 
H par la ligse F H ,  on meiie du point .W, 
fur ce t te  ligne , !es perpendiculaires ICfOT; 
cette derniere rera tailgente à la parabole, 
c'efl-à-dire , ne la rencontrera qu'au Ceul 
point M. 
- En effet, d'un qatre   oint r,nclconquî 
de cette ligne , menons N F ,  f l H ;  8~ la 
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44' C G U R S  
ligne H Z  p~rpendiculaire fur X Z  ; fi quel- 
q u e  autre point tel que N de cette ligne 
pouvoit appzrteiiir à 13 parabole , il fau* 
droit quc IVF= 1L Z ; or NZ eit plus petit 
que NH,  q u i ,  en  ver tu  de la  coilitruLiion 
efi égale à NF. 

3 6 2. L'angle F M  0, étant , par cette 
confirut?ion, tgal à O M 11, lequel e n  Cgal 
i Con oppofë f 1i.r N ,  il s'enfuit que FA40 eft 
<gai à f M N ; donc les rayons de lumicre 
partis du point F & tombant fur aira co!ic.ivité 
M'A M Pe rdfldchiifcnt tous parallélement 
à l'axe ; & r6ciproqucmeiit les rayons qui 
arrivent parallilement à l'axe voxt tous fe 
raffembler au foycr F. 

3 $ 3 .  La ligne AdHt t an t  parailele à VP, 
les triangles W 121 O, TOF font femblables , 
& de lus Cgaux, puirque H O  eit dgal  à OF; 
donc ET= - byH= P Y =  x t c ; par confi- 
quent , PT=FT+FP=x+c+x-c-2 x ;  
donc la joutagcnte P T de fa parahole t$? 

double de ï a b f i z f i  AP. 
3 64. Si du point M ,  on mene la per- 

pcndiculaire 121 1 fur la tangente  T LU, les 
criangles femblnbles T P M , P A4 I donne- 
ron t  TP : PA1 : : P M  : PI, c'efi-à-dire , 2  x : 

X P I ='- - La jou-normale de la para- 
1 X 

-- + p .  
bok 9 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



bk, ejt donc la mtme pour chupur poirir , & 
&ale à /ri rnoitrédu nranrezre. s 

3 6 5. On emp P oie la pour tra. 
êer 1s maître couple des vaiff:aux auxquels 
on veut donner beaucoup de faqms. On dC- 
crit un rettangle A B CD ( Fig, 48 ) dont la 
longueur A B efi celle du Bau , &la hauteur 
efl le creux du Navire : de part & d'autre du 
milieu E de D C ,  on prend E G , E Hkgales 
chacune au demi - plat de la varangue, & 
ayant ment G M & H L perpendiculaires à 
II C & tgales chacune à l'acculernent, on 
décrit deux paraboles tgales AM, BL q u i  
aient leurs Commets en A & en B , pour axe 
commun l a  ligne A B , & dont la premiere 
paEc par fil & la feconde par L. 

Pour pouvoir tracer ces paraboles, il f a u t  
connaître leur parametre ; or fi l'on prolonge 
G M jufqu'à ce qu'elle rencontre A B en P , 
alors M P  fera une  ordonnde, & A P l'abfciffc 
correfpondaiite ; mais l'dquation yy - p x , 
faifant voir que l'ordonnte efl moyenne pro- 
portionnelle'cntre l'abfcifk & le &xarnGre, 
nous indique que our trouver le paramerre, 
o n  peut tirer A if & à fon cxrrdrnid M ,  
Olever une perpendiculaire M K qui  rencon- 
trera A B  au point K , & dttzrminera K P 
.pour ce parametrc; car à caufe dc l'angle 
droit A M K ,  la ~erpendicuhire  P M eR 

A L G E B R E ,  E ç 
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34-34 C o u a s  
moyenne proportionnelle entre A P & P K. 
Ayant dicerrnind ainfi le paramettrc , il fera 
facile davoir tant  dc points de la paraliole 
que l'on voudra par la mithode donnée 
C 3 r Q  

Lorfque ces paraboles font tracdes, on 
achevc le plat dc la varangue, en employant 
deux arcs de cercle dont l'un M O courne fa 
convexiré en bas, & l ' a ~ t r c  O S la tourne en 
haut ; mais il faui , non-fculcmenc , que les 
deux arcs M O tk O S fc touchent ; ( ce qui 
efi aifi3 d'après ce qui  a ért dit en G é o ~ é t r i e  
49 ) i il faut ciicore que M O touche la para- 
bole en M ; c'eit ce qui aura lieu fi 1, P cemre 
de l'arc 'Id O cil en quelque point K de la 
perpendiculaire 1111 i la parabole ; or noi;s 
venons de .voir ( 3 6+)  que poiir ddterminer 
cette perpendiculaire,il falIoit prendre la Tous. 
normalc P I  égale à la  moitié dli pararnetrc ;il 
n'y aura donc $'A tirer du point 61, au rniiicii 
1 de Y K l a  ligne & V I ,  & prendre le centre 
de l'arc A9 O f i ~ r  cette droite M I .  On prend 
ordinairement ce centre de maniere que le 
point O où l'arc al O rcnconrrc la ligne 31 S 
tirte au bord S de la quille, foit le nlilieu dc 
fis ; e'eit pourquoi ayan t  p i s  MFSc F O 
dgales chacune au quart de il1 S, on dlevera 
du point F î u r  M S l a  perpendiculaire F R  q u i  
déterminera le centre R de l'arc il3 0 ,  puis 
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par le point R & le point O,  on tirera R O, 
que  l'on prolongera de la q u a n t i d  O T tgale 
à R O ; & le p0iht T fera le centre de l'arc 
O S; enforte bue les deux arcs M O & OS fe 
toucheront en O ,  Bi' le premier touchera 
la parabole en M. L'autre moitié s'achat? 
de mêmc. . 

j 6 6. Tovte  ligne AL? X ( Fig. 49 ) tirée 
d'un point M de la parabole, parallélement 
a l'axe A Q , s'appelle un diamerre ; chaque 
diame-1: a Con parametrc , q u i  eit en géndral 
le quadruple de  la difiance M F del'origine 
de ce diametre , au foyer. Toi i te  droite rn O 
menée d'un point m de la parabole, paralld- 
lement à la tangente T M  qui paffr: paf l'ori- 
gine ou le fommet M de ce diarnctre, s'ap- 
pelle une ordonnée i ce diametre. Nous 
allons voir que les ordonnc!es 3 u n  diametre 
quelconque , ont la ,même propriété que les 
ordonnées à l'axe. 

Menons l'ordonnde M P à l'axe, & des 
points m & 0, menons-lui les paralleles m p, 
O Q ; enfin du point m , menons m Sparallele 
à l'axe. Nommons A P , x ; P hl, y ; Qp' ,g ;  
A Q, k. Nous aurons A p  ==k - g. Les 
triangles femblables T P M t  m S O, donnent 
T P : P M : : m S : S O ; c ' e f t - à - d i r e ,  2 x . -  
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poiiit rn appartient à la parabole, il faut 
, ,  - 2  

(360) que p m :  P M : :  A p : A P ;  c'cil-à- 
( ~X)':yy::k-g:r,ouyy- dire, y-- 

:&Y Y + gm+, : : k -g: x ; donc, en muI- 
Z t 4 x x  

t ipliant les extremes & les moyens, on a 
ggYY - kyy - gyy , qui fc ri?- XYY - 2?YY -i- - 4 %  

duit ( en divirarit par yy , & fupprim~nt les 
termes p i  [ont les mimes de parc & d'au- 
r re )  2 r 3 - - = k o u g g = k - 2 ,  

4 x: 4 2  
Noinrnoiis maintenant l'abîciffe &f O,  3' ; 

& l'ordoifnéci rn O 1'. NOUS aurons MO=== 
P Q = A Q - A y = k - s ; d o n c  X I =  

I k - s ; & par conîdquenr r , o u g g ~  
4" 

+xx' ; mais le triangle r e h n g l e  nr 5 0, donile 
g g Y Y  m .Y+- S 0's  rn O' ; c'elt*à-dire, gg + - 

4 x 2  

ay ' y / ,  Mettant donc pour g g fa valeur 
+ x x t ,  & polar y y  fa valeurpx , on aura, a p r 2 ~  
les rédueions faires , + xd+p x' = fy' , ou 
( 4x +p ) x' =fi'. Mais fi o n  appelle p' le 
pararnetre du diamme A4 X , on aura p' FL 

~ F M = 4 ~ + q c = ~ x + ~ : d o n c  enfin 
p' x' =y?'. L'dquation à regard d'un dia- 
metre  quelconque , efi donc la même qu'a 

4 b 
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$égard de ïaxe. Lc quarré de lord.mizét! m O 
d un d&mwc quckoonqire M X , r/l donc egd 
au produir de L'aLjirJe par Ir paimtrire d r c e  
diamctrc ; 6 Ls quarres k s  ordoneées à un d u -  
nzerre quelconque de la parabole /ont enrrérrx 
comme Ies ab&%Jcs correfiondanres. 

3 6 7 Il fuit de toxt ce q u i  prtcedc , que 
fi l'on veut décrire une parabole qui ait  une 
ligne inddiinie M X pour diamctre, une 
ligne donnCe p' pour porarnetre de ce dia- 
metre, Bi dont les ordoiindes faircnt u n  angle 
donni avec ce même diarnetre ; on tirera 
par l ' o r i~ inc  ,Siune ligne NMT, fi'î I 2:it avec 
M X '  l'à&$c N M X kgal à l'angle don116 
Par le meme point on mçrlcra &l F fai- 
f in t  de l'autre part avec &1 T l'a11glgle F M  T' 
e'gal à M Al X ; & ayant  fait  1:) P= + p' , 
le  point Ffe ra  le foyer de la parabole ( 3  62 & 
3 6 6 )  ; tirant donc par le point F la l i p c  indé- 
finie TFQ parallele à M X ,  & q u i  rencontre 
T M  en  T ,  ce fera la direelon de l'axe, donc 
o n  Qdterniiixxa le fornrnet A en a'octil;ant la 
perpendiculaire AI P , & partageant P Lçn 
deux parties Cgales en A ( j 63 ). Aiors ayant 
le foyer 8r le îommî t ,  il fcra ficile de dB- 
crire l a  parabole ( 3 $ 8  & 359 ]. 

3 68. 1 , ~  trois courbe8 que nous ve- 
nons de conridt5rcr f~~iiêceifibement , ont é d  
nomm4cr j;.itions coniques, parce qu'on les 

E e 3  
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obtient en coupaiit u n  cône par un plan. 
Y ar  exemple, on a l'cHipfe A M m B ( Fig. 
50 ) 6 l'on coupe le cône C H I p a r  un plan 
A fi1 m, dc maniere que ce plan rencontre 
lebdeiix côttç CH, Cl,  en deçà d u  fommet C; 
il faut feulement  en excepter le cas où ce 
plan f'mit avec ic  côtC C I  le même angle 
que fa i t  l'autre côrd C H avec la bare ; dans 
CLç cas la fiaion cft un cercle. 

Si au contraire le plan coupant ne ren- 
contre l'un des côtds C $1 qu'autant que 
celui-ci fera prolongd , on aura l'hyperbole 
4 M m ( F i 2  1 1  ). 

Enfin on a la parabole, fi le plan coupant 
eR parhllele A l'un C H des côtes du cône 
( Fig. 5 2  ) : en voici la ddrnonflration. 

Concevons le cône C H 2 ( Fi, . 50 & 5 I 

couPd par un plan qui pané par f a d r o i t e  qui 
joindroit le fornmct C , &le cenrre du cercle 
q u i  fert de bafe ; c'eit-à-dire, par un plan 
q u i  paRe par l'axe du cône : la fcaion fcra 
un triangle. Coupons maintefiant le cône par 
trois plans A 11.1 m , MFG, H m  1 perpendi- 
culaires à ce :riangle, & dont les deux der- 
niers îoicnt pxal ic l les  à labaile du cône. Les 
deux k a i o n s  F X G  , E l  m I feront des cercles 
(i:kom. 199 ) , qui  rencon t re ron t  la feflion 
A _iM m e n  A i  & en m. Les interfefiions 
E G . H I  des plans de ces cercles, avec le 
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D E  M A T I . I ~ M A T I Q U E S ;  439 
triangle Far l'axe, feront les diamctrcs de 
ces mêmes cercics. Les interfifiions PM, 
p nt de ces cerles , avec le plan A M nz 
feront ( Grom. I 88 ) perpendiculaires au 
plan du triangle par l'axe, 6t Ièront en rnkme- 
temps ordonndes de ces cercles, & de la 
ièQion A RI m. 

Ceta pofé , les triangles iemblables APG , 
A p l  donnent A P  : A p : : P  G : p l ,  & 
les triangles femblobles B FI ' ,  B I P don- 
nent P 63 : p B : : F P :  H p ;  multipliant ces 
deux proportions par ordre, on a A Y x P B : 
A p x p B : :  PPxPG: N p x  t ' I ;or par la 

-2 

nature du cercle FP x PC = PM, & HPx 
- 2  

p l = p r n ;  donc AP x P B :  Ap x p B : :  
- 1 - 2  

FM:  p z ;  donc les quarrds des ordonndes 
de la Keeçtion A M m  font eiltr'eux ccmnie 
les produits dcs abKciciBes ; or ces abfciires 
tombent de riiEdrents côre's de lYordonnc?e 
(Fig. IO), & d'un m h e  cUté (Fi, 1 rl ) ; 
donc AMrn F i .  $0)  efi uiie ei i ipk,  8c 
(Fig. 5 I )  une hyperbole. 

Q u a n t  à la figure 52, en iuppoiant les 
nlemcs cholès que ci-deigirs, on a, par la 

-z 

p riz = Rp x p  1, ou (à c a u k  des paralleles 
Pp; F f l  , & EP , Np qu i  donnent FP = HP) 

E e +  
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'cl.4d C O U R &  
- a  - 1  -2 

ptri = P P x p I ;  donc P M :  p n z : :  F P > b  
P G :  F P  : p l : :  P G : p I : ;  A P :  Ag, à 
cauic des triangles iemblables A P G, Ar 1 ; 
donc les quarrtls des ordonndes &nt entr eux 
comme les abfcifis ; donc la courbe eil  un0 
parabole. 
Répexions jur Zcs Equations aur Seifions 

,  conique,^ 
3 69. Il fuit d e  ce que nous avons déiiiontré ( 309 ) que fi dans 

I'ellipTe, on nomme x , I ' a b f c i h C O  ( Fig. 3 6 ) pr ik  depuis le 
eeptre fur le diametre Ali14' ;) 1'ordonnCcm Oparaliele au dia- 

6 6 
met re  cor$ugüè C N  , o n  aura yy - ($acr -an )  pour i'é- 

u n  
quation à ce d i ime t r r ,  quelque anglc que fànënt d'ailleurs ces 
deux diametres conjugu&s. Ei fi, par le point nr , on mene m Q 
parallele M M' , & qui Gra alors une ordonnée au diametire 
NN'; $lors nommant Co',  x' ; & m O!, y-'; on au ray  =.Y' & 

b b  
x -y ' ;  &l'équation deviendra x'nl= - ( f  an-y?') ; d'od 

aa a a 
Yon tire y 'yf= - ( f  66 - xfx'). C'eit-a-dire , qu'en prenant. 

6 b 
l e s  ab!EfGes du centre, I'bquatiiin, par rapport  .I d:a- 
mctre  que cc Cuit, cil tocjours de nitme forme , tant qu'oq 
prend les ordoméea para!leles au diametre conjugué. 

Si b eR egal a a, l'é~ùarion dev ien t jy=  $ m r - x s .  que nous 
ayons vu ( t 8 5  ) appartenir au cercle. X a i s  i l  fmt  bien fAire 
atteiitim que c 'en en fuyipo5nt les ordonnées perpendiculaires 
P U  diarnrrre ; car lorilueiles fant tout autre anglc qu'un aiigla 
droit ,  i'èquation y? =$ a a-r x appartient à I'ellipCe rappor- 
t& aux diametres conjugués é2arix. 

Pour l'hypcrbolc, fi l'on nomme r ,l'abfciffe C O  ( Fig 43 ) 
prife depuis lccentre h r  l e  diametre JIM' terminé à la courbe, 
& y l'ordonnée rn O pa~zi le le  zu diametre conjugué N N' , on 

b 6 
aura ( 3  3 8 )  y y  = -- x ( xx -+  aa) pour SCquation à ce dia- 

nn 
nietie ; quel que Tûit d'ailleurs i'angle compris entre les deu 
diarnetres conjugué>. Mais 6 menant,  par le point Ji', la l i p x  
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DE M A T H É M A T I Q U E S .  
b' O' p'arallele au  diametre C M,  on nomme y' l a  l igna  
m' 0' , qui efi alors uiic ordonnée au diametre NN' ; & II l'oc 
nomme x '  l'abfciflè Ç O' on aura x'= y ,  & y' = x , ce  qua 

( y ' y '  -tp a )  qui donne changera l'rquation en x'x' E - 
au CL n 

y'y' = -- ( x l x ' +  3 b b )  , d'où l'on voit que l'équation, pan 
b b  

rapport au diametresonjuguC NNf ,n ' e f i  pas fémblable à ~ e l h  
que l'on trouve pour l e  diainetre fiIJ1' terinink à la  courbe. 

A l'égard de  la parabole , rious avons vu ( j 66 ) qu'en pre- 
nant ICI abkiffes i u r  un diametre quelconque, depuis l'origine 
de cc diametre,  & prenant les ordonnées paralleles à l a  tan- 
gente au b m m e t  d e  c e  diametre , l'tquation étoit toujours 
yy = p  X,  en nommant y l'ordoiinée , x l'abfciffe & p le para- 
rnetre de cedizmetre. 

Enfin i l'égard $e l'hyperbole confidér6e , par rappsrt  d Gr  
a r y n ~ ~ r o t e s ,  en  prenact les abkiffes depuis le centre , Cur une 
des aijmiptores, & les ordonnées parallelcs à l'autre a$mptote, 
nommant les premieres , x5 les fécondes , y ,  Pr a alapuif fance  
d e  l 'hyberbolc, l'équation del'hyperbole fous ce dernier a$e& 
e i t x y  = dia. 

370. Mais il faut bien r emnquer  que pour que ces équations 
Te rapportent aux  lignes auxquelles nous venons de les rap- 
parter,  il eR effentiel que l'une des indéterminées, que I'" par exemple ,  fi compt:: depuis l a  ligne même Cur laque: e Iesa 
f i n t  comptEs, car on peurroit avoir une équation de quel- 
qu'une des fimnes que ~ i o u s  venons de  parcourir, & qui ce- 
pendant ne Pe rapporteroit point aux  dia~net rcs  conjugués, fi 
cette iyuation c R  à l'eliipfe ou i l'hyperbole; ou qui 1orCqu'elle 
appartient à une parabole, ~i'exprimeroit point l a  relation 
entre les abkiffes & ce que nous avons appcilé jdqu'ici les  
ordonneé~ ; Far exeiiiple , (Fig. 5 3  ) 5 C M ' ,  C N l j n t  d e t x  
demi-diametres conjugués de l'ellipfe, i l'égzrd drfiquels on ait 

6 6 
l'équation yy = - (; a a -  x x ), CM' itnnt 5 a; Ch7, ; 6 ;  

a a 
C e ,  x ;  & Q M , y;  fi par l e  centre C on tire un r  d:oitc indé- 
finie F C  E q u i  rencontre les ordocnées Q A? en  E ,  fi l'on 
nomme les lignes C E ,  T ;  qu'enfin par un point B pris à une 
diiiance connue B C = rn , on mene B F ?arnllcle i Q H, & 
qu'on nomme C F ,  n j alors les triangles iernllal>lei C B F, 

rn - 
C Q E ,  d o n n e n t r n : n ; ; x : i i ,  d o n c x s  2- fi on Lh, 

1 2 '  
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fiitue cette valeur de x dans l'équation ci-deifus ; elledeviendm 

o u  ( en diviiant le fecond membre par b b m rn & indiquant 
en ~nérne-temps la mulriplication par b b rn nl) n a  n n  y y - 

- n a a n  

) 
b b m m  i a d n n  

& b n > m  (1 -TT , ou enfin yy i --- 
m m  aann(7f+ 

bqiiation de i&me forme,  mais que  i'on auroit tort, comme 
on le voi t ,  dc regardîr  comme appzrtenant zux diametres 
conjugués ; car les ;?bTciErs y étant prifis fur CE,  les ordcn- 
n i e s  y ou Q M Te cornprent du point Q où la ligne E Mparal -  
lele i C hrrciiccntre L'il2'. 
; 71 .  On vcit donc cn géntral  , r D ,  qce fi l'on a une équation 

d u  fëcond degré à deux indkterminérs x &y,  &fi l'une des indé-  
terminée$ fe compte depuis la ligne fur Iaquelie i'autrc Te 
cornpre, cette tquation appartiendra à l ' r l i ipk  rzpportée à fes 
djametrcsconjugi:és, ou ailcercle, fine renfermant ci'~utrespui[: 
fances de x & y que les pua:r&, ces deux quarrés Te trouvent 
avec di!Grens firties dans diRérem membres - & f i  en même- 
temps la quar,tiG toute connue qui  Ce trouve dalis un même 
membre avec le quarré q u i  auia le Ggne -, - a - elle-même le 

6 6  
Egne +; car fi l'on avoit , par exemple, yy = - (-:na-ux.); 

a n  
cette équation n'exprimerait aucune ligne pofible,  puifqu'el!e -- 

6 b  1/ - ( - f a n -  ail ,  qaanti ié~bfurde(r8).  
donce y = + - u u 

573. z 0  Si les deux q u z r r l s y y  & x x ,  paKés dans dirirens 
membres, ont le même figne , Sr s'il n'y a d'autres puiITances de 
x &dey que ces qunrrés , l'tquatiun appartiendra t~u jou r s  à une 
hyperbole,  laquelle Gra rapportée à un diametre terminé à la 
courbe ou à Con conjugué, Glon que Je terme tout connu aura le 
même Ggne que l e s  quarrCs x x S( y y , ou des fignes diffirens. 

373. 3". Si l'équation ne  renferme que l'un der quaïrfs & n'a 
que deux termes, dont Je ficond b i t  le produit de  i'autreindi- 
terminte , par une quantité connüe , elle appartiendra .i une 
parabole rapportCe à l'un de fis àiametres , fi ces dcux ternies 
placé$ dans différenc membres on? le méme figne; niais s'ils 
o m  diFFrrenr G g v s ,  I'tquation n'exprime aucune ligne pofihle. 

j7+ 4O.  Enfin fi l'équation n'aiant que deux termes, l'un 
eR le produit des deux indéterminées x i% y ,  & l'autre une 
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pan th !  toute connue, elle exprime une hyperbole rapportée 
a Tes ar]rmptores. 

3 7 f .  T e  les Conr les équations aux fë&ions coniques rap- 
pordes aux differentes I i g ~ e s  zuxquelles nous venons de  le9 
rapporter. Nous en serrons I'uhge dzns peu, mais i l  n'eG pas 
inutile de dire d'avance que toutes les fois qu'on aura ope Iqua- 
iion à deux indéterminées x & y qui aura Irs conditions que 
nous vennns d1expofer, il fëra toujours facile de confiruire 
la fe&m conique i l ~ ~ u e l l e  elle appartiendra, & cela en 
fë conduifant comme daus cet exemple. 

Suppobns qu'on ait l'équ;lrionn cd- q y y c- g z x ,  ie 1'6- 
crirois ainfi , .q yy = n  r d - R X X ;  divilant l t  kcond membre 
par g , 8 i n d i p m t  en même-temps la multiplication par g , - 

n r d  
qyy=g( - ; - - rx ) ,  " e n f i u y y  1- 

4 B 
iouc cette fo;me. je vcis ( 309 371 r,ue cette 6quation ap -  
partient à une eX$e dont l e  rapport des qiizrrés d-s drux diz- 

g metres conjugués eff -, & dont le quarr i  de d e  ces dia- 
9 

me:m fur !que1 les r G n t - c o n ~ ~ ~ i é s ,  cil 4+. En effet rom- - 
t; 
b l parant cette kquarion à l'éqtizùcn yy = -- + a a - x x )  ; 

6 6  ncd  a CL 
i'ai - - - g-, S j a a -, De deux 6quarions, on tire 

aa Q P 

a= -, & b - - ce qui dkermixc  
O . a n 

les deux diametres conju~~ués .  Q u a n t i  &nele qae font ces deux 
diainetres conjuroii& , c efi celui que font les lignes z .Y? 
angle qlii eit cenfé connu par la qüeition qui  aura conduit a 
l'équation n c (1- q 7 y z g x x .  O r  nous avons vu ( 3 r 6)  com- 
ment , connoiiTant ces trois clioGs , on peut décrire lYellipTe. 

On fe conduira de mcriie pour les équations aux autres fëc- 
t i ~ n s  , 1orL;u'elles Se rapporteront à queiques-mes de celles 
que nous avons expo&s ci-derus. Nous alloi!s voir qu'en gé-. 
néral  toute équation du fecond dcgré à deux indéterminées, 
exprime toujours une  &Aion conique, ou n'exprime aucune 
ligne poGbIe*; 81 cela fë dEnwntre en fairant voit que toute 

.* 11 f i u r  f eu lement  dn excepter auquel CS rn&ne,  c'le n'elt p-s  
le cas où elle Ceroir le produit de ri.e!lem~nc du  iecond d e g r t  ; mais 
deux faaeurs du pietnier degré, tels ce cas  nc pouvant nous fcrvir ,  nous 
que 6 X +  I ~ Y  + 6 ck d x  +fy +g ;  1 ne uous en occup:rons poiur. . 
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Yquation pareille peut toujours âtre ramenée à quelqu'une d e  
cel les  que nous avons doniiécs ci-deffus. Nous allons en donnce 
b méthode ; mais pour répandre plus d e  jour îur I'uiige de 
certe m6tIioda & fur les coiiflru&ions auxquelies elle conduit, 
(il eff à propos de p1ar;er ici les réflexions i;ivantes. 

376. Puifque tout: queffion qui peut i t r e  réfilue pai1'Al- 
gebre conduit toujours i une ou plufieurs équations, toute 
Cquation à deuxindéterminies,  u & r , peut toujours erre coiifi- 
d i r i e  comme v t n a h  d'une quefiion où CPS deux indéter~théer  
u & r repréfintoicnt les deux inconnues. Queile qu'ait é t i  
cette quefiion, bn peat toujours conlidérer l'equation comme 
exprimant l a  nature d'une courbe; & cela eit bien facile à 
roncevoir;  czr fi 1'011 donne arbitrdirement Yc fucceRivement 
à l 'une des deux inccnnues , à u ,  par exemple, plulieurs sa- 
leurs; Sr qu'à I'aide de l'kquation & des regles cie i'Algebre 
on calcule à chaque fois la valeur de r , il et? évident que rien 
~ 5 i n p é c h e  de marquer iLr une  ligne indélinie A R ( Elg. 13, 
$ 4  Br $ 5  ) l a  valeurs A P, A P , R'c. qu'on a données a u , de 
mencr par les poipts  I', P , h c .  des-ligms P J I ,  I 'M,  &c. pz- 
rnIlelles entr'elles & 6 ü s  un angle dérerinint , & de faire ces 
dernieres égales aux valeurs correîponàantes qu'on a trouvées 
p u r  e : l a  fuite des  oints Af, Al, &c. déterininés de cette 
inaniere formera une courbe dont la nature dtpendra du rap- 
part  des lignes A P & P M  , & puifque ce rapport eff exprimé 
p a r  l'iquation dont ces l i p c s  ont été dtduices, cetre équation 
exprime donc la nature de cette courbe. 

Cela pofé , concevons que la courbe [oit une fiCticn coni- 
que : il efi clair que ,  comme dans la queflion qui a donnd 
cette équation, on ipnoroit , ou l'on pouvoir. i g n ~ r e c  totale- 
ment  fi un pareil uGge de cettr équation donneroit une k t t ion  
cunique, on n'a pas clisrché à dirtiorer les ligne: P P & I> 
demaniere  que l'uneayant Pa direEtion iur  un dianictrs, l'autre 
fiit parallele à l a  iangente menée par 1s b m m e t  de ce diametre, 
ce qui efi d'abord néccfliiire peur que l'équation ait l'une des 
f x m e s  ci-deirus. On voit donc par-là comment i l  peut Te faire 
qu'une bquation, qyoique n'ayant pas l'une de ces formes, 
appartienne néanmoins à une fc8ion conique. 

377. Voyons donc maintenant comment on peut ramener 
toute équation du Iècond de r é ,  & qui renferme deux indé:er- 
rninies,  3. avoir l'une des f! ormes que  nour avons vues appar- 
tenir aux !&?ions coniques rapportées aux lignes auxquelles 
Rous fes avons rapportées ( 369 ). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



kjlt. La métliùde que nous allons e x p ~ h r ,  iiippofë qu'on 
fiche Lire  diiparoitro le Cecond terme ddns une Cqiiation dm 
recond degr? à une inconnuc. L a  regle pour oette optratioa 
e@ finiple . il fnut tgaler l'inconnue au2nient6e ( ou  d iminuie  
di le rec0n.i terme a l e  fiqne -) de la moitié du coefficient ou 
mi11r i~l i~a;eur  de;\ daln le k o n d  terme , a unenouveiie incon- 
d u e .  dprrs avoir préalaiilement digag; le q l~a r r é  de l'inconnue. 

Par exemple , pour faire difparoitre le Cecond terme de 1'6- 
puatian4 r ' i -  r z x = 9  , l e  diviGpar 4 ,& j'aix' i- 3 x={; 
~ e f n i c ~ + t = ~ ; e n ~ u a x r n t ,  jj'aixl + - 3  x + ~ = ~ < , & p d m  
conGquent,  x" + 3 x =T I  - 9, hb2irudnt dans I'épuation x A  
+ 3 x ; j'di 11 -9 = g ,  OU T C =  7 , ipuation qui n'a plus 
d e  Cecond terme. 

Si j'avois xa - 4 x = 7 ,  je fcrois x - z = T ; quarrant, 
j ' n u r o i s x a - + r + + r - ? % ,  ou 9 - 4 x = ~ ; - + , ;  d'où, 
rn  Lbfiituant , il vient 5~ - 4 = 7 , OU 1 1  , equation 
Caus iecond terme. 

379. On peut mgme ,  fi on  le veut, egaler l'inconnue aug-i 
ment i e  de  la moitié du coefficient du  kconll terme ; non à una 
inconnue fimple , mais à une inconnue mdt ip l i i e  oit d i v i f h  
par.une quantité arbitraire; & cette remarque nous Cervira dans 
quelqws momens. 

P ~ T  exemple ,  dans l'équitiod xz - 4 x = 7 ,  au lieu de faire 
fùmplemenr ,i - z = y ,  comme ci-deffus , je puis f i i re  x - 5 

k 
h - ; j'aurai, en  opérant toujours de l a  même rnaniere 

n k k  k K k3-4x+4= - c r ,  & p a r c o n f é q ~ e n t x ~ - ~ x =  -rr-4; 
7 2  n k k  71 B 

d'où, en  fubitituant , on tire - 7 r - q = 7, & p a r  confiquent 
&t n n  
m; < < = I I : on n'en aura pas moins l a  méme v a k u r  pour r , 
guelque valeur qu'on donne à k Sr à n; en effct , cette équation 

-d 
precifénient comme par le premier proctsdé. En un rnor, cela 
ne change rien à ce que l'an cherche; maisen introduifintainii 
Une quantité arbitraire, on fe ménage les moyens de remplir 
certaines vurs , auxquelles uii n r  fitisftroi: quelquefcis que d'une 
maniere indire&, ou moins h p l e  a e a  s'y prenant autremenk' 
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Moyem k rnmencr aux Seaions coniques t o u h  

Équorion du jecond degréd deux indérermi- 
nées, lofiu'e IZe exprime une chojpoJible. 

3 8 3 .  Suppo6ns qu'on ait l'iquation d  r r 4- c u r + e u  u  + 
f d  r +- g e ir + hd' = O , qui renferme toutes les équations du  
Cecond degr! i deux indéterminées u  & r ; dont aucun terme 
n e  manque. Conccvons qiie cette kquation appartienne à unc 
courbe 1)f M (ELg. $ 3  & 5 4 )  dont A P  & PJi' [ont les coor- 
données. Voici comment on s'affurera que cette courbe eR 
toujours une Ceaion conique , & comment on déterminera 
cette CcÂiori. 

Il faut,  lorfqu'il nemanque aucun des deux qi~arrés I' & us,  
faire dirparoitre Cucceflivemcnt le Gcond rerme de cette équa- 
tion par rapport à r , & le fëcond terme par rapport i Y;  ce 
que I'on fera de la maniere fuivante. 

Après avoir renfermé entre deux crochets tour ce q u i  mu14 
tiplie la premiere puiifance de r , je digage t i , & j'ai t r +. - - 

e u u  g c u  
(fi?) l+ -+ -+  d d h d =  O (A). J c  fair donc 

CU 
(378) t -i- i; f +- - y ;  en quarrant , j'aurai f r  + 

zd -  
f c u  C C Z I U  + ; ff+ -- +- -- = y y ; & par confiéquent I r 3. 
2 r l  4 dd 

f C u  c c u u .  - - - . iubfiituant dans 

I'équatioii ( A ) ,  & tran$ofanc enfuite pour laiirer yy GUI, 
f ' ç u  c c u u  e u n  j'di y y = $/y+ + - - - 

z d  q d d  J 
'Lu - B d 4 4 4 ,  

d 
o u ,  en multipliant tour par 4 d d ,  & rdffernblnnt enhi te  les ter, 
mes qui  (ont multipliés par  des puiFmces Grnbhbles de Z r ,  
4 d d y y = f f d d - 4 h d j + ( z c J ' d  4 g e d ) u + ( c ~ - + d c ) u u .  

Comme les quantirts d , c ,  e , f, k c .  repré&ntenr des quan- 
titis connues,  -on peut, pour abréger le calcul, reprCfentcr 
f f d d  -4 h dj par une Gule lettre r ; reprLienter de mi.me, 
: c j ; l - 4 g e d ,  par q i  c c - 4 d e ,  parm j l'équatioo 
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deviendra 4 d <i y y = r +- q u f m u' , rn , q , r poilvant être 
poS.ives ou négatives. 

Fairons mintenant  difpxoître le fècond ternie par rapport 
à u ;  EZ pour\ cet effet , commençons par dégager uu, ce q u i  

Y de faire firnpiement M -(- - = à une nouvelle indéterminée x ,  
7. R1 

4 "  filon la  regie donnée ( 3 7 8 ), je le fris = - -- , ( 3 79 ) ; 
2 in n 

c'eft-à-dire , égal i une nouvelle indéterminée x rnultiplife 
par la moitié d u  coeilicicnt du kcond terme,  & divifée par une 
qudntiti: arbitr4re n inconnue pour le moment, mais que nous 
déicrminerons dans peu*. 

5'" J'ai donc u + -(I_ = 4 "uarrant, ilme vient uu+ - 
a m  z m n  rn 

SubRituant dans l'équation ( B )  , j'ai q q X x  --- 
7 

4- 
4 m m n n  4 m m  

- = 'Ldy y ; kquation q u i  appartient i l'ellipfë ou I9hyper- 
rn m 
bole , tant qu'aucune des quantités d , rn , g , r , &c. n'eR z&o ; 
excepté le casoù nous allons voir qu'elle n'exprirneroit aucune 
ligne pofible. 

Examinons maintenant dans quels cas la courbe eR une 
ellipfe , dans quels cas une hyperbole, & enfin dans quels cas 
il n'y a pas de courbe. 

Pour  cet effet, digageon; y y, & nous aurons y y .i 9 4 X X  
I 6 rnrindd 

4 9  +r -- 
1 6  m d d  4 d d '  

ou , en divifint le fëcond membre par lc 

coëfficient de r .r , & indiquant en même-temps la  multiplica- 

tion par ce niême coëficient yy == 
équation dans laquelle les quantités q ,  n & d étant 

14 
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ru qua&, les tgnes ne peuvent clianger que lorrque tir ail rg 
au lieu d'ètre politifs , feront néaatifs; mais Je chan~erncnt  du 
figne d e r  n'en-apporrant aucun ;-ceux der quarrés & x x, 
la courbe ne c)iange point par le changement du figne dc r d  

A i ' égxd de m , s'il el.? négatif, i'équation eR alors y y 

- - 
q m r n d  

q q  x ( n n * -  &nes en haut Jc en bas ) y y  =a -- 
1 6 m n n d d  a a 

L x - x x ). On voit donc ( 3 71  & 3 7 z ) que  tant que nz fira poli. 
tif, !a cniirbr fera une hyperbole; & qu'au contraire, elle iera 
une  cllipfè , quand na fëra négatif; or la quantité rn a repré- 
fenté ci-delfus c c  - q d e  ; & dans cette derniere, la quantité c 
&tant au quarrt , L c eft toujours puf i t i f ;  donc rn ou c c-4  d t 
ne peut devenir négatif qu'autant que 4 d e hrpaffera c c ,  81 
ce l a ,  f i i t  que d 8 e Coient tous deux pofitifi foit qu'ils foient 
tous deux négatifi. 

3 8 1. D o n c j  Z'on veut fdvoir dans  quels cas une lquation du 
fecond &gré, à de u~indézetrninh u O r . te& que d tl + c  u t 
y e U' -+ f d t -+ g e u -+ h d' = O , apparcienz L i'cll@ Je ou 
a fhyperboie, il n'y n qu'à cxciminer fi l e  qunrré c c du coifi- 
cieizt du t e rme  u t, moirls I c  quadruple duproduit d e  des coe$ 
cienrs de t' li (le u' , f ~ i z  uric qumzirépr,Jitive on n<qative : 
d m s  le premier c'zs , In courbe jèra u n e  hyperbole; 8. dans Zc 
frrond c m ,  zme ellip/e , A rnn in~  que d ne /oit s; e ; alors Id 
courbe peu: être Z I ~  cercle, ainjî qu'on l e  verra plus 60s. 

11 faut fiuleinent excepter de cette regle ,  le cas où r étant 
9 q  nCgatif, feïoit plcs grand que - pour l'e!lipG; car alors la 
4 

q m r n n  q m r n n  
quzntité n II + -- devenant rl n - - , OU n n  

4 9 q 9 
4 m r  , eil n&~;ive fi - e i t  plus grar.d que r , ou, 
q q  

ce qui revient au mbme, fi 4 rn r eii plus grand que q  q ,  ou 

enfin fi r efl pliis grand que - , ce qui rend fa valeur de fi 
A Vl 

& par conréquent l a  courbe imaginaire. 
Il reff e à faire voir comment on peiit décrire l'eIlipG & l'hy; 

p e r b i e  que nous venons de reconnoitre; conlidérons i'eilipfë. 

3.821 
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c Y ~ b t .  Des deux équations t + : f + - .-y, & u + '- 
1 d 2 rn 

3- + " , que nous avons eues pour fdiie diGaroi. les fs- 
z m n  

conds termes , la feconde, par la fuppofi:ion adiielle, que  

rn efl négative, Ce change en u - -!!- 3 3 "; mais comme 
z m znrn 

n eff une q~~an : i r é  introduite arbitraircrnent, un peut la  f i p -  
pder  indiffbrîmment pofitive ou négative ; en l a  hpptiidnt 

nl:gative, on a u --q-  = 4% ; conBruifins ces deux C p a i  
z m  zmn 

tions pour avoir l a  pûfition des dianletres conjugués. 
C ü 

L a  ptemiere , idvoir t + if+ - 
iri=" 

fdit  v ~ i r  que polir 

nvoir y, il faut augmenter c!~aqtie r Ce la quantité 2 f + - 
a d? 

on menera donc par le point A , origine des u 8. des t (1  ig. 
1 3  ) , la ligne A B = + j 'parallele à In ligne Y AI ou t .  Par le 
point B , on menera El Y 1 para'lele à l d  ligne A R , f u r  la- 
quelle fi comptent les u , & ayant pris arbitrairement la ligne 
Ll K ,  on ménera parallèlement à A B, la 1iyr.e h'L ~ u i  (o i t  3 
B K : :+ c : d ;  fi l'on tire par les p o i q t ~  B fi 1, la ligne indifinie 
R L e ,  alois leslignes f? l;il compt i t s  des r,oints V cil cette li- 
p e  coupe les lignes P J I ,  feront les valeurs de y. En effet,  on 
a Qj l=PRi+  i'Q-1.i'iK+PI + l i _ ) e r + f  f t 1 Q ; o r  
lcs triangles IèmblaLles E K L  & B I (! , donnent BI< : K L  : : 

C U  
B t o u  AP: 1Q;c'eff-à-dite, d: $ c: : u :  I Q  = - ; donc QMz 

C 16 
t d 

+ If+ Y* Puifque les y fe comptent depuis la I ignc 

i Q, i l  s'enhit ( 370 ) que pour que l'équation à I'ellipfë ; 
trouvée ci-deBus, appartienhe aux diametres conjugués,  les x 
ioivent être comptés f u t  la ligne b' L (l , & q ,  e l e  point d'où 
elles feront comptés, &a le c e r t r e  ; enïorte que C) L B cd? la 
direfiion d'un des diametres. Voyons à déterminer? ce centre. 

I 4 %  La feîonde équation u - - = -, fait voir que fi fur 
zrn zmn 

4 A P  ou u, on prend AC z --- , la quantité GP q u i  vaut AP - 
g z m  . 

A G ,  vaudra u - -- & paf confèpuent - i on a donc t r m' z m n  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



GP e - q ~  ; or fi par le point G, on me-ne G ~ ~ C ~ a r a f l e f b  
z m n  

aux lignes PM, le point C où elle rencontrera L Q , Cera Pori- 
gine des x , & par  conf?guent le centre ; en effet, nous venons 
de  voir que les x doiveet etrc comptés fur L p; or lorfque 

IX G P cfi zero , fi valeur - doit é t re  zéro ; x doit donc être 
Z. rn 7z 

zéro alors, ce qui ne peur avoir lieu que Iorrque les x commen- 
ceront au point C: ainfi les lignes Q iM étanty,  les lignes C 
font x. Delà il efi facile d'avoirla valeur d e  n ; car on a G P =E 

4% I - , OU, ( en  mertant pour x , fa valeur C Q , Br pour - 
z i n  n A G x C Q  A G x C Q  ~ m '  
Ca valeur A G )  G P  = ; donc n = --- - 

G f' , mais 
n 

les paralleles Q P, C G & A B , donnent CP : A' G : : CQ : 
A G x C Q  

B C = - ; on a donc n = BC; c'cfl-à-dire, que pour 
G P  

que l'équation à I'ellipie , trouvée ci-deifus, appartienne aux 
diametres conjugués dont Ics direfiions b n t  Q B & C N ,  il f ~ u t  
iiiertre pour n , la valeur de BC,  qui  eR di terminie  par les 
c~nl t ruf t ions  précEdentes. 

Il nerefie donc ?lus , poür être en Srat d e  décrire cette elli?!è, 
qli'à déterminer la giaal2urdes d i a m e t r e ~ c o n j u ~ u é s  ; car l'an- 
g l eB  CN qu'ils func entr 'cus,  ië rrouve dbterrniné par les 
vptrations précédentes. Or cela en h i l e  , en imitant ce que 
nous ayons fait j 375 ). II ne s'agit que d e  comparer l'équation 

4 4 4mnnr 

1-1 = 18mdii~ ) , ~ i q u a ~ ; y y  = 
- (2 a LX - x x ) .  Cette comparaifin donne - = -- 
u n  a n  16mddnny 

des quanti:és connues, on a donc les valeurs dss diametres 
~ o n j u ~ u f s  n & 6 ,  avec lefquelles , & connoirant d'ailleurs 
l'angle B C N qu'ils doiveni faire, on décrira l'ellipfè de 10 
maniere o u i  a et6 cnfeigcée ( ; r 6 ). 
38). 'Remarquons que fi les valeurs de  d & de b f in t  igales, 
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& qu'en même temps l'angle ll C N Cait droit, la courbe efi 
aiors un cercle. Sii'on veut d h r m i n e r  ria,ii q u ~ l r  tas te laaura  
lieu, il n'y 2, I "  , qu'A fuppoCecdans notre équation a l'elliple, 

q u e  g q  - - I , c'eil-à-dire, que q p = 16 m d d n  n, c e  
16 m d d n  n 

qui donne n lz = -- P.- ZO. Si i'anglc BCD slt droit, a n  do+ r 6 m d d '  
- 2  -2 - 2  - 2  

vfoir BC+ CD = .BD = AG; or BC = n. & Ies trian- 
gies Grnblables, &CD, BLK , donpent BK : KL : : BU ou 

A G :  ~ l ) , c ' e i t - ~ - d i r e , d : ; c ; : 4 :  C D ,  d'où Son tira 
z m 

cc= ,+ d d ;  mais pu+ue rn ei t  ndgatif, on  a c - 4 de 4 

- m , o u m = 4 d e - c . c , i l f a u d r a d o n c q u e 4 d e = 4  J d ,  
-ou que d = r. 

384. O n  voit  donc quepourPJvoir fifa cour~c e/f uacerc2e, 
une el l i , jè  , ou imc hyperbole, il eil inutile d'avoir igxd aux 
trois derniers termes j i l r  , g e u, & h dL de l'équation d t a  + 
~ u r + c u Z + f J t + g e u + h d z = o ; c e l a d é p e n d  Ceule- 
ment des trois premkis ,  eriiorte que fi d ,  c, & c Gnr tels que 
c c  - 4 d e  Coit pofirif, la courbe léra une hyperbole; elle fera 
une eliiple , fi au c ~ n t r a i r e  L' c - 4 d e  efi négatif, excepté le 
cas ou l'on aura en ménie tcnips d= e ,  c'ei't-à dire ,  où les deux 
quacrés i ra  & c' auront l e  même coëfficient ; alors elle iera un 
cercle fi l'angle des moiivelles coordonnées eil droit. 

3 8 c .  Tou t  ce que nous venons de d i r e ,  i l 'exceptbn d e  
ce que renferme le no 3 8 3 ,  s 'appl ipe  également à l'hyperbole, 

4 mrnn 
c'eff-&dire, à 1'Cquation y y  = a- 

i b m n n d d  
à la différence des fignes près. Ainfi en 
cede & l'appliquant à la figure y + ,  il n'y a d'autre c h a n g e m e ~ t  
i faire que de porter A Cà I'oppoGte de A P , c e  qui en  indiyu& 

4 q x  par l'éqqztion u + - 2= - que 1'00 a eue d'abord 
7. rn z m n  9 

( 380 ). DU reRe , tout CR le même,  en changeant le niot 
rllipfi ,  en celui d'iiyperkole. 

Dans les diffirents cas part;culiers, les quantités A C,  B K ,  
A B ,  K F ,  ( Fig. 3 & 74  ) peuvent fi rroüver d i@oEes  tout 
au contraire de ce que !'on voir i c i ;  mais ces ctangernent8 

F f t  
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452 C O U R S  
firont t o l ~ j o u r s  indiquis par les lignes des quantités d ,  c,-f, 

C U  q 9 ,  &c,  dans !es équations r+ f+ - = y ,  & u 4 - 
z a! a na - 9 "  -. - - que l'on a en fdihnt dirparoitre les k o n d s  ter nes. 

2 m n  
3 3 6 -  11. n o s  refle deux casa examiner : cc Gnt I O ,  c e h i  OU 

i'on auroir L G - L1 c = O ; z 0  , celui où l'on auroit tour la 
fois A - s , & e = o. 

Dans le premier cas,  c'eR à-dire , lorfque c c - 4 de r O ,  o u  
E c = 4 d e  la ç o u r b r  eff une parabole. Comme laquant i t i  rn eff 
a lors  zé  O , l a  conltrufii3n p ré~éden te  devient inutile ; parce 
qu'dprès avoir f mit évdnouir le fecend terme par rapport à r ,  
le-tenne r ~ a  ne-sIy trouve plus. Ce cas fe reconnoit facilement 
rn ex~rninant  fi dâiis l'éguation , on a c c = 4 d e ,  c'efi à-dire, 
Q les t r i s  termes r '  , ZL r & u' forment un quarré ; czr de ce que 
cc-+ d c ,  on d é d ~ i t c  = z ri Q c  , ce ¶uichnnge Iei troispre- 
rnicrs termes d e  l 'équation, en  d z '  -+ I u r / d e  + eu1 , qui  
efi l e  p r r C  de r i d + u r/ e. 

Dans  ce cas ,  on fera ,  comme ci-devant, difparoître le 6- 
colid terine,  pnr rapport à t , & alors j'6quation Te réduira en  
opérant mot i m o t ,  comme ci-deifus, à 4 d d  y y -e r +- q u 
alors pour ranener  cette dernierc à l a  fo:rne y y = p  x ,  qui 
( 7 69 ) eff ce!le de  la parabû!e rapportée à tin diametre dont les 
grdonnées font paralleies à la tangente a u  Commet de  ce dia- 

r t q u ;  onfera metre ,  on digagera y y ,  c e  q u i  donne yy  = --- 
a d d  

ce têcond membre égal à u n e  nouvelle i n d é t e r m i k e . ~ ,  rnulti- 
p l 2 e  par un nombre n que l'on dherniinera comme on va le 

voir ; c'eff-à-dire , qu'on fera '-+ e n x ; alors an aura 
4 i id  

7 y  = 71 r. II ne s'agira donc que de confiruire l'équaticn 
CU 

t + If + - =y, qui a iervi  à faire dirparoître lefêcondterrne 
z n 

r + q u -  par rappûrt i s, & l'équation -- - - n x ,  qui aura Grvi i l a  
4 (id 

feronde réduaion. La premiere de ces deux équations étant 
' précirémefit l a  même que celle que nous avons confiroite 

( j 3 ) , G coiiffruira de  mirne ici; ainli i l  n'y a qu'à appliquer 
- à la Figure  r <  , mot h mot ,  ce qu i  a été d i t  ( 3 Ez ) pour la 

C ü 
Figutr 5 3 relati~ement à la conff ruAion de r -+ i f+ - sy, 

5 (1 
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?es y Gront !es lignes Q M ( Pig. 7 5 ) , & l'on aura BLQ pcur 
l a  direaion du diarnctre Cur l e p e l  les A doivent être coi1 prés. 

Pour déterminer l'origine des a, & par conLéquent le hm- 

niet de ce diarnetrs , on emploiera IJéquation rt - n s, 
r 4di ln .x  4 d d  

qui donnant u + - = - , fair voir pue fi Ibn  prend 1 
4 4 r q d r i n x ;  

I'oppofite de AP, l a  quantité AG = - on aura GLJ=- 
r 9 4 d d n x  Y 7 

p u i ~ u e G P = R P - + R G = u + ;  --- -;donc ii par l e  

point C, on me ne^^ D p r a l l e l e k ~ x  l ignts ls LW, & qi  i reri- 
contre Q L II  en C, le point C fera l1orig.r>e des r , ~ u i f ~ u e  

4Ednse 
i'équation G P s - fait voir que quand G 1) efi zéro,  

a 

,o doit ètre zCro, Pr q i e  d 'ai l l~urs les x devant  êrre conipr6s 
iur l a  ligne de laquelle partenr les y ,  doivent ér-o&cmptés 
f i r  B Q. 

Il ne  s'agit plus que de déterminer l e  parametre n. O r  on 
4 d d n  x .  

vient de voir que G P - ---, mais les paralleles C D  & 
a 

Qldonnen t  BC: B D  ou AG: : C Q :  B l o c  GP;c9etI-à-dile, 

or t ~rdfint donnes dans l'équation; & t: C elt dé t i rmini  par  
la  conltruftion ; on connoit donc n ou le yarametre;  d'ailleurs 
cette même coriBru&ion détermine en même temps l'arg'e des 
roordonnées C Q & Q M ou x & y  ; il en  donc ailé dc ccnC 
truire la parabole félon qu'il a érC enkigrié ( 3 67 ). 

387. Puifque l'équation générale appartient i la psraboie 
Iorfyu'on. a cc= 4 d e ,  il s'enhit yi 'c 1orlqi;e le procuir ut d e s  
deux indétcrrninées ne le trouve point dans cette éqiiatioii, il 
faut pour qu'elle appartienne à la parabole,  qu'il y manque 
aufi un des deux quarrés z' ou id' ; car c ;tant alors zéro,  l'é* 
quaiion c c = 4 d e  ou O = 4 d e  , fait voir que d ou c s O 

388. S i l e s  deux quarrgs f int  tous deux dapç I'équ~rion 
que le  produit u r ne s'y trouve point ,  alors la cocitru&:on 
donnée ( 3 Rz ) & qui  convient aux Figures 5 3 & f 4  , d ~ v i e n t  
p lus l imple ,  parce ue c étrntzéro,  l a  ligne K L eit zéro , & 
8 L rornùe fur B 2, qui devient alors un  diarnetre ; lcr i i  n r r  
da r ir dis y fint donc parsIldes i wller des - u - b des r .  W N  
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c e  mEmc tas 1'é~atloiiifi:rnent du Gcond terme par rapport à iI 
fe fera fans employer lair.connue n , parce que  B C qu i  elt n 

4 ( 3 8 2 )  étant alors égal à B D ou A G, on a n = - ce qui ré, 
9 !lx 1 m7 

'duit l ' é~uat ion  u +- - - = qu'on a eue pourfaire diC- 
a m  z m n  4 paroitte le zd ierme, par rappert  à u, à celle-ci u -+ - = x. 

z rn 
Il L i t  del2 , qu'outre les conditions mentionnies ( 3  X4) , il 

b u t  dans le cas pré:ënt , pour que la courbe hic un cercle, que 
l'angle des coordonnées ZL 8r r foit droit. 

3s9 .  Lorhi!e le produit ZL L 10 trauve dzns l'équation, 6 
après avoir tait évarouir l e  Iècond ieriiiepar rapport i l'une 
des  deux indétrrminées , p!r exemple, par rapport à t , il ne 
fe trouvoit plus d'autre p iKance  de ïindéterininée u ,  qlie le 
quarré ,  alors quoiqu'il n'y ait plgs d e  recond terme à f ~ i r e  
difparoîth,  il n'en faudroit pas moins faire une  transforma- 

Lx i 
tion qui coniilteroir 3. faire u = - - étant une fia8ion in- 

n 7 n  
Connue, mais que l'on détermineroit lors de  la con~ru&ion ,  
d 'une maniere Ièmblable à ce que nous venons de  faire (381). 
Nous  en don;ierons un exemple plus bas. 

;go. Si des trois termes t 1  , u t , & u2, il ne manque que l'un 
des  deux I'équation appartient toujours à une liyper- 
bole , ou n'exprime aucune courbe; parce que Ii d o u  e efi zéro, 
l a  quanti& c c - 4 d c Ie réduilànt à c c , efi eirenriellement 
pofiûve ( 3 84 ). 

3 9 1 .  Enfin fi les deux quarrés r Z  & ua manquent en méme 
temps , aiiquel cas on a une équation de  cette forme ,gu r +- 
li L- k u - I  = o  ; g ,  h , k ,  1 pouvant être indifféremment po- 
Siifs o u  ntgatifs, on ne peut encore faire u h g e  de  la confiruc- 
rion donntc ( 331. ). L'équation appartient à l'liyperbole rap- 
por tée  à Tes afjmptotes;  mais cornme les abEiffes & les or- 
donnèes ne  font priint comptées du centre, on les y ramenera 
de la maniere iuivante. 

h t  k u  
O n  digagera  le produit ut; ce qui donnera u t  +- - - 

2 g B - - = o. O n  fera l a  iomme des quantités qui multiplient I L  

g k 
Ygale à une indéterminee y, c'eA-à-dire , t - - = y  ; oe q u i  

k A r  
jlonne t 3 y + - ; fubfiiruant dans l'équation u t  +- &c.=o; 

g g 
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hy Irk Z + '%n aura u y  + - - + - -- - O ; après cette traiisforrnz- 
R Rg R 

t ion , on fera l a  Coinme de  toutes les quantités qui inukiplienty, 
h 

Fgalc à une nouvelle indéterminie x , c'eif-à-dire, u +- - = x, 
Iik I? g .  l 

ce qu i  r idui ra  l'équation à xy + - - - = o, ou x y  z - 
h k  ai? R g 

L - qui  appartient à l'hyperbole entre 6 s  afjmptotes , les 
a P  
Y ',. 

'abfiifes x Ceant comptées depuis le centre iur une des aGmpt3- 
'tes, & les ordonnées y étant comptées depuis cette alynrptore 
parallélement à l'autre; enfin la puiffance de  cette hyperbclg 

1 h k  s e f i -  - - ( 3 4 7 1 .  
g gg 

Pour confiruire cette hyperbole, oh conff ruira,  de la  ma- 
k Iz 

n i e r e  fuivante, les deux équations t - - =y, & u + - = x 
g B 

¶ui ont fervi à réduire. L a  premiere fcit voir qu'il faut  dimi- 
k 

nuer  chaque t de l a  quantité - pour avoir y. On menera donc 
P 

p a r  le point A (Fig. 5 6 )  origine des u P des t ,  uneligne R B  
k 

paralIelc aux lignes PAZ ou L, & égale i - : tirant enh i t e  par 
Lr 

l e  point B l a  ligne CBQ parallele à A P , ~ S  lignes Q+T Gront 
k 

l e s y ,  puicque Q M = P M - P Q = P M - A B = t - -  z y. 
h P Pour  avoir les x , l'équation u + nfait voir qu'il a u t  aug- 
5 h 

h ~ e n t e r  les u ,  c'efi-à-dire, les lignes AP, de la quantici -; - on 
h .cg 

portera donc à i'oppofite de  A P ,  l a  l igne A - - f - fl ' " 
CSparal leIe  aux lignes P M  & qui rencontre B Q en  C; C Q 
f i ra  r & Cfëra  le centre de I'hyperbole dont C Q  lir C S  Gron; 

* - .  
6 h k  

l e s  afjmptotes : ayantlesar).mptotes &IJêquationxy= -- - 
ir gg9 

on décrira l'hyperlriole de la maniereqyi a été enC2igni.e ( 3 ~4 1. 
Si les trois premiers termes z'  , u t  & al manquoiene dans l'c- 

quation , alors elle n'exprinieroit plue qu'une ligne droke dont  
l a  conitruAion eit facile après ce que  nous avons dit h r  la coni- 
truAion deséquations qui ont fervi aux réduitiors préc idents .  

392.  Aiofi, I O  , toute équation du fecond degrC à deux iu* 
& f a  
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term'nies , & qui  n'efl point dkompofibIe  en deux fafieure 
du drernirr degré ,  t t ls  que m .c 4 n y 4 q ,  cxptinie tou- 
jour. une le&ion conique ,  ou n'exprime aucune courbe 
p o  II xe. zO. Lette courbe eli eilipfi , ru h) perbole , ou pq- 
raoo e , fe'on que le quarré du coefficient du produit u t 
de5 deux iridéreimi~ ées , moins le qu.idruple du pruduit des 
coeffiLieii:s des de lx quarrés t' €i u' tit négatif, ou poliiif, 
ou zero ; & en parriculitr ~ l l e  peut être un cercle,  lorf- 
que  ce meme rérultat é tan t  nég;itif, les cocthcirnts de u' 
de  t' h t  égaux. 3 0  Et pour ramener toute Cquation apparte- 
naiite à une ie8ion conique,  aux équntions que nous avons 
données en t r a i : ~ n t  de ces courbes, il faut le conformer à ce 
gui  a été enfeJgni ( 380,  3 8 6 ,  3 8 8 ,  389 & 391 ), 

Applicarion dt ce qui précéde , à l a  ré/oZutiorz 
' de queIques qurJiions indkrerminérs. 

3 9 3 .  Pour faire connoîrre I'uiage des transformations que 
hous venons d ' en f i i pe r  , propofons-nous pour premiere pe6 -  
tion , de f rouver qui Ile + l a  courbe ( Fig.  5 7 ) doni les diJ--- 
iancer de chaqzrc point M a d e u x p o i n r ~ f i x c s  A G H feroient 
80 jours dans un même rapport ,  marque par celui de g à h. 

111 ï r inons  qce de chaq,.e point Ag, on ait abaiffé une per- 
perd.c lairc P fi1 !iur la ligne A B ; cherchcns l a  relation de ,cîs 
perpe diculaires , avec leurs difiancos A P au point A , 8c  pour 
ç e t  e5et iiommans A P , u ;  1' JI, r , & la ligne connue A B  = c. 

Cela PLE,  le .riangle re&iir.gle +4 P Ai donne A N  =; 

que A M :  BM: : g: h ,  on aura v u  u + t r  : ~ u l - x u + c c + ~ t  
,a W .  

: : g : h ; d s n c  h ~ u ~ + r ~ = ~ I / u ' - z ~ u + ~ ~ + ~ , o ~  
enquarrant ,hA u u 4  I i A t r = g q u r r - ~ g g c i ~ + g g c ~ " + g q r r ,  
ëii (gg-6 A )  u u + ( gg -h  h )  t t - 2  g f i c u + g g c c  = ~ ~ L I J -  

sion qui  ( j 8 4 )  appartient au cercle,  puil'que les deux quarrés 
Y U  & r r ,  ont ,  dans le même membre , le même figne 8r le 
mEme coëfficient. 

Pour ramener cette hqoation à laforme y y =  ; aa-xx ( 3 6 9  !; 
j e  vois que n'y ayant point de hcond terme par rapport à t ,  AI 
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fi f i t  à l'bgard d e  cette indéterminée , de fuppokr t =J , ce 
q u i  donne :gg- h h ) u u +  (gq-hh)~y-acggcu gqc=o; 
il faut donc , à p r é h r ,  faire dilparoitre le t t ~ o ~ l d  terme par 
rapport i u ; & comme le produit ur ne fe trouve poiiit dans 
l'équation, il f u f h  ( 388 ) d'employer la regle donnée ( 3 7 ~  ). 

1 egcu-  - g g c c  Je dég,ige donc u  u, Sr j'ai uu - - , -_ - -YY; gg-hf i  gg-hh 
je fais u - ggz = x ; p u a m n t  , & f~bffi tuani au  I leu du prc. 

m-hh  a4 4 c mier mernixe uu - &c , fa valeur x s  - - -- q u ' o ~  
( g g - h h ) '  

4 c c  aura par cette op'raticn , il m e  vient x x - -g--- - - ggl: c h hpgc.c (gg - h h)' 
-- -YY> OUYY = --- -"xi iquaiion qui i rant 

gg- h h  k-4' 
~ o m p a r é e  à I'équztIon y y  = f au - x X ,  m e  donne 2 

- -- h g  r: 'ggC , a par ccn f  p m t  Ie rayon i n = - 
g' - A: ' II ee 

k g - h  hl2 
s'agit donc plus q u e  de dé:erminer le centre,  qui doit étre fur 

ABP, puifquaon a t =y.  O r  l'équation u - -&!? = x , qui  
BP -h h 

af i rv i  à réduire, fait voir que pour avoir x , i! i iut  diminuer u 
gg '- de la quantité - ; on prendradonc A C ~  -gsC- S: 

L5J.C-p gg- h A' 
alors CP fera x , p u i ~ u ' i l  vaut A P - A C, c'eft- à-dira,  u 

n g c  h g c  - ainfi du point C coiume centre, & du rayon - 
g g - h h '  gL - /iz 
on dézrira un cercle ; chzque point II.i de ce  cercle aura la 
propriété dont il s'ag't. 

Au refie , on peut trouver le centre & le rayon d'une ma- 
a i e r e  zffez Gmple, par le moyen de la premierc éjuaticn 

Z ~ ~ G U  - g S C C  -- u u - - y -- - yy ; car  puifque Ic centre 
g g - h h  g g - h h  

doi t  être Lur A P, ainli qu'on vient de le rernzrquer , fi l'on fait 
y O ,  on aura ,  en rélolvant l'équation , les dcux valeiirs de LI 
q u i  expriment les diflances AD, AEauxquel l rs  Je cercle U M E  
rencontre la droite AB; prenant donc le milieu d e  D E , on 
aura le centre & le  rayon CE. Or fi l'on réhut I'equation 

2 g a c u  - ,f,ycc 
a' L - --- , on aura u = gIc 4 

g g - h h  pg-hh gg-hA - 
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donne ces deux vzleurs u = f = A LI, & u = Kc = AR. 
g-t- h g-h 

394. Nous prendrons pour icconde queilion, celle - ci : 
Trouver hors de {a Ligne donnée Ar ( Fig. 5 8 ) roris les d i j &  
vents points fil , rtls qu'en zirant aux d e l ~ x ~ o i n t s  A G R , les 
dignes AI A ,  M R ( l'anglc AMR foir roujour~ egal a urzmêrne 
angle donne. 

Keprkfentons par r le rayon des tables,  8 par rn la tangente 
de l'an le d o n n é ,  auquel A M R  doit ?tre égal ; abaiffons la  
perpcn!iculaire M P ;  nommons A P, u ;  IJ N, t ;  A R ,  b i 
alors P R fera b - u. 

Rappelions -nous ces trois propolitions démontries ( Ge'orn, 
$84, 2 8 5  & z 7 8 ,  f ivoi r ,  que fi A & B font deux  angles, on a 

J n  A coJB + J n  B co/ 'A.  
b', j n  ( A +  B )  = - 

r 9 

Cela pofë , les trianrles reAangles A P JI, R P A I  don- 
Zent ( Géom. zg5 ) A A f :  A I': : r :fi AAfP ; AM: IJM; : 
a : / i t z M A f J  orr c o J A A l P ;  R M : J  P : : r : J i n  R ME>; 
R M : 1' A l :  : r :  f in M K  P ou cofR AiP: d'ou l'on tire 

v X R P  r x P J 1  
-;lof R A P P =  -- - -  , donc puifque A J f R  
R H  R M  

C= A M P  $- RMP, on a u r a ,  par les formules qu'on vient da 

rappeller , jîn R N R  = r x A P x P M + r x R P x P A f _  - 
ALU x K M  
- 2  

t x A R x P M  rxPM-rxAPxRP 
& c o f A M R =  - dont 

AMXRM' A J ~ X R M - '  
t / ; n  A M R  -- , ou rang AJIR i rx A R  x P M ,  - ou,enmel 
M A M R  P.W- APxK P I  
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r b r  - 
tant les valeurs algtbriques, & réduifànt, m z - 

r r - i > u ~ i r u ?  
ou rn t I + m u u- rn b i r -  r b z =  3, 6quntionau cercle t384), 
ainfi qu'on devoit bien s'y aitendre. 

Pour  déterniiner le ceptre S< l e  rayon, il F ~ u t  ramener cette 
équation à la forme yy = $ m - x x .  Pour cet dièt , je dégage I t , 

r  b 
c e q u i m e  d o n n e z r -  - c i  b u + u u = o ;  jcfdis( . j;8)t-  
r b na 
-- = y; opirant comme à l'article CS, mon équation fë 
zrn r r b  b 
change en yy - - - b u  + u rr = o. Reff e donc à faire 

4 nt r n  
difparoiire le fecond terrnc, par rapport i u ; & puif iie le pro- 
duit u r n'entre point dans l'tquarion, je fais ( 3 68 ) ? implenie:,t 

b 
u - - = x ; opérant de la  même xxianiere , l'équation de- 

% r r b b  b b  b b  r r b h  
v i e p t y y -  - - j - x x - - = o , c u y y = -  + - - x x ,  

4 m m  4 4 4 m m  
qui étant compar6c avec l'équation y y  = : au - x x ,  me donne 

b b  r r b b  
S a n  = -+ - , & par cancquent le rayon $ a c~ 

4 4 m m  

Pour trouver le centre, & dCterminer en meme temps ce 
r b 

rayon,  SJquation t - - = y ,  m'apprend que ii je menc 1 B 
zm - ... 

parallele i PM, c'eit-à-dire , fi j'élcve au point A Ia perpen- 
r b 

diculaire A B  = -, & fi je mene B CQ parallcle à A R ,  les  
z rn 

lignes Q M G r o n t  j ,  puifque QM=PICI-PQzPJZ-AB=[- 
7 6  b - rz y. Mais l'équation zr - - = x ,  me f i t  voir que fi je 
z m b 
prends Tir A X la partie A C = - ,CP fëra x,puiGiie G P  

b 
CAP-ACzu--=x;donci;parlepointG,jemeneGC 

I - 
parallele à P M ,  Ic point CGra  le centre. D'ailleurs , fi l'on 
tire 'A C ,  en au ra ,  à caufe d e  l'angle droit C , R C =;r: 

. ACCera donc le rayon, 
p m m  
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@'a C o a ~ v  
Cette conitru&ion fi réduit donc à &ever f i r  le milieu de 

r 6 A R l a  perpendicuiairc G C=- Br ;1 dCcrire du point C, 
1 1. m) 

comme centre & du rayon C A ,  un cercle : tout angle M A  R 
qui aura (on Ccrrimet à la circonférence d e  cc  cercle , ~ii 
paireri par les joints A R , Gra  &gai i rangle  d o ? n f  br 

r b 
pour confiruire la quantité -., il n'y a autre c h o s  à fi ire 

2m 

qu'à mener une droite A O .  qui E?ITeavec A B Sangle B A O 
ê g d  à I'nnglc donné rlle coupera G C  au point cherché C; 
car  d.iiis le triangle rettangle ABC, on a r  : r angBAC: :  AB : 
B C o u A G ; c ' e f i - i - d i r e ,  r : r n : :  A B : + b ; P o n c  A B o u G C  

- - r 6 
z m. 

O n  peut voir encoreaifimcnt,  que toutfe réduit à mener 
par le point I la ligne A O qui faire avec A R , I'ang!e R A  O 
égal au c o m ~ l h e n t  de I'ang!e donné : oette l igne coupera 
en C la perpendiculaire élevée fur le milieu de A R  ; eiihrre 
que C Gra Je centre,  & CA le  rayon. 

3 9 ~ .  'c la  il efi facile de réfoudre la quenion fuivante : 
Connoiffkr.  f'z po f i~ ionr ie~  rruispoir~rs R , A ,  R', (Fig. 5 9 )  O 
l es  u n g h  fous lq'quch on vorr /CS lignes R A , A R'; d'un 
certain point kI , trouver ce point hl. 

Sur  iesmilieux Ci& G' desdeux li nes RA & R ' A ,  on éle- 
t cra  les pcrpendiculrircsC C Sr L'L! par le point A ,on mi- 
nera les lignes A C & A 6' f i b n t  avec A R S(A RI, chacune 
avec  chacune, les angles KA C ,  I(' A C' égauxchacun au com- 
plément de l'angle K M A ,  K' M A  Lus lequel la ligne corrcG 
pondante eiZ vue. Des points C Sr Cr comme Centres , & de$ 
rayons C A  & C'A, on décrira deux cercles [ p i  Te couperont 
en A & en  M ;  le point il1 fera le point cherch!!. C'efi une fuite 
évidente de  la folution de la quefiion précédente. 

Ce problérne peue fërvir à marque r ,  Tur la carre d'un pays, 
l a  pofition d'un po in t  d'oit l'on a relevé trois objets connus. 

Si lesangles o b k r v é s  R M A ,  K ' Z 4  étoienr kgauxaux angle* 
RR' A Q II' R A ,  alors l e  probléme ne feroit plus détermini,  
les deux cercles Ié confondroicnt ; & chaque point de leur 
circonférence Cdtisferoit à la qurftion. 

396. Pour rroifieme quenion; il s'ogjra de t r 'xwer  la  courbe 
eù les c~urLies qui auroient la pro?rieté Cuivzii e : A 2 ,  A T < Pig. Go j jonc d, ux Iigne~ qui fgcr ozrfellis ur: ang!c d3:1~' 
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pekonqur , ilr'agit de trouver ?es  courbe^ d o n  Z<I ~ i ~ $ k i z i e  
cir.cqucpoirzr M C un p o i n r j x e  F prrsjur A Z ,JO t 1 r<jours 
dan3 un n~êrne rupperr aLcc lu t i r f incc  M 7 du rnêmc. point RI 
u kdro i l t  A T ,  cettedijZLlnce e ' t u n t m ~ u r p  lernfrlt d A Z .  
D'un poirit quelconque M de cette c o ~ r b e ,  imdginons la li- 

g n e  ZdP paralkle i ,4 T , & la perpendieulairr  S iur R Z ; 
I'angle IIi P S eft donné; c'efi pourq~ioi i o n  f i n ~ i s  8: Con ccfi- 
mus Cont cenfés connus ; noLs les pommerons p & q , en re- 
prifentanr par r le rayon des t a l h s .  * Nommons A P , u ,  & 
f M ,  t ; la ligne connue A F, c. 

Cela poCé, d a n s  le triangle reaangle IWP S , nouy aurons 
(Gchrn. sgg)r:fin.~PS::MP:ICIS&r:Jn P M S o u  

cof X P S : :  PM: PS; c'eit-i-dire, r : p :  : r :  ,7~?.f=1, & T :  
r 

?1- u + c ;  or le triangle reaangle J f S F  donne M F =  
r 

\/%;+F;; donc MF=.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 
z q c r  

+---- + ua+ - - 2  C U +  C C ;  
r ' r r 

ou (parce que ( G e h .  ~8 I )  pl +g2 =ra ) on a u r a  H F  a 
2 q c t  J / P - ~ . Y ' +  ul+-- I C U  + C C ;  puis  donc 

r r 
q ü e  H F d o i t  être à M  T o u  A P , dans un rapport donnt , t3 
l 'on r e p r G h t e  ce rapport  p a r  celui de g à h , on aura 

-- 
z y c c  

+ u l + - - z c u + c c : a : : g : A , b p a ~  
r r 

z q h ' v r  
cu en quarrant , & tran$oCnt enfuite, h'ra- -- + 

r 
4 

* On pciic Cuppofer c m n m r  nous 
1,: faifons i c i ,  q,uc !es c~u~nt i tCs  
p .  q ,  r :ont donnçs  par les rab!cs 
de Trigonornirric;  mai5 on pcl i i  
Itg détrrni iner pnr iine conitruc- 
t ion  Linple on fdiîanc un rrianglc 

retlanglc q u i  ait un de [CS anqlca / a i g u s ,  bgal i l'angle d o n n é  &s, 

i & une hyporhénu!e telle que l'on 
roudra. E n  prçnant celle-ci pour  r ,  
les deux autres chtés feronr p & q .  i - .  
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s ch'q c 
( A ' - g l )  u'+.----- - zch' u+h'cZ= O, C p t i o n  qui 

1' 

renferme lés feAions coniques ( 3 So) , & qui ( ; 9 z  )appartiendra 
z y h '  3 l'eiiipk fi le quî r ré  de  - -, moins le qnadruple de ha 

r '  4 y? ft+ 
multiplié par fi'-g1 efi nbgatif, c'efi-à-dire , f i  -- 4h4 

4 q 1 h + - - 4 r 1 h + +  4 r2higL rL -+ L hlg' ou - . eR négatif; oil (parce 
r ' 

4 r z  h ' g L 4 p 1 h +  
que  r l -q2=pa ) fi - ------ eif négatif: au contrdire, 

r ' 
4 r z h 2 g 2 -  4p2 h+ 

elle ap~a r t i end ra  à i'hypcrbole fi -- .-----en pofitif. 
r ' 

' 4r1h2g'-4p'h+ 
El le  iera à la parabole Ti - --- -- eR zéro ; c'eit-à-dire; 

1.' 

f i 4 ' r1h 'g '=  4p'F-+,  ou fi r g = p h ;  enfinlacourbefèrauncer- 
c ie ,  loriqu'on aura h L  = h'-g- , ce u i  ne peut jamais avoie 
s e u  quiuta i i t  que g ~ r a  z ~ r o ,  ou qJeql rera infinie, parce pue 
dans ce dernier cas on doit négliger g' vis-à-vii de  11'. 

Si l'on veut maintenant confiruire la courbe dans chacun 
d e  ces cas, i l  n'y a qu'i imiter cc que noas avons fair ( ;Es G 
j u i v .  ) ; coame nous avons, alors , opér i  fur l 'el l ipë,  pour 
faire voir la  fi:iiilitude desopirations 8r d-s conff ccc?isns à l'é- 

ard de ces deux courber, nous ~.l!i>ns ici appliquer à i'hy?er- 
pale c e  q l ~ i  a (té fait au mimeendroi t  ciri ,  c'en . . -;-dire , cher- 

b h  
clier à ramcnernotreiqiration àla forme y y  = - ( x x - $ U R ) .  

a a  
Je  dégage donc ;+ dans 1 c!q!iation trouvée ci-deffus, ce qui 

z c q  z q u  
m e  danne r ' + 
= o. Pour fdire dirparoître le fecond tcrme , par rzpport à t ,  

c I j c  fais r + - - y, ce  qui en qunrraat , 81. tranfpolànt, 
Y r  

enfuite,  ma donne t' + (7 - - -t. 

z c q ' u  q L 2  c1 q' -- -- & par codkquent, enfubffituant, y y  - - 
r L  rL  7 r2 
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U E  M A T H B M A T I Q U E S .  46; 
II fzut donc maintenant faire difparoitrele k o n d  terme pac 

glu' 
rapport à u ,  mais auparavant j 'olkrve que les terrncs 

r 

g-- u 2  'u' g'uZ 2 c q 2 u  - Ie riduirent '- - , & les deux termes - 
6' r h' - rL 

z c q ' u - z c r ' u  a cpzu 
- 2  C U ,  ou Te réduifënt à ---- ; de même 

r' r ' 
c 2 q 1  c2p3  

les deux termes - - +cl, fi réduiknt à +- -,parce cue 
f b  7' 

c'pz 2cyz1c 
T' - q2  =y  '. L'équation fi change donc en y2 + - , - 

f1  Y = 
p l u Z  gluZ - O ,  ou chaffant les dénominateurs, & f+i, +T-F- 

fanr  enfuire ( poür f~c i l i t e r  l e  c a l c ~ d  ) p l  ir2 - r' g1=r'kk; 
r' h" y' + C' irbp" - z c l I : p z  u + ri k L  zr' --;: o. 

Z C ? I ' ~ ~  hz 
Dtgageons donc ua, ce qui donne ua,  --- 

r'k' K + 7 ~ Z  * k 

. .. . .- .- 

Cant l'inconnue n , parce que le produit u c fi trouve dans ré- 
quation primitive ( 280 ). Aiors en opérant comme ci-  deifus, . -  . 

c1h4p+xJ c2rS+p+ 
nous aurons, après la fïubff iturion faite, ---- - - 

r+rt+nE r+k* 
h L ~ ' h ' ~ ~  hb , + Y' -+ - z O, ou fipprimant le faaeur  commun - 

r k  k 3 ,  
& l a i f i n t  y' feu1 dans un membre ,  nous aurcns y = - 
f 2 A  p4 x b 2 p 3  c 2  
- --- + - -  , ou, divifint le fècond membre 

rqkln' >-' r4k 
par l e  multiplicateur de  xz , & indiquant en mEme temps la 
multiplication par l e  même n~ultiplicateur , y' =a - . . . . . . . 
perbole, il faut ;emarquer que la quantité rZ h 2  , qui n'ef? autre 
ch06 pue p' hZ iII- ga , eit pégatJve, puiGue,  filon la re: 
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4 r ' h ' g L 4 p 2 h z  marque que nous venons de faire ci-deirus , ------ 
.r' . 

4A2 
ou - ( r Z g L p ' I t ' )  doit être pof%f Four que la courbe L i t  

r -  
m e  hyberbole. Ainfi il faut rendre k' négatif ,  en olikrvant 
loi-[qu'on voudra mettre fa valeur dans l'équatiori, de remettre 
pour cette valeur, la quantité rLg'-p'h' , aülieu de p'hl-r'ga ; 

clh'p+ rzn'k' 
i'iquation devient donc y' = - 

rtk'n' 
bZ  

parant cette kquation avec y' = - ( xil. i a a )  pour déterrni- 
a' b 1  c'A'p4 

F e r  les diarnetres conjugués, ori aura - = - & $ a a d  
r'nzb' aL r+k'nl 
----+- n n , d'où l'on tirera airémgnt a & b ;  c'elt-à-dire , 
D =  h 1  

1;s deux diametres conjugués ,  que nous allons voir Etre les 
deux axes même d e  l'hyperbole. 

- - 

, Di-terminons donc l a  diretlion des diametres conjugués 
~ u x q u e i s  notre équation réduite fi rapporte. Conformémeiit 
à c e  qui a ;ré fair ( 3 8 2  ) , il faut conffrui?e les deux é q u a t i o ~ . ~  

ch'p' - ch'p'  x ,  
r + y - - f e y , h u - - - - -  r r1 k' r'k'n , mais comme 

fious venons d'nl>fërver que  k z  elt riéga-if dans le cas de  l'hy- 
perbole,  dont il s'agit ici , il f k t  changer cette dernierc, e n  

ch'p' - c h ' p 2 x  
ZL+ TaKr - -;je r k2 n n e  change point le figne du terme 

affefié de x , quoique ka y entre,  parce que la quantité n peut 
btie priie arb i r ra i reme~t  pcfitive ou négative. TI faut donc, 
en continuant d'imiter ce  q u i  a t t é  fait au mEme endroit citC, 

rimer par le point A parall&ment à P J4la l igne A B  =y 
r 9 

Sr tirant par le point B la ligne B I para!!elo à A 2 ,  prendre 
aruitrairemtnt l u t  le p ro lon~emen t  de cette l igne,  la partie 
B K ,  & mener K L para!lelie i P H ,  fir telle que I'on a h  
B K r K L : : r : q : alms f i ,  par  le point B & le point L , voiis 
tIreïl L B Q lui rencontre les lignes P M e n  Q,  les lignes Q M 
lcront y Car  QM= f'M-PQ==.PM-QI+Z'l=t-QI+ 

y. or les triangles fêrnlilabler BILL & BQIdonnent B K ;  K L  : : 
r y  
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,I - - +-;=y. 

Maison peut abréger crtte conRruCtion eri menant fout da 
ïuirc d u  point F l a  ligie PB perpend;culaire Tiir T A ;  caAl eE 
c v ~ d e n t  que l'angle FA B cii à A P M, & q ~ e p a r ; p n ~  

quentdqiir  le t i i a n g k r e d a n g 1 c . A B F  on a r: 9 : :  e :AB*% 

aini; puihue Q J i  eit paralle% i A 3, les y iont parpendicv- 
laires fur B Q, & par conCiquent BQ en  la direaion d'un de* 
axes , dont l'autre par confiquent cR parallele i Q AL 

Il ne s'agit donc pius que de déterminer le centre. Or la Te+ 
ch'yl c h l p ' r  

vonde équation u +- -- r= -- fait voir qu'il faut  
ra k1 r1  k'rt 9 c h , p ,  

presdre , à l'oppofite des u la quantité A C  = --- T l  ka :, gr tircc 

G C p r a l l e l e  àP H o u  perpendiculaire à B Q , qui d i t e rmina r t  
l e  pomt C pourl'origine des X ,  & par confiquent pourle centrc. 
E n  effet , 1çs x doirant être comptis fur C Q, puiCque les yfe 

c fz'pa c k'p'x 
tomptent depuis cette ligne; or l'équation a~ + - =--- 

r' kL r' k i  n l  

ceslignes r cornmeccerit en m?me temps que les iignen C P; 
donc lés l igas x doivent commencer au point C , Sc h n t  p s ~  
conréquent C Q ; donc le point C cff le centre. 

On s'y prendrad'une manier? CembIaole pour l'eXpfe. 
A SEgard de lapzrabole, uif'qu'on a ,dansce  cas, rg=ph,, 

i i n 6  q u . 9 ~  l'a vu ci -def i ,  r iquarion qu. l'on a eue  en y tk u , 
aptes l ' e v a n a ~ i ~ m e n t  du iècond terme par rappor t  i c, Sc 
après avais ictrod;ric pour r' - qZ Ta valeur p l ,  devient,  en 

p h 
mettant dans la palcur de h',  zu Ileii de g ,  Ta vaIeür - tiré& 

c'pz Z C ~ ~ U ,  
d e  r ~ = ~ h ,  devient, dis-je, y'-+---- -- O ,  O U Y P  

3 c p Z ü  czpr r TL ---- - ; pour l a  réduire à la forme ordinaire d e  
r2 r z  

l'iquation i lz poraboie, on  fera donc, coafocm:'nent it cq 
7. c p a u  

qui  a 6:; di t  ( 3 8 6 )  ,-- - -'= x x,  ce pi d L v - e n  
te Y= 
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cas pr6cédent ,lBCqua:ion r + 3 --=y ,  qu'an eue pdnP 
r r 

L'CranouiiTemtnt du ficend terme par rapport à r ,  en conG 
ï r p '  u c'ph 

iruira t'tgualion - - - = nx, d'une maniere analogue 
ra ra 

1 cequia62 fait ( 3 8 6 )  ;rseR-à-dire dégagéu, cequ i  
ra n x 

d e n n e u - $ c = -  , on prcndra fur A P ( Fig. 61 ) la pa'r~ 
z C U -  

lie A C = : c , & d a n t  G C pa=llele i P LM, le point C 4ri1 
k'ori ine des x qui Gront C Q ;-enTorte que C Q rera la  direc. 
aion% ,diamerre ; le f3mrnei de ce diamitre fera en C ; 81 fofi 
paranlem fera n , que l'on déterminera ainfi : puifque A C =r 

r a n z  r ' n  $ C , ~ ~ C P = A P - A C = U - P C = - - = - ~ C Q ;  
t i p ' x  G P  x cp' z cp' 

dor . tr t3  --• 
r x x C O  , or les paralleles P p , CG & A B don- 

dcnt CQ: GP:: CF :CF: : BF: AF, c'eit-i-dire, CQ: CP :i 
c x C Q  B F :  c ; donc G P = --- ; mettant pour G P Gate valtua 

B F  2 c a p z  dans celle dè n , on aura n = --, quantittcomue, puig 
r a x B F  

que c , p , r fint des quanrités c!on.lics, & que B E connue 
par la conflrufiion. Mais on peut [irnplifier cctte valeur, en 
remarquant que 4e triangle rehangle F A B donne r : p  : : AFE 

%dF2 B F : :  c : BF; donc 3 ~ = - ; ~ a r  con féquenr n =-=a BF. 
r BF 

397. Qu'il fifi queilion maintenant de trouver ( Fig. 6 2  
fa courbe quc de'criroir unpotnc donn! M de la  ligne dmneé O d 
ou dc fo??prd~ongemenr, fil'on f;iifo/oir lifer l a  cxtrErnitCs 0 
H le long des LU*. c~zc3  C O ,  C H  k lrmglc  dormi^^ H. 
D'un point  quelconque M de ce:te courbe menons IiI P.pa- 

- tallele i E H & M N  perpendiculaire à CO ;nommons Cl', u ; 
P M ,  1 ;  Sr puiCpe l'angle O C H O U  fàn igalo  P M efi donné, 
fan L u ~ ~ i & n e n t  W P N  ci3 donné ôuffi ; nommons donc p le 
hnus & q le cofinus de ce dernier, en fuppofant que r marque 
Je rayon ; enfin nommcns g & h les lignes dotintes O A i  Sr 9 f H .  

Le triangle  lefiangle P N M  ~ious  donner : p  : : t :  M N ,  & 
4 C r: g : : r ; ~ ~ ; d o n c , i W ~ = e ,  61 PN= -, Les parallelcr CH 

r 
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D E  M A T H ~ ~ M A T I Q U E S .  467 
g" 4 t  g" A :u : :g :PO a -, donc NO = - + ---; or le  triangle 
h r h 

-: -3 -2 

aeaangle LWNO, donne JIN +. NO == M O ,  c'eit-à-dire , - 
pal' q = t a  -- +-f- 2 W r + g T -  - gg; donc puifque p' + 

r 2  r' r h A l  
gZ = rr on aura fimplernent tz $. - 

r h . .- 
i p a t i o n  i 1'e)lipG , ainf qu'on peut le voir d'après ce qui 
a k i t  dit ( 381 ). 

b L 
Pour ramener certc Cquation à Ia forme yy = - ( :au-xx) 

an 
Ovec les conditions mentionnée: ( 3 70 ), ii E~ut d'abord faire 
diLparoftre le fëcoiid terme par rapporr à r. C'elt pourquoi je 

- I g q u t  
fair t + g2 = y ;  quarirat & f i i b f i i t u A  pour t a  + - 

r h r h 

l a  yqleur que donnera cette opération, on aura y' - g g q q u f  
r' jL' 

g= ua ga qZ u' gr IL' 
+ - - g g  ; mais les deux termes - - .+ - ou 

ha rz hl hl 
g=~=~'-g'q'zP gapaua - Te Gduifent à ; parce que r ' - q a ~ p ~ ,  

r1 Il1 g=pzu= f l i  

dn a donc y a  + - ng'; or quoique dans cette équation 
rahL 

il n'y ait pas de iiecond terme par rappwt ?i r r ,  nCanmoins ( 389 ) 
comme le terme u t  s'c i l  trouvé dans i'équation primitive, 

Lx 
je fais une transformaticn pour u , en faifint: u =- ; & j'ai 

n 
1 t l  i -- g2pV'x' ' ' = g3, 81 par conRqurnt, y' =g3- - ou ( di- 
7 ' h 3 n ~  rlhln' 

vifanr l e  fecond membre , ar le multiplicateur de xs , & 
indiquant en meme temps fa muitiplicztion par ce mime 

g' pz  l x  7' ha n a  
multiplicateur) yz = - (- .e x ). Mais corn- 

+h1711 na Li 
C - 

me nous n'avons Le& que d'une Gule indétermide n, 
je Lis le maître de fuppuier à 2 une valeur arbitraire; pour 
rendre le calcul plus limpIe, je fuppofèrai L = r ,  ce q u i  

pl p r  ha n2 
tézuira l'équaÿon i y 2  = --- (- - ar' ), Pour diter* 

13' na na 
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en e o m p a m t  i = * ( $ n a - * % ) :  dette corn3 
b b  au na 

paraifon m e  donne - = gl' & aa = - d'où I'on tir& 
z h n  (la hln' P' 

.a= -,&6=tg. 
P 

Voyons môintenanr en font les dire2ions &' quelle' 
gft la valeur de n. 

g 9 i  L e s  deux équaticns i conilruire 6 n t  donc ici, t -i- - 
l x  r x  r h 

=I; y & Ir = - = - P o u r l a  prnliiere, fi l 'on prend arbi- 
n R 

tr2ircment C K, 8:pe l 'on  rmnc enfÜi:e K Lparalle!ej. P M ,  
Pr telle que fi K : K L : : r h : g g , alors les lignes, QM c o m p  
t ies  depuis la rencontre dcs lignes PLU zvec Ies !igines CL, 6. 
mnt y ; en effet, les triangles femblallec CA'L & CPQ donnent 

r - 

gq ". C K : K L : :  CP: CQ,cleit-à-dice,rcTi:gq: tu: P Q = -  
g q u  , h l  

d o n c Q M = P M + P Q = r + - - = y .  
l h  

Les lignes Q Efttanty , il faut maintenant  que l e s x  G e n k  
r r  cemptés Iiir CQ; or i'é4ua!ion u = -fait voir que les 7 Cûmr 
n 

menccat en r n h e  temps que lcs rr ; dsnc le point C eft l'cri+ 
gine des x; donc C elt le centre , & C'Q & CWh: les direc- 
tions des deux dia:netres con;ugits. Quant à Id valeur de n 3 

r x CQ 
I'Cpation 21 = -, OU CP = - , b n n e  n = eQ; mais 

n n C P  
C L  CP: ce :: cx: C L ;  donc- = - r x c x ,  

CI' CK' 
donc n = - 

CK 9 
mris piiirque C K  efl arbitraire , o n  peut le  hppoGr = r. ce 
qüi donne n= C L ; on a docc tout ce p ' i l  faut  pour confrrliis 
'ellipfe ( 3 16 ). 
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mant deux a m e s ;  toutes deux irxiéterminfes , 8: qui étant 
chrcune de m&me ei jece  que l a  premiere, ont étC rCrolues , 
chacüne de I d  nicnie rc;.i,icre. L>i~iterh€iio:i des deux courbes 
ou cercles qu i  étaient le Iiru d e  chacïne de ceî  deux q a e L  
riohs partielies, a donné la réio!ürion dç  la qudtion dé- 
terminée. Lorfque l'éqi~atio!. f i nde  qni exprime les conditions 
d'une quefiion paffe le ftcona &gré, on s'y prend d'une ma- 
niere fërnblzbfe pour la réhudre.  2 a n s  les cas où l'on ppur- 
roit  n'empioyer qu'une inconnue ori en emploie deux, & l'on 
cherche à 6 - m e r  par I t s  ccnditions de  la quefiion deux iqua- 
rions qui étant conftruites {epi;rén:ent, donriefit c h x u n e  une  
courbe dont chrque pvinr Lrisfdit à l 'équaion qui  lai appar- 
l ient  : fi le prolileine efi po!fio!e , les deux courbes le rercon- 
<cent en  iIn ou piufieurs points G o n  que la ~ u e 2 i o n  eft fut% 
cep:iSle d'une ou d e  plufieurs ibiutions, Cilon qu'elle ren- 
ferme plufieurs cas dépendanrs des ménies doncées & d e ~  
niémes raiionnemens. Ces intedefkions fournXent les diffé- 
rentes hiutions de  la  quefiion. 

Tant que les deux i-quations i deux indCtermintes , n e  
pzfferont pas l e  tëcond degré ,  on voit doncque le réColurIonne 
dépendra jamais !que de I'inrerkttion des deux GBions coni- 
ques tout au plus. Au  l ieu ,  que dans ces mfmesc;is, f i  on 
n'employait qu'une ieule inconnue, ou fi par  Ic moyen des 
d e u s  équations trouvées , ' on éliminait ou chaiioit uce des 
deux inconnues, l'équation nionterait au troifieine & plus 
fouvent au quatrienie degré. Mais fi l'une des équations o u  
toutes les deux paiPeiit le fecond d ~ g r é ,  alors la riCoiuiion 
dépend de l'interkfiion de courbes plus élevées que les 
C:&ions coniques. 

Voyons d'abord quelques exemples des queflions qui  na 
pafferoient pas le quatrieme clegri. 

399 .  Propohns-nous pour preiniere quenionde t r o w e * k u x  
nioycnnrs ytoporriannelles rnrre Irs  clcnx I ignc~ dmizd~s a Ci b. 

Si je nomme t & u ces deux moyennes prcpcirtionne1Ics , 
i'aurai la  progreXion a :  z : u : 6 ,  qui me donne e s  deux 
p:opor:ions a : t : :  z ; u 8r r : u : : Z L  : 6 ,  & par  cocféquer.t, ces 
cieux équrtions au=ta & b z=ua,  qui toutes deux ie rapportent 
d i r e h u e n t  à l a  parabole. C'eR pourquoi ii l'on tire ( Tig. 63 ) 
deus lignes indéEniesA Z, A X q u i  ffient encr'eiles un acgla 
quelconque ( pour plus de fimplicité, ~ n ~ e u t l e f u p p o i é r  droit), 
& fi f i ~ r  l'une A Z comme dianietre Sr du  oint A cornme6m- 
mct de ce diameue, on conff ruit ( 367) une parabole donc Lq 

g 3. 
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370 C O U R S  
paramctre du  diamctre A Z ioit a ,  & dont i'angle des cosm 
données hic X A  2 ,  cette parabole fera le lieu de I'iqualicin 
a u = z' , enforte que les lignes A P étant u , les li nes P fi2 
firont r .  Pareillement fi fur AXcornrne diarne:ie t au p o i n i ~  
comme Cornmer, on conBruit une parabale dont je parametre 
dlr diametre 1X h i t b  , 5: dont I'ai:g!e des coordonnies foit 
X A  Z ,  cette parabole kra le lieu de l'équation b r = u2 , 
en:Orte que les lignes A P' i tantr,  les l i p s  P'  ,?Y' feront u. 
Mais pour que la queflion foit r ih lue  il faut que les deux 
epmions nu z t1 & b t = IL' , aient lieu en méine-temps, 
c'di-à-dlre , que la vdcur  dc u dans l'une Ioit la mime que la 
valeur de u dans i 'au~re , & qu'il en icit de rneme de t ; or 
c'dl ce yu! arrive ividernment au point M o l  Te rencontreni 
les d-ux p x a w l e s  ;car Ics u étant ccrnptés fur A Z  , & les t Tur 
AX GU parallëlemerit 3 AX, il eff vifible que fi l'on tire A P  
& Af 1' paralleles à bX& AZ,  la valeur M P  de u dans la pa- 
rabole A 111 Al' ei? la même que !a valeur Ai' de u dans la 
paraihole AMM; pareiiiemenr la valeur d P de t dans la pa- 
rabole A M r t l e i l  la même quela v a l e ~ r  P 171 de r dms la pa. 
rabde d M M ;  il elt vifïblc qu'il n'y a q u ' a  point .M où I I I  
valeur de uitanr la m h e  que dans chaciine, lavaleur de t kit 
zu!Ela mthe dans chacune , fi cc n'eR cependanr au point A 
QA les deux courbes Te rencontrent aufi ; mais comme u & c 

f o n t  zéro, il efi évident que cc point ne Catisfait pas a 
Ka quefiion. Les valeurs de JL 81 t Pni  don^ R P 8 P M ,  
le poinr Métant  le point de rencontre. 

400. Au r e k  , quoiqu'on puiffe toujours parvenir 2 la ~ I U -  
Uon en cûnitruiïant réparémeni les kquatioi-is que l'on troure 
quelquefbis en préprr&t ces équatiÔr.s, on peur t r o u x r  des 
conArucüons plus limp!es ; par exemple. fi l'on ~?iocre !es deux - -  - - 
équations a u  =ta & b I = zr3. ,  on aura u+Sr= u'+ ta ; 
équation au cercle en liippofant que les u & les t ferorit 
pris fùr des lignes perpendiculaires entr'elles. Or quoique la 
parabole fôit facile à confiruire, ie cercle l'cil encore davan- 
taBe : ainfi dans le cas préGnt, jepréfirerois de confiruired'abord 
I'equaiion a u = ta h i e m e n t ,  comme ci-defis ; après quoi je 
coiRruirois TCquation au cercle a u +- b t = ZP +. t' , en la 
c h a ~ g e a n t  en cette autreyy =I a a +i bb-xx; par I'évamuiT. 
fiment des féconds termes par rap?ort l t & à u , en fairant 
Z - $ b = y ,  & u - $  n=r. AlorsprenantAB=$b,&tirant  
B Q parallele à A iJ , j'aurois les lignes Q M pour les valeurs 
de y.Prenant cnkite A0 =$ a, 5( menant Ocparaliele à Ax, 
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S'aurois les. lignes C Q pour valeurs de x ; c'efi pourquoi du - 
poirt C comme ceiirre , & du rayon V ; au + b b ; c'eR-à, 
dire, du rayon A C ,  je decrirois un cercle y u i ,  coupant la 
parabole A LW au point M, me donnerois il1 P & A P, 
pour ies vatturs der  & de u. 

40 7 .  On peur varier beaucoup ces conAruAions : on peut , 
par exemple, ajouter I'uce des deux tquations avec l'autre 

I 

niulripliie par une quantité arbitraire poiitive ou nigative , 
I z 

ce qui donne au -+ - b 2 = t a  i- - uz , équatien qui peut 
n 

appartcxir à l'eliiple ou à l 'hyperhle Glon l a  quantid qu'on 
1 

prendra pour L, enhrte qu'on peut confiruire avec rune  ou 
n 

L'autre de cc? deux courbes, comme on vient de codru i re  
avec le cercle. On peut n?Cme cmfiruiie avec l'use & avec 
l'autre, ou avec rune feulement cornbide avec un cercle, & 

Z 
cela en donnant à -, des valeurs convenables, & qüi  font 

n 
fzciles à déterminer d'après ce qui a Ctt dit ( 3 9 2  1. 

40%. Propofàns-nous pour fëconde queition de d~v i jc r  un 
angie ou un arc donne', en trois parrits égilcs. 

Soit E O (Fi* 64 )l'arc qu'ils'agit de divifer \ A Con cend 
tre ; imaginons que E Al efl le tiers de E O ,  & ayant tiré ies 
rayons E A ,  M A ,  abaiffons les perpendiculaires MP , O R. 
Leslignes 0 R ,  & A R qui fànt l e  finus & le cofinus de l'arc 
donné OE ,  font cenlées connues; nous les nommerons d & c : 
Sr nous nommerons r le rayon A E. Enfin nous nommerons 
u & r les inconnues A P & P M. 

Cela polé, Ic triangle reaangle A P Mdonne  u2 + r z =  r r. 
Et les triangles Gmbiables AP Jf, d R S donnent A f' : M P : :  

C C  AR: RSjc'eff-à-dire,u:t::c:RS=- Or fi l'on pro- 
u - 

longe la  perpendiculaire H P  jufqu'à ce qu'elle rencontre la 
circonférence en Y,  l'arc ICI Ykra égal à l'arc A2 O ,  comme 
ktant chacun double de M E  ; donc l'angle O YS = A M P= 
A R S( à caufe des pzralleles ) = O S M .  Donc le triangle SOM 
eR Xofiele , & par coniéquent OJ=OM=APY= z r ; donc p d -  

C t 
que O R ~ : O S + S R , o n a u r a d = i z  t + - , o u z t u + c ~ d ~ ,  

U 

au r r + $ c t z = ; d l c r  G g 4  
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$72 C O U R S  
L e s  deux équations à confiruire ront donc u: + t t  = r 8 ,  ou 

c ' = r 1 - u ' ,  & t u  +$ c t t $ d u . L a  premicre efi toute 
conffruite , puiGpe c'ci'? l'tquation mriue  du cercle E MO. 

Quan t  à la ieconde, e le appartient à l'hyperbole ( 391 ) ; 
81 comme les deux qeiarrés manquent,  i l  faut conformément à 
c e  q;ii a été dit au mehie endroit ciré, paner tous les fermes 
nffciCtés de u , dans un m i m e  membre ,  ce qui donne z u - $ 
du=-: c r , o u i  du-zrr=cr;fi ihnt;d-r=y,&îulj-  
¶.?iti;ant pour r , fa valeur , on 2 u y = -: c y +- $ c ti, ou u y 
y + c y = f c d .  J c f a i s e n f i t e u + ~ c = x , &  j 'a i .xy=fcd ,  
équation i l'hyperboie emre  les a$mp:otes, que Son détermi- 
nera d e  la mallier:: Cuirante. 

L'bquation $ d - t = y  fait voir que fi par IG point A , ori- 
g ine  des zt  Sr des t on meze R B parallele i PM, & égale d 
f d ,  &,que l'on tire Q B C parallele i 1 P , les lignes Q A2 
comptees dans un 6 n s  oppoG aux Pd%?, fëront y ; en eEet QJt 
= P Q - P ~ ~ = A B - P ~ = : J - ~ = ~ ;  d o n c C ~ e f l  
¶a diretlion d'une des ai).niptotes. 

La  Peconde équation u + f c = x , fair voir que fi l'on pro- 
Songe AT vers G de la quantité AC = ;- c =: A K, les lignes CP 
au leu-s  égales C Q ( en tirant G C parallele à 1' M )  Iernntx; 
'donc C e!l le centre,  & les l i g ~ c s  C Q & C C f i n t  les afjmp- 
Kotes. On décrira donc par la mi thode Qonnte ( 3 54 ) une hy- 
Qerbole entre ces atjmptores ; lzquelle paffe par le point A ,  
zinii que l1ii?dique l'équation x y =: c d =$ c x $ d = A C  x 
3 B = CB x A B; cetre hyperbole coupera le cercle au point 
c h c r ~ l i é  M. 

Si l'oic E O éto3 de plus d e  9 0 ° ,  Ton coEnils A K tombant 
alors di: cOré oppofé , feroit négatif; il faudroit dans les équa- 
siuns ci-derus,  ruppolër c négarif. Et fi l'arc E O &oit de plus 
de 180" , & de moins que z70° ,  comme l'arc E O E' O' , ion 
&nus & fon cofinus iéroirnt négatifs; il faudroit donc chan- 
g e r  l i s  f i ~ n e s  de c & d ,  dans les mimes  Equations ci-derus. 

Si !'cn pro!onge G Cde laquantité C G f =  C C  ; & C B  de îa  
quantité C B ' = C  H&qu"ayant mené 8' A' & C1A'paralleles3: 
C G 1 &  C&'_, on d k r i v e  entreles lignes CC& CB' ( prdongkeu 
indifiniment )comme a$mptotes , une hyperbolequi pane par 
le  p o i n t , d l ,  cette hyperbole rencontrera le cercle en deux  
points A' ,  B1,comme l ap rep ie re l e  rencontre auxdeux points 
Ag& JI". O r  de cesquatre points, trois méritent d'être remar- 
qu6s : fboE,  les points M,  M'Gr JP'. Le premier donne l'arc' 
E N p o u r  ic tiers de l'arc donni E O. Le Iècond , &', donw - I 
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B E  M A T W ~ ~ A T ~ Q U E S .  '473 
I>arc El Ml pour le riers dc E' 0 , ruppl&neiit de E 0 . h f i n  19 
troiiicme, Af", dorme E' A?!" pour ie tiers de EO E'O' ,  c'e& 
à-dire, de l'zrc O i :iuginncrP oe la de nri-citcodker:ce, 

En effet , l'arc b O a 1)our L T ~ L S  & c o f i n ~ s ,  les lignes R O @ 
A K , ü i n f i  4ue I'LFC E' O, nwc  cece Ieuic diiZrer.re que A R  
confidhré comme coiinus ae i'arc E'C plils g r m d  que P O " ,  eb 
négatif; donc pour avair la lo1ut.ciii d a m  ce  rcçoi:L cas , il n'y 
a autre chofe a faire qii'i iuppolèr, d m s  la  io!ilrion ci-de& , 
que c efl i ié~zt i i ' ;  o r  ce chmgenieist n'a&& que \a &onde 
cquarion ,. & c 1 - i ~ ~ :  Ci réslciiie z y  ='f c il; en xy 3- 5 c d 
équation qui  appartient i l'hyperbole Ii' fi?', & q ~ i  Fait dunc 
voir que la folu:ioil de ce cas iera fournie par I'ini~ritErion hf' 
de cctte 'orznclie d'iiyperLm:e avec le cercie. ( N c u s  vexons  
dans un moment ,  p ~ r q u o i  ce n'e5 pas le point a') P' i7d1 e i t  
donc le finus de  l'arc chercl:é, uzns ce 1cc0r.d cas. Cet arc elF 
d9ncE1  Al'; c'en-i-dire, que L'dP', eR le tiers d c E r  O. 

A 1'Cgard @ la troilieme ~oluti,an , fi l'cii aLCmente l'arc 
E O de r 8oœ,ce q ~ ~ i k f r r a  enprenant E' O ' r :  E 0,alorsl ' : i rc 
E O E' 0' a pour Gnus & corinus les lignes R' O!,  A R' , qu i  Tonc 
néceffairenienc égales aux lignes K O B A R , avec cette dif-. 
ference Lulement que tombant toures deux d e  cites oppoGs 
à ces dernieres, elles b n t  négatives ; donc pour zvoir la Tolu- 
tiom qui convient i ce cas , il n'y a autre chore à faire que 
de lÜppo&r c & d négatifs. O r  c e  cliaiigement n'cn produit 
aucun dans l'équztion oii eatrent z & d , c'eii-à-dire, dmr  
l'équation x y c- 5 c d ;  donc la  premiere liyperbole 2oir don-, 
mer par f i n  i n t e r l ékon  iiP , la  Iolution de c e  troiîieme cas, 
donc P'1 Ji1' eB le iinus de i'ax cheretié dans ce  trcificme 
czs ; cet arc elt donc E t  Jii1, c'elt-à-dire , que E' Ji" eil le 
tiers d e  E O El 0'. 

einfi la p.piErne conRruEtion qui Grt à trouver l e  tiers 
d'un zrc donné A ,  fërt a u f i  à trouver le tiers de I gc9 - R 
& l e  tiers de i 80°  + A. 

On peur appliquer ici ce que  noue zvons dit ( 400) fir Ieo 
diffiren~es E t i o n s  coniques qu'on peut e~xpioyer  pour confi 
t ru i re  e n  combinant i volonté Ics deus  équations en u h t. 

A l'igard de la quatrieme interiefiion, nous mors dit 
qu'elle fe ÇaiColt au point A' , c e  qui  eft évident,  p u i r ~ u e  lY1ij- 
perbole eR affuie~tie i parer a r  le point I 'qu i e i t  déterminé 
en  f a i G n t d l A '  = R B ,  8~9''~- C d , c c  quif r i tvc i r  cp*e 
AR' 3 R R % R'A1= R 0; dcnc!e pûint A' appartienr-à la cir- 
gonférence, frIais il ne +mue ~ b i i q  une nouveHe Io1 ~iiuon - ' ; 
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puiCqu'il eR cohnu , & dkerminé par des opérations indépend 
dantes des équations qui ont donné la  CoIution. 

403, Si del'équation z I u+ c r = d  u , tmuvée ci-delfus, ori 
tire l a  valeur de r , pour la fubRituer dans l'équation ul+ r" 
= r x  , qu'on a eue en même-temps , on aura, apr is  avoir mis 
pour c' + d a ,  Ci valeur r', tranCpoie & réduit, 4 u++ q c  ug 
--3 ~ ~ u ~ - ~ c ~ ~ u - ~ ~ c ~ = o , o u ~ u ~ ( ~ + c ) - ~ ~ ' K ( u + c )  
-c Y' x ( u + c ) = O  , qui étant divile par u f- c ,  dunnc 
3 u' - q r' $1- c r1 G O ,  équation qui doit renfermer les  trois 
cas que nous venons d'examiner : elle doit d m c  avcir t r o i ~  
racines ; or  1.i coi~ftru&ion fait voir que u a en etlet trois 
vzieurs ; fivoir ,  A P , A Y', A Pr';  & ces deux derniercs 
tombant de  côGs opPo& à l a  premiere , on  voir que cette 
d j u r t i m  a crois racines ou vdeurs  d e  u , dont deux font 
negatives ; ravoir u -- - A P' , u = - A P."' , & la  troi- 
6cme pofitive , fivoir u z A P. 

404. L ' é q ~ a t i o n . ~  u3 - 3 r z  u - c r' = O , ou ug - ; P u -  f c rz 
= O ,CR dans Ic cas irrkductible ; Sr f i s  racines étant les co- 
Gnus d e  + EO, i ( 1800 - EO ), i ( 1 8 0 O - j -  l? O ), on peut 
donc , par le moyeii des rzbles des l inus, trouver les trois 
rzcines d'une équation du troificme degré,  dans l e  cas irré- 
dut?il;le, par une approximation !uATan te & r tompte ;  en voici 
l a  nitrliode. Repr;!ènrons toute équation du rroiiienie degré 
d m s  le cas irrPduAible, par l 'iquztion u' - p  n -+ q = O  ; en 
comparant à l'équation uj - ) r 3  u - i  c rz = o , nous aurons, 

c ra  - i r a = - p , & -  - = q ; de la prcmieïe d e  ces deux 
4 

dernteres équationc , on tire r = i 3 p  ; & de la ficonde, 
. - 

E = - o. ReprCientons par R le rayon des tablcs ; alors nous 
n 

aurons je cofinus de  l'arc E O , tel qu'il efi dans les tables ; A  
nous calculons l e  quatrieme terme de cette prtaportion r: c 

3 9 o u  r/ $ p  : - : : R : à un q u a t ~ i e n e  terme ; ce quatrieme 
71 

3 q R  $crrne, fivoir -z, i tant  cherché dans les tables, donnera 
P ~ : P  

l e  finus du compliment de l'arc EQ : c'eR pwrquoi  ajoutant go0 
au  nombre de degrés que l'on trouvera, ou au contraire , re- 
tranchant c e  nombre,  de g o 0 ,  felon que q Gra pofitif ou né- 
garif dans i'équaion , on aura rare E O, que je re,préfin:c 
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D E  M A T H ~ ~ M A T I Q U E ~ .  k7jt, 
bar 2 ; od cherchera donc dzns les mêmes tables, les coCnuo 

A r S o Q - A  r8û0+A drs trois arcs - -- , & --, & pour les r i-  
3 9  3 3 r 

duire au rayon r ,  on multipliera chacun par -, c'c-fl-2-direg 
K - 

A 
par *, puihue pour y r!d-irc, par r ~ c m p k ,  c g -  pris 

R A 3 
dans les tables, i l  faut faire cette proportion R : cof - : : r : zu 

z 
c o h s  du même arc dans Ic ccrc!e qui a rayon r ,  
c'efi-à-dire. eft à A P ou u : les trois valeurs de ZL Gront 

t ty  a 
donc rr = -h. CO/-, il i ?- i d ' 8 0 o -  A 

\'$p 
,'!Cu=-)- 

3 R 3 R 
r Soo+.A 

COJ---- ;  cll le e a  I'oxpreGon des valeurs i bk lues  da 
3 

u ;  mais c e  qui a été dit (40; ) fzIr voir que, eu égard à 
ISp A 

l eu r s  iignes, les valeurs de u font u = - cof:; u= 

il fiudra obfë;ver de changer le figne de  mi l e  d ins  lef3uelles. 
A r 8 0 ° - A  r806+A 

l'arc -, ou ---- , ou p a f i r a  goo. On peut 
3 3 3 

faciliter ces opérztions par  le rr,oye:i :',es Icgarithnies. 
407. Propoions-mus mzinrenant  cette quefiion plus géné- 

rale que celIe qüenous avons riColue ( 174 ). D'unpoint D (Fig. 
ti 5 ) donnc'de po j~ ion  à L'ei;.mil d c ~  dc:z ligncs AR , A? qui 
fhu enrr'clles ua angle comz , n s n r r  la ligtic D P de nicn ie r~  
çuc.fzparrir in~ercepz i  R P foic e&& <i une !i .ne donnek. $ .. Du poict D meccns Ia iigtie D perpen icuLire à A P 
prolongée, & la ligne D O paralleleà A R ; menons au!fi du 
point K la ligne R N perpendiculaire à A P. Les lignes D 0, 
D S, OS 8. A O font cenfies conirues , tant à c a d e  que lapo- 
fition du point D eff Iùppoî6e c o n m e ,  que parce que l'angle 
R A P  ou ion f~pp lé rnen t  RAN égal à DOS efi iuppoG connu ; 
c'en pourqüoi cous nommerons D O, r ;  D S , p ;  O S ,  g ; 
A O , d; & la  ligne à laquelle H P doit é:re t ale,  c. Enfin 
nous nommerom u ~c t les i n c o n ~ u e s  A P A lf. 

Cela POE, les triangles fimblaSles D S O, RNA donneront 
D o ; u s : ;  A R ~ R N ,  ~ L D Q : O S : : B Z C :  A N ; c ' K & ~ -  
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4 2  a r :  q : :  t :  A N =  -; p. 
r 

or le triangle r e i i z r ~ l é  K N P ,  

p z t 3  u il + - = CC, ou ( à  c a ~ f i  que p" + q' ra,  d m  le 
r r  z q u r  

tr iangle reftangle D S O ) z' + - -+ u' = i C. 
r 

Mais comme nous avons deux inconnues , il nous faut deux 
1guations : or les triangles Grnblzlles U O P , KA P donnent 
D O  : RA : : OP : A P  ; cYei?-à-dire, r : r : : d+ u : u , & par 
coniéqlient,  r u  z r J +  u r .  C e  i o n r  - l a  les deux équations 
qu'il L u t  conflrliire pour r&uCre la quefiion. La preiniera 
( 3 8 I ) appartient ü i'ellipfe , Sr la fëconde à l'hyperbole. 

Poür cûnfiruire ln  preniere , j c  fais t + -f = y  ; cn opérant 

L p p I l x x  
u = - ~ ( 3 8 ~ ) j & j ' u i y y + - = c c , o u ( p a i c e q u @  

R r r n n  
j e  puis LppoTer arbitrairement une valeur i l'une des deux in- 

6 6  p p  (z- II). co rnpa r in t  5 l'équation yy  = - - ( $ = a -  
na 

x x )  on trouvera que les deux diamttres conjugués a & b - c n  
i;nt a =iz - , di b z 2 C. D~t~r111inon.s leur p d t i o n  & la 

7> 

vaIeçr de R; mais pocr mie-~x  Gntir l'ufxqe d e  cette cocffruc- 
eicn , coùcevons ziiparauaiit , que dcnmn: iiicce!Xvemciir 

IL O U  A P p!sEeu:s valeurs, on mcne paralltlenlent 3 A 8 ,  
les  ligr.%e igaies aux valeurs corre$ondantes de z , c e  
qui produira la  courbe dont l'equztioii nous occupe aAudle-  
rncin,. Cela pofé, ayant pris arbitraircinent A K iur A? P ;  Sc 
nieni K L pan l l r  le  à P fiJi 2% qui foit à A K ; : q : r , o-8 
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4 &ura QAi= Pi'II+PQ c r+ - , i caui'è des triangres fim* 
r 

bla!,lcr A K L & A P G/ ; donc Q Ji'- y ; AQ efidonc la di* 
rett ion d'un des diametres , & les x doivent être comptés fur 

2 r 
c e  diametre; or l'équation rt c - x = - x ;  f d i t  voir q u i  

71 77. . - 
les x commencent en méme-temps que  les u ,  donc les x fpnt  

r J.- r x A Q  A Q. Cela  Ctant, I'Equation u = 2, devient donc AP = -- 
r x A Q  " n 

q u i  donne n c -- ou A P : A Q : : r : n ; cYeB-;-dire+ 
A P  

.A K : A  L r.: r : n ; comme A A- elf arbitraire, on peut  16 
iiippofer = r ,  Pr l'on aurz , par conféquent , n - A  L. 

I l  ne s'agit donc plus que d e  conilruire ( j 16 ) une  eIlipG 
d o n t  les diarnetres conjugués faffent entr'euir u n  angle égal  S 

2 c n  
.A@ LM, bc dont  celui qui  a A Q pour direaion, Tui: =- 

D y 
'& l'autre p i  a A R pour direfiicn, 6 i t=  z c. Cette ef1ipfe 
Gra le lieu dc l a  premiere équation. Mzis on peut remarquec 
en pairant , que ce:te ellipfe eA précifément celle que dicri- 
so i t  le milieu d'une ligne Cgale à r R I . gliEmt le Iong des 
côtés A P, A K ;  c'eR ce dont il airé de  le convaincre, en 
amparan :  avec la Mution donnbe ( 397 ) -& y, f u j p o 5 n t  
g i A  = c. Quant l'angle RA P eff droit ,  l'elllpfë uevient on 
cercle dont l e  rayon efi c. 

Il ne refie plus qu'à confiruire la Gconde équation t u  =d t 
+ 1~ L eu T U  - 14 x z d t .  O r  fèlon les principes précédents, 
j e  fais r - E Y' ,  & enfuite u + d = x' , ce qui change cette 
Guation en x ' y  = r  d; équation j. l'hyperbole entre 6 s  zfj-mp- 
toies. O n  prendra donc, en vertu de 1'éqila:ion r-[==y'; 
Fur A R ,  la quantité A T =  r = O D , c'cfi-à-dire? que par le 
point D on tirera DYT parallele à 4 P; alors les lignes VJf  
&onty' en les comptant de Y vers M ,  c'elt-à-dire, dans v q  

Censoppoié i P M ; c a r  7111- P Y - P M=r-  r ,  donc 7N 
mz y' .  EnTuitc, en  vertu de l'équation H +- d - - c f ,  on pren- 
d ra  O A r  d ,  c'eft-à-dire qu'on menera par Ie point D la li- 
gne D O parallele à A 1; alors les lignes U Yierontn ' ,  p d -  

D y ,  O P  r== O A  +AP =r d+u. On conff cuira dcnc 
( j $4 ) enge les lignes D O & D y ,  cornnie afjrnptotes , uiie 
hyperbole p i  paiie par  le point A , puiiqu'on a x' y' = r d a  
A O x A T j cq:e  h jperiiolc rer.:on:rera l'ellipk zux deux 
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@oints M &  M' , par lefqiieIs menant AIR Sr M'R' p a r a i l e h  5 
AY, on aura deux pointsR K'X' par Icfquels & parlepoint D 
tirant D R 1' & Di' A', les pnrries P K &PIK' interceptées 
d a n s  les angles égaux R d J  , ri'APi Lron t  égales à la Ligne c. 

Si en prolongernt Ics a{trn?:otes, oa dCcr;t l'hyperbole 
mppofk ( Fg. 6 6 )  hl' A H"' , dans le  cas où elle rencontrera 
J'elliple , elle dbterrninera deux Ilouveaux points Zd",M1" par 
jefquels menant dos pnra1:elcs i A i' , on aura fur A T deux 
a m v e a u x  points RI', Ru', pzr leGur!s Pt par l e  point D tirant 
deux lignes, les parties comprifes dans l'an& TA S Gront 
aufiégnles à la ligne donnée c. Telle efi en géngral la rnanierc 
d ~ n t  on  doit s'y prmdre pcur réluudrelesquciiions déterminées, 
q u i  n'excéderont pas le quaxieme degré. 
. 406. Si l'on avoit r6lÔlu l a  quefiion fins employer deux 
inconnues, on pourroit néanmoins faire ufige de la m i ~ e  
mCrhode, en introduihnt une nouvelle inconnue. Par exemple, 
f i  l'on propohit do t rouver  un cu.hc qui foir à zw  EU^ cot~nu a?, 
daris un r q p o r t  ddcnc', ~ z a r q z ~ i  pur Ic rapport de rn 4 n, En 
nommant  u le c6té de ce cube, on auroit u3 : as : : m :  7 1 ,  
& par cor.fCquenr n u: zx rn a;. 

Pcur conilruire cctte f g m u o n  , je fuppofêrois uZ = t~ r ;  

- - 

Je confiruirois donc la parabde qui a pour équation u' 5 a c 
, ma* 

& l'hyperbole qui a pour éqldation c r i  - - . L'interTeAian 
n 

de ces deux courbes, me donneroit les valeurs de ut. - 
m a' 

Si l'on muItiplie par u ,  l'équation t u  = -, & qu'an 
n 

y fubffituè de nouveau pour u' Ta valeur a t ,  onaura a tZ= 
rnn' u m a  -- , ou L' = - u , autre équation à la parabole, que 
n 71 

I'on peut confiruire conjointement avec l'équation ua = a t .  
On peut remarquer,  en paK2nt , que ces équations fbnt las 
mêmes qu'on auroit en cherchant deux moyennes propor- 

tionnelles enrre a & pi ainfi on prct conflruire précifiment 
n 
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f'e moyen des fe€tions coniciues. II en elt de même des 
radicaix quatriemes , lorfju'iis renferment des radicaux Lu- 

-- 

ber ,  comme vas v z  car s'ils ne reiiferrno~ent pua 
4r- 

des radicaux unrrés comme ni / a b ,  ou des quantités 
rationnelles, P eur conffru8ion lè rameneroit toujouts au 
cercle; en effet, en prenant une moyenne proporiionnelle m 

entre a & 6, on auroit Jar  m ;  prenant une moyenne pro- 

portionnelle n entre a & m , on auroit jas n' ou n n qui 
exprime une moyenne proportionnelle entre a & n. 

408. Quand l'équation déterminée auroit un plus grana 
nombre 'de termes, on la conftr.uiroit toujours d'une maniera 
analogue ; par exemple, fi l'on avoit u+ + u3 + a q ua + 
a' r u +- J ai 5 6 ,  a, q , r , J étant des quantités connues; e n  
f i~ppoCan tu '=a~ ,  o n a u r o i t a l r Z + a a u r + a  q i z a + a a r r c  
+ s a s = o ,  ou a c a + a u r + q u 2 + a t u  + s a 2 -  O, 

équation qui appartient à une feEtion conique ; conQruifinc 
donc cette équation, & i'tquation uZ= a r , Glon les princi- 
pes donnés ci-devant, les interfiLkions des deux courbes don- 
peront les différentes valeurs de u. 

409. Mais en introduihnt ainfi, arbitrairement, une mu+ 
?elle équation , il peut arriver, que les deux courbes ne Te 
rencontrent point, quoique la queRion qui aura  donné I'd- 

uation , ait une ou plurieurs folutions; c'eft pourquoi, pour 
R n r  tout  embarras , nous allons exporc. un pmcidi qui r lieu 
également pou? tous les degres. 

Suppolons , par exemple, que l'tquation foit u3 - a uL 3; 
p a u- q a' = O; on fuppokra us - a ua + p  a u -q a ' s  aa z ,  
r marquant une indéterminée, & a, q, q des nombres ou des 
lignes connues; alors fi l'on conçoit qu'on donne à u fic- 
cefivernent plulieurs valeurs A P , A P, &c. ( Fig. 67 ) & que 
l'on porte * les valeurs corre$ondantes de t ( qui  firunt fa- 
ciles à avoi r ,  puiQue r ne monte qu'au premier degré ) en 
PM, P M Gus un an le quelconque, que pour plus de fim- 
plicid un peut fuppo 7 er droit, il en neitra une courbe. 0~ 
pour fivoir où cette courbe rencontre l'axe A P, il faut  Tup- 

qu i  d o n n e u z - a u Z + p a u - q a = o ,  c'eff- 
propofée;don~ les diffances A0 , AO',  AO" 
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puxquelles IA tourbe  rcncontrs l'axe, Gront les différent4 
mleurs de K. 

&lais , fi au lieu de caIcuI , on veut  u n e  coniiruCtion, cela 
u3 

- &a fort aiG en donnant i l'tguation , cette forme, r - -4 

u3 p u  a' - + - - g ; or la  confirüft;on de  cliacuri des termes 
a a 

kiti u* rr - - !!-, pour chaque valeur de rr donnée en'fignes, eR 
a 9  a 

-faciLe 5( sJexCcute par ce qui a éti: dit  (14). 
+Io. Quandii  entreraplus d'une inconnue dans la queffion; 

onpeur ra  ramener l a  conflruLiion à çelle q u e  nous venons de 
donner, en réduirant toutes les iiiconnues a uiie. Cede, par la 

.méthode donnéex  161 &/Liu. ) 
4". Si l a  qud.lion efi inditermycée & q . ~  Tune des 

deux indétormin{es qui entreront dzns l'iqzztian, ne ,paffa 
p a s  le Gcond degré, o n  pourra toujours coildtruire i'éparion, 
à quelque degré que monte l'autre indEterminée, en dmnant 
2 cotte autre indécerniïn2e des yaicurs arbitraires, & calculant 
les  valeurs correfpondantcs de la premise ; f a i h t  de celles- 
a i  dcs abCiIfes , '& de celles-ci les ordonnées $une courbe, 
J,Iais fi les deux indi.termin0es paffent toutes ies d t ~ i x  le fécond 
degré,, alors i l  faudra pour chaque val=i?r que l'on drnnera i 
une  des indéterminées, trouver les v 1-urs dc f autre , par la 
niéthode qu'on vient de donner. Nous n'entrerons pas dans 
un plus grand- ditai l  fur les conflruRions de  cet:e dcrniere 
~ $ c c e  qu'on reneo.i::e d'ailleurs afiz $2-enlent.., 

qri .  Avant d a  terminer cctte froifxirr  Par:ie, nous ferons 
encor& remarquer ~ u e l q u e s  ufiiges de  l'application des iqua- 
rions aux courbes. Puifque toute 6qtiatian à une ieAion co- 
nique eft toujours du h o n 3  degré , & que T'Equation I n  plus 
ginéra!e de CE degré peat  toiijours être ,réduite à ce:!e f9rme 
d t a  + 3 u t  + e ua+ f'r + g v + h A-- 9, il s'enliiit qu'on 
peut toujours faire paKet r n e  GLgion conique Fa7 hr?q points 
donnés, pourvu que ces poinrs , pris trois à trois, ne Lient pas 
en  ligne d r o i e ,  parce qu'une fëiliun conique ne peut rencon- 
t rer  une ligne  droit^ en  plus de deux points. ' a 

En effet, concevons que A ,  23, C , D , E ( Fig 68. )Toien$ 
cinq points donnés c% q u i  zient cette condition :fi l'on rap- 
porte ces cizq poin!r à la  l i p  A D  qr:i joint doux d'en- 
n'eux, el! menant les ligne4 B F , C N, E C,&us un angI$ 

dani14 
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h ~ n e ,  Au perpéndiculaires à A U , alors les difiances A F 
A' F ,  A! C . C 1, A H , NC, A D  , qüi iont ccdées  connues, 
w m n t  être regardées comme les abfciffes & les ordonnées 

i i g c  lignc courbe. Or' je dis qu'on peut toujours fuppohr  
qxe cette l i p e  courbe a pour équation d t Z  + c u t + e uz + 
f t + g u + h - - O ;  ene f i ë t ,  fi l J o n n o r n r n e A F , r n ; B  F ,  
7 i ; l j C , m 1 ;  G E  ,rrl ;  A H ,  r d ' ;  C H , n U , & A D  ,m'Il; 
i i e &  vifible que , r U , p o u r l e p o i n t  A on aura u = O ,  & r =a, 
ce qui  réduit  l 'équat~on a ti = o. z., Pour  I e  point B on au ra  
n c= rn & L I n ; ce qui  change l'iquation en dm' i- c m  n+ 
r ' lz2.+fm+gn=o-,  ( àcaufcque h=o). jo ,  Pourle point E, 
on aurau-ml ,  r =n', & par conRquent, d m '  "cmm'n'+ 
e nt ' +fi1+ g n' = O, 4 ' ,  Pour le  point C , on trouvera d e  
mëme dm"' +cm" nl' + e n'" + f ' rn"+gnfm'r  o. IO, Enfiri 
pour  l e  point D , oh r = o & u = ml" , on aura e + 
f rnf1'=3 O ,  OU lîrnplement emf l '+  f= o. Or ces quatre équa-, 
tionsienferrnant toures les quantités c ,  e,  f , g. au premier 
desr;, il fera facile, par les intthodes de la  premiere lZtion 
d'en avoir les valeurs;  alors en les fubitituant dans l'équa- 
rion d t ' + c u r + e u 2 + f ' r + g n + u = o ,  ou plutôt 
dzns l'équation ri t' + u z + e u' + j ' r  +g  u = o , ( 
qlie ;= O ) , on aura c @, f,  g en quantites toutes connues, 
& I'tquation fi divifëra par d. I l  Gra docc alors facile de con[- 
triiire la courbe , & de dkcermiiier fi elle efi ellipfe, hyperbole, 
parzbole ou ccrck .  Si l'on ne donnoit que quatre points , alors 
rin des coë5cients fëroir arbitraire, ce q u i  donne lieu d'im- 
'pofer arbitrairement une condition, & deux ii l'on ne donne 
q u e  trois p c h ~  , L9< ainfi dc fuite. 

O n  d:i1'8gue iïs ligncs par l e  degré de lciir éqnztiyn. AinK 
I n  1i;r. droite , dont i'i.qi!at;cn n'e2 que du  premier degré , eff 
ligne du prcniier ordre. Les  feliions coniques hnt les lignes 
du Gcoiid oidre. 

O n  voit donc qu'on peut par la  niérne mérliode, 26ter- 
miner l'équarir n d'une ligne dii troiiieme ordre,  qu'on affu- 
jcttiroit à pa re r  par autant de points moins iin que l'équation 
géntrale dc cet ordre , à dciix indétermintes, peut avoir de 
temies différents : il en efl de rnkrje dans lesordres iirpirieurs. 

413. Cet te  niéme méthode peut fervir à lier par une loi 
approclibe & firnple, pliifieurs qüantir' connues, dont la 
loi Ièroir ou trop compaRe, ou inconRe. S u ? p î T o ~ r ,  par 
exemple ,  que l'on connniife trois quantités que je repréfënte 
par les lignes C B , E D ,  C F , ( Fig.. 69  ) & que ces quantitts 
dépendent detrois autres A B , A D A F. Ils'agit dc trouves 

A L G I ~ B R B ,  , 1-1 h 
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482 C O U R S  
une quantité HI  ic:errnédiaIre aux premieres, ou qui en ioif  
vcisne ,  Sr qui dC;ive dc: A H de la rnêrnc maniere que C U , 
. E D , & c ,  d4rivent de A H ,  A D , & c .  

On peu: Ci:iiisfi,,ire .'i cette quefiion d'une infinité des ma- 
nirres d iErentes ,  en prenant une équation a dewx indéter- 
minées u & cqui ait au moins autant de termes différons qu'il 
y a d e  qüantités telles que C B , E U , G F.  M ~ i s  entre tous 
ces diEérens moyens celui qui donne plus de  f a d i t t ,  pour les 
différens ullges qu'on peut faire de cette métliode , eit de re- 
4artIer la ligne 1 l icomrne i'ordonnée , ~c la ligne A fi comme 
1 abrciffe $une c o ~ r b e  qui paiIeroit par les points donnés C,  E ,  
G ,  8 c .  i(( qui auroit pour tquation celle-ci, c =a+ b z ~ f - c u ~  -). 

&G, cn prenant aurant de termes qu6 l'on a de quantités ou de  
points C , E,  C ; & alors fuppohni conirne ci-deffus , que e va- 
lant A U ,  t vaut C U ;  que u valint  ri D ,  [vaut D E;quet.i 
valant A F ,  t vaut G F, 81 ainii de Cuite, on aura ru:ant 
d'fquaîioiis pour dtterrniner a ,  b , c , &c. qu'on a de points. 
Ayant dttevniné les valeurs de a ,  b , c ,  &c., ii on les Lbfiitue 
dans 1'6qua:iun r = n + b r~ -fi c u' , &c., on aura une équation 
dans laque:!e t3ut h a  connu, excepct u e( L. Si donc on met 
p m r  u la diilnnce connue A I I q u i  convient à l a  quantité H I  
que I'on chrrche,  alors on aura ia vaieiir correipcndante de r ,  
c'efl à -d i re ,  F I .  

O n  voit par-là , la con5rrnatIon de  ce que n o x  avons dit 
( 2 3 % ) .  En effet, fi I'on vo~~ioi t imi ter  le contûLr A B C D E F  
( F g .  70 ), on abailieroit L'un certain no:nJre de pr,ints de ce 
contour, des perpmdicuiaircs Cur une ligne déle-minée X Z ;  
puii  par la  méthode qu'on vient de  voi r ,  on détermineroit 
l'équatjond'une courbe q l ~ i  palferoit par tous cespoinis, & dans 
laquelle r étant au premier degré, u rnontàt, au degré marqué 
par le nombre de ces pûints mains un ; a b r s  cette Cqiiation Ter- 
viroit à déierminer d:s perpendiculaires interm&iia;res qui 
approcheroient d'autant plus des véritab!es , qu'on aura pris 
d'abord un plus grand nombre de  points 8 , B ,  C, D , &cm 

Appendice. 

4 I 4 Nous nous Priam propofés de faire 
entrer dans c e b l u m e  pfuîieurs autres  objets; 
mais pour ne point p a G r  de juRes bornes, 
nous fornmcs obligés de les renvoyer au fui- 
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vent. Cependant, nous placerons encore ici 
quelques propofitions dont nous aurons occa- 
Gon de faire uiàge par la  iùite, & dont qiiel- 
ques-unes nous ferviront à dLmontrer l'une dcs 
Ggles que nous avons donndcs (Géom. j 6 i . 
Q ~ c j . V I ) ~ o u r  trouver les angles d'un triangle 
iphdrique lorfq'qii'on en connoît les trois c ô d s .  

4 r 5 .  Kappellons-lious (céo,.,s4, ,e l  &7,7aj 

que fi a 8t li reprdfentent deux angles o u  
/;II a co jb  + / ; I I  b cc~fiz , deux  arcs, on afi t  (a+L) = - 

7 II  
CO f u COJ b -/in a/;n b 

& coJ(;z+ bj = ---- ou (en  f~ip-  
? II  

poîant pour ~ l u s  de fim~lici td que j r  , 1) 

1 O, JlTl (a  + 6 )  = /in n CO/ 6 +Jn b coyiz. 
2O, coJ@ t 6 )  ;t cola  cofb - j a  a f i n  b. 
3",/în ( a - h ) = f i n  a co fb- j în  6coJa. 
+O, c g ( a  - i i j  - = cof a rof b +jiir a fi 6. 

r j in  a Jin a 
jO,tanga = ---- - en fi~ppoiànt tou- 

C O ~ B  .corn 

jours le rayon L I , comme nous le ferons 
dordnavant. 

co /a  do,  CO^ a - - - 
/;n n o  

4 i 6. Cela pofd , fi l'on diviie la valeur dc 
fin (a-@) par celle de coj' (a + b) a on aura 
-- jnfn+') c'efi- à - d i r e ,  rang ( a i -  6 )  
lof (Q + 61 ' f i n  JI* - i-- - f i a c o / - b + f i b c o f n  c ~ J n  col'b _- - - (en d i ~  

cofacoJb-Jiri nJnb j n  a /;n b '---- 
C O ~  a coJb 

H h a  
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$84; C O U R S  
v i h l t  le fecond membre, haiit & bas, par 

rangn+tmgI> 
coJa COF~); donc rang (a +- 61 =. I -tnngatmgb' 

Si au contraire, on divife l a  valeur de cor  
(a -C b )  par cellé de jin ( a  -i- 6), on auGa 
"ofla + b )  co/à corb  - f i n  a fin h 

fin i n  1- b )  OU Co' (a + 6) " 3; . 'O, I +jn a ,-.rd r 
ou en divifant hau t  & bas Dar lin a 

--- 
p i  a CO f b cor u -. rang6 

çot p+b) = .- = --- - 
/ ; I I  I cof a r+cqr atcmgb* 

' + 6 n a c D r b  
Si l'on divire deJ meme la  valeur de J% 

( a  - 6,) par celle de coJ (a - b ) ,  & celle 
de cof (a  -- 6) par celle de Jin ( a  - y, on 
aura,  en opdrant de merne, rang (d  - b) = 
rang a - tang b a +- rmic 6 - - & cor f a  -+ b )  = ------ 
~+rangrrrangb 9 r - cot  n zcing bu 

4 I 7 .  Les valeurs deJiB ( a d j ) ,  cof(a+V, 
fang ( a  + b )  que nous venons dyexyoîcr , 
peuvent k r v i r  à trouver fx i lement  les finus, 
corinlis ei tangentes des arcs miiltiplcs d'un 
are donni ,  & par conféquent les éqnarioix 
q u i  ferviroient à divifer un angle en plulieurs 
parties égales. Il n'y a qu'à îuppofer îuccef- 
j ive~ncntb=a ,=za .=~a;&ai l l f idef~ i i te ,  

/ - 

Par exemple, en fiippohnt b = a ,  on aura 
J i n 2 a = ~ ~ n a ~ o f a a , & ~ o f 2 a = c o ~ a c o o j a -  
f i a f i a d  cf a-fin2 a - 1  - z / l n z  a ,  
(en mettant Four cor's fa valeur I -jinz a). 
En îuppohznr b q a, on aurafin 3 a =fi a 
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D E  M A T H ~ A T I Q U L I .  $8; 
C O I  2 a +Jrz 2 a cof a ,  & 4 3  a - cg2a coJa 
-/in 9 afin a. Or les deux dquations prtcd- 
dentes donnent les valeurs d e f i  2 a & de cof 
z a ; fi donç on les fubRitue dans celles-ci, on 
aura les  valeurs de/in 3 a & cof j a exprimées 
par les lii~us & cofinus de l'arc fimpie n. On 
trouvera de mtme çelles d e j n  q. a 8r cor4 a ; 
Jitt 1 p & CQ f a, & ainfi de hite. On s'y pren- 
dra de m&me pour avoir rang 2 a, rang Îa, bc .  
en employant 1a formule qui donnc ruizg(&-h) 
& f~~ppofant iucce6vcmenr 6=0, =za=&c. 

4. I 8. Si l'on ajourc enfemble la valeur 
i d e h  (a+v Pr celle de /Zn (a - bf , orraura 
/;a (4+ b )  -+fin ( a  - b )  = 2 /~'n O C O ~ '  b ,  
& par c ~ n r d q u e n t  J n  a c g 6  = f Jn (a  -t- 6) 
+:fi (a - bj .  E n  ajoutant  arei il le ment la 
valeur de coJ(a + b)  avec celle de cor a - 6/, 
ontrouvera a c o f a  co~b=co/la+J f + c q  
(a+ 6), ou cof a coJb= t cof(a +. 6) -+ 

coJje-bj. Au contraire, en retranchant la 
valeur de coJ(a + b) de celle de cof(a- b), 
on trouvera 2 fin a jîn b = coJ ( a  - 6) - 
çoJ(a-b) , & par conîéquentfiz a / i n  6 ,  

cof(a-  6) -f co l (a+b) .  
4 I 9 .S i lYon fait a+b- m&a-6=n,  

on aura, en ajoutant & retranchant, & divi- 
fant enfuite par z , a = t rn + n, & b = 
+nt - n , d'où l'on conclura facilement des 
dernieres formules qu'm vient de trouver : 
I O  ,/;n m+Jn - n=z/in(~rn-t-;~J --,- xco/(tm-+nf. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



.O, c,/~:4co/n=acof(tm+f 19 x co/iim-In/; 
3 O, c c ~ n - ~ o ~ n ~ ~ s j r ~ ( +  nz +!n (x fin(: rn- f n). 

Toutes ces propofitions nous G r o n t  trèr- 
utiles ; on voit avec quelle facilitd elles fe 
trouvent Or fe dtmontrenr par le calcul. 
Nous nous bornerons pour le  prCfenr , à 
en faire voir l'ulage pour la démonArarion 
de la  regle donilde ( GÉom. 7 6 I .  QueJ1. VI 1. 
42 O. Soit donc ABC(Fig. 7 I )  un  trian- 

gle fphkrique, A D un arc de grand cercle, 
abaiiTé de l'angle A perpendiculairement fur 
l e  côtC oppofd BC; Frenons fur cemême cOtE 
BE=BA, & ayant irnagind l'arc de gaiid 
cercle AE, par Ton milieu O Ac par le  point  B, 
'iinagirions a& l 'arc de grand cercle BO , qu i  
divifera l'angle ABC en deux parties tgales. 

Cela pofé , dans le triangle EBO, on aura 
(Géoin. ?+g), en fippofant le rayon = r 
r : J a  BLioufi/z AB: :finOBE ouJin f ABC: 
JNI OE ; doncjr'n OE o u f i  2 AE ==fin A B  x 
J;n: ABC; ou, e n q u a r r a n t , h Z  'A I=== 
Jr tZ  AB x/tn " ', ABC; or nous v e n o n s  de voir 
(41 7) que co/z a = ~ - 2  Jh ' a ,  OU, en faibnc 
2a=m, cofm=r - z / i n z ~ n r ; d o n c / Z n ' ~  nz 
=-' 7. -'cof z rn , & par conréquent on peur ,  
àu lieu de& ' GA E , mettre $ - : cof A E ; 
on  aura donc + - L  A E = J n z  A B  
fi' $ A B C ;  or ( ~ j o m .  3 57) on a ,  dans le 
triangle A B C ,  B D : cof C D ou 
c ~ ( B  C-BD) : : c 0 j i l . B  : c ~ A  C ; c'efi-à.dire, 
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D E  ~ ~ A T H ~ ~ M A T I ~ U E S .  4.87 
C ~ J B D : C O / E C C O J B D + ~ ; O B C ~ ~ ~ B U : : ~ ~ ~ ~ ~ B ~  
c o f A C ,  & par confdquent co/BD c o f A C -  
roJAB coJBCcof BD+cof ABJn B C fin BD, 

cofBDcof;4C-coJAB~~o/BCco/~YD , 
d'où i'on t i r e jn  B D = - 

c o j  A B  /in UC . 
Par le même principe, on aura dans le trian- 
gle BAE,cofBD : cofDE ou c o J ( A 3 -  BD) 
:: c o f A B  : c o f A E ; c ' c i t  à-dire,  cof B D : 
C ~ A B  coJBD +-/in A B j n  B D  : : cof AB : 
coJA E ; donc cofB D cof  A E == cof A B 
cof AB coJB D+coJABJin A B f i  C'D, d'oir 

COJ BB.CO f A.E - coj2 AB CO f B L) - 
l'on t i re  f i n  BD= , coj-Ab'jzu Ah 7 .  
éga lan t  ces deux valcurs de fin B D , & fup- 

coJ il D 
primant  cnfuitc l e  faReur commun _/ A 

on aura , apr&s les opdrations ordinaires, 
~ABco jAC-co / ;4U/r i1ABco fBC+co~AB~n  B C ,  

cojAE = -- 
Jin BC Y 

fubit i tuant cette valeur dans l'tcquation + - 
-$ coJAE=Jln'ABfiaa $ A B C ,  on aura 

j;,z AB cof A C +  coJA U j i n  AB~.ofBC-cor AUP'BC --- 
2 2. $11 fl C 

=/;/la ABJa2 + ABC; chairmt les ddiiami; 
nateiirs , & mettant enfuite da:lsJu I: C- 
cor' A B f i  BCou /L'a BC (1 - c o r z  AB), air 
l i a  de r -- COS' A B ,  valeurjrz' AL; , &- 
divifant enfuite parfin AR, on  aurafin B C 
fi AB-coJACt CO fAB c o ~ S  =z/iaAEx 
fin P ï l i ; r Z +  A B C ;  or (+ I I ~ J A B  c;/ BC+ 
fia BC/;n AD CI coj'(BC-- A B ) ;  d31c 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



c o f ( B C - A B ) - c o p C = . a f i n  AB& Bd 
fin2 t ABC; mais /+ I~)~~('BC-AB)-CO/AC - ~ ~ n / ; A C + ~ C B - ; ~ 4 B ) $ n ( < A C - t B C  
+ ; AB) q u i  eit la même êhofe que ......, 
5 j n  (:AC++B C+$AB-AB)Jila (;AÇt-$B C+$AB-BC) 

ou ( en nommant S l a  fornme des trois côtis), 
l a  même chok que 2 /Ln (+ S - A B )  x 
/ i n ( i S - B C I ;  donc2Jn  ( + S - A B ) x  
/i;, f f S - E C L  2 12.1 AB fin BCfin' i ABC, 
d Y &  après avoir divifd par 2 , -on tire /?tt 

AB></;nBC:/Ln(t S -AB)  x j h  (; S- BC) 
: : I ou r' :Jnz ABC ; ce: qui donne, cil 

employant les logarithmes , l a  rCgle qu'il 
s'agihit de ddmontrer, 
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