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RECHERCHES GBZIÉRALES 

SCR 

LES SURFACES COURBES, 

LES recherches daris lesquelles oii s'occupe des directions de diverses 
droites dans l'espace atteignent la plupart du temps un t r b h a u t  degré de 
clart6 et de simplicité, quand on recourt à l'emploi d'une surface sphérique 
décrite avec un rayon = 4 autour d'un centre arbitraire, et dont tous les 
points sont censés représenter les directions de droites parallèles aux 
rayons terminés à ces points. Et comme la position de tour les points dans 
l'espace se détermine par trois coordonnées, qui sont les distances à trois 
plans fixes perpendiculaires entre eux, il faut considérer avant tout les di- 
rections des axes perpeiidiciilaires a ces plans ; nous nolerons ainsi ( l ) ,  (a) ,  
(3), les points de la surface spliérique qui représentent ces directions : il est 
clair que la distance de ces points, deux i deux, sera un quart de cercle. 
Nous supposerons d'ailleurs que les directions d'ont il s'agit sont celles qui 
se rapportent aux coordonnées positives. 
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I I .  

11 ne sera'pas inutile de rappeler ici certaines proposilions qui sont d'un 
usage fréquent dans les questions de ce genre. 

4 .  L'angle de deux droites qui se coupent a pour mesure I'arc compris 
entre les points qui correspondent à leur direction, sur la surface sphérique. 

2. L'orientation d'un plan donné dans I'espsce peut êlre représentée par 
un grand cercle de la surface sphérique dont le plan serait parallêle au 
plan donné. 

3. L'angle de deux plans est êquivalenl l'angle sphérique compris entre 
les grands cercles qui les représentent, et a, par conséquent, aussi pour 
mesure I'arc compris entre les pôles de ces grands cercles. Et de  là il suit 
que l'inclinaison d'une droite sur un plan est mesurée par I'arc de grand 
cercle mené normalemmt du point qui correspond à la direction de la 
droite, au grand cercle qui représente l'orientation du plan. 

4. Soient x, y, z ,  x', y', z', les coordonnées de deux points, r leur dis- 
tance, et L le point qui, sur la surface sphérique, représente la direction de 
la droite menée du premier point au second, on aura 

x' = x + r cos (1) L, 
y' = y + r cos (2) L, 
a ' =  z + P COS (3) L. 

5. De la il résulte immédiatement qu'on a généralement, 

cosP ( 4 )  L +cos2 (2) L + cosS (3) L = 4, 

et aussi, en considérant un aulre point quelconque L' sur la surface sphé- 
rique, 

cos (4) L. cos ( 4 )  L'+ cos (2) L. cos (2) L' +cos (3) L. cos (3) L' = cos LL'. 

6 .  THBORÈME. Soient L, L', Lu, Lu', quatre points sur la surface sphé- 
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riqzte, et A l'angle que let arcs d e  grand cercle LL', T,"L"' forment en  
l e w  point d'intersection, on aura 

cos LL". cos LIL"'- cos LL"'. cos L'L" = sin LL'. sin 1,"L"'. cos A .  

Dirnon,sfration. Appelons aussi A le point d'intersection lui-même, et 
soit pose 

, AL = t ,  AL' = l ' ,  AL'' = tu, AL''' = 8'" ; 

Nous aurons (+) 

cos LL" = cos t. cos t" + sin t. sin t" cos A,  
cos L'L"' =; cos t' cos tu' + sin 1' sin 1"' cos A ,  

cos LL"' = cos t cos t"' + sin t sin t"' cos A ,  
cos L'Lw = cos t' cos 1" + sin t' sin t" cos A ; 

et par suite 
cos LL". cos L'L"' - cos LL"'. cos L'Lu 

cos t cos t" sin t 'sin 1"' 
+ cos t' cos t'"sin t sin t" -- COS t COS t'" sin t' sin 1" 

- cos t' cos t" sin t sin tu' 

= cos A (cos t sin t' - sin t cos 1') (cos 1" sin t"' - sin 1" cos 2'") 

= cos A .  sin ( t ' -  1). sin (t"' - t") 
= cos A. sin LL'. sin T,"L"'. 

Di1 reste, comme il y a pour chaque grand cercle deiix hanches partant 
du pcint 4, ces deux branches forment en ce point deux angles dont la 
somme est 180° ; mais notre analyse montre qu'il faut adopter les branches 
q u i  correspondent ai l  sens des directions LL' et L"L"', et comme les deux 
grands cercles se coupent en deux points, on voit aisément qu'il est in- 
diffèrent de choisir I'un ou l'autre de ces points. On peut aussi, à la place 
de l'angle A ,  employer l'arc compris entre les pôles des grands cercles dont 

' les arcs LL', L"LU' font partie ; mais il est clair que ces pôles doivent avoir 

(*) Par la formule bien connue qui lie, dans un triangle sphdrique, I'un des trois angles 
aux trois côtés du triangle - E. R .  
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respectiveinent la'même siluation par rapport à leurs arcs, c'est-à-dire que, 
pendant qu'on marche de L vers L' ou de L''vers L"', chacun des deux pôles 
doit être du même càté, soit à droite, soit à gauche. 

'7. Soient L, .Id', L" trois poinls sur la siirîace sphérique, et posons, pour 
abréger, 

cos ( 4 )  L - x, cos (2) 1, -y ,  cos (3) 1, = 2 ,  

cos (4) L' =a;', .cos (2) L' =y', cos (3) L' = z', 
cos ( 4 )  L" = d"' cos (2) L" = y", COS (3) L" - w". 

9 

posons aussi 

gy 'z"+, 'y"s+g"yz ' -sy"z ' -x 'yz"-a"y '~-  A .  
Désignons par I l'un des pôles du grand cercle dont I'arc LL' Iail partie, 

celui qui se trouve, par rapport à cet arc, placé comme le point. ( 4 )  l'est par 
rapport à l'arc (2) (3). Nous aurons alors, d'aprés le théorème précédent, 

y ~ '  -- 9' z = cos ( 4 )  1. sin (2) (3). sin LL', 

ou, à cause de (2} (3) = 90°, 

yz' - y' z = cos (1) A. sin LL', 
et de même 

zz' - z' oe =. cos ('2) 1. sin LL', 
sy' - x' y = COS (3) 1, sin LL'. 

Multipliant ces équations respectivement par x" y" z", et ajoutant, nous 
obtenons, au moyen du second des théorèmes rappelés au na 5, 

, A = cos A L". sin LL'. 

Ici il y a trois cas à distinguer. Premiérement, lorsqiie L" se trouve sur 
le grand cercle dont I'arc LL' fait partie, on a 1 L"=90°, et par suite A=0. 
Si L" se trouve en dehors de ce grand cercle, le deugièrne cas sera celui où 
L" est du même coté que 1, et le troisième celui ou L" est du côté opposé : 
dans ces deux cas, les points L, L', L" formeront un triangle sphérique; 
leur disposition sera analogue à celle des points (1), (2), (3) dans le se- 
cond cas, inverse dans le troisième. Appelant simplement L, L', L", les an- 
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gles de ce triangle, p la perpendiculaire menée sur la surface sphérique du 
poinl 1," sur le côté LL', on aura 

sin p = sin L. sin LL" = sin 1,'. sin L'L", et À t': = 90" T p ,  

le signe supérieur se rapportant a u  second c.as, le signe inférieur au troi- 
sième. De là nous concluons 

& A =sin L. sin LI,'. sin LI," = sin L'. sin LL'. sin L'L" 
= sin Lu. sin LL". sin L'Ln 

Du reste il est clair que le premier cas peut être regardé comme compris 
dans ie second ou le troisième, et l'on peut voir sans peine que l'expression 
f A représenle le sextuple du volume de la pyramide formée par les 
points L, L', L" et le centre de la sphère, et que, semblablement, $ A repré- 
senle, en général, le volume d'une pyramide quelconque comprise entre 
l'origine des coordonnées el les points dont les coordonnées sont x, y ,  z ; 
d, y', 2 ' ;  2", y", Y'. 

IIT. 

On dit qu'une surface courbe jouit d'une courbure continue autour d'un 
de ses points A ,  si les directions de toutes les droites qu'on peut mener de 
ce point à tous les points de la surface infiniment peu distants s'éloignent 
infiniment peu d'un seul et mème plan passant par le point A ; ce plan est 
alors ce qu'on appelle le plantangent à la surface au point A .  Que si cette 
condition ne peut être remplie, pour un point donné, la continuite de  la 
surface est interrompue en ce point, comme cela a lieu, par exemple, pour 
le sommet d'un cône. Les présentes recherches seront restreintes à des sur- 
faces ou à des portions de surface telles que la continuité de la courbure 
ne soit interrompue en aucun point. Nous ferons seulement observer ici que 
les méthodes qui servent à déterminer la position du plan tangent ne s'ap- 
pliquent pas aux points singuliers dans lesquels la continuité de la courbure 
est interrompue, et doivent conduire à des solutions indéterminées. 
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La posilion du plan tangent peul btre très-cominodkment représentke nu 

moyen de la position de la droite qui lui est normale au point A,  droite 
qii'on dit aussi être normale à la siirface elle-même. Nous représenterons la 
direction de cette normale par un point L de la surface spliérique auxiliaire, 
ek nous poserons . 

cos(1) L =X, cos (2) L =  Y, cos (3) L = Z ;  

nous désignerons les coordonnées du poinl A par a, y, z. Soient, en outre, 
E + dz ,  y +'dg, z + dz les coordonnées d'un autre point A' sur la snr- 
face courbe, ds 1; distance infiniment petite AAf;  soit enfin 1. le poinl qui, 
sur la surface sphérique, représente la direction de l'élément AA'. On aura 

dz = ds. COS (4) 1, dy = ds; cos (2) ?., d z  = ds. cos (3) 1, 

et aussi, puisque l'on doit avoir A L = !IO0, 

x cos ( 4 )  1 + Y  cos'(2) 1 + z cos (3) 1. = O .  

La combinaison de ces, équations noiis donne 

~ d a - + ~ d ~ + ~ d z = ~ .  

II y a. deux méthodes genérales pour l'étude des propribtks d'une surface 
courbe. Dans la premidre, on se sert de l'équation entre les coordonnées r ,  
y ,  z ,  que nous supposerons ramenée à la forme W = O, O U  W sera fonction 
des indeterminées 2, y,  z. Soit la différentielle compléte de la fonclion TV, 

dW = P d a $ Q d g + R d z ;  

on aura, srir la surface eourbe, 

P d s  j Q  d y + R d z = = O ,  
et, par suite, 

P  . cor (1) A + Q . cos (2) i, + R . cos (3) i = 0. 

Comme cette équation, ainsi que nous l'avons établi ci-dessus, doit avoir 
lieu pour les directions de tous les éléments ds sur la surface courbe, on 
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voit facilenient que X, Y, Z, doivent être respectivement proportionnels a 
Pl Q ,  R,  et que, par suite, a cause de la condit.ion X2 + Y t  + Z t  = 4 ,  on 
aura, soit 

soit 

Dans la seconde méihode, on exprime les coordonnées en forme de fonc- 
liow de deux variables p et q. Supposons que par la différentialion de ces 
fonctions on ait 

da = a dp + a' dq, 

, dy = b d p  + b' dq, 
dz = c dp + c' dq; 

par la substilulion de ces valeurs dans une forniiile donnée ci-dessus, nous 
obtenons 

( a X + b Y + c Z ) d p + ( a ' X + b ' Y + c ' Z ) d q = O .  

Cornirie cette équation doit avoir lieu indépendamment des valeurs des 
différentielles dp, dq, on aura évidemment 

d'ou rious concluons que X, Y, Z .  doivent être respectivement proportion- 
nels aux quantités 

Posant donc, pour abrbger, 

on aura, soit 
b c -  cb' CU'- ac' a b -  bu' 

X =  A ' 
Y= A '  z =  A ' 

soit 
cb'- bc' ac- ca' b a-  a b  ' X= A , Y =  A 

, z =  
A 
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A ces deux inétliodes générales se  rattache une troisième méthode, dans 
laquelle l'une des coordonnées, par exeinp!e a, est exprimée en fonction 
des deux autres, s, y ; cette méthode n'est évidemment autre chose qu'un 
cas particulier, soit de la première méthode, soit de la seconde. Que si l'on 
pose . 

LEZ = ta2 + u dy, 
on aura, soit 

soit 

Les deux solutions qu'on a rencontrées dans le 8 précédent se rappor- 
tent évidemment à des points opposés de la surface sphérique, ou a des 
directions opposées, ce qui 's'accorde avec la nature des choses, attendu 
que la normale à une surface courbe peut être menée dans un sens ou dans 
l'autre, suivant la face que l'on considère. Que si l'on veut distinguer 
entre elles les deux faces contiguës d 'me surface, et appeler l'une exté- 
rieure et l'autre intérieure, on pourra alors attribuer aussi a-chaque nor- 
male la solution qui lui convient, h l'aide du thborèine développh au 8 II 
(7, ob l'on a aussi établi un crilerium ou nioyen de  distinguer une face 
de l'autre. 

Dans la première méthode, ce critérium se tire du signe de la valeur de 
la quantité W. En effet, généralement la surface TV = O séparera les ré- 
gions de l'espace pour iesquelles W prend une valeur positive de celles 
pour lesquelles W devient négatif. Du théorème que nous venons de rap- 
peler on conclut dès lors facilement que, si W a une valeur posilive d a  
côté de la face extérieure et que l'on conçoive la normale comme menée 
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vers l'extérieur, il faudra adopter la première solution. Au reste, il sera fa- 
cile, dans chaque cas, de decider si, pour la surface entière, la ~iiême règle 
doit s'appliquer eu égard au signe de IV, ou si la règle à suivre doit changer 
d'une région de la surface à une autre région; la loi de conlinuité ne per- 
mettra d'ailleurs aucun changement, aussi longtemps que les coefficients 
P, Q, R auront des valeurs finies, ou ne s'évanouiront pas tous ensemble. 

Si nous suivons la seconde méthode, nous pouvons concevoir sur la sur- 
face courbe deux systèmes de lignes courbes; I'un pour lequel p est va- 
riable, q constant ; l'autre pour lequel q est variable, p constant; la position 
respective de ces deux lignes, par rapport à la face extérieure, doit ddcider 
laquelle des deux solutions il faut adopter. C'est-à-dire que toutes les fois 
que les trois lignes suivantes, savoir, la branche de la ligne do premier sys- 
tème qui,  à partir du point A ,  correspond h un accroissement de p ,  la 
branche de la ligne du second système qui, à partir du même point A ,  cor- 
respond à un accroissement de q ,  e t  la normale menée du côté de la face 
extérieure, toutes les fois, disons-nous, que ces trois lignes sont placées de 
la même manière que le sont eux-mêmes, à partir de l'origine des coor- 
données, les axes x, y ,  z (par exemple si, pour I'un et l'autre de ces deux 
groupes de lignes, on peut conce~oir la première ligne à gauche, la seconde 
B droite, la troisième en dessus), alors on doit adopter la première solution; 
toutes les fois, au contraire, qrie la position respective des trois lignes sera 
à l'inverse de la position respective des axes x, y,  s, la seconde solution 
s'appliquera. 

Dans la troisième méthode, il faudra examiner si, pendant que z reçoit 
un accroissement positif, x et y rcstant invariables, l'on s'avance du côté 
de la face extérieure ou de la face inlérieure. Dans le premier cas, pour 
une normale dirigée exlérieurement, on doit prendre la première solulion; 
dans l'autre cas, la seconde. 

VI. 

De même qu'en ikaçinant par le centre de notre sphère auxiliaire des 
droites respectivement parallèles à chacune des normales d'une surface 
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courbe, à chaque point déterminé de la deuxième surface vierit correspondre 
un point déterminé de la première ; 'de  la même manière, toute ligne on 
toute figure tracée sur la surface courbe sera représentée par une ligne ou 
une figure tracée sur la surface sphérique. D m  la comparaison des deux 
figures qui se  correspondent ainsi, et dont l'une sera comme l'image de 
I'aulre, on peut se placer à deux points de vue : on peul avoir égard seule- 
ment aux quantités; ou bien ne s'occuper que des relations de posilion, 

.abstraction faite des relations de quantilé. 
Pour l'élude des relations de quantité, il nous parait utile d'introduire, 

dans la théorie des- surfaces courbes, quelques notions nouvelles. Elant 
donnée une portion de surface courbe, comprise dans un périinétre déter- 
miné, ndus dirons qu'elle a pour courbure tolale ou inldgrale l'aire de la 
figure qui lui correspond sur la surface slihérique auxiliaire. Il convient Oc 
distinguer; de cette courbure inlégrale, la courbure en quelque sorte spéci- 
fique, que nous appellerons m e n m  de la courbure et signifie le quotient 
qu'on oblient en divisant la courbure intégrale cle l'élément superficiel ad- 
jacent ii ce point par l'aire de cet élément même, et indique conséquem- 
ment le rapport des aires infininlent pelikes qui se correspondent sur la 
surface courbe et sur la surface sphérique. L'utilité de ces innovations res- 
s o r h  sut'fisamnient, nous l'espérons, des considérations -que nous aurons 
à exposer. Quant a ce qui concerne la tern~inologie, nous avons pensé 
qu'avant tout nous devions nous al.tacher.2 éviter joute obscurité; c'est 
pourqiioi nous n'avons pas cru devoir adopter une terminologie analogue 
à celle qui est admise généraleinent (giioique criliquée par plusieurs géo- 
inèlres) dans la théorie des courbes planes, suivant laquelle la mesure 
cle la courbure aurait d û  être appelée simplement courbure, ct la courbure 
tolale, amplitude. Mais pourquoi n'userait-on pas d'une certaine latilude, 
quant aux mots, poiwvu que les choses elles-mêmes ne soient pas vides, et 
que le discours soit à l'abri de tonte interprétalion erronée? 

La position de la figure tracée sur la surface sphérique peut être ou 
. semblable ou opposée (inverse) a celle de la figure qui lui correspond sur 

la surface courbe; le premier cas a, lieu lorsqiie deux lignes s ix la surlace 
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courbe parlant du même point et dans deux direclions différentes, niais non 
opposées, sont représentées sur la surface sphérique par deux lignes pla- 
cées semlilablement, e'est-k-dire' lorsque l'image de IR ligne située vers la 
droite est aussi ii droite ; le second cas, lorsque c'est le contraire qui  a lieu. 
Nous dislinguerons ces deux cas par le signe positif ou négatif de la nic- 
sure de la courbure. Mais il est évident que cette distinction rie peut avoir 
lieu qu'en choisissant sur l'une et l'autre surface une face déterminée, sur 
laquelle on doit concevoir que la figure est tracée. Dans la surface spliéri- 
que auxiliaire, nous eniploierons toi?joiirs, coinme faca extérieure, celle 
qui est 1ournée.à l'opposé du  centre; dans la surface courbe, on peut 
prendre pour face exlkrieure, soit c,ellr, qui est habituellement regardée 
comme étant rkellement la face extérieure, soit plulbt la face même 9 par- 
tir de laquelle on éléve la normale ; il est évident, en effet, qu'on ne change 
rien à la similitude des figures en transportant d'une face à l'autre el la 
figure lracée et la normale, pourvu que l'image de cette figure soit ioujours 
tracBe sur la. même face de la surface sphérique. . 

. Le Signe positif o<négatif dont nous affectons la mesure de la courbure 
d'une figure 'infiniment petite d'après la position de cette figyre, nous l'é- 
tendons aussi a la courbure intégrale d'une figure finie sur la surface courbe. 
To:ilefois, si noiis voulions embrasser ce sujet dans toute sa généralité, 
certains &laircissen~ents seraieni nécessaires ; nous nous contznterons ici 
de quelques courtes explications. Lorsqu'une figure tracée sur une surface 
courbe cst telle q u ' i  clmcun des points qu'elle comprend i l  corrt?spond. 
sur In sphkre auxiliaire, des points différenls, alors nulle ambiguïté. Mais 
si cette condition n'est pas remplie, il sera nécessaire de faire enlrer deux 
ou plusieurs fois en ligne de compte certaines portions de la surface sphé- 
rique, el de là, suivant que la similitude sera directe ou ir~verse, des termes 
qui s'ajouteront ensemble ou se détruiront partiellement. Ce qu'il y aura de 
plus simple, en pareil cas, sera d'imaginer qu'on ait divisé la figure tracée 
sur la surface cOurbe en parties telles, que chacune d'elles, considérée iso- 
lement, satisfasse la condition énoncée tout à l'heure, d'attribuer à eha- 
que partie la courbure qui lui convient, courbure dont la grandeur sera 
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donnée par I'aire de la figure qui lui correspond sur la surface sphérique et 
dont le signe dépendra de la position même de la figure, et enfin de pren- 
dre pour la courbure totale de la figure entière la quantité qu'on obtiendra 
en ajouiant ensemble les courbures intégrales correspondant à chacune 
des parties de la figure. De celte manière, la courbure intégrale d'une 
I j p r e  sera généralement = f Kda, da représentant l'é16ment superficiel de 
la figure, K la mesure de la courbure en chaque point. Et quant A ce qui se  
rapporte a la représentation géoirietrique de celte intégrale, les principales 
considérations qu'il y aurait lieu de présefiter reviennent à ce qui suit. Le 
périmètre de la figure tracée sur une surface courbe (sous la restriction in- 
diquée au # III) correspondra toujours, sur la surface spliérique auxiliaire, 
à une ligne fermée. Que si celte ligne ne se coupe elle-meme en aucun 
point, elle divisera la surface sphérique en deux parties, dont l'une corres- 
pondra à la figure tracée sur la surface courbe ; la courbure intégrale de la 
figure sera donnée par l'aire de cekie parlie, cette aire étant positive ou né- 
gative suivant.que, par rapport a son périmètre, elle aura une position 
semblable ou inverse à celle que la figure a elle-même par rapport à son 
propre périmètre. Mais lorsque cette ligne se coupera elle-m&me une ou 
plusieurs fois, elle donnera une figure compliquée, h laquelle cependant on 
peut attribuer légitimenient une aire déterminée, comme s'il s'agissait d'une 
figure sans nœuds; et cette aire, convenablement entendue, sera toujours 
la valeur exacle de la courbure intégrale. Au surplus, nous croyons devoir 
réserver pour une autre occasion des explications plus amplement déve- 
loppées, concernant les figures envisagées au point de vue le plus général. 

Cherchons maintenant une formule propre à exprimer la niesure de la 
courbure en chaque poinl d'une surface courbe. En appelant do l'aire d'un 
élément de cette surface, Zda sera l'aire de la projection de cet élément sur 
le plan des coordonnees z et y ; el de même, si dz est l'aire de l'élément 
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correspondant sur la surîace sphérique auxiliaire, Zdx sera l'aire de  la pro- 
jection de cet élément sphérique sur le même plan ; et il es1 manifeste que 
ces projections auront entre elles les mêmes relations de grandeur et de po- 
sition que les éléments eux-memes. Considérons maintenant. un élément 
triangulaire de la surface courbe, et supposons que les coordonnées des 
trois points qui forment la projection de cet élément sont 

le double de l'aire de ce trianglc sera exprimé par la formule 

expression positive ou négative, suivant que la position du côté qui se  di- 
rige du premier point au troisième, comparée à celle du c6té qui se dirige 
di1 premier point au second, est semblable ou inverse à la position de l'axe 
coordonné y par rapport à l'axe coordonné s. 

De même, si les coordonnées des trois points qui forment la projection de 
l'élément correspondant sur la surface sphérique, comptées à partir du cen- 
tre, sont 

x ,  y Y 

X + d X ,  Y+dY, 
x+ax, u + a ~ ,  

le double de l'aire de celte projection sera exprimé par 

formule dont le signe s'établira d'après ce qui a été dit tout à l'heure. La 
mesure de la courbure sera donc, en ce point de la surface courbe, 

Si niainlenant nous soppasons que la nature de ln  surface est définie 
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4 8 
suivant la lroisieme méthode considerée dans le Q IV, X el ï' s'expriineronl 
en fonction des quantités x et y ,  et nous aurons 

Par la substitution de ces valeurs, l'expression précédente se change en 
celle-ci : 

En posant comme ci-dessiis 

et en outre 

d'z -- d Y z  - T ,  - d ' z  
da9 d s d y  - u ,  - q = V .  

ce qui équivaut à 

nous aurons, d'après des formules données précédemment, 

et par suite 

d X = - Z d t - t d Z ,  
dY =-Mu--udZ, 
( 4  + t'+uL) dZ +Z ( t d l  + udu)= O, 
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ou bien 
dZ=-z" td t+udu) ,  
dX=-Z8 (4 + u t )  d t+ZS t u d u ,  
d Y = Z S t z c d t - Z S ( ~ + P )  d,u, 

et de là on lire 

En substituant ces valeurs dans l'expression précédente, il vient 

En choisissant convenablement l'origine et les axes coordonnés, on peut, 
sans difficulté, faire évanouir, poiir lin point donné A ,  les valeurs des quan- 
tités t ,  21, K. En effet, les deux premières condilions seront deja remplies 
siTon adopte pour plan des coordonnées x, y ,  le plan tangent en ce point. 
Si, en outre, on place l'origine des coordonnées au point A lui-même, il est 
clair que l'expression des coardonnées z prendra la forme suivante : 

ou Q sera d'un ordre supérieur au second. En changeant ensuile I'orienta- 
tion des axes 3;, y d'un angle BI, tel que l'on ait 

2 UO Tang 21\3=---o, TO V 
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il sera aisé de voir qu'on obtieridra une equalion de celle forme 

et de celte rrianiére la troisième condition se trouvera égaleirient satist'aile. 
De là les résultats suivants : 

4 .  Si la surface courbe est coupée par un plan normal passant par l'axe 
coordonné 2, la section sera une courbe plane dont le rayon de courbure 
au point A sera 4, le signe positif ou négatif de ce rayon de courbure in- 
diquant la concavité ou la convexité de la face du côté de laquelle les coor- 
données z sont positives. 

2. u e  la même manière $ sera au point A le rayon de courbure de la 
courbe plane qu'on obtient en coupant la surface courte par un plan pas- 
sant par les axes y, a. 

3. En posant x = ~ c o s y ,  g = r s i n s ,  on a 

d'oh il résulte que si l'on coupe la surface par un plan normal en A faisant 
avec l'axe x un angle y,  l'on obtiendra une courbe plane dont le rayon de 
courbure au point A sera 

4 
Tcos2?+Vsinzy'  

4. Toutes les fois qu'on aura T=V, les rayons de courbure de loiiles Ics 
seclions normales seront égaux, Si au contraire T e t  V sont differents, il est 
Bvident, puisque Tcos"+~sin" pour chaque valeur de I'angle 7 lombera 
enkre T' et V, que les rayons de courbure dr:s sections principales, consi- 
clérées en I et 2 ,  se rapportent aux coerbures extrêmes ; c'esl-à-dire l'un à 
la courbure inaxiinum, l'autre à la courbure minimum, si 'i' et V sont affectés 
du même signe; et au contraire l'un à la convexité maximum, l'autre à la 
concavité inaximiirn, si T et V ont des signes conlraires. Ces conclusions 
renferment à peu près tout ce que I'illuslre Euler a le prerriier enseigné sur 
la courbure des surfaces. 
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S. La niesure de la courbure d 'me  surface courbe en un point A prend 
la forme très-simple K = T V, d'ou ce tlréorème : 

La mesure de l u  courbure et& chaque point d'une surface est égale 
une fraction dont le numérateur est l'ut&é, et dont le ddnominateur 
est le produit des deux rayons de courbure eztrcl'mes dans les sections 
par des plans n o r m a m  ('1. 

En même temps l'on voit que la mesure de la courbure sera positive pour 
les surfaces concavo-concaves ou convexo-convexes (distinction qui n'a rien 
d'essentiel), négative au contraire pour les surfaces concavo-convexes. Si la 
surface se compose de parties appartenant à ces deux genres, la mesure de 
la courbure devra s'évanouir dam les points ou la transition se fera. Nous 
reviendrons tout a l'heure plus en délail sur les propriélés de ces surfaces 
pour lesquelles la mesure de la courbure s'évanouit quelque part. 

IX.  

La formule donnée a la fin du VI1 pour la mesure de la courbure est la 
plus simple de toutes les formules générales, en ce qu'elle ne renferme que 
cinq élénients; nous arriverons à m e  forniule plus compliqriee, renferniant 
nesf déments si nous voulons employer la première des mélhodes que 
nous avons dit être propres à étudier les caractères des surfaces. Reprenant 
les iiolations du 8 IV, nous poserons en oulre 

(') Voir ci-apres, Elude  des s~ofrrces conlintres, $5 SU I  PL SIS. 
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de sortesque l'on aura 

dP =Y' d;l: + R"dy + Q"dz , 
dQ = 1l"dx + Q' d y  + P"dz, 
dR = Q"dx + P"dy + R' d.z. 

Bainienant, p'uisqu'on a t = -1, nous obtenons, par la différentiation, R 

K~~~=-R~P+P~R=(PQ"-RP ' )  da+(PP1'-RR") d y  
+ (PRf-RQ") dz, 

ou bien, en éliminant z à l'aide de I'equalion Pdx+Qdg+Rdz-O, 

E t  de la nous concluons 
. 

RST = - R'P'+ 2 PR(?"- P'R', 
KsU = PRPU+ QRQ"- PQRJ- K'H", 
RsV = - R'Q'+ 2 QRP'I- QPR'. 

En  subsliluant ces valeurs dans la foriniile du 8 \ 'II,  rioiis obtenons pour 
la mesure de la courbure k l'expression spmitrique snivanle : 

(p" QQt+RZ)*k = P9 (QfR'- Pu') f I)' (P'R'- Q"') 

+ R' (P1Q'-Ku') + 2 QR (Q"Rff- P'P") 
f 2 PI1 (PUR"-Q'Q") $ e P Q  (PWQ''- R'R"). 

NouS~obtienilro'ns one forrriule-encore plùs-Gmpliqiièe. et' reiferiiiint 
quinze éléments, si nous voulons suivis la seconde des méthodes p o p r i s  i 
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13 
l'étude des surfaces. Il est très-important cependant d'arriver a cetle formule. 
Pour cela, nous reprendrons les notations du 8 IV, et nous poserons en outre : 

d" -- d's , 
d p / - a ,  -- 

dp dg. - a ' 

En outre nous ferons, pour abréger, 

'bc l -  cb'= A ,  
cal - ac' = B,  
&;-ba'= C; 

Cela posé, nous observons d'abord que l'on a 

A d x 4 - B d y + C d z - O ,  
ou bien 

en sorte qu'en regardant z comme une fonction de s ,  y, on doit ;noir 

Mais des 6quations d s  = adp + a 'dq ,  dy = b d p  + b'dq,  nous tirons 

Par là, nous obtenons les diffbrentielles complètes de t et de u : 
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24 
Maintenant, si dans ces forriiules nous substiluons les valeurs suivantes : 

et si nous remarquons que les valeurs des différentielles d l ,  du,  ainsi ob- 
tenues, doivent être Bgales, indépendaniment des différentielles dx , dy, 
aux quantités Td$+ Udy, Udg + Vdy respectivenienl, nous trouverons, 
après quelques transformations assez aisées, 

Si maintenant nous posons, pour abréger, 

Aa $BP +Cy =D, 
Au' + BP' + Cy' == D', 
Au"+ BP"+ Cy"- DI', 
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il viendra 
C'T = Db" - 2 Dfbb'+ D"bs, 
CSiJ =- D a'bl+ D'(ab1+ ba') - Duab, 
CaV =Da1'- 2 D'au1+ D"as. 

Par là nous obtenons, tous calculs fails, 

d'où résulte l'expression suivante, pour la mesure de la courbure, 

XI. 

A l'aide de la formule ci-dessus, nous allons maintenant en obtenir une 
autre qui peut être comptée au nombre des théorèmes les plos féconds dans 
la thearie des surfaces courbes. Introduisons les notations suivantes : 

Eliminons des équations (1), (4), (7) les quantités F, YI ce qui se fera en 
multipliant ces équations par bcl- cb', b'C - c'B, cB - b ~ ,  et ajoutant; 
nous aurons ainsi 

[ A  (bcl- cb') + a (b'C - c'B) + a' (cB - bC)la 
= D (bct- cb') +na(b'C - dB)  -+ IG (cB - bC),  

4 
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équation que nous transformons facilement en celle-ci : 

AD=aA+a(nF-mGj+a'(mF-nE). 

En éliminant des mêmes équations, soit a et y, soit a et p, on obtiendrait 
de méme 

BD=PA+ b (nF-mG)+bl(mF-nE), 
CD=yA+c(nF-mG)+cl(mF-nE).  

MuItipliant ces t'rois équations respectivement par a", Pu,  y" et ajoutant, 
nous obtenons 

(4 0) 
DDfr= (auf'+ #If'+ yy") A 

( + m " ( n ~ - n ~ ) + n " ( m ~ - n E ) . '  

Si nous traitons de même les équations (2). (ri), (8), il vient 

ADf=a'A + a  (n'F-rn'G)+al(m'F-n'E), 
BD1= P'A + b (n'P - m'G) + b' (m'F.- NIE), 
CD1= y 'A + c (n'P - m'G) + c' (mlF - n'E) ; 

multipliant ces équations respectivement par a', P', y' et ajoutant, on a 

Dr" (a"" + Pt'+ Y'*) A + m' (n'F- m'G) + d(m% - n'E). 

La combinaison de cette équation avec l'équation (1 O} donne 

Maintenant il est évident que l'on a 

ou bien 
I dE mr=-- 4 dE m'=- - ,, dF d -dG m =---- 
2 dp' 2 dg' dq  2 dp' 
d F  I dE fi=---- I ' d ~  nt--- nt'- - 4 - dG 
d~ W'. - a dp' - 2 d q 9  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



de plus, il est facile de s'assurer que I'on a 

d n  dn' dm" dm' 
QE"+ PP"+ YY"- a'sL Pt¶, Y'*=- -. - -- -- 

dq d p  - a~ d9 

Si maintenant nous substituons ces expressions diverses dans la formule 
établie à la fin du Q précédent, pour la mesure de la courbure, nous parve- 
nons a la formule suivante, qui ne renferme que les seules quantités E, F, 6, 
avec leurs quotients différentiels du premier et du second ordre : 

dE dG dE dG dE dF dF dF a - . - + 4  ---- 
+ F ( ~ - G + G - 7 i P - d q - d q  d p d q  

XII. 

Si I'on remarque que l'on a toujours 

dx'+dy'+dz'=Edp'+2Fdp.dq+Gdqm, 

on voit de suite que VE dp9+!2Pdpdq+Gdq' est l'expression générale d'un 
élément linéaire sur une surface courbe. Cela étant, i'analyse exposée dans le 
4 précédent nous apprend que ,  pour trouver 1; mesure de la courbure, on 
n'a pas besoin de formules finies donnant les coordonnées s, y ,  z, en fonc- 
tion des indéterminées p et q, niais qu'il suffit d'avoir l'expression générale 
de la grandeur de chaque élément linéaire. Venons a quelques applications 
de cet important théorème. 

Supposons que notre surface courbe puisse être appliquée sur une autre 
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surface, courbe ou plane, de telle sorte qu'a ctiaque point de la première 
surface déterminé par les coordonnées s, y ,  z, il vienne correspondre un 
point déterminé de lasecande surface, dont les coordonnées soient x', y'. zf. 
JI est évident que s', y', z' peuvent aussi être considérés comme des fonc- 
tions de p et de q ,  d'ou pour l'élément Vdara+ dyf'+ dz'' une expression 
belle crue 

E', F', G' étant aussi des fonctions de p et - de q. Mais par la notion même 
de l'epplication dont il s'agit ici, les éléments qui se correspondent sur 
chaque surface seront nécessairement égaux, et l'on aura identiquement 

E = E', F = F', G = G'; 

de sorte que la formule du 3 précédent conduit spontanément a ce theo- 
rème remarquable : 

S i  une surface courbe est uppliquée sur une autre surface courbe 
quelconque, la mesure de la. courbure en chaque point reste hua- 
riable ('). 

Par suite, ln courbure intégrale d'une portion finie quelconque de  
la surface ne changera pas. 
Un cas particulier auquel les géomètres avaient jusqu'ici borne leurs re- 

cherches est celui des surfaces développables, ou susceptibles d'être appli- 
quées sur un plan. Notre théorie nous apprend spontanément que, polir de 
telles surfaces, la mesure de la courbure en chaque point sera = O ; c'est 
pourquoi, si l'on définit analytiquement ces surfaces en suivant la troisième 
méthode, on aura, pour chaque point, 

équation caractéristique qui est connue depuis longtemps, mais qu'a notre 
avis du moins on ne démontre pas d'ordinaire avec toute la rigueur desi- 
rable ('). 

(') Voir ci-après, Etudc des surfaces continues, 5 XII. 
(') Voir ci-aprés, note (a). 
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tes considérations que nous venons d'exposer se lient a un mode parti- 
culier d'envisager les surfaces, qui nous paraît digne au plus haut degré de 
fixer l'attention des géomètres. En effet, si i'on considère une surface non 
comme la limite d'un solide, mais bien comme un solide flexible et inexten- 
sible, dont une dimension est censée s'évanouir, les propriétés de la surface 
dépendront en partie de la forme particulière qu'elle peut prendre, par suile 
d'une flexion telle qu'on voudra, et seront, en partie, absolues et invariables, 
quelle que soit cette forme. C'est à cette dernière sorte de propriétés, dont 
l'étude ouvre a la géométrie un champ nouveau et très-vaste, que se  rappor- 
tent la mesure de la courbure et la courbure intégrale, dans le sens que nous 
donnons à ces expressions ; on peut envisager sous le même point de vue 
la théorie des lignes géodésiques et d'autres sujets que nous nous réservons 
de traiter plus tard. Dans cet ordre de considérations, une surface plane 
ou une surface développable , qu'elle soit cylindrique ou conique, etc., 
sont regardées comme essentiellement identiques, et nous trouvons un 
mode générique de caractériser ces surfaces qui consiste à se servir de 
l'expression VE dp"+ 2 Fdpdq+ Gdqs qui lie un  élément linéaire quel- 
conque aux indéterminées p et q. Mais avant d'entrer dans plus de dévelop- 
pements sur ce sujet, il importe de  présenter les principes de la théorie des 
lignes géodésiques sur une surface courbe donnée. 

XIV. 

On caractérise, en général, une ligne courbe dans l'espace en considérant 
les coordonnées 2, y, z de tous ces points comme de certaines fonctions 
d'une seule variable que nous appellerons W. La longueur d'une telle ligne, 
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30 
a partir d'un point initial arbitraire jusyu'au point dont les coordonnées 
sont a, y, z, est exprimée par l'intégrale 

Si nous supposons que la position de cette courbe éprouve une variation 
infiniment petite, de telle sorte que les coordonndes de chaque point re- 
çoivent des variations ch, By, Bz, la variation de 11 longueur totale sera 

expression que l'on peut mettre sous la forme 

d s 
da;. d dy 

V d t t +  dy' + dz' v d z s +  d y s  + dzs 

d  z + 6z.d 
w d x s +  dy9+ dz' 

Dans le cas ou la ligne doit être la plus courte possible entre ses points 
extrêmes, il est clair que les quantites sous le signe-$ doivent s'évanouir. Si 
la ligne doit se  trouver sur une surface donnée, caractérisée par l'équation, 

Pda + Qdy + Rdz = 0, 

les variations Jx, 8y, $2 devront aussi satisfaire à l'équation 

P d s + Q c l y + R d r = O ;  

d'ou, par des principes bien connus, l'on conclut facilement que les diffe- 
rentielles 

ds à. dy 
d z 

f i .  
d ' ~ d z 9 +  dya+ dz2' V d x l +  dyl+dz" v d x ' +  &y2+ drl' 

doivent être respectivement proportionnelles aux quantités I', 9: R .  Soit 
maintenant d r  l'élément de la ligne courbe, 1 le point de la surface sphéri- 
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que auxiliaire qui représente la direction de cet élément,, L le point de la 

même surface sphéridue qui représente la direction dt: la normale à la sur- 
face courbe ; enfin soient 5, u i ,  5 les coordonnées du point A ,  e t  X, Y,  Z les 
coordonnées du point L par rapport au centre de la sphère; on aura 

'd'où nous concluons que les diff6rentielles ci-dessus seront représentées par 
dE, d i ,  dt;. Et comme les quantités P, Q, R sont elles-mêmes proportion- 
nelles à X, Y, Z, la ligne la plus courte sera représentée par les équations 

Au reste, il est facile de voir que C/dE2+ da3 + dts  représente l'arc de la 
surface sphérique qui mesure l'angle des .directions des tangentes au com- 
mencement et à la fin de l'élément dr ,  et dont la valeur est @, en représen- 

P 
tant par p le rayon de courbure de la géodésique en ce point. D'après cela, 
on aura. 

pdE = Xdr, pda =Ydr, pdG= Zdr, 

xv. 

Considérons, sur une surface courbe, une infinité de géodésiques partant 
d'un même point donné A ,  et distinguons ces lignes entre elles par l'angle 
que fait le premier élément de chacune avec le premier élément de l'une 
d'elies prise pour terme de comparaison ; soit p cet angle, o u ,  plus géné- 
ralement, une fonction de cet arigle, et r la longueur comprise entre le 
point A et le point dont les coordonnées sont 112, y ,  Z, sur la ligne géodésique 
correspondante à l'angle y. Comme à des valeurs données de r et rf il cor- 
respond des points déterminés de la surface, on peut regarder x, y,  z comme 
des fonctions des variables r et p. Conservons, d'autre part,  les notations 
1, L, 6, r i ,  t, X, Y, Z dans le sens des. définitions données ci-dessus, en les 
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rapportant a un point queiconque de telle ligne géodésique qu'on voudra. 
Toutes les lignes géodésiques de même longueur r seront terminées à 

une autre ligne dont nous représenterons par v la longueur, à partir d'un de 
ses points arbitrairement choisi. On pourra considérer v comme une fonction 
des indéterminées r et y ,  et si nous désignons par 1' le point de la surface 
sphérique auxiliaire qui représente la direction de l'élément du, et, en outre, 
par t, v', 6' les coordonnées de ce point par rapport au centre de la sphère, 
nous aurons 

de 14, et des équations 

il résulte que l'on a 

Nous désignerons par S le premier membre de cette équation. S sera une 
fonction des variables r et y, qui nous donnera, en différentiant par rap- 
port à r ,  

l a i s  ta+ n1 + Cs = 1 , et, par suite, la différentielle de cette quantité = O ; 
d'autre part, d'après le 9 précédent , nous avons, en désignant maintenant 
par p le rayon de courbure de la ligne géodésique à son extrdmité 
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Nous oblenons ainsi 

puisque le point A' appartient évidemment au grand cercle dont le pôle est L. 
De là nous concluons que S est indépendant d e  r et n'est fonction que de p. 
Pais pour r=o ,  on a évidemment o-O, et conséquemment aussi 3 = O, 

dg, 
aeec S=o, indépendamment de y. On aura donc généralement, de toute 
nécessité, S e o ,  et par suite cos AA1=o, c'est-à-dire Ah'=9(l0. D'où nous 
concluons : 

THÉORÈWE. - Si t o n  mène, sur une surface courbe, à partir d'un 
mâme p o h t  , ,une infinité de lignes géodésiques de même longueur, la 
lign,e qui joint les extrimités de ces lignes les coupera toutes d angle 
droit.  

Nous avons pensé qu'il importait de déduire ce theorème de la propriété 
fondamenlale des lignes géodésiques, mais on peut le démontrer sans au- 
cun calcul par le raisonnement suivant. Soient AB, AB' deux lignes gèodési- 
qu& de même longueur, faisant en A.un angle infiniment petit; supposons 
que l'un'ou l'autre des deux angles que fail l'élément BB' avec les lignes 
BA , B'A diffère d'un angle droit d'une quantité finie ; alors, par la loi de 
continuité, l'un de ces angles sera plus grand, l'autre plus petit qu'un angle 
droit. Supposons que l'angle en B soit ==90°,-o, et prenons sur la IigneBA 
un point C tel que l'on ait 

BC = BB'. coséc w ,  

il sera perniis de  traiter le triangle infiniment petit BB'C comme plan, et 
Son aura 

CB' = BC . cos w, 

et par suite- 
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c'est-à-dire que le chemin de A en B' par le point C serait plus court que la 
ligne la plus courte, ce qui.est absurde. 

XVI. 

Au théorème précédent nous joignons celui-ci : 
S i  l'on c o n ~ o i l ,  sur  u n e  surface courbe, u n e  ligne.quelconque, d e  cha- 

c u n  des points de  laquelle par ten t  sous de; angles droits e t  d u  r n h e  
côté de  l a  m r f a c e  u n e  inf in i té  de l ignes géodésiques deme"me longueur,  
la courbe q u i  jo in t  les e z l r é m i l t s  de  ces lignes les coupera toules  ii 
angle  dro i t .  Pour la déinonstration de ce théorème, il n'y a rien à changer 
dans l'analyse précédente, si ce n'est y ue 4, doit désigner la longueur de 
la courbe d o n n é e ,  comptée a partir d'un point arbitraire, o u ,  si l'on aime 
iriieiix, une fonction de cette longueur; de cette manière, les mémes raison- 
nements s'appliqueront, avec cette modification que l'équation S = O pour 
r = O est impliquée maintenant dans l'hypothèse elle-même. Du reste, ce 
nouveau thèoréme n'est autre chose que le théorème précédent généralisé ; 
car on en déduit ce dernier en adoptant pour la ligne donnée un cercle in- 
finiment petit décrit autour du point A comme centre. Enfin, nous averlissons 
qu'on peut remplacer ici comme précédemment l'analyse par des consid6ra- 
tions géométriques qui sont, d'ailleurs, si aisCes à découvrir, que nous ju- 
geons inutile de nous y arrêter r). 

XVII. 

Nous retournons a la formule V'Edp"3-2 ~ d p .  d q  +Gdq3 qui représenle 
généralement la grandeur d'un élément linéaire sur une surface courbe, e t ,  
avant tout, nous allons examiner la signification géométrique des coefficients 
E, F, G. Nous avons dPja dit, au V, que l'on pouvait, sur une surface 

(j) Voir ci-après, note (6 ) .  
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courbe, concevoir deux systèmes de lignes : l'un pour lequelp est variable, q 
constant; l'autre pour lequel q est variable, p constant. Chaque point de la 
surface peut être considéré comme étant l'intersection d'une ligne du pre- 
mier système avec une ligne du second ; et alors l'élément de la première 
ligne adjacent i ce point et correspondant a une variation dp, sera=I/Ëdp;  
de même l'élément de la seconde ligne correspondant à une variation dq, sera 
= ~ / G d q  ; enfin, en appelant w rangle compris entre ces éléments, on voit 

P sans peine que cos o =-. D'autre part, l'aire du parallélograinme infini- 
V E G  * 

ment petit ,  compris sur la surface courbe, entre deux lignes du premier 
système auxquelles correspondraient q et q+dq, et deux lignes du second 
système auxquelles correspondraient p e tp+dp,  sera V E G - P "  d p  dg.  

Une ligne quelconque, sur la surface courbe, différente de celles qui ap- 
partiennent à l'un ou à l'autre de ces deux systèmes, s'obtient en concevanl 
que p et q sont des fonctions d'une nouvelle variable, ou que l'une de ces 
quantités est fonction de l'autre. soi t  S la longueur d'une telle cocrbe, me- 
née i partir d'un point arbitraire comme origina, et dans un certain sens que 
nous regarderons comme positif. Appelons Q l'angle que fait l'élément 
ds = V ~ d p ~ f - ~ d p .  dqf ~ d q h v e c  la ligne du premier système qui passe 
par le commencement de l'élément; et supposons, pour éviter toute am- 
biguité, que l'angle 0 est toujours compté à partir de la branche de cette 
ligne pour laquelle p augmente, et est regardé comme positif du cbté oii les 
valeurs de q augmentent elles-mêmes. Cela posè,'il est très-aisé de voir que 
l'on a 

E d p  + F dq 
cos B. ds = V T d p  + f/G-.cos o. dq = ----9 VE 
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Nous chercherons maintenant quelle est la condition pour que cette ligne 
soit une géodésique. Puisque la longueur s est exprimée par I'inthgrale 

la condition du minimum exige que la variation de cette intégrale soit nulle 
pour un changement infiniment petit dans le tracé de la ligne. Le calcul 
auquel nous allons être conduits sera le plus siniple possible, si nous con- 
sidérons p comme une fonction de q. o n  aura alors, en représentant la va- 
riation de chaque quantité par la caractéristique d 

et il est constant que les quantités comprises sous le signe J" doivent sséva- 
nouir indépendamment de dp. On aura donc 
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3 7 
K t  de lü nous tirons, pour la ligne géodésique, l ' é q u a h  de condilion 

suivante 

qu'il est permis d'écrire ainsi 

Du reste, au moyen de I'équaliqn 

on pourrait éliminer 0 de l'équation ci-dessus, et obtenir ainsi une équation 
différentielle entre p et p; mais elle rerai t  plus compliquée et moins' utile 
pour les applications. 

XIX. 

Les formules générales, propres à représenter la mesure de la courbure 
et la variation de la direction de la géodésique, auxquelles nous sommes 
parvenus dans les 00 XI et XVIII, deviennent beaucoup plus simples lorsque 
les quantités p et q sont choisies de telle manière que les lignes du premier 
système coupent partout orthogonalement les lignes du second, c'est-à-dire 
de manière que l'on ait généralement 11, = 90°, ou F = o .  On a alors, en 
effet, pour la mesure dé la éourbure, 
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et pour la variation de l'angle O ,  

Parmi les différents cas dans lesquels celte condition d'orthogonalilé est 
remplie, il faut en premier lieu remarquer celui où toutes les lignes de l'un ou 
de l'autre système, par exemple du premier, sont des géodésiques. Alors, 
pour une valeur constante de q, l'angle 0 devient = O, et par suite l'équation 
ci-dessus, qui donne la variation de l'angle 0 ,  montre que I'on doit avoir 
- "E = O ,  ce qui veut dire que le coefficient E sera indépendant d e  q ,  e t  sera, 
d 9 
par conséquent, ou bien constant ou bien fonction de la seille indéterminée 
p. On pourra d'ailleurs adopter simplement pour p la longueur elle-même 
de chaque ligne du premier système, comptde, si toutes les lignes du pre- 
mier système concourent en un point, à partir de ce point, o u ,  autrement, 
à partir d'une ligne quelconque du second système. Cela posé, il est clair 
que les indéterminées p et q ne sont pas autre chose que les quantités que 
nous avons désignées par r et g, dans les 48 XV et XVI ; il est clair aussi que 
I'on a E = 4 . De cette manière les formules précédentes se  changent en 
celles-ci : 

o u ,  en posant I/G= m , 

Génkralement, rn sera une fonction d e p  et de q, et mdq l'expression d'un 
élément quelconque d'une ligne du second systhme. Mais dans le cas parti- 
culier OU toutes les lignes p partent'd'un même point, on aura évidemment 
POUPP=O, W O ;  si donc, dans ce cas, nous adoptons pour q I'angle même 
que le premier élément d'une ligne quelconque du premier système fait avec 
l'élément de l'une d'elles choisie pour terme de comparaison, et si nous re- 
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marquons que, pour une valeur infiniment petite de p, l'élément d'une ligne 
du  second système (que l'on peut considérer comme un cercle décrit d'un 
rayon p),  sera = p d q ,  nous aurons, pour une valeur infiniment petite de p, 
m=p, et par suite, pour p =O, à la fois ai= O " = 4 .  

dp 

XX, 

Arrêtons-nous encore un moment à cette suppositioii, dans laquelle y 
désigne la longueur indéfinie d'une ligne géodésique, menée d'un point 
déterminé A à un point quelconque de la surface, et q l'angle que le pre- 
mier élément de cette ligne fait avec le premier élément d'une ligne géodé- 
sique donnée, partant du point A. Soit B un point déterminé sur cette ligne, 
pour laquelle q-o,'et C un autre point déterminé sur la surface, pour lequel 
q aura une valeur que nous désignerons simplement par 8.  Supposons que 
les points B et C soient joints par une ligne géodésiqiie, dont nous désigne- 
rons, d'une manière indéfinie, par s, comme au § XVIII, la longueur comp- 
l ie  partir du point B ;  nous désignerons aussi par 0 ,  comme dans ce 
même 8 , l'angle que chaque élément ds fait, en un point quelconque, 
avec l'dénient d p  : e t ,  enfin, par 0°, 0' les valeurs de l'angle 9 dans les 
points B et C. Nous aurons ainsi sur la surface courbe un triangle compris 
entre trois lignes géodésiques, et les angles en B et C , que nous désigne- 
rons simplement par ces mêmes lettres, seront égaux, celui-là au complé- 
ment de l'angle 9" à 480°, celui-ci à l'angle 0' lui-même. Mais comme, dans 
notre analyse, ainsi qu'il est facile de le voir, tous les angles doivent êire 
censés exprimés, non en degrés, mais par des nombres, de telle sorte que 
l'angle de $7" 117' 45", auquel correspond un arc égal au rayon, soit pris 
pour unité, il faut poser, en appelant '2x la circonférence du cercle 

Cherchons maintenant quelle est la courburg intégrale de ce triangle ; la 
courbure, en un point donné, est = kda , dtr représentant un élément su- 
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perficiel; et coiriine cet elèment es1 exprimé par rudp.dq, on voit qu'il faut 
calculer l'intégrale f f kmdp.dq,  pour toute la surface du triangle. (;ommen- 

4 ,dnin çons par l'intégration suivant p, qui ,  à cause de k = -, nous donne 
dm dg. (const. - -) pour la courbure intégrale de l'aire comprise entre les li- 
dp  

gnes du  premier système auxquelles correspondent les valeurs de la seconde 
indéterminée q, q + dq ; comme cette courbure intégrale doit s'évanouir 
pour p = O ,  la quantité constante introduite par I'intègralion doit être égale 

tlrn a la valeur même de -- pour p=o, c'est-à-dire a I'unilé. Nous avons ainsi 
P dm 

dg (4 - q, expression dans laquelle nous devons donner à la valeur 
d p  dl; 

que prend cette fonction au point où l'élément superficiel que l'on consi- 
dère vient aboutir à la ligne CR. Mais, sur cette ligne, on a, d'après le para- 

dm graphe précédenL -dq = - d B ,  en sorte que notre expression se cliange ' d p  
en @+da. ïnlégrant maintenant entre les limites q=o et q = ~ ,  nous obte- 
nons, pour la courbure intégrale du triangle, 4-J-0'-Oo=A+R+C-x. 

La courbure intégrale n'est autre chose que l'aire de cette porlion de la 
surface sphérique auxiliaire qui correspond au triangle, affectée du signe 
positif ou du signe négatif, suivant que la surface courbe sur laquelle le 
triangle est tracé est concavo-contave , ou concavo-convexe ; il faut d'ail- 
leurs prendre pour unité de superficie le carré don1 le côté es1 l'unité 
(le rayon de la sphère), ce qui donne 4n pour la  surface totale de la sphère. 
Cela étant, la portion de surface sphérique qui correspond ail triangle es1 à 
la surface entière de la sphère comme =cr (A+B+c- a) est à 4x. Ce théo- 
rème, qui ,  si nous ne nous abusons point, peul btre compté au nombre 
des plus dlégants dans la théorie des surfaces courbes, peut aussi s'enon- 
cer de la manière suivante : 

La so,mme des angles d ' m  Iriungle fovnzé par des lignes y éndésipuea 
sur m e  surface quelconque , est szlpérieure à 180' s i  cette surface est 
eoncavo-concave , e t  inférieure a 1 80° s i  elle est concaeo-convexe , 
d ' m e  quant i té  qu i  a pour mesure l'aire d u  triangle sphérique qui  lui 
correspond, d'aprés les directions des normales ,  e n  co~vtplanl l a  our- 
face totale de l a  sphère pour 780" ('). 

(') Voir ci-apréis , note (cl. 
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Plus généralenient, dans un polygone de n cOt&,- dont chaque'.côté 
serait formé par une ligne géodésique, la différence (en plus ou en moins, 
suivant la nature de la surface) entre la somme des angles et 2n-4 droits 
est égale à l'aire du polygone correspondant sur la surface sphérique, 
pourvu que I'on prenne 7B0° pour lasurface totale de la sphère; c'est ce qui 
décoiile immédiatement du théorème précèdent, en imaginant qu'on ait di- 
visé le polygone donné en triangles. 

XXI. 

Restituons aux caractères p ,  q,  E,F,,G, les significations générales qui 
leur avaient été attribuées précédemment, et supposons que la nature de la 
surface courbe que I'on considère soit, en outre, définie à l'aide de deux 
variables du même genre, mais différentes , p' et q'; de telle sorte qu'un 
élément linéaire quelçonque ai t  pour expression : , 

Par là ,  a chaque point de la surface, défini par des valeurs déterminées 
des vàriables p et q, correspondront des valeurs déterminées des variables 
pf et qf, en sorte que celles-ci seront de certaines fonctions de p et de q, 
fonctions dont nous supposerons que la diffërentiation donne 

Nous nous proposons en ce moment de découvrir la signification géomé- 
trique de ces coefficients, a, p, 7, à. 

On peut, d'aprhs ce qui précède, concevoir, sur la surface courbe, quatre 
systèmes de lignes, pour lesquelles, respectivement, p ,  q, p' et q' seront 
des constantes. Si,  par le point déterminé auquel correspondent les valeurs 
p, q, pl, nous supposons qu'on mène les quatre lignes de ces sgstèmes, 

6 
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les éléments de ces lignes qui correspondront aux variations positives dp, 
dg, dp', dq', seront 

i/Ë. d p  , i/G. dg, lm. dp', V'G'. dq'. 

Les angles que les directions de ces éléments font avec une direction fixe 
arbilraire, nous les appellerons 11, N, M', N', en les comptant dans le sens 
où la seconde ligne est placée par rapport a la première, de telle sorte que 
sin (N-11) soit une quantité positive ; nous supposerons (ce qui est permis) 
que la quatrième ligne soit placée de la même manière par rapport a la 
seconde, de telle sorte que sin (N'-Nt) soit aussi une quantité positive. 
Cela posé, si  nous considérons un autre point,  infiniment peu distant 
du premier, auquel correspondent les valeurs p + d p ,  q + dq, p' + dp', 
qi+ dq', il nous suffira d'une légère attention pour voir que l'on a généra- 
lement, c'est-à-dire indépendamment des valeurs des variations dp, dq, 
~ P ' J  dq', 

I/E d p  .sin M+ r/G. dq. sin N =I/E. dp'. sin M'+ k'g. dg'. sin N', 

car chacune de ces expressions n'est autre chose que la disiance du nou- 
veau point à la ligne à partir de laquelle les angles des directions sont 
comptés. Mais nous avons, d'après une notation déjà introduite, N-M=m, 
et nous ferons, par analogie, N'-Mil'= of; nous poserons aussi N -1lf=+. 
De cette nianière, l'équation que nous venons de trouver prendra la forme 
suivante : 

V K d p . s i n  (111'- o+ +) +- r/G.dq.sin (ilr+$) 

r VË'. dp' . sin M'+ I/c. dg'. sin (Ir+ o'), 

ou celle-ci : 

1/Ë. d p  . sin (N'-w-of+$)+ VG-. dq. sin (N'-ut+ $) 

=m. dp'. sin (N'-a1) + V F .  dg'. sin N'. 

Et comiiie l'équation qui nous a conduits à ces deux formules doit évidem- 
ment exisler indépendamment de la direction initiale, nous pouvons choisir 
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arbitrairement cette direclion. Faisant donc N'= O dans la seconde formule, 
et Ilf=o dans la première, nous obliendrons les équations suivantes : 

Vr. sin 6) ' .  dp'= VE. sin (w+wl- +). dp + V G .  sin (w-+). dq, 

VG;.sinml.dq'=VË.sin ((J-o).dp+ C/G.sin +.dg. 

Ces équations devant être identiques à celles-ci : 

on pourra, par là, déterminer les valeurs des coethients a, p, y, 8. Ces 
valeurs seront 

- 
E sin (w+wl--+) ad,. 2 G sin (ml-+) l 

E sin w' sin w' 

- V Ë  sin(+-w), y- -. .-  
' sin w' 

a quoi il faut joindre les équations 

F 
COS w = -- 

VËG1 

b=Vz. sin $. 
G sin 6)' 

sin = V E G - F < ,  sin w ' t  V E'C- F". 
EG E'G' 
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44 
doit se changer en E dpa + BF d p .  dq + G dq" nous obtenons facilement 

EG - Fs = (E'G1- F") (ad - ay)' ; 

et comme, inversement, le deuxième trinôme doit se changer en le premier, 
par les substitutions 

nous trouvons aussi 

E G - F '  
E d ' - B F y 6 + ~ y ' = ~  F,, . E', 

E G - F '  
E Pa- F (UV-  py) + Gay = - F'? 

Des recherches tout à fait générales exposées dans le 4 précédent, nous 
allons descendre à une application très-étendue dans laquelle, en conser- 
vant à p et q leurs significations les plus générales, nous adoplcrons pour 
p' et q' les quantités que nous avons appelées r et (p au XV, en noiis 
servant encore de ces mêmes caractères, de sorte que, pour chaque point 
de la surface, r sera la plus courte distance de ce point à un point pris 
pour origine; et g, l'angle compris à l'origine entre le premier élément et 
une certaine direction fixe. Nous avons ainsi Et= 4 ,  F1=o, m'=90°; nous 
poserons, en outre, vc=m, en sorte qu'un élément linéaire quelconque 
deviendra == Vdr*+m2d p.. De cette manière, les quatre équations expri- 
mant a ,  p,  y, 8, &quelles nous sommes parvenus dans le 4 précédent. 
nous donneront : 
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d r  ; VË. cos (rd - +) =- , 
dp  

d PI VG. sin + =m.-. 
dq 

Les deux dernières équations du 8 précédent donnent, en outre, 

C'est de ces équations qu'il faudra se servir pour la détermination des 
quantités r,  g,, + et (au besoin) in ,  en fonction de p et q ; l'intégration de 
l'équation (5) donnera r ; r étant trouvé, l'intégration de IYé.quation (6) don- 
nera g,; ensuite, l'une ou l'autre des équations ( I ) ,  (2) fera connaître + ; 
enfin m s'obtiendra au moyen de l'une ou l'autre des équations (3)' (4). 

L'intégration générale des équations (5) ,  (6) doit nécessairement intro- 
duire deux -fonctions arbitraires dont nous comprendrons facilement la si- 
gnificalion si nous réfléchissons que ces équations ne sont pas limitées au 
cas que nous considérons, mais qii'elles subsistent encore en prenant r et g, 
dans la signification plus générale que nous leur avons donnée au 8 KFI, 
de telle sorte que 'r soit la longueur de la ligne géodésique compièe k 
partir d'une courbe arbitraire qui la rencontre normalement, et p. une fonc- 
tion arbitraire de la longueur de 13 portion de cette dernière courbe inter- 
ceptée eni.re la géodésique et un point arbitrairement choisi. La solution 
générale doit embrasser toutes ces choses dans leur généralité; mais les 
fonctions arbitraires se changent en des fonctions déterminées quand on se 
donne la ligne arbitraire et la fonction que y doit représenter. Dans le cas 
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ou nous nous sommes placés, on peut adopter un cercle infiniment petit, 
ayant son centre au point même à partir duquel les distances r sont comp- 
tées, et rg représentera les portions en lesquelles ce cercle est divisé par les 
diffërents rayons; d'ou l'on conclut aisément que les équations (5) et (6) 

suffisent complétement pour ce cas, pourvu que les fonctions qu'elles lais- 
sent arbitraires soient déterminées par la condition d'exprimer convenable- 
ment r et y ,  soit pour le point initial, soit pour les points qui en sont infini- 
ment peu distants. 

Au reste, pour ce qui regarde l'intégration des équations (5) et (6), on 
peut la ramener à I'intégralion d'bquations différentielles ordinaires, niais 
tellement compliquées qu'elles n'offriraient guère d'utilité. AU contraire, .le 
développement en séries, qui est bien sufisant pour les applications prati- 
ques toutes les fois qu'il s'asit de portions de surfaces restreintes, n'est 
sujet à aucune difficulté ; des formules auxquelles on arrive ainsi découle, 
comme d'une source féconde, la solution d'un grand nombre de problèmes 
extrêmenient iinportants. Nous nous contenterons de traiter ici un exemple 
particulier, pour montrer le caractère de la méthode. 

Nous considérerons le cas oii toutes les lignes pour lesquelles p est cons- 
tant sont des lignes géodèsiques coupant normalement la ligne pour laquelle 
? = O ,  ligne que nous pourrons regarder comme axe des abscisses. Soit A le 
point pour lequel r =  O, D un point quelconque sur l'axe des abscisses, 
Ab-p, B un point quelconque sur la ligne géodésique normale à AD en D , 
et BD = q, de telle sorte que p puisse être considéré comme l'abscisse, q 
comme i'ordonn8e du  point B ;  nous prenons les abscisses positives sur 
cette branche de l'axe des abscisses pour laquelle y =  O, r étant toujours 
pour nous une quantité positive; et quant aux ordonnées, nous regardons 
comme positives celles qui se rapportent à cette région do la surface où 
['angle a des vaieurs.comptées de O0 à 180°. 
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D'après le théorème du Q XVI , nous aurons o = 900, F = O, et aussi 
G = 4 ; nous poserons, en'  outre, vr= n; n sera une certaine fonction 
de p et de q, telle que pour q = O, sa valeur sera = 1. L'application de la 
formule donnée dans le 4 XVIII au cas actuel, niontre que dans une g6o- 

dn désique quelconque, on doit avoir dB =- - 
cl9 ' 

dp , 0 représentant l'angle 
compris enlre un élément de cette ligne, et un élément de la ligne pour 
laquelle q est constant; et comme la ligne des abscisses est elle-même ici 
une géodésique, et que,  pour tous ses points, on a O= O ,  i l  est clair que 

dn pour q = O, on aura partout -=o. De là nous concluons que si n est dé- 
d q  

veloppe en série suivant les puissances croissantes de q ,  celte série aura la 
forme suivante : 

f, g, I I ,  etc., étant des fonctions de p ; nous poserons, d'autre part, 

f=f"+f p+f"ps+etc.,  
$=gO+g'p +g"pP"+etc., 
h= ho+ h'p + h'v+ etc., 

et noils aurons ainsi 

n = 1 + pq" f'pq" f"pPqP + etc., 
+ go q3 + gtpp3 + etc., 

+ h g  qb "f- elc. 

XXIV. 

Les équations du Q XXIT nous donnenl, dans le cas actuel. 
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A I'aide de ces équations, dont la cinquième et la sixième sont maintenant 
renfermées dans les autres, on pourra développer en série r ,  cg, +, rn, ou 
des fonclions quelconques de ces quantités ; parmi ces séries, nous établi-' 
rons ici celles q u i  sont le plus dignes d'attention. 

Puisque, pour des valeurs infiniment petites de p et de q,  on doit avoir 
r ' -p5f  q" la série qui donne r' doit coinmcncer par les termes pl+ q1 : 
nous obtenons les terines d'ordre supérieur par la mélhode des coelficienis 
indéterminés ( l ) ,  au moyen de l'équation 

savoir : 

a 1 e 4 
[il r t = ~ s + q s + 3 ~ ~ q q y + e f p 3 q 1 + j 5 ~ T S r ~ )  etc. 

l o l ,  2 + ~ Y P  9 + s ~ ' ~ a 9 9 "  

4 d.ry  Et de 1Q nous tirons, en nous aidant de la formule r sin 4 = - . -, 
2n d p  

4 1  1  8 ' r s i n + = P - - I " P q ~ - T f P ~ q ~ - ( 5 f ~ + M r ~ ) p ~ q ~ + . , ,  
3 

1 2 - - go pq' -E g'p' q' 
2 

4 d.ra  et de même, à I'aide de la formule r cos + =-. - 
2 d q 7  

(') Nous avons juge inutile de donner ici ce calcul, qu'on peul d'ailleurs abréger a 
I'aide de quelqucs artifices. (Note de .M. Gauss.) " 
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a 4 2 4 
r c o ~ + = = q + ~ f ~ ~ < q + ~ ~ ~ ~ ~  + (5ff'-z~')p'q+ ... 

(3) 
3 0 3 %  3 4-68 P 9 + 5 9 ' ~ ' q '  

44 + (i h0-apî"')P'q3. 

équations dont la combinaison fait connaître l'angle (J. De même l'angle p, 
s'obtiendra, sous la forme la plus convenable, au moyen des séries dans 
lesquelles se développeront r cos g, et r sin y ;  pour cela, il faut se servir 
des équations aux différentielles partielles 

d ? d.rcos?==ncos9.sin+-rsinp.- ,  
d p  d~ 

d ? d . r c O s ~ = c o s r p .  cos+- r  s i n ? .  -, 
dq d q 

d<p d ~ % = n s i n p . s i n + + r c o s < p .  - 
d p  dp ' 

dont la combinaison donne 

-. r sin+ d . r c o ~ p + ~ ~ ~ ~ ~ ,  d.r cosy 
d p  d9 

= r  cosy ,  
n 

r s i n $  -. d . r ~ i n i p + ~ ~ ~ ~ + .  d . r  sinrp 
dp d9  

= r sin p,. 
12 

De là on déduit facilement les séries qui donnent r cos y,  r sin (p; ces séries, 
dont les premiers termes doivent évidemment ê t rep  et q, sont les suivantes : 
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De la combinaison des équations [SI, [3], [a], [SI, on pourrait tirer une 
série pour r P  COS (++y )  , et de là ,  en divisant par la série [Il , une série 
pour cos (++), à l'aide de laquelle on pourrait arriver à une série donnant 
l'angle ++y lui-même. Mais on obtient ce dernier résultat d'une manière 
plus élégante Comme il suit. En différentiant la première et la deuxième des 
équations que nous avons écrites au commencement de ce 8 ,  nous obte- 
nons 

équation qui, combinée avec celle-Ci : 
- 

nous donnera 

De cette équation nous tirerons facilement, par la méthode des coeficients 
indéterminés, une série pour $+y;  cette série, dont le premier terme doit 

1 être3 n (le rayon étant pris pour unité, et Zn étant la circonférence du cer- 
cle) sera la suivante : 
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Il nous parait utile de développer aussi en série l'aire du triangle ABD. 
Pour ce développement, nous nous servirons de l'équation de condition 
suivante, que l'on déduit de considérations géométriques aisées à décou- 
vrir ('), et dans laquelle S est l'aire cherchée : 

r sin + dS dS r sin (r, 
dp d9 

f fidg9 

l'intégration ayanl pour point de départ la valeur q = o .  Et de la nous obte- 
nons, par la méthode des coefficients indéterminés : 

XXV. 

Des formules du 8 précédent, se rapportant à un triangle rectangle 
formé par des lignes géodésiques, nous allons nous élever à des formules 
tout a fait ghérales. Soit C un autre point sur la même ligne géodésique DB, 
pour lequel, p restant le même, les caractères q', r', y', +', S', désigneront 
les mêmes choses que q, r ,  y ,  +, S pour le point B. Nous obtenons ainsi 
un triangle A B C ,  dont nous représenterons les angles par A,  B, C, les côtés 
opposés à ces angles par a, b, c, et la surface par o; nous exprimerons 

(') Voir ci-aprh note (d). 
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52 
par a, p, y,  la mesure de  la courbure dans les points A ,  B, C ; slipposant 
d'ailleurs (ce qui nous est permis) que les quantités p, q, q-q' soiont posi- 
tives, nous avons 

Avant tout, nous développerons a en série. En changeant, dans la for- 
mule [7], chacune des quantités qui se rapportent à B, en celles qui se rap- 
portent à Cl on obtient S', et par l i ,  en poussant le calcul jusqu'aux quan- 
tités du sixième ordre, 

Cette formule, au moyen de la série [2], savoir : 

s e  change en celle-ci : 

La mesure de la courbure pour un point quelconque de la surface (d'aprés 
le $ XIX, ou m, p, q avaient respectivement les significations que nous 
attribuons ici à f i ,  9, p) est 
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53 
D'oh il suit que, si p et q se rapportent au point B, on a 

on a de  même, pour les points C et A ,  

Introduisant ces quantités dans la série qui donne a, nous obtiendrons l'ex- 
pression suivante, qui est rigoureusement exacte jusqu'aux quantités du 
sixième ordre  exclusivem ment) 

1 
5=-  ac sin B 

2 

On peut, sans sortir des mêmes limites d'approximation, remplacer p ,  q 
et q' respectivement par c sin B, c COS B, c COS B-a, et l'on a ainsi 

1 
(8) 5 = a c  sin ll 

1 
1 + a ( 3  as + 4 c* - 9 a c  cos B) 

420 
1 + -, p ( 3  aa -f- 3 cf - 12 ac cos B) 

4 20 
1 

+ T Z o y ( 4 a 2 + 3 c a -  9 a c c o s B )  

Et comme, dans cette équation, tout ce qui se  rapporte à la ligne AD, menée 
perpendiculairement sur BC , a disparu, nous pouvons permuter ensemble 
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Y 4  
les points A ,  B, C, et nous obtiendrons, toujours dans les niémes limites 
d'approximation, 

XXVI. 

1 
(IO) a=-abs inC 

2 

On peut, avec avantage, introduire ici la considération du triangle plan 
rectiligne dont les côtés sont a ,  b,  c ;  les angles de ce triangle, que nous 
désignerons par A+, B*, C+, diffèrent des angles du triangle sur la surface 
courbe, c'est-à-dire, de  A ,  B, C ,  de quantités du second ordre, et il n'est pas 
sans intérêt de développer avec soin ces différences: Nous nous contenterons 
d u  reste de poser les bases des calculs auxquels on est ainsi conduit., cal- 
culs i l u s  prolixes que dificiles. 

En changeant dans les formules [ I l ,  [ h l ,  [5] les quantites qui se rappor- 
tent à B en celles qui se rapportent à C, nous trouverons les formules pro- 
pres à donner rta, r' cosy', r' sin$. Alors le développement de I'expres- 
sion 

1 
'1 +- u ( 3 a S + 4  bs-9  a b c o s  C) 120 

1 +- fi (has+ 3 ba - 9  a b c o s  c ) )  
420 

1 +- y (3  aa + 3 6% - 1 2 a b  cos C) I ZO 
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qui est 

combiné avec le développement de l'expressibn 

. . 
t. sin 9 . Y' cos y' - r cos y . r' sin y', 

qui est = bc sin A ,  fournit la formule suivante : 

D'oc l'on tire, jusqu'aux quantités du cinquième ordre, 

En combinant cette formule avec celle-ci 

et avec les valeurs des quantités a, (3, y trouvées dans le précédent, nous 
obtenons, jusqu'aux quantités du cinquième ordre, 
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I I + 5 ho ( 3 9 ' - Z q q 1 + 3 q " )  

1 + -p= pp l -11  q ' f  44qq1-II  q") 
90 

Par des opérations semblables, nous trouvons 

4 f"' ( 2 p 1 3 -  8 4 % -  8 qq1+41 9") 1 
1 

1 + ho (3.9' - r 99' + 4  q l*)  

1 - - f""(2ps+11 9'-8qq'+8q1') 90 

Réunissant ces résultats, et remarquant que la somme Ar+B++C+ est 
égale a deux angles droits, nous en concluons l'excès de la somme A+B+C 
sur deux droits, savoir : 

On aurait pu, du reste,déduire aussi cette dernière équationde la formule [6]. 

(IL) A + B + C  = r + a  1 

1 1 II 
3 ' + 3 ~ + ; Y + 3 f . P ' + ; g f p ( q + q . )  ' 

+ ( 2  ho -; f 0')  (9% - qqf- 9.')  
1 ' 
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XXVI 1. 

Si la surface courbe est une sphèr@ dont le rayon == R, on aur'a 

ou bien 

Par suite, la formule [ l a ]  devient 

laquelle jouit d'une exactitude absolue; d'autre part, les formules [il I l ,  
[12], [13] donnent 

d 5 A*=A----- 3 3 -  

3R2 48QRb ( P  q2+Q99' -q ' ' ) r  
5' 5 

. B-- 
3 R' (p" Q q " + 2 q q ' + q ' ' ) ,  
d d c*=c--+- 

3R' 180R4 (p" q4' 3.2 qqr- 2 q"); 

ou, dans les mêmes limites d'approximation, 
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En négligeant les quantités du cpatridme ordre, ces formules donnent im- 
médiatement le  thdorème 'si connu, d(i à l'illustre Legendre. 

XXVII 1. 

Nos formules générales, quand on rejette les termes du quatrième ordre, 
deviennent extrêmement simples, savoir : 

Ainsi, les angles -4, B, C, su r  une surface non sphérique, doivent subir des 
réductions inégales, pour que l e m  sinus deviennent proportionnels aux . 
côtés opposés. L'inégalité, généralement parl.ant, sera du troisième ordre ; 
mais si la surface diffère peu d'une sphère, alors l'inégalité atteint un ordre 
plus élevé : sur la surface de  la terre,  dans les triangles mêmes les plus 
étendus dont il soit possible de mesurer les angles, on peut regarder la diflé- 
rence comme tout à fait insensible. Par exemple, clans le plus grand triangle 
parmi ceux que nous avons eu l'occasion de mesurer, il y a quelques années, 
celui compris entre les points Hohehagen, Brocken, Inselsberg, dans lequel 
l'excès de la somme des angles se  trouva être J e  14",85348, le calcul nous 
donna, pour les réductions applicables a chaque angle, 

Hohehagen. ....... - 4",99113, 
.......... Brocken - k",951 04, 

Inselsberg.. ....... - BU,95134. 
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XXIX. 

Pour terminer ces recherches, nous ajouterons encore la coinparaison 
de I'aire d'un triangle sur une surface courbe avec l'aire d'un triangle recti- 
ligneayant a,,b, c pour côtés. Nous désignerons l'aire de ce triangle rectili- 
gne par oY, qui sera 

- 1 1 1 - - bc sin A* - - a c  sin BY - - a b  sin CY. 
2 - 2  - 2  

Yous avons, jusqu'aux quantités du' quatrième ordre, 

sin Ar = sin ,4 - - ' ccosA. je.+p+y), 
4 2 

o u ,  dans les mêmes limites d'approximation, 

En substituant cette valeur dans la formule [9], on aura, jusqu'aux quan- 
tités du sixième ordre, 

1 
i + , ~ ( : i b ' +  3 c q -  2 bc cos 4) 

1 
+ - p ( 3 b ' + h ~ ' - S  ~ C C O S A )  

4 a0 
1 

+ - - y ( 4 b Y + 3 c ' -  6 ~ C G O S A )  1 20 

ou,  avec la même approximation, 
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Pour une surlace spliérique, ce tk  équation prend la forme 

Aulieu de cette formule, on peut aussi, coinme il est aisé de s'en assuinei., 
adopler la suivante, dans les mêmes liiriites d'approximation : 

5 = CI' 
V sin A . sin B . sin C 

sin A*. sin B*. sin CF 

Si l'on applique ces formules a des triangles traces sur une surface 
courbe non sphérique, l'erreur, généralement parlant, sera du cin- 
quième ordre, et toul à fait insensible dans tous les triangles qu'il est 
possible de mesurer sur la surface de la terre. 
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NOTES.  

La déiiioiistration de BI. Gauss prou\-e rigoiireuseiiieni que toute surface d8veloppable 
dPz dPz salisîait à I'équaiion diff6renliellc = O ;  niais il restait a faire voir que, 

réciproquenienl, celte équation une telle surface. C'est ce qu'a 
démontré récemment M. Liouville, en ce servanl d'un système de coordonnées trés-simple 
et [out a fait général. Dacs ce systttnie de coordonnées, l'expression d'un elénient linéaire 
de la surface est dsP=h ( d a P + d p P ) ,  ce qui revienl A supposer F=o, E=G, dans les for- 
mules de M. Gaus?; el i l  est aisé de s'assurer qu'on peut loujours faire celte siipposilion. 
(Voyez l'édition de la Ge'on~étrie analytique de Monge, publiée par JI. Liouville - 1850- 
Noles II et IV. - Voyez aussi notre Etude des surfaces conlintres, ci-aprAs.) 

Les the'orénles des $$ XV et XVL rdsultent immédiatement de la considération des termes 
en dehors du signe J rlaiis I'exprec~ini~ tloiiiidc a u  $ M V ;  ü r s  (eriiies, ii4gIigPs par JI. 

Gniiss, doiveni éIre écrit?; ainsi, en a!aiit ipai3tl a u  poinl (le dtiparl ( 4 )  et ail point rl'arrivér 
( d ) ,  rt siippoaarii yiie la loirgiieui s, coiirlit6e a psi tir d'iirir wiioirir eoiii+~e d~ t l é p ; ~ ~ ,  
soit adoptée coinme tiaikble indépendante , 

Si I uo de ces tmiies, Ir, sr,eoricl par exaniple, esl. niil, alois la goorlesiqiir, beia uoririalt 
à la courBr de  d e ' j ~ r t ;  et, daiie ce cas, le prerriiei leririe de\ iint s'évanouir auhsi, il en rr- 

sulte que la gSodésique sera égalenieril normale 4 la courbe d'arrikée. Volez, au surplus, 
ci-après, ilotre Mémoire sur les trajectoires naéniniu; nous avons donné, dans ce Mémoire, 

aux théorémes de 11. Gauss relaiifs aux géodésiques, toule l'extension dont ils sont siis- 
eeptibles, du moins a un certain point de vue. 
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Le plan pouvant Aire regarde comme la transition entre les surfaces concavo-concaves 
el concavo-convexes, ce qui revient à dire que les normales ont, pour chaque point, une 
direction constante, on voit que le théoreme de la somme des urqles d'un Iriangle plan 
e'gale à deux droits, vient se placer ici comme un cas pariiculier du beau Lhéoréme de 
11. Gauss. 

[maginoris qu'cn prolonge la géodésique A U  d'une longueur DDV=ndp, et qu'on niéne 
en D' la géodéaiquc orthogonale, en la prolongennt jusqu'a sa rencontre en R '  avec la 
g6odésiqiie A B ,  laquelle es1 caraclérisde. en coordonntks r et Y, par l'équation 

[il y = Constante. 

L'aire BDD'B' s'expriniera par I'inlégrale dp ndq, en sorle que I'on aura r 
les variations dp et dq élan6 liecs ensemble par I'tiqiialion differeniiclle , dfduite de I l ,  

équation qu'on peut remplacer par celle-ci 
, * . .  

[3] ' - 11 cos + . dp + sin + dq = o. 

La combinaisoii des deux équations 121 el [3] donne iminédialcn~cnl I'équalion 

r. sin $ dS - dS 1- sin 4 - +1*cosJ,- - - 
91 dl, . r q  n j $ d q j  

O 

qui est celle dont II. G a u s  se sert pour développer S en série. 
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DES 

SURFACES CONTINUES. 
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ETUDE DES SURFACES CONTINUES 

PAR LA COMPhRAlSON DE CES SURFACES AVEC LE PLAN TANGENT ET LES 

S P H ~ R E S  OSCULATRICES (r). 

1,'fiqualion d'une surface, en coordonnées x, y, z, l'origine étant sur la 

surface même, peut généralement s'écrire ainsi , 

IZ ne renfermant que des termes d'ordre supérieur au second, et les 
coeGcients (%Io, etc., étant des constantes dont la valeur est 

celle des coefficients diffërentiels (21, (2) etc., pour $=O, y-O, z=o. 

(*) Ce Ménioire, comparé a celui que nous avons déjà publié sous le mémo titre, olïre 
quelques diffirences esseniielles. Eii premier lieu, nous développons ( $ 5  X1X , XX el 
XXI') quelques vues nouvelles sur la courbure des surfaczs. Nous avons ensuite abordé 
et résolu. a l'aide d'un syslème particulier de coordonnées curvilignes, diverses ques- 
tions de physique mathématique et de pure qui présentent, quand on a re- 
cours à d'autres méthodes de calciil, des difficultés presque insurmond,les. 

9 
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Si aucune de ces constantes n'est infinie, il existera un contact du pre- 
mier ordre entre celte surface et le plan dont 1'8quation serait 

c'est-à-dire que les valeurs [le z qui correspondront, pour le plan et pour la 
surface, des valeurs égales, mais quelconques, de z et y, ne diffhreront 
que de quantités du second ordre; tout autre plan z=p.+vy n'aurait un 
contact du premier ordre avec la surface que suivant une direclion donnée, 
en projection xy, par l'équation 

d'où 

Le plan [II], ainsi caractérisé, n'est autre chose que le plan tangelzt de 
la surface, au point choisi pour origine des coordorinécs. Que si l'on veut 
adopter ce plan même pour plan des $9, alors 1'6quation générale de la 
surface prendra simplenient la forme 

Réciproquement, toute surface qui a,  en un point donné 11, un platz tan- 
gen t ,  c'est-à-dire, qui est telle que les directions de toutes les droites qu'on 
peut mener d e  ce point à tous les points infiniment peu distants s'kloi- 
gnsnt infiniment peu d'un seul et même plan passant par le point RI, aura 
évidemment une équalion de cette forme, en prenant ce plan pour plan des 
xy, et cette équation sera telle que les coeficients des termes en #', zy et y' 
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67 
seront nécessairement finis, 51 étant d'ailleurs une quantité finie et d'ordre 
supérieur au second. Une telle surface est dite continue autour du point iU, 
et c'est seulement de ce genre de surfaces que nous nous occuperons. 

II. 

II ne saurait y avoir, en général, un conlact clu second ordre enire une 
surface courbe el un plan ; cela ne peut avoir lieu que pour les points de la 
surface dont les coordonnées satisfont a la condition 

équation qui donne deux valeurs de $, c'est-à-dire, deux direct' ions autour 
1 1  du point JI ,  réelles-ou imaginaires suivant le signe de la quantilé --- 

A U  Cs' 
Ces deux directions se réduisent à une seule si --- ' ' - - o .  NOUS revien- AB Ca 
drons tout è l'heure sur la signification géométrique de ces résultats ( 5  VII). 

Soit maintenant 

l'équation d'une sphére qui passera par l'origine cles coordonnées si l'on a 
za+(Y++y"R', condition que nous slipposerons remplie. Développons 
l'ordonnée z en série, suivant les puissances croissantes de a; et de y. Nous 
aurons à cet effet 
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dz $ - a  et, àl'o- dz - fl -- -- 
d. - z - y' rigine, (iiz),-- y '  

d z 
a2z (x-a) - 

i --_- a .  - (2-y)'+(%-oc)' 
dg2- z - ~ +  ( z - y ) % -  @-Y)" 

Ainsi l'équation de la sphère poiirra s'écrire 

o u ,  en prenant le plan tangent pour plan des xg, ce qui revient a faire 
a = o ,  p=o (et par là on voit que tout rayon est normal à la surface de la 
sphère, c'est-à-dire au plan tangent) 

y étant alors le rayon même de la sphère. 

Cette sphère est évideniment tangente à la surface donnée, c'est-à-dire 
qu'elle a Lin contact du premier ordre avec cette surface, et cela quel que 
soit le rayon y ;  nous allons à présent examiner s'il est possible d'établir un 
contact du second ordre entre la surface donnée et une sphère tangente, 
c'est-k-dire, s'il est possible d'identifier les équations des deux sur f~ces  
pou1 tous les points à l'égard deque l s  il serait permis de négliger seule- 
ment les termes en a, y et z d'ordre supérieur au second. 
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Mais avant d'aller plus loin, il faii 

IV. 

it reniarquer que jusqu'ici la position 1 des 
axes coordonnées x et y ,  dans le plan tangent, est restée arbitraire. Or on 
peut simplifier la discussion, sans nuire à la généralité des résultats, au 
moyen d'un choix convenable d'axes; on peut,  par exemple, faire dispa- 
raître de I'équalion générale [2] le rectangle zy. Soit, en effet, en dépla- 
çant les axes l x ,  My d'un angle %'Mx = ylMy=a,  

$=%'COS a - y'sin a 

y = s'sin a + y'cos a. 

L'équation ['i?] deviendra, en coordonnées z', y', 

1 z = - (x'Qos9a + yrS  sin" - 2xa'y'sinu cosa) + 
2A 

1 
- [xrB sin a COS a -y1' sin a cos a + %'y' (ci)sta - sinsa)] 
C 

et l'on fera disparaître le rectangle z'y' en posant 

d'ou 
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ce qui donne pour 2a deux angles 2u,  et Za,+x, et par suite, pour a, deux 
valeurs a. et ~ , + f ,  se rapportant à deux directions rectangulaires. En 
donnant à l'axe des x l'une de ces directions, l'axe des y prendra l'autre, et 
l'on aura, pour la surface, l'équation transformée 

A' et B' étant des fonctions des conslanles A ,  B, C et des lignes lrigonoriie- 
triques de  l'angle a ,  savoir : 

4 cosPa 2 sin sr cos a siny a -=- 
+- c 

+ 
A' A B ' 

Keniarquons en passant que de ces deux équations on peut déduire celles- 
ci : 

'1 -- 1 4 .  _--_ 
A'B' AB C a '  

la première de ces deux équations a lieu quel que soit x ,  et nous indiyue- 
rons tout à l'heure ( #  IX) quelle en est la significalion géométrique. Ida se- 
conde, qu'on obtient en se servant de la valeur de cc fournie par l'équation 
[ 6 ] ,  prouve que ,  quelle que soit l'orientation des axes coordonnés dans le 

. .  1 I dYzu?i (d@;q) plan tangent, la quantite - - 7 = -. 7 - - ' est invariable ; c'est AB C dxa dy 1 du signe de cette quantité) ou de son équivalente A.iS; , que dépend, 
cornnie on l'a vu au 5 II ,  l'existence réelle d'un plan osculaleur à la sur- 
face suivant certaines directions. 
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Adoptons le système d'axes dans lequel l'équation d'une surface quelcon- 
que prend la forme [ 5 ] ,  ou,  en supprimant des accents maintenant inutiles, 
celle-ci 

L'équation de la sphkre tangente sera toujours de la forme 

Cela posé, on pourra établir enlre ces deux surfaces un contact du second 
ordre dans toutes les directions si l'on a ;=; (ce qui arrive, par exemple, 
aux extrémilés de l'axe principal de toute surface de révolution); el le rayon 
de la sphère osculatrice ombilicale est alors y == A = B. Ilais en général, 
4 sera >!, et il ne pourra y avoir de contact de second ordre entre la sur- 

< R  
face donnke et une sphère tangente de rayon y,  que pour les points dont 
les coordonnées J;, y,  satisferont à la condition 

C'est là l'indication de deux directions suivant lesquelles il y aura oscula- 
tion ou contact du second ordre ; en d'autres termes, l'équation précédente 
. . .. 
est l'dquation de-deux plans, passant par l'axe des z, c'est-à-dire par la nor- 
male commune aux deux surfaces, et qui sont tels que les sections de la 
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surface et de la sphère par ces plans ont entre elles un contact di1 second 
ordre. 

En posant 2 == t g p ,  les deux directions d'osculation pi et p., , corres- x 
pondantes à une valeur donnée de y,  sont caractérisées par les formules 

on voit que l'on aura toujours, quel que soit y, 

d'ou résulte ce théorème : 
Toute sphère tangente est osculatrice suivant deux directions , 

rdelles ou imaginaires j i ) ,  situdes symdtriquemeil&t de  part e t  d'autre 
des  lignes de courbure, en donnant dès à présent ce nom aux lignes de la 
surface qui sont telles qu'en prenant leurs directions, en chaque point, 
pour la direction des axes des s et des y,  on fait disparaître le rectangle xy 
dans l'expression de l'ordonnée normale z; l'existence de ces lignes est 
établie par ce qui précède ; nous en étudierons d'ailleurs tout à l'heure les 
propriétés géométriques. 

Réciproquement, deux directions symétriques par rapport aux lignes de 
courbure étant données. il y a toujours iine sphère osculatrice suivant ces 
deux directions, et le rayon y de cette sphère se déduit de l'équation 

(') Suivant que 7 sera ou ne sers pas compris enlre A el il; voyez ci-aprés, 5 VI! 
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VI. 

nous avons déja dit que l'équation [8] était celle de deux plans normaux 
donnant, sur la surface et sur la sphère de rayon y ,  des sections qui ont 
entre elles un contact du second ordre. Mais ce n'est pas seulcineiit les sec- 
tions normales, faites dans l'une ou l'autre des directions pi, pI,  qui ont 
entre elles un contact du second ordre ; il en est de même des sections 
obliques. 
. Pour le montrer, reprenons l'équation générale 

et considérons la sphère 

laquelle est osculatrice suivant la direction, en ce moment tout fait arbi- 
traire, de l'axe des a, c'est-à-dire, pour y=o. Au lieu d'une section nor- 
male zMz, considérons une section oblique passant toujorirs par l'axe des x, 
mais dont le plan couperait le plan des yz suivant une certaine droile MZ, 
de telle sorte que l'angle Zlz=O sera précisénient l'inclinaison du plan de 
la section oblique sur le plan de'la section normale. 

, 

Le plan ZMx coupera la sphère et la surface suivant deux courbes dont i l  
est aise d'avoir les équations rapportées aux axes plans rectangulaires MZ, 
Mx. En effet, on a pour un point quelconque, 
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l'équalion de la section de 1ü surfac>e sera donc 

xs x Z sin O Z' sin' 0 
zcoso--+--- 

-2A C, + 4- 0 

et celle de la seclion spliérique 

g n  voit que L sera nécessairement, dans l'une et l'autre équation, une 
quanlilé du second ordre, d'ou il suit qu'en négligeant, comme on doit le 
faire ici, les quantités d'ordre supérieur au second, les deux sections seront 
représentees absolument par l a  même équation 

équation d'une courbe dont le ragon de courbure sera A cos 8, c'est-à-dire, 
d'une courbe ayant un contact du second ordre avec un cercle d'un rayon 
- -Acos B. 

De là le théorème de Meusnier : 
Lorsque deux sections, l'une normale, l'autre oblique, sont fanyenles 

entre elles, le rayon de courbure de l a  section oblique est dgal au 
rayon de courbure de la  section normale, rnultiplid par le cosinus d e  
l'angle forme par le plan de ces deux sections. 

Remarquons ici que les relalions qui existent entre les rayons de cour- 
bure d'une section normale et d'une section oblique tangenle. sont exacte- 
ment les mêmes que celles-qui auraient lieu si l'on substiluait à la surface 
donnke la sphère osculatrice qui correspond a 13 section normale que 1:on 
considère ; ii en serait de même si l'on comparait ensemble deux sections 
obliques tangentes entre elles, et tangentes conséquemment à une même 
section normale ; ce qui ramène l'étude des courbures relatives des coor- 
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bes tangentes tracées sur une surface donnée, h l'élude des courbures rela- 
tives sur la sphère. 

VII. 

~ c v e n b n s  it l'équation [9] qui donne le rayon y de la sphére osculatrice 
suivant la direction p. Celte equatioii montre que y est toujours compris 
enlre A et B, qui sont les valeurs particulières que prend y pour p=o et 

?T pour ,p.=- c'est-à-dire les rayons de courbure des lignes de courbure, ou, 2' 
si l'on veut, les rayons de courburep~inc ipaua  de Ia surface. Si A et B sont 
de même signe, l'une de ces quantités sera le maximum el l'autre le mini- 
nium des valeurs de y.  La courbure de la surface est alors dans le même 
sens pour toutes les directions autour du point 11 ; en ce point, la surface 
est dite, dans ce cas, convexo-convexe, ou, ce qui revient au même, con- 
cavo-concave. Si A et B sont de signes contraires, ces valeurs seront numé- 
riquement, l'une le maximum des valeurs positives de y ,  l'autre le maxi- 
mum des valeurs négatives de y ;  la surface est alors concavo-convexe, 
c'est-à-dire qu'elle présente au point que l'on considère deux courbures de 
sens opposés. C'est dans ce cas qu'un plan peut avoir un contact réel du 
second ordre avec la surface, suivant deux directions données par l'équation 

et il est aisé de voir que ces deux directions, symélriques par rapport aux 
lignes de courbure, sont celles suivant lesquelles la courbure change de 

1 sens, c'est-à-dire, suivant lesquelles =, après avoir été positif, devient né- 
Y 

gatif ou réciproquement, en passant par zéro. 
Entre ces deux cas,  se place naturellement celui où l'un des coefficients 

I I 1 -,- est nul, a Dar exemple; alors il existe un plan osculateur suivant A B 
une seule direction, o c ,  pour parler plus exactement, suivant deux direc- 
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tioos infiniment voisines, qui ,  i la limite, coïncident avec l'une des lignes 
1 de courbure ; si la condition = O est remplie en tous las points de la sur- 

face, alors chacune des lignes de courbure correspondanles aux rayons A 
aura,  en ious ses points, un contact du second ordre arec une ligne droite ; 
ces lignes de courbure se  réduiront donc, en réalité, a des lignes droii.es (+). 
Les surfaces de ce genre peuvent, d'après cela, êire considérées comme 
engendrées par le mouvement d'une droite se déplaçant de telle sorte, que 
deux positions infiniment voisines soient dans un méme plan, le plan oscu- 
Iateur en chaque point de la surface. Par là on voit que ces surfaces sont 
déueloppableu , c'est-&dire susceplibles d'être appliquées sur ?&la p2a.n , 
sans extension ni déchirure. Nous démontrerons plus loin que, réciproque- 
ment, toute' surface développable doit satisfaire en chacun de ces points à 

1 l'équation - = O ,  et il es t ,  du reste, aisé de voir qu'en laissant indéter- A B  
minées, autour du point I, non-seulement la direction des axes des & et 
des y ,  mais même la direciion des trois axes, toujours rectangulaires entre 
eux, cette équation revient à celle-ci (8 IV) : 

Enfin, si  I'on a A=B, toules les valeurs de  y sont égales, et la surface pré- 
sente, autour du point II, la même courbure dans tous les sens (8 V). 

(') Il est aisé de prouver qu'une courbe qui, en chacun de ses points, a un contact du 
second ordre avec une droite, se réduit à une ligne droite. Considérons la projeclion de la 
courbe dont i l  s'agit sur un plan quelconque que nous prendrons pour plan des xy. Soient 
x = f  ( p ) ,  y=F ( p ) ,  les équations de cette projection, dans lesquelles p est une indéter- 
minée quelconque. La direction de la langenle en un point quelconque sera indiquée par 

dy WP) la formule -=-, et I'on devra avoir, si.en ce point il y a contacl du  second ordre entre 
dz f ( P )  

dbw . d p o  
la courbure el sa tangente *=O, OU bien f 0 ;  d'où l'on tire, en intégrant deux fois, 

dp dl, 
F ( p )  = C f  ( p )  +C', équation dans laquelle C et C' sont des conslantes : donc on aura 
y=Cxf C';  la projeclion de la courbe sur le plan des zy  est donc une ligne droite. 
Comme ce plan est tout à fail arbitraire, la courbe elle-niême (que deux projections suffl- 
sent à déterminer) ne pourra être qu'une ligne droi , 
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Les deux directions syinétriques pour lesquelles a lieu généralement un 
coolact du'second ordre entre une surface donnée et une certaine sphère 
tangente; ou ,  en un mot, les deux directions d'osculation, se réduisent à 
une direction unique, ou , c e  qui est géométriquement plus exact, à deux 
directions infiniment voisines pour deux valeurs particulières de y, savoir 
y=A et y=B.  

Comme ilimporte de donner A ce résultat un grand degré de clarté, re- 
marquons que l'équation [9] peut être mise sous la forme 

d'où 

équation qui,  par la différentiation, donne 

4 
d- 
- Y = (1 -A)  sin er. 
dp B A 

On voit bien nettement, par cette formule, que si l'on a sin 2 ,u= O, 

c'est-à-dire si l'on considère l'une des deux lignes de courbure, on aura 
d L  
J=o, en sorte que les deux sphères tangentes dont les rayons sont A et 
dir  s se trouveront avoir un contact de second ordre, non-seulement suivant les 

axes coordonnés, mais encore suivant toute direction faisant avec ces axes 
un angle dp infiniment petit du premier ordre ; de la, pour la direction des 
axes coordonnés, une sorte de stabilité dans la courbure qu'on ne  retrouve 
point dans les autres directions; c'est en raison d'une telle stabilité (qui 
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accompagne du reste toujours les maxima et les minima) que ces lignes 
singulières de la surface ont été nomriiées, à bon droit, lignes de cour- 
bure. 

d L  
Le rapport $ pourrait être appelé varialion spdcifique de la cour- 

bure. Nous venons de voir qu'il est nul pour toute surface, suivant les di- 
rections des lignes de courbure; il est nul dans toutes les directions pour 
les cas seulement ou-l'on a A=B; enfin, il a la plus grande valeur possible 

n 3% pour les directions pi = et = - correspondant à sin 2 p = 1 ,  4 
c'est-à-dire que la variation sp6cifique de la courbure est la plus grande 
possible pour les deux directions faisant 45" avec l'une ou l'autre des lignes 
de courbure. 

1 A ces deux directions correspond une même valeur de -, savoir: 
7 

La variation spécifique de la  courbure dont l'équation [al] donne la va- 
leur en fonction' de p , peut aussi s'exprimer très-simplement en fonclion 
de y ; en  effet, l'équation [9] donne 

4-- --- 
A sin* -IL- -1 4 '  cos' ,u =Bry I ' 

d'où 

sin '2 y =. 9 1 1  

on a donc 
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79 
formule (*) de laquelle on pourrait déduire immédiatement les mbmes con- 
clusions qui nous ont ébé fournies tout à l'heure par Péquation [ I  I l .  

IX. 

La formule [IO] du 8 précedent nous montre que si l'on considère en - 
général deux directions rectangulaires p. et (I. + -&, les valeurs des rayons 
de courbure y, et y, des sections normales correspondant à ces deux di- 
rections seronl 

4 - cos' ,u sin' p. - - 
Yi A 

et l'on aura 

(') Dans la théorie des développées des courbes planes, il y a aussi a considérer un éle- 
ment analogue i cc que nous avons appelé ici la variaiion spécifique de la courbure. Cet 
élément n'est autre chose que le rapport de la variation du rayon de courbure dp a la va- 

dP. riation de i'arc ds. L'on dimontre aisément que ce rapport as est équivalent au rapport 
du rayon de courbure p' de la diveloppée au rayon de courbure p de la courbe elle- 
meme. L'expression de ce rapport pour les courbes du second degré offre une certaine 

dP ' analogie avec la formule [le] ci-dessus. Pour l'ellipse, par exemple, on a - ou !- 
ds P 

=3V [(k)~ -il[(; (:)%)al, p, et p, éiani les rayons de courbure maximum el 

minimum, qui se rapportent, comme on sait, aux extrémités des axes, et ont respecti- 
a* vemeot pour valeurs p, = et p. = - (On peut voir, pour plus de détails sur ce point, a ' 

le Cours d'Analyse de M. Vieille, chap. Il.) 
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égalité qui n'est autre; au fond, que celle que rious avons déjà rencontrée 
au # IV, et d'oh résulte un théorème fort connu, dû à Euler, qu'on peut 
énoncer ainsi, en convenant d'appeler plus spécialement courbure d'une 
section le quotient qu'on obtient en divisant l'unité par le rayon de courbure 
de cette section : 

La somme des courbures de deuz sections normales, orthogonales elt- 
I re  elles, est corutante, e t  égale a la somme des courbures des lignes de  
courbure. 

Les lignes d'osculation de la surface donnée et des diverses sphères oscu- 
latrices que nous avons considérées jouissent d'une propriété caracteristi- 
que qui se déduit immédiatement de la propriété qu'ont les arcs de grand 
cercle d'être le plus court chemin entre deux points de la sphère. 

Soit, en un point M d'une surface, N M N' l'arc de grand cercle suivant 
lequel une sphére de rayon y est osculatrice à la surface, je dis que N Bi N' 
sera le plus court chemin sur la surface entre les deux points N et Np; car, 
soit un point quelconque m , pris en dehors de la ligne d'osculation , et sur 
une courbe infiniment peu distante N m N'; cette courbe pourra toujours 
être considérée comme s e  trouvant sur la sphère osculatrice, aux inliniment 

A .  

petits du troisième ordre près ; les relations de grandeur entre l'arc N iiI N' 
et toute autre courbe infiniment voisine N m Ni seront donc les mêmes, sur 
la sphère et sur la surface, en négligeant des quantités infiniment petites qui 
sont du troisième ordre quand on regarde M N et M N' comme infiniment 
petits du premiar, c'est-&dire des quantités infiniment petites di1 second 
ordre par rapport à M N et M Nt; donc I'arc N I Nt q;i a ,  par hypothèse, les  
caracteres analytiques du minimum sur la sphère, aura aussi ces mêmes ca- 
ractères sur la surface. Ainsi les lignes d'osculation sur une surface se con- 
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fondent avec les lignes les plus courtes, ou géodésiques. On voit par là 
que le plan osculateur d'une ligne géodésique, c'est-à-dire le plan qui 

.passe par deux éléments consécutifs NiIl MN', renferme la normale à la 
surface ; propriété tout à fait caractéristique, puisque, réciproquement, 
toute section normale est une ligne d'osculation et conséquemment une 
géodésique. 

Parmi ces lignes géodésiques, dont la courbure varie autour d'un point 
11, suivant la loi exprimée par l'équation [40] ci-dessus, se rangent égale- 
ment les lignes de courbure, qui ne sont autre chose, d'après cela, que les 
géodésiques dont la courbure est la plus grande bu la plus petite possible. 

pour la sphère, en vertu de la symétrie absolue que cette surface pré- 
sente, le plus court chemin entre deux points se confond évidemmenl avec 
l'arc de grand cercle qui les réunit. Si les deux points dont il s'agit sont 
places aux deux extrémités d'un diamètre, il existe une infinité de grands 
cercles jouissant chacun de la même propriété géodésique, eu égard à toute 
autre ligne infiniment voisine tracée sur la sphère. 

Une des propribtés les plus remarquables des lignes de courbure est 
celle-ci : 

Les no~males d la surface e?t deus points d'une ligne d e  courbare 
ininfiniment voisins se renconlrent toujours; el rdciproquement, s i  les 
normales en deux points infinirnont aoisins d'une surface se rencon- 
trent, ces deux points appartiennettt ntcessairement d une méme ligne 
de courbure. 

Voici comment cette propriété peut se déduire des considérations précé- 
dentes : 

Soit MM' un élément d'une ligne de courbure de rayon A ;  s i ,  au point Il', 
on conçoit, sur la surface même, un élément linéaire M'm perpendiculaire 

4 4 
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à MM', cet élément appartiendra, aux quantités du troisième ordre près, à 
la splière de rayon A ,  osculatrice à la surface an point 11I ; car la variation 

d L  
spécifique de la courbure 2- est nulle, lorsqu'on passe de l'orientation 

dlz 
MM' à l'orientation infiniment voisine Mm. Donc la normale à la surface 
proposée en ilIr et la normale à la sphère au même point se confondent, et 
la rencontre de cette droite avec la normale M z  détermine le rayon de cour- 
bure de l'arc MAI'. Il en sera tout autrement si cet arc n'appartient pas à 
une ligne de courbure; en effet, le point extrême m de l'élément nl'm, 

4 d- 
normal à MM', se trouve aiors sur une sphbre de rayon ( y  +-&- dp )  ; si 

l'on imagine sur la sphère de rayon y un élément M'm' perpendiculaire a 
MX', les deux éléments R1'm et M'm' détermineront un plan Y normal à 
l'arc MM'j et feront ensemble un angle infiniment petit dont la  valeur est 

d L  
mm' X y - ou--. La normale JI'p à la surface proposée en M' et  la normale 
hi'm 2 di* 
M'q à la sphère de rayon y,  au même point, seront l'une et l'autre dans le 
plan P et feront ensemble le même angle que les éléments M'vn et Wm'. 
Or, la normale Mz rencontre N'q, et par suite le plan P. au centre même 
de la sphère de rayon y ;  elle ne pourrait rencontrer la normale M'p sans 
avoir, par  cela mhine, deux points dans le plan P, c'est-à-dire sans y être 
comprise tout entière, ce qui est impossible, puisqu'elle passe par lin 
point M extérieur à ce plan. 

On arrive aisément au même résultat en ayant recours à l'analyse. Dé- 
signons par X ,  Y ,  Z les cosinus des angles que fait avec les axes ( iç, y,  z) 
la normale à la surface au point Mt. L'équation de la surface étant supposée 
mise sous cette forme 

donnera, quelle que soit la direction d'un élément linéaire pris sur la sur- 
face, 

dF d$ dF dy dF dz 
& ds+% %+di z = O .  
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Mais on doit avoir, pour le même élément, 

De ces équations, nécessairement identiques, on déduit (en ayant égard 
à la relation bien connue X V  Y Y" + Z a  = I ) ,  

Lorsqu'on prend pour axe des z la normale à la surface en I, et pour 
axes des z et des les deux lignes de courbure, l'équation de la surface 
se réduit, ainsi qu'on l'a vu plus haut,  à 

on a donc, en négligeant Q ,  
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Cela posé, soient NR1=p la longueur de la perpendiculaire commune 

aux deux normales Mz e t  M'p, O. l'angle que la projection de NN' sur le 
plan tangent fait avec la première ligne de courbure', et (sr;,, y,, z,) les 
coordonnées rectangulaires du point N', on aura 

Si la distance q ,  comprise entre les deux points M' et  N'  était connue, 
les coordonnées (sr;,, y,, z,) seraient immédiatement données par les trois 
équations suivantes : 

On déterminera q en exprimant que la ligne NB' est perpendiculaire a la 
normale M'Kr, c'est-à-dire au moyen de l'équation 

Pour abréger les calculs, nous 'remarquerons que, lorsqu'il est permis 
de faire abstraction de la quantité a ,  ce qui revient à remplacer la surface 
par la série des sphères osculatrices, les coordonnées (z, y ,  z) sont liées 
aux variables (A, p) par les équations suivantes, dans lesquelles G désigne . 

la projection de A sur le plan tangent, 

s = G cos ,u 
y = G sin p 

l2 z=- 
2~ 

La dernière de ces équations montre que G ne diffère de A: que par une 
quantité du troisième ordre; on peut donc écrire simplement 
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par suite, les valeurs de X, Y, Z prendront la forme suivante : 

ZA cosp X=----, 
A 

Z A sin p y=-- 
B '  

On aura, en conséquence, pour déterminer p ,  0 et q, les trois equa- 
tions 

Zl.sinp ,A sin p - p  sin 8 --- 
B 

9 

9 
cos p cos 0 sin p sin 8 - 

A + B 
- o. 

La dernière de ces équations donne 

et ,  par suite, 

-B COS p sin 0 = ( VA' sin' p + Bz cos2 ,u. 
A sin p 

COS e = 
VA' sina p + B' coss ,u' 

D'autre part o n  a ,  en éliminant q ,  

d'ou l'on conclut 

(A  - B) A sin p cos p, 
" -+ B* cosa 
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De la résulte le théorème énoncé ; en effet, p ne peut être nul que si 

l'on a s inp=o,  ou bien cosp.=o; c'est-à-dire, si le point M' est placé sur 
l'une ou l'autre des lignes de courbure. 

Il est un cas ou p est constamment nul, c'est celui ou A = B ; inais alors 
la courbure .est uniforme autour de l'origine M , en sorte que toutes les 
géodésiques deviennent, en réalité, des lignes de courbure. 

XII. 

Une surface quelconque étant donnée, si on la suppose flexible, mais 
inextensible, et que, dans cette supposition, on vienne a la déformer de la 
manière qu'on voudra, les rayons de courbure des diverses sections nor- 
males changeront en général de valeur, mais le produit des deux rayons de 
courbure principaux restera le même,  avant et après la déformation ; en 
d'autres termes : 

Si m e  surface courbe est applicable su r  urce a u t r e  surface courbe, 
le produit  des d e u t  rayons de  courbare p r inc ipaus  en chaque point  
reste invariable. 

Cu beau théorème, dû  M. Gauss, peut être démontre Ires-aisément 
comme il suit : 

Imaginons qu'on ait tracé autour d'un point quelconque M toutes les sec- 
tions normales, et qu'on leur ait donné une même longueur infiniment pe- 
tite 1 ; en supposant qu'on joigne ensemble les extrérnilés de ces lignes, on 
obtiendra une courbe fermée qui aura,  avant et après la déformation , le 
même périmètre et la même surface. Ces deux quantités sont faciles a cal- 
culer, et nous allons voir qu'elles ne dépendent que de 1 et du produit A B 
des deux rayons de courbure principaux de la surface, pour un état déter- 
miné ; d'ou, en envisageant deus états différents, une relation de laquelle 1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



87 
disparait naturellement, et qui se réduit en dernière analyse à A B  = cons- 
tante. 

Considérons, pa.r exemple, le périmètre de la petite courbe que nous 
venons de définir. 

Soient a ,  y ,  z ,  les coordonnées d'un point m de ce périmètre, le poinl 
central 11 kétant pris pour origine, et le plan tangent étant pris pour plan 
des x 2;. En représenlaul par p. l'angle que la géodésique Mm fait avec l'une 
des lignes de courbure, par y le rayon de la sphère osculatrice correspon- 
dante à cette géodésique, et par t une fonction finie de p ,  il est bien facile 
de voir que nous pourrons poser,  

c)e qui revient, sauf la valeur de <, a mesurer la longueur I sur les diverses 
sphères osculatriees qui correspondent aux valeurs successives de  l'an- 

1 I 

a; = y sin- cos y. 
Y 
1 4  cos"^ * sin2 p 

gle P. 
Nous aurons mainlenant à évaluer l'intégrale 

j y=ys in-s in  y 
Y 

nous aurons 

-avec- =- 
Y A  

fT' 

. . 

da; -=- dG 

dr 
G sin p. + cos p, 
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d'ou 

en ne conservant maintenant que les termes en 1' et l b ,  et observant que - est de l'ordre de P ,  en sorte que 
d y  

($)' doit Btre négligé, nous aurons 

on a ,  d'ailleurs , dans les mêmes limites d'approxirrialion , 

D'après cela, l'intégrale à évaluer prendra la forme 
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D'autre part, on sait que, généralement, 

nous aurons donc 

Le premier terme 2nl de cette intégrale serait celui qu'on obtiendrait s'il 
était permis rie négliger les termes d'ordre supérieur au premier: c'est la 
une première approximation qui donne pour la petite courbe un cercle situe 
dans le plan tangent, et dont le périmètre est indépenilant des valeiirs suc- 
cessives de y. Mais, en ne négligeant que les termes d'ordre supérieur au 
troisième, on voit que le périmhtre total de la courbe ne peut être invariable 
que si cette condition, à la fois nécessaire et suffisante, est remplie : 

A B  = constante ; 

ce qui démontre le théorème de  M. Gauss. 
On peut arriver au même résultat en cherchant quelle est l'aire de la petite 

courbe. Pour cela, il suffit de remarquer que cette courbe, tracée par les 
extrémités de géod8siques issues d'un même point et ayant même longueur, 
est nécessairement normale à toutes les géodésiques, d'après un théorème 
bien connu, dù à M. Gauss, et aisé à démontrer géométriquement. Alors on 
peut prendre, pour mesure de  l'aire dont il s'agit, l'intégrale 

qui montre encore que l'on doit avoir AB = constante. 
42 
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XIII. 

De ce théorème, nous concluons immédiatement, avec M. Gauss, que 
dans toute surface développable, c'est-à-dire applicable sur un plan, on 
doit avoir, comme pour le plan lui-même, 

-- AB-'; 

nous avons d'ailleurs déjà vu, au 4 V U ,  que ,  réciproquement, toutes les 
fois que cette équation a lieu pour tous les points d'une surface, la surface 
est dévejoppable. 

XIV. 

Lorsque, dans une surface quelconque 

on imagine une section faite par un  plan parallèle au plan tangent a l'ori- 
gine M, mené. à une distance D de ce plan, on oblient une courbe dont 
l'équation, en ne-tenant compte que des termes du second ordre, est 

La nature de  cette courbe, que M. Dupin a nommée'indicatrice, est in- 
timement liée avec le sens des deux conrbures de la surface au point M. Sui- 
vant que A et B sont de même signe ou de signes contraires, la courbe est 
une ellipse ou une hyperbole; elle se réduit à deux droites parallèles à 
I'arkte rectiligne de la surface en M si la surface est développable, ou, plus 

1 1  exactement, si l'une $es cburbures j[ 9 est nulle en ce point ('1. Dans tous 

1 
(') Si Pune des courbures, A par exemple, est nullc au point SI, sans élrc nullo en toul 
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9 1 
les cas, les divers rayons qu'on peut mener de l'origine des coordonnées sy 
Q un point quelconqiie m de l'indicatrice, sous un angle p compté à partir de 
l'axe des z, dépendent, suivant une loi remarquable, du rayon de courbure 
y de la géodésique correspondante à l'orientation p. En effet, en posant 

4 cos'p sing p d'où, à cause de - = - 
Y A 

f , l'on tire 

Ainsi les carrés des rayons ou des diamétres d'une courbe indicatrice 
sont entre euz comme les rayons d e  courbure des gdoddsiques qui cor- 
respondent à, l'orientation de ces diamètres. 

L'aire totale de l'ellipse qui correspond au cas où A et B sont de même 
signe, est 

Cette aire est, comme on voit, inversement proportionnelle à la racine carrée 
1 du quotient =, quotient que 'M. Gauss a nommé la mesure de la cour- 

bure de la surface au point 1; mais, dans le cas.des surfaces convexo-con- 
caves, où A et B sont de signes conlraires , la courbe indicatrice est une 
hyperbole, et l'expression V a  n'a aucune signification réelle. 

autre point voisin, la surface n'est pas développable; mais la ligne de courbure du systéme 
A offre, au point I, une inflexion, par suile de laquelle elle se confond jusqu'aiix quan- 
tités du troisième ordre exclusivement, avec une arêle rectiligne infiniment pelite. 
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XV. 

Considérons actuellement la courbe formée aulour du point M par la série 
des points pour chacun desquels la normale à la surface fait avec la normale 
en RI un angle constant infiniment petit; courbe que nous appellerons 
courbe d'inclinaison. 

L'équation d'une telle courbe est aisée à trouver. En effet, l'angle a d'une 
normale quelconque avec l'axe des z est donné, ainsi qu'on l'a vu précé- 
demnienl, par la formule 

COS ar = 
1 

d'ou l'équation de la courbe d'inclinaison, en projection sur le plan tan- 
gent, 

ou simplement 

I'oiir toutes les surfaces autres que les surfaces (ou portions de siirfaces) 
développables ou planes, cette courbe sera une ellipse dont les axes, égaux 
si A=B, seront Au, Ba, et qui aura pour aire totale le produit nuSAB , in- 
versement proportionnel à la mesure d e  la courbure. 

Lorsque la surface est développable, la courbe d'inclinaison se réduit à 
deux droites parallèles. 
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C'est ici le lieu d'examiner de plus près la signification géométrique de 
l'expression mesure de la courbure, dont RI. Gauss s'est servi le premier 

1 4 

pour désigner la quantilé -. 
AB 

M. Gauss considère sur la surface RI un élément triangulaire infiniment 
pelit, Mmm' dont le point RI est l'un des sommets. II considère semblable- 
ment sur une sphère d'un rayon = # I ,  trois points N, n, n' tels que les nor- 
males qui se  correspondent dams les deux surfaces pour les points iU el N , 
rn et .n, m' et n' soient parallèles deux à deux. Le rapport des aires triangri- . - 1 laires Nnd et Mmvn', qu'il démontre être égal à -, est ce qu'il prend géo- AB 
métriquement pour la mesure de la courbure de la surface donnée en M. 
Afin de rattacher la détermination de ce rapport aux considérations précé- 
dentes, remarquons d'abord que les points m et n appartiennent, sur la 
surface et sur la sphère, à deux courbes d'inclinaison analogues,  repré- 
sentées respectivement par les équations 

Exprimons maintenant que dans les deux points m et n les normales la 
sorface et à la sphère, non-seulement doivent faire le même angle avec l'axe 
des z ,  mais encore doivent être parallèles, nous obtimdrons', au moyen 

' des équations [13], les deux coiditions suivantes, 

qui sont indépendantes, comme on voit, de l'angle a. On aurait de même, 
pour les points m' et n', 
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9 4 

et de ces quatre équations l'on conclut 

Or $yf- y'a n'est aulre chose que le double de l'aire triangulaire Mmm', en 
projection sur le plan tangent, de même Sui'-5'v est le double de la projec- 
tion de l'aire Nnn' sur le même plan; mais le rapport des aires triangulaires 
est évideinnient le même que le rapport des projections; l'on voit donc, par 

Nnn' - la formule ci-dessus, que l'on a - 4 - pour R = l .  
Mmm' - AB 

Lorsqu'il s'agit d'une surface déveioppable , la construction précédem- 
ment indiquée est en défaut. L'expression mesure de la courbzcre appliquée 

1 
au quotient- perd alors toute signification. On va voir tout à i'heure de AB 
quelle manière il convient d'entendre et de mesurer la courbure d'une sur- 
face c o n h u e ,  développable ou autre. 

XVII. 

A cet effet, nous consid8rerons, parmi les courbes qu'on peut t racerwr  
une surface, autour d'un point M, celles qu'on obtient en imaginant qu'on 
mène en ce point les diverses géodésiques de la surface, et qu'on prenne 
sur chacune de ces lignes, un élément Mm inversement proportionnel au 
rayon de courbure y de la géodésique'. 

L'équation d'une courbe de cette nature s'obliendra en coordonnées 
rç, y ,  z en faisant l y  = constante - K dans les équations [d b]  du 8 XII ,  et 
éliminant ensuite y et p ; on aura ainsi, pour la projection de la courbe sur 
le plan tangent en M ,  I'équalion 

qui donne simplement un cercle dans le cas de A- B, 
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9 CS 

On peut regarder les variables 1 et p comme formant sur le plan tangent 
un système de coordonnées polaires ; l'équation de la courbe, dans un tel 
système de coordonnées, est aisé à trouver,guisqu'on doit avoir 

et que, d'autre part, on a ( O  VIII), 

de là on déduit immédiatement 

La discussion des propriétés de la courbe dont nous venons d'obtenir les 
équations et qui est liée, comme on le voit, aussi intimement que possible, 
avec la nature même de la surface, reviendrait au fond aux considérations 
présentées ci-dessus et notamment dans les @j VI11 et I X ,  sur les diverses 

1 valeurs que prend la courbure - suivant l'orientation p. que l'on considère; 
Y 

il serait donc inutile de nous y arrêter; nous ferons seulement observer 
que la courbe se compose: I o  pour les surfaces convexo-concaves, de quatre 
branches fermées, symétriques deux à deux, réunies ensemble a l'origine 
par un nœud multiple; 2" pour les surfaces développables, de deux bran- 
ches symétriques, fermées et réunies à l'origine par un nœud simple ; 
3" enfin, pour les surfaces convexo-convexes, d'une brariche unique fermée, 
de forme, pour ainsi dire, quasi-elliptique. laes lignes de courbure parta- 
gent, dans tous les cas, l'espace occupé par la courbe, en quatre régions 
parfaitement symétriques. * 

K On remarquera que, d'après la formule 1 =-, chaque valeur de I re- 
31 

présente la force centrifuge qui se développerait dans le mouven~ent d'un 
point sur la géodésique correspondante, ce point étant supposé animk d'une 
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vitesse invariable exprimée par 1/K r). D'après cela, l'aire totale de  la 
courbe que nous étudions en ce inornent pourra servir i apprécier ce 
qu'on peut appeler la force.centr2fuge +nidgrale de la surface autour du 
point M ,  e u  égard à des mobiles qui suivraient les différentes géodésiques 
avec une vitesse donnée I/K: /. m 

L'aire totale cherchée S s'exprimera par l'intégrale K2 - dp, et comme / :a 

4 cos' p. sin4 p. I --- 
Y -  A +T=i+(i-i) sin%p,  

i l  viendra 
Sn i X 

J; J[L++!) S = K Z  F.dp=K' 
A* A B A  sinz ,U + (8 - k)'sind4 - dp 

O O 

et enfin 

expression qu'on peut aussi écrire de cette manière : 

il) On peut voir ci-après, pour plus de détails sur ce point ,  le 5 X de notre méiiioire 
sur les courbes qui  rendent minimum une inligrale de la forme 'Q ( O )  ds. Nous nous- J 
bornerons a rappeler ici les deux théorèmes suivants, démontris dans ce mémoire : 

1. Lorsqu'.un mobile. aprEs avoir reçu ibne certaine vitesse initiale, se nzeut librement 
szrr une  surface, il décrit, d'un mouvement uniforme, u.ne ge'0désiqu.c. 

2. La force centrifuge qui lend à chaque instant à se développer dans cc mouvemet~t est 
iquilibre'e par lm résislauce de la surface, cl celle rkislance,  q u i  meszwe aussi la pression 
d u  mobile, est toujours e n  raison inverse d u  rayon de courbare de lu géode'siqzie. 
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De m&me que pour les courbes indicatrices, les courbes d'inclinaison et 
les courbes considkrées dans le 8 XII, l'aire totale ci-dessus S ne dépend, 

1 4  comme o ~ i  pouvait s'y attendre, que des courbures extrêmes A et et 
d'un coefficient infinitésimal. 11 serait superflu, d'ailleurs, de discuter en 
détail les formules précédentes [ I  Ei] et [46] ; nous remaiquerons seulement 
que, dans le cas des surfaces développables, on a simplement 

A étant le rayon minimum, et que,  d'autre part, on a 

dans le cas de A =  B, c'est-à-dire dans le cas ou la surface a la m6me 
courbure en tous sens. 

Une surface étant donnée, supposée flexible, mais inextensible, on a vu, 
au 8 XII, que, dans toutes les déformations qu'on peut faire subir à cette 
surface, le produit AB des rayons de courbure extrêmes est invariable pour 
an point donné. 

De là et des formules données dans les $8 XIV, XV et XVII, on conclut 
immédiatement : 4 "  Que les aires totales des courbes indicatrices ana- 
logues ( D  const.ant) ou des courbes d'inclinaison analogu,es ( a  conslant) 
restent invariables, pour u n  même poifit. 

2" Que les aires totales des courbes centrifuges (') analogues (K con- 
stant) croissent ou  décroissent proportionnellement a a  c a d  de la dif- 

('1 Nous appelons ainsi, pour abrhger, les courbes définies et dtudiées dans le para- 
graphe précédent. 

1 3  
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féreme des courbures e a t r h e s ,  el que le 9rvininum de  .!'aire totale 
correspond ct 1'Ctat de la swrface dans  lequel la courbure,  a u t o m  d u  
point  donné ,  est uniforme dans tozcs les sens. 

Il est bien clair, d'ailleurs, que,  dans le cas des courbes indicatrices', il 
faut que la surface donnée soit convexo-convexe. Une telle surTace, dans 
toutes les déformations dont il est question ici, restera toujours convexo- 
convexe; en effet, le produit AB reste constant, en sorte que l'un des 
rayons -4, R ne peut changer de signe sans que l'autre ne change ègale- 
ment ; o r ,  par un double changement de ce genre, la surface, supposée 
d'abord convexo-convexe, ne change pas de caractère ; seulement elle 
tourne' sa convexité en sens inverse. 

XIX. 

Lorsqu'on imagine, autour d'un point, toutes les g6odésiques que I'on 
peut tracer sur une surface, l'enseinble des étendues linéaires 1 attribuées 
k ces géodésiques détermine une étendue superficielle mesurée, ou, ce qu i  

revient 'au même, définie par l'intégrale - ltdp. D'après cela, si I'on 2 y/" 
veut s'élever de la nolion de la coorbure linéaire a celle de la courbure su- 
perficielle de la niême manière que ilon s'élève de la notion de l'étendue 
linéaire a celle de l'étendue superficielle, il est clair que l'on devra mesurer 

ou définir la courbure d'une surface au moyen de l'intégrale 
O 

I'on aura, en effectuant comme precédemmen t l'intégration, 
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La courbure, airisi definie, est propcrtionnelle à la force centrifuge in- 
tdgrale correspondant à des mobiles qui suivraient, avec une même vi- 
tesse, les differentes géodésiques issues de l'origine M ,  e t ,  par suite, à la 
résistance dont là surface doit être capable pour supporter la pression due 
a ces mouvements. 

XX. 

Supposons que I'on irace, comme au 8 XII, autour d'un point Ri d'une 
surface, toutes les sections normales en leur donnant une même longueur 
infiniment petite 1; les extrémités de ces lignes, projetées sur le plan tan- 
gent en QI, formeront une courbe fermée X. Le périmètre L de cette courbe 
S'exprimera, en conservant les notations du précité, par l'intégrale sui- 

et I'on aura, en recherchant seulement les deux premiers termes de la va- 
leur de L,  

L'aire totale S de la courbe L dépend dé l'intégrale 

dans laquelle V désigne l'angle que forment, sur le plan tangent, les deux 
directions caractérisées par les deux équations 

' : 

p. = const. 1- const. 
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Cet angle est donné par l'équation 

da; d a  dg  dy --+--- dG d G d G 
d p  dl  d , ~  dl -(-Gsinp+- d r ~ .  cosp)  g m ~ ~ + ( G c ~ s ~ + -  d v  sinr) 

dG - est de l'ordre de l3  ; d'autre p r t  = 4 , aux quantités du second or- 
d~ d 1 
dre près. En conséquence, cos V est une quantite du second ordre, et, par 
suite, sin V=!, aux quantités prés du quatrième ordre. On a d'ailleurs 

D'après cela, la valeur de S sera 

1 
Si l'on désigne par - la courbure de la surface au point B, par L, le cg 

périmètre et par S. l'aire du cercle décrit sur le plan tangent avec le point 
11 pour centre et la distance 1 pour rayon, on pourra écrire  e et S ainsi 
qu'il suit : 
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1 O1 
La courbe 2- peut être considérée comme une sorte d'indicatrice, par 

rapport à la courbure de la surface, attendu que les différences Lo - L et 
1 

S, - S sont l'une et l'autre proportionnelles à 7 .  
C 

XXl . 

On obtiendrait une indicatrice du même genre en projetant sur le plan 
tangent la série des points situés, sur la surface, à une même distance A 
de l'origine. En effet, le périmètre L' e t  l'aire S r  de cette nouvelle courbe L' 
résulteraient de calcals identiques à ceux qu'on vient de développer, avec 
celte seule difference que la variable auxiliaire G ne dépendrait plus de 1 
mais de 1 ,  en vertu de l'équation 

On aura donc 

Les valeurs précédentes de L ,  L', S, S' donnent, par l'élimination de la 
courbure,'et en admettant que les caractéristiques arbitraires 1 et 1 soient 
identiques, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



équations qu'on peut mettre sous celte forme 

Ces relalions sont indépendantes de la nalure de la surface; elles se re- 
duisent a des identités lorsque la surface est plane, puisque, dans ce cas, 
o n a  L,=L=L1, et S, -S=S1.  

Nous rechercherons encore le périiiiètre L" et l'aire S" de la coiirbe fermée 
qu'on obtient, sur une surface continue, en prolongeant chaque section 
normale jusqu'à une même distance À de l'origine M. 

En exprimaiit, comme au 4 XI, les coordonnées (z, y, z) d'un point queI- 
conque N en fonction des variables indépendantes A et p et de l'auxiliaire G, 
on aura 

Les trajectoires X c  eonst., p- const., peuvent être considérées ici 
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comme orthogonales ; i l  serait aisé de le démoiilrer, comnie on l'a fait au 
8 ?LX, pour des trajectoires analogues. En conséquence, l'aire Sr' dépend 
de l'intégrale suivanle : 

Mais on a 

et, par suite, 

Supposons que le point I appartienne a une sphère de rayon A .  On aura 
alors 

Les calculs qu'on vient d'effectuer sont indépendants de i'ordre de gran- 
1 

deur du rapport - En introduisant, au lieu de la distance à, la hauteur h 
A ' 

de la zone, on aurait 
SW===BrAh; 
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c'est l'expression bien connue; si h = $2 A ,  on a SM= 4nA' (Lhéoréme 
d'Archimède). 

XXIV. 

Soient M s ,  My, Mz, trois axes rectangulaires. La position d'un point 
quelconque N de I'espace peut être définie, soit au moyen des coordonnées 
(z, y,  z) de ce  point, soit à l'aide de trois autres variables (1, p, w) liées à 
(2, y, z) par des équations telles que celles-ci : 

Si l'on considére maintenant les trois équations 

14 $1 A = const. p = const. w= const., 

on obtiendra, en attribuant aux constantes des valeurs qui croissent ou di-' 
minuent uniformément par degrés infiniment petits, trois séries de surfaces 
qui décomposeront l'espace en une série de parallélipipèdes ayant pour 
côtés les éléments linéaires des trajectoires résultant de la rencontre deux à 
deux des surfaces appartenant à des séries différentes. 

Cela posé, nous rechercherons l'expression du volume de l'un quelconque 
de ces parallélipipèdes. 

Désignons par ds,, ds,, ds, les éléments linéaires des trois trajectoires 
qui se coupent au point N. Nous aurons 

Si. les surfaces [18] étaient orthogonales, le parallélipipéde dont il s'agit 
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dx dy 
aurait pour volume ds, dr, ds, ; on obtiendrait d'ailleurs a .... en 

fonction des variables indépendantes ( A ,  p, w )  par la différentiation des 
équations [17]. 

Dans le cas le plus général, les surfaces [48] se rencontreront oblique- 
ment en N ;  les angles a ,  P, y que font deux a deux en ce point les trois 
trajectoires seront donnés en fonction de (À ,  p, w )  par trois équations, 
dont une seule, celle qui exprime a ,  nous sufit , savoir : 

dx da; dy dy dz dz 

COS a = 5 dw+& z+d;- & 

Désignons maintenant pa.r X ,  Y, Z les cosinus des angles que fait avec 
les trois axes (3, y ;z )  la normale i la surface A = const. au point N. Ces 
trois cosinus seront déterminès par les équations suivantes : 

L'angle V que fait avec cette normale l'élément ds, est d'ailleurs donné 
par l'équation 

en  conséquence, le volume dU du parallélipipède infinitésimal pourra s'ex- 
primer ainsi qu'il suit : 

6U = ds, as, as, sin cx cos V. 

Il nous .reste à calculer le produit sin cr cos V, qui doit évidemment se 

14 
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réiluire ii une fonction symétrique des variables ( A ,  p  , w )  et des diffdren- 

tielles 2 Dr, on a d'abord dA ' o/h ""' 

dz d a  ds d z  --- - 
d p d z o  d p d w  

D I 

d x d y  dy d s  - --- - 
d p  d w  d p  d w  

D 9 

en posant 

D'autre part, on a 

- - D 
ds, ds.- " 

On déduit de la 

y dg d X ) ]  d,, dp dw. dw- 8 & 

On peut remarquer que le coefficient différentiel qui multiplie dÀ dp dw 
n'est autre chose que le déterminant des neuf quantités 
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Ce résultat ne doit point surprendre ; car si  l'on exprime dx,  dy et d z  au 
moyen de d i ,  dl /- ,  dw, en différentiant les trois équations [17], e t  qu'on 
cherche ensuite, a l'aide des trois dquations différentielles ainsi obtenues, 
à exprimer réciproqiiernent d l ,  dp, dw en fonction de dx,  dy, dz , ces dé- 
terminations ne pourront évidemment s'effectuer que si, h chaque parallé- 
lipipède dx dy  dz de l'espace, il correspond un parallélipipède dU ; dU doit 
donc s'annuler en même temps que le déterminant des trois équations diffé- 
rentielles. . 

Il peut arriver que deux des trois équations [17J ne renferment que deux 
des trois variables (1, p, w), l et l/- par exemple ; la taleur de  dU devient 
alors 

 expression (2 - 2. - 9 dl d i  d p ,  n'est autre chose que l'aire 

de la projection, siIr le plan x y ,  -du parallélipipède infinitbsimal ; c'est 
qu'en effet le système de coordonnées- (a,  p ,  w )  décompose l'espace en 
une série d'éléments à trois dimensions ,.appartenant tous à une série de 
prismes perpendiculaires au plan xy. 

. ' xxv. 

Imaginons une sphère de rayon A ,  ayant son centre en un point M d'une 
surface continue. 11 est facile de déterminer le volume intercepte entre cette 
sphère, le plan tangent à la surface en M et la surface eIle-même. 

A cet effet, en conservant les variables (1, p) définies précédemment, 
introduisons une troisième variable w ,  choisie de telle sorte que les coor- 
données (x, y, z )  soient exprimées en fonction de ( A ,  p,  w )  par les équa- 
tions suivan tes : 
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Dans ce système de coordonnées, I'équation w=const. représente une 
infinité de surfaces semblables entre elles et à la surface proposée, et ayant 
pour centre d e  simili tude commun l'origine M ; car, si le point (z, y, z) 

appartient à la surface proposée, le point (s , 3 ,  4) appartiendra à la 
W W W  

surface pour laquelle le paramètre variable prend la valeur particulière W. 
Les courbures extrêmes de deux quelconques de ces surfaces sont toujours 
dans le même rapport,. et ce rapport est le même que celui des courbures 
de deux sections normales ayant de part et d'autre la même orientation. 

Cela posé, le volume dont il s'agit s'obliendra comme il suit : 

h' cosSp sin' p U={S'*IL(~ + T) ~ c o s p . ~ c o s p + s i n p . ~ r i n p ~  dl i i ,udw 

Le volume Ut i i t e r c q t é  entre une surface et une sphère de rayon i ,  
ayant pour centre un point quelconque de la surface donnée, se déduit 
immédiatement de l'équation précédente, et l'on a 
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XXVI. 

Pour donner encore un exemple de la facilité, avec laquelle l'emploi des 
coordonnées curvilignes (A, p, w ) permet de résoudre certains problèmes, 
presque insoliibles autrement, nous supposerons que chaque élément 8U 
exerce sur le point M, considéré comme un point matériel, une attraction 
qui ne dépende que de la distance A de cet élément au poibt M. L'ensemble 
de ces attractions, pour tous les éléments compris entre le plan tangent et 
la surface, donnera lieu, en vertu de la symétrie, à une résultante normale, 
si toutefois, ainsi que nous l'admettrons, les attractions décroissent assez 
rapidement avec la distance pour qu'il soit permis, en imaginant une série 
de molécules BU disposés sur une section normale de l'une des surfaces 
w==const., de remplacer cette courbe par son cercle oscuiateur. On va voir 
que notre systéme de coordonnées permet d'obtenir, presque sans calcul, 
la valeur de  cette résultante. 

En effet, l'attraction de l'élément d U peut s'exprimer par une fonction 
telle que cp (A) d'U. Cette force donne, dans la direction de la normale en M ,  

z une composante - gi (A) d U  ; oq a donc, en réunissant toutes les compo- A 
santes de la même nature, 

Si le point M n'était attiré que par les molécules appartenant à la surface 
elle-même, l'attraction totale se  réduirait encore à une résultante normale; 
et la valeur de cette résultante serait 
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R ' t  

,A 1 
A' COS' (I. sin' p =J 0 O (T+O) ~ ( i J d l d i = ~ ( ~ + ~ ) ~ i y l i ~ . ~ d l .  

O 

Dans la première hypothèse, la résultante dépend, on le voit, de la cour- 
bure de la surface, e t ,  dans la seconde, de la moyenne entre les courbures 
extrêmes. 

XXVII . 
La formule 

qui donne le voluiiie V d'une sphère de rayon A ,  peut se dkmontrer aisé- 
ment a l'aide de la même méthode de calcul. 

II est clair, tout d'abord, que l'expression du volume V en fonction de A ,  
ne saurait varier lorsqu'on change l'unité de longueur, sous la condition que 
i'unité de volume éprouvera un changement correspondant. En consé- 
quence, v est nécessairement proportionnel i A n .  

Concevons maintenant que ,  par un point quelconque M de la sphère de 
rayon A ,  on décrive une deuxième sphère ayant ce point 11 pour centre et 
un rayon 2A, le volume de cette sphère sera 9iaV OU 8 V .  Mais si l'on niene 
en M le plan tangent à la première sphère, et qu'on désigne par V' le volume 
intercepté entre les deux sphères et le plan tangent, la soigrne V+Vf repro- 
duira évidemment la moitié du volume de la sphère de r q o n  2A. On aura 
donc 

V+V1= 4V, 
et par suite 
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A D'aulre part, on a, quel que soit l'ordre de grandeur du rapport - 
A ' 

on obtiendra donc V' ainsi qu'il snit : 

ZA 971 1 'LA 171 9 

dG Xtu dG Iw X4w -1 J G di - ;\.G d u ; ] d ) . d ~ d l u  =! [ J[&()- %)% - =]dldSudw 
* . O  0 0 ,  

En conséquence, on a 

XXVIII. 

Reprenons les formules précédemment trouvees 

qui expriment, la premiére, le volume intercepté entre une surface donnée 
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et une sphère de rayon 1 ayant pour centre un point M de cette surface, la 
seconde, l'aire totale comprise entre le point Di et la courbe d'interséction 2 

de la surface et de la sphère. Si l'on fait subir aux rayons principaux une 

' (' + ') et qui di- nrodification qui n'altère pas la courbure moyenne % x 
minue l'écart (i - $1 entre les courbures extrêmes, ce qui est toujours 

possible lorsque la courbure n'est pas uniforme, le volume U' demeurera 
invariable et l'aire S" sera diminuée. Admettons que'la modification dont 
il s'agit n'affecte que les points dont la distance à l'origine M est toul au 
plus égale à A ; la courbe I; sera remplacée, sur la surface transformée, par 
une nouvelle courbe 2, et il se produira une solution de continuité entre 
les deux portions de surface situées, l'une à l'intérieur, l'autre en dehors 
de la sphère de rayon 1. S'il était permis de faire abstraction de  cette so- 
lution de continuité, il résulterait évidemment des deux formules précé- 
dentes que : 

De toutes les surfaces continues et fermdes qui interceptent un vo- 
Iurnedonnd, la sph&re est celle quiposséde une aire totale minimum. 

Abordons maintenant la question de la continuité. Soit L" la courbe d'in- 
tersection de la surface avec une sphère de rayon A+ 81. Réunissons deux 

deux les points des deux courbes I;' et '2' qui correspondent à une même 
orientation, il est facile de voir que la continuité sera complétement réta- 
blie, pourvu que l'altération de chaque rayon de courbure soit suffisam- 
ment petite par rapport à 81. En effet, supposons que l'on attribue aux 

1 1  
courbures x. 1 1  des variations d - , dg ; on aura A 

par suite, la variation 62 subie par i'ordonnée d'un point N de la courbe E 
lorsqu'il prend, sur la courbe L', la position Nt, sera 
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Los variations 8s ut dy seraieiit de l'ordre de A8 et peuvent consèquern- 
iiicnt &Ire négligées ici, de sorte que dz équivaut a la distance ;PYNt. Soit 
iiiaintenant N" le point de L" qui correspond au point N de la courbe X, 
avec la même orientation p , et P la projection commune des points N et N' 
sur un plan L parallèle au plan tangent %y, ct passant par le poinl N", on 
aura 

En conséquence, I'angle w formé par l'élément NN" et sa projection N"P 
sur le plan L sera donné par la formule 

Quant à l'angle o' que l'élément NfN" fait avec N"P, il se déduit de 
l'équation 

A 1 - di--(cos'p ad + sin'p N'P NP-NN'-y t g w L  - = - 2 
N "P N"P * 

1 1  Cet angle différera infiniment peu de w si les variations a-, 6 - dA sont 
A B '  

du même ordre, ce qu'on peut toujours supposer. D'autre part, si l'on dé- 
sigpe par.o" l'angle formé, au point N', par la courbe MN' avec sa projec- 
tion sur le plan 1, (projection que l'on peut considérer comme identique i 
celle do NN"), on a 
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de inhie  que 6i1, o" rie diffère qu'infinimeril peu de u);  la continuité existe 
donc en tous les points de la  coiirbi! MN'N". . ,  ., e t ,  par suite, dans toute 
I'étendue de Irt surlace transformée. 

Evaluons maintenant les variations introduites, au point de vue de l'aire 
et du volume, par la substitution de la série des lignes N'N" à lasérie des 
lignes HN". 

A cet effet, on a d'abord 

N"P SN" =- Hu P M'Nu= --. 
COS hi * COS &) 

De là ,  on ,condut 

Si, après avoir iiiultipli~ celte expressioa par idp ,  .on intègre di! o à 2ii, . . .  
oii obtiendra la variation de l'aire ; or, on a ainsi 

, a i i  

On peut reiiwyuer que celte variation est p~oportionnelle i l a  courbure 
1 1 

8- 8- 
A B luisque les rapports- et sont identiques, c'est-à- diru lorsque la 

1 

, . 
surface deiiieure semblable à'elle-nlêine.: 
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Quanl au volume, l'aire du triangle élémentaire ?IIN"P diffère de celle d n  
triangle AN"P d'une quantilé mesurée par l'expression 

NN' - - N"P = - 1 
2 

- " + sin9p. 8 
4 

l,a variation du volume s'obtiendra en multipliant I'expresSion précé- 
dente par Id i  et en intégrant ensuite de O à 27r, ce q u i  donnera 

1 1  1 1  
Maintenant, si dans les foi.mules [49] on reinplace - par - -/- 6' - et - 

1 1 A A  A B  
par + 6%' e t  qu'on ajoute, aux variations qui en résultent, celles que 

I'on vient de déterminer, on aura 

si l'on suppose que la somme (: + a) cIe1rieui.e invariable, U' sera 
1 

constant, et la variation 3s'' s'évanouira en'mème temps que a m  De là il 
1 

résulte que S" sera un minimum lorsque le produil - sera un maximum, 
I I .  AB 

c'est-à-dire lorsque les rayons de courbiire - et - seront égaux, et c'est A R 
ce qu'il. s'agissait de démontrer. 
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MÉMOIRE 

SUR 

LES TRAJECTOIRES MINIMA.  
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SUR LES TRAJECTOIRES M I N I M A .  

Lorsqu'un point mobile, libre dans l'espace ou assujetti à rester sur une 
surface déterminée, est soumis à l'action d'un système donné de forces, il 
existe une inlinité de trajectoires différentes qu'on peut lui faire suivre. 
Parmi ces trajectoires, quelques-unes jouissent de propriétés remarquables. 
~6 m'occuperai, dans ce Mémoire, des trajectoires minima. J'appelle ainsi 

les courbes qui rendent minimum une intégrale de la forme cp (v) ds, ds S 
étant l'élément linéaire de la courbe, et cp (v) une certaine fonction de la 
vitesse. Je suppose&, d'ailleurs, qu'il existe une fonction qui aurait pour 
dérivées respectivement par-rapport à x , y, a les forces appliquées X,  Y, Z ; 
ct l'on sait que, dans ce cas, l'on a, en vèrtu du principe des forces vives, 

II .  

La classe de courbes dont 'je m'occupe :ici ronferme certaines cspéccs 
qui ont déjh été étudiées, savoir : 
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I o  Les courbes géodésiques, qui correspondent au cas de gc (fi) = coiis- 
tante, et parini lesquelles on peul comprendre les lignes de courburc, 
qui ne sont qu'une variété des géodésiques ; 

1 
20 Les 6rachistochrSfies ('1, pour lesquelles p (u )  = -; ; 

3' Quand on prend y (u) ==v, les courbes qui ~ o r r e s ~ o n d e n k  l'intégrale 
Jvds =Ju9dt, ne sont autre chose que les trajectoires que le mobile est 

naturellement enirainé à suivre sous l'action du système donné de forces. 
Cette propriété si remarquable des trajectoires rtaturelles , qu'Euler a 
trouvée le  premier, constitue le principe de la moindre action. Elle dé- 
rive, comme on le verra ci-aprés au 8 VIII, des équations mêmes du mou- 
vement d'un point sur une surface donnée ou dans l'espace. 

Dans le cas général, les équations de la courbe qui rend minimum l'in- 

tégrale p (v) ds s'obtiennent aisément à l'aide de la méthode des varia- s 
tions, qu'on peut appliquer comme il suit : 

Supposons ces équations connues, les lois du mouvement du point nia- 
tériel s'exprimeront par 'des équations de la forme 

Si, au lieu de se  niouvoir sur  la courbe que ces équations déterminent, 
le point mobile était forcé de suivre ;ne courbe infiniment rapprochde, les 
lois du mouvement de ce point pournient être représentées alors par des 
équations telles que 

( l )  Dans une Thèse présentCe Ic i e r  juillet 4847 à la Faculté dcs sciences de Paris, j'ai 
déjà étudié spécialcmenl les propriEtds des courbes brachistochrôncs. Envisageant dans 
le présent lidmoire une quesîion analogue, niais plus ghéralc, j'ai cu à revenir sur 
quelquesunes de ccs propriélés, cellcs qui élaicnt susceptibles d'être généralisées. 
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w ,  wi, w, étant des fonctions de t de l'ordre de dl .  
Si le mobile est absolument libre, les fonctions 61, w, , w, pourront être 

entièrement arbitraires ; mals si le mobile doit se mouvoir sui* une surface 
F (a;, y, z) = constante, les fonctions w, o, , e), seront liees entre elles par 
l a  condilion 

Cela posé, en admettant d'abord que le point de départ et le point d'ar- 

nv6e soient donnés de position, la variation de I'intégrale (v) &, en 
passant de la courbe [ I l  à 1% courbe [SI, sera 

~ .. 

I 

ou bien, d'après un mode de transformation bien corinu, 

. :  _ .  . ,  . 
. . .  . ~. . .- 

.%, pour que . . l'intégrale . . ., fp(u)ds .. :soit . un minimum, . . il faudra que .. . la ~ varia- . . 

tion de cette inthgrale s l t  nulle pour touJes . .  les . . valeurs . qu'il serapossible .. 

.de donner , .  . . à .?, w,, y,. Si  le point est absolument libre, o n  aura, d'après 
cela, les trois équations symétriques 
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Si le point est assujetti B rester sur une surface donnée, auquel cas -les 
variations w, o,, w, sont liees entre,@les par la condition [3], on multipliera 
le premier membre de l9équaGon [3] s r  u n  certain facteur O ; le produit, 
qui est identiquement nul, étant introduit sous le signe , on déterminera 8 

de manière à faire disparaître & de l'expression 8 y (v) ds. Alors les coeffi- s J  
eients de O, el de o, devront être identiquement nuls, ce qui fournit, en 
égalant les trois valeurs de O qu'on obtiendrait ainsi, l'équation à trois 
membres. 

da ds 
y ( ~ ) ~ d ~ - d - y ( ~ ) = o ,  d s 

du 

du  ds du d v da 
?'(O)& ds-d& P (8). . ? ' ( ~ ) ~ d s  - (u) P ' ( V ) ~  ds- %y (v) 

!A) - - - 
dF dP - 

dF 

S .  

da: 

$ ( ~ ) & d s -  d-?@)=O, d s  

dz . 
('(v)$ ds . - . à- d s . .  (v) = 0; 

Si le point de dkpart et le point d'arrivée n'étaient pas donnés de posi- 
lion, on obtiendrait, relative&nt 5 ces points limites (1) et (8), des condi- 
tions qu'il importe de considérer, . . , 

La variation de l'intégrale alors, en dehors du 
, .  . , 

signe 1, les termes suivants : 

- .  
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considérons en particulier sur une surface donnée les trajectoires pour 
lesquelles v g, (w) est constant, ce qui comprendra deux espbces, les géodk- 
siques et les brachistochrônes, et supposons que le point de dhpart soit-fixe, 
on aura simplement, pour le point d'arrivée, 

. " 

d'oh il rdsulte que, pour le même temps t ,  le lieu géométrique des points 
d'arrivée sera une courbe normale à chacune des trajectoires. 

Plus généralement, on voit que si la Andition [Il a lieu pour les points 
de départ, elle aura kgalement lieu pour les points d'arrivée, ce qui donne 
le théorème suivant : 

Si l'on imagine, sur une surface donnée, une série de géodésiques 
ou de brachislochrdnes issues normalement d'une même courbe, et que 
l'on considére sur chacune d'elles des arcs parcourus dans le même 
temps, la cozlrbe taulochrône formée par les exk.érnités de ces arcs 
sera elle-même normale cZ chac.une des tra3ectoires ('). 

Des considérations analogues s'appliquent évidemment au cas des bra- 

(') Ce théorème est dû a M. Gauss pour le cas des géodésiques. M. Bertrand I'a plus tard 
énoncé el démontré synthétiquement pour les brachistochrônes; j'en ai moi-mbme donné, 
dans le tome XII du  Journal de M. L-iouville, une ddmonslralion analytique, pour ce 
mêmé cas des braehistochri3nes, en suivant la marche tracde par M. Gauss pour les géodé- 
siques. Cette démonstration analytique peut d'ailleurs s'étendre sans difficulté à une fone. 
tion ? (v)  quelconque, e t . e l l~  conduit alors à ce résultat, que la propriété des courbes 
fautochrbnes orlhogonales n'appartient généralernenl, dans la classe des lrajectoires qui  
rendent minimum I'inlégrale J y  (a) ds, qu'aux deux seules espèces géodésique et hm- 
chistochrane. 
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chisloclirônaï ubsolues al des g6od6siques a6solut.r (ligues droites), c'est- 
8-dire au cas ou le mobile peut se mouvoir librement, mus  l'action des for- 
ces données, sans êlre assujelli a rester sur telle ou telle surface; on est 
alors conduit à ce théorème : 

Si l'on imagine une série d e  g~odés-iques' ou de brachistochrônes 
a.bsolues , issues ~zormalement d'zclze surface quelconque ,. et que l'on 
considère sur chacune d'elles des arcs parcourus dans le même temps, 
In surface tautoch,rdne fonnde par les ex l rémi tdsde  ces a,rcs sern elde- 

, 
même normale à chcwune des trnjectoires. 

On voit, du reste, que,  dans l'un et l'autre cas, le propriété des courbes . . 
ou des surfaces tautochrônes orthogonales n'appartiendra pas,  générale- 
ment, aux autres espèces comprises dans la classe que nous étudions, 4 

cause du terme 
[ 6 v  

v)]i-p (vj p (o)]% 1 qui ne sera giohralement p s  
n u l .  

~ t u d i o n s  maintenant les équations générales (A) du 5 III , que nous re- 
présenterons simplement par 

en posant 

Posons en outre 
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da: d -  . d s du dx du 

les équations 

À (37) )= 1. (y) = = A  (z), 

qui correspondent au cas ou l'on suppose v ou rf (v) constant, représente- 
ront èvidemment les géodésiqves . de - la suiface P = constante ; d'autre part, 
les équations 

s'appliqueront ii une certaine esp6ce de courbes qu'avant d'aIler plus Ioin 
il est essentiel de caractdriser. 

Cette espéce de courbes 11 t;sc autre chose; on va le voir, que celle des 
lignes de plus gyande pende, ~elathenaénl: a'U syslérne donnd de forces. 

J'appelle ligne de plus grande pente celle dont la tangente, en chaque 
point, fait avec la direction de la résultante R des forces X , Y, Z ,  l'angle le 
plus petit possible. 

En d'autres termes, cette courbe sera, sur une surface donnée, l'enveloppe 
des projections de la force en chaque point, et, dans I'espaee absolu, l'en- 
veloppe des direclions mêmes de la force. 
. .. On peut encore définir, si l'on aime mieux,les ligneo de plus grande pente 
comme étant, en chaque point, normaIes aux courbes de niveau sur une 
surface donnée, ou aux surfaces de niveau dans l'espace absolu ; ces cour- 
bes et.ces surfaces de niueàu étant ~eprésentées par 1'8quatios de condition 
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126 
e =constante, jointe, pour les courbes, à l'équatibn de la surface F con- 
stante. 

Ces définitions,' qui n'expriment au fond qu'une seule et meme propriete 
caractéristique, ;ont nous conduire aisbment aux équations des lignes de 
plus grande pente. 

En effet, la direct.ion de la force peut s'exprimer par les cosinus des trois 
angles qu'elle forme avec les axes coordonnés, et ces cosinus sont 

de même la direction de la tangente à la courbe dont il s'agit de trouver les 
kquations btant exprimée par les trois cosinus 

dn: dg dz - - - 
do' d o '  ds'  

l'angle a de ces deux directions sera donné par la formule 

dv dv d v 
v(d;de+-<ly+zd%,, 

CQS a =  . . dy . -- - 
R dr R ds' 

Bquation que nous aurions pu écrire immédiatement, car, mise sous la 

forme R cos a _ -  elle exprime que la projection de la force R , suivani 
d t  ' 

une certaine direction, donne la mesure de l'accroissement instantané de la 
vitesse dans celte direction. 

Maintenant, quelle que soit la direction que l'on voudra considérer autour 
Su point M,  R et e, auront des valeurs invariables qui ne dépendent que de 
la position m'eme de ce point. Par conséquent, la direction qui rendra mini- 
mum a, c'est-à-dire l a  direction de la ligne de plus @ande pente, sera aussi 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 27 
du celle qui rendra inaximunll8 rapport - que nous app&lerons i'accélkru- 
ds' 

lion spécifique. Nais on a, généralement, 

. . 
&, dy, dz, d'autre part, si au lieu de la direc,tion dont les trois cosinus sont - - 

. .  . , * d g  'ds a7 
on considère une direction infiniment voisine, on pourra poser 

8 .  

. . .  
" * . ,  t -  

d da; 3 61, 8 dy== wi, d d z . 1  oi, 

et i'on aura. 

avec 

on aura, de plus, si le mobile doit rester sur la surface F-constante, 
. . . . . . : "  . T 

. 

D'aprBs cela, la variation 3- s'exprimera ici par la formule d s 

. . -. . . . . 
et devra être nulle, a, mi,  w, étant assujettis seulenient à satisfaire à i'équa- 
tion de condition [ I l ,  ce qui donnera pour les équations des lignes de plus 

- .  
grande pente 
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Ces eqoations se kdoisent d'ailleurs à 

= p(y)=o, (*(z)=o, 

quand le mobile est absolument libre, et représentent alors la ligne de plus 
grande pente absolue. 

D'après ce qui précède, 13s équations des courbes qui rendent minimum 
peuvent se mettre sous la forme 

. . 
. . 

x ( ~ = x ( Y ) = x @ ) *  

en prenant 

x W = ? ' ( v h W ) - ~  (v) 1 (x) 9 

ou bien Sous la forme 

xi (4 = X i  (Y) = x i  (4 t 
en prenant 

X I  (4 = + (4 P (4 - 1 (4 1 

-avec 
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Pour chaque valeur distincte de q, (v), o u ,  pour mieux dire, de # (u ) ,  on. 
obtiendra des courbes de differente espèce, e t ,  parmi ces courbes, on 
pourra compter, comme espèce singulière, les lignes de plus grande . pente, . 

? (v) - qui correspondent au cas de + (v) = crc , ou si l'on aime mieux de -- O 
? (4 

quel qne soit v. L'on voit, du reste, que les équations des courbes q u i  ren- 

S dent minimum l'intégrale y (v) ds ne dépendent pas,  en réalité, de la 
Y' fonction y ,  inais bien du rapport + = -. C'est ce qu'il est aisé de s'expli- 
0, 

quer : car soient ? et Q deux fonctions'de v telles que l'on ait 

on tirera de l a ,  par l'intégration , 

log s = l o g @ + K ,  

K élant une constante arbitraire ; d'où 

rq =K-Q,; 

ainsi le r appor t2  sera une constante K ;  il est donc naturel yue les inérneï 
Q> 

courbes correspondent aux fonclions et CD, quel que soit v, car cela re- 
vient à dire que la même courbe rend minimum toutes les intégrales de la 
forme K f cp(v)ds, chose évidente a priori. 

Nous avons déji  dit, au 8 I I ,  que les courbes qui correspondent à l'in-- 
tégrale $ vds = J u g d t  ne sont autre cliosc que les trajectoires qu i  seraient 
naturellement suivies par le mobile sur la surface F =  constante, sous l'in- 
fluence des forces X ,  Y, Z. Pour le démontrer, rappelons que les équations 

-i 7 
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du niouvensent d'un.poin1 de cette surface peuvent, comme on sait, btre 
mises sous la forme 

A ,  p ,  v &tant les angles que la normale fait respectivement avec les trois axes 
coordonnés, et Q étant la valeur bariable à chaque instant de la résistance de 
la surface, force égale et inverse à la pression exercée normalement par le 
mobile. 

D'autre part,  en posant, pour abréger, 

- - 
dz: 

7 

COS 2. =- cl3 da . v 1 cos p = , Y cos y = - v ' 
on pourra donc écrire 

Q d'ou Von tire, en égalant les trois valeurs de y. les équations de la trajec- 

toire naturelle sous la forme suivante : 

a's X-- Y - -  d2# dSz 
dt"  d 2' Z-- 

Q -  -- - - d t" 
V- dF A dF - d P - - - 

dl: dy d a  
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4 31 
Dans le cas oh il existe une fonction des forces, on a 

et par suite 

drr: da;. dz 
d C  du dv B d l ÿ  du & d u  d -  

=u---=2;--- =2,- - - - -  d t  X-m ds a1 d% d t  as d t  d t  v- r 

on aura donc 
da d- da 

--- 
Vu1 - dF = etc., 

en sorte que les équations de la trajectoire naturelle prendront la forme 

sous cette forme on voit claireuient que ces équations sont celles de la 
courbe qui rend minimum l'intégrale vds ou u'dt. S S 

Remarquons, d'ailleurs, que ces équations se réduiraient a 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 32 
dans le cas ou le mobile serait absolument libre, et qu'il suffirait, pour 
arriver à ce résultat, de reprendre les mêmes calculs dans I'hypothése 
Q = o .  

Cf (0) Considérons les courbes pourlesquelles le rapport s'annule quand 

on y fait u = O ;  
? (4 

TBÉOHÈME. - Toutes les co'urbes de cette catdgorie sont tangentes 
id la ligne de plus grande pente ou,  ce qui re&e?$ au ?&me, normales 
aux courbe8 de nioeaz< en lour 1;s points O& la vitesse est nulle. 

Car on voit que, pour ces points, la direction de la tangente est indiqube 
par les équations 

qui sont celles de la ligne de plus grande pente. 
Cette catégorie de courbes comprend, en particulier, les brachistochrônes, 

les trajectoires naturelles, etc.; mais il est évident qu'elle ne comprend point 
lesiligoes géodésiques. 

Le même théorème s'applique éviilemment aux trajectoires pour les- 
Y (?) , quelles le r a p p o r t -  s'annule pour des valeurs particulières ü,, v,.....; 
qs'b) 

toutes ces trajectoires rencontrent orthogonalement les courbes de niveau 
%1=v,, o = v  ,...... 

Si un mobile suit l'une des courbes de la classe (A), -la résultante des 
forces appliquées, estirnee suivant 1s rayon de courbure, peut s'exprimer 
très-simplement , dans un grand nombre de cas, en fonction de la brcc  

2)' ' 

centrifuge - (r étant la lungiieur'di rayon de' courbure). 
P 
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011 a d'abord 

r =  as 

d s 
. . 

et l'on sait que les angles q u e  fait la direction du rayon de courbure avec les 
dx dz d.- d -  d -  

d s trois axes ont respectivement pour cosinus r "S, r , r dS ; de la 
ds ds cls 

résulte l'expression N de la projection ou de la composante dont il s'agit, 
savoir : 

. . 

D'autre part, 9 elant l'angle que la normale i la surface fait avec la direc- 
tion du rayon de courbure, on a 

Cela posé, s i ,  dans l'équation générale (A) du 9 V, on multiplie les deux 
ds dy dz termes de chaque rapport respectivement par d - d -, d-, et qu'on cls' ds  ds 

ajoute, on aura, après quelques réductions, 

expression fort remarquable en elle-même en ce qu'elle donne le synihole 
sous forme d'une fonction très-simple, symétriquement coniposée en s, 

y, z; dans les équations (A), au contraire, X. a trois valeurs qui ne présentent 
qu'une symétrie partielle , c'est-à-dire telles que de l'une quelconque on 
peut, déduire les deux autres par un simple changeinenl entre les lettres 
J,  Y, z. 
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Pour le cas particulier des trajectoires naturelles, sur une surface d o n n h ,  
on a déjà vu que l'on a 

-on doit donc avoir, pour ces courbes, 

d'où 

Ce résultat est aise à démontrer a priori. En effet, à chaque instant du  mou- 
vement et pour une  trajectoire quelconque, les forces appliquées X, Y,  Z,  
combinées avec la résistance Q de la surface, peuvent se ramener, en défi- 
nitive, à deux composant& : I o  une composante dirigée suivant le rayon de 
courbure, et ayant évidemment pour valeur N + Q cos 8.; 2" une composante 
ayant une certaine direction dans le plan tangent à la surface. S'il s'agit 
d'une trajectoire naturelle, le mobile elant alors libre de glisser dans tous 
les sens, sur le plan tangent, cette deuxième composante ne peut être que 
tangentielle h la trajectoire, e t  elle n'aura conséquemment d'autre effet que 
de produire un changement dans la vitesse u ( i) .  La seule force N + Q cos 9 

2)" devra donc équilibrer la force centrifuge -. 
1' 

Ce mode de raisonnement ne s'appliquerait pas à toute autre ligne qu'à 
une trajectoire naturelle, car alors le mobile.&arit obligd de suivre une tra- 
jectoire autre que celle qui convient à la libre action, sur la surface F =  con- 
sbante, des forces données, il faudrait tenir compte, non plus de la rèsis- 

(') Cela revient à ce théorème, qui est pour ainsi dire évident par lui-même: Le plan 
osctclaleur d'une trajectoire naturelle contient loujou~s la rketllanle des forces appliquées, 
en comprenant parmi ces forces la résistance de la surface, si l'on se donne une surface. 

De l i ,  comme cas particulier, le théoreme relatif aux géodésiques (pag. 136). Le plan 
osculafeur d'une giodisique passr toujours par la normale k la swface. 
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tance Q de la surhce, niais de la résistance de la trajectoire donnée elle- 
mhme. 

Si les forces X ,  Y, Z sont constammenl nulles, alors la vitesse v du mo- 
bile est constante; l'intégrale f uds qui caractérise les trajectoires natu- 
relles équivaut à l'intégrale f ds qui caractérise les géodésiques, lesquelles 
ne sont, a ce point de vue, qu'une varidtd des trajectoires naturelles, 
comme elles sont, di1 reste, une variété de toutes les espèces de la classe (A) 
pour le cas ou la force R = o. D'ailleurs, il est évident que l'équation [ 4 ]  
ci-dessus doit subsister t o u j o y  ; seulement la composante N s'évanouit ; 
de plus, l'angle 0-0, comme nous le ferons voir tout à l'heure. L'équation 
précédente se réduit donc simplement celle-ci : 

de là les théorèmes suivants : 
4 . Lorsqu'un mobile, aprbs avoir regu une certaine vitesse initiale, 

se meut librement sur une surface, il ddcrit , d'un mouvement uni- 
forme, une gdodésipae. 

8. La force centrifuge qui  tend ti chaque instant d se. dduelopper 
dans ce mouvenzent, est équilibrde par la  rdsistance de la  surface, el 
celte ~Csis ta~tce  , qui mesure aussi la  pression d u  mobile, est toujours 
ea raison inverse du  rayon de courbure de la  gdodésique. 

3. Si  la surface donnée est plane, ou si le mobile est absolumeîzl 
libre dzrts l'espace, il  ddcrit une ligne droite; les forces centrifuges et 
les pressions s'évanouisse~zt. 

Quant aux équations différentielles des géodésiques sur une surface 
donnée , nous les obtenons, d'après ce qui précède, sous la forme : 

- 
4 - d s -- - dF - etc. 

r c o s ~ v ( 2 ) '  
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ou encore sous la forme suivanb : 

' as / r d -  d s - cos e 
-- d s 

Si l'on éléve au carré les deux membres de chacune de ces équations, et 
qu'on ajoute, on voit de suite que cos' 8 = 1, ce qui revient à ce théorème 
bien connu : 

Le rayofi de courbure des gdoddsiques est toujours dirigd suivaftt la 
normale li la surface ; théorème identique, au fond, à celui-ci : ' 

Le plan osculateur en chaque point d'une ligne géoddsique, pusse 
par la normale a ln surface, 

Cette propri6té est tout a fait caracléristique, en ce sens qu'elle fournit 
immédiatement les équations différentielles de ces lignes, sous la forme ci- 
dessus, avec cos B = 4 .  

Maintenant considérons en particulier, dans la c lake  générale (A) : 
I o  Les courbes planes, ou, pour mieux dire, celles qui correspondent au 

cas uu la surface donnée est un plan ; pour toutes ces courbes, la ligne 
droite exceptée, on a cos 0 a O ;  

2O Les courbes absolues, c'est-b-dire celles qui correspondent au cas où 
le. mobile est absolument libre ; polir ces dernières courbes, y compris la 
ligne droite, on a ;G = o. 

Ilans ces deux cas, la valeur générale de x ,  énoncée précédeniment, 
donnera 
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et l'on en tire 

ou ,  plus simplement, 

On se rappelle que la caractéristique + (v) distingue entre elles les diverses 
espèces de courbes qui composent la classe (A). Le résultat ci-dessus nous 

1 apprend que, dans les cas oii l'on a + (v) = + -, c'est-%-dire pour les bra- 
- b  

ckistoc~trônes el les trajectoires naturelles, la  composmte N est dgale 
. ~ j  * en grandeur absolue à la  force centrifiige --, quand le mobile est libre 

ou duit se mouvoir dans 96% plan donné ('). 
Ce Illéoreme, en ce qui concerne les brachistochrônes planes, a été établi 

par Euler (!lluhanica, tome II), qui l'avait regardé comme exprimant une 
propriéte de ces courbes tout B fait caractdristiqzce; on voit que cette pm- 
priéte s'étend encore aux brachistochrônes absolues, el aussi aux trajectoi- 
res naturelles, absolues ou dans lin plan donné. l a i s  elle n'appartient qu'a 
ces deux espèces, parmi les courbes de  la classe (A) ; en effet, l'intégration 
de l'équation diffërentielle 

(') Les géodésiques se réduisent ici a des lignes droites, et l'on a évidemment. 
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ne donne, pour la fonction rq,  que deux formes 

Généralement, pour toutes les courbes qui vende18t mini?num l'inté- 
grale Jrq(u) ds ,  le ,mobile étant d'ailleurs ou libre ou assujelti Q rester 
sur un plan donné, le rapport de la  force centrifuge < à l a  composante 

1 
N, est une certaine fonction de v ,  et par conséquent est const,ant dans 
toute l'étend,ue d'wne même courbe de n iveau;  et il est, du reste, aise de 
voir que ce rapport es t ,  en outre, absolument invariable pour chacune 
des coerbes caractéristespar une fonction de la  forme <p(v)=vk, k étant 
une constante arbitraire qui n'est autre chose que là valeur même da 

N 
rapport 7. - 

r 
11 y aura toujours deux espèces conjugudes pour lesquelles ce rapport 

aura la même expression numérique niais en signes contraires ; ces doux 
espèces, telles que sont, par exemple, les brachistochrônes ct les trajec- 
toires naturelles, correspondront à deux fonctions + ( O )  Bgales et de signes 
contraires, ou, ce qui revient au même, h deux fonctions q, (v) et p, (t;) 

telles que l'on ait 
y (v)  yi (1)) = constante. 

XI. 

T H E O R ~ N E .  - S i  urte combe donnde appartient (Z l a  fois à deue des 
espèces représemlées par 2'équation (A) ,  lozctes les espéces se rdzmissent 
en  cette courbe, qui  alors est d la  fois, ea tous ses points, gdoddsique, 
brachistoch.rône , trajectoire naturelle, ligne de plus grande pente, 
etc. (I). 

(') Exemple, pour le cas de la pesanteur, une verticale sur un plan ou sur une surface 
cylindrique, a arêtes verticaies, ou encore, un méridien quelconque d'une surface de 
révolution a axe vertical. 
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Il siiffit de prouver que l'équation 

ne peut subsister pour deux valeurs différentes de + (v) sans avoir lieu aussi 
quel que soit + (v). 

Or, si l'on avait 

on en déduirait, par voie de soustraction, 

d'où la conclusion que, si + (î;) - +, (z>) n'est pas identiquement nul, on 
devra avoir 

P (4 = P (Y) = / A  ( 4 8  

et par suite aussi 

A ($) = 1. (y) = A (z) ; 
l'on aura donc 

x (x) = x  (y) l)- x (z) quel que soit + (v). C. Q .  F. D. 

Ce théorème s'applique, du resle , également aux espèces considérées 
sur une surface donnée et aux espéces absolues; et il est bien clair que la 
démonstration ci-dessus embrasse les deux cas. 

XII. 

Jusqu'ici nous avons considéré un point mobile soumis à un systéme 
donne de forces X, Y;Z, en sorte que v était une fonction déterminée des 
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coordonnées x, y ,  z du point; les diverses espèces de courbes comprises 
dans l a  classe ,ainsi obtenue étaient caractérisées par la forme de la fonc- 
tion y qui entre dans l'intégrale f ( f ( v )  ds, ou,  plus généralement, dans 
l'intégrale K J y (u) ds. 

Mais on peut laisser indéterminé le système X,  Y, Z des forces appliquees 
au point mobile. Alors l'inttigrale K f y (u)  ds représentera comme une fu- 
mille de courbes, qui comprendra diverses classes suivant les systèmes de 
forces, ou ,  pour parler plus exactement, suivant la forme de la fonction 2;. 
Dans cet ordre d'idées, on voit de suite qu'il pourra se faire qu'une même 
courbe représente des espèces différentes dans des classes differentes ; en 
désignant par v,  v,, y et y ,  certaines fonctions caractéristiques de classe et 
d'espèce, cela aura lieu toutes les fois que l'équation 

pourra être satisfaite pour plusieurs systèmes de formes différentes attri- 
buées aux caractéristiques v, v,, q~ et i f i .  

A ce même point de vue, on peut dire que les géodésiques forment une . 
espèce proprement dite appartenant à la fois à toutes les classes, de même 
qu'elles sont une variété de chaque espèce pour le cas particulier de o = ! 

constante ou R = O (8 10); pour mieux dire, toute la classe v = constante 
se réduit, en réalité, aux seules géodésiques. On pourra aussi considkrer 
toute courbe d'une classe v comme étant, par exemple, une brachistochrône, 
pourvu que ,  pour obtenir cette brachistochrône , on choisisse convenable- 
ment le système de forces. Ainsi une trajectoire naturelle, 8 f vas= O ,  est 

une brachistochrône d = O ,  pourvu que l'on ait 

v u ,  = constante ; 

équation propre à déterminer u;  e l ,  par suite, le systén-ie de forces cor- 
respondant lorsque. v est connii , ou réciproquement. 
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Si dans I'équalion [ 4 ]  on prend pour les caractéristiques y et ?, une seule 
1n6me fonction y ,  alors on aura l'équation symbolique 

laquelle a d n i e t h  d'abord, comme soliition évidente, 

si cette solulion est la seule, la. courbe de l'espèce rp n'appartiendra qu'à 
une seule classe. C'est ce qui arrive, par exemple, pour les trajectoires na- 
turelles, (es bractiistoclirônes, etc. Mais il peut & présenter des solutions 
niultiples dont on devra tenir compte; par exemple, les courbes de l'espèce 
d f u"ds= o correspondent à deux classes + û et - n ,  S caiise des deux 
solutions de l'équation 

v i a =  va, d'ou v, = + a ;  

pour ces deux solutions, réellement distinctes, les forces sont égales quand 
on considère le même point, et i'on a alors une seule et même trajectoire, 
parcourue par le mobile, ici dans un sens, 18 en sens inverse. De même, les 
co.iirbes de i'espèce dJsin vds-o correspondent à la même espèce dans 
une infinité de classes renfermées dans la formule 

oii B est un nombre entier quelconque, le signe supérieur elant pris lors- 
que K est pair, et le signe inférieiir lorsque K est impair. 

XIII. 

II ne sera peut-êke pas inutile d'6claircir encore, par une application 
d'ailleurs intéressante en elle-même, le sens des gériéralisations indiquées 
dans le 9 précédent. 
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Supposons que, d'yne manière quelconque ,. l'on ait démontré le prin- 
cipe de la moindre açtim (;), d'aprks lequel la trajectoire suivie naturelle- 
ment par un mobile sous l'influence d'un système donne de forces jouit de la 
propriété caractéristique de rendre miniuium l'intégrale f v e d t  ou f vds, 
entre deux quelconques de ces points. 

Les équations de cette trajectoire, fournies immédiatement par les pjin- 
cipes élémentaires de la mécanique, sont, cornine on l'a vu au 8 VIII, 

dx 
au as a , ~  a- a s --- - -v -  

-U - - dx d s  d s  ds  - 
dF 

- elc. 
dF - 

dx 

Cela posé, la courbe qui rendrait minimum I'inlégrale .f y tu )  ds, les forces 
données étant 

serait aussi .une trajectoire de moindre action si,  au lieu des forces pré- 
cédentes, on appliquait au mobile les forces 

car alors la vitesse, pour une position donnée du mobile, serait v, = (v) ; 
les équations différentielles de la coÜrbe cherclide seront donc 

( j )  Ce principe a été démontré pour la premibre fois par Euler; Lagrange I'a ensuite 
dérivé des lois primordiales du mouvemént. (Voir i'Ezpost! da sgslème du monde de La- 
place, chap. 11, et la Me'cnniqzie dlesle du meme auteur, liv. 1, chap. II.) 
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équations qu'on peut mettre sous la forme 
dx 

d;x: do d -  as $(v) (* - - -1-y (v) - 
- Q t  . - dx ds ds da - 

dF =elc. = % 
- 
d x 

et l'on voit qu'on retombe sur les équathns (A) du V .  

Ce mode de calcul nous conduil à une nouvelle interprétation du symbole 
déjà étudie au 5 X. En effet -QI n'est autre chose que la pression qui 

serait supportée par la surface si le mobile, au lieu d'être assujetti à suivre 
une certaine courbe de la classe (A) sous l'action d'es forces X, Y, Z, suivail 
Iibi-einent sa trajectoire naturelle sous l'action des forces X,, Y,, Z,. Mais il 
est bien clair que les forces Xi, Y,, Z, peuvent se déduire des forces X, 1'' % 

en ajoutant à chaque instant a ces derniérés une certaine colnposante qui 
représenterait alors la résistance propre di: la courbe. 0n.peut donc dire 
que - Q ,  est précisément la pression exercée par le mobile sur la surface, 
calculée en tenant compte, non-seulement des forces motrices, mais de ce 
que nous venons de nommer la résistance propre de la courbe qu'on 
l'oblige ii suivre. De cette manière la formule 

prend une signification générale trés-claire , d'où dérive, comme cas parti- 
culier, l'énoncé donné au X pour les trajectoires naturelles; ces dernières 
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courbes étant siniplernent Gelles pour lesquelles la pression exercée par le 
iiîobile .sur sa  trajectoire, ou ,  réciproquement, la résistauce de celle-ci se 
trouve être nulle. 

D'après ces réflexioiiç, l'équation particulière aux trajectoires naturelles 

qu'il est aisé, comme ori l'a vu al1 8 X , de démontrer sans aucun Ealcul,. 
peut conduire à la valeur générale de trouvée dans ce même 0. 

En effet, cette formule peut se  généraliser sous la forme 

mais la résultante Ni correspond aux forces 

(le la même iiianière que la résultante R' correspond aux forces 

d'apres cela, il est clair que l'on aura 

P (4 Y' IV) )N 3, = v 

Au moyen de celle valeur, nous obtenons 

9 )  (v) P (di Y' b) -- 
r v 

Q i  = cos O 
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et l'on voit que la forn~ule [ 9 ]  donne ainsi, presque sans calcul, la valeur 
clierchée 

XIV. 

On a vu, dans le 8 XI, que pour une classe donnée, c'est-à-dire pour une 
fonction v donnée, deux espèces ne peuvent coïncider en une seule courbe 
sans que cette courbe ne représente en même temps la classe tout entière, 
y conipris les lignes de plus grande pente. On peut se demander si celte 
courbe unique, qui représente alors toutes les espèces d'une classe v ,  ne 
pourrait pas représenter encore taules les espèces d'une autre classe v', en 
établissant entre les deux fonctions v et v' certaines relations convenables. 

Pour r6soudi.e cette question, il sutrit, puisque la géodésique appartient 
déjà à toutes les chsses, de chercher sous quelles conditions une courbe peut 
à la fois être ligne. de plus grande pente pour les deux systèmes différents 
de forces qui correspondent aux vitesses v et v'. Or, pour qu'un élément 
quelconque d'une ligne de plus grande pente ne change pas, quand la force 
change, il est nécessaire et sufisant que la force reste constaninient dans 
un même plan normal à la surface donnée ; soit, d'après cela, 

l'équation d'uu certain plan passant par le point que l'on considère, choisi 
pour origine des coordonnées, on exprimera que ce plan contient à la fois 
la normale à la surface et les deux forces des systèmes u et v', en écrivant 
les trois équations de condition 

4 9 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



De ces équations on déduit aisément, par l'élimination cles coerricienls 
A ,  B ,  C l  une condition unique qu'on peut écrire ainsi 

di? d v  d u  dF d u  dv' dv' d u  ----- dû' dF dF du' 
- .--- 

dg d z  dy dz - dy dz dy dz - dg dz dy dz 
dF d u  d u  dF - d v  du' dv' du - du' dF  dF du' ', ----- ----- -A- - -  

d x  dz dz da da dz ds da d z d z  d r d z  

ou bien 

On petit encore arriver 'a ce résultat ii l'aide des équations des lignes de 
grande pente, savoir, pour le système u (@ VI), 

rlrr: CE?/ Le problème analgiique B résoiidre consiste évidemment à éliminer a;, dJ 
et enlrc ces équalions et celles relatives au système ut. Cetto élimination, 
qui au premier abord parait presque impralicable, h cause de la necessiti! de 
faire disparailre aussi les différentielles totales d o  et du' ,  qui dépendent des 
quantités à éliminer, peut s'effectuer très-aisément par un procédé q u i  re- 
vient, en définitive, à I'algorithine employ6 tout l'heure. En effet, multi- 
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plions respectivement par trois constantes A, B, C le nuinérateur et le deno- 
minateur de chacun des membres de 1'équation.ci-dessus; la fracticn dont 
le numérateur sera la somme des produits des trois numérateurs par A ,  B, C 
et dont le dénominateur sera la somine des produits des trois dénomina- 
leurs par les mêmes facteurs A ,  B, C sera évidemment égale à l'un quel- 
conquo des membres de l'équation. Cela pose, choisissons A ,  B, C, de telle 
sorte que l'on ait 

il est clair que l'on devra alors avoir aussi 

Un procédé identique, appliqué aux équations des lignes de plus grande 
pente du  système v', donnerait, avecla première et la seconde des éq ualions 
ci-clessus, celle-ci 

do' du' du' 
A-+B-+C-=o. d a  d y  d z  . 

Des quatre équations q u i  précédent, la première, la troisiènie et la quatrième 
dx dy dz ne renferment p l i i ~ ~ ~ ~ ~ ~ ,  ni les différentielles totales d v  et du'. II ne reste 

donc qu'à faire disparaître les quanlités auxiliaires A ,  B, C, ce qui ramène au 
x dy calcul effectué tout. à l'heure. Quant à l'équation Ad, + B d; + C = O ,  

on peut remarquer qu'elle exprime simplement que cbaque élément de  la 
ligne de plus grande penle est situé dans le plan normal qui contient la 
forc,e, ainsi que cela doit ê tre ,  d'après la définition même des lignes de 
plus grande pente (8 VI). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Considérons maintenant ie cas où les deux forces des systèmes u et v' 
seraient constamment parallèles l'une a l'autre ; on a alors 

dx - - 
dy dz ---=- 

du' - du' du' ' 

dF dF dF et l'équation de condilion [el sera satisfaite. quels que soient,. dtf ainsi 
qu'on devait s'y attendre. On voit d'ailleurs immédiatement qu'en introdui- 
sant ces conditions dans les équations des lignes de plus grande pente des 
systémes v et v', ces équations coïncident, c'est-à-dire ne déterminent plus, 
pour les deux systémes, qu'une seule e t  même courbe. 

Un cas très-simple mérite d'être remarqué. C'est celui ou la valeur des 
quotients qui forment l'équation ci-dessus, et consequernment celle d u  

du quotient =, serait supposée constante, ou ,  plus généralement, fonction de 
v ou de v'. Alors on aura une équation différentielle de la forme 

qui donnera, par l'intègration 

Dans ce cas,  toulo courbe de la' classe L" appartiendra Cvidemment aussi à 
la classe v, et il est naturel que, puisqu'une même courbe représente toutes 
les espèces de la dasse u, cette courbe représente égalemenl toirtes les es- 
pèces de la classe v'. 
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xv. 

Dans tout ce qui précède, nous n'avons fait aucune hypothèse particulière 
sur la nature de la force qui sollicite le mobile, excepté toutefois le cas oii 
nous avons supposé cette force nulle, pour arriver aux géodésiques. En par- 
ticularisant de telie ou telle manière la nature de la force, on se  trouverait 
conduit à un ordre de recherches spéciales que nous n'avons pas l'intention 
d'aborder ici : toutefois, nous nous arrêterons un moment a un cas assez 
remarquable, en ce qu'il comprend les attractions newtoniennes el la pe- 
santeur, celui oh la force est constainnient dirigée vers un centre f ixe et 
variable avec la dislance r du point mobile i ce centre. 

Soit R celte force, on aura, en prenant le centre d'attraction pour origine 
des coordonnées, 

en sorte - que la vitesse s'exprimera, à une constante près, par l'intégrale 

nous pourrons donc poser 

v = @ (r). 

Cela étant, les équations d 'me  courbe propre a rendre minimum I'inté- 
grale f y (1;) ds, le mobile étant supposé absolument libre, seront, en repré- 
sentant par V une certaine fonction de r et posant rp ( O )  = V, 
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En divisant les deux premières équations iiiembre ii~ernhre, rioiis üu- 

Nais, a cause de r" xs" + y + Y ,  011 a 

cn sorte que I'équalion précédente devient 

dx a-v  d s  z --- --, 
dy y d-v 
d s 

d'où 

Oqualion.qui, par l'intégration, clonrie 

da 
a-V-  y- V = constante = c. a s  a s  

si l'on multiplie snaintenarit ces trois equaiions respectivement par z, a, y ,  
et qu'on ajoute les produits, il viendra 
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équation d'un plan qui passe par l'origine des coordonnées. Ainsi la courbe 
est tout entière clans un même plan. Ce plan sera,  si le point de départ et 
le point d'arrivée sont donnés, celui q u i  passe par ces deux points el le cen- 
tre d'attraction ; si l'on donne le point de départ et la direction de la vilesse 
initiale, ce qui  déterminera le premier élément de la courbe, le plan de la 
coirbe sera celui qui mntiendn ce premier élément avec le centre d'attrac- 
tion ('). 

En prenant le plan de la courbe pour plan des xz, et en désignant par O 

l'orientation du rayon vecteur par rapport à m e  direclion fixe choisie arbi- 
trairement, la troisièine des équations [A] deriendra 

ou bien 

1 Dans le cas des brachistochrônes , on n y ( v )  =-• l'équation ci-dessus v ' 
donne alors 

(') II convient de remarquer ici deux cas particuliers: celui où la droite qui joint les 
points de départ et d'arrivée passe par le centre d'altraclion, et celui où ce centre d'altrac- 
tion se trouve dans la direction m h e  de la vitesse initiale. Dans le premier cas, les 
coefieients a, b, c prendront la forme:, et la courbe sers indétorniinie; dans le second, 
ces coefficients sont nuls et il n'y a pas alors d'autre courbe que la droite obtenue en 
~wolongeant la direction initiale ; une telle droite comprend d'ailleurs toutes les espèces 
parliculières qu'on peut imaginer (5 XI). 
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4 52 
et elle montre que l'aire ddcrite par le rayon vecteur dans un temps 
infiniment petit est proportionnelle a u  carrd d e  la  vitesse. 

Ilans le cas des trajectoires naturelles, y (u )  = 91 ; alors on a simplement 

ce qui est l a  deuxiérne loi de Kdpler, dont l'énoncé est indépendant, 
comme on sait, de la fonction de la distance par laquelle s'exprime la force 
d'attraction. 

Enfin, dans le cas des géodésiques, on a q, (v) == 4 ,  et par suite 

l'aire ddcrite par le rayon vecteur est dans ce cas simplement propor- 
tiotanelle d la vitesse; on voit tout de suite qu'il doit en être ainsi, puisque 
alors la courbe se réduit à une ligne droite ('). La deuxième loi de Iiépler, 
s'applique encore ici, car la vitesse du mobile est invariable. 

Ces résultats subsistent quelle que soit la position du centre d'attraction ; 
si l'on suppose que ce centre vienne A s'évanouir à l'infini, sur une droite 
donnée, alors on arrive au cas d'une force constante, toujours parallèle à 
elle-même, comme est ordinairement considérée la pesanteur à la surface 
de la terre, et les mêmes théorèmes s'appliquent avec éertaines modifica- 
tions aisées à découvrir. 

rad9 ('1 L'expression - de raire décrite par le rayon vecteur pendant un  inslant dl pour- 2 1 ds 
rait aussi s'écrire sous la forme -, X étant la perpendiculaire abaissée du  centre d'at- e 
traction sur l a  langente a la courbe en un  point donné. De là résulteraient, pour les théo- 
rémes que nous donnons ici, des énoncés un peu différenls; on retrouverait, de celte 
nianière, pour le cas des brachistochrônes, un 6noncé qui est dû à Euler (8lecli., tom. II.) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Nous.étudierons, en terminant, la lrajectoire que s u i m i l  iiii.niobile ntlise 

par un centre lixe en raison inverse (111 cari% de sa distance i ce centre, la 
puissance . .... attractive p (111 centre fixe, oii sa masse, btarit siipposPe vsrier 
avec le temps, ainsi que l'indique la formule 

ou c dbsigrie la hase des bgaritliines Iiyperboliques, p, la valeur (Ir [J. i i  

l'origine du tenips, d'ailleurs arbitraire, a la diminuiion, siippos6e crinsiante,, 
de 1'iinil.é de masse dans l'unité de teinps. 

Idorsque a = O ,  la masse p. est invariable ; la lrajecloire est alors, coiiiiiie 
on sait, une section conique, ellipse, hyperbole ou parabole. 

Quelles q u e  soient les variations de la masse r ,  les équations du mou- 
venient se déduisent s~ns 'd i i l i cu l t~  des formules génerales di1 5 p r é c é d ~ i k -  
3011s écrirons ces équations ainsi qu'il soi1 : 

1 
en désignant par - la distance d u  mobile au centre fixe, par u la longitude 

Y 
ou l'angle que fait le rayon vecteur avec une direct,ion donnée et par h une 
constante arbitraire qui dépend de la vitesse et de la distance initiales. L'in- 
thgration effectuée dans i'hypolhèse de  ;J. constant, doane r), en écartant 
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La première de ces équaiions est celle d'une ellipse dont le demi grand 

axe, que nous désignerons par a., est h" 
e est Ic rapport de l'ex- 

p(I -e" '  
centricité au grand axe, a la longitude du périhélie ; i'origino (le soleil) 
est à l'un des foyers ; : est une arbitraire qui dépend de 1'Ppoque choisie 

(1) Pl 
pour l'origine di1 temps : E, E. .. . sont des fonctions de e définies par la 

le signe + ou le signe - ayant lieu selon que i est pair ou impair. Enfin, 
la constante n est le moyen mouaentent et a ponr valeur 

Supposons maintenanl que a soit différent de zéro. L'équation [BI con- 
viendra encore à la trajectoire, pourvu qu'on y considère p ,  e et a cornnie 
iariahles. t a  loi sinvant laqiielle p varie es1 donnée, et l'on n 

Il reste à dètermiiier e et 7~;. Or, In trajectoire à élbments variables p ,  e'et ' 
ïa et l'ellipse pour laquelle p, e et a sont des constantes peuvent etre ame- 
nées à avoir lin point commun et une tangente commiine. Les rayons de 
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dt2t courbure, ,qui dependent de 7, seront seuls différents, et la différence 
d'u 

3 - v  des deux raleurs de -T propres, l'une à la trajectoire, l'autre i l'el- dva  d v 
lipse tangentielle, sera doinée par l'équation 

Cela posé, la direction de la tangente est déterminée, pour i'ellipse , par 
l'équation 

qu'on obtient en différentiant l'équation [BI dans la supposition de p ,  e e t  
GT const.ants. La même équation, différentiée dans la supposition de p ,  e et 

au 
a variables, donnerait la valeur de- relative à la trajectoire. Or, ces va- 

d v 
leuri de& doivent être identiques de part et d'autre; on a donc dl: 

Si I'on differentiait maintenant l'équation ID] en y considérant p ,  c et m 
d'u comme des constantes, on obtiendrait la valeur de - relative à l'ellipse ; 

a4u avS la valeur de qui convient à. la trajectoire doit comprendre les mèmes dv 
termes et, en outre, ceux qui proviendraient de la différentiation par rap- 
port i p ,  e et ;?;r considérés comme des fonctions de ,u. De là résulte une 

d9u dlr nouvelle expressioii de 8 - ou de F ,  saroir : d 1;' 

d r* v. --- &esin(ÿ-n)-- 
hS - h' 11 = h ' * # 

hi11 +a) de +- e cos ( 0  -r~j  dn. 

Les deux équations precédentea perniettent de déterminer de et d a  au 
moyen de d p ;  nous les écrirons commp il suit : 
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sin k-q d e - e c o ï ( v - ~ ) d a = - ~ + e s i n ~ o - & ) ] ~ ~ '  

De ces équatioiis on tire, en ,diininai\t alternatisen~en t de et da  et en 
dr. a: do reiiiplaçant - par-- - 

h 2P'. 

sin (u - v) - cos +]-i uz y 

al est très-petit, el c'est ce que nous supposerons, on pourra, eu hi.- 
tégrant les deux équations précédentes, obtenir, sous la forme de sdries 
ordonnées par rapport aux puissances croissantes de a ,  les variations AG 
el A e  q u i  correspondent à un intervalle de temps fini, embrassant un cer- 
tain nombre de révolutioi~s complètes. Yous rechercherons seulenient lc 
premier terme de chaque &rie. Dans ce calcul, nous devons  évidebnient 
considérer les quantitds e. et a comme des constantes, toutes les fois 
qu'dleç iont  n~ultifiiées par z. 

J ' d ü On a lout d'abord i considArer I'iiilegrtlle sin (u -T )  - Eii suhsti' 
1 a*' 

l w t  à, sa ~ a l e u r  en fonction de c , on aura 
- 21 

Aux deus limites de l'intégr~tioii , celte expressiou preiid une valeur ideii- . . . . ... 
tiy ue'; - I ' ihgrsie  est &iic i i l l ë .  ' 

du JI 
011 a ,  en second lieu, a calculer en dtheloppa~it - 

7 ..; -. .! . .. . 
,.?, ; :,. 

. ,  .1&" 

suivant les piiiisances 
. . .  , .  
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h" =? [cos (0-.m) e cos (o-m)+3ra . - .... cosf (u-n)-4e3~~~a(~-*)---~ . . .  1 d (v-cr\ . ., .. - . . . . . . .  -. , . --- - -. . . . ~ '  . , . . . .  . . 

L'iiitégratioii fait tout d'abord disparaître tous les termes qui renfernient 
. . . . . . . . . .  

des puissances impaires de cos (v-m), attendii que, dans le coürsd'une rei 
~olut ion,  les valeurs successives &-cos (c-W) se délruiseiit mutuellement. 

. :  . --... _ -  ... .. 
On a donc simplement, e s  désigiraniF1Lr i iiriiioi~dhie entier quelconque, 

2 P 4 4 6 ti-1 2i  
- - - ~ ~ ~ t c o s  (u--m)+he cos (c--n@e cos (pi  - m)+-+die cos (D-n)+- diu-n:. 

- ... . . . .  . I 1 
l a i s  d'aulre part 011 ci., quelles que soient les litnites de L'iritegratioii, 

. . 
.* Zi-9L cos u sin r = j  cos v d c  + -- ' [~o:~do, 

... 2i-  i 2i-4. , 

et par suite, lorsque u s'accroit d'un irouibre entier de.,cii.~orife~ences, 
.:. a 8 , .  

d E R  M ) I I S ~ ~ I J B I I C ~ ,  I'iiitégrale [cos ;r - v )  , se coinpusera d ' u w  sCris 
Ir U 

h4e . 1.3.6. ; .(Zi+ 2 )  , t ;  
de ternies tels que celui-ci : - - (2i + a) e (1,-m): 

, p ~ V . 4 . 6 . .  .(2i+2\ 
1 - - 

Or, si l'on développe (4-es) ",on a 
. . .. a 

. 3  Y 5 3 3 l i + l  
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458 
3.6 ....( %+I) ti Le terme general de ce développement équivaut , , . Z i  e!; 

on a donc, en définitive, 

et, par sui te, 

En introduisant le moyen mouveiiient IL, Clont les varialions, lorsqu'eller; 
sont multipliées par a ,  peuvent être néglig6es, on aiira 

D'après l'équation [Cl, lorsque le temps ,est conipté a partir du passage 
de la planète au ppérihelie, on a c = a ; par suite, le lenips t écoulé après 
un cehain nombre de révolutions complètes est lie h l'angle décrit (u- m) 

par la formule 
Ibt  = C - n ;  

on a donc siniplement , 

A a s u t  

Pour obtenir maintenant la valeur de Ae,  i l  nous reste a calculer I'inté- 

ga le  c S $ ,  Or, cette intbgralr se compose d'uno série de termes tels que 
.h4e*i+4 4 . 3 . L .  . (Zi-I) 

celui-ci : - ( S i +  1)  (v-a); on a doric 
r ~ .  2.4.6 ..... ,?i . 

et par suite 
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LI: rapporl cir, l'exeent.i.icitti au grand axe eut dime cbiislarit., :iux qiiartbitt% 
du second ordre près. 

En définitive, l'équation de la trajectoire, en ne tenant. conipie que des 
y uantites de l'ordre de a ,  sera 

On a d'ailleurs 

: Les deux équalions précédentes résument les lois principales du mou- 
vement. des plan&es, dans l'hypothèse d'une diminution uniforme et infi- 
niment lente des masses du système. Ces lois, qui ne sont point contredile3 
par l'observation et qui permettent au contraire d'expliquer certaines ano- 
malies récemment signalées, peuvent être énoncées ainsi qu'il suit : , 

1. Les trajectoires planétaires se composent d'une successio~~ d'ellip- 
ses dont le grand aze s'accroSl avec le temps, suivant une progression 
géom,étrique emctement inverse a lu prog.ression d'aprér laquelle les 
rraaases diminuent. 

I I .  Les pdrihélies possèdent un ,mouue.nien,t uttiforme et  direct,  ideîr- 
f i ~ u e  pour toutes les planètes. 

La vitesse de ce déplacement angulaire, si elle &ait connue pour une 
seule planète, déterminerait le coefficient a, c'est-à-dire la diminution de 
l'unité de masse dans I'unité de temps. Or, d'après M. Ltt Verrier, le pdri- 
hélie de Mercure est affecté d'un déplacement angulaire, inexpliqué jusqu'ici, 
d e  38" pour un  siècle; de là, par un calcul très-aisé, on deduit la valeur 
suivante de la diminution séculaire de l'unité de masse 
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. !JI. .. t e  t ~ w y ~ r t  ,ttbouoeubethl ddcroik sir iuant !oce.pr*oyressio~~ g/iomr'- 
r r i g w  deu fois p h s  rupide pue celle qui se ropporte nuz masses. , . 

. ,?IV; ;.Le. rappori  de l'excentricitd aw grand a2e est s~nsib1wrnetc.t 
constant, de sorte que chaque orbite, variable dans .son. orientatioii et 
dans ses dimensions, demeure toujoiirs semblable elle-mhie. 

\'. Ert faisant nbslrnction des eacentricités et des inclinaisons sitr 

I'deliptiqu.e , les trajectoires pla.ndtaires , consicEr-ées dans leur conti- 
nuité, se rdduisent toutes ic une seule et inkme coujrbe, une spirnle Io- 
garithmique gui s'dca,rte ind éfinimmt d u  soleil. . .. 

L'extrême petitesse du coefficient a rend coniplétement insensibles , au 
moins pour le petit nombre de siècles que: les'observations astronomiqiies 
 inb brassent avec certitude, les variations des éléments linéaires du système 
planétaire. Qiiant aux moyens iiiouvements, une valeur méine beaucoup 
plus faible de a suffirait à niettre rapidement en évidence leurs inégalités, 
h i  la  diminution des masses n'influait pas exactement de la n i h e  manière, 
ainsi que nous i'avons dérnonlrb ailleurs ('), sur les durées des révolutions 
et sur celle; des rotations. 

11 faut ajouter que la diminution séculaire des masses ne parait pas ab- 
solument identique pour tous les corps du système planétaire. Par la s'ex- 
pliquerait (=) l'inégalité séculaire indéfiniment croissante dont le nioyen 
iriouvement de la lune est affecté. 

( 1 1  ~ e i l ~ é s c h e r  Sur ln syMne du Mande '(1862), g V. 
(#) Id., 5 V I L  
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