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I.

LEs recherches dans lesquelles on s’occupe des directions de diverses
droites dans I'espace atteignent la plupart du temps un trés-haut degré de
clarté et de simplicité, quand on recourt & I'emploi d'une surface sphérique
décrite avec un rayon — 1 autour d’un centre arbitraire, et dont tous les
points sont censés représenter les directions de droites paralléles aux
rayons terminés a ces points. Et comme la position de tous les points dans
I'espace se détermine par trois coordonnées, jui sont les distances a trois
plans fixes perpendiculaires entre eux, il faut considérer avant tout les di-
rections des axes perpeudiculaires a ces plans ; nous nolerons ainsi (1), (2),
(3), les points de la surface sphérique qui représentent ces direclions : il est
clair que la distance de ces points, deux a deux, sera un quart de cercle.
Nous supposerons dailleurs que les directions dont il s’agit sont celles qui
se rapportent aux coordonnées positives. '
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I1.

11 ne sera pas inutile de rappeler ici cerlaines propositions qui sont d'un
usage fréquent dans les questions de ce genre. _

1. L’angle de deux droites qui se coupent a pour mesure I'arc compris
entre les points qui correspondent a leur direction, sur la surface sphérique.

2. L'orientation d’un plan donné dans I'espace peut élre représentée par
un grand cercle de la surface sphérique dont le plan serait paralléle au
plan donné. ’

3. L'angle de deux plans est équivalent i I'angle sphérique compris entre
les grands cercles qui les représentent, et a, par conséquent, aussi pour
mesure I'arc compris entre les poles de ces grands cercles. Et de Ia il suit
que Finclinaison d’une droite sur un plan est mesurée par I'arc de grand
cercle mené normalement du point qui correspond a la direction de la
droite, au grand cercle qui représente I’orientation du plan.

4. Soient z, y, z, #', y', z’, les coordonnées de deux points, r leur dis-
tance, et L le point qui, sur la surface sphérique, représente la direction de
la droite menée du premier point au second, on aura

¥=wx-+rcos (1)L,
Yy =y rcos (2L,
Z' =z rcos (3) L.
5. De la il résulte immédiatement qu’on a généralement,
cos®* (1) L =+cos* (2) L 4-cos®* B) L =1,
et aussi, en considérant un autre point quelconque L’ sur la surface sphé-
rique,
cos (1) L. cos (1) L' 4-cos (2) L. cos (2) L'+ cos (3) L. cos (3) L' = cos LL".

6. THEOREME. Sotent L, L', L", L", quaire poinis sur la surface sphé-
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rique, et A Uangle que les arcs de grand cercle LL', 1L
leur poitnt d'intersection, on aura

forment en

1 "

cos LL”. cos L'L" — cos LL"". cos L'L” == sin LL". sin L.”L"". cos A.

Démonstration. Appelons aussi A le point d’intersection lni-méme, et
soit posé
VAL=1t, AL =1, AL"=1{", AL"=1";

Nous aurons (¥)

c0S LL.” =cost. cost” -+sint.sint” cosA,
cos L'L" ==cos t' cos ¢ -+ sin I’ sin " cos A,
cos L™ ==cos ¢ cost"” J-sinf sin 1" cos A,

c0s L'L” == cos ¢  cos 1" --sin t' sin 1" cosA;

et par suite
“cos LL”. cos L'L” — cos LL”. cos L'L”

1z

cos ¢ cos ¢’ sin ¢’ sin ¢

"e

=c¢0SA |+ cost cosit”sintsinl’— costcost” sint sini”
— c0s ¢’ cos ¢” sin £ sin ¢
= 08 A (c0os £ sin ¢’ — sin £ cos ¥') (cos ¢ sin ¢ — sin ¢ cos 1"

= €08 A. sin ({'— 7). sin ({"" — 1")

"e

= ¢0s A. sin LL'. sin1,”L”".

Du reste, comme il y a pour chaque grand cercle deux branches partant
du peint A, ces deux branches forment en ce point deux angles dont la
somme est 180°; mais notre analyse montre qu'il faut adopter les branches
qui correspondent an sens des directions LI’ et L"L", et comme les deux
grands cercles se coupent en deux points, on voit aisément qu'il est in-
différent de choisir 'un ou l'autre de ces points. On peut aussi, 2 la place
de I'angle A, employer I'arc compris entre les poles des grands cercles dont

“les arcs LL’, L"L"™ font partie ; mais il est clair que ces poles doivent avoir

(*) Par la formule bien connue qui lie, dans un triangle sphérique, I'un des trois angles
aux trois cOtés du triangle — E. R.
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respectivement la méme situation par rapport & leurs arcs, c'est-a-dire que,
pendant qu'on marche de L vers L ou de L” vers L”, chacun des deux poles
doit étre du méme cOté, soit a droite, soit a gauche.
7. Soient L, I, L” trois points sur la surface sphérique, et posons, pour
abréger,
cos(I)L ==, cos QL =y, cos@L =z,
cos () L' =ux', «cos(2) L' =y, cos@)L =3z,
) L”

cos()L"=2a", cos(@Q L' =y", eos(3) L =z";

posons aussi

"

xy 2"y sy —ay' - yzr" —a"y 1= A.
Désignons par A I'un des podles du grand cercle dont I'arc LL’ fait partie,

celni qui se trouve, par rapport a cet are, placé comme le point (1) 'est par
rapport & I'arc (2) (3). Nous aurons alors, d'aprés le théoréme précédent,

Z =y z=rcos (1) sin (2) (3). sin LL',

ou, a cause de (2) (3) = 90°,

yz' —y z=cos (1) A sin LL,
et de méme '

Z% — % & =08 (2) A. sin LL,

xy —x' Yy =cos (3) A. sin LL".

Multipliant ces équations respectivement par 2" %" z”, et ajoutant, nous
obtenons, au moyen du second des théorémes rappelés aun® 5,
A =cos AL". sinLL’,

Ici il y a trois cas a distinguer. Premiérement, lorsque L” se trouve sur
le grand cercle dont I'arc LL' fait partie, on aAL"=190°, et par suite A=0.
Si L” se trouve en dehors de ce grand ceréle, le deuxiéme cas sera celui ou
L” est du méme coté que A, et le frovsiéme celui ou L” est du coté opposé :
dans ces deux cas, les points L, L', L” formeront un triangle sphérique ;
leur disposition sera analogue & celle des points (1), (2), (3) dans le se-
cond cas, inverse dans le troisiéme. Appelant simplement L, L', 1", les an-
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gles de ce triangle, p la perpendiculaire menée sur la surface sphenque du
point L” sur le ¢oté LL', on aura

-

sinp = sin L. sin LL” = sin L". sin L'L”, et A L”. = 90° F p,

le signe supérieur se rapportant au second cas, le signe inférieur au troi-
siéme. De I nous concluons

4+ A=sin L. sinLL’. sin LL" =sin L. sin LL'. sin L'L”
=sin L”. sin LL". sin L'L”

Du reste il est clair que le premier cas peut étre regardé comme compris
dans le second ou le troisiéme, et I'on peut voir sans peine que I'expression
4 A représenle le sextuple du volume de la pyramide formée par les
points L, L', L” etle centre de la sphére, et que, semblablement, 4 A repré-
senle, en général, le volume d'une pyramide quelconque comprise entre
l'origine des coordonnées et les pomls dont les coordonnées sont &, ¥, z ;
oy, 58y, 5.

1I.

On dit qu'une surface courbe jouit d’une courbure continue autour d’un
de ses points 4, siles directions de toutes les droites qu'on peut mener de
ce point a tous les points de la surface infiniment peu distants s’éloignent
infiniment peu d'un seul et méme plan passant par le point A; ce plan est
alors ce qu'on appelle le plan tangent & la surface au point A. Que si cette
condition ne peut étre remplie, pour un point donné, la continuité de la
surface est interrompue en ce point, comme cela a lieu, par exemple, pour
le sommet d'un cdne. Les présentes recherches seront restreintes a des sur-
faces ou a des portions de surface telles que la continuité de la courbure
ne soit interrompue en aucun point. Nous ferons seulement observer ici que
les méthodes qui servent 4 déterminer la position du plan tangent ne s’ap-
pliquent pas aux points singuliers dans lesquels la continuité de la courbure

est interrompue, et doivent conduire a des solutions indéterminées.
15
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1V.

La position du plan tangent peut étre irés-commodément représentée au
moyen de la position de la droite qui lui est normale au point A, droite
qu'on dit aussi éire normale a la surface elle~-méme. Nous représenterons la
. direction de cette normale par un point L de la surface sphérique auxiliaire,
el nous poserons

‘ cos{()L =X, cos@L=Y, cos(3)L=L1;
nous désignerons les coordonnées du poinl A par x, y, 3. Soient, en outre,
z -+ dw, y‘-{—'dy, z -} dz les coordonnées d’un autre point A" sur la sur-
face courbe, ds la distance infiniment petite AA"; soit enfin 2 le point qui,
sur la surface sphérique, représente la direction de I'élément AA". On aura

dr=ds.cos (1)%, dy=ds:cos(2)2, dz=ds.cos(3)2,
et aussi, puisque l'on doit avoir 4 L= 90°,
Xecos(1) A4Y cos-(Q) A-Zcos(3)2=0.
La combinaison de ces équations nous donne
Xdr+ Ydy + Zdz= 0.

Il y a deux méthodes générales pour I'étude des propriétés d'une surface
courbe. Dans la premiére, onse serl de 'équation entre les coordonnées z,
¥, Z, que nous supposerons ramenée a la forme W = 0, ou W sera [onction
des indéterminées z, 'y, z. Soit la différentielle compléte de la fonclion W,

dWV =Pdr+Qdy +Rdz;
on aura, sur la surface courbe,

. Pdm—i—Qdy-{-Rdz——;—O,
et, par suite, )

P.cos(1)A4Q.cos (2) AR . cos (3) A= 0.

Comme cetle équation, ainsi que nous I’avons établi ci-dessus, doit avoir
lieu pour les directions de tous les éléments ds sur la surface courbe, on
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voit facilement que X, Y, Z, doivent étre respectivement proportionnels a
P, Q, R, et que, par suite, a cause de la condition X* 4 Y*+Z*=1, on
aura, soit
: P 0 . R
m—— Y =
VPR T VPR T VPR
soit ]
B —P —Q —R
X::——f_—:-_—:.—_?;, Y— o ———————— 7 =
VP Q' 4-R? VP 4-Q*+R* VP 4Q*+R?
Dans la seconde méthode, on exprime les coordonnées en forme de fome-
tions de deux variables p et ¢. Supposons que par la différentiation de ces
fonctions on ait

dr = a dp + a’' dq,

dy = b dp +- b dg,

dz =cdp+c'dg;
par la substitution de ces valeurs dans une formule donnée ci-dessus, nous
oblenons

@X+b0Y+cZ)dp- (@ XFbYFc'Z)dg=0.

Comme cetle équation doit avoir lieu indépendamment des valeurs des

différentielles dp, dq, on aura évidemment
aX+0YFcZ=0, aX—4+bY+4cZ=0;
d'ol nous concluons que X, Y, Z.doivent étre respectivement proportion-
nels aux quantités
be' —cb, ca'—ac, ab—ba.
Posant donc, pour abréger,

V(b — eb+-(ca—ac) +{ab—ba) =A,

on aura, soit

be'—cb’ ca'—ac ab'—ba’
X:"——'; Y:——_‘—", Z=———
A A A’
soit
: cb'—be’ ac'—ca’ ba'— ab’
X= , Y=, 1= )
A A
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A ces deux méthodes générales se rattache une troisiéme méthode, dans
laquelle 'une des coordonnées, par exemple z, est exprimée en fonction
des deux autres, z, ¥; cette méthode n'est évidlemment autre chose qu'un
cas particulier, soit de la premiére méthode, soit de la seconde. Que silon
pose '

2= ldx + u dy,

on aura, soit

X:——;:, Y:————‘:—:f—ll-_—z, Z:———L—___w—,
V4 u? V14 u? Vit
801t
4 U . —1

BT S = R 7 P it v e ey

V.

Les deux solutions qu’on a rencontrées dans le § précédent se rappor-
tent évidemment & des points opposés de la surface sphérique, ou a des
directions opposées, ce qui s’accorde avec la nature des choses, atlendu
que la normale 2 une surface courbe peut étre menée dans un sens ou dans
'autre, snivant la face que I'on considére. Que si I'on veut distinguer
entre elles les deux faces contigués d'une surface, et appeler I'une exté-
rieure et I'autre intérieure,, on pourra alors attribuer aussi a-chaque nor-
male la solution qui lui convient, & I"’aide du théoréme développé au § II
(7), ol Yon a aussi établi un criferium ou moyen de distinguer une face
de l'autre. . '

Dans la premiére méthode, ce critérium se tire du signe de la valeor de
la quantité W. En effet, généralement la surface W = o séparera les ré-
gions de I'espace pour lesquelles W prend une valeur positive de celles
pour lesquelles W devient négatif. Du théoréme que nous venons de rap-
peler on conclut dés lors facilement que, si W a une valeur positive du
coté de la face extérieure et que l'on congoive la normale comme menée
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vers l'extérieur, il faudra adopter la premiére solution. Au reste, il sera fa-
cile, dans chaque cas, de décider si, pour la surface entiére, la méme régle
doit s'appliquer eu égard au signe de W, ou si la régle a suivre doit changer
d’'une région de la surface & une autre région; la loi de conlinuité ne per-
meltra d’ailleurs aucun changement, aussi longtemps que les coefficients
P, Q, R auront des valeurs finies, ou ne s’évanouiront pas tous ensemble.

Si nous suivons la seconde méthode, nous pouvons concevoir sur la sur-
face courbe deux systémes de lignes courbes; I’un pour lequel p est va-
riable, ¢ conslant; I'autre pourlequel g est variable, p constant; la position
respective de ces deux lignes, par rapport a la face extérieure, doit décider
laquelle des deux solutions il faut adopter. C’est-a-dire que toutes les fois
que les trois lignes suivantes, savoir, la branche de la ligne du premier sys-
téme qui, a partir du point A, correspond a un accroissement de p, la
branche de la ligne du second systéme qui, 4 partir du méme point A, cor-
respond & un accroissement de ¢, et la normale menée du coté de la face
extérieure, toutes les fois, disons-nous, que ces trois lignes sont placées de
la méme maniére que le sont eux-mémes, a partir de I'origine des coor-
données, les axes z, i, z (par exemple si, pour I'un et I'autre de ces deux
groupes de lignes, on peut concevoir la premiére ligne a gauche, la seconde
i droite, la troisiéme en dessus), alors on doit adopter la premiére solution;
toutes les fois, au contraire, qne la position respective des trois lignes sera
a I'inverse de la position respective des axes z, ¥, z, la seconde solution
s'appliquera.

Dans la troisiéme méthode, il faudra examiner si, pendant que z regoit
un accroissement positif, # et y restant invariables, I'on s’avance du coté
de la face extérieure ou de la face inlérieure. Dans le premier cas, pour
une normale dirigée extéricurement, on doit prendre la premiére solution;
dans Iautre cas, la seconde.

V1.

De méme qu'en imaginant par le centre de notre sphére auxiliaire des
droites respectivement paralléles & chacune des normales d’une surface
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courbe, & chaque point déterminé de la deuxiéme surface vient correspondre
un point déterminé de la premiére ; de la méme maniére, toute ligne ou
toute figure tracée sur la surface courbe sera représentée par une ligne ou
une figure tracée sur la surface sphérique. Dans la comparaison des deux
figures qui se correspondent ainsi, et dont U'une sera comme l'image de
l'autre, on peut se placer a4 deux points de vue : on peul avoir égard seule-
ment aux quantités; ou bien ne s’occuper que des relations de position,
.abstraction faite des rclations de quantité.
Pour I'étude des relations de quantité, il nous parait utile d'introduire,
dans la théorie des surfaces courbes, quelques nolions nouvelles. Etant
donnée une portion de surface courbe, comprise dans un périmétre déter-
miné, nous dirons qu'elle a pour courbure totale ou intégrale I'aire de la
figure qui lui correspond sur la surface sphérique auxiliaire. Il convient de
distinguer, de celte courbure inlégrale, la courbure en quelque sorte spéci-
fique, que nous appellerons mesure de la courbure et signifie le quotient
qu'on oblient en divisant la courbure intégrale de I'élément superficiel ad-
jacent & ce point par l'aire de cet élément méme, et indique conséjuem-
ment le rapport des aires infiniment peliles qui se correspondent sur la
surface courbe et sur la surface sphérique. L’utilité de ces innovations res-
sorlira suffisamment, nous I'espérons, des considérations que nous aurons
4 exposer. Quant & ce qui concerne la ferminologie, nous avons pensé
quavant toul nous devions nous altacher a éviter loule obscurité; c'est
pourquoi nous n’avons pas cru devoir adopter une terminologie analogue
a celle qui est admise généralement (quoique criliquée par plusieurs géo-
métres) dans la théorie des courbes planes, suivant laquelle la mesure
de la courbure aurait da étre appelée simplement courbure, ¢t la courbure
totale, amplitude. Mais pourquoi n'userait-on pas d'une certaine latilude,
quant aux mots, pourvu que les choses elles-mémes ne soient pas vides, et
que le discours soit a I'abri de toute interprétation erronée ?
La position de la figure tracée sur la surface sphérique peut étre ou
. semblable ou opposée (inverse) a celle de la figure qui lui correspond sur
la surface courbe; le premier cas a lien lorsque deux lignes sur la surface
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courbe parlant du méme point et dans deux directions différentes, mais non
opposées, sont représentées sur Ja surface sphérique par deux lignes pla-
cées semblablement, c'est-i-dire lorsque I'image de la ligne située vers la
droite est aussi a droite; le second cas, lorsque c’est le contraire qui a lieu.
Nous distinguerons ces deux cas par le signe positif ou négatif de la me-
sure de la courbure. Mais il est évident que cette distinction ne peat avoir
lieu qu’en choisissant sur I’'une el I'autre surface une face déterminée, sur
laquelle on doit concevoir que la figure est tracée. Dans la surface sphéri-
que auxiliaire, nous emploierons toujours, comme face extérieure, celle
qui est lournée a T'opposé du centre; dans la surface courbe, on peut
prendre pour face exlérieure, soit celle qui est habituellement regardée
comme étant réellement la face extérieure, soit plulot la face meme A par-
tir de laquelle on éléve lanormale ; il est évident, en effet, qu'on ne change
rien a la similitude des figures en transportant d’une face a l'antre et la
figure tracée et la normale, pourva que I'image de celte figure soit ioujours
tracée sur la méme face de la surface sphérique. . .

- Le signe positif ou négatif dont nous affectons la mesure de la courbure
d'une figure infiniment petite d’aprés la position de cette figure, nous I'é-
tendons aussi a la courbure intégrale d’une figure finie sur la surface courbe.
Toulefois, si nous voulions embrasser ce sujet dans toute sa généralité,
cerlains éclaircissemenls seraient nécessaires ; nous nous contenterons ici
de quelques courtes explications. Lorsqu’une figure tracée sur une surface
courbe est telle qu'a chacun des points qu’elle comprend il corréspond,
sur la sphére auxiliaire, des points différents, alors nulle ambiguité. Mais
si cette condition n'est pas remplie, il sera nécessaire de faire entrer deux
ou plusieurs fois en ligne de compte certaines portions de la surface sphé-
rique, et de I, suivant que la similitude sera directe ou inverse, des termes
qui s’ajouteront ensemble ou se détruiront partiellement. Ce qu'il y aura de
plus simple, en pareil cas, sera d'imaginer qu'on ait divisé la figure tracée
sur la surface courbe en parties telles, que chacune d’elles, considérée iso-
lément, satisfasse i la condition énoncée tout a I’heure, d'attribuer a cha-
que partie la courbure qui lui convient, courbure dont la grandeur sera

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



16

donnée par l'aire de la figure qui lui correspond sur la surface sphérique et
dont le signe dépendra de la position méme de la figure, et enfin de pren-
dre pour la courbure totale de la figure éntiére la quantité qu'on obtiendra
en ajoulant ensemble les courbures intégrales correspondant & chacune
des parties de la figure. De cette maniére, la courbure intégrale d'une
figure sera généralement = S Kds, ds représentant I'élément superficiel de
la figure, K la mesure de la courbure en chaque point. Et quant 4 ce qui se
rapporte & la représentation géométrique de celte intégrale, les principales
considérations qﬁ’il y aurait lieu de présenter reviennent i ce qui suit. Le
périmétre de la figure tracée sur une surface courbe (sous la restriction in-
diquée au § II1) correspondra toujours, sur la surface sphérique auxiliaire,
a une ligne fermée. Que si celle ligne ne se coupe elle-méme en aucun
point, elle divisera la surface sphérique en deux parties, dont 'une corres-
pondra a la figure tracée sur la surface courbe; la courbure intégrale de la
figure sera donnée par laire de celle parlie, celle aire étant posilive ou né-
galive suivant.que, par rapport a son périmétre, elle aura une position
semblable ou inverse 2 celle que la figure a elle-méme par rapport a son
propre périmétre. Mais lorsque cette ligne se coupera elle-méme une ou
plusieurs fois, elle donnera une figure compliquée,  laquelle cependant on
peut attribuer 1égitimement une aire déterminée, comme s'il s’agissait d'une
figure sans nceuds; et cette aire, convenablement entendue, sera toujours
la valeur exacle de la courbure intégrale. Au surplus, nous croyons devoir
réserver pour une autre occasion des explicalions plus amplement déve-
loppées, concernant les figures envisagées au point de vue le plus général.

VIIL.

Cherchons maintenant une formule propre 4 exprimer la mesure de la
courbure en chaque poinl d’une surface courbe. En appelant de l'aire d’un
élément de cette surface, Zdo sera I'aire de la projection de cet élément sur
le plan des coordonnées x et y; et de méme, si dZ est l'aire de I'élément

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



A7
correspondant sur la surface sphérique auxiliaire, Zds sera l'aire de la pro-
jection de cet élément sphérique sur le méme plan; et il est manifeste que
ces projections auront entre elles les mémes relations de grandeur et de po-
sition que les éléments eux-mémes. Considérons maintenant un élément
triangulaire de la surface courbe, et supposons que les coordonnées des
trois points qui forment la projection de cet élément sont

m, ?/!
c4de, y4-dy,
r49r, Y9y,

le double de l'aire de ce triangle sera exprimé par la formule
dx .0y —dy .oz,

expression positive ou négative, suivant que la posilion du coté qui se di-
rige du premier point au troisiéme, comparée 4 celle du coté qui se dirige
du premier point au second, est semblable ou inverse & la position de I'axe
coordonné y par rapport a I'axe coordonné «.

De méme, si les coordonnées des trois points qui forment la projection de
I'élément correspondant sur la surface sphérique, comptées a partir du cen-
tre, sont

X, Y,
X 4 dX, Y4 dy,
X 49X, Y 49Y,

le double de I'aire de celte projection sera exprimé par
dX.oY —dY.JX,

formule dont le signe s’établira d’apreés ce qui a été dit tout a 'heure. La
mesure de la courbure sera donc, en ce point de la surface courbe,

_ dX.0Y —dY.0X
 dx.dy —dy.ox

k

Si maintenant nous supposons que la nature de la surface est définie
3
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suivant la troisiéme méthode considérée dans le § IV, X el Y s’exprimeront
en fonction des quantités x et ¥, et nous aurons

T
.
dY._(dY)da;+( )di,
=) e+ ) v

Par la substitution de ces valeurs, I'expression précédente se change en

celle-ci:
b (dx (d_l dxX <gll\
dw) dy (dy) de

En posant comme ci-dessus

dz __,  dz_,
de "' dy— ™
et en oulire
d'z d'z d'z __
W Tays V gpe

ce qui équivaut a -
dl ="Tdzx 4 Udy, du=Udz + Vdy,
nous aurons, d’aprés des formules données précédemment,
X=—1Z, Y=—uIl, ({44 u)0L"=T1,
et par suite .

dX =—1Zdt—1d1Z,
dY =—7Zdu— udl,
(14 2 0?) dZ 7 (141 4 udu) =
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ou bien
dL=—"17°(tdt + u du),
AX=—17* (1 4 u*) dt - Z* tu du,
AY =1 tudt —17* (1 - 1*) du,
et de la on lire

dX

%_'za[ (H—u)T—I—tuU]
dX _,s : :
Ty =L [— (14 u) U4 tuV],
‘;Y 7 [tuT — (141 U],

ay

Wr—s 2
Iy =B U=+ )Vl
En substiluant ces valeurs dans I'expression précédente, il vient

k==1° (IV—U") (14 ¢ +u) =17* (TV—U*)= (T%——JEW

VIIIL

En choisissanl convenablement I'origine et les axes coordonnés, on peut,
sans difficulté, faire évanouir, pour un point donné A, les valeurs des quan-
lités ¢, u, U. En effet, les deux premiéres condilions seront déja remplies
si 'on adopte pour plan des coordonnées z, y, le plan tangent en ce point.
Si, en outre, on place 'origine des coordonnées au point A lui-méme, il est
clair que expression des coordonnées z prendra la forme suivante :

z=%T°wf—|—U°my+%V°y’+Q,

ou Q@ sera d’'un ordre supérieur au second. En changeant ensuite I'orienta-
tion des axes z, 4 d’un angle M, tel que I'on ait

. - 20°
Tang2M = Ty’
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il sera aisé de voir qll'Oll obtiendra une équation de celle forme
1 o1 Ny, s
== Tr4+=Vy?4Q;
4 3 Tx 3 ] s

et de celie maniére la troisiéme condition se trouvera également salisfaite.
De la les résultats suivants :

1. Si la surface courbe est coupée par un plan normal passant par I'axe
coordonné z, la section sera une courbe plane dont le rayon de courbure
au point A sera %, le signe positif ou négatif de ce rayon de courbure in-
diquant la concavité ou la convexité de la face du coté de laquelle les coor-
données z sont positives.

2. De la méme maniére%, sera au point A le rayon de courbure de la
courbe plane qu’on obtient en coupant la surface courbe par un plan pas-
sant par les axes y, z.

3. En posant x=7c0sg, y="rsine, on a
1 .
z=§(T cos*g 4 Vsin*e) r* 4-Q;

d’ou il résulte que si l'on coupe la surface par un plan normal en A faisant
avec 'axe  un angle ¢, I’on obtiendra une courbe plane dont le rayon de

courbure au point A sera
1
Tcos* o+ Vsin®y

4. Toules les fois qu'on aura T==V, les rayons de courbure de toules les
seclions normales seront égaux. Si au contraire T et V sont différents, il est
évident, puisque TCos@—}—Vsin% pour chaque valeur de I'angle 3 lombera
enlre T et V, que les rayons de courbure des sections principales, consi-
dérées en 1 et 2, se rapportent aux courbures exirémes; c'esl-a-dire I'un 4
la courbure maximum, l'autre & la courbure minimum, si T et V sont affectés
du méme signe; et au contraire I'un a la convexité maximum, l'autre i la
concavité maximum, si T et V ont des signes conlraires. Ces conclusions
renferment & peu prés tout ce que l'illusire Euler a le premier enseigné sur
la courbure des surfaces. ‘
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5. La mesure de la courbure d'une surface courbe en un point A prend
la forme trés-simple K=T V, d’ou ce théoréme :

La mesure de la courbure en chaque point d'une surface est égale a
une fraction dont le numérateur est Uunité, et dont le dénominateur
est le produit des deux rayons de courbure extrémes dans les sections
par des plans normaugz (*).

En méme temps I’on voit que la mesure de la courbure sera positive pour
les surfaces concavo-concaves ou convexo-convexes (distinction qui n’a rien
d’essentiel), négalive au contraire pour les surfaces concavo-convexes. Sila
surface se compose de parlies appartenant a ces deux genres, la mesure de
la courbure devra s'évanouir dans les points ou la transition se fera. Nous
reviendrons tout a I’heure plus en délail sur les propriétés de ces surfaces
pour lesquelles 1a mesure de la courbure s’évanouit quelque part.

IX.

La formule donnée a la fin du § V1I pour la mesure de la courbure est la
plus simple de toutes les formules générales, en ce qu'elle ne renferme que
cinq éléments ; nous arriverons a une formule plus compliquée, renfermant
neuf éléments si nous voulons employer la premiére des méthodes que
nous avons dit étre propres & étudier les caractéres des surfaces. Reprenant
les nolations du § IV, nous poserons en oulre

W, W evo
de* — 7 dy* — ©7. dzr —
S ew_ ow
dydz— " drd— Ty

(') Voir ci-aprés, Etude des surfaces continues, §§ XVl el XIX.
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de sorte.que l'on aura
dP =P'dr+ R'dy + Q"dz,
dQ=R"de+ Q'dy +P"dz,
dR=Q"dx + P"dy + R’ dz.

Mainlenant, puisqu’on a t=—-§, nous obtenons, par la différentiation,
R*dt=—RdP-PdR=(PQ"—RP) dz-(PP"—RR")dy
+ (PR'—RQ") dz,
ou bien, en éliminant z & Paide de I'équalion Pda+-Qdy+Rdz=0,
R*dt=(—R*P+2PRQ"—P*R) dz
© +(PRP"+QRQ"—PQR—R’R") dy.
On a de méme

Ridu= PRP"4 QRQ"— PQR'— R*R") dr
+ (—R*Q4-2QRP"—Q’R') dy.
Et de 13 nous concluons
R*T = — R*P'+ 2PRQ"— P'R,
R*U=PRP"+ QRQ"—PQR— R*R",
R*V=—R*Q4 2QRP"— Q’R".

En subslituant ces valeurs dans la formule du § VIT, nous oblenons pour
la mesure de la courbure & I'expression syméirique snivante :

(P Q RV =P (QR— P )+ N (PR—Q")
+R*(PQ—R")+2QR(Q"R—PP")
+2PR(P"R"—Q'Q")+2PQ (P"Q"— R'R").

X.

Nous obtiendrons une formule encore plus compliquée et renfermant
quinze éléments, si nous voulons suivre la seconde des méthodes propres a
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élude des surfaces. 1l est trés-important cependant d'arriver a cetle formule.
Pour cela, nous reprendrons les notations du § IV, et nous poserons en outre:

do_ de _ ¢e_ .
dp* dpdg ™’ ‘ A
dy_g Ty g Sy
dpe ’ dp dq E ’ dqs [
¢z _ Mz @z
En outre nous ferons, pour abréger,
be' — b’ =A,
ca".— ac’ =B,
ab —ba' =¢(.

Cela posé, nous observons d'abord que 'on a

) Adz+Bdy+Cdz=0,
ou bien

A B, .
dz———Edm——ﬁdy,

en sorte qu’en regardant z comme une fonction de z, ¥, on doit avoir

dz _,__ A
dx G
dz _ B
By~ "TTT

Mais des équations dz = adp + a'dq, dy = bdp - b'dq, nous tirons
Cdp=bde— a'dy,
Cdg=—>bdr+ ady.

Par 1a, nous obtenons les diﬂérentielles complétes de ¢ et de u:

s qp — (4 %C _ _ cdA_ , 4
Cdt_(Adp cdp)(bcu ady)+( s — A ) (bda—ady),
dc

Codu=— (B - )(b do— a'dy) + (C—-—B d‘; bdo— ady).
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Maintenant, si dans ces formules nous substiluons les valeurs suivantes:

o= Bt by — o — b,
= OB by o= b,
3—%=a’y +cd—ay —ca,
| -Z—%= ay+cod'—ay'—c'd,
%#w+m—w—w,
Jo= Vet ap'— b —ap,

et si nous remarquons que les valeurs des différentielles d¢, du, ainsi ob-
tenues, doivent étre égales, indépendamment des différentielles dx, dy,
aux quantités Tde+ Udy, Udx -+ Vdy respectivemenl, nous trouverons,
aprés quelques transformations assez aisées,

C*T=aAb" 4 3Bb™ +yC*

— 2x'Abb'— 2[3Bbb’'— 2y'CbYb’
-+ a"Ab*+ 5"Bb* +7Cb*,

C*U=—aha'b'— Ba'b'— yla'V’
+2'Afab’+ba’)+ (B (ab'+-ba’)+y'Clab +ba’)
—«"'Aab—L"Bab—y"Cab,

C*V =aAa”-+ fBa”*4yCa™
—24'Aae’— 2B'Baa’— 2y'Caa’
+o"Aa*+f"Ba’-+ y"Cat.

Si maintenant nous posons, pour abréger,

Az 4 Bf €y =D,
Aar+Bﬁ/+Cyl=Dr,
Acx"+ B@”’*‘ C}/Na D”,

e~
LW PO ==
= =2
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il viendra
CT =Db"*—2D'bb'+D"b*,
C*U=—Da'b'4-D'(ab’+ba’) —D"abd,
CV=Da*—2D'aa’-}D"a*.
Par 13 nous obtenons, tous calculs faits,
C*(TV—1U*=(DD"—D*) (ab'—ba')*= (DD"—D"*) C*,
d'ott résulte ’expression suivante, pour la mesure de la courbure,
DD"—DI’

F=FFrrer

XI.

A l'aide de la formule ci-dessus, nous allons maintenant en obtenir une
autre qui peut étre comptée an nombre des théorémes les plus féconds dans
la théarie des surfaces courbes. Introduisons les notations suivantes :

a* +b 4-¢* =E,

aa - bb' - cc'=F,

a® +b* 4 c¢*=aG.
ae+bL+cy=m,

ﬁ
-~
& 22

(8 ad+bB+cy=m,
(6) ad"+bpB "+ cy'=m",
(7 da+bB 'y =n,
(8) a'd + B+ cy=mn,
(9) aa"+ B+ cy'=n",

A*+B 4 C=EG—F =A.

Eliminons des équations (1), (&), (7) les quantités 3, 7, ce qui se fera en
multipliant ces équations par be'— ¢b’, b'C —¢'B, ¢B—bC, et ajoutant;
nous aurons ainsi

[A (be'—cb' )+ a (b'C—c'B)-a (cB—0)]«

=D (b¢'— ¢b') +m(b'€—¢'B)+n (cB—bC),
4
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équation que nous transformons facilement en celle-ci :
AD =a A+ a (nF—mG) 4 a’ (mF—nE).
En éliminant des mémes équations, soit « et y, soit « et 3, on obtiendrait

de méme
BD =B A+ b (nF —mG)4-b" (mF —nE),

CD =y A+ ¢ (nF —mG)-- ¢’ (mF — nE).
Multipliant ces trois équations respectivement par ”, 3", y” et ajoutant,
nous obtenons
0) DD"= (ae"+ BB"+77") A |
+ m” (nF —mG)4-n" (mF — nE).
Si nous traitons de méme les équations (2), (5), (8), il vient
AD=d' A 4 a WF—m'G) 4 a’' (m'F—n’E),
BD'=F'A+ b (nF—mG)+ b (mF—nE),
CD'=y'A + ¢ (W'F—m'G)+ ¢’ (m'F—n'E);
multipliant ces équations respectivement par «, ', ' et ajoutant, on a
D= ("4 B* 4 y*) A+ m’ (WF—m'G) 4 n'(mF—n’E),
- La combinaison de cette équation avec I'équation (10) donne

DD,"—— Dr’ —_ “d”""’ ﬁﬁ"+ )Iy"— al’— ﬁl’—‘ yl,) A
~+E (n*—nn")+F (mm"—2m'n'4-mn")+ G (m*—mm”).

Maintenant il est évident que I'on a

d_E:Qm, @——Qm’, %:m’-}—n, g—g:m”+n',

dp dg
aG_ _ , ac__ _ .,
| a;__Qn, @_Qn ,
ou bien

_ AV dE _i@ . _dF 1 dG
2@y "Tip " Ta iy
n—@_i@ n’-—!..(_lﬁ n"—-iéﬁ
“Tdp 2d¢g —2dp’ —2dg

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



27
de plus, il est facile de s’assurer que 'on a

dn__dw__dm”  dm
7 ” ’I_— I’— I’— I’ _ —
ac’+ PR yy —= B dq dp dp dq
1 d'E 1 d*F 1 d’G
=72 7dg* Tdpdg” 2 dp?

Si maintenant nous substituons ces expressions diverses dans la formule
élablie & la fin du § précédent, pour la mesure de la courbure, nous parve-
nons a la formule suivante, qui ne renferme que les seules quantités E, F, G,
avec leurs quotients différentiels du premier et du second ordre :

. dE dG dF dG |, /dG\’
HEG—F E=E| 3" 4 235'79+(%)]

di d6  dE d6 _dE dF , ,dF dF _dF dG
+F<8ﬁ'ﬁ+%'@—2d4 PR T 27@'%)

dE dG dE dF
+(% 525 it 5]

. /&'E _ &'F
—2(EG—F)(dq dedq+dp )

XIL

Si I'on remarque que I'on a toujours
do* +dy*+-dz*=Edp*+2Fdp.dq+ Gdg,

on voit de suite que V' Edp*+2Fdpdg+Gdg® estl'expression générale d'un
élément linéaire sur une surface courbe. Cela étant, I'analyse exposée dans le
§ précédent nous apprend que, pour trouver la mesure de la courbure, on
n’a pas besoin de formules finies donnant les coordonnées , ¥, z, en fonc-
tion des indéterminées p et g, mais qu'il suffit d’avoir I'expression générale
de la grandeur de chaque élément linéaire. Venons a quelques applications
de cet important théoréme.

Supposons que notre surface courbe puisse étre appliquée sur une autre

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



28
surface, courbe ou plane, de telle sorte qu'a chaque point de la premiére
surface déterminé par les coordonnées z, ¥, z, il vienne correspondre un
point déterminé de la seconde surface, dont les coordonnées soient z', ', z'.
1l est évident que ', %', 2’ peuvent aussi étre considérés comme des fonc-
tions de p et de ¢, d'oti pour I’élément V' da"*+dy+ dz™* une expression
telle que

VEdp*+2Fdp.dq+Gdg,
E', F', G’ étant aussi des fonctions de p et de ¢. Mais par la notion méme

de U'gpplication dont il s'agit ici, les éléments qui se correspondent sur

chaque surface seront nécessairement égaux, et I'on aura identiquement
E=FE, F=F, G=0G

de sorte que la formule du § précédent conduit spontanément a ce théo-

réme remarquable :

St une surface courbe est appliquée sur une aulre surface courbe
quelconque , la mesure de la courbure en chaque point reste inva-
riable (*). ,

Par suite, la courbure intégrale d'une portion finie quelconque de
la surface ne changera pas.

Un cas particulier auquel les géométres avaient jusqu’ici borné leurs re-
cherches est celui des surfaces développables, ou susceptibles d’étre appli-
quées sur un plan. Notre théorie nous apprend spontanément que, pour de
telles surfaces, la mesure de la courbure en chaque point sera — o; cest
pourquoi, si'on définit analytiquement ces surfaces en suivant la troisiéme
méthode, on aura, pour chaque point,

dr (L)'

do*  dy* dzdy) — 7’
équation caractéristique qui est connue depuis longtemps, mais qu’a notre
avis du moins on ne démontre pas d’ordinaire avec toute la rigueur dési-
rable (%).

() Voir ci-aprés, Etude des surfaces conlinues, § XII.
(*) Voir ci-aprés, note (a).
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XIIIL.

Les considérations que nous venons d’exposer se lient 3 un mode parti-
culier d'envisager les surfaces, qui nous parait digne au plus haut degré de
fixer ’attention des géométres. En effet, si I'on considére une surface non
comme la limite d’un solide, mais bien comme un solide flexible et inexten-
sible, dont une dimension est censée s'évanouir, les propriétés de la surface
dépendront en partie de la forme particuliére qu’elle peut prendre, par suite
d’une flexion telle qu'on voudra, et seront, en partie, absolues et invariables,
quelle que soit cette forme. C’est & cette derniére sorte de propriétés, dont
I'étude ouvre & la géométrie un champ nouveau et trés-vaste, que se rappor-
tent la mesure de la courbure et la courbure intégrale, dans le sens que nous
donnons & ces expressions; on peut envisager sous le méme point de vue
la théorie des lignes géodésiques et d’autres sujets que nous nous réservons
de traiter plus tard. Dans cet ordre de considérations, une surface plane
ou une surface développable, qu'elle soit cylindrique ou conique, etc.,
sont regardées comme essentiellement identiques, et nous trouvons un
mode générique de caractériser ces surfaces qui consiste a se servir de
l'expression V'Edp*+2Fdpdg—+Gdg* qui lie un élément linéaire quel-
conque aux indéterminées p et ¢. Mais avant d’entrer dans plus de dévelop-
pements sur ce sujet, il importe de présenter les principes de la théorie des
lignes géodésiques sur une surface courbe donnée.

XIV.

On caractérise, en général, une ligne courbe dans I'espace en considérant
les coordonnées z, ¥, z de tous ces points comme de certaines fonctions
d'une seule variable que nous appellerons w. La longueur d’une telle ligne,
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a partir d'un point initial arbitraire jusqu'au point dont les coordonnées
sont , ¥, 2, est exprimée par I'intégrale

JauVEY+ (Y T (EY.

dw dw

Si nous supposons que la position de cette courbe éprouve une variation
infiniment petite, de telle sorte que les coordonnées de chaque point re-
¢oivent des variations dz, 0y, Jz, la variation de 11 longueur totale sera

_ fdz.ddr+dy.ddy-+-dz.ddz
_/ Vi +dy+dzt

expression que I'on peut mettre sous fa forme
de.dx+dy.d0y4-dz.0z
Vida*+ dy*+ dz*
dx dy
08.d -0y d
/‘ ? dl/d.v’+ ' F EaR d‘/dm’—f-dy’—{- dz
dz :
d9z.d
+oz Vida*+ dy*+dz*
Dans le cas ou la ligne doit étre la plus courte possible entre ses poinis
extrémes, il est clair que les quantités sous le signe’ / doivent s'évanouir. Si
la ligne doit se trouver sur une surface donnée, caractérisée par I'équation,

Pdw 4+ Qdy +Rdz=0,
les variations dwz, dy, 9z devront aussi satisfaire a I'équation
Pdx+ Qdy+Rdz=0;

d'ou, par des principe.s bien connus, I'on conclut facilement que les diffé-

rentielles
) dx - dy daz

d. ’ d, ’ d,_*;*——“‘;::_—,

Vide' Fdy*+-dz*°  VideFdy*+dz*’ ~ Vde'+ dy*+ dz°

doivent étre respectivement proportionnelles aux quantités P, Q, R. Soit
maintenant dr I'élément de la ligne courbe, 2 le point de la surface sphéri-
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que auxiliaire qui représente la direction de cet élément, L le point de la
méme surface sphériGue qui représente la direction de la normale i la sur-
face courbe ; enfin soient £, n, ¢ les coordonnées du point 2, et X, Y, Z les
coordonnées du point L par rapport an centre de la sphére; on aura

de==Edr, dy=udr, dz=¢dr;

“d"ol nous concluons que les différentielles ci-dessus seront représentées par
dt, dn, d%. EL comme les quantités P, Q, R sont elles-mémes proportion-
nelles &4 X, Y, Z, la ligne la plus courte sera représentée par les équations

di__dn_dt

XY 7
Au reste, il est facile de voir que 1”dE*+ dn®+ dg® représente I'arc de la
surface sphérique qui mesure 'angle des directions des tangentes au com-
mencement et & la fin de I'élément dr, et dont la valeur est @, en représen-
tant par p le rayon de courbure de la géodésique en ce point. D'aprés cela,

on aura“
pdi=Xdr, pdn=Ydr, pdt=1dr,

XV.

Considérons, sur une surface courbe, une infinité de géodésiques partant
d’'un méme point donné A, et distinguons ces lignes entre elles par I'angle
que fait le premier élément de chacune avec le premier élément de I'une
d’elies prise pour terme ‘de comparaison; soit ¢ cet angle, ou, plus géné-
ralement, une fonction de cet angle, et » la longueur comprise entre le
point A etle point dont les coordonnées sont z, ¥, z, sur la ligne géodésique
correspondante & I'angle . Comme & des valeurs données de r et ¢ il cor-
respond des points déterminés de la surface, on peut regarder «, ¥, z comme
des fonctions des variables r et ¢. Conservons, d'autre part, les notations
ML, & ¢ X, Y, Z dans le sens des. définitions données ci-dessus, en les
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rapportant & un point quelconque de telle ligne géodésique qu'on voudra.

Toutes les lignes géodésiques de méme longueur r seront terminées a
une autre ligne dont nous représenterons par » la longueur, a partir d'un de
ses points arbitrairement choisi. On pourra considérer v comme une fonction
des indéterminées r et ¢, et si nous désignons par A’ le point de la surface
sphérique auxiliaire qui représente la direction de I'élément dv, et, en outre,
par&, ', ¢ les coordonnées de ce point par rapport an centre de la sphére,
nous aurons

dy _ ., dv o d
—E'dG 'd‘q)-——'n ?, B—?;——c-%.
de 132, et des équations
dw dy dz _
——g —J;:—nr a—r—cy
il résulte que l'on a
dy de | dy dy _ Ao,

Nous désignerons par S le premier membre de cette equatxon S sera une
fonction des variables r et ¢, qui nous donnera, en différentiant par rap-
portar,

ds dx dx d*z dz
Fri dr"d<p+dr‘ +dr"dq>

d[(dr) ( )+ (@) ]

dE dz PaE+n+8)
=T dqo+dr +dr dq:+ &
Mais &2+ n* 4 &* =1, et, par suite, la différentielle de cette quantité =o;
d’autre part, d’aprés le § précédent, nous avons, en désignant maintenant
par p le rayon de courbure de la ligne géodésique a son extrémité

di _ X dn Y dc _ 1

_ —_———, — -

dr e’ dr p’ dr ¢

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



33
Nous oblenons ainsi

ds

as LI, dv _
dr

] v 2y , dv
;- (X&~4-Yn'4-2¢) . -d—',; —P .cosLa T

I

0,

puisque le point 2" appartient évidemment au grand cercle dont le péle est L.
De la nous concluons que 8 est indépendant de r et n’est fonction que de ¢.
Mais pour rr=o0, on a évidlemment v=o0, et conséquemment aussi % =0,
avec S=o, indépendamment de ¢. On aura donc généralement, de toute
nécessité, S=o, et par suite cos AA'’=o, ¢'est-a-dire AA’=90°, D’ou nous
concluons : '

THEOREME. — Si U'on méne, sur une surface courbe, & partir d'un

méme point, une infinité de lignes géodésiques de méme longueur, la
ligne qui joint les extrémités de ces lignes les coupera toutes & angle
droit. . .
Nous avons pensé qu'il imporlait de déduire ce théoréme de la propriété
fondamenlale des lignes géodésiques, mais on peut le démontrer sans au-
cun calcul par le raisonnement suivant. Soient AB, AB’ deux lignes géodési-
ques de méme longueur, faisant en A un angle infiniment petit; supposons
que l'un ou l'autre des deux angles que fail I'élément BB’ avec les lignes
BA, B'A différe d'un angle droit d’'une quantité finie; alors, par la loi de
continuité, 'un de ces angles sera plus grand, l'autre plus petit qu’un angle
droit. Supposons que I'angle en B soit =90°—uw, et prenons sur la ligne BA
un point C tel que I'on ait

BC=BB". coséc »,

il sera permis de traiter le triangle infiniment petit BB'C comme plan, et

I'on aura
CB'=BC . cos o,

et par suite

AC+HCB'=AC-}-BC. cos »=AB —BGC (1—cos )
=AB'~—BC (1 —cos v},

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



34

c'est-a-dire que le chemin de A en B’ par le point C serait plus eourt que la
ligne la plus courte, ce qui est absurde.

XVI.

Au théoréme précédent nous joignons celui-ci :

St Lon congoit, sur une surface courbe, une ligne-quelconque, de cha-
cun des points de laquelle partent sous des angles droils et du méme
cOté de la surface une infinité de lignes géodésiques de méme longueur,
la courbe quv joint les extrémités de ces lignes les coupera toules d
angle droit. Pour la démonstralion de ce théoréme, il n’y a rien a changer
dans l'analyse précédente, si ce n'est que ¢ doit désigner la longueur de
la courbe donnée, comptée a partir d’'un point arbitraire, ou, si I'on ajme
mieux, une fonction de ceite longueur; de celte maniére, les mémes raison-
nements s’appliqueront, avec cette modification que I'équation S==o0 pour
r=0 est impliquée maintenant dans I'hypothése elle-méme. Du reste, ce
nouveau théoréme n’est autre chose que le théoréme précédent généraliseé ; -
car on en déduit ce dernier en adoptant pour la ligne donnée un cercle in-
finiment petit décrit autour du point A comme centre. Enfin, nous avertissons
qu’on peut remplacer ici comme précédemment I'analyse par des considéra-
tions géométriques qui sont, d'ailleurs, si aisées & découvnir, que nous ju-
geons inutile de nous y arréter (*).

XVIL

Nous retournons & la formule #"Edp*~+2Fdp. dg+Gdg® qui représenle
généralement la grandeur d’un élément linéaire sur une surface courbe, et,
avant tout, nous allons examiner la signification géométrique des coefficients
E, F, G. Nous avons déja dit, au § V, que P'on pouvait, sur une surface

(*) Voir ci-aprés, note (b).
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courbe, concevoir deux systemes de lignes : I'un pour lequel p est variable, ¢
constant; l'autre pour lequel ¢ est variable, p constant. Chaque point de la
surface peut étre considéré comme étant l'intersection d'une ligne du pre-
mier systéme avec une ligne du second; et alor$ I'élément de la premiére
ligne adjacent & ce point et correspondant 2 une variation dp, sera=1"E dp;
de méme I'élément de la seconde ligne correspondant a une variation dg, sera
=1"Gdg; enfin, en appelant » 'angle compris entre ces éléments, on voit
sans peine que cos » _17%5 D’autre part, Vaire du parallelogramme infini-
ment petit, compris sur la surface courbe, entre deux lignes du premler
systéme auxquelles correspondraient ¢ et ¢g---dgq, et deux lignes du second
systeme auxquelles correspondraient p et p-4-dp, sera V"' EG—F* dp dgq.

Une ligne quelconque, sur la surface courbe, différente de celles qui ap-
partiennent 3 ['un ou & l'autre de ces deux systémes, s’obtient en concevant
que p et q sont des fonctions d’une nouvelle variable, ou que 'une de ces
quantités est fonction de l'autre. Soit S la longueur d’une telle courbe, me-
née & partir d’un point arbitraire comme originé, et dans un eertain sens que
nous regarderons comme positif. Appelons 9 Langle que fait I'élément
ds=1"Edp*+ 2Fdp .dq+ Gdg* avec la ligne du premier systéme qui passe
par le commencement de I'élément; et supposons, pour éviter toute am-
biguité, que P’angle 6 est toujours compté & partir de la branche de cette
ligne pour laquelle p augmente, et est regardé comme positif du cdté o les
valears de ¢ augmentent elles-mémes. Cela pose, il est trés-aisé de voir que
I'on a

Edp—l—qu
VE
V'EG—F*.dg
VE

c0s0.ds =1"F.dp+1"G.cosw.dg =

sinf.ds =1 G.sinw. dg=
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XVIII.

Nous chercherons maintenant quelle est la condition pour que celte ligne
soit une géodésique. Puisque la longueur s est exprimée par I'intégrale

s=fl/Edp’+2de.dq+qu',

la condition du minimum exige que la variation de celte intégrale soil nulle
pour un changement infiniment petit dans le tracé de la ligne. Le calcul
auquel nous allons étre conduits sera le plus simple possible, si nous con-
sidérons p comme une fonction de ¢. On aura alors, en représentant la va-
riation de chaque quantité par la caractéristique 2

f(«;i p o+ 20 dp . dg+ 32 da*) opHREdpHeRdg dip
03._.

2ds
_Edp+4Fdg ,
dE ,, . 2dF
pr 28 g+ 5 ag
d d d Ed
+/ap(1’ pgds PTT g p(—jl;qu

et il est constant que les quantités comprises sous le signe s doivent s'éva-
nouir indépendamment de dp. On aura done

dE 2dF .« Edp - Fdg
o dp* +=— i .dp.dq + dq_st.d——-——_ T

—_ ds.dE.cose ’ I
—2ds.dV'E —_—— — .d6. .Si
ds.d.} Fcos@ % -2ds.d 6.1 E.sin o
(Edp'*'Fd‘”dE — 2V EG—F .dg.d?
:(F:@P:F*;Eﬂi) . (dEd +71? dq)——QI/EG—F’.dq.de.
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Kt de 14 nous tirons, pour la ligne géodésique, I'équation de condition
suivante

A1F dE AF dE 1dE

/EG —TF* === . —=—.d
VEG—F.do=3 T P+3E ag d+2dq
dF 1dG
_@'dp—éd_ﬁ'dq’
qu'il est permis d’éerire ainsi
AF 1 dE dF 1dG
S I ] — — o,
VEQ F*.d6= 2E dE+2dq fip PR Y dq.
Du reste, au moyen de 'dquation
- E F
LG:———; —
“ I”'EG—F? +I/EG—~F’

on pourrait éliminer 6 de I’équation ci-dessus, et obtenir ainsi une équation
différentielle entre p et ¢; mais elle -serait plus compliquée et moins utile
pour les applications.

XIX.

Les formules générales, propres & représenter la mesure de la courbure
et la variation de la direction de la géodésique, auxquelles nous sommes
parvenus dans les §§ XI el XVIII, deviennent beaucoup plus simples lorsque
les quantités p et q sont choisies de telle maniére que les lignes du premier
systéme coupent partout orthogonalement les lignes du second, ¢'est-a-dire
de maniére que on ait généralement »=90°, ou F=o. On a alors, en
effet, pour la mesure de la courbure,

dE dG dG dE " dG dE
LE'Gk=E. E( ) G . G( )
dg dq+ dp + dp’ dp+ dq
d*E
~2E(j(dq’+d :)’
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et pour la variation de I'angle 9,

== 1dE 1dG

EG . d6=§% < dp ~adp

Parmi les différents cas dans lesquels celle condition d’orthogonalité est
remplie, il faut en premier lieu remarquer celui o toutes les lignes de 'un ou
de P'autre systéme, par exemple du premier, sont des géodésiques. Alors,
pour une valeur constante de g, I'angle 6 devient = o, et par suite 'équation
vi-dessus, qui donne la variation de I'angle 8, montre que I’on doit avoir
‘;5% =0, ce qui veul dire que le coefficient E sera indépendant de ¢, et sera,
par conséquent, ou bien constant ou bien fonction de la seule indéterminée
p. On pourra d'ailleurs adopter simplement pour p la longueur elle~méme
de ehaque ligne du premier systéme, comptée, si toutes les lignes du pre-
mier systéme concourent en un point, a partir de ce point, ou, autrement,
A partir d’'une ligne quelconque du second systéme. Cela posé, il est clair
que les indéterminées p et ¢ ne sont pas auntre chose que les quantités que
nous avons désignées parr et ¢ dans les §§ XV et XVI; il est clair aussi que

'on a E=4. De cette maniére les formules précédentes se changent en

dgq.

celles-ci :
L6 h= (%)2—-2(}%%, |
Vﬁde:—%%-dq,
ou, en posant L G = m,
k=—~£—@—%, deé—%.dq.

Généralement, m sera une fonetion de p et de g, et mdq I'expression d'un
élément quelconque d'une ligne du second systéme. Mais dans le cas parti-
culier ou toutes les lignes p partent d'un méme point, on aura évidemment
pour p==0, m=0; sidonc, dans ce cas, nous adoptons pour ¢ I'angle méme
que le premier élément d’une ligne quelconque du premier systéme fait avec
I’élément de I'une d’elles choisie pour terme de comparaison, et si nous re-
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marquons que, pour une valeur infiniment petite dé p, I'élément d’'une ligne
du second systéme (que I'on peut considérer comme un cercle décrit d'un
rayon p), sera == pdq, nous aurons, pour une valeur infiniment petite de p,

_ . . . d
m==p, et par suite, pour p=o0, ala fois m=o0 d—";=l.

XX.

Arrétons-nous encore un moment i cetle supposition, dans laquelle p
désigne la longueur indéfinie d’'une ligne géodésique, menée d'un point
déterminé A & un point quelconque de la surface, et ¢ I'angle que le pre-
mier élément de cette ligne fait avec le premier élément d'une ligne géodé-
sique donnée, partant du point A. Soit B un point déterminé sur cetle ligne,
pour laquelle g==0, et C un autre point déterminé sur la surface, pour lequel
q aura une valeur que nous désignerons simplement par A. Supposons que
les points B et C soient joints par une ligne géodésique, dont nous désigne-
rons, d'une maniére indéfinie, par s, comme au § XVIII, la longueur comp-
lée & partir du point B; nous désignerons aussi par 9, comme dans ce
méme §, I'angle que chaque élément ds fait, en un point quelconque,
avec I'élément dp: et, enfin, par 6°, 6" les valeurs de I'angle 6 dans les
points B et C. Nous aurons ainsi sur la surface courbe un triangle compris
entre trois lignes géodésiques, et les angles en B et C, que nous désigne-
rons simplement par ces mémes lettres, seront égaux, celui-la au complé-
ment de I'angle 6° 4 180°, celui-ci & I'angle 6" lui-méme. Mais comme, dans
notre analyse, ainsi qu'il est facile de le voir, tous les angles doivent dire
censés exprimés, non en degrés, mais par des nombres, de telle sorte que
l'angle de 87° 17" 45", auquel correspond un arc égal au rayon, soit pris
pour unité, il faut poser, en appelant 2x la circonférence du cercle

9°=TK—-B, 9’=C.

Cherchons maintenant quelle est la courbure intégrale de ce triangle ; la
courbure, en un point donné, est =kds, ds représentant un élément su-
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perficiel ; et comme cet élément esl exprimé par mdp.dgq, on voit qu'il faut
calculer I'intégrale s /' kmdp.dq, pour toute la surface du triangle. Commen-
cons par I'intégration suivant p, qui, a cause de k= %; ﬁp’f, nous donne
dg. {const. — -d—) pour la courbure intégrale de I'aire comprise entre les li-
gnes du premier systeme auxquelles correspondent les valeurs de la seconde
indéterminée ¢, ¢+ dg; comme cette courbure intégrale doit s'évanouir
pour p=o, la quanme constante introduite par Pintégration doit étre égale
a la valeur méme de? ?f pour p==0, c'est-a-dire a I'unilé. Nous avons ainsi
dq (4 d:’") expression dans laquelle nous devons donner & E;T la valeur
~ que prend celte fonction au point o I'élément superficiel que I'on consi-
dére vient aboutir  la ligne CB. Mais, sur cette ligne, on a, d’aprés le para-
graphe précédent, ‘-i%‘;dq = —d#, en sorte que notre expression se change
en dg-do. Inlégrant maintenant entre les limites g=o et g==A , nous obte-
nons, pour la courbure intégrale du triangle, A4-0'—8°=A4-B4-C—r.

La courbure intégrale n’est autre chose que l'aire de cette porlion de la
surface sphérique auxiliaire qui correspond au triangle, affectée du signe
positif ou du signe négatif, suivant que la surface courbe sur laquelle le
triangle est tracé est concavo-contave, ou concavo-convexe; il faul d'ail-
leurs prendre pour unité de superficie le carré dont le coté est l'unité
{le rayon de la sphére), ce qui donne 4= pour la surface totale de la sphére.
Cela étant, la portion de surface sphérique qui correspond au triangle est a
la surface entiére de la sphére comme == (A+B--C—r) esl 2 4=. Ce théo-
réme, qui, si nous ne nous abusons point, peut étre compté au nombre
des plus élégants dans la théorie des surfaces courbes, peut aussi s’énon-
cer de la maniére suivante :

La somme des angles d'un triangle formé par des lignes géodésiques
sur une surface quelconque, est supérieure a 180° si cetle surface est
concavo-concave, et inférieure a 180° st elle est concavo-convexe,
d'une quantité qui @ pour mesure Uaire du triangle sphérique qui lui
correspond, d’aprés les directions des normales, en comptant la sur-
face totale de la sphére pour 720° (*).

{*) Voir ci-aprés, note (c).
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Plus généralement, dans un polygone de n cotés, dont chaque coté
serait formé par une ligne géodésique, la différence (en plus ou en moins,
stivant la nature de la surface) entre la somme des angles et 2n— 4 droits
est égale 4 l'aire du polygone correspondant sur la surface sphérique,
pourvu que I’on prenne 720° pour la' surface totale de la sphére; c’est ce qui
découle immédiatement du théoréme précédent, en imaginant qu’on ait di-
visé le polygone donné en triangles.

XXI.

Restituons aux caractéres p, ¢, F,F,G, o les signiﬁbations générales qui
leur avaient 61¢ attribuées précédemment, et supposons que la nature de la
surface courbe que I'on considére soit, en outre, définie a I'aide de deux
variables du méme genre, mais différentes, p’ et q'; de telle sorte qu'un
élément linéaire quelconque ait pour expression : .

VEd Fardy - dg -G g

Par la, a chaque point de la surface, défini par des valeurs déterminées
des variables p et g, correspondrqnl; des valeurs déterminées des variables
p' el q’, en sorte que celles-ci seront de certaines fonctions de p et de g,
fonctions dont nous supposerons que la différentiation donne

dp'=adp+fdg,
| dq'=ydp+ddg.

Nous nous proposons en ce moment de découvrir la signification géomé-
trique de ces coefficients, «, {3, 7, 9.

On peut, d’aprés ce qui précéde, concevoir, sur la surface courbe, quatre -
systémes de lignes, pour lesquelles, respectivement, p, ¢, p’ et ¢’ seront
des conslantes. Si, par le point déterminé auquel correspondent les valeurs
»qP, ¢', nous supposons qu’on méne les quatre lignes de ces systémes,

6
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les éléments de ces lignes qui correspondront aux variations positives dp,
dq, dp’, dq’, seront

V'E.dp, VG.dg, VE.dp, VG .dg.

Les angles que les directions de ces éléments font avec une direction fixe
arbitraire, nous les appellerons M, N, M, N, en les comptant dans le sens
ou la seconde ligne est placée par rapport a la premiére, de telle sorte que
sin (N—M) soit une quantité positive ; nous supposerons (ce qui est permis)
que la quatriéme ligne soit placée de la méme maniére par rapport a la
seconde, de telle sorte que sin (N'—M’) soil aussi une quantité positive.
Cela posé, si nous considérons un autre point, infiniment peu distant
du premier, auquel correspondent les valeurs p--dp, ¢+dq, p'+ dp’,
g+ dq’, il nous suffira d’une légére attention pour voir que 'on a généra-
lement, c’est-a-dire indépendamment des valeurs des varialions dp, dg,
dp’, dq’,

VE.dp.sinM+-1"G.dg.sin N=V"E.dp’.sin M+ 1/G".dg.sin N,

car chacune de ces expressions n'est autre chose que la distance du nou-
veau point & la ligne & partir de laquelle les angles des directions sont
comptés. Mais nous avons, d’aprés une notation déja introduite, N—M=1o,
et nous ferons, par analogie, N—MN'="; nous poserons aussi N—M'=1{.
De cette maniére, I'équation que nous venons de trouver prendra la forme
suivante :

VE.dp.sin (W— o+ ¢) 417G, dg.sin M'4-¢)
=V'E.dp’.sin M4 VG .dg .sin (M4 o),
ou celle-ci:

VE.dp.sin (N—o—o'4-{)4-1"G.dg.sin (N—o'4- )
=V'E.dp'. sin (N'— o) 417G’ dq’.sin N'.

Et comme I'équation qui nous a conduits 4 ces deux formules doit évidem-
ment exister indépendamment de la direction initiale, nous pouvons choisir
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arbitrairement cette direclion. Faisant donc N'==0 dans la seconde formule,
et M'=o dans la premiére, nous obliendrons les équations suivantes :

VE .sino’.dp'=VE.sin (0 o'— ). dp 4 1/ G.sin (w'—1{). dg,
VG .sine’ . dg'=V"E.sin ({—o).dp -+ 1 G.sin §.dg.
Ces équalions devant tre identiques & celles-ci:

dp'=a dp 3 dp,

dg'=y dp+9 dy,
on pourra, par la, déterminer les valeurs des coelficients «, {3, y, 9. Ces
valeurs seront

\/E sin (o4-o'—¢), 5= V»—, sin (w'—¢)

sin o’ anm
7—\/:13:...5‘“(*—0’), 3 =VE sing,

G sinow G sino’

a quoi 1l faut joindre les équations

F : ’
€OS == ———> €08 = ———>
V'EG VEG
sine—\/ EG—F* sinw =)/ EG—=F*
Sin ® V—EG—— EG

a l'aide desquelles on peut gcrire les quatre équations précédentes comme
il suit :
A BE—F =V/EG .sin {o 4 o'—9),
EVEG—F*=1"GG .sin (W —1),
7VEG—F*=1EE .sin ($ —0),
IVEG—F =VGL .sin .
Comme par les substitations dp'=«dp-+Pdg, dg'=ydp--ddg, le rindme

E dp* 4 2F dp'. dg'+G dg*
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doit se changer en Edp*-+ 2Fdp.dq-- G dq®, nous obtenons facilement
EG—F = (E'G'—F*) (xd—fy)";

et comme, inversement, le deuxiéme trinome doit se changer en le premier,
par les substitutions

(@3 —Py) dp =ddp'— Bdq’, (20— Py) dg=—ydp'+2dyq,

nous trouvons aussi
EG—F’

2 S F

Ed*—2Fyd+67' =pe— - E

EG—F* _,

E 80 —F (a3 y) 4 62y = s - T

. . _EG—F*

Ef—2Fof 6o = - 6
XXI1I.

Des recherches tout a fait générales exposées dans le § précédent, nous
allons descendre 4 une application trés-élendue dans laquelle, en conser-
vant 4 p et ¢ leurs significations les plus générales, nous adoplerons pour
P et g’ les quantildés que nous avons appelées r et 9 au § XV, en nous
servant encore de ces mémes caracléres, de sorle que, pour chaque point
de la surface, r sera la plus courte dislance de ce point & un point pris
pour origine, et ¢ I'angle compris & 'origine entre le premier élément et
une cerlaine direction fixe. Nous avons ainsi E'=1, F=0, »'=90°; nous
poserons, en outre, V' G'=m, en sorte qu’un élément linéaire quelconque
deviendra == VW De cette maniére, les quatre équations expri-
mant «, 3, y, , auxquelles nous sommes parvenus dans le § précédent,
nous donneront :
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m VE.cos (o) =2+
2) V'G.cos Y = %,
) Vﬁ.sin(¢—o))=m.g%,'
' 4
V'G.sin § =m.o2.
(&) G.siny=m a7

Les deux derniéres équations du § précédent donnent, en outre,

6  E—F= (dr> gp .4 dr G<£l£’

dq apag T O\
. dr dr\de _ dr dr\ do
(6_) (E'd_q de> dg (F &)y

C'est de ces équations qu’il faudra se servir pour la détermination des
quantités r, 9, ¢ et (au besoin) m, en fonction de p et ¢; I'intégration de
I'équation (5) donnera r; r étant trouvé, I'intégration de I'équation (6) don-
nera ¢; ensuite, I'une ou l'autre des équations (1), (2) fera connaitre ¢;
enfin m s'obtiendra au moyen de I'une ou l'autre des équations (3), (4).

L'intégration générale des équations (5), (6) doit nécessairement intro-
duire deux fonctions arbitraires dont nous comprendrons facilement la si-
gnificalion si nous réfléchissons que ces équations ne sont pas limitées au
cas que nous considérons, mais qu’elles subsistent encore en prenant r et ¢
dans la signification plus générale que nous leur avons donnée au § XVI,
de telle sorte que r soit la longueur de la ligne géodésique complée a
parlir d’une courbe arbitraire qui la rencontre normalement, et ¢ une fonc-
tion arbitraire de la longueur de la portion de celle derniére courbe inter-
ceptée entre la géodésique et un point arbitrairement choisi. La solulion
générale doit embrasser toules ces choses dans leur généralité; mais les
fonctions arbitraires se changent en des fonctions déterminées quand on se
donne la ligne arbitraire et la fonetion que ¢ doit représenter. Dans le cas
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ou nous nous sommes placés, on peut adopter un cercle infiniment petit,
ayant son centre au point méme  parlir duquel les distances r sont comp-
tées, et ¢ représentera les porlions en lesquelles ce cercle est divisé par les
différents rayons; d’'ott I'on conclut aisément que les équations (5) et (6)
suffisent complétement pour ce cas, pourvu que les fonctions qu’elles lais-
sent arbitraires soient déterminées par la condition d’exprimer convenable-
ment 7 et ¢, soit pour le point initial, soit pour les points qui en sont infini-
ment peu distants.

Au reste, pour ce qui regarde lintégration des équations (5) et (6), on
peut la ramener & l'intégralion d'équations différentielles ordinaires, mais
tellement compliquées qu'elles n’offriraient guére d'utilité. Au contraire, le
développement en séries, qui est bien suffisant pour les applications prati-
ques toules les fois qu'il s’agit de portions de surfaces restreintes, n’est
sujet & aucune difficulté ; des formules auxquelles on arrive ainsi découle,
comme d’une source féconde, la solution d’un grand nombre de problémes
extrémement importants. Nous nous contenterons de traiter ici un exemple
particulier, pour montrer le caractére de la méthode.

XXI.

Nous considérerons le cas ol toutes les lignes pour lesquelles p est cons-
tant sont des lignes géodésiques coupant normalement la ligne pour laquelle
¢=0, ligne que nous pourrons regarder comme axe des abscisses. Soit A le
point pour lequel r==0, D un point quelconque sur I'axe des abscisses,
AD==p, B un point quelconque sur la ligne géodésique normale 4 ADen D,
et BD == ¢, de telle sorte que p puisse étre considéré comme I'abscisse, g
comme T'ordonnée du point B; nous prenons les abscisses positives sur
cette branche de I’axe des abscisses pour laquelle 9=0, r étant toujours
pour nous une quantité positive; et quant aux ordonnées, nous regardons
comme positives celles qui se rapportent & cetle région de la surface ou
I'angle ¢ a des valeurs comptées de 0° & 180°.
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D’aprés le théoréme du § XVI, nous aurons w = 90e, F=o0, et aussi
G =1; nous poserous, en'outre, VE—=n; n sera une certaine fonction
de p et de g, telle que pour ¢ =10, sa valeur sera=1. L'application de la
formule donnée dans le § XVIII au cas actuel, montre que dans une géo-
désique quelconque, on doit avoir d6 =— d—’q’ dp, 6 représentant l'angle
compris entre un élément de cette ligne, et un élément de la ligne pour
laquelle ¢ est constant; et comme la ligne des abscisses est elle-méme ici
une géodésique, et que, pom tous ses points, on a 6=o0, il est clair que
pour ¢ = o, on aura partout —q—-o De la nous concluons que si 7 est dé-
veloppé en série suivant les puissances croissantes de ¢, celte série aura la
forme suivante :

=1+10"+g9q9° + hq*+-etc.,
. g, h, etc., étant des fonctions de p; nous poserons, d’autre part,
g I p
f=r-+fv+1p+ec.,

g=29°+9p+9"p*+etc.,
h=h°+ h'p 4 h"p*+ elc.,

et nous aurons ainsi
n=1+r¢+pg*+1P¢ + ele.,
+9°¢* +9'pg’ + ele.,
+ htgq* + elc.

XXIV.

Les équations du § XXII nous donnent, dans le cas actuel,
i%
=M

e, (dr\* | [dry? dr dp | dr dp__
n_n(Tq)+(d_1v5)’ Moy dg Ty

!

nsin‘y:—_%, cosqz:g—;, —ncosq)::m.gz,
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A T'aide de ces équations, dont la cinquiéme et la sixiéme sont maintenant
renfermées dans les autres, on pourra développer en série r, ¢, ¢, m, ou
des fonctions quelconques de ces quantités; parmi ces séries, nous élabli-
rons ici celles qui sont le plus dignes d'attention.

Puisque, pour des valeurs infiniment petites de p et de ¢, on doit avoir
r*==p*4-¢*, la série qui donne r* doit commencer par les termes p*--¢*:
nous obtenons les termes d'ordre supérieur par la méthode des coefficients
indéterminés (*), au moyen de I'équation

G )+ ()=

savoir :

2 1. 2., &
[1] r’=p'+q‘+§l"p’q’+§fp“q’+\gf—E/"’)p‘q’+etc-

+%g°,1”q3+?g'p’q‘
+ (54~ ;f“)’"q"
Et de la nous tirons, en nous aidant de la formule » sin ¢ = %& ‘-i—;-’
'rsiw:p—%f"p ’—if’p*q’—(if”-kfsf“)p ¢+
21 L =gy
l —-@ h"—fgf“)pq‘.

et de méme, a l'aide de la formule T cos ¢=%- dq )

(') Nous avons jugé inutile de donner ici ce calcul, qu’on peul d’ailleurs abréger a
Iaide de quelques artifices. (Note de M. Gauss.) -
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1., 2 .
rcos¢=q+§lbp’9+§fp q—l—(g 35 °)P 94 ..
.3 3
(3) +79°P ¢ +z90°¢
i, A4
+(§"°—4—5"“’>P’9’~

équations dont la combinaison fait connaitre I'angle ¢. De méme I’angle ¢
s’obtiendra, sous la forme la plus convenable, an moyen des séries dans
lesquelles se développeront r cos ¢ et rsin¢; pour cela, il faut se servir
des équations aux différentielles partielles

d'rd(;fsq’=ncosg.sin¢—rsin§o.g—;,
drdcqosgv C0S ¢ . COSY —17sing. g—z,
%?;o:nsinqusintk—!-rcoscp.%,
Md—sqlﬂ-?=sincp.cosq:+rcosgo.g—z,

do , . de
| ncosq».%—i—smxp.d—p_o,
dont la combinaison donne :

rsing d.rcose d.rcos¢

n " dp —+rcosy.

rsing d.rsing d.rsing .
T dp +rcos¢.——dq =rsing.

De la on déduit facilement les séries qui donnent r cos ¢, r sin ¢ ; ces séries,
dont les premiers termes doivent évidemment éire p et ¢, sont les suivantes :

=17c0s 9,

. . 2 5 ' 0 @ 3 1 8 02 3 52
reosy=p+gz P+l P4 +(4—6f — sl )p ¢+
T ars
) + 59" 55984
+@h——ﬂ’m,

7
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. g, 1, 1 ‘
rsing=g—zf P‘q—gfp”q—(rof -—-g-ﬁf“)p g— ..
A 3
5 et 9 ape
() | FOP 0 — 559 P* e
L .
\ —(gh Tgﬁf“)l’ 7.

De la combinaison des équations [2], [3], [4], [5], on pourrait tirer une
série pour 7* cos (¢=4¢), et de la, en divisant par la série [1], une série
pour cos ({+¢), al'aide de laquelle on pourrait arriver & une série donnant
'angle ¢—¢ lui-méme. Mais on obtient ce dernier résultat d’'une maniére
plus élégante comme il suit. En différentiant la premiére et la deuxiéme des
équations que nouns avons écrites au commencement de ce §, nous obte-
nons

sin¢. d +ncos4¢ q’+smnp d—q’—o
équation qui, combmee avec celle—cl

ncos¢.3—;+sinq;.3—g=o,

nous donnera

rsing dn
n dq

4 r8;n4‘ d (Llf—l—so) Freosd. (¢+<P

De cette équation nous tirerons facilement, par la méthode des coefficients
indéterminés, une série pour ¢-+-¢; cette série, dont le premier terme doit
stred = (le rayon étant pris pour unité, et 2= étant la circonférence du cer-

2
cle) sera la suivante:

¢+q>=%ﬂ—l’° Pq——-—fp q—(if’—%f" ’)p q

(6) ——g"pq’——zL gpq

0 4 3
l ——-(h —-3-f°')pq
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Il nous parait utile de développer aussi en série l'aire du triangle ABD.
Pour ce développement, nous nous servirons de I'équation de condition
suivante, que Pon déduit de considérations géométriques aisées & décou-
vrir (%), et dans ]aquelle S est I'aire cherchée :

rs;bnap ds+rcos¢ __rsmcpf dg,

Pintégration ayant pour point de départ la valeur g =o. Et de la nous obte-
nons, par la méthode des coefficients indéterminés :

A A (o N
1 3 1, 2
—l PP — 0P g 9P
{ 7 ' 1S o3 4- _2_ e _1__ 0o 2
- — s = (gl
__!_ 0 ;___3_ "m? b
0 Pl — 9P
1 1 s
_(_1_0_ ho___s_(_) fo !) pq

XXV.

e

Des formules du § précédent, se rapportant & un ftriangle rectangle
formé par des lignes géodésiques, nous allons nous élever a des formules
- tout & fait générales. Soit C un autre point sur la méme ligne géodésique DB,
pour lequel, p restant le méme, les caractéres ¢, 7', ¢', ¢, 8, désigneront
les mémes choses que ¢, r, ¢, ¥, S pour le point B. Nous obtenons ainsi
un triangle ABC, dont nous représenterons les angles par A, B, C, les cotés
opposés a ces angles par a, b, ¢, et la surface par ¢; nous exprimerons

("} Voir ci-aprés note (d).
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pare, B, 7, la mesure de la courbure dans les points A, B, C; supposant
d'ailleurs (ce qui nous est permis) que les quantités p, ¢, §—¢’ soient posi-
tives, nous avons .
A=9o—¢, B=¢, C=nr—{,
a=q—q, b=y, c="7, c=8~—§.

Avant tout, nous développerons o en série. En changeant, dans la for-
mule [7], chacune des quantités qui se rapportent & B, en celles qui se rap-
portent a C, on obtient S', et par la, en poussant le calcul jusqu'aux quan-
tités du sixiéme ordre,

[+ —%f" (p*+¢"+9¢'+9")

/l ’ 4 l ’ 43
o= (4= —g P 6P+ 747 +7¢")

4 ’ ) ’ X ]
| T o0 (g +) Bp i HAgr+Eg7)
Cette formule, au moyen de la série [2], savoir :
csinB=p (,l___a_fo :__"_flp s___'l_goqs_ )
3 q ¥ q 3 s |d
se change en celle-ci :
4 ’ I,
P — 5P —¢+9g+q7)

s=gacsinB| —gf'p (69 —8¢*+Tq0 +T0")

4 ’ 1 ’ ’
—gp 9" (307 ¢3¢ — 6"+ hg" g+ hgg" + 49"

La mesure de la courbure pour un point quelconque de la surface (d’aprés
le § XIX, ot m, P, ¢ avaient respectivement les significalions que nous
attribuons ici a4 7, ¢, p) est

NV dn__ 2f+699+12hg* 4.
nodg*T 1+ +...
=—2f—699—(12h—2/*) ¢*...
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D’ou il suit que, si p et ¢ se rapportent au point B, on a

p=—2f'—2fp—6g°q—2f"p*—69 pgq
— (120 —2f Y g —...,

on a de méme, pour les points Cet A,

y=—2["—2fp—69"¢—2["p*—6g py
— (2R =2 q*—...,
=—2f° .

Introduisant ees quantités dans la série qui donne o, nous obtiendrons I'ex-
pression suivante, qui est rigoureusement exacte jusqu’aux quantités du
sixiéme ordre {exclusivement)

4+420 (kp—2¢"+39¢"+3¢")
1 ' 9
a._-g-acsmB +420ﬁ(3p —6¢* 699"+ 3¢}

+g07 BF — 20+ g 4 g

On peut, sans sortir des mémes limites d’approximation, remplacer p, ¢
et ¢’ respectivement par ¢ sin B, ¢ cos B, ¢ cos B—a, et I'on a ainsi

4+4—;6a(3a’+4c‘—9 accosB)‘

—

8) s=zacsinB +4205(3a’+30’——42accosB)

l@

+my(4a’+3c’—9 ac cos B)

Et comme, dans cette équation, tout ce qui se rapporte a la ligne AD, menée
perpendiculairement sur BC, a disparu, nous pouvons permuter ensemble
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les points A, B, C, et nous obliendrons, toujours dans les mémes limites
d’approximation, '

1 s s |
T+gg = (30" + 3¢ — 12 bc cos A)

M pesioal o

9) o=gbesinA{ 5B (30" +4c'— 9 bocosA))
,I 2 ]

+m7(4b+3c-—9b0008A)

4+4_‘2_0a(3a’+4b'—9abcos(:)

(10) a:%absinc +T;_O B(ka*+ 3b*—9 abcos C)}

+T;—07 (3 a*+ 3 b* — 12 ab cos C)

XXVL

On peut, avec avantage, introduire ici la considération du triangle plan
rectiligne dont les cotés sont @, b, ¢; les angles de ce triangle, que nous
désignerons par A*, B¥, C*, différent des angles du triangle sur la surface
courbe, ¢’est-a-dire, de A, B, C, de quantités du second ordre, et il n’est pas
sans intérét de développer avec soin ces différences. Nous nous contenterons
du reste de poser les bases des -calculs auxquels on est ainsi conduit, cal-
culs i)lus prolixes que difficiles. ‘

En changeant dans les formules [1], [4], [5] les quantités qui se rappor-
tent a B en celles qui se rapportent & C, nous trouverons les formules pro-
pres a donner 7%, " cos¢’, r'sin¢’. Alors le développement de V'expres-
sion

r*+r*—(g—q)* —2rcosp.r cos¢ —2rsing.r'sin ¢,
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qui est

=b*+4c*—a*—2bc (cos A*—cos A),
combiné avec le développement de ’expression
rsing.» 0S¢ —rcosg.r sing,
qui est = bc sin A, fournit la formule suivante :
%f°+%f’p + % 9'la+19)
+(~,,—45 "—;;4-5 f"’)p’-{—% gp(g+q))-
+(g—g ) @)+

oS A*¥—cos A
=—(¢—¢')psinA

D’ou 'on tire, jusqu'aux quantités du cinquiéme ordre,

gl P8 A+ g 17

A A=—(g—0q)p +§35 g'p+9) +% h* (9* 499"+ 9"

4 1 2 3 r )
g0 /" TP+ T+ 1290 +7 7
En combinant cette formule avec celle-ci

1 ? i
Ro=ap [4 —gl" P+ ¢+ +q’—---)],

et avec les valeurs des quantités «, {3, y trouvées dans le § précédent, nous
obtenons, jusqu'aux quantités du cinquiéme ordre,
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1 A 1 2 oy 1 :
getpltogrtElPtsor+9)
| , n '
M)  A*=A—o{ +ph(¢—2¢r43¢")

’i 1] 9
+ g/ Gp*— 11 g Ak g —11¢%)

Par des opérations semblables, nous trouvons
| 1 | i . ., 1 . ,
E“-l'g@'f"rg}"f‘mf P+ 9rRe+q)
4 ! ,
(12) B*=B—g¢ +3 b (g —kgg 434
1 N ' ,
—gg /" R+ 8¢ —8q¢'+11¢7)
1 1 [ Vo o 1, o0
npetpbftgrtplPrpyre+2g)
1 ) .
43 C=C—c{ +gh* Be—ker+ig") 3

4 E] () 1 ’ !
—g5 /" @+ Mg —849¢'+8¢")

\

Réunissant ces résultats, et remarquant que la somme A*--B*-C* est
“égale & deux angles droits, nous en concluons I'excés de la somme A4B-+C
sur deux droits, savoir : '

TR .
§“+§5+§7+§fp+%gp(‘I+‘l)

(i) A+B4+C=r+0c 1
+ (2h°—§f“) @ —99—1q")

On aurait pu, du reste, déduire aussi cette derniére équation de la formule [6].
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Si la surface courbe est une sphére dont le rayon <R, pn aura
4 144 r’ °
“—.p 7__2fU='IT{’ f =07g=0)61'/0—f°’—':‘01

ou bien -
|

0._.
h 2% R*

Par suite, la formule [14] devient

A+B+C=rd

laquelle jouit d'une exactitude absolue; d'autre part, les formules [14],
(12], [13] donnent

g

g , .
A*=A—3—R,—W @p—+her —q*),

B*=B— o

TR PP—2¢ 200 +0"),

G
iS0R® (
-3 2 , ray.
C=C—gzptigon @+ 290 —2¢")
ou, dans les mémes limites d’approximation,

G

* o A 2 J—
AM=A—gp— 'lSOR‘ (0° 4" —2a%),
3 . N
T=B—gp— 'ISOR‘ (@* 4 ¢ —207),

e (e s __
€= C— g — g0 (¢ 0 —2¢"):
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En négligeant les quantités du quatriéme ordre, ces formules donnent im-
médiatement le théoréme si connu, di a Villustre Legendre.

XXVIII.

Nos formules générales, quand on rejette les termes du quatriéme ordre,
deviennent extrémement simples, savoir :

W= A o Ratbf),

B =B— (o fat267),

C*::C—:—gc (e+p+2y).

Ainsi, les angles A, B, C, sur une surface non sphérique, doivent subir des
réductions inégales, pour que leurs sinus deviennent proportionnels aux ~
cOlés opposés. L'inégalité, généralement parlant, sera du troisiéme ordre;
mais si la surface différe peu d’une sphére, alors I'inégalité atteint un ordre
plus élevé: sur la surface de la terre, dans les triangles mémes les plus
étendus dont il soit possible de mesurer les angles, on peut regarder la diffé-
rence comme tout & fait insensible. Par exemple, dans le plus grand triangle
parmi ceux que nous avons eu I'occasion de mesurer, il y a quelques années,
celui compris entre les points Hohehagen, Brocken, Inselsberg, dans lequel
'exces de la somme des angles se trouva étre de 14”,85348, le calcul nous
donna, pour les réductions applicables & chaque angle,

Hohehagen........ —4",95043,
Brocken .......... —4&",9510%,
Inselsberg....... v —4",95134.
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XXIX.

Pour terminer ces recherches, nous ajouterons encore la comparaison
de l'aire d'un triangle sur une surface courbe avec Faire d'un triangle recti-
ligne ayant g, b, ¢ pour cotés. Nous désignerons Iaire de ce triangle rectili-

gne par g%, qui sera

ab sin C*.

O =

1 coax ] in RY —
_§b051nA _QacsmB._

Nous avons, jusqu’aux quantités du quatrieme ordre,

sin A* = sin A—%MOSA a4 B4y,

ou, dans les mémes limites d’approximation, .
sin A =sin A*[d + bc cos A. (2a- 1—,6—{-7)—'

En substituant cette valeur dans la formule [9], on aura, jusqu'aux quan-
tités du sixiéme Qrdre,
] ) 4 < L 2 2 ~
l+woa(sb + 3¢ 2 bc cos )

D pesinadl 4
o—_.2bcsmA +4206(3b’+4c—£ be cos A)),

+m7(4b*+3c’—4 be cos A)

ou, avec la méme approximation,

4-;-420 (a!+2b*+20)+—’6 (%a+b'+2c)‘

s—=c"*

g7 (22040
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Pour une surface sphérique, cette équation prend la forme
R T

Aulieu de cette formule, on peut apssi, comme il est aisé de s'en assurer,
adopter la suivante, dans les mémes limites d’approximation :

 \/snA sinB . sinC

7=0G 0 - 0
sin A*. sin B*. sin C*

Si T'on applique ces formules 2 des triangles tracés sur une surface
courbe non sphérique, lerreur, généralement parlant, sera du cin-
quiéme ordre, et toul a fait insensible dans tous les triangles qu'il est
possible de mesurer sur la surface de la terre.

—— %\;{'Ji\q - SIS
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NOTES.
(@)
La démonstration de M. Gauss prouve rigoureusement que toule surface développable
et A 1aa . . . dz d*z d*z \* ..
satisfait a I'équalion différentielle praab i M) =0; mais il resiait a faire voir que,

réciprogquement, celte équation ne peut appartenir qu'a une telle surface. C'est ce qu'a
démontré récemment M. Liouville, en se servant d’un systéme de coordonnées trés-simple
et lout 4 fait général. Dars ce systéme de coordonnées, I'expression d’un élément lindaire
de la surface est ds*=) (d«*+dp*), ce quirevient a supposer F=o0, E=G, dans les for-
mules de M. Gauss; et il est aisé de s’assurer qu’on peut toujours faire cetle supposition.
(Voyez I'édition de la Géométrie analytique de Monge, publiée par M. Liouville — 1850—
Notes Il et 1V. — Voyez aussi notre Etude des surfaces continues, ci-aprés.)

(b)

Les théorémes des §§ XV et X VI résultent immédiatement de la considération des termes
en dehors du sigue f dans Pexpression donnde au § XIV; ces termes, néghgés par M.
Gauss, doivent éire éerits ainsi, en ayant égard au point de départ (1) el an point darrivée
1\:2), et supposant que la longuewr s, ecompide & partiv d'une certaine courbe de départ,

soit adoptée comme vaviable indépendante,

die Jxgt-dy Yy A-dz 9z, ﬂ da dx,+dydy,+dz 4z,
Vi de? + dy* 4 dz? VoA 4 dy*dzr

Si Lup de ces lermes, le second par exemple, esl nul, alors la geodesique seta normale
alda courbe de départ; et, dans ce cag, le premier terme deyant s’évanouir aussi, il en re-
sulte que la géodésique sera également normale 3 la courbe d’arrivée. Voyez, au surplus,
ci-aprés, notre Mémoire sur les tiajecloires minima; nous avons donné, dans ce Mémoire,
aux théorémes de M. Gauss relalifs aux géodésiques, toute Pextension dont ils sont sus-
ceptibles, du moins a un certain poinl de vue.
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(c)

Le plan pouvant &tre regardé comme la transition entre les surfaces concavo-concaves
el concavo-convexes, cé qui revient a dire que les normales ont, pour chaque point, une
direction constante, on voit que le théoréme de la somme des angles d'un lriangle plan
égale & deux droits, vient se placer ici comme un cas particulier du beau lhéoréme de
M. Gauss.

()

/

Imaginous qu’en prolonge la géodésique AD d'une longueur DD'=ndp, et qu'on méne
en D’ la géodésique orthogonale, en la prolongeant jusqu'd sa rencontre en B’ avec la
gcoddsique AB, laquelle est caractérisée, en coordonnées r et ¢, par I'équation

[1] 9 =Constante.

. .o . 1 )
L’aire BDD'B’ s'exprimera par 'intégrale dp / ndq, en sorle que I'on aura

[2] dp + dq =dp f ndg,

les variations dp et dq étant liées ensemble par I'équation différenticile, déduite de (1],
dy e 0 —
dp+dq dqg =o,
équation qu'on peul wmplacer par celle-ci
jcil -—ncos4t dp+sinydg=o.

La combinaison des deux équations [2] et [3] donne immédiatement I'équation

rsing dS | . dS  rsind fq
_——'-d?+.1 conlcdq-_—. n /ndq,

[

qui est celle dont M. Gauss se sert pour développer S en série.

- P AR
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SURFACES CONTINUES.
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4

ETUDE DES SURFACES CONTINUES

PAR LA COMPARAISON DE CES SURFACES AVEC LE PLAN TANGENT ET LES
SPHERES OSCULATRICES (¥).

I.

L'équalion d'une surface, en coordonnées z, ¥, 2, l'origine étant sur la
surface méme, peut généralement s’écrire ainsi

(0 ()82 () 420

Q ne renfermant que des termes d’ordre supérieur au second, et les

coefficients (%) , (—%) , elc., étant des constantes dont la valeur est
. e . dz dz

celle des coefficients différentiels (ﬂ), @) etc., pour z=0, y=0, 2=0.

(") Ce Mémbire, comparé a celui que nous avons déja publié sous le méme titre, offre
que!ques différences essenlielles. En premier lieu, nous développons (§§ XIX, XX et
XXI) quelques vues nouvelles sur la courbure des surfaces. Nous avons ensuite abordé
et résolu, 4 I’aide d’un systéme particulier de coordonnées curvilignes, diverses ques-
tions de physique mathémalique et de géolmélrie pure qui présentent, quand on a re-
cours & d'autres méthodes de ealcul, des difficultés bresque insurmontables.

9
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Si aucune de ces constantes n'est infinie, il existera un contact du pre-
mier ordre entre celte surface et le plan dont I'équation serait

c'est-a-dire que les valeurs de z qui correspondront,'pour le plan et pour la
surface, a des valeurs égales, mais quelconques, de z et y, ne différeront
que de quantités du second ordre; tout autre plan z=pp+vy n'aurait un
contact du premier ordre avec la surface que snivant une direction donnée,
en projection xy, par I'équation

(@)=~ o=

dz

dz '
(@)~

Le plan [1], ainsi caractérisé, n'esl autre chose que le plan tangent de
la surface, au point choisi pour origine des coordonnées. Que si 'on veut

adopter ce plan méme pour plan des xy, alors I'équation générale de la
surface prendra simplement la forme

d’oll

A
He

: Py
(2] ‘H2A+C+2B+Q'

Réciproquement, toute surface qui a, en un point donné M, un plan tan-
gent, ¢’est-a-dire, qui est telle que les directions de toutes les droites qu’on
peut mener de ce point a tous les points infiniment peu distants s’éloi-
gnent infinimment peu d’un seul et méme plan passant par le point M, aura
évidemment une équation de cette forme, en prenant ce plan pour plan des
xy, et celle équalion sera lelle que les coeflicients des termes en a*, xy ety
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seront nécessairement finis, @ étant d’ailleurs une quantité finie et d'ordre
supérieur au second. Une telle surface est dite confinue autour du point M,
et c'est seulement de ce genre de surfaces que nous nous occuperons.

Il ne saurait y avoir, en général, un contact du second ordre enltre une
surface courbe et un plan; cela ne peut avoir lieu que pour les points de la
surface dont les coordonnées satisfont a la condition

;1}’

oy Y
AT C T 2B

équation qui donne deux valeurs de— c'est-a-dire, deux directions autour
du point M, réelles ou imaginaires suwant le signe de la quantilé AB C,
Ces deux directions se réduisent 2 une seule si - — — = o. Nous revien-

AB C
drons tout 4 I'heure sur la signification géométrique de ces résultats (§ VII).

11,

Soit mainlenant
(2—a)* - (y— ) + (3 —7)' =T

I'équation d’une sphére qui passera par l'origine des coordonnées si l'on a
«*4-3*4*=R? condition que nous supposerons remplie. Développons
Iordonnée z en série, suivant les puissances croissantes de « et de y. Nous
aurons a cet effet
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dz _ z—a el alo~(dz) o

de z—y rigine, y’
dz _ y—
L
dz
P +(w““)%___<z—y>ﬂ+<w—a>* a(2) =0,
dz*™ z—y " (z—7y)" —p* dw’ o 7
SN ) i e ) _B4r
dy? (z—7)° \dy® 7
: dz
v _ N e y—p () =2
dody™ (z2—y)* (z—7)° dedy o™ 7%’

Ainsi I'équation de la sphére pourra s’écrire

! 3 2
s=—ge "'éy-}- +7 L +“( ay+ ELT +7 y+e,
ou, en prenant le plan tangent pour plan des zy, ce qui revient a faire
a=0, B==0 (et par | on voit que lout rayon est normal a la surface de la
sphére, ¢’est-a-dire an plan tangent)

_e .y
[3] =g+ 440,

y étant alors le rayon méme de la sphére.

Cette sphére est évidemment tangente a la surface donnée, c'est-a-dire
qu'elle a un contact du premier ordre avec celle surface, et cela quel que
soit le rayon y; nous allons a présent examiner s'il est possible d’établir un
contact du second ordre entre la surface donnée et une sphére tangente,
c'est~a-dire, s'il est possible d’identifier les équations des deux surfaces
pourt tous les points a I'égard desquels il serait permis de négliger seule-
ment les termes en , y et z d’ordre supérieur au second.
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.

Mais avah@ d’aller plus loin, il faul remarquer que jusqu'ici la position des
axes coordonnées x et y, dans le plan tangent, est restée arbitraire. Or on
peut simplifier la discussion, sans nuire & la généralité des résultats, au
moyen d'un choix convenable d’axes; on peut, par exemple, faire dispa-
raitre de I'équalion générale [2] le rectangle ay. Soit, en effet, en dépla-
cant les axes Mz, My d'un angle o' Mz =y'My=a«,

Z=2'c0s &« —¥y'sin c
y=2x'sin a4 y'cos c.
L’équation [2] deviendra, en coordonnées z’, ',

A

Z =
2A

(2'® cos?a—+y'®sin*a« — 2&'y'sina cosa) +

% [4'* sin o c0S &« — ¥ '* 8in @ ¢0s &+ &'y’ (cus*a —sin* )]

-+ ;—B (#*sin* o 4y * cos*a + Qm’y’sin a C0S o),

et I'on fera disparaitre le rectangle 'y’ en posant

A .
(4] (%—%) sinoccosa—}—ﬁ (cos *x—sin*a)=0.

d’ou

I AN 200822
(»E—K>sm2a+ c =0

=he

lg 200 —=—

| -

B
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ce qui donne pour 2« deux angles 2, el 22,7, el par suite, pour «, deux
valeurs «, et z,-Z, se rapportant & deux directions rectangulaires. En
donnant & I'axe des « I'une de ces directions, I'axe des ¥ prendra l'autre, et
I'on aura, pour la surface, I'équation transformée

Ay
[5] Z—QA'_\LQB'-I_")

A" et B’ étant des fonctions des conslantes 4, B, C et des lignes lrigonomé-
triques de l'angle =, savoir:

1 cos*a  2sinacose , sin*a«

-+

!

A A ¢ B’
1 _ sin®a  2sinacosa | cos’a
B’ A C B

Remarquons en passant que de ces deux équations on peut déduire celles-
ci:

1 1 |
yTyTitE
A1

la premiére de ces deux équations a lieu quel que soit =, et nous indique-
rons tout a 'heure (§ IX) quelle en est la significalion géométrique. La se-
conde, qu'on obtient en se servant de la valeur de « fournie par I'équation
[4], prouve que, quelle que soit I'orientation des axes coordonnés dans le
lan tangent, la uantité—i——l———fl2@~(ﬂ)’ est invariable; c'est
plan tangent, fa q AB~ G dzt dyt \dady 1 ;
du signe de celte quantité, ou de son équivalente 1, que dépend,
comme on I'a vu au § II, I'existence réelle d'un plan osculateur a la sur-

face suivant certaines directions.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



V.

Adoptons le systéme d’axes dans lequel I'équation d’une surface quelcon-
que prend la forme [5], ou, en supprimant des accents maintenant inutiles,
celle-ci '

_ 2 y? )
(6] =5 + 2B + Q.
L'équation de la sphere tangente sera toujours de la forme
2 2
7 =2 1Y 1o
7] =3 - + 27 Y

Cela posé, on pourra établir entre ces deux surfaces un contact du second
ordre dans toutes les directions si I'on a%Z% (ce qui arrive, par exemple,
aux extrémités de 'axe principal de toute surface de révolution); et le rayon
de la sphére osculatrice ombilicale est alors y==A=B. Mais en général,
%— sera ziﬁ, et il ne pourra y avoir de contact de second ordre entre la sor-
face donnée et une sphére tangente de rayon y, que pour les points dont

les coordonnées x, ¥y, satisferont & la condition

2A+2B_27+27’
ou

1 1 1

2 e )

C’est I indication de deux directions suivant lesquelles il y aura oscula-
tion ou contact du second ordre; en d’autres lermes, I'équation précédente
est I'équation de deux plans, passant par ’axe des z, c'est-a-dire par la nor-
male commune aux deux surfaces, et qui sont tels que les sections de la
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surface et de la sphére par ces plans ont entre elles un contact du second
ordre.

En posant %:: tgp, les deux directions d'osculation p, et p,, corres-
pondantes a une valeur donnée de y, sont caractérisées par les formules

11 I
tgp, = +V'—H’ tg{"zz'—v— ;’ ?;
TR v B

on voit que ’on aura toujours, quel que soit y,
tgui+1gp,=o.

d’ou résulte ce théoréme :

Toute sphére tangente est osculatrice swwant deuwx direclions,
réelles ou imaginaires (1), situées symétriquement de part et d autre
des lignes de courbure, en donnant dés & présent ce nom aux lignes de la
surface qui sont telles qu'en prenant leurs directions, en chaque point,
pour la direction des axes des et des ¥, on fait disparaitre le rectangle zy
dans l'expression de 'ordonnée normale z; I'existence de ces lignes esl
élablie par ce qui précede ; nous en étudierons d'ailleurs tout 4 I'heure les
propriétés géométriques.

Réciproquement, deux directions symétriques par rapport aux lignes de
courbure étant données, il y a toujours une sphére osculatrice suivant ces
deux directions, et le rayon y de ceite sphére se déduit de I'équation

~ |-
I
| -

|

9] 19t p=—

XL | -
| -

() Suivant que y sera ou ne sera pas compris entre A et B; voyez ci-apres, § VIL
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VI.

Nous avons déja dit que I'équation [8) était celle de deux plans normaux
donnant, sur la surface et sur la sphére de rayon y, des seclions qui ont
entre elles un contact du second ordre. Mais ce n’est pas seulement les sec-
tions normales, faites dans V'une ou I'autre des directions p,, #,, qui ont
entre elles un contact du second ordre; il en est de méme des sections
obliques.

. Pour le montrer, reprenons I'éguation générale

e ay Y
i=gxtg Tt

et considérons la sphére
_ wz y2
=aptart®

laquelle est osculatrice suivant la direction, en ce moment tout a fait arbi-
traire, de I'axe des z, c'est-a-dire, pour y=o. Au lieu d'une section nor-
male zMz, considérons une section oblique passant toujours par I’axe des«,
mais dont le plan couperait le plan des yz suivant une certaine droite MZ,
de telle sorte que 1’angle ZMz="5 sera précisément I'inclinaison du plan de
la section oblique sur le plan de la section normale.

Le pian ZMx coupera la sphére et la surface suivant deux courbes dont il
est aisé d'avoir les équations rapportées aux axes plans rectangulaires MZ,
Mz. En effet, on a pour un point quelconque,

z=17cos6 , y=1Lsinb,
10
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I'équation de la section de la surface sera donc
x* | xLsinb | Z'sin® 6

Lcos@:—ﬂ—}- W + T

4-09

et celle de la seclion sphérique

Z*sin® 6
7cos6.__2A+ A +4-Q,

On voit que Z sera nécessairement, dans I'une et I'autre équation, une
quantité du second ordre, d'ou il suit qu’en négligeant, comme on doit le
~ faire ici, les quantités d'ordre superleur au second, les deux sections seront
représentées absolument par la méme équation

o
Zcosb= Ti’

équation d'une courbe dont le rayon de courbure sera Acos9, ¢'est-a-dire,
d’'une courbe ayant un contact du second ordre avec un cercle d’un rayon
=—Acos9.

De la le théoréme de Meusnier :

Lorsque deux sections, l'une normale, I'dutre oblique, sont fangehtes
‘entre elles, le rayon de courbure de la section oblique est égal au
rayon de courbure de la section normale, multiplié par le cosinus de
langle formé par le plan de ces deux sections.

Remarquons ici que les relations qui existent entre les rayons de cour-
bure d'une section normale et d’'une section oblique tangenle sont exacte-
ment les mémes que celles qui auraient lieu si 'on substituait a la surface
donnée la sphére osculatrice qui correspond & la section normale qlie l'on
considére ; il en serait de méme si 'on comparait ensemble deux sections
obliques tangentes entre elles, et tangenles conséquemment 3 une méme
section normale ; ce qui raméne I'étude des courbures relatives des cour=
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bes tangentes tracées sur une surface donnée, a I'étude des courbures rela-
tives sur la spheére.

VIL

Revenons & I'équation [9] qui donne le rayony de la sphére osculatrice
suivant la direction u. Celte équation montre que y est toujours compris
entre A et B, qui sontles valeurs particuliéres que prend y pour p=o et
pour y.=%, c'est-a-dire les rayons de courbure des lignes de courbure, ou,
sil'on veut, les rayons de courbure principaux de la surface. Si A et B sont
de méme signe, I'une de ces quaniités sera le maximum et I'antre le mini-
mum des-valeurs de y. La courbure de la surface est alors dans le méme
sens pour loutes les directions autour du point M; en ce point, la surface
est dite, dans ce cas, convexro-convexe, ou, ce quirevient au méme, con-
cavo-concave. SiA et Bsont de signes contraires, ces valeurs seront numé-
riquement, l'une le maximum des valeurs positives de y, I'autre le maxi-
mum des valeurs négatives de y; la surface est alors concavo-convere,
c’est-a-dire qu'elle présente au point que l'on considére deux courbures de
sens opposés. C'est dans ce cas qu'un plan peut avoir un contact réel du
second ordre avec la surface, suivant deux directions données par I'équation

(§ 10).

x* i . B
Lo, o L=tV L
et il est aisé de voir que ces deux directions, symélriques par rapport aux
lignes de courbure, sont celles suivant lesquelles la courbure change de
sens, ¢'est-a~dire, suivant lesquelles %, aprés avoir été posilif, devient né-
gatif ou réciproquement, en passant par zéro. ’
Entre ces deux cas, se place naturellement celui ou 'un des coefficients

1.1

A’ est nul, % par exemple; alors il existe un plan osculateur suivant

une seule direction, ou, pour parler plus exactement, suivant deux direc-
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tions infiniment voisines, qui, & la limite, coincident avec I'une des lignes
de courbure; sila condition % =0 est remplie en tous les points de la sur-
face, alors chacune des lignes de courbure correspondantes aux rayons A
aura, en lous ses points, un contact du second ordre avec une ligne droite ;
ces lignes de courbure se réduiront donc, en réalité, a des lignes droites (*).
Les surfaces de ce genre peuvent, d’aprés cela, élre considérées comme
engendrées par le mouvement d’une droite se déplagant de telle sorte, que
deux positions infiniment voisines soient dans un méme plan, le plan oscu-
lateur en chaque point de la surface. Par la on voit que ces surfaces sont
développables, c'est-a-dire susceplibles d'étre appliquées sur un plan ,
sans extension ni déchirure. Nous démontrerons plus loin que, réciproque-
ment, toute surface développable doit satisfaire en chacun de ces points a
I'équation A‘—B= 0, etil est, du reste, aisé de voir qu’en lgmissant indéfer—
minées , autour du point M, non-seulement la direction des axes des et
des y, mais méme la direction des frois axes, toujcurs rectangulaires entre
eux, cette équation revient & celle-ci (§ IV):

de dx (o),
de® " dy* \dwdy)

Enfin, si 'on a A=B, toules les valeurs de y sont égales, et la surface pré-
sente, autour du point M, la méme courbure dans tous les sens (§ V).

(") 1 est aisé de prouver qu'une courbe qui, en chacun de ses points, a un contact du
second ordre avec une droite, se réduil 4 une ligne droite. Considérons la projection de la
courbe dont il s’agit sur un plan quelconque que nous prendrons pour plan des xy. Soienl
a=f (p), y=F (p), les équations de celle projection, dans lesquelles p est une indéter-
minée quelconque. La direction de la tangenle en un point quelconque sera indiquée par

dy F \ . I

la formule Ti:f%’ et I'on devra avoir, si en ce point il y a contact du second ordre entre
%y aF®

la courbure et sa tangente g%=o, ou bien %@ 0; d’ou I'on tire, en intégrant deux fois,

F (p) =Cf (p)+C’, équation dans laquelle C et C’ sont des constantes ; donc¢ on aura
y=Cz+C'; la projection de la courbe sur le plan des zy est donc une ligne droite.
Comme ce plan est tout a fait arbitraire, la courbe elle-méme {que deux projections suffi-
sent & déterminer) ne pourra étre qu'une ligne droi ,
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X

VIIL

Les deux directions symétriques pour lesquelles a lieu généralement un
contact du second ordre entre une surface donnée et une certaine sphére
tangente, ou, en un mot, les deux directions d’osculation, se réduisent 4
une direction unique, ou, ce qui est géométriquement plus exact, & deux
directions infiniment voisines pour deux valeurs particuliéres de y, savoir
y==A el y=B.

Comme il.importe de donner & ce résullat un grand degré de clarté, re-
marquons que I'équation [9] peut étre mise sous la forme

.o 11 . [t 4
sin® @ (7—.——3) —+ cos® u (—-7 ——) =0,
d’out

[10]

cos‘ sin® u

+B’

1_
7

équation qui, par la différentiation, donne

]

%lﬁ“»

:(B A) sin 2 .

On voit bien nettement, par cette formule, que si Pon asin 2p=—o,
c'est-a-dire si 'on consndere I'une des deux lignes de courbure, on aura

d_
dﬁ —o, en sorte que les deux sphéres tangentes dont les rayons sont A et

B se trouveront avoir un contact de second ordre, non-seulement suivant les
axes coordonnés, mais encore suivant toule direction faisant avec ces axes
un angle dp infiniment petit du premier ordre; de 14, pour la direction des
axes coordonnés, une sorte de stabelité dans la courbure qu’on ne retrouve
point dans les auntres directions; c’est en raison d’une telle stabilité {qui
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accompagne du reste toujours les maxima et les minima) que ces lignes
singuliéres de la surface ont été nommées, 2 bon droit, lignes de cour-
bure. '
d-L

Le rapport—E:— pourrait étre appelé variation spécifique de la cour-
bure. Nous vénons de voir qu’il est nul pour toute surface, suivant les di~
rections des lignes de courbure; il est nul dans toutes les directions pour
les cas seulement ol I'on a A=B; enfin, il a la plus grande valeur possible
pour les directions p, — -:— et p,— —?"%correspondant 4 sin 2p =1,
c'est-a-dire que la variation spécifique de la courbure est la plus grande
possible pour les deux directions faisant 45° avec I'une ou I'autre des lignes
de courbure.

. . 1 .
A ces deux directions correspond une méme valeur de - savoir

I V4 |
;—a(ﬁx;

La variation spécifique de la courbure dont I'équation [11] donne la va-
leur en fonction de ¢, peut aussi s'exprimer trés-simplement en fonction
de y; en effet, I'équation [9] donne

11 1_1
..o 7 A * _E_)_’
“sin p...———l_i, c0S H_i_i'
B A B A
d’'on
(6]
. . y A/ \B vy
Sin2p =2 110
B A
on a done
al s
M2 Zy_ VTN L_N_, /LA B
=2 (;"‘x) (E“? “‘V,AB(?_‘) (‘_.5)
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formule (*) de laquelle on pourrait déduire immédiatement les mémes con-
clusnons qui nous ont été fournies tout a I'heure par I'équation [41].

1X.

La formule [10] du § précédent nous montre que si I'on considére en
général deux directions rectangulaires p et 11 4 —-, les valeurs des rayons
de courbure y, et y, des sections normales correspondant i ces deux di-
rections seront

| cos* sm2
1 _005 ¢ 4=t
71
1 __sin*p | cos’p
7e A B '’
et 'on aura
4 4 | 1.
71 7 A + B’

(*) Dans la théorie des développées des courbes planes, il v a aussi a considérer un élé-
ment analogue i cc que Nous avons a'ppelé ici la variation spécifique de la courbure. Cet
élément n’est autre chose que le rapport de la variation du rayon de eourbure dg a la va-
riation de I'arc ds. L’on démontre aisément que ce rapport g%est équivalent au rapport
du rayon de courbure p' de la développée au rayon de courbure p de la courbe elle-
méme. L’expression de ce rapport pour les courbes du second degré offre une certaine

analogie avec la formule [12] ci-dessus. Pour 'ellipse, par exemple, on a %—Z ou z

—3V[ ) :”l — —) ], p; et p, étant les rayons de courbure maximum et

minimum, qui se rapportem comme on sait, aux extrémités des axes, et ont respeeli-

vement pour valeurs p, = pell=g (On peut voir, pour plus de détails sur ce point,
le Cours d'Analyse de M. Vlellle, chap. 11.)
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égalité qui n’est autre, au fond, que celle que nous avons déja rencontrée
au § TV, et d’ou résulte un théoréme fort connu, da a Euler, qu'on peut
énoncer ainsi, en convenant d'appeler plus spécialement courbure d'une
section le quotient qu’on oblient en divisant I'unité par le rayon de courbure
de cette section :

La somme des courbures de deux seclions normales, orthogonales en-
tre elles, est constante, et égale a la somme des courbures des lignes de
courbure.

Les lignes d’osculation de la surface donnée et des diverses sphéres oscu-
latrices que nous avons considérées jouissent d'une propriété caractéristi-
que qui se déduit immédiatement de la propriété qu'ont les arcs de grand
cercle d’étre le plus court chemin entre deux points de la sphére.

Soit, en un point M d’une surface, N M N’ 'arc de grand cercle suivant
lequel une sphére de rayon y est osculatrice a la surface, je dis que N M N’
sera le plus court chemin sur la surface entre les deux points N et N'; car,
soit un point quelconque m, pris en dehors de la ligne d’osculation, et sur
une courbe infiniment peu distante N m N’; cette courbe pourra toujours
étre considérée comme se trouvant sur la sphére osculatrice, aux infiniment
petits du troisiéme ordre prés ; les relations de gf‘andeur entre arc NM N’
et toute aufre courbe infiniment voisine N m N’ seront donc les mémes, sur
la sphére et sur la surface, en négligeant des quantités infiniment petites qui
sont du troisiéme ordre quand on regarde M N et M N’ comme infiniment
petits du premier, c'est-a-dire des quantités infiniment petites du second
ordre par rapporta M N et M N'; donc 'arc NM N’ qﬁi a, par hypothése, les
caractéres analytiques du minimum sur la sphére, aura aussi ces mémes ca-
ractéres sur la surface. Ainsi les lignes d’osculation sur une surface se con-
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fondent avec les lignes les plus courtes, ou géodésiques. On voit par la
que le plan osculateur d'une ligne géodésique, cest-a-dire le plan qui
-passe par deux éléments consécutifs NM, MN’, renferme la normale a la
surface ; propriété tout a fait caractéristique, "puisque, réciproquement,
toute section normale est une ligne d'osculation et conséquemment une
géodésique.

Parmi ces lignes géodésiques, dont la courbure varie autour d’'un point
M, suivant la loi exprimée par I'équation [10] ci-dessus, se rangent égale-
ment les lignes de courbure, qui ne sont autre chose, d'aprés cela, que les
géodésiques dont la courbure est la plus grande ou la plus petite possible.

Pour la sphére, en vertu de la symétrie absolue que celle surface pré-
sente, le plus court chemin entre deux points se confond évidemment avec
Parc de grand cercle qui les réunit. Si les deux points dont il s’agit sont
placés aux deux extrémités d'un diamétre, il existe une infinité de grands
cercles jouissant chacun de la méme propriété géodésique, eu égard i toute -
autre ligne infiniment voisine tracée sur la sphére.

XI.

Une des propriétés les plus remarquables des lignes de courbure est
celle-ci:

Les normales & la surface en deux points d'une ligne de courbure
infiniment voisins se renconirent toujours; et réciproqguement, si les
normales en deuw points infiniment voisins d’'une surface se rencon-
trent , ces deux points appartiennent nécessairement & une méme ligne
de courbure.

Voici comment cetie propriété peut se déduire des considérations précé-
dentes : ‘

Soit MM’ un élément d’une ligne de courbure de rayon A; si, au point M,
on con¢oit, sur la surface méme', un élément linéaire M'm perpendiculaire

11
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a MM, cet élément appartiendra, aux quantités du troisiéme ordre prés, a
la sphére de rayon A, osculatrice a la surface au point M; car la variation
d-L
spécifique de la courbure—d—?"— est nulle, lorsqu’on passe de l'orientation
MM’ & lorientation infiniment voisine Mm. Dooc la normale & la surface
proposée en M’ et la normale ala sphére au méme point se confondent, et
la rencontre de cete droite avec la normale Mz détermine le rayon de cour-
bure de I'arc MM'. Il en sera tout autrement si cet arc n’appartient pas i

une ligne de courbure; en effet, le point extréme m de I'élément M'm,

. d__
normal & MM', se trouve alors sur une sphére de rayon <7 + p-) si

'on imagine sur la sphére de rayon y un élément M'm’ perpendlculalre a
MM, les deux éléments M'm et M'm’ détermineront un plan P normal a

I'arc MM'; et feront ensemble un angle infiniment petit dont la valeur est
d_1

"ll’_mﬁ ou%—%- La normale M'p & la surface proposée en M’ et la normale
M'q & la sphére de rayon y, au méme point, seront 'une et 'autre dans le
plan P et feront ensemble le méme angle que les éléments M'm et M'm'.
Or, la normale Mz rencontre M'q, et par suite le plan P, au centre méme
de la sphére de rayon y; elle ne pourrait rencontrer la normale M'p sans
avoir, par cela méme, deux points dans le plan P, ¢’est-a-dire sans y étre
comprise tout entiére, ce qui est impossible, puisqu’elle passe par un
point M extérieur & ce plan.

On arrive aisément au méme résultat en ayant recours a I'analyse. Dé-
signons par X, Y, Z les cosinus des angles que fait avec les axes (z, y, z)
la normale 4 la surface au point M'. L’équation de la surface étant supposée
mise sous cette forme

F(z,y,z2)=o0,
donnera, quelle que soit 1a direction d'un élément linéaire pris sur la sur-

face,

dF do , dF dy , dF dz__
dz ds+dy Gt G
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* Mais on doit avoir, pour le méme élément,
dx dy dz __
. X Ts 4+ Y ds +Z T

De ces équations, nécessairement identiques, on déduit (en ayant égard
a la relation bien connue X*+4 Y2472 =1),

(<~>
VT

7 — dz
© o \//dF\* | dF\* , [dFY’
V@ @) (@)
Lorsqu'on prend pour axe des z la normale a la surface en M, et pour

axes des x et des g les deux lignes de courbure, I'équation de la surface
se réduit, ainsi qu'on I'a vu plus haut, a

=2 Y
—2A+2B+Q’

on a donc, en négligeant Q, .

T
X_“\/ zA 2
Y
/’+A2+B”

) )

[13] { Y — B
4+A5+B:’

71— 4!
Vipoir
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Cela posé, soient NN'=p la longueur de la perpendiculaire commune
aux deux normales Mz et M'p, 6. 'angle que la projection de NN’ sur le
plan tangent fait avec la premiére ligne de courbure, et (z,, ¥,, 2,) les
coordonnées rectangulaires du point N', on aura

wo=péos9, ’ Yo==psinb.

Si la distance ¢, comprise entre les deux points M’ et N’ était connue,
les coordonnées (%,, Y., %) seraient immédiatement données par les trois
équations suivantes :

L=,

X = Yo—Y Z__ZO—Z_

’ Y="—=,

q

On déterminera ¢ en exprimant que la ligne NN’ est perpendiculaire a la
normale M'N’, ¢'est-a~dire au moyen de I'équation

X cosb6 -+ Ysino=o.

Pour abréger les calculs, nous remarquerons que, lorsqu'il est permis
de faire abstraction de la quantité Q, ce qui revient & remplacer la surface
par la série des sphéres osculatrices, les coordonnées (x, y, z) sont liées
aux variables (X, p) par les équations suivantes, dans lesquelles G désigne
la projection de 2 sur le plan tangent,

o= G cos p 1 _ cos sin’
£ i —_—— P' ———-P:
y (;le[l H avec ¥ A + B
F=—— 2 =Gzt
2y

La derniére de ces équations montre que G ne différe de 4 que par une
quantité du troisieme ordre; on peut donc écrire simplement

r=2c08p, . y=2Asinpy;
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par suite, les valeurs de X, Y, Z prendront la forme suivante :

__ ZLicosp
X=— 1
Z)sin p.
Y=— T
7— 1
o cos?p. , sin?
V4+A*( o+ B,“).

On aura, en conséquence, pour déterminer p, 0 et g, les trois équa-

tions
__Zhcosp _ Acosp—pcosh

’

A q
__Lisinp __Asinp—psing
B q !
cospcosH , sinpsinfd__
i T8 ¢

La derniére de ces équations donne
B .
9 — —
lg 1 cot 1,

et, par suite,

. —Becosp
SIn 6 == - ,
L A?sin® p 4+ B% cos® p.
086 — . Asinp .
. 1 A%sin® x4 B® cos® p

D’autre part on a, en éliminant ¢,

Bceosp  Acosp—pcost
Asinp  Asinp—psing’

d’eul I'on conclut
_ _(A—B)Asinpcosp
L A*sin® .+ B? cos?
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De la résulte le théoréme énoncé; en effet, p ne peut étre nul que si
’on a sinu=o0, ou bien cosp=n0; c'est-a-dire, si le point M" est placé sur
I'une ou l'autre des lignes de courbure.

1l est un cas ol p est constamment nul, ¢'est celui o A =B ; mais alors
la courbure est uniforme autour de l'origine M, en sorte que toutes les
géodésiques deviennent, en réalité, des lignes de courbure.

XII.

Une surface quelconque étant donnée, si on la suppose flexible, mais
inextensible, et que, dans cette supposition, on vienne a la déformer de la
maniére qu’on voudra, les rayons de courbure des diverses seclions nor-
males changeront en général de valeur, mais le produit des deux rayons de
courbure principaux restera le méme, avant et aprés la déformation ; en
d’autres termes :

St une surface courbe est applicable sur une autre surface courbe,
le produit des deur rayons de courbure principaux en chaque point
reste invariable. .

Ce beau théoréme , di 4 M. Gauss, peut étre démontré lrés-aisément
comme il suit:

Imaginons qu’on ait tracé autour d'un point quelconque M toutes les sec-
tions normales, et qu'on leur ait donné une méme longueur infiniment pe-
tite [; en supposant qu’on joigne ensemble les extrémités de ces lignes, on
obtiendra une courbe fermée qui aura, avant et aprés la déformation, le
méme périmétre et la méme surface. Ces deux quantités sont faciles a cal-
culer, et nous allons voir qu’elles ne dépendent que de / et du produit A B
des deux rayons de courbure principaux de la surface, pour un état déter-
miné ; d’ol, en envisageant deux états différents, une relation de laquelle {
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disparait naturellement, et qui se réduitl en derniére analyse 2 A B= cons-
tante.

Considérons , par exemple, le périmétre de la petite courbe que nous
venons de définir.

Soient z, ¥, z, les coordonnées d’un point m de ce périmétre, le point
central M élant pris pour origine, et le plan tangent élant pris pour plan
des xy. En représentant par p I'angle que la géodésique M fait avec I'une
des Jignes de courbure, par y le rayon de la sphére osculatrice correspon-
dante & cette géodésique, et par & une fonction finie de p., il est bien facile
de voir que nous pourrons poser,

x=ysin§ oS

N 1 cos?p ) sin?p
=ysin—-sgin p ) - = ,
[14] Y=y y' 2 avecy A B

l!
z=._.+t 3
2y -t

ce qui revient, sauf la valeur de &, a mesurer la longueur [ sur les diverses
sphéres osculatrices qui correspondent aux valeurs successives de l'an-

gle p.
Nous aurons mainlenant a évaluer l'intégrale

frae [ VETEE -

Or, en faisant

: 1 s
G=7sm;-—-=l 4_?5?

nous aurons

dz . G :
-@:—Gsmy—}-mcos#,
dy _ 96 Gin u:
= Gcos;:_+ s s
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() () = (25

en ne conservant maintenant que les termes en [* et I, et observant que

dG , aG\* | . o
~— est de l'ordre de {*, en sorte que z doit &tre négligé, nous aurons

dy
do\* | fdy\' . L.
@) +@) =r—5

on a, d'ailleurs, dans les mémes limites d’approximalion,

l ] .
ﬂ)’ l‘(d—J It (.._1) sin* 2
(d‘u’ b\ dp B A -

D’aprés cela, I'intégrale 2 évaluer prendra la forme

T 21!\/
ds __/z A .
f’aﬁ;d#———. 4—-—.3—?-*-? E‘—‘K) Slﬂ’25x dH

—l/ [“*‘42{ B A)sm’%p— }d/&
wtf T sy sp)

d’'ou

_ [ i1 . 1
=2nit+o | 13(3 A) sin 2‘u—4~}7—§ d.
Maisi—{l cos’g-}-—sm’ ) [—-———)cos’ +.'! '
7? B & B

(-——~ cos' u 2:3 :3 1 cos*? H+B’
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D'autre part, on sait que, généralement,
T o7 9T ot a7 .
/d =27 fcos’ du= [ sin® pdp = [ sin* 2pdp=mn, [ cos* pd o
. p=2r, P pop = P ’ PO ="

nous aurons done

T

ds [ 11\ AN 174 1 1
et gy (= ) =95 (5= 1) +oe5(5—3) — 8+
o l3
= 2n] — 3B

Le premier terme 2nl de cette intégrale serait celui qu’on obtiendrait s'il
était permis de négliger les termes d’ordre supérieur au premier; c’est la
une premiére approximation qui donne pour la petite courbe un cercle situé
dans le plan tangent, et dont le périmétre est indépenilant des valeurs suc-
cessives de y. Mais, en ne négligeant que les termes d’ordre supérieur aun
troisiéme, on voit que le périmétre total de la courbe ne peut étre invariable
que si cette condition, 3 la fois nécessaire et suffisante, est remplie :

A B = constante;

ce qui démontre le théoréme de M. Gauss.

On peut arriver au méme résultat en cherchant quelle est l'aire de la petite
courbe. Pour cela, il suffit de remarquer que cette courbe, tracée par les
extrémités de géodésiques issues d'un méme point et ayant méme longueur,
est nécessairement normale A toutes les géodésiques, d’aprés un théoréme
bien connu, dii & M. Gauss, et aisé & démontrer géométriquement. Alors on
peut prendre, pour mesure de I'aire dont il s'agit, I'intégrale

z
. Lk
/dl/ F o= f'dl(%l 3AB)_1 —

qui montre encore que I'on doit avoir AB = constante.
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X1I.

De ce théoréme, nous concluons immédiatement, avec M. Gauss, que
dans toute surface développable, c'est-a-dire applicable sur un plan, on
doit avoir, comme pour le plan lui-méme,

1

AB

nous avons d’ailleurs déja vu, au § VII, que, réciproquement, toutes les
fois que cette équation a lieu pour tous les points d'une surface, la surface
est développable.

XIV.

Lorsque, dans une surface quelconque
2

Ty
F=giTap T
-on imagine une section faite par un plan paralléle au plan tangent a I’ori-

gine M, mené a une distance D de ce plan, on obtient une courbe dont
I'équation, en ne'tenant compte que des termes du second ordre, est

] _E‘z ye
j= S,
V=23 + 2B
La nature de cette courbe, que M. Dupin a nommée indicalrice, est in-
timement liée avec le sens des deux courbures de la surface au point M. Sui-
vant que A et B sont de méme signe ou de signes contraires, la courbe est
une ellipse ou une hyperbole; elle se réduit 4 deux droites paralléles a

Faréte rectiligne dela surface en M si la surface est développable, ou, plus

- . 1 :
exactement, sil'une des courbures%, 3 est nulle en ce point (*). Dans tous

(*) Si I'une des courbures, —1& par exemple, est nulle au point M, sans étre nulle en tout
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les cas, les divers rayons qu'on peut mener de I'origine des coordonnées xy
4 un point quelconque m de I'indicatrice, sous un angle » compté a partir de
'axe des , dépendent, suivant une loi remarquable, du rayon de courbure
y de la géodésique correspondante a l'orientation p.. En effet, en posant

z=pcosy, y=psinp,
on a

cos® sin®
92 H + #) ,

cos* i
A

s 1 sin? .
d’out, a cause de ;= —I—TP', ’on tire

®
— m— 2—
D= g etp’=2.D.

Ainsi les carrés des rayons ou des diaméires d'une courbe indicatrice
sont entre eux comme les rayons de courbure des géodésiques qui cor-
respondent & l'orientation de ces diaméires.

L’aire fotale de I'ellipse qui correspond au cas ol A et B sont de méme
signe, est

nI/QDA L 3DB = 27D A — \/%D

AB

Cette aire est, comme on voit, inversement proportionnelle a la racine carrée
du quotient 1%, quotient que M. Gauss a nommé la mesure de la cour-
bure de la surface au point M; mais, dans le cas-des surfaces eonvexo-con-
caves, ou A et B sont de signes conlraires, la courbe indicatrice est une
hyperbole, et 'expression L "AB n'a aucune signification réelle.

autre point voisin, 1a surface n'est pas développable; mais la ligne de courbure du systéme
A offre, au point M, une inflexion, par suile de laquelle elle se confond jusqu’aux quan-
tités du troisiéme ordre exclusivement, avec une aréte rectiligne infiniment petite,
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XV.

Considérons actuellement la courbe formée autour du point M par la série
des points pour chacun desquels la normale a la surface fait avec la normale
en M un angle constant infiniment petit; courbe que nous appellerons
courbe d'inclinaison. \

L'équation d'une telle courbe est aisée a trouver. En effet, 'angle « d'une
normale quelconque avec P'axe des z est donné, ainsi quon I’a vu précé-
demment, par la formule

1
oS ot = ——e——

Vo

d'ou P’équation de la courbe d'inclinaison, en projection sur le plan tan-
gent,

A2 +BI

| |
costa  l—sin’z

1+A’+9B_ —=A4-sin*a=1+4-a2,

ou simplement
m? 2
o=

Pour toutes les surfaces autres que les surfaces {ou portions de surfaces)
développables ou planes, cette courbe sera une ellipse dont les axes, égaux
si A=B, seront A«, Bx, et qui aura pour aire totale le produit =«*AB, in-
versement proportionnel i la mesure de la courbure.

Lorsque la surface est développable, la courbe d'inclinaison se reduxt a
deux droites paralléles.
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XVL

Cest ici le lien d’examiner de plus prés la signification géométrique de
I'expression mesure de la courbure, dont M. Gauss s’est servi le premier
»

pour désigner la guantilé K%

M. Gauss considére sur la surface M un élément triangulaire infiniment
petit, Mmm’ dont le point M est I'un des sommets. Il considére semblable-
ment sur une sphére d’un rayon =1, trois points N, n, n’ tels que les nor-
males qui se correspondent dans les deux surfaces pour les points Mel N,

metn, m’ et n’ soient paralléles deux & deux. Le rapport des aires triangu-
laires Nnn' et Mmm’, qu'il démontre étre égal & Ny est ce qu'il prend géo-
métriquement pour la mesure de la courbure de la surface donnée en M.
Afin de rattacher la détermination de ce rapport aux considérations précé-
dentes, remarquons d’abord que les points m et n appartiennent, sur la
surface et sur la sphére, a deux courbes d’inclinaison analogues, repré-
sentées respectivement par les équations
{32 2 ('_C)s .02
F-}—-%E:a*; e ﬁ"=“2’ avec R =1,
Exprimons maintenant que dans les deux points m et n les normales 4 la
surface et & la spbére, non-seulement doivent faire le méme angle avec I'axe
des z, mais encore doivent &tre paralléles, nous obtiendrons, au moyen
des équations [13], les deux conditions suivantes,
E ¥y =

R" B~ R’

I

L
A

qui sont indépendantes, comme on voit, de I'angle =. On aurait de méme,
pour les points m’ et n/,

~
oYY

|
I
==l

18
I
=|
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et de ces quatre équations I'on conclut
b AB ., .
oY =43 (En'—&").

Or zy'—y'z n'est aulre chose que le double de l'aire triangulaire Mmm/’, en
projection sur le plan tangent, de méme &n’'—&s est le double de la projec-
tion de l'aire Nnn' sur le méme plan; mais le rapport des aires triangulaires
esl évidemment le méme que le rapport des projections; I'on voit done, par

. , nn A —
la formule ci-dessus, que l'on a W — Ap Pour R=1{.

~ Lorsqu'il sagit d’une surface développable, la construction précédem-
ment indiquée est en défaut. L’expression mesure de la courbure appliquée

. /I . . 3 . p ’
au quotient—= perd alors toute signification. On va voir tout & 'heure de

quelle maniére il convient d’entendre et de mesurer la courbure d'une sur-
face continue, développable ou autre.

XVII.

A cet effet, nous considérerons, parmi les courbes qu’on peut tracer sur
une surface, autour d’un point M, celles qu'on obtient en imaginant qu’on
méne en ce point les diverses géodésiques de la surface, et qu'on prenne
sur chacune de ces lignes, un élément Mm inversement proportionnel au
rayon de courbure y de la géodésique.

L'équation d'une courbe de cette nature s’obliendra en coordonnées
x, y, z en faisant Iy = constante =K dans les équations [14) du § XII, et
éliminant ensuite y et 1+ ; on aura ainsi, pour la projection de la courbe sur
le plan tangent en M, 'équalion

w?

@+yp=rie (L 1Y,

qui donne simplement un cercle dans le cas de A=p,
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On peut regarder les variables ! et » comme formant sur le plan tangent
un systéme de coordonnées polaires ; I'équation de la courbe, dans un tel
systéme de coordonnées, est aisé a trouver, .puisqu'on doit avoir

==
7

et que, d’autre part, on a (§ VIII),

1 cos*p , sin®p,
PR UL

7 -

de 13 on déduit immédiatement
Y B
=K 5 Sin v+ 5 o0s* ¢ )

La discussion des propriétés de la courbe dont nous venons d’obtenir les
équations et qui est liée, comme on le voit, aussi intimement que possible,
avec la nature méme de la surface, reviendrait au fond aux considérations
présentées ci-dessus et notamment dans les §§ VIII et IX,‘sur les diverses
valeurs que prend la courburef— suivant l'orientation ¢ que l'on considére;
il serait donc inulile de nous y arréter; nous ferons seulement observer
que la courbe se compose: 1° pour les surfaces convexo-concaves, de quatre
branches fermées, symétriques deux 4 deux, réunies ensemble a l'origine
par un nceud multiple; 2° pour les surfaces développables, de deux bran-
ches symétriques, fermées et réunies a I'origine par un nceud simple;
3° enfin, pour les surfaces convexo-convexes, d'une brariche unique fermée,
de forme, pour ainsi dire, quasi-elliptique. Les lignes de courbure parta-
gent, dans tous les cas, 'espace occupé par la courbe, en quatre régions
parfaitement symétriques. -

On remarquera que, d’aprés la formule l:l(, chaque valeur de ! re-
présente la force centrifuge qui se développerait dans le mouvement d'un
~ point sur la géodésique correspondante, ce point étant supposé animé d’une
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vitesse invariable exprimée par LK (). D'aprés cela, P'aire totale de la
courbe que nous étudions en ce moment pourra servir 4 apprécier ce
qu'on peut appeler la force.centrifuge intégrale de la surface autour du
point M, eu égard & des mobiles qui suivraient les différentes géodésiques

avec une vitesse donnée K.
T

L’aire totale cherchée § s'exprimera par I'intégrale K* %d(/,, etcomme

]

1 cos’p sm’ _1 1 Y.,
+ 1+ (5—1) e

ona

il viendra

L Tt

2 ,l —_—K2 II 2
§=K 7—,dy.__K A,—-}—Q (B A)Sn +<B )smpﬂdu

Y LI L 1_1\3r
“K[AH“AB i) ey

et enfin
5] sk paER Ol
S\B A
expression qu’on peut aussi écrire de cetle maniére :
3TrK'

(') On peut voir ci-aprés, pour plus de détails sur ce point, fe § X de notre mémoire
sur les courbes qui rendent minimum une intégrale de la forme ( ¢ (v) ds. Nous nous.
bornerons 4 rappeler ici les deux théorémes suivants, démontrés dans ce mémoire :

1. Lorsqu'un mobile, aprés avoir regu une certaine vitesse initiale, se meut librement

sur une surface, il décrii, d'un mouvement uniforme, une geodesique.

2., La force centrifuge qui tend & chaque instant a se developper dans ce mouvement est
equilibrée par la résislance de la surface, el celle résistance, qui mesure aussi la pression
du maobile, est loujours en raison inverse du rayon de courbure de la géodésique,
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" De méme que pour les courbes indicatrices, les courbes d'inclinaison et
les courbes considérées dans le § XII, I’aire totale ci-dessus S ne de’pend
comme on pouvait s'y attendre, que des courbures extrémes T et = g e
d'un coefficient infinitésimal. Il serait superflu, d’ailleurs, de dlscuter en
détail les formules précédentes [15] et [16]; nous remarquerons senlement

que, dans le cas des surfaces développables, on a simplement

3nK?

=T

A élanl le rayon minimum, et que, d’autre part, on a

2nK?

S=7

dans le cas de A =B, c'est-a-dire dans le cas ou la surface a la méme
courbure en fous sens.

XVIIL

Une surface étant donnée, supposée flexible, mais inextensible, on a vu,
au § XII, que, dans toutes les déformations qu’on peut faire subir i cette
surface, le produit AB des rayons de courbure extrémes est invariable pour
un point donné.

De 13 et des formules données dans les §§ XIV, XV et XVII, on conclut
immédiatement : 4° Que les aires totales des courbes indicalrices ana-
logues (D constant) ou des courbes d’inclinaison analogues (« conslant)
restent invariables, pour un méme point.

2° Que les aires totales des courbes centrifuges (*) analogues (K con-
stant) croissent ou décroissent proportionnellement aw carré de la dif-

(') Nous appelons ainsi, pour abréger, les courbes définies et étudiées dans le para-
graphe précédent.

43
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férence des courbures extrémes, et que le mintmum de l'aire totale
correspond & I'état de la surface dans lequel la courbure, autour du
point donné, est untforme dans tous les sens.

1l est bien clair, d’ailleurs, que, dans le cas des courbes indicatrices;, il
faut que la surface donnée soit convexo-convexe. Une telle surface, dans
toutes les déformations dont il est question ici, restera toujours convexo-
convexe; en effet, le produit AB reste constant, en sorte que l'un des
rayons A, B ne peut changer de signe sans que 'autre ne change égale-
ment ; or, par un double changement de ce genre, la surface, supposée
d’abord convexo-convexe, ne change pas de caractére; seulement elle
tourne sa convexité en sens inverse.

XIX.

Lorsqu'on imagine, aulour d’un point, toutes les géodésiques que I'on
peut tracer sur une surface, I'ensemble des étendues linéaires [ attribuées

a ces géodésiques détermine une étendue superficielle mesurée, ou, ce qui
T .

. \ oo N 1 A -
revient au méme, définie par Uintégrale 5 [ l*dw. D’aprés cela, si I'on

o
veut s’élever de la nolion de la courbure linéaire a celle de la courbure su-
perficielle de la méme maniére que I'on s’éléve de la notion de I'élendue
linéaire & celle de I’étendue superficielle, il est clair que I'on devra mesurer
d#
ou définir la courbure d’une surface au moyen de lmteurale —- Et
Pon aura, en effectuant comme précédemment lmtegratmn

m
i dpt 3r 1
2] > (A’ +318 AB + )
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La courbure, ainsi définie, est proportionnelle 4 la force centrifuge in-
tégrale correspondant 3 des mobiles qui suivraient, avec une méme vi-
tesse, les différentes géodésiques issues de l'origine M, et, par suite, a la
résistance dont ld surface doit étre capable pour supporter la pression due
4 ces mouvements.

XX,

Supposons que I'on trace, comme au § XII, autour d’'un point M d’une
surface, toutes les sections normales en leur donnant une méme longueur
infiniment petite /; les extrémités de ces lignes, projetées sur le plan tan-
gent en M, formeront une courbe fermée X. Le périmétre L de cette courbe
s'exprimera, en conservant les notations du § précité, par l'intégrale sui-

vante :
T
. dx\? dy\*
-/ V@ +@

et 'on aura, en recherchant seulement les deux premiers termes de la va-
leur de L,

) Vol o [T

s ).
8 A’+3AB+B

Laire tolale S de la courbe X dépend de I'intégrale

S:‘fm;/_lv(z_ﬁ)’ + (%%)s V %”)g + <%3l—/>’ siang dl,

dans laquelle V désigne I'angle que forment, sur le plan tangent, les deux
directions caractérisées par les deux équations

P ==const. == const.
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Cet angle est donné par I'équation

dr dr dy dy
s dl + dy a

cos V= \/ 2 5
LAY Yy
(du> ( ) +(d_l
Mais on a :
dz do | dy dy . dG dG . dG .
T dl -+ == @i dl = (— GSID{L-‘I—&{:GOS{A) Wcos;x-{-((;cos;x-}-—ﬁ sin p)
' dG __dG dG,

dl Slny._—d; &Ta

3—&1 est de I'ordre de I*; d’'autre part — qu =1, aux quantités du second or-

dre prés. En conséquence, cos V est une quantité du second ordre, et, par
suite, sin V=1, aux quantités prés du quatriéme ordre. On a d’ailleurs

VT -5

dal —dl’

D’aprés cela, la valeur de S sera

_f [G dpdl_gf(}’dy—gfl’( gl;';)dy
=l — ﬂl‘(A’+3AB+B’)

Si I'on désigne pax ; la courbure de la surface au point M, par L, le

périmétre et par S, lalre du cercle décrit sur le plan tangent avec le point
M pour centre et la distance ! pour rayon, on pourra écrire L et S ainsi
qu'il suit:

la
L=L—g@m

. l‘
S—-VSQ'-'3C"
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La courbe ¥ peut étre considérée comme une sorte dindicalrice, par
rapport a la courbure de la surface, attendu que les différences L, —L et

) s . o
So — S sont l'une et I'autre proporuoqnelles LR

XXI.

On obtiendrait une indicatrice du méme genre en projetant sur le plan
tangent la série des points situés, sur la surface, 2 une méme distance 2
de I'origine. En effet, le périmétre L’ et I'aire ' de cette nouvelle courbe ¥’
résulteraient de calculs identiques & ceux quon vient de développer, avec
celte seule différence que la variable auxiliaire G ne dépendrait plus de !
mais de A, en vertu de I'équation

S 3t
szr_zzﬁo—gﬁ

On aura donce

W
L "—'Lo'—' m!
- T
S=S%—1w

XXII.

Les valeurs précédentes de L, L', S, § donnent, par I'élimination de la
courbure, et en admettant que les caractéristiques arbitraires 2 et / soient
identiques, ‘

Lo—L - S—S8__ 4%
L—L ~— S~—§ 3’
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équations qu'on peut mettre sous cette forme
{ I‘O—LL'+3L:O
| S,— &S +3S=o.

Ces relations sont indépendantes de la nature de la surface; elles se ré-
duisent & des identités lorsque la surface est plane, puisque, dans ce cas,
ona Ly=L=L', et S,=8§=§.

XXl

Nous rechercherons encore le périmetre L” et 'aire 8” de la courbe fermée
qu'on obtient, sur une surface continue, en prolongeant chaque section
normale jusqu'a une méme distance 2 de l'origine M.

En exprimant, comme au § XI, les coordonnées (z, ¥, z) d'un point quel-

-conque N en fonction des variables indépendantes 2 et u et de 'auxiliaire G,
on aura

Ve - Vo o
-—Au/“\/d o ,4— <B %) sin*2u  dp
_ f 2 (5 Y — L]

BrlA 4\ 3/ 2 1\
=2mitg [<§“K> 4(A’+3AB+B*>_J
B/ 10 1
=i+ gy (F," iB +Ts‘*>'

Les trajectoires A== const., w=const., peuvenl élre considérées ici
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comme orthogonales ; il serail aisé de le démonlrer, comme on I'a fait au
§ XX, pour des trajectoires analogues. En conséquence, l'aire 8" dépend
de l'intégrale suivanle :

o [V TV T G e
VE @ =@
—\/(4 3”)’ ——~4+8,,

et, par suite,

S"—f f [:'l_*_l’ _'_) sin’Qy] dyd).::rrl’+’3’_)2“ G;_%)x

Supposons que le point M appartienne & une sphére de rayon A. On aura

alors
27T

Y
L” :fﬁd(}.:?ﬂ(}:?ﬁ\/l’— )'—1

£A?

s——ff(}\/( dudl:Qﬂf;\V( )+G"—d,«

o

= A
_a).,rf) \/(4_ — _|._( LA’ sdl:Q‘rrj‘ AdA =nA*,

Les calculs qu'on vient d'effectuer sont indépendants de I'ordre de gran-

deur du rapport % En introduisant, au lieu de la distance 4, la hauteur h

de la zone, on aurait
$"=92nAh;
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c’est I'expression bien connue; si h==2A, on a S"=4&nA* (théoréme
d’Archiméde).

XX1V.

Soient Mz, My, Mz, trois axes rectangulaires. La position d'un point
quelconque N de I'espace peut étre définie, soit au moyen des coordonnées
(x, ¥, 2) de ce point, soit & I'aide de trois autres variables (A, &, w) liées a
(@, y, 3) par des équations telles que celles-ci:

(7] sg=f A pw), y=LOrw), z=[fQ 1w
Si I'on considére maintenant les trois équations

[18] A= const. p == const. w==const.,

on obtiendra, en attribuant aux constantes des valeurs qui croissent ou di-
minuent uniformément par degrés infiniment petits, trois séries de surfaces
qui décomposeront I'espace en une série de parallélipipédes ayant pour
cOtés les éléments linéaires des trajectoires résultant de la rencontre deux a
deux des surfaces appartenant a des séries différentes.

Cela posé, nous rechercherons I'expression du volume de’un quelconque
de ces parallélipipédes.

Désignons par ds,, ds,, ds, les éléments linéaires des trois trajectoires
qui se coupent au point N. Nous aurons

ds, = dxv<%>’+ <%>’+ (g _A>=’
eV T 0

[}

dp
as,=awV/ (T2 (T 23

Si les surfaces [18] élaient orthogonales, e parallélipipéde dont il s'agit
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. : . o dr dy
aurait pour volume ds, ds, ds,; on obtiendrait d’ailleurs T
fonction des variables indépendantes (1, p, w) par la différentiation des
équations [17]. -

Dans le cas le plus général, les surfaces [18] se rencontreront oblique-
ment en N; les angles «, 3, y que font deux 2 deux en ce point les trois
trajectoires seront donnés en fonction de (A, ¢, w) par trois équations,
dont une seule, celle qui exprime «, nous suffit, savoir:

en

dz dx dz dz
Cosoc—dH dw dy +d(J dw
ds, ds,
dp.  dw

Désignons maintenant par X, Y, Z les cosinus des angles que fait avec
les trois axes (z, ¥, z) la normale & la surface 4 =const. an point N. Ces
trois cosinus seront déterminés par les équations suivantes :

dz dy dz
X _ Y —- Z — ’
+ + d(l. 0

+Y +z
y+w+v=m

L’angle V que fait avec cetle normale I'élément ds, est d’ailleurs donné
par I'équation '
X G+ ‘+de
ds,

cosV—=

en conséquence, le volume U du parallélipipéde infinitésimal pourra s’ex-
primer ainsi qu’il suit :

dU=ds, ds,ds, sinxcosV.

Il nous reste a calculer le produit sin « cosV, qui doit évidemment se
14
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réduire 4 une fonction symétridue des variables (A, ¢, w) et des différen-

tielles ga; %— ..... Or, on a d’abord
/ dy dz dz dy
W dw " dE dw
= 5 ,
dz dx dx dz
@ dw @ dw
Y= )

D
de dy dy duo
G dw " dp dw
\ o D ’

en posant

p= V(% dz dzdy>+ g_gg_cp_@d_g=+ dr dy dyda:)
e dw dp. dw dp. dw dp dw dp dw™ dp dw

D’autre part, on a
Sin?x:\/'l—cos’a
VI -GGG @) @) -G e i & i)

ds, -dsy
dv dw

- D
T ds, ds,
dp dw

On déduit de I

_[derdy dz  dz dy\, dyfdz do dx dz\ dzfdz dy dy dz
‘m*[ﬁ 32 dwdp dw) T O\Tp T Tx aw) YO\ dw T dp o ]d" die do.

On peut remarquer que le coefficient différentiel qui multiplie dA du dw
n'est autre chose que le déterminant des neuf quantités

dv dz daw dy dy dy dz dz dz
@ W' A A’ dw d% dp’ dw )
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Ce résultat ne doit point surprendre ; car si ’on exprime dz, dy et dz an
moyen de dA, dp, dw, en différentiant les trois équations [47], et qu'on
cherche ensuite, a I'aide des trois équations différentielles ainsi obtenues,
a exprimer réciproquement da, du, dw en fonction de dz, dy, dz, ces dé-
terminations ne pourront évidemment s’effectuer que si, a chaque parallé-
lipipéde dx dy dz de I'espace, il correspond un parallélipipéde o U; U doit
donc s'annuler en méme temps que le déterminant des trois équations diffé-
rentielles. - .

Il peut arriver que deux des.trois équations [17] ne renferment que deux
des trois variables (4, 1, w), 4 et ¢ par exemple; la valeur de dU devient
alors ]

_dz (dm dy dy dex

, . dr dy dy - dw , -
L'expression (d—f WD Eﬁ) dX dy., n'est autre chose que l'aire

~de la projection, sur le plan zy, du parallélipipéde infinitésimal ; c'est
qu’en effet le systéme de coordonnées (1, 1, w) décompose I'espace en
une série d'éléments a trois dimensions, appartenant tous a une série de
prismes perpendiculaires au plan zy.

XXV,

Imaginons une sphére de rayon 4, ayant son centre en un point M d'une
surface continue. Il est facile de déterminer le volume intercepté entre cette
sphére, le plan tangent a la surface en M et la surface elle-méme.

A cet effet, en conservant les variables (A, ) définies précédemment,
introduisons une troisiéme variable w, choisie de telle sorte que les coor-
données (z, ¥, z) soient exprimées en fonclion de (2, p, w) par les équa-
tions suivantes :
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T=AcoS u,

y=A>Asing,
__ 2w feos*p , sin'p
—?(T+T)'

Dans ce systéme de coordonnées, I'équation w==—const. représente une
infinité de surfaces semblables entre elles et a la surface proposée, et ayant
pour cenire de similitude commun l'origine M; car, si le point (2, y, )
appartient a la surface proposée, le point (%_u’ -3—) ZE) appartiendra a la

surface pour laquelle le paramétre variable prend la valeur particuliére w.

Les courbures extrémes de deux quelconques de ces surfaces sont loujours

dans le méme rapport, et ce rapport est le méme que celui des courbures

de deux sections normales ayant de part et d’autre 1a méme orientation.
Cela posé, le volume dont il s’agit s’obtiendra comme il suit :

R’ i i
U_f f f cos” l“-|- sin? ”) (c08 2. A c0s - +-sin pr. Asin p) d2 dps. dw

‘/‘/;\scos’y_)_sm H)dldu_ (% )f Vi
:ﬂ_;‘&"‘ﬁ)‘

Le volume U’ intercepté enire une surface el une sphére de rayon i,

ayant pour centre un point quelconque de la surface donnée, se déduit
immédiatement de 1'équation précédente, et 'on a

L w1
U"":T"T(I"”ﬁ)'
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XXV

Pour donner encore un exemple de la facilité avec laquelle emploi des
coordonnées curvilignes (4, ¢, w) permet de résoudre certains problémes,
presque insolubles autrement, nous supposerons que chaque élément oU
exerce sur le point M, considéré comme un point matériel,, une attraction
qui ne dépende que de la distance 4 de cet élément au poilit M. L'ensemble
de ces attractions, pour tous les éléments compris entre le plan tangent et
la surface, donnera lieu, en vertu de la symétrie, & une résultante normale,
si toutefois, ainsi que nous I'admettrons, les attractions décroissent assez
rapidement avec la distance pour qu'il soit permis, en imaginant une série
de molécules oU disposés sur une section normale de I'une des surfaces
w==const., de remplacer cette courbe par son cercle oscufateur. On va voir
que notre systéme de coordonnées permet d’obtenir, presque sans calcul,
la valeur de cette résultante.

En effet, V'attraction de I'élément o U peut s’exprimer par une fonction
telle que ¢ (2) 9 U. Cette force donne, dans la direclion de la normale en M,

une composante e go( A)dU; on a donc, en réunissant toutes les compo-
santes de la meme nature,

R Ty T

sf f“ 0 (cos p+sm°y)” > (Ag+3AB+1:)fXA‘<P(Z)dA.

Si le point M n’était attiré que par les molécules appartenant a la surface
elle-méme, I'attraction totale se réduirait encore & une résultante normale ;
et la valeur de cette résultante serait
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e 3oV Y T T e
-—fAf" oty S H)?(R)dld.u-z%&--I—%)fll’?(z)d’

Dans la premiére hypothése la résultante dépend, on le voit, de la cour-
bure de la surface, et, dans la seconde, de la moyenne entre les courbures
extrémes.

XXVII.

La formule

4ﬁAS .

V-"== 3 9

qui donne le volume V d’'une sphére de rayon A, peut se démontrer aisé-
ment a l'aide de la méme méthode de calcul.

Il est clair, tout d’abord, que I'expression du volume V en fonction de A,
ne saurait varier lorsqu’on change 'unité de longueur, sous la condition que
'unité de volume éprouvera un changement correspondant. En consé-
quence, V est nécessairement proportionnel 3 A®.

Concevons maintenant que, par un point quelconque M de la sphére de
rayon A, on décrive une deuxiéme sphére ayant ce point M pour centre et
un rayon 2A, le volume de cette sphére sera 2°V ou 8V. Mais si’on méne
en M le plan tangent & la premiére sphére, et qu’on désigne par V' le volume
intercepté entre les deux sphéres et le plan tangent, la somme V<4V’ repro-
duira évidemment la moitié du volume de la sphére de rayon 2A. On aura
done

V4V'=14V,
et par suite

V
V=73
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D'aulre part, on a, quel que soit I'ordre de grandeur du rapport T

rt=Gcosp, Yy=Gsing, z=%%, G'=‘A’—1‘—zv,f ;
on obtiendra donc V’ ainsi qu'il suit:
24 2T 1
vl S ) TG i G - e - 4] e

1
, a6 AW dG
f f f[ 008 ¢+, G o8 ft. 2A+d sin .G sin . 2A+A( Gsinp. d—smy -Geos, ———COlU-]d,du.dw
—_ dG kw l’w’ lw
f f f 2/\ 6T dw]d“"‘dw"‘f f /[ - )3 “,]d)dudw
13d 3 T %A
) dpdw = ) d) =y = imn

En conséquence, ona

V' kmAl
V——'§—=—-3—.

XXVIIL.

Reprenons les formules précédemment trouvées

2mA®  mAt /1
vaE (L)

- 3 3 \a
e T (L Y:
S—“"+32(B YA

qui expriment, la premiére, le volume interceplé entre une surface donnée
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et une sphére de rayon 4 ayant pour centre un point M de cette surface, la
seconde, I'aire totale comprise entre le point M et la courbe d’intersection =
de la surface et de la sphére. Si I’on fait subir aux rayons principaux une

modification qui n'altére pas la courbure moyenne% G—l—%) et qui di-
Is

minue l'écart 3 X) entre les courbures extrémes, ce qui est toujours

possible lorsque la courbure n'est pas uniforme, le volume U’ demeurera
invariable et I'aire §” sera diminuée. Admettons que®la modification dont
il s’agit n’affecte que les points dont la distance a l'origine M est tout au
plus égale & A; la courbe = sera remplacée, sur la surface transformée, par
.une nouvelle courbe ¥, et il se produira une solution de eontinuité entre
les deux portions de surface situées, 1'une & I'intérieur, l'autre en dehors
de la sphére de rayon 4. §'il était permis de faire abstraction de cette so-
lution de continuité, il résulterait évidemment des deux formules précé-
dentes que :

De toutes les surfaces conlinues et fermées qui interceptent un vo-
lume donné, la sphére est celle qui posséde une aire totale minimum.

Abordons maintenant la question de la continuité. Soit =" la courbe d’in-
tersection de la surface avec une sphére de rayon A4 J4. Réunissons deux
a deux les points des deux courbes X' et " qui correspondent & une méme
orientation, il est facile de voir que la continuité sera complétement réta-
blie,, pourvu que l'altération de chaque rayon de courbure soit suffisam-
ment petite par rapport & dA. En effet, supposons que I'on attribue aux

6 3

1 1
courbures + B

] - ]
1B des variations 2 on aura

X
1 A . 1
0 — = ] — 2 =3
” cos;xaA%-smyé‘

par suite, la variation 9z subie par I'ordonnée d’un point N de la courbe X
lorsqu'if prend, sur la courbe X', la position N', sera

_» N P TI
'c?z—:?('cols (@67‘-{—51? Ha.ﬁ).
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Les varialions du ¢t oy seraient de I'ordre de A* el peuvent conséquem-
ment étre négligées ici, de sorte que Jz équivaut i la distance NN'. Soit
waintenant N” le point de = qui correspond au point N de la courbe X,
avec la méme orientation p2, et P la projection commune des points N et N
sur un plan L paralléle au plan tangent zy, et passant par le point N”, on
aura

En conséquence, 'angle o formé par I'élément NN” et sa projection N"P
sur le plan L sera donné par la formule
o N 2
=N 7( 312)'

Quant a I'angle o' que I'élément N'N” fait avec N'P, il se déduit de
I'équation
A Al 1 . i
o' N:P _NP—MN =7 8).—-—2—(cos’p d‘X ~+ sin®*p o‘-ﬁ)
NP~ NP . 0_23 2
8y*
|

1
0 0em
B ST N B)
=te— ‘é‘(""s TR W

Cet angle différera infiniment peu de  si les variations 3%-, ) %, 04 sont
du méme ordre, ce qu’on peut toujours supposer. D'autre part, si I'on dé-
signe par.»” I'angle formé, au point N’, par la courbe MN’ avec sa projec-
tion sur le plan L (projection que ’on peut considérer comme identique a
celle de NN”), on a

| |
(m"=l(—- 3—)'
g 7"}“7 ;
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de méme que o', " ne ditfere quinfiniment peu de »; la continuité existe
donc en tous les points de'la courbe MN'N".

.+, €1, par suite, dans toute
Tétendue de 12 surface transformée. '

Evaluons maintenant les variations introduites, au point de vue de Vaire

et du volume, par la substitution de la série des lignes N'N” & la'série des
lignes NN”.

A cet effet, on a d'abord

De 14, on conclut

’ " \ f/__ 1 1
N'N"—NN"=N P(cos.w cow) (\/H—tgm \/H—tg 0 | O%

3
= (lg*0'— tg"w)%)i = lgo (lgn'—tgn) 04 = — % cos*p. 52 i -+ sin®p. 9 %) .

Si, aprés avoir muluplu, celle expression par Adp., on intégre de 0 & 'zTr
on obliendra la variation de l'aire ; or, on a ainsi

PO S T |
- —g—j ;<c‘os 2 6‘X+ sin*p. 9 B)_d{L _
22T

M cos’p. -, sin’p s
= 2 (A+ B)(05p3 +snnxJB)@

B —31-/ \_a(m T B") +3 3. AB

On peut remarquer que aeu;e variation est pmpomom]elle ala courbure
' ' ai a_

i ct—r sont idenliques, ¢
A B .

surface demeure semblable &'elle-méme.

lOlb(]l]L 10: rapporls —— est-a-dire lorsque la
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Quant au volume, l'aire du triangle élémentaire N'N”P différe de celledu
triangle NN"P d’'une quantilé mesurée par I'expression

3 T CO Y B A
-_ "'Q"'N P—-—T(COS 2 ax"}"Slﬂ 2 §B-> o7,

La variation du volume s'obtiendra en multipliant I'expression précé-
dente par Ady et en intégrant ensuite de 0 a 2=, ce qui donnera

3 530
78}/ (G()b(/d\ -+ sin*p 9 ) ,,'_—__%f;(%_}_%)_

Maintenant, si dans les formules [19] on remplace % par i + 6‘% et%
par % -+ 8%, et qu'on ajoute, aux variations qui en résultent, celles que
'on vient de déterminer, on aura

. EA 1N Ban /4, ), 2,1
[ 3= 32 j(B A) 16 [6(1'5'*"?)'*"’5@] '
1\? 1 3nit AN
*“-‘[‘%(ﬂﬁ)“-“ “]‘ To(e+s) =575
E)m L 1
—— ( ) a‘ﬁ,

== () (i)

\

]

1 ‘ 1,14 - . . ,
Si I'on suppose que la somme (X+§) demeure invariable, U’ sera

. . . 1 . .
constant, et la variation 48" s’évanouira en méme temps que 3—— De la il

résulte que S” sera un minimum lorsque le produit — p Serd un maxlmum

c'est-a-dire lorsque les rayons de courbure iet T seront égaux, et c’est

ce qu'il sagissait de démontrer.

— - il § ali—————
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MEMOIRE

SUR LES TRAJECTOIRES MINIMA.

1.

Lorsqu'un point mobile, libre dans I'espace ou assujetli a rester sur une
surface déterminée, est soumis a I'action d’un systéme donné de forces, il
existe une infinité de trajectoires différentes qu'on peut lui faire suivre.
Parmi ces trajectoires, quelques-unes jouissent de propriétés remarquables.
Je m’occuperai, dans ce Mémoire, des trajectoires minima. J’appelle ainsi
les courbes qui rendent minimum une intégrale de la forme f o (v) ds, ds
étant I'élément linéaire de la courbe, et ¢ (v) une certaine fonction de la
vilesse. Je supposefai, d’ailleurs, qu'il existe une fonction qui aurait pour
dérivées respectivement par-rapport i z, ¥, z les forces appliquées X, Y, Z;
ct 'on sait que, dans ce cas, I'on a, en vertu du principe des forces vives,

v o, dv o, dv
X—b%, Y—UHTJ» L—U—d“z-

I1.

La classe de courbes dont je m'occupe jici renferme cerlaines ¢spéces
qui ont déja été éludiées, savoir:
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1° Les courbes géodésiques, qui correspondent au cas de ¢ (v) = cons-
tante, et parmi lesquelles on peut comprendre les lignes de courbure,
qui ne sont qu'une variété des géodésiques ;

2° Les brachistochranes (*), pour lesquelles ¢ (v) :%;

3° Quand on prend ¢ (v)=wv, les courbes qui dorrespondent a l'intégrale
fvds :f@’dt, ne sont autre chose que les trajectoires que le mobile est
naturellement entrainé a suivre sous 'action du systéme donné de forces.
Cette propriété si remarquable des {rajectoires naturelles, qu’Euler a
trouvée le premier, constitue le principe de la moindre action. Elle dé-
rive, comme on le verra ci-aprés au § VIII, des équations mémes du mou-
vement d'un point sur une surface donnée ou dans I'espace.

1I.

Dans le cas général, les équations de la courbe qui rend minimum I'in-
tégrale f o (v) ds s’obtiennent aisément i I'aide de la méthode des varia-
tions, qu'on peut appliquer comme il suit :

Supposons ces équations connues, les lois du mouvement du point ma-
tériel s'exprimeront par des équations de la forme

1] s=A(l), y=Xr({t), z=21,(.

Si, au lieu de se mouvoir sur la courbe que ces équations déterminent,
le point mobile était forcé de suivre une courbe infiniment rapprochée, les
lois du mouvement de ce point pourraient étre représentées alors par des
équations telles qué

(') Dans une Thése présentée le 1¢ juillet 1847 & 1a Faculté des sciences de Paris, j'ai
déja éludié spécialement les propriétés des courbes brachistochrones. Envisageant dans
le présent Mcémoire une quesfon analogue, mais plus générale, jai eu 4 revenir sur
quelques-unes de ces propriétés, celles qui laient susceplibles d’étre géncralisées.
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[2] ‘J)-"—‘-l(l)—{—m, y=li(t)+wi’ Z=7»,(t)+w,,

w, »,, », 6tant des fonctions de ¢ de I'ordre de di.

Si le mobile est absolument libre, les fonctions o, w,, », pourront étre
entiérement arbitraires ; mais si le mobile doit se mouvoir sur une surface
F (%, ¥, z) = constante, les fonctions », »,, », seront liées entre elles par
1a condition

dF dF
(3] dw +dy ‘+dz 1= 0.

Cela posé, en admettant d’abord que le point de départ et le point d’ar-
- rivée soient donnés de position, la variation de I'intégrale f ¢ (v)ds, en
passant de la courbe [1] a4 1a courbe [2], sera
af<p(v) ds:fo“.cp(v) ds:fdsaq: (v)+cp(«v)3ds=fdsgo’(v;
- dy , - dz,
(%» fdyw + )+w ) (o + 2 do o+ Edn, ),

ou bien, d’aprés un mode de transformation bien connu,

jga(vdszf( (v) 22 as d%—%())

o (018 ds—a % g ) o (v 0 L as—d %o ).

0r, pour que l’intégpale f ¢(v)ds -soit un m\i'nrimum_\, il faudra que la varia-
tion de cette intégrale soit nulle pour toutes les valeurs qu’il sera possible
de donner & », o, »,. Si le point est absolument libre, on aura, fd’aprés
cela, les trois equatlons symétriques

16
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<p(v)-(—i—a?ds——d£ (v)=0,
vy G0 dy
?(U)Eil—dg—-da—sj

d <.
(v)dzds dd‘;qﬁ(v)-—o.

pl)=0,

Si le point est assujetti a rester sur une surface donnée, auquel cas les
variations o, »,, , sont liées entre elles par la condition [3], on multipliera
le premier membre de 'équation [3] par un certain facteur 6; le produit,
qui est identiquement nul, étant introduit sous le signe f , on délerminera 6
de maniére & faire disparaitre » de I'expression ¢ f ¢ (v)ds. Alors les coeffi-
cients de o, et de o, devront étre identiquement nuls, ce qui fournit , en
égalant les trois valeurs de ¢ qu'on obtiendrait ainsi, I'équation & trois
membres

o o odvo dy v dz
(A) (L)d ds — dds (U) ?(U)dyds dds?(v)__?(”)dzds da—s'?(v)
‘ L
dz dy ' dz
1v.

Si le point de départ et le point d’arrivée n'étaient pas donnés de posi-
tionr, on obtiendrait, relativement & ces points limites (1) et (2), des condi-
tions qu'il importe de considérer, ' o

La variation de l'intégrale | ¢ (v) ds comprendrait alors, en dehors du
signe f , les termes suivants : : AR
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[q) _—m +[‘P "’j+[? mé] -1—[ dvg (v ]
.._[fP U)—‘ ("] [‘P(fv fiy ®, ) [ (v)-d_@ m,]:-[aw(v)]‘,

Considérons en particulier sur une surface donnée les trajectoires pour
lesquelles v ¢ (v) est constant, ce qui comprendra deux espéces, les géodé~
siques et les brachistochrones, et supposons que le point de depa: t soit fixe,
on aura simplement, pour le pomt d’arrivée,

} d.
(1] -Ji;.w+a—%wi+a—§ 0, =0,

d’ou il i’é_sulte que, pour le méme temps ¢, le lieu géométrique des points
d’arrivée sera une courbe normale & chacune des trajectoires.

Plus généralement, on voit que si la condition [4] alieu pour les points
de départ, elle aura également lieu pour les pomts d’arrivée, ce qui donne
le théoréme suivant :

Si lon tmagine, sur une surface donnée, une série de géodésiques
ou de brachistochrines issues normalement d'une méme courbe, et que
lon considére sur chacune d'elles des arcs parcourus dans le méme
temps, la courbe tautochrine formée par les exirémités de ces arcs
sera elle-méme normale & chacune des trajectoires ().

Des considérations analogues s'appliquent évidemment au cas des bra-

(*) Ce théoréme est di1 a M. Gauss pour le eas des géodésiques. M. Bertrand 1’a plus tard
énoncé el démontré synthétiquement pour les brachistochrones; j'en ai moi-méme donné,
dans le tome XII du Journal de M. Liouville, une démonstration analytique, pour ce
méme cas des brachistochrones, en suivant 1a marche tracée par M. Gauss pour les géodé-
siques, Cette démonstration analytique peut d’ailleurs s’élendre sans difficulté a une fone-
tion 9 (v) quelconque, et'elle conduit alors & ce résultat, que la propriété des courbes
tautochrones orlhogonaleé napparlient généralement, dans la classe des trajectoires qui
rendent minimum Uintégrale / ¢ (v)ds, qu'aux deux seules espéces géodésique et bra-
chistochrone.
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chistochrones absolues el des géodésiques absolues (lignes droites), ¢'est-
a-dire au cas ol le mobile peut se mouvoir librement , sous 'action des for-
ces données, sans elre assujelli a rester sur telle ou telle surface; on est
alors conduit & ce théoréme:

St lon imagine une série de géodésiques ou de brachistochrénes
absolues , issues normalement d'une surface quelconque - et que 'on
considére sur chacune d'elles des arcs parcourus dans le méme temps,
la surface tautochrine formée par les extrémités de ces arcs sera elle-
néme normale & chacune des tr agectmres

On voit, du reste, que, dansl'un et Pautre cas, ]a propriété des courbes
ou des surfaces tautochrones orthogonales n'appartiendra pas, generale~
ment, aux aufres especes comprises dans la classe que nous étudions, 2

canse du terme 5 [é“v 9v :] v——[a“ ):] 2 qui ne sera gé.néralementpas
‘ -
nul.

V.

Etudions maintenant les équations générales () du § III que nous re-
présenterons simplement par

(A) A X @)=y y)=xl2),
en posant
[ dx
iy g5 7 (& _do avy_ YT
(o) dw “ds_YVY\& T ds ds)“‘?(b)—a—;
2= dF = aF
dx dz

Posons en oulre
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de
ds dv dz do
ds dz ~ ds ds
Alx)= d; , et x(2) :_L_d_l?———"
dr ' de
les équations
A(2)==2() ——l(z

qui correspondent au cas ol 'on suppose v ou ¢ {v) constant, représente-
ront évidemment les géodésiques de la surface F==constante ; d’autre part,
les équations

p (@) =p.(y) =p(2)

s'appliqueront & une certaine espéce de courbes qu’avant d’aller plus loin
il est essentiel de caractériser.

VL

Cette espéce de courbes uesc autre chose, on va le voir, que celle des
lignes de plus grande pente, relativement au systéme donné de forces.

Jappelle ligne de plus grande pente celle dont la tangente, en chaque
point, fait avec la direction de la résultante R des forces X, Y, Z, I'angle le
plus petit possible.

En d’autres termes, cette courbe sera, sur une surface donnee I'enveloppe
des projections de la force en chaque point, et, dans [espaue absolu, l'en-
veloppe des directions mémes de la force.

" On peut encore définir, si I'on aime mieux, les lignes de plus grande pente
comme étant, en chaque point, normales aux courbes de niveau sur une
surface donnée, ou aux surfaces de niveau dans I'espace absolu; ces cour-
bes et.ces surfaces de niveau étant représentées par Féquation de condition
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v == conslante, jointe, pour les courbes, a I'équation de la surface ¥ = con-
stante. .

Ces définitions, qui n’expriment au fond qu'une seule et méme propriété
caractéristique, vont nous conduire aisément aux équations des lignes de
plus grande pente.

En effet, la direction de la force peut s’exprimer par les cosinus des trois
angles qu'elle forme avec les axes coordonnés, et ces cosinus sont

v@ v@v@
L dx dy “dz

R R’ R’

de méme 13 direction de la tangente & la courbe dont il s aglt de trouver les _
équations étant exprimée par les trois cosinus

b dy s
ds' ds' ds’

I'angle « de ces deux directions sera donné par la formule

0SS =

(dmd +dydy+ ) v do
: Rds Rds

équation que nous aurions pu écrire immédiatement, car, mise sous la
forme R cos« _%i’ elle exprime que la projection de la force R, suivant
une certaine direction, donne la mesure de I'accroissement mstantané de la
vitesse dans celte direction. . .

Maintenant, quelle que soit la-direction que I'on voudra considérer autour
du point M, R et v auront des valeurs invariables qui ne dépendent que de
la position méme de ce point. Par conséquent, la direction qui rendra mini-
mum z, ¢'est-a-dire la direction de la ligne de plus grande pente, sera aussi
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celle qui rendra maxlmum le rapport —— dv 5 quie nous appellerons Paccéléra-
tion spécifique. Mals ona, generalement

8@ ds&dv—-dvé‘ds,
ds ds* !

d’autre part, si au lieu dela direction dont les trms cosmus sont g Eﬂ %’

on considére une direction mﬁmment vmsme on pourra poser
* - N . ‘ -

5dra:==‘o>,i adg==w,, ddz=o,,

" ot 'on aura

g U dy dz
9d8~-‘7—sw+am,+a—s-m,

avec
dv dv dv |
adv—-d—’l;m +a§°"tﬂ‘"ﬁ’wsv .
on aura, de plus, sile moblle dont rester sur la surface F==constante,

dF a o
(" dz +dy ‘+dz =

ds
dv__ (dv dz dy
7= (@) +( ko) *+( i) o

et devra étre nulle, o, »,, », étant assujettis seulement a satisfaire a I'équa-

tion de condition [4], ce qui donnera pour les équations des lignes de plus
grande pente o

_ . S -
D'aprés cela, la variation & — s’exprimera ici par la formule
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dv dx dv dy dv , - dz

%ds—a—édﬁ*a—gds—ﬂ—gd@-'&;ds—-a—gdv
wo @ &
de dy dz

ou bien
b)) = p@) = p@.

Ces équations se réduisent d'ailleurs a
1 (®) =_0, ©(y)=o, Af‘ (2) =o,

quand le mobile est absolument libre, et représentent alors la ligne de plus
grande pente absolue.

Vil.

D’aprés ce qui précéfle, les équations des courbes qui rendent minimum
P'intégrale / ¢ (v)ds peuvent se mettre sous la forme
x@)=xy =x@.
en prenant
X @) =90 x@—2¢(v) 2 (@),
ou bien sous la forme
X (@) =x, @) =x: (3),

en prenant

Xo (@) =4 (v) (1) — A (@),
“avec
b=
G
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Pour chaque valeur distincte de ¢ (v), ou, pour mieux dire, de ¢ (v), on:
obtiendra des courbes de différenie espéce, et, parmi ces courbes, on
pourra compter, comme espéce singuliére, les lignes de plus grande pente,
qui correspondent au cas de ¢ (v) =, ou si I'on aime mieux de %%:o
quel que soit v. L'on voit, du reste, que les équations des courbes qui ren-
dent minimum l'intégrale f ¢ (v) ds ne dépendent pas, en réalité, de la
fonction ¢, mais bien du rapport q;:?-. C’est ce qu'il est aisé de s’expli-
quer : car soient v et ® deux fonctions de v telles que I'on ait

/ q)r

- e

on tirera de la, par lintégration , .
logg=log®+K,
K élant une constante arbitraire; d'ou
| g =Ko;

. . CD . A
ainsi le rapport — sera une constante K; il est donc naturel que les mémes

courbes correspondent aux fonctions ¢ et ®, quel que soit v, car cela re-
vient a dire que la méme courbe rend minimum toutes les intégrales de la
" forme K f¢(v)ds, chose évidente & priort.

VIII.

Nous avons déja dit, au § II, que les courbes qui correspondent i I'in--
tégrale /" vds = £ v*dt ne sont autre chose que les trajectoires qui seraient
naturellement suivies par le mobile sur la surface F = constante, sous I'in-
fluence des forces X, Y, Z. Pour le démontrer, rappelons que les équations

A7
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du mouvement d'un-point de cette surface peuvent, comme on sait, étre
mises sous la forme

d'z ._

FT =X-4Qcosk,
dy
a—t—,_l—{-Qcoe
da

dt,-Z-}-Qcos:»

A, 1, v élant les angles que la normale fait respectivement avee les trois axes
coordonnés, et Q étant la valeur variable 3 chaque instant de la résistance de
la surface, force égale et inverse i la pression exercée normalement par le
mobile.

D’autre part, en posant, pour ahféger,

=V (@) + )+ @)

on a
dF ar dF
dx dy dz
h—— = P = e}
cos 7 Cosp 7 €0s ¥ =

on pourra donc écrire

dz 0 dF
dae _X+ dr’
d*y Q dF
di® =Y+v V dy’
dz dF

der Z+ daz’
Q

d'ou I'on tire, en égalant les trois valeurs de = v les équations de la trajec-

toire naturelle sous la forme suivante :

d*x a*y d'z
R R L T T
V=T dF ~ dF dF
dz dy dz
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Dans le cas ol il existe une fonction des forces, on a

dv dv ,  dv
sz'a?i! Y-——v@y ‘—”'&‘z‘,y

et par suite

iifl’ dz dx
dr dr t dx dt dr dsdi V41
‘ di"’.
do _dodv\_ 0T
T U\dr  ds ds ds '
on aura done
4z
4(@ .dmdv)m__t_i,_s
Q0 v\de  dsds) “ds _
A 7L dF = ele.,
dr

en sorte que les équations de la trajectoire naturelle prendront la forme

—Q =w—rw=tiy—iw
V(@) + @)+ ) o
= =i,

sous cetle forme on voit clairement que ces équations sont celles de la

courbe qui rend minimum l'intégrale f vds ou f vidt.
Remarquons, dailleurs, que ces équations se réduiraient &

s —r@=o, lug—ig=o, Jri—i=
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dans le cas ol le mobile serait absolument libre, et qu'il suffivait, pour

arriver a ce résultat, de reprendre les mémes calculs dans I'hypothése
Q=o.

1X.

Considérons les cou:bes pom lesquelles le rapport 2%3 s’annule quand

on y fait v=o0: : .
THEOREME. — Toules les courbes de cette catégorie sont tangenles
& la ligne de plus grande pente Q;u, ce qui revient au méme, normales
auz courbes de niveau en tous les points ou la vitesse est nulle.
Car on voit que, p'our ces points, la direction de la tangente est indiquée
par les équations .

qui sont celles de la ligne de plus grande pente.

Cette catégorie de courbes comprend, en particulier, les brachistochrones,
les trajectoires naturelles, etc.; mais il est evudent qu ‘elle ne comprend pomt
les*lignes géodésiques. .

Le méme théoréme s’applique evnlemment aux trajectoires pour les-

)

quelles le rapport z;( G s'annule pour des valeurs particuliéres v,, v,.....;

toutes ces trajectoires renconirent orthogonalement les courbes de niveaun

Si un mobile suit T'une des courbes de la classe (A), la résultante des
forces appliquées, estimée suivant le rayon de courbure, peut s'exprimer
trés- s1mplement dans un grand nombre de cas, en fonction de la force -

centrifuge T (r étant la longueur du rayon de courbuxe)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



133
On a d’ahord
_ ds

MR e

et 'on sait que les angles que fait la direction du rayon de courbure avec les

ay dz
trois axes ont respectivement pour cosinus r 5 r d 5, r : 45 de la
$ s as

résulte ’expression N de la pr OJectlon ou de la composante donf il s’agit,
savoir :

dv
“*ds(dw ds+dy ds+ ds>

D’autre part, 6 élant 'angle que la normale a la surface fait avec la direc-
tion du rayon de eourbure, ona .

dF dw dF dy darF dz
dw ds+dy ds+dz ds

V@) +@) + @V (@) @)+ (o5

Cela posé, si, dans l’équatioﬁ générale (A) du § Y, on multiplie les deux

o8 6 —

termes de chaque rapport respectivement par d — d , d dZ; dg ,etquon
ajoute, on aura, apres quelques réductions,

'(v) (v)

Ve

expression fort remarquable en elle-méme en ce qu’elle donne le symbole
x. sous forme d'une fonction trés-simple, symétriquement composée en z,
'y, z; dans les équations (A), au contraire, y a trois valeurs qui ne présentent
qu’une symétrie parlielle, c’est-a-dire telles que de I'une quelconque on
peut déduire les deux autres par un simple changement entre les leltres

£ Y, 2.
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Pour le cas particulier des trajectoires naturelles, sur une surface donnée,
on a déja vu que I'on a
—Q

TV

‘on doit donc avoir, pour ces courbes,

N_»
—Q r
v — cosg ’
d’ou
A 1
0 N+Qcose=i;_.

Ce résultat est aisé a démontrer ¢ prior:. En effet, a chaque instant du mou-
vement et pour une trajectoire quelconque, les forces appliquées X, Y, Z,
combinées avec la résistance Q de la surface, peuvent se ramener, en défi-
nitive, 4 deux composantes : 1° une composante dirigée suivant le rayon de
courbure, et ayant évidemment pour valeur N--Q cos 8; 2° une composante
ayant une certaine direction dans le plan tangent i la surface. S'il s’agit
d'une trajectoire naturelle, le mobile élant alors libre de glisser dans tous
les sens, sur le plan tangent, cette deuxiéme composante ne peut étre que
tangentielle a la trajectoire, et elle n’aura conséquemment d’autre effet que
de produire un changement dans la vitesse v ( ). La seule force N - Q cos
devra donc équilibrer la force centrifuge T

Ce mode de raisonnement ne s'appliquerait pas & toule autre ligne qu'a
une trajectoire naturelle, car alors le mobile étant obligé de suivre une tra-

jectoire autre que celle qui convient a la libre action, sur la surface F= con-
stante , des forces données, il faudrait tenir compte, non plus de la résis-

(") Cela revient a ce théoréme, qui est pour ainsi dire évident par lui-méme : Le plan
osculateur d’une trajectoire naturelle contient toujours la résullante des forces appliquées,
en comprenant parmi ces forces la résistance de la surface, si 'on se donne une surface.

De 13, comme cas particulier, le théoréme relalif aux géodésiques (pag. 136). Le plan
osculateur d'une géodésique passe toujours par la normale & la surface. '
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tance Q de la surface, mais de la résistance de la trajectoire donnée elle-
méme.

Si les forces X, Y, Z sont constammenl nulles , alors la vitesse » du mo-
hile est constante; l'intégrale fvds qui caractérise les trajectoires natu-~
relles équivaut & l'intégrale /' ds qui caractérise les géodésiques, lesquelles
ne sont, & ce point de vue, qu'une variété des trajectoires naturelles,
comme elles sont, du reste, une variété de toutes les espéces de la classe (A)
pour le cas ou la force R=o0. D’ailleurs, il est évident que I'équation [1]
ci-dessus doit subsister toujours; seulement la composante N s'évanouit ;
de plus, I'angle 6 =0, comme nous le ferons voir tout 2 heure. L'équation
précédente se réduit donc simplement a celle-ci:

v,
Q=

de 1a les théorémes suivants :

. Lorsquun mobile, aprés avoir recu une cerlaine vitesse initiale,
se meut librement sur une surface, il décrit, d'un mouvement uni-
forme, une géodésique.

2. La force centrifuge qui tend & chaque instant & se. développer
dans ce mouvement, est équilibrée par la résistance de la surface, et
celle résistance, qui mesure aussi la pression du mobile, est toujours
en raison inverse du rayon de courbure de la géodésique.

3. St la surface donnée est plane, ou si le mobile est absolument
libre dans Uespace, il décrit une ligne droite; les forces centrifuges et
les pressions §'évanouissent.

Quant aux équations différentielles des géodésiques sur une surface
donnée, nous les obtenons, d’aprés ce qui précéde, sous la forme :

dx
4T
| . ds_elc
dF\? dF\* . /dF\* . dF — 7
rcosd Y (&X ar (&X —_—
V(dx) +(dy> +HEE) @
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ou encore sous la forme suivante :

{oadr dF
i ’I'da-} %COSQ
dF\?
\/( ( +(dz)
dy dF
rdds —@cose
ds v/( ) /dF 4_(dF\’
L dz dF
rdE;_— . %cose

ds dF dFY* | (dFY
\ V(%) +(@) + (@

Si I'on éléve au carré les deux membres de chacune de ces équations, et
quon ajoute, on voit de suite que cos? 6 =1, ce qui revient & ce théoréme
bxen connu :

Le rayon de courbure des géodészques esl touyours dirigé suivant la
normale & la surface ; théoréme identique, au fond, & celui-ci:

~Le plan osculateur en chaque point d'une ligne géodésique, passe
par la normale & la surface,

Cette propriété est tout a fait caracléristique, en ce sens qu'elle fournit
immédiatement les équations différentielles de ces lignes, sous la forme ci-
dessus, avec cos 6=1.

Maintenant considérons en particulier, dans la classe générale (4):

1° Les courbes planes, ou, pour mieux dire, celles qui correspondent au
cas ol la surface donnée est un plan; pour toutes ces courbes, la ligne
droite exceptée, on a cosb6=0;

2° Les courbes absolues, c¢'est-a-dire celles qui correspondent au cas ou
le mobile est absolument libre ; pour ces derniéres courbes, y compris la
ligne droite, on a y=o.

Dans ces deux cas, la valeur generale de X, €noncée precedemment
donnera
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et ’on en tire

ou, plus simplement,
v* 4
SREATTON

On se rappelle que la caractéristique ¢ (v) distingue entre elles les diverses
espéces de courbes qui composent la classe (A). Le résultat ci-dessus nous
apprend que, dans les cas oul'on a¢ (v) = + %, c’est-a-dire pour les bra-

chistochrones el les irajecloires naturelles, la composante N est égale
en grandeur absolue a la force centr zfuge —,: quand le mobile est libre

ou doit se mouvoir dans un plan donné (*).

" Ce théoréme, en ce qui concerne les brachistochrones planes, a été établi
par Euler (Mechanica, tome II), qui V'avait regardé comme exprimant une
propriété de ces courbes tout & fait caractéristique; on voit que cette pro-
priété s’élend encore aux brachistochrones absolues, el aussi aux trajectoi-
res naturelles, absolues ou dans un plan donné. Mais elle n'appartient qu'a
ces deux espéces, parmi les courbes de la classe (A); en effet, I'intégration
de I'équation différentielle

18
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ne donne, pour la fonction ¢, que deux formes

A
§ () =Cv glt)=C3.

Généralement, pour toutes les courbes qui rendent minimum l'inté-
grale fo(v)ds, le mobile étant d' ailleurs ou libre ou assujetti a rester
sur un plan donné, le rapport de la force centrifuge %’ a la composante
N, est une certaine fonction de v, et par conséquent est constant dans
toute U'étendue d'une méme courbe de niveaw; et il est, du reste, aisé de
voir que ce rapport est, en oulre, absolument invariable pour chacune
des courbes caractérisées par une fonction de la forme ¢ (v)=v*, k étant
une constante arbitraire qui n'est autre chose que la valeur méme du

N
rapport -+

r
1l y aura toujours deux espéces conjuguées pour lesquelles ce rapport

aura la méme expression numérique mais en signes contraires; ces deux
espéeces, telles que sont, par exemple, les brachistochrones ct les trajec-
toires naturelles, correspondront a deux fonctions ¢ (v) égales et de signes
contraires, ou, ce qui revient au méme, & deux fonctions ¢ (v) et ¢, (v}
telles que P'on ait '

% (v) 9, (v) = constante.

XI.

THEOREME. — St une courbe donnée appartient & la fois ¢ deux des
espéces représentées par Uéquation (A), toutes les espéces se réunissent
en cette courbe , qui alors est & la fois, en tous ses points, géodésique,
brachistochréne, trajectoire naturelle, ligne de plus grande pente,
ete. ().

dwem

(') Exemple, pour le cas de la pesanteur, une verticale sur un plan ou sur une surface
cylindrique, & arétes verticales, ou encore, un meridien quelconque d'une surface de
révolution a axe vertical.
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1l suffit de prouver que I'équation
L@ =x@) =1

ne peut subsister pour deux valeurs différentes de ¢ (v) sans avoir lien aussj
quel que soit ¢ (v).
Or, si l'on avait

) p@)—r@) =40 p ) —A{y) =) p () — 2 (3)

et
by (0) () — 2 (0) =&, () () — A () =, (v) 2 (2) — 2(2),
on en déduirait, par voie de soustractipn s

1 @) [ ) — b @] =p ) [§ o) = d )] =p (2) [$ (v) — 4, @)],

d’ott la conclusion que, si ¢ (v)—4¢, (v) n'est pas identiquement nul, on
devra avoir ‘ . .

@) =p(y) =r(2),
et par suite aussi

I'on aura done
% (@) ==x (y) = x (3) quel que soit ¢ (v). C. Q. F.D.

- Ce théoréme s’applique, du reste, égzlement aux espéces considérées
sur une surface donnée et aux espéces absolues; et il est bien clair que la
démonstration ci-dessus embrasse les deux cas.

XI1l.

Jusqu'ici nous avons considéré un point mobile soumis 2 un systéme
donné de forces X, Y, Z, en sorte que v était une fonction déterminée des
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coordonnées x, ¥, z du point; les diverses espéces de courbes comprises
dans la classe ainsi obtenue étaient caractérisées par la forme de la fone-
tion 9 qui entre dans l'intégrale /¢ (v) ds, ou, plus généralement, dans
I'intégrale K /9 (v) ds.

Mais on peut laisser indéterminé le systéme X, Y, Z des forces appliquées
au point mobile. Alors I'intégrale K /¢ (v) ds représentera comme une fa-
mille de courbes, qui comprendra diverses classes suivant les systemes de
forces, ou, pour parler plus exactement, suivant la forme de la fonction v.
Dans cet ordre d’idées, on voit de suite qu'il pourra se faire quune méme
courbe représente des espeéces différentes dans des classes différentes ; en
désignant par v, v,, ¢ et 9, cerlaines fonctions caractéristiques de classe et
d’espéce, cela aura lieu toutes les fois que I'équation

[ « ?; ((Z)‘) = conslante,

pourra étre satisfaite pour plusieurs systémes de formes différentes attri-
buées aux caractéristiques v, v,, 9 el ¢,.

A ce méme point de vue, on peut dire que les géodésiques forment une
espéce proprement dite appartenant a la fois & toutes les classes, de méme
qu’elles sont une variété de chaque espéce pour le cas particulier de v —=
constante ou R =0 (§ 10); pour mieux dire, loute la classe v = constante
se réduit, en réalité, aux seules géodésiques. On pourra aussi considérer
toute courbe d'une classe v comme étant, par exemple, une brachistochrone,
pourvu que, pour obtenir cette brachistochrone, on choisisse convenable-
ment le systéme de forces. Ainsi une trajectoire naturelle, ¢/ vds=o, est

. R ds .
une brachistochrone ¢ f 5= 0» pourvu que Pon ait
i

vu, == constante ;

équation propre a délerminer v; et, par suite, le systéme de forces cor-
respondant lorsque v est connu, ou réciproquement.
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Si dans I'équation [1] on prend pour les caractéristiques ¢ el o, une seule
méme fonction o, alors on aura I’équation symbolique

9 (1)
(V)

laquelle admettra d’abord, corame solution évidente,

== constante,

v, =7,

si cetle solution est la seule, la courbe de l'espéce ¢ n'appartiendra qu'a
une seule classe. C'est ce qui arrive, par exemple, pour les trajectoires na-
turelles, les brachistochrones, ete. Mais il peut se présenter des solutions
multiples dont on devra tenir compte; par exemple, les courbes de I'espéce
a‘jv’ds= o correspondent a deux classes 4-v et —», a cause des deux
solutions de I'équation

v, =0, douv, ==+ v;
pour ces deux solutions, réellement distinctes, les forces sont égales quand
on considére le méme point, et I’on a alors une seule et méme trajectoire,
parcourue par le mobile, ici dans un sens, la en sens inverse. De méme, les

courbes de Iespéce ¢ /sinvds==0 correspondent & la méme espéce dans
une infinité de classes renfermées dans la formule

v,=Kntv

ol K est un nombre entier quelconque, le signe supérieur élant pris lors-
que K est pair, et le signe inférieur lorsque K est impair.

X11I.

Il ne sera peut-élre pas inutile d’éclaircir encore, par une application
d’ailleurs intéressante en elle-méme, le sens des généralisations indiquées
dans le § précédent.
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Supposons que, d’yne maniére quelconque, I'on ait démontré le prin-
cipe de la moindre action ('), d’aprés lequel la trajectoire suivie naturelle-
ment par un mobile sous I'influence d'un systéme donné de forces jouit de la
propriété caractéristique de rendre minimum lintégrale /S v*dt ou /vds,
entre deux quelconques de ces points.

Les équations de cette trajectoire, fournies immédiatement par les prin-
cipes élémentaires de la mécanique, sont, comme on I'a vu an § VIII,

i
do dzx -@——-v ds
—qQ _dr ds ds T ds

—elc.

VE o

Cela posé, la courbe qui rendrait minimum Yintégrale /¢ (v) ds, les forces
données étant

serait aussi.une irajectoire de moindre action si, au lieu des forces pré-
cédentes, on appliquait au mobile les forces

Xo=p(0) 252, ¥, =p ) 251, 7,5 (y 15

car alors la vitesse, pour une posnmn donnée du mobile, serait v, =g (v);
les équations différentielles de la courbe cherchée seront done

(*) Ce principe a été démontré pour la premiére fois par Euler; Lagrange I'a ensuite
dérivé des lois primordiales du mouvemént. (Voir I'Exposé du systéme du monde de La-
place, chap. 1I, et 1a Méeanique céleste du méme auteur, liv. I, chap. IL.)
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ddm
do(v) do de() ds
—Q, - _de " ds ds ?(0) ds_ e
dF\* | (dFY | (dF\' dF o
?(v)\/(ﬁ>+ )t ﬁ) &
-équation's gu’on peut mettre sous la forme
: dd_x
GO M
—0, PO\~ w w0 _,
drF\* _[dF\*, [dF\® dF T
oV (@) + () + (&) &

et I'on voit qu'on retombe sur les équations (A) du § V.

Ce mode de calcul nous conduit 2 une nouvelle interprétation du symbole
7. déja étudié au § X. En effet —Q, n'est anire chose que la pression qui
serait supportée par la surface si le mobile, au lieu d’étre assujetti & suivre
une certaine courbe de la classe (A) sous I'action des forces X, Y, Z, suivait
librement sa trajectoire naturelle sous I'action des forces X,, Y,, Z,. Mais il
est bien clair que les forces X,, Y,, Z, peuvent se déduire des forces X, Y, Z
en ajoutant & chaque instant & ces derniérés une certaine composante qui
représenterait alors la résistance propre de la courbe. On.peut donc dire
que — Q, est précisément la pression exercée par le mobile sur la surface,
calculée en tenant compte, non-seulement des forces motrices, mais de ce
que nous venons de nommer la résistance propre de la courbe qu'on
'oblige & suivre. De cette maniére la formule

—0
oV (@) + (&) + (&)

prend une signification générale trés-claire, d’oil dérive, comme cas parti-
culier, I'énoncé donné au § X pour les trajectoires naturelles; ces derniéres

1] =

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



144

courbes étant simplement celles pour lesquelles la pression exercée par le
mobile sur sa trajectoire, ou, réciproquement, la résistance de celle-ci se
trouve étre nulle.

D'aprés ces réflexions, I'équation particuliére aux trajectoires naturelles
n?
N-+Qcosb ==

qu’il est aisé , comme on I'avu an § X, de démontrer sans aucun calcul,.
peut conduire & la valeur générale de y, trouvée dans ce méme §.

En effet, cette formule peut se généraliser sous la forme

).

’

2
N1+Q10059=?7€

mais la résultante N, correspond aux forces

de la méme maniére que la résullante N correspond aux forces

o . Ay,
U%x l—- s L__

X= dy,

d'aprés cela, il est clair que 'on aura

N, =2 ('v)‘vso @) §

Au moyen de cetle valeur, nous obtenons
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et I'on voit que la formule [1] donne ainsi, presque sans calcul, la valeur
cherchée

) 9

v r

eV

X1V.

On a vu, dans le § XI, que pour une classe donnée, c’est-a-dire pour une
fonction v donnée, deux espéces ne peuvent coincider en une seule courbe
sans que celte courbe ne représente en méme temps la classe tout entiére,
y compris les lignes de plus grande pente. On peut se demander si celte
courbe unique, qui représente alors toutes les espéces d’une classe v, ne
pourrait pas représenter encore toules les espéces d’'une autre classe o', en
établissant entre les deux fonctions v et v’ certaines relations convenables.

Pour résoudre cette question, il suffit, puisque la géodésique appartient
déja atoutes les classes, de chercher sous quelles conditions une courbe peut
a la fois étre ligne de plus grande pente pour les deux systémes différents
de forces qui correspondent aux vitesses v et v'. Or, pour qu’un élément
quelconque d’'une ligne de plus grande pente ne change pas, quand la force
change, il est nécessaire et suffisant que la force reste constamment dans
un méme plan normal & la surface donnée ; soit, d’aprés cela,

Az+By-+Cz=o0

I’équation d'un certain plan passant par le point que I'on considére, choisi
pour origine des coordonnées, on exprimera que ce plan contient 4 la fois
la normale & la surface et les deux forces des systémes v et v', en écrivant
les trois équations de condition

19
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dF dF dF
Adw Ill}dy%_("dz"‘a’

dv dv Lde
A d_l, +B@ +('a—_,— ,

dv' - dv’
+B +Cdz

De ces équalions on déduit aisément, par I’élimination des coeflicients
A, B, C, une condition unique qu’on peul écrire ainsi

dF dv dv dF dv dv dv’ dv dv' dF dF dv’

dydz dydz _ dyds  dy di _ dy dz ~ dy dz
dF dv _ dv dF — dv dv’ _dv dv — dv dF _ dF dv .

—— e —— ——— — —— et e — — —

ou bien
- dF(@_@L@@)JF(dv dv' - A do\ | dF(do dv _ do'dv) _
“de\dy dz  dy dz) T dy\dz dz — dz dx)" dz )

. On peut encore arriver i ce resultat a l'aide des équations des lignes de
plus grande pente, savoir, pour le systeme (§ Vi),

dv dx dv dy , dv dz
dﬁ?d dst d.—y‘d ———(ﬁdu EEdS—-d—Sdl
dF T dF o dF

dr. Cody dz

Le probléme analylique i résoudre consiste évidemment & éliminer Zﬁ ill';

et l - enlre ces équalions et celles relalives au sysiéme v'. Cette élimination,
qm au premier abord parait presque impraticable, 4 cause de la nécessité de
faire disparailre aussi les différentielles totales dv et dv’, qui dépendent des
quantités a éliminer, peut s'effectuer trés-aisément par un procédé qui re-
vient, en définitive, & Palgorithme employé tout a l’heure. En effet, multi-
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plions respectivement par trois constantes A, B, C le numérateur et le déno-
minateur de chacun des membres de I'équation.ci-dessus; la fracticn dont
le numérateur sera la somme des produits des trois numérateurs par A, B, C
et dont le dénominateur sera la somme des produits des trois dénomina-
teurs par les mémes facteurs A, B, C sera évidemment égale & I'un quel-
conque des membres de I'équation. Cela posé, choisissons A, B, C, de telle
sorte que I'on ait

dF

A +Bg T o=

el

ds S+ B + C ds o
il est clair que I'on devra alors avoir aussi
do . do dv

Un procédé identique, appliqué aux équations des lignes de plus grande
pente du systéme v’, donnerait, avec la premiére et la seconde des equauons
ci-dessus, celle-ci

do’
‘dm+ dy+(*dz

Des quatre equatlons qu1 plecedent la premiére, la troisiéme et la quatrieme
ne renferment plua d d . ni les différentielles totales dv et dv’. Il ne reste
donc qu'a faire dlsparame les quantités auxiliaires A B C, ce qu1 ramene au
calcul effectué tout i 'heure. Quant a I'équation A +B +C T =,
on peut remarquer qu’elle exprime simplement que cbaque élément de la
ligne de plus grande penle est situé dans le plan normal qui contient la
force, ainsi que cela doit &tre, d’'aprés la définition méme des lignes de
plus grande pente (§ VI).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



148

Considérons maintenant le cas ou les deux forces des systémes v et v’
seraient constamment paralleéles I'une a 'antre; on a alors

dv dv dv
T T
dv' — dvv T dv
Wy dr

dF dF dF, ..
etI'équation de condilion [2]sera salisfaite, quels que soient_— dJ 15 Ainsi

qu’on devait s’y altendre. On voit d’ailleurs immédiatement qu’en introdui-
sant ces conditions dans les équations des lignes de plus grande pente des
systémes v el v, ces équations coincident, c’est-a-dire ne déterminent plus,
pour les deux systémes, qu'une seule et méme courbe.

Un cas trés-simple mérite d'étre remarqué. C’est celui o la valeur des
quotnems qm forment I'équation ci-dessus, et conséquemment celle du
quotlent ;, Serait supposée constante, ou, plus généralement, fonction de
v oude ' A]ors on aura une équation différentielle de la forme

LU

qui donnera, par V'intégration
v=[fto)dv =1, 0v)

Dans ce cas, toute courbe de la classe v” appartliendra évidemment aussi a
la elasse v, et il est naturel que, puisqu'une méme courbe représente toutes
les espéces de la classe v, cette courbe représente egalement toudes les es-
péces de la classe v'.
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XV.

Dans tout ce qui précéde, nous n'avons fait aucune hypothése particuliére
sur la nature de la force qui sollicite le mobile, excepté toutefois le cas ou
nous avons supposé cette force nulle, pour arriver aux géodésiques. En par-
ticularisant de telie ou telle maniére la nature de la force, on se trouverait
conduit & un ordre de recherches spéciales que nous n’avons pas l'inlention
d’aborder ici: toutefois, nous nous arréterons un moment a un cas assez
remarquable , en ce qu'il comprend les attractions newtoniennes et la pe-
santeur, celui ol la force est constamment dirigée vers un centre fixe et
variable avec la distance r du point mobile & ce centre.

Soit R celte force, on aura, en prenant le centre d’attraction pour origine
des coordonnées,

Xx=kZ, v=RrY, z=rZ
r r T
en sorte que la vitesse s'exprimera,  une constante prés, par l'intégrale
pt=2 fR%dm+n%dy+R§dz=2fndr;

nous pourrons donc poser
v==>(r).
Cela étant, les équations d’une courbe propre 4 rendre minimum l'inté-

grale /"9 (v) ds, le mobile élant supposé absolument libre, seront, en repré-
sentant par V une certaine fonction de r et posant ¢ (v) =V,

do o oo, OF
d-d—-SV—Vd)%dS,
@y ye 4T
d(—i—s-V—Vcb'dyds,
dz o .. dr
d%V—V(D-dEdS.
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En divisant les deux premiéres équations membre a membre, nous au-
rons i

dic dr
d% V_@‘
dy .~ dr’
dZi—sV T

Mais, a cause de r*=2*-+y*+ 2% ona

dr

dr_z o dr_y cdr_z
de v’ dy v dz 1’
en sorte que I'équalion précédente devienl
dx
d i
19
d—= Ts V
d'ol
dy dx
xd 5= Ts V—yd—— V=0

équation qui, par 'intégration, donne

’B%%V —y 3’2 = constante = c¢.
ou
' ds
zdy — ydr =— oas
on aurail de méme y—9 v
et ydz — Zdi‘/'—g”di (A]
bds
zdx — xdz =y

si 'on multiplie maintenant ces trois équations respectivement par z, , y,
et qu'on ajoute les produits, il viendra
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ds
0= —‘a,—(ax—{—by-}—cz),

ou simplement
ax-+by+cz=o,

équation d'un plan qui passe par l'origine des coordonnées. Ainsi la courbe
est tout entiére dans un méme plan. Ce plan sera, si le point de départ et
le point d’arrivée sont donnés, celui qui passe par ces deux points et le cen-
{re d’attraction; si I'on donne le point de départ et la direction de la vitesse
initiale, ce qui délerminera le premier élément de la courbe, le plan de la
courbe sera celui qui contiendra ce premier élément avec le centre d’attrac-
tion (*). , .

En prenant le plan de la courbe pour plan des zz, et en désignant par 6
I'orientation du rayon vecteur par rapport & une direclion fixe choisie arbi-
trairement, la troisiéme des équations [A] deviendra

r2do v

o=y
ou bien

r’de b v

ae "~ o)

Dans le cas des brachistochrones, on a qa(fv)—_-E; I'équation ci-dessus
donne alors
r*dd

— 2
T =0

() 11 convient de remarquer ici deux eas particuliers : celui ot la droite qui joint les
points de départ et d’arrivée passe par le eentre d'attraction, et celui ou ce centre d'attrac-
tion se trouve dans la direction méme de la vitesse initiale. Dans le premier cas, les
coefficients a, b, ¢ prendront la forme :—, et la courbe sera indéterminée; dans le second,
ces coefficients sont nuls et il n’y a pas alors d’autre courbe que la droite obtenue en
prolongeant la direction initiale ; une telle droite comprend d'ailleurs toutes les espéces
particuliéres qu’on peut imaginer (§ XI).
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et elle montre que l'aire décrite par le rayon veclteur dans un temps
infiniment petit est proportionnelle au carré de la vitesse.
hans le cas des trajectoires naturelles, ¢ (v) == ; alors on a simplement
r*do

—~—=b,

dt

ce qui est la deuzieme loi de Képler, dont I'énoncé est indépendant,
comme on sait, de la fonction de la distance par laquelle s’exprime la force
d'attraction.
Enfin, dans le cas des géodésiques, on a v (v) ==1, et par suite
r*do

=0

laire décrite par le rayon vecleur est dans ce cas simplement propor-
tionnelle ¢ la vitesse ; on voil tout de suite qu'il doit en étre ainsi, puisque
alors la courbe se réduit a une ligne droite (*). La deuxiéme loi de Képler,
s’applique encore ici, car la vitesse du mobile est invariable.

Ces résultats subsistent quelle que soit la position du centre d’attraction ;
si I'on suppose que ce cenlre vienne a s'évanouir a I'infini, sur une droite
donnée, alors on arrive an cas d’une force constante, toujours paralléle &
elle-méme, comme est ordinairement considérée la pesanteur 4 la surface
de la terre,, et les mémes théorémes s’appliquent avec cerlaines modifica-
tions aisées a découvrir.

(! L‘expressmn —5 de I'aire décrite par le rayon vecteur pendant un instant d¢ pour-
rait aussi s'éerire sous la forme -1—2—, ) élant la perpendiculaire abaissée du centre d’at-
traction sur la tangenle  la courbe en un point donné. De la résulteraient, pour les théo-
rémes que nous donnons ici, des énoncés un peu différents; on relrouverait, de cette
maniére, pour le cas des brachistochrdnes, un énoncé qui est di & Euler (Mech., tom. II.)
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XVI,

Nous.éludierons, en lerminanl, la trajecloire que suivrait un.mobile attiré
par un centre fixe en raison inverse du carré de sa distance & ce centre, Ia
puissance altractive p du centre fixe, ou sa masse, étant supposée varier
avec le temps, ainsi que l'indique la formule

—o ]
u=u,c,

ou ¢ désigne la hase des ]'ogarithmeé hyperboliques, 1, la valeur de . &
F'origine du temps, d'ailleurs arbitraire, « la diminution, supposée constante,
de I'nnité de masse dans l'unité de temps.

Lorsque «==0, la masse ;- est invariable ; la trajecloire est alors, comme
on sait, une section conique, ellipse, hyperbole ou parabole.

‘Quelles ‘que soient les variations de la masse ¢, les équations du mon-
vement se déduisent sans difficulté des formules générales du § précédent:
Nous écrirons ces équations ainsi qu'il suil :

_a
— hu*’

d*u 7
0 m—w+ u "—'F ’

dt

en désignant par% la distance du mobile au centre fixe, par v la longitude
ou I'angle que fait le rayon vecteur avec une direction donnée et par h une
constante arbitraire qui dépend de la vitesse et de la distance initiales. L'in-
tégration effectuée dans I'hypothése de v constant, donne (*), en écartant

* () ‘Laplace,: Wéc. eél., T. 1, Liv. I, Chap. III. -
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les orbites hyperholiques ou paraboliques

IB] v=is [" Fecos( "”)] ’

(@

) (8
(€] nt-he=o-Esin(o—n) +-g B Sin2 (0—m) -+ ESin3 (o — 1)+

La premiére de ces équations est celle ?L:une ellipse dont le demi grand
axe, que nous désignerons par a, est——f:?; e est le rapport de I'ex-
centricité au grand axe, = la longitude du périhélie; l'origine (le soleil)
est & 'un des foyers ; : est ‘un%arbitraire qui dépend de 'époque choisie
pour ['origine du temps ; E, E.... sont des fonclions de e définies par la
formule

P 4 260+
T A4+ 1—ey)

le signe - ou le signe — ayant lieu selon que ¢ est pair ou impair. Enfin,
la constante n est le moyen mouvement et a pour valeur

3 )

3 D 3
n—a - :%(4———8’) .

Supposons maintenant que « soit différent de zéro. L'équation [B] con-
viendra encore & la trajectoire, pourvu qu'on y considére ¢, e et » comme
variables. La loi simivant laguelle » varie est donnée, eil'on a

pa  dv
duv——padl ——— —.
L vl h

Tl reste & déterminer e et . Ov, la trajectoire & éléments variables «, e-et’
= et l'ellipse pour laquelle 4, e et = sont des constantes peuvent dtre ame-
nées & avoir un point commun et une langente commune. Les rayons de
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uourbure ‘qui dépendent de g Qf, seront seuls différents, et la différence
Wy
d , % des deux valeurs de 5 Jo Propres, l'une 3 la trajectoire, I'autre a l'el-
lipse tangentielle, sera donnée par I'équation

d*u _ de
1

Cela posé, la direction de la tangente est déterminée, pour I'ellipse, par
équation

o}
=
14

(D} — ==

£
! v I

5 esin (0 —r),

. qu'on obtient en différentiant équation [B] dans la supposition de z, e et

= constants. La méme équation, différentiée dans la supposition de z, e et
. . du .o .

= variables, donnerait la valeur de—— relative a la trajectoire. Or, ces va-

, dv
leurs deit—f doivent étre identiques de part et d’autre ; on a donc

1%

0==[1-ecos (v — )] dp. + 1 cos (v —») de + pe sin (v — =) d=.

Si T'on différentiait maintenant 'équation [D] en Y con31deranl p,eetw
comme des %)Pstantes on obtiendrait la valeur de a0t Y relative 2 I ellipse ;
la valeur de 757 dui convient & la trajectoire doit comprendre les mémes
termes et, en outre, ceux qui proviendraient de la différentiation par rap-
port & u, e et considérés. comme des fonclions de v. De la résulte une
nouvelle expression de ¢ 31,u ou de C’ll,, $avoir ;

-QLJ; .

By = lz, ésin(v— )»——-—sm (v— )de+-}i:-, € cos (.b‘—-;w) dw.

’!

Les deux équations précédentes permeitent de déterminer de el dw au
moyen de du; nous les écrirons comme il suit ;
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0sjo)de-t o sin 1) dm = 1 otas(o—r |2
sin (¢ —7) de— e cos (v —7) dz — [4 + esin| v—-n)] ‘fp

De ces équalions on tire, en elnnmant allematwement de et dr et en

remplacant i- paz ——% (f;,

odwmh[crn (v—m)—cos o——rr):] uz’

de= I €08 (V1) 4 sin (0 — )+e ?

N1 o est tl‘&a-petlt el ¢’est ee que nous SUPPOSerons; on pourra, e in-
tégrant les deux équations précédentes , obtenir, sous la forme. de séries
ordonnées par rapport aux puzssances croissantes de e, les Varlanons Aa-
cl Ae qui couespondent aun mtervalle de temps fini, embrassant un cer-
plemlel bte“]&"me de chaque série. Dans ce calcu] ‘nous devronc évidemment
considérer lf‘a quanmeb e. ¢t % comme des constantes, toutes lea fms
qu ‘elles sont muluphees par =. ' . :

On a lout dabnrd Y bOl]bldPl‘el‘ s mteuule‘] sin (& — ) e En substi-

' 1
tuant a w sa \aleur en fonctlon de v, on aum

f‘ o ")’L_l_eii_‘h‘ * st (o —n) dp ___1L_“ 1
sin (v—= ,Mr—'(ﬁj [1+4ecos (r—=)]* 7, p* - e[14ecos (vetm)! -

.

Aux deux limites de Tintégration, celie expression prend une valeur ideu-
tique’; Iintégrale est donc nulle.

»

*

dv 1
Ona,en seuond heu aoa]uuler] cos(u ——rr) 01 en dmeloppaut—
sunant les puusancea cmlasantes de e “on obtlent
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..

J cos (v;w) zv

= / 08 (v—7) [4 —2ecos U—m)+4-3e* cos? (v—m)—hke’® cos’(u:—w)——----] d(v—='.

L'intégration fait tout d’abord disparaitre lous les termes qui renferment
des puissances impaires de cos (v—), attendn que, dans le coiirs d’une ré:
volution, les valeurs successives de_cos \l,——‘f,f} se détruisent mutuellement.
On a done simplement, en deslgnant par i un ‘nombré entier quelconque,,

e - 5 -

’ cos (v--ar) i'

Y

-2 2

e f ! 2008 (—)4-ke 008 (o~ +6ecos (v ~wtdie 008 (o)t |diy

Mais d’autre part on a, quelles que soient les limites de I'intégration,

f'ugs v dvu’/

2/~

24—? 4
U. du &—-j £0s. v bll} v dl’

21-—1
2i—2 c0s v sin v

—~J cos vdo -+ 5 ——22.__4] cos dv,

et par suite, lorsque v s'accroit d’'un nombre entier de circonférences,

-2

ST DT . — s ‘
Jcos vdrv—_—:zz .qjcos vdv——“‘l 1 2i—3 3 1

¥ 2—2 % 2 v

2

- R eonséquence Imtegr.ale | cos w—-w)u— se composera d'une série
ke 135, .@Ri41) -

. o B ) —7):

de termes tels que celui=ci: 956, 2iFD) (2 i+ 2e (n )

B

3

or, si l'on développe (4—-8’)— ? .01 a
A3 |

3
(f—e? !ﬁ4+ e’+ et

rol e

wlu-
-l 0] &
LOYR TRV

O

b
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QT N ). 24
Le terme géneral de ce développement équivaut & M’t—” e;
on a donc, en définitive, '
dv hie g 4
fcos (v—wz)—g?: - (I—e?) * (v—m),

et, par suite,

h? .3
Aw=ayz(l—e) ¥ (g —m),

En introduisant le moyen mouvement n, dont les varialions, lorsqu’elles

sont multipliées par «, peuvent étre négligées, on anra
a (v — 1)
Am=——"

D’aprés l'équation [C], lorsque le temps est compié a partir du passage
de 1a planéte au périhélie, on a e===; par suite, le temps ¢ écoulé apreés
un certain nombre de révolutions complétes est lié a Tangle décrit (v— =)
par la formule

Wl ==t —7;

on a done simplement -
As=al.
Pour obtenir maintenant la valeur de Ae, il nous reste a calculer I'inté-

grale e f % Or, cette intégrale se compose d'une série de termes tels que

l L ..hteﬂ:"'" ‘ .3.5- -0(27:-—")
oel-Cll oS k6., 21 .

(2t 41) (v —w); on a done

dv _ h'e

.
. | F,F(dwe’f’(v—m),

et par suite
Ae==o,
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Le rapport de 'excentricité au grand axe est donc constant, aux quantités
du second ordre preés.
En définitive , 'équation de la trajecloire, en ne tenant compte que des
quantités de I'ordre de «, sera

-l

LU= ‘-‘;g-m [H— €cos {'v--—w-——at)}

On a d’ailleurs

s ;. - 2l
n::.%(l-——e‘) c.

- Les deux équalions précédentes résument les lois principales du mou-
vement des planétes, dans I'hypothése d'une -diminution uniforme et infi-
niment lente des masses du systéme. Ces lois, qui ne sont point contrediles
par 'observation et qui permettent au contraire d’expliquer certaines ano-
malies récemment signalées, peuvent étre énoncées ainsi qu’il suit :

L. Les trajectoires planétaires se composent d'une succession d'ellip-
ses dont le grand axe s'accroit avec le temps, suivant une progression
géomdétrique exactement inverse a la progression d’aprés laquelle les
masses diminuent.

I1. Les périhélies possédent un mouvement uniforme et direct, iden-
tique pour toutes les planéles. .

La vitesse de ce déplacement angulaire, si elle était connue pour une
seule planéte, déterminerait le coefficient «, c¢'est-a-dire la diminution de
"unité de masse dans I'unité de temps. Or, d’aprés M. Le Verrier, le péri-
hélie de Mercure est affecté d'un déplacement angulaire, inexpliqué jusqu'ici,
de 38" pour un siécle; de la, par un calcul trés-aisé, on déduit la valeur
suivante de la diminution séculaire de 'unité de masse

«==0,000.092.
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- 1L Le moyen moucement décroil suivant une- proygression géumeé-
Irique deuw fois plus rapide que celle qui se rapporle auzx masses.
-+1Vs. Le. rapport de lexcentricité aw grand aze est semsiblement
constant, de sorte que chaque orbite, variable dans -son- orientation et
dans ses dimensions, demeure toujours semblable a elle-méme.

V. En faisant abstraction des excentricités et des inclinaisons sur
Pécliptique , les trajectoires planétaires, considérées dans leur conti-
nuité, se réduisent foutes & une seule et méme courbe, une spirale lo-
garithmigue qui §'écarte indéfiniment du soleil. ;

I'extréme petitesse du coefficient « rend complétement insensibles , an
moins pour le petit nombre de siécles qué les observations astronomigques
embrassent avec certitude, les variations des éléments linéaires du systéme
planétaire. Quant aux moyens mouvements, une valear méme heaucoup
plus faible de o suffirait & mettre rapidement en évidence leurs inégalités,,
sila diminution des masses n’influait pas exactement de la méme maniére ,
ainsi que nous Tavons démontré ailleurs (), sur les durées des révolutions
el sur ce]lesA des rotations. |

Il faut ajouter que la diminution séculaire des masses ne parait pas ab-
solument identique pour lous les corps du sysiéme planélaire. Par la s’ex-,
pliquerait (*) Vinégalité séculaire indéfiniment croissante dont ]P moyen
mouvement de la lune est affecté. |

oy ‘Recherches sur le systémé du Monde '(1862), §Vv
™ 14., § VIL.
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