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Sugli invarianti differenziali proiettivi 
delle curve di un iperspazio. 

(Di LUIGI BERZOLARI, a Torino.) 

N e 1  presente lnroro mi propongo di estendere agli iperspazî alcuni dei 
risultati, a cui è giunto  H HAL PH EN nelle sue belle ricemhe sopra gl'invarianti 
differenziali (*), e che, com7è noto, furono applicati da110 stesso HALPHEN al10 
studio delle equazioni differenziali lineari, specialmente del 3." e del 4." or- 
dine (**). I n  tale estensione, - che, se non erro, mette anche in miglior luce 
talune delle proprieth dovute  HA HAL PH EN, e, come si dirà tra breve, pub aver 
applicazioni :ille equazioni differeriziali lineari di ordine- qualunque (maggiore 
di due) - torna spesso utile il metodo della proiezione in spazî inferiori, il 
quale ha già dato risultati importanti, sopratutto in ricerche di pura georrie- 
tria. Cod (ne1 $ III) vien risolto per questa via, e per uno spazio lineare Sn 
ad n dimensioni (***) un problema, alla cui soluzione  H HAL PH EN, per 10 spazio 

(") Vedi l a  Thèse sur les invariants différentiels (1878), e l a  Memoria Sur les in- 
variants diff6rentiels cles courbes gauches (Journal de l'École Polytechnique, XLVII Ca- 
hier, 1880): é a quest'ultima che in seguito ci  riferiremo più particolarmente. - E su- 
p e r f l u ~  ricordare come i concetti di questi due lavori (massime del primo) siano poi stnti 
svolti ed  ampliati da molti autori, segnatamente inglesi (FORSYTH, ELLIOTT, ROGERS, ecc.), 
e corne essi si connettnno colle ricerche del sig. LIE sulla teoria generale degli i~îvccrianh' 
cli$%renainZi, e con quelle del sig. SYLVESTER sulla teorin dei recipî.ocanti. Si consulti a ta1 
p r o p s i t o  il Bericht über den yegenzoartigen Stand der lizvarinntentheorie del sig. F .  MEYER 
(Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 1, 1892, pag. 230 e seg.'). 

("") Vedansi ln Alemoria premiata Sur In réduction des equations différentielles li- 
xéai~es au3 fomtcs i?2tipnbles (Sav. étrang., t. XXVIII, n.O 1, 1883), e quella che h a  per  
titolo Sur les invariants cles équations différentielles linéaires du quatrième ordre (Acta 
Xathem., vol. 3, 1S83). 

(***) In tutto il lavoro s'indiclierà con Si (i = 0, 1 , . . . , n - 1) uno spazio lineare 
d i  i dimensioni coiitenuto in S,,. Un S,, sarà  un punto, un SI una ret ta ,  un S, un piano, 
un  S,+l un iperpiano. 

Annal i  di ~Mnlernatica, touio XXVI. 1 
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2 .B e r x O 1 a r i : Suyli inva~ianti differenxiali proiet tàvi 

ordinario (*), è giunto soltanto con calcoli che, già laboriosi per n = 3 ,  sa- 
rebbero impraticabili per un valore indeterminato di n. 

Ecco ora in breve il contenuto di questo scritto. 
Ponendo sotto forma pih simmetrica il procediuiento seguito  HALP HAL PH EN 

per 10 spazio ordinario, ho anzitutto stabilito le equazioni differenziali delle 
curve razionali norgnali di Sn ("*), le quali formano, per cos1 dire, il noc- 
ci010 intorno a cui si raccoglie tutto il lavoro. Esse sono in numero di n - 1, 
e dell'ordine n + 3, e godono della proprietà che, indicandone,' in un c e d o  
ordine, con T , ,  T,, .. . , Ta-, i primi membri, I'insieme format0 con un nu- 
mer0 qualunque di questi, presi ordinatamente a partire dall'ultimo, è inva- 
riante per trasforniazioni omografiche dell' Sn, mentre (all'infuori di Tn- , )  le 
singole T non hanno siffatta proprietà. Di tali sistemi si trova sùbito il  si- 
gnificato geometrico: in particolare, la quantità Tn-, è un invariante diffe- 
renziale projettivo, e per n = 3 coincide coll'invariante di 6." ordine (il solo 
di quest'ordine che si abbia per le ordinarie curve sghembe), che ~ ~ ~ ~ ' H A L P R E N  
è stato chiamato v,  ed il cui annullarsi caratterizza le curve, di cui tutte le 
tangenti appartengono ad un complesso lineare (*"*). 

I n  sèguito ($5 III e IV), posta l'origine delle coordinate in un punto 
non singolare di una data curva, e chianiate x ,  x i , .  . ., xn-, le coordinate 
cartesiane d' un punto di questa prossimo all' origine, si suppongono svilup- 
pate le x , ,  x,, .. ., x,-, in serie di potenze di x mediante la formola del 
TAYLOR, e si risolve il problema (a cui si è alluso in principio) di trasformare 
questi sviluppi, con una sostituzione lineare conveniente, in altri di natura 
più semplice, aventi la forma canoniccc: 

5, = x2 + J& xnt3 + J::JZ xn+' + . . - 5 

x2 = x3 + J E )  + J n i ,  p i 4  + . . 

(*) Nella l le inoria  gia citata Sur les inv. d i f i  des courbes gazcches, pag. 29 e seg.' 
(**) Curve d'ordine n appartenenti ad S,,, ma non a spazî inferiori (eppcro razio- 

nali). P e r  le loro proprieth vedasi p. es. VERONESE, Behnncllung der proJ'ectivischeiz Ver- 
hGlBzisse, ecc. (Math. Ann., Bd. 19). 

("8%) Il concetto di tali  curve è stato esteso ad  un ipnrspnzio in modo affatto diverso 
e per  tutt 'altro scopo da1 sig. BOREL ne1 lavoro Sur l'équation aSjointe et sur certnitzs 
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delle curve di ern iperspazio. 3 

dove tutti i coefficienti J sono invarianti differenziali projettivi [relativi (*)], 
di cui il peso è uguale al rispettivo indice inferiore, e l'ordine è dato dalla 
somma dei due indici aumeritata di un'unità. 

Specialmente notevoli sono gl' invarianti dei pesi 3 ,  4 , .  . . , n + 1 , e la 
loro composizione viene assegnata ne1 V: si trova cosi che uno qualun- 
que J:;-,+, di essi si pub rappresentare in forma di quoziente, il cui deno- 
minatore è uiia potenza di T,-, , e il cui numeratore è una somma di ter- 
mini, ciascuno dei quali contiene come fattori alcune delle Tm-, , !?!;--, , . . . , 
T,.-l,+, e delle loro derivate di ordine non superiore ad h -  2. Vengono de- 
terminate in particolare le espressioni ed il significato geometrico dei coeffi- 
cienti JP-j), ., J:&, che sono gl'invarianti differenziali d'ordine n + 3 
della c u v a  proposta (**): il più semplice di essi, cioè JB-", coincide col10 
stesso Tn-, . 

F r a  gl'invarianti che si possono comporre con quelli ora nomiiiati hanno 
la maggiore importanza gl'invarianti j,, j, , . . . , jn+, , dei pesi 3 ,  4,. . . , n + 1, 
formati iGz modo intiero con le T e le loro derivate. Si dimostra infatti (ne1 
S VII) che, salvo fattori numeïici, essi coincidono cogli invarianti cosi detti 
lineari O fondamentati di un'eqiiazione differenziale lineare d'ordine n + 1, 
- i quali, considerati per la prima volta da LAGUERRE e da1 sig. RRIOSC~I 
(e, sotto veste geometrica,  HALP HAL PH EN), furono poi ulteriormente studiati da 
HALPHEN, FORSYTH, BRIOSCHI, WALLENBERCI ed altri; - mentre ne1 $ V si sta- 
bilisce una loro prnprietà, che,  in un caso particolare (***), è l'interpreta- 
zione geornetrica d'un importante teorema dovuto al sig. BRIOSCHI (****). 

Ne1 5 VI vengono stabilite le formole, colle quali si passa da ogni in- 
variante differenziale projettivo al suo duale, e si prova che ognuno degl'in- 
varianti j,, j ,,.. ., j,,, coincide, a meno del segno, col proprio duale. 

systèmes ci' équations différ.entielles (Annales scient. de 1' h o l e  N o m .  Sup. ,  3.a ser ie ,  
t. 0, 1892). 

(*) D a  siffatta rappreseiitazione s i  passa tosto a quella in cui i cocaicienti sono 
tutti  invarianti assoluti. 

(**) Sono questi gl'invarianti d'ordine piil bnsso, ove s i  faccia astmzione da quel10 
affatto ovvio, d'ordine n ,  che ne1 presente lavoro vien cliiainato U, ed il cui aiinullarsi 
definisce le  curve appartenenti a d  un ipcrpinno. 

(""*) In qilesto C ~ O  pnrticolûre, la p r ù l ~ r i e t i  di cui s i  t r a t t a  è clle îzi~a czwva di S,, é 
zcim cui-un î-nzioizale nornzab di qztesto spazio, paiztlo per essa tutti gl'invnl-innti j, , 
j4,. . . , j,&+l sono nulli. 

(***") V.  la Memoria Les  invariants des équations di,@renlielles linéaires (Acta Ma- 
them., vol. 14, 1800, pag. 273). 
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4 Be r x o  1 a r i : Sugli invarianti differenxiali proiettivi 

Alcune generalità sugli invarianti differenziali projettivi 
d 'una curva di 8,. 

1. In  questo paragrafo (dove un determinante verrà rappïesentato scri- 
vcndone fra parentesi il termine principale) sono raccolti gli enuncinti delle 
principali definizioni e proprietà, di cui dovïb ne1 seguito far uso, e che si 
ottengono (in generale senza difficolth) come estensioni di alcune stabilite 
 HAL HAL PH EN nei due lavori citati fin da1 principio. 

S'indicheranno con x ,  x , ,  . . . , x,.-, le coordinate cartesiane di un punto 
di S n ,  e quando il punto si muova descrivendo una curva, le sue ultime 
coordinate x, , . . . , :c,-, verranno considerate come funzioni della x. 

Ora poniamo : 
1 U =  , (xf x2'. . . x;:Ll), l !  2 ! .  .. n .  (2) 

dove gli apici denotano derivate prese rapporto ad z. L a  quantità U è un 
invariante differenziale projettivo (d'ordine n) :  invero il suo annullarsi in un 

- .  

punto assegnato d'una curva di S, esprime la condizione necessaria e suffi- 
ciente perchè esista un iperpiano avente colla curva un contatto d'ordine 91 

in quel punto. 
Introduciamo ancora le seguenti quantità : 

dove gli apici che stanno ne1 secondo membro denotano derivate rapporto 
ad x, e si h a  : 

i > l ,  k = 1 , 2 ,  ..., n-1. (4) 

Un invariante differenziale projettivo, che per definizione sia intero rispetto 
alle variabili x ,  x i , .  .., x,-, e alle derivate di queste ultime rapporto ad x ,  
non contiene nè le variabili nè le derivate prime, ed è una funzione omo- 
genea dei determinanti della forma ( x f " ~ ~ ) .  . . xl'n-1)) 7 i  - 1 ; il grado di tale fun- 
zione omogenea si cliiamerà grado dell'invariante. Cos1 il grado di U è 
I'unità. Di qui segue che il quoziente di un invariante differenziale intero di 
grado g per Ug è una funzione intera delle quantità Dik): basta infatti os- 
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delle curoe d i  ulz ipempaxio. 5 

servare che si ha identicamente: 

Eseguendo la sostituzione lineare 

X = C ? Z ,  X i = x i ,  ( i = l ,  2 , . . . ,  n -  1), (3) 

dove a è una costante arbitraria, si riconosce che, se nei varî termini d'un 
invariante intero si sommano tutti gl'indici di derivazione, si ottiene per tutti 
i termini un medesirno risultato. Questa somma costante si dirà il peso del- 

l'invariante. Cosi il peso di U è (' - " -' 2, . Convenendo poi di dire che 
2 

D,k' ha il peso 11 + i - k - 1, e indicando con y il grado e con p il peso d'un 
invariante intero, questo potrh mettersi sotto la forma Ug y, dove p è una fun- 
zione intera delle Dy, e la somma dei pesi delle varie quantità Dy contenute 

nei singoli termini di p sarà, per tutti questi termini, p - g (n - 1) (n  + 2) 
2 

Questo numero pub essere considerato come il peso di y ,  se corne definizione 
di peso si assume questa, che coincide colla precedente quando .l'invariante 
sia intero : il peso d'un invariante è l'esponente della potenza di a, per la 
quale risulta moltiplicato l'invariante, quando su questo si eseguisca la sosti- 
tuzione inversa della (5). 

Corne per il piano e per 10 spazio ordinario (secondo cib che ha  dimo- 
strato  H HAL PH EN), COSI anche per 1' 8, il grado ed i l  peso sono caratteristici 
per ciascun invariante. Si faccia la 

dove le E ,  E i , .  . ., Sn sono funzioni 
determinante dei coefficienti sia D. 
colle nuove variabili al modo stesso 
mitive, si trova la relazione: 

trasformazione lineare 

(i= 1, 2 ,,.., n - I ) ,  (6) 

lineari delle x ,  x ,,... , .rn-,, di cui il 
Se si chiama U, l'espressione formata 
con cui U è format0 colle variabili pri- 

dove i due apici che figurano ne1 denominatore indicano derivate rapport0 ad x. 
Più in generale, se un dato invariante s'imagina ridotto alla forma di 

funzione delle quantità D:' (ne1 qua1 caso esso è di grado zero) e s'indica 
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6 B e r  x O 1 a r i: Sugli  invuriunti differenziali prozéttivi 

con q il suo peso, l'effetto della sostituzione (6) è di riprodurlo moltiplicato 
" )q S e  invece l'invariante è posto sotto una forma qualsiasi, 

per ( S .  5' - 5 5:z 
e s'indicano con g il suo grado e con p il suo peso, dalle due proprietà pre- 
cedenti risultcz che l'effetto d ' m a  sostituzione lineare (6) è di riprodurlo mol- 
tiplicato per 

2. Data  in Sn una curva qualsiasi, è facile esprimere le ultime coor- 
dinate d'un suo punto, il quale giaccia nel17intorno di un suo punto non sin- 
golare, corne serie procedenti secondo le potenze intere positive crescentj della 
prima coordinata, e per modo che i coefficienti siano le Dk). Se infatti sono 
y ,  y , , .  .., yn-, le coordiriate del punto considerato, ed Y, Y, ,... , Y,,-, quelle 
del punto prossimo ad- esso, per 10 sriluppo del TAYLOR abbiamo: 

Introducendo le iiuove coordiriate x ,  x, :. . . , .rn-, legate alle prime dalle re- 
lazioni lineari 

x = Y - y ,  

s'ottengono gli sviluppi richiesti : 

In  tutto cib clle segue partirerno sempre d a  questi sviluppi. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle cicrue di zcn iperspaxio. 7 

Le equazioni differenziali 
delle cu rve  razionali normali di u n  iperspazio. 

3. Proponiamoci di stabilire le equazioni differenziali delle curve ra- 
zionali normali di s,. Una ta1 curva, che diremo r ,  è d'ordine n ,  dipende 
da (n - 1) (n + 3) costanti essenziali, ed è rappresentatn dall'insieme di n - I 
equazioni. Eliminando quelle costanti dalle (n - 1) (n + 4) equazioni che si 
ottengono associando le date con quelle che se ne ricavano derivandole n + 3 
volte rapport0 ad x ,  risultano le cercate equazioni differenziali, che sono 
dunque in  numero di n - 1 e dell'ordine lz + 3. Per  costruirle effettivamente, 
potremo procedere in modo più spedito, s~st~ituendo nelle equazioni della 
curva, al  posto delle x i ,  x,,. . ., x,-,, gli sviluppi (81, ed uguagliando a zero 
i coefficienti dei termini risultanti fino a qiielli di grado rt + 3 inclusivamente. 

È evidente che per siffatto calcolo si debhono assumere le equazioni di 
una r clie passi per l'origine delle coordinate: considerando allora la curva 
come luogo delle intersezioni delle rette omologhe di due stelle collineari, di 
cui una abbia il centro nell'origine, tali equazioni si possono scrivere come 
segue : 

poo x + poi xi + * . + po,n-i ~ n - i  f pon 
- - - - 

X 

dove le p sono le costanti da eliminarsi. Uguagliando il primo dei precedenti 
rapporti al  (L $. l)mo7 e riducendo a forma intiera, si ottiene: 

Ora dovendo sostituire qui al posto delle r,,. .., xn-, gli sviluppi (8), basta 
pel nostro scopo tener conto, in tali sviluppi, dei termini di grado non su- 
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8 B e r x O 1 u r i :  Sugli invarianti differenziali proie t tivi 

periore ad n + 3 ; cib facendo, e conservando anche ne1 risultato i soli ter- 
mini di quei gradi, si ha :  

É necessario trattare a parte il caso di k = 1. Se nell'equazione precedente, 
scïitta in tale jpotesi, si uguagliario a zero i coefficienti di tutte le potenze 
di  x, il cui grado non supeia l z  + 3, risulta: 

PO,,-, -pl,,-' +pan Di1) = O7 

i=n-1 

p,, ,-, + p,, D i )  + p0n DZ' - 2 Pli DY) 0 ,  
i=l 

Ponendo nelle ultime due i valori di p l , ,  p ,,,..., JI , , , - ,  ricavati dalle prece- 
denti, si hanno le due equazioni: 

Per  k - 2 ,  3 , .  . . , n - 1 si hanno ogni volta dalla (Io), col10 s t e m  procedi- 
mento, rt + 3 equazioni fra le p ,  e sostituendo nelle ultime due i valori di 
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delle curve di un ipep.spaxio. 9 

p k , ,  ..., pk,%+ ricavati dalle precedenti, si ottiene : 

Per semplicità di sciittura poniamo : 

colla convenzione che sia [cfr. le (3) e (4)] : 

Allora, eliminando fra le (12) e (13) le quantità pol, p,, ,..., pan, si otten- 
gono le cercate equazioni differenziali, rappresentate dall'annullarsi dei deter- 
minanti d'ordine n formati colle orizzontali della matrice 

Di' ... D p-1)  - 1  E', 

Di' Di4) ... DY-1) - 1 0 F: 

Di'  Dl' ... - 1  O 0 F3 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
D y )  - 1  ... O O O FH-2 
- 1 O ... O O 0 Pt,-i 

Di2) , 2 D l )  DZ) - Di' . , 0 0 - 2 )  D(u-3) , D(n-1)- P Dp-2) - Dp-1) F; 

De) , DL4) ... OP-1) O - 1  Fi 
02) DfJ) Df' ... O - 1  O Fi 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
D2-1) - DP-2) 0 ... 0 0 0 Fn-, 

/ l)I"-', - 1  ... O O O 

A n d é  di Matematica, tomo XXVI. 2 
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e prendendone i determinanti che si hanno omettendone la terza oppiire 
quarta orizzontale, si ottengono, salvo la diversità dei simboli, le espressioni 
chiamate dall' HALPHEN .risp. v e W ,  le quali, uguagliate a zero, dhnno le 
equazioni differenziali delle cubjche gobbe. 

Per il piano (n = 2), la matrice si riduce all'unico determinante 

Chiamando, corne d'uso, con y l'ordinata (cioè la x,), e denotando con apici 
le derivate rapport0 all'ascissa x, si ha: 

sicchè il determinante precedente diviene : 

L'ultimo fattore, uguagliato a zero, dà l'equazione differende delle coiiiche 
neila forma assegnata per la prima volta da MONGE (*). 

(*) Nella Nota Sur les Équations difierentielles des Courbes du .second Degré (Corresp. 
s u r  1'Ecole imp. Polyteclin., Pa,ris, N." II, 1810, pag. 51-54), un sunto della quale coin- 
parve ne1 Bulletil~ de Za Société Philom., Paris,  1810, pag. 57-85, - Sono assai  curiosi i 
particolari clle nell'articolo On the Method o f  Rec@?-ocnnts, ecc. (Nature, vol. X X X I I I ,  1886, 
pag. 224) il SYLVESTER ha dato sulle fasi per  l e  quali A passata la r icerca di tale 
equazione. Il metodo più naturale e più semplice per  istabilirla è senza dulibio rlriello 
stesso a cui  h a  accennato MONGE (dandone soltclnto il risultato finale), e chc pub  o r a  pre- 
sentarsi sotto la forma seguente. Sia 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle curve di un iperspa2io. 11 

4. Chiamando Ta- k (k = 1 , 2 , .  . . , 18 - 1) il determinante format0 
colle prime n - 1 orizzontali e colla Lm" (a cominciar da1 basso) orizzontale 
della matrice (15), potremo assumere corne equazioni differenziali delle curve l? 
le seguenti : 

T , = O ,  To=U,  S . . ,  Tw-,=O, 

i i i  ciascuna delle quali le  derivate dell'ordine più elevato, cioè n + 3 ,  com- 
paiono soltanto uell'ultima orizzonta.le del primo membro. S e  diciamo Pi'), 
Pf '  , . . . , P!? gli elementi di tale orizzontale, abbiamo dunque : 

Di2) '$3' . . . Dl"-2' Dp-'1 - 1 Pi 
Di3) Dy) . . . ~ ( 9 % - 1 )  - 1 0 FZ 
. . . . . . . . . . . . . . . . . 
02-1) - l . . .  0 0 0 ' &-, 

- 1 o . . .  O O 0 F%-1 

Pi' PL'.') . . . P!,ki, pF!v2 p p p  
( k = l ,  2 ,..., n - 1 1 ,  

l'cquazione di uns  conica, e l a  s i  derivi successivamente cinclue volte rispetto ad  x. L e  
t r e  ultime equazioni a cui si giunge possono scriversi cosi: 

( c x + b y + e ) y " ' + 3 ( b y f + c ) y "  = O, 

( ~ x + b y + e ) y ' ~  + 4 j b y 1 + c ) y " +  3 b y f f 2  =O, 

(c x + b y + e) yV -t 5 (O 9' + c) yIV + 10 O y" y'" .= 0. 

Un altro metodo assai  semplice per  giungere alla stessa equnzione è quel10 indicato dal- 
 H HAL PH EN nella Nota Sur l'éijrialion différentielle des coniqzces (Bulletin de l a  Soc. Math. 
de France, t .  VII, pas. 83), e riprodotto da1 JORDAN ne1 suo Cours d'analyse (ki l'École 
Polytechnipe (2." ediz., 1893, vol. 1." pag. 157-158). A proposito del metodo di HALPHEN 
i l  SYLVESTER h a  osservato (Lectures on the Tlzeory of Reczjwocants, American Journal  of 

II: di qui, eliminando le  quantità c x + O y + e ,  b y' + c ,  O y" (coll'osservazione clic y" = 0 
c l'equazione differenziale delle linee rette),  s i  ottiene l'equnzione cerca ta :  

(*) Nell'atto di licenziare le bozze mi sono accorto che questo metodo C gi i  stato esposto 
per disteso e in questa stessa forma da1 BATTAGLINI nelia Nota Sui punli seslatici d i  una culva 
qz~alztnytce (Rend. della R. Acc. dei Lincei, 1888, pag. 238). 

l yvr 3 ~ "  O 

o = l y m  a y r r r  3 y v  

J yv 5 10 yMr  

= ~ y r r ~ y v - - ~ ~ y r r y v f y ~ ~ + ~ 0 y v r 3 ( ~ ) .  
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12 Ber zo Jar i :  Sugli  invarianti diferenxiuli ljroiettivi 

od anche, svolgendo il determinante secondo gli elementi dell' ultima oriz- 
zontale : 

Il determinante che sta fra le parentesi si pub ~ v i l u ~ p a r e  in forma assai co- 
- - 

moda secondo gli elementi dell'ultima verticale : i l  coeficiente dell'elernento 
Fn-i+j di posto (j + 1)"' si trova allora moltiplicando quello dell'elemento 
precedente per D\'"l), quello dell' antiprecedente per DI'"-2', . . . , quel10 del 

(i l ) ( i -2)  

secondo elemento per Dy-jfl), quello del primo, che è (- 1) 2 , pcr Dy j ' ,  

iridi somrnando i risultati. 
I n  particolare si ottiene : 

le quali, per n = 3 ,  si riducono alle yuantità v e zu di HALPHEN, quand0 si 
tenga presente che per n < 4 è = 0. 

Math., vol. IX, pag. 343-346) che, quantunque assai ingegnoso, esso non pu0 estendcrsi 
a, curve piane di ordine qualunque. Esso pu0 perb venir esteso in un altro senso, cioe 
alle onrietci qzcadratiche di uno spazio a, quante s i  vogliano dimensioni, coine io ho 1110- 

s t rato nella Nota Siclle epuazioni differenzinli clelle quctclriciw di une spazio ad n dimen- 
sioni (Rend. della R. Accad. dei Lincei, 1808, pag. 247). 

Sull'equazione differenziale delle coniclie vednnsi ancora SYLVESTER, Arnerican Jour- 
nal, vol. IX, pas. 17-18, e LIE, Math. Ann., Bd. 32, pag. 2%. 
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delle cuwe di'zcn ipempaaio, 13 

5. È facile trovare le equazioni della curva r osculatrica ad una data 
curva (cioè avente con questa un contatto d70rdine 9% + 2) in un suo punto 
assegnato. Irivero, partendo anzitutto dagli sviluppi (8!, le equaxioni d'una r 
per l'origine son date dalle (9). Ora, in virtù delle (Il)  e delle formole ad 
esse analoghe che si hanno per k = 2 ,  3 , .  . . , IZ - 1, le (9) diventano : 

@ =  1, 2 ,..., n- l), 

dove per k = 1 si conviene che sia x, = z. Le cercate equazioni s'ottengono 
eliminando p,, , p ,,,... , po, fra la precedente, la prima delle (12) e le n - 2 
relazioni che si deducoilo dalla prima delle (13) ponendovi lc == 2 ,  3 , .  . ., n - 1. 
Il primo membro di una qualunque fra le equazioni risultanti è il determi- 
nante formato colle prime rt - 1 orizznntali della matrice (15) e con un'altra 
orizzontale costituita dagli elementi 

Se infine al posto delle x ,  xi ,  . . . , z,-, si sostituiscono le espressioni for- 
nite dalle (7) ,  s'ottengono le equazioni richieste (*). 

6. Prima di proseguire ci occorre stabilire aleune formole. Conside- 
riamo in Sn una curva qualsiasi C, rappresentata ne117intorno di un suo punto 
non sirigolare 0 ,  preso come origine delle coordinate, dagli sviluppi (8); e 
dallo spazio Sr, avente con essa un contatto d'ordine r in O ,  proiettiamola 
sopra un arbitrario 5, -,-, (potendo essere r = 0 ,  1 , .  . . , n - 3). Chiame- 
remo C' la projezione di C, ed O' quella di 0, cioè l'intersezione dell'S,-,-, 
coll' Sr+, avente in O con C un contatto d70rdine r + 1. In generale, 10 
spazio Sk (con k = O, 1 ,.. . , n - 1.- 2) avente con Cf in O' un contatto 
d'ordine Ic sarà I'intersezione di Sn-,-, coll' Srck+, avente 
contatto d' ordine r + k + 1 , e verrk rappresentato, entro 

in O con C un 
1' , dalle 

(") Per 10 spazio ordinario clueste erluazioni sono state assegnate 
les inv. difi des cozwbes gauclzes, 1. c., pag. 10) in  modo inesatto. 
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14 B e y  z o l a  r i: Sugli invariarctg differenziali proiettivi 

Se entro 1' Sn-,-, prendiamo come origine 0', e poniamo: 

si riconosce che (facendo uso, per l'Sn-,-, , di sirnboli analoghi ai simboli Dih) 
introdotti ne1 n." 1 per 1' Sn) dovranno aversi, per le coordinate di un punto 
situato su C' nell'intorno di 0', sviluppi della forma : 

Per  deteriniiiare i coefficienti basta trovare anzitutto gli effettivi sviluppi 
di y k  e di y in funzione di x, come si deducono dalle (8) eseguendo le di- 
visioni indicate nelle (18), indi sostituire tali sviluppi nelle (19), ed ugua- 
gliare i coefficienti delle medesinie potenze di x. Cos1 facendo, si ricavano 
senza difficoltà le espressioni seguenti : 

&k) = D(r+k+l), 

~ 1 )  = D(r+k+l) 
7 

dove il simbolo scritto come ultimo termine rnppresenta una funzione delle 
D(r), D(r+i), . , . , D(r+"f, i cui indici inferiori non superano i - 1. Sicchè, 
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delle curve di un iperspazio. 15 

colle formole precedenti, da ogni invariante differenziale di ordine o di curve 
1 d i  fi,-,-, si deduce un invariante differenziale d'ordine w $- r  + 1 di curve 

di Sn, il quale b formato soltanto colle quantità D(r), D(rfi), . . . , Da-') i cui 
indici inferiori, posto 

0 - 2 t t + Z r + 3 - A ,  

hanno al pih i valori A - 1 , 1,. . . , 1 $- n - r - 2 risp.: quantità che tutte, 
all'infuori delle ultime (cioè delle il("-il), sono d'ordine inferiore ad o + r + 1. 

Per  rt .= 3 risultano le formole date daII' HALPHEN, sema dimostrazione , 
alla pag. 85 della Mernoria pih volte citata Szw les inv. diff .  des courbes 
guuches. 

7. Consideriamo l'espressione di fornita dalla (17), dove, quando 
sia k = 1 ,  2 ,..., n-2 ,  si ha:  

p j k )  , D%-k?-l) - Din-k) 
i ? 

p)) , Dp-kt2) 
7 

p$$,-. . . = p ' - , 2 0 ,  
PLk)  F* = D(91-7c) ~ i t t - 1 )  - DF-k) 3. op-1). 

1 
n- k i 1 i 

I n  virtù di quente formole (per lc = 1, 2, .  . . , n - 2) sa& sufficiente esten- 
dere la somma che cornparisce in (17) da i = 1 fino ad i= k + 1. 

Siano ora Bi,. .. , O,-,-, i primi membri delle equazioni differeoziali 
delle curve razionali normali di Sa-,-,, e per chiarezza consideriamo in 
primo luogo le O,, ..., O ,,-,-,. Se, conservando i simboli del n. precedente, 
scriviamo On-,-fi-i in forma analoga alla (16), ed al posto delle A sostjtuiamo 
le espressioni date dalle (20), risulta: 
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16 Ber z O 2 ar  i :  Sugli invarWnti differe&ali proid fivi 

dove è 
E = O  se k = l ,  2 ,.,., n - r - 4 ,  

Svolgendo il determinante secondo gli elementi dell' ultimn orizzontale, cd 
avendo riguardv alle (21) ed alla (li'), si ottiene jn ogni caso: 

S e  jnvece si considera O , ,  e si fanno in  esso le sostituzioni or ora indicate, 
ricordando la prima delle (14) si t rova:  

S e  in corrispondenza all'ultima orizzontale si spezza il determinante nella 
differenza di  altri due ,  e si svolge il primo di  questi secondo gli elementi 
dell'ultima orizzontnle, confrontando colla (l?), dove siasi posto k = n - 1. - 2, 
risulta facilmente : 

epperb si conclude che la  (22) è vera anche per k = n .- r - 2. Si  h a  cosi 
la proprietà : 

Se nei privzi nzembri 0, , O,, . . , 0 ,-,-? (con Y = 0 ,  1 , .  . . , - 3) delle 
equaxioni diJYeremiuli delle curve 9.axionali normali di un Sn-,-, apparte- 
nente wl17S, si eseguiscono le sostitz~xioni (20), si ottengono ordinatamente, 
salvo il segno, i prifni membri TV+, , TV.+,, .. ., T,-, delle ultime n - r - 2 
epuaxioni differenzzùli delle curve raxionali normali di Sn. 
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delle curve d i  zirz iperspaxio. 17 

Circa a siffatti segni, ne1 caso pih semplice in cui si faccia la projezione 
da un punto sopra un iperpiano (Y =O), essi sono p e r  le rispettive @ e T 
gli stessi oppur no, secondo che n è dispari O pari. 

L a  proprietà precedente non sol tant^ mostra che l'insieme d'un numero 
qualunque delle espressioni T, , . . ., T,-, , prese ordinatamente a cominciar 
dall'ultima, è invariante per trasformazioni omografiche dell' Sn, ma fornisce 
altresi un (primo) significato geometrico dell'annullarsi delle espreseioni d i  
quell'iiisieme in un punto assegnato di una curva arbitraria. di Sa. & chinro 
infatti che, posto per semplicità k: = ?z - Y - 2 ,  quella proprietà pub inter- 
pretarsi corne segue : 

L 'e s sem soddisfatte, in u n  pzwto non singolare O d i  una q z d s i a s i  
cuî.vu C d i  Sn, le ultime k (- 1 ,  2, .  . . , - 2)  eqzcazioni diffet.enziali delle 
curve ruxionali nc i~~mul i  d i  S,, è Za condixione fiecessaria e szrlf2ciente pe~ci iè ,  
projettando C da110 spaxio Sn-k-*, avente con essa u n  contcctto d'ordine 
92 - lc - 2 i n  0, sopra un Sk+, , s i  ottenga ztna curva C'  sijiatta, che esista 
una c u w a  razionale normale del10 spaxio Sk+,, lu  qunle abbia con Cr un 
contatto d'ordine k + 4 ?tel punto 0' projexione d i  O (*). 

In particolare : 
L a  quantità T,-,, di cui alla fine del n.' 4 si è data l'espressione: svi- 

luppata, è u n  invariante di f fe~enxiale  prqmettivo, d i  ordine n + 3 e d i  peso 3: 
il  suo annullavsi caratterima, sopra una c w c a  qualsiusi C, i punti tal i  clze, 
pt*ojettando C sopra u s  piano d&17 Sa-, avelite in uno d i  essi con C u n  con- 
tutto d'ordine B -  3 ,  r i su l t i  una czcwa dotatn di  un punto sestattico nella 
projexione del punto considerdo (**). 

(*) Più tardi  (ne1 n.O 18) questa stessa proprietà v e r r i  espressa per  mezzo dell'an- 
nullarsi simultaneo, ne1 punto O, di k i~wwinnt i  clifferenzinli projettiui. 

("*) Tali  sono, ne110 spazio ordinario, i punti d ' m a  curva, pei quali sei tangenti con- 
secutive appartengono ad un complesso lineare (cfr. HALPHEN, Sur les inv. difl des courbes 
gauches, pag. 85). 
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18 B e r  xo la r  i: Sugli invuvinnti differenxiali p~oiettz'vi 

5 III. 

A l c u n e  i n t e r p r e t a z i o n i  g e o m e t r i c h e .  
Riduzione alla forma canonica (1). 

8. Le proprieth del paragrnfo precedente possono essere presentate 
sotto altra forma, collegandole colla risoluzione del problema generale di tra- 
sformare gli sviluppi (8) in altri, che abbiano la forma, canonica (1) indicata 
nell'introduzione del presente lavoro. Questa forma pub anzitutto esser pre- 
veduta con considerazioni geometriche : al qunle scopo basta far capo al teo- 
rema seguente (*), di cui mi limito a dar l'enunciato, poichè la dimostrazione 
ai ottiene senza dificoltà estendendo quella data QUEL  HAL PH EN (ne1 ne0 13 del 
lavoro poc'anzi citato) per lo spazio ordinario : 

Se due curve di Sn hanno un contutto d'ordine k in  un punto O non 
singolare per nessuna d i  esse, e vengono tagliate con zin iperpiano in.finita- 
mente vicino ad O ed avente per Zimite un iperpiano gulclunque non tangente 
in  O alle due cwve, la retta che unisce i due punti d'intersexione prossimi 
ad O ha i l  suo limite in un piano tangente belz deterrninato, i l  quale non 
dipende dalla posizione limite dell'iperpiano mobile. 

Se da un punto scelto ad arliitrio su tnl piano si pvojettano le date 
curve sopra un iperpiano, si ottengono due curve, che riella projexione di  O 
Banno un contatto d'ordine supereriore a k .  

Questo piano si dirà il piano principale delle date curve rie1 punto O. 
E si diranno ordinatamente S3, S4,. . . , Sn-, principali delle curve stesse in O 
quelli che sono determinati da quel piano e dagli spazî Sz, S3,.  . . , ,S;z..2 aventi 
in O colle date curve un contatto di 2.O, 3 . O , .  .., (n. - 2)m0 ordine. 

È chiaro che, se da un S,-, qualunque appartenente all' Sv&, principale 
( r  = 1, 2 , .  . . , n - 2) si proiettario le date curve sopra un Sa-, , risultano 
due curve aventi nella projezione di O un contatto d'ordine superivre a k. 
Ora si assuma O come origine delle coordinate, e si supponga che quell'S,+, 
sia rappresentato dalle equazioni 

(*) Altri teoremi, che con questo hanno intimo legame, si troveranno nella disserta- 
zione di laurea del D.' BEPPO LEVI, che verra presto pubblicata. 
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delle curve di un iperspaxio. 19 

Sviluppando le coordinate x,, x,, ..., .c,-, di due punti, prossimi ad O e ap- 
partenenti aile due curve, in serie di potenze di x ,  tali sviluppi avranno i 
coefficienti ordinatamente uguali fino a quelli dei tertnini di grado k inclu- 
sivamente, ed anzi gli sviluppi delle x,, x ,,..., x ,-,-, coincideranno fino ai  
termini di grado k + 1. 

Cib posto, siano C una curva qunlsiasi di Sn ed O un suo punto non 
singolare, e consideriamo la curva razionale normale r individuata dall'avere 
con C un coiitatto d'ordine 9% + 2 in O. Corne è noto, essa pub rapprescn- 
tarsi colle formole : 

basta per cib introdurre I'omogeneith nelle coordinate, intendendo che le x ,  
x, ,  x ,,..., 2%-, significhino i rapporti di n coordinate ad nn'altra x,, e sup- 
porre che le equazioni 

rappresentino quattro iperpiani, di cui il primo abbia con r un contatto d'or- 
dine n-  1 in O, il secondo abbia con r un contatto d'ordine n - 2 in O 
e sechi ulteriormente r in un punto cirbit~ario Q ,  il terzo passi per O ed 
abbia con r un contatto d'ordine n- 2 in 51, e l'ultimo abbia con ï un con- 
tatto d'ordine n - 1 in fi; mentre l'equazione 

sia quella dell'iperpiano avente con I' due contatti degli ordini n - i ed i - 2 
risp. in O ed n. 

Con tale sistema di coordinate la curva C, nell'intorno di 0, verrà rap- 
presentata da sviluppi della forma: 

E se corne iperpiano x,-, = O  si sceglie proprio l'iperpiano principale di C 
e I' in 0, dovrà risnltar nullo il coefficiente di X % + ~  nella serie che dà x,..,, 
e la rappresentazione (23) assumerà la forma voluta (l), dove evidentemente 
tutti i coefficienti J saranno invarianti differenziali projettivi. 

9. Sulla forma (23) possiamo far sin d'ora alcune osservazioni, di cui 
ci giovererno in sèguito. Lo spazio Sv+, (Y = 1 , 2 , .  . . , n - 2) definito dalle 
equazioni 

Zr+, = xl"+* = ' ' ' Zn--, = 0 
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ha in O con C e con r un contatto d'ordine 1. + 1 ; affinchè esso coincida 
coll' Sv+, principale di queste curve in O, è necessario e sufficiente (n. prec.) 

L'esser soddisfatte queste fz - r - 1 relazioni dà quindi la condizione perchè 
projettando C e r sopra un Sn-, da  un arbitrario Sv-, contenuto nell' 
che ha  con C e I' un contatto d'ordine 9. + 1 in O ,  si ottengano due curve 
nventi un contatto d'ordine superiore ad n. + 2 nella projezione O' di O (*). 
In  particolare, se projettiamo C e r dall' Sv-, avente con esse un contatto 
d'ordine - 1 in O, si deduce che la projezione Cf  di C sarà tale, che esi- 
sterà nell' Sa-, una curva razionale normale di qiiesto spazio, la quale avrà 
in 0' con C'  un contatto d' ordine superiore ad n - + 2. Ora, posto 
k = n - r - 1, questa interpretazione geometrica coincide con quella che si 
è stabilita alla fine del n." 7 per il contemporaneo verificarsi, ne1 punto 0, 
delle ultime k equazioni differenziali delle curve razionali normali di Sn. Cib 
sussiste, evidentemente, anche per k = - 1 (ossia per r = O),  e tutto questo 
basta per poter affermare che le H;A1), H::;_3",.. ., HR!$ (Y = 0, 1 ,..., 12 - 2) 
dovranno p o t e m i  esp~imere come funzio~ti 1ineal.i omogeazee delle quantità già 
studiate TV+,, TVS2,. . . , Tn-, (in part,icolsire, che la HL;') non potrà diffe- 
rire dalla Ta-, che per un fattor nostante). A conferma della qua1 conclusione 
si pub anche osservare che, se si costruiscono le equazioni differenziali delle. 
curve razionali normali di Sn sotto la forma (16) e ponendo a base gli svi- 
luppi (23), si trova per la quantith T; (i = 1,  2 , . .  , n - 1) l'espressione 

È anche facile assegnare il significato geometrico' dell'annullarsi dei singoli 
coefficienti Hi13: significato che, ben s'intende, è legato all'iperpiano, varia- 
bile in un fascio, xn--, := O (n. prec.). Iilvero l'annullarsi di H$,  (i = 1 ,  2 ,..., 

(*) Senza invocare la propr ie t i  degli spazî principali, ci0 risulta anche dalle (B) ,  
(luando come S,--:r-i si assuma quel10 clle ;ien rappresentato da 

Dalle osservazioni del testo nasce altresi un nuovo modo d'interprotaro geome- 
tricnmcnte l'nnnullnrsi clelle TV+l, Tr+2,.. . , Tm-1 in  un punto O di C: rlriesto fcttto cioé 
d i  la conclizio~za perche 1' princ@nle di C e i? in O coiwida coll' &+i che Iza in O 
con t d i  cuwe un contatto d'ordi~ze r $- 1. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle curve d i  un iperspaxio. 2 1 

n - 1) esprime l a  condizione necessaria e sufficiente perchè, projettando soprn. 
un piano le curve C e r da  lin Sn-, situato nell'iperpiano ri= O ,  si otten- 
gano due curve aventi nella projezione di O un contatto d'ordine superiore 
ad  n + 2. 

Se come tale Sn-, si assume quello che è rappresentato da  

nnsce una notevole interpretazione, che pub anche dedursi direttamente ne1 
seguente modo. Si consideri la quadrica ( n  - 2 volte specializzata) 

dove per i -- 1, 2 si conviene di scrivere risp. 

Essa contiene la  curva r ,  e come spazio doppio 1' S,,-, dato dalle (24), il 
q 1 d e  ha con r due contatti degli ordini i - 2 ed n - i -- 2 in O ed  12 
risp. Sostituendo in (25) gii sviluppi (23), si trova l'equazione: 

nella quale i termini che seguono il primo contengono potenze superiori di x. 
Sicchè, delle iritersezioni di C colla quadric.a, 12 + i + 2 yengono in  generale 
acsortiite da1 punto O ,  e ne  viene assorbito un  numero maggiore soltanto 
quando sia H!:, = O. Ricordando che C e r hanno in O un contatto d'or- 
dine 12 + 2 ,  risulta dunque la proprieth: 

Projettando la  curva C dall' Sa-, rappesentu to  dalle (84) sopru un 
piano, s i  ottiene una  c u m a  tale che esiste una  conicu avente con essa nella 
projexione d i  O u n  contatto d'ordine n - i + 3 in generale : 2' annu l lami  
della qzcuntità I3$, è appunto la condixio~ze necessa?-ia e suficiente perclzè 
questo contatto sia d'ordine pi& elevato (*). 

10. Ora proponiamoci di risolvere in modo puramente algebrico la  qiie- 
stione enunciata in principio del ne0 8: a ta1 fine, come h a  fatto 1' HALPHEN 

(9) Le singole quantità H t i 3  (a1 pari  delle Ti) non sono invarianti, all'infuori dellu 
(la quale, corne gitl s i  e notato, e come si vedrà ne1 sèguito con maggior preci- 

sione, non differisce dalla T,,-l). Il significato, clie pûr siffatto invariante vien fornito da1 
t ro rema del testo, coincide con quello trovato alla fine del i1.O 7. Anche l'interpretaoioiie, 
clie 10 stesso teorerna dà dell'ttnnullarsi di H E ) ,  coincide con quella clie già conosciamo, 
secondo la  quale l'iperpiano principale di C e i' i n  O vien rappresentato da x,,-z = O .  
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per n = 3, cercheremo anzitutto una sostituzione lineare, la yuale conduca 
dagli sviluppi (8) alla forma intermediaria (23), ed in questo passaggio (che, 
corne si è veduto ne1 11." 8, si pub eseguire in infiiiiti modi) manterremo 
invariato I'iperpiano x n - ,  = O. Avvertiamo poi fin d'ora che, per le questioni 
di cui più innanzi Jovremo occuparci, nello sviluppo della ima coordinata 
(i = 1, 2, .  . . , n - 1) secondo le potenze crescenti della variabile indipen- 
dente ( r ,  y , .  . .), cercheremo ogni volta la forma effettiva dei coefficienti pei 
soli termini il cui grado non superi n + i + 2. 

Indicando con X, X ,,..., 3 % - ,  le nuove coordinate, fiia 

la  cercata sostituzione. Per  l'ipotesi fat ta,  le E ,  E , ,  ..., En dovranno espri- 
mersi linqarmente colle x ,  x ,,..., x,-, nella forma seguente : 

, , . . . . . . B . . . . .  

?L-3) x 
t n - 3  = x ~ - . ~  + xn-2 + f i - i  7 127) 

En-e =Zn-n 7 

dove i coefficienti A sono da. determinarsi. 
Ora consideriamo le differenze 

le quali, sviluppate secondo le potenze crescenti di x ,  corninciano risp. con 
un termine di grado 3 ,  4,. .. , n + 1 , e disponiamo dei coefficienti A in guisa 
che risultino nulli tutti i termini di tali sviluppi fino a quelli di grado 

(Fa - 1) ( 1 6  $ 2) 
n + 2 inclusivarnente. Si ottengono cos1 

2 
relazioni fra le A ,  

cioè tante appunto quante sono queste quantith, e risultano, per le diffe- 
renze (28), sviluppi della forma: 
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Di qui e dalle (26) si ricava : 

Ma dalle (27) si deduce : 

epperb si ha facilmente : ' 

x f i + i + ~  n t i t ~  ( )  5:' +..., 

dove : 

h!:$3j = (n  - v' + 2) Ai-, - (n + 3) AI?, + . . 
(i= 1 ,  2 ...., H- 1) ,  

... .. ... mentre h:L4), hZ4), ; h/:!t5', .; si deducono risp. dai precedenti cam- 
, .., biando soltanto f i  in n + 1 fz + 2, .  ma lasciando del tutto inalterate le 

quantità A. 
Sostituendo in (29) si ottiene : 

Xi = Xi+i + H,, X"+3 + Hfi4 Xn+4 + . . .  
( i = l ,  2,. .: ,  n-  1), 

i (31) 
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avendo posto : 

In  (31) abbinmo la forma intermediaria cercata, che ha il tipo della (23). 
11. A risolvere completamente la questione trattata ne1 n.' precedente 

rimangono ancora da determinare le espressioni dei coefficienti A delle (27) 
in funzione delle quantith Dik) con cui sono composte le (8). Pe r  tale scopo, 
- mal potendosi estendere il metodo usato dall' HALPHEN per n = 3 ,  e che 
consiste nell'eseguire effettivamente i calcoli indicati ne1 n." precedente, svi- 
luppando le differenze (28), ecc. - projettiamo la data curva C, rappresen- 
tata nell'intorno dell'origine O dagli sviluppi (8), da O sopra un arbitrario 
iperpiano, e, come s'è fatto ne1 n.' 6 ,  dove pongasi Y = 0,  dato in S, 1111 .. punto che abbia per coordinate z, xi,.  .., xn- ,  , assumiamo entro 1' S,, corne 
coordinate della sua projezione i rapporti 

In virtù delle (20), dore si faccia 1. = 0, la projezione C' di C verrà rap- 
presentata, nell'intorno del punto O' projezione di O, dagli sviluppi : 

... Se ora in Stb si eseguisce sulle coordinate x ,  x i , .  x,,+ la trasformazione 
lineare fornita dalle equazioni (26) e (27), nascerà nell' S,-l per le coordi- 
nate y ,  y ,,..., y ,,-, la trasformazione lineare 
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Ora si supponga che la trasformazione data dalle (26) e (27) conduca per la  
ciirva C alla rappresentazione (31): la trasformazione data dalle (34) e (35) 
fornirh di conseguenza per la curva C' una rappresentazione, che si potrà 
ricavare direttamente dagli sviluppi (31), applicando a questi le formole (20), 
le quali, com'è chiaro, valgono indipendentemente da1 particolare significato 
che hanno nelle (8) i simboli Dik). Ne1 cas0 attuale, in cui si tratta degli 
sviluppi (31), questi simboli hanno i valori seguenti : 

(k= 1, 2 , , . . ,  f i -  l), 

epperb la  rappresentazione, che in virta delle (34) e (35) si ottiene per C', è : 

Siccome questa, per Io spazio Sn-, , ha la stessa forma della (31), segue 
che, se la trasformazione risultante dalle (26) e (27) risolve il nostro pro- 
blema per la curva C di Sn, la trasformazione risultante dalle (34) e (35), 
risolverà Io stesso problema per la curva C' di Sn-, . 

Di più si scorge (osservazione che utilizzeremo ne1 n." 13) c,he i coeffi- 
cienti dei secondi termini nelle (31) e (36) sono ordinatamente uguali gli 
uni agli altri, all'infuori del coefficiente c.he nelle (36) non cornparisce (Y ) .  

Ora da1 modo con cui debbono venir determinati i coefficienti A delle (27) 
- in modo cioè da annullare, nelle differenze (28), i coefficienti dei diversi 

(") S i  pu0 anche osservare corne dalle cose precedenti risulti che, trovate l e  H,,+3 

p e r  si hanno immediatamente e senza nessun calcolo anche le Hpc+3 p e r  l'S,,, 
all'infuori della prima. 

Annnli di Matenzatica, tom0 XXVI. 4 
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termini fino a quelli di grado n + 2 - risulta subito che essi sono formati, 
in modo intiero, colle sole quantità Di) e Dg) (i = 1, 2 , .  . . , n - 1). Se qiiindi 
si confrontano le (8) colle (33), e le (26), (27) colle (34)) (35), si conclude 
che, quando si siano determinate le espressioni di A,, A , ,  ..., A ,-,, dalle 
prime n - 1 di esse si potranno dedurre risp. quelle di A y)  , Ap , . . . , A?, 
cainbiando soltanto n in n -  1 nei coefficienti delle diverse quantjtà D (*), 
ma lasciando del tutto inalterate queste quantità, ad eccezione delle Di1) e DL') 
che dovranno essere omesse, e della 0:) che dovrà venir cangiata nella dif- 
ferenza Dg) - 2 Di1). Ma si riconosce facilmente che la Dé1) non entra in 
nessuna delle A,,  A, ,..., A ,,-,, e che le D,') e 0 4 )  entrano soltanto riel- 
l'ultima di queste, avendosi 

dove i termini omessi ne1 secondo membro sono tutti indipendenti d a  Di1) 
e Dr). Deducendo di qui l'espressione di Ac ,  secondo la regola ora indicata, ' 

risulta : 
Ai01 = 2 Di') - Dp! +. . . , 

%-i 

cioè i due termini scritti si ricavano dai corrispondenti terrnini di A,-, sol- 
tanto col diminuirne i coefficienti di un'unità. 

1 ragionamenti fatti si possorio proseguire considerando le AL1), AL1), . . . , 
onde si pub enunciare la regola semplicissima : 

L e  espressioni dei coefficienti A i ) ,  .de), .. ., A?, s i  dedmono risp.  da 
quelle d i  A,, A, ,..., A,-, col solo mutamento d i  n i n  n - 1 ne i  coeficienti  
delle varie quant i tà  DIJ e Dr); col10 stesso cangimnento, dal le  espressioni 
d i  Ai0), Ap) , .  .., A o ,  si deducono risp.  quelle d i  A r ) ,  Ai1) ,.,., A!?,, e cosi 
d i  seguito. 

L a  determinazione delle quantità A si ottiene dunque con semplici can- 
giamenti di lettere, quando si siano soltanto determinati i coefficienti A,,  
A ,,..., A,-, della 5,. 

12. Per  trovare questi ultimi coefficienti, si osservi che, per k =  1, 
2 , .  . . , f i  - 1, si pub scrivere : 

(*) S'intende che, se  qualcuno di ta l i  coefficienti fosse purunente  numerico, cioè in- 
dipendente da  n ,  esso dovrèbbe venir diminuito di un'unità. 
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dove tutte le Ri, R,, .. , Rk sono quantità note contenenti le A , ,  A ,,..., 
ma non contenenti nessuna delle Ak-< ,. . . , An-l .  I n  modo analogo, 

possialno scrivere : 

dove le Si, 8, ,..., SR sono pure quantità note formate colle Ai0], A:),. .  ., 
A t ? , ,  ma non contenenti nessuna delle Ai0), ..., Ac0) , , - i .  Ed inoltre si osservi 
che le S,, S, ,..., Sk si deducono risp. dalle Ri, R ,,..., Rk cambiando n 
in n -+ 1 , e sostituendo al posto delle A,, A i ,  . . . , Ah-* ordinatamente le 
Ai0), AiO), . .., Se allora (v. il n.' 10) scriviarno che nello sviluppo della 
differenza 

P - k + i  ( k  = 1 , 2, ..., 1.2 - 1) {:-"ta- k - -i 

è nullo il coefficiente di xn+', otteniamo la relazione : 

Analogamente, uguagliando a zero il coefficierite di xn+e nello sviluppo della 
differenza 

t?+l Sn-k+i - < n - k + 2  ( k = 2 ,  3 ,..., n) ,  
si ottiene : 

dove si è posto : 
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Dalle (37) e (38) si deduce : 
i = L l  

A ~ - ,  = (n - k + 2) 1 R~ - w + + 1; ( ~ i  + DF-'~) 
i=l 

(/c=z, 3 ,  ..., f i -  1). I 
Corne già si è notato, le quantità R ,,..., Rk; Si ,..., Sa; pl,. .., pk con- 

tengono soltanto le-A,,, A, ,.,., e le Ar0), Ap) ,..., AFi ,  le quali ultime 
si ricavano ordinatamente dalle prime con soli cangiamenti di lettere (n.' prec.); 

in-kl A ( P L - k )  A$zTL) e 1, A(?&-k+l)  A(~-k411 1 A - +  ,,-,+,,.-. , f i - E + ~  7 I I - L + S  , . . . , A!,'zk+l) che entrano 
ne1 secondo membro della (39) si deducoiio pure cogli stessi cangiamenti di 
lettere risp. dalle A,,, A l , .  . . , Abbiamo dunque nella (39) una formola, 
col mezzo della quale si pub determiriare I'espressione di A k - ,  quando siano 
note quelle di .Ao7 A ,,..., Ak-2 (per k = 2 ,  3 ,..., n - 1). D'altra parte si 
trova subito direttamente : 

e per k = f i  serve senz'altro la (38), dalla quale, essendo A$ = O, si pub de- 
durre I'espressione di An-, (*). Percib, ricordando ci6 che si è dimostrato ne1 
n." precedente, possiamo dire che il problema di determinare la sostitu- 
zione (26), (27) è risoIuto. Esso ha una ed una sola soluzione, e per la via 
ora indicata si trova : 

(*) L a  stessa (38) si potrebbe anche assumere a compiere l'ufficio della (39): infatti 
(ad es.) projettando C d d  punto O sopra un iperpiano, in  luogo del coefficiente An-1 com- 
parirebbe, come s'è veduto ne1 n.' prec., l ' A t l l ,  il quale risiiltercbhe quindi espresso, p e r  
mezzo della (38), in funzione di AlJ , .  . . , A!?,; e di qui, come s'è notato ancora ne1 n.O prec., 
si otterrebhe tosto An-2 espresso in  funzione d i  A,, -dl,..  ., An-3. E cosi d i  sèguito. 
Preferiamo perb riferirci alla (391, dove le cosa apparisce in modo più esplicito. 
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dove i termini, chc nell'espressione di Ai  seguono i due che si son scritti, 
contengono almeno due fattori D (*). 

13. Avendo nei n.i precedenti determinata l a  sostituzione lineare (26), 
(27), che dalla rappresentazione (8) conduce alla (31), cerchiamo ora in que- 
st'ultima le effettive espressioni dei coefficienti H!/i, (i = l ,  , . . , , n - l). I l  
metodo tenuto  HAL HAL PH EN per raggiungere questo scopo ne1 caso di n= 3 
consiste ne110 sviluppare i oalcoli che sono stati indicati ne1 n.O 10: tali cal- 
coli possono essere del tutto risparmiati per la via seguente, la quale ha  pure 
il vantaggio di mettere in evidenza il modo di composizione di quei coeffi- 
cient;, che è assai semplice e notevole. 

Per  cib che si è trovato nella prima parte del n." 9, possiamo anzitutto 
scrivere : 

H$,=r lT i+y .Te+. . .  -t 7%-i Tn- r 7 

dove le y sono da determinarsi. Ora, considerando l'espressione di Tn-k for- 
nita dalla (16), il determinante del secondo membro contiene una sola delle 
quantità Dp), . . . Dt-l) ,  cioè ,la Dp-K) che entra nell'elemento Pik) (**). 

(*) P e l  caso estremo i =  n - 1, cioè nell'espressione di An-i, poicliè B:O) = 0, non 
si lia più che un termine contenente un sol fattore D. Si t rova  facilmente: 

A,, - l = - D(l1 + @ )  D[*-l) - 2 D:' Dln-" t . . . 
(**) Si ha infatti dalla seconds delle (14) : 

pikl = p* - Die-kl p - 1 )  f Dtn-k-1) - 
tt n-k;- i 2 e Th). 
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( n + l b + 9  
2 

Poichè ta1 quantità ne1 determinante risulta moltiplicata per (- 1) 3 ]a 
formola precedente si pub scrivere corne Regue: 

dove i termini omessi da ultimo son forrnati, oltre che colle y ,  unicamente 
colle Dr) e Dp (i = 1 , 2,. . . , n - 1). 

D'altra parte H : z 3 ,  pel n." 10 ,  è il coefficiente di X X + ~  nello sviluppo 
della differenza En[, - 5', epperb : 

1) - Dfi) + A!) Q2) + Ail) D33i $ . . . + Djt-1) 
E + 3  - 3 (41 )  

dove i termini omessi in fine contengono soltanto le quantith DY), D;J e le 
Ai, AjO), Ai1). Ma segue dai n.i precedenti clie queste ultime son formate 
alla loro volta esclusivamente colle D,i) e Df), sicchè possiamo dire che 
nella (41) i termini non scritti alla fine sono formati soltanto colle Df) 
e Df) (i = 1 ,  2 , .  . . , n - 1). Confrontando le (40) e (41) fra loro, si deduce : 

Per trovare l'espressione di Hi$, (i= 2, 3 , .  . . , n - l), projettiamo la curva C 
da1 punto O sopra un iperpiano: si è veduto ne1 n O 11 che per la curva 
projezione (7' si ottiene, nell'intorno della projezione O' di O, la rappresen- 
tazione (36), analoga alla (31) di C, quando si faccia uso della trasforrnazione 

,lineare (34), (33), dove le AB), A?) ,... , An-, compajono al posto delle A(: ) ,  
Ai1) ,  .. . , Ani, di Sn. Per  cib che or ora ~i è dimostrato, il primo coefficiente 
delle (36), cioè H f l , ,  sa& dunque espresso ne1 modo seguei-ite : 

dove le 8 sono i primi membri delle eqiiazioni differenziali delle curve ra- 
zionali normali di s,-,, formati al modo stesso delle T. Per  la (22), dove 
si faccia r = O, questa formola diventa : 

@ obiaro che il ragionamento si pub proseguire, onde si concludono le for- 
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g IV. 

Continuazione. - Gl'invarianti differenziali projettivi 
dei pesi 3,  4 ,  ... , n. + 1, e in particolare quelli d'ordine lz + 3. 

14. Le forme analoghe alla (31) sono in numero semplicemente infi- 
nito: avutane m a ,  quella data dalle (31), tutte le altre si possono ottenere 
ne1 modo seguente. Sia p una quantità arbitraria, e pongasi : 

colla convenzione che sia = 1. Sostituendo gli sviluppi (31), e ponendo (3 
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risulta : 

+ = (1 1- p X)" + xn+= ptii + . . . , 

Scrivendo IR. forma effettiva dei coefficienti soltanto pei terniini di grado non 
superiore ad n + $ 2  in X (il che, corne già si B aviertito ne1 n.' 10, basta 
per il nostro scopo), dalle formole precedenti ~i deduce : 

Svolgendo la potenza di 1 + p X, e ponendo per brevith : 

questa formols diventa : 

Se ora si fa la trasforrnazione di coordinate 

di qui e dalle (45) segiie: 
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Ma abbiamo colla divisione : 

e d'altra parte (bastando qui tener conto dei soli termini il cui grado in Ti 
non supera n) : 

s,+i , (1 + p X)"('t') $- . . . 
Epyerb si trova sema difficoltà: 

Sostituendo in (46) risulta: 
n r  - 3  

Ponendo qui al posto delle y le loro espressioni date dalle (U), ordinando il 
coefficiente di ciascuna potenza di Z secondo le potenze ascendenti di p, e 
facendo uso dell'identith (facile a dimostrarsi e di cui dovremo servirci anche 
più tardi) 

il coefficiente di Zn+k ne1 precedente sviluppo (Ic = 3 ,  4, ... , + 2) assume 
definitivamente la forma semplice 

Annnli di Mnte~nntica, tom0 XXVI. 5 
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Negli sviluppi che cosi risultano son contenutc, al  variare di p ,  tutte le in- 
finite rappresentazioni richieste. 

15. Pe r  avere ormai la rappresentazione (l), dove tutti i coefficienti J 
sono invarianti differenziali projettivi, basta dare a p,  ne110 sviluppo or ora, 
ottenuto, un valore che annulli il coefficiente di , P t 3  ne110 sviluppo di Zn-?> 
cioè, per le (43) e (42), basta porre : 

S'ottençono cos1 le effettive espressioni degli invarinnti J, e in particolme : 

dove le C denotano i valori che assumono le r quando per p si pongn il 
valore precedente, epperb sono esyresse d a :  

L'invariante J!:,,, fornito dalla (48) è d i  ordine 12 + h + 1 e di peso 
f i  - r + h :  si hanno cosi un invariante, cioè J,"-l), del minimo peso 3, uno, 
cioè Jp-l), di peso 4, e poi tre 'di peso 5 ,  quattro di peso 6 , .  . . , n - 1 di  
peso n + 1. 

I n  particolare, per ognurio di  tali pesi si ha uno ed un solo invariante 
d'ordine n + 3: fa soltanto eccezione il peso 4, al quale non corrisponde nes- 
suno di quegli invarianti. Le espressioni di siffatti invarianti d'ordine n $. 3 
sono : 

( r = l ,  2, ..., n - 3 ,  n-  1), 
\ "  

e, ridotte ad un'unica frazione, segue dalle (42) che i loro numera tor i  sono 
f o î m a t i  in modo in t iero  ed omogeneo colle T , ,  T , ,  .. . , Tn-, (mentre i loro 
deriominatori sono potenze di Tn-,). 

Sul significato geometrico dell'anniillarsi di questi invarinnti è superflu0 
spender parole, giacchè esso è compreso nelle interpretazioni date nella se- 
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conda parte del n." 9 : al qua1 proposito S qui soltanto da avvertire che ne1 
caso presente, dove trattasi della rappresentazione canonica (l), glliperpiani 
coordinati sono tutti covarianti  d i f f e renx ia l i  projett iui  della curva C ne1 
punto O. 

Composizione delle quantità H mediante le T e le loro derivate. - Gl'in- 
varianti dei pesi 3 ,  4 , .  . . , n + 1 formati in modo intiero con le T 
e le loro derivate. 

16. Apparisce dalle (48) e (49) che gl'invarianti J dei pesi 3, 4 , .  . . , 
n + 1 sono formati essenzialmente colle quantità H, di cui si è data un'e- 
spressione ne1 n.' 10 [colle (30) e (32)l. Na a tale espressione possiamo dare 
un'altra forma, che ha molto maggiore importanza. 

Cominciamo dall'osaervare che, se s'indicano con apici le derivate rap- 
porto ad x, dalla (3)  risulta (per la regola di derivazione dei determinanti): 

sicchè risulta la formola di derivazione per le D :  

Ora, supposto i > 2 ,  ai ricavi di qui Dik,',, e poi si applichi successivamente 
la formola stessa ai termini che man mano si presentano ne1 suo secondo 
membro : si potrii cm$ riasaire alla relazione sepen te ,  in cui per comodo si 
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è mutato i in i - 1 : 

Dy' = 
1 (Df')(i-" + . . . 

(n + 4) (12 + 5) . . . (n + i) 
( i = 4 ,  S I . . . ) ?  

dove i termini che ne1 secondo membro seguono quel10 scritto sono formati 
in modo intiero soltanto colle quantità Dy) ,  D$), Dy) e colle derivate di 
queste ultime di ordine inferiore ad i- 3. Ma dalla (16) risulta: 

(n+l) (n+2) 
2 0"' = (- 1) Tk + Rn+*, 

0 
(52) 

essendo Rn+, una funzione intiera delle sole Di) e DI),  e percio di ordine 
non superiore ad n + 2. Derivando un nurnero qualunque s -di volte i due 
membri della precedente identità, dalla Rno proverranno, per la (50), varî 
termini contenenti delle D di ordine superiore ad lz + 2 (ma al più uguale 
ad n + s + 21, ma essi, per la (51), si potranno tutti esprimere colle sole D, , 
D,, D,, e colle derivate d i  queste ultime (di ordine s - 1 al più). Appli- 
cando poi alle D, ed alle loro derivate la formola (52), si giungerh in fine 
ad una relazione : 

in  cui I/J indica una funzione intiera delle Tn-, , Tn-, , . . . , Th-, e delle loro 
derivate di ordine non superiore ad s - 1, ed Rn+, indica di nuovo una 
funzione intiera delle sole D, e D,. Sostituendo I'eçpressione or? trovata ne1 
secondo mernbro della (51) in ogni luogo ove esistano delle D, O loro deri- 
vate, risulta : 

= (-1) + JIi (T, T', . . . , T(i-4)) + Rn.+s 
(n $4) (n + 5) . . . (n $- i) (53) 

dove +, è una funzione intiera delle Tn-*, Tn-,, . . . , Tk-i+3 e delle loro de- 
rivate d'ordine non superiore ad i- 4 ,  ed Rn+e ha il solito significato. 

Cib posto , si consideri una qualunque delle H, la H!$, (r  = 1, 2 , .  . . , 
n - 1 ; s = 3 ,  4 , .  .. , r + 2), e si osservi che, per le (32), le quantità D j k )  il 
cui ordine supera n + 2 sono conteniite in essa solo in quanto entrano nelle B 
di cui è composta la  stessa E, che inoltre in nessuna di tali 0 un medesirno 
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termine pub contenere più d'un fattore Djk) il cui ordine superi n + 2. Di 
guisa che si ha : 

Hg8 = D y  + . . - , (5 4) 
dove ne1 secondo rnembro ciascuno dei termini che seguono quel10 scritto è 
il prodotto d'un coefficiente numerico per alcune delle quantità DiTi), in una 
al piii delle quali si ha i> 2 (essendo perb sempre i < s). Se allora, in 
luogo di queste ultime DIk', si sostituiscono le espressioni date dalla (53), si 
ottiene : 

9i+s 
( - 1 )  " = - - TY-3' + y ( T ,  T t , .  , . , T(#-')) + Ra+, , 

(n  $ 4) ( t h  + 5) . . . (12 + S )  

dove rp 3 una funxz'one infiera, i cui termini contengono tutti corne fatlori 
ulcune delle Tm- , ,  TH..? ,..., T,.-,+, e delle loro derivate d'ordine non sztpe- 
v iwe  ad s - 4, mentre *i coeficienti d i  questi teruzim' sono formati in  tnodu 
intiwo colle sole D:) e D:, ed R,,.o ha il solito significato. 

Ora è evidente che in ogni punto d'una curva razionale normale del17S,, 
tutte le H sono nulle; della stessa proprietà gode la funzione y ,  epperb la 

è un'equazione differenziale d'ordine n + 2 al più, la quale dev'essere sod- 
disfatta in ogni punto d'una tale curva. Essa é dunque una combinazione 
delle T , ,  Tg, .  .., T,-,, e poichè queste sono tutte d' ordine n + 3,  e non è 
possibile - com'è posto in evidenza dalla (52) - formare con esse alcuna 
combiriazione che sia d'ordine più basso, si conclude che Rn+, è nulla iden- 
ticamente. Si hu dunpue irtjne la cercata ~elazione : 

(fa+l)in+el .- 
e 

Hf:, = <- 1) 
( f i  + 4) (n + 5 ) 7 ( -  

Tp-a + rf ( T ,  T', . . . , Tcs-') , 
( = 1 2 , . . ,  1 s = 3 ,  4 ,..., r + 2 ) ,  

essendo (9 la ,funxione poc'anxi deJinita. 
Corne esempio, applichiamo il metodo esposto alla ricerca dell'espressione 

di N$;ll. Scrivendo soltanto i termini d'ordine superiore ad tz + 2, abbiamo: 
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e inoltre, per la (50), 
(n+l) 191+21 

T',&a = (- 1) * i ( n + 4 ) ~ ? - ' ) - 3  ( n + 2  

dove Rn+, è d'ordine n + 2 al più. Corne si è veduto in generale, tale quan- 
tità dev'essere nulla, epperb la cercata relazione è: 

In modo del tutto analogo si trova: 

+ [ ( 5  n + 13) Ui.2)- 2 (TI + 3) Dr-')+ 2 (n $. 3 )  (Dp- l )  ) 1 Ta-, 

- (3 + 13)  Di'-') T n-2 + (3 rt + 5) Tm-3. 

17. Se il valore di HnCB dato dalla (55) si sostituisce nelle (49), si ot- 
tiene anche degl'invarianti J di pesi 3 ,  4 , .  . . , n + 1 [mercè la (4S)l una 
notevole espressione formata col mezzo delle T e delle 101-0 derivate. Se €rat- 
tasi d i  essa è una fraxiotze, i l  cui denorninatore è ztna potmza d i  
Y',-,, e il cui ~zunzeratore è twa solnnza di termitzi, ognuno dei qzculi con- 
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tzéne come fat tor i  alczine delle Tn-, , T,-,, ..., T,J,+, e delle loro derivute 
d'ordine non  superiore ad h - 2;  le  T d i  c u i  co~npn~. iscono le derivate del- 
l 'ordine m a s s i ~ x o  sono TV, TT+!, . . ., Tn-, . 

Le formole che dànno gl'invarimti, J espressi in ta1 maniera si possono 
stabilire per via del tutto analoga a quella indicata ne1 n.' prec. Pei. le H. 
Si frova cosi, ad es.: 

18. La somma di più invarianti differenziali d'un medesimo grado e 
d'un medesimo peso è un nuovo invariante; percib sommando fra loro gl'in- 
varianti J di uno stesso peso, moltiplicati per fattori costanti, si otterrà un 
nuovo invariante di quel peso. 

F r a  tali somme hanno F>articolare importanza (ad es. per l'applicazione 
che, come vedremo, se ne pub fare alle equaziorii differenziali lineari) quelle 
che dànno un risultato intiero rispetto alle T. Esse si ottengono senza diffi- 

(") P e r  12 = 3 questa diventa la formola (38) della Meinoria Sur les inv. cliff. des 
cotwbes gauches, che  H HAL PH EX (ne1 n.O 18 &poi ne1 n.' 38) ha dimostrato in due modi 
diversi, il secondo dei qusli è quel10 stesso che qui abbiamo esteso considerando ne1 
n." precedente, anziché l'invariante Jr-a), la quantità non invariante H z ) .  
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colth, poichè dalle (48) e (49) si ricava : 

CO& ohe, denotando con jk il valore comune dei due membri, jk è 1'invariante 
differenxiale richiesto, di peso k e intiero nelle T e loro derivate. Più pre- 
cisamente, in virtù della (55) : 

L'invariante jk, rappresentato dall'uno O dall'altro membro della (56), 
si pub esprimere corne una somma di  terrnin4 in  ciascuno dei quali entrano 
corne fattori alcune delle Y,-,, TH-,,  . . . , Il&-k+, e delle derivate di peste 
di ordini lzon superiori a k - 3 ,  k - 2 , .  . . , O risp., nlentre i coeficienti dei 
singoli termini O sono puram.ente numerici, o sono formati i n  nzodo irctiero 
colle sole quantith Dr) e Dp). 

Cosi si ha : 
(n+li ( n f 2 )  

2 j, = JP-1) = c- 1) Tn-, , 
tn+i)rn+e! 

j, = J<-1, = (- Il 
!2 

(- 6 Tn-2 - 6 Di"-') Ta-, + Tln-,) , 
n $. 4 

Di qui si ricava una conseguenza notevole. Poichè infatti si ha : . 

dove p é un coefficiente numerico, e ne1 secondo membro i termini che se- 
guono il primo son forrnati ne1 modo gi8 detto colle sole Ta-,, Tn-, , . . . , 
Tn-kka ,  risuha la proprietà, che se in ulz punto non singolare d'una qualsiasi 
curva C d i  Sn sono nulli tutti gl'invarianti j,, j,,. .. , jk ( k  = 3, 4,.  .., n + l), 
sono pure nuzle i% quel punto tutte le quantità T,-i, Tm-, , . . . , Tn-k+n (di 
cui la prima aola è un invariailte), e reciprocamente. 
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Che il simultaneo annullarsi, in un punto di C ,  delle quailtità T,-, , 
Irn--, , . . . , Tn-k+, costituisse una proprietà invariante, si era gi8 riconosciuto 
in altro modo alla fine del €j II, assegnandone altresi l'interpretaxione geo- 
metrica : ora vediamo di pih c.he quel fatto pub venir espresso anche per 
mezzo del simultaneo annullarsi dei primi k-  2 invarianti della serie js, 
34,***7 jn+i= 

P e r  k = n + 1 si ha in particolare il teorema (di cui l'inversa è evi- 
dente) : 

Se per una curva C d i  Sn tutti  gl'invarianti j,, j,, . . . , jn+, sono nulii, 
C è «fia cuwa razionale lzorwmle dello spaxio Sn. 

Invarianti differenziali duali f r a  loro, 

19. Siano C  una curva arbitraria di Sn ed O un suo yunto non singo- 
lare, e s'indichino con ( C )  ed ( O )  la curva ed il punto risp. corrispondenti, in 
un'arbitraria correlazione del17S,, alla forma costituita dagl'iperpiani aventi 
con C un contatto d' ordine n - 1 , ed all' iperpiano avente con C un tale 
contatto in O. L e  due curve C e  (C) si diranno, AS SU HAL PH EN, aggzicnte l'una 
dell'altra, e si diranno pure aggizlnti (O duali) frn loro due invarianti diffe- 
renziali projettivi, l'uno della curva C in 0, l'altro della curva (C) in (O), 
quando essi si deducano l'uno dall'altro mediante la  legge di dualith. Si tratta 
di stabilire le relazioni, colle quali un dato invariante di C pub venir tra- 
sformato ne1 suo aggiunto. 

Siano x ,  x,,. .., x ,-,, x, le n + 1 coordinate omogenee del punto O ,  
e come coordinate di (O) si prendano i determinanti 

dove gli apici denotano derivate rapport0 alla variabile, da  cui dipende la 
posizione del punto O sopra C. Si  passerà ad n coordinate non omogenee 
ponendo x, = 1 ,  ed assumendo come coordinate di (O) i rapporti degli ul- 
timi rz fra i precedenti determinanti al primo. Sicchè, scegliendo x come 
variabile indipendente, e chiainando X, X,, ..., X,-, le coordinate di (O), si 

Annali da' Maknzatica, tom0 XXVI. 6 
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avrà : 

Se si pone in O 1' origine delle coordinate, e corne iperpiani zn-, = 0 ,  
xn-, = O , .  . . , xi = O si assurnono degli iperpiani che abbiano con C contatti 
risp. degli ordini lz - 1, n - 2 , .  . . , 1 in O ,  gli stessi fatti avranno luogo 
per la curva (C) ne1 pupto (O), di guisa che, ponendo 

nell'intorno dell'origine avranno luogo, risp. per le curve C e (C), gli sviluppi: 

xi = b$+l) xi+j + bp+3 %i+2  + . . . ( = 1 2 , . . . , n - 1 ,  (59) 

E si tratta di passare, col mezzo delle (57), dagli sviluppi (59) ai  (60). A 
tale scopo basterà sviluppare i due membri di ciascuna delle (60) secondo le 
potenze crescenti di x, ed uguagliare i risultati (*). 

20. In questo numero e nei seguenti indicheremo con nk una funzione 
delle quantità b y )  dove sia j r k, cioè una funzione di tali quantità che non 
contenga derivate d'ordine superiore a k .  

Cominciamo col10 sviluppare secondo le potenze crescenti di x i deter- 
minanti contenuti nei secondi membri delle (57). Posto per semplicità 

(if) Cfr. HALPHEN, SUT les inv. di$ des courhes gauches, pag. 39 e se$' 
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è facile anzitutto trovare, pel denominatore comune delle (57), 10 sviluppo : 

dove i coefficienti sono dati d a :  

ed in particolare si ha : 
An,+ = P. 

Quanto ai numeratori delle (57), per i primi n - 2 fra essi abbiamo uno 
sviluppo della forma : 

1 termini che in questo sviluppo sono di grado k (= i, i + 1 , .  . .) in x, e di 
ordine n $. k - i per cib che concerne le derivate, costituiscono il prodotto 

1 1 g ~ 2 . .  . - X i - e  
(i- 1) ! 

1 
( k - i +  l ) !  

Svolgendo il determinante secondo gli elementi dc dl' ultimn verticale, el 

servando che il minore risultante da1 sopprimerne 1' ultima orizzontale e 
tima verticale ha per valore, qualunque sia i, 

d os- 
1' ul- 
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si trova cbe il determinante stesso equivale a 

cioè ad 

Per conseguenza nella (64) si ha  : 

ed in particolare: 

Circa il penultimo numeratore delle (37), si ha urio sviluppo della forma : 

(- 1)n-i (xi' Xz''. . xkTl)) = ),(la-2) ,pz-i f A("-2) xn + . . . , 
n + i  

dove i termini che sono di grado Ic in x, e dell'ordine k + 1, sono dati da1 
prodotto 

Se in questo determinante si dividono gli elementi della seconda verticale 
per 2 !, quelli della terza per 3! ,  .. ., quelli dell'ultima per Ic !, si ottiene cib 
che diventa il determinante precedentemerite considerato, quando in esso si 
faccia i = n - 1. 11 nostro determinante equivale dunque a 
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Epperb : 

? % ~ 2 )  = (-1)n-l P ( k  + 1) (k - I) bl_tl) + ni , 
n - 2  

e in particolare; 
An-2) = (- l)n-1 P bel , 

le quali sono le formole che si ricaverehhero dalle (65) e (66) ponendovi 
i = n - 1 .  

Da ultimo abbiamo : 

(xi x2". . . xn)21l)) = pn X" + pn+i xn+' $_ . 2 

dove i termini di grado k in x e d'ordine k costituiscono il prodotto 

O . . . ( n - l ) !  

Per  calcolare il valore di questo determinante, Io si svolga secondo gli 
elementi della prima orizzontale, poi si divida per x la prima orizzontale di 
ciascuno dei minori risultanti, ed inoltre ne1 primo di questi si dividano la  
prima, la seconda, ..., la penultima, l'ultima verticale risp. per 3 !, 4 !, . .. , 
(n - 1) !, k !, ne1 secondo quelle stesse vertical; per 4 !, 5 !, .. . , (n - l ) ! ,  k!, 
e cosi via. 1 determinanti che s'ottengono con queste operazioni coincidono 
ordinatamente con quel10 che si è considerato podanzi per primo, quando vi 
si ponga n - 2 in luogo di i e k - 2 in luogo di k ,  oppuré f i  - 3 in luogo 
di i e k-  3 in luogo di k ,  ecc. P e r  conseguenza, dopo facili riduzioni, il 
determinante di cui si tratta diventa: 
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Ma, per la (47), 
i=n 

i=l 
epperb : 

k - 2  k 
I " k = ~ i ( ~ - ~ ) ( ~ ) - ( i ~ : ) / b ! ? ~  + W - i ,  

e in particolare : 
pn = (n - 1) P bPjl .  

Se quindi poniamo : 

la quale coinaide con quella che si dedurrebbe dalla (65) ponendovi i =  n. 
Si oonclude che i numwatori delle ( 5 7 )  sono tutti e&wessi, per i = 1, 

2 , .  . . , n ,  da2 secondo menzbro dell'unica formola (64), doue i coeficzénti 1 
sono forniti dalle (65) s (66). 

21. Dalla (64), per i = 1, e dalla (61) si ricava colla divisione : 

n bF1 G = (- l)n+i - , 
b"' 

per le (63), (65) e (66) si ha: 
1:) 
-= O, 
ln- i  

dalle quali e dalla precedente risulta, per un qualsiasi valore di  r : 
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dove i denominatori delle diverse funzioni R sono formati unicamente colle 
quantith b r ) ,  . . . , bpil. 

Cib posto, dalle (57) e (60) si deduce, per il numeratore del secondo 
membro della ima fra le (57), 10 sviluppo 

Se in questo, al posto delle varie frazioni, si sostituiscono gli sviluppi 
forniti dalla (67), indi nello sviluppo risultante e in quello che forma il se- 
condo membro della (64) si uguagliano i coefficienti delle stesse potenze di x, 
si ottiene : 

1:-1) = p G' BE,, 

+ P Gi+i fjy-t;') i + 1  % $ k - i  63-") 
[ n + k - - i (  k - i  ) bfLl + %+k-i-s 1 

+.. .+pGk--iB!k;l) + T, 1 + P G' B!!)~ 

2 3 .  , n k = i + l ,  i + 2  ,... ). 
Sostituendo in queste i valori delle A dati dalle (65) e (66), e ponendo 

1 (- l)"+i bi"-1) 
g=  -= "-" (*) , 

G r~ 6 3  (68) 

si deducono facilmente le relazioni cercate (**), cioè: 

n-8-1 

(69) 

( i T 2 ,  93,., ., n). 

(*) Dalle (69) risulta che le due quantità G e g sono dud i  fra loro. 
(**) Con un ragionamento analogo a quello di HALPHEN (1. c., pag. 43), sebbene d- 

quanto più minuzioso, si potrebbe trovare un altro termine nella seconda di tali relazioni; 
ma mi astengo da  questa ricerca, perché superflua pel mio scopo. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle cwve d i  un iperspaxio. 4 9 

Ora' ?el deteririinanté (RJ'~) il termine contenente le derivate d'ordine 
più alto, oioè 2 n .f i- k - 1, t? il termine principale, epperb: 

(Ilik)) - BP'" )&t2) Bk"+t3' . . Jr Ren+i-k -2 . 
Ponendo,per le B le loro espressio~i date dalle (69), sostituendo nella (72), 

e facendo uso della (68) e della (71), dove in luogo di i siasi posto n+i-L- 1, 
si ottiene : 

che è la formola ceicata. 
Poichè in questa l'esponente di g è uguale (n." 1) a1 peso di (Djw), e 

poiehè, corne gih si è notato ne1 n.' prec., i den~rn ina to~ i  delle funzioni x, 
che in cssa compariscono, contengono soltanto le quantità bF1, bf ) ,  ... , b:?,, 
e con queste non è possibile formare nessuna funzione delle Di"), si pub ripe- 
tere letteralmente il ragionamento fatto  HALP HAL PH EN a pag. 45 della Memoria 
più volte citata Szw les inv. dif f .  des coudes gauches, e si conclude: 

. Sia cp un invariante diffwenxiale projettivo, funxione intera delle D:"'; 
sia ( y )  10 stvsss invariante format0 col porre, al posto delle Dj", le (Di"); e 
sin y, ifagyiunto d i  p. Se p è il peso di  c p ,  I'invariunte y ,  è pure d i  peso p, 
e se due curve aggiarnte C e ( C )  -sono riferite fra loro per wzexzo delle for- 
mole (57), ha luogo, in due pilnti cowispondenti O ed ( O ) ,  E' identità: 

dove p é un coeficiente nume~ico, e g 'è  data dalla (68) .  
23. Applichiamo i risultati precedenti a cercare gli agginnti degli in, 

varianti j, , j ,  , . . . , j n + ,  . Per  questo scopo partiamo dall'espressione di j k  -che 
vien data da1 secondo membro della (56): 

Poichè j k  B di peso k, una qualunque delle De') che entrano a formarlo 
sarà al più di peso k, cos1 che si avrà: 

La quantità (D!')) duale di Dz), che per la (73) è d'ordine 2 n - r + s - 2 ,  
sarà dunque d'ordine non superiore ad  n + lc, epperh l'invariante stesso (jk) 

AnmZi di Motematica, tomo XXVI. 7 
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non potrà essere d'ordine superiore ad n $. I;. D'altra parte le (74) e (54) 
mettono in evidenza in jk l'esistenza del termine Dk-'1, il cui duale, per la (73), 
a meno d'un fattore, coincide col10 stesso D$-l), ed B percib d'ordine n + km. 
Si conclude pertanto che ( j k )  è precisamente d'ordine n + Ic, cioè dell'ordine 
stesso di jk. Siccome poi questi due invarianti hanno anche 10 stesso peso 
(n." prec.), e sono entrambi intieri nelle Dl  non potranno differire che per un 
fattore. 

Per  determinare questo fattore, poichè abbiamo già notato che in jk la 
quantità DE-'' ha per coefficiente l'unith, basterà cercare il coefficiente della 
stessa quantità in jk. 

In virtù della (73), la Dk-l) pub entrare a far parte di ( j k )  in quanto 
proviene da una qualunque delle DP-I), D ~ : T ~ ) ,  . . . , DF-k); e poichè cia- 
scuna di queste ha il peso k, essa non potrà comparire in jk che moltiplicata 
per un fattore numerico, cioè, come diremo brevemente, non potrà comparire 
in j h  che z'solatn. Siamo dunque condotti a cercare quali siano le D isolate 
in j k ,  cioé nelle H!i, (essendo i = n - 1, n - 2 , .  . . , n - k + 2 ,  e risp. 
r = lé, k - 1,. . ., 3) che per la (74) compongono jk. 

Se supponiamo dapprima che sia r >  3, risulta dalle (32) che le D isolate 
entrano in B ~ ~ , .  soltanto in quanto entrano in eE,. Ora è facile tromre che 
in una qualunque 82, (i == 1, 2 , .  . ., n - 1, ma r > 3) tali D non possono 
entrare che ne1 trinomio 

Ds) + i - (i + 1) 

dove le A hanno 10 stesso significato che avevano ne1 8 III, ma è da avveï- 
tire che, se il loro indice inferiore supera ra - 1 ,  il termine corrispondente 
manca. Yer le 0 che a noi importano è sernpre 

quindi le D isolate nelle nostre eyi, entrano soltanto nell'espressione 

Ora, scrivendo soltanto i termini colle D isolate, si h a  (cfr. il n.' 11): 

dunque infine, scrivendo sempre soltanto le D isolate, risulta la formola ri- 
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Abbiamo scritto clie essa è valida anche pel caso di r = 3 che era stato 
escluso da1 precedente ragionamento, giacchè per r = 3 si ha da considerare 
la Hn",3&+2), e in essa, per le (42), le D isolate provengono unicamente da 

cioè costituiscono la somma 

che è appunto quella che si ricava dalla (75) per i= n - k +2, r = 3. 
Dalle (74) e (75), applicando note proprietà dei coefficienti binomiali, si 

deduce orinai che in j k  le D isolate formano la somma 

Nell'espressione duale di questa, il coefficiente di Dk-1) è, per la (73), il pro- 
dotto di g k  per la quantità 

Per  calcolare la somma che qui figura, si pub osservare che si ha identi- 

in grazia della quale ta1 somma si riduce a 

ossia a 

La nuova somma che qui comparisce, per la (47), equivale a (- l)"-', ep- 
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perb il cervato coefficiente è (- l ) k g k .  Si ha  cioè la relazione: 

( j k )  = (- l ) k  g k  j k  

( I % = 3 ,  4 ,..., ?Z+l). 

Facendo uso di una denominazione proposta  HALP HAL PH EN (*), possiamo dire: 
L'invariante jk è p~opriamente od impropriamente uguale al suo aggizr~zto, 

secondo che il suo peso è pari O dispari. 
Risulta di qui e da cib clle s' è trovato alla fine del n." 18, che le in- 

terpretaxioni geometriche date in fine del Fj I I  coincidono colle luro duali; in 
particolare si ha  quest'altro significato geometrico di Tn-,: 

L'trmullarsi dell'i~zvarinnte Te-, in  un punto O d'una cuwa C è la con- 
dixiotze necessaria e suflciente perchè la saziune prodotta da1 piano ivi osczl- 
Zatore nella varietà svihppabile (ad 11 - 1 dimensioni), costituita dagli Sn-, 
che hanno con C un contntto d'ordine n - 2, presetdi in  O 24.12 punto sestat- 
tico (**). 

Sopra gl 'invarianti d 'una  equazione differenziale l ineare 
d'ordine qualunque (maggiore di due). 

24. Data un'equazione differenziale lineare (omogenea) d'ordine f z  + 1 
(con n t: 2) 

' n + i  21 + 1 
Y'"+')+( 1 )p4y ' " ' f  * . * + (  ) p a y l  + ~ n + , y = O ,  (76) 

dove le P sono funzioni di x, e gli apici indicano derivate rapport0 ad x, è 
noto che essa possiede n - 1 zizvcwianti 1ineat.i O fondameittali aa ,  a d , .  . . , an+, , 
risp. dei pesi 3 ,  4 , .  . . , rt -+ 1 (***). Il primo di  essi è quel10 che fu determi- 

(*) L. c., pag. 47. - Ne1 cas0 del10 spazio ordina?io ( i z  = 3), studiato  HAL HAL PH EN, 

gl'invarianti j sono due soli (da lui  chiamati v ed s,), e s i  presentano senz'altro de  se  
sotto forma intiera nelle D, poichè coincidono cogl'invarianti canonici JF-l) ,  JF-') (v. lc 
ultime formole del n. 18). P e r  gli spaxi a più che t r e  dimensioni, come s i  è vedato, lc 
cose procedono in tritt 'altro modo. 

(Ik*) Cfr. HBLPHE'I, 1. c., pag. 85-86. 
(*%%) S i  trovano molte notizie bibliograficlle su questo argomento nei lavori dei 
F~RSYTH (Phil. T r a m . ,  vol. CLXXIX, 1888) e ~VALLENBERG (G. di CILELLE, VO- 
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delle curve di un iperspaaio. 5 3 

riato per la prima volta da1 LAGUERRE per l'equazione di 3." oïdine (*), e 
poi  HALP HAL PH EN - ricorrendo alla considerazione dell'equazione aggizlnta di 
LAGRANGE - per un'equazione d'ordine qualunquw (**). La sua espressione è :  

da cui risulta la notevole proprietà, già avvertita  HALP HAL PH EN (***), che questo 
primo invariante non dipende dall'ordine dell'eqiiazione. 

Se nella (76) al posto della y s'introduce la nuova variabile Y data 
dalla relazione 

Y = y elPl dX, 

l'equazione trasformata vieiie R mancare del secondo termine, cioè assume la 
forma segiieiite : 

dove abbianio continuato ad indicare con y la variabile dipendente, e le 11 
sono espresse corne segue: 

p2 = - Pl1 - P: + P2, I 
y,=- P," - 3 P,  P* + 2  Pi + P,, 
. . . . . . . . . . . . . (78) 

pi == - pv-1, + . . - 
Per  la forma ridotta (77) il sig. FORSYTII, riella citata Mernoria, ha calcolato 

effettivamente gl'invarianti a,, a,, a,, a,, ai, ed h a  trovato clie l'espressione 

lunie CSIII, lSM), e ilel volume, recentemento pubblicato, del si:. Luna IG Scirr,s- 
sixcsn, IImzclbrcch der  Theorie d e r  Eiiwwen Differeiztialylcic7t~t?zgei& (Zweiten Bnndes erstcr 
Theil, 1897). 

(*) V. le due Note di questo autore rie1 vol. ~AXXXVIII  (pa,". 116 e 22 i )  dei 
C o q ~ t e s  rendus (1879). 

(**) HALPIIEN, SUI' la réduction cles éyzralions diF lin. aux formes ii~tbgmbles (Sav. 
étrang., t. XXVHI, N.' 1, 1883), pag. 125-127. 

(***) L'invariante a, coincide con rpello che ~'HALPBEN, nelia fifernoris ultimamentc 
1 

citata, lia rapl~resentato con 7 F. Altrove (Sur Zcs incnrimts cles é~ dif. lin. du qua- 
b 

triéme ordre, Acta Mathein., vol. 3, 1853) ~'IIALPHEN ha indicnto 10 stesso invariante V 
colla lettera v, 
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54 Be r x O 1 a r i: Sugli ilzva~ianti differenziali proiettivi 

di una qualunque delle a (da lui rappresentate colla lettera 0) consta di due 
parti, la prixna delle quali non dipende dall'ordine dell'equazione, ed é Eineare 
nelle p e iielle loro derivate, mentre la parte rimanente, che non gode di queste 
proprietà, è tale che ogni suo termine contiene come fattori alcune delle quan- 
tità pz, p',, p,", . . . 

I n  un lavoro pubblicato due anni dopo (*), il sig. B ~ r o s c ~ r  ha  posto i 
valori di a,, . . . , a,, dati da1 sig. FORSYTIT, sotto forma alquanto più semplice, 
ed ha  assegnata per uno qualunque a, degl'invarianti fondamentali la parte 
lineare, che è la seguente: 

. . 
2 n,.lp;.-;,  - . p:.z;iti 1 , 
8 2 ( 2 s + l ) ( v - s - 1 )  

dove si ha: 

r r - 3  
ed s =  0, 1, ..., --1 per r pari; s = 0 ,  1, ..., 

2 
per r imyari (**). 

Nei due lavori poc'anzi citati (***) PHALPHEN ha pure introdotto il con- 
cetto di courbe attachée all'equazione (76). A ta1 fine si considerino n + 1 
integrali indipendenti dell'equazione come coordinate omogenee projettive d'un 
punto di uno spazio Sn ad 12 dimensioni: allora al variare della x questo 
punto descrive una certa curva C, che è la curva attachée alla data equa- 
zione differenziale (****). L'HALPHEN ha dimostrato che gl'invarianti differen- 
ziali projettivi della curva C coincidono cogl'invarianti dell'equazione (76), 
formati in modo algebrico coi coefficienti P e colle loro derivate. E per le 
equazioni differenziali di 3.' nrdine (Sur la réduction, ecc., pag. 132 e seg.') 
e di 4.' ordine (Acta Math., vol. 3, pag. 332 e seg.i) ha  provato che l ' inra- 
riante as, salvo un fattor numerico, coincide risp. col primo membro della 
equazione differenziale delle coniche, oppure delle curve gobbe, le cui tangenti 

(*) Les ittvco.iants des éyuations dz'firentielles linéaires (Acta Mathem., vol. 14, 1800). 
(**) Tutti questi ed altri risultati del sig. BRIOSCHI sono riportati nella citata Me- 

]noria del sig. WALLENDERG, e ne1 libro del sig. L. SOHLESINGER. 
("8") Sur la réduction, ecc., pax. 114; Sur les invariants, ecc. (Acta Math., vol. 3, 

pag. 331). 
(a***) Cfr. pure alcune Note del Sig. FANO nei Rend.' della R. Accad. dei Lincei, 1893, 

e il vollime citato del sig. L. SCHLESINGER. L a  cozwbe attachée è da questo autore (1. c., 
p g .  133) chiainata Inle~ralcui.ve, 
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delle czcrve di  un iperspazio. 55 

appartengono ad,un complesso lineare. Nella seconda delle Memorie ora no- 
minate, cioè pel caso delle equazioni di 4.' ordine, Io stesso autore ha  tro- 
vat0 molti altri invarianti dell'equazione, confrontandoli con gl'invarianti dif- 
ferenziali delle ordinarie curve gobbe, che egli aveva poco prima studiato ne1 
lavoro che più volte abbiamo ricordato, Sur tes .înva~,iants différentiels des 
courbes gauches (Journal de l'École Pol., XLVII Cahier). 

Valendoci dei risultati a cui siamo giunti nei precedenti paragrafi, siaino 
ora in grado di stabilire in modo più completo ed uniforme - e per una 
equazione differenziale lineare di ordine qualunqiie - il legame che intercedc 
fra gl'invarianti fondamentali dell'equazione e gl'invarianti differenziali pro- 
jettivi della curva C' ad essa attachée. 

25. Si è già detto che il punto corrente su C ha per coordinate 
omogenee n + 1 integrali indipendenti y , ,  y,, y,+, della (76). Si trasformi 

91 l'equazione assumendo corne nuova variabile indipendente 5 il rapport0 - , 
Vit- tr  

e per modo che n - 1 integrali t,, t2,. . ., in-, della nuova equazione siano 
Ys Y3 i rapporti -, - 1 * * . 1  - "Y ~ ~ e q u a z i o n e  trasformata ammetterà g ~ i  n + 1 

?jn+i 2/n+i ?/n+i 

integrnli 1, 5,  5 ,  ,... , 5 ,-,, e sarà quindi priva degli ultimi due termini, cioè, 
chiamando q la nuova variabile dipendente, avrà la forma: 

Ora è chiaro che la curva C ailachde all'equazione (76) non viene mutata, 
per effetto dell'eseguita trasformazione: sicchè, se si conservano per essa tutti 
i simholi che si sono adoperati nei paragrafi precedenti (colla sola avvertenza 
che ne1 caso attuale essi s'intendono forrnati colle coordinate 5, t,,..., [n-i), 
e si scrive che alla (81) soddisfanno le [,, t,, ..., En-,, i coefficienti di quel- 
l'equazione risultano espressi, mediante gli elementi relativi alla curva C, colle 
relazioni : 

11~ - i ! DI"-') (k 1, 2 , e . a j  f i -  1). (82) 

Cib posto, osserviamo che l'invariante n, (Y = 3, 4 , .  . . , n+ 1) ha. il peso Y, 
è d'ordine n + Y rispetto agli integrali, ed è intero nei coefficienti II e nclle 
loro derivate. In  virtù delle (82), esso si convertirà in un invariante diffe- 
renziale della curva C, il quale avrà il peso r e l'ordine rz + r, e sarh inoltre 
intiero nelle quantith D, e non potrà quindi differire che per un coefficiente 
numerico dall'invariante j, considerato nei n.i 18 e 23. 
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56 3 er x o  1 a r i :  Sugli invariatzti d i f erenx ia l i  p ~ o i e t t i v i  

F e r  determinare siffatto coefficiente, basta imaginare Icrespressioni di a, 
e j ,  formate col mezzo delle 'fl e delle loro derivate, e confrontnre fra loro 
i termini contenenti le derivate di ordine più alto. Qiianto a j,, già si è no- 
tato ne1 n." 23 che in esso il termine di ordine più elevnto è DIn-]). Ora 
dalla (50) si r ica~rn:  

k )  - 1 
D + i - N + i + l  1 (DI")' + ((k + 1) Dn-1) + (U + 1) Il:) Il?-1) 

inentre per le (82) si ha :  
O:"'= - 1 

(n - k) ! &-k. 
Da queste si deduce: 

dove i t,ermini che ne1 secondo niembro seguono il primo sono formati in 
modo intiero con le ri e le loro derivate di ordini non superiori ad i- 1. 
Pcrtanto abbiarno : 

ne1 secondo membro della quale i termini che seguono il primo son formati 
jn modo intero con le II e le loro derivate di ordini non superiori ad r - 2. 

Per  cercare il coefficiente di UT-') in a, ricorreremo all'espressione di 
a, calcolata per la forma ridotta (77). Dovendo perà riferirci all'equazione (81), 
i coefficienti p della forma ridotta dovranno .venir espressi in funziorie dei 
coefficienti il per mezzo delle formole (78), nelle quali alla lettera P siasi 
sostituita la il. Sarà  percià: 

pi= - q - 1 '  + . . . , 
J 

dove ne1 secondo membro si è scritto il solo termine contenente la derivata 
di ordine più alto. Allora una semplice occhiata data aile formole (4) del citato 
lavoro del sig. BRIO~CHI (1. c., pag. 235) mostra che, sostituendo in a, al posto 
delle p le espressioni fornite dalla precedente relazione, il coefficiente di II(:'-1) 
in a, non è altro che la somma - cangiata di segno - dei coefficienti de113 
parte lineare del10 stesso a,  quale sta scritto in quel Iavoro. Epperb, in virtù 
della ( T g ) ,  si conclude la cercata relazione, che stabilisce il legame fra gli 
invarianti j, ed a,: 
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essendo le A,,, date dalle (80). A tale relazione si pub facilmente anche dai-e 
llaspetto seguente : 

(n  + 2) Irz  $- 3). . . ( 1 %  + r )  a ,  = (- 1). -- . 
Cr jT, (83) 

dove c, è il minimo multiplo comune dei deriominatori delle frazioni jrridu- 
cihili che costituiscono i coeficienti della parte lineare di a ,  (scritto coi caef- 
ficienti p). P e r  es. si ha: 

Tn particolare è d a  notarsi la relazione: 

la quale (corne si è detto ne1 n.' prec.) è già statn. dimostrata dalll HALPHEN 
per le equazioni differenziali di 3.' e 4." ordine ( S u r  la réduction,  ecc., pag. 138 
e seg.', e Acta Math. ,  vol. 3, pag. 332 e seg.'); e quest'altra: 

the gik è statt7, stabilita ~ ~ ~ ~ ' I ~ A L P H E N  ( A c f a  Math. ,  vol. 3, pag. 309) per uiin 

equazione d i  4." ordine. 
26. I n  virtù della (83), le proprieth di cui godono gli invarianti j,  si 

traducono in altrettante proprietà degl'invarianti a,. Cosi il teorema con ciii 
si cliiude il n." 18 diventa: 

S e  t u t t i  g l ' invariant i  fondanzenfali u,, a4,  . . . , anfi d'tin'aquaziolze di$+ 
renxiale l ineare d'ordiîzz n $- 1 sono . ~ z z t l l i ,  la curva ATTACHÉE al l 'eqz~~1xione 
è u n u  czirva raxiorzale normale  de2 pr-op*io spazio  (ad n diinensioni), 
e questa B 1' interpretazione geometrica del seguente teorema dovuto al si- 
gnor BRIOSCHI (*), che cosi viene ad essere stabilito anche colla diretta con- 
siderazione della curva attachée all'equazione: 

Se  gl l invai . iunt i  a,, a,, . . ., CI,+, d'zin'equazione dif ferenxiale l ineare d'or- 
dine n + 1 sono ?zzclli, g l ' in tegra l i  d i  questa e p a z i o n e  s i  possono esp~.intere 
per nzexxo d i  forme binarie, a c o ~ f i c i e n t i  costanti, di due argonzenti clze sono 
gl' in tegral i  d' zrn'equnzione dif ferenzia le d i  2.0 ordine. 

(*) L. c., pas. 337. Cfr. pure L. SC~ILESING~R, 1. c., pag. 301-203 e pag. 316. 

Annrcli di Matenutticrr, tom0 XXVI. 8 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5 8 B e r  z o  l a  r i :  S~tgli iizuariaizti ctifier.enxiuEi p ~ o i r t l i d ,  etc.  
- 

Cod pure, averido dimostrato (n." 23) che ognuno degl'invarianti j, coin- 
cide, salvo il segno, col proprio aggimto, possiamo dire: 

Ciascuno degl' invarianti a,, a,,  . . . , un+, d i  un'equazione differenxiale 
Eineare d'ordine n + 1 si trusfornza i n  SB stesso (a nzeno del segno, chs ri- 
tnane o no invaria to, secondo che il peso dell'invariante è pari  o disparl;), 
quando a i  coeficienti dell'equaxione proposla oertgano sostituiti yùelli della 
sua uggiunta (di  LAGRANGE), 
la qua1 proprietà è stata avvertita  HALP HAL PH EN (*) per l'invariante a,, ed 
anzi ha servit0 a questo autore per l'effettiva determi~iazione di questo inva- 
riante sotto la forma che abbiomo riportata in principio del n. 24. 

Torino, 13 aprile 1807. 

(3 Sur la rkduction ecc., p q .  125-126, 
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Sui gruppi continui d i  trasformazioni 
cremoniane dello spazio. 

(Di FEDERIGO ENRIQUBS a Bologm e GINO FANO a Roma)  

Ogget to  di questa Memorin B la  classifieasione dei gruppi eontinui di  
trasformazioni birazionali (O cremoniane) dello spazio, cioè la riduzione di essi 
a t$i determinati, n?.ediante t~nsformaxioni  biraxiorzali. 

F r a  questi gruppi ai presentano subito p a t t r o  categorie, come naturale 
estensione dei gruppi cremoniani tipici del piano: i gruppi proiettivi, i gruppi 
conformi (gruppi di trasformazioni che mutano una sfera in  una sfera) ed i 
gruppi (Che si possono chiamare) di Jotzquières genera lka t i ,  cioè quelli che 
posseggono una stella invariante di rette O un fascio invariante di piani. 

L o  studio dei gruppi di queste quattro categorie è stato in parte gih 
effettuato (pei' gruppi proiettivi e conformi), ed in parte (pei gruppi di Jon- 
quières generalizzati) si potrebbe facilmente effettuare, riducendosi a casi gik 
noti, valendosi ciob di una opportuna composizione dei gruppi binari e dei 
gruppi cremoniani di varietà a due dimensioni. 

Appare dunque natiirale che si cerchi - come noi appunto abbiamo 
cercato - di ricontlurre birazionalmente i vari gruppi cremoniani a tipi ap- 
partenenti ad una delle quattro categorie nominate, o almeno di vedere in 
quali casi questa riduzione risulta possibile. E cib acoade invero per tut t i  i 
gruppi orcmoniani, fattn eccezione soltanto per due tipi ben definiti di gruppi ooa, 
i quali si distaccano da tutti i rimanenti, e ciascuno dei quali si pub carat- 
terizzare in modo sufficiente. Ecco precisaniente i risultnti della nostra analisi. 

1 gruppi cremoniani primitivi sono riducibili (birszionalmente) a gruppi 
pvoiettiui o conformé (era nota soltantc, la possibilità di eseguire questa ridu- 
zione rnediante una trasformazione putakale). 

1 gruppi imprimitivi sono riducibili a glwpyi di Jonq?dres  gene~xlizzati,  
fatta eccezione per tre tipi di gruppi (semplici, trnnsitivi) w3, nei quali le 
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60 E l t r i q u e s  e F a n o :  S u i  g r u p p i  co~zti~zzti  

trnsformazioni che lasciano f e r ~ n o  un punto generico dello spazio formano 
gruppi finiti oloedricaniente isomorfi ai gruppi dei poliedri regolari (tetraedro, 
ottaedro, icosaedro). Tuttavia ne1 caso tets-aedrico il gruppo no3 si riduce an- 
cora a d  un  grzippo confornze. 

1 gruppi corrispondenti al cas0 cittnedrico ed kosaedrico sono riducibili 
rispett. a due tipi ben definiti, composti il primo di  0o3 t ras for~îzaxioni  cubichs, 
il serondo di 003 t ~ ~ u s f o r î n a z i o n i  del 7.0 ordine. 

I n  conclusione : i g r u j q ~ i  continui d i  t rus formaxioni  biraxz'o~zali dello 
spaxio si possono r icondurre  Oiraxionalmente a g r u p p i  proiettivi O corzform4 
oppure u gr.tqpi d i  J01tqziières yetzeralixxati, O infine a due t ip i  ben d e j n i t i  
d i  g lwppi  (semplici, traiisitivi) m3 f.ispett. dell'olditze 3 e 7. 

Proposizioni  preliminari.  

1. Due osservazioni fondamentali ci saranno utili ne1 nostro studio. La 
prima è l a  seguente: 

O g n i  grzippo cotztinuo d i  trasfornzaziotzi b iraz ional i  dello spazio O è al- 
gebrico, o è contenuto in un gl-uppo pi& ampio algeb?.ico. 

Questa propriotà spetta corne è noto a i  gruppi continui di trasformazioni 
biriizionali di una qiialsiasi varieth algebrica (PICARD, PAINLEV~~, CAS~~ELKUOVO 
e ENRIQUES). Essa ci permette di limitarci, senza introdurre con cib restriziorii, 
alla considerazione di gruppi algebrici. 

2. J;a seconda osservazione fondamentale è la seguente: 
Ogni gruppo contint10 d i  trasform.axioni Oiraxio~tai i  del10 spuxio lasciu 

inr;a~.iati i~?fi),iti s i s t emi  litleuri (ampi quanto si vuole) di superficie alge- 
briclie. 

P e r  costruire u n  tale sistema invariante rispetto a d  u n  gruppo dato, 
bnsta p. c. partire d a  u n  qualsiasi sistema continu0 (lineare O no) di  supeï- 
ficie: i sistemi trasformati di qucsto formeranno un coryo di superficie aventi 
un  ccrto ordinc n ,  ed il minimo sistema lineare a cui questo corpo appartiene, 
od anclie il sistema lineare coiripleto determinato da1 medesirno gruppo base, 
fornirarino dei sistemi invarianti (cioè dei nuovi corpi) pel dato gruppo di trasfor- 
mnzioni (*). 
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cl; trus for~uzio~zi crenzoriiune del10 spaxio. 6 1 

L'osservazione precedente si pub anche enunciare dicendo che u ogni 
gruppo cremoniano dello spazio è simile a d  un gruppo proiettivo di un certo 
spazio Sn n :  invern, se si costruisce pel gruppo proposto un sistema lineare 
invariante di superficie algebriche avente una certa dimensione st (2 3), si ha 
subito una vnrietà razionale V, di Sn rappresentata siillo spazio ordinario da 
quel10 stesso sistemn linenre di superficie, ed un gruppo proie,ttivo di S* che 
opera sulla V, corne il nostro gruppo cremoniano opera nello spazio. 

Affinchè questa rappresentazione della V, riesca biunivocn, bastn. soltanto 
supporre che il sistemn invariante costruito sia seazplice, vale a dire che le  
superficie di esso passanti per un  punto generico non passino in conseguenzn. 
pcr altri punti variabili: questa condizione, corne é chiaro, pub soddisfarsi 
in infiniti modi, data l'arbitrarietà che compare nella costruzione del sistema. 

3. Dalla similitudine dei gruppi c r emon i~n i  dello spnzio S, con gruppi 
proiettivi di convenienti spazi Sa si deducono subito alcune conseguenze delle 
quali dovremo spesso f i ~ r  uso in seguito. L e  enunciamo qui esplicitamente: 

a )  Ogni curva invariante per un gruppo cremoniano, il qunle subor- 
dini su di essa nlmeno nû2 trasformazioni diverse, è uiia curva tilgebrica e 
razionale ("1. 

b) Ogni curva invariante per un gruppo crernoiiinno nlgebrico, il 
quale, suhordini su di essa almeno mi trasformazioni diverse, è uria cprva 
razionale (**). 

c) Ogni superficie invariante per un gruppo cremoniano algebrico, 
il quale operi transitivaniente sui punti di essa, è una superficie algebrica t! 

razionale (***). 
Queste proposizioni non sono che la  traduzione imrnediata dei noti teo- 

remi relativi alle curve e alle superficie con tra~formazioni proiettive in  sè, 
cui abbiamo alluso nelle citazioni precedenti. 

d)  Ogni curva (invariante) luogo di punti uniti per le trasformazioni 
cremoniane di un gruppo continuo, è una curva algebrica, oppure è conte- 
nuta in una superficie algebrica, luogo ancli'cssa di punti uniti. 

(") KLEIN- LIE^ C O ) ~ I ~ C S  Rendtrs, 1870; LIE, Theorie der T~.n)zsfo~-nzntioizsyrzcp~)e~z, 
Bd. III, S. 187. 

(y L. c. 
("%") EYKIQUES, Le superficie con infinite trnsfoi-mxioni proicttive i n  se stesse. Atti 

Istituto Veneto, ser. VII, tom. IV  e V, 1893; FANO, Su& superficie nlgeh'che cou infi- 
nite trrlsformaziorzi proietlive in sè stesse. Repd. Acc. dei Lincei, Felibraio 18'35. 
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Ogni superficie luogo di punti uniti per le trasformazioni di un gruppo 
cremoniano conlinuo è una superficie algebrica. 

Pe r  stabilire quest'ultima proposizione basta osservare che i punti uniti 
delle oniogrnfie di un S, sono jsolati, oppure costituiscono degli spazi lineari, 
e questi ultimi possono segare una varietà algebrica (invariante) V, soltanto 
secondo curve O superficie algcbriclie (luoghi di punti uniti si1 VJ. 

4. 1 gruppi primitivi di trasformazioni puntuali del10 spazio sono stati 
classificati da1 sig. LIE (*), il quale ha dimostrato che ogni gruppo siffatto 
pub essere ricondotto con uns  trasformazione puntuale: 

a) RI gruppo c d 0  delle trasformazioni conforrni ; 
b)  oppure ad uno dei seguenti gruppi proiettivi: 

1) gruppo tutte le omografie; 
2) gruppo ml2 delle n f h i t à ;  
3) gruppo 00:' delle affinità equivalenti; 
4) gruppo ml0 di un complesso lineaïe non speciale; 
5) gruppo m6 di una quadrica non specializzata (movimenti non 

euclidei) ; 
6) gruppo ao7 delle similitudini ; 
7 )  gruppo ao6 dei movimenti (euclidei). 

Questa riduzione t-ale in particolare anche per i gruppi cremoniani, in 
quanto si tratti di classificarli da1 punto di vista gruppale. Ma nuovi tipi pos- 
sono presentarsi (ed effettivamente si presentano) allorchè si tratta di trovare 
i gruppi cremoniani birazionalmente distinti. Pub infatti accadere che la trns- 
formazione puntuale che riconduce un gruppo cremoniano dato ad uno dei 
gruppi enumerati non sia birazionale. 

5 .  Si abbia un gruppo cremoniano algebrico, primitive, i', ed un 
gruppo r' ttppartenente ad uno dei tipi a) O b ) ,  trasformato di II mediante 
una trasformazione puntuale. P e r  comodità di linguaggio designerenio con z 
e 8' gli spazi in cui sono dati rispett. i due gruppi r e r'. 
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Qualunque sia il tipo di r', esistono certo in questo gruppo infinite tra- 
sformazioni, che laaciano fernii tutti i punti di una retta (di X), scnza lasciar 
fermi coritemporaneamente tutti i punti di una superficie passante per questa 
retta. Di qui si trae che le curve C del10 sprizio 2 corrispondenti alle rette 
dello spazio Zr  debbono essere algebriche. Infatti le infinite trasformazioni 
di r che lasciano fiesi tre punti di una C costituiscono un sottogruppo alge- 
brico di r, pel quale la C è una curva di punti uniti non contenuta in una 
superficie di punti uniti (cfs. il lenima cl, 5 3). Ma possiamo anche ricono- 
scere facilmente che le curve C [trasformate delle rette di 2, O parti irridu- 
cibili (variabili) di queste trasformate] sono ~ax iona l i .  Infatti le trasforma- 
zioni di r che Iaeciano invariata una C costituiscono un sottogruppo algebrico, 
le cui operazioiii scambiano i punti di C in almeno mi modi (perchè 10 stesso 
appunto accade in Z, fissando una retta relativamente a r'): la razionalità 
delle C segue dunque dai lemrni a)  b )  del 5 3. 

Infine osserviamo che ne110 spazio 2 due punti individuano una C che 
passa per essi, poichb altrimenti tutte le trasformazioni di r che lasciano 
fermi i punti di una C dovrebbero lasciare ferma la superficie (passante per 
la detta C) luogo delle C che si appoggiano alla nominata in un punto fisso 
ed in un secondo punto variabile; mentre, se in 8' si fissano tutti i punti di 
una retta, le trasformazioni di r' cos1 ottenute non lasciano ferma alcuna 
superficie per questa retta. 

6. Cib posto consideriamo le superficie F delio spazio 2 che corrispon- 
dono ni piani dello spazio 2' nella trasformazione puntuale che fa corrispon- 
dere l? a r': le F sono algebriche e razionali, poichè contengono uiia rete 
di curve razionali C: esse formano un sistelna l$neare oos, perchè due punti 
di 2 individuano una C (sezione di due F) passante per essi (*); e questo 
sistenia lineare 1 8'1, ad intersezioni variabili razionali, è invariante rispetto al 
gruppo ï' se r', appartiene ad uno dei tipi b ) ,  ossia è un gruppo proiettivo. 
Se invece r' appartiene al tipo a), ossia è il gruppo conforme c d 0 ,  si vede 
facilmente che il sistema costruito sarà contenuto in un sistema lineare in- 
variante w4 (che indicheremo ancora con 1 F 1) corrispondente al sistema 
delle sfere di  Z', e tale che le intersezioni variabili di 
ancora razionali. 

(") Cfr. ENRIQUES, Unu gzadone  sulln Zinemitd, ecc, Rend. 
gno 1593. 

due superficie sieno 

Accad. dei Lincei, Giii- 
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64 Etzr i p  zr es e P a  no: Szti grzippi ront inz~i  

In  ogni caso il detto sistema invariante 1 F I è contenuto in ura sistema 
lirieare invariante completo, cioè determinato da1 gruppo base. 

Ora i sistemi lineari completi, almeno mg, di superficie algebriche ad 
intersezioni variabili razionali si possono ricondurre con una trasformazione 
birnzionale dello spazio ad uno dei segueiiti tipi (*) : 

1) sistema di superficie d'ordine n con una retta base (a-  l ) p l a ;  

2) sistema delle quadriche tangenti in un punto ad un piano dato; 
3) sistema delle quadriche per una conica, p. e. sistema delle sfere; 
4) sistema dei piani. 

Si pub dunque assumere come tipo del gruppo T, trasformandolo bira- 
zionalrnente in 2 ,  un gruppo clie lasci invariato un sistema lineare appar- 
tenente ad uno dei tipi 1) 2) 3) 4). Ma nei casi 1) e 2) questo gruppo non 
risulta primitivo, e quindi anche r non potrebbe essere tale. Concludiamo 
dunque che : 

Ogni gruppo cremoniano pri~nitivo dello syazio pu6 ricondwsi con zcna 
k a s  formazione birazio;olzaZe : 

1) ad u9z g~zcppo proiettivo, 
2) O ad un gruppo conforme. 

Resterebbero ora a determinare i singoli gruppi prjrnitivi proiettivi e 
conformi. Quelli proiettivi sono noti, e sono quelli stessi enumerati come tipi 
di gruppi puntuali. Ne1 gruppo conforme totale (CO'") si troverebbe un solo 
tipo di sottogruppo primitivo che non si lascia ricondurre birazionalmente 
(ma solo con una trasformazione [2, 11) ad un 'gruppo proiettivo : tale è i l  
gruppo delle trasformaxiotzi conformi che lasciano fissa m a  sfera data, il 
quale nasce appunto con ilna trasformazione 11, 21 da1 gruppo proiettivo (cd) 
di una quadrica non specializzata. 

y) ENRIQUES, Sui sistemi lineuri di superficie algebriche ad integrazio$ uariabili +er- 
ellitticlie. $lathematische Annalen, Bd. 46. La r i k z i o n e  s i  applica ai sistemi semplici 
(v.' 1. c.); ma kali sono appunto sempre i sistemi completi ad  intersezioni razionali e di 
dirnensione 2 3 ,  essendo campleto il sistema di curve s e g a t ~  sopra una superficie qua- 
liinclue del sistema dalle rimanenti. 
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Gruppi algebrici 

7. Si abbia ne110 spazio un 

semplicemente infiniti. 

gruppo cremoniano algebrico PG'. Le tra- 
iettorie C dei vari punti saranno curve algebriche e razionali (S 3, lemma b), 

, 
formanti una congruenza del 1.' ordine, e sopra ciascuna di queste curve vi 
saranno due punti uniti. Se questi punti coincidono per ogni C (se si tratta 
cioè di un gruppo parabolico) il luogo dei punti stessi sarà una superficic 
(clie potrà anche ridursi ad una curva O all'intorno di un punto fisso) iinise- 
cante le curve C. 

Escludiamo questo caso, e dimostriamo che anche in ogni altro caso esisto 
una varietà (superficie, curva, ecc.) unisecante le curve C della congruenza. 
Lo sropo della dimostrasione b di poter poi aPplicare un rirultnto noto (*), 
che permetterà di ricondurre con una trasformazione biiazionale la congruenza 
delle curve C ad una stella di raggi. 

Consideriamo percib un gruppo proiettivo cd di un  certo Sa equivalente 
al gruppo proposto (operante sopra unn T3 rappresentata birazionalmente sullo 

' spazio), e chiamiamo ugualmente C le traiettorie d i  questo gruppo. Possiamo 
supporre che le C sieno prive di punti doppi; basta infatti osservare che, in 
caso opposto, questi punti doppi dovrebbero essere punti uniti per le omoprafie 
del gruppo; allora, considerando un sistema lineare invariante di varieta al- 
gebriche passanti per tutti quei punti uniti, si potrebbe trasformare la V 3  i n  
un'altra varietà di un altro spazio, ed il gruppo proiettivo dato in un altro 
gruppo le cui traiettorie risulterebbero prive di punti doppi. (Il ragionaineiito 
cadrebbe in difetto se il gruppo proiettivo equivalente al gruppo dato fosse 
un gruppo di S3, e si avesse una (vera) superficie corne luogo di punti uniti; 
ina allora questa sarebbe un piano, ed il gruppo si comporrebbe di omologie, 
sicchè la conclusione sussisterebbe ancora.) 

Ci6 posto, sia F il luogo dei punti uniti pel nostro gruppo proiettiro 
sulle traiettorie C appartenenti alla varieth (invariante) T3. Dico che F noii 
pub essere una varietà unica irriducibile, bisecante le C, ma d e ~ e  necessn- 
riamente spezzarsi in due luoglii (curve, superficie, ecc.) unisecariti le C. Sup- 

(") Estensione di un teorema di NOTHER. C k .  ENRIQUES, SuZle iri.azio?znlitcl du cui pu6 
fnrsi dipendere ln ~-isoluzione D'ud epzm;ionc aZgeOrica f (J 9 uc) = O, ecc. 11atlieiu. An- 
nalen, Bd. 49, n." 15. 

Annali di Mnbmatica, tomo XSVI. 9 
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G G  Eft r .  i q  u e s e F a  tz O :  Sui gruppi c o n t i w i  

porremo percib c h  F sia una  varietà irriducibile hisecante le C ;  e fareino ve- 
dere che si cade in un assurdo. 

Essendo l a  F un luogo di punti uniti pel nostro gruppo proiettivo, Io 
spazio lineare (tninimo) Sv cui F appartiene risulterà tutto costituito di punti 
uniti; in particolare risulteranno anc,he costituite di punti uniti le rette che 
uniscono le coppie di punti uniti di una (qualunque) curva C. Ora cib è as- 
susdo, percliè Io spazio lineare (Sh) cui appartiene la C dovrebbe allora con- 
tenere anche infiniti iperpiani (&,) uniti, e quindi sulla C stessa (generica) 
verrebbe subordjnato da1 gruppo sol soltanto un numei80 fiiiito di trasforinn- 
zioni (proiettive). 

Resta dunque provata l'esistenza di un luogo di punti unisecante le tra- 
iettorie C del gruppo proiettivo su F., ovvero, cib che è Io stesso, del gruppo 
cremoniano d i  613 (perchè appunto P dovrà spezzarsi in  due parti, contenenti 
ciascuna tm punto di ogni C). 

Se  ne  deduce (corne abbiamo già avvertito): 
Ogni  g?.uppo cremoniano noi algebrico dello spaxio si pub trasforrnnre bira- 

z i o ~ m l m e n t e  i n  guisa che le tmietton'e dei punt i  divengano le rette d i  î ~ n a  steila. 
La stella è naturalmente invariante per tale gruppo. S i  noti che si pub . 

anche supporre che il centro della stelln s ia  uni to  s o p m  ogni  singolo 1.aggz'o; 
basta far corrispondere .all 'intorno di questo punto uno dei luoghi di punti 
uniti delle traiettoiie C. 

. Gruppi la cui riduzione si pu6 far dipendere da quella dei gruppi mi. 

8. G ~ u p p i  doppiamente intransitivi .  I gruppi crenloniani algebrici dop- 
piamente intransitivi portano un punto generico dello spazio nei punti di una  
curva algebrica C. Queste curve C si possono dunque considerare come le  
traiettorie di un sottogruppo mi (algebrico) del gruppo dato. Si deduce: 

O g n i  gruppo crenzoniano algtbrico due volte i n t m n s i t i v o  s i  pu6 trasfor- 
w a r e  birazionalnzente ila gziisa da lasciare invariate le vette d i  una stella 
(ma non sempre il ceritro di essa.) 

9. Gruypi ilztegl.aOi2i. 1 gruppi integrabili (*) posseggono sempre un 
sottogruppo mi invariante. Trattandosi di gruppi cremoniani algebrici, questo 

(2) LIE, op. cit., Bd. 1, S. 265; Bd. III, S. 679, 681. 
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sottogruppo ml iiivarinnte dorrà piire essere algcbrico se è uriico, ed in cnso 
diverso potrà essere scelto algebrico. Questa conclusione si ricava dall'esame 
dei gruppi proiettivi integrabili di cui il LIE (*) ha  assegnato il tipo, tenendo 
sempre presente l'equivalenza dei gruppi crémoniani di S3 a gruppi pruiettivi 
+clle lasciano ferma una varietà razionale V, di uno spazio opportuno. 

Ecco il  ragionamento a cui conviene ricorrere. 
Ogni gruppo proiettivo integrabile r' di S, lascia fisso (alnieno) u n  punto 

di Sn, m a  retta per questo punto, un piano per questa retta, ecc. Consi- 
deriaino il più ampio gruppo r definito da queste condizioni; gruppo clie é 
certamente algebrico. Da esso si pub staccare algebricamente (come B noto, 
e evidente) una successione di sottogruppi invarianti, le cui dimensioni decre- 
scono di una uriità per volta. F r a  questi se ne .troverà urio che ha  coinurie 
col sottogruppo (algebrico) I" precisamente cioL trasformazioiii, le quali for- 
meranno un sottogruppo algehrico invariante (00') di r'. 

Cib posto, si deduce: 
Ogni gruypo cremo&ano algebrico integrabile si puh trnsforimr.e birn- 

xionalmente in guisa da lasciar Jissa una stella d i  rette. 
Basta infatti considerare un sottogruppo algebrico roi invariante ne1 griippo 

dato, e trasformare in una stella di rette l a  congruenza delle sue traiettorie. 

10. Corollario. Gruppi m2. 1 gruppi me essendo integrabili (**), si 
pub applicare ad  essi il resultato precedente. Ma in questo caso si pub anche 
dire di più. 

Si abbia un gruppo crernoniano algebrico w' semplicemente intransitiro, 
tale cioè che i punti dello spazio descrivano, per effetto delle trasformazioni 
di eseo, delle szcyerjicie F, che saranno algebriche e razionali, e formeranno 
un fascio. Il sottogruppo no' invariante del gruppo stesso (O, se questo gruppo 
è permutabile, un qualunque suo sottogruppo mi algebrico) darh luogo ad 
uiia congruenza invariante del 1." ordine di curve razionali C ;  sopra ogni F 
vi sarà un fascio invariante di tali curve. 

Ora noi vogliamo dimostrare che le superficie F si possono trasformare 
hirazionalmente nei piani di un fascio - ossis nei piani per una retta a -, 
facendo in pari tempo corrispondere alle curve C le rette di una stella col 
centro A su u. 

(*) Op. cit., Bd. 1, ~ 5 8 0 ;  Bd. III, S. 262, 681. 
("*) LIE, OP. cit., Bd. 1, S. 7i3. 
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6 8 En r i q  u e s  e F a n o :  S& gruppi continui 

Infatti si pub procedere ne1 seguente modo. In  primo luogo si pub far 
corrispondere biunivocamente ad ogni F un piano K per a ,  ed alle C soprn 
una F le rette per A ne1 corrispondente piano a: cib segue da un noto teo- 
rema del sig. NOETIIER (*), applicato alla varietà c d d e l l e  curve C. I n  se- 
condo luogo, considerando una superficie unisecante le C ,  si pub riferire 
puntto per punto ogni C alla ret,ta corrispondente. 

Con cib si ottiene la trasformazione birazionale cercata, per la quale 
ogni F risulta rappresentata su1 piario corrispondente. 

Resta cos1 stabilito che : 
Ogni grzippo crernoniu?~.~ algebrico m4 s i  pu8 trasformare birazionat- 

nienfe i n  gttisa da lasciure invariati i sifzgoli piani d'un fascio, nonchè una 
sfelln d i  wtte col centro sull'asse del detto fascio. 

11. Gruppi sempiicem.e~zte iiztransitivi. Alle considerazioni svolte yei 
gruppi m2 si collega la riduzione di tutti i gruppi cremoniani algehrici sern- 
plicemente intransitivi, cioè di quei gruppi pei quali i punti del10 spazio de- 
scrivono superficie (razionali) F di un fascio. I n  un ta1 gruppo esiste infatti 
senipw un sottogruppo algebrico c d ,  il quale darà sopra ogni F un fascio 
di traiettorie razionali C. Benchè questi fasci di curve C, sopra le singole F, 
non sieno or% (in generale almeno) invarianti rispetto all'intiero gruppo pro- 
posto, essi ci danno tuttnvia il mezzo di trasformare contemporaneamente 
(conx ne1 cnso dei gruppi cio2) tutte le P nei piani per una retta, e questi 
piani (non i fasci di rettë ottenuti su di essi) risulteranno invarianti pel 
gruppo trasforrnato. 

Concludiamo dunque : 
Opzi  grzrppo cvenzoniano algebrico semplicemente i~dransit iuo s i  pub ri-  

(7211v.e hiraxional~~zente ad un gmppo che lasci invariati i piatzi d'un fascio. 

12. Gwppi  transitivi inzprirnitifli, oo4 alnzeno, che Easciuno invariata 
ztlra ser~ie c d  d i  superficie. Si abbia un gruppo cremoniano algebrico ï, 00' 

almeno, transitive, i l  quale lasci invariata una serie ool di superficie F. Dimo- 
striamo anzitutto che, se tale serie non è composta di superficie algebriche, 
se ne pub sempre costruire un'altra, composta di superficie algebriche, la quale 
pure costituisca un sistema d' imprimitivith pel gruppo T: anzi la nuova 
scsie che verrà costruita risulterà un fascio, se era un fascio la prima. 

(*) Lre6er Hricheiz zceklie Schnaretz r~t io izaler  Ciwuen hesitzeu. Mathem. Annalen, 
Rd. III. 
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d i  trasformazioni wemo)ziane dello spaxio. 69 

Supponiamo dunque che le P non sieno algebriche. 
Vi sono certo in r infinite trasformazioni, e, fra queste, mi costituenti 

un gruppo continu0 algebrico, le quali lasciano fermo un punto generico P 
dello spazio, e quindi la superficie F (O ciascuna delle F) per queeto punto. 
Vi è dunque sopra ogni F uno ed un solo fascio di curve algebriche razio- 
nali (traiettorie del gruppo mi considerato): invero, in ogni altro caso, O la 
3' sarebbe luogo di punti uniti pel gruppo ot tenut ,~  fissando P, oppure sopra 
di essa si avrebbeïo, variando il punto P, fasci differenti di curve razionali; 
e in ambo i casi la  F stessa dovrebbe essere algebrica. 

Ora consideriamo gli infiniti fasci di curve algebriche C, appartenenti 
rispett. alle varie superficie F; essi danno luogo ad una congruenza (alge- 
brica) di curve C, che sarà invariante pel gruppo r. Questa congruenza è 
certo del 1.O ordine, se la serie delle F è un fascio; e ,  ogni qua1 volta sia 
del 1." ordine, essa è certo razionale, perchè le curve C incontreranno un 
piano generico secondo i gruppi di punti di una involuzione (*). Se invece 
la  congruenza delle C è di ordine ) 1, potremo pur sempre concludere clie 
essa O è razionale (cioè riferibile ad un piano), oppure è riferibile (elemento 
per elemento) a una superficie rigata ellittica; cib perchè, non poterido ora 
le C essere contemporanearnente fisse (ci08 traiettorie) per nessun sotto- 
gruppo ool di r, esse verranno certo scambiate da questo gruppo (che è al- 
gebrico) in almeno ao4 (e basterebbe anzi in m3) modi diversi (*"). 

Ne1 caso della rigata ellittica, alle generatrici di questa c~rr isponde~anno 
cd fasci algebrici di curve C ,  e quindi ooi superficie algebriche costituenti 
una serie invariante pel gruppo r. 

Se invece la congruenza delle curve C è razionale, i l  gruppo r, in quanto 
opera sugli elementi ( C )  di questa congruenza, pub essere rappresentato con 
un gruppo proiettivo che operi sui punti di una superficie (razionale) rp di 
un conveniente spazio S, (riferita alla congruenza). Questo gruppo proiet- 
tivo dovrà scambiare tra loro mi linee trascendenti W su pl,  corrispondenti 
agli ml fasci di curve C che appartengono alle singole F ;  di qui si trae 
facilmente che il detto gruppo proiettivo opersnte sui punti di g, è precisa- 

(*) CASTELNUOVO, Sulla razionnlilà delle involuzioni piane. Rend. Acc. dei Lincei , 
Ottobre 1893; Math. Ann., Bd. 44. 

(*y CASTELNUOVO e ENRIQUES, Sur les surfaces algébriques adînettnrzt un groupe con- 
tinu cZe transform,ations birationnelles en elles-mêmes; Compt. Rend. de l'Ac. des Sc., 18%. 
Cfr. anche: Sur quelques récents résultats. . . ; Math. Ann., Bd. 48, 3 48. 
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70 Efz r i q  u e s e Fan O : Su i  g w p p i  co~btirztdi 

mente ao2 e composto di operazioni permutabili, giaccliè ognuna di quelle 
linee W (essendo trascendente) ammette solo mi trasformazioni proiettive in 
sè, e non pub essere Iuogo di punti uniti per infinite proiettivitil clle non la- 
scino fermi ~ n c h e  tutti i punti di (p. Esisterà quindi su (p almeno un fascio in- 
variante di curve razionali, corrispondentemente a un sottogruppo c d  algebrico 
(certo esistente) del gruppo permutabile oos su rp. A questo fascio corrisponderà 
nella congruenza delle C una serie o d  di superficie algebriche, composte cia- 
scuna con cxll C ;  e tale serie sarà invariante pel gruppo r. La  serie stessa 
sarh un fascio ae la congruenza delle C è del 1." ordine, e quindi certo se 
era un fa.scio la serie delle F. 

Dunque, in ogni caso, i gruppi cremoniani, algebrici, transitivi, w4 al- 
gebrici meno, che lasciano invariata una serie ooi di superficie, lasciano in: 
variata anche una serie cd di superficie algebviche (corne avviene anche pei 
gruppi intransitivi). Dovremo ora distinguere i due casi, in cui la serie no- 
miriata sia un fascio, oppure una serie d'indice > 1. 

13. E'ascio inva~iclnte  d i  superficie. Si abbia un gruppo cremonia.iio r, 00' 

almeno, il quale lasci invariato un fascio di superficie F. 
I l  gruppo l? pub essere supposto algebrico, giacchè in caso opposto ba- 

sterebbe ampliarlo convenientemente. Similinente (per il s prec.) 3e super- 
ficie F possono supporsi algebriche, altrimenti basterebbe sostituire il fascio 
delle F con un altro fascio invariante di superficie algebriche. 

Esiste in l? un sottogruppo algebrico ulmeno ciot che lascia ferme (tre e 
quindi) tutte le F ;  e se la SUR dirneiisione è > 1, si potrà sempre costruire 
in esso un sottogruppo mi pure algebrico. Si avrà cosi su ogni E' nitz fascio 
di curve C algebriche, razionali, traiettorie di quel sottogruppo oo4. 

Di qui si trae (cfr. i §S 10, 11) la possibilità di trasformare il fascio 
delle F in un fascio di piani, riferendo le C di ciascuii fascio su una F alle 
rette di un fascio ne1 corrispondente piano. 

Concludiamo : 
Ogni gruppo cremoniano d i  dimensione > 3 i l  quale lasci itzvariuto ttu 

fuscio d i  superficie s i  pub trasfo?.9rzai-e biraxionulî~ze~ite in yuisa da lusciare 
i~ tvur iu to  u n  fascio d i  piatzi. 

14. Serie invariante d i  super-c ie  d'indice > 1. Il gruppo cremoniano 1', 
0 0 4  almerio, ammetta invece un sistema d'imprimitività costituito da una serie coi 
di superficie Y, d'indice > 1. Tanto il gruppo r corne le superficie 5' pos- 
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sono supporsi algebrici. In î' esiste un sottogruppo algebrico almerio c d  che 
lascia ferme tutte le F, ed ha  quindi come traiettorie le curve C, loro mutue 
intersezioni. Le  curve C costituiscono dunque una congruenza (del 1." ordine) 
di curve raziondi, riducibile ad una stella di rette (cfr. il $ 7): tale con- 
gruenza B evidenteinente invariante pel gruppo r. 

Concludiamo percib : 
Ogni gruppo crerrzoniano d i  dimensione > 3 ,  i l  qziale lasci invariata 

una serie cd d i  superficie d' indice ) 1 ,  si  pub trasforma?.e bi?.nxio?zaimente 
i n  un gruppo che lasciu inva~iatu: una stella d i  rette 

Analisi dei casi residui. 

15. Quali casi irriducibili ai precedenti restano ancora da esaminare? 
Abbiamo esaurita dapprima l a  classificazione dei gruppi primitivi. 
F r a  i gruppi imprirnitivi abbiamo già c,onsiderati quelli (una O due volte) 

intransithi, e quelli integrabili; due categorie nelle quali rientrano in parti- 
colare i gruppi mi e oo2. 

Non abbiamo detto nulla dei gruppi ao3 transitivi semplici (ci08 non in- 
Cgrabili). 

Passando ai gruppi imprimitivi di diniensione > 3, abbiamo considerato 
quelli pei quali Si ha una serie invariante mi di superficie. 

Dobbiamo invece ancora considerare i gruppi (transitivi) imprimitivi, 00' 

almeno, che manibiano tra loro le curve di una congruenza invnriante. Si  
possono tuttavia lasciare da parte quei casi in cui, esistendo anche una 
serie ooi invariante di superficie, il gruppo rientrerebbe iii un caso già esa- 
minato. 

Possiamo dunque limitawi a considerare i gruppi dotati di una con- 
gruenza invariante, i cui elementi (curve) vengono scanibiati in modo primi- 
tivo (quindi, come vedremo, in almeno ac5 modi diversi). Segue da cib che la 
congruenza in questione dovrà essere del 1." ordine (cioè per ogni punto del10 
spazio passerà una sala curva di essa). Invero si abbia per u n  gruppo una 
congruenza di curve invariante, d'ordine > 1, Fissata una curva C della con- 
gruenza, resterà fissa la superficie luogo di tutte le C che si appoggiano ad 
essa: se, per comodità d'intuizione, si trasporta il gruppo che opera sulle C 
ln un piano, facendo corrispondcre i punti di questo piano ngli elementi (C) 
della congruenza, avremo ne1 piano un gruppo tale che, fissando un punto, 
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resta pure fissa una linea variabile con esso: è noto che tale proprietà spetta 
soltanto ai gruppi imprimitivi. E poichè d'altra parte ogni gruppo primitivo 
di trasformazioni puntuali del piano è almeno 005 (*), cos1 vediamo appunto 
che le curve C della congruenza invariante dovranno pure venir scambiate 
in  almeno w5 modi diversi. 

Dunque, riassumendo le conclusioni precedenti, i casi non riducibili a 
quelli già trattati e che percib dobbiamo ancora esaminare sono i seguenti: 

a)  gruppi semplici transitivi 003 (algebrici); 
b)  gruppi transitivi, iniprirnitivi, che lasciano invariata una congruenza 

di curve del 1." ordine, scanibiando gli elementi (curve) di questa congruenza 
in modo primitivo (ao5 almeno). 

Esamineremo dapprima il secondo di questi casi, lasciando per ultime le 
considerazioni relative ai gruppi wS, le quali più si allontanano dall'ordine di 
idee seguito fin qui. 

Gruppi transitivi che posseggono una  congruenza 'invariante del 4." or- 
dine i cui elementi (curve) vengono scambiati in modo primitivo. 

16. Trattandosi di gruppi cremoniani algebrici, le curve C della con- 
gruenza invariante e la congruenza stessa x sono algebriche. 

L o  possiamo vedere cos). 
Fissando un punto generico P del10 spazio si stacca da1 gruppo pro- 

posto G (che è almeno cc5) un sottogruppo ulgebrico (almeno as2) r, pel quale 
resta ferma la curva C della congruenza x che contiene 1' stesso. Se i punti 
della C vengono ancora scambiati in almeno mi modi dalle trasformazioni 
di r, la C è algebrica e razionale [$ 3, lemmi u) b ) ] .  

Se invece tutti i punti della C risultano già fissi per 10 stesso sottogruppo r 
(8 pel gruppo continu0 massimo che vi B contenuto due volte, se r è un gruppo 
rnisto) la C è ancora algebrica, oppure è contenuta in una superficie alge- 
brica F passante per P, di cui tutti i punti risulteranno uniti quando sia fisso P 
[$ 3, lemma d)]. 

I n  questa seconda ipotesi; la curva C della corigruenza x che passa per 
un punto qunlunque di F, essendo luogo di punti uniti pel medesimo sotto- 

(s) LIE, op. cit., Bd. III, S. 35. 
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gruppo 1' del gruppo proposto G, dovrà appartenere tutta ad F. S e  ne trae 
quindi l'esistenza di un fascio invariante di superficie F, ciascuna delle qiiali 
conterrebbe infinite curve C della congruenza proposta; e cib contraddice alla 
premessa che il nostro gruppo G debba operare sulla detta congruenza in 
modo primitivo. 

L e  curve C della congruenza invariante x sono dunque algebriche, e 
nnzi razionali, perchè ciascuna di esse è fissa per un sottogruppo di G che 
deve scambiarne i punti alm,eno in mi modi (G essendo transitive). 

L'algebricith della congruenza segue poi immediatarnente da1 fatto clie 
una curva algebrica, per effett,o delle trasformazioni d 'un gruppo cremoninno 
algebrico, deve descrivere un sistema algehrico. L a  congruenza, essendo del 
1." ordine, s a r i  nnche razionale [per la razionalità delle involuzioni piane (*)], 
cib che d'altronde si vedrebbe qui direttamente. 

Vogliamo or& dimostrare che si pub trasformare birazionalmente la con- 
gruenzn delle curve C in una stella di rette. Sappianio che percib occorre 
(e basta) stabilire l'esistenz:~ di una superficie algebrica unisecante le C. 

Considerato un piano a ,  i cui punti vengano riferiti agli elementi (C) 
della congruenza, sappiamo che si pub rappresentare su questo piano il gruppo 
primitivo che opera sulle C mediante (**): 

a) il gruppo proiettivo totale ao8; 
b) O il gruppo proiettivo mQhe lascja ferma una retta; 
c )  O i l  gruppo proiettivo speciale cc5 che lnscia ferma una retta (ed è 

sottogruppo invariante del precedente). 
L a  corrispondenza tra la congruenza delle C e il piano CC, che serve a 

stabilire questa rappresentazione, è? birazionale (***). 
Indichiamo con G' il grilppo proiettivo [appartenente al tipo a)  b) O c)] 

che opera su1 piano a considerato. 
I l  gruppo G' e jl nostro gruppo cremoniano G saranno isomorfi; ma piib 

ben darsi che questo isomorfismo non sia oloedrico, che cioè nll'identità in 
Gr corrispondano in G infinite operazioni, formanti un sottogruppo invariante, 
çhe sarebbe perb algebrico e due volte intransitivo. Esso permettercbbe quindi 

(*) CASTELNUOVO, lav. cit.; Rend. Acc. dei Lincei, Ottobrc 1893; Matliem. Ann.,  
Bd. 44. 

(w) LIE, op. cit., Bd. III, S. 35. 
(***) C fr. FANO, Sulle supe~pcie aly ebriche con un gruppo coizlinuo iransilivo di trnsfor- 

mnzioni proiettive in sd stesse. Rend. Circ. Matem. di Palermo; toiri. X, png. 1 e scg. 

Amrili rli Afntemnticn, toino SST'I. 10 
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di costruire uiia unisecante delle curve C (sile traiettorie), e di ridurre cos1 
l a  çongruenza di esse ad una stella di rette ($ 8). 

Possiamo dunque supporre che fra G' e G interceda un isomorfismo oloe- 
drico (in senso gruppsle), pel quale ad ogni trnsformazione di G' (in partico- 
lare all'identjtà) corrisponda una O un numero discret0 di trasforrnmioni in G. 

II gruppo G sarà quindi esso stesso m5, O oo6, O ocs. . 

Senza preoccuparci tuttavia della sua dimensione, noi distingueremo, ri- 
spetto a G, tre casi diversi, da un altro punto di vistn: 

1) Fissando una curva C, si ha un sottogruppo di G che scambia i 
punti di  quests cuïva in soli ck;' modi. 

11 giuppo che si lia d a  C (continu0 o misto che sia) possiede una 
coppia unita di punti. Se questa, per ogni C, risultasse costituita da due punti 
coincidenti, sarebbe senz'dtro costruito razionalmente sopra ogni C ugz punto, 
che è quanto ci occorre. 

Possiamo dunque escludere questo caso, e limitarci a mostrare che la 
coppia unita che si lin sopra un8 C tenuta ferma, O è comune a tutte le C, 
O descrire al varia.re della C stessa unn superficie riducibile, composta di due 
altre unisecanti la congruenza; cosicchè in ogni caso la congruenza delle C 
risultcrà riducibile ad una stella di rette. 

Facciamo la, dimostrazione per assutdo; supponiamo cioè che la coppia 
imita di ixna C descriva una curva R O una superficie F irriducibile (hise- 
secante le C). La  II? O la F costituiranno in ogni cas0 un luogo invariante 
pel gruppo G. 

Ne1 1." caso, considerando le infinite superficie generate dalle C che 
escono da, uno stesso punto generico di K, si ottiene subito pel griippo G un 
sistema d'jmprimitività costitiiito da una serie m1 invariante di superficie; e 
questo è un cnso che a noi non occorre esaminarc. 

Ne1 2.' cnso il gruppo G opera s u l l ~  superficie F in modo prirnitivo, e 
lascia invariante su di essa una serie m2 di coppie di punti (la serie delle 
coppie unite considerate sulle C). Ora la P é razionale (perchè G subordinri 
su di essa - come nella congruenza delle C - almeno oos trasformnzioni di- 
verse) (*); percib si dovrebbe ottenere sopra un piano rappresentativo di essn un 
gruppo crernoniaiio primitivo il quale lasci invariante una serie mt di coppie 
di punti (sia cioè tale che,  fissato un punto generico, risulti fisso di conse- 
guenza qualche altro punto O gruppo di punti variabile col primo). D'a.ltra 
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parte i gruppi cremoniani primitivi del piano si riducono ai  tipi a )  O) c)  sapra 
enumerati, pei quali non è invariante alcuna serie di coppie di panti; ecco 
dunque l'assurdo, da cui scaturisce la riducibilità della F che dovevasi dimo- 
strare. 

Nell'ipotesi 1) la congruenzn delle C é dunque certo riducibile a una 
stella di rette. 

2) Fissando una C, si ha  un sottogruppo di G che scambia i puriti di 
questa C in ao2 modi. 

Allora il gruppo (binario) m2 delle trasformazioni sulla C, lascia fisso 2112 

punto della curva (*), e questo punto, al variare della stessa C ,  ci darL il 
luogo (algebrico) unisecante le curve della congruenza, che occorre per iidurre 
ln congruenza stessa ad una stella di rette. 

3) Fissando una C si h a  un sottogruppo di G che opera. sui puiiti 
della C in modo cic3. 

Allora ci possiamo rjdurre al cas0 precedente staccando da G un con- 
veniente sottogruppo. 

Consideriamo percib ancora il gruppo G' operante proiettivamente ne1 
piano a. Possiamo supporre che G' appaïtenga ad ilno dei tipi O) O c ) ;  sc 
no basterebbe staccare da  G' (e conseguentemente da G) il sottogruppo che si 
ottiene fissando una retta del piano a. 

Supponendo dunque che G' appartenga al tipo b) O c ) ,  ossia possegga. 
una retta unita, imponianio au questn uno, o due, O tre piinti uniti fissi; stac- 
cheremo cos1 da Gr, e quindi da G, dei sottogruppi le cui dimensioni an-  
dranno decrescendo da  5 (O 4) in giù. F r a  questi sottogruppi, arrestandoci 
a tempo, ne troveremo certo uno tale, che le trasformazioni di esso clie 1a- 
wiano ferma una C operino sopra questa in modo cloz, e lascino quindi fermo 
zi98 punto della C stessa; punto clie verrà c,osl razionalmente individuato. 

Riassumendo pertanto i risultati dell'analisi fatta, concludiamo : 0pti 
gruppo crenzoniuno algebrico che lascia invariata idna congruema del 1.0 or- 
dhae scatnbiando le curve d i  essa in modo primitive, pu6 essere ~.icondotto 
biruzionaèmente ad un 5/1*24pp0 che scambi (del pari pri~nitivarnente) le  w t t e  
d i  wza stellu invariante, e operi anzi pr.oiettivame)zte su questa stella. Que- 
st'ultirna parte segue iinrnediatarnente dalla riducibilità, più volte ricordata, 
dei gruppi primitivi di trasformazioni birazionali del piano (O della stella) a 
gruppi proiettivi. 

(*) Lis, op. cit., Bd. III, S. 17. 
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Gruppi semplici ,  transitivi ws. 

17. Ge~zeralità. S i  abbia un gruppo cremoniaiio ,m3 r, algebrico, tran- 
sitivo, semplice. 

Si considerino due punti generici A e U dello spazio. Vi sarà m a ,  oppure 
un numero finito (2 2) di  trasformazioni di r che fanno corrispondere B 
ad 4, secondochè, fissando il punto A per le trasform,izioni di  r ,  si ottiene 
l'ideiitità soltanto, oppure un gruppo finito d'ordine > 1. 

Riferiamoci a l  1." caso. Teriendo fisso il punto A e facendo variaro B, i 
punti dello spazio veugono a corrispondere biunivocamente alle trasformazioni 
del gruppo. Pensiamo queste trasformazioni una prima volta come e l e n m t i  
(pznzti) di  una varietà (razionale) TT3, una  seconda volta come operaxioni, le 
quali agiscano per inoltip]icaziorie (in un dato senso) sulle trashrmazioni stesse 
concepite comc elementi di V,, e producano quindi sugli elementi (o punti) 
di questa varietà un certo gruppo transitive r. 

Abbiamo allora in V, quella che si pub chiamare la i~up1wese~ttazione 
cunonica del gruppo. Veramente si ottengono in  V3 due rappreseiitazioiii ca- 
noniche conizigute (e quindi due gruppi cotziz~gati) secondo il senso fissato per 
18 moltiplicazione innanzi considerata ; m a  è indiffererite assumere 1' un& O 

l 'altra di esse. - S e  poi in un modo qualunque si riferiscv birazionalmeiite 
la V3 al10 spazio (&), si ottiene uiia rappresentazione canonica del gruppo r 
n d o  spazio; e questo ci fornisce un  t @ o ,  a cui il gruppo stesso pub essere 
ricondotto con una trasformazione cremoniana. 

Supponiamo invece che abbia luogo il 2." caso, cioè che un punto geiie- 
rico dello spazio venga trasformato in sè stesso da  u11 nuinero finito f t  > 1 di 
operazioni del gruppo r. Teiiendo ancora fermo A e facendo variare B, si 
otterrà allora una  corrispondenza (n,  1) (razionale in  un solo senso) f ra  I:t 

varietà V,, i cui elementi sono le trasformazioni di r ,  e Io s p a z i ~  8,. Ai 
p ~ m t i  dello spazio vengono ora a corrispondere biunivocamente non più i sin- 
goli punti di  V,, bensi i gruppi di punti di una involuzione (razionale) su 
questa varietà; involuzione che sarà invariante rispetto al gruppo F. Ciascun 
gruppo (Y) di questa involuziorie resta fisso per u n  gruppo finito di  operazioni 
contenute i i i  (corrispondenti alle operazioni di r che lasciano fermo un  
puilto di S3). Questo gruppo finito opera trnnsitivamente sui yuriti di (P) 
stesso; e applicando a (P) le  m3 operazioni di si genera appunto 1' in- 
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voluzione considerata. Sui  gruppi di punti di questa involuzione [che sono i 
trasformati di (P)] il gruppo ? opera come I' operava a sua volta sui punti 
dello spazio S,. Riferendo pertanto in un altro modo qualunque - che con- 
verrà poi scegliere opportunatamente - gli elementi (gruppi) della stessa 
involuzione ai punti dello spazio S,, si otterrà anche per questo caso un t iyo ,  
a cui il gruppo cremoniano r potrà essere birazionalmente ricondotto. 

L e  considerazioni svolte fin qui mostrano che il problema della determi- 
nazione dei gruppi cremoniani (algebrici, transitivi, semplici) N~ si pub spez- 
zare in due parti distinte: 

1) in primo luogo dovremo assegnare le diverse rappresentazioni Cano- 
niche (birazionalmente distinte) di questi gruppi (cfr. § 18). Cib equivale a 
det,erminare quei gruppi nei quali un punto generico dello spazio risulta fiaso 
per ln sola trasformazione identica ; 

2) in  secondo luogo, sopra ciascuna delle varietà V, corrispondenti alle 
noininate rappresentazioni canoniche, dovremo costruire tutte le possibili in- 
voluziorii invarianti ($ 19). E per questo dovremo prender le mosse dall'esame 
dei vari sottogruppi finiti di ciascun gruppo canonicn (in quanto ogni gruppo d i  
una di quelle involuzioni si potrà generare con uno di questi sottogruppi finiti). 

18. Rappresentaxioni cattoniche. Si  abbia un gruppo cremoniano r, al- 
gebsico, semplice, cc3. Corne abbiamo detto innanzi, pensiamo le trasformn- 
zioni di esso una prima volta come e l e r n e d  (punti) di una varieth (algebrica) 
V3,  una seconda volta come o p e ~ a z i o n i  che agiscono per moltiplicazioiie sulle 
trasformazioni stesse pcnsate come elementi di V,, e producono quindi su 
questa varietà le m3 trasformazioni di uii gruppo transitive 1; (sicchi: in 
stesso esistesà uvza trasformazione nella quale si corrispondono due punti ge- 
nerici di V,). 4 

La composizione gruppale di I', e quindi di è (come per ogni gi'uppo 
sernplice m3) quella stessa del gruppo proiettivo hinario (*). Segue da  cib che 
in r (O in f;) una trasformazione generica è permutabile con mi soltanto, e 
percib tutti i sottogruppi di r sono algebrici e razioiiali; essi vengono 
rappresentati su V, dalle Iinee razioiiali Ç di ilna congruenza del 1.' ordiiie. 
I n  r esistono pure mi sottogruppi a due diinensioni, ülgebrici e raziondi  
anche questi, perchè contenenti infiniti sottogruppi ooi algebrici; essi danno 

(*) LIE, op. cit., Bd. III, S. 714-16. 
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luogo su V, ad mi superficie razionali F, che si segano due a due secondo 
curve C. 

Tutte le curve C e tutte le superficie F su V3 hanno almeno un punto 
base comune: il punto che rappresenta la trasforinazione identica di r. Ma 
pub darsi clle le C e le F abbiano più d'uno, diciarno lz punti comuiii (certo 
in nurnero finito): questi punti rappresenteranno nllora le trasforinazioni di 
un sottogruppo finito G,, invariante entro I', e comune a tutti i sottogriippi 
w1 e clce di I' stesso. Si  pub anzi dir subito che G ,  dovrh essere un gruppo 
ciclico, appunto perchè contenuto (invariantivamente) in gruppi cremoniani 
algebrici, continui, semplicemente infiniti. 

Dopo esser dunyue partiti dalla considerazione che i nostri gruppi m3 (T) 
sono oloedricamente isomorfi (in senso gruppale) al gruppo proiettivo binario, 
vediamo ora che sotto l'aspetto algebrico essi possono tuttavia differirne per 
ln presenza di un sottogruppo ciclico invariante di ordine rt > 1, il quale non 
compare invece (com'è noto) ne1 gruppo proiettivo binario. Ove pertanto un 
ta1 sottogruppo sia effettivamente contenuto in r, è chiaro ch'esao dovrB cor- 
rispondere, nell'isomorfismo fra r e il gruppo binario m3, alla sola trasforma- 
zione identica di quest'ultimo. Percib i gruppi cremoniani semplici 003 si 
distingueranno in due specie, secondoché contengono O no un sottogruppo 
ciclico invariante (di ordine > 1); vale a dire, secondochè la corrispondenza 
d'isomorfismo che intercede fra essi ed il gruppo proiettivo binario è una 
corrispondenza birazionale - e percib [l, 11 -, oppure una corrispondenza 
[a, 1 )  razionale in un senso solo. Esaminando più da  vicino questo sccondo 
caso, vedremo fra poco che esso pub presentarsi soltanto per ?z=  2;  saranno 
dunque due soli i gruppi canonici (birazionalmente distinti) di cui andiamo 
ora in cerca. 

Ci6 premesso, proponiamoci di trovare effettivamente, per i gruppi di 
prima e di seconda specie cos1 ddefiniti, le rappresentazioni canoniche cui 
alludevamo alla fine del prcc. $j 17. 

a) Grzlppi della 1.a specie. Riprendiamo la considerazione della va- 
rietà TC e del griippo r su di essa, e facciamo operare le m3 trasformazioni 
di questo gruppo sulle superficie P e sulle curve C, loro mutue intersezioni. 
Si otterranno cosi (da ciascuna Fcc', e quindi) in tutto cc2 superficie, che si 
segheranno due a due sccondo curve razionali, e tre a tre in un punto. Questo 
sistema me di superficie è dunque certo quadratico, e sarà percib contenuto 
in un sistema cm3 lineare, anzi omaloidico; esso e quest'ultimo saranno inva- 
rianti pel gruppo ?. 
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Riferendo ora proiettivamente il detto sistema omaloidico ( 0 0 ~ )  di super- 
ficie al  sistema dei piani dello spazio &, ci procureremo in S, un gruppo 
proiettivo trasformato di (e di I'). Ma di gruppi proiettivi semplici a3 t l m -  
sitivi si hanno in S3 due tipi soltanto (*): il gruppo c d  di una cubica gobbn, 
ed il gruppo delle ornogrnfie (biassiali) che lasciano ferma una quadricn e 
tiitte le generatrici di un determinnto sistema sopra. di essa. F r a  questi duc, 
è anche chinro che il gruppo proiettivo dianzi ottenuto in S, sarà precisa- 
ineiite del socondo tipo, percliè in questo caso soltnnto vi è una soln trasfor- 
mazione del gruppo che fa corrispondere fra loro due punti gcnerici di S,. 

Concludiamo percio: 
1 g y p i  cremoniani algebrici, ss~nplici,  cd, della 1." specie, a?~z~rtetfo~zo 

corne mpp?.esentaziune canonica i l  gmppo  delle onzogrnJie ( l iassiul i )  de210 
spnxio S3, che lasciano fissn u m  quudvica e tutte le generatl-ici d i  zin deter- 
? l zk t lo  sistema sopra d i  essn (**). 

Quindi: I l  detto gruppo proiettivo è i l  tipo a czci pzd r k o n d w s i  bi1.a- 
xionalrne~tte ogni gruppo c~~emoniuno ce3 (algeb~ico, senaplice, tra~isitivo) della 
1" specie, fiel p a l e  non esista alczuza trusformaxione non identica che lasci 
Jisso u ~ z  punto generico. 

b )  G ~ w p p i  della 2 . O  specie (in cui si ha un G, ciclico invariante). 
Ritorniamo alla solita rnppresentazione canonica su 7,; e ,  come ne1 caso 
precedente, facciamo agire le operazioni di sulle superficie F e sulle curve C, 
loro mutue intersezioni. Otteniamo ancora cu>' superficie che si segano due a. 
due secondo curve raziondi, e tre a tre in  gruppi di 12 punti. Questi gruppi 
di  n punti ( T ,  T n, T x". . . T na-') nascono, per effetto delle operazioni T di F, 
da1 gruppo-base G ,  (1, K, nZ,. . . .ir"-') delle superficie F e delle curve C, e 
formano un'involuzione ciclica In: la stessa jnvoluzione che si ottiene facendo 
ngire sui punti ( T )  di  V3 le operazioni del gruppo ciclico G, concepite, non 
pih come trasforniazioni di f;, ma come trasformazioni del gruppo coniugato 
(ossia per moltiplicazione a destra invece che rt sinistra) (cfr. 5 17). Sugli 
elementi (gruppi) della In il gruppo opererh come il gruppo canonico di 
l .a specie operava ne1 caso a) sui punti di V3. 

(*) Cfr. p. e. FANO, Sulle varietà algebriche con u n  gruppo continuo non integrabile 
cli trnsformazioni proiettive in  sè. Memorie della R. Accnd. di Torino, ser.  II, tom. XLVI; 
v. in part. § 5. 

(*") Questo stesso gruppo c i  d a r i  dunclue la rappresentazione canonica (su S3) drl  
gruppo proiettivo binario; cosa clie pub anche verificarsi direttamente (cfr. FANO, 1. c.). 
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I l  nostro sistema no2 di superficie risulterà contenut ,~,  comc ne1 caso pre- 
cedente, in un sistema lineare m3 invariante rispetto a r, di cui due  super- 
ficie si segheranno ancorn secondn una curva razionale, ma, tre superficie 
avranno a comune tutto un  gruppo di n punti dell'involuzione ciclica I;,. 

Riferinmo nncora proiettivamente questo sistemn lineare m3 di snper- 
ficie a1 sistema dei piani dello spazio 8,. L a  V3 si trasformerh in uno spazio 
S, multiplo (~P'o) ,  ne1 quale al gruppo f' corrisponder?i un gruppo proiettivo; 
e, poichè In In é un'involuzione ciclicn, cos1 (per una  nota proprieth delle 
equazioni abeliane in cui le radici formnno un iinico periodo) il detto spnzio 
multiplo sarh del tipo: 

x Y 5 ' ;If (xyx)  

dove f i: un certo polinomio. Infine, poichè alle rette dello spnzio multiplo S, 
corrispondono su V8 curve ?,axionnZ.i, segue d a  una nota formula di ZEUTIIEN 
che il polimonio f dovrà essere di 2." grndo. In  conclusione dunque ln TJ3 
viene rappresentnta sopra uno spnzio qlpzo (ciclico): 

avente IR quadrica di dirarnazione: 

f (XY 4 = 0 ;  

in modo che alle no3 trasformazioni del gruppo su V, corrispondono i n  
questo spazio miiltiplo certe m3 trasformazioni proiettive (forinanti u n  gruppo 
semplice, transitivo), le quali dovranno lascinr ferma la superficie d i  diramn- 
zione. Ma, se n > 2, ln superficie di diramazione totale si compone, oltrechè 
della qiiadrica f = O, anche del piano all'infinito (contato n - 2 volte); e 
quindi non esiste nessun gruppo proiettivo, transitivo, 003, clle l a  lasci iiiva- 
riats. Si  t rae di qui che deve essere tt = 2, come avevamo preannunziato. 

Ora, se 12 = 2, ln V3 viene ad esser cos1 rapprescntata sullo spazio doppio 
con quadrica di dirarnazione : 

il qiiale a sua, voltn nasce per proiezione (da un  punto esterno A )  della qua- 
drica Q, di SA, chc h a  per  equazione: 

Di più, alle trasformazioni proiettive del10 spnzio (doppio) 14 = 0 che 
lasciano invariata la  quadrica f (x y z) = 0 corrispondono le  trasformazioni 
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proiettive di Q, che mutano in sè stesso Io spazio u = O. Noi potremo dunque 
assumere addirittura la stessa quadrica Q, corne varietà canonica V3 pei gruppi 
di 2.' specie, intendendo che il gruppo operaite sopra tale varietà sis un 
gruppo pr~iet~tivo di S,, clie lasci fermo, insieme alla quadrica considerata, 
10 spazio u = O, e quindi anche il polo ( A )  di esso. Nello spazio u = O si avrà 
un gruppo proiettivo ao3 (di 1." specie) subordinnto di e in corrispondenza 
[ l ,  21 con stesso, il quale lascerà invariata la, sezione Q, di Q,; questo 
gruppo proiettivo (e perb anche c) dovrà pure lasciar ferme tutte le genera- 
trici di uno dei due sistemi sopra Q, [cfr. il caso a ) ] .  

Concludiamo percih : 
I yt.zcppi c~.emoniani 003 della 2.a specie antazettono corne rappresenta- 

xione canonica i l  gruppo delle omografie cli S, clze lascia invariata u?za p u -  
drica (Iton special ixzata) : 

zma sua sexiolze iperpiana (quindi anche il relativo polo), e tutte le gelteru- 
trici di zrn determinato siste~na sopra tale sexione. 

Questi grqdppi posseggono u n  sottoyruppo invariante G, e sono in  cowi- 
spolzdenaa d'isoinorfismo [2,  11 col gruppo proiettivo binario. 

Il gruppo proiettivo (canonico) della Q, è notoriamente equivalente ad 
un gruppo conforme di S3, al quale si pub ridurre proiettando Q, da un suo 
purito sopra un S,, e poiiendo successivamente in questo spazio un'opportuna 
proiettivith (reale O no). Da questa osservazione si trae che: 

Ogni grzippo cremo?ziano cm3 (algebrico, semnplic,e, trunsitivo) della 2." specie, 
ne! qziaie non esista, all'infilori dell'identità, Tzesszwa t?~asfor.rnaxione clte lasci 
fisso un punto yenerico, s i  pud vicotzdzc~re birazionalmente ad zcn gruppo con- 
forme, i l  quale wzuti ilt  sè stessa una sfera e ciascuna delle sue generatrici 
(immnaginark) d i  un deterwtinuto sistemu. 

Osservaxione. Data l'equivalenza dei gruppi cremoniani di S, coi gruppi 
proiettivi di convenienti spazi S, ( n  % 3) che trnsformano in sè stesse vnrietà 
razionali a 3 dimensioni, si pub domandare di porre in relazione i risultati 
precedenti, e particolarmente quel10 relativo alla possibile esistenza, entro un 
gruppo semplice m3, di un sottogruppo invariante Gg,  con quanto è già noto 
relativamente ai gruppi proiettivi aoS. Si deve arizi avere cos1 un nuovo modo 
di giungere alle stesse proposizioni gruppali già stabilite (salvo poi cornpiere 
la ricerca delle rappresentazioni canoniche dei nostri gruppi). - Or bene, 

A mtnli di Il.rite)~zntica, toino S SVI. 11 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



82 E n r i q u e s  e F a n o :  S u i  gruppi continui 

nessuna difficoltà si oppoiie a tale procedimento. Infatti un noto teorema di 
STUDY (*) dà il modo di coskruire tutti i gruppi proiettivi seniplici ws di un 
Sn; scrivendo le equazioni di tali gruppi (**), si vede che vi compariscono 
quattro parametri a, b, c, d legati dalla relazione ad - bc= 1 ,  la quale ri- 
sulta in particolare sodclisfatta quando si ponga 

Per  a = d = + 1 si ha in ogni caso (ne1 gruppo ao3) l'identità, mentre 
per a = d = - 1 si ha  ancora 1' identità oppure un' involuziorie invariante, 
secondochè le dimensioni degli spazi minori che sono fissi pel gruppo (secondo 
il teorema di STUDY) hanno O non hanno tutte la  stessa parità. 

19. Involztxioni h v a r i a n t i  per gruppi canonki. Passiamo ora alla se- 
conda parte del compito che ci siamo assegnato alla fine del § 17; propo- 
niamoci cioè di costruire per i griippi di 1." e 2." specie (di cui già ahbiamo 
date le rappresentazioni canoniche) le diverse involuzioni invarianti, che si ot- 
tengono partendo dai loro sottogruppi finiti. Questi oottogruppi si possono con- 
siderare a priori come noti, perchè devono corrispondere in isomorfismo oloe- 
drico, O tuttlal più emiedrico (ne1 caso di un gruppo di 2." specie) ai griippi 
finiti di proiettività binarie, ed è noto che questi ultinii sono ciclici O diedrici, 
oppure appartengono ai tre tipi che prendono il nome dai poliedri regolari 
(t,etraedro, ottaedro, icosaedro). 

a )  Ne1 caso dei gruppi di 1." specie l'isomorfismo di cui si tratta sarh 
certo oloedrico; pertanto, tenendo presenti le considerazioni svolte da  prin- 
cipio (n.' 17), avremo: 

Dato ne110 spazio un gruppo crernoniano m3 (algebrico, segnplice, t ra~z -  
sitlvo) della 1." specie, le trasformaxioni d i  esso che lasciatzo fernzo urz pzlnto 
generico devolzo formare u n  g~zcppo finito oloedricame~zte isomovfo ad u?z grzippo 
binario ciclico O diedrico, o ad uno dei gruppi dei poliedri regolari. 

E tutti questi casi possono effettivamente presentarsi. 
Consideriamo infatti il gruppo proiettivo canonico di 1." specie in S3, del 

quale sappiamo che lascia fissa una quadrica Q, e le sue generatrici di un 
determinato sistema T. I n  questo gruppo r esistono sottogruppi finiti oleodri- 
cdmente isomorfi ad un qualunque gruppo binario finito G :  basta prendere 

(") Cfr. LIE, op. cit;, Bd. III, S. 785. Cfr. anclie FANO, Mem. cit. (Acc. di Torino), 5 2. 
(**) FANO, Mem. cit., § 3. 
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infatti quelle trasformazioni di r che subordinano operazioni di un ta1 gruppo 
binario nella schiera m1 di generatrici di Q, che è coniugata a T. Il  sotto- 
gruppo (finito) di r cos1 ottenuto dh luogo (in infiniti modi) ad un insieme 
di punti (P), il quale, per effetto delle omografie del gruppo complessivo r, 
genera un'involuzione (razionale) invariante rispetto a r stesso. Basta ora 
riferire gli elementi (gruppi) dell'involuzione ai punti dello spazio (S,), per 
ottenere in questo un gruppo cremoniano (di 1." specie), ne1 quale le trasfor- 
mazioni che lasciano ferrno un punto generico formino un gruppo finito oloe- 
dricamente isomorfo a G. 

6) Passiamo ora ai gruppi di 2." specie, e consideriamo percib di nuovo 
il griippo proiettivo r1 di S, che lascia invariata una quadrica Q,, uno spazio 
S, (u = O) col polo A e la quadrica sezione Q,, nonchè tutte le generatrici 
di un determinato sistema 1' sopra Q,. 

Anche qui, ogni gruppo proiettivo finito, il quale operi sulla schiera mi 
delle generatrici di Q, coniugata a T, pub considerarsi come subordinato di 
un gruppo proiettivo finito G (ad esso oloedricamente isomorfo) dello spazio 
S3 (U = O), per il quale sieno fissi la quadrica 62, e il sistema T su di essa. 
A quest'ultimo gruppo corrisponderà (in isomorfismo einiedrico) un sottogruppo 
finito di Gr di r', contenente il sottogruppo invariante G, d i  I" stesso, e 
quindi (l'operazione non identica di questo G p ,  ossia) l'omologia armonica I 
d i  centro A e spazio u = O. Se ora costruiamo su Q, un insieme gerierico 
di punti (Pr ) ,  invariante rispetto a G t ,  e su cui G' operi transitivamente, 
questo insieme risulterà costituito d a  un certo numero di coppie dell'invo- 
luzione (ornologia armonica) 1; e applicando a quest'insieme di punti tutte 
le trasformazioni di I", ne dedurremo una certa involuzione, composta me- 
diante la 1, la quale sarà invariante rispetto a r'. Ora,  è chiaro che sugli 
elementi (gruppi) di questa involuzione r '  opererà, non già corne un gruppo 
di 2." specie, ma come un gruppo di 1." specie; infattj, poichè l'involuzione 
stessa è composta mediante la 1, cos1 l'operaxione I lascerà fermi tutti i gruppi 
di essa, opererà cioè su1 sistema di  questi gruppi come la  trasformazione ideii- 
tica, privando (per cos) dire) il gruppo 003 subordinatovi da  r' del proprio G, 
invariante. 

Se si vuole dunque ottenere su Q, un'involuzione invariante rispetto a r l ,  
sulla quale F r  stesso operi come un gruppo di 2." specie, bisognerà costruire 
l'insieme ( P t )  partendo da un sottog~uppo Jinito G' d i  r' i2 quale lzon con- 
tenga la trasforrnazione involutoria 1. Abbiamo cosi una vera limitaxione 
nella scelta del gruppo finito G' (entro r'); lirnitazione che h a  per iscopo di 
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eliminare fin d' ora tutti quei casi, nei quali si ricadrebbe in lin gruppo di 
1." specie. 

È anche facili? constatare l'effettiva esistenza di gruppi finiti Gr non con- 
tenenti l'operazione 1; tali sono invero tutti i sottogruppi ciclici di r '  d'or- 
dine dispari (i quali non contengono addirittura nessuna operazione involu- 
toria). Ma si pub anche aggiungere che è questo il solo caso possihile; e cib 
si desume facilmente da1 fatto che u G' deve contenere la trasformazione I 
ogni qualvolta contiene un'operazione (ciclica) a periodo pari n. 

Quest'ultima proprietà si stabilisce subito ne1 modo seguente. Sia n una 
operazione ciclicn a periodo 2 n contenuta in G'. La nn sarà un'invo1uzione; 
e, come tale, se non coincide colla I, ddovrà subordinare un'involuzione anche 
nello spazio S, fisso (U =O). Quest'ultima involuzione (di S,) lascerà fissa tutte 
le rette di una congruenza lineare, avente per direttrici due generatrici u, v 
del sistema coniugato a T sulla quadïica Q,; per conseguenza la nn lasceri 
invariate le infinite coniche sezioni di &, coi piani per A che si appoggiano 
alle tc, v. Ora, eopra ciascuna di queste coniche la xa subordina l'involuzione 
avente come puriti doppi le intersezioni colle stesse u ,  u ;  questa involuzione 
non potrà dunque differire da quella che ha per centro di collineazione A, che 
viene cioè subordinata sulle stesse coniche dalla I. Sarh percib in ogni caso 
xN = I; ossiti, la  I starà ne1 gruppo G', corne si voleva dimostrare. 

Ora, se il sottogruppo finito G' di r1  (su Q,) non contiene la 1, esso è 
oloedricamente isomorfo al gruppo G subordinato nello S, fisso, e quindi anche 
:id un certo gruppo proiettivo binario; siccome poi G' non deve contenere 
alcuna operazione a periodo pari, cosi questo gruppo binario, e quindi G' 
stesso, non potranno essere altro che gruppi ciclici di ordine dispari. 

Pertanto , tenendo presenti le osservazioni già svolte precedentemente , 
avremo : 

D a t o  nel lo  spaxio un gruppo wemoniano  m3 (akgeb~ico,  transit iuo,  senz- 
plice) della 2." specie, le t ras formazioni  di esso che lasciano f e m o  un punto 
generico dov-ranno in ogni  caso f0rrnaî.e un sottogruppo ciclico d 'ordine  dis- 
p a r i  (? 1). 

20. Clnssificazio~ae dei grupp i  crenloniatzi no3 (aigebrici  , ecc.). Ecco 
ora corne si delinea 10 schema del10 studio dei nostri gruppi nremoniani cd 
(algebrici, semplici, transitivi) : 

1." gruppi di 1." O 2." specie del tipo ciclico, cioè gruppi nei quali, 
fissando un putito generico, si lia un gruppct filiito ciclico ($ 21). (Pei gruppi 
di 2." specie è solo possibile il caso del gruppo ciclico d'ordine dispari); 
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2." gruppi di l.a specie : 
a) del t1p0 diedrico (S  23); 
0) del t ipo tetraedrico ($ 2 5 ) ;  
y )  del tipo otlaedrico (5  2 6 ) ;  
8)  del t ipo icosaedrico (9 27). 

Cominceremo da1 1.' caso, e esaminercmo poi separatamente i l  gruppo 
del tipo diedrico, e i gruppi del tipo di ciascuno dei poliedri regolari (tutti di 
1." specie). 

21. Cuso ciclico. O g n i  g ruppo  c r e m o n i a m  cio3 del t ipo ciclico (siu esso 
d i  1.a O d i  ,ta specie) pub r icondursi  biraxiorculnzente ad un g m p p o  che lascia 
b w n r i a t a  uiau stetla d i  w t t e .  

a )  Coininciamo col dimostrare la proposizione pei gruppi di l.a specie. 
Riferiamoci percib alla loro rappresentazione canonica, data da1 gruppo pro- 
iettivo L di S3 che lascia ferma una quadrica QI e tiltte le generatrici di un 
sistema T sopra di essa. Bisogna ora costruire ne1 modo più generale un'in- 
voluzione J,, invariante rispetto a r, il cui gruppo generico (P) risulti gene- 
rat0 da un sottogruppo finito ciclico di ï stesso. E poichè r si pub considerare 
coine ottenuto da1 gruppo cremoniano proposto madiante ilna trasformazione 
[ l ,  121 (razionale in un solo senso) la quale faccia corrispondere ai punti di S, 
i gruppi della nominata involuzione In, t u t t o  s i  ~ i d u r r à  a fur vedere che, 
costruita IJi~zvoluxio?ze In, esiste nello spxz io  (8,) del la  puadrica &, u n a  
co?egruewa del  1.0 ordine di curve raxional i ,  invariante  rispetto a l  gruppo r, 
con ~ a r i e t à  unisecante ,  e appartenente a quell ' involuzione (tale cioè, che la 
curva della congruenza passante per un punto generico contenga sempre 
anche gli rz - 1 punti coniugati di questo). 

Ora, noi possiamo procurarci subito, e in modo assai semplice, una con- 
gruema lineare di rette soddisfacente alle condizioni richieste (ossia invariante, 
e appartenente nll'involuzione I*: l'esistenza di superficie unisecanti è in questo 
caso evidente). 

Infatti ogni gruppo di punti (P) generato da un sottogruppo ciclico di r 
appartiene ad uiia retta a, la quale si appoggia a due generatrioi (distinte) u, u 
del sistema T; e questa retta a [che contiene già ad gruppi di punti trasfor- 
mati di (P)] descrive, per effetto delle varie omografie di r, I'intera con- 
gruenza lineare di direttrici u e v. 

Qiiesta congruenza lineare sarà dunque invariante rispetto a I'; i n o l t l ~  
ogni retta di essa conterra (come la a) infiniti gruppi di punti trasformati 
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di (P), cioè infiniti gruppi dell'involuzione In, sicchè appunto quella con- 
gruenza apparterrà a questa involuzione. 

b) Passiamo al caso dei gruppi di 2." specie, e riprendiamo percib il 
gruppo proiettivo r' di S,, che lascia invariata una quadrica Q,, la sua se- 
zione &, con uno spazio s,, e le generatrici di un sistema T sopra &,. Ri- 
cordiamo pure che questo gruppo I" risulta isomorfo (in corrispondenza [2, 11) 
col gruppo ï (canonico di 1." specie) che ne viene subordinato nello S, fisso. 

Consideriamo su Q, una involuzione I f ,  invariante rispetto a r', gene- 
rata partendo da un gruppo ciclico, d'ordine dispari, (P'): proiettando sullo S, 
fisso da1 polo A di questo spazio, avremo anche in S3 una involuzione I, 
invariante rispetto a r [generata da1 gruppo (P) proiezione di (P.)] .  Ora ~ i o i  
abbiamo veduto come si possa costruire in una congruenza lineare di rette, 
di direttrici zc, v ,  invariante rispetto a r, e appartenente alla In. LJna tale 
congruenza verrà proiettata da A su Q, secondo una congruenza di coniche, 
pure del 1." ordine, appartenente alla I f ,  e invariante rispetto a r': la con- 
gruenza delle coniche sezioni di &, coi piani per A che si.appoggiano alle 
rette (unisecanti) zc e v .  

L'esistenza di una siffatta congruenza relativa all'involuzione I fn  su Q, 
permette di ritenere stabilito anche pei gruppi di 2." specie 10 stesso teoreina 
eniinciato al principio di questo $, in forza delle medesime (ovvie) osserva- 
zioni che abbiamo fatte pei gruppi di l.a specie. 

22. Discussione dei casi ulteriori. L a  discussione del cnso diedrico e 
dei casi dei poliedri regolari (relativi soltanto, come sappiamo, a gruppi di 
1." specie) si esaurirà più speditamentc? ricorrcndo a più convenienti rappre- 
sentazioni canoniche, clie equivalgono d'altronde (e devono equivalere) a quella 
data innanzi (§ 18). 

Abbiamo veduto che.  i gruppi di 1." specie sono birazionalmente iso- 
morfi al gruppo proiettivo binario. E quest'ultimo si pub a sua volta rappre- 
sentare su1 gruppo I' delle omografie che trasformano in sè una curva razio- 
nale normale di un ordine qualunque n, appartenente ad uno spazio Sn. 

Supponiamo ora che si abbia in S, un gruppo cremoniano 003, tale che 
le operazioni di esso che lasciano fermo un punto generico M formino un 
ceïto gruppo finito G. 

A G corrisponderà in r un gruppo oloedricamente isomorfo G', le cui 
omografie lasceranno invariata la curva C,, nonchè d e t e r m i d i  gruppi di 
punti sopra questa. Pe r  una conveniente scelta dell'ordins n, potremo dunque 
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supporre che rimanga fisso sulla curva precisamente un gruppo di n punti, 
ossia il gruppo (P) sezione di essa con un certo iperpiano a. Indichiamo con 
A il polo di a rispetto alla C,; anche A sarà fisso per le operazioni di Gr. 
Ora le aoS amografie di F porteranno (P) in certi 0û3 griippi di punti su C,, 
ed A nei punti di una varietà (razionale) B3. Noi potremo riferire questa 
varieth al10 spazio S3 da cui siamo partiti, assumendo anzitutto comc onio- 
loghi il punto A (che è fisso per G') e il punto M (fisso per G);  e facendo 
poi corrispondere fra loro due altri punti qualunque A' (di B3) e M' (di S3) 
quando A e M si possono portare rispett. in essi con operazioni che a lor 
volta si corrispondono nell'isornorfismo fra r e il gruppo cremoniano proposto. 
Questa corrispondenza fra 10 spazio S3 e la varietà V, trasforma eviderite- 
mente il gruppo cremoniano proposto ne1 gruppo proiettivo subordinato da r 
su V3; epperb questo secondo gruppo sarà equivalente al primo ogni qualvolta 
la corrispondenza veduta fra V3 e S, sia hirazionale (ossia nnivoca in ambo 
i sensi). Quando questa condizione sia soddisfatta, è chiaro che una qualunque 
(ulteriore) rappresentazione spaziale di V,  ci darà in S3 un tipo a cui potrà 
ricondursi il gruppo m3 proposto. 

Ora, una volta scelto il punto A invariante rispetto a G' (e sceltolo pure 
ad arbitrio, se ve n 'è  pili d'uno invariante per questo stesso gruppo), è c h i ~ r o  
che ad ogni punto M' di S3 corrisponderà su V3 un solo punto A'; ma perchè 
anche, inversamente, ad ogni punto A' corrisponda un solo M' (in particolare 
dunque ad A il solo punto AI), è necessario (e sufliciente) che A - e con 
esso il gruppo (P) su C, - non risultino fissi per nessuna trasformazione 
di I' che sia fuori di G'. Questa condizione è perb soddisfatta per ogni insieme 
(P) di n (> 2) punti di C, invariante rispetto a un gruppo Gr diedrico O del 
tipo di uno dei poliedri regolari (fatta solo eccezione per rt = 6 ne1 caso te- 
traedrico); non importerà dunque tenerne conto (ne1 caso tetraedrico faremo 
n = 4). Essa non potrebbe perb rendersi soddisfatta ne1 caso ciclico, donde 
appunto la necessità di trattare questo caso a parte (corne abbiamo fatto). 

Pertanto, dato il gruppo finito G e supposto che il suo corrispondente 
ne1 campo binario lasci fermo un insieme di n elementi, converrà scegliere 
una curva razionale normale avente precisamente l'ordine lz, e su questa tra 
gli oon gruppi di n punti (sezioni iperpiane) prenderne uno ( P )  che sia in- 
variante (soltanto) rispetto a G (omologo di G in r). Considerando poi il 
polo A di questa sezione iperpiana, applicheremo ad A stesso tutte le cioS 

omografie chc lasciano fissa la C,,, ottenendo coçi una varietà (razionale) V3,  
che cercheremo di rappresentare sopra S3 ne1 modo pih opportuno. Il gruppo 
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che cos1 verrà a corrispondere a r sarà il tipo cercato (a cui potrà ricon- 
dursi il gruppo proposto). 

23. Caso diedrico. Ogni grupyo crenzol.iiano ao3 del tipo diedrico pub ri- 
conclursi bzi.azionalma~zte ad un gruppo che lascia i,zvuriata zina stellu d i  vette. 

Per  dimostrare questo teorema, cominciamo col costruire, ne1 modo in- 
dicato innanzi, un gruppo proieftivo equivalente al gruppo cremoniano pro- 
posto. E dimostriamo precisamente che, se un punto generico di S, risulta fisso 
per un gruppo diedrico G,, d'ordine 2 n (> 4), possiamo ridurci al gruppo 
proiettivo che le m3 omografie di Sn trasformanti in sè stessa una data Cn 
(razionale, normale) subordinano sulla varietà V3 delle corde di questa curva. 
Infatti, sopra la C,  ogni G,, diedrico lascia fissi due gruppi di n punti, clie 
sempre appartengono ad una (stessa) involuziorie g: (ciclica) dotata di due 
punti npzi. L7iperpiano determinato d a  uno qualunque di  quei gruppi di n 
punti (su C,) appartiene dunque al  fascio di due iperpiani osculatori; e il 
polo di esso sarà percib un punto di una corda della Cn. 

Con cià il teorema enunciato pub ritenersi dimostrato, perché la V3 delle 
corde di C, pu6 appunto rappresentarsi sopra S3 in modo che alle corde stesse 
corrispondano le rette di una stella (che sarà invariante rispetto al gruppo cc3). 

In  particolare per n =  3 ,  si trova anche corne tipo il gruppo proiet- 
tivo ao3 di una cubica gobba. 

La dimostrnzione precedente cade in difetto per n = 2 ,  nia anche in 
questo caso si pub costruire una congruenza del 1.' ordiiie invariante e con 
superficie unisecante. Basta procedere ne1 modo che brevemente accenniamo. 

Poichè un G, diedrico in una forma di 1." specie è costituito dalle 
quattro proiettività che mutano in sè stessa una quaderna di elernenti (non 
armonica, nè equiarmonica, e senza elementi rnultipli), cos1 siamo condotti, in 
questo caso, a rappresentare il gruppo proposto (di S,) su1 gruppo proiet- 
tivo r di una Cd razionale normale in S4, facendo corrispondere birazional- 
mente ai punti dello spazio S3 i punti di una varietà TT3 (del 6.' ordine) 
generata per effetto delle operazioni del gruppo i7 da un punto generico di 8,. 

Ora affermiamo che vi sono sulln V3 tre congruenze di coniche, ciascuna 
delle quali è del primo ordine, e invariante rispetto a r. 

Consideriamo sulla V3 un punto generico P; il suo iperpiano polare se- 
gherà la C, in quattro punti A .B Cf D. Separiamo i quattro punti in due coppie, 
p. e. nelle coppie A B, CD, e costruiamo su C, l a  coppia Milr che le se- 
para nrmonicamente entrambe. È facile verificnre che i l  punto P apparterih 
al piano proiettante M N  da1 punto O intersezione dei due piani osculatori 
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alla C, rispett. in M e  in N. Questo piano MN O resta fermo per ooi omografie 
di I', le quali subordinano su di esso un gruppo del pari m1 avente come 
traiettorie delle coniche (mutuamente tangenti nei due punti M e N); vi sarA 
quindi ne1 piano stesso una conica (traiettoria del gruppo) passante per P 
e giacente sulla Y3. Siccome la quaderna A B C D  pub essere divisa in coppie 
in tre modi diversi, cos1 si ottengono per Y tre coniche giacenti yu V3;  e per 
separarle occorre l'introduzione di una irrazionalità cubica. Ma una volta 
separate le tre coniche passanti per un (particolare) punto P di V3, si pos- 
sono separare razionalmente le tre coniche passanti per ogni altro punto, 
giacchk ognuna di queste proviene da una di quelle che contengono P, per 
effetto di cui omografie di r. Si avranno dunque sulla V, tre congruenze del 
1." ordine di coniche, invarianti rispetto a I'. 

Resta da costruire per ciascuna di esse una superficie unisecante. 
A ta1 fine, fissata l'attenzione sopra una (x) delle nominate congruenze, 

si consideri il sottogruppo oot I', di I' ottenuto fissarido un certo punto H 
di C,.  Una conica generica y di x B mutata in S B  stessa da una sola ope- 
razione (non identica) di ri, cioé dall'involuzione che scambia i p n t i  cornuni 
a y e alla C4 ed ha H come punto doppio; tale involuzione lascia fermi 
due punti R ,  S ,  su y. Ora, per effetto delle ciut operazioiii di r,, ciascuno 
dei due punti R ,  S, descrive una diversa superficie irriducibile giacente 
su V3, la quale incontra in tttz punto (di contatto) le coniche di Ognuna 
delle due superficie cosi ottenute ci fornisce la varietà unisecante della con- 
gruenza, di cui andavamo in cerca. 

24. Irvidzccibilità dei cusi ulteriori. Da quanto precede risulta che 
ogni gruppo cremoniano oo3 (nlgebrico, transitive, semplice) ne1 quale le ope- 
razioni che lasciano fermo un punto formano lin gruppo ciclico O diedrico 
(inclus0 il caso della sola identith) si pub ridurre birazionalmente ad un gruppo 
che lascia invariata una stella di rette. 

Una tale riduzione non B più possibile nei casi ulteriori; si dimostra in- 
fatti che un gruppo cremoniano cmS (r) corrispondente ad uno dei tre gruppi 
dei poliedri regoluri taon lascia invariata alcuna congruenxa (algebrica, d i  
czcrve raxiolza1.i) del 1 .0  ordifie. 

Infatti, supposto che sia invariante una congruenza siffatta, le trasfor- 
mazioni del gruppo r che lasciano fermo un punto generico P dovranno 
anche lasciar ferma la curva di quella congruenza che passa per questo 
punto. Queste stesse trasformazioni saraniio dunque contenute ne1 gruppo (al- 

Anmli di iWalenzatica , tom0 XXVI. 12 
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gebrico) ool, continu0 O misto, fofmato da  tutte l e  trasformazioni di J? che 
lasciano ferma la curva considerats (per P). Il gruppo delle trasformazioni 
di r che lasciano fermo P risulta quindi contenuto (corne sottogruppo finito) 
in un gruppo mi, e percib deve essere ciclico O diedrico, contro l'ipotesi. 

0sseî.uazione. 11 ragionamento precedente non esclude che per un gruppo m3 
di uno dei tipi dei poliedri regolari si abbia una congruenza invariante d'or- 
dine h> 1;  ma esso prova altresl che in ta1 caso il gruppo G, (d'ordine 
n = 12, 24, 60) ottenuto col fissare un punto geilerico di S3 deve contenere 

un sottogruppo ciclico O diedrico d'ordine 2 - Si trae di qui che l'ordine di 
h 

un9 qualsiasi congruenza invariante per il gruppo considerato è 2 3 nei primi 
due casi (tetraedrico e ottaedrico), e s- 6 ne1 caso icosaedrico. Questi valori 
minimi (3, 3, 6) sono effettivamente raggiunti. 

Accertato cos1 che i gruppi ao3 corrispondenti ai  casi dei poliedri rego- 
lari non si possono ridurre (corne gli altri gruppi m3) ad avere una stella 
invariante di rette, converrà cercare anzitutto se B possibile ricondurli a qual- 
cuno degli altri tipi di gruppi che ci si sono già presentati (gruppi con un 
fascio invariante di piani, gruppi proiettivi e conformi). 

Possiamo perb vedere subito che i gruppi cw3 corrispondenti ai tre casi 
dei poliedri  egol la ri non posseggono alcun fuscio inva~iarite di superficie (al- 
gebriche), e perb non possono certo rjdursi ad avere un fascio invariante 
di piani. 

Infatti, nell'ipotesi contraria, agni superficie del fascio invariante sarebbe 
fissa per un sottogruppo ooe r, del gruppo proposto (r). I n  r, sarebbe a sua 
volta contenuto un sottogruppo invariante ml, il quale determinerebbe sulla 
superficie un fascio di traiettorie razionali. Ora questo fascio, per effetto 
delle aoS operazioni del gruppo totale r, descriverebbe (corne si vede facil- 
mente) utia congruenza del 1." ordine, invariante rispetto a r ;  e noi abbiamo 
giS riconosciuto che una tale congruenza non pub esistere. 

Dunque i nostri gruppi cc3 residui non sono riducibili (birazional- 
mente) u gruppi di Jonquières generalizxati. Potranno essi ridursi a gruppi 
proiettivi O conformi (del10 spazio S,)? È facile rispondero alla domanda, 
perchè i gruppi 003 (sernplici) proiettivi e conformi del10 spazio 8, (questi 
ultirni equivalenti a gruppi proiettivi di una quadrica non specializzata in 8,) 
sono completamente noti (*). Dalla enumerazione di essi risulta subito cbe 

(*) FANO, Mem, cit. (Acc. di Torido), $5 5,  6. 
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nessun gruppo proiettivo semplice di d3 corrisponde (ne1 seiiso fissato) ad uno 
dei tre casi dei poliedri regolari. S i  trova invece un gruppo conforme (e pre- 
cisamente un gruppo che lascia invariata una quartica di 2." specie) come 
corrispondente al caso tetraedrico; questo gruppo costituisce arizi, come ve- 
dremo fra poco, il tipo più generale relativo al detto caso. Ma neppure tra 
i gruppi conformi non si ha  alcun gruppo sernplice m3 corrispondente ad uno 
dei casi dell'ottaedro O dell'icosaedro. Concludiarno percib che i gruppi cre- 
~nofziani (al gebricj , semplici , transitivi) m3 del tipo ottaedrico ed icosaed?.ico 
si staccuno i i z  modo essenziale da tutti  gli al tr i  gmppi  c ~ . e ~ n o n i u ~ ~ i  primitivi 
ed imprimitivi,  in quanto essi (soltanto) sono irriducibili a gruppi di Joli- 
quières generalizzati, oppure a gruppi proiettivi o conformi. 

25. Caso tetraedrico. Ogni gruppo wenzoninno w3 del t i p  tetraedrico 
p h  ricondursi biraxionalmente ad u n  $ t y p o  confortne che Zmcia ifivariata 
uvla quartica d i  2." specie. 

Per  ottenere questa riduzione, costruiamo ne1 modo già indicato (§ 22) 
un gruppo proiettivo equivalente al gruppo proposto. 

Poichè si hanno in una forma di 1." specie delle padertze di punti 
(epuianarmonicl~e) invarianti rispetto ad un gruppo proiettivo tetraedrico G,? 
(e non per altre trasformazioni proiettive), pos~iamo rjferirci ad una curva C, 
razionale normale in 8,. Su questa curva le ooS quaderne eqiiianar~nonichc 
determinano jperpiani (S,), i cui poli hanno per luogo l a  quadrica fondamen- 
tale della polarità rispetto alla C, stessa. Questo fatto si pub considerare corne 
noto; e si pub anche verificare facilmente in modo diretto, ricordando che la 
condizione perchè una forma binaria biquadratica risulti equianarmonica è data 
dall'annullarsi del suo invariante quadratico. 

Del resto l'ordine della varietà luogo dei poli delle quaderne equianar- 
moniche SU C, pub essere valutato a priori col procedimento seguente, che 
ci servirà anche negli altri casi. 

Anzitutto l'ordine (x) di questa varietà di puuti equivale alla classe del- 
l'inviluppo degli iperpiani polari. Ora, se applichiamo ad un SR-, qualunque 
di Sn le 003 trasformazioni proiettive che lasciano fissa una data C H ,  abbislmo 
un inviluppo di iperpiani (Sn-,) la cui classe è data in generale da1 nuinero 
degli elementi (Sn-,) che passano per 3 punti qualunque di S R ,  in partico- 
lare per 3 punti di C,. E questo numero vale 
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designando con s il numero delle trsisformazioni del gruppo che lascinno fermo 
IO spazio Sn-, considerato da principio. Ne1 nostro caao si ottiene dunque 
(essendo 12 = 4, s = 12) : 

Il gruppo cremoniano proposto, equivalendo ad un gruppo proiettivo di 
una quadrica di S, (contenente una C, fissa), sarà anclie equivaleiite ad un 
gruppo conforme di S3, come afferma l'enunciato. 

26, Caso ottaedrico. Poichè ogni gruppo ottaedrico (G,,) in una forma 
di 1." specie trasforma in sè ula insieme di sei elementi ripartibili in tre 
coppie mutuamente armoniche, cos1 potremo ora riferirci ad una Ca razionale 
normale di S,, e considerare su questa le eü3 sezioni iperpiane costituite da 
terne di coppie due a due armoniche : il gruppo cremoniano proposto sarh 
e q u i v a h t e  al gruppo che le ocs proiettività di S, che lasciano fisss la C, 
subordinano sulla varietà V3 luogo dei poli di quegli cd iperp ian i  (&). 

Poichè il gruppo ottaedrico contiene 24 operazioni, l'ordine della va- 
rieth V3,  valutato col procedimento del $ prec., sarà:  

L a  teoria delle forme binarie ci dB il modo di  scrirere le equazioni della 
detta Y, e di assegnarne quindi la rappresentazione in S3,  costruendo cosi un 
tipo del nostro gruppo cremoniano (*). 

(*) Cosi dovremo poi fare ne1 cas0 icosaedrico. Qui, valendosi delle condizioni perclic 
una h r m a  binaria sestica sia ottaedrica - sia cioé covariante sestico T di una e quindi 
d i  m l  forme biquadratiche - (CLEBSCH, Theorie der Oiruiren algeh-aisc7zen Formen, pa- 
gine 410, 447), s i  troverebbe che la nostra V35 B intersezione di cinque quadriche: 

xo s4 - 4 xi  x3 -i- 3 xZ2 = O x ,x6  - 4 x , x 5  + 3 x g 8 = O  

$ o x 6 - 3 ~ 1 x 4 t ~ ~ 2 ~ 3 = 0  ~ , x 6 - 3 ~ 2 x 5 + $ ~ 3 ~ 4 = 0  

Xo X6 - 9 Lx2 Xq $ 8 x32 = O ,  

e pub rappresentarsi su S3 (per proiezione da un piano osculatore alla Ce) COI sistema 
lineare oc6 di superficie cubiche: 
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Ma poichè la V3 è del 5." ordine e su di essa non pub esistere alcun 
fascio (invariante) di piani (S 24), essa avrà le curve sezioni (cogli 8,) ellit- 
ticlie, e rientrerà qiiindi in una catcgoria di varietà già studiata (*). Cosi 
potremo concludere a priori che la V3 dovrb renire proiettata univocamento 
sopra uno spazio S, d a  una sua conica (certo esistente) (**), e che in questa 
rappresentnzione le immagini delle superficie sezioni iperpiane della V3 saranno 
superficie cubiclie. Ura ,  vi sono in S, più tipi di sistemi lineari & d i  su- 
perficie cubiclie, ad intersexioni ellittiche, capaci di rappresentare una V, del 
5." ordine di S,; ma fra questi tipi ve n'è uno solo cui corrisponde una Y, 
non contenente una congruenza del 1." ordine di rette. Siccome la nostrn V, 
non pub contenere una slffatta congruenza, clie certo risulterehbe invariante 
pel gruppo proiettivo ao3 - ($ 24) -, cosi concludiamo che la rappresenta- 
zione della V, deve precisamente condurre a quel ta1 caso, cioe al caso di 
un sistema lineare di superficie cubiche definito da una quartica base di 2." 
specie. 

Si trae di qui, che : Ogni yruppo crewoniano m3 del tipo ottuedrico pub 
r icondwsi  biruziotzalrnenie ad zc?z grzippo d i  trasformazioni cubiche caratte- 
rixzato du2 trasfomzcwe in sè stesso il sistema lineare delle supe@ie d i  
3." ordine passant; per una  quartica d i  2.a specie. 

Osservazione. Sopra la nostra V,  di S' esiste una congruenza di rette 
del 3.0 ordine invariante rispetto al gruppo proiettivo considerato; essa viene 
rappresentata in S3 dalla congruenza delle corde della quartica fondamentale, 
clie è a sua volta invariante pel gruppo cubico di S3. 

L e  rette di quella congruenza del 3.' ordine su V, contengono rispett. 
i poli dei gruppi delle ao2 involuzioni Ii di forme ottaedriche, del tipo 
X, x2 (IL, 2: + k, xi), sulla curva Ce. L a  congruenza é del 3 . O  ordine, corrispon- 
dentemente al fatto analitico che agni forma ottaedrica pub 'ridursi al  tipo 
X, xP ( I c ,  x,4 + kz $4) - O anche x, x, (xi f 2:) - in  tre rnodi diversi (scegliendo 
cioè una qualunque delle tre coppie ârmoniohe che ne sono parte corne coppia 
d i  riferimento z, = 0,  x, = 0). 

(*) ENRIQWES, Sui sistemi lineari di superficie algeh-icLe le czci inttlrsezioni cn&bili 
sono eut-ve ellittiche. Rend. Accad. dei Lii-icei, 1894 (pag. 481 e 536). Cfr. anche Ma- 
them. Annalen, Bd. 46. 

(*') Quando la V, si proietti da un  piano osculatore alla C6 [cfr. l a  nota ("), a pa- 
gina precedente], questa conica si riduce a una re t t a  (tangente alla C 3  contata due 
volte. 
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27. Cuso icosaedî.ico. Poiché ogni gruppo icosaedrieo (G,,) in una forma 
di 1.'' specic è definito da1 trasformare in sè stesso un certo gruppo di 12 
elementi di questa forma, potserno riferirci in questo caso alla curva C,, ra- 
zionale norniale di s,, . Dovremo considerare le cc3 sezioni iperpiane di essa 
che costituiscono gruppi icosccedl-ici (cioè invarianti per gruppi proiettivi ico- 
saedrici sulla C, , ) ,  e l a  varietà I/, liiogo dei poli di questi iperpiani. 

I l  gruppo crenloniano proposto dovsà operare ne110 spazio come i l  gruppo 
proiettivo della C,, opera sopra questa V 3 .  

L'ordine del la  I'T,, valutato secondo l a  formola del $ 25, è :  

Della V2, possiamo scrivere le equazioni, mediante la teoria delle forme 
hinarie. Valendoci di queste equazioni dirnostreremo che : 

La V3 viene proiettatu univocamente (sopra uno spazio S,) du ogni  8 8  

o s c t d a t o ~ ~ e  alla Ci,. L e  i m m a g i n i  delle sue sexioni iperpimze ~ i s u l t u n o  su-  
perficie del 7.0 ordine componenti zm sistellza lirieare cdg. 

Ne dedurremo quindi che il gruppo cremoniano proposto si pub ridurre 
loirazionalmente ad un gruppo di trasforinazioni del 7." ordine, che lascia in- 
variato il detto sistema lineare. 

Rappresentata la nostra, C,, colle equazioni parametriche (i=O, 1, 2, ..., 12) 
Xi  = 1 1 2 - i  rij 

noto che ogni punto ( x )  del10 spazio S,, ha  come iperpiano polare rispetto 
questa curva l'iperpiano di coordinate 

quale sega la C,, nei 12 punti rappresentati dall'equazione 

punti della nostra Vi, sono i poli degli iperpiani le cui sezioni con C,, 
costituiscono gruppi icosaedrici. Ora le condizioni parchè sia icosaedrico il 
gruppo di 12 punti (di C,,) rappresentato dall'ultima equaziorie, ovvero (cam- 
biando A in - 1.) dalla: 

sono espresse simbolicamente da  
( f  f 1' = O,  
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e portano alle 17 equazioni (*) 

tlove la somma va estesa a quei valori di A (zero incluso) che sono r~ p e 
L 8, e t d i  ancora che p - A r 8. 

Si pub dunque afferiiiare che le 17 equaxiot~i (2) rappresentatzo la V;, 
l a  quale (in particolare) riesce intersezione parziale delle 9 quadriche (le cui 
equazioni sono ottenute dalla (2) per p = O ,  1,. . . , 8) : 

Si consideri ora 10 spazio (S,) 2 di equazioni : x, = xi = 3, = x, = 0, 
osculatore alla C,, ne1 punto x, = . = x,, = O. Vedremo facilmente che 
l'intersezione delle 9 quadriche (3) (esclusa la parte che sta nell'iperpiano 
x, = O) viene proiettata univocamente da y; ne seguirh che tale intersezione 
(residua) è jrriducibile e quindi, contenendo la Va', coincide con questn. La 
stessa 'C.TZ: risulterh percib proiettata univocamente (da 3, e quindi) da  ogni 
S8 osculatore a CI,. 

Un S9 generico passante per si rappresenta con equazioni del tipo 

dove le a sono certe costanti. Ora, queste equazioni, congiunte allo (3), dnnno 
un sisteina che è soddisfatto da un solo gruppo di valori dei mutui rapporti 
delle xi (x, =:= O), poichè dalle stesse (3) seguono (per x, =+ O) le x4, r ; ,  . . . , r , ,  
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espresse rnzionalmente mediante xo7 xi, II*:, x,. La varieth intersesione delle 
nove qundriche (3) è dunque incontrata da un S, generico passante per 3 
in .ulz (solo) punto esterno allo spazio x, = O. Escludendo pertanto da questa 
varietà la parte di essa (certo esistente) che é contenuta in xo = 0 ,  dovrh 
restare una varietà a tre dimensioni proiettata univocamente da x ,  ~d es. 
sullo ,S3 fondamentale opposto (x4 = . . = xip = O). Questa parte sarà ap- 
punto, come già abbiamo nokato, la nostra y?. 

La corrisponde~iza biunivoca che coui risulta stclbilita fra la varietà V:2 e 
IO spazio S3 (x, = . . . = xi? -O) su1 quale l'abbiamo proiettata (da s) sarà 
rnppresenhta dalle stesse equazioni che,  in forza delle (3), esprimono le 
x, ,..., xj2 mediante x,, x,, x,, x,; vale a dire ogni punto di questo S, sarà 
proiezione di quel punto di Vi, (completamente individuato, fincliè xa =:= 0) che 
ha le stesse x,, x,, x,, x,, e per cui le x ,,..., xi, sono cosi definite : 

2% = - 3 X, (4 II*, x3 - 3 x;) - 2 XO Xf X 3  
2.0 l ! 1 

r9 = 1 - 27 a,  (4 xi x, - 3 z:)~ + 108 xo x, xs (4 xi x3 -- 3 xi) - BO x: x: 
xo 1 
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Cib posto, è pur cliiaro che il sisteina lii~eare rappresentntivo della Vi2 si 
ottersà' ponendo nell'equazione lineare generale : 

in luogo di x,,.  ,., x,, le loro espressioni mediante x,, X I ,  x,, x,. Moltipli- 
cando ancora tut t i  i termini dell'equazione per la potenza massima x: che 
compare a denominatore, e ponendo per brevità: 

- 9 & zs (35 f' + 200 zi f + 64 x, si s,) + 640 x: 2,2: 1 

A~zriali di Mate?nalica, tomo XXVI. 13 
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Alle sezioni iperpiane della varietà P;" corrispondono dunque superficie 
del 7.' ordine aventi a comune una conica doppia x, = f = O e una retta 
(semplice) x, = xi = O tangente a questa conica; lungo questa retta tutte le 
superficie del sistema sono toccate dallo stesso piano x, = O. L' intersezione 
loro con questo piano, all'iiifuori di quella conica e di questa retta (ciascuna 
contata due volte), comprende una retta variabile del fascio x, = x, + ?, x, = 0. 

Il purito fondamentale x, = x, = x, = O è trip10 per tutte queste super- 
ficie, e il relativo cono tangente si riduce a l  piano x, = O contato tre volte. 

Concludiamo dunque : Ogni gruppo cremoniano ooS del tipo icosued~.iro 
si pu3 ricondurre biraxionulmente ad un gruppo d i  trusformaxioni del 7 . O  or- 
dine che lasciano invariato un sistema lineare ooi2 d i  superficie cl'ordim 7 ,  
le quali si toccano convenientemente nei punti di  una curva buse costituitn 
da. una conica doppia e da una retta sernplice (tangente alla conica in uri 
punto che è trip10 per quelle superficie). 

Il gruppo tipico contiene entro di sè un gruppo proiettivo me che lascia 
invariata una cubica gobba ed un punto di essa. Questa circostanza permet- 
terebbe di andare più innanzi nello studio del gruppo. 

Bologna-Roma, Maggio 1897. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I N D I C E  

Introdmione . 
Proposizioni p~eliîninari . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Q9 
Gruppi pf-imitivi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  » 
Gruppi semxplicemente infiniti . . . . . . . . . . . . . . . . . .  § 
Gruppi lu cui ~iduaione si pu6 fur dipendwe da quella dei yruppi sol . 

Gruppi doppiamente intransitivi . . . . . . . . . . . . . . .  » 
Gruppi integrabili . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  » 
Gruppi m2 (Corollario) . . . . .  . . . . . . . . . . . . . .  » 
Gruppi semplicemente intransitivi . . . . . . . . . . . . . .  » 
Gruppi transitivi impriinitivi. 004 d m e n o .  che lasciano invariante uria 

ser ie  ool di superficie . . . . . . . . . . . . . . . . .  » 
Fascio invariante di superficie . . . . . . . . . . . . . . .  » 
Serie  invariante di superficie d'indice > 1 . . . . . . . . . . .  » 

Analisi dei cnsi residui . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  » 
Gruppi transitivi che posseggono m a  concjruenza invariante del 1.0 ordine i cui 

elementi (curve) vengono scambiati in modo primitive . . . . . . .  » 
Grzippi semplici. transitivi. ooS : 

Generalità . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  » 
Rappresentazioni canoniche . . . . . . . . . . . . . . . .  » 
Involuzioni invarianti pei gruppi canonici . . . . . . . . . . .  » 
Classificazione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  » 
Caso ciclico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  » 
Discussione dei casi ulteriori . . . . . . . . . . . . . . . .  » 
Caso diedrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  )> 
Irriducibilità dei casi ulteriori . . . . . . . . . . . . . . .  » 
Caso tetraedrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  » 
Gaso ottaedrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  » 
Gaso icosaedrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  » 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Formole per la composizione di più mo- 
vimenti finiti. 

(Di R. M e ~ c o r , o ~ a o ,  a Messina.) 

L e  forrnole e i procedimenti coi quali si cornpongono i moti elicoi- 
dali irifinitesimi presentano, com'è noto, la  più stretta analogia col problema 
della riduzione di un sistema di forze ad  una forza e ad una coppia, O a 
due forze uniche, ecc. 

Tali procedimenti si fondano sostanzialmente sulla invertibilità dei moti 
infinitesimi e sulla proprieth che le rotazioni infinitesime intorno a d  assi con- 
correnti si compoiigono e decornpongono corne le forze applicate a d  uno stesso 
punto. Cib non ha pih Iuogo per le rotazioni finite, e quindi non si possono 
assegnare con pari speditezza le formole che fanno conoscere gli elementi del 
moto elicoidalt! risultante di più moti elicoidali. 

Mi propoiigo, in questa riota, d i  stabilire tali formole. 

Notazioni. 

Ogni retta uscente dall'origine degli assi (raggio) è individuata dai t re  
coseni dcgli nngoli che essa forma cogli assi; ogni altra retta (asse) i? indi- 
viduata da sei coordinate omogenee e ci& dai suoi coseni clirettori (a,  f i ,  y )  
e dai suoi t re  momenti (1, pl Y) rispetto agli assi coordinati, definiti dalle: 

A = y y - p z ;  p = a ~ - - / x ;  v = P x - a t j ,  

dove z, y, x sono le coordinate di un punto qiialunque clcll'asse; t ra  le coor- 
clinate omogenee linnno luogo le due relazioni: 

a' + fi2 + 7' = i ; a A  f p I * + Y ~ = O .  

Dati  11 assi (raggi) distinti, che jndicheremo coi numeri X., k,. . . k,, accen- 
An~tnli di Materzaticrr, tom0 XXVI. 11 
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102 M u  9. c O l o n g  O :  Fornzole pet- lu co~npoosizione 

niamo con: 
( k r k s )  e [ h l ~ s ]  ( r<s ) ,  

rispettivamente: il coseno dell'angolo format0 dni due assi X., e ks, cd il se. 
stuplo volume del tetraedro clie lia per spigoli opposti due segmenti eguali 
ad uno sui due assi, cioè il moment0 dei due assi; per modo clie: 

Com'è noto, il determinante ( l a i  k.,. k,) dicesi seno dell'angolo triedro for- 
mato da tre  raggi i cui cnseni sono a; P; y ; ,  ecc. ,  oppiire seno dell'angolo di 
t r e  assi rispettivarnerite paralleli ai raggi considernti in quel determinato 
ordine. 

Ci6 posto consideriamo 2 Y assi (raggi) e con i coseni dei loro angoli 
due n due formiamo i prodotti T- ad  r in modo che in uno stesso prodotto 
non sia ripetuto un medesimo nuinero; assurniamo quindi un ta1 prodotto po- 
sitivo O negativo secondo che la successjone dei numeri presenta un numero 
pari O rlispari di inversioni. La somma algebrica dei prodotti cosi ottenuti 
sarh indicatn con: 

(ki  k2 . . . fi2,.). 

Essa coiiterrà 1 . 3 .  5 .  . . (2 r - 1) termini e il numero dei termini positivi 
supera di uno quel10 dei negativi. 

Accenneremo invecc! con : 

[kl kz -16,  r ] ,  

la  somma algebrica dei prodotti formati con Y - 1 coseiii e con uno dei te- 
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traedri [k, k,], seguendo le stesse norme di prima. Per esempio abbimno: 

(1 2 3 4) = cos (1 2) cos (3 4) - cos (1 3) cos (2 4) + cos (1 4) cos (2 3 ) ,  

[ l  2 3 41 = c o q 1  2) [3 41 - cos(1 3)  [2 41 +cos( l  4) [2 31 + cos(2 3) [l 41 

- cos (2 4) [ l  31 + cos (3  4) [l 21. 

Consideriamo 2 Y + 1 assi e ,  colle stesse norme, formiamo i prodotti î. 

ad î. con 1. - 1 coseni degli assi due n due e con uno dei seni degli assi 
tre a tre. La somma algebrica dei prodotti cos1 ottenuta sarà indicata con: 

(h k2 . . k r + i ) ,  

e conterrà 1 . 3 .  5 . . . (2 î. + 1) termini. 
3 

Finalmente accenneremo con : 

[k, k2. . - L k , ]  7 

la somma algebrica dei prodotti formati con Y - 1 caseni e con una delle 
esprcssioni [ki X., k,] ; con Y - 2 coseni, uno dei tetraedri [k, k,] ed uno dei 
seni di tre degli assi, tenendo sempre ferme le stesse convenzioni riguardo 
ai numeri che figurano ilel prodotto e riguardo ai segni dei singoli prociotti. 
Cos1 è per esempio : 

( 1  2  3 4 5) = se11 (1 2 3) cos (4 5) - sen (1 2 4) cos (3 5 )  + sen ( 1  2 5) cos (3 4) 

+ sen (1 3 4) cos (2 5) - sen (1 3 5 )  cos (2 4) - sen (2 3 4) cos (1 5) 

+ sen (2 3 5 )  cos (1 4 )  - sen (2 4 5 )  cos (1 3) $- sen (3 4 5) cos (1 2) 

+ sen (1 4 5) cos (2 3) 

[1 2 3 4 51 = cos (1 2) [3 4 51 - cos (1 3)  [2 4 51 + . - . 
+[ 1 2 ] ( 3 4 5 ) - . . .  

Composizione di piii rotazioni finite intorno ad assi concorrent i  

Due rotazioni eguali e del10 stesso senso effettuate intorno ad assi pa- 
ralleli si diranno equipollenti. Per esprimere che la rotazione 2 0 è effettuata 
intorno ad un asse di coordinate (a, f i , .  .. v), oppure intorno ad un raggio i 
cui coseni sono (a, B ,  y', scriveremo brevemente : 

2 0 (ct, f i ,  7. . . V )  oppure 2 o (a, P ,  y). 
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Pariinenti per indicare che un moto elicoidale di parametri 2 r ,  2 o, cioè 
tale che la  traslazione è 2 s e la rotazione 2 0 ,  è effettuato intorrio ad un 
asse (a ,  f i , .  . . Y) scriveremo : 

2 5  2 0  (a, p , . . .  v); 

e coçi ancora per indicare che l a  traslazione 2 r è effettuata in una direzione 
i cui coseni sono (u, b, c) scriveremo : 

2 r (u, b, c). 

Consideriamo l a  rotazione 2 6 )  (cc, ,û, y ) ;  diciamo x, y ,  z 1c coordinate di un 
punto, distante di uno dall'origine, prima della rotazione e poniamo : 

x + i y  1 + z  ce-=--- > i =  VTl, 
1 - 2  x - i y  

Dopo l a  rotazione x ,  y ,  z ,  <, diventino rispettivamente x', y', z', t'; è 
noto che : 

Siano ora da comporre 12 rotazioni 2 wr (a,, BI- ,  y,.) (1 .  - 1, 2 ,  3 , .  . . n )  e 
poniamo : 

COS Ur = ilr ; Se11 6jr  = Sr ; 

ar = Cr + i y,. s~. ; d, = c,. - i y, S, ; 

Diciamo infiiie A , ,  D,, B,, En, le quantità analoghe relative alla ro- 
tazione 2 w (a, p, -/) risultante in quelle n date. L'applicaziorie successiva della 
trasformazione (1,) conduce facilmente al seguente : 

Teoretna 1 . O  Le quantith A,:  D,, B,, En, dipendono dalle a,, b,, c,, 
e,. in modo che : 

avvertendo di eseguire il prodotto del secondo membro ncll'ordine stabilito, 
moltiplicando le  linee del primo determinante per le colonne del secondo; poi 
le linee del determinante prodotto dei primi due, per le colonne del terzo e 
cosi di  scguito. 
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D a  questo teorema generale, oppure d a  facili considerazioni dirette, di- 
scende subito quest'altro : 

Teorenzu 2.0 h due rotazioni 2 u),  (a, ,  p l ,  y,), 2 (y), (a,, fi,, y,) si piib so- 
stituire una rotazione uiiica 2 w (a, p, y) tale che : 

COS w = C i  Cp - SI S* (1 2) 

a sen w=c2  si a i  + C I  s2a2  7 - P t  y I ) s i s 2  

p s e l l o = c , s i B , $ - c , s , @ ,  7 (yI a, - y , ~ : , ) s , s ,  

y sen w = c2 SI y1 + CI  s2 ye r (ai fi, - a? P l )  S I  sz , 

i i i  cui è d a  tenere il segno -, se le rotazioiii sono effettuate nell'ordine 
1, 2 ;  il segno +, se iiell'oi'dine inverso. 

Possiamo ora stabilire le formole generali per la  composizione di più 
rotazioni, componendo successivamente colle (2), tre, quattïo, ecc., rotazioni. 

Poniamo : 

a ( l ) = a l ,  b ( l ) = B i ,  c ( l ) = y l ,  

e poi iri generale : 

e due espressioni analoghe ottenut,e da  queste con permutazioni circolari. È 
palese la regola con la quale si succedono i segni. . 

T r a  queste quantità e le altre già, definite, hanno luogo alcune relazioni; 
noteremo le seguenti : 
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Teorema 3.0 A più rotazioni 2  a, (a,., P r ,  y,), ( r  = 1, 2 ,  .. . 12) si pub 
sostituire una rotazione unica 2  w (a, 0, ed è: 

C O S W = C , C  2 . . . ~ n - ~ ~ l ~ 2 ~ g . . . ~ n ( 1 2 ) +  ~ S ~ S ~ S ~ S ~ C ~ ~ . . C ~ ( I  2  3 4 ) - - . . .  

+ y  S i S Z S , C  , . . .  C , ( 1 2 3 ) - x s , s  ,... s5c  ,... C , ( 1 2 3 4 5 ) $ - * . -  

f s , s  ,... & ( 1 2 3  ... n ) ;  
1 (4) 

~ S ~ J I  o =  Z s I c , c 3 .  .. ~ , a ( l ) -  L,s, s,s,c, .  . . r , n ( l  2 3) + % . .  

- 2 sp c3.  . . Cn a (1 2) + 2 si s2 Sg S4 C~ . . . Cn a ( 1  2 3 4) - . - . (4*) 
+ s , s  ,... s , a ( 1 2 3  ... n) ;  1 

e due altre analoghe che si ottengono con pern~utazioiii circolari. Nell'ultirno 
terniine delle formole precedenti è da  ritenere il segno +, se l z  = 4 h ,  op- 
pure 4 h -  1; il segno - negli altri casi. L e  rotazioni si iniendono ef- 
fettuate nell'ordine 1 ,  2  ,. . . n (*). Ammesse vere queste forrnole per n rota- 
zioni, col sussidio delle formole (2) e colle relazioni (3 )  si dimostrano vere 
per n + 1. L'ampiezza e I'asse della rotazione risultante dipendono, a parifà 
di altre condizioni , dal17 ordine con cui si compongono le  rotazioni singole ; 
infatti i primi due termini del valore di cos w non dipendono dall'ordine d i  
composizione; tutti gli altri invece dipendono d a  questo ordine. Cosi per 
esempio per ~t = 3 ,  qualunque sia 1'ordine con cui si compongono le ïota- 
zioni, cos w non pub avere che due valori soli cioè: 

C, c2 c3 - C, S ,  s3 COS (2 3) - cp s3 S, COS (1 3 )  - c3 S ,  sp  (1 2)  3z S, s :~  s3 sen (1 2 3). 

Supponcndo le rotazioni infinitesime si ottengono formole note. 

Composizione di due rotazioni  finite intorno ad assi 
non concorrenti .  

Yremettiamo i seguenti tcoremi, la  cui dirnostrazione non presenta dif- 
ficoltà: 

Teorema 4.0 Ad una rotazione 2 w (a, P , .  . . u )  si pub sostituire una ro- 
tazione equipollentc 2  w ( E ,  B, y ,  ?,', y') seguita da unn traslrizione 2 t (a, 

(*) Coll'espressione abbreviata 2 s, s, c:; . . c,, (12) intendiamo la somma : 

s1 s2 cp . . . en (12) + si s3 c4 . . . cl, (13) t . . . + s,,-1 sn cl c2 . . . ci, 2 ( U  - 1, 1 2 )  

e cosi per tutte le altre. 
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6, cj in cui, dettn p la clistanza trn i due assi, è:  

r = p sen o \ 

p e = s e n o  [ a  (,u-rl)-P(h- A ' ) [ +  cosw(u - u') . l 
1 

Ln direzione della traslazione B normale agli assi di rotazione. 
Teo).elnn 5.0 Ad una rotazione 2 0 (a ,  6, 7, j., p, u) e ad una trasla- 

zione 2 ï (a, B ,  r) si pu6 sostituire un moto elicoidale 2 r , ,  2 6, ( a, /3, 7, if, 
pl, v ' ) ,  in cui: 

A 1 s e n ~ = I b s e n o  + r ( y O - F e ) $ - r a c o s o - t  
' a c o s W  1 p 'senw=psenol  + r ( a c - y n ) + r b c o s w - r , P c o s w  

I ( 7 )  
Y' sen w = v sen w L T (p  a - u O) + .r c cos w - r,  y cos w . 

& d a  assumere il segiio +, se nei movimenti componenti precede la ro- 
tmione; il -, se precede la traslazione. 

Proponinmoci ora di comporre due rotnzioni 2 w, ( c c , ,  B , ,  . . y,), 2 w ,  (a,, 

P ? ,  ... u2j. 
Al  sistema di queste due rotazioni potrcmo sostituire: la rotazione 2 o,, 

unn rotazione 2 a', (a,, B ,,.. . y ,  ?.', , ,. . . Y'?) equipollente alla seconda, 
jntorno a d  un 2sse parallelo passante per un punto (3, y ,  2) del primo, sc- 
guita da una traslazione : 2 p s, (a, b, c) .  Le a, b, c sono date dalle ( 5 ) .  Alle 
due rotazioni possiamo ~ost i t~uire una rotazione unica; I'ampiezza e j coseiii 
direttori dell'asse sono dati dalle formole ( 2 ) ;  finalmente valendoci del teo- 
rema 5' troveremo gli elementi del moto elicoidale risultante. La traslazione 2 r 

i: quindi espressn, per la (G), da  : 
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108 Ma Y co  l o n g s  : Formole per l a  composi .z ione 

Inoltre abbiamo : 

e perb, riducendo, si trova : 

t s e n  o = s ,  s, [l 21. 

Colle (7) si trovano Ic coordinaie 1, p ,  v ,  dell'asse di  moto elicoidale risul- 
tante;  di guisa che abbiamo: 

Teorema 6 . O  A duc rotazioni 2 w,  (a,. . . Y,) ,  2 w, (a , .  . . Y,) si pub sosti- 
tuire un moto elicoidale 2 r, 2 h (a, ,û, . . . v )  i cui elementi sono: 

e formole analoglie. 
Inversamentc possiamo sostituire ad un dnto moto elicoidale, ed in in- 

finiti modi, i l  sistcmn di due rotazioni intorno a due :mi, Fissato ad arbitrio 
un0 di questi, per esempio ( a , .  . . v,) restnno determinate le due rotazioni e 
l'altro a s e .  Iiifatti dalle (9) dediicianio : 

(al -l- BI P -k 7 1  v + a Al + B pi  + Y v i )  w + T (a 1, + P p, + */ v,) COS o 

= C! S, [l 21 = r sen w  cotg w ,  , . 

d'onde si ricava w, e quindi c, ed s,. L e  sei equazioni (9) e una delle (8) 
possono quindi riguardwsi come sette equazioni lineari in c,, s, a , ,  . . . , s, y,; 

sarà quindi individuatn l'altra rotnzione F! le coordinate dell'altro asse. Non 
tutte le rette possono nssumersi come assi della prima rotazione; occorre 
escluilere quelle clle appartengono al complesso lineare : 

(all f - y ,  Y) sen u1 + r  (a 1, +. m . )  COS w = O .  

Questi due assi di rotazione non sono rette coiiiugnte rispetto al cumplesso, 
a meno clie le rotazioni siano infinitesime. 

Possiamo diinque concludere che : 
T e o v e m a  7.0 Si  pub in infiniti modi sostituire ad  un dato moto elicoi- 

dale il sistemn di due rotazioni intorno a due assi;  scelto a d  arbitrio uno di 
questi, resta, in generale, determinato l'altro e le ampiezze delle due rota- 
zioni; il sestuplo volume del tetraedro che h a  per spigoli opposti due segmenti 
rispettivameiite eguali ad  s, e s, sui due ~ s s i  di  rotnzione, è costante. 
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Composizione di due e più moti elicoidali. 

Supponiamo ora più generalmente di dover comporre un moto elicoidale 
2 r , ,  2 a, ( a , .  . Y , )  con una rotazione 2 w,  (a,. . Y,). Al sistema della traslazione 
e delle rotazioni possiamo sostituire, come ne1 cas0 precedente, il sistema 
equivalente 2 r , ,  2 w, , 2 w',, 2 r ,  in cui r  = p s, e la direzione di t è definita 
dalle (5) ; componendo 2 w, con 2 of ,  otterremo un'unica rotazione 2 w  [a, P , .  . . u') 
e quindi il sistema 2 r i ,  2 w, 2 r .  Decomponiamo r ,  in due, una r" lungo l'asse 
della 2 w  e l'altra normale, che insieme colla 2 w  dà luogo ad una rotazione 
equipollente intorno ad un asse (a, P, y, A", Err ' ,  v t i )  e per le (7) avremo: 

À " ~ e n w = A ' s e n o - r , ( ~ p , - ~ ~ , ) s e n w  

Il sistema primjtivo è dunque equivalente all'altro 2 w,  2 r", 2 r ,  e, potendo 
invertire le traslazioni, all'altro 2 w, 2 r, 2 r". Decomponiamo infine 2 t come 
si è decomposto 2 r ,  ed otterremo il moto elicoidale 2 7, 2 w (a, ,O, . . . v),  in cui: 

h sen o = A" sen w $ r (y 6 - c) sen w 

e quindi procedendo come ne1 caso di prima si ha  : 
Teorevzn 8." Ad un moto elicoidale 2 r i ,  2 w ,  (a , .  . . v , )  e ad una rota- 

zione 2 a, ( a : .  . . v,) si pub sostituire un unico rnoto elicoidale 2 r, 2 w (a, &. .. v ) ;  

ed è :  
t sen w  = r , (c , s ,  + c i  ~ ~ ( 1 2 ) )  +sis, [l 21 

1 sen w + r a  cos w = c, s, 1, + C I  s2 1,- 1 ( A U ,  - P, u t )  - ( y lp , -  y2pl) jsl s2 
(10) 

I + r ,  1 ~ l c I c , - ~ , s i s , + c ~ s 2 ( ~ , y i - - p , y ~  , 
e due formole analoghe, mentre w, a, Pt y sono definiti dalle stesse formole del 
teorema 6.' 

Annali di Matematica, tom0 XXVI. 15 
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110 M a r  C O  1 ola g o  : Formole per la co?nposizione 

E col10 stesso metodo: 
Teorema 9 . O  A due moti elicoidali 2 r , ,  2  a, (a, . . . Y,); 2 r , ,  2  W, (u,. . . v , )  

si pub sostituire un unico moto elicoidale 2 r ,  2  w (a. . . Y); ed è : 

e due formole analoghe. 
Applicando successivamente i teoremi 6.' e a.", potremo comporre t re ,  

quattro, ecc., rotazioni intorno ad assi qualunque, e stabilire le formole ge- 
nerali per l a  composizione d i  1.1 rotazioni. 

Poniamo : 
a [ l ]  = 1, ; 6 [l] = p, ; c [l] = Y, , 

e poi in generale : * 

e due espressioni analoghe per b [l 2  3 .  . . 2  r - 11 e c  [ l  2 3 . . . 2  r  - 11 
formate rispettivamente colle 0 e p e colle y e Y. Pongasi ancora : 

a [ l 2 3  . . .  2 r ] = p , c [ 2 3  . . .  2 1 . 1 - B , c [ 1 3  ... 2 ~ ] + . .  . 
- & c  [ l 2 3  ... 2 r - 1 1  

e due espressioni analoghe per b [ l  2 3 . . . 2 r ]  e c [ 1  2 3 . . . 2 r ]  . 
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di più tnovimenti finiti. 11 1 

IIanno luogo le seguenti relazioni : 

[ l 2 3  ... 2 r - l ]  an,,+b i l 2 3  ... 2 r -  l ]y ,+ , -c[123. . .2r -1]~n+l  

+ ( 1 2 3 .  . . 2 r - 1 ) h n + , + b ( 1 2 3 . .  Z r - l ) ~ , + ~ - c ( 1 2 ~  . . . 2 r - 1 ) r n k i  

- = a [ 1 2 3 . . . 2 r - 1 ,  n + 1 ] ,  
ed inoltre : 

Cib posto possiamo enunciare il seguente: 
Teoj.enza 10.0 Ad n rotazioni 2 w, (a,. . . v,) ( r  = 1, 2 ,  .. . n) si pub so- 

stituire un unico moto elicoidale 2 t ,  2 w ( a .  . . u) ;  le grandezze 2 w, a, B, y 
sono definite dalle.formole (4); per le altre valgono le fornlole seguenti : 

t s e n w = ~ s , s , c , .  . . c n  [12]  - y s , s , s , s , c ,  .. . c n [ l  2 3 4 1  + S . .  

- ~ s ~ s ~ s ~ c ~ . .  [l 2 3 1  + Z S ~ . . . S ~ C ~ .  . .cn [l 2  3  451 - .  
5 sis ,... s n [ 1 2 3  . . .  n ] ;  

À sen w + r a c o s o = ~ s ,  c ,... cna [l] - ~ S , S , S ~ C  ,... c H a  [l 2 31 +... 
-x sIs2c B... c l z a [ 1 2 ] + ~ s , ~ , s 3 ~ , c  5 . . .~na[1234]- . . .  

* s i s  ,... Sna  [l 2 . . . n ] ;  

e due formole analoghe. Le  rotazioni si campongono nell'ordine 1, 2 ,.. . ta. 

Queste formole si provano veïe per n + 1 rotazioni ammettendole vere 
per n e tenendo presenti le (12) (13) e (14). 

Colle formole e coi metodi precedenti è ancora, facilissima la  composi- 
zione di n moti elicoidali 2  7,, 2 w, (a,. . . y,) (r = 1, 2 , .  . . n). 

Le formole che danno w ,  a,  6 ,  y ,  relative al moto elicoidale risultante 
restano le stesse, mentre le (15) e (16) vengono aumentate di funzioni lineari 
ed omogenee nelle r ,  e che per brevità non trascriviamo; cos), per esempio, 
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112 M a  r c O l O n y O :  Foîvmole per la co~izposixione, ecc. 

il valore (15) di r sen w viene aumentato della espressione : 

- ~ ( s , s , c ~ . .  . c ~ P ~ ( ~  2 3 )  +... 
Se è nul10 il secondo membro della (15), abbiamo : 

~ s e n w = = O ,  

e quindi il moto risultante si riduce ad una traslazione unica, O ad una ro- 
tazione uiiica. H a  luogo il primo caso, 'se il secondo rnembro della (4) è 
eguale a rF 1. 

Messina, Maggio 1897. 
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Sulle vibrazioni dei solidi elastici. 

(Di GIUSEPPE LAURICELLA, a Pesaro.) 

N e l l n  mia Mernoria: Suile epuazioni del moto  dei c o ~ p i  elasiici (3, 
trattando della quistione d e l l ' e ~ i t e n z ~  delle soluzioni ecoezionali delle equazioni 
indefinite, dalle quali si pub fare diyendere l'integrazione delle equazioni del 
moto dei solidi elastici, non riuscii a dimostrare in modo completo l'esistenzu 
di una serie indefinita di queste soluzioni eccezionali ne1 cas0 i n  cui le cor- 
rispondenti espressioni delle tensioni si aniiullano alla superficie del corpo, il 
qua1 cas0 è appunto quel10 da1 quale dipende effettivamente il problema del 
moto. Ora ho potuto osservare che modificando un po' i calcoli di tale Me- 
morin, si pub completare questa quistione (**). 

(*) Mernorie della Reale Accademia delle Scienze di Toî-ino, Ser ie  II, Tom. XLV. 
("*) Tale  modificazione é mecessario f a d a  pure  nella Memoria richiamata sopra p e r  

il caso di soluzioni eccezionali che s i  annollano nei punti della superficie del corpo; e per  
questo basterà  sostituire a l  5 3 del Cap. 1 il 5 4 del presente lavoro (cib che porta  a 
lievi modificazioni di simboli nei paragrafi seguenti) e osservare clie, dipendentemente 
dalla natura della funzione f scelta a d  arbitrio (Cap. II, 3 3), puo darsi che l a  serie delle 
soluzioni eccezionali, delle quali s i  viene a dimostrare l'esistenza sia finita. Allora p e r  
completare l a  quistione, ossia p e r  provare che v i  sono effettivamente infinite soluzioni 
eccezionali, si pub fare  la seguente dimostrazione, analoga ad  una dimostrazione, fat ta  per  
un caso simile, che mi è s ta ta  comunicata da1 Ch."' prof. VOLTERRA. 

D a t a  una funzione f qualsiasi, si  ha sempre una soluzione eccezionale almeno p l ,  q, ,  r, . 
L e  t r e  funzioni pl ,  qi , r l ,  sono i rispettivi residui delle funzioni u ,  a ,  w ne1 polo sem- 
plice k l .  Cib posto, s i  prenda una f'urizione f, tale che: 

e s i  considerino le corrispondenti funzioni ur,  vr, w', analoglie 
zioni devono ammettere p e r  Io meno un polo semplice k,, il 

alle u ,  O, W .  Queste fun- 
quale non pub coincidere 
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Faccio notare che tale modificazione rende assai generale il metodo da 
me adoperato, ed è facile comprendere come esso con la  massima facilita 
possa estendersi, pur non facendolo io qui espressamente, al caso di soluzioni 
eccezionali relativi al problema delle membrane elastiche e ad altri simili 
della fisica-matematica (*). 

In  questo lavoro veramente non mi preoccupo di dimostrare senz'altro 
l'esistenza di infinite soluzioni eccezionali ; m a ,  prendendo di mira 1' origine 
della quistione stessa, dimostro anzitutto che, date tre funzioni arbitrarie dei 
punti del corpo elastico, esiste sempre una corrispondente serie finita od in- 
finita di soluzioni eccezionali. Allora, prese una volta per funzioni arbitrarie 
le componenti degli spostamenti iniziali ed un'altra le componenti delle velo- 
cità iniziali otteiigo due serie di soluzioni eccezionali e quindi due corrispon- 
denti serie di vibrazioni elementari dei punti del corpo elastico. Qiiaiido queste 
serie sono finite il moto corrispondente agli spostamenti iniziali ed alle velo- 
cità iniziali é rappresentato dalla sovrapposizione delle due serie finite di vi- 
brazioni elementari ottenute, ne1 caso contrario, che è poi il più generale, in 
cui tutti O alcune delle serie di soluzioni eccezionali sono infinite, il moto del 
corpo elastico sarà dato ancora dalla sovrapposizione delle due corrispondenti 
serie di vibrazioni elementari, tutte le volte che le serie che si vengono a 

con k , ;  perché altrimenti i corrispondenti residui delle funzioni u','vf, îu' sarebhero: 

Dunque il polo k, è distinto da k, é cosi l a  corrispondente soluzione eccezionale p z ,  
y,, v2 sa16 distinta dall'altra pl', gi ,  rl. 

Similinente prendinmo una funzione f, tale die: 

Troveremo t r e  nuove funzioni uff ,  v", w" che avranno un polo k3 diverso d a  k, e da k,, 
e quindi una nuova soluzione eccezionale p,, y,, r5 distinta dalle due precedenti. 

Seguitando in questa guisa risulterà l'esistenza di infiniti poli distinti e quindi di in- 
finite soluzioni eccezionnli. 

(*) Vedi la mia Memoria: SuZl'equazione ,Alle vibl-nzioni delle plncche elastiche in- 
cnstrate (Mem. della R. Acc. delle Scienze di Torino. Gennaio, 1896). 
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considerare sono da per tutto convergenti in egiial grado e derivabili, e che 
le componenti degli epostamenti iniziali e delle velocith iniziali sono svilup- 
pabili in serie delle corrispondenti soluzioni eccezionali. 

Quanto alla dimostrazione di quest7 ultima quistione, della quale io qui 
non mi occupo, faccio notare soltanto che la vin yiù naturale da seguire è 
quella da  me indicata nella quistione analoga delle vibrazioni delle piastre 
elastiche (*) e che i risulati preliminari ivi stabiliti si estendono al caso nostro 
senza difficoltà alcuna. 

1. L'integrazione delle equazioni generali del moto di un corpo elastico 
isotropo soggetto a forze esterne indipendenti da1 tempo, si pub ridurre, come 
è noto (**), all'integrazione di equazioni della s t e m  specie, nelle qiinli le forze 
esterne sono nulle e ad un probleina di eqiiilibrio. Ammesso risoluto quest'ul- 
timo problemn, se cliianiiamo u, v, w gli spostamenti dei punti' (x, y, x) del 
corpo S vibrante, t il tempo, p la densità, L e TC le note costanti di  isotropia, 
n la direzione interna della norinale nei punti della superficie O, e se poniamo: 

il problema del moto dei solidi elastici si pub far dipendere cosi dall'integra- 
zione delle equazioni indefinite : 

(") Nuovo Cimento. Settembre, 1896. 
(**) Vedi ad es.: CESÀRO. Inttuduzione alla teo~ia  rilatemnticn della elnslicitù. Parte 

pritns, Cap. VII, § 2. 
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con le condizioni al contorno U: 

Vediamo se esistono integrali delle equaxioni precedenti della forma: 

Per  questo, posto: 

a a # = - + O  3 %  ay+z3 6 r Y U = - >  a P  y i n = - *  a q  y s > = ~ >  , ar 
8 x 3 Y 

, a q  a r  , a?. a p  a p  a q  
~ 2 3 ~ ~ f  y 3 1 = ~ f  Y i r = à ; + ~ .  

si d0vi.S avere nei pniiti di S: 

1d" 1 ---- - - ~ L A * ~ + ( L + K ) ~ ~  
'P cite Pz' 

- - = -  a et l l I L P ~ + ( L + K ) ~ ~ ,  
cp d t o  pr 

nei punti di U: 

e se si indica con k una quantità costante, risulta per l a  y :  
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dei solidi elnstici. 1 L 7 

per Je funzioni p, q, Y :  

a or L A ' ~ $ . ( L + K ) ~ = ~ ~ ~  x 

con le coiidizioni (2') nei punti  di G. 
Ora dalla (4) si ha per la forma più generalt: della funzione y :  

y = A cos ( t  dk) + p sen (i \Il) , (5) 

con h e p costanti arbitrarie; p i n d i  (*) le fiinxio~zi (3) sodclisfuno alle 
epua.ziorzi (l), ( 2 )  tutte le volte che y aObia la  f o m a  (5) e che le fcmxio/ii 
p, p, Y siano integralz' delle (l)', (2)'. 

2. Vediamo ora in che modo si pu6 determinare un sistema di iii te- 
grali delle eyuazioni (l)', (2)'. 

Posto: 

a x a v a A? (rra' + 2 L y' lJ  àn + L - $ L y' , ,  - = X'  
û n û ?z 1 

le equazioni (l)', (2)' divengono: 

(*) C E S ~ R O ;  1. c., 3 3. 

Anvcali di Mutemntica, tom0 XXVI. 
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118 La u r ic e 1 1  a : Sulle vibraxioni 

Cib posto, indicliiamo con f ' ,  f", f"' tre funzioni arbitrarie dei puriti del 
corpo S sottoposte alle condizioni : 

e consideriamo le equazioni : 

dove : 

e Xi, Yi, Zi sono le espressioni (7) corrispondenti aile funzioni td i ,  V i ,  

Queste funzioni sono determinate a meno di un movimento rigido ("), e noi 
ci serviremo delle sei c.ostanti arbitrarie relative a questo movimento per sod- 

(%) Vedi la inia &m.: Sull'equilihrio dei corpi elnslici isotropi. Cap. 1, 5 2. (Aniinli 
della R. Scuola Normale Superiore d i  Pisn, aiino 1894.) 
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disfare alle condizioni : 

Gli integrali di uno qualunque dei sistemi di equazioni (8) in uii punto 
qualsia.si di 8 O di u si possono esprimere mediante le formole (*): 

1 dove g , ,  g r , ,  y",; g,, . . . g,, . . . sono funzioni della natura della funzione - 
r '  

la cui ricerca diperide dall'integrazione delle equazioni dell'equilibrio dei corpi 
elastici. 

3. Posto qui: 

si dimostra, corne al $ 3 (Cap. II) della cit. Mem., che le espressioni W?,,., , 
Vm., dipendono soltanto dalla somma degli indici e, posto: 

(") Form. (c)), Cap. 1 della Mernoria: Sulle eguazioni del moto elastico. 
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die  sussiste la relazione: 
Wm+n = Vrn t n + i .  

Da questa e dalle (10) risulta corne ai $Cj 4 ,  5 (Cap. II) della stessa 
Memoria : 

(Gi)"(wi- C(:') y + Cf)  x - K3))?<< . 
Queste tre ultime formole e le (9) ci dànno poi: 

W l i +  ( ( C : ) s - C p ) y + K y ) ) 2 d S +  (Ciix-C,"z+KP'i)'dS+ 
i 8 J 

dove R ha il significato che gli si è dato al 5 5 della cit. Memoria. 
Supposta l'origine degli assi nell'interno di S, si indichi con Si una sfera 

clie abbia il centro in questa origine e che sia tutta interna ad S. Si avrà: 

~ r d ~ = ~ y d ~ = j z d ~ = [ z ~ d ~ =  l r z d ~ =  y z d S = O ,  
SI 8, s'1 S'l SI 

1 
8, 

e quindi posto: 

S d S = I ,  ~ ~ 2 d ~ = ~ y 2 d ~ -  i z 2 d ~ = ~ ,  
SI SI s, 8, 
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risulterà dalle tre ultime disuguaglianze precedenti: 

Dalla disuguaglianzu : 

Wti < K WZi-2 j 

risulta poi conie al 8 5 (1. c.) 

wm con c quantith fiiiitn ed uguale a lim - ; e percib si avrà come al $ 6 
m=a, Wnz-i 

(1. c.) che le serie : 

e le altre : 

1 
convergono per 1 k l < - - 

C 

L o  stesso accadrà allora delle tre serie : 

1 
le quali, non potendo convergere per 1 k 1 = - rappresenteranno tre funzioni 

C 
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122 L a u r  i c  e 11 a :  Sùlle vibt.axiot~i 

1 
regolari in tutto S e D (*) per I k 1 <- e presenteranno una qualche singo- 

C 

1 larità per 1 k 1 = - .  
C 

4. Si ponga ora : 

B = ((A - 1) 8' + 2 ;/yi + 2 $2 $- 2 + 793 -t. + 7:s) d S' ,  1 
S' 

dove u, v ,  w e le loro derivate prime sono funzioni regolari dei punti di un 
certo spazio S', le quali soddisfano alle condizioni : 

e 8 ,  y , , ,  y?', y,, , 7 1 3 ,  731) y12 sono le solite espressioni relative alle funzioni 
U ,  O ,  W. 

Si h a  ovviauiente: 

e quindi avuto riguardo all'ultima delle precedenti condizioni ed al fatto che 
l'espressione : 

(*) Nella Mernoria dell'Acc. di Torino veramente non si é tenuto conto dei punti 
di O ;  del resto nessuna specisle osservazione è da farsi nella considerazione di questi 
punti. Cosi pure non si è avuto riguardo alle condizioni (9) a cui devono soddisfare le 
u i ,  vi , wi ne1 caso di Xi = Y; = Zi = O; ma  la  considerazione di p e s t e  condizioni, come 
vedremo, non muta i risultati. Analoga osservazione é da farsi relativamente a i  calcoli 
dei §§ 1, 4 a l  Cap. III del18 s tessa Memoria ne1 caso delle equazioni (3), (4). 
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varia fra O e oo (*), si potrà scrivere: 

Orn se si indica con 1' la massima .dimensione dello epazio Sr e si ha 
riguardo alle prime tre delle pïecedenti condizioni, risulta (**): 

per cui sar5 : 

5. Si abbiano 4 p terne di funziorii : 

dei punti del corpo elastico S della stessa natura delle precedenti funzioni 
u ,  v , w e 4 p costanti : 

a , ,  u 2 ,  ... a l p .  

(*) VeJi: Mem. cit.; Cap. 1, § 3. 
("1 POINCARÉ. Sur les équations de la physique rnathémrrliqzte. Rendic. del Cire. Mat. 

di Palermo;  t. VIII, anno 1894. (Cir. €j III). 
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1 2 4  Laur ice lEa:  Sulle vibrueioni 

Vediamo se si possono determinare queste costanti in modo che, preso: 

risul ti : 

essendo Z la mnssima dimensione dei p - 1 spazi convessi: 

si7 8 2 ,  ...Sp-j7 

in cui supponiatrio si possa decomporre Io spazio S. 
Osserviamo anzitutto che, posto: 

si pub determinare un sistema di valori non tutti nulli delle 4 p  costanti u 

i n  modo che siano soddisfa.tte le 4 p - 4 equazioni: 

C i=O,  c!-u a - cp-0 Ci1"=0.  ( i = I , 2 , 3 , . . . p - 1 )  

Il risultato del paragrafo precedente ci dà allora per questi valori delle a ; :  

Di qui segue subito, corne al tj 5 (Cap. 1) della cit. Mem., che, se s i  
ha zm numero comuszpe grande di sistemi d i  funxioni analogke alle ( 1 2 )  
ed d datu una quaritith positiva qunlsiasi ?., s i  pub determinare il nurnero 
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i9zlel.o p in modo clre sia:  
B a >  1. 

6. Data  una grandezza positiva a d  nrbitrio l e determinato il corri- 
spondente numero p, si considerino le 4 p  terne di  funzioui: 

f '  f I l  f,"'; f 1 f ' 1  fi"' 

' 1  1 )  2 7  2 ; . . ; f '4p f "421 f 1 1 4 p  (14) 
e si indichino con 

le 4 p  terne di funzioni, aiialoghe alle funzioni u ,  v,  w del $ 3, clie si ot- 
tengono sostituendo nelle eyuazioni (8) alle funzioni f ' ,  f", f"' le (14).  

Posto : 
= uo(i) + z b , ( i )  k + u,(i) 1? + . . . 

V ( i )  = v0(i) + Z;,(i) JC + v,(i) k? + . . . 

ed indicnti con X,ci), Y,.(i), Z,ii) le espressioni (7) relative alle funzioni 
u,(i) , v,.(i), w,.(i), sarA : 

a ii) 
A2 ~ i , . ( ~ )  $. A -L + u).,~ = O \ a x l 
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dove Q',., XI,, Y',, Z', hanno il solito significnto. Allora, posto: 

avreino corne a l  5 3:  

TV1?% n = V'fn . n t i  = TY'm + n e  V m i n t i  , 

7. Dai risultati del $ 5 si ha intanto clle si possono determinnre le 
a , ,  a?, . . . in modo che sis: 

e quindi, ripetendo i rngionamenti fatt i  alla fine del $ Ci (Cap. 1) delia ci- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dei solidi elastici. 12 7 

tata Mernoria, 
W'i W ' P  W f  ,?, < < . . ' < ---- 1 

W'o W i Wfn,-i < ' . ' < 5 ; '  

Questo risultato ci dice che le espressioni crescenti e positive : 

W'i W'e W' m - - , S . .  ) . S .  

W'o Wf i  IVf m-i 

1 ammettono un limite finito e positivo cf minore od uguale ad - . Si ha dunque A 
1 

che le funxioîii u', u', w' sono  egol la ri i n  tutto S e o per ] k 1 ecl a for- 
c 

tiori pev 1 k 1 < 1. 
S. Premesso questo teorema, si prenda : 

si determini il corrispondente numero p e si faccia : 

Si ha evidentemente : 

di) = u, + U, k + U, 12 + . . 
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Applicando dunque il teorema del paragrafo precedente risulta che le 
f twx ioni  a', v', w', che cosi ve?bgojzo detervzinate, sono reyolari in tzctto S e . 

1 anche quando, essendo 1 k. 1 < L, sia 1 k 1 > - - 
C 

Le tre serie ?', y i r f  convergono evidenternente come le altre z i ,  v', w ' ;  
onde si potrà scrivere : 

10. Le (8); (10) ci dànno : 
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e derivando si lia : 

e poichè le espressioni / 2 1 , 1 gl,. . . haono un solo polo del secondo 
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ordine in un purito isolat0 di S ne segue che gli integrali 

sono proprii e si pub quindi fissare una quantità finita S alla quale saraiino 
sempre inferiori. Allora posto : 

T =  sr(LZ", 
avreino : 

- 
a 6,+i 

Si ha poi : 

abbiamo dunque : 

Da qui risulta che le serie dei valori assoluti dei terinini delle tre serie : 

convergono corne l'altra : 

e quindi (cfr. Mem. cit.; Cap. II, $ 6) che le (18) stesse convergono corne 
le u', v', ro'. Lo stesso si pub evidentemente ripetere per le serie : 
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11.. Cib posio, B chixro che le funzioni rp', ?", ?"', soddisfmo alle con- 
diziorii ordinariamente richieste per l'npplicnzione apli integrali (17) del teo- 
rema analogo n quello dcl Porssos (*); sicchè si po t r i  scrivere: 

dove B' ,  X', Y', 2' sono le eolite cspressioni relative alle funzioni th', z ~ ' ,  /P'. 
L e  p r ~ c c d e n t i  eqiinzioni si possono nncora scrivcre: 

Dnlle equazioni (8)' risulta poi che le tre serie: 

(*) Vedi a d  es. l a  mia Nota Sull'eyuilibrio dei corpi elastici isot,.opi (Rendiconti della 
R. Acc. dei Lincei; Vol. II, anno 1803, oppure: Xuovo Cinzento; Vol. XXXIV, anno 1803). 
L e  fiinzioni gl, .yl', g,"; g2, .  . .; g,, . . ., a meno di un fattore costante, diireriscono dalle 
fiiiizioni u,, 2 3 ,  Z C ~ ;  u2, .  . .; u 3 , .  . . di:quest& Nota per  l'agçiunta delle funzioni a,', h,', c l 1 ;  
a,', . . .; O,', . . . (Cfr. mia cit. Mem.; Cap. 1, § 2), clie sono regolari in totto S e soddi- 

alle eqiinzioni indefinite dell'eqiiilibrio per forze esterne nulle. 
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convengono in ugual grado in tutto S come le serie ut, v', rrh'; infatti si ha: 

1 S. Posfo ora : 

risulta come ai $$ 9, 10, 11, 12 (Cap. II) della cit. Mernoria: 

ed inoltre che per ogni radice k dell'ordine if  1 dell'equazione: 

D=O (21) 

si ha identicamente: 

- Pl== &=Pa= €",= P 2 = p ' 3 = . . .  - p,(i--1) = p @-il = p2(i-11 = 0 
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e quindi: 

dove Xg', Y$,  Z$') sono le espiessioni (7) corrispondenti alle funzioni P,(i), 
p,(i), p3(i) , 

Di qui segue che le funzioni 24, v, 10 per Ilcl < 1 non possono slvere che 
poli semplici soltanto corrispondenti alle radici dell'equnzione (21) e die  per 
ognuno di questi poli si ha un sisteina di integrali P,(i), P,(i) delle 
equazioni (2'4, (22)' .  

Finalmente, collcgando questo risultato con quel10 del 5 3 e ricordarido 
che pe i  valori negativi O complessi di Ic (*) non si hanno integrali regolari 
delle (22), (23)', risulta che le  futzxioni u , v ,  tu h a m o  un polo s e q d i c e  

1 
per Ic - - che questo valore d i  IL è radice dell 'eqz~nzione (21 )  e clle se questa 

C 

vadice è dell'orcline i + 1 7e funxiotzi P,(i), P2(i),  P,(i) taon sono iden tica- 
mercte tzulle e soddisfuno ne i  y u n t i  d i  S al le  equazioni (2'4, n e i  pzwt i  d i  o 

alle equaxioni (22)'. 
13. S e  si pone : 

D = D, (k, - k)+ 

Pl = R, ( I c i  - E ) q -  Si ( k ,  - k)i+' 
P, = R, (k, - k)i + S, (lc, - k)i t l  

P3 = R3 (k, - k)i + S3 ( k i  - k)'+' 

con Dl funzione di k che non si aniiulla per k = k, e con R I ,  R,, R,, SI, 
X,, S3, funzioni di k e dei punti di S e di D regoh& per I k l  < A ,  le prime 

. (*) Vedi: Mem. cit.; Cap. II, 5s 1 e 2. - Si osservi clie ln costante di isotropia L 
é negativa. 

Annali di Maternatica, tomo XXVI. 18 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



tre delle quali non sono identicamente nulle per L = k , ,  si avrA : 

V = 
Rs + ( k i - k ) S e  

- 9  

(ki - k) Di 

RJ -/- (ki - k) 8 3  . 
10 = 

(ki - k) Di 1 

e quindi: 

Iim (fi, -- k)zc = - -- - l ( p j i )  - = p i ,  
k=k, ) n <ij ni ,=k, I 
lim (4,-k)u .= (2 3) 
k=A, 

Posto dunaue: 

ed indicate con XI , Y,, Zl le espressioni (7) relative alle funzioni p, , q , ,  Y, ,  

si ha clle le ficnziolzi p , ,  pi ,  ri, sono i re s i l h i  delle funxiotzi u, v, ro plel 
polo k, e soddisfano, corne risulta della (22), (22)' (23), nei punti d i  S alle 
eguaxioni: 

a ei 
L l A 2 p , + ( L + I i ) ~  = h p p ,  

nei punti di o alle al tre:  

X , = Y , = Z , = O .  (2)" 

14. Gli integrali pi, q,, rl possono anche dedursi direttamente dai ooef- 
ficienti delle serie (11)'. Per questo osserviamo primieramente che si pub 
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scrivere : 

Tl 
10 = - k i - k  + f i o  + n i  k + n z  k 2 + .  .. I 

1 
con 

serie convergenti in ugual grado in tutto S e ri per qualunque valore di k 
di modulo inferjore ed un certo limite k , )  k,. 

Il confronto della serie (24) con la (11)' ci dà : 

e queste, osservando che si ha : 

lim (Ji kii)  = O ,  lim (mi k,i) = O ,  lirn (ni ki3 = O , 
k m  c m  i=m 

ci danno finalmente : 

pl = k, lim (ui k , i ) ,  q,  = ki  lirn (vi k,?, r i  = Jc, lim (lei k j )  . 
i=w k m  i=w 

15. Dalle (S), (l)", (2)" e (26) risulta ovviamente, supposto che le 
espressioni f t  -pi, f" - q ,  , f"' - r i  non siano indenticamente nulle da per 
tutto, 
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dove i simboli B i ,  Xi, Yi, Zi hanno i soliti significati e corïispondono alle 
funzioni I L ,  mi,  ni. 

Partendo d a  queste equazioni e ragionando corne precedentemente si trova 
facilmente il valore di k2 e si dimostra che per questo valore di k le fun- 
zioni 1, nt, n lianno un  polo semplice, i cui residui sono dati dalle formole: 

p, = k, lim ( l i  k,i) , q,  = k ,  lin1 (mi k,i) , Y, - k ,  lim (ni  k,i) 
k w  i=w i z m  

e soddisfano nei punti di S alle equazioni : 

nei punti d i  o alle altre : 

x,= Y,= z,=o, 
essendo O, ,  X,, Y,, 2, relative alle funzioni p,, y,, Y,. 

Seguitando nella stessa guisa risulta dunque che, corrispondentemente a d  
una  terna d i  funzioni arbitrarie, esiste in generale ut2n serie inf ini ta  d i  va- 
lori  positivi e crescenti : 

k i 7  k2, k3,..- (27) 

del p a ~ n m e t r o  Ic ed u m  corrispondente serie d i  terne d i  fitnxioni regolari:  

peî. le  quali ,  posto: 
7ciL h i - - - ,  

P 
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ed introdotti i soliti simboli Oi, Xi, Yi, Zi relativi alle funzioni pii  qi, ri, 
s i  ha mi pun t i  d i  S: 

1 valori k ,  , Xe,, IL, . . . si dicono va lor i  eccexionali del parametro k ,  le 
terne di funzioni (28) si dicono soluz ioni  eccexionali delle equazioni (1)', (2)'. 

16. Il primo valore eccezionale h, è inferiore alla costante A jntrodotta 
al $ 8; sicchè possjamo dire che per k variabile tra O e 1, esiste a lmeno un 
valore eccexionale. Ora fra O e A vi potranno essere in generale più valori 
eccezionali, alcuni dei quali possono anche non cornparire nella serie (27); 
perb si pub dimostrare che f rn  O e h tzon c i  possono essere pG d i  4 + p  - 1 
valor i  eccexionali. 

Amrnesso infatti che ne esistessero 4 p : 

corrispondenti alle soluzioni eccezionali : 

avremo secondo i risultati del $ 6 : 

' 4p ,ipri 4q ai 
u' = xi - = Li -- O 4?> airri . 

7 [O = Li-. 
ki-L' 1 k'i - 16 i k z - k  

Queste formole ci dicono che per qualsiasi sistema di valori non tutti 
nulli delle a, le funzioni u', v', m' debbono avere per 1 kt < I un polo semplice 
almeno; e questo risultato è in contradizione col teorema del 5 7, secondo 
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il quale si dovrebbero poter .determinare le cri in modo che le funzioni ut, 
v', w' risultino regolari per I k l < 1. 

Di qui segue, poichè ad ogni valore comunque grande e finito di 1. cor- 
risponde un valore finito di p, che i punti dell'asse reale e positivo d i  Ca- 
riabilità d i  k ,  i qzcali corrispondono a valori eccexionali, for)rzano zctz g?.zipyo 
d i  pzrnti G d i  prima specie, avenfe per pzlnto limite i l  pzinto all'i~zfinito. 

17. È facile dimostrare che le solueioni eccezionali (27) godono delle 
proprietà (*) : 

e da questa si pub subito dedurre che le soluzioni eccezionali (2s) sono tutte 
linearmente indipendenti (**). 

Questo rjsultato accoppiato con quel10 del 1, ci dice poi che corri- 
spondentemente ad una terna di funzioni arbitrarie esiste ilz yenerale una 
serie i n j n i t a  d i  irzt~gî.ali regolari linenrmetzte indipendenti delle egua- 
xiolzi (l), (2) della forma: 

Aggiungiamo qui che se invece di partire dalle funzioni f ' ,  f", f"' si 
fosse partiti da tre altre ?', y", y'", avremmo ottenuta un'altra serie (finita od 
infinita) di oalori eccexionali: 

k',, k f 2 ,  kr3 ,  ... 
facente parte del gruppo G ed una corrispondente serie di soluxiutzi ecce- 
xionali: 

pl,, q r i ,  r f l ;  pP2, qt4, r f 2 ;  $3, qt3 ,  ~ ~ 3 ; ~ . . ;  

e quindi un' altra serie di integrali regolari linearmente indipendenti delle 

(*) Vedi ad es.: CESÀRO; 1. C. 5 4. 
("") Vedi ad es.: CESÀRO; 1. C. 5 14. 
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equazioni (l), (2) della forma : 

con 

Se facciamo : 
1 A ; = l ,  p j = O ,  A r i = O ,  

VZi 
le serie di integrali (29), (30) divengono rispettivamente : 

- - 
ui =pi COS ( t  dai)? vi = pi COS (t \Ihi], Z U ~  = ri COS ( 2  dh;). (29)' 

p 'i 
' 

r- rli - 
= = sen (t Vli ' i ) ,  $ - -Z$ sen ( t  VZ), (di = - sen (t \Ih'i) . (30)' 

ih ' i  l - f h i  VZ 
18. Se le espressioni : 

per particolari valori di r ed s si annullano identicamente in tutti i punti del 
corpo elnstico, gli integrali (29)' saranno r soltanto e quelli (30)' saranno s, 
e le fiinzioni: 

S 

I I  (x, y, Z, t)  = Zi pi cos ( t  (Ih;) + Zi 1 sen ( t  d i $ ,  
1 1 

rappresenteranno evidenternente il moto del corpo elastico corrispondente agli 
spostamenti iniziali arbitrarji 

U(x ,y ,z ,O)=f ' ,  v ( x 7 y , z , 0 ) = f " ,  1c?(x,y,z,O)=f'", 
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e aile veloc.ità iniziali arbitrarie 

Ne1 caso contrario, che è il più genernle, in cui le (31) non sono mai 
identicamente nulle in  tutto S, gli integrah (29)', (30)' saranno infiniti e le 
espressioni : 

CO / m '  

u (x, y, z, t )  = F pi cos ( t  Jh,) + sen ( t  \ lhlJ 
1 Jhd 

03 rti 
10 (2, y ,  Z, t )  = ri COS ( t  vq + xi -; sen ( t  dh',), 

1 1 \ I h i  

rappresenteranno il moto del corpo elastico, corrispondente agli spostarnenti 
iniziali arbiirarii f ' ,  f ', f'" ed alle velocità iniziali arbitrarie ?', q3r f ,  y'", tutte 
le volte che le serie ai secondi membri delle (32) sinno convergenti in ugiial 
grado in tutto S e c e derivabili da per tutto due volte rispetto a t ,  due 
volte rispetto ad r ,  y, z prese anclie insieme, e che si abbia: 

('> y, ', O) = xir)i= f 7 v (2, y, 3, O) = Li qi = f f  
1 1 

m (33) 
20 (x, y, X ,  O) = Zi Y i  = f ' l ' .  

1 

S'intende poi che, ove si sappia che soltanto le prime tre delle (31) op- 
pure soltanto le altre tre si annullano identicamente in tutto S,  le prime tre 
serie ai secondi membri delle (32) oppure soltanto le altre tre si ridiirranno a 
somme e quindi le (33) oppure le (34) saranno certamente vere. 

19. 1 precedenti rngionamenti suppongono che le due terne di funzioni; 

f ' ,  f", f l P  ; ?', y l f ,  g' 
soddisfino rispettivamente alle sei condizioni poste al 6j 2 per la prima. terna. 
Ne1 cas0 contrario dovremo sostituire alle funzioni precedenti le altre: 

f i r = f ' + c 2 z -  c,y+-h',, f , " = f " $ C , x - C I z + I ~ ~ ,  
f,'" = f"' + Ci y - C, x + K3 

y I r = y ' f  C',z-  C',y +I<',, r p , " = y " + C ' 3 ~ - C ~ z +  K2', 
= y"' + C,' y - Cpl x + K3! ) 
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dove le costanti C , ,  C, , C,; K,, &, K ;  Ci' , . . . ; KI1 . . . saranno determinaie 
dai due sistemi di equazioni h e a r i  che si ottengono esprimendo ohe le 
f,', fi1',  fiv' ; p.,', p.,", piu1 soddisfano alle rammentate condizioni del $ 2. Al- 
lora invece delle (32) avremo le formole : 

10 = (Cs x - C, y - E;,) + t (C,' x - ci1 ZJ - I;,') + i, ri cos ( t  jh;) + 
1 

rti 
$. 2; -7 sen ( t  \Ici), 

1 Pb 
ed invece delle (33), (34) le altre : 

CO 

u ( x ,  Y, 2, O)=(C,y- Cox-KI)+ & p i = ( C ~ y - C ~ ~ - K 4 ) + f r i  = f 1  
1 

03 

v (x ,  ZJ, 2, O ) = ( C , z - C , ~ - K ~ ) + ~ ~ q , = ( ~ , z - C ~ x - ~ i , ) + f ~ " = f "  
1 

Pesaro, Msggio 1897. 

Annnli di Maternat~ca, torno XXVI. 
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Sui derminanti d'ordine infinito. 

(Di TITO CAZZANIQA, a Pavia.) 

L'argomento è relstivamente nuovo nella scienza. Al pari di allre, 
questa teoria presentavasi agli analisti corne studio necessario alla trattazione 
di problemi pratici, O come trasformazione di problemi apparentemente di na- 
tura affatto disforme. 

C o 6  l'astronomo HILL in uno studio su1 movimento del perigeo lunare 
(Act. Math., B. 8) imbattevasi in un sistenia di infinite equazioni, t ra un 
numero infinito d'incognite, la risoluzione del qiiale egli trattava a seconda 
delle regole ordinarie, valide per un sistema finito. Per  ta1 modo çiiingeva 
s risiiltati esatti senza dubbio, in quanto coincidevano con quelli sperimen- 
tali : ma non cessava per questo la  necessità di stabilire analiticamente e con 
ijgore la validità del metodo usato. 

11 prof. PINCRERLE poi in una sua memoria pubblicata sugli 111111. di 
Mut., 1884 (Sui sistemi di funzioni analitiche e le serie formate coi mede- 
simi) si dà alIo studio di un metodo che, in certo modo presentasi quale 
estensione della ordinaria teoria sui sistemi di equazioni lineari, quando in 
essi tanto il numeïo delle equazioni come quel10 delle incognite diventa in- . 
finito. A questo ufficio l'autore introduce due gruppi doppiamente infiniti di 
numeri, che cliiama u associati n, i quali si comportano come il sistema degli 
elementi di un determinante D, col sistema degli elementi reciproci divisi 
per D. Perb il caso trattato da1 PINCHERLE é molto speciale. 

Anc.he l'attenzione del POIBCARO a proposito di un metodo di calcolo 
usato d a l l ' A ~ ~ e r .  fu richiamata su tale argomento (Bull. d. 1. Soc. Math. de F., 
T. XIII); e più tardi leggendo appunto la memoria di HILL ebbe occasione di 
riprendesne 10 studio, e di trattare direttamente in una sua nota speciale 
(Bzdl. d. Z. Soc. Math. d e  F., T. XIV) l'argomento di quei determinanti di 
ordine infinito in cui la diagonale è tutta di elementi uguali all'unità posi- 
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tiva, e la  serie doppia degli elementi non diagonali converge assolutamente. 
A questo proposito dimostra alcuni teoremi assai notevoli. 

11 sig. HELGE V. KOCH ne1 1891 in una ricerca sulle equazioni differenziali 
(Act. Math., B. XV) si imbatte a sua volta in determinanti infiniti del tipo 
di quelli studiati da1 PO IN CAR^^, e nell'anno successive ritornando sulle proprie 
ricerche, premette uno studio piuttosto ampio di uria certa classe di deternii- 
nanti infiniti clie comprendono quelli del PO IN CAR^ e che l'autore chiama della 
tr forma normale n. Ivi è realmente tutta l'ossatura per una teoria completa 
di tali determinanti (Act. Math., XVI). 

Dicesi della forma normale un determinantc i n h i t o  i cui elementi soddi- 
sfanno alla seguente condizione : 

u Il piodotto clegli elementi diagonali converge assolutarnente, e cos) pure 
la serie doppia deg-li elementi non diagonali. n 

Tale  condizione è sufficiente per stabilire la  convergenza del determi- 
nante secondo un criterio molto opportun0 gih enunciato da1 POINCSRE. Quindi 
l'A. nella memoria in discoiso estende ai  normali le proprietà di quei deter- 
mjnanti d i  cui già parlamrno, ne  fissa gli sviluppi, estensione diretta di quelli 
che valgono per determinanti d' ordine finito, e stabilisce il teorema della 
nioltiplicazione. Egl i  tratta anche di una certa classe di determinanti più ge- 
neiali dei precedenti, e f a  un breve cenno di quelli i cui elementi sono fun- 
zioni di una sariabile indipendente. 

I n  una seconda parte della memoria si occupa, come applicazione, della 
risoluzione dei sistemi infiniti di equazioni lineari omogenee. 

P e r  l a  storia del soggetto restami da  far notare soltanto che il primo 
Trattato ne1 quale esso fu presentato in rapida sintesi E quello eccellente del 
prof. ERNESTO PASCAL pubblicato di recente. 

Nella presente Memoria (consigliatanii da1 prof. ERNESTO PASCAL) io mi 
propongo in certo modo di generalizzare e inte'grare i pochi lavori fin qui 
cornparsi sull'argomento i quali in sostanza si restringono solo intorno a certi 
punti essenziali della teoria. Parvemi utile a questo scopo di seguire quello 
stesso ordinamento che tiene la  teoria dei determinanti d' ordine finito, e di 
ricercare quei metodi che ne  sono l a  diretta estensione. 

Anzitutto perh rni fu necessario introduire un criterio di conwrgenza 
più restrittivo di quello adoperato da1 VON KOCH. Questo autore nella sua 
Memoria, per la convergenza di un determinante. 

D C [ a i k ] ,  (i, k - - ~ . . - -  1, O, 1 ,  2 . . .  CO) , 
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pone la condizione che sia : 
l D m  l < c  , 

essendo : 
D,, - [aik],  (i, le = - rn , . . O . . . + ~ n ) .  

Da cib è chiaro che D risulta come limite dei valori che assumono i 
det. d'ordine dispari formati con 211z f 1 linee e colonne del dato e aventi 
per elemento centrale a,, . 

Ma è chiaro d'altra parie che i determinanti co~truiti analogamente e 
d'ordine 2 m possono tendere a un limite diverso. Per  questo ho stimato op- 
p o r t u n ~  di modificare l'enunciato criterio stabilendo che debba essere soddis- 
fatta Ia relazione: 

1 Dm+p-n+p  D m ,  n I < , 
dove : 

Dm,n=[a ik ] ,  ( i , k = - 1 1  . . .  O . . . + n z ) ,  

per m, n abbastanza grandi e p, y interi qualunque. 
Secondo tale definizione alcuni determinanti, innanzi considerati come 

convergenti, vanno a formare una classe speciale che diciamo indeterminati. 
Ma la vera utilità sta in cib u che è sempre possibile per essa di trasformare 
un convergente le cui linee e colonne si estendono da -a~ a + oo iri un 
altro per il quale si estendono da 1 ad w r .  Tutti i teoremi adunque assu- 
mono una forma più semplice ed evjdente. 

Nei due primi capitoli tratto delle proprietà generali comuni a tutti i 
convergenti ; in quelli clie seguono , fi110 d l '  XI  sviluppo 1' intera teoria dei 
normali. I n  essi riporto i notevolissimi risultati del VON KOCH, ne1 fine di riu- 
scire per quanto è possibile compiuto. Di nlolte proprietà che l'autore accen- 
nava soltanto là, dove 10 stringeva il bisogno, diedi la dimostrazione e 
raggruppai in modo opportun0 con altre ch'io ehbi a trovare. 

Fu quindi introdotto un capitolo sui minori, un altro sopra certi sviluppi 
assolutamente convergenti, un terzo su1 prodotto dalle matrici, ecc. E questo 
argomento insieme con quel10 dei reciproci e dei determinanti nulli, mi par- 
ver0 essenziali a rendere conipleta e rigorosa l a  nostra ricerca. 

In  quel capitolo a parte in cui si tratta di speciali identità fra minori, 
è presentata l'espressione più generale di certe identità, di cui è d'uopo nella 
risoluzione dei sistemi infiniti di equazioni. Di esse il VON KOCH non avver- 
tiva, O non si è curato di dare che una forma particolare assai, non in tutto 
sufficiente al10 scopo, 
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1 risultati del prof. PINCHERLE studiai brevemente in un capitolo a parte. 
Essi mi portarono alla determinazione di una speciale classe di det. nulli 
senza che gli elementi di essi sieno legati da relazioni speciali. 

D a  ultimo sui sistemi infiniti estendendo i l  procedimento del VON Kocrr 
per le equaz. lineari omogenee, è data la soluzione per sistemi lineari quali 
si vogliano; anzi, all'enunciato del teorema, coll'introduzione del concetto 
d i  caratteristicu, ebbi modo di nttribuire quella forma elegarite e concisa 
che inferiva il CAPEI~LI al  teorema analogo sopra i sisterni finiti. 

Definizioiii, notazioili ed esempi. 

un gruppo doypiamente infinito di quantità reali O coinplesse. 
Se ne formiamo la  matrice con la legge ordinaria, si ottiene utia ta- 

bella di numeïi composta di infinite linee e di infinite colonne che sarà chin- 
mata per definizione : detemilzan te d'al-ditte injinito. 

2. Si formi il determinante : 

se tale determinante per valori indefinitamente crescenti di m ed n tcnde ad 
un limite unjco e determinato D, questo limite Io indiclieremo con: 

e diremo che il determinante infinito è converge~zte e ha D per valore. 
Se ta1 limite non esiste, il determinante è diverg~nte; se infine i l  limite 

cambia con la legge con la quale m ed n tendon0 all' infinito, esso è inde- 
terminato. 

3. ~ ~ p l i c n n d o  l'ordinario criterio per la ricerca del limite di una fun- 
zione R due variabili m ed tz, risulta: 

u fi determinante -delle quantità c r , ~  & convergente quando per ogni G 

piccolo ad arbitrio si possa determinare uii intero yositivo N tale cbe ln  
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per tutti gli nl, n maggiori di N e per qualsivogliano valori interi e positivi 
di p e q ,  resti verificata. n 

Fissata poi l'esistenza di questo limite, per deterrninarlo sa14 iiidifferento 
la legge con la quale faremo tendere m ed n all' infinito. 

In partic,olai*e potremo porre : 

112 = n , Dm, n = Dm , 
e determinnre : 

D = lim Dm. 

4. Ne1 deterniinante D la diagonale degli elementi aii la chiameremo 
diagonale pi-irzc-ale .e gli elementi stessi li diremo diagonctli; gli altri n,k per i 
diverso da k si diranno ~zorz-diagorzali. In particolare l'elemento a,,, clle é ne- 
cessario fissarc per procedere alla ricerca del limite, sarà detto, o~.igine. 

Un determinante resta definito, quarido, conosciuta la matrice dei suoi 
elemeriti se ne fissi l'origine e la diagonale principale. 

5. L a  definjzione posta di determinante infinito è certamente assai ge- 
nerale. Perb è bene osserrarc che i determinanti infiniti del tipo: 

sono tali che, a priori, non si possono considerare come casi particolari di 
quelli definiti i n  precedenza. 

Quindi, per ora, è necessario ritenerli corne un tipo a sè, estendendo ad 
essi tutte le poste convenzioni e definizioni opportunamente modificate. 

IÈ chiaro poi che in tali determinanti l'origine e la diagonale principale 
restano fissate e che ogni matrice rappreaenta quindi un solo determinante. 

6. Raccogliamo qualche esempio numerico di determinanti infiniti di 
arnbo i tipi considerati. 

a) Si abbia il determinante: 

D = [ a i k ]  , (i, A = - 0 0 . .  .+CU>), 

ne1 qiiale: 

Un determinante d'ordine r, finito, costruito ne110 stesso modo, ha per 
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Costruendo allora DnltP, n+q ) 

Dm+p, n+q - Dm,n = 

e Dm,, e facendo In differenza, risulta : 

Tale espressione, come B facile verificare, al crescere indefinito di m ed n 
diventa più piccola di qualsivoglia quantità 5 ,  quindi il determinante D è 
convergente. 

Ponendo allora : 

D = lim Dm = lim 2 (m + 1) 
1 

22rn+t 

risulta subito : 
D=O. 

b) Si consideri ora il determinante di elementi: 

Ora l'espressione fra parentesi è nulla per (p + q) pari, ed è ugunle a - 2 
per (y  + p) dispari; qiiindi la differenra del primo mernbro non pub rendersi 
minore di 0 che per una scelta opportuna di p e y. Il determinante D è 
dunque i?zdete~mina Io. 

Infatti è facile verificare che : 
- D = liin Dm, ,, - - 1 

1) = lim Dm,, -, = + 1 . 
C) Si consideri ancora il determinante D di elementi : 

U i k = l ,  Uii-0, (i, k = - W . . .  + O0>. 

Il valore d i  un determinante di ordine r finito, costruito nello stesso modo è : 
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Q~iesta differenza non è possibile renderla minore di un o piccolo ad arhitrio, 
al crescere di rn ed f i ;  il determinante D è dunque divergente. 

7. Presentiamo infine qualche esempio di determinanti infiniti per i 
quali gli indici i, k. si estendono da 1 a + oo e che realmente si presentano 
corne l'estensione pih diretta dei determinanti ordinari: 

a') Si abbia il determinante di fattoriali : 

È noto che per 1. finito si ottiene: 

onde applicando il criterio della convergenza, opportunamente semplificato per 
determinanti di questo tipo, risulta : 

quantità che tende a zero col crescere di m. 
Il determinante D converge adunque ed ha per valore : 

1 D = lim D ,  = Iim = 0. 
m. 

b') Il determinante : 

D =  

1 1  l . . .  ï . . .  
r) 

1 O l . . .  l . . .  

1 1  o . . .  l . . .  

o . . .  
] . . . S . . . . .  

Antzali clP iUatematica, tomo XXVI. 
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B invece i n d e t e m i m t o .  Poichè infatti : 

Questa differenza va a zero quando p si2 pari, ed è uguale a + 2 quando p 
sia dispari. Del resto poi per m = 2 s + 1 : 

D = l i m D , = + l ,  
per m = S s :  

D = lim D,, = - 1. 

c') Da ultimo il determiriante : 

. . . . . . . . . . .  
O O o . . .  l . . .  

D =  

è d i v e ~ g e n t e .  Infatti per 1. finito si ha : 

1 1  1 - - 1 - . . .  
2 0 " '  12 

- 1  1 o . . .  o . . .  
O -1 l . . .  o . . .  

Ma è noto che la serie : 

è divergente, quindi il suo resto non tende a zero, onde la  differenza: 

1 Dm+p-Dm 1 
non tende a zero al crescere di m. 

c. d. a. 
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1. L a  costruzione di determinanti infiniti convergenti, che abbiamo ef- 
fettuata ne1 capitolo che precedc, ci dispensa da1 dimostrare l'effettiva esi- 
stenza di tali determinanti. 

Ora, come per le serie, cos1 per i determinanti infiniti, ammessa, a priori, 
la convergenza, è possibile di mettere in  luce alcune proprietà generali che 
non dipendono dalla speciale natura del determinante, e che sono la diretta 
estensione di quelle presentate dai determinanti di ordine finito. 

In questo capitolo esporrerno le più comuni tra esse, riserbandoci di sta- 
Mire  più innanzi alcuni criteri szrficienti a dimostrare la convergenza sup- 
posta. 

2. Il vulo~e d i  un determinante convergetzte non cambia quando si 
p~wzda per origine un elernento diagonale arbitrario. 

Sia D' il determinante che si ottiene da D assumendo come origine 
I'elemento a i l ;  dimostriamo anzitutto che esso converge. 

Infatti l'ammessa convergenza di D ci dà:  

per m, n maggiori di un certo numero N. Se allora scegliamo tn, n , )  2, cià 
che è sempre possibile, e si pone : 

m-À=m,, n + l = t z , ,  

l a  precedente disuguaglianza diventa : 

e sussiste per qualunque valore di p e q interi, e per valori di 9nl, n ,  > N + A, 
il che prova appunto la convergenza di D'. 

Pe r  quanto precede allora possiamo ritenere D, come limite tanto di: 

Dm = D m , m ,  
quanto di : 

Am = D m - ] ,  m + ~  , 
per m crescente all'infinito. Ma ne110 stesso modo che la successione: 
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definisce corne suo limite Dl l'altra successioiie: 

definisce corne suo limite D', quindi, poichè il limite è unico: 

D = D'. 

Per  ta1 modo un determinante coiivergente resta definito dalla sua matrice 
e dalla diagonale principale. 

3. Se in  un determinalzte coiwergente si scambiano le lime con le co- 
lonne esso non muta d i  valore, qzcando pe?+ ne1 nuovo determinante si con- 
servi lu diagonale principale del  primitivo. 

Sia D il dato e D' il determinante che si deduce da esso scamhiando 
le  linee con le colonne. Assumendo in essi la medesima origine a,, è subito 
visto clle la disuguaglianza: 

Quindi la convergenza di D' è dimostrata 
Allora per ogni o piccolo ad  arbitrio si pub sempre deterniinare un nu- 

mer0 intero N tale che per ogni In, n > N  si abbia insieme: 

Ma essendo : 
Dm, vz = Drm,n 7 

risulta : 
I D -  D ' ~ = I ( D - D ~ , % ) - ( D ' - D ' ~ , ~ ) ~  < O .  

Dunque : 
D = D', 

c. d. d. 

4. II& un determitzante convergente sclrmbiando P a  l o ~ o  due linee O 

due colonne, il determinante cafizhiu segno. 
Nei determinanti D e D' clle si ottengono l'uno dal17altro con Io scambio 

di due colonne, assumiamo come dianzi l a  stessa origine. Pe r  valori di In, ?z 
opportunamente grandi e per tutti quelli maggiori si h a :  

onde resta subito dimostrata la convergenza di D'. 
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Ma per ogni o piccolo a piacere, è possibile allora fissare un intero NI 
positivo, tale che per ogni rn, n, > N si abbia insieme : 

E soinmando e rinforzando la diseguaglianza : 

1 (D + D') - (Dm,,  f D r m , n )  I << 0 , 
relazione che diventa : 

~ D + D ' ! < D  :. D=-D' C. d .  J .  
Segue subito : 

Se in u n  d e t e r m i m n t e  converyente due linee o due colonne sono u g u a l i ,  
il determinante è ?zuZZo. 

5 .  O g n i  determinunte conve~gen te  d i  cui g l i  ind ic i  delle linee e delle 
colontze s i  estendor~o da - 00 a + m pub esseye t m s f o m a t o  i n  2412 n210v0 
convergente per i l  qziule i detti indic i  si e s t e d o n o  d a  1 ad CG. 

Infatti gel determinante: 

(i, Ic = - 00 . + cm). 
trasportiamo tutte le linee e colonne di indice negativo rispettivnmente al  
disotto e a destra della linea e colonna di indice zero, per modo che iiel 
nuovo determinante la successione : 

delle sue linee O colonne, sia data dalla successione : 

O, - 1 ,  1, ... - H, n ,  ... 
dtde linee O colonne in  D. Risulterà cosi un determinante : 

D' = [ b i k ]  , (i, k = l  ...+cm), 

il quale è pure convergente, corne risulta subito in modo analogo a quanto 
si è fatto nei precedenti teoremi. E poichè il determinante D', ammette 
un limite per i n  crescente al]' infinito, questo limite sarà sempre 10 stesso 
qualunque sia la legge con la quale si fa crescere m. Ponendo allora: 

si potrà sempre fissare per ogni arbitrario, un numero intero positivo N', 
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in modo che per tutti i valori di f i  > N', sia : 

Na per una scelta opportunamente grande di vz: 

e poichè : 

procedendo come dianzi risulta proprio : 

D = D'. c. d. d. 

In  sostanz:~ la  trasformazioiic cosi effettuata è analoga a quella con. cui 
d a  una serie O prodotto infinito estesi fra - CIO e + a0 si passa a d  una serie 
O a d  un  prodotto estesi fra 1 e oo. 

Possiamo ancora osservare : , 
CI) I n  f o r ~ a  del tcorema 2" in luogo della linea e colonna d'indice 

zero, possiairio scegliere qualunque linea e colonna del niedesirno indice, 
come prima linea e colonna del nuovo determinante. 

b) Pe r  il teorema 4' alla disposizione: 

possiamo sostituire una disposizione arbitraria delle linee O colonne senm al- 
terare il valore assoluto del determinante. I n  particolare adunque, fissata una 
legge a d  arbitrio, e disposte tanto le linee quanto le colonne secondo la stessn 
legge, si ottiene un determinante in segno ed  in  valore identico al primitivo. 
Ma con questa trasformazione gli elementi aii sono situati sulla diagonale 
principale, dunque : 

Se in un deterrnirzante convergente s i  scanzbiano fra loro le linee e frn 
d i  loro le colonlze per nmdo che gli  elementi diagonnli nha?zgntzo tnli, il 
determinasbte non rizutcc di valore. 

Quella adunque che fu  chiamata convergenza assoluta del determinante 
lion è altro che l a  convergenza ordinaria d a  noi definita. 

Risulta ancora che: cornunque si scanzbino f ~ a  loro linee e colontze di  
un determinante divergente O indeterwinato, esso l2on potl-à nmi trasfoî.mar.sf 
in un convergente, 
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In seguito, per semplicità di trattnzione, parlcremo sempre di determi- 
nanti trasformati secondo i l  teor. 5, ci06 di determ.: 

D = [aik] (i ,  k = l  ... OO), 

mlvo quando sin detto espressameilte il contrario. 
In virtù del teorema pocanzi stabilito, i risultati conserveranno tutta la 

propria generalità. 
6. Se irz un detet.nzina~ztc convergente si nzoitiplicano tutti y l i  eleîne~lti 

d i  unn linea O colonna pet* z(n numero finito K, il valore del cleterwzinnnte 
7.esta nzoltiplica to per K. 

Sia D il dato e D' il deierminante che si ottiene da esso moltiplicando 
per K gli elernenti della linen ama. E chinro ehe la eonvargeoaa di D porta 
quella di D'. Allora per agni d piccolissimo potremo sempre determinare un 
valore intero m ' )  a tale che per ogni In> nz' si abbia quindi : 

Onde : 
l K D -  D' l<J (K+  l ) ,  

e posto : 

risulta : 
1 I<D-D' I<c  :. X D = D 1 .  

Ponendo in relazione questo teorema col teorema enunciato in fine del '  
n." 6, P e p e  subito : 

Se un deierminunte ha g l i  elernenti d'una linea (colonna) equi~nultipli 
d i  quelli d i  una linea (colonna) parallela, esso è nul10 idetzticamente. 

Analogamente poi risulta ancora : 
Se un dete~minante ha una lineu (colonna) d i  xeri, esso 2 nu110 iden- 

ticanzente. 
7. I l  teorema precedente è generalizzabile come segue: 

Se in un determinante D convergente si nzoltiplicano le linee per delle 
quantità pi (i = l , 2 ,  . . . CO), e le colonne per delle quantith ui (à  = 1 ,2 ,  . . . no) 
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t a l i  che i prodotti infiniti: 

siano lrssolula?nente convevgenti e diversi da zero, il dete?-nzinutzte D' che ne 
risulta è ancora convergente ed ugwale in valore a l  primitivo molt+licato 
per Il (pi v i j .  

i 

Poniamo anzitutto : 
m 111 

p m = n p i ,  qm=nYi,  
1 1 

e osserviamo che in virtù della convergenza di D, p, q ,  si pub per ogni d 
arbitrario, fissare un valore m' tale ohe per qixalsivoglia valore di m > ln' e 
per Y qualunque, sia : 

8 ancth'esso convergente in modo assoluto. 
Formiamo d o r a  la  djfferenza: 

Aggiungendo e togliendo un termine opportuno, essa diventa: 

che, in vjrtù delle precedenti disuguaglianze, si trasforma nella seguente: 

per M opportunamente grande ma finito. 
G 

Se dunque si pone 6 < - si avrh da ultimo : M 

il che prova la convergenza di  D'. 
Ma dalla: 

I p q - p m ! M < d ,  
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si h a :  

IDt,,IIpq--p,y,,I<o; 
od anche: 

I p q a), - ni, I 
Ma : 

I p y  I ID-  D,I<a, 
e cos) : 

I D' - D',,, 1 < O , 
quindi : 

O infine: 
D' = p q 2). 

Criteri d i  convergenza. - Determinanti normali. 

1. Procediamo alla ricerca di qualche criterio di convergenza e fac- 
ciamo uno studio compiuto, per quanto è possibile, di quelle classi di deterriii- 
nanti che vi soddisfanno. 

Diremo, col v. KOCH, della fotwza norlîzale ogni determinante infinito 
tale che il prodotto degli elementi disigonali converga in  modo assoluto e sia 
pure convergente assolutamente la serie doppia degli elementi non diagonali. 

2. Ogni  determinante d i  fo~nzn noî.r/lule è convergente. 
Poniamo : . I 

u,k - aJik per z =,= k 

aii = 1 + alii n i = Ic . 
La convergenza assoluta del prodotto infinito: 

equivnle a quella della serie semplice : 

ma poichè la serie doppia degli elementi non diagonali converge in modo as- 
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soluto, converge pure la serie: 
Z Z i a i k I ~  
i h. 

e quindi anche il prodotto : 

Si noti poi che il determinante : 

Dm = [a, h ]  , (i, k =  1 ... m), 
si pub ottenere da1 prodotto : 

( i ,  k = l  ... m ) ,  

sviliippm"dolo e ponendo opportunamente a coefficienti dei vari termini i nu- 
meri + l ,  -1, o zero. 

Risul ta  adunquc : 
1 DtIb 1 5 Fll1 , 

poichè ad ogni termine di D,, corrisponde un termine di Y,,, eguale ad esso 
in valore assoluto e senipre posi t i~o.  

Formiamo ora le espressioni : 

ed osserviamo clie qiiando in esse venga sostituito Io zero alle quantità alik, 
per i, k = v a  + 1,  nz + 2 ,  . . . m + p ,  le  dette espressioni diventano rispetti- 
vamentc ; 

n,, , P m ,  
e fra i termini che si annullano in p,, ,,, si trovano certo quelli che si an- 
nullano in Dm,.,. 

Ma i termini che vanno rt zero ne1 detto prodotto sono : 
- 
P m + p  - R I Z  , 

quelli clie vanno a zero ne1 corrispondente determiiiante sono: 

-Dlntp  - Dm , 
e inoltre tutti i ternini  della prima differenza sono positivi il che in geiîe- 
rale non rtvriene cli quelli della seconda, quindi: 
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Ora, per quanto si è visto, il prodotto P è convergente, onde per ogni o 

piccolo ad  arbitrio si potrà fissare un intero m' positivo tale che per tutti 
gli In > ~n' e per qualunque p, si abbia: 

Questo teorema, per il cas0 di a i j =  1 è dovuto a POINCAR$; ne1 caso 
più genernle ora esposto appartiene al v. KOCH. 

È chiaro sin d'ora che la condizione di essere normale, per un determi- 
nnnte i~ifi~iito, è sufficiente, ma non necessaria, per stabilirne l a  convergenza. 

3. Ne1 numero precedente si è ottenuto che: 

per qualunque valore di m, onde i! facile dedurre: 

E cosi possiamo anche affermare che dato un cr piccolo ad arbitrio è 
possibile sempre determinare un numero intero m' tale che per ogni ?n > ~n'  
risul ti : 

P- P,<G, i D--D,,I<a, 

relazioni che vengono direttamente dalla convergenza di P e D. 
Per  i determinanti or ora definiti, in virtù della loro convergenza stanno 

tutti i teoremi generali del capitolo precedente. 
4. Un deterrnitzntzte normale resta convergente se al posto degl i  ele- 

metzti di unn sua liizeu si pone utla successioste d i  elementi aii i quali,  itz 
valore assoluto nola superilzo un nwnero positivo dato a. 

Poichè ogni linea di un determinante D si pub ridurre al posto della 
linca zero, sarà suficiente dimostrare il teorema per il caso che ne1 posto 
degli elementi : 

~ I I ,  %,. .. ai%,... 
si pongano gli elementi : 

a!, a 2 ,  ... a H , . . .  
tali che : 

I a i  I f  a per a -r O. 

Sia D' il determinante cos) costituito, ed abbiano D,], e D',, l'ordinario 
significato. Inoltre indichiaino con F', P',  i prodotti che si ottengono rispet- 
tivamente da I>, P,, colla soppressione del fattore corrispondente all'indice 1 ,  
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Allora B chiaro che a d  ogni termine di D',, corrisponde un  termine non 
minore e sempre positivo di a p,,,, e quindi con ragionamento analogo a 
quel10 ottenuto più addietro posaiamo stabilire: 

1 Z , 8  1 p - DL l < a (R,a+p - Z J  ) 

e questa disuguaglianza è sufficiente per dimostrare l'asserto. 
Il teorema pub essere generalizzato corne segue: 
S e  in un d e t w m i n a d e  tzomna7e D t r l  posto deg l i  eletneni5 d i  un numetSo 

quulsivogliu,  m a  Jinito, d i  litzec, si pongono a l h i  elewenti  ad arbi tr io  ma iw 
ferio7.i in valore assoluto ad 1ua certo numero positivo finito a ,  i l  9zuovo de- 
terminante  è amor.a convergente. 

5. Chiudiamo queste prime notizie con un esempio di determinante 
normale. 

Si costruisca il deterrninante : 

= [a, k ]  ( i ,  k = l ,  2 ,...cc), 
ponendo : 

Tale  determinante è normale percha il prodotto infinito: 

converge assolutainente e cos1 pure la  serie doppia degli elementi non diagonali : 

1 , ( i + k ) .  y , z P k 2  

Per  determinare il valore di D determinianio il valore di D,,,, indi pas- 
siarno al  limite per nz crescente al\' infinito. 

Sviluppa.ndo D,, per dimensioni si ha: 

Ma tutti i sommatori dopo il primo sono identicaniente zero, dunque: 

1 Dl,, = 1 + ,. 
i=l 2 

E passando al limite: 
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Minori di un determinante normale. 

1. In un determinante D: 

D = ["ik] 

scegliarno a d  arbitrio un certo numero r di linee: 

a l ,  u2, a,... a,., 

ed altrettante colonne : 

P I ,  P z ,  B 3 9 - . -  P r ,  

zione : 

D(r) = agg. 

e al posto degli elementi aatpz delle linee e colonne indicate poniamo 10 zero 
se p =:=q, e l'unità se p = y .  Il  determinante che cosi risiilta 10 diremo zln 

sottoieteminante O minore infinito d i  orditte P,  e sarà indicato con la nota- 

I n  eçso la diagonale principale è qiiella stessa di D modificata dalle 
poste sostituzioni. 

L e  r linee ed r colonne considerate si incrociano poi in r2 elen~enti che 
non appartengono al nostro minore infinito e che a loro volta formano un 
?fiinore finito d'ordine r. Questo si dirà complementare O aggiunto deli'altro, 
e reciprocamente. 

In particolare diremo diagonali quei minori finiti o infiniti sulla cui dia- 
gonale principale non compare a lmn elemento non-diagonale del dato deter- 
minante. 

Dalle definizioni risulta subito : 
Tutti  i minori infiniti d i  u ~ t  determi~zalate nomale sono pure nortnali. 

2. 12 minore: 
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del nomzale  D, è zigthale al  determinante  Dl(') che s i  ottiene sopprimendo ilfi 

D le Eijzee a ,  a , .  . . a,  e le colonlie p i  p, . . . fi,, qu ind i  uttribuendo a l  nzrooo 
determinante i l  segno : 

(- 1)(% P, ) i  t(a,. B!I, 

È utile osservare che iri Dt(r) deve ritenersi pcr diagonale principale 
quella di D. Allora tanio Dr) quanto D'(r) hanno un valore deterininato 
perché sono normali. Scelgasi un rur finito, ma grande cosi da soddisfare alle 
condizioni : 

rn>a,, m>B2,) (n = 1, Z)... r ) )  

e jndjchiamo con nt;) il determinante che si ottiene da  D, ponendo l'unità 
per gli elementi a,spJ ( s  = 1 ,  2 , .  . . r) e zero per g1i elementi restanti delle 
linee a e colonne p; indichjarno poi con Dl!;;) il minore di D,,, che si ottiene 
sopprimendo in esso le linee e le colonne accennate. È chiilro che fissato 
con o un numero arbitrariamerite piccolo, si pub sempre fissare un m' intero 
tale che per ogni m > m' si abbia: 

d i  un normale D si deduce 2112. a1t1-O mit101'e: 

con 10 scumbio d i  p i nd ic i  a f î u  d i  loro e d i  q i d i c i  fm loro, i l  lztlovo 
nore è ugua le  a l  pvhzo ~no l t ip l i ca to  per (- l )Pt  q. 
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Immaginianio infatti in D di scambiare le linee: 

C L I  a ? .  . . 7 

con le:  

e le colonne : 

con le: 

O t ,  02, . . . at, , 

D i P r  P r 7  

Pt, Pt, * . Pt,. 

i r ~  cui t, t, . . . t, è una permutazione arbitraria dei niimeri 1, 2 , .  . . Y. 
Otterremo cosi un determinante D' tale che: 

Sostitiiendo orn 1' unith al posto degli elementi n,,?p, ( s  = 1 ,  2 ,  . . . 1.) e 
zero per gli d t r i  elementi delle linee e colonne in discorso, la precedente re- 
lanione d ivmta  : 

at, . . . E t c  a1 . . . a,. 

(&. . . et,) = ( p .  . . ,J l ) P q -  

s i  sca~nbiano date a O due f ra  loro, i l -  rrnilzove catnbia d i  segno. 
Qiiindi anche : 
Se due u O due p coincidono il nzitzore è wu22o. 

4. Sia: 

un gruppo di elementi che possono rnediante scarnbio di  linee e di colonne 
esscre trasportati a costruire la diagonale principale, nei quali cioè: 

rappresenta una permutazione dei numeri: 

1 , 2  ,.., n., ,  

Allorn, corne conseguenza dirctta di quanto precede si ha.:  
II nzi1201.e che s i  oft iene da2 normale D ponendo l ' jmitb pel. gli  e lenle~z t i :  
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e 10 zero  per gl i  alitai, è uguule a (- l ) ( a l - i ) + ( a , - q ) + -  

5 .  Il minore: 

al crssce9.e di n. t e d e  
Poniamo : 

all'unità. 

Si ottiene subito: 

Ma è convergente qnindi per ogni o piccolissirno si pub deterniinare 
u n  intero positivo 92' tale che per 12 >fi' sia: 

il che vu01 dire che la quantità: 

(1, 2 ,  ... n ) - 1 ,  

al crescere di 12 si pub rendere in valore assoluto minore di qualsivoglin quan- 
ti tà assegnabile. Ma il minore: 

come il prodotto: 

(1, 27.. 4, 
ammettono (come vedrerno poi) l'unità quali termini del loro sviluppo, e dippiù 
a d  ogni termine del minore corrisponde un termine e sempre positivo del 
prodntto, quindi risulta : 

per qualunque o positivo. Di qui infine: 

1 ,  2 ,  ... 

il  clie dimostra il teorema. 
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Poichè le colonne e le linee si possono ordinare ad arbitrio in un deter- 
minante convergente è chiaro poi che questo teorema v d e  per qualsivoglia 
minore : 

non identicamente nul10 quando n cresca oltre ogni limite. Notiamo da ul- 
timo che esistendo un limite di: 

al crescere di n, si potrà sempre assegnare u n  intero n' tale, per ogni c, che 
si verichi la  relazione: 

per n> n' e per un valore di p positivo qualunque. 
6. A chiarire qualche concetto raccogliamo qui alcune osservazioni: 
a) Per  ordine di un minore infinito si intende il numero delle linee O 

colonne che si debhono sopprirnere ne1 dato determinante (O sulle quali è ne- 
cessario operare quella speciale sostituzione d'elementi onde abbiamo parlato) 
per ottenere il minore che si considera. 

Invece per ordine di un twiazore Jinito intendiamo come nell'ordinaria 
teoria il numero effettivo di linee e colonne costituenti il minore. 

b) Un minore finito e in generale qualsivoglia determinante pub sempre 
mettersi sotto la forma di deterrninante infinito ~zormale. Rasta infatti con- 
tinuare la sua diagonale principale con elementi uguali all'unità positira, e 
porre zero per tutti gli altri elementi. 

c) 1 determinanti infiniti: 

che noi studiamo ora si possono a loro volta considerare come minori diago- 
nali di quelli le cui linee e colonne vanno da - ao a + oo. In particolare 
adunque sono riducibili a quella forma ne1 modo ora descritto. 
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Sviluppi dei determinanti normali. 

1. Sia dato il determinante: 

e formiamo l'indentith: 

Poniamo corne sempre : 

u;k == arik, aii = 1 + a';,, 
e : 

A, - A,-, = V r .  
Risulta allora : 

Quindi se nella espressione della A,, facciamo crescere la oltre ogni 
limite si ha: 

D = V ~ + V ~ + . . . - ~ - V , + - . .  (1) 

dove la serie del secoudo membro converge in modo assoluto. 
Infatti parzlgonandola con la serie convergente a termini positivi : 

ove : 
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- 
2. Ogni espressione &- II,,,-, pub essere scritta come una somma di 

termini positivi. Ogni termine dello sviluppo di V, trova in questo sviluppo un 
termine corrispondente (che 10 eguaglia in valore assoluto e sempre positivo; 
quindi se si esprime il determinante v,,, come la somma algebrica di : 

termini, e se poi ad ognuno di questi è sostituito il suo valore assoluto, la 
serie D resta ancora convergente. Posto adunque : 

la serie doppia : 

converge assolutamente. 
3. Di qui risulta subito 10 sviluppo: 

che è l'estensione dello sviluppo ordinario dei determinanti d'ordine finito, in- 
tendendo che il somma.torio sia esteso a tutte le permutazioni: 

1 , 2  ,... m ,... oo. 

E d  infatti ogni termine del10 sviluppo (3) si ottiene raggruppando op- 
portunamente alcuni termini del10 sviluppo (2), e reciprocaniente ogni termine 
della (2), entra a far parte di un termine dalla (3), onde l'ultima formula 
s'critta è effettivamente Io sviluppo di D, ed il suo valore è indipendente 
dall'ordine dei termini. 

4. Cerchiamo ora l'estensione delle altre forme che assume 10 sviluppo 
di un determinante finito. 

Se  nella serie (3) raccogliamo gli elementi a,p della linea am e indichiamo 
con A+ i rispettivi coefficenti che non dipendono pih da tali elementi, ri- 
sulta : 

Ma se nella precedente identità pongo a , ~  = 1 e zero per tutti gli altri 
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elementi ama,  si  ottiene : 

onde : 

D = & F  (") a., , = 1 ,  2 , .  . . , (4) 

ed è ohiaro che questo sviluppa converge assolutamente. Tale convergenza pu6 
essere direttamente dimostrata : 

Infatti poniamo per semplicità : 

Lo sviluppo (4) convergerà, in  modo assoluto quando per ogni a piccolo 
a piacere si possa determinare un numero 1 ~ 2 '  tale che per ogni m > m' sia: 

Si indichi con : 
m 

il resto della serie dei moduli degli elementi che formano la linea ccma, e si 
rammenti che per la data convergenza assoluta della serie doppia, costituita 
dagli elementi non diagonali aik (i =:= f i), per ogni $ piccolo ad arbitrio pos- 
siamo scegliere un valore di m' tale che per ogni m > ln' risulti: 

Ma poichè i minori di un normale sono alla loro volta normali, dovrà pure 
trovarsi un nuniero positivo K tale che per ogni f l  sia : 

Di aui abbiamo : 

onde : 
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E scegliendo : 

risulta infine : 

Se ora ne1 posto della linea cr poniamo gli elementi della linea y si ot- 
tiene un normale identicamente zero. Sviluppandolo per gli elementi della 
linea sostituita si ha : 

cha coll'altra : 

oi dà le due relazioni fondamentnli ordinarie. 

Notiamo conie i ininori quando si intendessero dedotti da1 normale D ( B) 
con la soppressione della linea alna e della colonna ,Pa si dovrebbero molti- 
plicsre rispettivamerite per (- l)"+P. 

5 .  Procedendo affatto analogarnente, dallo sviluppo fondamentale si pos- 
sono ottenere le due relazioni seguenti : 

dove y , .  . . y ,  rappresenta un sistema di llz linee che almeno per una, diffe- 
risce da1 sistema a,. . . a,, e i sommatori vanno estesi a tutti i sistemi ( f i )  
di Î. colonne, presi t ra le infinite colonne del determinante. 

Anche la convergenza assoluta di questi sviluppi si pub dimostrare di- 
rettamente ricordando che le serie : 

I aa,p, 1 5 1 a,,@* 1 + - - 

convergono assolutamente. Si procede a questo scopo corne ne1 numero 4. 
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6. Il determinante D pub essere sviluppato anche secondo gli elementi 
di una linea e di una colonna qualsivogliano. 

Preiidiamo per esempio la linea e la colonna 1. Il coefficiente di a,, 

è ( f ) ,  e quel10 di a,, a,p, è :  

e quindi sarà lecito scrivere : 

D=(:) a,, - 2: ais a,l(: i). c. d. o. 
( am 

(6 '1 
7. Dallo sviluppo : 

possiamo dedurre uno sviluppo di D per dimeuzsiouzi. 
Irifatti ricordando la  formula che ci dB Io sviluppo di un determinante 

del tipo : 
a i l  + 1 aiz . . . a,, 

f 1 . . . 

dove all' ultimo elemento diagonale non fu nggiunta 1' unità, e applicandolo 
a V, risulta subito : 

dove gli indici assumono tutti i valori interi positivi che soddisfano alle di- 
suguaglianze : 

i < j < h < . - .  

Dallo sviluppo ora ottenuto risulta che l'unità entra nello sviluppo di D, 
principio di cui ci siamo giovati più addietro. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d'ordine injnito. 171 

Altre proprietà dei determinanti normali. 

1. Passiamo ad alcune conseguenze dei precedenti sviluppi : 
Il determinante D' che si ottiene da D sostituendo agli elementi della 

linea a delle quantità ai (i = 1, 2 , .  . . 00) rninori in valore assoluto di un 
certo intero cc, finito, pub essere sviluppato ne1 modo seguente : 

in cui v', è il deterniinante in cui si trasforma v,, con la sostituzione in- 
dicata. 

Infatti sia v', l'analoga quantità di v,, calcolata per i l  nuovo determi- 
nante, e sieno P' e ÏÏ', ci6 che diventano rispettivamente P e fi,, soppri- 

-mendo in essi il fattore corrispondente alla linea a .  Allora nella serie con- 
vergente : 

ogni termine è nna somma di termini positivi, e ciascun d'essi uguale O 

maggiore in valore assoluto del corrispondente nello sviluppo: 

vrm = Arm - Arm-, , 
quindi la serie: 

LI' = 2; vlm, 
converge assolzctarnente. 

Con ragionamento analogo si dirnostra, che Io sviluppo in parola è va- 
lido e converge in modo assoluto, anche allora che la sostituzione si effettui 
sopra un numero finito di linee. 

2. Sia in particolare AEP = un minore infinito di primo ordine del k) 
normale : 

e immaginiamo di 
opportune risulta : 

D = [aik], [;, k = l ,  2 ,  ... Ba], 

svilupparlo secondo la formola (1). Scegliendo notazioni 
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e la serie del secondo membro converge in modo assoluto, perchè Aap a sua 
volta è un determinante normale. 

Dippiù gli Ag)  per un m compreso tra u e 0 sono zero identicamente. 
' Da1 determinarite D si deduca ora D', sostituendo l'unità al posto degli 

elementi della linea a, e 10 si sviluppi nella serie convergente: 

Ma tenendo le precedenti notazioni e sviluppando v',, secondo gli elementi 
della linea ama (quand0 la contieue) risulta ancora: 

(m 2 a) ,  

E poichè questa serie converge assolutamente si ha  : 

Dunque : 
L a  serie dei minori infiniti di primo ordine, corrispondenti agli elementi 

di una linea (colonna) converge assolutamente. 
Ricordarido poi che i minori di un normale sono pure normali, risulta 

anche che tutti yli sviluppi: 

convergono i n  modo assoluto. Identità analoghe si ottengono scambiando le 
linee con le colonne. 

Se ora indichiamo con D' il determinante che si ottiene da1 normale D, 
operando una sostituzione di elementi tutti inferiori ad un certo intero finito, 
sopra un numero finito di linee, si dimostra, con procedimento identico, che i 
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precedenti sviluppi sono convergenti anche se formati coi minori: 

3. Di qui si possono dedurre sviluppi convergenti ancora più generali. 
Si pub infatti dimostrare lu converyenza ussoluta delle serie seguenti: 

dove (p) = (B, p, . . . fi,) rappresenta una combinazione di classe r degli in- 
dici 1, 2, ... oo, ed il sommatorio si intende esteso a tutte le dette combi- 
nazioni. 

La prima delle formule scritte appartiene a quelle del numero precedente, 
quindi è nota la sua convergenza. 

Consideriamo la 2: Per un teorema fondamentale mlle serie doppie si 
sa che condizione necessaria e sufficiente per la convergenza assoluta di ; 

a (& Cl9 
è che le due serie a terrnini positivi : 

siano convergenti. 

Ma Vps non è altro che 10 sviluppo di quando al posto degli ele- (3 
menti della linea a, si metta l'unità positiva O negativa, opportunamente, in 

modo da rendere positivi tutti quanti i suoi termini (i: BI), quindi è conver- 

Anrlali di Matematica, toirio XXVI. 23 
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gente ed uguale a l  minore : 

di un determinante D'. 
Infine in virtù del numero precedente : 

converge pure assolutamente. c. d. d. 
Con diretta estensione è facile poi mostrare clie gli sviluppi dati se sono 

convergenti per minori infiniti di ordine r = n Io sono pure quando l'ordine 
sia r = n + 1, ovvero per un r qualsivoglia. 

4. Parallelamente alle serie che precedono, riguardanti i minori infi- 
niti di un normale, è utile porre q u i  altre serie riguardanti i minori finiti. 
Voglin~no rtotare cioè che le serie: 

sono pure assoluta?lzente convergenti, cib che risulta direttamente dalla nota 
convergenza delle serie : 

e anche della serie che ne definisce il prodotto. 
Se tali sviluppi rjguardano un determinante D' ottenuto operando sopra n 

linee di D la sostituzione più addietro indicata, in generale non si potrà in- 
ferire che le serie ultime scritte convergono assolutamente, se non a partire 
dalle skp) per r > n. 
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Si potrà tuttavia affermare che 10 sono anche quando r 6 n se fra le 
linee a, a, . . . a,, ve fi7 ha almeno una che formi con i suoi elementi, una 
serie convergente in modo assoluto. 

5. Comhinando i precedenti risultati si ha: 
Se in un determinante normale D, si scelgono r linee (per r qualunyue, 

anche inJ;nito) e si formano tutti i possibili deternzinanti d'ordine massimo, 
compatibdi con la loro mat~ice, la serie di tali deteminanti converge asso- 
lutamente. 

A maggior ragione poi, convergeranno assolutamente le serie dedotte da 
quelle che precedono, estendendo in esse i sçmmatori non a tutte, ma ad una 
certa infinità di combinazioni (pi B, . . . B,) scelta con una legge ad arbitrio. 

Da  ultimo va notato che tutte le serie doppie O multiple ora ottenute, 
i n  virtù della loro convergenza assoluta, si potranno considerare corne serie 
semplicemente infinite nelle quali i termini si seguono in un ordine speciale. 

6. L a  convergenwa assolnata degli sviluppi (4')  e (5) resta ora per altra 
via assodata. Anzi, risulta di qui, che le condizioni per la convergenza loïo so- 
vrabbondano, il che non era fatto evidente da1 modo con il quale furono 
stabiliti. 

E d  invero per la convergenza di : 

non è necessaria quella di ambo le serie : 

m a  è sufficiente che l'una converga in modo assoluto e 17altra sia comunque, 
anche divergente, purchè i suoi termini, il1 valore assoluto, non possano sii- 
perare un numero positivo fissato grande ad arbitrio. Del pari avviene per 
gli sviluppi (5). Ma si ha  ancora: 

Il deternzinante L)' che si ottiene da D (hozormale) sostihendo ad n sue 
- 

litzee le n successioni di elementi 1 a i k  1 < a (i = a ,  a,  . . . a,), ( k  = 1 . ,  2 , .  . . cio), 

per f i  finito, ed a positivo e finito, è conve~gente e pu6 essere sviluppato colne 
il determiliante D (Sviluppo (3) (4') (5)). 

6. Se i n  un determinante normale si sostituiscono agli elementi a,p d i  
una lifiea a delle successioni (fiaite O hfinite) di elementi: 

tali che per ogni vulore d i  B si ubbia frp < p ,  per p positivo e jnito, il 
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determiraante si spexxa .ilz una somma finita o infinita d i  determinantz' con- 
vergea ti. 

Sja : 

e si faccia la sostituzione per gli elementi della linea a. Si avrà : 

cib che diinostra l'asserto. 
Questo teorema è generalizzabile per il oaso che la sostituzione avvenga 

sopra un numero finito di linee O di colonne. 
7. Sia D un normale; indichiamo con [ck] un gruppo di  numeri finiti, 

e formiamo l'espressione : 
bcp =aep -k ck akpz  e ( k  =:= a),  

indi agli elementi a,p per (P = 1 ,  2 , .  . . ao) si sostituiscano in D gli ele- 
menti b a p ,  cib c,he è legittimo : Risulterà un determinante D' pure conver- 
gente e sviluppabile per gli elernenti della linea U ,  onde : 

E poichè per k =:= a l'ultimo termine è zero : 

D' = D. 

Un rtormule lzon si altera di vulore, se agli elementi di ztna 2ifzea si ag- 
giunge la stessa combinazione lineare degli elementi di un nulnero pualsi- 
voglia d i  linee parallele. 

Moltiplicazione dei determinanti normali. 

1. Si abbiano i due normali : 

A = [aik], B = [ b i k ] ,  ('& k = 1, 2 , .  . . O), 

e si formi il determinante : 
C ==; [ ~ i k ]  , (i, k- 1 ,  2 , . . .  Ca), 
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ponendo : 
Cik = Z aij bkj 

J 

Allora si pub dimostrare che : 
a )  II determhante C è normale. 
b)  Per  esso sta l a  relaxione: 

C =  A .  B. 
Si ponga corne di consueto : 

Risulta allora : 

cii = a'ii + btii + a', brij . 
2' 

Ma per dato : 

sono convergenti, quindi anche la serie : 

sarà convergente. Resta cosi diinostrato che C è un determipante normale. 
Ma si ponga ancora : 

Dove le r sono in sostanzn i resti delle serie c i k .  Indichiamo poi con: 

A, = [aik] ,  B, = [bik] ,, 
CL = [~ik] , cm = [p ik ]  , (i, k = 1, 2 ,... w), 

i soliti determinanti finiti. Per definizione si ha : 

Cg - A, B,=0. 

E poiche A, B, C essendo normali convergono, per m abbastanza grande si 
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dove al crescere di m le a,,,, Pl,, y,, diventano più piccole di qualsivoglia 
quantità 8. 

Cib premesso, si osservi che Cl,, è decomponibile nella.somma di m + 1 
dcterminariti finiti, ne1 modo che segue : 

rappresentando ogni determinante con la sua linea zero. Ma: 

Ci = [y00 . . V ~ I I , ]  

e dippiù i minori corrispondenti alle r i k  sono tutti finiti e quiiidi inferiori ad - 
un certo numero positivo R r P, quindi : 

E siccome per le fatte posizioni: 

si ha pure: 

dove il secondo membro clie è il resto della serie Sab, per m. abbastaiiza 
grande, diventa minore di qualsivoglia quantith assegnabile. Il primo membro 
quindi della relazione (6) : 

C m II' y; , (a') 

tende a zero col crescere di In. Cod resta dirnostrato ahe per ogni 8 piccolo 
ad arbitrio si pub deterininare un 912' tale che per m > m' sieno contempora- 
neamente : 

IA-Ami, IR-BmI, lc-cml, l C m - C i i l ,  

minori di 8. Se & allora ci rappresenta una quantith finita, opportunamente 
grande, si ottiene : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d'ordine infiaito. 1 7 9  

onde : 
J C - Q / < 2 J ,  

che insieme alla precedente ci d&: 

l (~~-C)-(A,B,-Cm)l<$(Q+$+2),  
ia  quale per: 

. J i Q - t J + %  
si trasforma infine in : 

È chiaro poi, da1 modo col quale si è proceduto, che tale prodotto di 
deterrninnnti pub avvenire in 4 modi diversi. 

2. Prendiamo ora a considerare quei determinanti, che si ottengono d a  
un normale operando uria sostituzione di elementi finiti sopra un  numero fi- 
n i t ~  di linee. 

D i ~ t i n ~ o i a m o  i dne casi: 
a) Prodotto di un normale per un det. del tipo indicato. 
6) Prodotto di due determinanti di questo tipo. 

Riterremo in quanto segue tutte le precedenti notazioni. 
a) Immaginiamo ne1 normale A d i  sostituire agli elementi delle prime n 

linee le  quantità : - 
I ~ j k I < a ,  ( h = 1 ,  2 ,... W, i=1 ,  2 , . . .  PZ), 

in cui a è un certo nuniero finito e positivo. 
Otteniarno cos1 un determinante A '  convergente. 
Dato allora u n  normale B, si definisca corne pocanzi un determinante C', 

tale che sia : 
c;k = aij bkj, ii=:= 1, 2 , .  . . ph), 

J 
- 
~ i k  = 2 a i  bkj, ( i=  1, 2 , .  . , 2). 

j 
Possiamo dirnostiare che : 

1.") Cf è convergeate e del10 stesso t ipo d i  A' 
2.") P e r  esso sta lu relaxio~te : 

Infatti le  cik(i=:= 1, 2, . . . n)  soddisfanno a tutte le condizioni degli ele- 
menti di un determinante prodotto d i  due normali, e : 
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in cui N è un nurnero indipendente da  k, positive, finito e opportunamente 
grande. Dunque è vera la .La parte del teorema. 

Ma si ha  dippiù : 

- - - w - w 

r i k  = Cik- [*ik = 3 a, bkj 5 U 2; bkj , (i= 1, 2 , .  . . n). 
m-!-l rn+l 
- 

Quindi si ha  rtncora che rik, r i k  si possono rendere piccoli a piacere 
col crescere di nt. 

Operando allora analogamente al numero che precede, si ottiene in modo 
ovvio : 

C'=A' B .  c. d. d. 

Se poi il prodot t~  si effettuasse combinando le colonne di A' con le linee 
di B si verrebbe a definire un certo determinante r' di elementi: 

il quale non è della forma normale, nè pub dedursi da un normale con la 
consueta sostituzione di elementi. 

Si pub tuttavia dimostrare che: 

Infatti, usando delle precedenti notazioni si  h a  per nz > n : 

espressione che, per quanto eappiamo da1 numero 1.' di questo capitolo, ci 
permette di determinare per ogni d un certo ml> n tale che per tutti gli 
rn > m' sia : 
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risulta anoora : 
1 Cfm - Fw, I < d . 

Ricordando la convergenza di C', di qui si deduce facilmente: 

relazione che stabilisce la convergenza di r. Allora: 

] r ' - r ' rn )<~>  ~C'-c 'rnI<m, 
onde : 

1 - C') - (r'm - CL) 1 < 2 , 
e per Q ~ B :  

l r ' -C' i<3~  . * .  ~ ' = c ' = A ' B .  C. d. d. 

Dunque i qucrttro determinanti che si ottengono facendo il prodotto di A' 
per B nei quattro modi diversi, risultano tutti convergenti e coincidono in 
valore. Qualche proprietà analoga deve sussistere per il prodotto di un con- 
vergente per un normale. 

b) Supponianio ora d'avere due determinanti A,' B', ottenuti d a  due 
normali, sostituendo agli elementi delle prime n linee dell'uno una succeseione 
- 
aik( i= 1, 2 , .  . . az) di elementi minori in valore assoluto di un certo nu- 
mer0 a, ed alle ra' prime linee dell'altro una tiuccessione di elementi bik ( i=  l, 
2 . .  . fi') minori i n  valore assoluto di  un certo numero b positivo finito. Si 
potrebbe allora presentare il problema: Coaz uno dei quattro m.odi ifidicati 
per forunare il p ~ o d o t t o  d i  due normali, s i  pua definire un determifiunte C", 
convergente ed uguule ad (A' B)? 

Se immaginiamo di effettuare il prodotto per lince, risultano sempre fi- 
niti gli elementi cik7 eccetto il cas0 che sia contemporaneamente : 

perché, in ta1 caso la cik possono, iu generale, presentarsi come serie di- 
vergenti, essendo : 

In  C" quindi si presenterebbe una matrice di n fi' elementi i quali sono, 
O possono essere infiniti ; ed il ragionamento usato in precedenza per stabilire 
la convergenza del determinante prodotto, cade interamente. 

Se invece si f o ~ e  definito r" come determinante prodotto, che si ottiene 
cornbinando le linee di  A' per le colowze B', sarebbe ovvio il dimostrare che 
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tutti gli elementi y;k sono finiti, e che anzi al crescere di i tendon0 a zero. 
Risulterebbe ancora che Pr' si pub dedurre  d a  r' uppunto come d a  A ,  nor- 
vnule, si dedusse i l  cowergen te  A'. 

Da ultimo poi, se facciamo il prodotto per colonne di .4', e B', risulte- 
rebbe un determinante di cui tutti gli elementi sono inferiori ad un certo 
intero positivo finito. 

Perb nulla possiamo indurre con cib sulla convergenza dei determinanti 
cos1 costruiti. Abbandonando quindi, questo argomento speciale, osserviamo 
come queste brevi considernzioni fanno nascere il dubbio che la regola ordi- 
naria del prodotto non sia valida in generale per due convergenti comunque, 
O che, applicandola nei quattro modi diversi, si possa pervenire a quattro de- 
terminanti diversi fra loro. 

Prodotto di due matrici. 

1. Una tabella di numeri: 

h k l  , (il k = l ,  2 , . . .  w) 

la diremo una matrice  ad infinite linee e colonne. Essa potrà essere consi- 
derata come un determinante infinito quando se ne fissi l'origine e la diagonale 
principale; colla soppressione arbitraria poi di linee e colonne potrà, dare ori- 
gine ad un numero infinito di determinanti infiniti. 

Una tabella di numeri : 

la diremo ulza matrice  ifififiita ad f i  colonlze. 
Indichiamo poi con : 

le matrici che si ottengono da un dato determinante infinito D sopprimendo 
in esso rispettivamente le linee u O le colonne p, e questo, analogamente a 
quanto si è fatto per i minori, le diremo matrici inJinite d'ordine Y. 1 minori 
che da essi -derivano, sopprimendo rispettivamente r colonne od r linee sono 
minori infiniti d'ordine r del determinante D. 
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2. Sieno orn A e B due determinanti normali, e definiamo il loro pro- 
dotto : 

di elementi : 

Consideriamo allora i due minori : 

Questi minori si potranno rappresentare rispettivamente, come prodotto 
delle matrici infinite ad m linee : 

O delle matrici infinite d'ordine m: 

1 a , ,  . . . . . 
. . . . . . . . . 
~ 1 ~ , ~ ,  . . . ac~,,, ,- . . . 

l'una dedotta da  A sopprimendo le linee U ,  l'altra da B sopprimendo le P. 
Per  istabilire questa proprietà imaginiamo di fare il prodotto delle due 

matrici considerandole come determinanti; cos), nei due casi considerati ot- 
terremo rispettivamente o mg od me elementi che sono proprio quelli dei mi- 
nori C,, e cm di C. P e r  defilzizione tali minori li diremo il prodotto delle 
date matrici. Risulta : 

Oglzi mittore, finito O itaJirzito, del prodotto di 'due  novmali è rappresen- 
tabile come prodotto di due matrici infinite. 

Ne1 caso di Cm le due matrici hanno 10 stesso numero m di linee, riel 
caso di cm si deducono da A e B colla soppressione del10 stesso numero m 
di linee. Se nell'uno e nell'altro caso le linee delle due matrici Zianno 10 stesso 
indice, esse diconsi omokoghe, e il loro prodotto è un minore diagonale. 

3. Se studiamo il prodotto di due matrici infinite ad m linee: 

con diretta estensione dell'ordinaria teoria risulta; 

9 

bg,, . . . bg,. . . . 1 
. . . . . . . . . 

II‘ . . b ~ , , ,  T . - 
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a)  I l  prodotto Cm d i  due matricici értJinite ad rn littee, effettuato pev 
linee, è formalmente espresso per la serie dei prodotti dei ?ninori di ordine rn 
contenuti nell'una per gli omologhi dell'altra rnatrice. 

b)  Il prodotto per colonne di clzce wutrici infiaite ad m linee é nzcllo 
identicamente 

Siccome finora non si è posta zllcunn restrizione intorno alla grandezza 
ed al segno degli elcmenti, è chiaro che la serie di cui è psbrola in o) pu6 
essere comunque anche divergente. 

4. Diremo lzormale la matrice injnita ad m linee, d i  cui ln serie 
degli elementi colzuerge in modo assoluto. 

Qualunque matrice di m linee scelte fra quelle di un determinante nor- 
male, è normale. Risulta : 

11 detewninante Cm, prodottd di due matrici pzorrnali, è duto du una 
serie convergente. Questa è la serie dei prodotti dei minori ornologhi nelle 
matrici date. 

Dimostriamo direttamente questo teorema. Sieno : 

A , ,  A 2 , .  . . A,.. . . 
Bi, Bq . . .  Br . .  

i determinanti d'ordine m otnologhi, che si possono dedurre rispettivamente 
da.lle date matrici. Allora, per i teoremi sviluppati ne1 capitolo precedente si 
ha  che: 

S a = Z I A r I ,  S b - E I B r I >  
r T 

sono serie convergenti, quindi Io sarà anche la serie: 

f & b = x l A 9 - B r l .  
r 

Ma dimostriamo ora che anche in valore si h a :  

Indichiamo con n un numero grande ad arbitrio e sempre maggiore di m ; 

con S la somma della serie 2 AT Br, e con Sp per p= la somma di p (3 
termini, che si ottengono moltiplicando fra loro gli omologhi determinanti for- 
mati con le prime n colonne delle date matrici. 
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Poichè la serie S converge assolutamente si potrà sempre imaginsbre una 
disposizione di termini tali che: 

rappresentino rispettivamente i prodotti delle matrici : 

Allora se C:; è il  determinante prodotto delle due matrici : 

si sa che, per ogni d piccolissirno, si pub sempre stabilire un intero fi' > m 
per modo che per ogni rz > n', si abbia insieme : 

I G- C,!,l<J, 1s- S,l<J, 
onde : 

l (cm- 8 ) -  (CF$- S p )  I < 2 8 ,  
ma : 

'2, = s p  , 
dunque : 

C ,  = S= 2 A, B r .  
v 

È degno di nota che la  precedente proprieth sussiste anche allora che una 
sola delle matrici sia normale, purchè l'altra si conservi ad elementi finiti. Cib 
non è possibile affermare se ambedue non fossero normali. 

Da queste considerazioni poi ne derivano altre riguardanti i minori finiti 
del prodotto di due daterminanti del tipo A', B' (Cap. prec.). 

Supposto per es. che la sostituzione d'elementi abbia avuto luogo in A, B, 
per colonne, facciamo il prodotto per linee di A', B'. Otteniamo cosi un de- 
terminante C r  di c.ui non conosciamo il salore e le proprietà, ma che anmet te  
m272ot.i Jiniti tutti convergenti. 

Basta jnfatti osservare che le nîatrici le quali definiscono tali minori 
come loro prodotto sono normali ambedue. 

Se  poi il prodotto di Ar ,  B' avviene combinando linee con colonne, 
ogni minore sarà definito come prodotto di due matrjci di cui una sola è 
normale, e 17altra è ad elernenti finiti; ancora in questo caso diinque il de- 
terminante r" ammette minori finiti tut t i  convergenti. 
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Non cos1 avviene quando si effettui il prodotto per colonne. 
5. Passiamo alle n~atrici infinite d'ordine r. 

Diremo normale la matrice inJinita d'ordine r quando siu dedotta da 
ufi deferminunte laormale con la soppressione di r linee (colonne). In ogni 
cas0 queste matrici si potranno considerare in doppio modo : 

come detertninanti infiniti; e allora fissata l'origine e la diagonale as- 
sumono un valore e delle proprietà speciali; 

come matrici;  e allora non hanno nessun significato di quantità, ma 
restano individuate dalla legge seguita ne1 dedurle da1 determinante D. 

Cos1 per esempio : una matrice norrnale generalrnente non rappresertta 
un determinatz te norma.le. 

Si abbia.no ora due normali A e B ; mediante soppressione di linee m se 
ne deducano rispettivamente le matrici : 

A (ai a* . * %) ; B ( f i 9  P 2  . Pl,,), 

infinite di ordine m. In virtù di relazioni stabilite ne1 capitolo (6) si sa clle 
le serie : 

dove (r )  = (Y, . . . Y,,,) va esteso a tutte le combinazioni dei minori 1 2 . .  . cio 

di classe m, sono convergenti. Sarh quindi convergente anche la serie: 

formata nioltiplicando termine a termine le precedenti. 
Vogliamo ora dimostrare che il minore infinito : 

del prodotto C per linee di A e B, che è definito come prodotto delle due 
matrici considerate, pub rappresentarsi con la serie : 

Infatti indichiamo con Cap un deterrninante d'ordine la di Cap, e con Sn la 
somma della serie che 10 definisce, per modo che qualunque sia n risulta : 
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E se poi Sm ed S; stanno a rappresentare le somme di m termini, rispetti- 
vamente delle due serie S e S n ,  prese cosi che i due determinanti, il cui 
prodotto costituisce un termine di SE sieno rispettivamente i minori dei de- 
terminanti il cui prodotto costituisce il termine corrispondente in Sm, allora 
qualunque sia na si potrà sempre scegliere un rz opportunamente grande per 
modo che sia : 

per 6 piccolo a piacere. Di qui risulta : 

E quindi ricordando il valore di Sn, con l'ordinario procedimento nrriviamo 
di nuovo alla conseguenza : 

Ca, = S. 

Questa formula generalizza come segue un precedente teorema i 
Il minore Cap, prodotto per Einee di due matrici normdi infinite di or- 

dine m, è uguale alla serie dei prodotti dei rninori infiniti di ovdine m di A, 
per g l i  ovnolog hi contelzuti nell'al tra matrice B. 

11 teorema che tratta del prodntto per colonne di due matrici finite qui 
non trova il suo corrispondente, poichè il numero delle linee e delle colonne 
è del pari. infinito. In particolare anzi, se le matricj, considerate come deter- 
minunti, sono normali, il prodotto per colonne dà origine ad iin nuovo nor- 
male rap per modo che sia : . 

L p  = C@ 

Determinanti reciproci. 

1. Sia:  
D = [ a i k ]  , 

un qualsivoglia deterrniriante infinito. Tndichiamo con : 
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i suoi minori infiniti di primo ordine, e formiamo il determinante : 

R = [ A i k ]  , (i, k 2= 1 . . . 00). 

Qualunque sia il suo valore, diremo che R è il reciproco di D. 
2. Sia D un determinante normale. Allora se poniamo che R sia anche 

normale (O deducibile da  un normale con la nota sostituzione di elementi) sta 
per esso e per D la  regola del prodotto. Indicando con : 

M =  mik, 
tale prodotto, si ha  in valore : 

Quindi : 

donde : 

(i, k = l  . . .  m), 

per i =]= k, 

n i = k .  

R = lini Dm.-'. 
71t=m 

Ma si è supposto R convergente, quindi il secondo membro della yrecedente 
uguaglianza ilon pub crescere oltre ogni limite, il che porta necessariamente : 

O h l D l f  1 ,  
e quindi : 

R=O, H = - c l .  
Dunque : 

a) Perchè un determinantc nmmetta un recipvoco convergente e tale 
che per esso valga la v-egola de2 prodotto, è necessar-io cche D, ira valore as- 
soluto, sia uuyuale O minore d i  1. 

b) Il reciproco d i  ulz normale è zero, pi& O meno uno, oppure diver- 
gente. 

Potrebbe parere che la condizione a) fosse anche sulpzciente a stabilise 
che R converge e gode delle poste proprietà, in virtù della relazione : 

R = lim Dm-'. 
m=co 

Ma tale ragionamento è facile persuadersi, che rappresenta un circolo vizioso. 
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3. Cornunque sia, poichè D è normale, i niinori finiti del suo reciproc.~ 
hanno sempre un certo valore finito. 

Si abbia un minore : ' A S . .  A 1 
Rn = . . . . . . . .  

d'ordine n di R. Si formi quindi la  matrice delle prime n linee di R e ag- 
giungiamole infinite linee, ponendo l'unità sulla continuazione della diago- 
nale di R,,, e zero al posto degli altri elementi. Otterremo cosi il deter- 
niinante : 

1 . . .  Ai?,  . . .  

di ordine infinito e normde.  Moltiplicandolo per D, (linee con linee) e chia- 
mando : - [n,,] ( i ,  k = l ,  2 ,,., m), 
il determinante prodotto : 

N - D R n ,  
risulta subito : 

pzih = O per i= l= lc  i s n  

nik = uilc in tut,ti gli altri casi. 

Ricordando quindi le proprietil dei niinori si ha : 

per cui : 

Tale  risultato si pub estendere ad  un minore qualsiroglia finito di R. 
Tnfatti con opportun0 spostamento di linee e di colonne possiamo fclre in 
modo che un minore qualunque venga al posto di Rn,  tutto al  più cam- 
biando R di segno. Ma spostando similmente linee e colonne i n  D anche 
questo cambia O conserva il medesirno segno come R, dunque rrioltiplicaridolo 
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per il nuovo R, ridotto sotto forma di determinante normale si giunge all'i- 
dentico risultato. Si ottiene cioè : 

e questa è più generale dell'altra formula ottenuta. 
4. Di qui risulta iincora : 

escluso D = - 1, è a m h e  suf ic iente  perchè D anarnetta un reciproco R con- 
vergente, e tale che per esso (e per uta vtormale) calga la reyola  clel p o d o t f o .  
Infatti : 

1 . . . f i  + (1, 2 , .  . . 1 1 R,,, - R, i = I D"-' I 1 (' * 1 DP -- 
1 ,  2 ,  . . .  . n + p ,  1,  2 ,  . . .  11 1 

Onde : 

qunlunque sia n, Quindi anche R = 0. 

qualunque sia d poichè il termine fra parentesi nella precedente relazione B 
sempre finito, e Dn-' a1 crescere di n pub diventare più piccolo di qualsi- 
voglia quantità. E ancora in questo caso R = 0. 

Infine : 

quindi SC D = + 1 in virtù di pn teorema già posto, R ammette un limite 
ed è uguale all'unità; se D = - 1 la differenza ~cr i t tn  diventa infinitesimn - 
o meno, al crescere di p ,  a seconda che p sia pari O dispari. 

Quinrli R è indeterminato 
5. Faccinmo un'ultima osservazione. 

Se R è divergente O indeterminato non possiamo parlare de'siioi minori 
infiniti. Ma se D è cornpreso fra + 1 e - 1 (escluso il limite - 1) e quindi 
R converge, il teorema del n." 3 è valido anche per n = no. 
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Risulta quindi : 
a )  Se D < 1 tutti i mitzori injniti  del suo reciproco sono nulli. 
b) Se D = 1 i minori jn i t i  o infiniti del suo reciproco sono uguali 

ui co?npEementari dei  loro ornologhi in D ,  clunque gli sviluppi (4) ( 5 )  di D 
valgoîao anche per R. 

Alcune speciali identità fra i minori di un normale. 

1. Ricordiamo dai precedenti numeri che la serie : 

è convergente. E cosi pure la serie : 

converge, perchè risulta comc prodotto termine a termine di due serie asso- 
lutamente convergenti. 

2. Co.nsideriamo la serie doppia : 

Per  quanto precede essa converge in modo assoluto, guindi è legittimo 
scrivere : 

1 - 

e l'altra : 

per m = a I 
I 

n m =,= cr. i 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



192 Ca xz a lai g a : Sui deternainad 

(dove la Y deve assumere tutti i valori (1, 2 , .  . . Y), sostituendo nella (1 1) ri- 
sulta la  seguente identità: 

e scambiando colonne e linee: 

I n  particolare se nella prima si pone a = a, e nell'altra P = P ,  i coeffi- 
cienti di D si annullano e si ottengono le identità: 

e l'altra : 

A schiarimento poi della formula (13), della cui deduzione non si è par- 
Iato a su0 luogo, per non interrompere il procedimento, 1.a notatv che : 

ed è questa appunto l a  trasformazione di cui ci siamo giovati. 
L e  identità (14)) (15), (14'), (15') sono dovuti al v. KOCH il quale perb 

non faceva rilevare O non avvertiva corne esse fossero casi particolari di al- 
i re  categorie di identità, sulle quali ci intratteremo nei numeri seguenti. 

3. Poniamo che D a sua volta sia il minore : 

di un certo normale A .  
Se A è normale, Io è pure D quindi anche per un determinante cosi 

considerato stanno le qiiattro precedenti identità. 
Imaginiamo anzitutto che in dette formule gli indici delle a e ,3 variino 

d a  2 a d  r e teniamo preseiite che il minore : 
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di D coincide col minore : 
( a ,  w t z p .  . .) 

2 
:Ar s t  . . ,  

di  A .  
Allora le (14) e (15) espresse per minori di A diventano : 

4. Supponendo ora più generalmente che D sia il minore: 

di A e procedendo ricllo stesso modo arriviamo alle identità pih generali : 

, XI,. . . a s  . . a )  - - ( . . . , j 1  . . ) .(* (G, 11,. . . LIS ni... a . . . 
( P , P i ,  ... ps . . P r  p . .  .p,. FI . . + .a, 8, p l ,  . . . ps ) ( p l . .  . e . . . ;::)Y (150 

le quali sono valide per s .L r. 
Se poi nella prima si pone a = a, e nella seconda 6 = p, per v = s + 3 . . . 

si determinano altre identità analoghe m a  più generali della (14) e 15). 
Ponendo per esempio nella prima a = as+, e nella seconda = B,+, si 

hanno le formule : 

5. Veniamo ora ad un' altro tipo di identith che comprende tutte lc 
precedenti. 

P e r  sernplicità di scrittura si convenga di indicare con : 

una combinazione di classe p degli elementi a. 
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Dagli sviluppi del capitolo 6.", analogamente a quanto si è già fatto, si ha 
che la serie multipla: 

 an,^,, - - .  an,^,., 

. . . . . . .  ... 
... . . . . . . .  

, an, I;, . . una k, 

converge assolutamente, e quindi si conserva sempre inferiore a un certo nu- 
mer0 positivo finito. 

Cosi pure la serie: 

estendendo il somniatorio a tutte le combinazioni (fi), dei numeri 1, 2, ... CO 

è convergente. 
E allora sarà convergente in modo assoluto anche la serie multipla (che 

potrà considerarsi coine doppia) : 
. . .  &,k, a n l k ,  

" 1 .  " 1  " 1 . .  . ( y . .  1 . . . . . . . . .  
Pt- 81 . . .  . . .  . . .  

Ma: 
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Sostituendn quindi e ordinando opportunamente risulta : 

analogamente : 

h d a  notarsi perb clle i somrnatorï nelle scritte i d~n t i tk  sono da. esten- 
dersi n tutte le combinnzioni (y), dei numeri: 

1 , 2 , 3  ,... r,  

ed è chiaro quindi che tali fornide stanno solo pe r :  

Con una sostituzione opportuna per le y e J si pub dedurre dalle p e -  
cedenti la, generalizzazione delle (14') (15'). 

L e  omettiamo per brevità. 
Infine è ovvio che considerando D corne un minore infinito di ordine p 

di un normale A, si giunge a formule che corrispondono alle (14',) e (15',) 
e più generali ancors delle precedenti. 

Ma di quelle non abbiamo Iisogno. 

Determinanti  e matrici nulle. 

1. Si abbia un normale: 
D = O .  

Di tale deterniinante potranno essere nulli anche tutti i minori infiniti di  
ordine 1 ,  2 ,  ... A - 1 .  

Se e ~ i s t e  un numero h finito e tale che non tutti i minori infiniti di or- 
dine 11 sieno zero, e s~endo  zero perb tutt i  quelli d'ordine inferiore, diremo 
che D è di cm-ntteristicn h .  
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Una matrice infinita (dedotta da un determinante D) di ordine r si dirh 
uzda quando sono zero tutti i minori infiniti di oidine r (appartenenti a D) 
che si possono dedurre da  essa. Ognuiio di questi minori poi ammette una 
caratteristica; la più piccola fra tali caratteristiche, sa r i  detta carutteristica 
della matrice. Un determinante cd una matrice nori nulli hanno caratteri- 
stica zero. 

Notiamo qui per ragione di chiarezza che ne1 classificare i determinanti 
infiniti per la loro caratteristica si procede in senso inverso di quanto avvierie 
per j determinanti firiiti, cos1 appunto corne si è proceduto nella classifica- 
zione dell'ordine dei loro minori. 

2. Un novmnle nul10 ammette semrtpre pet. cat~atteristicn un numero 
finito. 

Infatti ne1 c~pi to lo  riguardante i minori si è dimostrnto che: 
Fissato con d un numero positive, piccolo a piac,ere, è sempre possibile 

di stabilire un numero n' tale che per ogni n > ni: 

e questo è vero per un normale qualunque. 
In  particolare se fissiamo per d un valore minore di 1 si deduce clie 

qiialunque sia D, e quindi anche per il = 0 nella successione dei minori: 

al crescere di ?2 si potrà sempre determinare un minore diverso da  zero. 
3. In un detef.minante ~zornzale, se gli elenzenti di zuza Zinea (colonna) 

sono le stesse conabinaxioni lineavi deyli elementi o?~zologlti delle linee (co- 
lonne) parallele, il deter~~zinanfe E nullo. 

Poniamo infatti che sia: 
ailt = h aaa , ( h  =1= i )  , 

dove il somrnatorio pub essere anche esteso ad un numero infinito di termini, 
purc,hè le serie scritte convergano assolutamentc. Sostituendo tali esprcssioni 
nello sviluppo di D effettixato rispetto agli elementi della i l n n  lirie:~: 

pcrrti& 2. è sempre diverso da i. 
Analogamente per unn matrice norrnalc. 
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d'ordine infinito. 197 

4. Reoiprocarnente: Se urc determinante azormale è nul10 gli elementi 
delle linee sono legati da una stessa relazione lineare omogenea. 

Si escluda il caso che D presenti una linea di zeri, e si t r k t i  anzitutto 
di quel10 in cui D abbia una caratteristica uguale all'unità. 

Riduciamo allora in D, ad occupare il posto di , un minore di primo G 
ordine diverso da  zero, e 10 si orli al disopra della linea 1 con la linea sop- 
pressa per ottenere il minore, e a sinistra della colonna 1 si metta una co- 
lonna qualsivoglia di D. Risulta cosi un determinante certamente nullo. 

Qualunque sia dunque la colonna r con la quale abbiamo orlato il de- 
terminante minore, sviluppando il determinante ne risulta per gli elementi 
di tale colonna, ui ha: 

xMka,iv-=O, 
k 

dove le M lion dipendono da 9.. 

Questa dirnostrazione è quella stessa che vale per i determinanti di or- 
dine finito: cos1 pure è estensibile l'altra per il caso della caratteristica mag- 
giore di uno. 

L a  cosa non varia in sostanza trattandosi di una matrice. 
5. Sia D un determinante nullo e :  

un suo minore diverso da zero. Se questo minore è tale che tutti i minori: 

d i  ordine u < r e formati prendendo yer : 

~ispettivamente tutte le co~nbinazioni possibili dei numeri: 

sieno zero, allora D è d i  caratteristica r. 
Infatti le identità (19), (20) si semplificano per D = O e la prima fra esse 

diventa: 

. . . av, .  . . aV8. . . a,. 
. . . SY, . . . SYI . . . pv 

Annali di Matematica, tom0 XXVI. 26 
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198 C a z z a n i g a :  Sui determinanti 

onde per s = 1, 2 ,  ... r -  1, per ( y ) ,  combinazione arbitraria di classe s 
delle a , .  . .a, e per (d), combinazione arbitraria dei numeri 1 ,. .. 2 m, si ha: 

Ma per l'altra identità si ha pure: 

. yu, . . . yvs. . . Y,. 
. . . pu,. . . Pr 

che combinat0 col precedente risultato ci dà infine: 

per s = 1, 2 , .  . . r - 1 e per (y),, (d), combinazioni 
2, 3 ,  ... 00. 

Questo teorema fu dimostrato già da1 v. KOCH 

di classe s dei numeri 1, 

in modo incompiuto non 
avendo egli stabilite tutte le relazioni di cui è necessario servirsi. 

6. Dalle proprietà dei determinanti reciproci si ha: 

Quindi se D = 0: 
Aih Ajh -=-. 
Aik A j k  

Se il determinante ha caratteristica maggiore di uno, tale relazione di- 
venta illusoria. Dunque : 

In un determinato nullo di carutteristica 1 i minori di 20 ordine cor- 
rispondenti agli elementi d i  una linea, sono propowionali a qzielli corrispon- 
denti agli elementi ornologhi di una sua parallela. 

E allora, corne generalizzazione diretta che omettiamo, si ha pure : 
112 un determinunte normale nuilo, d i  caratteristica h, i complementi al- 

gebrici corrispondenti ai minori fovmati con una matrice di h linee, sono 
proporxio~ta~li ai convplemefiti algebrici dei  minori di ugual posto, formati 
con un7aitra matrice di h linee, scelte nello stesso determinante. 

7. Se un determinante D è normale, ~zzcllo, e d i  caratteristica h, tutti 
i minori finiti di ordine h, forrnati con le medesime colonne, sono legati da 
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una stessa relaxione Eineare ornogenea. E infatti poichè D è nul10 si ha:  

relazione che resta la stessa comunque scelgasi (P)h fra i numeri 1, 2 ,. . . m. 

Quindi è ver0 l'asserto. 
Questo teorema e il precedente valgono anche per determinauti del 

tipo D' dedotti da un normale. 
8. Possiamo ora enunciare corne evidente la proprietà fondamentale 

della caratteristica. 
Dato un determinante infinito (od una matrice) diremo che un altro B d a  

esso derivato quando sia deducibile da1 dato: 
a)  scambiando due linee O due colonne; 
b) moltiplicando gli elementi di una qualunque linea O colonna per 

un numero fisso ; 
c)  aggiungendo agli elementi di una linea O colonna una qualunque 

combinazione lineare degli elementi di tutte od alcune fra le sue parallele. 
E allora sta il teorema : 
Due determinanti (O matrici) normali derivati hanno Ea stessa carat- 

teristica. 
Il che risulta ovvio dopo quel10 che precede. 

Studio di una classe di determinanti convergenti 
non della forma normale. 

1. Fin  qui si sono studiati i determinanti normali e quelli che ne de- 
rivano mediante una speciale sostituzione di eleinenti. Abbiamo vjsto le pro- 
prietà che essi yresentano comuni con tutti i convergenti, e quelle speciali 
della loro classe. Ora passiamo a studiare un'altra famiglia di determinanti 
convergenti, piii generale dei normali, e che già in parte fu colisiderata da1 
v. KOCH. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



200 Caxx a tziga: Sué determinanti 

2. Si abbia i l  determinante : 

Dl' = [aik] , (i, k =  1.. SW)! 
tale che i l  prodotto : 

II aii , 
i 

degli elelîzefzti diagonazi converga i n  modo assoluto, e g l i  a l t r i  elementi széno 
sottoposti alla condizione, che esista una successione d i  numeri  xi ta l i  che i l  
determinunte : 

D = a.] 3 . (i, I ~ = I  . .  m), 

sia norjîzale. Tale  determinante converge ed è uguale a D. 
Si osservi infatti che per ogni m finito: 

Dm = D'lm , 
e quindi ad un d piccolo a piacere si pub sempre far corrispondere un m' 
tale che: per m > mr sia : 

essendo p arbitrario, intero. Questa formula stabilisce la convergenza di Dr' 
Ma allora : 

1 D -  0" 1 = 1 ( D -  Dm)-(Dl1- Dl',) I < d ,  

per d piccolo ad arbitrio, e quindi anche : 

D = D'f . 
Di qui emerge che per D" valgono tutti i teoremi generali già stabiliti 

per un convergentc cornunque. 
Il teorema ora esposto ci dà la  seguente proprietà di un normale. 
Moltiplicando le linee e dividende le colonne d i  u n  normale per certe 

quantità fisse xi (i = 1, 2, . . . oo) ordinutamente, i l  normale conserva i l  pro- 
urio calore. 
L 

I n  particolare ponendo : 
xi =(- l y ,  

risulta: Non s i  altera il valore d i  u n  normale cambkndo segno ugl i  ele- 
menti d i  posto dispari. 

3. Supponiamo che nessuno tra i numeri xi possa annullarsi O diventar 
infinito. Allora se nell'uguaglianza : 

D'f = D ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d'ordine irtJ£nito. 201 

poniamo l'unità al posto degli elementi: 

e zero per tutti gli altri elementi delle l ime a e delle colonne fi, tra i mi- 
nori di Dr' e di D risulta la  relazione: 

Qil Q z , .  .. UT EI, Ut, . . . a, %a,, XU,, . . . XU,. 

) " = ( P L I  P 2  1 i l  B., - a .  P? , Pr xp,, xpo9 xpr- 
Onde : 
I minori di D" sono p w e  convergenti. 
In particolare i minori diagonali di D" coincidono con gli ornologhi in D. 

4. Veniamo agli sviluppi: 
a) Sviluppando D (normale) per gli eleinenti della linea a abbiamo: 

Ma per il numero precedente: 

onde : 

Ma questo è appunto 10 sviluppo di D" = D quindi : 

e analogamente : 

Nello stesso modo si 
che ometteremo. 

b )  Se sviluppiamo 

pub stabilire la validità di tutti gli altri sviluppi 

D' corne segue : 

DI' = vlrr + + . . . + 
ed osserviamo che : 

~ ' ' m  - Vm 7 

risulta evidente la validità. del10 sviluppo ora 
oondo membro converge in modo as~oluto. 

v ' ' ~  + . . . 

scritto, perchè la serie del se- 
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Di qui si deduce che pure 10 sviluppo per dimensioni di D" é valido, e 
termine a termine coincide con quel10 di D. 

5. L a  proprietà enumerata per i normali ne1 cap. 3.") n. 4, resta mo- 
dificata.. 

Indichiamo con D il determinante che si ottiene da D ponendo per gli 
elementi della linea ama gli elementi : 

dove le ap debbono essere date in modo, che le Üp, in valore assoluto, non 
possano superare un certo numero positivo finito. 

Si h a :  

Ma se Br' è il determinante che si ottiene da D" sostituendo per gli 
elementi della linea u i numeri ag ( B  = 1, 2, . . .oo), ricordando che : 

si ottiene : 

Dunque sta il teorema : 
Se ne1 determinante Dr' (definito pi2 indietro) i n  luogo degli elementi 

a,p della linea cc, si pongono delle quantità ag ( f i  = 1, 2 , .  . . ce) tali che i 
n u m e ~ i :  

sieno minori d i  u n  certo nurnero positivo e finito a ,  i l  determinarite cosi ot-  
ten«to converge, e pub essere sviluppato per gli elementi della linea sostituita. 

6. Dimostriamo che anche la regola del prodotto sussiste per determi- 
nanti di questo tipo. 

È ovvio il dirnostrare l'asserto ne1 caso che uno dei fattori sia un nor- 
male; veniamo quindi al caso generale. 

Sieno : 
AU=[a ik ] ,  B1'=[bik], (i, k = l ,  2 ,  ... w), 

due determinanti definiti cosi, che esistano rispettivamente le due successioni 
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tali che i determinanti : 

risultino della forma normale. 
Sia allora : 

CI' = [cik] , (i ,  k = l ,  2 ,... w), 
il determinante di elementi : 

~ ; k  = Y a, bhj ; 
3 

e dimostriamo : 
a) che C" è convergente ; 
b) che il suo valore è dato da C" = A" B". 

Si ponga : 

ed anche : 

onde : - 
C = [cilcl 9 ( i , k = 1 , 2  ,,.. w), 

mi definisce il prodotto A . B. ' 

Si facciano poi le seguenti posizioni: 

e analogamente, con lettere segnate, per A ,  B ,  C ;  indi si osservi che : 
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ossia : 

Osserviamo che nei precedenti sommatorii l'indice variabile è sempre j. 
Allora decomponendo come ne1 Cap. 7 il determinante C", in m + 1 deter- 
minanti, tenuto conto del precedente risultato, si ottiene: 

per d' piccolo ad arbitrio ed m opportunamente grande. Di qui :  

1 - C"'"+p +"+P 1 < 8, 
per cui : 

1 (C",+, - Cum) - (CUm+p m+p - C":) ( < 2 8 .  

Ma per qualunque m : 
CU; = C: , 

onde : 
IC""+p- C 1 ' ~ I = I C ~ -  CzI<8, 

m+p 

e da  ultimo : 
1 C",+p - Cf', 1 < 3 8; 

dunque Clf è convergente. 
Ma dalle relazioni precedenti si h a  pure : 

I c-cm1<2a, 
quindi : 

I C " - C I < 4 8  :. C f f = C = d f f B f f .  

7. Cod restano fissate Ie principali proprietà di questi determinanti. 
Ommettendo ogni ulteriore ricerca, la quale del resto si presenterebbe ovvia 
per quanto precede, osserviamo che gli sviluppi del Cap. 6." valgono anche 
per determinanti del tipo D", onde anche le identità del Cap. IO.", sono vere, 
quando i minori che in esse compaiono, sieno considerati quali minori di Dr'. 

Cib ha importanza in rapport0 alle applicazioni del Cap. 14." 
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Una classe di  determinanti nulli. 

1. Si abbia il determinante: 

D =   ai^] , (i, k = ï ,  2 ,  ... O O ) ~  

i cui elementi sieno soggetti alle condizioni che esistono tre numeri A, Y, s, 
tali che yer ogni valore di i, k sia: 

essendo : 

Sotto queste condizioni il determinante converge a zero. 
Si sviluppi infatti Dm e si faccia la somma dei valori assoluti de' suoi 

termini ; si avrà: 
Dm~-Z)Iai.,,a~~,,...arn,,I. 

i+I 

E sostituendo per le a il loro limite superiore, e ricordando che: 

è una permutazione dei nurneri : 

1, 2 7 . . .  m ,  
risulta : 

Costruendo Dm+, e facendo la differeiiza dei primi, e la somma dei se- 
condi termini, si ha:  

Ma:  
m ! < m r n ;  ( m + l ) ( m + 2 ) . . . ( m + p ) < ( m f  PP, 

quindi : 

Annali di Malematica, tom0 XXVI. 27 
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Ora dico che l'espressione : 

tende a zero col crescere di m. Infatti essa pub scriversi: 

e poichè : 

e ; 

per ogni m > m' essendo m' scelto opportunamente sarà : 

Risulta quindi : 
m A A . \w$-&~"i lim- =- lm - = o .  y"+i Y ! Y i  

Possiamo di qui affermare che fissato con d un numero piccolo a piacere 
si pub sempre determinare un intero m' tale c h ,  per ogni rn. > m', sia: 

e insieme : 

Qilindi il determinante considerato converge. Ma d'altra parte dalla disugui+ 
glianza : 

emerge tosto: 
D=l imD,=O.  

È chiaro poi che la condizione : 
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richiede che almeno una delle due quantità r ,  s sia maggiore dell'unità, 
l'altra potendo anche essere minore di uno. 

Se quindi il determinante i n  discorso presenta le liiiee tali che i moduli 
dei loro elementi formino delle serie convergenti, le sue colonne potranno 
anche formare delle serie divergenti, che al crescere dell'indice della colonna 
tendon0 a convergere. 

2. Per tali dcterminanti intanto stanno tutte le proprietà del Cap. 2." 
Inoltre B facile convincersi, con una semplice osservazione, che tut t i  i minori 
iiifiniti dedotti da essi, con la soppressione di uno stesso numero di linee e 
di colonne, godono identiche proprietà. Anche gli sviluppi (3), (4), (5) sono 
applicahili ai nostri determinanti. 

Omettendo le moltissirne considerazioni che si potrebbero fare in propo- 
sito si osservi da  ultimo che ponendo : 

se tali rapporti esistono, si possono stabilire le relazioni : 

ed anche : 

Ora fissati due numeri p ,  a per modo che : 

I r p l > l ,  I s o l > l ,  

è sempre possibile determinare un numero B finito, per cui : 

a partire da un certo valore degli indici in poi. 
E infatti se tale condizione è soddisfatta si ottiene: 
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converge in quanto : 
l s o l > l ,  

quindi, per qualunque valore di B finito, 10 sviluppo considerato, e quindi anche 
gli altri, convergono quando al posto di aik si pongano quantità che soddi- 
sfano alle date condizioni. 

Supponiamo invece che data una coppia di numeri p ,  o definiti Corne 
dianzj, non esista nessun numero B tale che : 

per qualunque valore di k maggiore di un certo inteïo m. Allora fissato 
con B un numero grande ad arbitrio, da un certo indice m in poi dovrà 
essere : 

B 
ai* > 9 (2) 

per infiniti valori di Ic. 
Ma il deterniinante D resta convergente quando al posto degli elementi 

di una linea si sostituisc.ano i loro massimi valori (cih clie è facile verificare); 
e dippiù è sviluppabile per gli elementi della linea sostituita, quindi la serie: 

3 aik , 
estesa a tutti i valori di Ic per i quali è soddisfatta la  disuguaglianza (2), 
converge ponendo per a ik :  

Si ha dunque che : 

deve assumere un valore finito. 
Na : 

dove Af è finito, m a  B pub crescere oltre ogni limite. Risulta quindi nella 
fatta ipotesi che il primo membro pub crescere oltre ogni quantit,à assegna- 
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bile, ossia, contrariamente all'ipotesi, dovrebbe divergere. Per  questo verso 
adunque veniatno a stabilise che i gruppi di iiumeri : 

#ik 9 a i k  (i, k = l ,  2 ,... w), 

soddisfanno alle condizioni per essere nssociati, e le presenti notizie si legano 
direttamente a quelle date da1 chiar. prof. PINCRERLE SU tale soggetto. 

Sarebbe molto utile a questo proposito, di ripetere sui determinanti in 
discorso 10 studio particolareggiato che abbiamo sviluppato per i norrnali (*). 

Sui sistemi lineari infiniti 
(applicazione). 

1. Sia: 

un sistema lineare di infinite equazioni tra infinite incognite, e suppongasi il 
determinante : 

D = [aihl , (i, k = 1 7  2 7 . . . ~ ) ,  

della forma normale e diversa da zero, e le yi costanti e di valore inferiore 
ad un certo numero finito Y. Ci proponiamo sotto queste ipotesi di determi- 
nare i sistemi di valori x, (k = 1, 2 , .  . . oo) i quali rendano identicamente: 

e che in valore assoluto non risultino maggiori di qualiinque numeso X po- 
sitivo, finito. 

Fissiamo con X un numero opportunamente grande; per tutti i sistemi 
di valori: 

12,IzX, 

(") Esistono due al t r i  levori del Y. KOCH sui determiriaiiti d'ordine infinito. Il primo: 
Ilidmg till theoiie oëndlign deterntii~nntei*, 1891, non ci fil possibile consultarlo; l 'nltro: 
Sopi.a la conve?-yenza, ecc., ,Compt. R., vol. 120, 1895, per  quanto riguarda quella parte  
dei det. infiniti da rioi studiata non ha molta iuiportanza. Esso t ra t t a  di uno speciale nor- 
male in rapporto alla frtzzione continua d a  esso generata. 
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converge assolutamente perchè si ha : 

dove TJ è positivo finito. Ma allora possiamo scrivere : 

S= x ( ~ )  Y ail xi= ~(l) Yi. 
i k ?  

E d'altra parte: 

onde : 

Sotto le ipotesi date il sistema delle zti ammette dunque un sistema zcnico 
di so2uxioni. 

2. Ancora nell'ipotesi che: 

suppoiiiamo nulle tutte le yi, ossia consideriamo un sistema omogeneo di in- 
finite equazioni. Allora : 

D S ~ = J ( ~ ) ~ ~ = O ,  2 

risulta cioè, che in ta1 cas0 il sistema è soddisfatto da valori delle incognite 
tutti nulli, ossia in generale non ammette soluxioni. 

3. Vediamo il caso generale nell'ipotesi che : 

D = O ,  

sia d i  caratteristica Y, supponendo che non tutte le y i  siano zero. 
Si sa che è sempre possibile determinare almeno un ininore infinito di  D, 

di ordine r ,  diverso da zero: 

Allora possiamo dimostrare che i primi membri delle equazioni: 

risultano combinaxioni lineari omogenee delle altre ui. 
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Infatti, sotto le ipotesi dei numeri precedenti la serie doppia: 

XI . . . tn X Y + ~  . . .4,. 8 5  y (Pi . . . B.-4 P. P. +i . . . B,. am, xx . 
converge assolutamente, quindi si potrà ordinarla corne segue : 

Ma in quest' ultima espressione i terrnini del sommatorio esteso ad m 
sono zero tanto per : 

A=I=(Pi ,  &) .  , . Pl-) 1 

quanto per: 
1 = ( 1 B 1 ,  P 2 , .  * P r ) ,  

perchè ne1 secondo caso gli corrisponde un termine che è un miriore di or- 
dine (r - l), e quindi zero per ipotesi, nell'altro un minore con due colonne 
identiche. Risulta adunque : 

a i . .  . UV-i . . . na a,+i . . . IX, 
u,=o. . . .  pvp.+i . . . F r  

Ma nella serie scritta i coefficenti di: 

sono tutti zero, mentre è diverso da  zero per ipotesi quel10 di u,, ed i coef- 
ficienti di a, per : 

rn=]=u, ,  . . . a,, 
quindi si nvrà : 

E questa formula che vale per : 

v = l ,  2 ,  ,.. Y, . 
dimostra appunto che i primi membri delle equazioni : 

sono funzioni lineari delle restanti ui. 
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D i  qui  s i  rende chiaro che se i vcrlori delle incognite s rendono: 

ed anche: 

identicamente, la sop~ascri t ta relazione @a le ui deve sussistere anche fi.a 
le corrispondenti afinchè i l  sistema sia compatibile. Quando cib non av- 
veriga, il sistema è incompatibile, ossia non ammette soluzioni. 

Supposta dunqus verificata la condizione necessaria per la compatibilità del 
sistema, è chiaro che le u,, = y,, (Y :-- 1, 2 ,  .. . r )  sono conseguenza delle altre, 
e quindi superflue. 

Volendo poi effettuare la determinazione delle incognite basta notare che 
la serie doppia: 

converge assolutamente, e yuindi : 

la quale in forza delle identità, (13) del Cap. 10 diventa: 

Il sistema è dunque r volte indeterminato. 
Reciprocamente se tra le xi stanno le ultime relazioni scritte, il sistema 

dato è soddisfatto dai valori delle incognite che si deduce da esse; cioè tali 
relazioni sono necessarie e szrficienti perchè i l  sisterna sia compatibile ed r 
volte indeterminato, 

Eseguendo infatti la sostituzione, per esernpio nella amn equazione data, 
si ottiene : 

dove i termini seguenti sono identicamente nulli. 
Ma il primo membro è proprio : 
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ed il secondo membro si pub ridurre a :  

Per ciii osservando che l a  serie estesa a B è sempre zero, eccetto per il caso 
di m = a, in cui diventa : 

K i . .  . a,. 
1 B, . . . 8,. 

l'equazione resta verificata. 
Possiamo quindi riassumerci ne1 teorema : 
Se (a) è zin sistetnn d i  eqztaxioni lilzeari notz onzoyenee, d i  cu i  il deter- 

minante  ? no?.male, mil10 d i  cwat te r i s t i ca  Y, e s i  detemzi?zano g l i  i l d i c i  : 

ai, a.?,...  a) . ;  P f ,  P z , . .  P,,, 

res tn~zo irzdete~minate ,  e le r imanen t i  i m o g n i t e  sono espresse c o ~ e  futzxzo~zi 
Zifzeari d e i  ternnilzi cogniti ,  e 'delle i t zde temina te  xf,.. 

4. Per  il caso in cui le y sieno tutte zero, ossia si tratti di un sistema 
oinogeneo il cui determinante sia di caratteristica r ,  il procedimento per 
la determinazione del valore dell'incognite, e la corrispondente discussione, sono 
nffatto analoghi a quanto si è trattato finora. Anche in questo caso adunque 
ogni ixogni ta  è funzione lineare di r indeterminate. È ovvio poi clie in tale 
sistema il caso della irzcornpatibilità non si possa presentare. 

11 teorema per questo caso fu esposto da1 v. KOCH, e il contenuto del 
numero precedente è la pura estensione del suo metodo. 

5 .  L a  condizjone del numero 3, necessaria e sufficiente per la coni- 
patibilità fra le equazioni di un sistema ad infinite incognite, pub assuinere 
una forma assai più concisa. 
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2 14 C a z x  alzig a:  Sui determinanti 

Formiamo il minore di D : 

diverso da zero, sopprime?zdo in A 7e lilzee cotz le colonne indicate; indi Io si 
orli a destra con la colonna delle yi (i =:= a , ,  a , ,  . . . a,) e al disopra della 
prima linea con la linea a, ponendo nell'origine, iricrocio della linea con l a  
colonna aggiunta, l'elemento y,. Cos? otteniamo un determinante A,-, , senipre . 

convergente, perchè le y i  soddisfano alla disuguaglianza : 

yi 5 Y,  

per Y finito. Tale minore per : 
I z == a , ,  a,,. .. a,, 1 

è zero perchè in esso due linee vengono a coincidere, e pe r :  

z = a , ,  a,,. .  . 7 

s:wà ancora nullo, in virtù delle relazioni che sussistono identicatnente fr.8 
le yi ,  le quali fanno si che ne1 minore A,-, gli elementi della linea aggiunta 
sieno le stesse combinazioni lineari omogenee degli elementi omologhi nelle 
linee parallele. Se cib non fosse, per quanto si è veduto, il sistema ~arehbe  
incompatibile. Dunque si h a  sempre : 

Reciprocamente poi se tutti i A,-, cosi ottenuti sono zero, vu01 dire che in 
essi gli elementi p. es. della linea i sono le stesse combinazioni lineari degli 
nltri omologhi nelle linee parallele; quindi facendo variare i da a, ad a, si 
ritorna appunto alle relazioni fra le yi onde siamo partiti, relazioni che si 
presentaiio necessarie e sufficienti perchè ne1 dato sistema le eqiiazioni siano 
compatibjli, ed r di esse si presentino corne combinazioni lineari delle restanti. 
Riassumendo : 

Le relazioni : 
A r - ,  = 0 ,  

sow necessarie e suficienti perchè i l  sistenza fisulti  indete~mimto d70diize r, 
e si presentino tutte con-atiOiZi le equaxioni clte 10 componyofio. 
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6. Ma questo criterio è a sua volta trasformabile. 
Immaginiamo di costruire l a  matrice infinita: 

Sopprimendo in essa una colonna ad arbitrio, il determinante clie ne risulta 
è almeno di caratteristica r. 

Infatti se la colonna soppressa è quelln delle y si ottiene il determi- 
riante D clie per ipotesi è di caratteristica 1.. 

Se la colonna soppressa è una fra le P = P ,  ... O,, il determinante che 
risulta ammette come minore di ordine 1-  il  minore considerato poc'anzi: 

supposto diverso da zero. Ma poichè tutti i A,-, sono uguali a zero, per 
un teoiema dirnostrato saranno zero tutti i minori d'ordine Y - 1, Ï - 2 , .  .. 
3, 2, 1 del determinante costruito e quindi esso è di caratteristica Y. 

Infine se la colonna soppressa fosse diversa dalle P, . . .  P, e il determi- 
nante fosse di caratteristica p < r ,  esso dovrebbe ammettere almeno un mi- 
nore di ordine r (e format0 con le a jk)  diverso da zero. Ma tale minore B 
anche un minore di D diverso da zero, quindi tutti i minori di ordine r - 1 de- 
ducibili d a  esso, orlandolo con la colonna delle y ed un'altra linea qualunque, sono 
zero, e cos3 pure quelli d'ordine r - 1 formati con le a ; ~ ,  per Qotesi; è dunque 
assurdo che il determinante in questione abbia caratteristica minore di Y. 

Con questo resta dimostrato che i determinanti dedotti da Jf con la 
soppressione di una colonna sono almeno di caratteristica r. Viceversa poi se 
tule condizione è soddisfatta è ovvio che A,-, = 0. 

Allora considerando la M come una matrice rettangolare con una co- 
lonna in eccesso su1 numero delle linee, in modo che da essa si debbano de- 
durre determinanti infjniti, sopprimendo una colonna ad arhitrio, potremo da 
ultimo conchiudere : 

Perchè le equaxioni del sistema dato siano compatibili è necessurio e 
suficiente t-he i l  determinante D e la mat~ ice  M abbiano lu  stessa caratte- 
risticlc r. 
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218 Cux x n n i g  a : Sm' tietert~tinnnti 

E questa appunto è la diretta estensione del teorema sulla coinpatibilità 
dei sistemi finiti di equazioni lineari, sotto la forma elegante e concisa che 
gli inferiva il prof. Capelli. 

7. Per  la validità dei precedenti risultati non è necessario che D sia 
della forma normale. 

Infatti se poniamo attenzione a tutti i teoremi e alle formole di cui ci 
siamo valsi finora, vediamo che gli uni e le altre, sono estesi od estensibili ai 
determinanti clie si deducono da un normale colla nota sostituzione di elementi 
finiti agli elementi di vz linee od n colonne, ed agli altri che si deducono 
pure da un normale moltiplicandone le linee per x,, r,, . . x,. . . rispettiva- 
mente, e dividendo le colonne per le fitesse quantità. 

Dunque i risultati precedenti valgono per sistemi d'equazioni più gene- 
rali di quelli dianzi studiati. 

8. A coniplemento di 
infiiiito: 

il cui determinante : 

queste ricerche supponiamo di avere un sistema 

2 U i k  X k  = Y i  , (a') 

1) = [ a i k ]  , ( i , k = l ,  2, 3 ,...cm), 

sia tale che esistono tre numeri A, r ,  s per cui: 

per A finita ed:  

Allom dico che se esiste ed è determinabile un nunîero finito Y tale che: 

da1 dato sistema è sempre deducibile un sistema di soliizioni: 

2; 5 X sri ) 
( S I  < 4, 

(dove X è u n  numero grande a piacere m a  finito) le quali sono espresse per 
funzioni lineari delle y i .  

Infatti ricordiamo da1 cap. precedente clle le quantità n i k ,  se esistono, 
sono tali che: 

per B finito e: 
I r p l > l ,  I s o l > l .  
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Allora se r~oniarno : 

e nella serie del socoiido membro si pone al posto delle a i ,  ed y i  i loro mas- 
simi valori si ha: 

Dove X è un numero oppurturiamente grande, onde risulta anche i l  cri- 
terio che per s s 1 le ;Yi, tendono ad un limite finito, e le serie che le rap- 
presentano sono assolutamente convergenti per qualiinque valoïe degli indici. 

Ponendo ora nella formola (1) al posto delle yi i loro valuri si ottiene: 

e questa serie converge assolutamente. 
Infatti poicliè vogliamo determinare dei valori: 

x i f  s l<s , ,  

la serie scritta si yresenta termine a termine minore dell'altra: 

la quale converge. 
Dunque ordinando opportunamente i termini della x ,  si h a :  

che per le note relazioni ci dà: 
xk XI; s 

Dunque sotto le note jpotesi il sistenia dato ammette una soluzione mica 
per le Xi. 

È questo il risultato più importante che il chia.r. prof. PINCHERLE neilil 
memoria citata stabiliva per mezzo dei gruppi di numeri associati. 

Per questa via è chiaro che si giunge a risultati analoghi, non identici, 
a quelli che si otterrebbero ammettendo rigorosa e applicando al caso nostro 
l'ordinaria teoria dei sistemi lineari. 

Puvia, 23 ottobre 1896. 
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Sulla riduzione delle singolaritl pun- 
tuali delle superficie algebriche del10 
spazio ordinario per trasformazioni 
quadratiche. 

(Di BRPPO LEVI, a Torino.) 

Memoria prima. 

U n  noto teorema relativo alle funzioni algebriche di una variabile 
dovuto al WEIERSTRASS e, pslrticolarmente per la sua interpretazione geoine- 
trica e per le importanti applicazioni, al sig. NOETITER (*) stabilisce la pos- 
sibilità di trasformare l'intorno di un punto singolare qualunque di una curva . 
pima algebrica (non multipla) nell'insieme degli intorni di un numero finito 
(che pub esseïe 1) di punti semplici di un'altra curva algebrica piana, per 
mezzo di un numero finito di trasformazioni quadsatiche piane. 

Si presenta naturale la dotnanda se esista un teorema analogo per le 
superficie algebriche del10 spazio ordinario, e in generale per le If,.-, im- 
merse in un S,.. Limitandoci al10 spazio ordinario la questione fu toccata. 
dapprima da1 sig. NOETHER (**) il quale affermb la possihilità di a b b a s s a ~ e  
la singolarità di un punto O di una liiiea di una superficie assumendoli corne 

(*) Gottinger Nczchrichten 1871, pag. 267, 2." Nota : Ueber die alglehrniucken F~ore- 
liolzc~z einer und zzoeier Variabeh e Matli. Ann. IX-1875 : Ueber die singzclh-en T17erthsy- 
skme einer algebraische?z EZcnction zmd die sing. P td t t e  e i i m  d g .  Cwve .  Cfr. pure qli 
niinlisti : p. es. H A ~ U R G E R ,  Zeitschrift fiir Mathemxtili u. Pliysilc, XVI-1871. B I E R I I A ~ ,  
ï ' heo~ie   de^ analiliscJîen EUnctio~zen, 1887 (pag. 215 e seg.). P e r  la dimostrxzione sinto- 
tica v. BI~RTINI : S o p a  C ~ C Z C I ~ '  teore~ni foîzc~nnienlali szdle czwce alyebrirhe piam (Rend. 
Ibt. Loinbardo (2)-21-1888) e un recente lavoro del sig. DE FRINCIIIS : Sopra ztna lesria 
p n m l i . i c ~  clelle singolnrit(i cli ztiza culva n2geb1-im pinnrc (Itcnil. Circ. Mat. Palcrmo SI-1SO7). 

("") Xellii, citata Xotn nelle Gottiiiger Naclirichten. 
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2 20 1, e v i :  Sulla d u z i o n e  delle si?zgolavità p u n t z d i  

elementi fondamentali di una trasformazione Cremoniana dello spazio. Ma 
i l  problema non era  interamente risolto con cib; mancava la, dimostrazione 
che il procedimento indicato bastasse a risolvere ogni punto singolare. 

Molto tempo dopo ritornarono sull'argomento i signori DEL PEZZO (*) e 
KORB (**), e, ricorrendo l'uno a trasformazioni monoidali, l'altro a trasforma- 
zioni quadratiche, proposer0 due dirnostrazioni della possibilità di rappresen- 
tare l'intorno di un punto (O linea) singolare di m a  superficie per mezxo 
degli intorni di un numero finito di punti (O linee) semplici di una O più 
nuove superficie. Della proposizione del sig. KOBB fece applicazione geome- 
trica il sig. prof. SEGRE nella sua Memoria: Sulla sconzposizione dei pzwti sin- 
golari delle superficie algebriche (***). 

Avendo avuto l'onore di coadiuvare il prof. SEGRE nella revisione delle 
bozze di questa Memoria, mi occupai della suddetta questione, ed ottenni fin 
d'allora con metodo sintetico alcuni risultati che il prof. SECIRE volle gentil- 
mente annunziare alla fine del suo lavoro (p. 53). 

Nello sviluppo dei concetti che mi guidarono, la  materia mi venne cre- 
scendo in mano, tanto d a  superare ogni previaione che su quel breve cenno 
potesse farsi. Di questa prolissith, che va attribuita all'argomento (e da  cui 
mi pare non possano per ora liberarsi anche altre ricerche affini) chiedo 
venin a1 lettore, clie oso sperare si compiacerà dei risultati ottenuti; tanto 
più che, se mal non mi appongo, non sono interamente esatti i due lavori 
sullo stesso argomento, ultimi citati: - questo confermerb, per quanto ri- 
guarda l a  Memoria del sig. KOBB, ne1 breve esanie critico che premetto alla 
presente Memoria. 

Relativamente al  lavoro del prof. DEL PEZZO mi limiterb a ricordare i 
giudizi e le discussioni cui esso diede luogn (****); riferendomi in partico- 
lare a1 principio della seconda Nota del prof. SEGRE per l'esposizione di quei 
tlubbi che possono far ritenere incoinpleto il lavoro del citato autore. 

(*) Intorrzo nipunti siiyolari delle siqio*ficie nlyebriche (Rend. Cire. Palermo VI-18!)2). 
('?") Sur. Za théorie des fonctions n1gibrique.s de deux ?jm.iniiles (Journal de Mntlie- 

iizntiqries (4) VIII, 1892, pag. 3%). Iiidicliero brevemcnte rluesta Mernoria con : l < o ~ i i .  
lCss;i, si cliiiidc con on rapido ceiino 311% qiiestione piii çenerale relativa alle M9.-i di S,.: 
:rd eçso pore del~bono estendersi le osscrvnzioni del 11.' 1 dr l  presente scritto. 

(***) Amznli di Af~itematicn (2) S S V  (diccinl~re 1896) pag. 1. Indicliero qiiesta Mc- 
inorin con : SEGRIL 

(****) DP:L P ~ z z o ,  Per. rlifestr, Stocl;liolin, 1804. 0.ssei.vnzioni s o p a  uizn I l I e ~ ~ ~ o ~ i c t  del 
prof. Corrntlo Segre, ecc. Atti dcll'hcc. Poiitaniaiia, 27 (inaggio 1897). - SBGRI.:, 1l~toi.1~0 
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del le  superficie algehriche del10 spaxio ovdi~trcrio pev tms fo r .  pack. 221 

1. 1 fatti enunciati da1 sig. KORB corne risultati del sun lavoro, si rac- 
colgono nelle tre seguenti proposizioiii: 

0) u Sia (O, 0, O) un punto I I @  della superficie algebrica : 

K Con una sostituzione delln forma: 

u faccianio corrispondere a questo punto un certo numero di puiiti (cr , ,  b , ,  O) 
u d i  uiia superficie: 

t i  iii iriodo clle l 'insieme degli intorni (clo~~znincs) dei punti (a,, b,, O) FRP-  

u presenti tutto l'intorno del punto (O, 0, 0) della. superficie F(n,  v, w) = O. 
;i Operiam0 quindi nllo stesso modo su ogni punto inultiplo delia serie: 

Cuv, F,, O )  ( u = J ,  2 ,... , Y), 

u e perverremo infine a un numero finito di punti semplici: 

u in un  nurnero finito di superficie: 

(( i cui intorni, presi assieme, rnppresentano tntto I'intorno del punto multiplo 
K (0, 0,  0) clella superficie F(u ,  v, tu )  = O .  ,i (1. c. p. 414-415.) 

h) L e  coordinate dei puiiti della. superficie F ( u ,  v ,  tu) = O nell' in- 
torno del punto multiplo (0, 0, O) si possono sempre rappresentare con u n  
nuniero finito di serie di potenze di due variabili (p. 415). 

( [ c l  unn min Metnorin 6 Sulla scomposizio~zc, ecc. ». Atti di l'oi.iiio, 32 (idriil. 21: iung- 
gio 1897). - Dirr. PEZZ~I, Rcplicic no? 211~n iVoln clel p o f .  Co~.tmlo S q r e  in ~ispostu r r ( l  
nlczcue mie  os.servurioni, Atti Acc. Politaniana, 27 (giugno 1897). - SEGRE, Su 2111 pro- 
Oletna ~elnliço cille i~ztersecioni di curae e szq~er,%Ge, Atti di Torino, 32 ('27 giugno 1897). 

Annalz di ~Malematica, toino XXVI. 29 
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222 L e v  i: Su l la  riduxioae delle szizgoln?.ità p u n t u u l i  

c) L e  coordinate di tutti i punti della. superficie F(u,  v, 18) = O si 
possono rappresentare con un numero finito di serie di potenze di  due va- 
riabili (p. 415-419). 

L'enunciato O) è immediata conseguenza di (1 ; ) ;  ecl animesso b), si de- 
duce senza grandi difficoltà l'enunciato r). 

Io  mi occuperb quindi solo del primo. 
Si ~ io t i  in primo Iiiogo che lti, sostituzione (1) è il prodotto della sosti- 

tuzione relativa ad un cambiamentu di assi coordinati (conservante l'origine) 
e di una sostituzione del tipo : 

relativn ad una trasformazione quadratica speciale, avente l'origine delle coor- 
diiiate corne puiito foiidmientale isolat0 ed avente per conica fondamentale 
una retta doppia non passante pe i  questo punto. (Nello spazio del punto (x, y, x) 
questa rettn doppia é la  retta all'infinito di x =  O ,  il piano della conica 
(rctta doppia) è il piano all'infinito; iiello spazio del punto (x', y', 2') il punto 
fondamentale isolnto é il punto all'infinito dell'asse delle z', la  retta doppia 
fondamentale è la  retta all'infinito del piano x'= O, il piano della conica è 
i l  piano x' = O.) Chiamer6 ne1 seguito t ras fo~max io î î e  q u a d m f i c a  speciale ogni 
tiasformazione di questo tipo (*); e poichè non mi occuperb di operazioni 
malitiche, non avrb rigiiardo alla posizione particolare degli elementi fonda- 
inentali della trasformazione rispetto agli assi coordinati. La sostituzione (1) 
rappresenta adunque ancora una trasformazione quadratica speciale. 

Cib posto, si effettui col sig. KOBB sulla F = O, la trasformazione qua- 

drntica speciale (1) la quale muti l a  superficie F = O nella 5 = O ; all' in- 
torno del punto A = ( O ,  O ,  O) di F corrisponde l'intorno di una linea 

- 
y ( r , ~ )  = 0 ,  = 0, di ( P .  Su questa curva si debbono distinguere i punti 

rnultipli per la 6. Per  quaiito riguarda l'enunciato a), basta esaminare gli 

(9 Questa trasformazione si presenta particolarinente utile negli svilupyi annlitici 
(Cfr. oltre al lavoro del IZoen la succitatn Meinoria del prof. SEGRE), e talora anche n ~ l l e  
c ~iisiderazioni sintetiche (Cf[-. SEGRE n.' 23 e 25, pag. 30-31 e 33-33). Piu proprio del 
iioiiîe di t l - c s f o i o e  qunth-ntien sl~ecinle snrebbe forse qucllo di tmsfo~nznrione y ~ m -  
tltxtictc doppiamcr~te specinlizzntic n e l h  cor~icn fo~~dc~ntentnlc, cliiaiuarido sempliceixeizle 
.s1mializzatn nelln conicn foi~tln,net~ttdc ln  trasformazionc in cui questn, conicn, degenern 
in iina coppia di ret te  distinte rd il p~ in to  fondamentale non è su alcuna. di questc 
iv t te ;  p e r  b rev i t i  di 1iilguilg;io evito t d i  locuzioni e cliininero sempliceinentc trtrsforinn- 
siwe yuadrulien l'ultiuza nomiiiata. 
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delle super jc ie  algebviche dello spaxio ordi.rtaî.io per trasfoî.. quad. 223 

ultirni punti (ed'i loro intorrii); si noti che questi punti sono in numero fi- 
n i t ~  se p = O non contiene parti multiple per la 1 ;  sono infiniti e costitui- 
scono iina curva in cas0 contrario. Se 1' enunciato a) pub dimostrarsi per 

questi punti della (Frisulterà pure provato peï il punto considerato di F. Ma 
i nuovi punti niultipli sono ge~le~ .ahzeu te  di niultiplicità minore di quella di 
questo punto; cos1 la trasformazione quadratica abbassa generctl?,zetzte la  dif- 
ficolth della dimostrazione dell' enunciato a). (Ne1 caso che p contenga uun 

parte rnultipla per 6 occorre qixalche ulteriore considerazione; io noii mi sof- 
fwmo su questo punto. V. KOBB, p. 402-405.) 

Converrà quindi studiare il solo cas0 in cui, trasforrnando con una trasfor- 

mazione quadratica un punto multiplo di F, si ottengmo punti trasfoïmati di $ 
aventi la stessa multiplicità. 

Il  sig. KOBB applica un procedimento analogo a quel10 con cui il WEI- 
ERSTRASS dimostra l'analogo teorenia per le curve piane. 

L a  curra p contenga il punto &nprO per <i; corne A per F ;  cssa si 

comporrà di rette distinte O no, pcr 2 (*). Sono allora possibili tre casi: 
1." y si compone di più rette; allora A non è uniplanare; se inoltre 

si trasfornla 9 con una nuova trasformazione quadratica (p. es. speciale) nvente 

il punto fondamentale in A ed i rimanenti elementi fondamentali conveniente- 

mente genericj, la linea trasformata di 2 non pub ridursi a un'unica retta; 
- 

cosi A si comporta per (D come A per F, e non è uniplanare (**). 

2." g, si riduce ad un'unica retta; A non è uniplanare; se si assume 5 
come superficie F si ritorna al caso precedente (***). 

3 " p si riduce ad un'unica retta; 2 è uniplanare. Operando si1 (1. come 
si è detto in 1.' si ottiene una superficie @, e su essa una retta pi trasfor- 
mata di 2, la quale pub ancora contenere punti mpli (e pub esser mpza essa 
stessa) per (Pi; ed in particolare pub avere mpzo il punto corrispondente alla 

direzione uscente da 2 secondo (p, senza clie necessariamente questo punto sia 
generico per la y, (in particolare pub questo punto essere n@o senza che 10 
sia un punto generico della y,). 

(') Cfr. Iionu, pag. 405 
("%) KOBB, pas. 408-409. 

(*"*) Id., pag. 409-410. 
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Cib posto il KOBB trasforma l a  6, come si è detto sopra, nelln (I), ,  questa 
in modo analogo in una nuova superficie (Il,, e questa in u n a  0, e cos1 ~ i a ,  
scegliendo come punti fondamentali successivamente un  conveiiiente punto A, 
della y , ,  un punto della linea trasformata di questo e cosi via, e si proporie 
d i  dimostrare che la successione di queste superficie su cui esistono punti 
trasforrnati di -4 v d i  è finita. A ta1 uopo egli suppone dappriina esplicita- 
niente che il punto A ,  non corrisponda alla direzione uscente d a  A secondo y ;  

ed analoghe restrizioni pGne ai  puiiti analoglii ad  À e ad  A,  nelle trasfor- 
mazioni successive (*). O r s  tali rcstrizioni non mi paiono giustificate; per 
vero, effettuando la  trasformazione di 5 in @, (p. es.) si viene a trasformare 
I'jntorno di d 'nell'intorno di y , ;  quest'jntorno si scompone poi nell'insieme 
degli intorni di un numero finito di punti di y, applicando un noto teorema 
d i  WEIERSTRASS e POINCARÉ (**), per modo che in ciascuno di questi intorni 
deve valere una stessa scomposizione del polimonio @, , quale risulta da  questo 
teorema. 1 centri di yuesti intorni (i punti qi idi  A , )  non sono adunque inte- 
ramente arbitrari e fra  essi debhoiio certamente contarsi, p. es., i punti di y ,  
che hanno per Q, multiplicità superiori a que lh  dei punti generici, e talc, 
per un'osservazione precedente (3."), pub essere il punto di y ,  corrispondente 
alla direzione uscente da  A secondo y. 

Ad ogni modo, anirnettiamo queste restrizioiii, c vediamo corne il signor 
KOBB prosegue nella sua diinostrazionc (***): 

Dalla F si siano ottenute ne1 modo suindicato le superficie : 

siano (r, B ,  C), (t,, D,, Ci), (r2) 02)  CP))..., (TV, Qp, l;,.) le  coordiiiate dei punti 
d i  queste superficie corrispoiidenti a (u, v, w) di F = O. L e  formole di tra- 
sformazione della 8' nella @, sono del tipo : 

(*) K o ~ u ,  409. 
(**) WEIERSTRASS, Abhni~dlzctzger~ nus dei. Ficizctio»ei~leh~e, pag. 107 e Mathcmnlische 

TVerke, vol. 2 . O  P O I N G A R ~ ,  Thèse gour le doctorat, Sur les pr'opriét& des fotzctiotas dkfi~zies 
par les éqxations aum différences partielles, pag. 7. 

(*"*) L. c., pag. 410-413. 
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dove i tre siinboli (r, 5, i;,) stanno a rappresentare tre diverse funxioiii al- 
gebriche intere (non forme) di r,, G,, <,, prive di terinine costante. 

Se ~ ( v  zo) --- O è il con0 circoscritto a F da1 punto (CIO O O) c e 
soi~o due convenienti polinomi in zc, v, zu si ha:  

I n  ambi i membri di questa identità si sostituiscano a z c ,  v ,  tu  i loro 
wlor i  in r,, o,., <,.; il primo membro verra a contenerc alnieiio il fattore 
c V ( y - i  i ) ( 1 , < - 1 ) ;  quant0 al  secorido afferma l'A. clie, se : 

conterr;~ iilvece il fattore <,XI (n > h, r: A), potendosi supporre : 

u poic,hè (v ,  to) non B riduttibile n .  Di qua la disuguaglianza (1. + 1) (nz - 1.) < 1 1 ,  

donde un limite superiore per Y. 
È qui da ricordare che, iu conseguenza delle restrizioni annesse relati- 

I ,> varnente alla scelta di A ,  e dei punti analoghi, y , ,  y ,,... , non soi10 
nulli. Inoltre si possono supporre non nulli y, e y, (*); quindi si possono sup- 
porre non nulli r, e r3. 

Cib posto, affincliè sia x (r, r,) =:= 0 peï  valori di r,, r3 corrispoilderiti 
a un Y superiore a un dato intero è necessario e sufficiente che :  

1." x (v, tu) = O non contengn i l  piano y, v - y ,  tu  = O ; questo si lmb 
senipre supporre verificato, al più facendo subire dapprim:~ alla F = O una 
conveniente trasformazione, e assuinendo corne F la superficie trasformata. 

(*) L. c., pag. 408. 
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2.' r, e I', non debhono assumere, d a  un certo Y in poi, costantc- 
mente i valori rispettivamente di v e zo per cui son soddisfatte le due eqiia- 
zioni : 

x(v, 20) =O, y, v - yp lo=O,  

il che porta al più una nuova restrizione nella scelta dei uumeri y'3, y"3,.. . , 
cioi: d i  A ,  e dei punti analoghi. 

Non vedo perb la necessità di considerare l'irreduttibilità O meno di 
x (v, z u ) ;  e noto che essa non h a  generalmente luogo. 

Quando poi la  disuguaglianza x (r, r,)=I= O sia soddisfatta, non si potrà 
nncora nfferrnare che, dopo la  sostituzione di r,, a,, c, a u,  v, zu, si ottenga 
i n  x (v, w) soltanto c,'.~ come fattore e noii una potenza superiore di gr; poichè, 
quando sia (r, rJx = O (e cib pub esser conseguenza necessaria della singo- 
larità di F in O (*)) non è ancor provato c,he non possa ridursi un  termine 
del tipo ( r ,  r,), c,l* (? = A + 1,. . . , n) (ed anche tutti questi termini) con uno 
O piii t e m i n i  simili provenienti dallo sviluppo di espressioni del tipo : 

(diversi necessariamente da  (r, r,), tg). 
2. Riprendendo nelle pagine seguenti il problemn. della riduzione delle 

siiigolai.ità delle superficie, non mi occuperb della t m s f o ~ ~ z n x i o n e  clelle cîwve 
sitzgolari; bensi studierb l'effetto di una successione di trasformazioni qua- 
dratiche aventi i punti fondamentali isolati in un punto singolare e ne' suoi 
successivi trasformati (t~usfor.maxione del punto singolare). P e r  brevità dirb 
che si upplica unn  trasfor~~zauiorce quadmt ica  ad zln pzcnto sitzgolare quando 
si trasfornia l a  superficie o la  cusva cui il punto appartiene, per mezzo di 
uria trasformazione quadratica avente il punto come punto fondamentale iso- 
lato; e supporrb in generale (quando ilon sia detto esplicitamente il contra- 
rio) gli altri elementi fondamentali in posizione generica; l a  trasformazione 

(*) Si consideri ad  es .  uii punto doppio uniplanare A di P; esistono in g c n e r d e  
sii p t r c  punti parimenti doppi per  5, e alle direzioni corrispondenti a questi t r e  punti 
6 gcilcrnlinciite tangente la c u w a  intersezione di F colla prima polare di un paiito SC- 
iierico dcllo s p a ~ i o  rispetto alla li: Esistono bensi punti eccezionali p e r  cui ci6 non è 
vero, i piinti cioè del piano tangente in A a F, ma, scelto un ta1 puiito p e r  (ce, O, O), 
( r , ,  Z O ) ~  = O i! l'equazione del piano h n g c n t e  a F in A, e quindi, p e r  le ipotesi fatte (che 
r, y, y, sostituiti a u v zu annullino il primo termine dell'equazione I"= O (KOBB, pag. 408)) 
(yz y3)2 = O onde (r, rs)a = 0. 
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si potrà in generale supporre non speciale, e quando cib non posea f i ~ i . ~ i  sarà 
detto esplicitamente. 

Dimostrero che se F 6 una superjcie algebricn e A z l n  sz~o pzcnto spZ0, 
e se,  applicatn ad A una trasfotvnaxiotze qziadmtica, s i  ottiene rome sua 
tmsfortnata unn curva a ,  d i  zuan supe?$cie Q ,  t rns~ fo~ .nza t  di F ,  sulln 
p a l e  esistatlo pzinti spli pef. (1 ,; e se, detto A ,  uuo d i  qzresti pzinti, s i  opera 
su esso coîne grecedente~nente su A, ottemlzdone una h e u  u2 d i  u m  super- 
ficie @, su czii possono esistere putzti spzi per (P2 uno dei quali siu A,, e cos; 
s i  prosegzre: ltc successione delle superfieie a,, @,, . . . e dei pzrrcti A , ,  A?, . . . 
è finita, cioè esiste nella szcccessione un' ultima superficie (Dr su cui esiste 
zota linea a, trasfornzata d i  A,-, su cui ?ton esist0?20 punti spZi per (I),; pztrchè 
i pufiti  A , ,  A,, . . . siafzo scelti ilz modo clie, a cotîzinciare da zuzo d i  essi in 
poi, non accuda uzai che uno d i  questi pzmti stiu sullu linea t r u s f o m a t n  d i  
2ma linea spza passunte pel pzcnto pecedenfe;  ed in pr t icalare  dn zrno d i  
essi itz poi tzofz stiano su una linea spi($ della szcperficie. 

Rilevo fin d'ora che si pub sempre supporre clie il purito da1 quale in  
poi non nccade mai ecc., sia A , ,  poichè basterà in caso contrario assumcre 
come superficie iniziale F una conveniente (P;  osseïvo irioltre che è evidmte 
che i punti s@ A , ,  A, ,  . . . sarebbero infiniti se, a comincinre da  uno di essi 
in poi, appartenessero tutti alle successive trasformate di una stessa linea s p l ~  
(linee tutte spze per le superficie cui rispettivaineiite appartengono); mn, e 
questo non mi pare evidente senz'altro, pu6 accadere che i l  tzumero dei p m t i  
s ~ z i  A , ,  A, , . . . cresea oltre ogni limite q,ra?zdo s i  seelgono questi p n t i  iu 
modo che due O pi& (Izecessat.iametzte consecutivi) uppartengmo a linee spic 

corrispondentisi (trasformate 1' una dell' altra) delle sztperjcie successive, pur 
essendo jinito i l  mcnzero dei putzti che s t n w o  su Einee tvasformate d i  wzn 
stessa linen spla. L a  prova d i  questa proposizione è riservata alla Mernoria 
seconda. 

Non è necessario aggiungere che, dimostrato il suenunciato teorema, ri- 
sulta pur provato, che sotto analoghe restrizioni, si pub sempre, con una suc- 
cessione di trasforinazioni quadratiche, passare da1 puilto O comurique singo- 
lare, ad un punto semplice. 1 ragionainenti relativi alla rappresentazione del- 
1' intomo di un punto di una superficie contenuti nella Memoria del KOUB 
valgono allora a provare l'eriunciato a) cosi modificato: - si operi come 
i: detto in cr) su tutti i punti (a,, b,, 0) non eccezionali secondo il teorema 
suenunciato; si perverrà a rappresentare I1întornr> del puiito (0, 0, 0) con- 
siderato di F per mezzo dell'insieme degli intorni di  un numcro finito di puiiti 
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semplici su un numero finito di superficie e di quelli di un numero finito 
di nuovi punti singolari, appartenenti a linee singolari della stessa multi- 
plicità. 

L a  questione analiticn della rapprcsentazione per mezzo di un numero 
finito di seiie di potenxe dell'intorno di un punto singolare di una superficie 
dgebr ica  rimane per orn insoluta e precisamente rimane al punto a cui 
I'hanno portata ]'HALPHEN (*) e il prof. DE[, PEZZO (**). 

Quest o par ente sono destinati a considerazioni siille 
curve sghembe e sull'intersezione di due superficie, necessarie per il seguito, 
ma che non potrebbero considerarsi come pnrte integrante della dimostrazione 
cl-ie ho in animo di dare. 

3. Una cuïva sghemba C, d'ordine ni, non multipla, abbia in A punto 
sp20. Si applichi ad A una trasformazione quadratica; la curva C si trasfor- 
mer& in una curva C' su cui si trovano uno O più punti corrispondenti ad A 
la somma delle cui multiplicità è r S ;  siano A', ,  A',, . . . questi punti. Se 
essi non sono tutti semplici, si applichi ad uno di essi Ali multiplo per Cf, una 
nuova trasformazione quadratica. C' si trasformerà in una nuova curva C'' in 
cui al punto consideïato corrispondono uno O più nuovi punti A:;, A:;? . . . e ai 
rirnanenti punti A> ( j  = 1, . . . , i - 1, i -/- 1, . . .) altsettanti punti colle siesse 
multiplicità rispettive ; questi ultimi punti si potranrio rappresentare rispettiva- 
mente cogli stessi simholi dei corrispondenti punti di Ci. Si assuma un punto 
qualunque fra gli A& e gli A> di Cs', che sia multiplo per C" e si applichi 
ad esso una nuova trasformazione quadratica; e cos1 via. Dopo zw w u z e r o  
cowenielzte, jî/tito, d i  t~+asformaxioizi  s i  giungerà ad znm c u w n  C(r) sz{ c u i  
i pzrizti t r a s f o m a t i  d i  A son t u t t i  senzplici (***). 

(%) Szw les lignes sz'ngulièi.es des stwfaces algébriques. Annnli di Mateiiiatica ('2) IS- 
1878-79, pag. 68 (v. pag. 73 e seg.). 

("%) L. c., pa3. 146 e seg. Bli enunciati a cui mi rifwisco sono validi, almeno ilelln 
loro dimostrazione, solo con opportune restrizioni. Cfr. In fine dell'introdiizione al pre-  
sente scritto. 

("*") Qaesto teorenla non è verainente una noviti .  Non saprei  perb citnre un luogo 
ove 10 si t rovi  precisainente sotto rliiesta, forma e con una diil-iostrazioiie siinile a qiielln 
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Semplificherb la dimostrazione supponendo le trasforrnazioni quadratiche 
specializzate in quanto la conica fondamentale vi sia spezzata in una coppia 
di rette distinte (e cornplanari). Ricorderb che anche nello spazio trasformato 
la conica fondamentale è analogamente degenere e che le rette uscenti da1 
punto doppio della conica fondamentale sono trasformate nelle rette uscenti 
da1 punto analogo del 2.' spazio e la corrispondenza che cos1 resta stabilita 
fra le due stelle è quadratica con elementi fondamentali le rette delle coniche 
e le proiettanti i punti fondamentali isolati. 

Sia V il punto doppio della conica fondamentale della prima trasfortna- 
zione quadratica a cui si assoggetta C e sia scelto in posizioiie generica ri- 
spetto a C, cioè fuori di C, fuori dei vertici dei coni di corde di C e fuori 

t 

elle segue. Crederei quindi di mancare di rigore (per le  sue seguenti applicazioni) s'io 
non ne dessi qui brevemente la dimostrazione. 

Una prima prova della possibilità di sciogliere i pnnti singolari di una curva alge- 
brica sghemba con trnsformazioni Cremoniane fu data da1 sig. DEL P ~ z z o  (loto citato, pa- 
gina 144-145) riducendo ln questione all'analoga per le curve piane, e senza nulla fissare 
sulle trasformazioni usate; una prova diretta fi1 data in seguito da1 sig. PANNELLI nella 
Nota : Sulla riduzione delle singolariln di una czctwa gobba (Rend. Istit. Lombardo (2), 1893, 
pag. 216-322) facendo uso di trasformazioni cubiche speciali (a tetraedro fondamentale). 
Basta cib per affermare senz'altro che si pub raggiungere Io scopo con trasformazioni 
Crernoniane qualunque aventi punti foildainentali isolati nei punti clie si  trasformano. 
(Quests proposizione rientra in una più generale clle mi riservo .di puliblicare prossima- 
mente) - L a  dimostrazione che io darb ne1 seguito pu0 esser raffrontata, pel principio 
a cui s'informa, col cenno di dimostrazione contenuto ne1 lavoro del prof. SEGRE (pag. 9) 
ed anche con quella del PANNELLI. In essa mi valgo di trasforrnazioni quadratiche non 
sssolutamente generali (a conica fondamentale degenere); ed il ragionamento si estende 
senz'altro a provare il teorema annlogo p e r l e  curve immerse in uno spazio a un numero 
qualunque di dimensiorii; per questa parte mi limiterb perb a questo cenno. Un'altra di- 
mostrazione, valida pure per le curve immerse in ogni spazio, in cui non si fa questa 
restrizione relativamente alle trasformazioni quadratiche usate, ho dato nella mia disser- 
tazione di laurea (luglio 1896). Altre cure mi hanno impedito finora di pubblicarè i ri- 
sultati di questa mia tesj; e mi astengo da1 presentare qui la suddetta dimostrazione 
perche le  ipotesi più generali non darebbero alcun vantaggio, mentre dovrei forse en- 
trare in tduni  particolari che mi devierebbero da1 principale oggetto del presente lavoro. 

Con trasformazioni Cremoniane prive di punti fondamentali isolati, è anche possibile 
di trasformare ogni curva gobba in una priva di punti inultipli. L a  possibilità di una ta1 
riduzione con trasformazioni birazionali della curva (non Cremoniane) é nota. Cfr. POIN- 
CAR; : Sur les transformations biratiorzelles des courbes algéb~iques (Comptes Rendus, 
tom. 117, 3 juillet 1893) e PIERI : Trasformazione di oyni curva alyebrica in altrcc. priva 
cli punti ~nultipli (Rivista di Mateuatica, 1894). 

Anwli  di ilfatenzatica, tomo XXVI. 30 
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di ogni corda di C per A e di ogni tangente a C in A. Si proietti C da V 
e sia r il con0 proiettante; la  V A  sarh spza per r. Sia V' il punto doppio 
delln conica fondamentale del10 spazio trasformato. Se su C' si ha un solo 
punto A' trasformato di A, ancorrt S P ~ Q ,  la V' A.' sarà retta spza del con0 I" 
trasformato di r e Y' soddisferh iispetto a C' alla stessa condizione di tro- 
varsi in posizione generica come V rispetto rt C. Si effettui allora una nuova 
trasformazione quadratica avente A' come punto fondamentale isolat0 e V' 
come punto doppio della conica fondamentale : le stesse cose si potranno 
ripetere. E cosi si potrà proseguire finchè si otterranno trasformati di A ancor& 
spEi .  Ma dopo un numero finito di trasformazioni si deve giungere ad un con0 
trasformato di r in cui a VA. corrispondono m a  O più generatrici di mul- 
tiplicità < s (per il noto teorema relativo alle curve piane, analogo a quel10 
che qui si tratta di stabilire); dunque, dopo un numero finito di trasforma- 
zioni, minore O al più uguale al sudcletto, si deve giuilgere ad uiia curva 
trasformata di C, su cui ad A corrispondono uno O più punti di moltiplicità 
< S .  Non si pub più allora afferniare che il punto doppio della conica fonda- 
inentale dell'ultimo spazio trasformato sia, rispetto all'ultima trasformata di C, 
in posizione generica corne V rispetto a C ;  ma scegliendo un altro conve- 
niente punto come punto doppio della conica fondamentale di un'ulteriore 
trasformazione applicata ad un punto multiplo trasformato di A ,  si potrà pro- 
segoire l'operazione e provare cos1 l7mserto. 

Il nuinero delle trasformazioni necessarie a trasformare il punto A in 
punti semplici avrà cosi un limite superiore che varierà colla curva conside- 
rata, e potrà crescere qiianto si vuole, ma che, assegnata la particolai curva, 
snrà pure assegnato e finito; è anzi facile vedere che si pub assegnare un 
limite superiore dipendente solo dall'ordine della curva (*). 

(") Modificaildo leggermente il precedente rag iona~nmto  sxrebhe ni~clie facile pro- 
r a re  che si lia l a  relazione : 

): s (s - 1) < nz (m  - 1) , 

ove con s si indichino le inultiplicita di A e degli a l t r i  punti iuultipli di C e quelle dei 
puiiti trasformnti successivi di questi e la ': s i  esteildo a tu t te  queste S. Questa for- 
iliola anclie piii coinpleta (assegiaiido il sigilificato dell'eccesso dell'un mernbro sull'altro) 
110 diiuostrato nella min dissertazione già nominata. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle super.Jicie a lpb~icke  da110 spaxio ordinario per trasfor. quacl. 231 

4, Due superficie 3' e PI passino per un punto A colle multiplicità 
rispettive s e o; è noto che il punto A sarà multiplo almeno secondo s o 
nell'iutersezioiie di F e Fi; e tale sarà appunto questa multiplicità quando 
le due superficie non hanno in A un con0 tangente coiûiine. È facile esten- 
dere questo teorema a determinare i caratteri della curva intersezione di 1{' 
e P, jn A (le multiplicità dei punti A, A'; (i= 1 , .  . .), A''ék (i, k = 1 ,. . .), . .. 
del paragrafo precedente (*)), O meglio le loro funzioni S che saranno definite 
in seguito. 

Chiamerb , per semplicità, multiplicità di un pzrnto nell' ifztersexione d i  
due superficie - ovvero rnz~ltiplicità d'itatersezione di  due super$cie in un 
punto - la somma dei prodotti delle multiplicità di questo punto sulle di- 
verse parti (curve algebriche jrreduttibili) della curva intersezione delle due 
superficie, per le multiplicità rispettive di queste parti. 

La multiplicità di A nell'intersezione di F e F, è il numero delle in- 
tersezioni in A delle sezioni piane f e f, di F e di F, fatte con un piano 
generico .rr per A. Si appliclii ad A una trasformazione quadraAca; le super- 
ficie 8' ed FI si mutino nelle @, e Y,; il piano segante si muterà in un 
nuovo piano ni e le f e fi nelle intersezioni y ,  e SI di questo piano con (Di 
e Y , .  y, e Si sono trasformate di f e fi con una trashrmazione quadratica 
piana avente A per punto fondamentale; quindi i caratteri (multiplicità) dei 
punti immediatamente siiccessivi ad A sulle curve f e f1 (ne1 senso della 
teoria del sig. NOETHER) sono uguali alle multiplicità, su (DI e Y, rispettiva- 
mente, dei punti in cui il piano ni interseca le curve che, su queste super- 
ficie, corrispondono al punto A. 

Si applichino le stesse considerazioni alla determinazione delle multiplicità 
di c p ,  e $, nei punti sucoessivi a i  loro punti trasformati di A ,  e 10 stesso si 
faccia per tutte le curve loro trasforinate successive, e si ricordi un teorema 
del sig. NOETHER che dà il numero delle intersezioni di due curve piane in un 
loro punto comune (**); si otterrà la regola seguente per determinare la mul- 
tiplicità di A nell'intersezione di F e FI : 

(*) In  al t r i  termini quelli f ra  i numeri s della nota precedente che si riferiscono a d  A 
c a i  suoi trasformati. 

(**) Cfr. : Ratiopzale Ausfiihrung der Opemtioiaeiz itz der Theorie der algebrnischen 
finctionm (Math. Ann., 23, 1884) e Math. Ann., 9, 1875, 1. c,  
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Le superficie Q, e Y, abbiano comuni le curve a', , a',, . . . trasformate 
di ,4; siano A',,, A',, ,... i punti d'intersezione di queste linee con 
xi; s i I1 ,  s ' , ~  , . . ., s~~~ , . . . le loro multiplicità su a,, T',, , a',2, .. ., T',, , . . . quelle 

, ..., 0',,=Of12=...;...); EU Y, (essendo T ,  generico sarà s',, =s',, = . . . ; s',, = . . . . . 
si applichino ad A', , ,  A',,, ... nuove trasforniazioni quadratiche, e siano i 
llun~eri s" ,,,, , s" ,,,, ,..., s" ,,,, ,... , s"~,,, , . . . , o" ,,,, , o",,,?, . . . determinati 
analogamente ai  precedenti nurneri s'ik e oIik; e cos) via. L a  multiplicità cer- 
cata sarà espressa da : 

X s o ,  

ove la 2 è estesa alle multiplicità s e o di A su F e F,, e a tutti numeri 
s e a ora definiti, in modo che siano accoppiati i numeri aventi gli stessi 
apici e indici. 

5. Si considerino ora i numeri s del paragrafo precedente (*) corri- 
spondenti alle diverse parti dell'intersezione di F e F I  e a un determinato 
punto Acr), trasformato di A considerato corne punto di queste curve; si in- 
dichi con Scr) la somma dei prodotti di questi numeri per le multiplicità delle 
curve cui appartengono. Si riuscirà facilmente a calcolare questo numero se 
si osserva che, per la precedente definizione della multiplicità d'intersezione 
di due superficie in un loro punto comune, questa multiplicità pub scomporsi 
nella somma di più parti corrispondenti ciascuna ad una parte (curva alge- 
brica, riduttibile o non) dell'intersezione delle due superficie passante pel 
punto considerato : iietta C una qualunque di queste parti dell'intersezione di 
F e FI passante per A, la  corrispondente parte della multiplicità d'interse- 
zione di  F e FI in A sarà la somma dei prodotti delle multiplicità di A 
sulle diverse parti (curve algebriche irreduttibili) di C per le multiplicità 
rispettive di queste parti nell'intersezione di E' e Fi. 

(3) hltrove sa rn  provato che ,  nella determinazione di cluesti numeri si liossonu 
togliere alcune delle restrizioni imposte alla trnsformazione ne1 paragrafo precedcnte; f ra  
l'nltre quella clle l a  trasformazione sia quadratica, bastando tener  conto del compor- 
t:ainento degli elementi fondamentali della trasformazione rispetto alla linea, nelle vici- 
nmze  del punto che si trasformn, (cfr. con un'analoga affermzzione nella 1." nota rela- 
tiva al n." 3). Rimando l a  dimostrazione di questo teorema perchè, quantunque impor- 
tznte p e r  le  sue conseguenze, esso passa in seconda linea nella ricerca presente. Intanto 
mi permettero, per  brevita di linguaggio, di non tener conto ncl seguito di talune f ra  le  
dette restriziorii. Ognuno potrti rilevare clie in tutto quanto segue esse si potrebbero 
tutte mantenere senza nulla ûlterare del ragioriamento (cfr. la nota al n.' 14). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Cib posto, si assoggettino E' e F, alla successione di trasformazioni qua- 
dratiche che conducono da  A ad -4(r), siano @, e Y,. le ultime superficie 
trasfoïmate rispettivamente di F e F,  . (D,. e Y, si intersecheranno secondo 
una linea composta della trasformata dell'intersezione di E' e E', e di un si- 
steina di linee coïrispondenti ad A .  L a  multiplicità d'intersezione di (D, e 'if, 
in ,4(4 sarà la somma di S(r) e della parte di detta multiplicità corrispon- 
dente alla linee comuni a (b,. e Y,, trasformate di A,  e passanti per A() ' ) .  
Si ricava da questa osservazione la regola seguente per calcolare Scr): Si di- 
stinguano le diverse parti (curve algebriche irreduttibili) della linea trasfor- 
mata di A comme a CD, e a Y,, passanti per Acr) ; per ciascuna di esse si 
determini la  multiplicità di A@) su di essa e la inultiplicità d7intersezione di 
CD, e Y, in un suo punto generico (questa multiplicità è la multiplicitk della 
curva nell'intersezione di a, e Y,) e si faccia il prodotto di questi due nu- 
meri; si determini inoltre la multiplicità di intersezione @,. e Y, in A('). L a  
clifferenza fra questa multiplicità d'intersezione e la somma di quei prodotti 
è il numero Sr).  

Ne1 seguito le l ime trasformate di A,  passanti per A(r) saranno bene- 
ralmente rette: allora S(l") è la differenza fra l a  multiplicità d'intersezione di 
CD, e V, in .4(r) e la somma delle loro multiplicità d'intersezione nei punti 
çenerici di queste rette. 

Queste considerazioni servono utilmente a stabilire alcuni legami fra il 
comportamento di P e Fi in A e quel10 delle loro trasformate nei puiiti 
trasformati di A. È infatti evidente che Sr) è nul10 sernpre e solo quando 
peï A(r) non passano curve trasformate di parti dell'intersezioiie di F e F , ,  
e che t:sso no11 pub essere mai negativo; clie inoltïe si ha sempre, per un 
determinato punto A(r) e per un suo trasformato A(r-tl), &'(Y) S(r+i). Ili par- 
ticolare S r )  è minore O al più uguale alla multiplioità ?' intersezione di F 
e F, in A.  

6. In questo paragrafo e ne1 seguente è contenuta l a  dimostrazione 
del teorema enunciato ne1 n." 2 .  Si distinguono in esso duc casi principali 
l'uno trattato completamente ncl paragrafo presente ed enunciato esplicita- 
mente al  principio del n. 14, l'altro discusso ed esaurito ne1 paragrafo se- 
guente ed enunciato alla fine dello stesso n." 14. 
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Il concetto fondamentale della dimostrazione consiste ne1 determinare, 
riel primo caso, una linea d'ordine non superiore a un ordine assegnato, che 
passi per A con punto multiplo e le cui trasformate passino con piinti mul- 
tipli rispettivamente per A', A", . . . e nel17applicare a questa linea la propo- 
sizione del s 2. A1 secondo cas0 non sono applicabili i ragionamenti con cui 
dimostro pel primo 17esistenza di questa linea ; ma esso si risolve distinguen- 
dovi due nuovi casi: 1." questa linea esiste; il ragionatnento del n." 15 si 
applica immediatamente; - 2." questa linea non esiste; si dimostra che da 
questa ipocesi consegue senz7altro un limite superiore al nurnero dei punti 
della successione A', A", . . . che hanno per la superficie F la stessa multipli- 
oità s di A. 

I l  secondo dei due casi principali nominati non ha nulla di paragona- 
bile coi fatti che s7incontrano nello studio delle curre;  vi si incontra una 
novità analoga a quella che si scorge ne1 caso d'eccezione enunciato ne1 n." 2. 
Il primo invece offre ,qualche analogia coll'unico cas0 che s'inoontra nello 
studio delle curve piane, e non sarà inutile un breve raffronto fra il metodo 
che io qua seguirb e quelli noti di WEIERSTRASS e NOETHER (*). Userà in 
questo raffronto le locuzioni relative ai  punti successivi di una varietà, note 
yer le curve piane, introdotte per le curve gobbe e per le superficie da1 
prof. SEGRE (**) e che io ripeto per maggior chiarezza ne1 nurnero seguente. 

Sia F ixna curva piana algebrica che abbia il punto A corne punto s@. 
Si assoggett,i F ad una trasformazione quadratioa (piana) avente A corne 
punto fondamentale, e gli elementi fondamentali rimanenti in posizione con- 
venientemente generica; si otterrà una curva trasformata @, au cui ad A 
corrisponderanno uno O più punti; si otterrà un punto splo trasformato di A, 
solo (non sempre) quando esso sia I'unico punto di (D, corrispondente ad A .  
Quand0 questo accadn, sia. A' il detto punto. Su @, e su1 suo punto A' si 
ripeta 170perazione fatta su F e su1 silo punto A,  e cosi si prosegua: si 
deve provare che dopo un numero finito conveniente di operazioni non si 
potrà più ottenere un trasformato di A sp lo  per la curva cui appartiene ; al- 
trimenti detto, si deve provare che il numero dei punti s p l i  di F successivi 
ad A è finito (se F non è una curva &a). Si riesce in questa dimostrazione 

(") Cfr. le citmioni al principio della hlemoria ; io mi riferirb qua particolarmente 
al metodo del sis. N O E ~ H E R ;  quel10 del sig. WEIERSTRASS non nc differisce sostanziaimente 
per la parte di cui qui si tratta. 

(**) Loco citato, pag. 2-4 
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considerando l'intersezione di  F colla prima polare, rispetto ad cssn, di un 
punto generico del piano (che si assume come unico ulteriore punto fotidamen- 
tale della prima trasformazione quadratica, assumendo poi i suoi trasformati 
successiri - finchè cii, è possibile, il clie è certamente finchè s i  ottengono 
punti trasformati di A spzi - corne puiîti analoghi per le trnsformazioni succes- 
sive); questn prima polare passa per A ed lia comuni con F tutti i punti suc- 
cessivi ad  A e multipli per F. Secondo un teorema del N~ETIIER giB citato ("), 
i punti comuni alle due curve, - effettivi O successivi n punti effettivj, - 
contano rie1 nuniero delle iiitersezioni delle due curve come altrettanti punti, 
n distanze finite fra loro, comuni alle due curve, ed aventi su esse le stesse 
multiplicità. Esprimendo clie il numero di queste iritersezioni di F e della sua 
prima polare in -4 e nei punti infinitamente prossimi a d  A è r n (n - 1) 
(detto n l'ordine di F) si h a  evidentemente un limite superiore a l  numero 
dei punti spli di F infinitamente prossimi a d  A. 

P e r  A e pei punti s p l i  di  B' infinitamente prossimi ad  A passano, oltre 
la prima polare di un  punto gonerico del piano rispetto alla Y, anche tutte 
le polari di un ta1 punto clle hanno indice < S .  Ne1 ragionamento precedente 
si pub quindi alla prima polare sostituire una di queste e si pub anche so- 
stituire urz7altr-a di queste polari a F. 1 limiti che allora si otterranno sa- 
ranno generalmentc (cioé se s > 2) superiori a quello ottenuto precedente- 
mente, ma, pel solo scopo della dimostrazione clle si h a  in vista, hanno pari 
utilith. 

Ne1 caso delle superficie si  potrà tentare un rnetodo analogo a quello 
ora riassunto, sostituendo al gruppo delle iiitersezioni di  due curve la. linea 
intersezione di due superficie; ma nuove difficoltà si presentano. P e r  re ro :  

I n  primo hogo, se una superficie passa pel punto A della superficie I", 
la interseca certamente secondo una linea passante per A ;  m a  non necessa- 
riamente il passaggio di detta superficie per un punto di F successivo ad A 
conduce seco i l  passaggio per questo punto della linea intersezione delle sue 
superficie. È facile persuadersene ritornando p. es. sull'ultimo numero del pa- 
ragrafo precedente. Questo fatto è capitale nel ~egui to .  

Appmito il bisogno di provare il passaggio di  tale intersezione per de- 
terminati punti m'indusse a non far uso di una prima polare, bens; di una 

(%) Nel ragioilsmento del WEIEKSTRASS (cfr. BIERVAS'T, loco citato) in luogo di questo 
teorema s i  utilizzs la rappreseiitazione del risultaiite di F e della sua prima polare coiiie 
fiinzione npparteiiente al inodulo de temina to  da yueste due fuiizioiii. 
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s - Ifna che passa sernplicemente (cd è questo l'essenziale) per A e pei punti 
spl i  cli F s~iccessivi ad A. Inoltre ho sostituito alla F stessit nna SUL?. polarc 
d'indice 2 O e < s - 1; mi si è presentata essenziale questa sostituzione nei 
ragionamenti dei n.i 10-13 (e 17  ne1 paragrafo seguente); non è forse essen- 
xiale peï la dimostrazione del nostro teorema (cfr. una nota a1 n." 14). Anzi, 
ne1 concetto fondamentale della dimostrazione, non è forse essenziale nein- 
meno I'uso delia polaïe s - lYna; la si potrebbe sostituire ad es. una super- 
ficie clle passasse semplicemcnte per A , A ' ,  . . . ; trovai perb 1' iritroduzione 
delle polari utile al rigore. 

1 numeri 10-12 sono destinati precisamente a dimostrare il passnggio 
dell'intessezione delle due polari di F sunnorninate per i punti considerati. 
Il n." 12 è forse il più gravoso alla lettura. 11 lettore cui tale paresse, po- 
trebbe ahbandoriarlo senz'altro (insieme col n." 11 che solo in esso si ap- 
plica) poichè espongc, ne1 II." 16 un ragionamento clie si pub sostituire a 
quello del n." 1 2  per quanto riguarda j l  teorema a cui si tende. Bo dato la 
precedenza al metodo del n." 12 perche più diretto, più ricco di  risultati e 
più consono col metodo del n.' 10 e con quello che si segue per le curve. 

Ne1 11.' 13 ho enunciata una proposizione che non pare priva d'impor- 
tanza, immediata conseguenza dei ragionamenti precedenti, ma che non trova 
applicazione ne1 seguito. 

In secondo luogo, il passaggio dell'intersezione sunnominata pei punti 
sonsidernti non è più sufficiente, corne per le curve, a condurre a termine il 
ragionamento; convien conoscere le multiplicità dei detti punti su quell'in- 
tersezione. Il calcolo di queste rnultiplicità sarebbe tutt' altro che semplice ; 
l 'ho evitato sostituendo ali'intersezione suddetta una sua proiezione sulla F. 
Come con cib si riesca si vede ne1 n." 1 4  e credo non richieda schiari- 
menti. 

7. Corne ho annunciato ne1 numero precedente, ricorderb anxitutto al- 
cime locuzioni relative alIa scoînposizione cli zcn punto mult@lo introdotte, 
per quanto riguarda le varieth spaziali, da1 prof. SEGRE ne1 citato lavoro 

(pag. 2-41 (7. 

(*) L e  preseilti dcfinizioni differiscono alcnil poco nella forma dn quelle a cui alludo, 
lber evitnre considerazinni di prlizti infii~itcm~ei~te c i c i ~ ~ i  clle servono a dar  rngione dellc 
definizioni stesse ; tali  considerazioni ho evitate per seiripliciti, cssendo esse assolutamentc 
estranee al presentc lavoro. 110 invece iiitrodotto la definizione nuova di variet& taiigenti 
O secanti un'altra in un punto successive s un dnto. 
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Sia F unn superficie, ovvero un ramo di curva algebrica, piana O gobba, 
e sia A un suo punto spZ0. Applicata ad A una trasformazione quadratica, 
P si muti in una nuovn varietà a,, su cui esista iina varietà. (piana : linea 
O punto) a ,  trasformata di A ;  dirb che a ,  appartiene ad P essendovi szccces- 
sivo ad A. Se a ,  è una linea, ne1 qua.1 caso F è una superficie, ogni p n t o  
d i  n ,  s a h  pzwe szcccessivo ad A su  F. 

Su @, e sui punti di cl ,  (linea O punto di @,) si possono ripetere le stesse 
definizioni; dirb pure successivi ad A d i  due posti su F i punti e le linee 
di (Dl successivi ad a, secondo la definizione precedente; e dirb tali punti e 
linee successivi ad un punto A' di F successive ad A quando sono succes- 
sivi al punto A' (di a,)  di ( D l .  In modo analogo si definiranno i punti e le linee 
di P successive ad A di tre, quattro, . . . posti. 

Una varietà tangente O secante in un punto trasformato di A si dirà tangente 
O secunte F riel corris~~ondente punto szcccessivo ad A. Analogamente si definiranno 
le varietà tangenti e secanti E' in punti successivi di due, di t ïe , .  . . posti ad A. 

8. Una superficie F abbia in A punto SPEO. Sia V un punto qualunque 
dello spazio. L a  kma polare di V rispetto ad  F ( k < s )  passa sempre per A. 
avendovi in gcnerale e almeno la multiplicità s - k :  sia Fk questa polare. 

Si applichi ad  A una trasforrnazione quadratica avente la conica fon- 
damentale spezzata in due rette per 7. Sia TT' il punto doppio della conica 
fondamentale dello spazio trasformato. Ad uns punteggiata su una retta per V 
la trasformazione fa oorrispondere una punteggiata proiettiva su una retta 
per V', corrispondeiidosi nella proiettività i punti V e V ' ;  quindi il gruppo 
dei punti d'intersezione di una retta generica per V con la Fk si trasforma 
ne1 gruppo dei punti d'intersezione di uiia retta por V' colla polare kma di V' 
rispetto alla Q, trasformata di F ;  quindi la trasformata @,k  della Fk è con- 
teiiuta nella kma polare di V' rispetto a @, (e ne1 caso che questa polare 
contenga altre parti, queste son coni di vertice VI). È facile verificare, ad 
es. col calcolo degli ordini, che Qik è soltant0 una parte della suddetta po- 
lare sempre e solo quando,.le rette per V in cui si spezza la conica fonda- 
mentale del primo spazio essendo scelte in modo generico, A è per Fr, mul- 
tiplo secondo un numero > s - lr. Il teorema delle polari miste d i  imme- 
diatamente che condizione necessaria e sufficiente percib è che l a  retta A V 
sia geneiatrice più che s - ,Wza per il cono tangente in A a F (*). 

(") Con considerazioni analoglie il prof. SEGRE studia il comportamento delle prime 
polnri nci punti successivi di F (1. c., pag. 34). 

A)mdi di ~Mntematicu, tomo XXVI. 3 1 
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Come si vedrh, ogni volta che dovremo richiamare queste considerazioni, 
questa condizione non sarà soddisfatta. 

9. Ne1 seguito applicherb soltanto trasformazioni quadratiche a conica 
fondamentale spezzata in due rette che supporrb distinte, ma potrebbero anche 
essere coincidenti. Effettuando trasformazioni successive supporrb inoltre il 
punto doppio della conica fondamentale della prima trasformazione scelto in 
modo generico, e quelli delle trasforrnazioni successive coincidenti ciascuno col 
punto doppio della conica fondamentale del10 spazio trasformato rispetto alla 
trasformazione precedente. Indicherb , come sopra, con V, V ' ,  V",  . . . yuesti 
punti. 

10. L a  superficie F abbia i n  A punto splo. Applicata ad A una tra- 
sformazione quadratica (n." 9) la P si trasformi nella superficie a,, su cui 
ad A corrispondano punti non tutti s@i; ma esista almeno un punto A' tra- 
sformato di A, ,@-' per q,. La linea trasformata di A si comporrà di rette 
per A' (n." 1). 

Distinguerb due casi : 
1.' L a  linea a, trasforrnata di A su @ ,  si compone di più rette pcr A'. 

Si consideri la pma polare di V' rispetto a !Di e sia @ , p ;  essa taglia il piano 
cli a, (che passa per P ' ) ,  fuori della conica fondamentale della trasformazione, 
secondo una curva u p ,  composta di s - p  rette (quand0 ogni retta sia cori- 
tata con conveniente multiplicittE) per A', polare di V' rispetto alla interse- 
xione di 0,  col piano di a ,  (il fascio a, le cui rette siano contate ciascuria 
con conveniente multiplicità). Si supponga di far assumere a p tutti i valori 
(intieri) fra 1 e s - 1 (inclusi gli estremi); una stessa retta del fascio ,1' 
lion potrà appartenere sirnultaneamente ad a ,  e a tutte le a p  (essendo ora escluso 
che a ,  si riduca ad una sola retta contata s volte); e poichè a,"-' si compone 
di iina sola retta, esiste certamente una superficie @,p (p = 0, 1 , . . . , s - 2 ; 
@,O = (D,) che sega su1 piano di a ,  - e fuori della conica fondamen- 
tale - ne1 solo punto A'. Sia O P  questa superficie; per A' passa 1' interse- 
zione di Q,p e !Dis-', senza passarvi con una parte giacente su1 piano di a,. 
Ma @,p e C D , ~  -' sono le trasformate delle polari Pp e Fs-, di P rispetto a 
P (Fo = F) (n." 8); dunque A' è successive ad A sull' in temezione d i  FP 
e F,-,. 

2." L a  linea u, trasformata di A su (D, si riduce ad nna sola retta 
per A', di multiplicità s l<s .  Il piano a ,  T' è piano tangente a @, in tutti i 
punti di a ,  diversi da A' e dagli altri possibili punti SF di Bi su a , .  Conti esso . 
come sr  - k: fra i piani tangenti a (?, nei punti generici di a,. L a  super- 
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ficie (Dlk, kma polare di V' rispetto a c ~ , ,  avrà a ,  corne retta s' - k ~ l a  e nei 
p t i  generjci di essa avrà a ,  V' come unico piano tangente; avrà inoltre 
A' come punto s -  k@'. L a  superficie Qt8-', s - lmn polare di VI rispetto 
a (D,, passera invece semplicemente per a ,  senza avervi il piano a ,  TT' come 
piano tangente in punti non appartenenti alla conica fondamentale della 
trasformazione. L a  multiplicità di un punto generico di a, nell'intersezione 
di @,k e è adunque s'- k meritre la multiplicità di A' nell'intersezione 
medesima è s s - k. Ricordando adunque che QI*-' e @,k sono le trasfor- 
mate delle polari di ugual indice PT-, e Fk di V rispetto ad F per la tra- 
sformazione applicata ad A, si ha che A.' è successivo ad A sull'intersexione 
d i  Fk e P,-,. (Anche qui potrebbe essere k = O ;  allora (Dl0 =- 9 , , Fo = F.) 

1 risultati precedenti sono evidentemente applicabili al caso in cui alla 
superficie P si sostituisca una sua qualunque trasformata dopo una serie di 
trasformazioni quadratiche (del ne0 9). Quindi : 

Sopra u?za szcpeî;ficie P s i  fissi u n a  guulunque successione d i  p n t i  A, 
A', .4", . . . , A(r), tu t t i  .@ per P; s i  tg-asformi P per tnexxo d i  m a  succes- 
sione d i  t~as forrnaz ion i  quadratiche applicate ad A, A', . . . , Acr-31, giun- 
g e d o  infine ad unu szcperficie (D, s u  czci Acr) E j ~ c n t o  e fe t t i vo;  per Acr) pas4 
sano zina o pi& Ziqzee d i  (à, corrispoderzti  ad A per la  i r a s f o ~ m a x i o n e  pro- 
dot to delle successive k.asformas2oni effettun te. Ad A(r) siano successive s u  
9,. ulzn O pi& rette d i  m u i t ~ l i c i t h  minore d i  s ,  e su  p e s t e ,  fuori delle 
linee trasformate d i  A szsnnominate, un punto sp10 A@+'). S i a  Fs-, la polare 
s -  lma d i  un punto generico V rispetto a P; esiste sempre un'a1ti.a polare 
Fp d i  V rispetto ud F (O 6 p < s - 1) che interseca F,-, secondo utza linen 
d i  czli A ,  A', A" ,..., A(rf i )  sono punt i  successivi. 

Osservaxione. Condizione essenziale dei precedenti ragionamenti è che a ,  
si componga di rette passanti per A' - ovvero di parti irreduttibili di cui 
una sola (che perb pub esser multipla) passi per A' - e che A' abbia 
per (D, multiplicità rnaggiore di quella dei punti generici di ciascuna parte 
di a ,  passante per ,4/; non è essenziale che la multiplicith di A' sia uguale 
a quella di A. A questo cas0 più generale si estendono adunque immedia- 
tamente i precedenti risultati; al numero s basterh sostituire la multiplicità 
di A' nell'intersezione di  @, colla retta A' V'. 

11. Nell'ultimo enunciato del numero precedente si pub supporre, i n  
particolare, che A,  A', A", . . . , A(r) si succedano su un ramo di sezione piana 
di P. Si faccia variare 11 piano secante in modo che assuma tutte le posi- 
zioni possibili per A, od anche soltanto per una retta passante per A, e non 
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appartenente al con0 tangente in A ad F. Se per tutte le sezioni piane ge- 
neriche (fra queste) si verificasse che A(') avecise corne successivo un fascio di 
rette, e su una retta di ta1 fascio esistesse un punto di multiplicith 
superiore a quella generica di essa, corrispondentemente ad ogni sezione piana 
dovrebbe esistere una coppia di superficie F,-, e F k ,  la cui intersezione avrebbe 
almeno i punti A ,  A', . . ., A(9') comuni con la detta sezione piana; ma, es- 
sendo i numeri s e k interi minori od al più uguali alla multiplicità di A 
su F, il numero di queste coppie di superficie F,-, e Fk è finito, onde non 
pub la detta proprietà verificarsi per tutte le sezioni piane considerate. 

Se si  ha riguardo al  fatto che ad un punto d i  una linea multipla di una 
superficie, il quale non abbia per la superficie multiplicità maggiore dei punti 
generici della linea è sempre successivo sulla superficie un fascio di rette il 
cui centro sta sulla suddetta linea multipla, si conchiude che szc u m  sexione 
piana generica di una superficie, passante per un punto nzultiplo della super- 
ficie medesima, e successivamente a questo punto, esistono solo punti clze non 
hanno muktiplicità maygiore dei punti generici delle linee szmessive cui up- 
partengo?zo; e peste  linee, eccexione falrta per la priwa, sono tutte rette e non 
contengono ptwti di  multiplicità rnaggiore della generica, ciascuna fuori della 
linea che lu precede. L e  sezioni piane eccezionali passano per pa~ticolari ge- 
neratrici (in numero finito) del cono tangente alla superficie ne1 punto rriultiplo 
corlsiderato. 

12. L a  superficie J' abbia in A punto splo. Un piano generico per A 
sega F secondo una curva piana f avente in  A punto spZ0. È noto che è finito 
il numero dei punti spli di f successivi ad A (*). Ma ogni punto spl0 di Ir7 
successivo ad A ed appartenente a detto piano secante dà luogo ad un punto 
spzO di f ;  dunque se x i  considera un punto generico A' successivo ad A su 
F, un punto generico successivo a questo su F, e cosi viu, la successione d i  
quelli fru questi punti che sono spzi per F è finita. - A questo riguardo si 
conzportano colne generici i punti successivi d i  unu sezione piana generica. 

Cib posto, ad  A sia successiva su P ixna retta gZa a'; SU a' si consi- 
derino due punti : Al1 fissato comunque purchè fuori dell'eventuale linea spl" 
di F per A, ed A', scelto in modo generico su a'. Ad ,4', e ad A', siano 
successive rispettivameiite le rette sple a," e a," ; sia AMii un punto fissato 
ad  arbitrio su a,", purchè fuori di a' (cioè, considerati a,'' e A",, su una 
superficie (b,, trasformata di F dopo le due trasforniazioni successive applicate 

(*) Cfr. le citazioni al principio delia Mernoria, 
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I'una ad A e l'altra ad A', , A",, non stia sull'iiicontro di a," colla linea trasfor- 
mata di c c ' ) ;  sia inoltre A",, un punto generico di a,", e A," il punto di a," 
su un piano n, generico per ,4 A',. Analogamente, ad A",,, A",,, A," siano 
successive su F rispettivamente le rette s@ a,,'", aie1", a,"' su cui si fissino i 
punti A"',,,, A"',,,, A,,'", A,"' definiti in modo analogo ai precedenti punti Ar', ,  , 
L4.f1,2, A,'' - cioè in modo che A"',,, sia fissato ad  arbitrio su a"',, purchb 
fuori di a",, A"',iI sia generico su a"',,, A"',, sia su a'",, e su un piano 
r2 generico per Afi e A",,, A,"' sia l'intersezione di a,"' con r, - e cosi via. 
Dopo un numero finito di operazioni si giungerà ad una retta spla at ' ) ,  al 
cui punto A',') situato su x, non j? succesaiva una retta Ma i punti 
_If, ,4", . . . non possono essere più che spli; tutti quelli che appartengono a 
linee sp2e sono adunque s-planari; ed, in particolare, ad Ar) saranno succes- 
sive più rette distinte (costituenti un fascio il cui centro è su ar) )  ovvero 
una sola retta di multiplicità < s  e lungo la quale il piano fondamentale 
dell'ultima trasformazione è tangente ad 8'. 

Si supponga che i punti A r , ,  A",,, ..., Ai:'! ,,,, siano stati scelti in 
modo che all'ultimo di essi sia ancora successiva una retta S P Z ~ .  Allora fra 
i punti Ai;,',,, Ai;! .,,,, Aj;),, . . . , A% ne esistono c.ertamente due consecutivi 
(nell' ordine in cui qui sono scritti) tali che al primo t: successiva una 
 ett ta s+, al secondo una O più rette di multiplicità minore. 1ndicliei.b 
con A$)  e con At ')  rispettivamente questi due punti. F e r  la legge seguita 
nella scelta dei punti A successivi, esjste un punto , lKy t ) ( t  .L Y) ;1 cui 
A!;) e A r )  sono entrambi successivi, senza esserlo entrambi a punti succes- 
sivi a questo; indicherb con A@-t) questo punto. (Se t = Y, Ai: = ,4$), 
A!$ Ar) ,  A(r-t) A.) A(r-t) sta coi punti che 10 seguono precedendo Ar' 
e con Ar) stesso, su un piano n(,-t+.,,, generico per Acr-t), ed Ai;) sta col 
punto Af;=t+l) che 10 precede essendo immediatamente successivo ad A(?- t ,  (e 
coi punti successivi ad e precedenti Ail,') su uno stesso piano 
generico per Ag:*+'). Indicherb con Ay-t+l) questo punto e in ge- 
norale con Ag) i punti della successione cui appartiene Ai;), e con A?) i 
punti della successione cui appartiene Ar). 

1 punti A si ottengono su altrettante superficie (contando due volte le 
superficie su cui stanno le coppie di punti A:!..,, A,":,) trasformate di If'con 
convenienti successioiii di trasformazioni quadratiche, clie supporremc! scelte 
corne si è detto al n.' 9. Rappresenlerb colla lettera @ una qualunque d i  
queste superficie, apponendovi i medesirni indici e apici del punto A che vi 
si coilsidera; sarà (Di;!.,, = (DZj.,,; dovendo parlare di questa superficie senza 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 42 L e v i : ficlla riduziosze delle singolarità puntiiali 

considerarvi in particolare uno dei punti ,li:i ,, , ,4j:), ,; la indicherb con @:!,, , . 
Ciascuiia superficie @ appartiene ad uno spazio in cui esiste un determinato 
punto 8; a questo punto si apporranno gli stessi apici e indici che alla su- 
perficie. Per quanto rigunrda i punti indicati colle lettere A ,  si indicheranno 
le superficie corrispondenti con le lettere F e i corrispondenti punti V con le 
lettere V seguendo la stessa legge precedente per gli indici e gli apici; in- 
fine indicherb con a$) e a$) le rette su cui stanno rispettivamente i punti 
Ag) e Ap), con a(r-t+l) quella su cui stanno Ar t+ l )  e Ar-l+l) e con 
a:+", a$'+') le linee successive rispettivamente ad A\;) e ad  A!'). (La prima 
sa& una retta @a, la  seconda una O più rette di un fascio, di multiplicità < S.) 

Distinguo due casi : 
1." a!+1) si compone di più rette distinte. - Si considerino le polari 

(JI = 0, 1 , .  . . , s - 1 )  dei punti Vy) (*) rispetto alle corrispondenti (I):?) e 
siano @:q)p; sia poi Fp la  pma polare di V rispetto a F. Poichè V non è su1 
cono (piano) tangente a P in A, @'P è la  trasformata di Pr> mediante la 
trasformazione applicata ad A (n.' 8); e poichè a' è spZa, V '  non è su1 cono 
tangente a (D' in alcun punto di a' (fuori delln conica, fondamentale della 
trasformazione); V'  è adunyue, rispetto ad A', e ad A',, nelle s t e m  condi- 
zioni di V rispetto ad A. Ripetendo quest'osservazione si giunge a vedere 
che tutti i punti Vi!l) (q = r - t + 1, r - t + 2 , .  . ., Y ;  j = 12, 2) sono fuori 
dei coni tangenti rispettivamente alle F;Y] nei punti delle a!:/) non apparte- 
nenti alle coniche fondamentali delle trasformazioni, e che le E?q+l)~  sono le 
trasformate di Fr, per le corrispondenti successioni di trasformazioni; qiieste 
F$qtl)p sono quindi pure le trasformate di F(r-t)" e di R(r-t+l)p. Inoltre le 
P;.gJp passano per le rispettive rette aj.q) colla multiplicità s - p  e la F(,'$lp 
passa per a$+') colla stessa multiplicità s - p ;  quanto alla li'!,)'+l)p, essa taglia 
il piano di a;.+') fuori della conica fondamentale della trasformazione secondo la 
linea (fascio di rette concentrico ad a?+") pma polare di V;'+l) rispetto all'in- 
tersezione di questo piano colla Ft'+') (il fascio a:+') le cui rette siano con- 
tate con convenienti multiplicith). 

Per un'osservazione fatta al n." 10 - 1." caso - non tutte le 
(O r p < s - 1) passano per la retta d'intersezione di F',1+1)~-* col piano 
di a:'+'); si fissi un valore di 11 per cui cib non avvenga; questo valore indi- 
cherb ancora con p. L a  multiplicità d'intersezione di F(J'-t+-l)s-l e F("-t+l)p 

(*) Coll'iildice j rappresento uno qualuncliic dei g ru l~p i  di indici 1 .  . . 11, 1 . . . 13, 
1 . . . 1 , . . . ,  2. 
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in un punto generico Ar-t+') della a(v- t+l )  è (n." 4 )  : 

mentie quella delle stesse superficie in A(:'-'+') è : 

Adunque W - t + l ) p  e IJ(t'-+l)s-l s'intersecwno, oltre clie secondo la a(~-f+l) e 
secondo altre linee non passanti per A i- t+ l ' ,  secundo una linea C per A?-t+l). 

Ma, pel modo onde sono stati scelti i punti A',, A"ii ,.. . , AE), , pel punto 
non passa altia linea generata dalle trasformazioni successive (cioè 

altra trasformata di A) che quindi C è trasformata d i  una curva 
appartenente all'intersezione di Ep e Fs-, . 

N e l l a  serie dei  punt i  A ,  A', , A",, ,..., A$?.,, precedentemente de f in i ta ,  
esiste sempre, in questo primo caso, un puut0 A(,;: t f  l) (O < t f Y )  tule e h e  i 
punt i  successici A ,  A', , . . . A(,izt+') appm-tengono tu t t i  a l la  linea d7 i n t e ~ s e -  
zione cli Fs-, con unrc conveniente Fp. 

2.' as.+') si riduce ad  una sola retta di multiplicità sr  < S. - 110 pro- 
vato al n.' 11 che, se, corne noi supponiamo, il piano ~ , - t + ,  S generico per 
A(r-t), sulln a$+') non esistono punti di multiplicità maggiore di s' (fuori 
di a 29 e della conica fondamentale della trasfoïmazione) ; in particolare non 
sarà più che s ' ~ l o  il punto Al'+') in cui a2+1) è incontrata da1 piano n,-,;, . 
11 piano ;rrfl)  VFf1) è ora tangente alla k'ff') in tutti i punti di a:'+') fuori 
di ar) ;  supporrb clrie esso conti coine s' - lc (P < s r )  fra i piani tangent; n 
Kt'+') ne1 punto Ar+') (**). 

(") Ques ts  e prccisnmcnte la uettn mdtip1icit:i d'iiiter~ezione poiclic il pinno r,. ,+, 
non è t an ien te  in alla linea d'intersezione di F"'-f+l.s-i e di  F('.-*+iP (clie, pe r  ln, 
parte  passante per  un punta generico della a[r-t+'), si riduce a questa rct ta) ;  ad  ogiii 
modo a noi basterebbe afferinare clie la detta rnultiplicità è 5 t (s -p) .  

(**) k facile provare che, per  una scelta gcnerics di T,-,+,, questo vale Io stesso clic 
dire che sia 8'- R la inultiplicità, del piano a',"+i)V;+i) ilel fLiscio dei l,ia~ii tangenti a Ff't" 
nei punti generici di a:+" (cioè fuori di a;) e delln conica, fondainentale); infatti si siip- 
ponga che quest'~11tiina mii1tiplicit;i sia s' - k, ; se  k, =(= 71, dovrà esserd k, > k .  Sin 'IJ"'+" 
1% p l a r e  f i lma di Vf+ l )  rispetto a Frci); p e s t a  polare avrà, a',"+" corne r e t t s  s' - fi,PZu e 

il pniito Ae+J l  nvrà rnultiplicitk > 8' - k, s u  di essa (cfr. n.O 8). h l a  l a  \IP("" è la t r a ~ ~ 0 1 ' -  
inatû, della Fk,, "lare di V rispetto ad 3'; adunque fi, avri,, nella fixtta ipotesi, 

successivsinellte a l  p u i ~ t ~  Ar '  Petta s u  cui si t r o v s  un  punto di miiltiplicit& inaggiore 
della sua grencrica. Secondo il neo 11 questo non liub verificarsi se è generico. 
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Consideriamo le polari kme e s - lm" dei punti Vj.q) rispetto alle corri- 
spondenti ja' e siano rispettivamente rappresentate coi simboli ( P ( ~ Q ) ~ ,  (Di.q)s-I 9 

e coi simboli analoghi siano rappresentate le polari dei punti V rispetto alle 
F corrispondenti ; siano poi f i  e Ir,-, rispettivamente la polare kma e la 
s - lnla di V rispetto ad IT. Reggono qui tutte le cose dette in generale 
per le ( rJ.4 '~ a proposito del cas0 precedente. Di più per l a  F;+l'k abbiamo 
che essa ha la rr t ta  corne S' - kpZa e in A i.3" (*) ha il piano ar+I) \'P'tl) 

come unico piano tangente; e per la Fp+l)s-l che essa passa semplicemente 
per la art1) senza avervi il piano ar+l) VP'+l) tangente fuori della conica fon- 
damentale. E poicliè le IT$?)k7 Liljds-1 sono le trasformate di W . - f + l l k  e di 
F("-t+f)s-l, la multip]icit& d7intprsezione di Piv-t+l)7~on ]t?ij'-t+l)s-l in AF-tS.'), 
punto generico di è : 

mentre quella delle stesse superficie in è :  

Adunque, anche in questo caso le due superficie 1F(9"-t+1)L' 7 F(ja-t+i)s-i 

s7intersecano, oltre che secondo la a(r-t+') e secondo altre linee non pas- 
santi per Ai'++'), secondo una linea C passante per Corne ne1 cnso 
precedente si giunge ora ad enunciaïe che anche in questo secondo cctso 
esiste ~zeila serie dei pzcnti A ,  A' ,  . . . , Ai;>, utz pzdnto (O < t 6 Y )  

tale che i punti successiui A, Ali, . . . , AKztfl) appa?'tengono tut t i  allu linen 
d7intersexione d i  I;S-, con unu conveniente 6 ( O  r p < s - 1). 

Importa di rilevare che F,-, e Fp sono polari rispetto ad F del punto V 
assegnato a priori fuori del con0 tangente ad F in A. 

Anche qui, come al n." 10, si pub supporre che, corne superficie F, og- 
getto delle considerazioni precedenti, si assuma la trasformata di una super- 
ficie data F dopo una successione di trasformazioni qundratiche (del il." 9). 
Quindi : 

Sopra una superficie 3' s i  Jissi u m  quulumpe successio~ze d i  pwzti 
A ,  .4', A'' , . . . , A(?') (**) tut t i  spZi  per F, tale che ad A(.') sia szcccessiva etnre 
serie d i  punti A(*+'), . . . spzi per F, ed uppartenenti a rette (successive) spZe per 5' 
s e w a  che mai due d i  essi apparte?zgatzo ad zcna medesima d i  p e s t e  vette; 
s i  suppolzga cile la seconda successione conte?zga un nzcnzero d i  punti  may- 

(") Od anclie nei piinti generici; cfr. nota prec. 
(**) Non occorre dire clie 1% Iix or& significnto differente clle iielle linec precedeiiti. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle superjcie algebrviAe dello spaxio o~dinario  per t r u s f o ~ .  quad. 245 

gz'or-e d i  pel lo  dei punti spLi di  F szcccessivi ad di") e giacenti s u  r u z  
piano getlerico per A(?') (9. Siu Ii,-i la s - lma  polare d i  un punto ge- 
tzerico V rispetto ad Ir; esiste selnpre un'altra polare I;y di  V rispetto ad 
If' (O  s p  < s - 1) che interseca &S-, secorzdo una linea d i  cui A ,  A', . . . , 
AIî') , Ai1'+') sono pnn t i  succcssivi. 

13. Osservazione. Si è precedenteinente supposto che ad AKl, fosse 
successiva una retta s p l f i .  Gli stessi ragionameriti condurrebbero a risultati 
analoghi se si supponesse che ad A\;],, fosse successiva una sola retta di nml- 
tiplicità s" < s, essendo del resto s" qualunque riel primo dei due casi prece- 
dentemente distinti, > s' - ovrero = s' e tale che il numero analogo a k 
vi sia km, < k -, ne1 secondo. 

In  altri casi i ragionamenti precedenti sono capaci d'applicazione; rilevo 
quel10 in cui si supponesse a::!. e con essa A!;!.. di multiplicità < S .  Baste- 
rehbe allora in quanto precede considerare i punti A('-') in luogo degli A(r) 
c pei due punti della serie Ac;;'--fi, Ai:;::l, AI:':::), . . . , Ag-') analoghi ad A 2  
e ad A,(r) ragionare su1 primo come sopra si è ragionato su1 secondo, e su1 
secondo come sopra su1 primo. Si giungerebhe allora al risultato che il punto 
A ~ ' - * + ' ~  (cosi chiamando ancora l'cinalogo del punto Ar++') del numero prece- 
dente) appartiene alla linea d'intersezione di Ir,-l con una convenieiite I;',. 
Ma questo non è possibile se è punto generico della liriea a ( ~ - ~ + ' )  cui 
tlppmtiene, Si conchiude, tenendo anche presente il risultato del ne0 11, che 
se il putzto A è splo SU una szr~erficie F e al punto A sono successivi sulla 
sexione piana d i  F yenerica (passante per esso) v punti spzi, o p i  successione 
d i  p m t i  d i  F il czdi primo punto sia A contiene ALMENO v punti spli (neces- 
saviamente consecutivij); e ogni successione GENERICA di  tali punti contz'e?ze 
PRECISAMENTE v punti spli. 

14. Su una superficie E' d'ordine dato n si consideri un punto sPEO A 
ed una successione di punti spli di cui A sia il primo: A, A', . . . ; e si sup- 
ponga che mai due di questi punti stiano sulla stessa lima spla passante per A, 
nè sulla stessa linea (retta) spla suc~essiva ad A ;  sia 9- tale che A(p) ovvero 
un punto successive ad Acr) (immediatamente O non) nella successione A, A', . . . 
non stia, col punto che immediatamente 10 precede, sulla stessa retta succes- 

(*) Applicando la  proposizione del numero seguente s i  ha che questa ipotesi equivale 
all'altra che la seconda successione conteqcc un nunzero di punti maggiore di quel20 dei 
puiati spz; di F successivi ud B k )  ecl apparteilenti ad un vamo yenerico tracciato s u  P e 

che passi per Ab1). 

drrncdi di Afateiitcili~a, tom0 XXVI. 32 
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siva ad A. Dopo quanto precede è facile assegnare un limite superiore per 
il numero Y. 

Di fatto, nelle presenti ipotesi, fissati rz e r ,  risulta fissato un numero ri (*) 
tale ch?, se eaiste una scrie di più di Y, punti successivi ad A(") ed SPI' 

per 1;'; esiste sempre una superficie Ir, (0 r p  < s - 1) (**), clie interseca 
ITs-, secondo una linea di cui una parte C irreduttibile passa. pei punti suc- 
cessivi A, A', . . . , A(r). 11 numero Y + r i  cresce con r ;  se quindi si deter- 
mina un limite superiore al numero dei puriti A, A', . . . che possono stase 
su C risulta determinato per 1. + r ,  un limite, yer modo che, se la succes- 
sione A, A' .  . . contiene un numero di punti superiore od uguale a questo li-  
mite, r ha  per limite superiore quello suddetto del numero dei punti A, A', . . . 
che stanno su C; se la successione A, A', . . . contiene un minor numero di 
punti, è questo il limite superiore di 1.. 

Cib posto, l'ordine C sarà: 

Sis ora O un p u n t ~  generico del10 spazio, cioè tale che non apparteriga 
a1 con0 tangente a F in .A, né al con0 tangente a 8' condotto da un punto 
generico fissato ad  arbitrio di C, nè alla A V. Da O si proietti C e sia I' il 
con0 proiettante; esso interseca I*' secondo una linea C, d'ordine: 

m n = m,. 

In conseguenza delle ipotesi fatte tutte le linee di 17 successive ad A su 
cui stsnno A', A", . . . sono rette e ciascuna (salvo quelle per A') è appog- 
giata ad una immediatamente precedente; 10 stesso avviene per le linee di T' 
successive ad A ,  poichè ogni punto A(i) ha in r la multiplicità generica della 
linea di r successivn ad A cui appnrtiene; basta, per persuadersene, osservare 
che, in cas0 contrario esisterebbero (n." 10 e relativa osservazione) due polari 

(*) Se  il punto di cui si parla, clie non s t a  col precedente sulla stessa re t t a  succcs- 
sica ad A ,  s ta  s u  iina ret tn  successivn, a d  A ,  di multiplicità C s ,  T + Y, e il posto di  
questo punto nella successione ; quiiidi l 'esistei~za degli 7,, punti di cui si parla  ne1 testo 
non è allora una condizione. 

(**) Si pub n0tai.e che si potrebbe supporre senz'altro p = O. Infatti, essendo C d'or- 
diiie wz s n ( i l  - s + 1) (cfr. le  linee seguenti del testo) , quando 1. sin superiore ad iin 
certo limite, C deve giacere interamente s u  F, poichè lia in A riunite almeno 7.s inter- 
sezioiii cou F. (Pel  compiito delle iritersezioni di una curva  e di una superficie in u n  
piiiito puibtendo dai carat ter i  dei loro puiiti successivi, cfr. S w t a ,  pag. 9-11.) 
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d i  V sispetto a r che s'intersecherebbero secondo una linea passante pes 
il, A', . . . , A ( n ,  il che è assurdo poichè è un cono ed A e A' non ap- 
partengono ad una stessa generatrice. Adunque, poichè l7 e 17 non si toccano 
in A, non hanno comune alc.una linea successiva ad A cui appartengano punti 
della successione A ,  A , .  . . Infine, pel modo in cui si è scelto O, l? e F non 
si toccano secondo una linea. 

Segue clie per A, A', . . . , A(') passano uiia O più parti di C, ,  ciascuna 
di inultiplicità < s ,  mentre nei punti A ,  A ' ,  . . . , r e Ti', hanno multiplicità 
d'intersezione t s, (per A', . . . queste multiplicità coincidono coi numeri S 
del n.' 5). Se quindi si considera la. curva C, composta di tutte le parti di C, 
contate ciascuna una volta sola, questa curva passera con punti multipli pes 
4 ,  A . . y A(r).  Ma, se m, è l'ordine di C,, 

si pub quindi assegnare [nmo 3 (*j] un limite supesiore (funzione della sola mz 
e della multiplicità di $ su C,) al numero di qiiesti punti. Il numero 1. lia 
adunque un limite superiore assegnato (che pub considerarsi come furizione 
della sola n e di s). 

Risulta cosi provato che la successione dei punti A, A', . . . dianzi definita 
ha  un termine, a meno che esista un numero r (inferiose necesaariamente 
al suddetto limite) tale che i punti successivi ad  ,l(i^) stiano ciascuno col 
precedente su una stessa linea (retta) successiva ad A .  L'esame di questo 
caso si farà rie1 paragrafo seguente. 

(*) P e r  la vnliclita dci risultati di questo numero ne1 caso presente ricordo quanto dissi 
nella nota relativa al n.". Aggiungo clie si pub cvitare l'applicazione del teorema di cui 
l à  si parla. Basta, per  vcro, osservare che ne1 3 2 c nei paragrafi seguenti si  pub, alla 
trasformazione quadratica considerata, sostituire la trasformazione quadratica speciale (suo 
cnso particolare) mantenendo fisso un punto della r e t t a  doppia fondamentale, come ne1 
presente paragrafo si teneva fisso il punto doppio della, conica fondamentale. S i  pub, s e  
ci0 é del cnso, assumerc s a  ogni re t t a  doppia fondamentale, due diiferenti punti come 
p l~nt i  V ne1 senso del § 2 e in qucllo del paragrafo yreaente, restnndo questo fisso iicllc 
tritsformazioni successive, e variando quel10 pcr  le trasforinazioni successive s tesse,  per  
i~iodo che Io si p o t r i  scegliere in  modo sufficientemente gcnerico 1)erclié si possano ap- 
plicnre i ragionameiiti del $j 2. 
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15. Su zitza lifzeu a di  zdna supet-ficie J7, d i  vzultiplicità < s per esscs, 
esiste zitz wnzero fittito d i  pz~nti  successivi spli  petq E: Sia, di fatto, i;t un 
punto splo di F SU a. Ogni superficie El, passante per a e che non tocchi 1 7 '  
lungo a sega F secondo una linea composta di a contata un certo numero 
di volte e di una linea residua t passante per A. Sia inoltre il punto A sem- 
plice per a ;  si potrà fare in modo clie Fi passi per A colla multiplicità dei 
punti generici di a su essa, ad es. con punto semplice, e che non vi sia 
tangente ad fi: Se allora su a sono successivi ad A altri punti spli'per If', . 

la  linea 2 passa per A e per tutti questi punti (3 3). 
L a  superficie f i  pub ora essere il cono che proietta a da un punto con- 

venientemente generico del10 spazio. L a  linea t ha allora un ordine asse- 
gnato. L e  linee t ed a, entrambe di ordine assegnato, hanno comune solo un 
numero finito di punti successivi ad A (non è questo altro che un caso par- 
ticolare del teorema del § 2); adunque è finito il nurnero dei punti s ~ l i  di F 
su a, successivi ad A, punto semplice d i  a. 

Quando A fosse multiplo per a basterebbe trasformare dapprima la E' 
con la trasfoïinazione che muta a in una nuova curva su cui ad A corrispon- 
dono uno O più punti semplici (per la curva). 

16. Prima di passare all'analisi del caso residuo enunciato alla fine 
del n." 14, ritorniamo un moment0 su quel10 già studiato. 

Dali'ipotesi costante che mai, nella successione dei punti A ,  due punti 
appartengano ad  una stesaa linea spla, segue immediatamente che non è sufi- 
ciente la proposizione del n.' 10 a cui si faccia seguire il ragionamento del 
n." .L4 solo quando, a cominciare da un certo, tutti i puiiti della successione 
appartengano a rette spze successive (e non ad altre linee s@e) della super- 
ficie. Orbene per questo caso sj pub dimostrare che il nurnero dei punti dclla 
successione è finito, evitando la ricerca del n." 12 (*), ne1 modo seguente : 

Sia Air) detto punto O un punto della serie ad esso successivo; si pub 
supporre che per Acv), e quindi pei punti successivi, non passino altre linee 
multiple di F che le dette rette spze.  (Per A(r) passerebbero tali linee se A(') 

(") Risulta con ci8 sernplificato anche il ragionamento del n.O 14, perché solo quando 
sia necessario r icorrere  al n." 12 s i  dehbono considerare punti della successione A ,  
A', . . . , AH , . . . successivi ad  A(*') p e r  provare il passaggio di C p e r  A(+"). 
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stesse su una linea multipla di E' per A,  di multiplicità < s ; ora, pel numero 
prec., questo caso si pub escludere assumendo r convenientemente grande.) 
Cib posto, sia a(f)  la retta spla per Act) (t 5 t.). Si consideri una superficie 
qualunque che passi per A e per tiitte le rette a(t) ,  ad es. la  polare Irp 
di V rispetto alla F, di indice p > O e s s - 1; la multiplicità d' interse- 
zione di F e I;p in A('-) è un nurnero assegnabile v .  Sono ora possibili due 
ipotesi: 1." L a  linea C d'intersezione di F e Fp passa per A()'); poichè Y si 
pub assumere grande a piacere, si pub applicare a questa C il ragionamento 
del n." 14. - 2." Detta linea non passa per Acr'; allora essa non passerà 
neanclie per alcun punto successivo ad 31''). L a  multiplicità d'intersezione di 
F e ir, in un punto generic,~ di a ( ~ + ~ )  é Y - s (S - p )  e tale è allora pure 
per la loro multiplicità d'intersezione in A()'+'), per cui non passa ora altra 
linea comune a F e q. In modo analogo la multiplicità d'intersezione di F e 
5 in Ao't2) - l(''+i", . . . è rispettivamente Y - 2 s (s - y ) ,  . .. , Y - i s (S -p) ,  . . . 
Ma questa inultiplicith d'intersezione non pub divenir negativa; dunque è 
impossibile che i cresca oltre ogni limite. 

17. Sullo stesso concetto di quella del numero precedente, quantiinque 
meno semplice, è fondata la dimostrazione che segue, pel cas0 che rimane 
da trattare. 

L a  fiuccessione di punti spli  di F: A, A', . . . sia tale che i punti suc- 
cessivi ad A(p) stiano ciascuno col precedente su una stessa retta succes- 
siva ad A. Sia a(r) la retta oui appartiene A(r); sarà anche A(rfi) un punto 
di a(r); quindi, per un'ipotesi fatta costantemente, a(r) avrà multiplicità s' < S .  

Lo stesso si dovrà dire per tutte le rette sostegni di più punti A. Pel nu- 
meru 15 su ciascuna di queste rette sta lin numero finito di punti A. Si 
deve quindi supporre che tutti i punti A successivi ad  Air) siano uniplanari, 
perchè se, p. es., non 10 fosse A("), non 10 sarebbe nessuno dei punti succes- 
sivi su a["), e successivamente all'ultimo non si potrebbe quindi più avere un 
punto spzo che stesse con esse su una atessa trasforinata di A. 

Cib posto, a corninciare da1 punto A(?) modificheremo c.osi i simboli re- 
lativi alla considerata successione di punti : 

Siano A('), Ar), At9 ,..., A c  = A('+') i punti della successione appar- 
tenenti ad acr) ( A r )  sarà il precedente Air+-9.  Fatta eccezione pel primo, peï  
ognuno di questi punti passa, oltre la a(r), una retta successiva al punto clie 
10 precede immediatamente, e non passano altre linee multiple per F, effet- 
tive ovvero suc,cessive ad A, se, corne si pub sempre supporre, per A(r) non 
passano altre linee multiple per F poichè A(") e i punti ciuccessivi sono uni- 
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planari - cfr. l'analoga affermazione ilel 11." preced.!. Indiclierb quelle rette 
rispettivamente c.on a,"', nf), . . , ai:, =a(?' i ) .  Siano poi A(y+'), Ar+1), Ar+1), . . . , 

r+u = l(r+e) i punti della sucoessione appartcnenti ad a('+'), e a!'+", af+l), . . . , d4hv+ i - ' 
cl;;+:: a(v+z) le rette diverse da a ( ~ 3  ') passanti rispettivamente per questi 
punti, cscluso il primo. Corne pei punti A:?), non passano per questi punti 
,1;'t1) altre linee di F successive ad A. Analogamente si indicheranno i 
1)unti di a('-+" e le rette di 1' per essi, e cod via. 

Sia s',i+') la multiplicità di (i, j = 0,  1,. . .) (e pub, per particolari 
~i110ri di i e j ,  essere sY+li = s ; per j = O è sempre difi) < s, come gi& si 
dissej e sia Ty'+i) il purito doppio della conica fondamentale della trasfor- 
mazione applicata ad  (sard V);;::) , V(y+i+')). 1 piani 'Cr-+) aj?'fiJ e 
V:?'ti) a('ii) sono tangenti ad F rispettivamente lungo ai?'+i) e lungo a (~ l ; ) ,  ec- 
cezion fatta pei piani V ~ T + ~ '  ajrfi) (O < j < hVati) per cui fosse s,i+l) = S. Con- 
tino questi piani rispettivamente corne $+') - kJ.9 e corne s(ifl) - k(i) fra i piani 
tangenti ad E' nei punti generici di a$+) e di al1+) (ne1 caso in cui non si 
abbia contatto sarà corrispondentemerite: sJ+l) = k,i) = s);  si ha  necessariamente 
O r Ic i )  5 S. 

Si supponga che la successione dei punti d si protragga in modo che 

esistano numeri i sufficientemente grandi perchè le coiisiderazioni 

seguenti possano farsi ; esistano cioè fra questi niimeri di quelli superiori (essi 
e quindi i successivi) a tûluiii liniiti inferiori assegnabili; l'ipotesi contraria 
equivarebbe ad ammettese assegnato un limite superiore al numero dei punti 
della successione, onde non avrebbe pib luogo la presente ricerca sull'esistenza 
di un ta1 limite. 

Lasciando per ora indeterminato il numero k. < s, considero le polari F,-, 
c 1% di V rispetto ad II' e distinguo due casi: 1." L'intersezione di F.+, 
e Iik passa per A?'); 2.' Questo fatto non si verifica. 

Al pri1110 cas0 si applicano immediatamente i ragioniimenti del 11." 14, 
i quali danno per 1. un limite superiore. 

Quanto al secondo, abbinno (l$!'+')s-l e (l)J+)k significati analoghi a quelli 
rlellc analoglie @ dei n i  10 e seg.; siniio inoltre indicati cogli stessi simboli 
con cui si rappresentano le linee u e i punti A, i loro corrispondenti su 
qucste (1'. passa semplicernente per le @'+" ( j  7 0)  e pei punti A, senza 
esservi tangente ai piani V;!-ti) a;+), Vj''ti) acy+9; I f i  pub invece pnssare per 
le rette a)#.+" con multiplicità diverse (sempre _r s - k) essendovi o non tan- 
gente ai suddctti piani; passerà perb sempre pei punti A con multiplicità 
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s - k ,  senza eseervi tangente a detti piani, Fer le a(r-ii)  per cui k(" = lc 
con multiplicith s(+) - k , avendovi come unico piano tangente il piano 
+ + F,(r+i) n(r+i) -. . , a(r+i) e per le per k:!' = Ic con 

r io  

multiplicità sJZ'+l) - Ic, avendovi come unico piano tangentc il piano Vj(r+i)  
Crescendo convenientemente i (e bastn supporre clie p o s a  divenire i 5 s'), 

è evidente clie esistono sernpre u n s  rettn drii) e una  rettn a,;+'+" pper cui 
k(i) = J&i+d) e s c i+ i )  - 8 i+:+l ; sar& necessariainente k(9, s(i+i) s(if"+l) 

7 11 < S. 
Assumendo il punto d ( r )  sulla prima di queste rette, si pot14 indicare con 
JL questo numero, e con dl") la prima retta cui appartiene; si potrh cioè 
porre i =  O. Si fissi per il J; precedentemente lasciato indeterminato il va- 
lore ora fissnto, allora @!')"-' passa per d ( r )  e per a(') seinplicemente, e senzn 
eçservi tangente n V(T) u( ' ) ,  e @r)lc passa con multiplicità s' - k per u(7') 
nveridovi corne iinico piano tangente V,(r) a(') e passa per Ajl') con multiplicith 
s - 1.. Quindi la  rnultiplicità d'intersezione di @:"iS-l, @Yik in un punto ge.  
nerico di a(') è z = s' - k ;  quella in un punto generico di a:') sia r,.  Sc 
orn l a  curvn intersezione di .FS-, e Fk. non passa per A',"), la  multiplicità 
d'intersezione di  @'is-l e @jl'iri. i n  iljl') è 3, + x ;  quindi qiiella di 

in un punto generico di ap') è: 

In generale, si indichi con xli) l a  multiplicità d'intersezione di @;'+i's-l 7 

~jr+i'7~ in un punto generico di a:?'+i): x(i) sarà pure la multiplicith d'inter- 
sezione di (Dj?+gS-l 7 (D''+ilk 3 in u n  punto generico di a("+"; in modo analogo 
a. quel10 in cui si è ottenuto r, si h a :  

xj=xi  t ( X  - s -t k )  ( j -  l), (1) 
e in particolare : 

x' = xh,. = x, + (x - s J, k) (h,. - 1). (2) 
I n  seguito : 

x ' , = x + x ' - s + k ,  
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D a  queste equazioni (e, per i = 1, dalle equivalenti (1) e (2)) si deduce clie le 
disuguaglianze : 

sussistono sirnultaneamente scegliendo in tiitte Io stesso segno (per i = 1 si 
cleve sostituire s a x(i-')). 

Ricordiau~o ora clle, per ipotesi, esiste ilna colipia di valori per i e j 
- i = A ,  j = p - tali clie x,j.)= . s ~ ~ + ~ '  - ~ G S ' - k < s - k .  

Sono qui pussibili diie ipotesi : 

Proseguendo ad applicare le (5) si ottiene di qui  : 

Se A B pari, e necessariamente ) 0, poichè le (1) e (2) d m n o  clie per À = O 
si verifica sempre il 1." caso, il secondo gruppo di disuguaglianze contraddice 
al fatto che: 

x<s-k. 

Se A è dispaii le (3) e (4) danno nncora: 
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questo gruppo di disuguaglianze, postovi v = O, insieme con le (6) dà luogo 
alla : 

x ~ ) > x ,  

clie contraddice all'ipotesi principale : il 2." caso non pub adunque verificarsi. 
Raccogliendo si ha che, essendo xfj r x  1 

D a  queste disuguaglianze, per le (5), si deduce: 

onde, per le (3) e (4) : 

rJ?.+"f < & t 2 f z )  , (ic 2 O). 

Crescendo x e j, queste z vanno diinque continuamente decrescendo; ma 
esse sono numeri essenzialmente interi e positivi, non nulli. 1 numeri x e j 

p=r+L+2+z 
(a rneglio la somma 2: hP ) arnmettono dunque un limite superiore. 

p=r+lf 2 

L a  serie dei punti A ha adulzque un termine in ogni caso. 
18. Da ciascuno dei ragionamenti precedenti sarebbe facile dedurre 

iin valore numerico del limite di cui vi si parla; potrei dare io stesso tali 
~ a l o r i ,  ma mi astengo da1 fado,  credendoli troppo superiori al vero perche 
possano presentare interesse e trovare altrove utile applicazione. II lettore 
potrà in ogni cas0 ottenerli senza difficoltà. 
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11 discriminante delle forme binarie 
del settimo , ordine. 

(Del Prof. FRANCESC~ BEIOSCIII, n .&fz'lu??,o.) 

1." 1 l a  ricerca del valore di questo diseriminante in funzione di in- 
v a r i d i  della stessa forma, costituisce lo scopo principale d i  una interessante 
Memoria del prof. G ~ R D A N  pubblicata circa dieci anni ora sono nei Math. 
Annalen (Vol. 31, pag. 566). Se ora ritorno su117 argomento si è per dimo- 
&are corne al risultato, certo non facile, ottenuto da1 prof. GORDAN, si possa 
giungere per altra via più diretta, e per cib forse, feconda d'altri risultati. 

Di questo metodo già diedi un esempio in una comunicazione alla Ac- 
cademia delle Scienze (Sur les ~acines multiples des équations algebriques, 
Comptes Rendus, 28 octobre 1895) e per esso, ne1 cas0 attuale, un invariante 
di grado pn della fornia del 7." ordine pub esprimersi in funzione intera e ra-  
zionale d i  corarianti e di invarianti di una forma del quinto ordine, funzione 
de1170rdine 2 m e di grado m. 

Il discriminante delle forme di settimo ordine essendo del grado dodice- 
simo, potrb essere funsione dell'invariante di quarto grado, dei tre invarianti 
di ottavo grado, e dei sei invarianti del dodicesimo grado. Adotterb per questi 
invarianti le notazioni opportune del sig. GORDAN, e posto: 

7 L E -  32 . 7 8  M=- 
8 .52 '  

7 L X = 2 N ,  
43 .  5e  

i1idichei.b con a ;  P i ,  p z ,  p3; y ,  yi . . . y 5 ,  i segueiiti invariaiiti : 
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e questa quantità a, p, y ,  sono esprimibili in funzione di invarianti e di CO- 

varianti della forma di quinto ordine. 
Pei covarianti e gli jnvarianti di quest'ultima forma mi riferirb alle no- 

tazioni di un mio Iavoro pubblicato in questi Annali ncl 1883 (Serie TIa, 
Tomo XI, pag. 291). Si hanno cosi per a, P,  y, i seguenti valori (*): 

Osservisi che se rp = O ,  O la forma f del settirno ordine h a  t r e  radiçi 
eguali , sono : 

p i - p 2 = u e ,  p3=u2, .  

ossi a : 
l A'=O 1 7.i 4 5 Y02 + 7 yoJ---A"O, 2 . 3 . 5  

da cui : 
yoi + 5 7 0 %  + 2 y,, = o. 

1 valori di 7 ,  y i n  . . y5 sono i seguenti : 

-.-5 h3[13 ES- s 2 .  7 .  Zzc+2. 3" 5 . f ]  f ?irg,h" [[Il I + 3 2 . u ]  Y -  

(*) i\Jotisi che Y ,  g4 sos t i t u i~~ono  f ,  A dell'indicato lavoro. 
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Tmporta osservare cho fra i termini di queste sei e~pïessioni non ha 
luogo alcuna sigizia. Cib posto il problema della calcolazione del discrimi- 
nante, trasformasi ne1 seguente: determinare i valori dei coefficienti numeri p, 
p ,  . . . p 5 ;  8, a,, a,, 4, pei quali sia soddisfatta la  eqiiazione : 

Notisi diipprimn che ne1 secondo membro ilon esistendo i termini g, y4 u; 
g4 y' 1" g, h 4 ,  h"%, si hanno tosto eguagliando a zero i corrispondenti del 
primo membro : 
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Eguagliarido i n  secoldo 
due niembri, si haiino le : 

luogo i coefficienti di y, y? h' 1, e di 9, y3 h p  m i  

le quali conducono alle : 

4 2 . 3 1  &=-- 1367 ,, P3 9 P 5  = 3 3 P 3 7  

e quindi: 
4 . 4 0 3  

pi  = 7 p 3  . 
1 c:oe%cieiiti di h3 1 2 6 )  h 2 p  u, conducono alla stessa relaaione: 

ossia : 
5" 869 

2 (6, + a?) = --- 3 3 P 3  , 

ed  i coefficienti di rf2 h l4 alla : 

5 S9899 M i + - a , = -  
3 2 .  33P3, 

d a  cui : 
2 .4? 173 3551 

8, = 35 P 3 ,  2 = = p 3 .  

Infine eguagliarido i ooefficienti rf3 p\ trovasi : 

Questi valori soddisfano tutte le altre relazioni. 
3" 

Sostituendo ora nella (2) i valori di questi coefficienti supponendo P 3  = 4 , 
e per a, B, 7 i loro valori (1), dividendo per N, si ottieiie: 

od il risultato del sig. GORDAN. 
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Se nei vnlori superiori di 7, y , ,  . . . 7, supponesi rp = O ,  susistendo per 
questo caso la sigizia : 

4g,11.= - 1 3 - 6  l u  + 9 p 2 ,  

si ottengono le cinque relazioni: 

le quali sono pure soddisfatte una forma f del srttimo ordine la quale 
abbia. tre radici egnali. 
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Sull'operazione funzionale rappresentata 
da un integrale definito considerata 
come elemento d'un calcolo Cl. 

(Di ADOLFO VITERBI, a Pisa.) 

L70perazione rappresentata da  un integrale definito, come si sa, ionsiste 
in cib : u Data una certa funzione f (y , )  della variabile, in generale com- 
plessa y, la quale sia analitica e uniforme in un certo campo, ne1 moltipli- 
carla per U ~ R  funzione analitica a (y, y,) 'delle variabili indipendenti, in ge- 
nerale cornplesse y, y, e quindi nell'integrare rispetto a y ,  lungo una certa 
liriea 2, la quale cada entro il campo, in cui è regolare la funzione f (y,). 7, 

Il risultato di quest'operazione è una funzione analitica monogena di y, .  Le  
proprietà essenziali di detta operazione dipendono dalla funzione a ( y ,  y,) la 
quale si dice a u caratteristica dell'operazione in parola 77. L'operazione testè 
definita fu studiata a fondo da1 prof. PINCHERLE (**). Altri, prima di lui, quali 
il LAPLACE, ~'ABEI,, il MELLIN s7erano già occupati dell'argomento, limitandosi 
tuttavia al10 studio di casi speciali, e sui loro lavori in proposito si trovano 
citazioui e notizie nelle due 'Mernorie testè citate, specialmente nella seconda 
del prof. PINCHERLE, il quale fu il primo a fare uno studio generale sull'ar- 
gomento in parola. 

(*) Dei concetti esposti in  questa prima parte  della, presente Memoria fu, con qunl- 
che lieve modificazione, pubblicato un hreve risssunto nei Rendiconti della R. Acc. dei 
Lincei (sedute del 4 e 25 aprile 1897). 

(**) V, PINCHERLE, Sur certaines operations fofictionelles represe~ztées pal. des integrctles 
definies. Acta Math., vol. X. - Sopm a1cun.e op.awio~zi funzio~zali. Memorie dell'Acc. di 
Bologna, serie 4.", vol. VII. 

Annali cli Matematica, tomo XXVI. 34 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



262 Vi t e r  b i: Sull'operaxione funxionale mppresentata 

Ora mi propongo, ne1 presente lavoro, di considerare l'operazione fun- 
zionale rappresentata da un ifitegrale definito come elemento d' un calcolo , 
ne1 quale essa s'assuma come ente arbitrariamente variabile, suscettibile d'as- 
surnere infinite determinazioni diverse, basandomi su1 fatto che una data de- 
terminazione dell'accennata operazione B fissata quando siano fissate e la fun- 
zione caratteristica e la linea d' integrazione relative all'operazione stessa. 
Cos1 mi propongo, dopo aver data un'estensione del c,oncetto di funzione, di 
definire ne1 calcolo da me studiato operazioni che facciano riscontro alle ope- 
razioni del calcolo infinitesimale, che possono cioè riguardarsi comc unn esten- 
sione di queste. Mi limito perb in questo lavoro alla definiziono e al10 studio 
delle proprietà fondamentali delle accennate operazioni , a dare cioè un' ab- 
bozzo generale del calcolo preso a studiare, riserbandomi di studiare le que- 
stiorii speciali che in esso si possono presentarc e di mostrarne la portata e 
qualche applicazione in successivi lavori. 

Pe r  potere perb passare alla definizione di operazioni faceiiti riscontro 
alle operazioni fondamentali del calcolo infinitesimale è mestieri definire ope- 
razioni che ne1 calcolo qui studiato facciano riscontro alle operazioni fonda- 
rnentali dell'aritmetica. I n  questo presi a base anche considerazioni svolte 
da altri. 

Convenzioni e definizioni fondamentali. 

P e r  esporre i fondamenti del calcolo da me studiato mi permetto di porre 
le seguenti corivenzioni : 

a) Si designerà colla denominaziûne u operazione I ,y in genernle un'o- 
perazione funzionale qualsiasi rappresentata da. un integrale definito, deter- 
minata O variabile. Questa denominazione farà cioè, ne1 calcolo ora studiato, 
riscontro alla denominazione u quantità n che si usa ne1 calcolo ordinario e 
colla quale si pub intendere tanto un ente suscettibile d'aumento O dirninu- 
zione che sia determinato, quanto un ente siffatto che sia variahile. 

b) Nelle operazioni I che si considereranno in seguito, si farà astra- 
zione dalle speciali variabili che in esse figurino, sis come variabile d'inte- 
grazione, sia come variabile da cui dipende la  funzione risultato : si conside- 
rerà cioh solo la forma della funzione caratteristica e della linea d'integra- 
zione relative alle operazioni I che verranno studiate : cib basta appunto a 
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individuare una data operazione 1. Quando poi s'abbiano ad esaminare casi 
coricreti d'operazioni 1 applicate a speciali funzioni, casi nei quali pur si dovrà 
porre in evidenza sia la variabile d'integrazione, sia quella da cui dipende 
la funzione risultato, per rendere più semplici le notazioni si sottintenderà 
quant0 segue. u Allorchè si parli d'un operazione 1, sia determinata sia va- 
riabile applicata ad una funzione s'intenderà che sia y, la variabile d'jnte- 
grazione, che naturalmente è anche quella da cui dipende la funzione oggetto, 
y, la variabile da cui dipende la funzione risultato; quando poi si parli di 
due operazioni I consecutive applicate ad una certa funzione, mentre nella 
prima d'esse, in base a quanto fu detto testè, si deve intendere che sia y, 
la variabile d'integrazione, y, l'altra, nella seconda s'intenderà che sia y, ln 
variabile d'integrazione, y, l'altra. E cosi quando s' abbia ad esaminare la 
funzione risultato di h (32 numero inter0 qualunque > 2) operazioni I appli- 
cate ad una certa funzione, s'intenderà che la variabile da cui essa dipende 
sia YI,+, e che le variabili d'integrazione siano, per la prima di dette ope- 
razioni y,, per la seconda y ,,... per la l ~ s i m a  y h .  

c) Per semplicit,à, per rappresentare operazioni 1 determinate, useremo 
seguendo in cib l'esempio del prof. PINCHERLE, le lettere maiuscole A, B . .  . 
anche apponendo a queste degli indici quando l'uso Io richieda; per rappre- 
sentare un'operazione I variabile nella quale cioè, a differenza di quelle a 
cui ora si accenna, la linea d'integrazione e la  funzione caratteristica siano 
suscettibili d'assumere infinite determinazioni distinte, s'adotterà il simbolo X, 
seguendo in cib la consuetudine invalsa ne1 calcolo ordinario o quando poi 
si abbia da ragionare su più operazioni I variabili, queste si potranno desi- 
gnare coi simboli X, X 2 .  . . Il risultato d'un'operazione I determinata O va- 
riabile da indicarsi quindi ne1 primo caso con A, ne1 secondo con X,  appli- 
cata a una certa funzione di y,, f (y,) si rappresenterh, seguendo anche in 
cib l'esempio del prof. PINCHERLE rispettivamente con A f (y,), Xf(y , ) .  

d) Si prenderanno in considerazione, corne funzioni oggetto d' opera- 
zioni I soltanto funzioni uniformi, talchè quando si parlerà di operazioni I 
applicate successivamente a una tale funzione si sottintenderà che questa fun- 
zione sia uniforme; cos1 si parlerà di più operazioni 1 applicate successiva- 
mente a una data funzione solo quando siano uniformi rispetto alla variabile 
da cui dipende la funzione risultato le funzioni caratteristiche delle singole 
operazioni in esame, all'infuori della funzione caratteristica dell'ultima la quale 
potrà anche non soddisfare a questa condizione. Del pari, parlando sia di 
funzioni oggetto d'operazioni I, sia di funzioni risultato di queste operazioni 
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applicate a certe funzioni, ci si riferirà naturalmente solo ai valori degli enti, 
dei quali ci si occupa situati ne1 campo, in cui detti enti sono atti a rap- 
presentare funzioni analitiche. 

e) Quando, fissata una certa funzione di y , ,  f (y,), si abbia un'opera- 
gione I determinata che si designerà con A tale che A f (y,) = p  f (y,), es- 
sendo p un fattore che in base alla convenzione h si dovrà riguardare come 
funzione di y, si dirà u che A è equivalente a p relativarnente a f (y,),  e si 
rappresenterà cib, scrivendo A = p  relativamente a f ( y , )  9 (prescindendo na- 
turalmente dalla notazione con cui si rappresentaiio le variabili). Con cib si 
viene dunque a riguardare I'applicazione d'un'operazione I ad una certa fun- 
zione corne una moltiplicazione sirnbolica. 

Cod, ponendo la convenzione di riguardare due operazioni I che appli- 
cate ad una stessa funzione assunta come funzione oggetto diano Io stesso ri- 
sultato, come equivalenti relativamente a detta funzione, riferendoci al caso 
dianzi esaminato diremo che 11 A relativamente a f (y,) è equivalente all'altra 

operazione I avente per funzione caratteristica - P , per l ima d'in- 
2 n i ( p  - y*) 

tegrszione uns linea chiusa situata ne1 piano y ,  contenente il solo punto y, = y2 
e nessun punto singolare della funzione f (y,). n 

Quando, prese in esame due operazioni I determinate A ,  B s'abbia 
il f (y,) - B f (y,) = y f (y2), q essendo in generale una funzione di y,, si dira 
11 che ,il B differiscono per q relativamente a f (y,) e si scriverà: A - B = p 
relativamente u f (y,). n 

È poi chiaro che un'opcrazione I da applicarsi ad una certa funzione 
f ( y , ) ,  la quale abbia per funzione caratteristica una fuzione della forma 

21 p designando una funzione della sola yn O una costante, per 
2 zi (y! - p) ' 
linea d'integrazione una certa linea A,, che sia chiusa, conteriga il punto 
y,  = y, e nessun punto singolare della funzione f (y,) trasformerà f (y,) qua- 
lunque essa sia in p f (yz), vale a dire la moltiplica per p (a prescindere dalla 
variahile di cui essa è funzione). Si dirà allora che l'operazione I conside- 
rata u è equivalente a p, in via assoluta, cioè indipendentemente dalla spe- 
ciale funzione oggetto a cui possa essere applicata n. 

Un'operazione 1 della natura di quella testé definita si rappresenterà col 
simbolo 1,; cos] quando sia p = 1, si designerà col sjmbolo 1. 
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Un'estensione delle quat t ro  operazioni foiidamentali dell'aritmetica. 

Per  definire le operazioni analoghe alle quattro operazioni fondamentali 
dell'aritmetica d a  eseguirsi sulle operazioni 1, non porta alcuna differenza. il 
considerare operazioni 1 determinate O operazioni I variabili, precisamente 
come ne1 calcolo ordinario le quattro operazioni fondamentali si eseguiscono 
indifferentemente su qnantità determinate, O su quantità variabili. Qui si de- 
finiranno adunque le quattro operazioni in parola, trattando d'operazioni I 
determinate. 

1. Addixione e sottraxione. Date 1% (n sia un numero intero qualunque) 
di operazioni I che designeremo rispettivamente con A, B, . . . P, si dirà 
tr addizione di queste n operazioni l'operazione mediante la quale dalle sin- 
gole A, B, . . . P si passa all' altra A + B . . . + I' n. Quest'ultima consiste, 
quando si deva eseguire su una data funzione, nell'applicare a questa suc- 
cessivamente le singole operazioni : A ,  B .  . . indi nell'addizionare i risultati. 
L'operazione : A + B .  . . + P si dirà u somma delle A, B, . . . 1) n , le quali 
si diraniio addendi. Ne1 caso particolare, in cui ciascuno degli addendi sia 
una stessa operazione 4 detto ancora n il numero di questi, la loro somma 
si rappresenterà con n A, indicandosi con questo simbolo l'operazione che con- 
siste nell'applioare a una data funzione oggetto l'operazione A, indi ne1 mol- 
tiplicare per n. (Analoga notazione s'userà poi anche, se il fattore PZ fosse, 
anzichè una costante, una funzione.) 

Per l'addizione quale fu testè definita si ha  il seguente : 
Teorema: P e r  l'addizione delle operazioni 1 valgono tutte e tre le leggi: 

associativa, commutativa e distributiva che valgono per l'addizione definita 
dall'aritmetica. 

Infatti, dette al solito A ,  B, C tre operazioni I e f (y,) una certa fun- 
zione di y , ,  sarà, in virth di principi elementari di calcolo integrale : 

L a  sottrazione non differisce sostanzialuiente dall'addizione : infatti è 
chiaro che la  sottrazione d'un'operazione 1 la cui funzione caratteristica sia 
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a (yh 'yhti] (h  indice variabile secondo i casi, in hase alla convenzione b - 1.") 
da un'altra operazione 1 qualunque si pub riguardare corne l'addizione di 
quest'ultima oori un'altra che non differisca dalla precedente se non per avere 
per funzione caratteristica - a (yh y/,+,) anzichè a (yh yh+,). 

2. Moltiplicaxione. - Definixione di potenxa d'un'opet+axione 1. Siano 
due operazioni I designate al solito con A, B. Si dirà tr moltiplicazione del- 
l'operazione A per l'operazione B l'operazione mediante la quale dalla A si 
passa all'operazione I nellit quale la linea d'integrazione è la stessa di A, la 
funzione caratteristica è la funzione ottenuta applicando la B alla funzione 
caratteristica di A 7, (riguardando questa nell'appljcarle B come funzione della 
sola variabile da cui dipende la funzione risultato). L'operazione I cos1 otte- 
nuta si dirà u prodotto di A per B n e si designerà col simbolo RA. Co& 
detta y/, (h  indice variabile sccondo i casi, in base alla conv. b del cap. 1.") 
la variabile d'jntegrazione che figura nella A, ylz-ci l'altra variabile, si dovrà 
designare con y h + ,  lit variabile d'integrazione che figura in  B, con Z J ~ + ~  llaltra 
variabile che in essa figura. E la funzione che s'ottieno applicando la B alla 
funzione caratteristica di A sarà funzione delle variabili yh,  yh,., . Dette ri- 
spettivamente a (y,, yh+,), b (yh+, 2/h+r) le funzioni caratteristiche di A, B, dette 
rispettivamente 1 ,  1, le linee d'integrazione (la prirna delle quali sara trac- 
ciata ne3 piano yh,  la seconda ne1 piano yh+, e detta al solito f ( y , )  una certa 
funzione di y, si avrà dunque : 

Delle due operazioni A, B si dirà. la prima moltiplicando, la seconda 
moltiplicatore: entrambe poi si designeranno col nome di fattori. 

Con uii'ovvia estensione delle precedenti considerazioni si definiscono la 
moltiplicazione e il prodotto d'un numero qualunque > 2 d'operazioni 1: trat- 
tandosi infatti d'eseguire la moltiplicazione di tre di esse: A ,  B, C ;  si ese- 
guisce cioè il prodotto di B per C, indi quello di A B per C B. 

Un cas0 particolare irnportantissimo che si pub presentare nella rnolti- 
plicazione delle operazioni I è quello, in cui ciascuno dei fattori sia una 
stessa operazione A (si dovrà naturalrnente fare astrazinne dalle speciali va- 
riabili che figufano in ciascun fattore). Cos1 in ciascuna delle operazioni fat- 
tori, la funzione caratteristica svrà la stessa forma e la linea d'integrazione 
dovrà attraversare la stessa successione di valori ne1 piano in cui è tracciata. 
Il prodotto che in ta1 caso s'ottiene si dirà çon un'ovvia estensione d'un con- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



du zcn i&egrale dejinito considewta corne elenzelzto d'zm calcolo. 267 

cettoedato dall'aritmetica u potenza dell'operazione A d'ordine nz a ove nz de- 
signi il numero dei fattori, nella moltiplicazione che si esegui. L a  moltipli- 
cazione stessa si dirà in ta1 cas0 (6 elevamento a potenza dell'operazione A n. 
La, potenza w i m a  di A si rappresenterà con Am. 

P e r  le potenze d'operazioni 1 sussistono le relazioni seguenti: ' r  detta A 
un'operaziorie I qualunque, m, p due numeri interi positivi é :  

3. Divvisione. Date due operaziorii 1: A e B, si dirà 16 divisione di A 
per B n l'operazione che consiste nella ricerca d'una terza operazione I che 
designeremo con C, tale che .4 - B C n: Ai  si dirà dividendo, B divisore, 

A C quoziente. Si rappresenterà i l  quoziente C colla notazione - e si scriverà 
B 

anche, per semplicità : A : B == C. 
L a  possibilità d'eseguire l'operazione teste definita è fondatn, sulh  riso- 

luzione del problema detto rr dell'inversione degli integrali definiti n cioè del 
problema che consiste in questo : :r Data la funzione caratteristica e la linea 
d'iritegrazioiie d'una ceïta operazione I e data anche la funzione che s'ot- 
tiene applicando quest'operazione ad una funzione incognita determinare que- 
st'ultima funzione. n 

Tale problema, studiato in casi speciali per le funzioni di variabili reali 
d a l l ' A ~ ~ ~ ,  dai prof.' BELTRAMI, DINI e da1 SONNE, per le funzioni di rarinbili 
cornplesse dai prof.' PINCHERLE e LEVI CIVITA fu risolto per una classe estesa 
di casi da1 prof. VOLTERRA, il quale svolse il metodo coi1 cui si risolve per 
funzioni di variabili reali, osservando poi che questo rnetodo s'estende anche 
al caso di funzioni di vwiabili cornplesse (*). Infatti, presa di nuovo in esame 
l a  (2), sarà (v. 2) per linea d'integrazione relativa al quoziente C da nssu- 

(*) 1 lavori del prof. VOLTERRA, nei  quali é data l a  risoluzione genersle del problernn 
in psrola, sono : t r e  Note sotto il titolo : Sutl'i~aversione degti integr-ali clefiniti (vol. XXSI 
degli Atti  dell'dccademia delle Scienze di Torino) ed  una qunrta Dota del10 stesso titolo 
pubblicata nei Rencliconti del17Acc. dei Lincei (serie 5.", vol. V, 1.' seinestre, fasc. 6."). Nelln 
prima delle citate Note trovaiisi citszioni iiitorno a i  lavori sul l 'argome~~to,  ne1 caso di vn- 
riilbili renli, degli accennsti autori. Nel campo complcsso ricorderemo le  -\leinorie clcl 

%'=Il+ 

prof. PINCHERLE : Sulla risoluz~one clell'eyzrccaioite funaionale X JI (x + a,.) = f (A) n cocf- 
1,= 1 

ficienti costmti. Xemorie dell78cc. di Bologiia, vol. IX della sorie 4.a e Sulla 1-isoluziorie 
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mersi la  stessa linea che compete ad A e la funzione caratteristica della 
stessa C, che designeremo con c (y, y,), dipendendo essa in base a precedenti 
convenzioni delle variabili y, y , ,  sarà definita dalla relazione : 

designando a (y, y,) la funzione caratteristica di A. 
Ora dai citati lavori del prof. VOLTERXA risulta questo. Si ponga cioè 

la condizione che la funzione caratteristica b (y, y,) d'una certa operazione 1: 
B sia funzione olomorfa per tutti i valori di y,, ys inferiori in valore assoluto 
ad una certa qiiantità A. Se inoltre designato con u l'estremo inferiore della 
linea d'integrazione relativa a B, linea che designeremo con Z, e che si dovrà sup- 
porre aperta, e coll'estremo superiore variabile b (y, y,) non s'annulli per nessun 
valore di y, tale che I y, - cc 1 < A e le linee 1, Is siano scelte in modo che 
lungo esse (gli estremi compresi) le variabili d'integrazione differiscano da a 

(U sia l'estremo inferiore anche della linea lg) per meno di A, per ogni valore 
speciale di y , ,  situato ne1 campo in cui a (y, y,) è olomorfa, in modo clie 
questo variabile possa riguardarsi corne una costante, sarà l'equazione : 

LP 

soddisfatta dalla funzione : 

designando 5 una variabile ausiliaria, e IF una linea ne1 suo piano soggetto 
all'accennata condizione. E la formola (2) ne definirà una funzione olomorfa 

v=m 
clell'equazione funaionale X h, t+ (x -+ a,) = f (J) n coefficienti ~nzioizali. Memorie dell'Ac- 

v=l  

cademin di Bologna, vol. IX della ser ie  4.a e quelln del prof. LEVI CIVITA: Sui puppi 
cl' opernzioni furzziortali e sd l '  irzuemione cleg li iizteyrali tlefiiziti (Rendiconti del R. Istituto 
Lombardo di Scienze e Let tere ,  ser ie  2.", vol. XXVIII). 
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per tutti i valori di y, per i quali è olomorfa a (y,  y,) e per quelli di y,, 
per cui 15 I y ,  - cc I < A ,  la quale soddisfa alla (2). L a  formola (2) testé data 
non è che un'estensione della formoln (3)  della prima delle citate Note del 
prof. VOLTERRA presentata all'Acc. di Torino e che la funzione data dalla (2) 
soddisfi alla (1) si dimostra nello stesso modo con cui fu dimostrato da110 
stesso prof. VOLTERRA per la formola da lui stahilita. 

Cosi, quando la funzione b (y* ys) che compare nella (1) abbia la forma: 

con ?% < 1 . b (y2 y3) designando una funzione olomorfa nell'accennato campo 
di valori : quando cioè b (y, y,) divenga infinita d'ordine h per y ,  = y, : ove 

n (y1 Y &  . a a ( y 1  siano finite e continue per y,  compreso, in valore nssoluto, 
8 213 

f ia a e i< + A v'è una rd una soln funzione la quale soddisfi all'equazione 
funzionale (1) ed è data da  : 

b ( ~ . d  j aa$ :y2 ) i  1 Si (y3 x) c (y,. 2,) = - -1 [ xi, -7 ys d y2 L (2 . 2) (2 - p ) I - '  " u y3 - ?/z) 
12 13 

ove L (z . x )  è data dalla relazione : 

x, essendo simbolo d'unn variabile ausiliaria e le linee d'integrazione l , ,  1, 
essendo soggette alle condizioni stesse che si diedero dianzi per Z,, lg rela- 
tivamente alle rispettive variahili d'integrazione a cui si riferiscono e la fun- 
zione cercata è definita per i valori di x, i cui valori assoluti cadono tra e A. 

11 prof. VOLTERRA nelle citate note, diede poi anche il metodo di risol- 
vere il prohlema dell' inversione degli integrali definiti, ne1 cas0 in cui la 
funzione caratteristica s'annulli per un certo numero di valori della variabile 
da cui dipende la funzione risultato posti ne1 campo in cui è definita detta 
funzione caratteristica. 

Nota. Nella moltiplicazione delle operazioni 1 non vale chiaramente al- 
ciina delle tre leggi commutativa, distribuiiva, associativa. Cosi per moltipli- 
cazione d'un'operazione I per altre s'intenderà l'operazione con cui s'ottiene 
il prodotto di queste, corne fu definito dianzi, da  non confondersi coll'esecu- 
zione successiva delle operaziorii-fattori. 

Annnli di Matenznticct , tomo XXVI. 35 
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Le funzioni d'operazioni I. 

1. DeJifiinbni fondameutali. Abbiasi ora una certa operazioiie funzio- 
nale rappresentata da un'espressione contenente una data operazione I varia- 
bile X e sue potenze (*); si potrà riguaidare detta espressione corne una fun- 
zione di quest'operazjone X ne1 senso che ad ogni speciale determinazione 
di quest7ultima, cioè della sua funzione caratteristica e della linea d'integra- 
zione che le compete, corrisponde una determinazione o un certo numero di 
determinazione dell'espressione in parola. 

Si potranno poi considerare anche espressioni contenenti ne1 modo an- 
zidetto diverse operazioni I variabili distinte in numero finito che si designe- 
ranno (1." c.) con X, . X z .  . . suscettibili cioè d7assumere determinnzioni distirite 
e cib indipendentemente l'una dall'altra e contenenti anche potenze di queste 
diverse operazioni' I in modo che nei termini di quest'esprcssione compaiono 
anche, ad esempio, prodotti e quozienti (simbolici) di una di queste opera- 
zioni I per un'altra e anche per il prodotto di più altre. 

Una tale espressione si potrà riguardare corne una funzione delle diverse 
operazioni I variabili che in essa compaiono ne1 senso che ad ogni insieme 
d'una speciale determinaztone di ciascuna di dette operazioni I corrisponde 
una determinazione O un certo numero di determinazioni dell'espressione con- 
siderata. Per rappresentare funzioni d' operazioni I s' useranno, coirie si fa 
uell'analisi ordinaria i simboli F ( X )  , F (X, , X, .  . .), 9 (X) ccc. Ad evitnre 
poi equivoci stabiliremo sin d' ora che s' userà, la  semplice designazione di 
u funzione n quando si voglia indicare una funzione ne1 senso ordinnrio della 
parola, laddove s'userà la designazione speciale u funzione d' operazioni (uiia 
O più) I n  quando si voglia indicare una funzione ne1 senso clle k da attri- 
buirsi a questo vocabolo ilel c.alcolo che qui s 'è  studiato. 

S7estenderanno alle funzioni d'operazioni I le definizioni date ne1 capo 1." 
per le operazioni I. E di più si farit la convenzione seguente: a Si stabilii.8 

(*) Con operazione conteiierite u n s  data  operazione 1 designata con X e suc po tc i i~c  
si deve intei~dere un'operazioile la, cui al~plicazione a, iinn certa, funzioiie coiisiste iic1l';q)- 
plicarle l'operazione X e sue diverse poterize, combinate f r a  loro mediailte le quü.ttro 
operazioni analoglie a qiielle dell'aritmetica. 
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cioè che iielle funzioni d'una O più operazioni I variabili, quando 1' opera- 
zione rappresentata da tali funzioni debba applicarsi a una certa funzione 
oggetto, sia per ciascun termine l a  stessa l a  variabile d a  cui dipende l a  fun- 
zione-risultato (vale a dire in  ciascun termine l a  varinbile, d a  cui dipende l a  
funaione-risultato sarà la  stessa che figura ne1 termine, in cui compare In 
potenza più alta dell'operazione 1 variahile, quando si tratti  di funzioni di 
iina sola operazione variahile e il prodotto (simbolico) d i  potenze delle diverse 
operazioni I variabili, la  somma dei cui indici ha il valore più alto quando 
si tratti di funzioni di più operazioni variabili). 

Si considereranno poi anche somme (e differenze), yrodotti e quozienti 
di funzioni d'operazioni I. Il concetto di somma (e diffeienza) si ha senz'altro 
estendendo le considerazioni svolte per definire le quattro operazioni analoghe 
alle quattro operazioni fondamentali dell'aritnietica, per le operazioni & cos), 
per prodotto d'una funzione d'operazioni 1, designata ad  es. con F ( X )  per 
un'altrn B (X) s' intenderh la funzione dell'operazione X che s'ottienc appli- 
cando a F (X) l'operazione rappresentata da ql (X) eseguendo le inoltiplica- 
zioni dei singoli termini di F ( X ) ,  (D (X) secondo la regola data ne1 cap. 2.", 
pcr la  moltiplicazione delle operazioni I. E senza difficoltà alcuna si giunge 
al concetto di prodotto di più funzioni d'operazioni 1. 

Cosi per divisione della funzione dell'operazione variabile X, F (S) per 
l'altra funzione (1) (X) della stessa operazione variabile s7inte11dcrà u l'opera- 
zione avente per scopo la determinazione d'una terza funzione \Y (X) dell'o- 
perazione X tale che: 

F (X) = s (X) tu ( X ) .  

Si dirà F (X) dividendo, ( X )  divisore, Ur (X) quoziente : in generale perb 
non si potrà determinare esattamente il quoziente in uria divisiorie siffatta, 
ma si a v r à :  

F ( X ) - Q ( X ) Y ( X ) + R ( X ) ,  

designando R (X) una nuova funzione dell'operazione variabile X che si dirà 
u resto della divisione in parola 7,. 

2. DeJinixione d i  limite d'operazioni I e di fuiaziotae cotztirtuu d' ope- 
jsaxioni I. Preso a considerare un  insieme d'operazioni I distinte, in  generale 
in numero infinito si dirà che u relativamente a una certa funzione, assunta 
come funzione oggetto esse tendon0 ad  un certo limite, quando la  differenza 
fra due qualunque delle operazioni I del sistema considerato, relativamente 
a detta funzione, sia = a d  una funzione (naturalmente dipendente dalla va- 
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riabile, da cui dipende, per le operazioni c,onsiderate la funzione rjsultato) 
che per tutti i valori di detta variabile conipresi ne1 campo in cui è funzioiie 
analitica e regolare, sia tale che il modulo della differenza tra essa e questo 
limite si mantenga inferiore ad una quantità assegnata piccola a piacere n .  

In base a cib si possono facilmente agli insiemi d'operazioni 1, considerate 
relativamente a una certa funzione oggetto, applicare le considerazioni svolte 
da1 calcolo ordinario, per gli insiemi di quantità cornplesse (si giungerà cosi 
alla considerazione d'insieme limitato e di determinazione limite d'un'insierne 
d'operazione 1 relativamente a una certa funzione oggetto). Nello stesso modo 
si potrà, fissata una certa funzione F ( X )  d'un'operazione I variabile S, con- 
siderare l'insieme delle determinazioni che le competono quando a X si diano 
successivamente le determinazioni comprese in un dato insieme r. Gosi, fis- 
sato quest'insieme r, 1; (5) si dirà u limitata relativamente a una data funzione 
f (y,), nell'iilsieme r n , quando l'insieme delle determinazioni di F (X) f (y ,) 
corrjspondenti a quelle di X.  comprese in r è un insieme limitato. Cos; si 
dirà che u F ( X )  è definita entro un dato campo (si userà la parola campo 
ne110 stesso significato che si dà a insieme) di deterniinazioni di X, relati- 
vamente a una determinata funzione f ( ~ , )  n quando per qualunqua determi- 
nazione A compresa in  questo campo, F (A) f (y ,) sia atta a rappresentare 
una funzione analitica. L e  precedenti considerazioni si estendono sema  diffi- 
coltà a funzioni di più operazioni I variabili. 

Inoltre si un'operazione I che una funzione di questa si potrà dire ugiiale 
ad un infinitesirno relativamente a una certa funzione oggetto f (y,), se ap- 
plicando rispettivamente l 'una O l 'altra a f (y4) si h a  per risultato E f (y,,) ( h  
indice variabile da determinarsi in base alle conveiîzioni del cap. 1.") o es- 
sendo una quantità infinitesima. u Una funzione P ( X )  dell'operazione I va- 
riabile X si dirà continua relativamente a una funzione oggetto assegnata, 
f (y,) per una certa determinazione di X n quando, detta A questa determi- 
nazione per qualunque valore che si assegni alla quantità o, si pu6 determi- 
nare un'altra quantità 8 tale che : 

per ogni valore della variabile da cui dipende la fuiizione P (X) [f (y,)] pel 
quale l a  differenza che compare ne1 primo membro della (3) è atta a rap- 

r) Quando da un70perazione 1 rlualunque A si passa sl17altra A + IV si dirà clle ad 
A si diede l'iiicreiuento KI. 
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presentare una funzione analitica regolare, ogniqualvolta : I q  l < l d l se q è 
costante e ogniqualvolta sia, in modulo, < 1 $ ( il limite superiore di  v ,  per 
i valori della variabile da  cui dipende che vengono presi in oonsiderazione, 
se 4 stessa è una funzione. E se la disuguaglianza (3) sussiste per tutte le 
determinazioni di X comprese in un certo insieme assegnato r: F (X) si 
dirà u continua relativamente a f (y,) entro r a.  Si dirà poi u continua uni- 
formemente sempre relativamente i1 f(y,)  ,, se si pub trovare una quantità 
positiva 8, tale che quando sia 1 ? I < 8 O sia < 8, in modulo, il limite su- 
periore di q ,  ne1 campo costituito dai valori della variabile, da  cui dipende, 
che vengono presi in considerazione, a seconda d i e  rispettivamente si pre- 
sentano l'uno O l'altro dei casi dianzi distinti, la  (3) sussista qualunque sia e 

per ogni determinazione di X compresa in I'. 
Co&, presa in .esame una funzione di più operazioni I vai'iabili, Xi.. . X,, 

funziorie clle designeremo con F(X,, Xe, .  . . Xn) questa si dirà u continua 
relativamente a una funzione oggetto assegnata f (y,) rispetto a una qualunque 
delle operazioni variabili che in essa figurano, ad es. rispetto a Xi, per una 
certa determinazione di  questa O in tutto un campo » quando, date a X,  . . . X,, 
altrettante determinazioni fisse, in guisa da riguardare F ( X i ,  X,, . . . X,) 
corne funzione della sola Xi, essa rende soddisfatta la condizione onde si 
verifichi, secondo quanto fu più sopra esposto, rispettivamente l'una O l'nltra 
delle circostanze dianzi accennate. Si dirà poi F (Xi ,  X,, . . . X,) L continua 
relativamente a f (y,) rispetto a tutte le operazioni variabili che in essa figu- 
rano per una certa determinazione A,  B ,  . . . P del loro insieme (cioè per 
la determinasione A di X,, B di X z ,  . . . CI di X,) n se per qualunque va- 
lore che s'assegni alla quantità E se ne pub determinare un'altra 8 tale che: 

per ogni valore della variabile da  cui dipende la funzione F (SI . . . X,) f (y,) 
situato rie1 camp6 in cui la differenza che compare ne1 primo membro della (4) 
è atta a rappresentarci una funzione analitica regolare, ogni qualvolta siano 
< 1 3 1 tutte le 1 q ,  1 .  . . 1 qn 1 se q ,  . . . q, sono costanti o i limiti superiori ri- 
spettioi di queste quantità nell'insieme dei valori della variabile da cui di- 
pendono, che vengono presi in considerazione se esse sono funzioni. Nello 
stesso modo si definiscono facilmente le condizioni necessarie sin per la con- 
tinuità in generale sia per la continuità uniforme di F ( X ,  . . . X,) relativa- 
mente a una funzione oggetto assegnata, in un intero campo di determina- 
zioni dell'insieme XI, X,, . . . X,. 
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Derivazione del le  funzioni d'operazioni I 
r ispe t to  al le  operazioni  I variabili  c h e  esse contengono.  

1. Corisideriamo un'operazione I variabile che designeremo al  solito 
con X e una sua funzione 17(X) .  Si consideri quindi un'operazione ove 
1; desigrii al solito una costante: con X + l k  si dovrà intendere una determi- 
nazione generica dell'insieme delle deterrninazioni di X c h  si possono yren- 
dere a considerare, a ciarcuna delle quali s'aggiunga l'operazione J k ,  che de- 
signeremo anche col simbolo A X per porre in evidenza clie si tratta d'un 
incremento dato a X. Detta quindi X una determinazione generica di X si 
consideri la  differenza (simbolica): $'(X + ~ k )  - F ( X )  e a d  essa si appliclii 
l'inversa qell'operazione J k ,  cioè l'operazione che irasfornia il risultato di l k ,  
applicata ad  una funzione oggetto qualunque nella funzione stessa. L'opera- 
zioiie che consiste nell' applicare a :  F(X + lh)  - li'(X) 1' inversa II, sarà ,  in 
base alle notazioni adottate da  rappresentarsi col sirnbolo : 

Si esamini quiridi il limite a cui tende l'espressionc (4) per Ir, tendentc 
a d u r s i  a O (in via assoluta), il d i e  avviene quando Ic tende a O :  se esiste 
per la (5) un'espressione-limite determinata questa si designer& col nome di: 

i! Derivata prima di P ( X )  rispetto a X (O semplicemente derivata prima 
di E ' ( S )  calcolata per la determinazione X di S n. 

È chiaro infatti che il rapporto simbolico (5) fa riscontro a cib che iicl 
calcolo ordinario si definisce colla denominazione di rapporto incrementale 
d'una data funzione relativa a un certo incremento dato alla variabile e clle 
parimenti il limite del rapporto sirnbolico in parola, fa  cosi appunto riscontro 
alla derivata prima d'una funzione quale è definita, ne1 calcolo ordinario. 

P e r  rappresentare !a derivata prima di F ( s )  calcalata per una certa 
determinazione X di X si userà, analogamente a cib che si fa ne1 calcolo 

ordinario uno O l ' a h  dei due simboli: CN, F 1  (X) . Nello stesso modo 
d X  

la derivata prima di Fr (Y) calcolata per una determinazione qualsiasi del- 
l'operazione variabile si dirà Ü derivata seconda di F (X) per Y == a questa 
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speciale determinazione, rispetto a S n  e si rappresenterà con uno O l'altro 

dei due sirnboli : '3, F1'(X), ove si designi anooia con X la  speciale de- 
d X P  

terminazione di S per la quale si calcola questa derivata seconda. E cos1 di 
seguito, estendendo le precedenti definizioni e notazioni, la derivata prima di 
&a- i  F (X) 
. ci! ~ ~ - 4  (n essendo un indice qualunque) per una speciale determinazione X 

dell'operazione variabile si disà nppunto derjvata d'ordine 71 di F ( X )  calco- 
lata per l'accennata determinazione di S e si rappresenterh con urio dei due 

P ( X )  pini (X). simboli : - 
d Xn 

La derivnzioiie di funzioni d'un'operazione 1, yuale fu testè definita pre- 
senta perfetta analogia colla derivazione che è definita e studinta ne1 calcolo 
ordinario, oltre che nella definizione, anche nelle proprieth fondamentali. In- 
fatti si hanno su questo proposito le seguenti proprietà: 

1." Quando s'intenda per u fattore costante rispetto ad una certa ope- 
razione I variabile, sia una quantità ncl senso ordinario della. parola, sia 
un' operazione funzionale cbe non contenga 1' accennata operazione variabile, 
essendo C una costante, si ha : 

ove dunque C F ( X )  pub, a seconda dei due casi accennati rappresentare ri- 
spettivamente l'operazione che consiste nell'applicare ad una certa funzione- 
oggetto l'operazione F ( X )  e ne1 moltiplicare il risultato per C, sia l'opera- 
zione che consiste nell' applicare alla funzione oggetto il prodotto (simbolico) 
dell'operazione rapyreseritata da F ( X )  per quella rappresentata da C. Che 
sussista la (6) si deduce poi facilmente da1 fatto che C non subisce alciina 
alterazione allorchè a X si dia l'incremento A X. 

2.' Si voglia calcolare la derivata prima di Xm per una data deteï- 
minazione qualsiasi X d i  X. Sia ancora Ik = A X l'incremento dato a X per 
far cib. - Si dovrà allora esaminare l7 operazione (X + A X)rn (m designi 
naturalmente un numero i i~tero) e Io sviluppo di quest' operazione sarà 
data da  : 

(X + A X ) m  = (X + A X )  (X + A X )  . . . (X + A  X) (prodotto simbolico) = 

= X ~ + A X X ~ - . ~ + X A X X ~ - \ . . . J , X ~ - ~ A X X +  

+x~Xq* ' .  . . + Xm-'AX2.. , + d X m ,  
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ove per le variabili che figurano nei singoli termini della somma cosi otte- 
nuta s'useranno i simboli indicati dalle convenzioni poste ne1 cap. 1." Se non 
che A X, per essere equivalente alla moltiplicazione per un fattore costante, 
all'infuori del mutaniento ne1 simbolo della variabile, sarà permutabile a qua- 
lurique operazione I :  si avrà quindi, sempre basandosi su convenzioni già 
poste, poichè X A X Xm-2 = A X Xm--1: 

( X + A X ) ~ = X ~ + ~ A X X ~ ~ - ~ + ( ~ ) ~ X ~ X ~ ~ -  2 . . . - + n ~ ~ ~ m - i ~ + ~ ~ z . '  

E sottraendo da quest'espressione Xnz essa si riduce semplicemente a : 

Applicando ai singoli termini di quest'ultima somma l'inversa dell'operaxione 
A X, il che equivale a dividere ciascun termine (applicato a una certa furi- 
zione) per Jc e a sostituire in ognuna delle funzioni risultato y,, a y,,+, la. 
somma (7) riducesi a. : 

e, passando al limite al tendere di A X a zero in via assoluta, è chiaro che 
tutti i termini all'infuori del primo che rimane inalterato, tendon0 a ridursi 
a zero in via assoluta. Percib il limite dell'accennata somma per A ,Y ten- 

d ''" è dato da rn Xm-l, dente a ridursi a zero limite che per definizione è - 
d X  

formola questa perfettamente analoga e quella data da1 calcolo ordinario per 
d (x'n) -. Inoltre ripetendo il ragionamento testè fatto si vede clie : 

da; 

e col10 stesso procedimento si ricavano le formole che danno le derivate d'or- 
dine terzo, quarto, ecc., ecc., m - 1 ~ i m 0  di ,Ym per la determinazione X di X, 
la quale ultima è data d a  - b X  e finalmente si trovn che la derivata dma 
di Sm, sempre per una determinazione generica di X è equivalente a k, 
perchè è facile scorgere, in base alla data definizione di derivata d'unn fun- 

dX zione dell'operazione X, the - è equivalente a 1 ,  intentendosi con cib di 
d X 

esprimere il f a t h  the l'equivalenza si manifesta qualunque sia la funzione 
oggetto. 
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3." Detta C un'espressione costante rispetto a X ne1 senso'dianzi dato 
d C  a questa parola, - è equivalente a O in via assoluta : infatti ne1 passaggio d X  

da qualunque detertninazione X di X a X + A X, C non subisce alcuna alte- 
1-azione, talchè l'incremento subito da C corrispondentemente a quel10 subito 
dall'operazione variabile rappresenta un'operazione equivalente a O qualunque 
sia la funeione a cui viene applicata. 

4." L a  derivazione di funzioni d'una data operazione I variabile ri- 
spetto a quest'operazione è permutabile all'addizione (e quindi anche alla 
sottrazione). 

Infatti, prese in esa,me p funzioni dell'operazione X ,  Fi (S) . . . Fp (X') e 
posto brevemente : @ (X) = P, ( X  ) + P, ( X )  + . . E; ( X ) ,  si h a ,  detta al 
solito X una determinazione generica di X :  l'uguaglianza simbolica: 

5.' Mantenendo al simbolo x il significato dato fin qui, dette F ( X ) ,  
@ (S) due funzioni di X si ha :  

= ~ i m  / A X ) - F ( X ) t ~ ( ~ + ~ ~ ) l - ~ ( ~ )  lirn G>(X + A X )  - ~1 (x) - 
dX=O L A X  dX=o AX 

(si noti che h X h a  sempre la forma vista dianzi, cioè è un' operazione Ik 

con k costante). 
Amali di Matematica , tom0 XXVI. 36 
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Mediante la formola testè stabilita si calcola facilmente la derivata del 
prodotto d'un numero qualisivoglia di funzioni d'un'operazione I variabile; 
basterà ad es. considerare il prodotto di tz funzioni siffatte come il prodotto 
di due fattorj, uno consistente ne1 prodotto delle prime tz - 1 funzioni, l'altro 
nell'nesima e procedere per questo ne1 modo testè indicato, poi calcolare l'e- 
spressione della derivata prima del prodotto 11elle prime n - l funzioni ri- 
guardando pure quecito prodotto come composto di due fattori l'uno dei qunl i  
sia il prodotto delle prime n - 2 funzioni, l'altro sia l'fi - l e s imu funzione e 
procedere applicando successivamente il metodo ora indirato sino ad esser 
giunti a dover calcolare la derivata prima del prodotto delle 'due prime fun- 
zioni che compaiono ne1 prodotto c,onsiderato. 

u Un cas0 particolare notevole è quello in cui s'abbia a calcolare la de- 
rivata (*) della potenza nzesima d' una funzione F (X) dell' operazione varia- 
bile X. Si avrà cioh rnantenendo sempre a X il significato fin qui datole: 

Si noti che qui non si pub applicare la formola data da1 calcolo ordi- 
nario per l a  derivazione d'una potenza d'una data f~mzione, per il fatto già 
accennato che le operazioni I non sono in generale perrnutabili (nella for- 
mola ora scritta, come si farà sovente anche in seguito si designb, per sim- 
metria nelle notazioni l'operazione equivalente a quella identica col simbolo 
1 F ( X )  I" come spesso si designerà anche con XO,  Ao, ecc.). Applicando poi 
successiva~nente la formola (8) si ha  una regola analoga a quella di LEIBNIZ, 
per calcolare le derivate successive del prodotto di due funzioni dell' opera- 
zione X. 

6.' Anche per il calcolo della derivata del quoziente di due funzioni 
d'un'operazione variabile X si ha la seguente formola diversa perb da quella 
data da1 calcolo ordinario per la derivata del quoziente di due funzioni. 

Siano pertanto F ( X ) ,  (X) due funzioni dell'operazione X, e vogliasi 
calcolare : 

(*) Si dir& derivata, sénz'altra specificazione, quando cib non possa produrre equi- 
voco la derivata prima. 
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( X )  - yi (X), si da avere : ( X )  = Q ( )  Y (X) , ap- Posto pertanto - - 
(XI 

plicando 18 regola dianzi data per la derivazione del prodotto di due funzioni 
d'un'operazione 1 si avrà: 

da cui : 

Y' (X) = 
F' (X) - @' ( X )  (X) 

(0 

2. Si consideri ancora una funzione dell'operazione variabile X, fun- 
zione che designeremo al solito con E' (X) :  applichisi l'operazione da  essa rap- 
presentata ad uria certa funzione oggetto f (y,). Diremo u derivata di F ( X )  f (y,) 
rispetto a X calcolata per la determinazione generica X di X n l'epressiorie 
P' (X) f (y,), ove F'  (X) si calcola ne1 modo indicato ne1 paragrafo precedente, 
nia introducendo ne1 procedimento le seguenti modificazioni. (Si noti che nello 
stesso modo si definiscono le dcrivate d'ordine qualunque di P ( X )  f (y,) ri- 
xpetto a ,Y.j Stabiliremo pertanto che qui l'incremento A X da darsi a X per 
calcolare F' (X) f(y,) non è mestieri che sia, in via assoluta, equivalente ad 
un fattore costante (all'infuori del mutamento di variabile), ma basta che sia 
equivalente ad uri tale fattore rispetto a f (y,) il che si verifica anche quando 
detto incremento sia un'opera.zione 1, la cui funzione caratteristica abbia u n  
solo polo e questo per y, =y, ,  in una certa regione in cui f (y,) sia regolare 
e per Iinea d'integrazione una linea chiusa contenente il solo polo suaccennato 
di detta funzione caratteriatica e situata per intero nella regione del piano y ,  
in cui f ( y , ]  sia regolare. E del pari stabiliremo che l'inversa di A X che si 
applica a F (X + A X )  f (y,) - F(X) f (y,) per ottenere poi la derivata cercata 
corne pure l'incremento che si dà a X ,  siano non l'operazione A 2 per sè 

stessa, ma l'operazione J,(,,,, ove rp (yp) = A x f  ( indice variabile da  
f ( Y P )  

fissarsi in base alle convenzioni del cap. 1."). 
A questo proposito è da aggiungersi quanto segue : 
u Quando, data F ( X )  f (y,) s'abbia un insietne o campo di deteïmina- 

xioni di 1, ks ieme che designeremo con E, tale che per tutte e sole le de- 
terminazioni di X comprese in E l' espressione in parola definisca una fun- 
zione analitica della variabile da  cui dipende diremo cbe F ( S )  é definita 
relativarnente a f (y,) ne1 campo E. n 
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Di più affincliè esista effettivamente, cioè sia atta a rappresentarci una 
funzione anulitica I'espressione FJ (X)  f (y,) è necessario che l'incremento 9 S 
dato a X per calcolare quella derivata sia tale che X + A X appartenga an- 
cora al campo in cui F ( X )  è definita relativamente a f (y , ) .  

Inoltre dall'uguaglianza : 

(p  abbia Io stesso significato di prima) risulta che per 1' esistenza di 
F' (1) f ( y , )  è condizione necessaria che per la determinazione X di X,  F ( X )  
sia continua relativaniente a f (y,). 

3. L'estensione del concetto di derivazione dato per il nostro calcolo 
permette di dare, sotto certe restrizioni una formola analoga a quella del 
TAYLOR. Consideriamo pertanto la potenza msima di Xnt, avendo X il solito si- 
gnificato. Si dia a X un incremento A X cousistente in un'operazione ~ k ,  in 
cui sia Ic ilna costante. Proponiamoci di calcolare Io sviluppo di (X + A x)"" 
per le potenze di X. Ripetendo il ragionamento fatto ne1 calcolare la derivata 
di Xm si avrà : 

poichè, corne già si disse : 

di più (v. tj 1 di questo cap.) : 

(') Quaildo si scrivono uguaglianze simboliche fra operazioni 1 analoghe n quelle 
testé scrittc, s'iritende di designare un'equivalenza di dette operazioni 1 fra di loro, in 
via assoluta. 
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e finalmente A XW si potrà designare per simmetria nelle notazioni con : 

talchè la (10) si trasformerà in quest'altra ugiiaglianza : 

Corne si vede questo sviluppo presenta la più perfetta analogia colla 
formola del TAYLOR data da1 calcolo ordinario. 

&'=Il& 

Cos) se si ha  una forma lineare alle potenze di X: k, y, Ym essendo 
>'=O 

y, ,  y , ,  . . . yn, coefficienti che possono essere sia costanti sia anche fun- 
zioni analitiche di ym+' (v. convenzioni del cap. l."), designata brevernente 
1'=112 

3 k, y, X*-v con F(,X) si avrA, per ogni determinazione generica di X, -poi- 
1=0 

chè la derivazione rispetto a operazioni I B sempre permutabile all' addizione : 

F ( X  + A X )  = F ( X )  + A  X F r  (x) + F u  (X) + . . . 
Xwz-i .- J. X"' . . 
nz-1 F'"-" (X) + --&- E'("?) (X), 

ove A X abbia la solita forma T h  con k costante. 
Parimenti, detta ancora f (y , )  una certa funzione oggetto si avrà: 

F(X + A  x ) f ( y , ) =  F ( X )  f ( y J  + AxF' ( X ) f ( ~ i )  S- 

ben inteso perb che le derivate 8" (X) f ( y , ) .  . . Fcm -') (X) f (y,) siano calcolate 
ne1 modo dianzi indicato per determinare le derivate di F (X) f (y, )  rispetto 
a X Se non che l'accennata estensione della formola del TAYLOR non si pub 
dare in generale per il caso d'una funzione non lineare dell'operazione varia- 
bile X, perché non si pub dare alineno in generale, un'estensione della formols 
nota sotto il nome di formola fondamentale del calcolo differeiiziale. 

Ritornando al10 sviluppo clie fig~ira ne1 secondo membro dalla (10') si 
vede che esso si presenta perfettamente analogo al10 sviluppo della potenxa 
d'un binomio ed è chiaro che, presi in esame i coefiicieiiti delle singole po- 
tenze di ,Y negli sviluppi rispettivi delle prime rn potenze di ( X  + A X)"" 
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dalla prima alla mesima inclusive e scrivendoli in modo da porre in una s t e m  
linea orizzontale i coefficienti che si riferiscono al10 sviluppo d'una stessa po- 
tenza dell'espressione in parola con ordine progressivo e da porre in una 
stessa linea verticale quelli che si riferiscono nei diversi sviluppi al termine 
che ha  il medesirno ordine contando da quel10 che contiene potenza pih alta 
si vengono questi coefficienti sirnbolici a disporre ne1 triangolo : 

analogo al triangolo di TARTA~LIA. Ma non ci soffermeremo più oltre su questa 
considerazione che non è, per ora, di fondamentale importanza per il calcolo 
del quale ci occupiamo. 

4. Corne si disse ne1 cap. precedente, si possono considerare funzioni 
di più operazioni I variabili. Sia pertanto F ( X , . .  . Xn) una di  queste fun- 
zioni dipendente, corne si vede dalle n operazioni I variabili: X,. . . X,. 
Potremo considerare l'increinento che subisce P (X ,  . . . X,), ove X, . . . X,, de- 
signino rispettivamente una determinazione generica di ciascuna delle Xi.  . . ,Y, 
quando a X ,  si dia un iiicremento della forma già indicata che designeremo 
con A Xi. CiO posta, considerato il quoziente (simbolico) : 

F(Xi + A  Xi, X n ,  ... Xn)-F(XI ... X n )  - .  
A XI  

u Se questo quoziente, al tendere di A X, a O in via assoluta (cioè al teii- 
dere a 0 di Ic,  , ove si ponga A X ,  = Ik,, designando con k ,  una costante), 
con qualunque legge, teiide ad un limite unico e determinato n questo limite 
si dirà : 

u Derivata parziale di primo ordine (O, quando cib non possa dar luogo 
a equivoci semplicemente : derivata parziale) di F ( X ,  . . . X,) rispetto a X, 
calcolata per la determinazione X, . . . X, dell'insieme delle operazioni varia- 
bili. n Si designerà tale derivata con uno dei due simboli : 

In modo analogo si definiranno le derivate parziali di primo ordine di 
F ( X ,  . . . X,) calcolate per una qualunque determinazione dell'insieme delle 
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operazioni varialnili rispetto a ciascunn di queste. E per rappresentare cia- 
scuna di queste derivate s'useranno sirnboli analoghi a quelli usati per la de- 
rivata rispetto a X,. 

Cib posto, considerata ciascuna delle derivatc parziali testè definite conie 
una. funzione a SB se ne potranno definire le derivate parziali di 1." oisdine 
rispetto a ciascune delle operazioni X, . . . X,  per una qualunque cleterminn- 
zione del10 stesso insieme X ,  . . . X,. Cosi di i~'',, (X, . . . X,), (i = 1 . . . 11) 

si potrh calcolare la derivata parziale di priin'ordint? rispetto a ciascunn delle 
Xi(i = 1 . . . 12) e ciascuiia di queste derivate, quando esista, si dirà tc Deri- 
vata parziale del secondo ordine di F(_Xi. . . Xn) rispetto a -Yi e 'i'j ( i ,  
j = 1 .  . . n) calcolata per una qualunqixe deterininazione X I  . . . X f i  dell'iilsiemc 
delle operazioni varinbili P .  Una tale derivata si designers con uno ilci due 

simboli : '(Xi ' ' ' Fr', (X ,  . . . X,), quando gl'indici i, j assurnono iiiio 
ô AiZ 

stesso valore, vale a dire quando tutte e due le derivazioni eseguite su 
F ( X ,  . . . xn', siano state eseguite rispetto a una stessn operazione variabile, 

a q x i  . . . X?O e con uno dei due simboli: , 3"r,,T (XI . . . X,), quando i ' j , a xi a xj 
quando cioè le due derivazioni siano state eseguite rispetto n due operazioni 
diverse. Ne1 primo caso la derivata parziale del secondo ordine ottenutn. si dirh 
u derivata parziale, ecc., pura n, ne1 secondo u derivata parziale, ecc., mista n. 

Se non che queste derivate parziali miste non saranno tutte distinte, 
poichè sussiste il : 

Teovemu. Ne1 calcolare le derivate parziali iniste del secondo ordine della 
fu~izione F(X, . . . Xa) il risiiltato non inuta, anche invertendo l'ordine delle 
derivazioni. 

Infatti, detti A Xi, h T(, (i, j - 1 . . . n i 3 j )  due incrementi della forma 
considerata che si danno rispettivarnente a Xi, Xj per calcolare F f X i  (X: . . . X,), 
F'& (Xi . . . X,) è chiaro che da : 

lim P(xi ...X i + AXi ... X j  $. AXj ... Xn) - F ( X I  ...X i...Xj + bXj. ..AX:Z) - 
nxj=0 = lim A xi 

nx,--O AXj 

- lim F(xi ...x i + A X ~  ... Xn) - F ( X I  ...x i...Xj...x,b) 

-I,Y;EO A xi -- -- - 
A Xj 
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- lirn F(Xi ... X i  ... X j  + A X ~ , . . X ~ ~ )  - G (XI ...X i...Xn) 
d,Yj=O A Xj 

A xi 9 

relazione c h  sussiste in virtù della permutabilith A Si, A Xj fra di loro e 
con qualunque operazione I segue : 

Cos1 essendo n il numero delle operazioni i variabili, il numero delle derivate 

parziali iniste del 2." oidine sarà . 3 
Cib posto, considerando le derivate parziali si pure che miste del 2." or- ' 

dine di ]<'(_Y, . . . ,ri,) corne funzioni a sè, si possono calcolare di queste le 
singole derivate parziali rispetto a ciascuna delle operazioni variabili, le qud i  
si diranno u derivate parziali di terzo ordine di F ( _ Y 1 .  . . _Y,) rjspetto a tre 
o n. due (se preso due volte rispetto a una data operazione variabile una ri- 
spetto a un'altra) o a una (se p e s a  tre volte rispetto a una stessn opera- 
ziorie variabile) calcolata per iina determinazione qualunque dell' insienie 
S, . . . XR n. Nei primi due casi ora accennati queste derivate parziali si di- 
raniio miste, ne1 secondo pure. 1 simboli che si useranno per rappresentare 
tali derivate sarailno sernpre gli stessi: cos), ad es., la derivata parziale mista 
del terzo ordine ottenuta derivando due volte rispetto a xi ,  una volta ri- 
spetto a xj ( i ,  j = 1 . . . n i $ j )  si rappresenterà con uno dei due simboli : 
a F ( x , .  . .- 

X'') 7 F"'xiL,% ( X I .  . . X,), avendo X ,  . . . X. sernpre il signifioato ad a xiy a xi 
esse dato precentemente. In  base a l  teorema testè dimostrato sarà:  

e parimenti : 
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Talchè le derivate parziali del terzo ordine di F ( X , .  . . X,,) le quali in ap- 

parenza sarehbero in numero di n (n  - 1) f n (i) si riducono in realth a 

n (n - 1)  + (3) (delle quali cioè n ( n  - 1) provenienti dalle derhate parziali 
. . 

di 2." ordine pure che sono derivate ottmute derivando due volte rispetto a 

una certa operazione variabile, una rispetto a un'altra, e prooenienti dalle (3 . . 

derivate parziali di second'ordine miste e che si ottengono derivando ogni 
volta rispetto a un'operaziorie diversa) che siaiio distinte. 

E cos1 con considerazioni analoghe si definiscono le derivate parziali pure 
e miste di qualunque ordirie d'una funzione di più operazioni 1, per una spe- 
ciale determinazione dell'insieme delle operazioni variabili. 

Cib posto, detta f (y,) una certa funzione di y, si potranno considerare 
le derivate pure e niiste rispetto alle varie operazioni variabili, per una qua- 
lunque determinazione del loro insieme, di E' (X ,  . . . -Y,). Cos1 ne1 calcolo d i  
queste derivate s7u8erà 10 stesso metodo indicato per il calcolo delle derivate 
rispetto all' operazione X d' un' espressione della forma F (X) f (y,) essendo 
F ( X )  funzione della sola operazione I variabile X: per far cib quando si 
voglia derivare F (Xi . . . X%) f (y,) rispetto a _Yi (i = 1 . . . n) si terranno fisse 
tutte le altre operazioni variabili si da riguardare l'espressione considerata 
come funzione della sola Xi e si procede come si trattasse d'una espressione 
contenente una sola operazione variabile. S7useranno sempre sim1)oli analoghi 
a quelli usati testé : cosi la derivata parziale di F ( X ,  . . . -;Y,) f (y,) rispetto 
a ( i  = 1 . . . PZ) per una qualunque determinazione X i  . . . X, dell'insieme 
,Y,. . . Xn si designerà con uno dei due simboli : 

Si estende poi alle funzioni di più operazioni I il concetto di funzione 
d'operazione I definita in un certo campo di determinazioni dell7 operazione 
variabile, rispetto a una certa funzione oggetto f (y,), chè l'esservi più ope- 
razioni variabili porta l'unica differenza che si debbano per funzioni di tali 
operazioni, considerare campi di determinazioni dell'insieme delle operazioni 
stesse, anzichè campi di determinazioni d'uria sola operazione variabile. Quindi 
si dovranno assumere gl'incrementi da darsi alle singole operazioni variahili, 
rispetto alle quali si deriva P(x,  . . . X,) f (y,), in modo da rendere sodisfatte 

Annali di Matematica, tom0 XXVI. 37 
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per l'insieme di queste operazioni la condizione, di cui a ' $  2 di questo ca- 

pitolo alla quale per l'esistenza di : (d deve sodisfare X + A X. 
d X  

Dalla relazione : 

lim a F (XI. . Xn) f (Y,) - 
OX~=O a Xi 

= lim /IF(x ,... X ~ + A X  ;... x,J~(Y~)-F(x < . . . ~ i . . . ~ ~ f ( ~ < ) 1 I ,  \ 
d X X r û  

(i = 1 , 2 , . . . n),  segue che per 1' esistenza della derivata parziale di 
E ' ( X , .  . . Xn) f ( y J  rispetto a xi, per la determinazione X , .  . . Xn dell'in- 
sieme X ,  . . . X, è necessario che per detta determinaaione dell'insieme delle 
operazioni variabili, la funzione F(x ,  . . . Xn) sia continua rispetto a Xi. E 
una condizione analoga si vede facilmente che deve essere soddisfatta affinchè 
esistano le derivate d'ordine superiore di F ( X ,  . . . Xn) relativamente a f (y,). 

5. Anche per le funzioni di più operazioni variabili si pub dare un'e- 
stensione della formola del TAYLOR. Si consideri infatti, in primo luogo, il 
prodqtto (simbolico) (XI $- A X,)" (X, $ A X,)" essendo XI, X, due opera- 
zioni I variabili. Si applichi separatamente a ciascuno di quei due fattori 10 
sviluppo simbolico analogo a quel10 del TAYLOR esaminato (A X:, A X, ab- 
biano sempre la forma Jk, Jk, rispettivamente, essendo k , ,  k2 due costanti) 
per il caso d'una sola operazione variabile, considerando una. determinazione 
qualunque X I ,  X, di X,, X,. Verrà : 

m ' 
= xirn XP + (Il A X, X1m-i X 2 + ( y )  XI- A xt + f (12) 

I 
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e ripetendo la solita osservazione che per essere A X,, A X, permutabili fra 
di loro e a qualunque operazione I si avrà : 

( y )  ( y )  A xi A X, x,n-l= ( y )  (a) A xi A X, xim-i x,-~, ecc., eoo., 

si vede che : 

+ (1) A x:. x, x2.-5 

non è che : 
a (XP XP) a (xim x2n) 

a x, + ax, 
ove il primo termine della prima somma è = al primo della seconda, il se- 
condo della prima = al secondo della seconda poichè Xn è un'espresi-ione 
costante rispetto a XI, Xitn è un'espressione costante rispetto a X,. Cos1 rap- 
presenteremo simbolicamente la somma (13) con: 

convenendo di rappresentare colla. notazione : 

I'operazione che, applicata a una certa funzione delle operazioni x,, X con- 
siste ne1 calcolare le derivate parziali di primo ordine della funzione in pa- 
rola rispetto alle due operazioni variabili e nel sommare la prima di queste 
derivate moltiplicata per h X,  colla seconda moltiplicata per A X,. Nello 
stesso modo si vede essere : 

talchè la  somma dei tre termini ora scritti si pub colla notazione simholica 
da noi adottata rappresentare mediante: 
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intendendo che il simbolo: 

significhi l'operazione che si convenne di rappresentare con : 

applicata due volte successivamerite. Ripetendo queste corisiderazioni si vede 
che nello sviluppo del primo membro della (12), dopo i termini ora conside- 
rati ve ne sarà uno che si potrà rappresentare col simbolo: 

a 
3 4)' (XP XI") , 'kxiax; 1- + A X ~ ~ ,  

e cos1 di seguito si giungerà ad un termine della forma: 

poi supposto pz > m verranno n - m termini della forma : 

quando si ponga mente che: 

è nulla in via assoluta ( j  = 1, 2 . .  .). Si vede dunque che la (12) assume la 
forma : 

( X ; + A X i ) m ( X r $ - ~ X z ) n = X i " X 2 n ' +  

sviluppo che ha forma perfettamente analoga al10 sviluppo del TAYLOR per 
un prodotto della forma xm yn, dato da1 calcolo. Ci siamo limitati per sem- 
plicith al caso di due sole operazioni I variabili, ma il ragionamento var- 
rebbe ugualmente per il cas0 d'un numero qualunque d'operazioni I variabili. 
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Abbiasi ora una forma lineare ai prodotti simbolici Xi" iY,n, gli espo- 
nenti m, n essendo suscettibili d'assumere valori diversi. 1 coefficienti poi che 
compaiono in questa forma potranno essere sia costanti, sia funzioni di certe 
variabili, sin anche potranno essere coefficienti simbolici dati da  espressioni 
contenenti operazioni I differenti perb da quelle che si sono assunte, come 
variabili in guisa che i coefficienti siano da queste ultime indipendenti. Detta 
F (X, X,) la forma iii parola, applicando n ciascun termine Io sviluppo 
precedente e tenendo seinpre conto del fatto che la  derivazione rispetto 
ad operazioni I e l'addizione sono operazioni permutabili si avrà, detto m 
l'indice della più alta potenza di XI che compare nella nostra funzione, 
l'indice della più alta potenza di X, che compaia nella medesima e sup- 
posto !n > m : 

ove Xi, X q ,  A X, , A X2 abbiano sempre il significato loro attribuito fin qui. 
Corne si vede perb, l'estensione della formola del TAYLOR a1 calc010 oI'a stu- 
diato è effettuabile solo quando gli incrementi che si danno alle operazioni I 
assunte corne operazioni variabili, siann della forma J k ,  Zi: essendo una co- 
stante, perchè tale estensione è possibile solo quando gli incrementi in parola 
siano permutabili a qualunque operazione I. 

hTota. N e l h  dimostrazione dell' iuvertibilith dell' ordine delle derivazioni 
per le funzioni di più operazioni I variabili, si presuppone naturalmente l'e- 
sistenza delle derivate, sulle quali si ragiona. 
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1. Pin qui si considerarono solo funzioni d'una O più operazioni 1 
contenenti potenze d'ordine finito dell'operazione I O delle operazioni I as- 
sunte come operazioni variabili a seconda rispettivamente che si trattava di 
funzioni d'una sola O di più operazioni I. Ora invece tratteremo brevemente 
di funzioni d'operazioni I variabili contenenti potenze diverse di queste in 
nuniero infinito, cioè di serie di potenze d'operazioni 1 variabili. Cosi inco- 
rninceremo a considerare serie di potenze d'una sola operazione variabile X. 

Y=, 

Indichiamo con 2 y, -Yv (*) la serie considerata. I n  base a convenzioni 
v=o 

poste (v. cap. 1.') qui si dovrR considerare un insieme numerabile di infinite 
variabili indipendenti y,, y, ... . y, y,+, e detta y, quella fra dette variabili 
che nella corrispondenza stabilita fra la detta successione e la serie di nu- 
meri interi corrisponde all'infinito, la funzione risultato dell' operazione rap- 
presentata dalla serie considerata, come anche i coefficienti della medesima 
dipenderanno dalla variabile y,. 

I l  campo di determinazioni di X ne1 quale, detta al solito f (y,) una 
certa funzione oggetto a cui si applichi l'operazione rappresentata dalla serie 

v=CO 

in parola, la serie : 2 y, XY f (y,) sia convergente si dirà u campo di con- 
Z O  
C a 3  

vergenza della serie 2 y. Xu relativamente a f (y ,) a .  È chiaro ohe questo 
v=o 

v = w  

campo sarà, in generale più esteso di quello in cui 2 cf, X' f (y,) è atto a 
v=o 

rappresentare una funzione analitica di y, chè è ovvio che onde si verifichi 
quest'ultima circostanza, è necessario imporre certe restrizioni ai singoli ter- 
mini della serie considerata. 

v=OS 

Riguardo alla convergenza di 2 cf, X v  f (y,) si haniio le seguenti pro- 
v=O 

prietà che risultano dalla teoria generale delle serie: 

(*) Si mantiene, per  uniformita nei simboli, la solita convenzione che X0 designi l'o- 
perazione equivdente all'unità in via assoluta. 
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v=w 

1." Se la serie Z) y* li' f (y,) è convergente assolutamente, il che si 
?=O 

c m  

esprime anche dicendo che u la serie Lr; y ,  X* è convergente assolutamente 
v=o 

rispetto a f (y , )  n per una certa determinazione speciale A di X, per ogni 
altra determinazione qualunque X di X tale che I XP f ( y , )  I < l A P  f (y,) I per 
qualunque valore dell'indice p compreso nella successione m, ut + 1, m + 2 . .  . ao 

v=w 

essendo m un numero finito, la serie 3 y ,  Xv avrà la stessa proprieth, cioè X 
?'=O 

apparterrà ancora al suo campo di convergenza relativamente a f (y,). Percib 
se X è una determinazione generica di X soggetta alla sola condizione che 
per qualunque valore dell'indice t; compreso nella successione m, m + 1 . . . m 

XP f (YI) sia 1 - 1 < r ,  r essendo un numero < 1, la determinazione X di X ap- 
APf (Y,) 

? C o 3  

parterrà al campo di convergenza di 2 y, Xv relativamente a f (y,). 
v=o 

y=w 

2.' Presa di nuovo in esame l'accennata espressione 2 y, X q  f ( y  ,), se 
v=O 

esiste un numero positivo m tale che, detta X una determinazione generica 
di X siffattn sia: 

essendo q un numero positivo < 1, e valga quella disuguaglianza per ogni 
valore dell'indice p compreso nella successione nz, nz + 1 . . . 00, X apparterrà 

v=m 

al campo di convergenza di 2 y v X  relativarnente a f (y,). 
v=o 

3." Mantenendo ai simboli che ora si useranno il significato ad essi 
dato fin qui, si potrà ove X sia una determinazione generica di X apparte- 
nente al campo d i  convergenza della serie considerata relativamente a f (y,), 
per defiuizione , detto g un numero positivo arbitrario, determinare un nu- 
mer0 positivo m tale che per ogni n % m sia: 

e per ogni determinazione di X compresa ne1 campo in questione vi sarà, 
fissato g, un numero m tale che per ogni n 2 nz sia sorli~fatta la disugua- 
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glianza (14): percib questo numero m, in generale avrà anche 1' altra pro- 
prietà che per ogni valore di Y 2 ad esso sarà: 

sempre sottintendendo in Xv f (y,) un'operazione della forma 1. 
Queste considerazioni furono srolte nello stesso modo con cui il pro- 

fessor PINCHERLE svolse considerazioni analoghe per le serie di potenze del- 
l'operazione funzionale consistente ne1 trasformare ilna funzione f (y) d'una 
certa variabile y in f (y + l), nella sua Memoria: L'a tyeba  delle forme li- 
rceari aile diffet,eme finite. 

Passiamo ora a considerare le serie di potenze di più operazioni I va- 
riabili. Designeremo queste operazioni variabili (naturalmente in nurnero fi- 
n i t ~ ) ,  come per il passato coi simboli X, . . . X,. Una serie di potenze di 
siffatte operazioiii varinbili avrà in generalc la forma: 

1 coefficienti yYlii...lln (Y, ug . . . un = 0,  1 . . . CIO) saranno poi della natura attri- 
buita a quelli che comparivano nelle serie di.potenze d'una sola operazione I 
variabile considerata dianzi. Per  designare la variabile da cui nell'operazione 
rappresentata dalla serie in parola dipende la funzione risultato ci si rego- 
lerà, come sempre, in base alle convenzioni del cap. 1." 

Cib premesso, piesa in esame, al solito una funzione f (y,) di y,, la 

serie ax . . . 2 y ,,,.w XiY1.. . 'inY, si dirà rc convergente relativamente a f (y,) 
?',=O ?/,,=O 

ne1 o&npo di deterrninazioni del17insieme .Y, . . . .Y, tale ehe per ogni detar- 
minazione di detto insierne cornpresa in questo campo la serie: 

sia convergente. 
E, con un'ovvia estensione d'una definizione data djanzi tale campo si 

?',=Co %',,=CG 

dirà u campo di convergenza della serie 2 . . . 2 y,, a.., X," . . . -Yn" relativa- 
v,=o v,=O 

mente alla funzione f (y,) n. È poi chiaro che se Ai . . . A, è una determi- 
nazione speciale dell'insieme X,. . . Xn appartenente all'accennato campo di 
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convergenza, apparterrà a questo stesso campo ogni altra determinazione 
X I .  . . X n  del10 stesso insieme tale che per ogni valore di v ,  > d'un certo 
numero finito pi. . . per ogni valore di Y, > d'un certo numero finito p, sia: 

2. In virtù sempre della proprietà riscontrata per la derivazione ri- 
spetto ad operazioni I7 d'essere cioè permutabile all'addizione, è chiaro che 
data una serie di potenze d' uria sola operazione I variabile della solita 

v=OÛ 

forma: 2 y, Xv  la sua derivata prima rispetto all'operazione variabile X, per 
CO 

v=m 

uria qualunque determinazione X di X sarà data da 2 v  y ,  Xv-'. Ora, quando 
v* 

detta f (y,) al solito una funzione oggetto si voglia calcolare la derivata ri- 
v=m 

spetto a X dell'espressione L, y ,  Xv f (yI) 11 che si fa col procedimento indi- 
v = o  

cato ne1 cap. precedente, si presenta la qiiestione se tale derivata esiste ef- 
fettivamente, cioè se la serie che la rappresenta sia convergente : vale a 

. - 

dire se avendo X il solito significato X appartenga al campo di convergenza 
Y=w 

della serie 2 Y y, Xv-1 relativamente f (y ,). Ora questo campo comprenderh 
v=o 

certo tiltte le determinazioni X di X tali da sodisfare per tutti i valorj dell'in- 
dice Y da un certo valore finito in poi, alla disuguaglianza : 

essendo ~i un numero positi~o < 1. 
Nello stesso modo si possono definire le derivate d'ordine superiore di 

serie di potenze di un'operazione variabile X e si possono definire i campi 
di convergenza delle serie che rappresentano queste derivate, relativamente 
a una certa funzione oggetto, cioè, usando un'espressione analoga a quella 
che è usata nell'analisi ordinaria, i campi delle determinazioni d i  X, per le 
quali esistono effettivamente le derivate in parola relativamente alla funzione 
oggetto stabjlita. 

Cosi, quando s'nbbia una serie di potenze di pz (n  numero finito > 1) 
operazioni variabiii : Xi. . . ,&, si possono, applicando le precedenti con- 
siderazioni dare le sue derivate parziali rispetto alle diverse operazioni va- 
riabili calcolate per una certa determinazione dell' insieme X, . . . X,. E si 

Annali di Maternatica, tom0 XXVI. 38 
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presenta poi sempre anche qui la questione di stabilire il campo di determi- 
nazioni di X,  . . . &, ne1 quale le serie cos? ottenute convergono relativaniente 
ad una certa funzione oggetto. Cosi ad es., considerata ancora la serie 
v , = m  vn=w u,=m Y,,== 

2 . .. 2 9. ,.,, X,"]. . . Snvn, la derivilta parziale di 2 . . . 2 y ,,,,.,,,, X i v ~ .  . . Xav,~ f ( y , )  
v,=O v"=O v,=o vn=O 

rispetto a una qualunque delle Xi (i = 1 . . . n)  convergerà per una deterrni- 
riazione qualunque Xi . . . X, dell'insieme S, . . . X n  ogniqualvolta per tutti i 
sistemi di valori degli indici y ,  . . . vn da un certo sisteina di 
in poi sia : 

x7+1 . . . xy x;i-y . . . X y  f (y,) 

v i  ,vnti Xpf l . . . iYLi X;'tl . . . XR+* f (yi) 

valori positivi 

< ï ~ ,  

q essendo un numero positivo < 1. E considerazioni analoghe varranno per 
le derivate parziali pure e miste di qualunque ordine della serie considerata. 

3. Presa in esame una serie di potenze d'una sola operazione varia- 
V = M  

bile X, avente la solita forma 2 y, Xv,  si pub, considerato un increrriento 
7,= O 

A X della solita forma Ik ,  da darsi a X, considerare per una qualunque de- 
Y = M  

terminazione X di X 10 sviluppo secondo le potenze di X di 2; y,(X + A X)', 
v=O 

facendo gli sviluppi delle singole potenze del binomio X + h X che compaiono 
nell'espressione in parola. Evidentemente si verrà allora a rappresentaie ln 
nostra serie mediante la formola analoga a quella del TAYLOR. Basta appli- 
care al cas0 nostro le consideraziorii svolte per il cas0 di funzioni dell'ope- 
raxione X contenenti solo sue potmze in riumero finito. Posto cioè per bre- 

Y=M 

vi th : L, y, X v  = P (X) si avrà : 
v=o 

ove per derivata d'indice O s'intenda la funzione prjmitiva. 
Cosi avendosi una serie di potenze delle rz operazioni vnriabili S, . . . X w ,  

della forma di quella considerata ne1 paragrafo precedente, se la designi hre- 
vemente col simbolo F (Xi .  . . X,). Indi a ciascuna delle X h  (72 = 1 . . . n) si 
dia un incremento A X h  della forma Jh designando h un fattore costantc : 
si avrà per una determinazione qualunque X i  . . . Xn dell'insieme delle opera- 
zioni variabili, applicando passo passo le considerazioni svolte trattando di 
funzioni di più operazioni I variabili contenenti potenze di queste in numero 
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ove, come sappiamo, col simbolo : 

s'intende di rappresentare I'espressione che consiste ne1 calcolare le derivate 
parzixli d'una certa funzione di X, . . . SN e ne1 sommare i prodotti (simbo- 
lici) della derivata rispetto a XI moltiplicata per A Xi, con quello della de- 
rivata rispetto a X, moltiplicata per A X,,  ecc., ecc. 

Y=m 

Quando s'abbia un'espressione della forma : 2 y, XY f (y,) designata bre- 
1CO 

vemente con F ( X )  f (y,) i: facile dare per una determinazione generica X 
di X 10 sviluppo analogo a quello del TAYLOR di F (X + A X) f (y,) avendo 
A X la solita forma. Cib s'ottiene formalmente, npplicando le consideraziorii 

- - 

svolte per la  questione analoga sulle forme lineari alle potenze di X conte- 
nenti potenze di questa in numero finito. Ne1 caso presente perà v7è la que- 
stione di stabilire il campo di convergenzn dell'espressione ottenutn. È chiaro 
pertanto che il campo cercato sarh, per ogni determinazione speciale di A S, 
costituito dalle determinazioni di X tali che : 

1." L e  serie rappresentate dalle derivate di F ( X )  di tutti gli ordini 
- - 

prese rispetto a f (y,) per questa detexminazione di X siano convergenti as- 
solutamente. 

2." L a  serie : 

tamente. 
Infatti se X rende soddisfatta queste condizioni, i singoli termini della 

serie ora scritta, sviluppata in modo da porre i n  evidenza le singole potenze 
di X si potranno ordinare come si vuole, seriza che venga meno la conver- 
genza. 

E considerazioni analoghe valgono per 10 sviluppo mediante la  formola 
analoga a quella del TAYLOR di  serie di potenze di più operazioni I variabili. 
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4. Anche per i calcoli con serie di potenze d'operazioni I variabili è 
da applicarsi il metodo dei coefficienti indeterminati. Sia infatti la  serie di  

v=m 
potenze dell'operazione X': 3 y ,  X v  analoga a quella considerata nei para- 

v=O 

grafi precedenti e sia X una determinazione qualunque di X appartene~ite al 
siio campo di convergenza relativamente a una certa funzione f (y,) .  Detta x 
una variabile ausiliaria distinta dalle variabili y ,  y,.  . . y, considerate, appar- 
terrà a questo stesso campo di convergenza anche l'operazione z X ogniqual- 
volta 1 z 1 < 1. Incominciandosi a moltiplicare per z ,  Xi ossia X, è chiaro 
che non essendo mai x variabile d'iqtegrazione x X 2 X sarà equivalente a z q 2 .  
Considerata quindi ln serie : 

questa sarà convergente per ogni 1 a 1 < 1. Supponiamo inoltre che essa sia 

nulla identicamente per ogni determinazione X di X tale che: 

essendo un numern positivo < 1 (v. $ 1 di questo cap.). fi chiaro che x X 
sodisferà per ogni ] z 1 < 1 all' accennata disuguaglianza. Allora nella serie 

,'=m 

di potenze zv y, X ' f  (y,) dovranno essere nulli i termini che moltiplicano 
,,=O 

ciascuna potenza di z .  Dovranno quiridi essere nulli tutti i coefficienti : 
y ,  Xv f (y , )  ( r  = O, 1 . . . 00). . Dati ora a y,, la  quale sia la variabile da cui 

v=OO 

dipende 2 y ,  Xv f (y,), valori tclli clie X v  f (y,) sia . O ,  e ,  posta l'ipotesi che 
?=O 

X q  f (y,) sia funziorie coritinua di  y, : di tali valori se ne troveranno in ogni 
regione per quanto piccola del campo in cui X" f ( y , )  è ntta a rappresentarci 
una funzione analitica. f4 chiaro quindi, che la serie considerata potrà atinul- 
larsi solo a patto che sia nul10 ciascuno de'suoi coefficienti identicamente. 

D a  cib segue che se due espressioni della forma di quella considerata 
devono essere identiche per qualunque determinazione di S, devono essere 
identici i loro rispettivi coefficienti delle stesse potenze di ,Y. Cosl, coine si 
vedrà in litvori successivi , per la determinazione d'un'espressione della 
forma (16) è pienamente applicabile il metodo dei ooefficimti indeterminati 
quale serve nell'analisi ordinaria alla determinazione di serie di potenze d'una 
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variabile. 11 metodo in discorso vale anche per espressioni della forma 
p=m 

L; X p  yp  f (y,) essendo le cpu altrettantk funzioni della variabile d'integrazione 
P=o 

da determinarsi, E le considerazioni su cui si fonda l'applicazione di questo 
metodo sono le stesse svolte dianzi per il caso analogo. 

Estensione del  concetto d'integrale definito e indefinito. 

1. Si consideri una certa funxione d'un'operazione I variabile LX, fun- 
zione che designeremo al solito con F ( X )  e, fissata una certa funzione di y , ,  
f ( y , )  si prenda a considerare il campo di determinnzioni di X ne1 quale 
P ( X )  è definita relativamente a f(y,). Si assurnano ad arbitrio due deter- 
minazioni fisse A,  B di ,Y comprese in questo campo : se in base alle con- 
venzioni del cap. 1." è da designarsi con y,,, la variabile da cui dipende 
F (X) f (y,) 15 chiaro che A,  B differiranno fra loro relativamente a F (X) f (y,) 
per una certa funzione di  yp+, clle designeremo con p ( 2 / , 4 .  Ci6 posto, fis- 
siaino una successione di determinazioni di X comprese ne1 campo in cui 
P(X) è definita relativamente a fiy,), determinazioni che designeremo con 
A, A, .  . . A ,-,, tali che sia all'infuori d'operazioni 1 : 

AL l' ( A )  f (Yi) - A F ( A )  f (y,) $- una certa funzione di y,,+~ die designererno con 

A, J'(Ai) f (yi) = Ai 3 (~41) f ( y ~ )  $- ,, n n n 
I 

n 4 
. . . . . - . . . . . . . 
BF(Ap- i )  fiyi) = Al*-* F(Ap-i) f ) + n ,, & - 4 .  

Indi si faccia la somma dei prodotti delle ( h  = 0, 1, . . . t; - 1) per 
le F(Ah)  f ( y , )  designando per simmetria nelle notazioni A con A,. Questa 
somma sarà: 

(ad ogni F ( A h )  f (y,) s'intenda applicata l'operaziorie 1 che la trasforma da 
funzione di %+, nella stessa funzione di y,+,). Cosi quella somma si potrehbe 
anche scrivere Ti' JJ,~ F (Ah) f (y,), quando le F (Ah)  f (y ,) si prendessero cosi 2 .  
corne stanno. Osa, quando al tendere delle dh sirnultaneamente e indefinita- 
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mente a O ,  yuella somma ammette un limite diremo quel limite, per l'analogia 
che presenta coll'integrale definito studiato ne1 calcolo infinitesimale: u Inte- 
grale definito della funzione F ( X )  relativamente a f (y,)  calcolato fra i lirniti 
A ,  B, oppure integrale definito di F ( S )  f ( y , )  calcolato fra gli accennati li- 
miti n .  Con un'ovvia estensione poi di concetti dati da1 calcolo ordinario di- 
reino che ,' fissando la successione di determinazioni di X ,  A , ,  . . . A,-, ne1 
rnodo con cui cib fu da noi fatto, si è suddivisa la differenza fra B, A re- 
lativamente n F ( X )  f ( y , )  in porzioni &. k poi chiaro che se ne1 campo in 
cui F ( X )  è dcfinita relativamente a f (y,) essa B anche continua relativa- 
mente a quella stessa funzione, esiste il limite di S. Cià posto si ha  il: 

Teû~ema. Il limite di v d' F (Ah) f (y,), quand0 sia P (X)  continua re- 
h 

lativamente a f (y,) facendo tendere indefinitamente a O (in modulo) le por- 
xioni ah? è unico e indipendente, cioè, da1 modo con cui avviene questo 
decrescimento delle ah. 

Consideriamo irifatti altre due suddivisioni della differenza tra A, B re- 
lativamente alla funzione F ( X )  f (y,) (dopo aver fisaato le dh in modo che 
per tutti i valori di pei quali vengono calcolate siario < v ,  quantità fi- 
nita) coïrispondenti ad altri due sistemi di determinazioni di X, tali che 
queste determinazioni siano interniedie (s'intende intermedie relativamente a 
F ( X )  f (y,)  cioè scelte in niodo da avere rispetto a A ,  B proprietà analoghe 
alle Al,(h= 1 . . . p - 1)) e siano di più tali che dette b k ( k =  1, 2 . .  .) le determi- 
nazioni corrispodde~iti alla prima di queste suddivisioni ATs (7, s = 0, 1, 2 . .  . 
con intendesi la stessa A )  le A, comprendano si le Ah che le An. Si 
indichino allora in generale con x3 le differenze relative alle 6, ( A T 8 )  f ( y , )  
tra ATs+, , A r s .  Dette S' ,  S" le somme analoghe a S ~ttengonsi  rispetti- 
vatnente con queste due suddivisioni della differenza tra B, A relativamente 
it F (X) f (y , ) ,  sarà 8' data d a :  2 d, E'(A,) fiy,) (si noti che k ,  r ,  s va- 

*, s 

riano per una successiorie finita di valori). 
In detta somma il termine : dn liT(Ah) f (y,) (IL = O, 1 . . . p. - 1) della 

somma 6 sarà sostituito da una somma di termini della forma: 

Osa il modulo della differenza : 
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quand0 sia 7 il massimo dei limiti superiori delle singole Jh per j valori di y,+, 
compresi ne1 campo ne1 quale sono definite si pub rendere piccolo quanto si vuole. 

Infatti, per ipotesi le z,,,, sono tutte in virtù del modo con cui furono 
scelte < q .  Allora la funzione F (X) relativaniente a f (y,) è continua iinifor- 
memente ne1 campo di determi~iazioni di X in cui sono comprese quelle dn, 
noi considerate, sicchè il modulo della differenza considerata, poichS presa 
una quaritith arbitraria 5 si pub sempre fare in modo che sia: 

sarh : < 5 2 &,,+,. CiO premesso, se noi imaginiamo ne1 piano d7 una varia- 
e 

bile complessa i punti che ci rappresentano le  singole quantità cornplesse: 

(,O = 0, 1 , .  . . k ,  ne1 quozierite si sottintende un'operazione 1) per ogni valore 
speciale di y,+, compresa ne1 campo in cui quell'espressione B at ta  a rap- 

presentarci una funzione analitica, il modiilo di a,+, (p  = O, 1, . . . V )  calco- 
lato per il corrispondente valore di mppresenta l a  distaiiza rettilinea dei 

q=v = 

p n t i  rappresentanti le singole espressioni (18): percib 2 I $,,+, I rappresenta 
@=O 

ln distanzn rettilinaa dei punti rappresentanti le due espressioni : 

(senipie sottintendendo nei denominatori un' operazione 
delle (18) corrispondenti rispettivamente ai valori O, u di 

I ) ,  che son quelle 
p. Diciamo 11, il li- 

- 
mite superiore di I &+, I per i valori di compresi ne1 campo in cui 
quell'espressione sia atta a rapprescntarci una funzione analitica: sarà il mo- 
du10 della differenza (17) < 6 Z h .  Operando cosi su tutti i termini 8 e sui 
corrispondenti dell'altra somma 8' si vede che la  somma delle corrispondenti 
differenze (17) la quale non è che S" - S' avrà il modulo < 5 1 ove si ponga 
If =p 

2 = Z. Ora 5 1 per 4 piccolo a piacere si pub rendere < di quella quan- 
k=1  

tità che più ci piace : ma 5 è arbitrario: 10 ~ r e n d e r e m o  qiiindi tale da 
rendere : 

& 
18"-SI<-, 

2 
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essendo E una quaniità fissata prima piccola a piacere. de  non che : 

mentre d'altro canto con procedimento analogo a quel10 testè tenuto si di- 
mostra che anche : 

Da cib risulta I Sr  - SI =z 6, essendo E una quantità piccola a piacere. Con 
cib è dimostrrtto il teorema, 

B 

L7integrale eonsiderato si designerà col simbolo ( F (X) f (y,) d X. 
A 

Risulta poi chiaramente dnl modo con cui fu calcolata la somma S che 
se la  suddivisione della differenza tra B, A relativamente a I f 7 ( X )  f (y,) si 
fosse fatta partendo da B e procedendo verso A ,  proc,edendo cioè in senso 
inverso e si fosse quindi in base a questa suddivisione calcolata la somma 
analoga a S, il limite della somma cos; calcolata a l  tendere simultaneamente 
e indefinitamente a O delle porzioni in cui fu suddivisa la differenza tra A ,  B 
relativa a F ( X )  f ( y , )  sarebbe = all'integrale che è il limite della somma S 
studiata dianzi, preso con segno negativo. 

2. 1 concetti testè esposti si possono estendere opportunamente in 
modo da giungere, per le operazioni di più operazioni I variabili, a concetti 
analoghi. Ci limiteremo a considerare i l  caso più semplice, quel10 cioè d'una 
funzione di due sole operazioni I variabili, non presentando poi alcuna dif- 
ferenza sostanziale da yuesto caso il caso d'una funzione di più operazioni 
variabili. S i a m  dunque al solito X , ,  X, le due operazioni variabili da con- 
siderarsi, F ( X ,  , X,) una loro funzione, f (y,) la funzione oggetto relativa- 
mente alla quale F ( X , ,  X,) si considera definita in un certo campo. Cib pre- 
messo, in detto campo di determinazioni dell'insieme XI, Xz ne1 quale è definita 
F (XI, X,) relativamente a f ( y , )  assumansi a piacere due determinazioni 
speciali A , ,  Bi di X, e due determinazioni speciali A,, B, di X,. Si consi- 
deri quindi l'espressione che s'ottiene calcolando ne1 modo esposto ne1 para- 
grafo precedente l'integrale definito di F ( X , ,  -&) relativamente a f (y,) fra 
i limiti B,,  A,  considerando cioè F(X,, X2) corne funzione della sola X,, 
vale a dire tenendo fissa X,, poi calcolando nello stesso modo l'integrale de- 
finito dell'espressione cos) ottenuta (la quale cos1 dipenderà solo da X,) fra i 
limiti B?, A*.  Vale a dire, detto H (X) f (y,) il risultato della prima integra- 
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zione (esso dipende come s'è detto solo da X,), si dovrà calcolare l'integrale 
definito d i  H(X2) relativamente a f (y,), fra i limiti L I , ,  A , .  Ora,  l'espres- 
sione che cos) a'ottiene si dira : u Integrale definito doppio di $'(Xi, X,) re- 
lativamente a f (y,) calcolato fsa i limiti B,,  A ,  e B,, A, n oppure anche 
più semplicemente u Integrale definito doppio di &'(Xi, X,) calcolato fra gli 
accennati limiti. n 

Cosi quest'integrale doppio sarà il limite, se detto limite esiste, dell'e- 
spressione : 

ove le A,,, A,,(h=O, 1, 2 . . .  p - 1 ,  k = 0 ,  1, 2 . . .  Y-1' o v e p )  siano 
numeri finiti e si designi A,  anche con AZo,  A ,  con A,J sono le determina- 
zioni rispettive di X,, X ,  che servono alla suddivisione delle due differenze 
di B,, A ,  e Bi, A ,  relative rispettivamente alle funzioni H(X,)  f (y ,) , 
F ( X , ,  X?) f (y,), al tendere simultaneamente e indefinitamente a O delle dif- 
Ferenze : 

E come ne1 cas0 precedente d'un integrale d'una funzione d'una sola opera- 
zione variabile si dimostra che il limite di S B indipendente da1 modo parti- 
colare con cui tendono a O le dk, &. 

V'è poi da osservare che non essendo le operazioni 1, in generale per- 
mutabili fra loro non rirnarrà l'espressione : 

inalterata quando si eseguisca I'integrazione con ordine inverso a quel10 te- 
nuto ne1 calcolare l'integrale considerato, talchè detto integrale muterà quando 
si iiiverta I'ordine delle integrazioni. 

L'integrale doppio considerato, si designerà col simbolo: 

i'fm s , ) f ( y i ) d X .  L, (19') 
a Al  

Annali di ~Mnlematica, tom0 XXVI. 39 
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se esso si consideri come limite della somma S formata di termini ciascuiio 
dei quali abbia la  forma (19) : si designerà col simbolo : 

quando sia il limite d'una somma analoga a S, m a  ottenuta integrando prima 
rispetto a X,, poi rispetto a X,. 

3. Ora daremo per il calcolo qui studiato un'estensione del concetto 
d'integrale indefinito. Si consideri pertanto di nuovo l'integrale definito sem- 
plice dell'espressione F (X) f (y,) contenente iina sola operazione variabile : 
sia ancora quest'integrale : 

n 

Anzitutto osserviamo, il che ci sarh utile pih innanzi che se si fissa una 
terza deterniinazione C d i  X soggetta alla sola liinitazione d'essere compresa 
ne1 campo delle determinitzioni di X ne1 quale F (X) B definita relativamente 
a f (y,) risulta da1 modo stesso con cui si determina l'integrale definito d'una 
funzione dell'operazione X relativamente a una certa funzione oggetto f (y,), 
fra due limiti assegnati, essere: 

C B C 

p (1) f (Y,) d x = p  (x) f (y*) x +(F ( X )  f (y,) d X. (20) 

Si noti che naturalmente il secondo termine del secondo membro della (20j 
fu calcolato in base a una certa suddivisione della differenza di C, B relativa 
alla funzione F (X) f (y,) fatta in modo analogo a quel10 con cui fu fatta l a  
suddivisione in porzioni della differeriza di B ,  A relativamente sempre a 
F (X) f (y,) per calcolare l'integrale che figura ne1 primo termine del secondo 
membro dello stesso (20). Cos1 si avrà anche : 

Cib posto supponiarno che in uii integrale definito (ne1 senso d a  noi dato a 
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questa denominazione) della forma : 

l'estremo superiore sia invece che una determinazione fissa di X ,  la stessa 
operazione variabile X: è chiaro che allora ogni determinazione dell'inte- 
grale in parola dipenderà dalle speciali determinazioni dell'estremo (O limite) 
d'integrazione variahile: talchè sarà una funzione di detto estremo, intendendosi 
per funzione dell'operazione X anche un'espressione della forma F (X) f (y,). 

Percib l'integrale F ( X )  f (y,) si potrà anche designare con @ (X) f (y,) ove iI 
A 

si dwigni con (D (1) una certa funzionc di X. Cosi per ogni speciale deter- 
minazione di X ,  fatta 1:i suddivisione in porzioni ne1 modo dianzi indicato 
della differenza tra questa e A relativamente a P (X) f (y,) s' avrh una speciale 
determinazione (O un certo numero di speciali determinazioni) di Q (X) f (y , ) .  
Ora questa funzione rp (3) f ( y , )  si dirà u Integrale iridefinito della funzione 
F ( X )  di X relativamente alla funzione f ( y , )  calcolato rispetto a ,Y n O più 
hrevemente anche u integrale indefinito della funzione F (X) f (y,) calcolato 
rispetto a X n .  Sull'integrale indefinito, di cui fu ora introdotto il concetto si 
hanno i seguenti teoremi : 

Teorema I. Designato l'integrale indefinito di F (X) f (yi) calcolato ri- 
spetto a K col simbolo @ (X) f (y,) la funzione di ,Y, @ (X)  è ~(ontinua rela- 
tivarnente a f (y,) per tutte le deterrninazioni di X per le quali è con- 
tinua E' (X). 

Infatti, considerata una determinazione generica X contenuta nell'accen- 
nato campo, detto A X un incremento della solita forma l k  con k costante 
si ha : 

ove per calcolare l'integrale che figura ne1 secondo membro si sia suddivisa 
la differenza tra X ,  X + A X relativa a F (X) f ( y , )  in porzioni le  qiiali in 
questo caso saranno costanti, cioè frazioni di k. Siano 82) (m = 0, 1, 2 . . Y .- 1) 
queste porzioni costanti : dette A, X (m = 1 , 2 . . .) le operazioni intermedie 
considerate che servirono ciok a suddividere la differenza in parola, A,. X 
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non sarà altro che un' operazionc della forma ls,,,k: sarà pertanto : mante- 
iiendo le precedenti posizioni : 

Da quest'uguaglianza risulta che se X + A ,Y appartiene ancora al campo di 
determinazioni di X ne1 quale F ( X )  è definita relativamente a f ( y , )  dalln 
continuità per la determinazione X di X relativamente a f  ( y , )  di F ( X )  de- 
r i ra  la continuità di @ (X) per questa stessa determinazione di X relativa- 
mente a f (y , ) .  Invero, sodisfatta l'accennata condizione si pub, scegliendo 
opportunamente A X fare in modo che l'ultimo termine dell'ugiiaglianza om 
scritta abbia il modulo inferiore ad una qiiantità fissata a nostro arbitrio. Cib 
avverrà quindi anche del secondo membro. c. d. d. 

Teoretlm II .  Dall'essere : @ (X) 1' integrale indefinito di F ( X )  relativa- 
mente a f (y,) risulta essere F (X) f (y ,) la derivata di 4 ( X )  rispetto a X : 
cioè l'integrazione indefinita e la derivazione rispetto a operazioni 1 sono 
operazioni inverse una all'altra. 

Infatti, ripresa in esame la (21r), ad essa si potrà anche dar la forma: 

designando una funzione della variabile da cui dipende la funzione risul- 
tato in cp (X) che tende a O con 4 X. E l'uguaglianza vale ancora chè ancora 

sussisterebbe la. ('LI'), qualora A X rappresentasse A (Y') semprechè questo 
f (?Id 

quoziente fosse una costante. Postici in questo caso, risulta chiaramente dalla 
uguaglianza ora scritta : 

X 

X7n+i f (VI) Da questo teorema risulta che ad es. / Xm f (y,) d X =  ,@ _(- 

A 

L'integrale indefinito della funzione F (X) f (y ,) calcolato rispetto a X 

si rappresenterà semplicemente col simbolo F(X ' )  f (y,) d X,  corne si fa per I 
gli integrali indefiniti che si considerano rie1 calcolo ordinario. 
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l 'eorema III. L'integrazione si definita che indefinita rispetto ad  opera- 
zioni I è permutahile all'addizione. 

Teorema IV. L'integrale indefinito della funzione Y (X) E 1 ( X )  f ( y , )  de- 
signnndo al solito y ( X ) ,  F ( X )  due funzioni dell'operazione variabile X, cal- 
colato rispetto a X è dato da1 risultato del17 operazione Y (X) applicata a 

J F ( X )  f ( y , )  - l'integrale indefinito della funzione che ottiensi applicando 

l'operazione Y' (X) a F ( X )  f (y ,) (per qualunque determinazione di X ) .  S 
Infatti, per dimostrase il primo di questi teoremi, osserviamo anzitutto 

che da1 modo stesso con cui si calcolano gli integrali definiti qui considerati 
O indefiniti di funzioni della forma F ( X )  f ( y , )  rispetto all'operazione X, ri- 
sulta che l'integrazione st definita ch2 indefinita di funzioni dell'accennata 
forma è permutabile all'addizione (ed alla sottrazione). Cib risulta immedia- 
tamente dalla fortnola (ove siano ( X )  (i = 1 . . . m - 1) m - 1 d t r e  fun- 
zioni di X), e A ,  B e le 8 abbiano sempre il solito significato) : 

+ vfm-, (Ah) 1 f (y,) = 

mentre una formola analoga si ha per gli integrali indefiniti: basta cioè nella 
fortnola precedente supporre variabile l'estremo superiore dell'intervallo d'in- 
tegrazione. - 

E d  ora passiamo a dimostrare l'altro teorema enunciato. Pertanto, sup- 
posto che esso si verifichi, che sia cioè : 

si designino breveinente i due membri di quest'uguaglianza con E(X) f ( y , )  
e si calcoli la derivata di quest'espressio~ie rispetto a X per una qualunque 
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determinazione X di X soggetta solo alle ordinarie condizioni onde per X =  X 
esista la derivata oercata. Sarh, in virtù di già dimostrate proprieth: 

da cui per essere l'integrazione indefinita rispetto a operazioni 1, inversa alla 
derivazione segue che è esatta I'uguaglianza (22). c. d, d. 

È chiaro che quest'ultimo teorema dà precisamente l1estensione pel cal- 
colo qui studiato del17integrazione per parti. 

4. Con una semplice estensione delle precedenti considerazioni si giunge 
a dare j l  concetto d'integrale indefinito multiplo d'una funzione di più ope- 
rnzioni I variabili relativamente a una certa~funzione ogçetto. Prendasi in- 
fatti di nuovo 17espressione (19') : 

ove i simboli qui usati abbiano sempre 10 stesso significato loro attribuito fin 
qui. Io base afie preeedenti considerazioni si devra dire u Integrale indefinito 
doppio della funzione delle operazioni variabili Xi, X2, F (XI X2) relativa- 
mente a f (y,) calcolata rispetto a X,, X2 n O semplicemente anche u Inte- 
grale indefinito doppio di P(Xi X,) f (y,) calcolato rispetto a Xi,  X ,  n 17 e- 
spressione in cui si trasforma 17integrale (19) quando agli estremi fissi Bi, B, 
si sostituiscano rispettiramente le stesse operazioni variabili. Esso si designera 
allora col simbolo : 

Ripetendo le consideïazioni svolte per le funzioni d7 una sola operazione I 
variabile si dimostrano per questo integrale indefinito teoremi analoghi a 
quelli dimostrati ne1 paragrafo precedente. Essi sono i seguenti: 

Teoretna 1. Nel17integrale indefinito doppio della funzione F (X, X2) f (y,) 
calcolato rispetto a XI, X, compare una funzi~ne di X,, X2 che è continua 
relativamente a f (y,) per tutte le determinazioni di Xi, Xp per le quali cib 
avviene di F (Xi, X2). 

Teorema 11. La derivata parziale prima de117 integrale indefinito di 
F ( x ,  x,) fiy,) calcolato rispetto a Xi, X, presa rispetto a Xi è = per cia- 
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scuna speciale determinazione di XI all'integrale indefinito di F (3,  X,) f (y,) 
calcolato rispetto a X, ,  e la derivata parziale prima del10 stesso integrale 
indefinito preso rispetto a X,  è = per ciascunn speciale determinazione di X, 
all'integrale indefinito di F (XI X2) f (y,) preso rispetto alla sola XI. Final- 
mente la derivata parziale mista del 2.' ordine dell'integrale indefinito doppio 
in parola (ne1 caso di due operazioni variabili vi è una sola derivata parziale 
mista del 2 . O  ordine) è la stessa funzione F (XI : X, f (y,). 

Teoremu III. (Questo è identico al teorema III che fu dato per le fun- 
zioni d'una sola operazione 1 variabile.) 

Teorerila IV. Questo consiste nel17applicazione del teorema I V  dato per 
le funzioni d'una sola operazione I variabile al  caso di funzioni di più ope- 
razioni I variabili, ove ogni volta si consideri la funzione considerata come 
dipendente da una sola delle operazioni variabili che in essa figurano, dando 
a ciascuna delle altre una determinazione fissa. 

Cosi anche i teoremi 1 e II si dimostrano nello stesso modo con cui si 
dimostrarono gli analoghi del paragrafo ~receden te ,  considerando ogni volta 
l'espressione da c,onsiderarsi come dipendente da una sola delle operazioni 
variabili che in essa figurano. 

I l  passaggio al caso di funzioni di un numero qualunque > 2 d'opera- 
zioni I variabili non presenta alcuiia difficoltà. Per  queste si ha la stessa 
trattazione fatta per il caso di due operazioni I variabili, caso al quale ci 
siamo ristretti per seniplicità. 

X o t a  a l  § 1 del cap. 6.0 Si segnino ne1 piano d'una variabile complessa 
i punti corrispondenti rispettivamente alle funzioni di yp+2, do 5, . . . dP+, per 
ogni valore speciale di y.,, compreso ne1 campo in cui dette espressioni sono 
atte a rappresentare funzioni analitiche. Si moltiplichi quindi all'infinito il nu- 
mer0 delle $h (h  = 0, l . .  .), mentre ciascuna d'esse impiccolirà indefinitamente 
in modulo. Con cib i punti segnati ne1 piano considerato andranno accostandosi 
sempre più l'una all'altro indefinitamente, tendendo a confondersi. Cos: ver- 
ranno a costituire una linea che si pub riguardare come linea d'integrazione 
per l'integrale definito di funzioni della forma F ( x )  f (y,) calcolato rispetto 
ad  x per quel10 speciale valore di yp+, . Perb I'estremo inferiore del primo 
dei tratti dh e quel10 superiore dell'ultimo, i quali sono i limiti d7integrazione 
rimarrarino fissi. 

Nota l.a ai $5 3, 4 del cap. 6." L'integrale indefinito d'espressioni di- 
pendenti da operazioni I variabili, quale fu qui considerato, si determinerà 
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sempre a meno d'un'espressione costante rispetto alle operazioni variabili con- 
siderate, espressione che si determina in base agli estrenii inferiori, i quali 
sono fissi dell'jntervallo d'integrazione. Inrero poi, derivando l'espressione ot- 
tenuta mediante l'integrazione si ricade sulla funzione da jntegrarsi, poichè 
la derivata del17espressione costante in parola è, come si vide ne1 cap. 4.", 
sempre nulla. Cib corrisponde perfettamente ad una delle proprieth fonda- 
meiitali degli integrali indefiniti studiati ne1 calcolo ordinario. 

Nota 2.a agli stessi pwagrafi .  Riguardo al teorema che 2 L'integra- 
zione si definita che indefinita d'espressioni dipendenti da operazioni I va- 
riabili, eseguita rispetto a queste stesse operazioni è permutabile a,ll'addizione, 
si osservi che quando si tratti di calcolare si l'integrale indefinito che quello 
definito entro certi limiti, d'un'espressione della forma F (X) f (y ,) ove F (X) 
sia una serie di potenze dell'operazione I variabile : X, si presenterh sempre 
la questione, per poter dire che l'espressione ottenuta mediantc 17integrazione 
rappresenti effettivamente l'integrale cercato, di stabilire se la funzione di X 
che figura in detta espressio~ie ammetta un campo di convergenza relativa- 
mente alla funzione f (y,) e quale sia quest,o campo, dato che esista. 

II. 

Ne1 precedente lavoro diedi l'abbozzo d'un calcolo, ne1 quale si con- 
sideri come elemento l'operazione funzionale rappresentata da un integrale 
defiiiito, che designisi in generale col nome d'operazione I. Cos1 definii ope- 
razioni facenti riscontro alle operazioni fondamentali dell' aritmetica: indi, 
date la definizione di funzione d'operazioni I e le proprietà fondamentali di 
queste funzioni, studiai operazioni analoghe alle operazioni fondanientali del 
calcolo infinitesimale. Ora mi propongo, fondandomi sui concetti svolti in detto 
Iavoro, il çui concetto fondamentale è quello d'operazione I variabile, suscet- 
tibile cioè d'assumere infinite deterniinazioni distinte in corrispondenza alle 
infinite determinazioni distinte che si possono far assumere alla sua funzione 
caratteristica e alla sua linea d7 integrazione, d'entrare in maggiori dettagli 
sull'argomerito studiato. E per primo qui ebbi per scopo di svolgere una 
teoria delle fiinzioni d'operazioni I variabili. Anzitutto, per far cib, slabilii 
una corrispondenza univoca fra i punti del10 spazio e le infinite determina- 
zioni che è suscettihile d'assumere una certa operazione I variabile. Tndi, 
detta X una certa determinazione di quest'operazione variabile X corrispon- 
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dente con un valore generico della variabile, da cui in X dipende la fun- 
zione risultato, diedi il modo per riguardare l'insieme delle determinazioni 
di X corrispondenti a un certo insieme di valori dell'accennata variabile, come 
rappresentato da  unn curva piana nello spz io ,  ciascun punto della quale sia 
il purito rappresentativo della determinazione di X corrispondente a un determi- 
nato valore del17accennata variabile. Con ci6 ogni espressione che dipenda 
r3a X sarà una funzione d7una certa curva piana chiusa variahile, che è la  
curva rappresentativa di X. Indi, per funzione di questa linea variabile cal- 
colata per una certa determinazione di essn, che dirb brevemente L, si dovrà 
intendere la determinazione d ' m a  data espressione diperidente da X, calco- 
lata in un punto generico di L,  laddove altre volte saranno da  considerarsi 
determinazioni di una tale espressione corrispondenti a un punto specificato 
d'iina data determinazione della curva rappresentativa di X e cib si porrh 
in evidenza ne1 simbolo, con cui si rappresenterà questa determinazione del- 
l'accennata funzione. E in tutto il corso del lavoro uso indifferentemente i 
termini u funzione d'un70perazione X n O funzione della sua linea rappresen- 
tativa, essendo questi termini equivalenti. Inoltre applico alle funzioni che qui 
vengono considerate i concetti svolti da1 prof. VOLTERRA (*) pure nello studio 
di funzioni dipendenti da  linee nello spazio, dando anche un breve cenno 
delle sue considerazioni sulle espressioni analoghe ai parametri differenziali; 
m a  non entro in maggiori dettagli su cib, perchè questo richiede l7introdu- 
zione d'altri concetti, non strettamente attinenti all'xrgomento qui studiato, (: 
che mi riservo di considerare, altrove, a parte. 

Ne1 secondo capitolo del lavoro prendo in considerazione le funzioni di- 
pendenti da operazioni 1 variabili, rappresentate da serie di potenze (siinbo- 
liche) delle operazioni da cui dipendono, applicate a uiia certa funzione 
oggetto ; a questo proposito do concetti che possono riguardarsi come un'e- 
stensione dei concetti fondamentali della teoria delle funzioni del WEIERSTRASS. 
Da ultimo metto in connessione quanto esposi ne1 secondo capitolo con quanto 
trovasi eçposto ne1 primo. A questo proposito conviene avvertire che, quando 
si parla di funzioni d'una linea nello spazio corrispondenti alle determinazioni 
di questa comprese in u n s  certa regione del10 spazio, in quella cioè in cui 

(*) V. VOLTMLIIA , Sulle funziani dipeiztbnti da  lii~ee e U d  eslensioîle delta teot-ici (EL 
Itiemaizn clelle fuizzioni d'unn vat-inbile co~nplessu. Cornplessivainente 5 Note nei Re&- 
co121i della. R. Acc. dei Lincei, nnnate 1887 e 188s e S u r  wze ~/Snéralisatioiz de ltc tlreorie 
cles foizctirina cl'uize tm~iable imagiiznire. Acta Matlieinatica, vol. XII. 

Annuli di Matemnticu, tomo XXVI. 40 
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è definita la funzione considerata [tale cioè che le determinazioni dell'opern- 
zione variabile da cui dipende l'espressione considerata, corrispondenti a'suoi 
punti appartengono alllinsieme in cui è definita quell'espressione (v. Ixv. 
prec.)], si potranno anche prendere in considerazione deterininazioni di detta 
linea, comprese solo in parte nelllaccennata regione, e allorn perb si dovri, 
senz'aggiungere altro, sottintendere che siano prese in considerazione soltaiito 
le porzioni della linea in questione comprese entro la detta regione. 

1 concetti principali del WEIERSTRASS dei quali è qui data un'estensione 
sono : 

a)  Quello di cercliio di convergenza, al quale fa qui riscontro quel10 
d i  sfera di convergenza. 

b) Quello di continuazione analitica. 
c) Quella di funzione analitica e di suo elemento. 

1. Metodo per stnhilire una corrispondewa fru zrdoperaxione I e una 
linen ne210 spuzio e conseguenxe che se tze ricaoano. Si consideri un'opera- 
zione 1 variabile : X: la sua funzione caratteristica sarh una funzione varia- 
bile nella sua forma, di  due variabili cornplesse indipendenti, che designererno 
con y , ,  y, intendendo con y,  la  variabile dlintegrazione, con y, quella da 
cui dipende la funzione risultato : di più I'accennata funzione caratteristicn 
dovrà, qualunque sia la determinazione che le vien data (10) (*) essere fun- 
zione analitica ed uniforme delle variabili da  cui djpende e dovrà, come ve- 
dremo essere in generale, anche regolare in tutta una regione del piano y , .  
Cib posto, ogni determinazione di questa funzione varierà in un certo piano, 
essendo esw una quantità cornplessa : cos1 ad ogni coppia di valori di y , ,  y, 
corrispoiiderà un punto del piano, in cui varia una certa determinazione della 
no& funzione. Si consideri pertniito una di queste determinazioni, che de- 
signeremo con u (y, y,) : e sia n, il piano, in cui essa varia. Desigtiisi oon R, 
la  regione del piano y , ,  in cui essa è regolnre, come funzione di y ,  : si 
converrà allora di prendere in considerazione, conie linee d' integrazione da 
attribuirsi alle singole determinazioni di X solo linee coniprese entro R, e 

(*) Colla designazione ( IO)  intenderemo di richiamare cose esposte ne1 precedente ln- 
voro intorno n cpest'argomento. 
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come funzioiii oggetto, solo funzioni di y, che, oltre ad essere analitiche uiii- 
formi ( Io ) ,  siano regolari eritro 3,. Con questa restrizione per individuare X, 
quando se ne sia fissata la funzione caratteristica, basterà che siano detemi- 
nati gli estremi della ljnea d'integrazione, corne si sa dalla teoria ordinaria delle 
funzioni d'una variahile complessa. Cosi, quando si sia assunto corne estremo 
inferiore di detta linea d'integrazione un certo piinto arbitrario di RI, S, 
sotto le condizioni poste, dipenderà esclusivamente dalla funzione caratteri- 
stica e dall'estremo superjore della linea d'integrazione. Assumiamo ora, dopo 
aver fissato l'estremo inferiore della lineà d'integrazione di X, una sem- 
plice infinità di determinazioni dell'estremo supeïiore , comprese tutte in R I ,  
che supporremo rappresentate univocamente dai punti d'una retta indefinita 
nello spazio, di cui fisserenio l'estremo inferiore che designeremo con P. 
Prendiamo quindi in esame un insieme di infiniti di piani passanti perb tutti 
per P, ciascuno dei quali sia sostegno d'una data determinazione della fun- 
zione caratteristioa di  X, in griisa che ciascun punto d'uno qualsiasi di questi 
piani indivjdui il valore della relativa funzione corrispondentemente a unn 
certa coppia di valori di y , ,  y,. Detta ancora a (y, y,) una certn determina- 
zione della funzione caratteristica di ,Y, n, il piano in cui essa varia, si fissi 
in .rra un punto M, che rappresenti i l  valore di a(y ,  y2) corrispondente a1 
valore di y, che corrisponde a1 punto fissato come estremo inferiore della 
linea d'integrazione e ad un dato valore di y,, si coriduca per questo punto 
una parallela alln retta, preva come sostegno dei punti imagine delle assunte 
determinazioni dell'estremo superiore della liiiea d'integrazioiie in pnroln, retta 
che d'ora in avaiiti designeremo per semplicith con 1.. Fissato un punto ar- 
bitrario T su t . ,  con che è fissata una data deterniinazione dell'estremo su- 
periore della linea d'integrazione di ,Y, si prenda sulla parallela a r condotta 
per Ml un segment0 avente origine in Ji!, orientato conie r e di langliezza 
=PT.  Il suo estremo che desigiieremo con V sarà cos1 univocamerite in- 
dividuato. quando si siano fissati, TC,, M, T. Ora facciasi variare y, per una 
successione continua semplicemente infinita di valori, in guisa che i l  punto ;11 
descriva una curva chiusa i n  T,, i cui punti corrisponderanno univocamente 
ai valori della successione, per la  qunle varia y,. I n  ta1 guisa V descriverà 
esso pure una curva chiusa situata in un piano parallelo a na, quando per 
ognuno dei punti della curva descritta da M si ripeta la costruzione fatta 
per M. Cos1 ogni punto della curva descritta d a  Y è individuato : 

a) da una certa drterininnzione d~ll'estrenio superiore della linea d'in- 
tegrazione di X ; 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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O) da1 valore d'una determinazione della funzione caratteris'tica della 
stefisa X assegnata corne determinazione corrispondente a un dato valore di y , ,  
quando per ogni deterininazione di questa funzione s'assuma i l  valore che 
corrisponde al valore di y ,  assunto come estremo superiore della l'inea d ' in-  
tegrazione di X. 

Pertanto ogni punto di questa curva si potrà assumere come imagine 
d'una certa determinazione di X corrispondente a un dato valore di y, e 
I'intera curva si potrà aasumere come imagine di questa stessa determina- 
zione di X in corrispondenza a un dato jnsieme di vnlori di y,, chè d e t h  
curva è individuata dall'estremo della linea d'integrazione attribuito alla 
stessa X e da una certa determinazione della sua funzione caratteristica. È 
chiaro che passando da uno ad altro punto di r e da una ad altra determi- 
nazione di X,  con che varia nello spazio i l  piano r,, pur passando per P,  
varierà naturalmente l a  curva descritta da V. Per  ta1 maniera, detta f (y,) 
una certa funzione oggetto sodisfacente alle suenunciate condizioni, 9i X e 
X f (y,) che F ( X I ,  F ( X )  f (y ,), designando F ( X )  una funzione di X si tro- 
veranno riferite ad una certa curva variabile nello spazio (la ciirva imagine 
di X per un certo insieme di valori di y?, la quale per quanto si vide varia 
in corrispondenza alle determinazioni che si danno a X ) ,  Percib, detta L 
questa curva variabile si potranno riguardare come sue funzioni tutte le ac- 
cennate espressioiii. Cos1 potremo designare queste funzioni con simboli della 
forma @ ((L)), Y ((L)) (*), ecc., ecc., i quali rappresenteranno operazioni fun- 
zionali quando rapprmeritino espressioni quali X, J E ' ( X ) ;  quantità veïe e pro- 
prie ne1 caso che rnppresentino X f (y,), k (X) f (y,) eoc. Cos1 esse rimangono 
definite come funzioni d'una liriea nello spazio, in modo analogo alle funzioni 
studiate da1 prof. VOLTERRA ~ i t . ~ ) .  Riferiti i punti delle linee assunte 
come variabili ad un sistema d7assi coordinati ortogonali x ,  y ,  x ,  e ,  posta 
17ipotesi che le coordinate di ciascuii punto c17una determiiiazione qualsiasi 
della linea L siano funzioni continue dell'arco s della curva, possiamo esten- 
dere, alle funzioni d'operazioni I i coiicetti svolti dallo stesso prof. VOLTERRA, 
rilevando poi il significato che essi lianno riel calcoIo qui studirtto. 

2. Estensiofze alle fuîzxiotzi d'ope~*axion,i 1 della teorica del prof:  VOL- 
TEBRA. Anzi tutto osserveremo che in base alla definizione data (IO) di pro- 

('*) s e p e n d u  l'csenipio del yrof. VOLTICIIKA si pose il si~nbolo enti'o uns doppia 
parcntesi ad impedire clie le  funzioni d'uiia, line:~ c o d  detinitn si liotessero confondere 
con fuiuioni ne1 senso ordinario della p r o l a .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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dotto d'un'operazione 1 per un fattore costante e alla considerazione fatta 
(ibid.) di potersi riguardare l'applicazione d'un'operazione I ad una certa fun- 
zione-oggetto come una moltiplicazione simbolica, tutti i conoetti di derivata, 
integrale, ecc., che verranno esposti in  questo capitolo, si applic.heranno in- 
distintamente si alle funzioni quali X f (y,), F ( X )  f (y,), le quali rappresen- 
tano quantità propriamente dette, si al  caso in cui la  funzione di L da con- 
siderarsi sia X, O F ( X ) .  Cosi ecco che COSR dovrà riguardarsi per integrale 
definito di X fra gli estremi P,, P2, designandosi rispettivamente con P,, P, 
due punti del10 spazio. Si consideri cioi: il limite della sotnnia dei prodotti 
Jp X ( == . . . p ) ,  ovedesigni  & (r = 1 . . . p )  il p i m o  dei tratti di lun- 
ghezza arbitraria, in cui si suddivise la retta P,, P2 segriando su essa fra 
P,, P, una successione di punti P', . . . P,(P-'), e X, ( p  = 1 . . . p )  designi 
la determinazione di X corrrispondente al punto P , ( p - i )  (per uniformità nelle 
notazioni si designi P, anche con P,co)). Questo limite sarà da assumersi come 
integrale definito di X fra gli estremi P,, P2. 

Cos1 per quoziente d'una data determinazione A di _7i per la lunghezza d 
d'un dato segment0 di retta iiello spazio si dovrà intendere I'opernzione che 

trasforma una certa funrione di y,, f ( y i )  in 9 e questo quoziente si 

A designerà col simbolo - . E si osservi da. ultirno che per sappresentare un'in- 
8 

tegrale di X calcolato rispetto ad es. alla variabile x col simbolo X d  x si 
dovrà iiitendere I'operazione che in hase alle convenzioni poste (IO) dovrehbe 
designarsi con d x  X. Stnbilito 'questo si possono applicare i concetti del 
prof. VOLTERRA ad una funzione generica di L, @ ( (L ) ) ,  sia, che questa de- 
signi una quantità propriamente detta, sia che essa designi un'operazione 1, 
O una sua funzione. Daremo pertanto un breve riassunto dei risultati a cui 
perveiine detto autore, riferendoci, come si disse, ad unn funzione generica 
della linea L, 4 ((L)) : 

a )  Derivate ~ i s y e t t o  agli  ussi della fimzio~le @ ((L)) .  Suri: val-iaziolze 
e such rnppresetltaziotze mediante un in tegmle  d ~ j i n i t o .  Detta ancora Q ((L)) 
la funzione d'una linea L variabile, definita ne1 modo indicato in (1), quando 
si voglia specificare la determinazione che assume (b ((L)) in corrispondenza 
oltre che R una cesta determinazione L, di  L anche a un certo valore della 
variabile da cui nell'operazione variabile S rappreseritata dalla linen L di- 
pende la funzioiie risultato, vale a dire '(y, 1) In determinazione r l i ~  assume 
9 ((L)) in un dato punto a di L, si userà, seguendo l'esempio del prof. VOL- 
TERRA il simbolo : + ( ( L , ,  a)). È chiaro che a potrà designare anche uii puiitu 
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variabile su L, ne1 qua1 cas0 ((L,, a)) designerà la  determinazione di @ (L) 
corrispondente a L I ,  calcolata per un dato punto di L, e variante natural- 
mente da uno ad altro punto di detta linea. E quando la posizione del punto 
variabile sia definita dalla lunghezza s dell'arco compreso fra esso ed un 
punto fisso, si potrà alla notazione dianzi introdotta sostituire l'altra @ ((L, , s)). 

Intesa per intorno d'una linea quale L, la superficie tubolare descritta 
da  una curva chiusa concatena a L,,  cl-ie si sposti lungo essa sino a ritor- 
nare nella posizione injziale, si pot& per le funzioni di L che siano vere e 
proprie quantità dare la definizione di continuità u entro un intorno asse- 
gnato D d'una certa determinazione L, di L. Si dirà cioè che una di queste 
funzioni @((L))  è continua entro un intorno D di LI (ove D, Li abbiano il 
significato loro testè attribuito) n quando comunque si scelga la quantità po- 
sitiva el ci06 per q u a n t ~  piccola essa sia è possibile trovare un'altra linea L', (*) 
la quale al pari di L percorra longitudinalmente il tub0 raccliiuso da. D, tale 
che si abbia : 

rmd I @ ((L'il) - Q> ((LI)) 1 < E ,  

iiitendendo poi che questa disuguaglianza sussista per ogni coppia di punti 
corrispondenti di L I ,  L',. (Si desiguino colla denominazione di u punti cor- 
rispondenti n di due linee nello spazio rappresentanti ciascuna una data ope- 
razione 1, due punti situati rispettivamente su queste due linee, che siano i 
corrispondenti rjspettivamente delle determinazioni delle operazioni I rappre- 
sentate dalle due linee in parola, relative ad uno stesso valore di y,.) Questa 
condizione di continuità non è perb sufficiente: la fiinzione in discorso deve 
sodisfare anche quest'altra condizione. Dette cioè o, , a*, as, le aree cornprese 
fra le proiezioni rispettive di L I ,  L', nei tre piani coordinati e posto 
5 = + oz2 + oQZ, il rapport0 : 

non dovrà mai oltrepassare un limite finito assegnato M. 
Quando ora ad ogni punto d'un arco A B d'una determinazione generica 

della curva variabile L, determinazione che designeremo pure con L, si dia, 
uno spostamento in direzione parallela all'asse x avente iina certa lunghezza 

(") La quale s ia  perb piaiia, altrimeriti non pub stabilirsi l a  corrispondenza univoca, 
corne quella o r a  vista per  l a  linea L, fra i suoi punti e le  singole determinazioni d'una 
operazione I corrispondentemente a cer t i  valori di y,. 
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che designeremo con A x, la quale sia la stessa per ogni punto dell'arco, si 
otterrà, come luogo degli estremi di tutti questi segmenti un nuovo arco C 1> 
d'una curva piana essa pure, come si vide essere L (v. 1). La linea, di cui 
fa parte C D  è al pari d'ogni linen piana nello spazio suscettibile di rappre- 
sentare un'operazione 1: infatti il punto, ne1 quale il piano in cui essa giace 
incontra la retta r indicherà 1' estremo superiore della linea d' integrazione 
del170perazione I che essa rappresenta, e il piano parallelo a questo stesso piano 
passante per P sarà quel10 su cui varia la funzione caratteristica. Premessn 
questo, detta ancora Q, ((L)) una funzione generica (quantità od operazione) 
della linea L ,  e detto brevemente 1 l'arco A B, con @ ((1)) si designerà la 
determinazione della funzione in parola in corrispondenza ad un valore ge- 
nerico della variabilità da cui in X dipende la funzione risultato fra quelli 
relativi ai singoli punti di .  1 ,  riguardati conie punti imagine d' altrettante 
determinazioni di X. Quando dall'arco 1 si passi all'arco A B CD, ove A R 
designando gli estremi di 1, è chiaro che A C ,  B D saranno segm&ti paral- 
leli a x, Q, ((Z)) diverrà riaturalmente cp ((Et)), designando 1' la linea A B CD. 
È chiaro pertanto che se, come punto generico, in cui calcolare @ ((Zr)) as- 
sumiamo un punto di A C o di % D, otterremo una determinazione di-(D di- - 
versa da quelle che corrispondono a punti di 2 O di Z'. Il punto in discorso 
apparterrà cioè ad un'altra linea avente le stesse pïoprietà di 1, 1' e di cui 
si ha 170perazione I corrispondente mediante le considerazioni precedenti. È 
chiaro che i singoli punti dei due tratti rettilinei in discorso apparterranno 
a linee rappresentative d'operazioni I diverse. Designata Q ((Z')) - Q ((1)) Sem- 
plicemente con A, @ ((1)) tenuto fermo il punto A ,  il limite a cui tende il 
quoziente : 

al tendere a O sirnultaneamente di h x e di 1, nell'ipotesi che detto limite 
sia indipendente e dalla parte rispetto ad A,  in cui trovasi B e da1 modo, 
con cui A x ed 1 tendon0 verso zero, si dirà u derivata di @ ((1)) rispetto 
a x n .  Questo limite sarà dunque un'operazione funzionale O una quantità ne1 
senso ordinario della parola. In  questo secondo caso v' è luogo a ricercare 
il modo con cui il rapporto ((1)) tende al suo limite. Dicasi 1. questo limite: 
se qualunque sia la linea L che si prende in considerazione e qualunque sia 
il punto A scelto su essa, per quanto piccola si assuma la quantità se ne 
pub determinare un'altra o tale che per tutti i valori di h x e di Z coinpresi 
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fra - w e w si abhia : 

si dirà che " ((=)' tende al limite I con u uniformità n. 
A .% 1 

Siccome poi l'accennata derivata dipende in generale , oltre che dalla 
linelt L, anche da1 punto A ,  questo limite si designerà con <a', ((L, s)). E in 
modo nnalogo si definiranno le derivate di @ ((L)) rispetto a y e ,z x ,  deri- 
vate che, seguendo il VOLTERRA designeremo rispettivamente coi simboli : 

@'Y ((L, SN, 9'2 ( (L ,  s)). 
Cib posto, dato a tutti i punti della linea 1, uno spostamento nvente 

per componenti lungo i tre assi riçpettivamente s 5 (s), E q (s), s 6 (s) (cioh 6 5 (s) 
riella direzione dell'asse x, ecc., ecc:.), è chiaro qhe si otterrà una nuova linea 
piana L' atta al pari della linea generica L a rappresentare una determi- 
nazione di X. Allora con procedimento dato da1 VOLTERRA si dimostra clie è :  

ove si scrisse brevemente a',, anzichè (b', ((L,  s)), ecc., ecc., e dove 
(1) ((L')) - @ ((L)) è suscettibile di rappresentare una differenza simbolica fra 
due operazioni funzionali O una differenza di due quantità a seconda rispet- 
tivamente dei due casi che si possono presentare per O ((L)). Quando si tratti 
di quantità vere e proprie, poichè il secondo membro della (2) differisce dalla 
variazione di (D ((L)) per un infinitesirno d'ordine superiore a C ,  si designera 
col simbolo a Q e si userà questo stesso simbolo anche quando si tratti d'o- 
perazioni furizionali. S e ,  per un dato spostamento infinitamente piccolo dei 
punti della linen L essa non mutasse, allora si avrehbe, posto : 

per u n  valore arhitrario di À : 

(3 S i  ricordi d i e  qiiando si parli  d'un'opcrazione 1 clie sia = 0, O = ad 11ii7nltra 
operazione, s'intende di dire che l'iiguaglinilza nbbia loogo in via assoliits,  cioh iridipeii- 
dentemente da qualsiasi flinzione oggetto a ciii pnssn essere npplicata. 
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ove si designino rispettivamente con a ,  6 ,  y i coseni direttori della tangente 
a L, secondo i tre asui. Dovrb quindi essere : 

Quando sia soddisfatta la (3), si potranno sempre trovare tre (operazioni I 
O quantità a seconda rispettivamente dei due casi sopra distinti), A ,  B, C 
tali che sia : 

@',=YB - B  C ,  @',=a C - y  A ,  @',=/3 A . - a B .  (4) 

Si noti peso che A ,  B, C potranno variare, A per un multiplo di a, B pei 
un multiplo di /3, C per ixn inultiplo di y 1 se si tratta 'd'operazioni 1, ,4 
potrà cioè variare per Ik, (v. IO) essendo Ic un numero intero, ecc. 1, purchè 
perb siano i tre moltiplicatori di a, 6, y uguali fra loro, pur continuando a 
sodisfare le (3). In  base a cib, detto d 5 l'arco del parallelogrammo descritto 
dall'arco d s quando a' suoi singoli punti si dia uno spostainento di compo- 
nenti d x, 8 y, d' z ,  e detta n la normale a detto parallelogrammo, in base 
ad una formola stabilita da1 prof. VOLTERRA si avrà:  

Designeremo noi pure l'operazione consistente nello spostare la linea L sino 
a fada coincidere con L' colla denominazione : far passare una superficie Z 
per queste due curve. Cib posto, nell'ipotesi che si possano determinare le 
A ,  B, C corrispondenteinente a ciascun punto di 2, sempre in base al modo 
con cui si concepiscono i punti del10 spazio come elementi rappresentativi 
d'altrettante operazioni 1, applicando la formola (5) per ogni ~ipostamento 
infinitamente piccolo, sarà : 

@ ( (  - Q ( ( 1 )  = ( A  cos n x $ B cos n y + C cos n x )  d 2.  (5 ' )  S 
L 

E supposto che L si sia presa in modo che 9 ((L)) = 0 ,  @ ((L')) si potrà 
rappresentare rnediante un'espressione avente la forma del secondo rnembro 
della (5'). Allora L' sisulterà il contorno di 2 e fissata la direzione posi- 
tiva della normale a L', facendo decrescere 2 fino a ridursi a un p u ~ t o  
S' avrà : 

lim ~ = A B O ~ ~ E X + B C O S ~ ~ ~  2 + C C O S ~ Z ,  

Annali di  Malematicn , tom0 XXVI. 
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limite che, in base a una definizione data da1 prof. VOLTERRA si dirS ri deri- 
d  @ vata di @ ((L)) rispetto a 2 e si designerà con - Se la superficie Z è nor- 
d z  

d a  aa  male all'asse x si ha -- = A ,  se è normale all'asse y, si ha - = B, se è 
d-2 d 2  

d  @ normale all'asse x si ha: -. = C. È per questo che A ,  B, C si dicono de- 
d l  

rivate di @ ((L)) (calcolate per la determinazione L' di L) rispettivamente, 
d a  rapport0 ai piani y z ,  z x ,  x y e si designa A con - B col simbolo 

d  (Y' 2) 
d @  daJ 

d ( a , )  C! col simbolo - . In base alle formole stabilite da1 VOLTERRA, 
d b ,  3/) . . . . - .  

se da uno spazio si passi ad un altro ne1 quale i punti siano individuati da 
un sistema d'assi coordinati ortogonali 5, rl, ?, legati agli assi r ,  y, z da re- 
lazioni della forma : 

le quali siano tali da individuare una corrisponderiza continua ed univoca fra 
i due spazi si ha, mantenelido al simbolo cP ((L))  il significato datogli fin qui : 

d *  -- - - d @  d ( Y , 4 +  -- d a  4 d m  d ( 2 , Y )  
d ('5, 5) d  (y, 2) d  (C, 5 )  d ( x ,  a) ci ((r, 5) d K - Q  ' 

ove ad es. llespressione designi il determinante funzionale di y, z ri- a (-4; t )  
a  ( z  x) spetto a 71, 1; - quella di x, x rispetto a >i, t, ecc., ecc. 
d  (-0, C) . .  . 

Altra proprietà notevole, da ricordarsi è che detta o una superficie fatta 
passare per la l ima L e limitata da questa, si avrlc: 

@((LI)= 1 ( A e o s n s f  B c o s n y + C c o s n z ) d o .  
0 

(*) P e r  semplicità, quando ci0 non rechi confusione s i  scr iverà molte volte 
chè @ ((L)), ponendo anche L anzichè L', ad indicare una cer ta  determinazione della 
variabile L. 

(6) 

anzi- 
linea 
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Facendo decrescere L sino a ridursi a un punto, con che ((L)) si riduce 
alla determinazione che detta funzione assume ne1 punto spec.iale a cui si ri- 
duce L,  o diviene una superficie chiusa si che (D ((L)) si riduce a O. In base 
a noti principii di calcolo al secondo membro della (6) si pub dar la forma: 

ove designi S il volume racchiuso da o. L'essere quest'ultima espressione = O 
richiede che sia : 

a A  a B  a c  
ï & $ - + ~ = O .  

a!4 
(7) 

3. Estensione a l  calcolo q u i  studiato del concetto d i  funxioni  isogene 
e d i  loro derivate ed integrali .  Estensione delle formole stabil i te sul le  fun- 
zioîzi isogene del prof. VOLTERRA. Prese in esame le due funzioni @, \Y dluna 
certa linea L del10 spazio, il prof. VOLTERRA scompostele nelle loro parti reali 
ed imaginarie, si che esse risultino poste sotto la forma : 

Q = Q , + i c P , ,  Y = Y , + i Y , ,  
e posto : 

I I  <Pi d ai d @i 
- Ai7 diy,- -Bi, d) - d m  = Ci, 

d @? d  a2 d  @ 2  

- B u  '=)= d m -  d m  -- 
G ,  

d  'Pi d  'Fi -- d 'Pl  
-Ali, d(z,s)-B'i ,  

d(y,z) - 
- C l  ?&T) - 

disse esistere legame dlisogeneità fra le due funzioni Q,  \Y quando il rapport0 : 

d a) , d  Y (Ai + i As) COS n x + (BI  + i Bn) C O S  n y + (Ci + i G) COS n z - -- A 

d a ' d c  ( A ' i + i ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ n ~ + ( ~ ' ~ - i ~ ' t ) c o s ~ + ( ( ~ + t ~ ' ~ ) ~ o s ~ x '  

ove o designi la superficie condotta per L ne1 modo indicato da1 citato au- 

(*) Si noti, che p e r  definire le  derivate di @, , Y,, @,, iIr, rispetto a i  piani il pro- 
fessore VOLTERRA ricorse a considerazioni diverse da  quelle s u  cui c i  fondammo noi, corne 

, a quella di funzione di una linea di 1.0 grado che non si pub introdurre ne1 nostro cal- 
colo : ma i suoi risultati s i  applicano del par i  alle funzioni qui esaminate. 
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tore, sia indipendente dalla direzione di n. Quando sussista questa proprietà 
sarà : 

dalle quali poi deriva una serie di altre relazioni che ricorderemo più in- 
nanzi. Applicando ora quanto precede alle funzioni qui studiate premetteremo 
che prese in esame due funzioni cD ((L)), Y ((L)) d ' m a  linea L variabile, che 
rappresentino operazioni funzionali e, posto : 

per quoziente: - : c, mantenendo pel simbolo o il significato datogli 
d~ d~ 

in  (2) si dovrà intendere il quoziente simbolico dell'operazione: 

A C O S %  x + B C O S ~  y + CCOS n x ,  

divisa (per la spiegazione di questi concetti v. IO) per l'operazione : 

A.'cosnrc+ B ' c o s n y  + C ' c o s n z .  

Questo quoziente sarà cioè l'operazione che risulta d a :  

A c o s t a x +  B c o s n  y +  C c o s n x ,  

applicandole l'inversa dell'operazione : 

A' cos n x + Br cos n y + Cr cos n x. 

Estendendo al caso nostro la definizione data in caso analogo da1 prof. VOL- 
TERRA diremo che tra @ ,  Y esiste legame d'isogeneità quando il quoziente 
(simbolico) : 

A c o s n x f B c o s r z y  + Ccosnz  
A ' c o s n ~ +  ~ ' c o s r z ~  + ~ ' c o s n z '  

sia indipendente dalla direzione di n, il che avviene quando questo quoziente 
. A B C  

sia - - A' - - - B' = -. c l  Allora poi esso si dirà u derivata di CD rispetto a Y e si 

da> designerà col simbolo : - n .  Ne1 cas0 pnrticolarc in cui sia V la stessa ope- 
d Y 

razione variabile X, l'accennato rapport0 rappresenterebbe la derivata d'una 
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certa funzione dell'operazione X rappresentata da 4 ( (L))  rispetto a X stessa. 
e chiaro che alle derivate cosi definite si pub applicare la regola di deriva- 
zione delle funzioni composte data da1 calcolo ordinario : chè detta 2 una 
terza funzione di L analoga alle precedenti si h a :  

ove si tenga presente che il 2." membro di quest7uguaglianza rappresenta il 
d'Y d @  prodotto simbolico dei rapporti (sirnbolici) L ,  -- e che sarebbe errato so- 
d a  dW 

stituire ad esso l'espressione - @ - d B  oichb, eome già si osservb (IO) le ope- 
dik. dW P 

razioni 1 non sono permutabili, e si convenga di rappresentare, in generale: 

d 4  d  @ cos 12 x + - d o  cos rz y + --- 
d  (% XI d Y) 

d @ col simbolo d a, che verrà cosi ad  essere equivalente a117 altro -- d a. Segue 
d e  

da cib che alle funzioni @, Y! si pub applicare il teorema dato da1 VOLTERRA, 
mercè dimostrazione analoga a quella da lui datene che cioè : 

u Se tra (9, Y vi è legatne d'isogeneità, tale legame sussiste anchc tra 
la derivata di (0 rispetto a iY e Y. n (v. Io  definizione di moltiplicazione per 
le operazioni I.) 

d @  Ci6 posto, considerata - come una funzione a sè v'è luogo a ricer- 
d'Y 

carne la derivata rispetto a Y, che si dirà u derivata seconda di @ rispetto 
dg a Y! n e si designerà col simbolo - 
d Yz 

e cosi, procedendo si definiscono le 

derivate di qualunque*ordine di @ rispetto a Y. 

L' integrale (in questo caso rappresentante un' operazione) : 1 e ci y d o 
d ~  

ci 
[Y si consideri qui una fiinzione dei punti del10 spazio e si suppongano per 

d Y  c l @  (*) S i  ricordi Che ne1 calcolo delle operazioni 1 un'espressione della forma - - 
d a  cl i l r '  

indica 1' operazione che s' ottiene applicando l'inversa di cl E all'operazione ottenuta ap- 
plicando d Y al quoziente dell'operszione d Q> per  l'operazione W. Un'inversione dell'or- 
dine con cui si  combinano le  operazioni fattori recherebbe alterazioni ne1 risultato. 
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essa sodisfatte le condizioni poste da1 VOLTERRA (10~. cit.) a che una tale 
d v  

funsione sia isogena colla funzione di linea b ((L))] (il segno di - è deter- 
d~ 

minato dalla direzione data alla normale esteso alla superficie o, si potrà. rap- I 
presentare anche con @d'Y e si dira integrale definito di 9 rispetto a Y esteso J 

0 

alla superficie o. Le proprietà fondamentali di quest'integrale, per le quali vale 
la dirnostrazione del prof. VOLTERRA datane per cas0 analogo sono : 

1." Quando 5 sia una superficie chiusa è (P d Y = O .  J 
0 

2." Esso non dipende dalla forma della superficie o, bensl solo dalle due 
LI 

curve L, L, ohe la limitano talchè si pub designare col simbolo ( Q d Y. 
L 

3." Supponendo L, variabile, L fissa l'integrale in parola diviene uria 
funzione di Li della natura di quelle qui definite, la. cui derivata è la stessa 
funzione <D. Per  L, variabile, l'iiitegrale in parola pub dirsi u integrale in- 
defiiiito di (P rispetto a Y n.  Cosi quaiido Y sia la stessa X si ha  un con- 
cetto d'integrale si definito che indefinito d'una funzione F (X) dell'operazione 
variabile X, che non si pot& dare ne1 precedente lavoro. 

6) Le considerazioni ch(? precedono s'estendonu completamente al cas0 
in cui le funxioni @, Y della linea variabile L siano, anzichè simboli d'ope- 
razioni funzionali, espressioni della forma E ' ( X )  f (y,), ove i simboli che qui 
figurano abhiano il significato loro dato per l'addietro e f (y,) renda sodisfatte 
le condizioni dianzi impostele. Soltanto qui si avrà a trattare, in base anche 
a già svolte considerazioni (Io) non più di prodotti e quozienti simbolici, ma 
di prodotti e quozienti ne1 senso ordinario della denominazione, all'infuori ben 
inteso d'operazioni I della forma 1 ,  nelle quali figureranno variabili rappre- 
sentate da siinboli determinati in base alle convenzioni poste ne1 principio 
del precedente lavoro. Infatti ove <P ((L)), Y ((L))  abbiano l'accennata forma, - 
si designi con (P ((L)) 1' operazione clie in ((L)) è applicata a f (y,), con 
- 

Y ( (A))  1' operazione chs è applicata a f (y ,) in \V ((L)). Allora si dirà deri- 
vata di (D rispetto a V.' il rapport0 che s'ottiene applicando : 

d %  d s  
cos n x + ---- d P  

G; cosn y + - 
(2, x) d (X, y) , 
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la quale espressione rappreaenta naturalmente un'operazione funzionale, alla 
funzione oggetto f (y,), divisa per la funzione per la quale : 

diu. d i  cosnx + - d F  cosn y + - COS f i  x , 
d (z, 4 a(%, Y) 

moltiplica la funzione stessa. Natnralmente si prescinde sernpre da npera- 
zioni 1 nelle quali figurano due simboli y,-, y,, per le quali l'indice p ri- 

- 

sulta pienamente determinato da1 grado (v. I O )  che hanno (P, Y rispetto all'o- 
perazione variabile da cui dipendono n (*). Questa derivata si dirà anche 
(I derivata di 5 rispetto a iY relativamente alla funzione f (y,). 'Ne1 caso par- 
ticolare in cui \V ((L)) sia la stessa operazione X, ove sia X la determinazione 
di X corrispondente alla determinazione della sus linea rappresentativa de- 
sigiiata con L ,  e sia : 

e sia in pari tempo, designata l'operazione I rappresentata da : 

d G  clG da> cos n x + ---- cos n y  + - 
d (Y' 3) d (2, XI d(2, y ) c 0 S n 2 '  

col sirnbolo Y ,  Y f (y , )  = J X ( Y L )  f (y,), essendo x (y,) pure una funzione anali- 
tica di y,,  si designerà ~ ( y , )  con d rpds\y,). Allora, in  base alla data defini- 
zione, sarà : 

ove si designi : 

e si ponga mente che p è simbolo d'indice variabile da determinarsi in base 
alle considerazioni svolte in (IO). Ora,  mentre riguardo alle funzioni di L 
rappresentate da operazioni non è possibile, in questo campo, dare un'ulte- 
riore applicazione della teorica del prof. VOLTERRA: cib invece ha luogo ne1 
caso, di cui ora ci occupiamo. Infatti è ovvio che:  

(") & ~ e s t a  definizione coincide con quella data in ( I o )  per la derivats dell'espressione 
F ( X )  f (y,) rispetto a X 
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saranno funzioni analitic,he d 'ma certa variabile cornplessa y,, il aui simbolo 
noi sappiamo determinare : e che percib ciascuna d'esse varierà in un certo 
piano. Cos1 : 

sarà del pari una funzione, tale che:  

saranno funzioni analitiche di y, entro un certo campo e ciaswna d'esse, es- 
sendo cos1 una qiiantità cornplessa, varierà in un certo piano. Siano pertanto 
A, ,  Bi, C, le parti reali e A, ,  B,, C, i coefficienti delle parti imaginarie 
rispettivamente di : 

A cos x f (Yi) ,  B COS n x f (y,), G cos n x f (y,), 

e siano a , ,  b,, c, le parti reali, a,, b,, c, i coefficienti delle parti ima,ginarie 
rispettivamente di : 

Allora, prescindendo da operazioni della forma 1 ,  le quali, sempre sotto le 
solite restrizioni sono permutabili sia a qualunque operazione 1, sia ( I o )  a 
qualunque delle operazioni generali dell'aritmetica., sarà : 

che è la forma sotto la  quale il VOLTERRA consider6 le espressioni analoghe 
- - 

relative alle funzioni da lui studiate. o r 3  diremo che (( fra a, Y! (oppure X) 
esista per la determinazione considerata della curva rappresentatrice d i  X 
legame d'isogeneità relativamente alla funzione-oggetto f ( y , )  (*) n allorchè i 
due membri della (8) siano indipendenti dalla direzione di r z ,  il che richiede 
che sia : 

(*) Riguardo al concetto d'isogeneità v. Nota in fine della Memoria. 
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Da queste relazioni, una volta che siano sodisfatte, il prof. VOLTERRA ricavb 
le altre : 

m i i  BI - ai2 Ai - - cri, Ci + N I ,  Ai - xii Bi - ai2 Ai A2 = - - 
B 1 8 2  3 

ove si ponga : 

ai2 + bi2 = a i t ,  hiy + b: = az2,  ct2 + cZ2 = a33 ,  

b l c l + 0 , c 2 = a ~ , = a 3 , ,  a ,  c i + a 2 c 2 = a a , = a i , ,  a ,  b i + a , b 2 = a i , =  9 

b 2 c i - b i c 2 = P i ,  c 2 a , - c i a , = p 2 ,  a 2 b , - a i b 2 = p 3 .  

Dalle (9) poi si deducono le altre due relazioni : 

Pi Ai + P 2  Bs + p 3  Ci = 0 ,  pi B2 + p 2  Be + p 3  C2 = 0- (9') 

Noi ricaviamo da queste, dalle precedenti e dalla (7) la  seguente : 

e non applicheremo più oltre, su questo punto i risultati del prof. VOLTERRA 
il  quale stabili in quali casi e sotto quali condizioni e in base a quali dati 
si possano determinare funzioni isogme ad ctltre, perchè ora non sarebbe pos- 
sibile se non la determinazione di funzioni d7una linea nello spazio soltanto 
da1 punto di vista dell'analisi ordinaria, il che non lia particolare interesse 
per il calcolo qui studiato, laddove per detto calcolo è fondamentale il pro- 

Annali di Matematica, tomo XXVI. 42 
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blema della determinazione, in base a date equazioni di funzioni nella forma 
che e k e  assumono come funzioni d'operazioni I. Ed è cib appunto chc sarà 
oggetto di ulteriori ricerche. 
- Quando - sja soddisfatta per le funzioni z, la condizione d'isogeneità 

- d a  - e, si dirà u derivata di @ rispetto a Y  per la determinazione L della 
d a '  d o  
linea rappresentativa di Xi relativamente alla funzione-oggetto f ( y , )  n e per 
le funzioni @, \V della natura di quelle ora esaminate si applicano tutte le 
considerazioni dianzi ricordate per le derivate e gli integrali d i  funzioni d'una 
linea nello spazio, rappresentate semplicemente da operazioni funzionali. Ri- 
mane soltanto la solita avvertenza, trattarsi in tal cas0 di prodotti e quo- 
zienti propriamente detti, anzichè di prodotti e quozienti simbolici. Nxtural- 
mente quanto preoede vale anche se \Y anzichè essere semplicemente l'ope- 
razione variabile X, sia una funxione di questa. Si esaminb quel caso 
particolare unicamente perché è quel10 che ha maggiore interesse per il 
calcolo qui studiato. 

4. Espressioni analoyhe a i  parametri diffwenziali. Riserbandonii di 
ritornare pih innanzi sulle relazioni qui riportate, darb ora un cenno delle 
espressioni analoghe ai parametri differenziali studiate da1 prof. VOLTERRA cbe 
stabili in proposito relazioni che si applicano alle funzioni da noi considerate 
della forma @ ((L)) che rappresentino perb quantità vere e proprie. Conside- 
ransi pertanto due funzioni siffatte reali di L che deaigneremo rispettivamente 
con Qi ((L)), Q, ((L)), e si supponga ahe esse verifichino le condizioni: 

ove designino P, ,  P,, 8, per una terza funzione qualunque \Y ((L)) di L 
(che sia perb essa pure una quantità) le espressiorii analoghe a quelle rap- 
presentate cogli stessi simboli per la funzione 1i pure designata con Y ( ( L ) ) .  

Ricorrendo alle posizioni : 

d ((L))  si ((Ln d @i 

d ( y ,  Z )  
= -4 ,  = R i ,  

d (3  5 )  

*z (kW - A ,  , d 0 2  ((L))  
= Be, 

G! (9,  z, Li ( ~ 1  X: 
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si dimostra (v. VOLTERRA, loc. cit.) che è : 

ecc., ecc. (v. forrnole analoghe) ove a',, a>', siano altre due funzioni reali 
della linea L ,  e A',,  B',, Cr , ,  A ' , ,  B',, C', ahbiano rispettivamente per 
O f , ,  cD', 10 stesso significato che hanno A, ,  B , ,  C , ,  A , ,  B,, C, per @,, (P,. 
Di pih, posto CD, = a>, si ha : 

- - ( b i  Ci -ci  B Z ) ~  + (be C'i - c z  Bi)' 
- - - 

Bi" 

ecc., ecc. (altre 5 espressioni annloghe), ove u,,  b, ,  c i ,  a', , b', ,  c', , ecc., 
abbiano significato analogo a quel10 che loro fu d ~ t o  ne1 paragrafo pre- 
cedente. 

Ora il prof. VOLTERRA dimostrb che H, 0, essendo : 

sotto le condizioni poste non mutano per un cambiamento di variabili. Anche 
qui naturalmente per le funzioni d70perazioni I definite dai simboli usati si 
deve prescindere da operazioni J .  Cos1 sulle espressioni analoghe ai parametri 
differenziali ci si limiterà, per ora, a questo breve cenno, per le ragioni già 
esposte. 

I 
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Sarebbe ovvia l'estensione dei risultati precedenti alle funzioni di più 
operazioni I variabili, qualora si introducesse il concetto di spazi indipen- 
denti coesistenti, compresi in un iperspazio, in ciascuno dei quali variasse 
una delle operazioni I variabili, riguardandosi le sue diverse deterrninazioni 
conle rappresentate d a  altrettanti punti del10 spazio, ne1 modo dianzi indicato. 
Cosi una funzione di r (r numero qualunque > 2) operazioni I variabili di- 
penderebbe da r curve, piane variabili situate ognuna in uno dei diversi 
spazi considerati, aventi la proprietà d'essere ciascuna la curva imagine d'una 
delle operazioni variabili, di quella cioè, le cui determinazioni si trovano ri- 
ferite ai punti del10 spazio in cui trovasi la  curva stessa. Sarà facile quindi 
dare i concetti d'isogenità con ciascuna delle operazioni da cui dipende, sia 
se trattisi d'un'operazione, sia se trattisi d 'una quantità propriamente detta, 
per una funziorie qualsiasi delle r curve variabili considerate e dare quindi i 
concetti di derivate parziali pure e miste d'iina di queste funzioni rispetto a 
ciascuna delle operazioni I variahili che in essa figurano, dando ogni volta 
determinazioni fisse a ciascuna di Y - 1 di queste operazioni (ossia alle loro 
rispettive curve imagirii) si da  considerare la  funzione come dipendente da 
una sola fra esse. Cosi le si possono applicare tutte le considerazioni svolte 
dianzi per le funzioni dipendenti da una sola curva variabile. Nello stesso 
modo si giunge al concetto d'integrale multiplo della funzione considerata, 
rispetto alle varie operazioni I da cui dipende. I n  generale sulle derivate 
parziali miste di funzioni dipendenti da più operazioni I variabili non si pub 
stabilire l'invertibilità dell'ordine, con cui si eseguiscono le derivazioni, allor- 
chè si tratti di funzioni rappresentanti pure operazioni chè le operazioni 1 
non sono fra di loro permiitabili. Fe r  tali funzioni l'invertibilità dell' ordine 
delle derivazioni sussiste solo quando alle operazioni variabili si diano in- 
creniento costante (IO). All'incontro è facile stabilire questo quando si tratti 
d'espressioni della forma Y (X, . . . X,) f (y,) designando Y (Xi . . . X,) una 
funzione delle r operazioni I variabili : Xi . . . X , ,  poichè , allora come s' è 
visto, la derivazione si eseguisce, a prescindere da operazioni I della forma 1 le 
quali sono senipre permutabili a qualsiasi altra operazione 1, mediante le ope- 
razioni fondamentali dell'aritmetica, e per le quali vale la legge commutativa. 
Cosi, pongansi ad es. : 

d Y (Xi . . . Xr) d y ( X i . .  . Xr) d Y (Xi . . . Xr) 
= A i ,  .= Bi,  = Ci, 

d (Y[ , 4 d (xi, xi) d(x1, 2/11 
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ove si designino con xi ,  y, ,  x i ,  x,,  y,, x, le coordirde rispettivamente nei 
due spazi in cui variano le linee rappresentative delle operazioni variabili, 
con X I . .  . X, una determinazione generica dell'insieme di dette operazioni. 
S' avrh allora in base alle definizioni da te ,  nell' ipotesi che l a  funzione 
\Y ('r; . . . _Y,) f (y,) abbia relativamente a f (y,) legame d' isogeneità con cia- 
scuna delle X,  . . . X, : e designata brevemente 'Ir (X, . . . ,Y,) f (y,) col sim- 
bol0 Y: 

Indi ,  posto poiohè: A , ,  B I ,  Ci,  A , ,  B,, C, dipenderanno ancora da X, . . . Xv: 

d Cz 
= C l p ,  , 

d ( a ,  xi) 
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Infatti ne1 calcolare le derivate parziali miste di riapetto a ciasculle delle 
2,) y , ,  z ,  ,. . . x,, y,, x, si pub invertire l'ordine delle derivazioni e per pas- 
sare da .-1, ad A ' , ,  o da A, ad A' , , ,  ecc., ecc., si devono considerare i pro- 
dotti delle stesse derivate parziali miste per le lunghezze di spostamenti dati 
ai punti delle determinazioni delle curve rappresentative rispettivamente di 
_Y,, X2, i quali sono gli stessi per A',, e per B',, e B'r,, ecc., ecc. 

Dalle (12) risulta quindi l'iiguaglianza che s'affermb sussistere: 

e le altre analoghe della forma : 

xi f '- ( i ,  7c = 1 . . . r )  posto brevemente --- - y (y,) (i = 1 . . . r). 
f (P l  

E quanto precede continua a sussistere anche se al posto delle ,Y; f (y,)  
si mettessero espressioni della forma s (Xi . . . X2) f (y,). Ci siamo ristretti a 
quel caso perchè è quel10 che presenta pnrticolare interesse per 10 studio 
qui fatto. 

1. Dejnixione di campo e d i  sfera d i  cûnvergenxa per una sevie d i  
poteme d'urz'operuxione I vuriabile. Considerisi l'operazione rappresentata da 
una serie di potenze d'un'operazione 1 variabile X( lo ) ,  i cui coefficienti siano 
funzioni analitiche della variabile da ciii in base alla convenziorie posta (IO) 
dipenda nell'operazione considerata la funzione risultato, applicata a una certri. 

funzione oggetto f (y,). Sia 2 kg X 9  quest'operazione, si che sia: 3 k, X v  f (y,) 
v r o  v=o 

la funxione risultato che con essa s'ottiene da f (y,). Introdotta la rappresen- 
tazione delle singole determinazioni di X mediante punti del10 spazio ordi- 
nario, ne conseguirà cbe ad ogni punto corrisponderà una certa, determina- 

v=a2 

zione della funzione 2 k,  riv f (y ,), la quale ne1 modo visto ne1 cap. prece- 
Y-O 

dente dipenderà da una certa curva piana variabile ne110 spazio. L a  potremo 
percib designare, detta L questa curva variabile col simbolo @ ((L)). Ne1 pre- 
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cedente lavoro furono dati i criterii fondamentali per stabilire la convergenza 
1'-Ca 

della serie 3 kv X v  relativamente a f (y,), per stabilire cioè per quali deter- 
v=u 

1'= T 

minazioni di X l'espressione @ ((L)) ossia L, Ic, X v  f (y,) sia una serie con- 
1.=U 

vergente. Cosi, per quelle determinazioni di 1, per le quali detta serie sia 
convergente assolutamente, e 10 siano anche i suoi singoli termini sviluppati 
in serie di potenze, essa sarà atta a rappresentare ima funxione analitica 
della variabile da cui dipende. Si disse anche u campo di convergenza della 

v=m 

serie 2 k ,  XY relativamente a f ( y , )  n O anche più ~empl i~emente  u campo 
?,=O 

ï=CO 

di convergenza della serie L, k ,  X' f (y, )  n il campo costituito dall' insieme 
7'=O 

delle determinazioni di X, per le quali cluell'espressione ci rappresenta m a  
serie convergente nei termini contenenti le singole potenze di X. Diamo ora, 
in base alle considerazioni ,ora svolte sulla rappresentabilità delle operazioni 1, 
mediante punti del10 spazio , un'interpretazione geometrica a questi concetti. 
Direrrio cioè che : 

l'=Ca 

u La serie di potenze di X ,  2 Ir, XV ammette una regione (O campo) di 
1 . 4  

convergenza nello spazio relativamente a f (y,) O più semplicemente, che la 
v = w  

serie 2 kv X v  f ( y , )  ainmette una regione (O campo) di convergenza nello 
r=O 

spazio, se esiste una regione del10 spazio tale che per tutte le determinazioni 
di X corrispondenti ai punti compresi in esso, essa sia una serie convergente. n 
Nello stesso modo si potrà definire il campo di convergenza assoluta di 
v=m 

kv X' relativamente a f (y,). 
v=o 

?'=do 

Considerisi ora il campo di convergenza d'una certa serie 2 kv X v  f ( y , )  
v-O 

che cornprenda il punto tale che la determinazione di X ad  esso corrispon- 
dente sia nulla in via assoluta (corrispondente ad es. alla determinazione di X, 
a cui compete per funzione caratteristica una. funzione che sia regolare entro 
una certa regione, rispetto alla variabile d' integrazione, e per linea d' inte- 
grazione una linea chiusa compresa per intero in detta regione. Allora la 
proprieta che essa sia niilla ( Io)  in via assoluta è subordhata alla restrizione 
posta ne1 cap. precedente che cioè le funzioni oggetto a cui si applichi que- 
st'operazione siano da  scegliersi solo Ira quelle, che sono regolari entro la 
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regione in cui Io è la funzione caratteristica. Cib posto u la sfera di raggio 
v=w 

massimo, compresa per iutero ne1 campo di convergenza di k ,  Xv  f (yI), e 
v-l) 

avente il centro nell'accennato punto a cui corrisponde la determinazione 
nulla di Xn si dirà, con un'ovvia estensione del concetto di cerchio di con- 
vergenza d'una serie di potenze dato dall'ordinaria teoria delle funzioni. 

v=m 

u Sfera di convergenza della serie ;); k,  X' relativamente alla funzione 
v=o 

f (y,) n O anche , più semplicemente u sfera di convergenza della serie 
c c 0  

2) k ,  X v  f (y,). n E analogamente si potrà dare il concetto di sfera di con- 
v=o 

vergenza assoluta. 
Il raggio di questa sfera si dirà, dando cos1 un'estensione del concetto 

di raggio di convergenza dato dall'ordinaria teoria delle funzioni : 
v= Ii 

u Raggio di convergenza della serie 2 le, Xv relativamente alla funzione 
,/=O 

f (y,) n O anche più semplicemente u raggio di convergenza della serie 

2 k" X v  f (y,) n. 
v=o 

Dette x , ,  y , ,  z ,  le tre coordinate del centro di questa sfera riferito, al 
solito, ad lin sistenia di tre assi ortogonali, x, y, x le coordinate d'un punto 
generico della superficie della sfera, R il raggio della sfera s t e m  sarà : 

Re = (x - XI)" +y - y,)' + (2 - 2,)' , 
e introducendo la rappresentazione mediante vettori, rerrà : 

designando i, l'unità diretta ne1 senso dell'asse z, i2 quella diretta ne1 senso 
dell'asse y, 6 quella diretta ne1 senso dell'asse x. 

v=CO 

È ovvio che le determinazioni di k, S* f (y,) corrispondente alle siiigole 
v=O 

determinazioni d i .  X comprese ne1 campo di convergenza, non avranno tutte, 
riguardate corne funzioni analitiche della variabile da cui dipeiidono, Io stesso 
campo di convergenza, inteso cib ne1 senso che s'attrihuisce a quefita denomi- 
nazione nell'ordinaria teoria delle funzioni. Infatti è naturale che, in generale 
le curve piane del10 spazio, rappresentanti ciascuna l'insieme dei valori d'una 
data determinazione di X in corrispondenza ad un certo insieme di valori 
della variahile, da cui in X dipende la funzione risultato, comprese ne1 campo 
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%=CO 

di convergenza di 2 Ic, X" f (y,), darânno per la determinazione di X che da 
v=o 

ciascuna di esse è rappresentata, I'jnsieme di determinazioni corrispondente a 
un insieme, divesso da una all'altra variabile. Cib del resto risponde al fatto 
clie per le diverse espressioni che s'ottengono quando si passi dal17 una al- 
l'altra delle c i m e  rappresentatrici di determinazioni di ,Y non si avrà uno 
stesso campo di valori della variabile da  cui dipendono, ne1 quale esse siano 
atte a rappresentare funzioni analitiche, allorchè si vogliano soddisfatte anche 
le condizioni affinchè cib sia. 

2. Svihppo analogo a quel20 d i  MAC LAURIN. Estensione de i  cotzcetti 
di fzitzzioîze am,xlitica e d i  a l t r i  che ne derivano alle funxioni d'operaxioni I. 
L a  portata dei conoetti di campo, di sfera e di raggio di convergenza sarà 
messs meglio in luce dalle considorazioni seguenti, riguardanti l'estensione 
della formols di MAC LAURIN e del concetto di continuazione analitica alle 
furizioni d'operazioni 1. Ne1 precedente lavoro adunque fu accennato, come 
detto L un fattore costante, e indicata brevemente una serie di potenze d i  X 
col simbolo P(X),  si poteva, quando fossero soddisfatte le condizioni di con- 
vesgenza per le serie che venivano prese in considerazione, rappresentare la 
serie data da F (X + lk) mediante 10 sviluppo : 

designando X una. determinazione generica de1170perazione variabile conside- 
rata, (X), (11 = 1, 2 . .  .) la derivata d'ordine h di F (X) rispetto ad X, 
definnita ne1 m ~ d o  col& indicato. Cos$ rnantenendo al simbolo f (y,) il solito 
significato si stabili 17altra formola : 

ove k designi quel10 che si disse : u incremento subito da X rispetto a f (y,) 
quando da X si passi a una cert'altra operazione X +  $ X  n, cioè la quan- 

tith costante di cui s'accresce m, allorchè a X si dia appunto un in- 
f (w) 

cremento tale che - (Y') aumenti d' un fattore costante. Premesso queato 
f ( 9 4  

ne1 calcolare l a  derivata rispetto a X di un' espressione quale F (X) f (y,) 
Piguardata corne funzione della linea rappresentativa di X, s'asservi che av- 
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vengs che (v. cap. 1 .") 1' espressione colà designata con d q>d, (y,) si ridiicn 
ad un fattore costante. Cib avvjene, ad es., yuando la derivata dell'opera- 
zione rappresentata dalla derivata rispetto alla superficie G di X che cola 

(II, 1.") fu designata con F((L) )  sia rispetto a f (y,) (TO) equivalente ad 
un'operazione la cui funzione caratteristica abbia un polo di primo ordine pel 
punto y,  =y, e ammetta poi uno sviluppo in serie di potenze negative d'or- 
dine superiore al primo di y, - y,, e abbia per linea d'integrazione una linen 
chiusa contenente il punto y, = y ,  e nessun altro punto singolare né della fun- 
zione caratteristica, nè della funzione oggetto. Allora la definizione di derivata 
d' un' espressione come 1,' (X) f (y ,) rispetto a X, rigiiardate come funzioni 
della curva rappresentativa di X, quando frx esse vi sia legame d'isogeneitk 
coincide colla definizione di derivata di F (X) f (y,) rispetto a X data ne1 
precedente lavoro, perchè essa non è che il limite del pppor to  delle varia- 

. . 

zioni di F (X) f ( y , ) ,  X* corrispondenti ad una certa variazione della curra 
f (lld 

rappresentativa di X. Naturalmente si parla seinpre, ne1 calcolare derivate, 
d'una certa determinazione generica dell'operazione variabile che si prende 
a considerare. Cib premesso, ne110 svjluppo (13), a Ik  si sostituisc~ la diffe- 
renza sirnbolicn, X -  l h ,  inoltre a X si sostituisca l k ,  con che a X +  i i l  

si viene R sostituire X. Ci6 posto, si osservi che in base a convenzioni 
poste (IO) i coefficienti dello sviluppo di F (X) in serie di potenze di X sono 
furizioni analitiche delle variahili da cui, giusta altre convenzioni poste di- 
pende la fuiizione risultato in F (X), e sono quindi indipendenti dalla varia- 
bile d'integrazione nelle singole potenze di X che figurano in F (X). Ne viene 
che detto kv uno qualunque di questi coefficienti sarà per qualunque deter- 
minazione di X :  

x m k v f ( y l ) - 7 6 y ~ m f ( y , ) ,  ( 1 1 2 = 1 ,  S...). 

Da queste consideraziorii segue che per una determinazione generica di X 
compresa ne1 campo, ne1 quale sono convergenti le diverse serie che si pren- 
dono a considerare, F ( X )  f (y,) si potrà rappresentare mediante u r~o  sviluppo 
della forma : 

ove il simbolo (X - )  ( = 1, 2 . . . designi la  potcnza u e s i m  (ne1 senso 
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dato a questa denominazione ne1 lavoro precedente) dell'operazione X -  ï k  (*). 
Questa formola presenta analogia perfetta colla formola del MAC JAURIN ap- 
plicata alIo sviluppo in serie di potenze d'un binomio di certe fiinzioni. Ora, 
mantenendo per la funzione F (X) f (y,), quando X si riguardi roncatenata 
ad una curva variabile nello spazio, la designazione (D ( ( L ) ) ,  P ( I k )  f (y,) sarà 
appunto la determinazione assunta da ( i ) ( ( L ) )  ne1 punto dello spazio a cui 

corrisponde una deterrninazione X di X tale che ---- X f  (Y" - - lc. Peroib , stabi- 
f (!le) 

lendo di  designare con cl, ((L, t ) )  la determinazione di ((L)) specificata per 
un dato punto t dello spazio, detto appunto t il punto che corrisponde all'ac- 
ceniiata operazione X ,  si potrà alla (13') sostituire l'altro sviluppo : 

Designi Y ((L)) una determinazione generica di X riguardata come dipen- 
dente dalla linea variabile L ,  Y.' ( (L,  t))  la determinazione di X corrispon- 
dente al punto t nello spazio, la quale, come s' è detto, è precisamente T k  
[ric. quanto si disse a questo proposito in (Io)]. 0i.a diremo che u nell'in- 
torno d'un punto t dello spazio la funzione @ ((L)) ammette 10 sviluppo (14) 
che diremo brevemente sviluppo di MAC LAURIN generalizzato, in serie d i  po- 
tenze del binoinio aimholico 'Y ((L)) - Y ((L, t ) )  quando siano soddisfatte le 
condizioni seguenti n : 

a )  La deterrninazione di X corrispondente a t sia un'operazione della 
fornia j k .  

b )  Vi sia uila certa regione comprendente t ,  tale che per tutte le de- 
terminazioni della linea 1, clie d o n o  in esse sia possibile Io sviluppo (14) 
in serie di potenze di U.' ((L)) -Y ( ( L ,  t)). 

Vediamo ora, come si stabilisca la condizione di validità per 10 sviluppo 
in parola. Si dcsigrii brevemente iEr((L))-V ((L, t ))  col simbolo D. 

Si consideri pertanto uria determinazione X dell'operazione variabile i i i  

esame, tale che X v  k. D 17-' f (y,) per v = ao abbia per limite superiore uiia 
D "-' f (y,, b 

certa quantità determinata 1, per tutti i punti compresi in una certa regione 

(*) P e r  lo sviluppo di (X- lk)" secondo le  potenze di v ;  v. quanto f u  esposto 
i n  (Io), § 3. 
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del piano della variabile da cui dipende quella funzione. In altri termini, ne1 

piano della variahile da cui dipende X v  D n i f  'Y') si supponga che esista una 
Dllz-.' f (?II) . - .  

regione, tale che per tutti i punti di essa, ecc., ecc. E questa sa& la re- 
gione da  prendersi in consiclerazione. Di piii dicasi a il limite a cui tende 

Xurif  (?'" al tendere di Y all'infinito, limite ohe sa& uoa eerta funzione della 
I k  X' f (91) 
variabile da cui dipende XY+' f (y,). Si ha : 

e il limite di quest'espressjone al tendere di Y a oo è manifestamente a. Svi- 

luppando numeratore e denorninatore in TTi Dmf ( " i '  e determinando il li- x D'if (YI)  .- . 

mite, al tendere di Y a ao di ogni siiigolo termine analogo corrispondente a 
nl-  1, m - 2, ecc., si scorge che pure quell'espressione ha per limite a al 
tendere di u a ao, perchè cib si verificb per rn = 1, da1 che si deduce age- 
volmente che si verjfica per ?n = 2 ,  mediante scoinposizione di : 

Ora : 

da cui in base alle posizioni precedenti: 

lim X' Dl7% f ( ? / i )  = a  - 1. x* , p z - i  f (y4 

v=m 

Se ora considerianio la serie 5 k., X v  f (y,) ove abbiano i coefficienti k, il si-. 
7'=0 

gnificato loro attribuito dianzi se è X una determinazione di X che renda quella 

- 
(") Quando si parla di rapporti  della forma X'C'f s i  sottintende, in  base allc xv f (YI) 

solite coiivenzioni portata  la variabile da  cui dipendono i due termini del rapport0 al10 
stesso simbolo ommettendosi cosi di scrivere le operazioni I che vanno in ta1 guisa, sot- 
tintese. 
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serie convergente assolutamente ed in ugual grndo, si potrà ( I o )  trovnre un nu- 
C 

inero c tale che da  u n  certo valore dell'indice u in avanti sia: 1 lcv I < - E 
XYf ( Y i )  

XV+' f ( Y i )  se di più X si sottopone alla condizione d i e  s ia :  
XV f O 1) 

> 2, > 2 d a  un 

certo valore dell'indice u in nvnnti, che si potrà, corne faremo noi, supporre 
= O, si avsà evidentemente : 

c I kd 1 < ---- f (y,) hV ' 
quando si stabilisca che i l  limite superiore di a sia sempre inferiore a 1. Di 
più si dicano l , ,  a! rispettivainente un numero cil una funzione della varia- 

?/=cc 

bile da  cui diperide 2;) k, X v  f ( y , )  tali clie il limite superiore di X' 1, (s'intende 
?'=II . 

senipre nella regione considerata del piano della variabile da cui dipende 

quella funzione) sia < Z,, e "+' ("') abbia il liinitc superiore nell'insieme dei 
X" f (Y,) 

valori della variabile da cui dipende, che vengono presi in considerazio~ie < 
del limite superiore di a? .  Cosi l a  quantità 2, e la  funzione a, i. clîiaro che 
si potraiino sempïe trovare. (Si fissi quindi Ti in modo clie l k  scidisfi pure a 
questa condizione al pari di X.) Si avrh poi in base alle posizioni già fritte : 

Z < E 2 < 3 < 8 2 ,  

designando rispettivamentt, 5, a, i limiti superiori di a ,  a,. Cib posto, pren- 
v=cn p=m 

dasi i n  essme l a  serie 2 1 L, 1 D 2 v - r  b, . In  questa i coefficieriti designati col 
v=o p=O 

simbolo D,v-r soiio i coefficienti del10 sviluppo binomiale sirnbolico studiato ne1 
calcolo che qui si considera, quali furono deterrninati ne1 precedente lavoro, 
ove a X f- l k  si sostituisca X stesso, a l k  il binomio simbolico X - l k ,  e quiridi 

a X si sostituisca Ik, moltiplicati per , e i termini ?Y") sono cib che diviene (2 J 
1 / 

" quando a X si sostituisea r ,. Ora dalle preeedenti posizioni risults 
X.'-I f (21) 

chiaramente D,'-' < (:) D (a, - 1)'-r relativnmente a f  ( y , )  e b v  < 1 ove 

sia '& una certa quantità <&. Verià allora in base alla (15): 

(*) Relativame~ite a f (y,\ e per  tutti  i punti d'uila cer ta  regione del pin110 della vn- 
riabile indipendente, ben s'intende. 
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donde segue la convergenza del primo membro della (16), essendo evidente- 
mente una serie convergente il secondo per essere 3, <&. E questa conver- 
genza si verificherà anche quando a 1 k ,  [ si sostituisca ne1 relativo termine, Ic,. 
Cosl la serie che in t i ~ l  guisa si viene a considerare, converge assolutamente; 
se ne possono percib ordiriare i termini come si vuole, e si pub per conse- 
guenza dare ad cssi un ordine tale che Io sviluppo considerato assuma la 
forma (14). (Si noti che per comodità di scritlura, ai simboli Y ((L), 
'Y ((L, t ) )  che figuravano nello sviluppo (14) si sostituirono le determinazioni 
corrispondenti dell'operazione 1 rappresentatn dalla linea IL) (*). Ora si con- 
fiideri ancora il campo di convergenza di ciascuno dei due sviluppi: 

i quali rappresentario formalmente una stessa funzione di X e ammettono, 
come s'è detto, un campo comune di convergenza ne1 quale le due funzioni 
rappresentate da quei due sviluppi coincidono. Dicasi brevemente Z ((L)) la 
funzione della Iinea L rappresentata da1 primo di questi sviluppi, P ( ( L ) )  la 
funzione rappresentata da1 secondo: pub darsi che ne1 campo comune di 
convergenza che esse hanno -ri sia oltre t un nltro punto t' dello spazio in 
un certo intorno del quale la funxione E ((L)) ammette uno sviluppo secondo 
la formola di MAC LAURIN generalizzata della forma P' ((L)), il quale cos1 
procederà secondo le potenze di V' ((La)) - 'Ir ( ( L ,  t')) 1 . Ora potrà darsi che 
questo secoiido sviluppo, il quale sarà sempre possibile per tutte le determi- 
nazioni di W. ( (L) )  (ossia di Y) corrispondent,i a linee cadenti per intero nel- 
l'accennato campo aomune di convergenza di Y ((L)), P' ((L)) campo chc de- 
signeiemo brevemente con K, sia possibile, cioè dia luogo ad una serie 
convergente anche per deteïminazioni di 'Ir ((L)) relative a linee situate entro 
una regione dello spazio non Fer intero cornpresa in K. Dicasi K, la  nuova 
regione dello spazio in cui mentre non converge P ((L)) converge 10 sviluppo: 

y=? [ Y ( ( L ) )  - Y ( ( L ,  t')) l u  
Pt ((LN = 2 

?'=O I - Q1 (K , t ' ) )  , 
sempre designando con L una determinazione generica della linea rappre- 

(*) Il metodo seguito in questa dirnostrazione è quel10 stesso con cui il prof. Pm- 
CXERLE dimostro lin teorema analogo nella teoria  delle forme lineari alle differenze finite. 
V. PINCHERLE, L'illyebrn delle forme lij~eari alle diffe) enze finite. Memorie del17Acc. delle 
Scienze dell'Ist. di Bologna, ser ie  5.", vol. V. 
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sentativa di X compresa perb per intero nella regione de110 spazio in cui 
sono validi gli sviluppi in serie di potenze (simboliche) che vengono presi i n  
considerazione. Ailorn si dirà che Io sviluppo Y'((!>)) d à  l a  u continuazione 
2na!itica della funzione E ((L)) nelln regione KI n.  E d  è chiaro clie P ((L)), 
P' ((L)) coincidono per le deterrninnzioni di I, comprese entio K. Nello 
stesso modo se entro I ! ,  v'è un punto t" in un intorno del qiinle 2 ((L)) am-  
rnetta, mantenendo ai  sirnboli che si usano, sempre 10 stesso significato, 
lino sviluppo P" ( ( L ) )  della forma (14) in serie di potenze simboliche di 
1 '1, ( (L ) )  - '1' ( ( L ,  t")) 1 i l  quale s i s  valido anche per determinazioni di 1, 
comprese in una regione IC2 del10 spazio estcrno a R,, esso dai-?L u In con- 
tinuazione analitica di E ( (L) )  eritro IC2 n .  E cos1 d i  seguito potrà dnrsi chc 
della funziorie 2 ( (L))  sia possibile dnre la continuazione analiticn in tutto 10  
spazio. Riferendoci alle considerazioni precedentemerite esposte sulln sfera di 
conrergenza dello sviluppo in serie di potenze simboliche di E( l,j) è cliiaro 
chc se Ir', è liiiiitrofo a I< il che perb,  è facile scorgere che non avverrh 
sernpre, P1 ' ( (L ) )  arnmetterà una sfera di convergetiza di centro t", l a  quale 
tsglierh in una certa regione la sfera di convergeriza dello sviluppo p((L)j 
(la qiiale, in virtù di cose già  dette ha  i l  centro in  t ) ,  e verrà a compren- 
tlere uria regione dello spazio esterno a questa sfera stessa. 

O r a  con un'ovvia estensione dei concetti dnti da1 WEIERSTR-~SS nelln teoria 
delle funzioni direrno unn funzione @ ((L)) la quale iii ceïte regioni dello 
spnzio nmmetta sviluppi in serie di potenze di -Y O d'un hinomio d d l a  foima 
q'  ((1-1) - Y '  ( ( L ,  t)), intcso d i e  Y ' ( ( L ) )  s i s  la stessa S: 

Hunxione anuliticu (*) di X,  dejînitu tzelle accenncite w! j io~z i ,  ~ e l u t i v a -  
luente a una celata funzione f {y ,). Gli sviluppi poi della forma P (il.)), P' ( (T , ) ) ,  
P"((L)) ,  eoc., chc rappresentano nelle regioni in cui rispettivarnente sono 
validi, una  data  funzione analitica di X si dirnnno, sempre rifercntlosi alln 
tlefinizione data  da1 WEIERSTRASS, u elementi della funzione analiticn stessa n.  

Chiuderb Io studio d i  quest'argomento, indicando Io sviluppo in serie di 
potenze dell'operazione variabile X dell'espressione D-', ove con questo sim- 
bolo si desigiii l 'inversa dell'operazione della forma D = X- l k ,  che si 
considerb dianzi. Ci varremo in  questo dnl metodo dei coefficienti indeterrni- 
nati, a cui si accennb ne1 prec. lavoro. 

(*) S'avverta che non prendorelno per ora, i n  considerazione, clie funz ion i  uniformi 
d'un'operazione I cioè tali clle n l ogni d~terminezione dell'oper,zzione variabile non ne 
corrisponda più d'uns delln funzioiie. 
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essendo appunto k ,  k,  . . . coefficienti d a  detemiimrsi.  Posto D-i 1) = 1 (iigun- 
glianxa simbolica) si avranno le segnenti uguaglianze siinboliche : 

donde le uguaglianze effettive : 

talchè i coefficienti k ,  risultano delle quantith espriinibili mediante potenzc 
di Ic e del fattore 2 ri. Con X si designb al solito una  determinazione ge- 
nerica d'un'operazione I variahile qu:tlunque. Pe rb  s 'avverta che un calcolo 
di qiiesta natura S possibile soltanto, quando Ir: sia indipendente dalla varia- 
bile d'integrazione nelle singole potenze di X e risultano quindi della s t e s s ~  
natura i coefficienti da  determinarsi. I n  caso contrario si jncontra la solita 
difficoltà che cioè l'applicazione dell'operazione I non è permutabile colla 
moltiplicazione per una funzione che dipenda dalla variabile d'integrazionc 
dell' operazione che si considera. L o  sviluppo in serie d'espressioni anche 
ben più complicate di quella considerata, quando sia sodisfatta l'accenngtn 
restrizione si eseguisce pure mediante calcoli materiali, analoghi a quelli clîe 
si fanno rie1 calcolo ordinario per l'applicazione alla determinazione di seric 
di potenze del metodo dei coefficienti indeterminati. Naturalmento la  deter- 
minazione dell'operazione variabile che prendesi a considerare per fare unc 
sviluppo quale quello orn accennato dcve, af inchè 10 sviluppo sia valido, ap- 
partencre a l  campo di convergenza della serie diYpotenze di X che ne  risultn, 
relativamente alla funzione oggetto snlla quale si opera. 

1,'estensione di quanto precede alle espressioni contenenti serie di  potenzc 
di più operazioni I variabili, le quali già  furono prese in considerazio~ie ( 1 0 )  
richierle che si imaginino più spazi coesistenti e indipendenti l'uno dall'altro, 
in numero = a quello delle operazioni variahili che si considerano, onde ri- 
guardare le determinazioni di ciascuna di queste corne rappresentnte dai sin- 
goli punti d'un dato spazio. Indi si avrà in ciascuno spazio un  campo e unn 
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sfera di convergenza relativamente all'operazione che gli corrisponde. 1 cri- 
1 ,=m...~~=co 

terii di convergenza.d'un'espressione della forma 2 Ic,, ...,z Xivl.. . X,,".l f (y,) 
rf,=0..,1 ,=O 

essendo X, . . . X, sirnboli d'altrettante operazioni I variabili furono già 
esposti ( I O ) .  Cos1 Io stiidio d'espressioni quale quella ora accennata non pre- 
senta alcuna differenza dello studio delle es~ressioni contenenti serie di DO- 

I 

tenze d'una sola operazione I variabile. Una funzione rappresentata da un'e- 
?=O0 

spressione della forma i, kv P f ( y , )  ammette per un certo campo di deter- 
v=o 

minazione di X derivata, chè la convergenza della serie che rappresenta 
questa derivata, ne1 senso, in cui f u  già definita ( I o ) ,  ne1 campo, in cui con- 
verge l a  serie prirnitiva si dimbstra facilinente. Questa & unn nuova proprieth 
d'una funzione analitica dell'operazione variabile ,Y. Ed è cliiaro cosi che 
quando la variazione che si dà alla considerata deterininazione di X per 
calcolare la derivata dell'espressione considerata sia, relativamente a f ( y , )  
equivalente a l k ,  qualunque sia la direzione della normale alla superficie O 
relativa a l  punto rappresentativo dell'accennata determinazione di X ,  corne 

v=m 

questa superficie fil definita ne1 cap. lao, 2 k,  Sv sarà funzione isogena ri- 
v=o 

spetto a X relativamente a f (y , ) .  Talcliè possiamo enunciare il seguente ri- 
sultato : 

u Una funzione analitica d'una data operazione variabile X (rappresen- 
tata da una linea nello spazio) relativamente a una certa funzione og- 
getto f (y , )  è Iegata da legame d'jsopeneità colla funzione della linea rappre- 

sentativa di X, X f  (ossia ia legata da detto Iegarne con X, relativamente 
f (.YI 

a f (y,) l lopera~ionef~nzionale  che figura nell'espressione considorata) in quella 
regione dello spazio, in cui si verifichi la condizione accennata. n 

Xota  1.a Sul metodo dei coefficienti indeterminati s'asservi che quando, 
mediante esso si possa affermare l'identità di due serie di potenze dell'ope- 
razione X relativamente a una funzione oggetto qualsiasi, ne segue anche la 
loro jdentitS in via assoluta. E d  è ovvio che si dovranno prendere in consi- 
derazioni solo funzioni f (y,) tali che esse e le Xv f (y, )  (v = 1 ,  2 .  . .) non 
abbiano mai ne1 piano della variabile da  cui dipendono, zeri costituenti un 
insieme di specie superiore alla prima. 

Annali di Matematien, tom0 XXVI. 44 
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f i t a  2.. Sulla condjzione d'isogeneità. S'è visto a proposito di cib clle 
mantenendo le notazioni già usate, e detta F una funzione qualunque della 

d F linea variabile L, potevano - d F  
9- 

d F  
9 -  variare d'un medesirno 

d (Y ,  X! d ( x ,  x) d(x ,  y) 
d a  multiplo rispettivarnente di a, di P ,  di y. Cod la determinazione di - non 
d~ 

avverrà in modo unico. Co$ si dirà che 6, 3' sono isogene, quando f r a  le 
d a .  d F  infinite espressioni di - . - ve ne sia almeno una indipendente dalla dire- 
d~ d~ 

d @  zione della nominale a a. E le espressioni di -- . . . - d F  - - che dnnno 
d  (Y' 31 d (Y' x )  

luogo a questa, s'assumeranno corne effettive espressioni di queste quantità. 

Pisa, giugno 1897. 
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u o l  più profondo dolore annunciamo ai  nostri lettori la morte quasi im- 
provvisa, avvenuta il 13 m. c. in Nilano, del Prof. Prancesco Brioschi, 
l'illustre e benemerito direttore di questi AnnaJi, ch'egli aveva fondati ne1 
1858, insieme con BETTI, GENOCCHI e TORTOLINI. 

L70perosità scientifica del Briosehi abbraccia tutto un mezzo secolo, 
da1 1847 sino ad oggi. 

L e  sue Memorie niatematiche sono sparse in molte pubblicazioni perio- 
diche ed atti accademici; in gran parte perb sono inserite nei nostri Annali. 

I n  questo breve annuncio del lutto che ci colpisce, non è possibile dare 
un'idea adeguata di quanto Egli fece per la scienza, in parecchi dei suoi 
rami più importanti (*). Qui baster& il dire che è specialmente opera di Lui 
se gli Annali di Matematica pura ed applicata hanno conquistato un posto di- 
stiiito fra le Riviste internazionali di alta scienza, e se 1'Italia è rjguardata 
comc non ultima fra le nazioni che contribuiscono al progresso del sapere. 

Roma, 20 dicembre 1887. 
LUIQI CREMONA. 

(+) P e r  qualche sommaria indicazione si riproduce qui appresso un  articolo del Pro-  
fessore BELTRAMI dalla Perseveranza del 23 dicembre. 

GLI EDITORI. - 
b 6  F r a n c e s c o  B r i o s c h i .  

u Straordinaria versatilità d'ingegno, singolare potenza di assimilazione ra- 
pida e profonda, instancabile tenacia in ogni ricerca corne in ogni intrapresa, 
tali furono le doti onde rifulse la meute, davvero eccelsa, di Francesco 
Brioschi. 

u Nelle scienze matematiche poi, in cui egli raggiunse più presto ln gloria, 
e gloria solida e duratura, recb un'altra preziosissima dote, quella che or si 
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direbbe una impareggiabile virtuosità, cioè una agilità elegante di forma e 
di pensiero, la quale, se sgomentava gli impazienti ed i meno provetti, for- 
mava l'ammirazione dei dotti e degli studiosi di lena. 

u Allevato alla scuola di BORDONI ne1 culto, forse un po' troppo esclusivo, 
dei metodi lagrangiani, entrh poco appresso con PIOLA nell'ambiente meno 
rigido delle ricerche fisico-mateinatiche di FOURIER, di POISSON e di CAUCHY. 
Ma per quanto grande e feconda fosse d o r a  la produzione matematica fran- 
cese, che era la sola aui attingessero i pochi studiosi d'Italia, egli intui ben 
presto la necessità d'allargare la cerchia delle font;, estendendola alla produ- 
zione delle altre nazioni colte d'Europa, massimamente della Gerrnariia e del- 
1'Inghilterra. F r a  noi egli fu indubbiamente il primo a mettersi risolutamente 
per questa via, e ad indirizzarvi quanti allievi e studiosi potè attirare con sè 
in quest'opera, che pub ben dirsi di risanamento, giacchè soltanto per essa 
cessb quel ta1 quale ristagno che da  lungo tempo pesava sulla scienza italiana, 
e incomincib quel sempre più attivo e fecondo ricambio intellettuale colla 
scienza e cogli scienziati di fuori, che fu certamente favorito e promosso dalla 
fortunata ricostituzione dell' unità, nazionale, ma che sarebbe ingiustizia non 
revocare a lui, per cib che spetta alle sue prime origini, ben più modeste, 
ma ben più laboriose. 

u È incredibile la quantjtà di lavori che il Bi.iosehi seppe comporre 
e produrre in luce, nei più svariati indirizzi, non appena si f u  rapidamente 
orientato ne1 vastissimo campo delle ricerche che occupavano, alla nietà di 
questo secolo, i più valorosi matematici d'Europn. L a  recente scomparsa del 
grande JACOBI, col quale il Br4oschi aveva tanta affinità di temperamento 
scientifico, richiarnava allora l'attenzione su1 grande problema delle equazioni 
dinamiche, e fu questo uno dei primi soggetti a cui egli si rivolse, trattovi 
anche dalla natura dell'insegnamento che impartiva al17Università di Pavin. 
Numerosi ed apprezzatissimi sono i suoi lavori, sia su1 problema d'inte- 
grazione, sia sulle affini teorie delle equazioni a derivate parziali e delle 
equazioni isoperimetriche. Nè cessb mai, anche a maggior dstanza di tempo, 
d i  ritornare su quei primi studii con altre geniali pubblicazioni, come a ca- 
gion d'esempio con quelle relative all'ellissoide fluido di DIRICHLET ed al pro- 
blema dei tre corpi. 

u Altro argomento di numerose ed interessantissime pubblicazioni fil la 
teoria analitica delle superficie, rimessa allora in onore da una celebre Me- 
moria di GAUSS, che era passata per lungo tempo inosservata, ma di cui i 
geometri riconoscevano finalmente la fondamentale importanza. Il Itriosclii 
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prese parte grandissima alIo svolgimento (divenuto poi senipre pi3 largo e 
più complesso) di questa teoria, e vi arrecb più d'un contributo essenziale, 
tra altro col concetto di coordinate 'curvilinee- tangenziali, da lui primamente 
adornbrato in una Nota sulla superficie delle onde. 

u Non volle rimanere estrarieo agli studii di pura geometria, il cui de- 
cisivo risveglio risale a un dipresso alla medesima epoca, benchè l'indole pe- 
culiare del suo ingegno Io chiamasse di preferrnza alle ricerche di pura ana- 
lisi ; e f u  felicissimo nella trattaziune di quelle questioni in cui l'una e l'altra 
disciplina gareggiano ne1 raggiungere una stessa meta, del che basterà ci- 
tare I'esempio forriito dai poligoni di PONCELET. 

u Ma l'indirizzo in cui il Briosciii si slancib con vera passione e con 
istraordinario successo fu quel10 delle ricerche sulle equazioni algebriche e 
sui nuovi algoritmi, che si riassumono nell'uso sistematico dei determinanti, 
degli invarianti, dei covarianti e delle forme algebriche e simboliche. Ba- 
sterebbe gih il Libro dei Determinanti, che risale ai prirnissimi anni della sua 
carriera scientifica e che fu tradotto in pressochè tutte le lingue colte, per 
constatare le eminenti sue doti d'assimilazione e d'invenzione, corne il pro- 
fondo e sicuro possesso d'ogni più disparato doniinio del10 scibile matematico. 
Ma sarebbe impossibile analizzare anche sommariamente, senza entrare in 
particolari troppo disformi dall'indole d'un giornale, l'infinita copia di nuore 
vedute, di nuove proposizioni, di nuovi procedimenti che si trovano dissemi- 
nati nelle numerosissime Memorie di lui sulle indicate teorie, fra le quali 
basterh rnenzionare quella Monografia sulle forme binarie che doveva riassu- 
mere gran parte dei suoi studii e che, sebbene rimasta incompleta, contiene 
pur tuttavia un ricco tesoro di materiali preziosi. E l  per citare almeno uno 
dei moltissimi argomenti speciali in cui maggiormente brillarono I'acume e 
la genialità del I i tr ioscli i ,  giovi ricordare le sue elegantissime ricerche sulle 
serie analoghe a quellu di STURM. 

u Pe r  cib poi che spetta alla dottrina delle equazioni algebriche, basti il 
dire che, nella memorabile scoperta della risoluzione dell'equazione di 5." grado, 
il nome di B r i o s c l i i  è indissolubilmente legato a quelli di HERMITE e di  
KRONECKER, con questo di più, ch' egli non ha  poi mai cessato di illustrare 
con nuove ricerche questo campo cos1 irto di difficoltà, preparando il terreno 
e partecipando attivarnente ad altri non meno cospicui progressi. 

u Un altro larghissimo campo di studii ai quali, non meno che ai.pre- 
cedenti, il B i* iosc l i i  si trovb spontaneamente attratto dalle sue peculiari at- 
titudinf e preferenze scientifiche, e che del resto si collegava neçessariamente 
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ed intimamente co1l'ultimo dei dianzi accennati, fu quel10 delle funzioni tra- 
scendenti, inaugurato da LEUENDRE e recato d 'un tratto a smisurate altezze 
dai lavori di ABEL, di JACOBI e da quelli, allora receiitissinii, di WEIERSTRASS. 
Qui forse, più che altrove, il Briosclii era destinato a raccogliere una 
messe oltremodo feconda e rigogliosa, la materia prestandosi mirabilmente a 
quel suo genio, ormai maturo, di analista supremarnente classico, e già egli 
era entrato gloriosamente nell' arringo , ispirandosi ai lavori di WEIERSTRASS, 
quando, sopravvenuti gli eventi del 1859, si trovb d'un tratto chiamato a spen- 
dere in d t r o  modo le forze esuberanti del suo irigegno. Cos1 si chiuse il pe- 
riodo eroico della sua operosità scientifica, periodo che dura non più d'un 
decennio, ma che bastb a circondare per sempre il suo nome d' una aureola 
di gloria purissima cos1 presso di noi, corne presso tutte le culte nazioni, di 
cui in cos1 breve tempo egli aveva saputo assimilare ed eguagliare la  pode- 
rosa produzione scientifica. 

u Se  tuttavia, in tutto il tempo successive, egli non potè mai più con- 
sacrare alla scienza pura l'intera souima delle sue smisurate energie intellet- 
tuali, neppur cessb mai di tener sernpre ed amorosamente fis0 in essa 10 
sgunrdo, tornando ad ogni tratto, e più d'una volta abbastanza intensamente, 
al culto di essst cos] d a  aggiungere molto al moltissimo già prodotto, e nulla 
trascurando di cib che poteca, direttamente od indirettamente, favorire la  
diffusione ed il progresso degli alti studii ne1 nostro paesc. In quest'ultimo 
senso merita principalmente d'esser ricordata l'opera indefessa da lui data ne1 
mantenere in vita dapprima, e ne1 recare poscia a rigogliosa fioritura quella 
pubblicazione periodica che s'intitola Atinali d i  nlatematica pura ed applicata, 
e che da non hreve tempo rappresenta degnamente 1'Italia tra le congeneri e 
più apprezzate pubblicazioni d'Europa e d'America. Già fin da.] 1858, quando 
questo pcriodico sorse in Roma, in continuazione d'un altro più modesto che 
10 precedette, egli aveva contribuito inoltissimo a dargli aliment0 e notorietà; 
ma ne1 1867, quando la vita ne era divenuta alquanto languida e stentata, 
egli ne trasportb la sede da Roma a Milano e ne  assiinse la direzione, dap- 
prima insieme col collega CREMONA, poil dopo la partenza di questo, d a  solo. 
Nei trent'anni trascorsi dopo questo rinnovainento dell'antico periodico ro- 
mano, ne sono apparsi in luce ben 26 volurni in-$', ai  quali collaborarono 
tutti i migliori matematici italjani e non pochi fra gli stranieri d'ogni na- 
zione, attivando cos1 anche fra noi quel ricambio d'ospitalità scientifica che 
già s' era iniziato altrove ed al quale il Briosotii aveva già tanto e cos1 
ampiamente contribuito coll'esempio e col consiglio. C 
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u & inutile dire a lungo dell' opera data, in un senso più universale, a 
pro della scienza italiana durante la lunga presidenza dell'bccademia dei 
Lincei. Niuno ignora come primo pensiero del Briosclii sia sempre stato 
quel10 di far convergere i maggiori mezzi possibili all'ampliamento delle pub- 
blicazioni accademiche, cos1 da potervi accogliere, come pub ora ben dirsi 
che avvenga, ogni degna manifestazione degli studii nazionali. 

u Senonchè l'analisi delle varie, per non dire infinite forme sotto cui si 
estrinsecb 1' ardore inestinguibile del Bricrscl i i  per tutto cib che s' attiene 
agli studii ed agli studiosi del nostro paese, ardore che andb facendosi sempre 
pih largo e comprensivo di ogni sana manifestazione del pensiero scientifico, 
mentre da un lato condurrebbe troypo lontano e sconfinerebbe da1 campo 
prefisso, riuscirebhe forse dall'altro ad offuscare un cota1 poco, specialmente 
agli occhi di  chi non ebbe la ventura di conoscere da vicino l'uorno, l'irn- 
magine integra e distinta che di lui dobbiamo formarci, e che è bene rimanga 
scolpita indelebilmente nella storia degli intelletti d'Italia. La  quale immagine 
è quella d'un forte campione della schietta stirpe latina, la cui mente, sovra- 
namente equilibrata, fu sempre aperta ad ogni più alta aspirazione ideale 
corne ad ogni più intirno bisogno di vertiginosa attività esterna, e che nel- 
l'opera sua, di qua.lunque natura si fosse, recb invariabilmente la benevo- 
lenza, la sicurezza, la serenità e ,  non ultima attrattiva, quell'amabile sciol- 
tezza che, nell'esercizio delle discipline e delle cose severe, lascia come spirare 
un sottile profumo di squisita artisticità. 

u Ho menzionato per prima la benevolenza fra le nobili caratteristichr: 
dell'azione del B r i o s c l i i ,  e non a caso. Come ben disse l'illustre ASCOLI~ 
l'assistenza affettuosa di cui egli ha favorito, con criterii perspicacissimi, un 
numero sterminato di cultori d'ogni più disparata disciplina, basterebbe alla 
gloria d'un uomo. 

u EUGENIO BELTRAMI 
a Prof. aE1' Universith di Roma. n 
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