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Sugli invarianti differenziali proiettivi
delle curve di un iperspazio.

(Di Luter Berzouary, a Torino.)

Nel presente lavoro mi propongo di estendere agli iperspazi alcuni dei
risultati, a cui & giunto 'Harpren nelle sue belle ricerche sopra gl'invarianti
differenziali (*), e che, com’® noto, furono applicati dallo stesso Harprex allo
studio delle equazioni differenziali lineari, specialmente del 3.° e del 4.° or-
dine (**). In tale estensione, — che, se non erro, mette anche in miglior luce
talune delle proprietd dovute all'Hareuew, e, come si dird tra breve, pud aver
applicazioni alle equazioni differenziali lineari di ordine- qualunque (maggiore
di due) — torna spesso utile il metodo della proiezione in spazi inferiori, il
quale ha gia dato risultati importanti, sopratutto in ricerche di pura geome-
tria. Cosi (nel § III) vien risolto per questa via, e per uno spazio lineare S,
ad »n dimensioni (**¥) un problema, alla cui soluzione I'Havenen, per lo spazio

(¥) Vedi la Thése sur les invariants différentiels (1878), e la Memoria Sur les in-
variants différentiels des courbes gauches (Journal de I’ Ecole Polytechnique, XLVII Ca~
hier, 1880): é a quest’ultima che in seguito ci riferiremo pit particolarmente. — E su-
perfluo ricordare come i concetti di questi due lavori (massime del primo) siano poi stati
svolti ed ampliati da molti autori, segnatamente inglesi (ForsyTn, Erriort, RoGERS, ecc.),
e come essi si connettano colle ricerche del sig. Lie sulla teoria generale degli énvariant
differenziali, e con quelle del sig. SYLVESTER sulla teoria dei reciprocanti. Si consulti a tal
proposito il Bericht viber den gegemwdrtigen Stand der Invariantentheorie del sig. F. MEYER
(Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. I, 1892, pag. 230 e seg.)).

(*¥*) Vedansi la Memoria premiata Sur la réduction des équations différentielles U~
néaires aux formes intégrables (Sav. étrang., t. XXVIII, n.° 1, 1883), e quella che ha per
titolo Sur les wmwariants des équations différentielles lineaires du quatriéme ordre (Acta
Mathem., vol. 3, 1883).

(**#) In tutto il lavoro s’indichera con S; (=0, 1,..., n—1) uno spazio lineare
di 7 dimensioni contenuto in S,., Un S, sara un punto, un §; una retta, un S, un piano,
un Sp—1 un iperpiano.

Annali di Malematica, tomo XXVI. 1
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2 Berzolari: Sugli invarianti differenziali proiettivi

ordinario (¥), & giunto soltanto con calcoli che, gid laboriosi per n =3, sa-
rebbero impraticabili per un valore indeterminato di n.

Ecco ora in breve il contenuto di questo scritto.

Ponendo sotto forma pitt simmetrica il procedimento seguito dall’Harpuex
per lo spazio ordinario, ho anzitutto stabilito le equazioni differenziali delle
curve razionali normali di S, (**), le quali formano, per cosl dire, il noe-
ciolo intorno a cui si raccoglie tutto il lavoro. Esse sono in numero di n —1,
e dell'ordine n 4+ 3, e godono della proprietd che, indicandone, in un certo
ordine, con T, T,,..., Tp-, 1 primi membri, I'insieme formato con un nu-
mero qualunque di questi, presi ordinatamente a partire dall’ultimo, & inva-
riante per trasformazioni omografiche dell’ S,, mentre (all’infuori di T’,-,) le
singole 7' non hanno siffatta proprietd. Di tali sistemi si trova sibito il si-
gnificato geometrico: in particolare, la quantitd 7, & un invariante diffe-
renziale projettivo, e per #n =3 coincide coll'invariante di 6.° ordine (il solo
di quest’ordine che si abbia per le ordinarie curve sghembe), che dall’Havpnex
& stato chiamato », ed il cui annullarsi caratterizza le curve, di cui tutte le
tangenti appartengono ad un complesso lineare (**¥).

In stguito (§§ III e IV), posta I'origine delle coordinate in un punto
non singolare di una data curva, e chiamate z, 2,,..., Z,-, le coordinate
cartesiane d’un punto di questa prossimo all’origine, si suppongono svilup-
pate le «,, @.,..., ®,— in serie di potenze di x mediante Ja formola del
Tavror, e si risolve il problema (a cui si & alluso in principio) di trasformare
questi sviluppi, con una sostituzione lineare conveniente, in altri di natura
pilt semplice, aventi la forma canonica :

x, =+ J e Tt e

T, =+ Jy wrtt L TP et

ns — T - JUD gt T gkt 1)
Xy = L1 _I_J'on 2 xn+4_}_...,

Ty =" F JyVantt L Jgp Vantt 4.

(¥) Nello Memoria gia citata Sur les inv. diff. des courbes gauches, pag. 20 e seg.!

(¥¥) Curve @ ordine n appartenenti ad Sy, ma non a spazi inferiori (eppero razio-

nali). Per le loro proprieta vedasi p. es. Veronese, Behandlung der projectivischen Ver-
hdltnisse, ecc. (Math. Ann., Bd. 19).

(*#¥) Il concetto di tali curve é stato esteso ad un iperspazio in modo affatto diverso

e per tutt’altro scopo dal sig. Borer nel lavoro Sur U équation adjointe et sur certains

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



delle curve di un iperspazio. 3

dove tutti i coefficienti J sono invarianti differenziali projettivi [relativi (*)],
di cui il peso & uguale al rispettivo indice inferiore, e I'ordine & dato dalla
somma dei due indici aumentata di un’unita.

Specialmente notevoli sono gl’invarianti dei pesi 3, 4,..., n+1, e la
loro composizione viene assegnata nel § V: si trova cosi che uno qualun-
que J4,1; di essi si pud rappresentare in forma di quoziente, il cui deno-
minatore & una potenza di T, _,, e il cui numeratore & una somma di ter-
mini, ciascuno dei quali contiene come fattori alcune delle T\,-,, T%-s,...,
Tv-pe» e delle loro derivate di ordine non superiore ad 2 — 2. Vengono de-
terminate in particolare le espressioni ed il significato geometrico dei coeffi-
cienti J¢=0, Jy=¥ ..., Jiy;, che sono glinvarianti differenziali d’ordine n + 3
della curva proposta (*¥): il pilt semplice di essi, ciot J§*, coincide collo
stesso T,

Fra gl'invarianti che si possono comporre con quelli ora nominati hanno
la maggiore importanza gl'invarianti jy, j4,..., Jur, dei pesi 3, 4,..., n + 1,
formati ¢n modo intiero con le T e le loro derivate. Si dimostra infatti (nel
§ VII) che, salvo fattori numerici, essi coincidono cogli invarianti cosi detti
lineari o fondamentali di un’equazione differenziale lineare d’ordine n -1,
— 1 quali, considerati per la prima volta da Lacuerre e dal sig. Brioscm
(e, sotto veste geometrica, dall’Harerex), furono poi ulteriormente studiati da
Harenex, Forsyrs, Briosca, WarLensere ed altri; — mentre nel § V si sta-
bilisce una loro proprieta, che, in un caso particolare (***), & I'interpreta-
zione geometrica d'un importante teorema dovuto al sig. Brroscmr (¥**%¥),

Nel § VI vengono stabilite le formole, colle quali si passa da ogni in-
variante differenziale projettivo al suo duale, e si prova che ognuno degl’in-
varianti Js, jy,..., Jn+: coincide, a meno del segno, col proprio duale.

systémes d équations différentielles (Annales scient. de I’ Ecole Norm. Sup., 3. serie,
t. 9, 1892).

(*) Da siffatta rappresentazione si passa tosto a quella in cui i coefficienti sono
tutti invarianti assoluti.

(¥*) Sono questi glinvarianti d’ordine pilt basso, ove si faccia astrazione da quello
affatto ovvio, d’ordine n, che nel presente lavoro vien cliamato U, ed il cui annullarsi
definisce le curve appartenenti ad un iperpiano.

(*##) In questo caso particolare, la propricta di cul si tratta & che wna curva di Sy ¢é
una curva razionale normale di questo spasio, quando per essa tulti gl invarianti jy,

Jase- s Jud1 Sono nulli.
(#**#) V. la Memoria Les invariants des équations différentielles linéaires (Acta Ma-

them., vol. 14, 1800, pag. 273).
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4 Berzolari: Sugli invariants differenziali proiettivi

§ 1.

Alcune generalita sugli invarianti differenziali projettivi
d’'una curva di S,.

1. In questo paragrafo (dove un determinante verrad rappresentato scri-
vendone fra parentesi il termine principale) sono raccolti gli enunciati delle
principali definizioni e proprietd, di cui dovrd nel seguito far uso, e che si
ottengono (in generale senza difficolth) come estensioni di alcune stabilite
dal’Harerex nei due lavori citati fin dal principio.

S’indicheranno con z, @,,..., 2,-, le coordinate cartesiane di un punto
di S,, e quando il punto si muova descrivendo una curva, le sue ultime
coordinate x,,..., €,—, verranno considerate come funzioni della z.

Ora poniamo :

U= rrar—m @ e ), @)
dove gli apici denotano derivate prese rapporto ad x. La qguantita U & un
invariante differenziale projettivo (d’ordine #): invero il suo annullarsi in un
punto assegnato d’una curva di S, esprime la condizione necessaria e suffi-
ciente perche esista un iperpiano avente colla curva un contatto d’ordine n
m quel punto.

Introduciamo ancora le seguenti quantita:

w_ (k4D (@ 2 e ot D 2l

D= (n +4)! (... 2,

dove gli apici che stanno nel secondo membro denotano derivate rapporto
ad z, e si ha:

, (3)

i>1, k=1, 2,.., n—1L (4)

Un invariante differenziale projettivo, che per definizione sia intero rispetto
proj )

alle variabili 2, z,,..., ,-, e alle derivate di queste ultime rapporto ad z

) Tigeeny q PP )
non contiene né le variabili né le derivate prime, ed & una funzione omo-
genea dei determinanti della forma (2{" 3" ..2»-¥): il grado di tale fun-
zione omogenea si chiamerd grado dell’invariante. Cosi il grado di U &
Punitad. Di qui segue che il quoziente di un invariante differenziale intero di

q g q

grado ¢ per U9 & una funzione intera delle quantita D}: basta infatti os-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



delle curve di un iperspazio. 5

servare che si ha identicamente :

(n—1)(n—2)

1 . , . 2 Py . . _ o
L@l alf. . aih) = (— 1) iVa e N (DEO DI D).

n—1 H—R
Eseguendo la sostituzione lineare
X=uar, Xi=u;, (=1, 2,..., n—1), 6)

dove o« & una costante arbitraria, si riconosce che, se nei vari termini d’un
invariante intero si sommano tutti gl'indici di derivazione, si ottiene per tutti
i termini un medesimo risultato. Questa somma costante si dird il peso del-
Ue (n—1)(n+ 2)
2
Dp ha il peso n -+ i— k—1, e indicando con ¢ il grado e con p il peso d’un
invariante intero, questo potra mettersi sotto la forma U9 ¢, dove ¢ & una fun-
zione intera delle DY, e la somma dei pesi delle varie quantitdh D/ contenute
(n—1)(n + 2)
—g .
Questo numero pud essere considerato come il peso di ¢, se come definizione
di peso si assume questa, che coincide colla precedente quando 1’invariante
sia intero: il peso d’un invariante & l’esponente della potenza di «, per la
quale risulta moltiplicato I'invariante, quando su questo si eseguisca la sosti-
tuzione inversa della (5).
Come per il piano e per lo spazio ordinario (secondo cid che ha dimo-
strato 'Havprex), cosl anche per I’ S, il grado ed il peso sono caratteristici
per ciascun invariante. Si faccia la trasformazione lineare

Pinvariante. Cosi il peso di - Convenendo poi di dire che

nei singoli termini di ¢ sard, per tutti questi termini, p

X=£) Xi=é’ (i=1,2,...,n—1), (6)
Cn E,n

dove le &, &,,..., &, sono funzioni lineari delle z, z,,..., X,—y, di cui il

determinante dei coefficienti sia D. Se si chiama U, ! espressione formata

culle nuove variabili al modo stesso con cui U & formato colle variabili pri-

mitive, si trova la relazione:

U0=D

Enz—l
nin+4
(Enl —E&n) °

dove 1 due apici che figurano nel denominatore indicano derivate rapporto ad a.
Pit in generale, se un dato invariante s'imagina ridotto alla forma di
funzione delle quantitd D/ (nel qual caso esso & di grado zero) e s’indica

U,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6 Berzolari: Sugli invarianti differenziali proiettivi

con ¢ il suo peso, I'effetto della sostituzione (6) & di riprodurlo moltiplicato
&

v (e res

e s'indicano con ¢ il suo grado e con p il suo peso, dalle due proprietd pre-

cedenti risulta che 1'effetto d’una sostituzione lineare (6) & di riprodurlo mol-

tiplicato per

.

g . o .
). Se invece I'invariante & posto sotto una forma qualsiasi,

D Sip—(n—ig
Iq '_—T_q'_——'- -
(Eni —Ei'n)g”’

2. Data in S, una curva qualsiasi, & facile esprimere le ultime coor-
dinate d’un suo punto, il quale giaccia nellintorno di un suo punto non sin-
golare, come serie procedenti secondo le potenze intere positive crescenti della
‘prima coordinata, e per modo che i coefficienti siano le D”. Se infatti sono
Yy Yiyeeey Yn—y le coordinate del punto considerato, ed Y, Y,,..., Y,—, quelle
del punto prossimo ad- esso, per lo sviluppo del Tavror abbiamo:

Yk=yk+.7/lk(y—?/)+élf.'/”k(Y—y)g+
k=1, 2,..., n—=1)
Introducendo le nuove coordinate z, z,,..., x,-, legate alle prime dalle re-
lazioni lineari
r=Y—y,
wn = (k4 1)! W' ¥ ey YL I(’;j—yuke—y;)( f’ —Y), YED -, Y a
k=1, 2,..., n—1),

s'ottengono gli sviluppi richiesti :

wp=attt 4 ¥ DParti (k=1, 2,..., n—1). (S)
i=1

In tutto cid che segue partiremo sempre da questi sviluppi.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



delle curve di un iperspazio. 1

§ I

Le equazioni differenziali
delle curve razionali normali di un iperspazio.

3. Proponiamoci di stabilire le equazioni differenziali delle curve ra-
zionali normali di S,. Una tal curva, che diremo I', & d’ordine », dipende
da (n — 1) (n + 3) costanti essenziali, ed & rappresentata dall'insieme di #n— 1
equazioni. Eliminando quelle costanti dalle (n — 1) (» + 4) equazioni che si
. ottengono associando le date con quelle che se ne ricavano derivandole n -3
volte rapporto ad z, risultano le cercate equazioni differenziali, che somo
dunque in numero di » — 1 e dell’ordine n -}~ 3. Per costruirle effettivamente,
potremo procedere in modo piu spedito, sostituendo nelle equazioni della
curva, al posto delle z,, @.,..., Z,—, gli sviluppi (8), ed uguagliando a zero
1 cocficienti dei termini risultanti fino a quelli di grado » 4 3 inclusivamente.

B evidente che per siffatto calcolo si debbono assumere le equazioni di
una T che passi per l'origine delle coordinate: considerando allora la curva
come luogo delle intersezioni delle rette omologhe di due stelle collineari, di
cui una abbia il centro nell’ origine, tali equazioni si possono scrivere come
segue :

Poo xf—{— Por 24 —f—b -]j Po,n—1 xn—1_+ Don

x

pio + P11 s + v —[— Pr,n—1 Tn—t + Pin

&

Pn—10% -+~ Pn—11 21 + SR Pr—1 n—1 Tn—1 + Pn—1 n
b4

In—1

dove le p sono le costanti da eliminarsi. Uguagliando il primo dei precedenti
rapporti al (k-4 1)™°, e riducendo a forma intiera, si ottiene:

=n-~1 i=n—1

_Zf Poi Tn Ti — g}l Pri T Li 4 Pon Th — Phn T+ Poo T Tk — Pro ' = 0
k=1, 2,..., n—1).

9)

Ora dovendo sostituire qui al posto delle x,,..., 2,—, gli sviluppi (8), basta
pel nostro scopo tener conto, in tali sviluppi, dei termini di grado non su-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Berzolari: Sugli invarianti differenziali proiettivi

periore ad n + 3; cid facendo, e conservando anche nel risultato i soli ter-
mini di quei gradi, si ha:

i=n—1 i=n—1
2“1 Poi (xk+i+2 + Dgz) xn.,4k+2) - 1_‘;{ Pki (xi+2 + D’ii)xn+2 _l_ D(;’) xn+3)
b o (@445 DB a4+ DP 2v) 4 p,, DM gves (10)
__I__pon (xk +1 _+_ Dg]c) x?jb-l»l + Dzk) xn+2 + D(SL) xn+3) —_— pkO x? __phn €1r = 0
k=1, 2,..., n—1).

E necessario trattare a parte il caso di £ = 1. Se nell’equazione precedente,
scritta in tale ipotesi, si uguagliano a zero i coefficienti di tutte le potenze
di #, 1l cui grado non supera n + 3, risulta:

pm=0,

Pon—P1o=0,
Po —pu=0,
Por —pue=20,

po,n<—3—p1,n—2=0, (11)

po,n—-z __pl,n—i +p(m Dg]) =5 0,

1=n—

1
PO,”—1+Z)00 Dgl) +pon D(zl’_ }"1 P D;t)k())
=

—1
\

t=n—1 . i:n
Poo DY) 4 poy DY) 4 pon DY) + 21 Poi DY) — Yy
= i—

=1

pi D@ = 0. /
Ponendo nelle ultime due i valori di piyy Piey..., Pins ricavati dalle prece-
denti, si hanno le due equazioni:

D2 por+ D prst+ -+ D= pup s = Pones (D Dp=9 — D) pon =0,
(DY —2 D) puu+ (DF = D) o -+ + (D = D) pous | (12)
- Dl;n_l)po,n——i + (D(I)D;n—l) . Dsl)) pon — O. s

Per k=2, 3,..., n—1 si hanno ogni volta dalla (10), collo stesso procedi-
mento, » - 3 equazioni fra le p, e sostituendo nelle ultime due i valori di

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



delle curve di un iperspazio. 9

Pkiye-y Pr,n— ricavati dalle precedenti, si ottiene:

-D‘k—H) Pos -4 D(1k+2) PorF+ -+ - Dﬁ"‘l’po, n—k—-1— Pon-k
(DO D — D 4 D) g =0,

13
(D+) — Dlm) Pos -+ D+ Port -+ Dy~ Po,n—k—1— Po,n-k+s (13)
_l_ (D(lk) D’zn—l) — Dsk) _l_ ng—])) pon =0,
Per semplicitd di serittura poniamo:
F==D® D=9 — D 4 D=1,
Fi= DY Dip=0— DY)+ D=, a4

k=1, 2,..., n—1),
colla convenzione che sia [cfr. le (3) e (4)]:
D=0, DP=0.

Allora, eliminando fra le (12) e (13) le quantitd Poiy pory..., Pon, si otten-
gono le cercate equazioni differenziali, rappresentate dall’annullarsi dei deter-
minanti d’ordine n formati colle orizzontali della matrice

D2 D® D= D=1 _ P,
DY Dy D=1 — 0 F,
Dy Dy —1 0 0 F,
Db —1 ... 0 0 0 F,.,
—1 0 .. 0 0 0 F,,
Dy _-2pyp  Dy»— D2 ...D? — Dy—9 Dp—Y— DD _ D=1 Fy
D¥ ~ D2 D Dy 0 -1 F,
D) — D@ D® 0 -1 0 F;
Dp-v — D=2 0 0 0 0 F.,
Dy 1 0 0 0 F..
Annali di Matematica, tomo XXVI. 2
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10 Berzolari: Sugli invarianti differenziali procettivi

Per lo spazio ordinario (» ==3), la matrice &

DY —1 DPDP—DY

~1 0 D?D®— DP + D
Dp—2D® —DP DN DP— D ’

I\ —DP  —1 DPDP— DYDY

e prendendone i determinanti che si hanno omettendone Ja terza oppure la
quarta orizzontale, si ottengono, salvo la diversita dei simboli, le espressioni
chiamate dall' Havpuen risp. v e w, le quali, uguagliate a zero, dapmo le
equazioni differenziali delle cubiche gobbe.

Per il piano (n = 2), la matrice si riduce all’unico determinante

—1 DPD®— DY
—2 DY DO DY — DY

Chiamando, come d’uso, con y l'ordinata (cio¢ la ), e denotando con apici
le derivate rapporto all'ascissa z, si ha:

U =,-; ¥,
1y” 1y 147
o—-Y_ N — = ¥ e = ¥
DS 5y ’ D} 5y D\ 50 57

sicché i1 determinante precedente diviene:

1

1 " Ul e
—&E?—,é(gy?yv—{%oy y" Yyt 4 40y,

L’ultimo fattore, uguagliato a zero, da 'equazione differenziale delle coniche
nella forma assegnata per la prima volta da Movezr (¥).

(¥*) Nella Nota Sur les Equatz'ons différentielles des Courbes du second Degré (Corresp.
sur Ecole imp. Polytechn., Paris, N.° II, 1810, pag. 51-54}, un sunto della quale com-
parve nel Bulletin de la Société Philom., Paris, 1810, pag. 87-88. — Sono assai curiosi i
particolari che nellarticolo On the Method of Reciprocants, ecc. (Nature, vol. XX XIII, 1886,
pag. 224) il Syuvester ha dato sulle fasi per le quali ¢ passata la ricerca di tale
equazione. Il metodo pilt naturale e pitt semplice per istabilirla & senza dubbio quello
stesso a cui ha accennato MonGE (dandone soltanto il risultato finale), e che pud ora pre-
sentarsi sotto la forma seguente. Sia

ax?+ oyt +2cxy+2de+2ey+f=0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



delle curve di un iperspazio. 11

4. Chiamando T,-x(k=1, 2,..., n—1) il determinante formato
colle prime n — 1 orizzontali e colla £™* (a cominciar dal basso) orizzontale
della matrice (15), potremo assumere come equazioni differenziali delle curve I'

le seguenti:
T4=0, Tg=0,--u, Tﬂ--5=0,

in ciascuna delle quali le derivate dell’ordine pil elevato, cioét n 4+ 3, com-
paiono soltanto nell’ultima orizzontale del primo membro. Se diciamo P,
P¥, ..., P® gli elementi di tale orizzontale, abbiamo dunque :

D2  D® ...Dp9 DE-v —1 F,

DP D ...Dpv —1 0 7,
Ter=lpan _1... o0 0 0 Fos (16)
—1 0... 0 0 0 Fo,

pp PP ...PR, PP, PP PP

k=1, 2,..., n - 1),

I’ equazione di una conica, e la si derivi successivamente cinque volte rispetto ad «. Le
tre ultime equazioni a cui si giunge possono scriversi cosi:

{cx+dy+e)y”" +30Yy +c)y” =0,

(cxt+by+e)yV +400y" +c)y"" + 30y" =0,

(cx+by+e)yY +50y +c)y¥ +106y" y"" =0.
E di qui, eliminando le quantitd cx +by +e, by' + ¢, by (collosservazione che y"" =0
¢ Yequazione differenziale delle linee rette), si ottiene l’equazione cercata :

[ y”l 3y" 0
0 — yIV 4 y"! 3 y" j— 9y772 Z/V —— 4 5:’/"3/'” yIV + 4 0 yﬂls (.\5).
yv 5yIV 10 yrl!

Un altro metodo assai semplice per giungere alla stessa equazione é quello indicato dal-
I’ Haveuen nella Nota Sur Uéquation différentielle des coniques (Bulletin de la Soe. Math.
de France, t. VII, pag. 83), e riprodotto dal JorpaN nel suo Cours d’analyse de U Ecole

Polytechrique (2.2 ediz., 1893, vol. 1.°, pag. 157-158). A. proposito del metodo di HALPHEN
il SYLVESTER ha osservato (Lectures on the Theory of Reciprocants, American Journal of

(*) Nell'atto di licenziare le bozze mi sono accorto che questo metodo ¢ gia stato esposto
per disteso e in questa stessa forma dal Barracrini nella Nota Sui punti sestatici di una curva
qualunque (Rend. della R. Acc. dei Lincei, 1888, pag. 238).
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12 Berzolari: Sugli invarianti differenziali proiettivi

od anche, svolgendo il determinante secondo gli elementi dell’ ultima oriz-

zontale :
Dgn—i—l-l) Dgn—i+2) . D(‘n—l) Fr;
D=t Din=i8) 1 Fh_sn
(1) (n-42) i(i41) Din—i+3) Din-i+4) 0 F._:
g Ji=n-1 . 1 1 LR n—t+e ¥
Toi=(—1) Y (=1 " PW — PP (17
i=1 . . . . . . . . . B o
D=1 —1 ... 0 F,,
\ —1 0 oo 0 Py

(k=1,2,..., n—1).

Il determinante che sta fra le parentesi si pud sviluppare in forma assai co-
moda secondo gli elementi dell'ultima verticale: il coefficiente dell’ elemento
Fy_sj di posto (j 4 1)™° si trova allora moltiplicando quello dell’ elemento
precedente per D"V, quello dell’antiprecedente per D{*-2,..., quello del
G_1(i-2)
secondo elemento per D{* ¥+, quello del primo, che & (—1) * , per D 7,
indi sommando i risultati.
In particolare si ottiene:

(n+1){n42)
Tpo=(—1) ° | DpD—2Dp-2 4 pin-
+ 3 D(in—l) D({n—2) - 3 Dgn—l) D;"‘l) + 2 (Dgu—l))s } ,
(n+1) (n42)
Tpoy=(—1) 2 z Dir-2—9 D=9 4 Din-

+ 4 (Dgn-l))z D(‘n—2) . 4 D(‘n—2) Dgn -1) __ 2 (D(:t—l))'z DL”‘”
+ 2 Din—l) Dgn-S) _ D(‘n—l) Dg;-z; + (Dgn~1))2 + 9 (Dgn 2))2 + (D;n—l))l : ,

le quali, per n =3, si riducono alle quantith v e w di Havemex, quando si
tenga presente che per n <4 & D" ==0.

Math.,, vol. IX, pag. 345-346) che, quantunque assai ingegnoso, esso non puod estendersi
a curve piane di ordine qualunque. Esso pud perd venir esteso in un altro senso, cioé
alle warietd quadratiche di uno spazio a quante si vogliano dimensioni, come io ho mo-
strato nella Nota Sulle equazioni differenziali delle quadriche di uno spazio ad n dimen-
siont (Rend. della R. Accad. dei Lincei, 1893, pag. 247).

Sull'equazione differenziale delle coniche vedansi ancora SYLVESTER, American Jour-
nal, vol. IX, pag. 17-18, e L1z, Math. Ann,, Bd. 32, pag. 226.
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delle curve di un iperspazio, 13

5. B facile trovare le equazioni della curva T" osculatrice ad una data
curva (ciod avente con questa un contatto d’ordine n -+ 2) in un suo punto
assegnato. Invero, partendo anzitutto dagli sviluppi (8), le equazioni d’una T’
per Yorigine son date dalle (9). Ora, in virth delle (11) e delle formole ad

esse analoghe che si hanno per k=2, 3,..., n—1, le (9) diventano:

i=n—h-—1 i=k-1
\l Al
Y piliwh— & xpii) F X Pon-kii Tk Tnoki
=1 =0

+ P @k — 28, — DP 2, ) =0,
(=1, 2,..., n—1),

dove per k=1 si conviene che sia x,=wx. Le cercate equazioni s’ottengono
eliminando Py, Pue,..., Pon fra la precedente, la prima delle (12) e le n—2
relazioni che si deducono dalla prima delle (13) ponendovi k£ =~ 2, 3,..., n — 1.
Il primo membro di una qualunque fra le equazioni risultanti & il determi-
nante formato colle prime n — 1 orizzontali della matrice (15) e con un’altra
orizzontale costituita dagli elementi

Z‘, xk—xxk+|’ (rg xk~xwk+g,-.-, xn-k—j xk-xxn—-j,

Ln-kZThy Lo-kt1Thyeery Tn-y Tk, xk-xxk—l—D(lk,wxn—i-

Se infine al posto delle x, x,,..., w,_, si sostituiscomo le espressioni for-
nite dalle (7), s’ottengono le equazioni richieste (*).

6. Prima di proseguire ci occorre stabilire alcune formole. Conside-
riamo in S, una curva qualsiasi C, rappresentata nell’intorno di un suo punto
non singolare 0, preso come origine delle coordinate, dagli sviluppi (8); e
dallo spazio S,, avente con essa un contatto d’ordine  in O, proiettiamola
sopra un arbitrario S,-,._, (potendo essere » =0, 1,..., n — 3). Chiame-
remo C' la projezione di C, ed 0’ quella di 0, cioé V'intersezione dell’S,_, -,
coll’ S,+, avente in 0 con C un contatto d’ordine » 4~ 1. In generale, lo
spazio Sp (con k=0, 1,..., n —»r—2) avente con C' in O un contatto
d’ordine k sary intersezione di S,_,-, coll’ S, %+, avente in O con C un
contatto d’ordine # --% 4+ 1, e verrd rappresentato, entro 1 S,—,,, dalle

(¥) Per lo spazio ordinario queste equazioni sono state assegnate dall’HaLpHEN (Sur
les inv. diff. des courbes gauches, 1. c., pag. 10) in modo inesatto,
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14 Berzolari: Sugli invariants differenziali proiettivi

equazioni :
Tythts=Tpthte ="+ = Tp_, =0,
Se entro 1’ S,-,-, prendiamo come origine O, e poniamo:

4 X+ Lr+2 In—s
= bl —l , LR , - _ —
J Zr y‘ Tr yn re Tr

: (18)

st riconosce che (facendo uso, per I'S,-,—, di simboli analoghi ai simboli D{*
introdotti nel n.” 1 per I’ S,) dovranno aversi, per le coordinate di un punto
situato su C’ nell'intorno di O, sviluppi della forma:

=00

N\ { — >

Yr = yk-H + 21 AJ") yn r+i-1
1=

k=1, 2,.., n—r—2).

(19)

Per determinare i coefficienti Aj® basta trovare anzitutto gli effettivi sviluppi
di yx e di y in funzione di z, come si deducono dalle (8) eseguendo le di-
visioni indicate nelle (18), indi sostituire tali sviluppi nelle (19), ed ugua-
gliare i coefficienti delle medesime potenze di . Cosl facendo, si ricavano
senza difficolta le espressioni seguenti:

AW = D£r+k+1)’

AP — Dy++y,

Agck) = D,({"'k'l"]),

AR, = DD — (k + 1) D+,

AR, = D4R+ — (k 4+ 1) DY+ ++ & D,

(20)

AP, = DY — (b 1) DAY, + & Dy,

n—r— n—r—1

A, = D) — (b 1) DI, o+ DY, oy — (0. — 1) D40 D,

i
e in generale, per i=1,
AR, = DI — (k4 1) Dt - [, DAY, ..., Dirtt+],

dove il simbolo scritto come ultimo termine rappresenta una funzione delle
D@, D+ . Di+k+d) i cui indici inferiori non superano ¢— 1. Sicche,
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delle curve di un perspazio. 15

colle formole precedenti, da ogni invariante differenziale di ordine  di curve
di Sp-,—, si deduce un Invariante differenziale d'ordine w -} 4+ 1 di curve
di 8., il quale & formato soltanto colle quantitda D™, D+ . . D=4 i cui
indiei inferiori, posto
o—2n 427 F3=1,
hapno al pid i valori A~—1, %,...; A4 n —r—2 risp.: quantita che tatte,
all'infuori delle ultime (cioé delle Dn-1)), sono d'ordine inferiore ad w 4 # + 1.
Per n=3 risultano le formole date dall’ Harpmex, senza dimostrazione,
alla pag. 85 della Memoria pit volte citata Sur les inv. diff. des courbes
gauches.
7. Consideriamo espressione di T'»-x fornita dalla (17), dove, quando
sia k=1, 2,..., n—2, si ha:
PYC) _— D&en—kﬂ) _— D(‘n—k)’
P‘f)= Dg"'k“),

Pﬁ;@ixD(gn-l),
PP =0,
P;f—?it—‘l7
P%Q2Q=P(nk—)1:=01

P’(‘k) — F:—k — Diﬁ——k) Dgn-l) . D;n~k) + Dgn—k—l). /

In virth di queste formole (per k=1, 2,..., n — 2) sarh sufficiente esten-
dere la somma che comparisce in (17) da ¢=1 fino ad {=4% - 1.

Siano ora O.,..., On_y_, 1 primi membri delle equazioni differenziali
delle curve razionali normali di S,—,-,, e per chiarezza consideriamo in
primo luogo le ©,,..., ©,-,-,. Se, conservando i simboli del n. precedente,
seriviamo ©,—,-x-s in forma analoga alla (16), ed al posto delle A sostituiamo

@1)

le espressioni date

dalle (20), risulta:

DY”’ D‘{'“) . Dﬁ"‘-l) —1 .. + Df‘r—i-l)
D(‘"H) Dgr+5) . o s *_1 0 Ff|-3
@n'r" —,l= . 1;_ - - - - . . . . - . L .
" ‘Di no—1 ... 0 0 Fn
\ "_l. O v e 2 0 0 ﬁ7n—|
PP PP ... PP, PH,., PPt

k=1, 2,..;, n—r —3),
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16 Berzolari: Sugli invarianti differenziali proiettivi

dove &
e=20 se k=1,2,..., n—r—4,

e = D+ se k=n—r—3.

Svolgendo il determinante secondo gli elementi dell’ultima orizzontale, ecd
avendo riguardo alle (21) ed alla (17), si ottiene in ogni caso:

(bt |
On- b1 = (— 1) Tour (22)
k=1, 2,..., n—r—3).

Se invece si considera O,, e si fanno in esso le sostituzioni or ora indicate,
ricordando Ja prima delle (14) si trova:

(n~7)(n—r-+1)
2

@1 = (—‘ 1) Fr+i
Dir+9 D+ ... D#D —1 Py,
D+ Dy . —1 0 Foss
D(:'_l) —1 . .. 0 0 Fn—g
—1 0 Ce 0 0 F,_,

Pﬁn—r-2) - D(‘r+2) P{gn—r—Z) _ D£7'+8) .. P&n::;?) _ D(‘n—2) . DE" -1) Pgtn—r—2)

Se in corrispondenza all’ultima orizzontale si spezza il determinante nella
differenza di altri due, e si svolge il primo di questi secondo gli elementi
dell’ultima orizzontale, confrontando colla (17), dove siasi posto £ =n — » — 2,

risulta facilmente :
(r4-1)(212—1) +1

0, = (—' 1) : Tr+27

epperd si conclude che la (22) & vera anche per k=mn—7r— 2. Si ha cosi
la proprieta :

Se nei primi membrs ©,, ©y,.. 5, Op-p_o (con r=20, 1,..., n—3) delle
equaziont differenziali delle curve razionali normali di un S,_,_, apparie-
nente all’ S, si esequiscono le sostituzioni (20), s¢ ottengono ordinatamente,
salvo il segno, © primi membri Tyiyy Tyrisyeeoy They delle ultime n —r —2
equazions differenziali delle curve razionali normali di S,.
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delle curve di un iperspazio. 17

Circa a siffatti segni, nel caso pill semplice in cui si faccia la projezione
da un punto sopra un iperpiano (r ==0), essi sono per le rispettive © e T'
gli stessi oppur no, secondo che »n & dispari o pari.

La proprietd precedente non soltantc mostra che I'insieme d’un numero
qualunque delle espressioni T',,..., T,,_, prese ordinatamente a cominciar
dall’ultima, & invariante per trasformazioni omografiche dell’ S,, ma fornisce
altresi un (primo) significato geometrico dell’annullarsi delle espressioni di
quell'insieme in un punto assegnato di una curva arbitraria di S,. B chiaro
infatti che, posto per semplicitd k=mn —r — 2, quella proprieta pud inter-
pretarsi come segue:

L’essere soddisfatte, in un punfo non singolare O di una qualsiasi
curva C di Sn, le ultime k (=1, 2,..., n—2) equazioni differenziali delle
curve razionali normals di Sn, ¢ la condizione necessaria e sufficiente perche,
projettando C dallo spazio Sp-x-., avente con essa un contatto d’ordine
n—k—2 in O, sopra un Sy, si oftenga una curva C' siffatta, che esista
una curva razionale normale dello spazio Sk, la quale abbia con C' un
contatto d'ordine k + 4 nel punto O projezione di O (*).

In particolare :

La quantits T,-,, di cui alla fine del n.° 4 si & data I'espressione svi-
luppata, é un invariante differenziale projettivo, di ordine n 3 e di peso 3:
il suo annullarsi caratterizza, sopra una curtva qualsiasi C, ¢ punti tali che,
projettando C sopra un piano dall’ S, avente in uno di essi con C un con-
tatto d’ordine n— 3, risulti una curva dotata di un punto sestattico nella
projezione del punto considerato (**).

(*) Pit tardi (nel n.° 18) questa stessa proprietd verra espressa per mezzo dell’an-
nullarsi simultaneo, nel punto 0, di % {nwarianti differenziali projettivi.

(*¥) Tali sono, nello spazio ordinario, i punti d’una curva, pei quali sei tangenti con-
secutive appartengono ad un complesso lineare (cfr. HaLpHEN, Sur les tnv. diff. des courbes
gauches, pag. 85).

Annali di Matematica, tomo XXVIL 3
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18 Berzolari: Sugli invarianti differenziali proiettivi

§ IIL

Alcune interpretazioni geometriche.
Riduzione alla forma canonica (1).

8. Le proprietd del paragrafo precedente possono essere presentate
sotto altra forma, collegandole colla risoluzione del problema generale di tra-
sformare gli sviluppi (8) in altri, che abbiano la forma canonica (1) indicata
nell’introduzione del presente lavoro. Questa forma pud anzitutto esser pre-
veduta con considerazioni geometriche : al quale scopo basta far capo al teo-
rema seguente (*), di cui mi limito a dar l’enunciato, poiché la dimostrazione
si ottiene senza difficolid estendendo quella data dall’ Harpues (nel n.° 13 del
lavoro poc’ anzi citato) per lo spazio ordinario:

Se due curve di S, hanno un contatto d’ordine k in un punto O non
singolare per nessuna di esse, e vengono tagliate con un iperpiano infinita~
mente vicino ad O ed avente per limite un iperpiano qualunque non tangente
in O alle due curve, la retta che unisce ¢ due punti d’intersezione prossimi
ad O ha il suo limite in un piano tangente ben determinato, <l quale non
dipende dalla posizione limite dell’ iperpiano mobile.

Se da un punto scelto ad arbitrio su tal piano si projettano le date
curve sopra un iperpiano, si ottengono due curve, che nella projezione di O
hanno un contatto d’ordine superiore a k.

Questo piano si dira il piano principale delle date curve nel punto O.
E si diranno ordinatamente S;, Si,..., Su-s principali delle curve stesse in 0
quelli che sono determinati da quel piano e dagli spazt S,, S;,..., Sn.. aventi
in 0 colle date curve un contatto di 2.°, 3.°,..., (n — 2)m° ordine.

B chiaro che, se da un S,_, qualunque appartenente all’ S,., principale
(r=1, 2,..., n — 2) si proiettano le date curve sopra un S,—,, risultano
due curve aventi nella projezione di O un contatto d’ordine superiore a k.
Ora si assuma 0 come origine delle coordinate, e si supponga che quell’S,,
sia rappresentato dalle equazioni

xi=x2="°=xﬂ—r—i=00

(*) Altri teoremi, che con questo hanno intimo legame, si troveranno nella disserta-
zione di laurea del D.¥ Beppo LEvi, che verra presto pubblicata.
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delle curve di un iperspazio. 19

Sviluppando le coordinate z,, %,,..., ®,-, di due punti, prossimi ad O e ap-
partenenti alle due curve, in serie di potenze di z, tali sviluppi avranmno i
coefficienti ordinatamente uguali fino a quelli dei termini di grado k inclu-
sivamente, ed anzi gli sviluppi delle z,, ,,..., Zn—r-, coincideranno fino ai
termini di grado k£ 4 1.

Cid posto, siano C una curva qualsiasi di S, ed O un suo punto non
singolare, e consideriamo la curva razionale normale I" individuata dall’avere
con C un contatto d’ordine n -2 in O. Come & noto, essa pud rappresen-
tarsi colle formole :

z, =2, Ty =12%00.y Tpoy=1a":

basta per cid introdurre I'omogeneitd nelle coordinate, intendendo che le z,
Zyy Lgye..y Tn-y significhino i rapporti di » coordinate ad un’altra z,, e sup-
porre che le equazioni

xn—-‘—_—_o, xn—z—_—"o’ '_——0, x0=0

rappresentino quattro iperpiani, di cui il primo abbia con I' un contatto d’or-
dine n—1 in O, il secondo abbia con I' un contatto d’ordine n —2 in O
e sechi ulteriormente I' in un punto arbitrario @, il terzo passi per O ed
abbia con I' un contatto d’ordine »— 2 in Q, e l'ultimo abbia con I" un con-
tatto d’ordine » — 1 in Q; mentre I'equazione

xn—i:() (i=3, 47-.. %—-1)

?

sia quella delliperpiano avente con I' due contatti degli ordini n—¢ ed 7 —2
risp. in O ed Q.

Con tale sistema di coordinate la curva C, nell’intorno di O, verrad rap-
presentata da sviluppi della forma :

x;=xt+ - HE) xned 1 HE) gt ..

23
(G=1,2,.., n—1). (23)

E se come iperpiano x,-,=0 si sceglie proprio I'iperpiano principale di C
e T' in O, dovra risultar nullo il coefficiente di z7+3 nella serie che da ..,
e la rappresentazione (23) assumera la forma voluta (1), dove evidentemente
tutti i coefficienti J saranno invarianti differenziali projettivi.

9. Sulla forma (23) possiamo far sin d’ora alcune osservazioni, di cui
ci gioveremo in séguito. Lo spazio S,y (r=1, 2,..., n —2) definito dalle
equazioni

Lppr = Lprg ="+ =ULpy =0
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20 Berzolari: Sugli invarianti differenziali proiettive

ha in O con C e con T' un contatto d’ordine » 4 L; affinch® esso coincida
coll’ Sy+, principale di queste curve in O, & necessario e sufficiente (n. prec.)

che si abbia:
HS:_‘;*;I) —_— Hfif;_—ff) e =— H(n’-ll-al) — 0.

L’esser soddisfatte queste » —r —1 relazioni da quindi la condizione perché
projettando C e T sopra un S,., da un arbitrario S,_, contenuto nell’ S,.,,
che ha con € e I' un contatto d’ordine + 4-1 in O, si ottengano due curve
aventi un contatto d’ordine superiore ad n-}- 2 mnella projezione 0" di O (*).
In particolare, se projettiamo C e T" dall’ S,_, avente con esse un contatto
d’ordine » — 1 in O, si deduce che la projezione C' di C sara tale, che esi-
sterd mnell’ S,,_, una curva razionale normale di qiiesto spazio, la quale avra
in O con C' un contatto d’ordine superiore ad » — » 4 2. Ora, posto
k=mn—r—1, questa interpretazione geometrica coincide con quella che si
e stabilita alla fine del n.® 7 per il contemporaneo verificarsi, nel punto O,
delle ultime % equazioni differenziali delle curve razionali normali di S,. Cid
sussiste, evidentemente, anche per k== — 1 (ossia per » = 0), e tutto questo
basta per poter affermare che le H %V, Hy#2,..., H*V (r =0, 1,..., n — 2)
dovranno potersi esprimere come funzioni lineari omogenee delle quantitd gic
studiate Tyriy Tyisy...y Tnoy (in particolare, che la H{7Y non potrd diffe-
rire dalla T',_, che per un fattor costante). A tonferma della qual conclusione
si pud anche osservare che, se si costruiscono le equazioni differenziali delle
curve razionali normali di S, sotto la forma (L6) e ponendo a base gli svi-
luppi (23), si trova per la quantitdh T;(¢=1, 2,.. , n— 1) Pespressione

(n4-1)(n-4+2)
2

—1

E anche facile assegnare il significato geometrico dell’annullarsi dei singoli
coefficienti H),: significato che, ben ¢’intende, & legato all’iperpiano, varia-
bile in un fascio, &,..==0 (n. prec.). Invero 'annullarsi di I}, (¢: =1, 2,...,

H, (%),

(¥) Senza invocare la proprieta degli spazi principali, cio risulta anche dalle (23),
quando come Sy—j si assuma quello che vien rappresentato da

Z=xy = Lpgr=...=xp—1 =0.
(**) Dalle osservazioni del testo nasce altresi un nuovo modo d’interpretare geome-
tricamente Cannullarsi delle Trt1, Ty42,..., Tn—1 in un punto O di C: questo fatto cioe

da la condizione perché U Syqa1 principale di C e T' in O coincida coll’ Sy+1 che ha in O
con tali curve un contatlo d'ordine r + 1.
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n— 1) esprime la condizione necessaria e sufficiente perche, projettando sopra
un piano le curve C e I' da un S,_; situato nell’iperpiano a; =0, si otten-
gano due curve aventi nella projezione di O un contatto d’ordine superiore
ad »n - 2.

Se come tale S,_; si assume quello che & rappresentato da

iy = Ti = 1; =0, (24)

nasce una notevole interpretazione, che pud anche dedursi direttamente nel
seguente modo. Si consideri la quadrica (n — 2 volte specializzata)

X%y — iy =10 t=1,2,..., n=1), (25)
dove per ¢==1, 2 si conviene di scrivere risp.
.’E,.’L‘o—-—x?=0, xzx—xz=0.

Essa contiene la curva I'; e come spazio doppio I’ S,—; dato dalle (24), il
quale ha con I due contatti degli ordini ¢—2 ed n —¢—2 in O ed Q
risp. Sostituendo in (25) gli sviluppi (23), si trova I'equazione:

i) i+2 =
H1(1z+3xn+z+ +---=0,

nella quale i termini che seguono il primo contengono potenze superiori di 2.
Sicche, delle intersezioni di C colla quadrica, n -7 -2 vengono in generale
assorbite dal punto O, e ne viene assorbito un numero maggiore soltanto
quando sia H¢), = 0. Ricordando che C e T" hanno in O un contatto d’or-
dine » -+ 2, risulta dunque la proprieta:

Projettando la curva C dall’ S, rappresentato dalle (24) sopra un
piano, si ottiene una curva tale che esiste una conica avente con essa nella
projezione di O un contatto d’ordine n —1 + 3 in generale: U annullarsi
della quantitae H\?, ¢ appunto la condizione necessaria e sufficiente percheé
questo contatto sia d’ordine pies elevato (*).

10. Ora proponiamoci di risolvere in modo puramente algebrico la que-

stione enunciata in principio del n.° 8: a tal fine, come ha fatto I' Harpuex

(¥) Le singole quantita A, (al pari delle T;) non sono invarianti, all’infuori della
H@ob (la quale, come gia si é notato, e come si vedra nel séguito con maggior preci-
sione, non differisce dalla T)—;). Il significato, che per siffatto invariante vien fornito dal
corema del testo, coincide con quello trovato alla fine del n.° 7. Anche l'interpretazione,
che lo stesso teorema da dell’annullarsi di %72, coincide con quella che gia conosciamo,
secondo la quale Viperpiano principale di C e I' in O vien rappresentato da x,—s =0.
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per n = 3, cercheremo anzitutto una sostituzione lineare, la quale conduca
dagli sviluppi (8) alla forma intermediaria (23), ed in questo passaggio (che,
come si & veduto nel n.° 8, si pud eseguire in infiniti modi) manterremo
invariato I'iperpiano x,.,=0. Avvertiamo poi fin d’'ora che, per le questioni
di cui pit innanzi dovremo occuparci, nello sviluppo della ¢m¢ coordinata
(¢=1, 2,..., n— 1) secondo le potenze crescenti della variabile indipen-
dente (r, 7,...), cercheremo ogni volta la forma effettiva dei coefficienti pei
soli termini il cui grado non superi n 47 2.
Indicando con X, X,,..., X,_, le nuove coordinate, sia

§4=X, §L=m (=1, 2,..., n—1) (26)

la cercata sostituzione, Per I'ipotesi fatta, le &, Z,,..., &, dovranno espri-
mersi lingarmente colle z, x,,..., 2,—, nella forma seguente :

E=a + Az - AD, 20y,
Sx =T, + A(zl) ) + ct + A,(‘l_)i Tn-1,

En-s=Tn-s + AP 0y + AP 20, (27)
En-e=Tn-2,

bpoy = LTn-1y

=14+ A+ 4,2+ + Ayey Tar, |

dove i coefficienti 4 sono da determinarsi.
Ora consideriamo le differenze

En'gi_?, 5352_537"'7 53_151;—4—5”7 (28)
le quali, sviluppate secondo le potenze crescenti di x, cominciano risp. con
un termine di grado 3, 4,..., n+ 1, e disponiamo dei coefficienti 4 in guisa

che risultino nulli tutti i termini di tali sviluppi fino a quelli di grado

(n—1)(n+2)
2

cioé tante appunto quante sono queste quantith, e risultano, per le diffe-

renze (28), sviluppi della forma:

Bl b — it = g s g0 antd

=1, 2,..., n—1).

n 4 2 inclusivamente. Si ottengono cosi relazioni fra le 4,
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Di qui e dalle (26) si ricava:
Xi= Xort o, 70 00, T 29)

n

Ma dalle (27) si deduce :
z
Ei =+ (40 —Ad) x4 (A9 — A, — A4, AD + A2) a®
A Iy NI PN I

epperd si ha facilmente : -

3 [ & \n+s n £ \n+ E \niive
=) e (2] (S
(5 : £ yusine
g =(2) " e (2] (T
xn+z+2_ g n+i+2
E;‘ﬁ—i — (E) 9
dove : ’
Rt — (0 — 1 + 2) dy— (n + 3) AP
Mt = —i42) 4, —(n+3)Af0)+(i+_3)("_+i(Am)e

+g‘(n+4)<z+1)—(n+3>(n+5>§AoA£°>

Wi =m—i+2) dis — (n + 3) A“”
(=1, 2,., n—1),
; ket .. .. 81 deducono risp. dai precedenti cam-

mentre htd, AU, .5 WA,
biando soltanto % in » -1, » 4 2,..., ma lasciando del tutto inalterate le

quantitd A.
Sostituendo in (29) si ottiene :

Xi=Xi+‘+H$,':§’_3X”+3+HQ)I_4X"+‘—I-'-- ? (31)
(t=1, 2,..., n—1), )
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avendo posto :
Hﬂs = €7(11-+’-37

H1(3-4 = hg:ii_a) 91(11:2-3 _l— 651"1-4 ?
(32)

H{ o = 1033 0.5, + Mo, 60,4+ - R 600 + 6k

In (31) abbiamo la forma intermediaria cercata, che ha il tipo della (23).

11. A risolvere completamente la questione trattata nel n.” precedente
rimangono ancora da determinare le espressioni dei coefficienti 4 delle (27)
in funzione delle quantith D/ con cui sono composte le (8). Per tale scopo,
~— mal potendosi estendere il metodo usato dall’Hatpmen per n=3, e che
consiste nell’eseguire effettivamente 1 calcoli indicati nel n.” precedente, svi-
luppando le differenze (28), ecc. — projettiamo la data curva C, rappresen-
tata nell’intorno dell’ origine O dagli sviluppi (8), da O sopra un arbitrario
iperpiano, e, come s'& fatto nel n.° 6, dove pongasi » =0, dato in S, un
punto che abbia per coordinate «, z,,..., Z»-1, assumiamo entro I'S, -, come
coordinate della sua projezione i rapport

Z1 T2 _ ZTu—
:}/=—, y‘=-;,---, yn_?’—-/_»

In virth delle (20), dove si faceia » =0, la projezione C' di C verrd rap-
presentata, nell’intorno del punto O’ projezione di O, dagli sviluppi:

yr=y* 4 DP g+ (D2 =2 DY)y 4 -y
y == D(*3) n D(23) n44 ceny
Yo=y' + DPy" -+ Dy + é (33)

?/n-—s — yn—n + Dg"’” yn + Dg”‘” yn-H + e /

Se ora in S, si eseguisce sulle coordinate x, Z,..., %, la trasformazione
lineare fornita dalle equazioni (26) e (27), nascera mell’ S, per le coordi-
nate ¥, 4i..., ¥,-2 la trasformazione lineare

=Y, =Y (@=1,2,.,n1-2), (34)

Nn—1 Nn—1
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dove
7=y + Ay AR, Y,
m=yi+ ALY+ + A2, Yu-s,

-1 =Yn—1 + Ag;n—_zg) Yn—s + A,, 1 ?Jn-z’ (35)
Nn~3 = Yn—3,
Nn—2 = Yn—2,

=14 4Py + APy 4+ AL, Y.

Ora si supponga che la trasformazione data dalle (26) e (27) conduca per la
curva C alla rappresentazione (31): la trasformazione data dalle (34) e (35)
fornird di conseguenza per la curva C' una rappresentazione, che si potra
ricavare direttamente dagli sviluppi (31), applicando a questi le formole (20),
le quali, com’® chiaro, valgono indipendentemente dal particolare significato
che hanno nelle (8) i simboli D{®. Nel caso attuale, in cui si tratta degli
sviluppi (31), questi simboli hanno i valori seguenti:

DF=0, DP=0, DF=HZ,,...

k=1, 2,..., n—1),
eppero la rappresentazione, che in virtl delle (34) e (35) si ottiene per C’, &:
Y; = Yi+t -+ H;{p‘sl) Yr+e 4. )

(=1, 2,..., n—2). > (36)

Siccome questa, per lo spazio S,-,, ha la stessa forma della (31), segue
che, se la trasformazione risultante dalle (26) e (27) risolve il nostro pro-
blema per la curva C di S,, la trasformazione risultante dalle (34) e (35).
risolverd lo stesso problema per la curva C' di S,.,.

Di piu si scorge (osservazione che utilizzeremo nel n.° 13) che i coeffi-
cienti dei secondi termini nelle (31) e (36) sono ordinatamente uguali gli
uni agli altri, all’infuori del coefficiente H,(}+3 che nelle (36) non comparisce (*).

Ora dal modo con cui debbono venir determinati i coefficienti 4 delle (27)
— in modo cioé da annullare, nelle differenze (28), i coefficienti dei diversi

(*) Si puod anche osservare come dalle cose precedenti risulti che, trovate le Hyqs
per I’ Sy—1, si hanno immediatamente e senza nessun calcolo anche le Hyy3 per I'S,,
all’infuori della prima.

Annali di Matematica, tomo XXVI 4
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termini fino a quelli di grado » 4 2 — risulta subito che essi sono formati,
in modo intiero, colle sole quantitdh D e DP (1 =1, 2,..., n — 1). Se quindi
si confrontano le (8) colle (33), e le (26), (27) colle (34), (35), si conclude
che, quando si siano determinate le espressioni di 4,, 4,,..., 4,-,, dalle
prime # — 1 di esse si potranno dedurre risp. quelle di 4®, AQ,..., 4D,
cambiando soltanto #» in #n— 1 nei coefficienti delle diverse quantitd D (*),
ma lasciando del tutto inalterate queste quantitad, ad eccezione delle DV e DV
che dovranno essere omesse, e della D, che dovrd venir cangiata nella dif-
ferenza D@ — 2 D). Ma si riconosce facilmente che la D{Y non entra in
nessuna delle 4,, 4,,..., 4,5, e che le DY e D? entrano soltanto nel-
I’ ultima di queste, avendosi

4y o= 3D11)—2D22)_|_-..,

dove 1 termini omessi nel secondo membro sono tutti indipendenti da D,?
e D?. Deducendo di qui 'espressione di 4?, secondo la regola ora indicata,
risulta :

49,=2 DY —DP 4+

ciot 1 due termini seritti si ricavano dai corrispondenti termini di 4,_, sol-
tanto col diminuirne i coefficienti di un’unita.

I ragionamenti fatti si possono proseguire considerando le AL, AP, ...,
onde si pud enunciare la regola semplicissima :

Le espressioni dei coefficienti ALY, AP,..., AD, si deducono risp. da
quelle di Ay, Aiye.., An_, col solo mutamento di n in n — 1 nei coefficienti
delle varie quantita D e D{); collo stesso cangiamento, dalle espressions
di AD, A9, .., AQ, si deducono risp. quelle di AL, AP,..., AV, e cost
di sequito.

La determinazione delle quantith A si ottiene dunque con semplici can-
giamenti di lettere, quando si siano soltanto determinati 1 coefficienti A4,,
Ayesy Ap_y della &,.

12. Per trovare questi ultimi coefficienti, si osservi che, per k=1,
2,..., n—1, si pud scrivere:

E* =1+ R,a+4 Roat 4 -+ 4 Bp_y b+ [(n — k) Adx_. + By} 2% +--+»

(¥) S’intende che, se qualcuno di tali coefficienti fosse puramente numerico, cioé in-
dipendente da n, esso dovrébbe venir diminuito di un’unita.
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dove tutte le R,, R,,.. , Ry sono quantitd note contenenti le 4,, 4,,...,

Ag-:y ma non contenenti nessuna delle Ax_,,..., 4,;. In modo analogo,
possiamo scrivere :

En—k+l = x”"k‘“ 1 + S; X —I— )5'2 .'13? —I— et + Sk_4 xk.—i

+— k1) AP + Si) 2R

dove le S,, S,,..., Sk sono pure quantitd note formate colle AV, AQ....,
AQ,, ma non contenenti nessuna delle AQ,..., A9 . Ed inoltre si osservi

=1

che le S,, S,,..., Sk si deducono risp. dalle R,, R,,..., Ry cambiando n»
in n41, e sostituendo al posto delle 4,, 4,,..., 4Ar_, ordinatamente le
AP, A0, ..., A9, Se allora (v. il n.° 10) scriviamo che nello sviluppo della
differenza

EiF Epp— En R k=1, 2,..., n—1)
¢ nullo il coefficiente di z”*!, otteniamo la relazione :
(n—k) Adp—y— (n—Ek+1) AQ 4+ By — S + D5
+8 Bt D) A =0, ¢0

Analogamente, uguagliando a zero il coefficiente di z*+* nello sviluppo della
differenza

G s — £ (B=2, By, 1),
si ottiene :

(n—k+ 1) Ay —(n—Fk +2) 49 + pr — Su =+ p. DY o Dp—itD

i=k—2

=k -1 38
+ X (PP o D+ pi) AL — % 8 42,=0, 3( )
i=1 =

dove si & posto:
P;.=R1+Ao,
P2=R2+B! AO'{—AH

Pr—1 = RBe v+ Brpo As+- - + R Ax_s+ Ar_o,
epn=DFRr + BrAi+  FBidp.
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Dalle (37) e (38) si deduce:
A= (o Fb ) By = S+ D=0 Y (Bick D) g
=1

— (b~ b+ 1) pr— S+ pu D=+ - Dyt 9)

=-2 . i:k‘—l '
+ X (D p DI i) At — X8 49
=1
k=2, 3,..., n—1).

Come gia si & notato, le quantitd R,,..., Br; Siy.-.y Sk} p1y- ..y pr CON-
tengono soltanto le-A,, A,,..., Ap_, e le A, AD,..., 42, le quali ultime
si ricavano ordinatamente dalle prime con soli cangiamenti di lettere (n.° pree.);
le Alnk o A0k L Al e lo A0 EFD S APTEED L Am7AH) che entrano
nel secondo membro della (89) si deducono pure cogli stessi cangiamenti di
lettere risp. dalle 4o, 4.y..., As_.. Abbiamo dunque nella (39) una formola,
col mezzo della quale si pud determinare 1’espressione di Az_, quando siano

note quelle di A,, 4,,..., Az, (per k=2, 3,..., n—1). D’altra parte si

trova subito direttamente :
Ay=—(m—1)D»V,

1=

e per k =n serve senz’altro la (38), dalla quale, essendo A® =0, si pud de-
durre D'espressione di 4,_, (*). Percid, ricordando cid che si & dimostrato nel
n.° precedente, possiamo dire che il problema di determinare la sostitu-
zione (26), (27) & risoluto. Esso ha una ed una sola soluzione, e per la via
ora indicata si trova:

4y=—(n—1)Dr=",

A, =nDr2—m—1)D}V 4 ”_(_” ;__1) (D),

Ay = (15— 1) D=3 — (n — 2) Dy + (n — 1) (n — 8) Dip—1) Dy

—(n—1) (s—3) D=y Dp—» — L=V [ =9 e+ 4) pp-vy,

(*) La stessa (38) si potrebbe anche assumere a compiere l'ufficio della (39): infatti
(ad es.) projettando C dal punto O sopra un iperpiano, in luogo del coefficiente 4,—1 com-
parirebhe, come §’¢ veduto nel n.° prec., VAD |, il quale risultercbhe quindi espresso, per
mezzo della (38), in funzione di A®,..., A®,; e di qui, come §’¢ notato ancora nel n.° prec.,
si otterrebbe tosto A,—s espresso in funzione di 4y, A;,..., An—3. E cosi di séguito.
Preferiamo perd riferirci alla (39), dove la cosa apparisce in modo pit esplicito.
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Ay=(n—2) D=9 — (n — 3) D=9 - (nt — 50 + 5) D=0 Dy
_— (nz —_—n— 4) Dgn—Z) D;n—l) — (n . 2) (7’!’ _ 3) Dgn—l) Dgn -3)

+‘ n (112— 3) (Dir-Vy - (n — 2)2(71 + 3) (D)

+ (n—2) (nﬁ; 5n+12) (Dﬁ”‘”)z D (n -—3)(1@92—37& -+4) (D(l"_]))zD,g"—l)

—2)(n—3)(n* 4 7Tn—20
o S = oy,

A= (n— i+ 1) Dp=im) — (0 — i) D= - -
(=1, 2,.,n—1),

dove i termini, che nell’ espressione di 4; seguono i due che si son secritti,
contengono almeno due fattori D (*).
13. Avendo nei n. precedenti determinata la sostituzione lineare (26),

(27), che dalla rappresentazione (8) conduce alla (31), cerchiamo ora in que-
st’ultima le effettive espressioni dei coefficienti H{] (¢ =1, 2,..., n —1). 1l
metodo tenuto dall’HaremEN per raggiungere questo scopo nel caso di n=3
consiste nello sviluppare i calcoli che sono stati indieati nel n.° 10: tali cal-
coli possono essere del tutto risparmiati per la via seguente, la quale ha pure
il vantaggio di mettere in evidenza il modo di composizione di quei coeffi-
cienti, che & assai semplice e notevole.

Per cid che si & trovato nella prima parte del n.° 9, possiamo anzitutto
serivere :

H£,23=74 Titr.To+- -+ Vn—1 Tp-s,

dove le y sono da determinarsi. Ora, considerando l'espressione di T’ _z for-
nita dalla (16), il determinante del secondo membro contiene una sola delle
quantith D{,..., D&, ciot la D{—* che entra nell’elemento PP (**).

(¥) Pel caso estremo ¢ =n — 1, cioé nell’espressione di A,—1, poiché D =0, non
si ha piu che un termine contenenté un sol fattore D. Si trova facilmente :

Ay 1=— DO 4 DO Dp-D—2DP DpD ¢ ...
(*¥) Si ha infatti dalla seconda delle (14):
P’(:c) . .D(‘"’_k) D(zn—l) 4+ Dg‘"k_l) _ Dg.—k) .

n—k —
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(n+l(n+‘2)
Poiché tal quantitd nel determinante risulta mo]tlphcata per (—1) °
formola precedente si pud scrivere come segue:

, la

(n+41)(n+4-2) .

HYy=(—=1) ° DO+ 5nDd+ Ay Dp) -5 (40)
dove i termini omessi da ultimo son formati, oltre che colle y, unicamente
colle D e DY (=1, 2,..., n—1).

D’ altra parte HY),, pel n.° 10, & il coefficiente di z»+3 nello sviluppo
della differenza &, &, — &%, epperd:

HY, =DN+ AP DD AV DY 4 «-- + AV, DD 4 .. ., (41)

dove 1 termini omessi in fine contengono soltanto le quantityh D{, D} e le’
Aiy A®, AV, Ma segue dai ni precedenti che queste ultime son formate
alla loro volta esclusivamente colle D e D{, sicché possiamo dire che
nella (41) i termini non seritti alla fine sono formati soltanto colle D{!
e DY) (i=1, 2,..., n—1). Confrontando le (40) e (41) fra loro, si deduce:
: (1) (n2) (1) (n-42)
2 2
n=(=1 » =1
=2, 3,..., n—1).

Ap

Per trovare I'espressione di H{?,, (?=2, 3,..., n — 1), projettiamo la curva C
dal punto O sopra un iperpiano: si & veduto nel n° 11 che per la curva
projezione C’ si ottiene, nell’intorno della projezione 0" di O, la rappresen-
tazione (36), analoga alla (31) di C, quando si faccia uso della trasformazione
lineare (34), (85), dove le AP, AP,..., A®, compajono al posto delle AP,
AP, ..., AD di S,. Per cid che or ora si & dimostrato, il primo coefficiente
delle (36) ciot H®,, sardh dunque espresso nel modo seguente :

nin-t1)

Hi=(=1) " @+ 400,4- + 47, 6..),

dove le © sono 1 primi membri delle equazioni differenziali delle curve ra-
zionali normali di S,_,, formati al modo stesso delle 7. Per la (22), dove
si faccia 7 =0, questa formola diventa :

(1) (n4-2)
Hfy=(—1) * (T AP T A2, T,

E chiaro che il ragionamento si pud proseguire, onde si concludono le for-
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mole cercate :

(n41) (n42)
2
H’(ulr)s"_—‘(_ 1) (T4 A0 T+ -+ AD, Tn-x),
{(n4+1) (n42)
2
HY;9=(—1)
(nt1) (n-+2)
2
H3?=(—1) Ty,
(1) (n4-2)
2
HiZV=(—1) Ths.

(Tres - 42T+ APDT, ), (42)

§ IV.

Continuazione. — Gl'invarianti differenziali projettivi
dei pesi 3, 4,..., n41, e in particolare quelli d’ordine » -} 3.

14. Le forme analoghe alla (81) sono in numero semplicemente infi-
nito: avutane una, quella data dalle (31), tutte le altre si possono ottenere
nel modo seguente. Sia p una quantitd arbitraria, e pongasi: '

i=n‘—l n 41 .
po=14np X+ (1 o X

. =X+i:i—l ("71)pri,

=1

i:n—‘r—l —_—pr—1 .
P = 2‘ (’ﬂ 7‘ )szr-{-i (7’=1, 27..., 1’1;—1),

i=0 2

colla convenzione che sia (73)= 1. Sostituendo gli sviluppi (31), e ponendo

?

=g (T ﬁ (43)
=0

(r=1,2,.., n—1; k=3, 4,..),
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risulta :

=n~1

v =d +pX)n+Xn+3 1%‘1 (i—f’fl)pi'H H:(»Qs"i" T
i=n-1 P
¢ =X(1 _l_pX)n—l_I_Xn+3 ; (n ; )P Hms e,
Xr+l (1 + p X)'n r—1 + \‘ 1‘(1) Xn+z
1,_.3
(r=1, 2,..., n—1).
Scrivendo la forma effettiva dei coefficienti soltanto pei termini di grado non
superiore ad n 47 -2 in X (il che, come gia si & avvertito nel n.° 10, basta
per il nostro scopo), dalle formole precedenti si deduce :

i=r42
L[/' Pp — (PT-H = X7+ (1 +P X)nr 1.-:‘-‘; F{.") Xn-r+i-t 4.

Svolgendo la potenza di 1-p X, e ponendo per brevita :

/(1) — I" 1’)’
=1+ (") oy,
(44)
=T ()T () T,
questa formola diventa :
U oy — gt =) Xnt® o) X p gl Xmre L (45)
(r=1, 2,..., n—1). )
Se ora si fa la trasformazione di coordinate
$—z, T=Z =1, 2,00,
di qui e dalle (45) segue:
r \ Xn +4 Xn+r+2
Z,«=Z"+‘—l-7§) dﬂ”‘i" + e ¢,+, e r+2W 2 (46)
(r=1,2,..., n—1). )
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Ma abbiamo colla divisione :

%=X—pX2—I-]0?X3—-'-+('—1)"“p""X"+""

e d’altra parte (bastando qui tener conto dei soli termini il cui grado in X
non supera n):

pret = (L4 p Xyred -
Epperd si trova senza difficoltd:

B el

= F e

Xntrt2 i=n-r NAT+E+2
ol G A
Sostituendo in (46) risulta:
1 r) Un+3 0 " —3 » n
Zo= 2 200 [ — (M 7P| 2,
+ jy;r)_(nrl—4)p7£r)+(nr—3)p27gr)gzn+s + e __l_
+ = (" T e (M r)p*wﬁ”—'--+

Inirye _|-

+ (= 1y~ ‘( )10”“’ )
(r=1, 2,...,, n—1).

Ponendo qui al posto delle y le loro espressioni date dalle (44), ordinando il
coefficiente di ciascuna potenza di Z secondo le potenze ascendenti di p, e
facendo uso dell’identitd (facile a dimostrarsi e di cui dovremo servirci anche

pit tardi) ot \t—Ek+d (k—1 47
Z(—l)( )( i )_(’”) o

=0
il coefficiente di Z»+k nel precedente sviluppo (k= 3, 4,..., 7 + 2) assume
definitivamente la forma semplice

=8k — | NS
PP L
Annali di Matematica, tomo XXVI.
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34 Berzolari: Sugli invarianti differenziali proiettive

Negli sviluppi che cosi risultano son contenute, al variare di p, tutte le in-
finite rappresentazioni richieste.

15. Per avere ormai la rappresentazione (1), dove tutti i coefficienti J
sono invarianti differenziali projettivi, basta dare a p, nello sviluppo or ora
ottenuto, un valore che annulli il coefliciente di Z%!2 nello sviluppo di Z, .,
cioe, per le (43) e (42), basta porre:

n—14

S’ottengono cosl le effettive espressioni degli invarianti J, e in particolare :

‘s N
sz’;)y-+1; = 2, (— l)i k\) Ch)jf-%i Th—o\t )
=0 Z) Th—

) (43)
(r=1, 2,..., n—1; h=2,3,..., r4+1),

dove le C denotano i valori che assumono le I' quando per p si ponga il
valore precedente, epperd sono espresse da:

=n—1r-—1 An—r—1 . Tn-ﬂ i )
(r) — \ . 3 r+i)
Clc 2‘ ( 1) ( 7 ) H"+k ( Tn—i) 2

1=0

(r=1, 2,..., n—1; k=3, 4,..., r2).

L’ invariante J@ ,, fornito dalla (48) & di ordine n4%-1 e di peso
n —r - h: si hanno cosi un invariante, cioe¢ J,*~V, del minimo peso 3, uno,
ciot J{*~, di peso 4, e poi tre di peso 5, quattro di peso 6,..., n—1 di
peso n + 1.

In particolare, per ognuno di tali pesi si ha uno ed un solo invariante
d’ordine n - 3: fa soltanto eccezione il peso 4, al quale non corrisponde nes-
suno di quegli invarianti. Le espressioni di siffatti invarianti d’ordine n 4-3
sono :

(49)

X i=ngr-l c(n—r—1 N Y
Te= O = 3 =1 (" T Hg (7S

(r=1, 2,..., n—3, n—1),

e, ridotte ad un’unica frazione, segue dalle (42) che 7 loro numeratori sono
formati in modo intiero ed omogeneo colle T, T.,..., T, _, (mentre i loro
denominatori sono potenze di T%_,).

Sul significato geometrico dell’annullarsi di questi invarianti & superfluo
spender parole, giacch® esso & compreso nelle interpretazioni date nella se-
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delle curve di un iperspuzio. 35

Y

conda parte del n.° 9: al qual proposito & qui soltanto da avvertire che nel
caso presente, dove trattasi della rappresentazione canonica (1), gl’iperpiani

coordinati sono tutti covarianti differenziali projettivi della curva C nel
punto O.

§ V.

Composizione delle quantita H mediante le T' e le loro derivate. — Gl'in-

varianti dei pesi 3, 4,..., n 41 formati in modo intiero con le T
e le loro derivate.

16. Apparisce dalle (48) e (49) che gl'invarianti J dei pesi 3, 4,...,

n + 1 sono formati essenzialmente colle quantita H, di cui si & data un'e-

spressmne nel n.° 10 [colle (30) e (32)] Ma a tale espressione possiamo dare
un’altra forma, che ha molto maggiore importanza.

Cominciamo dall’osservare che, se s’indicano con apici le derivate rap-

porto ad z, dalla (3) risulta (per la regola di derivazione dei determinanti):

v kDY 1
P8 = o e

. > 3 {94 —
+ (@ @D et 2D a0 - (el ) il )]

( , N o
0 (0 2 D a2, ol

— (@, P kD e (@, Y 2l i)

.

Gli ultimi due termini si possono trasformare mediante 1'identita
(@ ... xP, apt) g2 D iy (2L, L

n—2e n—1
— (@ OB O D) (x) . . 2,50 2D
=— () ... P M) (). 2P PO 2P 2R,
sicch® risulta la formola di derivazione per le D:
. (DY =m+i+1)DE —(k+1) DY —(n-+1)DP D*D.  (50)

Ora, supposto 7> 2, si ricavi di qui D#,, e poi si applichi successivamente
la formola stessa ai termini che man mano si presentano nel suo secondo
membro : si potrd cosl riuseire alla relazione seguente, in cui per comodo si
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36 Berzolari: Sugli invarianti differenziali proiettivi

¢ mutato ¢ in ¢—1:

Dy 1 (DY -

T FHeED). ) (51)

(i=4,5,.),

dove i termini che nel secondo membro seguono quello scritto sono formati
in modo intiero soltanto colle quantitah D), D7), DY e colle derivate di
queste ultime di ordine inferiore ad ¢— 3. Ma dalla (16) risulta:

(n41) (n12)

DP=(—1) * Tr+ By, (52)
°
essendo R4, una funzione intiera delle sole D/ e DY), e percid di ordine

non superiore ad # -+ 2. Derivando un numero qualunque s di volte i due
membri della precedente identita, dalla RE,., proverranno, per la (50), vari
termini contenenti delle D di ordine superiore ad n 42 (ma al pil uguale
ad n 4 s 2), ma essi, per la (1), si potranno tutti esprimere colle sole D,,
D,, Dy, e colle derivate di queste ultime (di ordine s—1 al piu). Appli-
cando poi alle D; ed alle loro derivate la formola (52), si giungerd in fine
ad una relazione :
(_n+1)(n+2)
DRI =(=1) * TP+ ¢T T'yeey TE) o+ Rass,

in cui ¢ indica una funzione intiera delle Th_,, Th—s,..., Th—s e delle Joro
derivate di ordine non superiore ad s—1, ed R,., indica di nuovo una
funzione intiera delle sole D, e D,. Sostituendo I’espressione ora trovata nel
secondo membro della (51) in ogni luogo ove esistano delle D; o loro deri-

vate, risulta:

(n+1) (n-+2)
2

. (_1) (3— ! (i—14 e
Do =aroare waa b T0@ Ty TN A B (53)

(i=47 57"')7

dove ¢, & una funzione intiera delle Ty—ty Th-2y...; Thoiys € delle loro de-
rivate d’ordine non superiore ad ¢— 4, ed R,, ha il solito significato.

Cid posto, si consideri una qualunque delle H, la HU) (r=1, 2,...,
n—1; s=3, 4,..., r+2), e si osservi che, per le (32), le quantitdh D® il
cui ordine supera n -+ 2 sono contenute in essa solo in quanto entrano nelle &
di cui & composta la stessa H; che inoltre in nessuna di tali § un medesimo
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delle curve di un iperspazio. 37

termine pud contenere pilt d’un fattore D¥® il cui ordine superi n-}2. Di
guisa che si ha:
H?) =D" 4 ..., (54)

dove nel secondo membro ciascuno dei termini che seguono quello scritto &
il prodotto d’un coefficiente numerico per alcune delle quantitdh D®), in una
al pilt delle quali si ha ¢>2 (essendo perd sempre ¢<Zs). Se allora, in
luogo di queste ultime D, si sostituiscono le espressioni date dalla (53), si

ottiene :

(n+1)(n--2)
2

B =Gyt A eto o TE P Dy T 4 R,
dove ¢ &€ una funzione intiera, ¢ cui termini contengono tutée come fattori
aleune delle Typ_iy Thoy..., Ty_sra € delle loro derivate d’ordine non supe-
riore ad s — 4, mentre T coefficienti di questi termini sono formati in modo
intiero colle sole D) e D}, ed R,., ha il solito significato.

Ora & evidente che in ogni punto d’una curva razionale normale dell’S,
tutte le H sono nulle; della stessa proprieta gode la funzione ¢, epperd la

Rn+2 =0

& un’equazione differenziale d’ordine »n 4 2 al pili, la quale dev’essere sod-
disfatta in ogni punto d’una tale curva. Essa & dunque una combinazione
delle T, T%,..., Th—,, e poiché queste sono tutte d’ordine n + 3, e non &
possibile — com’® posto in evidenza dalla (52) — formare con esse alcuna
combinazione che sia d’ordine piu basso, si conclude che E,i, € nulla iden-
ticamente. 8¢ ha dunque infine la cercata relazione :

2

" (_1) 8= mi s—4
Hﬁ"‘)'s—(n+4)(n+5)(n—|—s) Ts3d4¢(T, T,..., TG4, (55)

r=1, 2,..., n—1; s=3, 4,...,, r+2),

essendo ¢ la funzione poc’anzi definita.
Come esempio, applichiamo il metodo esposto alla ricerca dell’espressione
di H{»D. Scrivendo soltanto i termini d’ordine superiore ad n -+ 2, abbiamo:
He D =Dp 1 —4 D‘u—l) D= ..,
(n41) (n-}-2)
2

Ty = (—1) Db .oy
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33 Berzolari: Sugli invarianti differenziali proiettivi

(n41) (n4-2)
2

D;n-—?) _l__ ey
¢« (n41) (n42)
2
Din—ll Tn-‘ — (_ 1)

e inoltre, per la (50),

Tn_g == (“_‘ 1)
D=0 D=1 ...,

(n+1)Y(n42) |

T'wr=(=1) * |+ 4)Dp—3(n+2) Dy

—9 (2 n + 5) D(iu—l) Dgn—l) _|_ et
Di qui si deduce:

(n+1)(n4-2)
2

(—1 (n+ 4 HY—T ' 6D Y Tyy—3(n 4 2) Ty = R,

dove R,+, & d’ordine n + 2 al pili. Come si & vedute in generale, tale quan-
titd dev’essere nulla, epperd la cercata relazione &:
(n4-1) n42)

(—1) P @+ HHED =T —6Dp DTy +3(0+2) Tus.

In modo del tutto analogo si trova:
(n41)(mt-2)
2

(—1) (4 +5)Hor =T, — 14D T ey 2204 3) T’

42 Z (4 n® 4+ 29 n + 54) D*=» — (n* 4 12 n - 30) D@D

+ (1* + 120 4 B1) (De—Vp | T, _,

—2(Bn*+29n 4 42) DPV T, , +2(3n + 130 +18) T\ _,,
(n4-D(n-4-2)
2

(nt+4)HEP=T,_
+1(Bn+13) D — 2 (n + 3) DD 42 (n + 3) (D) | T, _,
—Bn+13) DTy s+ B n-+5) This. ‘
17. Se il valore di HY), dato dalla (55) si sostituisce nelle (49), si ot-

#n+8
tiene anche degl'invarianti J di pesi 3, 4,..., n-+1 [mercd la (48)] una
notevole espressione formata col mezzo delle 7' e delle loro derivate. Se trat-
tast di J,D,n, €ssa & una frazione, il cui demominatore é wuna potenza di

Ta_s, € il cui numeratore ¢ una somma di termini, ognuno det guali con-

(=1
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delle curve di un iperspazio. 39

tiene come fattori alcune delle Th_.y Th_sye.., Tr_nso € delle loro derivate
d’ordine non superiore ad h—2; le T di cur compariscono le derivate del-
Vordine massimo sono T'ypy Tyryyerry Tu_i.

Le formole che danno gl'invarianti J espressi in tal maniera 8l possono
stabilire per via del tutto analoga a quella indicata nel n.° prec. per le H.
Si frova cosl, ad es.:

(n+1) (n-}-2)
=1 ° @I V=T, — 6D VT, ,—6 T, . (¥,
’ (nt1) (n+2)
=10 7 Y5 e =T" — 14 DD T’n_,+2(2n +-3) T"n-e
— 4(n45) T”‘”T" Bt T G (o )

+ 21 (4n +29n 4 54) D= 2—(n2+12n+30) D=
+ 4+ 12n 4 51) (DYt Tpey
—2@n+1Tn—18) D Toy +2(@B n* + 130+ 18) T,y

(nFD (n42) .
(1) * @4+4HJrP=T,,— —T"’TZ‘ —3(n+2) T"j

(5 n 4 13) D2 — 2 (n + 3) D=1 + 2 (n -+ 3) (D»—Vy? |
—@Bn+NDr Ty s+ 3n+5)Th,

18. La somma di pit invarianti differenziali d’un medesimo grado e
d’un medesimo peso & un nuovo invariante; percid sommando fra loro gl'in-
varianti J di uno stesso peso, moltiplicati per fattori cestanti, si otterrd un
nuovo invariante di quel peso. :

Fra tali somme hanno particolare importanza (ad es. per I’applicazione
che, come vedremo, se ne pud fare alle equazioni differenziali lineari) quelle
che danne un risultato intiero rispetto alle T. Esse si ottengono senza diffi-

(*) Per n=23 questa diventa la formola (38) della Memoria Sur les inv. diff. des
courbes gauches, che PHALPHEN (nel n.® 18 ¢ poi nel n.° 35) ha dimostrato in due modi

diversi, il secondo dei quali é quello stesso che qui abbiamo esteso considerando nel
n.° precedente, anziché Pinvariante J{"~¥, la quantita non invariante H& 2.
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40 Berzolari: Sugli invarianti differenziali proettivi

colta, poiche dalle (48) e (49) si ricava:

i=k—3 e

S (T e = (P E
k=3, 4,..., n+41),

cosl che, denotando con j il valore comune dei due membri, j, é Uinvariante
differenziale richiesto, di peso k e intiero nelle T e loro derivate. Pid pre-
cisamente, in virtd della (h5):

L'invariante jr, rappresentato dall’uno o dall’ altro membro della (56),
Si pud esprimere come una somma di termini, in ciascuno der quali entrano
come fattori alcune delle Ty, Tpu_syev.y L' rre € delle derivate di queste
di ordini non superiori a k— 3, k—2,..., 0 »isp., mentre i coefficients dei
singoli termini o sono puramente nuinerici, o sono formati in modo intiero
colle sole quantits DY e D{.

Cosl si ha:

(56)

(n-4-1) (n42)
j2=']:(;"—1)=(_ 1) : Tn—u
N+ (n+2)
(—1n °
Ji=J¢ = n+ 4 (—6Tps — 6 D" T + T'n),y
n +1)(n+2)
(= °

#= G| 08 T 00 D7 Do

42 [(Tn— 16) D= — (T n 4 30) D=0 + (T + 51) (D ~V)] Ty
14T —14Dp T T

Di qui si ricava una conseguenza notevole. Poiche infatti si ha:

jk':P- Tn-k+z + .
(k=3, 4,..., n 1),

dove p & un coefficiente numerico, e nel secondo membro i termini che se-
guono il primo son formati nel modo gia detto colle sole T,_y, Th,...,
Tyn—k+s, risulta la proprietd, che se in un punto non singolare d’una qualsiasi
curva C di S, sono nulli tutti gl'invarianti jy, jiy..., jr (k =3, 4,..., n 4 1),
sono pure nulle in quel punto tutte le quantitd Tp-yy Tn-syeoey Tn-nee (di
cut la prima sola é un invariante), e reciprocamente.
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Che il simultaneo annullarsi, in un punto di C, delle quantitd Tn-,,
Tn2yoery Tn-rse costituisse una proprietd invariante, si era gid riconosciuto
in altro modo alla fine del § II, assegnandone altresi I interpretazione geo-
metrica : ora vediamo di pit che quel fatto pud venir espresso anche per
mezzo del simultaneo annullarsi dei primi £— 2 invarianti della serie js,
.7.47"', jnﬂ'

Per k=mn 4 1 si ha in particolare il teorema (di cui l'inverso & evi-
dente):

Se per una curva C di Sn tutti glinvarianti jsy fiye.ey Jnt+i SN0 nulis,
C ¢ una curva razionale normale dello spazio S,.

§ VL
Invarianti differenziali duali fra loro.

19. Siano C una curva arbitraria di S, ed O un suo punto non singo-
lare, e s’indichino con (C) ed (0) la curva ed il punto risp. corrispondenti, in
un arbltrarla correlazione dell’ S,, alla forma costituita dagl’iperpiani aventi
con C un contatto d’ordine n —1, ed all’lperplano avente con C un tale
contatto in 0. Le due curve C e (C) si diranno, coll’HavrpaeN, aggiunte 'una
dell’ altra, e si diranno pure aggiunti (o duali) fra loro due invarianti diffe-
renziali projettivi, I'uno della curva € in O, Valtro della curva (C) in (0),
quando essi si deducano 'uno dall’altro mediante la legge di dualitd. Si tratta
di stabilire le relazioni, colle quali un dato invariante di C pud venir tra-
sformato nel suo aggiunto.

Siano x, %,,..., %a-, % le #n 41 coordinate omogenee del punto O,
e come coordinate di (0) si prendano i determinanti

(@2 2y ... 2n3Y), @ o 2” o 25, .

n—2

(o2 2 ... 2lnD), @z 2" ... 2"7Y),

dove gli apici denotano derivate rapporto alla variabile, da cui dipende la
posizione del punto O sopra C. Si passerd ad n» coordinate non omogenee
ponendo 2,=1, ed assumendo come coordinate di (O) i rapporti degli ul-
timi n fra i precedenti determinanti al primo. Siccheé, scegliendo x come
variabile indipendente, e chiamando X, X,,..., Xy, le coordinate di (0), si

Annali di Matematica, tomo XXVI. 6
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42 Berzolari: Sugli tnvarianti differenziali proiettivi

avrd :

X — (@ n—1 " 2l

C )]

X . (x//n—’ x///n__‘ x}v. .. xxi_-ll)‘) ,
! D)

X (2 23", . . gD (57)
n—3 — (xi” x(,:f:i)) ?
(— 1)"—’ (@ 2" .. 2t ,")
Xn-—2 = (21 7 (n—l))
X, — x (xd 2. '”_“) — (@2, . oY) .

(xl . :c,,_ ”)

Se si pone in O I'origine delle coordinate, e come iperpiani 2,-, =0,
Zp-y=0,..., ©,=0 sI assumono degli iperpiani che abbiano con C contatti

risp. degli ordlm n—1, n— , 1 in O, gli stessi fatti avranno luogo
per la curva (C) nel punto (0), d1 guisa che, ponendo
pw — L drai @ L dFXi 2
’ k! dak ' k! d Xk (58)
(=1, 2y n—1), )

nell'intorno dell’origine avranno luogo, risp. per le curve C e (C), gli sviluppi:
p; =bit) giv LD gt ... (1=1, 2,...,n—1), (59)
X;= Bit) Xint | B+ Xive ||, (¢=1, 2,..., n—1). (60)

E si tratta di passare, col mezzo delle (57), dagli sviluppi (59) ai (60). A
tale scopo basterd sviluppare i due membri di ciascuna delle (60) secondo le
potenze crescenti di z, ed uguagliare i risultati (*).

20. In questo numero e nei seguenti indicheremo con =; una funzione
delle quantita 8> dove sia j =k, ciot una funzione di tali quantitd che non
contenga derivate d’ordine superiore a k.

Cominciamo collo sviluppare secondo le potenze crescenti di # i deter-
minanti contenuti nei secondi membri delle (57). Posto per semplicita

P=1!2!...(n—11@dP... 531,

(%) Cfr. HaLPHEN, Swr les v, diff. des courbes gauches, pag. 39 e seg.!
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e facile anzitutto trovare, pel denominatore comune delle (57), lo sviluppo :
@z ) =dpy F Mn2 s (61)

dove i coefficient: sono dati da:
k— 1) ko ,
Itk = P(n + JA ) ey + Tnik-2, (62)
n—2
ed 1n particolare si ha:
Ap_y = P. (63)

Quanto ai numeratori delle (57), per i primi » — 2 fra essi abbiamo uno
sviluppo della forma :
(0 i et 2, B P ) = AN A i )

(=1, 2,.., n—2) y (64

I termini che in questo sviluppo sono di grado %k (=i, ¢4 1,...) inx, e di
ordine n -k —¢ per cid che concerne le derivate, costituiscono il prodotto

i (A E—d) BrETY
(—— ]\)(n 0N p (n—z')!) bf;‘_l‘i", =it 5¢
1 1 1T 1
1 mx 3—1562 . (iT_l)!x. 2 ]ﬁx‘ 2
L 1 i—2 _1__ .
1 xr mﬁ';? « . (r—Q—)!.xi (k—l)!xz
) 1 . 1 3
>< 0 1 [ o o » (z.-—_.g)_! dcl 3 @—2)!x‘ 3
o ? k—i+2)!
1
0 0 o ... 1 F=T

Svolgendo il determinante secondo gli elementi dell’ ultima verticale, ed os-
servando che il minore risultante dal sopprimerne 1’ ultima orizzontale e 1'ul-
tima verticale ha per valore, qualunque sia %,

1

(z‘al)!xt—s’
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si trova che il determinante stesso equivale a

- () v o

1
G—1)Tk—0)lk

cioe ad

a‘l—2

Per conseguenza nella (64) si ha:

_ o k _ 1 bg; bl—1)
14-71)1 — (__. 1)(71—4)1 P (n [— k Z) ( . ) 67_—!“— —[" Tn+k-i-1 2

k t—1 n—i=—4 (65)
t=1, 2,..., n—2), 5
ed in particolare:
{n) - .
A0 = (= i P( ) - (66)

Circa il penultimo numeratore delle (57), si ha uno sviluppo della forma :
(=1 (@ 2 D) = A T A0 et
dove i termini che sono di grado % in z, e dell’ordine % -- 1, sono dati dal

prodotto
(— 1yt (k1) (o — 1)1 6P D). .. bl BELY g3 ¢

1 x A xn—s xn—s
1 2% 322 ... (n—2) zn—2 k an—s
0 2.1 3.22...m—2)(n—3)a" k(k—1) gn-+
><
k!
— 9! L B
0 0 0o ... n—2)!z (k_n+3)!x
k!
— N1 —_—
0 0 0 ... (n—2)! ey

Se in questo determinante si dividono gli elementi della seconda verticale
per 2!, quelli della terza per 3!,..., quelli dell’ultima per k!, si ottiene cid
che diventa il determinante precedentemente considerato, quando in esso si
faccia ¢ =n—1. Il nostro determinante equivale dunque a

12l .a—=3)1k—=1! .,
(E—n -4 1)!
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Epperd :
D = (=1 Pk + 1) (’” - 1) B 4y,
e in particolare:
AP = (— 1yn=t Py b, ,

le quali sono le formole che si ricaverebbero dalle (65) e (66) ponendovi
t=n—1.
Da ultimo abbiamo :

(@ LA wgn—_ll)) ==y B + gy T -0y
dove i termini di grado % in z e d’ordine % costituiscono il prodotto

BB L B b, home e

1 z S L. e an—3
[y ¢ (n—l) k' n—3
2.1 3.22 4.3902,...(”_3),90 (k—2)'x
>< k‘-
— 1\ L
0 0 0 ... (wn—NDl2 (k_n+2)!x
A
— I _ B
0 0 0 ... (@®—1)! F=nF D)l

Per calcolare il valore di questo determinante, lo si svolga secondo gli
elementi della prima orizzontale, poi si divida per x la prima orizzontale di
ciascuno dei minori risultanti, ed inoltre nel primo di questi si dividano la
prima, la seconda,..., la penultima, I’ ultima verticale risp. per 31, 41,...,
(n— 1)1, k), nel secondo quelle stesse verticali per 4!, 5!,..., (n— 1)}, k!,
e cosi via. I determinanti che s’ottengono con queste operazioni coincidono
ordinatamente con quello che si & considerato poc’anzi per primo, quando vi
si ponga n—2 in luogo di 7 e & — 2 in luogo di &, oppure » — 3 in luogo
di 72 e k—3 in luogo di %, ecc. Per conseguenza, dopo facili riduzioni, il
determinante di cui si tratta diventa;

ot (T (E - FZ (B e (T E)

et E )+ e

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



46 Berzolari: Sugli invarianti differenziali proiettive

Ma, per la (47),
no v [k—d\( k -
o= (B2 E ) = o

o et [ e LR

e in particolare :
= (0 — 1) P B2,

bl

epperd :

Se quindi poniamo:
z @/ x s ot — (@, 2 Y) =20 D gn AT g L,

sard :
M‘n—l) —_— (_ l)n-l 15‘11—-2) - f’*k,
0ssia :

E—1
)‘;‘n-l).= P(n . 1) bgc_)l + Th—1y

la quale coincide con quella che si dedurrebbe dalla (65) ponendovi ¢ = n.
Si conclude che 7 numeratori delle (57) sono tutti espressi, per i =1,
2,..., n, dal secondo membro dell unica formola (64), dove i coefficienti A
sono forniti dalle (65) e (66).
21, Dalla (64), per ¢=1, e dalla (61) si ricava colla divisione:
CATE T )

[CE N )

(0) (N
)‘n+i ln+2

14 (55 o+ (5 ) ot

)\(0)

Ma se si pone

B
G = (— 1yt s
per le (63), (65) ¢ (66) si ha:
Ao
PP
)\ﬁ))k_ 1 n k (ﬂ+k—l)
)T“”l—n-}—k( —]L— ) b('” + Tntk-1y

dalle quali e dalla precedente risulta, per un qualsiasi valore di r

(2" n—s xl, Ly A gt r + 1(n -+ 2\5
— e x
= 1 Lrlaal 2 o T

() s )

(67)
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dove i denominatori delle diverse funzioni = sono formati unicamente colle
quantitd 6@, d®,..., b,

Cid posto, dalle (57) e (60) si deduce, per il numeratore del secondo
membro della ¢4 fra le (57), lo sviluppo

B(i) (.’B”n-l x . wg’—-—z ) + Bt Q.d_e__m)z“ + e

e R ) L 1 (idem)
(1,=2, Dgeeey n).
Se in questo, al posto delle varie frazioni, si sostituiscono gli sviluppi
forniti dalla (67), indi nello sviluppo risultante e in quello che forma il se-

condo membro della (64) si uguagliano i coeflicienti delle stesse potenze di «,
si ottiene :

A0 — P G5 BY,,

(i—1) ) n 4k — i 1) 0D . g
1,;-1-7:—1 P G"- B g————n +/‘; —; + 1( b—1 + 1 _—bﬁf'L, + Tn+k—i—1

NN R e By U
+PG‘*‘B‘.~_*II’En—_|-_k—_—i( b )—b-;ﬂ——-l—ﬁwh-i-eg

k-1 BE-1) n 4 2\ bip
b PGB | g (M)

(=2, 3,..., n; k=i+4+1,742,...).
Sostituendo in queste i valori delle A dati dalle (65) e (66), e ponendo

I= = = ™), (68)

si deducono facilmente le relazioni cercate (**), ciod:

B, = (— 1)k () g s

n—t—1

. k— —1 b(n+k—z)
B, = (— 1)n-tivt (n +k z) (f— 2)9 G T ki (9)

ol P G* B,

(*) Dalle (69) risulta che le due quantiti G' e g sono duali fra loro.

(**¥) Con un ragionamento analogo a quello di Harpuen (L. c., pag. 43), sebbene al-
quanto pit minuzioso, si potrebbe trovare un altro termine nella seconda di tali relazioni;
ma mi astenge da questa ricerca, perché superflua pel mio scopo.
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22. Poiche (n.° 1) gl’invarianti differenziali si possono sempre consi-
derare come funzioni delle quantitd D{*), & ora necessario vedere in che modo
queste si trasformino mediante la legge di dualitd. Data un’espressione ua-
lunque f formata colle ,,..., »—, e le loro derivate rapporto ad z, rap-
presenteremo con (f) I'espressione formata allo stesso modo colle X,,..., X,,

e le loro derivate rapporto ad X.

Colle rappresentazioni (59) e (60), ricordando la (2), abbiamo anzitutto:

U=5059... 00,
(U)=BPBY... B,

I'ultima delle quali, in virth delle (69), diviene:

Se poi si pone per brevitd

W Tl i
) (n —2

bintd b#+2) EES L by bi®)
I I T I /- B 1)
. I3 — {
(k, bt 0 bEES L. L by b,
QY = . )

bt 0 0 ...0W0 b,

| binti) 0 0O ... 0 b,
si ha subito:

(k)
DY — X :

BE B L,

e poiché . .

Q=D = pintd),
(] 7n—

si ha in particolare : :
(n+5)

Din—n — &t
i - b™
n—1

Si trova inoltre- senza difficolta :
(D¥) = B2 BY ... B, ((QT))
ossia, per le (69) e (70): '

Fo1] (n—k)(n+k+1)+2}
Dy — =D BB Besih (o)

" ) L WY B %%(u—k,‘("+k+l)—2
k4 1)\k+42 n—2)g b= (B2 y)n—h—t
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Ora’ pel determinante (Q) il termine contenente le derivate d’ordine
pitt alto. ¢iod 2n + 47—k — 1, & il termine principale, epperd:

(Q(;k)) o n—-H B 7»-]-2) B(k+3 o B’(:z_)l + Tonti-k—s -

Ponendo-per le B le loro espressioni date dalle (69), sostituendo nella (72),
e facendo uso della (68) e della (71), dove in luogo di ¢ siasi posto n--i—k—1,
si ottiene: ‘

(DF) =— %(2 n+%z— lk 1) gkt D b Taniokeey (13)
che & la formola cercata.

Poiche in questa I'esponente di g & uguale (n.° 1) al peso di (D), e
poiche, come gia si & notato nel n.” prec., i denominatori delle funzioni ,
che in essa compariscono, contengono soltanto le quantitd 32, 52, . bﬁ,"“
e con queste non & possibile formare nessuna funzione delle D,’“’, si pub ripe-
tere letteralmente il ragionamento fatto dall’ Harenen a pag. 45 della Memoria
pit volte citata Sur les inv. diff. des courbes gauches, e si conclude:

_ Sia ¢ un invariante differenziale projettivo, funzione intera delle D,
sia () lo stesso invariante formato col porre, al posto delle D®, le (D}); e
sia ¢, Uaggiunto di ¢. Se p é il peso di ¢, Uinvariante ¢, & pure di peso p,
¢ se due curve aggiunte C e (C) sono riferite fra loro per mezzo delle for-
mole (57), ha luogo, in due punti corrispondenti O ed (0), I identit:

(9) =9 ¢,

dove p. & un coefficiente numerico, e g ¢ data dalla (68).

23. Applichiamo i risultati precedenti a cercare gli aggiunti degli in.
varianti 5, Je,..., Juri. Per questo scopo partiamo dall’espressione di jx che
vien data dal secondo membro della (56):

i=k-3 A
=% V("7 s
(k=3, 4,..., n+ 1),

(14)

Poiche jx & di peso %, una qualunque delle D?) che entrano a formarlg
sard al pit di peso %, cosi che si avrd:

n—rFs=Fk+4 1.

La quantitd (D{") duale di D", che per la (73) & d’ordine 2n —r 4 s—1,
sard dunque d’ordine non superiore ad n -k, epperd I’invariante stesso (jx)
Annalt di Matematica, tomo XXVL 7
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non potra essere d’ordine superiore ad n + k. D’altra parte le (74) e (54)
mettono in evidenza in ji V'esistenza del termine D*~?, il cui duale, per la (73),
a meno d’un fattore, coincide collo stesso D*~?, ed & percid d’ordine n - k.
Si conclude pertanto che (jz) & precisamente d’ordine n 4 k, cio¢ dell’ordine
stesso di ji. Siccome poi questi due invarianti hanno anche lo stesso peso
(n.° prec.), e sono entrambi intieri nelle D, non potranno differire che per un
fattore.

Per determinare questo fattore, poiché abbiamo gia notato che in ji la
quantita Di*—1 ha per coefficiente I’ unitd, basterd cercare il coefficiente della
stessa quantitd in jg.

In virtt della (73), la D@D pud entrare a far parte di (jx) in quanto
proviene da una qualunque delle D{*-Y, Di*?, ..., D#=®; e poiché cia-
scuna di queste ha il peso %, essa non potra comparire in jx che moltiplicata
per un fattore numerico, ciog, come diremo brevemente, non potrd comparire
in jj che ¢solata. Siamo dunque condotti a cercare quali siano le D isolate
in jx, cioé nelle H{), (essendo ¢=n—1, n—2,..., n—k-42, e risp.
r=k, k—1,..., 3) che per la (74) compongono jx.

Se supponiamo dapprima che sia + >> 3, risulta dalle (32) che le D isolate
entrano in HY), soltanto in quanto entrano in 6¥,. Ora & facile trovare che
in una qualunque 62, ({=1, 2,..., n—1, ma > 3) tali D non possono
entrare che nel trinomio

.D;.i) + iAn+r—i—2 - (2 + 1) AS'O-*)-"'":—“

dove le A hanno lo stesso significato che avevano nel § III, ma & da avver-
tire che, se il loro indice inferiore supera »—1, il termine corrispondente
manca. Per le 6 che a noi importano & sempre

ntr—i—1=kF,
quindi le D isolate nelle nostre 6\, entrano soltanto nell’espressione
DP 4§ Ap—y — (1 4 1) 40
Ora, scrivendo soltanto i termini colle D isolate, si ha (cfr. il n.° 11):
As=mn—s+1)Dr—=sV—(n—3s)Dr~94...,
A9, =m—s) D=V —(n—s—1) D9 ...
(s=1, 2,..., n—1);

dunque infine, scrivendo sempre soltanto le D isolate, risulta la formola ri-
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chiesta:
H) =Dp)—n—k—¢+1)D P+ (n—k — i) D40 - .
i=n—1,n—2,..., n— k42 (15)
erisp. r= k, k—1,..., 3 )
Abbiamo scritto che essa & valida anche pel caso di =3 che era stato

escluso dal precedente ragionamento, giacché per » =3 si ha da considerare
la H7*+2 e in essa, per le (42), le D isolate provengono unicamente da

(n41) (n_-l-_z)
2

(—1)
cloé costituiscono la somma
D=2 4 Dp—h) — @ Dip=k+0

che & appunto quella che si ricava dalla (75) per ¢=n—F% +4-2, r=3.
Dalle (74) e (75), applicando note proprieta dei coefficienti binomiali, si
deduce ormai che in jz le D isolate formano la somma

3 () D,

Tn—k+2 )

Nell’espressione duale di questa, il coefficiente di D{*~1 &, per la (73), il pro-
dotto di g* per la quantita

1/n+k '—"‘1 ia (=1 n—i(n—i—1)
;("—1) = (—1¥ ( ) nt+k—1: )

Per calcolare la somma che qui figura, si pud osservare che si ha identi-
camente

1

m—in—i—1 . k(1)
nt+k—i =n—k—i 1+n+lv—z

in grazia della quale tal somma si riduce a

_k(lc+l) (—1)1( )—ﬁ

ossia a |
| _ 1:k—1 — ——
—n(n +k)1)‘ (— 1)‘(n j;fi_zl 1)(n;|—k)

La nuova somma che qui comparisce, per la (47), equivale a (— 1)**, ep-
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perd il cercato coefficiente & (— 1)% gk Si ha cioé la relazione:
(J1) = (— 1) g*
(k=3, 4,..., n+41).

Facendo uso di una denominazione proposta dall'Harprex (*), possiamo dire:

L’invariante ji, é propriamente od impropriamente uguale al suo aggiunto,
secondo che il suo peso é pari o dispari.

Risulta di qui e da cid che s’ @& trovato alla fine del n.” 18, che le in-
terpretazions geometriche date in fine del § II coincidono colle loro duali; in
particolare si ha quest’altro significato geometrico di T',_:

L’annullarsi dell'invariante Ty -, in un punto O d’'una curva C ¢ la con-
dizione necessaria ¢ sufficiente perché la sezione prodotta dal piano v oscu-
latore nella varieta sviluppabile (ad n — 1 dimensions), costituita dagli S, .
che hanno con C un contatto d'ordine n— 2, presenti in O un punto sestat-
tico (**).

§ VIL

Sopra gl'invarianti d'una equazione differenziale lineare
d’ordine qualunque (maggiore di due).

24. Data un’equazione differenziale lineare (omogenea) d’ordine n -1
(con n=2)

gty (") Py (MY Pay 4 Py =0, 70)

dove le I’ sono funzioni di z, e gli apici indicano derivate rapporto ad z, &
noto che essa possiede n— 1 tnvarianti lineari o fondamentali asy @yy. ..y Guiy,
risp. dei pesi 3, 4,..., #n-+ 1 (***). Il primo di essi & quello che fu determi-

(¥} L. c., pag. 47. — Nel caso dello spazio ordinario (r = 3), studiato dall’HALPHEN,
gl’invarianti j sono due soli (da lui chiamati v ed s;), e si presentano senz’altro da sé
sotto forma intiera nelle D, poiché coincidono cogl’invarianti canonici J#=0, J#=D (v. le
ultime formole del n. 18). Per gli spazi a pia che tre dimensioni, come si é veduto, le
cose procedono in tutt’altro modo.

(*¥) Cfr. Harpmey, 1 c., pag. 85-86.
(**#) Si trovano molte notizie bibliografiche su questo argomento nei lavori dei
sig.! Forsyrs (Phil. Trans., vol. CLXXIX, 1888) e WarLensERG (G. di CRELLE, vo-
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nato per la prima volta dal Lacuerce per I'equazione di 3.° ordine (¥), e
poi dall’ Havenen — ricorrendo alla considerazione dell'equazione aggiunta di
Laaraxee — per un’equazione d’ordine qualunque (**). La sua espressione &:

a3=% P,"_3(P2'_2P4P1’)+2(P3—3P1P2-{-2P§) ,

da cui risulta la notevole proprieta, gid avvertita dall’ Hareney (***) che questo
primo invariante non dipende dall’ordine dell’equazione.
Se nella (76) al posto della y s’introduce la nuova variabile Y data

y 6’ ! )

I'equazione trasformata viene a mancare del secondo termine, ciot assume la
forma seguente:

-1 /
y("H—i) +(n _2I— 1) Pe y(”—’) + cee —I— (% —1I )pn Y +pn+l y= 07 (77)

dove abbiamo continuato ad indicare con y la variabile dipendente, e le p
S0NO espresse come segue:

]72=—‘P1/“‘P42+P?7

y=-—P/'—3P,P,4+2Pi+ P,
P P +2 P+ P, (18)

pi==— PU-D ...

~ Per la forma ridotta (77) il sig. Forsymm, nella citata Memoria, ha calcolato
effettivamente gl’invarianti a, ay, a5, @5, a,, ed ha trovato che I'espressione

lume CXIII, 1804), e nel volume, recentemente pubblicato, del siz. Lupwie Scire-
siNGER, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen (Zweiten Bandes erster
Theil, 1897).
(¥) V. le due Note di questo autore nel vol. LXXXVIII (pag. 116 e 224) dei

Comples rendus (1879).

(¥¥) Haveuew, Swr la réduction des équations diff. lin. aux formes intégrables (Sav.
étrang., t. XX VIII, N.° 1, 1883), pag. 125-127.

(¥#¥%) L’invariante a4 coincide con quello che I’HaLPHEN, nella, Memoria ultimamente

. 1 . ; . .
citata, ha rappresentato con > V. Altrove (Sur les invariants des éy. dif. lin. du qua-

trieme ordre, Acta Mathem., vol. 3, 1883) I’ITavpraeN ha indicato lo stesso invariante V
colla lettera v,
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di una qualunque delle a (da lui rappresentate colla lettera ©) consta di due
parti, la prima delle quali non dipende dall’ordine dell’equazione, ed & lincare
nelle p e nelle loro derivate, mentre la parte rimanente, che non gode di queste
proprieta, & tale che ogni suo termine contiene come fattori alcune delle quan-
tith Py, Py, Py. ..

In un lavoro pubblicato due anni dopo (*), il sig. Brioscar ha posto i
valori di as,..., @, dati dal sig. ForsyrH, sotto forma alquanto pit semplice,
ed ha assegnata per uno qualunque @, degl’invarianti fondamentali la parte
lineare, che & la seguente:

\ g _ (r—28)(r—2s—1) ]
%A"v‘[ r2—2s 2(23—*—1)(7‘——8—1)1)5'2_;’;9‘ ) (79)

dove si ha:

. . (r—2s—2)(r—2s—1)*(r—23s)
-Ar,o—'17 Ar,s+|-'4(s +1)(2s—|—1)(1'—3——-1)(21‘—28—-3) Ar,*) (80)

r—
2
Nei due lavori poc’anzi ecitati (*¥*) PHarpren ha pure introdotto il con-
cetto di courbe attachée all’equazione (76). A tal fine si considerino n -1
integrali indipendenti dell’equazione come coordinate omogenee projettive d’un
punto di uno spazio S, ad » dimensioni: allora al variare della z questo
punto descrive una certa curva C, che & la curva atfachde alla data equa-
zione differenziale (***¥). L'Haivprex ha dimostrato che gl'invarianti differen-
ziali projettivi della curva C coincidono cogl'invarianti dell’ equazione (76),
formati in modo algebrico coi coefficienti P e colle loro derivate. E per le
equazioni differenziali di 3.° ordine (Sur la réduction, ecc., pag. 132 e seg.l)
e di 4.° ordine (Acta Math., vol. 3, pag. 332 e seg.i) ha provato che ]'inva-
riante @, salvo un fattor numerico, coincide risp. col primo membro della
equazione differenziale delle coniche, oppure delle curve gobbe, le cui tangenti

2 per # impari (**¥).

ed s=0, 1,..., %—1 per » pari; s=0, 1,...,

(*¥) Les invariants des équations différentielles linéaires (Acta Mathem., vol. 14, 1890).
(¥¥) Tutti questi ed altri risultati del sig. Brioscar sono riportati nella citata Me-
moria del sig. WALLENBERG, e nel libro del sig. L. SCHLESINGER.
(¥**) Sur la réduction, ecc., pag. 114; Sur les invariants, ecc. (Acta Math., vol. 3,
pag. 331).
(*¥*¥) Cfr. pure alcune Note del sig. Fano nei Rend.' della R. Accad. dei Lincei, 1895,
e il volume citato del sig. L. ScuresingEr. La courbe attachée & da questo autore (l. e.,
pag. 133) chiamata Infegralcurve,
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appartengono adgun complesso lineare. Nella seconda delle Memorie ora no-
minate, ciod pel caso delle equazioni di 4.° ordine, lo stesso autore ha tro-
vato molti altri invarianti dell’equazione, confrontandoli con gl’invarianti dif-
ferenziali delle ordinarie curve gobbe, che egli aveva poco prima studiato nel
lavoro che pilt volte abbiamo ricordato, Sur les invariants différentiels des
courbes gauches (Journal de 1'Ecole Pol., XLVII Cahier).

Valendoci dei risultati a cui siamo giunti nei precedenti paragrafi, siamo
ora in grado di stabilire in modo pilt completo ed uniforme — e per una
equazione differenziale lineare di ordine qualunque — il legame che intercede
fra gl'invarianti fondamentali dell’equazione e gl’invarianti differenziali pro-
jettivi della curva C ad essa atfachée.

25. Si & gid detto che il punto corrente su C ha per coordinate
omogenee n -} 1 integrali indipendenti y,, y., yns+, della (76). Si trasformi
I'equazione assumendo come nuova variabile indipendente £ il rapporto ;y—'H ,

7
e per modo che n — 1 integrali &, &,..., &, della nuova equazione siano
Ye Y3 Yn
?/n+i’ ?/n-H’”.’ Ynt+
integrali 1, &, &,,..., £,-y, e sard quindi priva degli ultimi due termini, ciog,
chiamando » la nuova variabile dipendente, avrad la forma:

7t 4 (n _i_ 1) I, 5™ 4 ... _]_(n -: 1) M, ..n" =0. (81)

Ora & chiaro che la curva C atlachée all’equazione (76) non viene mutata
per effetto dell’eseguita trasformazione: sicche, se si conservano per essa tutti
i simboli che si sono adoperati nei paragrafi precedenti (colla sola avvertenza
che nel caso attuale essi s’intendono formati colle coordinate &, &,,..., £,-,),
e si scrive che alla (81) soddisfanno le &, &,,..., &, i coefficienti di quel-
I'equazione risultano espressi, mediante gli elementi relativi alla curva C, colle
relazioni:

i rapporti . L’equazione trasformata ammetterd gli n--1

;= — ! D= (i=1, 2,..., n—1). (82)

Cid posto, osserviamo che l'invariante a, (=3, 4,..., n-}1) ha il peso r,
& d’ordine »n + r rispetto agli integrali, ed & intero nei coefficienti II e nelle
loro derivate. In virth delle (82), esso si convertira in un invariante diffe-
renziale della curva C, il quale avra il peso » e I'ordine n 4 r, e sard inoltre
intiero nelle quantitd D, e non potrd quindi differire che per un coefficiente
numerico dall’ invariante j, considerato nei n.i 18 e 23.
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Per determinare siffatto coefliciente, basta imaginare lesespressioni di a,
e J, formate col mezzo delle '[1 e delle loro derivate, e confrontare fra loro
i termini contenenti le derivate di ordine pil alto. Quanto a j,, gid si & no-
tato nel n.” 23 che in esso il termine di ordine pil elevato & D»-1D. Ora
dalla (50) si ricava:
1 (
- Ry . k-1) L) ) n-1)
‘DI—H 7L+2+12(Dz)+(k+1)pz +(n+1)D1 D1 ’
mentre per le (82) si ha:

Dik) [ 1

mnn—k-

Da queste si deduce:

' 1 1

T =Rl FmF3). .. FiF1)
dove 1 termini che nel secondo membro seguono il primo sono formati in
modo intiero con le II e le loro derivate di ordini non superiori ad ¢ — 1.
Pertanto abbiamo:

7
Hl‘tlk e

k)
Db, =

. 1 .
‘]'=_(n—i-2)(n+3)...(n+r)n(" Vet
nel secondo membro della quale i termini che seguono il primo son formati
in modo intero con le II e le loro derivate di ordini non superiori ad r — 2.
Per cercare il coefficiente di /=" in @, ricorreremo all’espressione di
a, calcolata per la forma ridotta (77). Dovendo perd riferirei all’equazione (81),
i coefficienti p della forma ridotta dovranno wvenir espressi in funzione dei
coefficienti IT per mezzo delle formole (78), nelle quali alla lettera P siasi
sostituita la 1. Sarad percid:

‘ Pi=—Ii ...,
dove nel secondo membro si & scritto il solo termine contenente la derivata
di ordine pili alto. Allora una semplice occhiata data alle formole (4) del eitato
lavoro del sig. Brioscar (1. c., pag. 235) mostra che, sostituendo in @, al posto
delle p le espressioni fornite dalla precedente relazione, il coefficiente di IIV—0
in a, non & altro che la somma — cangiata di segno — dei coefficienti dellg
parte lineare dello stesso a, quale sta scritto in quel lavoro. Epperd, in virtl
della (79), si conclude la cercata relazione, che stabilisce il legame fra gli
invarianti j, ed a,: ' ’

7

o ~ Cr—28)(r—2s—T1)] .
ay = (n + 2)(n+3)...(n+w)%A,,,[1 “(21(23231()’-@-;;13}‘ .
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delle curve di un iperspazio. 57

essendo le 4, , date dalle (80). A tale relazione si pud facilmente anche dare
I'aspetto seguente:

ar=(—1r (n+2(n43)...(n+ r)j,,.,

Cr

(83)

dove ¢, & il minimo multiplo comune dei denominatori delle frazioni irridu-
cibili che costituiscono 1 coefficienti della parte lineare di a, (scritto coi coef-
ficienti p). Per es. si ha:

=2, ¢,=DH, =14, ¢ =142, ¢; =132, ¢,=429, ¢, = 1430.

In particolare ¢ da mnotarsi la relazione:

1 (n—1)
a3=(_1) 2 (n+2)(n+3)T

2 n-1iy

la quale (come si & detto nel n.° prec.) & gia stata dimostrata dall’ Harenes
per le equazioni differenziali di 3.° e 4.° ordine (Sur la réduction, ecc., pag. 132
e seg.l, e Acta Math., vol. 3, pag. 332 e seg.); e quest’altra:

_ (n42)(n4-8)(n 4 4) Jte=1)
= 5 4 )

4

che gia & stata stabilita dall’ Havenes (Adeta Math., vol. 3, pag. 339) per una
equazione di 4.° ordine.

26. In virtu della (83), le proprietd di cui godono gli invarianti j, si
traducono in altrettante proprieta degl’invarianti a,. Cosi il teorema con cui
si chiude il n.° 18 diventa:

Se tutte glinvarianti fondamentali sy Gyy..., Anyy d'un’equazione diffe-
renziale lineare d'ordine n+ 1 sono nulli, la curva arracuie all’ equazione
¢ una curve razionale normale del proprio spazio (ad n dimensioni),

e questa & !'interpretazione geometrica del seguente teorema dovuto al si-
gnor Brroscur (*), che cosi viene ad essere stabilito anche colla diretta con-
siderazione della curva atfachée all’equazione:

Se gl invarianti ay, a4,..., Gnyy A un’equazione differenziale lineare d’or-
dine n + 1 sono nulli, gl integrali di questa equazione si possono esprimere
per mezzo di forme binarie, a coefficient: costanti, di due argomenti che sono
gUintegrali d’ un’equazione differenziale di 2.° ordine.

(*) L. c., pag. 237. Cfr. pure L. ScHLESINGER, 1. e., pag. 204-205 e pag. 216.
Annali di Malematica, tomo XXVI, 8
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Cos\ pure, avendo dimostrato (n.° 23) che ognuno degl’invarianti j, coin-
cide, salvo il segno, col proprio aggiunto, possiamo dire:

Ciascuno degl’ invarianti s, Guyes.y Anei di un’equazione differenziale
lineare d’ordine n -+ 1 si trasforma in sé stesso (a meno del segno, che ri-
mane 0 no invariato, secondo che il peso dell’ invariante & pari o dispari),
quando ai coefficienti dell’equazione proposta vengano sostituiti quelli della
sua aggiunta (di LacraneE),
la qual proprieta & stata avvertita dall’ Havemen (*) per l'invariante a., ed
anzi ha servito a questo autore per Veffettiva determinazione di questo inva-
riante sotto la forma che abbiamo riportata in principio del n. 24.

Torino, 12 aprile 1897.

(*) Sur la réduction ecc., pag. 125-126.
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Sui gruppi continui di trasformazioni
cremoniane dello spazio.

(Di Feoerico Exriques ¢ Bologna e Givo Faxo a Roma)

Oggetto di questa Memoria & la classificazione dei gruppi continui di
trasformazioni birazionali (o cremoniane) dello spazio, ciot la riduzione di essi
a tipi determinati, mediante trasformazioni birazionali.

Fra questi gruppi si presentano subito quattro categorie, come naturale
estensione dei gruppi cremoniani tipici del piano: i gruppi proiettivi, i gruppi
conformi (gruppi di trasformazioni che mutano una sfera in una sfera) ed i
gruppi (che si possono chiamare) di Jonquiéres generalizzati, ciod quelli che
posseggono una stella invariante di rette o un fascio invariante di piani.

Lo studio dei gruppi di queste quattro categorie & stato in parte gid
effettuato (pei gruppi proiettivi e conformi), ed in parte (pei gruppi di Jon-
quiéres generalizzati) si potrebbe facilmente effettuare, riducendosi a casi gia
noti, valendosi ciot di una opportuna composizione dei gruppi binari e dei
gruppi cremoniani di varietd a due dimensioni.

Appare dunque naturale che si cerchi — come noi appunto abbiamo
cercato -— di ricondurre birazionalmente i vari gruppi cremoniani a #ip: ap-
partenenti ad una delle quattro categorie nominate, o almeno di vedere in
quali casi questa riduzione risulta possibile. E c¢id accade invero per futti i
gruppi eremoniani, fatta eccezione soltanto per due tipi ben defipiti di gruppi oc®,
i quali si distaccano da tutti i rimanenti, e ciascuno dei quali si pud carat-
terizzare in modo sufficiente. Ecco precisamente i risultati della nostra analisi.

I gruppi cremoniani primitivi sono riducibili (birazionalmente) a gruppi
proiettivi o conform¢ (era nota soltanto la possibilith di eseguire questa ridu-
zione mediante una trasformazione punituale).

I gruppi imprimitivi sono riducibili a gruppi di Jonquiéres generalizzati,
fatta eccezione per #re tipi di gruppi (semplici, transitivi) oo®, nei quali le
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trasformazioni che lasciano fermo un punto generico dello spazio formano
gruppi finiti oloedricamente isomorfi ai gruppi dei poliedri regolari (tetraedro,
ottaedro, icosaedro). Tuttavia nel caso fefraedrico il gruppo oc® si riduce an-
cora ad un gruppo conforme.

I gruppi corrispondenti al caso ottaedrico ed icosaedrico sono riducibili
rispett. a due tipi ben definiti, composti il primo di oo® trasformazions cubiche,
il secondo di oo® trasformazioni del 7.9 ordine.

In conclusione: ¢ gruppi continui di trasformazioni birazionali dello
spazio si possono ricondurre birazionalmente a gruppi proiettivi o conformi,
oppure « gruppt di Jonquiéres generalizzali, o infine « due tipi ben definiti
di gruppi (semplicl, transitivi) co® rispett. dell’ ordine 3 e 7.

Proposizioni preliminari.

1. Due osservazioni fondamentali c¢i saranno utili nel nostro studio. La
prima & la seguente:
Ogni gruppo continuo di trasformazioni birazionali dello spazio o é al-
gebrico, 0 € contenuto in un gruppo pits ampio algebrico.

« Questa proprietd spetta come & noto ai gruppi continui di trasformazioni
birazionali di una qualsiasi varietd algebrica (Picarp, Paixtevé, CasreLxvovo
e Lisriques). Essa ci permette di limitarci, senza introdurre con cid restrizioni,
alla considerazione di gruppi algebrici.

2. La seconda osservazione fondamentale & la seguente:

Ogni gruppo continuo di trasformazions birazionali dello spazio lascia
invariali infiniti sistemd lineari (ampi quanto si vuole) di superficie alge-
briche.

Per costruire un tale sistema invariante rispetto ad un gruppo dato,
basta p. e. partire da un qualsiasi sistema continuo (lineare o no) di super-
ficie: i sistemi trasformati di questo formeranno un corpo di superficie aventi
un certo ordine #, ed il minimo sistema lineare a cui questo corpo appartiene,
od anche il sistema lineare completo determinato dal medesimo gruppo base,
forniranno dei sistemi invarianti (cioé dei nuovi corpi) pel dato gruppo di trasfor-
mazioni (*).

{(*) Ctr. ExriqQues, Sui gruppi continui di trasformaszioni cremoniane nel piano. Rendic.
Accad. dei Lincei. Maggio 1893.
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L’osservazione precedente si pud anche enunciare dicendo che « ogni
gruppo cremoniano dello spazio ¢ simile ad un gruppo proiettivo di un certo
spazio S, »: invero, ge si costruisce pel gruppo proposto un sistema lineare
invariante di superficie algebriche avente una certa dimensione n (= 3), si ha
subito una varietd razionale V, di S, rappresentata sullo spazio ordinario da
quello stesso sistema lineare di superficie, ed un gruppo proiettivo di S, che
opera sulla ¥; come il nostro gruppo cremoniano opera nello spazio.

Affinché questa rappresentazione della V; riesca biunivoca, basta soltanto
supporre che il sistema invariante costruito sia semplice, vale a dire che le
superficie di esso passanti per un punto generico non passino in conseguenza
per altri punti variabili: questa condizione, come & chiaro, pud soddisfarsi
in infiniti modi, data l'arbitrarieta che compare nella costruzione del sistema.

3. Dalla similitudine dei gruppi cremoniani dello spazio S; con gruppi
proiettivi di convenienti spazi S, si deducono subito alcune conseguenze delle
quali dovremo spesso far uso in seguito. Le enunciamo qui esplicitamente:

a) Ogni curva invariante per un gruppo cremoniano, il quale subor-
dini su di essa almeno oo* trasformazioni diverse, & una curva algebrica e
razionale (*).

b) Ogni eurva invariante per un gruppo cremoniano algebrico, il
quale, subordini su di essa almeno oo! trasformazioni diverse, & una curva
razionale (**).

¢) Ogni superficie invariante per un gruppo cremoniano algebrico,
il quale operi transitivamente sui punti di essa, & una superficie algebrica e
razionale (**¥).

Queste proposizioni non sono che la traduzione immediata dei noti teo-
remi relativi alle curve e alle superficie con trasformazioni proiettive in sg,
cui abbiamo alluso nelle citazioni precedenti.

d) Ogni curva (invariante) luogo di punti uniti per le trasformazioni

-

cremoniane di un gruppo continuo, & una curva algebrica, oppure & conte-
nuta in una superficie algebrica, luogo anch’essa di punti uniti.

(*) Kren-Lie, Comptes Rendus, 1870; Lig, Theorie der Transformationsgruppen,
Bd. III, s. 187.
(**) L. c. - -
(***) Exriques, Le superficic con infinile trasformaszioni proicttive in sé stesse. Atti
Istituto Veneto, ser. VII, tom. IV e V, 1893; Fano, Sulle superficie algebriche con infi-
nite trasformaszioni proiellive in sé stesse. Rend. Acc. dei Lincei, Febbraio 1895.
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Ogni superficie Juogo di punti uniti per le trasformazioni di un gruppo
cremoniano continuo & una superficie algebrica.

Per stabilire quest’ultima proposizione basta osservare che i punti uniti
delle omografie di un S, sono isolati, oppure costituiscono degli spazi lineari,
e questi ultimi possono segare una varieta algebrica (invariante) V; soltanto
secondo curve o superficie algebriche (luoghi di punti uniti su V).

Gruppi primitivi.

4. T gruppi primitivi di trasformazioni puntuali dello spazio sono stati
classificati dal sig. Lie (*), il quale ha dimostrato che ogni gruppo siffatto
pud essere ricondotto con una trasformazione puntuale:

a) al gruppo o' delle trasformazioni conformi;
b) oppure ad uno dei seguenti gruppi proiettivi:
1) gruppo & di tutte le omografie;
2) gruppo oo'® delle affinita;
3) gruppo oo delle affinitd equivalenti;
4) gruppo oc'® di un complesso lineare non speciale;
5) gruppo o® di una quadrica non specializzata (movimenti non
euclidei);
6) gruppo o7 delle similitudini;
7) gruppo oo® dei movimenti (euclidei).

Questa riduzione vale in particolare anche per i gruppi cremoniani, in
quanto si tratti di classificarli dal punto di vista gruppale. Ma nuovi tipi pos-
sono presentarsi (ed effettivamente si presentano) allorché si tratta di trovare
1 gruppi cremoniani birazionalmente distinti. Pud infatti accadere che la tras-
formazione puntuale che riconduce un gruppo cremoniano dato ad uno dei
gruppi enumerati non sia birazionale,

5. Si abbia un gruppo cremoniano algebrico, primitivo, I', ed un
gruppo I appartenente ad uno dei tipi a) o b), trasformato di I' mediante

una trasformazione puntuale. Per comodita di linguaggio designeremo con =
e Z' gli spazi in cui sono dati rispett. i due gruppi I' e I".

(¥) Theorie der Transformationsgrippens Bd. 1L, s, 122-140.
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Qualunque sia il tipo di I', esistono certo in questo gruppo infinite tra-
sformazioni, che lasciano fermi tutti i punti di una retta (di ), senza lasciar
fermi contemporaneamente tutti i punti di una superficie passante per questa
retta. Di qui si trae che le curve C dello spazio 3 corrispondenti alle rette
dello spazio X debbono essere algebriche. Infatti le infinite trasformazioni
di ' che lasciano fissi tre punti di una C costituiscono un sottogruppo alge-
brico di T, pel quale la C & una curva di punti uniti non contenuta in una
superficie di punti uniti (cfr. il lemma d, § 8). Ma possiamo anche ricono-
scere facilmente che le curve C [trasformate delle rette di ', o parti irridu-
cibili (variabili) di queste trasformate] sono razionali. Infatti le trasforma-
zioni di T' che lasciano invariata una C costituiscono un sottogruppo algebrico,
le cui operazioni scambiano i punti di C in almeno oo* modi (perche lo stesso
appunto accade in ', fissando una retta relativamente a I"): la razionalith
delle C segue dunque dai lemmi @) b) del § 3.

Infine osserviamo che mnello spazio £ due punti individuano uwna C che
passa per essi, poich® altrimenti tutte le trasformazioni di T' che lasciano
fermi i punti di una C dovrebbero lasciare ferma la superficie (passante per
la detta C) luogo delle C che si appoggiano alla nominata in un punto fisso
ed in un secondo punto variabile; mentre, se in X' si fissano tutti i punti di
una retta, le trasformazioni di I" cost ottenute non lasciano ferma alcuna
superficie per questa retta.

6. Cid posto consideriamo le superficie F' dello spazio X che corrispon-
dono ai piani dello spazio 2’ nella trasformazione puntuale che fa corrispon-
dere I" a I": le F sono algebriche e razionali, poiché contengono una rete
di curve razionali C: esse formano un sistema lineare oo®, perché due punti
di = individuano una C (sezione di due F) passante per essi (*); e questo
sistema lineare | F'|, ad intersezioni variabili razionali, & invariante rispetto al
gruppo T" se I', appartiene ad uno dei tipi b), ossia & un gruppo proiettivo.
Se invece I appartiene al tipo @), ossia & il gruppo conforme oo, si vede
facilmente che il sistema costruito sard contenuto in un sistema lineare in-
variante oot (che indicheremo ancora con | F'|) corrispondente al sistema
delle sfere di 2, e tale che le intersezioni variabili di due superficie sieno

ancora razionali.

{(*) Cfr. ENrIQUES, Una questione sulla linearita, ecc. Rend. Accad. dei Lincei, Giu-
gno 1893.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



64 Enriques e Fano: Sui gruppi continui

by

In ogni caso il detto sistema invariante | F'| & contenuto in un sistema
lineare invariante completo, cioé determinato dal gruppo base.

Ora i sistemi lineari completi, almeno oo®, di superficie algebriche ad
intersezioni variabili razionali si possono ricondurre con una trasformazione
birazionale dello spazio ad uno dei seguenti tipi (¥):

1) sistema di superficie d’ordine n con una retta base (n— 1)*2;
2) sistema delle quadriche tangenti in un punto ad un piano dato;
3) sistema delle quadriche per una conica, p. e. sistema delle sfere;
4) sistema dei piani.

Si pud dunque assumere come tipo del gruppo T', trasformandolo bira-
zionalmente in 2, un gruppo che lasei invariato un sistema lineare appar-
tenente ad uno dei tipi 1) 2) 3) 4). Ma nei casi 1) e 2) questo gruppo non
risulta primitivo, & quindi anche I' non potrebbe essere tale. Concludiamo
dunque che:

Ogni gruppo cremoniano primitivo dello spazio pud ricondursi con una
trasformazione birazionale :

1) ad un gruppo proiettivo,
2) 0 ad un gruppo conforme.

Resterebbero ora a determinare i singoli gruppi primitivi proiettivi e
conformi. Quelli proiettivi sono noti, e sono quelli stessi enumerati come tipi
di gruppi puntuali. Nel gruppo conforme totale (o0o'?) si troverebbe un solo
tipo di sottogruppo primitivo che non si lascia ricondurre birazionalmente
(ma solo con una trasformazione [2, 1]) ad un ‘gruppo proiettivo: tale & ¢l
gruppo delle trasformazioni conformi che lasciano fissa una sfera data, il
quale nasce appunto con una trasformazione [1, 2] dal gruppo proiettivo (o0°)
di una quadrica non specializzata.

(*) Exriques, Sui sistemi lineari di superficie algebriche ad integrazioni variabili tper-
ellittiche. Mathematische Annalen, Bd. 46. La riguzione si applica ai sistemi semplici
(v.' 1. e.); ma tali sono appunto sempre i sistemi completi ad intersezioni razionali e di
dimensione =3, essendo completo il sistema di curve segato sopra una superficie qua~
lunque del sistema dalle rimanenti.
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Gruppi algebrici semplicemente infiniti.

7. 8i abbia nello spazio un gruppo cremoniano algebrico oc'. Le tra-
iettorie C dei vari punti saranno curve algebriche e razionali (§ 3, lemma b),
formanti una congruenza del 1.° ordine, e sopra ciascuna di queste curve vi
saranno due punti uniti. Se questi punti coincidono per ogni C (se si tratta
cioé di un gruppo parabolico) il luogo dei punti stessi sard una superficie
(che potrad anche ridursi ad una curva o all’intorno di un punto fisso) unise-
cante le curve C.

Escludiamo questo caso, e dimostriamo che anche in ogni altro caso esiste
una varietd (superficie, curva, ecc.) unisecante le curve C della congruenza.
Lo scopo della dimostrazione & di poter poi applicare un risultato noto (*),
che permettera di ricondurre con una trasformazione birazionale la congruenza
delle curve C ad una stella di raggi.

Consideriamo percid un gruppo proiettivo oo! di un certo S, equivalente
al gruppo proposto (operante sopra una ¥, rappresentata birazionalmente sullo
" spazio), e chiamiamo ugualmente C le traiettorie di questo gruppo. Possiamo
supporre che le C sieno prive di punti doppi; basta infatti osservare che, in
caso opposto, questi punti doppi dovrebbero essere punti uniti per le omografie
del gruppo; allora, considerando un sistema lineare invariante di varieta al-
gebriche passanti per tutti quei punti uniti, si potrebbe trasformare la ¥ in
un’altra varieta di un altro spazio, ed il gruppo proiettivo dato in un altro
gruppo le cui traiettorie risulterebbero prive di punti doppi. (Il ragionamento
cadrebbe in difetto se il gruppo proiettivo equivalente al gruppo dato fosse
un gruppo di S;, e si avesse una (vera) superficie come luogo di punti uniti;
ma allora questa sarebbe un piano, ed il gruppo si comporrebbe di omologie,
sicché la conclusione sussisterebbe ancora.)

Cid posto, sia F il luogo dei punti uniti pel nostro gruppo proiettivo
sulle traiettorie C appartenenti alla varietd (invariante) V. Dico che F non
pud essere una varietd unica irriducibile, bisecante le ¢, ma deve necessa-
riamente spezzarsi in due luoghi (curve, superficie, ecc.) unisecanti le C. Sup-

(¥*) Estensione di un teorema di Notuer. Cfr. ENrIQuEs, Sulle irrazionalitd da cui pud
farst dipendere la risoluzione D’ un’ equasione alyebrica f(rcy z)=0, ecc. Mathem. An-
nalen, Bd. 49, n.° 15, ’

Annali di Matematica, tomo XXVIL 9
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porremo percid che F sia una varietd irriducibile bisecante le C; e faremo ve-
dere che si cade in un assurdo.

Essendo la F' un luogo di punti uniti pel nostro gruppo proiettivo, lo
spazio lineare (minimo) S, cul F' appartiene risulterd tutto costituito di punti
uniti; in particolare risulteranno anche costituite di punti uniti le rette che
uniscono le coppie di punti uniti di una (qualunque) curva C. Ora cid & as-
surdo, perché lo spazio lineare (Sy) cui appartiene la C dovrebbe allora con-
tenere anche infiniti iperpiani (Sj-,) uniti, e quindi sulla C stessa (generica)
verrebbe subordinato dal gruppo co' soltanto un numero finito di trasforma-
zioni (proiettive).

Resta dunque provata lesistenza di un luogo di punti unisecante le tra-
iettorie C del gruppo proiettivo su ¥V, ovvero, cid che & lo stesso, del gruppo
cremoniano di S, (perche appunto F' dovra spezzarsi in due parti, contenenti
ciascuna un punto di ogni C).

Se ne deduce (come abbiamo gia avvertito):

Ogni gruppo cremoniano oo* algebrico dello spazio si pud trasformare bira-
zionalmente in guisa che le traiettorie dei punts divengano le rette di una stella.

La stella & naturalmente invariante per tale gruppo. 8i noti che si pud -
anche supporre che il centro della stella sia unito sopra ogni singolo raggio;
basta far corrispondere -all’intorno di questo punto uno dei luoghi di punti
uniti delle traiettorie C.

- Gruppi la cui riduzione si pud far dipendere da quella dei gruppi oo'.

8. Gruppt doppiamente intransitivi. I gruppi cremoniani algebrici dop-
piamente intransitivi portano un punto generico dello spazio nei punti di una
curva algebrica C. Queste curve C si possono dunque considerare come le
traiettorie di un sottogruppo oo! (algebrico) del gruppo dato. Si deduce:

Ogni gruppo cremoniano algebrico due volte intransitivo si pud trasfor-
mare birazionalmente in guisa da lasciare invariate le rette di una stella
(ma non sempre il centro di essa.)

9. Gruppi integrabili. 1 gruppi integrabili (¥) posseggono sempre un
sotlogruppo oot invariante. Trattandosi di gruppi eremoniani algebrici, questo

(*) Li, op. eit, Bd. I, s. 265; Bd. III, s. 679, 681.
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Y

sottogruppo oo! invariante dovra pure essere algebrico se & unico, ed in caso
diverso potrd essere scelto algebrico. Questa conclusione si ricava dall’esame
dei gruppi proiettivi integrabili di cui il Lie (*) ha assegnato il tipo, tenendo
sempre presente l'equivalenza dei gruppi cremoniani di S; a gruppi proiettivi
che Jasciano ferma una varieta razionale V, di uno spazio opportuno.
Ecco il ragionamento a cui conviene ricorrere.
~Ogni gruppo proiettivo integrabile I di S, lascia fisso (almeno) un puunto
di S,, una retta per questo punto, un piano per questa retta, ecc. Consi-
deriamo il pilt ampio gruppo [’ definito da queste condizioni; gruppo che &
certamente algebrico. Da esso si pud staccare algebricamente (come & mnoto,
e evidente) una successione di sottogruppi invarianti, le cui dimensioni decre-
scono di una unitd per volta. Fra questi se ne troverd uno che ha comune
col sottogruppo (algebrico) I precisamente oo! trasformazioni, le quali for-
meranno un sottogruppo algebrico invariante (oot) di I'.
Cid posto, si deduce:
Ogni gruppo cremoniano algebrico integrabile si pud trasformare bira-
zionalmente in guisa da lasciar fissa una stella di rette.
Basta infatti considerare un sottogruppo algebrico co! invariante nel gruppo
dato, e trasformare in una stella di rette la congruenza delle sue traiettorie.

10. Corollario. Gruppi oo®. I gruppi oo® essendo integrabili (*¥), si
pud applicare ad essi il resultato precedente. Ma in questo caso si pud anche
dire di pil.

Si abbia un gruppo cremoniano algebrico co® semplicemente intransitivo,
tale ciod che i punti dello spazio descrivano, per effetto delle trasformazioni
di esso, delle superficie I', che saranno algebriche e razionali, e formeranno
un fascio. Il sottogruppo oot invariante del gruppo stesso (o, se questo gruppo
& permutabile, un qualunque suo sottogruppo oo' algebrico) dara luogo ad
una congruenza invariante del 1.° ordine di curve razionali C; sopra ogni ¥
vi sard un fascio invariante di tali curve.

Ora noi vogliamo dimostrare che le superficie F' si possono trasformare
birazionalmente nei piani di un fascio — ossia nei piani per una retta a —,
facendo in pari tempo corrispondere alle curve C le rette di una stella col
centro 4 su a.

(*) Op. cit., Bd. I, s 589; Bd. III, s. 262, 681.
(**) Lig, op. cit.,, Bd. 1, s. 713.
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Infatti si pud procedere nel seguente modo. In primo luogo si pud far
corrispondere biunivocamente ad ogni F' un piano « per a, ed alle C sopra
una F' le rette per A nel corrispondente piano «: cid segue da un noto teo-
rema del sig. Nosruer (*), applicato alla varieth oo® delle curve C. In se-
condo luogo, considerando una superficie unisecante le C, si pud riferire
punto per punto ogni C alla retta corrispondente.

Con cid si ottiene la trasformazione birazionale cercata, per la quale
ogni I" risulta rappresentata sul piano corrispondente.

Resta cosl stabilito che:

Ogni gruppo cremoniano algebrico oo® si pud trasformare birazional-
mente in guisa da lasciare invariati i singoli piani d'un fascio, nonché unq
stella di rette col centro sull’asse del detto fascio.

11. Gruppe semplicemente intransitivi. Alle considerazioni svolte pei
gruppi oo® si collega la riduzione di tutti i gruppi cremoniani algebrici sem-
plicemente intransitivi, ciod di quei gruppi pei quali i punti dello spazio de-
serivono superficie (razionali) F' di un fascio. In un tal gruppo esiste infatti
sempre un sottogruppo algebrico oo!, il quale dara sopra ogni F un fascio
di traiettorie razionali C. Benchd& questi fasci di curve C, sopra le singole F,
non sieno ora (in generale almeno) invarianti rispetto all'intiero gruppo pro-
posto, essi ci danno tuttavia il mezzo di trasformare contemporaneamente
(come nel caso dei gruppi oo®) tutte le # nei piani per una retta, e questi
piani (non i fasei di rette ottenuti su di essi) risulteranno invarianti pel
gruppo trasformato.

Concludiamo dunque:
Ogni gruppo cremoniano algebrico semplicemente intransitivo si pud ri-
durre birazionalmente ad un gruppo che lasci invariati i piani d’un fascio.

12. Gruppi transitivi imprimitivi, oo* almeno, che lasciuno invariata
una serie oo' di superficie. Si abbia un gruppo cremoniano algebrico I, oo
almeno, transitivo, il quale lasci invariata una serie oot disuperficie F'. Dimo-
striamo anzitutto che, se tale serie non & composta di superficie algebriche,
se ne pud sempre costruire un’altra, composta di superficie algebriche, la quale
pure costituisca un sistema d’imprimitivith pel gruppo [': anzi la nuova

serie che verrd costruita risultera un fascio, se era un fascio la prima.

(%) Ueber Fldchen welche Schaaren rationaler Curven besitzen. Mathem. Annalen,
Bd. IIL
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Supponiamo dunque che le F mnon sieno algebriche.

Vi sono certo in T' infinite trasformazioni, e, fra queste, oo' costituenti
un gruppo continuo algebrico, le quali lasciano fermo un punto generico P
dello spazio, e quindi la superficie 7' (o ciascuna delle F') per questo punto.
Vi & dunque sopra ogni F' uno ed un solo fascio di curve algebriche razio-
nali (traiettorie del gruppo oo! considerato): invero, in ogni altro caso, o la
F' sarebbe luogo di punti uniti pel gruppo ottenuto fissando P, oppure sopra
di essa si avrebbero, variando il punto P, fasci differenti di curve razionali
e in ambo i casi la F stessa dovrebbe essere algebrica.

Ora consideriamo gli infiniti fasei di curve algebriche C, appartenenti
rispett. alle varie superficie F'; essi danno luogo ad una congruenza (alge-
brica) di curve C, che sard invariante pel gruppo T'. Questa congruenza &
certo del 1.° ordine, se la serie delle F' & un fascio; e, ogni qual volta sia
del 1.° ordine, essa & certo razionale, perchd le curve C incontreranno un
piano generico secondo i gruppi di punti di una involuzione (*). Se invece
la congruenza delle C & di ordine > 1, potremo pur sempre concludere che
essa 0 & razionale (cioé riferibile ad un piano), oppure & riferibile (elemento
per elemento) a una superficie rigata ellittica; ¢id perché, non potendo ora
le C essere contemporaneamente fisse (cio¢ traiettorie) per mnessun sotto-
gruppo oo di I', esse verranno certo scambiate da questo gruppo (che & al-
gebrico) in almeno o' (e basterebbe anzi in oo®) modi diversi (**)

Nel caso della rigata ellittica, alle generatrici di questa corrisponderanno
oot fasci algebrici di curve (, e quindi oo! superficie algebriche costituenti
una serie invariante pel gruppo T.

Se invece la congruenza delle curve C & razionale, il gruppo I', in quanto
opera sugli elementi (C) di questa congruenza, pud essere rappresentato con
un gruppo proiettivo che operi sui punti di una superficie (razionale) ¢ di
un conveniente spazio S, (riferita alla congruenza). Questo gruppo proiet-
tivo dovrd scambiare tra loro oot linee trascendenti W su ¢, corrispondenti
agli oo fasei di curve C che appartengono alle singole F'; di qui si trae
facilmente che il detto gruppo proiettivo operante sui punti di ¢ & precisa-

(*) CasteLNvovo, Sulla razionalita delle involuzioni piane. Rend. Ace. dei Lincei,
Ottobre 1893; Math. Ann., Bd. 44.

(**) CasteLNUovo e ENRIQUES, Sur les surfaces algébriques admettant un groupe con-
tinu de transformations birationnelles en elles-mémes; Compt. Rend. de I’Ac. des Sec., 1805.
Cfr. anche: Sur quelques récents résultals...; Math. Ann.,, Bd. 48, § 46,
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mente o® e composto di operazioni permutabili, giacch® ognuna di quelle
linee W (essendo trascendente) ammette solo oot trasformazioni proiettive in
sé, e non pud essere luogo di punti uniti per infinite proiettivitd che non la-
scino fermi anche tutti i punti di ¢. Esisterd quindi su ¢ almeno un faseio in-
variante di curve razionali, corrispondentemente a un sottogruppo oot algebrico
(certo esistente) del gruppo permutabile oo® su ¢. A questo fascio corrisponderd
nella congruenza delle C una serie oo' di superficie algebriche, composte cia-
scuna con oo' C; e tale serie sard invariante pel gruppo I'. La serie stessa
sard un fascio se la congruenza delle C & del 1.° ordine, e quindi certo se
era un fascio la serie delle F.

Dunque, in ogni caso, i gruppi cremoniani, algebrici, transitivi, oct al-
gebrici meno, che lasciano invariata una serie oot di superficie, lasciano in-
variata anche una serie oo* di superficie algebriche (come avviene anche pei
gruppi intransitivi). Dovremo ora distinguere 1 due casi, in cul la serie no-
minata sia un fascio, oppure una serie d’indice > 1.

13. Fascio invariante di superficie. Si abbia un gruppo eremoniano Iy oo*
almeno, il quale lasei invariato un fascio di superficie I

Il gruppo T' pud essere supposto algebrico, giacch® in caso opposto ba-
sterebbe ampliarlo convenientemente. Similmente (per il § prec.) le super-
ficie F' possono supporsi algebriche, altrimenti basterebbe sostituire il fascio
delle ' con un altro fascio invariante di superficie algebriche.

Esiste in I' un sottogruppo algebrico almeno oot che lascia ferme (tre e
quindi) tutte le F'; e se la sua dimensione & >>1, si potrd sempre costruire
In esso un sottogruppo oo! pure algebrico. Si avrd cosi su ogni F' un fascio
di curve C algebriche, razionali, traiettorie di quel sottogruppo oo

Di qui si trae (efr. 1 §§ 10, 11) la possibilitd di trasformare il fascio
delle F' in un fascio di piani, riferendo le C di ciascun fascio su una F' alle
rette di un fascio nel corrispondente piano.

Concludiamo:

Ogni gruppo cremoniano di dimensione >3 il quale lasci invariato un

fascio di superficie si pud trasformare birazionalmente in guisa da lasciare
invariato un fascio di pians.

14. Serie invariante di superficie d’indice >>1. Il gruppo cremoniano T",

oot almeno, ammetta invece un sistema d’ imprimitivitd costituito da una serie oot
di superficie ¥, d’indice > 1. Tanto il gruppo I come le superficie F' pos-
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sono supporsi algebrici. In I* esiste un sottogruppo algebrico almeno oot che
lascia ferme tutte le Fy ed ha quindi come traiettorie le curve C, loro mutue
intersezioni. Le eurve C costituiscono dunque una congruenza (del 1.° ordine)
di curve razionali; riducibile ad una stella di rette (cfr. il § 7): tale con-
gruenza & evidentemente invariante pel gruppo I

Concludiamo pereid:

Ogni gruppo cremoniano di dimensione > 3, il quale lasci invariata
una serie oot di superficie d’indice >>1, si pud trasformare birazionalmente
th un gruppo che lascia invariate una stella di rette

Analisi dei casi residui.

15. Quali casi irriducibili ai precedenti restano ancora da esaminare?

Abbiamo esaurita dapprima la classificazione del gruppi primitivi.

Fra i gruppi imprimitivi abbiamo gid considerati quelli (una o due volte)
intransitivi, e quelli integrabili; due categorie nelle quali rientrano in parti-
colare i gruppi oo! e oo

Non abbiamo detto nulla dei gruppi oc® transitivi semplici (ciod non in-
tegrabili),

Passando ai gruppi imprimitivi di dimensione >3, abbiamo considerato
quelli pei quali si ha una serie invariante oot di superficie.

Dobbiamo invece ancora considerare i gruppi (transitivi) imprimitivi, oo*
almeno, che scambiano tra loro le curve di upa congruenza invariante. Si
possono tuttavia lasciare da parte quei casi in cui, esistendo anche una
serie oo' Invariante di superficie, il gruppo rientrerebbe in un caso gia esa-
minato.

Possiamo dunque limitarei a considerare i gruppi dotati di una con-
gruenza invariante, 1 cui elementi (curve) vengono scambiati in modo primi~
tivo (quindi, come vedremo, in almeno oo® modi diversi). Segue da cid che la
congruenza in questione dovrd essere del 1.° ordine (cioé per ogni punto dello
spazio passera una sola curva di essa). Invero si abbia per un gruppo una
congruenza di curve invariante, d’ordine >> 1. Fissata una curva C della con-
gruenza, restera fissa la superficie luogo di tutte le C che si appoggiano ad
essa: se, per comoditd d’intuizione, si trasporta il gruppo che opera sulle C
In un piano, facendo corrispondere i punti di questo piano agli elementi (C)
della congruenza, avremo nel piano un gruppo tale che, fissando un punto,
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Py

resta pure fissa una linea variabile con esso: & noto che tale proprieta spetta
goltanto ai gruppi imprimitivi. E poiché d’altra parte ogni gruppoe primitivo
di trasformazioni puntuali del piano & almeno oc® (*), cosl vediamo appunto
che le curve C della congruenza invariante dovranno pure venir scambiate
in almeno oc® modi diversi. _
Dunque, riassumendo le conclusioni precedenti, i casi non riducibili a
quelli gid trattati e che percid dobbiamo ancora esaminare sono i seguenti:
@) gruppi semplici transitivi oo® (algebrici);
b) gruppi transitivi, imprimitivi, che lasciano invariata una congruenza
di curve del 1.° ordine, scambiando gli elementi (curve) di questa congruenza
in modo primitivo (co® almeno).
Esamineremo dapprima il secondo di questi casi, lasciando per ultime le
considerazioni relative ai gruppi oo®, le quali piu si allontanano dall’ordine di
idee seguito fin qui.

Gruppi transitivi che posseggono una congruenza invariante del 1.° or-
dine i cui elementi (curve) vengono scambiati in modo primitivo.

16. Trattandosi di gruppi cremoniani algebrici, le curve C della con-
gruenza invariante e la congruenza stessa x sono algebriche.

Lo possiamo vedere cosl.

Fissando un punto generico P dello spazio si stacca dal gruppo pro-
posto G (che & almeno oc®) un sottogruppo algebrico (almeno ) T, pel quale
resta ferma la curva C della congruenza y che contiene P stesso. Se i punti
della C vengono ancora scambiati in almeno oot modi dalle trasformazioni
di T, la C & algebrica e razionale [§ 3, lemmi «) b)].

Se invece tutti i punti della C risultano gia fissi per lo stesso sottogruppo I'
(0 pel gruppo continuo massimo che vi & contenuto due volte, se I" & un gruppo
misto) la C & ancora algebrica, oppure & contenuta in una superficie alge-
brica I passante per P, di cui tutti i punti risulteranno uniti quando sia fisso P
[§ 3, lemma d)].

In questa seconda ipotesi, la curva C della congruenza x che passa per
un punto qualunque di F, essendo luogo di punti uniti pel medesimo sotto-

(*} L1k, op. cit., Bd. III, s. 35.
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gruppo I' del gruppo proposto G, dovrad appartenere tutta ad F. Se ne trae
quindi Pesistenza di un fascio invariante di superficie F, ciascuna delle quali
conterrebbe infinite curve C della congruenza proposta; e cid contraddice alla
premessa che il nostro gruppo G debba operare sulla detta congruenza in
modo primitivo.

Le curve C della congruenza invariante y sono dunque algebriche, e
anzi razionali, perche ciascuna di esse & fissa per un sottogruppo di G che
deve scambiarne i punti almeno in oot modi (G essendo transitivo).

L’algebricitd della congruenza segue poi immediatamente dal fatto che
una curva algebrica, per effetto delle trasformazioni d’un gruppo cremoniano
algebrico, deve descrivere un sistema algebrico. La congruenza, essendo del
1.° ordine, sard anche razionale [per la razionalitd delle involuzioni piane (*)],
cid che d’altronde si vedrebbe qui direttamente.

Vogliamo ora dimostrare che si pud trasformare birazionalmente la con-
gruenza delle curve C in una stella di rette. Sappiamo che percid occorre
(e basta) stabilire I'esistenza di una superficie algebrica unisecante le C.

Considerato un piano «, i cui punti vengano riferiti agli elementi (C)
della congruenza, sappiamo che si pud rappresentare su questo piano il gruppo
primitivo che opera sulle C mediante (**):

a) il gruppo proiettivo totale oo®;

b) o il gruppo proiettivo oo® che lascia ferma una retta;

¢) o il gruppo proiettivo speciale oc® che lascia ferma una retta (ed &
sottogruppo invariante del precedente).

La corrispondenza tra la congruenza delle C e il piano «, che serve a
stabilire questa rappresentazione, & birazionale (**¥).

Indichiamo con G’ il gruppo proiettivo [appartenente al tipo a) 4) o ¢)]
che opera sul piano « considerato.

Il gruppo G’ e il nostro gruppo cremoniano G saranno isomorfi; ma pud
ben darsi che questo isomorfismo non sia oloedrico, che cioé all’identitd in
G’ corrispondano in G infinite operazioni, formanti un sottogruppo invariante,
che sarebbe perd algebrico e due volte intransitivo. Esso permettercbbe quindi

(¥*) CasteLnvovo, lav. cit.; Rend. Ace. dei Lincei, Ottobre 1893; Mathem. Ann.,

Bd. 44.

(*¥) Lig, op. cit.,, Bd. III, s. 33.

(**¥) Ofr. Fano, Sulle superficie algebriche con un gruppo conlinuo transilivo di trasfor-
mazioni profeltive in sé stesse. Rend. Cire. Matem. di Palermo; tom. X, pag. 1 e seg.

Annali di Matematica, tomo XXVL 10
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di costruire una unisecante delle curve C (sue traiettorie), e di ridurre cosl
la congruenza di esse ad una stella di rette (§ 8).

Possiamo dunque supporre che fra G' e @ interceda un isomorfismo oloe-
drico (in senso gruppale), pel quale ad ogni trasformazione di G’ (in partico-
lare all’identitd) corrisponda una o un numero discreto di trasformazioni in G.

Il gruppo G sard quindi esso stesso oc®, 0 ocf, 0 ocb,

Senza preoccuparci tuttavia della sua dimensione, noi distingueremo, ri-
spetto a G, tre casi diversi, da un altro punto di vista:

1) Fissando una curva C, si ha un sottogruppo di G che scambia i
punti di questa curva in soli oc! modi.

Il gruppo che si ha sulla C (continuo o misto che sia) possiede una
coppia unita di punti. Se questa, per ogni C, risultasse costituita da due punti
coincidenti, sarebbe senz'altro costruito razionalmente sopra ogni C' un punto,
che & quanto ci occorre. /

Possiamo dunque escludere questo caso, e limitarci a mostrare che la
coppia unita che si ha sopra una C tenuta fcrma, o & comune a tutte le C,
o descrive al variare della C stessa una superficie riducibile, composta di due
altre unisecanti la congruenza; cosicche in ogni caso la congruenza delle C
risultera riducibile ad una stella di rette.

Faceiamo la dimostrazione per assurdog, supponiamo cioé che la coppia
unita di una C descriva una curva K o una superficie I' irriducibile (bise-
secante le ). La K o la I" costituiranno in ogni cago un luogo invariante
pel gruppo G.

Nel 1.° caso, considerando le infinite superficie generate dalle C che
escono da uno stesso punto generico di K, si ottiene subito pel gruppo & un
sistema d’imprimitivitd costituito da una serie oc! invariante di superficie; e
questo & un caso che a noi non occorre esaminare. '

Nel 2.% caso il gruppo G opera sulla superficie ¥ in modo primitivo, e
lascia invariante su di essa una serie oc® di coppie di punti (la serie delle
coppie unite considerate sulle C). Ora la F & razionale (perché G subordina
su di essa — come mnella congruenza delle C — almeno oc® trasformazioni di-
verse) (¥); percid si dovrebbe ottenere sopra un piano rappresentativo di essa un
gruppo cremoniano primitivo il quale lasei invariante una serie oc?® di coppie
di punti (sia ciod tale che, fissato un punto generico, risulti fisso di conse-
guenza qualche altro punto o gruppo di punti variabile col primo). D’altra

(*) CastELNUOVO e ENRIQUES, L. c.
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parte i gruppi cremoniani primitivi del piano si riducono ai tipi @) b) c) sepra
enumerati, pei quali non & invariante alcuna serie o® di coppie di punti; ecco
dunque l'assurdo, da cui scaturisce la riducibility della F’ che dovevasi dimo-
strare.

Nell'ipotesi 1) la congruenza delle C & dunque certo riducibile a una
stella di rette.

2) Fissando una C, si ha un sottogruppo di G che scambia i punti di
questa C in oo* modi.

Allora il gruppo (binario) oc* delle trasformazioni sulla C, lascia fisso un
punto della curva (*), e questo punto, al variare della stessa C, ci dard il
luogo (algebrico) unisecante le curve della congruenza, che occorre per ridurre
la congruenza stessa ad una stella di rette.

3) Fissando una C si ha un sottogruppo di G che opera sui punti
della C in modo oc?

Allora ci possiamo ridurre al caso precedente staccando da G un con-
veniente sottogruppo.

Consideriamo percid ancora il gruppe G’ operante proiettivamente nel
piano «. Possiamo supporre che G' appartenga ad uno dei tipi 0) o ¢); se
no basterebbe staccare da G (e conseguentemente da G) il sottogruppo che si
ottiene fissando una retta del piano «. .

Supponendo dunque che G' appartenga al tipo b) o ¢), ossia possegga
una retta unita, imponiamo su questa uno, o due, o tre punti uniti fissi; stac-
cheremo cost da G, e quindi da @, dei sottogruppi le cui dimensioni an-
dranno decrescendo da 5 (o 4) in giu. Fra questi sottogruppi, arrestandoci
a tempo, ne troveremo certo uno tale, che le trasformazioni di esso che la-
sciano ferma una C operino sopra questa in modo oc®, e lascino quindi fermo
un punto della C stessa; punto che verra cosl razionalmente individuato.

Riassumendo pertanto i risultati dell’analisi fatta, concludiamo: Ogni
gruppo cremoniano algebrico che lascia invariata una congruenza del 1.° or-
dine scambiando le curve di essa in modo primitivo, pud essere ricondotlo
birazionalmente ad un gruppo che scambi (del pari primitivamente) le rette
di una stella invariante, e operi anzi proiettivamente su questa stella. Que-
st’ultima parte segue immediatamente dalla riducibilitd, pil volte ricordata,
dei gruppi primitivi di trasformazioni birazionali del piano (o della stella) a
gruppi proiettivi. ‘

(*) Lz, op. cit., Bd. IIL s. 17.
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Gruppi semplici, transitivi ocs.

17. Generalita. Si abbia un gruppo cremoniano oo® I, algebrico, tran-
sitivo, semplice.

Si considerino due punti generici A e B dello spazio. Vi sard una, oppure
un numero finito (=2) di trasformazioni di T che fanno corrispondere B
ad A4, secondoche, fissando il punto 4 per le trasformdzioni di I', si ottiene
P'identitd soltanto, oppure un gruppo finito d’ordine > 1.

Riferiamoci al 1.° caso. Tenendo fisso il punto 4 e facendo variare B, i
punti dello spazio vengono a corrispondere biunivocamente alle trasformazioni
del gruppo. Pensiamo queste trasformazioni una prima volta come element:
(punti) di una varietd (razionale) ¥, una seconda volta come operazioni, le
quali agiscano per moltiplicazione (in un dato senso) sulle trasformazioni stesse
concepite come elementi di V, e producano quindi sugli elementi (o punti)
di questa varietd un certo gruppo tramsitivo T'.

Abbiamo allora in V; quella che si pud chiamare la rappresentazione
canonica del gruppo. Veramente si ottengono in V, due rappresentazioni ca-
noniche coniugate (e quindi due gruppi coniugati) secondo il senso fissato per
la moltiplicazione innanzi considerata; ma & indifferente assumere 'una o
Paltra di esse. — Se pol in un modo qualunque si riferisce birazionalmente
la V5 allo spazio (S,), si ottiene una rappresentazione canonica del gruppo T
nello spazio; e questo ci fornisce un #ipo, a cui il gruppo stesso pud essere
ricondotto con una trasformazione cremoniana.

Supponiamo invece che abbia luogo il 2.° caso, ciog che un punto gene-
rico dello spazio venga trasformato in sé stesso da un numero finito > 1 di
operazioni del gruppo T'. Tenendo ancora fermo A4 e facendo variare B, si
otterrd allora una corrispondenza (n, 1) (razionale in un solo senso) fra la
varieta V3, 1 cui elementi sono le trasformazioni di I', e lo spazic S;. Ai
punti dello spazio vengono ora a corrispondere biunivocamente non pilt i sin-
goli punti di V,, bensi i gruppi di punti di una involuzione (razionale) su
questa varietd; involuzione che sard invariante rispetto al gruppo I'. Ciascun
gruppo (P) di questa involuzione resta fisso per un gruppo finito di operazioni
contenute in I' (corrispondenti alle operazioni di I' che lasciano fermo un
punto di S:). Questo gruppo finito opera transitivamente sui punti di (P)

stesso; e applicando a (P) le oc® operazioni di T, si genera appunto 'in-
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voluzione considerata. Sui gruppi di punti di questa involuzione [che somo i

trasformati di (P)] il gruppo T opera come I' operava a sua volta sui punti
dello spazio S,. Riferendo pertanto in un altro modo qualunque — che con-
verrd poi scegliere opportunatamente — gli elementi (gruppi) della stessa
involuzione ai punti dello spazio S;, si otterrd anche per questo caso un #ipo,
a cui 1l gruppo cremoniano I' potrd essere birazionalmente ricondotto.

Le considerazioni svolte fin qui mostrano che il problema della determi-
nazione dei gruppi cremoniani (algebrici, transitivi, semplici) oc® si pud spez-
zare in due parti distinte:

1) in primo luogo dovremo assegnare le diverse rappresentazioni cano-
niche (birazionalmente distinte) di questi gruppi (efr. § 18). Cid equivale a
determinare quei gruppi nei quali un punto generico dello spazio risulta fisso
per la sola trasformazione identica;

2) in secondo luogo, sopra ciascuna delle varieth V, corrispondenti alle
nominate rappresentazioni canoniche, dovremo costruire tutte le possibili in-
voluzioni invarianti (§ 19). E per questo dovremo prender le mosse dall’esame
dei vari sottogruppi finiti di ciascun gruppo canonico (in quanto ogni gruppo di
una di quelle involuzioni si potrd generare con uno di questi sottogruppi finiti).

18. Rappresentaziont canoniche. Si abbia un gruppo cremoniano I', al-
gebrico, semplice, 2. Come abbiamo detto innanzi, pensiamo le trasforma-
zioni di esso una prima volta come elements (punti) di una varietd (algebrica)
Vs, una seconda volta come operazioni che agiscono per moltiplicazione sulle
trasformazioni stesse pcnsate come elementi di V,, e producono quindi su
questa varietd le co* trasformazioni di un gruppo tranmsitivo I' (sicch® in T
stesso esistera wna trasformazione mnella quale si corrispondono due punti ge-
nerici di V5). .

La composizione gruppale di T, e quindi di I, & (come per ogni gruppo
semplice oc®) quella stessa del gruppo proiettivo binario (*). Segue da cid che

N

in ' (o in T) una trasformazione generica & permutabile con oot soltanto, e
percid tutti i sottogruppi oct di I' sono algebrici e razionali; essi vengono
rappresentati su V; dalle linee razionali €' di una congruenza del 1.° ordine.
In T esistono pure oct sottogruppi a due dimensioni, algebrici e razionali
anche questi, perch® contenenti infiniti sottogruppi oot algebrici; essi danno

(*) Lie, op. cit, Bd. III, s. 714-16.
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luogo su ¥, ad oo! superficie razionali F, che si segano due a due secondo
curve C.

Tutte le curve C e tutte le superficie F su V, hanno almeno un punto
base comune: il punto che rappresenta la trasformazione identica di I. Ma
pud darsi che le C e le I’ abbiano piu d’uno, diciamo n punti comuni (certo
in numero finito): questi punti rappresenteranno allora le trasformazioni di
un sottogruppo finito Gy, invariante entro I', e comune a tutti i sottogruppi
oct e o di T stesso. Si pud anzi dir subito che G, dovrd essere un gruppo
ciclico, appunto perché contenuto (invariantivamente) in gruppi cremoniani
algebriei, continui, semplicemente infiniti.

Dopo esser dunque partiti dalla considerazione che i nostri gruppi oc® (I)
sono oloedricamente isomorfi (in senso gruppale) al gruppo proiettivo binario,
vediamo ora che sotto I'aspetto algebrico essi possono tuttavia differirne per
la presenza di un so‘ttogruppo ciclico invariante di ordine n > 1, il quale non
compare invece (com’e noto) nel gruppo proiettivo binario. Ove pertanto un
tal sottogruppo sia effettivamente contenuto in I', & chiaro ch’esso dovra cor-
rispondere, nell’isomorfismo fra I" e il gruppo binario oo, alla sola trasforma-
zione identica di quest’ultimo. Percid i gruppi cremoniani semplici oo® si
distingueranno in due specie, secondoché contengono o no un sottogruppo
ciclico invariante (di ordine >>1); vale a dire, secondoché la corrispondenza
d’isomorfismo che intercede fra essi ed il gruppo proiettivo binario & una
corrispondenza birazionale — e percid [1, 1] —, oppure una corrispondenza
[#, 1] razionale in un senso solo. Esaminando piu da vicino questo secondo
caso, vedremo fra poco che esso pud presentarsi soltanto per n==2; saranno
dunque due soli i gruppi canonici (birazionalmente distinti) di cui andiamo
ora in cerca.

Cid premesso, proponiamoci di trovare effettivamente, per i gruppi di
prima e di seconda specie cosi definiti, le rappresentazioni canoniche cui
alludevamo alla fine del prec. § 17.

a) Gruppi della 1.2 specie. Riprendiamo la considerazione della va-
rietd V; e del gruppo T su di essa, e facciamo operare le o* trasformazioni
di questo gruppo sulle superficie ¥ e sulle curve C, loro mutue intersezioni.
Si otterranno cosi (da ciascuna F oo!, e quindi) in tutto oc* superficie, che si
segheranno due a due secondo curve razionali, e tre a tre in un punto. Questo
sistema oo® di superficie & dunque certo quadratico, e sard percid contenuto
in un sistema oo® lineare, anzi omaloidico; esso e quest’ultimo saranno inva-

rianti pel gruppo T.
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Riferendo ora proiettivamente il detto sistema omaloidico (e®) di super-
ficie al sistema dei piani dello spazio S,, ¢i procureremo in S, un gruppo
proiettivo trasformato di T (e di T). Ma di gruppi proiettivi semplici oc® fran-
sitive si hanno in S; due tipi soltanto (*): il gruppo oo® di una cubica gobba,
ed il gruppo delle omografie (biassiali) che lasciano ferma una quadrica e
tutte le generatrici di un determinato sistema sopra di essa. Fra questi due,
¢ anche chiaro che il gruppo proiettivo dianzi ottenuto in S; sard precisa-
mente del secondo tipo, perche in questo caso soltanto vi & una sola trasfor-
mazione del gruppo che fa corrispondere fra loro due punti generici di S;.

Concludiamo percid:

I gruppi cremoniani algebrici, semplici, oo®, della 1.2 specie, ammnettono
come rappresentazione canonica il gruppo delle omografie (biassiali) dellp
spazio Ss, che lasciano fissn una quadrica e tutte le generatrici di un defer-
minato sistema sopra di essa (*¥).

Quindi: 11 detto gruppo proiettivo é il tipo a cui pud ricondursi bira-
zionalmente ogni gruppo cremoniano oo® (algebrico, semplice, transitivo) della
1¢ specie, nel quale non esista alcuna trasformazione non identica che lasci
Jisso un punto generico. :

b) Gruppi della 2.4 specie (in cui si ha un G, ciclico invariante).
Ritorniamo alla solita rappresentazione canonica su V,; e, come nel caso
precedente, facciamo agire le operazioni di T sulle superficie F e sulle curve C,
loro mutue intersezioni. Otteniamo ancora oo® superficie che si segano due a
due secondo curve razionali, e tre a tre in gruppi di » punti. Questi gruppi

di n punti (T, T=, T=*,... T z»~*) nascono, per effetto delle operazioni 7' di T,
dal gruppo-base G, (1, =, n%,... n"-') delle superficie F' e delle curve C, e
formano un’involuzione ciclica I,: la stessa involuzione che si ottiene facendo
agire sui punti (7') di ¥, le operazioni del gruppo ciclico G, concepite, non
pilt come trasformazioni di T, ma come trasformazioni del gruppo coniugato
(ossia per moltiplicazione a destra invece che a sinistra) (cfr. § 17). Sugli

elementi (gruppi) della I, il gruppo I' opererd come il gruppo canonico di
1.% specie operava nel easo a) sui punti di V,.

(*) Cfr. p. e. Fano, Sulle varietd algebriche con un gruppo continuo non integrabile
di trasformazioni proiettive in sé. Memorie della R. Accad. di Torino, ser. II, tom. XLVI;
v. in part. § b.

(**) Questo stesso gruppo ci dara dunque la rappresentazione canonica (su Sj) del
gruppo proiettivo binario; cosa che pud anche verificarsi direttamente (cfr. Fano, 1. c.).
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Il nostro sistema oo® di superficie risulterd contenuto, come nel caso pre-
cedente, in un sistema lineare oo® invariante rispetto a T, di cui due super-
ficie si segheranno ancora secondo una curva razionale, ma tre superficie
avranno a comune tutto un gruppo di » punti dell’involuzione ciclica I,,.

Riferiamo ancora proiettivamente questo sistema lineare oo® di super-
ficie al sistema dei piani dello spazio S;. La V, si trasformerd in uno spazio
S, multiplo (n#%), nel quale al gruppo T' corrisponderd un gruppo proiettivo;
e, poiche la I, ¢ un’involuzione ciclica, cosl (per una nota proprietd delle

equazioni abeliane in cui le radici formano un unico periodo) il detto spazio
multiplo sard del tipo:

¢y 7 dfye
dove f ¢ un certo polinomio. Infine, poiche alle rette dello spazio multiplo S,
corrispondono su V, curve razionali, segue da una nota formula di Zreurnes

che 11 polimonio f dovra essere di 2.° grado. In conclusione dunque la 7,
viene rappresentata sopra uno spazio nP% (ciclico):

=y 2 Hflye
avente la quadrica di diramazione:
[ (eyz)=0;

in modo che alle oo® trasformazioni del gruppo ' su V, corrispondono in
questo spazio multiplo certe oo® trasformazioni proiettive (formanti un gruppo
semplice, transitivo), le quali dovranno lasciar ferma la superficie di dirama-
zione. Ma, se > 2, la superficie di diramazione totale si compone, oltreché
della quadrica f=0, anche del piano all’infinito (contato n—2 volte); e
quindi non esiste nessun gruppo proiettivo, transitivo, oo?, che la lasei inva-
riata. Si trae di qui che deve essere n =2, come avevamo preannunziato.

Ora, se n =2, la ¥, viene ad esser cosi rappresentata sullo spazio doppio
con quadrica di diramazione:

t y z Vf@xye);

il quale a sua volta nasce per proiezione (da un punto esterno A) della qua-
drica @, di S,, che ha per equazione:

w={f(ryz).

Di ypid, alle trasformazioni proiettive dello spazio (doppio) =0 che
lasciano invariata la quadrica f(xzy ¢)=0 corrispondono le trasformazioni
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proiettive di @), che mutano in sé stesso lo spazio u = 0. Noi potremo dunque
assumere addirittura la stessa quadrica ), come varietd canonica V; pei gruppi

di 2." specie, intendendo che il gruppo T' operar.lte sopra tale varietd sia un
gruppo proieitivo di S,, che lasci fermo, insieme alla quadrica considerata,
lo spazio # = 0, e quindi anche i} polo (4) di esso. Nello spazio u =0 si avra
un gruppo proiettivo oc® (di 1.* specie) subordinato di T' e in corrispondenza
[1, 2] con T stesso, il quale lascerd invariata la sezione @, di @,; questo

gruppo proiettivo (e perd anche I') dovrd pure lasciar ferme tutte le genera-
trici di uno dei due sistemi sopra @, [cfr. il caso @)].

Concludiamo percid:

I gruppi cremoniant oo® della 2.% specie ammettono come rappresenta-
zione canonica il gruppo delle omografie di Sy che lascia invariata una qua-
drica (non specializzata):

w=f,(xy2);

una sua sezione iperpiana (quindi anche il relativo polo), e tutte le genera-
trici di un determinato sistema sopra tale sezione.

Questi gruppi posseggono un sotlogruppo invariante G, e sono in corri-
spondenza d’ isomorfismo [2, 1] col gruppo proiettivo binario.

Il gruppo proiettivo (canonico) della @, & notoriamente equivalente ad
un gruppo conforme di S;, al quale si pud ridurre proiettando ¢ da un suo
punto sopra un S;, e ponendo successivamente in questo spazio un’opportuna
proiettivitd (reale o no). Da questa osservazione si trae che:

Ogni gruppo cremoniano oo® (algebrico, semplice, transitivo) della 2.2 specie,
nel quale non esista, all’ infuori dell’ identita, nessuna trasformazione che lasce
fisso un punto generico, si pud ricondurre birazionalmente ad un gruppo con-
forme, il quale muti in sé stessa una sfera e ciascuna delle sue generatric
(immaginarie) di un determinato sistema.

Osservazione. Data 'equivalenza dei gruppi cremoniani di S; coi gruppi
proiettivi di convenienti spazi S, (»=3) che trasformano in sé stesse varietd
razionali a 3 dimensioni, si pud domandare di porre in relazione i risultati
precedenti, e particolarmente quello relativo alla possibile esistenza, entro un
gruppo semplice oo, di un sottogruppo invariante G., con quanto & gid noto
relativamente ai gruppi proiettivi oo®. Si deve anzi avere cosl un nuovo modo
di giungere alle stesse proposizioni gruppali gia stabilite (salvo poi compiere

la ricerca delle rappresentazioni canoniche dei nostri gruppi). — Or bene,
Annali di Matematica, tomo XXVI. 11
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nessuna difficoltd si oppone a tale procedimento. Infatti un noto teorema di
Stupy (*) da il modo di costruire tutti i gruppi proiettivi semplici oo® di un
Sr; scrivendo le equazioni di tali gruppi (**), si vede che vi compariscono
quatiro parametri a, b, ¢, d legati dalla relazione ad — bc =1, la quale ri-
sulta in particolare soddisfatta quando si ponga

b=c=0, a=d==1.

Per u=d=-1 si ha in ogni caso (nel gruppo oo®) I'identita, mentre
per ¢ =d = —1 si ha ancora I’identitd oppure un’involuzione invariante,
secondoche le dimensioni degli spazi minori che sono fissi pel gruppo (secondo
il teorema di Stupy) hanno o non hanno tutte la stessa parita.

19. Involuziont invarianti per gruppi canonici. Passiamo ora alla se-
conda parte del compito che ci siamo assegnato alla fine del § 17; propo-
niamoci cioé di costruire per i gruppi di 1.> e 2.* specie (di cui gia abbiamo
date le rappresentazioni canoniche) le diverse involuzioni invarianti, che si ot-
tengono partendo dai loro sottogruppi finiti. Questi sottogruppi si possono con-
siderare a priori come noti, perché devono corrispondere in isomorfismo oloe-
drico, o tutt’al pit emiedrico (nel caso di un gruppo di 2.% specie) ai gruppi
finiti di proiettivitd binarie, ed & noto che questi ultimi sono ciclici o diedrici,
oppure appartengono ai tre tipi che prendono il nome dai poliedri regolari
(tetraedro, ottaedro, icosaedro).

a) Nel caso dei gruppi di 1.* specie I’isomorfismo di cui si tratta sard
certo oloedrico; pertanto, tenendo presenti le considerazioni svolte da prin-
cipio (n.° 17), avremo:

Dato nello spazio un gruppo cremoniano oo (algebrico, semplice, tran-
sitivo) della 1. specie, le trasformazioni di esso che lasciano fermo un punto
generico devono formare un gruppo finito oloedricamente isomorfo ad un gruppo
binario ciclico o diedrico, o ad uno des gruppi dei poliedri regolari.

E tutti questi casi possono effettivamente presentarsi.

Consideriamo infatti il gruppo proiettivo canonico di 1.* specie in S, del
quale sappiamo che lascia fissa una quadrica @, e le sue generatrici di un
determinato sistema 7. In questo gruppo I' esistono sottogruppi finiti oleodri-
camente isomorfi ad un qualunque gruppo binario finito G': basta prendere

(¥) Cfr. Lig, op. cit:, Bd. IlI, s. 785, Cfr. anche Fano, Mem. cit. (Ace. di Torino), § 2.
(¥*) Favo, Mem. cit., § 3.
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infatti quelle trasformazioni di I" che subordinano operazioni di un tal gruppo
binario nella schiera oot di generatrici di @, che & coniugata a T'. Il sotto-
gruppo (finito) di I' cosl ottenuto di luogo (in infiniti modi) ad un insieme
di punti (P), il quale, per effetto delle omografie del gruppo complessivo T,
genera un’involuzione (razionale) invariante rispetto a T stesso. Basta ora
riferire gli elementi (gruppi) dell’involuzione ai punti dello spazio (S;), per
ottenere in questo un gruppo cremoniano (di 1.* specie), nel quale le trasfor-
mazioni che lasciano fermo un punto generico formino un gruppo finito oloe-
dricamente isomorfo a G.

b) Passiamo ora ai gruppi di 2.* specie, e consideriamo percid di nuovo
il gruppo proiettivo I'' di S, che lascia invariata una quadrica Q,, uno spazio
S; (= 0) col polo 4 e la quadrica sezione ., nonché tutte le generatrici
di un determinato sistema T’ sopra Q..

Anche qui, ogni gruppo proiettivo finito, il quale operi sulla schiera oot
delle generatrici di ), coniugata a T, pud considerarsi come subordinato di
un gruppo proiettivo finito G (ad esso oloedricamente isomorfo) dello spazio
Ss (4 =0), per il quale sieno fissi la quadrica @, e il sistema 7' su di essa.
A quest’ ultimo gruppo corrisponderd (in isomorfismo emiedrico) un sottogruppo
finito di G' di T, contenente il sottogruppo invariante G, di I' stesso, e
quindi (I'operazione non identica di questo G., ossia) Vomologia armonica 1
di centro A e spazio u=0. Se ora costruiamo su @, un insieme generico
di punti (P'), invariante rispetto a G', e su cui G’ operi transitivamente,
questo insieme risulterd costituito da un certo numero di coppie dell invo-
luzione (omologia armonica) I; e applicando a quest’insieme di punti tutte
le trasformazioni di T’y ne dedurremo una certa involuzione, composta me-
diante la I, la quale sard invariante rispetto a I'. Ora, & chiaro che sugli
elementi (gruppi) di questa involuzione I'" opererd, non gia come un gruppo
di 2.* specie, ma come un gruppo di 1.* specie; infatti, poiché I'involuzione
stessa & composta mediante la I, cosi 'operazione I lascerd fermi tutti i gruppi
di essa, opererd ciod sul sistema di questi gruppi come la trasformazione iden-
tica, privando (per cosi dire) il gruppo oo® subordinatovi da I' del proprio @,
invariante.

Se si vaole dunque ottenere su @, un’involuzione invariante rispetto a I'',
sulla quale I'' stesso operi come un gruppo di 2.* specie, bisognerd costruire
I'insieme (P') partendo da un sottogruppo finito G' di T'' il quale non con-
tenga la trasformazione involutoria I. Abbiamo cosl una vera limitazione
nella scelta del gruppo finito G’ (entro I''); limitazione che ha per iscopo di
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eliminare fin d’ ora tutti quei casi, nei quali si ricadrebbe in un gruppo di
1.* specie.

B anche facile constatare I'effettiva esistenza di gruppi finiti G' non con-
tenenti I'operazione I; tali sono invero tutti i sottogruppi cielici di I'" d’or-
dine dispari (i quali non contengono addirittura nessuna operazione involu-
toria). Ma si pud anche aggiungere che & questo il solo caso possibile; e cid
si desume facilmente dal fatto che « G' deve contenere la trasformazione I
ogni qualvolta contiene un’operazione (ciclica) a periodo pari ».

Quest’ ultima proprieta si stabilisce subito nel modo seguente. Sia = una
operazione ciclica a periodo 27 contenuta in G'. La =" sara un’involuzione;
e, come tale, se non coincide colla I, devra subordinare un’involuzione anche
nello spazio S; fisso (4 = 0). Quest'ultima involuzione (di S;) lascera fissa tutte
le rette di una congruenza lineare, avente per direttrici due generatrici u, »
del sistema coniugato a T' sulla quadrica (),; per conseguenza la =" lascera
invariate le infinite coniche sezioni di @, coi piani per A che si appoggiano
alle u, ». Ora, sopra ciascuna di queste coniche la =" subordina l'involuzione
avente come punti doppi le intersezioni colle stesse u, »; questa involuzione
non potra dunque differire da quella che ha per centro di collineazione A, che
viene cioé subordinata sulle stesse coniche dalla I. Sarad percid in ogni caso
nn = I; ossia la I stard nel gruppo G, come si voleva dimostrare.

Ora, se il sottogruppo finito G' di T’ (su @) non contiene la I, esso &
oloedricamente isomorfo al gruppo G subordinato nello S; fisso, e quindi anche
ad un certo gruppo proiettivo binario; siccome poi G' non deve contenere
alcuna operazione a periodo pari, cosl questo gruppo binario, e quindi G'
stesso, non potranno essere altro che gruppi ciclici di ordine dispari.

Pertanto, tenendo presenti le osservazioni gid svolte precedentemente,
avremo:

Dato nello spazio un gruppo cremoniano oo® (algebrico, transitivo, sem-
plice) della 2.2 specie, le trasformazioni di esso che lasciano fermo un punio
generico dovranno in ogni caso formare un sottogruppo ciclico d’ordine dis-
pare (=1). ~

20. Classificazione dei gruppi cremoniani oo® (algebrici, ece.). Ecco
ora come si delinea lo schema dello studio dei nostri gruppi cremoniani oo®
(algebrici, semplici, transitivi):

1.° gruppi di 1.* o 2.* specie del ¢ipo ciclico, ciog gruppi nei quali,
fissando un punto generico, si ha un gruppo finito ciclico (§ 21). (Pei gruppi

N

di 2.* specie & solo possibile il caso del gruppo ciclico d’ordine dispari);
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2.° gruppi di 1.* specie:

«) del tepo diedrico (§ 23);

B) del tipo tetraedrico (§ 25);

y) del tipo otlaedrico (§ 26);

d) del tipo icosaedrico (§ 27).

Cominceremo dal 1.° caso, e esaminercmo poi separatamente il gruppo

del tipo diedrico, e i gruppi del tipo di ciascuno dei poliedri regolari (tutti di
1.% specie).

21. Caso ciclico. Ogni gruppo cremoniano oo® del tipo ciclico (sia esso
di 1.2 0 di 2.2 specie) pud ricondursi birazionalmente ad un gruppo che lascia
mvariata una stella di retie.

a) Cominciamo col dimostrare la proposizione pei gruppi di 1.* specie.
Riferiamoci percid alla loro rappresentazione canonica, data dal gruppo pro-
iettivo T" di S; che lascia ferma una quadrica @, e tutte le generatrici di un
sistema T sopra di essa. Bisogna ora costruire nel modo pilt generale un’in-
voluzione T, invariante rispetto a T, il cui gruppo generico (P) risulti gene-
rato da un sottogruppo finito ciclico di T" stesso. E poiché I' si pud considerare
come ottenuto dal gruppo cremoniano proposto mediante una trasformazione
[1, n] (razionale in un solo senso) la quale faccia corrispondere ai punti di S,
i gruppi della nominata involuzione I,, tutto st ridurra a far vedere che,
costruita ' involuzione I, esiste nello spazio (S;) della quadrica Q, una
congruenza del 1.9 ordine di curve razionali, invariante rispetto al gruppo T,
con varietl unisecante, e appartenente a quell involuzione (tale ciog, che la
curva della congruenza passante per un punto generico contenga sempre
anche gli » — 1 punti coniugati di questo).

Ora, noi possiamo procurarci subito, e in modo assai semplice, una con-
gruenza lineare di rette soddisfacente alle condizioni richieste (ossia invariante,
e appartenente all’involuzione I,,: Vesistenza di superficie unisecanti & in questo
caso evidente).

Infatti ogni gruppo di punti (P) generato da un sottogruppo ciclico di I"
appartiene ad una retta a, la quale si appoggia a due generatrici (distinte) u, v
del sistema T'; e questa retta @ [che contiene gid oo! gruppi di punti trasfor-
mati di (P)] descrive, per effetto delle varie omografie di I', I intera con-
gruenza lineare di direttrici « e .

Questa congruenza lineare sard dunque invariante rispetto a I'; inoltre
ogni retta di essa conterrd (come la @) infiniti gruppt di punti trasformati
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di (P), ciod infiniti gruppi dell'involuzione I,, sicché appunto quella con-
gruenza apparterrd a questa involuzione.

b) Passiamo al caso dei gruppi di 2.* specie, e riprendiamo percid il
gruppo proiettivo I di S,, che lascia invariata una quadrica Q,, la sua se-
zione @, con uno spazio S, e le generatrici di un sistema T sopra Q,. Ri-
cordiamo pure che questo gruppo I" risulta isomorfo (in corrispondenza [2, 1])
col gruppo T' (canonico di 1.* specie) che ne viene subordinato nello S; fisso.

Consideriamo su @, una involuzione I', invariante rispetto a I', gene-
rata partendo da un gruppo ciclico, d'ordine dispari, (P’): proiettando sullo S;
fisso dal polo A di questo spazio, avremo anche in S; una involuzione I,
invariante rispetto a I' [generata dal gruppo (P) proiezione di (P)]. Ora noi
abbiamo veduto come si possa costruire in S; una congruenza lineare di rette,
di direttrici », v, invariante rispetto a I', e appartenente alla I,. Una tale
congruenza verrd proiettata da 4 su @, secondo una congruenza di coniche,
pure del 1.° ordine, appartenente alla I', e invariante rispetto a I': la con-
gruenza delle coniche sezioni di ), coi piani per A4 che si appoggiano alle
rette (unisecanti) u e .

L’esistenza di una siffatta congruenza relativa all’involuzione I', su @,
permette di ritenere stabilito anche pei gruppi di 2.* specie lo stesso teorema
enunciato al principio di questo §, in forza delle medesime (ovvie) osserva-
zioni che abbiamo fatte pei gruppi di 1.* specie.

22. Discussione dei casi ulteriori. La discussione del caso diedrico e
dei casi dei poliedri regolari (relativi soltanto, come sappiamo, a gruppi di
1.* specie) si esaurird pilt speditamente ricorrendo a pilt convenienti rappre-
sentazioni canoniche, che equivalgono d’altronde (e devono equivalere) a quella
data innanzi (§ 18).

Abbiamo veduto che i gruppi di 1.* specie sono birazionalmente iso-
morfi al gruppo proiettivo binario. E quest'ultimo si pud a sua volta rappre-
sentare sul gruppo I' delle omografie che trasformano in s¢ una curva razio-
nale normale di un ordine qualunque #, appartenente ad uno spazio S,.

Supponiamo ora che si abbia in S; un gruppo cremoniano oo?, tale che
le operazioni di esso che lasciano fermo un punto generico M formino un
certo gruppo finito G.

A G corrispondera in T un gruppo oloedricamente isomorfo G, le cul
omografie lasceranno invariata la curva C,, nonché determinati gruppi di
punti sopra questa. Per una conveniente scelta dell’ordine #, potremo dunque
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supporre che rimanga fisso sulla curva precisamente un gruppo di » punti,
ossia il gruppo (P) sezione di essa con un certo iperpiano «. Indichiamo con
A il polo di « rispetto alla C,; anche A sara fisso per le operazioni di G
Ora le oo® omografie di T' porteranno (P) in certi oo® gruppi di punti su C,,
ed 4 nei punti di una varieth (razionale) V,. Noi potremo riferire questa
varietd allo spazio S; da cui siamo partiti, assumendo anzitutto come omo-
loghi il punto A4 (che & fisso per G) e il punto M (fisso per G); e facendo
poi corrispondere fra loro due altri punti qualunque 4" (di V) e M' (di S;)
quando A e M si possono portare rispett. in essi con operazioni che a lor
volta si corrispondono nell’ isomorfismo fra I' e il gruppo cremoniano proposto.
Questa corrispondenza fra lo spazio S; e la varieta V; trasforma evidente-
mente il gruppo cremoniano proposto nel gruppo proiettivo subordinato da T’
su V33 epperd questo secondo gruppo sard equivalente al primo ogni qualvolta
la corrispondenza veduta fra ¥V, e S; sia birazionale (ossia univoca in ambo
i sensi). Quando questa condizione sia soddisfatta, & chiaro che una qualunque
(ulteriore) rappresentazione spaziale di V; c¢i dard in S; un #po a cui potrd
ricondursi il gruppo oo® proposto.

Ora, una volta scelto il punto 4 invariante rispetto a G' (e sceltolo pure
ad arbitrio, se ve n’& pidt d’uno invariante per questo stesso gruppo), & chiaro
che ad ogni punto M’ di S; corrisponderd su V; un solo punto A'; ma perche
anche, inversamente, ad ogni punto A4’ corrisponda un solo M’ (in particolare
dunque ad A4 il solo punto M), & necessario (e sufficiente) che A — e con
esso il gruppo (P) su C, — non risultino fissi per nessuna trasformazione
di T che sia fuori di G'. Questa condizione & perd soddisfatta per ogni insieme
(P) di n(>2) punti di C, invariante rispetto a un gruppo @' diedrico o del
tipo di uno dei poliedri regolari (fatta solo ececezione per » = 6 nel caso te-
traedrico); non importerdk dunque tenerne conto (nel caso tetraedrico faremo
n=4). Essa non potrebbe perd rendersi soddisfatta nel caso ciclico, donde
appunto la necessitd di trattare questo caso a parte (come abbiamo fatto).

Pertanto, dato il gruppo finito G' e supposto che il suo corrispondente
nel campo binario lasci fermo un insieme di » elementi, converrd scegliere
una curva razionale normale avente precisamente l’ordine n, e su questa tra
gli co® gruppi di n punti (sezioni iperpiane) prenderne uno (P) che sia in-
variante (soltanto) rispetto a G (omologo di G in I'). Considerando poi il
polo A di questa sezione iperpiana, applicheremo ad A stesso tutte le oo®
omografie che lasciano fissa la C,, ottenendo cosi una varietd (razionale) V3,
che cercheremo di rappresentare sopra S; nel modo pilt opportuno. Il gruppo

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



88 ‘Enriques e Fano: Sui gruppi continui

che cosl verrd a corrispondere a I' sard il #po cercato (a cui potrd ricon-
dursi il gruppo proposto).

23. Caso diedrico. Ogni gruppo cremoniano oo* del tipo diedrico pud ri-
condurst birazionalmente ad un gruppo che lascia invariata una stella di rette.

Per dimostrare questo teorema, cominciamo col costruire, nel modo in-
dicato innanzi, un gruppo proiettivo equivalente al gruppo cremoniano pro-
posto. E dimostriamo precisamente che, se un punto generico di S, risulta fisso
per un gruppo diedrico G,, d’ordine 2 (>>4), possiamo ridurci al gruppo
proiettivo che le oo® omografie di S, trasformanti in sé stessa una data C,
(razionale, normale) subordinano sulla varieta V;, delle corde di questa curva.
Infatti, sopra la C, ogni G,, diedrico lascia fissi due gruppi di » punti, che
sempre appartengono ad una (stessa) involuzione g (ciclica) dotata di due
punti #P%, L’iperpiano determinato da uno qualunque di quei gruppi di =
punti (su C,) appartiene dunque al fascio di due iperpiani osculatori; e il
polo di esso sara percid un punto di una corda della C,.

Con cid il teorema enunciato pud ritenersi dimostrato, perche la V; delle
corde di C, pud appunto rappresentarsi sopra S; in modo che alle corde stesse
corrispondano le rette di una stella (che sard invariante rispetto al gruppo oc?).

In particolare per n =3, si trova anche come tipo il gruppo proiet-
tivo oo® di una cubica gobba.

La dimostrazione precedente cade in difetto per n =2, ma anche in
questo caso si pud costruire una congruenza del 1.° ordine invariante e con
superficie unisecante. Basta procedere ne]l modo che brevemente accenniamo.

Poiche un G, diedrico in una forma di 1.* specie & costituito dalle
quattro proiettivitd che mutano in s¢ stessa una quaderna di elementi (non
armonica, né equiarmonica, e senza elementi multipli), cosl siamo condotti, in
questo caso, a rappresentare il gruppo proposto (di S,) sul gruppo proiet-
tivo I' di una C, razionale normale in S,, facendo corrispondere birazional-
mente ai punti dello spazio S, i punti di una varieta V, (del 6.° ordine)
generata per effetto delle operazioni del gruppo I' da un punto generico di S,.

Ora affermiamo che vi sono sulla ¥V, #re congruenze di coniche, ciascuna
delle quali ¢ del primo ordine, e invariante rispetto a T

Consideriamo sulla ¥, un punto generico P; il suo iperpiano polare se-
gherd la C, in quattro punti 4 B ¢ D. Separiamo i quattro punti in due coppie,
p- e. nelle coppie 4 B, C D, e costruiamo su C, la coppia M N che le se-
para armonicamente entrambe. B facile verificare che il punto P apparterrd
al piano proiettante M N dal punto O intersezione dei due piani osculatori
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alla C, rispett. in M e in N. Questo piano M N O resta fermo per oo' omografie
di T', le quali subordinano su di esso un gruppo del pari oc' avente come
traiettorie delle coniche (mutuamente tangenti nei due punti M e N); vi sara
quindi nel piano stesso una conica (traiettoria del gruppo) passante per P
e giacente sulla V5. Siccome la quaderna 4 B C D pud essere divisa in coppie
in tre modi diversi, cosl si ottengono per P {re coniche giacenti su V;; e per
separarle occorre 1'introduzione di una irrazionalita cubica. Ma una volta
separate le tre coniche passanti per un (particolare) punto P di V,, si pos-
sono separare razionalmente le tre coniche passanti per ogni altro punto,
giacch® ognuna di queste proviene da wna di quelle che contengono P, per
effetto di oco* omografie di I. Si avranno dunque sulla ¥, tre congruenze del
1.° ordine di conmiche, invarianti rispetto a I.

Resta da costruire per ciascuna di esse una superficie unisecante.

A tal fine, fissata 1'attenzione sopra una (x) delle nominate congruenze,
si consideri il sottogruppo oot T', di I' ottenuto fissando un certo punto H
di C,. Una conica generica y di y & mutata in s¢ stessa da una sola ope-
razione (non identica) di T',, ciod dall’involuzione che scambia i punti comuni
a ye ala ¢, ed ha H come punto doppio; tale involuzione lascia fermi
due punti B, S, su y. Ora, per effetto delle oo* operazioni di I',, ciascuno
dei due punti B, S, descrive una diversa superficie irriducibile giacente
su V3, la quale incontra in w#n punto (di contatto) le coniche di x. Ognuna
delle due superficie cosl ottenute ci fornisce la varietd unisecante della con-
gruenza, di cui andavamo in cerca.

24. Irriducibility dei casi ulteriori. Da quanto precede risulta che
ogni gruppo cremoniano oo® (algebrico, transitivo, semplice) nel quale le ope-
razioni che lasciano fermo un punto formano un gruppo ciclico o diedrico
(incluso il caso della sola identitd) si pud ridurre birazionalmente ad un gruppo
che lascia invariata una stella di rette,

Una tale riduzione non & pill possibile nei casi ulteriori; si dimostra in-
fatti che un gruppo cremoniano oo® (') corrispondente ad uno dei tre gruppi
dei poliedri regolari mon lascia invariata alcuna congruenza (algebrica, di
curve razionali) del 1.° ordine.

Infatti, supposto che sia invariante una congruenza siffatta, le trasfor-
mazioni del gruppo T che lasciano fermo un punto generico P dovranno
anche lasciar ferma la curva di quella congruenza che passa per questo
punto. Queste stesse trasformazioni saranno dunque contenute nel gruppo (al-

Annali di Malematica, tomo XXV, 12
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gebrico) oo, continuo o misto, formato da tutte le trasformazioni di T' che
lasciano ferma la curva considerata (per P). Il gruppo delle trasformazioni
di T che lasciano fermo P risulta quindi contenuto (come sottogruppo finito)
in un gruppo oo!, e percid deve essere ciclico o diedrico, contro 1'ipotesi.
Osservazione. 1l ragionamento precedente non esclude che per un gruppo oo
di uno dei tipi dei poliedri regolari si abbia una congruenza invariante d’or-
dine A>1; ma esso prova altrest che in tal caso il gruppo G, (d ordine
n==12, 24, 60) ottenuto col fissare un punto generico di S; deve contenere

un sottogruppo ciclico o diedrico d’ordine % Si trae di qui che !'ordine di

una qualsiasi congruenza invariante per il gruppo considerato & = 3 nei primi
due casi (tetraedrico e ottaedrico), e =6 nel caso icosaedrico. Questi valori
minimi (3, 3, 6) sono effettivamente raggiunti.

Accertato cosl che 1 gruppi oo® corrispondenti ai casi dei poliedri rego-
lari non si possono ridurre (come gli altri gruppi oo®) ad avere una stella
Invariante di rette, converra cercare anzitutto se & possibile ricondurli a qual-
cuno degli altri tipi di gruppi che ci si sono gia presentati (gruppi con un
fascio invariante di piani, gruppi proiettivi e conformi).

Possiamo perd vedere subito che ¢ grupp: oo® corrispondenti ai tre casi
des poliedri regolari non posseggono alcun fuscio invariante di superficie (al-
gebriche), e perd non possono certo ridursi ad avere un fascio invariante
di piani. ,

Infatti, nell'ipotesi contraria, ogni superficie del fascio invariante sarebbe
fissa per un sottogruppo oo® I'y del gruppo proposto (I'). In I', sarebbe a sua
volta contenuto un sottogruppo invariante o', il quale determinerebbe sulla
superficie un fascio di traiettorie razionali. Ora questo fascio, per effetto
delle oo® operazioni del gruppo totale I', descriverebbe (come si vede facil-
mente) una congruenza del 1.° ordine, invariante rispetto a I'; e noi abbiamo
gid riconosciuto che una tale congruenza non pud esistere.

Dunque ¢ nostri gruppi oc® residui non sono riducibili (birazional-
mente) a gruppi di Jonquiéres generalizzati. Potranno essi ridursi a gruppi
proiettivi o conformi (dello spazio S;)? B facile rispondere alla domanda,
perche i gruppi oo® (semplici) proiettivi e conformi dello spazio S, (questi
ultimi equivalenti a gruppi proiettivi di una quadrica non specializzata in S,)
sono completamente noti (*). Dalla enumerazione di essi risulta subito che

(*) Favo, Mem, cit. (Ace. di Torino), §§ 5, 6.
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nessun gruppo proiettivo semplice di 3, corrisponde (nel senso fissato) ad uno
dei tre casi dei poliedri regolari. Si trova invece un gruppo conforme (e pre-
cisamente un gruppo che lascia invariata una quartica di 2. specie) come
corrispondente al caso tetraedrico; questo gruppo costituisce anzi, come ve-
dremo fra poco, il tipo piu generale relativo al detto caso. Ma neppure tra
i gruppi conformi non si ha aleun gruppo semplice 0o® corrispondente ad uno
dei casi dell'ottaedro o dell'icosaedro. Concludiamo percid che ¢ gruppi cre-
moniani (algebrici, semplici, transitivi) oc® del tipo ottaedrico ed icosaedrico
si staccano in modo essenziale da tutti gli altri gruppi cremoniant primitiv
ed imprimitive, in quanto essi (soltanto) sono irriducibili a gruppi di Jon-
quitres generalizzati, oppure a gruppi proiettivi o conformi.

25. Caso tetraedrico. Ogni gruppo cremoniano o del tipo tetraedrico
pud ricondursi birazionalmente ad un gruppo conforme che lascia invariata
una quartica di 2.% specie.

Per ottenere questa riduzione, costruiamo nel modo gid indicato (§ 22)
un gruppo proiettivo equivalente al gruppo proposto.

Poiché si hanno in una forma di 1.* specie delle quaderne di punti
(equianarmoniche) invarianti rispetto ad un gruppo proiettivo tetraedrico G
(e non per altre trasformazioni proiettive), possiamo riferirci ad una curva C,
razionale normale in S,. Su questa curva le oo® quaderne equianarmoniche
determinano iperpiani (S;), 1 cui poli hanno per luogo la quadrica fondamen-
tale della polarita rispetto alla C, stessa. Questo fatto si pud considerare come
noto; e si pud anche verificare facilmente in modo diretto, ricordando che la
condizione perch® una forma binaria biquadratica risulti equianarmonica ¢ data
dall’annullarsi del suo invariante quadratico.

Del resto l'ordine della varietd luogo dei poli delle quaderne equianar-
moniche su C, pud essere valutato a priori col procedimento seguente, che
ci servirad anche negli altri casi.

Anzitutto l'ordine (r) di questa varietd di punti equivale alla classe del-
Iinviluppo degli iperpiani polari. Ora, se applichiamo ad un S,-, qualunque
di S, le oo?® trasformazioni proiettive che lasciano fissa una data C,, abbiamo
un inviluppo di iperpiani (S.-,) la cui classe ¢ data in generale dal numero
degli elementi (S,-,) che passano per 3 punti qualunque di S,, in partico-
lare per 3 punti di C,. B questo numero vale
_n(n—l)(n—2)’

B

x
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designando con s il numero delle trasformazioni del gruppo che lasciano fermo
lo spazio S,-, considerato da principio. Nel nostro caso si ottiene dunque
(essendo n =4, s =12):
4.3.2
12

Il gruppo cremoniano proposto, equivalendo ad un gruppo proiettivo di
una quadrica di S, (contenente una C, fissa), sard anche equivalente ad un
gruppo conforme di S;, come afferma I'enunciato.

= 2, c. d. d.

xr=

26. Caso ottaedrico. Poiché ogni gruppo ottaedrico (G,,) in una forma
di 1." specie trasforma in s¢ wun insieme di se/ elementi ripartibili in tre
coppie mutuamente armoniche, cosl potremo ora riferirci ad una C, razionale
normale di S,, e considerare su questa le oc® sezioni iperpiane costituite da
terne di coppie due a due armoniche: i1 gruppo cremoniano proposto sara
equivalente al gruppo che le oc® proiettivith di S, che lasciano fissa la C;
subordinano sulla varietd V, luogo dei poli di quegli oc® iperpiani (S,).

Poiche il gruppo ottaedrico contiene 24 operazioni, 1’ordine della va-
rietd V3, valutato col procedimento del § prec., sard:

6.5.4
= I = 5.

La teoria delle forme binarie ¢i d& il modo di scrivere le equazioni della
detta ¥, e di assegnarne quindi la rappresentazione in S,, costruendo cosi un
tipo del nostro gruppo cremoniano (*).

(¥) Cosi dovremo poi fare nel caso icosaedrico. Qui, valendosi delle condizioni perche
una forma binaria sestica sia ottaedrica — sia cioé covariante sestico 7' di una e quindi
di 0! forme biquadratiche — (CLeBscH, Theorie der bindren algebraischen Formen, pa-
gine 440, 447), si troverebbe che la nostra V5 & intersezione di cinque quadriche:

@y @y — 4 03 +3x,2=0 Xy g — 4oy w5 -+ 3t =0
Tooxs—3xy 04 + 2wy x5 =0 @, =35+ 2a32,=0
2 —
o g — Qg ¢y + 842 =0,

e pud rappresentarsi su Sz (per proiezione da un piano osculatore alla C8) col sistema
lineare «® di superficie cubiche:

Fo a0g + wo? (ky a0y + g @g -+ ks 3)
+ kg @y (4 20y w5 — 3 ,%)

+ By (12 20,2 a0y — 9 oty 25% — 200 a0q g) + Fig (36 0y g 205 — 27 u23% — 8 5g 3% = 0.
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Ma poiche la V; & del 5.° ordine e su di essa non pud esistere alcun
fascio (invariante) di piani (§ 24), essa avra le curve sezioni (cogli S,) ellit-
tiche, e rientrerd quindi in una categoria di varietd gid studiata (*). Cosl
potremo concludere a prior: che la V, dovrd venire proiettata univocamente
sopra uno spazio S; da una sua conica (certo esistente) (**), e che in questa
rappresentazione le immagini delle superficie sezioni iperpiane della ¥V, saranno
superficie cubiche. Ora, vi sono in S, pil tipi di sistemi lineari oo® di su-
perficie cubiche, ad intersezioni ellittiche, capaci di rappresentare una ¥, del
5.° ordine di S;; ma fra questi tipi ve n’¢ uno solo cui corrisponde una ¥,
non contenente una congruenza del 1.° ordine di rette. Siccome la nostra V,
non pud contenere una siffatta congruenza, che certo risulterebbe invariante
pel gruppo proiettivo oo* — (§ 24) —, cosi concludiamo che la rappresenta-
zione della V,; deve precisamente condurre a quel tal caso, cio¢ al caso di
un sistema lineare di superficie cubiche definito da una quartica base di 2.7
specie.

Si trae di qui, che: Ogni gruppo cremoniano oo® del tipo ottaedrico pud
ricondursi birazionalmenle ad un gruppo di trasformazioni cubiche caratie-
rizzato dal trasformare in sé stesso il sistema lineare delle superficie di
3.2 ordine passanti per una quartica di 2.% specie.

Osservazione. Sopra la nostra V, di S; esiste una congruenza di rette
del 3.2 ordire invariante rispetto al gruppo proiettivo considerato; essa viene
rappresentata in S; dalla congruenza delle corde della quartica fondamentale,
che & a sua volta invariante pel gruppo cubico di S;.

Le rette di quella congruenza del 3.° ordine su V, contengono rispett.
i poli dei gruppi delle oo® involuzioni Ij di forme ottaedriche, del tipo
x, %, (ky 2t 4 k, x8), sulla curva C¢ La congruenza & del 3.° ordine, corrispon-
dentemente al fatto analitico che ogni forma ottaedrica pud ‘ridursi al tipo
t, %, (k, 2t 4 k, xf) — o anche x, z, (z! + x}) — in tre modi diversi (scegliendo
cioé una qualunque delle tre coppie armoniche che ne sono parte come coppia
di riferimento z, =0, z,=0).

(*) Exriques, Sui sistemi lincari di superficie algebriche le cui intersezioni variabili
sono curve ellittiche. Rend. Accad. dei Lincei, 1894 (pag. 481 e 536). Cfr. anche Ma-
them. Annalen, Bd. 46.

(**) Quando la V; si proietti da un piano osculatore alla C¢ [cfr. la nota (¥), a pa-
gina precedente], questa conica si riduce a una retta (tangente alla C%) contata due
volte.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



94 Enriques e Fano: Sui gruppi continwi

Py

21. Caso icosaedrico. Poichée ogni gruppo icosaedrico (Gy,) in una forma

di 1." specic & definito dal trasformare in s& stesso un certo gruppo di 12

elementi di questa forma, potremo riferirci in questo caso alla curva C,, ra-

zionale normale di S,,. Dovremo considerare le oc® sezioni iperpiane di essa

che costituiscono gruppi dcosaedrici (cioé invarianti per gruppi proiettivi ico-
saedrici sulla Cy,), e la varieta V, luogo dei poli di questi iperpiani.

Il gruppo eremoniano proposto dovra operare nello spazio come il gruppo

proiettivo della C,, opera sopra questa V.
- L'ordine della Vs, valutato secondo la formola del § 25, &:
12.11.10
==

Della V3, possiamo scrivere le equazioni, mediante la teoria delle forme
binarie. Valendoci di queste equazioni dimostreremo che:

La V, viene proiettata univocamente (sopra uno spazio S;) da ogni S
osculatore alla C,,. Le immagini delle sue seziont iperpiane risultano su-
perficie del 7.° ordine componenti un sistema lineare o',

Ne dedurremo quindi che il gruppo cremoniano proposto si pud ridurre
birazionalmente ad un gruppo di trasformazioni del 7.° ordine, che lascia in-
variato il detto sistema lineare.

Rappresentata la nostra C,; colle equazioni parametriche (¢=0, 1, 2,..., 12)

=22.

x; = M-t w,

¢ noto che ogni punto (x) dello spazio S,; ha come iperpiano polare rispetto
a questa curva l'iperpiano di coordinate

Ei=(—1) ( )xw i

il quale sega la C, nei 12 punti rappresentati dall’equazione

3 —1)1( )x 2t — ().

I punti della nostra V3, sono i poli degli iperpiani le cui sezioni con C,
costituiscono gruppi icosaedrici. Ora le condizioni perche sia icosaedrico il
gruppo di 12 punti (di C,,) rappresentato dall’ultima equazione, ovvero (cam-
biando 2 in —2) dalla:

Fo, =3’ 2)x ) pei — 0. (1)

sono espresse simbolicamente da

(FFy=0
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di trasformazioni cremoniane dello spazio. 95

e portano alle 17 equazioni (*)

. (8 8
z()\) (P — )\)jx} xP+4')L - 4x).+l xp+3_1 + 3xA+2 po N 0

A
(p==0,1, 2,..., 16),
dove la somma va estesa a quei valori di A (zero incluso) che sono =p e
=8, e tali ancora che p—i=8.
Si pud dunque afferniare che le 17 equazioni (2) rappresentano la V¥,

la quale (in particolare) riesce intersezione parziale delle 9 quadriche (le cui
equazioni sono ottenute dalla (2) per p =0, 1,..., 8):

zox, — 4z, 2+ 312 =0

S m——

@)

Tolts — 32,2+ 22,2,=0

Teyee— 122,20, — 15z, 2, + 2022 =0 -

Xo L — 62,254+ Dxyx, =0

dSryxs 1222, — 42z, 0, — 202, 2, + 45 22 =0 (3)

2oy + 62,25 — 627, — 28x,7 272,25 =0
xoxio +12x1x9+ 12x2x8'—‘ 761733?7—-21934% + 72£U§ =0
oy +24z20+ 907, 2, — 1302, 25 — 405 2, 27 - 420 25 2, =0
rory + 602, 2,,4+534 .2, + 380 25 2, — 3195 2,2, — 720 25 2, - 2940 22=0.
Si consideri ora lo spazio (S;) ¥, di equazioni: z, =2, =2, =2,=0,
osculatore alla C,, nel punto z,=--.=2,,=0. Vedremo facilmente che
I'intersezione delle 9 quadriche (3) (esclusa la parte che sta nell’ iperpiano
#, = 0) viene proiettata univocamente da »;; ne seguird che tale intersezione
(residua) & irriducibile e quindi, contenendo la V2, coincide con questa. La
stessa V% risulterd percid proiettata univocamente (da Y, e quindi) da ogni
Sg osculatore a Cy,.
Un 8, generico passante per 3, si rappresenta con equazioni del tipo

dove le @ sono certe costanti. Ora, queste equazioni, congiunte alle (3), danno

un sistema che & soddisfatto da un solo gruppo di valori dei mutui rapporti
{

delle x; (z,==0), poiché dalle stesse (3) seguono (per z, == 0) le z,, =;,..., 7

(*) Gorpan-KERSCHENSTEINER, Vorlesungen uber Invariantentheorie, Bd. 1L, s. 212.
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96 Enriques e Fano: Sui gruppi continui

espresse razionalmente mediante z,, z,, :, %,. La varieta intersezione delle
nove quadriche (3) & dunque incontrata da un S, gemerico passante per ¥
in un (solo) punto esterno allo spazio z, = 0. Escludendo pertanto da questa
varietd la parte di essa (certo esistente) che & contenuta in 2,=0, dovrd
restare una varietd a tre dimensioni proiettata univocamente da Y, ad es,
sullo S, fondamentale opposto (z,=:-- =, =0). Questa parte sard ap-
punto, come gia abbiamo notato, la nostra V3.

La corrispondenza biunivoca che cosl risulta stabilita fra la varieth V7 e
lo spazio S; (x,==--.=2x,,==0) sul quale I'abbiamo proiettata (da ¥) sard
rappresentata dalle stesse equazioni che, in forza delle (3), esprimono le
T4y...y Ty mediante z,, x,, x,, ;5 vale a dire ogni punto di questo S, sard
proiezione di quel punto di V73, (completamente individuato, fineh® x, == 0) che
ha le stesse x,, x,, ., x5, e per cui le z,,..., z,, sono cosi deﬁnlte

1
x4=;o§4x,x3—3xgg

x5=?1§§3x,(4x,x3-—3x§)—2xoxzx3

1‘:—7—1- 36 01 (4 2,2 —30) | 92,22 (45,2, — 5 2) — 20 33 xg
x,=xl§ 18:c,x,(4x,x3—3x§)-—-xox3(20x,x,—3x§)§

90'8=-916—g »—3(490‘903-;-15xo)(4x,x;—oxz)—32xorzx3§

1
T‘-*=;3§“'27x:(4x‘x3—'3x§)3+108x0x2x3(4x.x3-—3x3)—80.703:::;{

1 ¢ 2 e :
Ty = ;gg — 216 &% (4 ) 2, — 3 23)° 4225 2, , (4 7, 2, — 3 22y
+ 288z, 2, x, z, (42, 2 — 3 ) — 825 22 (100 «, x3—63x§)z
“
1 -. 9
Ty, = o §~ 1296 23 (4 2,2, - 3 7t + 1620 2, 2, 2, (4,2, — 3 a2y
+ 1728 oy 2} @, 0, (4 2, 2, — 3 2%) + 985 x5 25 (4 2, 2y — 3 23
— 2400 3 », a3 (4 &, @, — 3 27) — 576 a2 , a2 x; + 640 a3z, 23
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2= xi — T176 22 . (4 7, 7 — 3 2y
0
— 3375 @y (4 @, @5 — 3 )" + 15120 2, 2, 2, (4 2, 7, — 32y
-+ 10368 x, 2, 28 25 (4 2, 25 — 3 23)
— 16128 @ w, x5 (4 2, 2, — 3 25) — 4608 25 », @, 3
+6400 7324

Cid posto, & pur chiaro che il sistema lineare rappresentativo della V2 i

Wt . .
otterrd ponendo nell’equazione lineare generale:

Nkiri=0,
in luogo di «,..., 2, le loro espressioni mediante x,, #,, ., x,. Moltipli-
cando ancora tutti i termini dell'equazione per la potenza massima 2§ che
compare a denominatore, e ponendo per brevitd:
=4z 2, — 3 a3,

avremo :

kox3+xf,‘2k,x, +k2w2+k3x3f .
+ ko f+ if;,xg; 3x,f——2xox2xsf
+ x;‘{;kd[% 49 2y s (F— 2 28) — 20 & x]
-+ k,[lei o f — 223 (B f+ 12 xi)]
+ k[ 3F(1245 —f) — 32xox2:c§]£
+ &y w33—~27x, f2+108x0x2m3f—80x§x§g
+ ka xoj—zw 2t 4 900 2 (25 f + 32 2, 7,) — 8 2823 (25 [+ 12 a3 |
"y f‘ 1296 23 2 -+ 108 7, 2, 2, £ (15 f 4+ 16 , ;) ‘
— 9232, (35 2 + 200 22 f + 64 x, 2% %) - 640963902902;
+k,2j— TT76 & 2, f* -+ 27, £ (— 125 1= 4 560 m, 25 f - 384 2, 23 ;)

— 2304 2, (T f+ 2 1 ) + 6400 a5 28| = 0.

Annali di Matemnatica, tomo XXVI 13
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98 FEnriques e Fano: Sui gruppt continus di lrasformaziont, ecc.

Alle sezioni iperpiane della varieth V3 corrispondono dunque superficie
del 7.° ordine aventi a comune una conica doppia z,=f=0 e una retta
(semplice) z, =2z, = 0 tangente a questa conica; lungo questa retta tutte le
superficie del sistema sono toccate dallo stesso piano z,=0. L’intersezione
loro con questo piano, all'infuori di quella conica e di questa retta (ciascuna
contata due volte), comprende una retta variabile del fascio 2, =z, 21z, = 0.

Il punto fondamentale 2, = #, =, =0 & triplo per tutte queste super-
ficie, e il relativo cono tangente si riduce al piano x, =0 contato tre volte.

Concludiamo dunque: Ogni gruppo cremoniano oo del tipo icosaedrico
st pud ricondurre birazionalmente ad un gruppo di trasformazioni del 7.° or-
dine che lasciano invariato un sistema lineare oo'* di superficie d’ ordine 7,
le quali si toccano convenientemente nei punti di una curva base costituita
da una conica doppia e da una retta semplice (tangente alla conica in un
punto che & triplo per quelle superficie).

Il gruppo tipico contiene entro di s& un gruppo proiettivo oo® che lascia
invariata una cubica gobba ed un punto di essa. Questa circostanza permet-
terebbe di andare pitt innanzi nello studio del gruppo.

Bologna-Roma, Maggio 1897.
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Formole per la composizione di pitt mo-
vimenti finiti.

(Di R. Marcovoneo, a Messina.)

Le formole e i procedimenti coi quali si compongono i moti elicoi-
dali infinitesimi presentano, com’® noto, la pil stretta analogia col problema
della riduzione di un sistema di forze ad una forza e ad una coppia, o a
due forze uniche, ecc.

Tali precedimenti si fondano sostanzialmente sulla invertibilita dei moti
infinitesimi e sulla proprietd che le rotazioni infinitesime intorno ad assi con-
correnti si compongono e decompongono come le forze applicate ad uno stesso
punto. Cid non ha pilt luogo per le rotazioni finite, e quindi non si possono
assegnare con pari speditezza le formole che fanno conoscere gli elementi del
moto elicoidale risultante di pit moti elicoidali.

Mi propongo, in questa nota, di stabilire tali formole.

Notazioni.

Ogni retta uscente dall’origine degli assi (raggio) & individuata dai tre
coseni degli angoli che essa forma cogli assi; ogni altra retta (asse) & indi-
viduata da sei coordinate omogenee e cioé dai suoi coseni direttori (a, 5, y)
e dai suoi tre momenti (3, g, ») rispetto agli assi coordinati, definiti dalle:

h=yy—Pz; p=az—ya; v=pr—ay,
dove x, y, z sono le coordinate di un punto qualunque dell’asse; tra le coor-
dinate omogenee hanno luogo le due relazioni:

a4 B4y =1; ah+Budyv=0.
Dati n assi (raggi) distinti, che indicheremo coi numeri £, &, ... k,, accen-
Annali di Matematica, tomo XXVI. 14

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



102 Marcolongo: Formole per la composizione

niamo con:
(kv ks) e XA (r<s),

rispettivamente: il coseno dell’angolo formato dai due assi %, e k,, ed il se-
stuplo volume del tetraedro che ha per spigoli opposti due segmenti eguali
ad uno sui due assi, ciod il momento dei due assi; per modo che:

(]I”,,. ]ns) = €08 (kr Ifs) = Oy Og + ﬁr ﬁs + Yr Vs
[kr ks] == Ay s + Br s + Vr Vs + xs )w + ‘83 Yr + s Vo s

Poniamo ancora per compendio:

| @i Bi yi
kil k=1 v B 70 |5
| s Bs ys
(e <<r <s)
Nioowi i ai Bi v ai Bi yi
[kil"r]f's]:\ ar Br ye || X pe ove || B oyr
as Bs vs as  Bs s s ps Vs

Com’ & noto, il determinante (I;k, k) dicesi seno dell’angolo triedro for-
mato da tre raggi i cui coseni sono «; f;y;, ecc., oppure seno dell’ angolo di
tre assi rispettivamente paralleli ai raggi considerati in quel determinato
ordine.

Cid posto consideriamo 27 assi (raggi) e con i coseni del loro angoli
due a due formiamo i prodotti » ad » in modo che in uno stesso prodotto
non sia ripetuto un medesimo numero; assumiamo quindi un tal prodotto po-
sitivo o negativo secondo che la successione dei numeri presenta un numero

pari o dispari di inversioni. La somma algebrica dei prodotti cosi ottenuti
sard indicata con:

(boky. . kyy).

Essa conterra 1.3.5...(27 —1) termini e il numero dei termini positivi
supera di uno quello dei negativi.

Accenneremo invece con:
kikeoi ko],

la somma algebrica dei prodotti formati con # — 1 coseni e con uno dei te-
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di pite movimenti finiti. 103

traedri [k, k], seguendo le stesse norme di prima. Per esempio abbiamo:
(1234) =cos(12)cos(34)—cos(13)cos(24)+ cos(l4)cos(23),
[1234]) =cos(12)[34] —cos(13)[24]cos(l4)][23] 4 cos(23)[14]
—cos (2 4) [1 3] 4+ cos (3 4) [12].
Consideriamo 21 -1 assi e, colle stesse norme, formiamo i prodotti »

ad 7 con r—1 coseni degli assi due a due e con uno dei seni degli assi
tre a tre. Lia somma algebrica dei prodotti cost ottenuta sard indicata con:

(kn kz e kerﬂ),

e conterra 1.3.5...2r + 1)—; termini.
Finalmente accenneremo con:
[kj kz LI kar H] )

la somma algebrica der prodotti formati con » — 1 coseni e con una delle
espressioni [k &, k]; con » — 2 coseni, uno dei tetraedri [k, k,] ed uno dei
seni di tre degli assi, tenendo sempre ferme le stesse convenzioni riguardo
ai numeri che figurano nel prodotto e riguardo ai segni dei singoli prodotti.
Cosl & per esempio:
(12345) =sen(123)cos(45) — sen(124)cos(35)-+sen(125)cos(34)
~+sen (1 34)cos(25) — sen(135)cos(24) —sen(234)cos(l5)
~+ sen (2 35) cos (1 4)—sen (2 4 5) cos (1 3) - sen (34 5)cos (1 2)
+ sen (1 4 5) cos (2 3)
[12345] =cos(12)[345] —cos(13)[245]+---

+[12](345)—---

Composizione di piu rotazioni finite intorno ad assi concorrenti.

Due rotazioni eguali e dello stesso senso effettuate intorno ad assi pa-
ralleli si diranno equipollenti. Per esprimere che la rotazione 2« & effettuaty
intorno ad un asse di coordinate («x, @,... v), oppure intorno ad un raggio j
cul coseni sono («, 8, y), scriveremo brevemente :

20(ay By, 7...v) oppure 2oz, B, 7).
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104 Marcolongo: Formole per la composizione

Parimenti per indicare che un moto elicoidale di parametri 2 7, 2 w, cioé
tale che la traslazione & 2t e la rotazione 2w, & effettuato intorno ad un
asse (o, f3,... v) scriveremo :

27, 20 (o, B,... v);
e cost ancora per indicare che la traslazione 2t & effettuata in una direzione
i cui coseni sono («, b, ¢) scriveremo :
27 (a, b, c).

Consideriamo la rotazione 2 o (e, B, y); diciamo z, y, 2z le coordinate di un
punto, distante di uno dall’origine, prima della rotazione e poniamo :

=x+zy_1+z, Z—:VT].,

l—e ax—iy

4

=atang o; m=ftang w; n =y tang w.

Dopo la rotazione z, y, 2, ¢, diventino rispettivamente ', ¥, 2', ¢'; &
noto che:
c,=(1+in)z—l—i(l—{—im). (1)
1—én-+i(l —im)C
Siano ora da comporre n rotazioni 2 e, (zr, B, y.) (r=1, 2, 3,... n) e
poniamo :

COS W, == ry sen o, = 8, ;
ay =0+ 1y, 8; dy=c, — iy, 8,
by=1(ar 758, er=1(atr — 13) Sy .

Diciamo infine A4,, D,, B., E., le quantitd analoghe rclative alla ro-
tazione 2w («, 3, 7) risultante in quelle n date. L'applicazione successiva della
trasformazione (1) conduce facilmente al seguente :

Teorema 1.° Le quantitd A, D,, B, E,, dipendono dalle a,, br, ¢,
e, in modo che:

I A, Ey a, ¢ Q€

Bn Dn b, d1 | bz dz

avvertendo di eseguire il prodotto del secondo membro nell’ ordine stabilito,

moltiplicando le linee del primo determinante per le colonne del secondo; poi

le linee del determinante prodotto dei primi due, per le colonne del terzo e
cosi di scguito.

Un €n
’

0n dn
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Da questo teorema generale, oppure da facili considerazioni dirette, di-
scende subito quest'altro :
Teorema 2.° A due rotazioni 2 o, (ai, By 71), 2®; (a2, B2, y:) 8i pud so-
stituire una rotazione unica 2 w(z, 8, y) tale che:
COS 0 == €, C,— 8, 8, (1 2)
aSenw==C 8, a, ¢ S0, F Biys — Ba7) 8 S
Bsenw=10,8,8,-F¢ 8 B: F (71 o ‘—}’20'-|) 8,8,

"/San:czsi}’:"I“cisz}’z :F(O'-l ﬁz—“zﬁl)slsz,

(2)

in cui & da tenere il segno —, se le rotazioni sono effettuate nell’ ordine
1, 2; il segno -, se nell'ordine inverso.
Possiamo ora stabilire le formole generali per la composizione di piu
rotazioni, componendo successivamente colle (2), tre, quattro, ecc., rotazioni.
Poniamo :

a(l)=ar, b()=8, c(=y,
e poi in generale:
a(123...27)=4,23...27r—1)—a, (13...2r—=1)4...
F e (123...29—2)

a(123...2r)y=3,¢(23...2r)—pf,c(18..20r)+F---

= Bewre(123...2r—1)=3X(Biy.—B.7.(34...2),
e due espressioni analoghe ottenute da queste con permutazioni circolari. B
palese la regola con la quale si succedono i segni. .

Tra queste quantita e le altre gia definite, hanno luogo alcune relazioni;
noteremo le seguenti :

ant1 @(123...8) + B b(123.. . k) Fynrc(123... k)
=123...kn-t1)
anty(123...27) 4+ Buric(123...27) — 9,4, 0(123...27)
=a(123...2r,n+1)
ons (123,027 + D) 49,0, 0(123...27r 4+ 1)—Bnrc(123...27 1)
=a(123...2r4+1,n+1).

)
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Teorema 3.0 A piu rotazioni 2o, (a., B, 7,), (r=1, 2,... n) si pud
sostituire una rotazione unica 2 w(a, 8, 7); ed &:

COS® ==C,Cs.v.Cn— X55Cs..0n(12) + ¥ 8,5,8,8,¢5...6a(1234)—"--
F 88850 . cn(123)~ X885 .. 80...0,(12345)4--- 4
+88...5.(123...n);
asenm= ¥86C...Ca0(l)— ¥ Ss5¢...0c,a(123)+4---
— N80 .cna(l2)f Xsise 88565, .0,a(1234)—--- 1} (4%
5 8...8,a(123...n);

¢ due altre analoghe che si ottengono con permutazioni circolari. Nell’ultimo
termine delle formole precedenti & da ritenere il segno -, se n =41/, op-
pure 4 —1; il segno — negli altri casi. Le rotazioni si intendono ef-
fettuate nell’ordine 1, 2,... n (*). Ammesse vere queste formole per n rota-
zioni, col sussidio delle formole (2) e colle relazioni (3) si dimostrano vere
per n + 1. L'ampiezza e l'asse della rotazione risultante dipendono, a parita
di altre condizioni, dall’ordine con cui si compongono le rotazioni singole;
infatti i primi due termini del valore di cos @ non dipendono dall’ ordine di
composizione; tutti gli altri invece dipendono da questo ordine. Cosi per
esempio per 7 = 3, qualunque sia I’ordine con cui si compongono le rota-
zioni, cosw non pud avere che due valori soli cioe:

€y C3C3— €, 88005 (23)— ¢y 858 ¢08(13)—c38,8,(12)Fs s;8sen(l23).

Supponendo le rotazioni infinitesime si ottengono formole note.

Composizione di due rotazioni finite intorno ad assi
non concorrenti.

Premettiamo 1 seguenti teoremi, la cui dimostrazione non presenta dif-
ficolta: '

Teorema 4.° Ad una rotazione 2o («, f,... v) si pud sostituire una ro-
tazione equipollente 2 w (2, B, 7, 2, ¢, V') seguita da una traslazione 2 r («,

(*) Collespressione abbreviata 2 s, s,¢,4.. ¢, (12) intendiamo la somma.:

$185C . .cn(12) +s,85¢4...00(13) + ... Fsu—1sncycy...on 2(n—1, 1)

e cosi per tutte le altre.
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b, ¢y in cui, detta p la distanza tra i due assi, &:

T=psen w \

P =s8enw ﬁ(u—»’)—y(g—‘u');—I—cosw()\———).') )
, , N ®)

pb=senw 7()\~R)—a(y—y)g+008m(y—y) \

/

pe=senuw ga(y—-p')——ﬁ(k—k/)g—{—(:OS(.)(v—u').

La direzione della traslazione & normale agli assi di rotazione.

Teorema 5.° Ad una rotazione 2w (e, B, 7, 2, g, v) € ad una trasla-
zione 2t (a, b, ¢) si pud sostituire un moto elicoidale 2t,, 2w (a, B, 7, ¥,
¢y V), in cui:

n=t(aat+bpB+cy) (6)

Msenp=2senw £ :(yb—fc)fracosw—r,acosw )

Wesenw=psenao xr(ac—ya)trbcoswo—r,8cos0

(7

vVsenw=vsenw £ t(fa—al)trccosw—r1,7c080m.

B da assumere il segno +, se nei movimenti componenti precede la ro-
tazione; il —, se precede la traslazione.

Proponiamoci ora di comporre due rotazioni 2 w,(a,, 81, .. v), 2, (a,
Bayern va)

Al sistema di queste due rotazioni potremo sostituire: la rotazione 2wy,
una rotazione 2w’y (as, Bsye.. v, Moy p'yy... v'y) equipollente alla seconda,
intorno ad un asse parallelo passante per un punto (x, y, 2) del primo, se-
guita da una traslazione: 2p s;(a, b, ¢). Le a, b, ¢ sono date dalle (5). Alle
due rotazioni possiamo sostituire una rotazione unica; ’ampiezza e i coseni
direttori dell’asse sono dati dalle formole (2); finalmente valendoci del teo-
rema 5° troveremo gli elementi del moto elicoidale risultante. La traslazione 2 <
¢ quindi espressa, per la (6), da:

Xy g

rsenm=s, Y, g 8 [Be (v — v's) — 72 (s — 's)] -+ €2 (e

2“28(“1—*_0182“2—(‘6172_627l>8182g'
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Inoltre abbiamo :
“a)\'2+.31#'2+717,2+“27h + Bopi + yovi = 0.
e perd, riducendo, si trova:
rsenw=s,8,[] 2].

Colle (7) si trovano le coordinate A, p, v, dell’asse di moto elicoidale risul-
tante; di guisa che abbiamo:

Teorema 6.° A due rotazioni 2w, (a,...v), 2w, (a...v,) si pud sosti-
tuire un moto elicoidale 2z, 2w (e, B,...») 1 cui elementi sono:

Cosw=1=c,0,— 8,8, (12), Tsenw=28,8, |1 2], 8

asenw==0c, S, a, -+ ¢, 80, —(Bry.— B2 7) 8 8, ?
9
A S(—)nm—I—raCOSw=(‘QS,)\l—{—(‘.8212—~g(ﬁ,v,—,@?v,)—(y,y?——y?{;,))zs, 84, 5 (%)

e formole analoghe.

Inversamente possiamo sostituire ad un dato moto elicoidale, ed in in-
finiti modi, il sistema di due rotazioni intorno a due assi. Fissato ad arbitrio
uno di questi, per esempio («,...v,) restano determinate le due rotazioni e
Paltro asse. Infatti dalle (9) deduciamo:

(“1)‘"{_61‘”“{—71”'{‘“11'*_6{‘1 'T""/”a)senw"{'"f(“)‘: +Bp, +yv)cosw

=1¢8, [l 2] =rtsenw cotg w,, .

d’onde si ricava w, e quindi ¢, ed s,. Le sei equazioni (9) e una delle (8)
possono quindi riguardarsi come sette equazioni lineari in ¢,, 8, a,,..., 8, v,;
sard quindi individuata 1’altra rotazione e le coordinate dell’altro asse. Non
tutte le rette possono assumersi come assi della prima rotazione; occorre
escludere quelle che appartengono al complesso lineare:

(@2, 4+ -yv)senw—+r(ed +--)eosw=0.

Questi due assi di rotazione non sono rette coniugate rispetto al complesso,
a meno che le rotazioni siano infinitesime.

Possiamo dunque concludere che:

Teorema 7.2 Si pud in infiniti modi sostituire ad un dato moto elicoi-
dale il sistema di due rotazioni intorno a due assi; scelto ad arbitrio uno di
questi, resta, in generale, determinato I'altro e le ampiezze delle due rota-
zioni; il sestuplo volume del tetraedro che ha per spigoli opposti due segmenti

by

rispettivamente eguali ad s, e s, sui due assi di rotazione, & costante.
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Composizione di due e pitt moti elicoidali.

Supponiamo ora pil generalmente di dover comporre un moto elicoidale
27, 2@ (2. .v,) con una rotazione 2w, (2,..v,). Al sistema della traslazione
e delle rotazioni possiamo sostituire, come nel caso precedente, il sistema
equivalente 27, 2w,, 24y, 27, in cul 7 =ps, e la direzione di ¢ & definita
dalle (5); componendo 2 », con 2 &', otterremo un’unica rotazione 2 w (=, 3,...v")
e quindi il sistema 27,, 2, 2 r. Decomponiamo z, in due, una z” lungo I’asse
della 2 w e l'altra normale, che insieme colla 2w da luogo ad una rotazione
equipollente intorno ad un asse («, 8, y, 37, u", »") e per le (7) avremo:

A'seno=121senw—r,(yB,— fBy)senn
e cosole —a(xa+ BB +77)|-

Il sistema primitivo & dunque equivalente all’altro 2w,27",2 7, e, potendo
invertire le traslazioni, allaltro 2w, 2 7, 27", Decomponiamo infine 2z come
si & decomposto 27, ed otterremo il moto elicoidale 27, 2w (¢, B,...7), in cui:

r§enw=7,5028,+6182(1 2)}—1—3.32 [12]

Asenw=21"senw -+ v(y b — B¢c)senw

+tCOSmja—a(da+b@+07)(1

e quindi procedendo come nel caso di prima si ha:

Teorema 8.° Ad un moto elicoidale 27,2, (e,...») ¢ ad una rota-
zione 2 w, (¢, . .. v,) sipud sostituire un unico moto elicvidale 2,2 v («, 5,... »);
ed &:

tsenw =r1,(c, 8 +¢,8(12)) s, s, [12]

Asenw - TacCoOSw=C,8, A\, ¢ 8, )«2——;(,8‘ Vo —Bov) — (7ipy— 72 21) {S1 8, (10)

F o a0, —a, 88,008 (B, 70— B,7,) f )

e due formole analoghe, mentre w, o, 8, 7 sono definiti dalle stesse formole del
teorema 6.°
Annali di Matematica, tomo XXVL 15
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E collo stesso metodo:
Teorema 9.° A due moti elicoidali 27,,2w, (2,...v); 275,20, (0,...9,)
si pud sostituire un unico moto elicoidale 27,2 w (x...v); ed &:

tsene=238,¢,(r, +7,(12)+s,¢,(r,(12) +7,) +s,5, [12].
2senw + tacCosSw=2C,8, A, +¢,S, %,

—E (Byve—Bov)) = (7itta — 72 114) t 8,8,
(11)

+71}°‘10162—°‘23182+0132(5274_Bi?’z)i

+Tz§“z € €, — 8,8, +('231(6271_ﬁ1 72)( )

e due formole analoghe.

Applicando successivamente i teoremi €.° e 8.% potremo comporre tre,
quattro, ece., rotazioni intorno ad assi qualunque, e stabilire le formole ge-
nerali per la composizione di » rotazioni.

Poniamo :

all =x;  o[]=p; cfl]=w,
e poi in generale: *
a[l23...2r—1]=¢a,[23...2r —1]—«, [13...2r— 1]+ ..
+ ey [123...29r —2]
+24@23 ..2r—1)—2,(13...2r -1 F--.
+ A1 (123...20r—2),

e due espressioni analoghe per 6[123...2r—1] e ¢{123...2¢—1]
formate rispettivamente colle 8 e p e colle y e ». Pongasi ancora:

all123...27]=8,¢[23...27] =B, c[13...2¢]F--.
—Bwc[123...2r—1]

— 4, b[28...2¢ ] — 7, B[18...2¢] ...
— 7 b[128. .27 —1]],

e due espressioni analoghe per 5[123...27] e ¢[123...27].
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Hanno luogo le seguenti relazioni:

G[12 ] ame 4012 #] Bun ¢ [L2.0 7] urs
+a(12...7')1n+1—l—b(12...7')Hn+¢+0(]2 --7')’/7“—1 (12)
=[12...r, n41],

[123.-.27'—'1] dn-}.|+b[123...27" 1]7n+1—0[123.,.27'—1]‘8,14.1
4+ (123...2r —D)ds +6(123.. 27 — Dvpyy —c(123...2r — D) pyra ¢ (13)
=ql123...2r—1, n41],
ed inoltre:
[123.-.27']an+1+c[12...27']ﬁn+|—b[123..-21‘]7,‘}-1 )

+(128...29) k(12 .2 g —b(12...2 1) vurs (14)
—all23...2r, n+1]. S

Cid posto possiamo enunciare il seguente:

Teorema 10.° Ad n rotazioni 2w, (ay...v,)(r=1, 2,... n) si pud so-
stituire un unico moto elicoidale 2, 2w (a...v); le grandezze 2w, «, B, ¥
sono definite dalle. formole (4); per le altre valgono le formole seguenti :

tSen = X8,8,C...Cn [12] — ¥ 88,88:¢...0,[1234] +--.
— X5, 8,850 . cn [123] 4+ ¥s,.iu8¢...¢,[128345] —--- [ (15)
+5,8...5,[1283...n];

Asenotracosw=¥s,¢,...cra[l] —¥ss,8¢...c,0[123] 4 ...
—35,8,65-..cna [12] 4 X 5,8,8:8,¢5...0,a [1234]—-.- } (16)
+5,8...80[l12...n];

e due formole analoghe. Le rotazioni si compongono nell’ordine 1, 2,... n.

Queste formole si provano vere per n 4+ 1 rotazioni ammettendole vere
per n e tenendo presenti le (12) (13) e (14).

Colle formole e coi metodi precedenti & ancora facilissima la composi-
zione di # moti elicoidali 27,, 2w, (a,... %) (r=1, 2,... n).

Le formole che danno @, «, 8, y, relative al moto elicoidale risultante
restano le stesse, mentre le (15) e (16) vengono aumentate di funzioni lineari
ed omogenee nelle 7, e che per brevitd non traseriviamo; cosl, per esempio,
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il valore (15) di rsen« viene aumentato della espressione :
Zs,czcs...cngr‘—l-rz(l2)+---+rn(ln)z
— 35,5,8 ¢4 .cn}ri(23)—t2(l3)—]—-1’3(12)(
— 38,86 .t (123) 4 -

Se & nullo il secondo membro della (15), abbiamo:

rsenw==10,

e quindi il moto risultante si riduce ad una traslazione unica, o ad una ro-
tazione unica. Ha luogo il primo caso, ‘se il secondo membro della (4) &
eguale a * 1.

Messina, Maggio 1897.
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Sulle vibrazioni dei solidi elastici.

(D¢ Giuserpe LavriceLra, a Pesaro.)

Ne]]a mia Memoria: Sulle equazioni del moto dei corpe elastici (*),
trattando della quistione dell’esitenza delle soluzioni eccezionali delle equazioni
indefinite, dalle quali si pud fare dipendere l'integrazione delle equazioni del
moto dei solidi elastici, non riuscii a dimostrare in modo completo I'esistenza
di una serie indefinita di queste soluzioni eccezionali nel caso in cui le cor-
rispondenti espressioni delle tensioni si annullano alla superficie del corpo, il
qual caso & appunto quello dal quale dipende effettivamente il problema del
moto. Ora ho potuto osservare che modificando un po’i calcoli di tale Me-
moria, si pud completare questa quistione (**).

(*) Memorie della Reale Accademia delle Scienze di Torino, Serie II, Tom. XLV.

(*¥*) Tale modificazione é necessario farla pure nella Memoria richiamata sopra per
il caso di soluzioni eccezionali che si annullano nei punti della superficie del corpo; e per
questo bastera sostituire al § 3 del Cap. I il § 4 del presente lavoro {(cid che porta a
lievi modificazioni di simboli nei paragrafi seguenti) e osservare che, dipendentemente
dalla natura della funzione f scelta ad arbitrio (Cap. II, § 3), puo darsi che la serie delle
soluzioni eccezionali, delle quali si viene a dimostrare I’esistenza sia finita. Allora per
completare la, quistione, ossia per provare che vi sono effettivamente infinite soluzioni
eccezionali, si pud fare la seguente dimostrazione, analoga ad una dimostrazione, fatta per
un caso simile, che mi é stata comunicata dal Ch.™ prof. VOLTERRA.

Data una funzione f qualsiasi, si ha sempre una soluzione eccezionale almeno p,, ¢;, 7y,
Le tre funzioni p,, ¢;, 7, sono i rispettivi residui delle funzioni w, v, w nel polo sem-
plice %,. Cio posto, si prenda una funzione f, tale che:

jfx(l‘ﬁ"‘%“"ﬁ)ds:or
)

¢ si considerino le corrispondenti funzioni u', »', w', analoghe alle u, », w. Queste fun-
zioni devono ammeéttere per lo meno un polo semplice %z, il quale non pud coincidere
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Faccio notare che tale modificazione rende assai generale il metodo da
me adoperato, ed & facile comprendere come esso con la massima facilitd
possa estendersi, pur non facendolo io qui espressamente, al caso di soluzioni
eccezionali relativi al problema delle membrane elastiche e ad altri simili
della fisica-matematica (*).

In questo lavoro veramente non mi preoccupo di dimostrare senz’altro
Pesistenza di infinite soluzioni eccezionali; ma, prendendo di mira I’ origine
della quistione stessa, dimostro anzitutto che, date tre funzioni arbitrarie dei
punti del corpo elastico, esiste sempre una corrispondente serie finita od in-
finita di soluzioni eccezionali. Allora, prese una volta per funzioni arbitrarie
le componenti degli spostamenti iniziali ed un’altra le componenti delle velo-
citd iniziali ottengo due serie di soluzioni eccezionali e quindi due corrispon-
denti serie di vibrazioni elementari dei punti del corpo elastico. Quando queste
serie sono finite il moto corrispondente agli spostamenti iniziali ed alle velo-
citd iniziali & rappresentato dalla sovrapposizione delle due serie finite di vi-
brazioni elementari ottenute, nel caso contrario, che & poi il pii generale, in
cui tutti o alcune delle serie di soluzioni eccezionali sono infinite, il moto del
corpo elastico sard dato ancora dalla sovrapposizione delle due corrispondenti
serie di vibrazioni elementari, tutte le volte che le serie che si vengono a

con %, ; perché altrimenti i corrispondenti residui delle funzioni ', v/, %' sarebbero:

Pr=p Jfl (p+q+7)dS8=0, ¢ ZQ1ff1 (o +q +_‘7‘1)dS: 0,
S S
g :r,J'f1 (o +q@a+r)dS=0.
5

Dunque il polo %, & distinto da %, ¢ cosi la corrispondente soluzione eccezionale p,,
g, 7y sara distinta dall’altra p', ¢;, 7y-
Similmente prendiamo una funzione f;, tale che:

f/%(px+q1+n)dS=Jf-(pz+q2 +7)dS=0.
S 5

Troveremo tre nuove funzioni u”, v”, »"” che avranno un polo kg diverso da %, e da %,,
e quindi una nuova soluzione eccezionale p;, ¢, ry distinta dalle due precedenti.
Seguitando in questa guisa risultera l'esistenza di infiniti poli distinti e quindi di in-
finite soluzioni eccezionali,
(*) Vedi la mia Memoria: Sull'equazione delle vibrazioni delle placche elastiche in-
castrate (Mem. della R. Ace. delle Scienze di Torino. Gennaio, 1896).
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considerare sono da per tutto convergenti in egual grado e derivabili, e che
le component1 degli spostamenti iniziali e delle velocita iniziali sono svilup-
pabili in serie delle corrispondenti soluzioni eccezionali.

Quanto alla dimostrazione di quest’ ultima quistione, della quale io qui
non mi occupo, faccio notare soltanto che la via pit naturale da seguire &
quella da me indicata nella quistione analoga delle vibrazioni delle piastre
elastiche (*) e che i risulati preliminari ivi stabiliti si estendono al caso nostro
senza difficoltd alcuna.

1. L’integrazione delle equazioni generali del moto di un corpo elastico
isotropo soggetto a forze esterne indipendenti dal tempo, si pud ridurre, come
& noto (*¥), all'integrazione di equazioni della stessa specie, nelle quali le forze
esterne sono nulle e ad un problema di equilibrio. Ammesso risoluto quest’ul-
timo problema, se chiamiamo u, v, w gli spostamenti dei punti (z, y, 2) del
corpo S vibrante, ¢ il tempo, p la densita, L e K le note costanti di isotropia,
n la direzione interna della normale nei punti della superficie o, e se poniamo:

ou . O 0* 0?
8x+dy+9z A_a?JFE,?“La?’
_ou o _be e 0o de
}'u-—-ax’ /eef‘ay’ 733 = 2 st—az a]/’

814 __Odu , 0v
73t = dw—l— 712—w+a—x’

il problema del moto dei solidi elastici si pud far dipendere cosi dall'integra-
zione delle equazioni indefinite:

p%mlwu+@+K%2
- ?——LA*v+<L+K)'°°—: (1)

—wa+w+K)

»

For
c')
Pon

(¥) Nuovo Cimento. Settembre, 1896.
(*#) Vedi ad es.: Cesiro. Introduzione alla teoria matematica della elasticita. Parte
prima, Cap. VII, § 2
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con le condizioni al contorno o

(K6 4207055 4 Lo 3l 4 Ly 2= 0

L}'2la +(K9+2L')’ee)a ‘_L'}'% =0 (2)
Lyma—z-l-L7323y+&K0+2Ly33)——0

Vediamo se esistono integrali delle equazioni precedenti della forma:

u=p® 9, 2).9(8), v=9(@ ¥, 2).90), w=r( y 2.0 )

Per questo, posto:

, 0 0 or ' 0 , 0 ' ar
o =55 q i ’ 7“_82’ 722_9§ [ P
—— — — ——-_.—. — " -—ap a———q
Ve éz i 8,2/’ TH= 5T | 02’ 7 iy ! 0w

si dovra avere nei punti di S:

e ov
— =LA+ @K
1do . 0%
BT P
1déo

——Ed—t?——-—gLA’f +(L+K)M§

nei punti di o:

(K@—l—ZL}’u)a +L AzaJJr‘ ',3g—z=0

L?"u +(K9 +2L?’22)a”

' aZ N

+L/23%:0 (2)
’ ’ y 1 ' 9z .
L}’si an'JrL}’az n+(K6 +2L733)ﬂ=07

e se si indica con k una quantitd costante, risulta per la ¢:

—X=—Fkg, (4)
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per le funzioni p, g, 7

Lap+ (L+K) =kpp

06 ’
LN9+@+KM =kpq (1)
LAty +(L+K)—a—z=kpr,
con le condizioni (2') nei punti di o.
Ora dalla (4) si ha per la forma pit generale della funzione ¢:
(5)

o = rcos (£VE) + psen (EVE),
con A e p costanti arbitrarie; quindi (*) le funzioni (3) soddisfano alle
equazioni (1), (2) tutte le volte che ¢ abbia la forma (5) ¢ che le funzioni

p, q, 1 stano integrali delle (1), (2).
2. Vediamo ora in che modo si pud determinare un sistema di inte-

grali delle equazioni (1), (2).
Posto:
L+ K k
LrE_g, Ly, (6)
;o ¥ r 0y , Oz ,
([(6+2L7H)8—+L742a +L ISan X

Lyug2+ (K0 +2L70) 2 +L/n§z g \ ™
L/gla”+L}’338?/+([(6+2L/q3) ’, /

le equazioni (1), (2)" divengono:

Np AT +hp=0

+A—~+ltg=0 1y
A% +A3W+h7_o |
X =V =27 = @
(*) Cesiro; L c., § 3.
16

Annali d&i Matematica, tomo XXVI.
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Cid posto, indichiamo con f', f", f"' tre funzioni arbitrarie dei punti del
corpo S sottoposte alle condizioni:

[Fas—fras—[rras=[ir—yrras—

—[@r —zras=[uf—afras—o,

e consideriamo le equazioni:

9 ae !
Muy+ A g4 =0 |
Py 800 o
AUO+A—ay+f =0

A, A G =0,

X0=Y0=Z0=0;
2,

A?u,+Aax—[—uo=0 (8)
0,
Atp, - A4 g—y—}—v(,:o
06,

A?zu,—l—AW—l—w,,:O,
X‘=Y‘=Z4=O;

dove:
Owui , 0vi , 0wi
g; = 4 204 T,
=5 T T
e Xi, Yi, Z; sono le espressioni (7) corrispondenti alle funzioni u;, v;, w;.
Queste funzioni sono determinate a meno di un movimento rigido (*), e noi
ci serviremo delle sez costanti arbitrarie relative a questo movimento per sod-

(¥) Vedi la mia Mem.: Sull’ equilibrio dei corpi elastici isotropi. Cap. I, § 2. (Annali
della R. Scuola Normale Superiore di Pisa, anno 1894.)
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disfare alle condizioni:

A

SJW dS =bJ"Ui as =wai as =J~(z v —yw;)d S == z

: )
=‘(xwi—zu,-)dS=f(yu,-—xv,~)dS=O. 3
s I

Gli integrali di uno qualunque dei sistemi di equazioni (8) in un punto
qualsiasi di S o di ¢ si possono esprimere mediante le formole (*):

u; =u; —(CP2— CiPy 4+ K¥) —f githi @S

;‘_ —p; — (0(31') r— C(f) 2 - Kgi)) =J z G2 Uiy as (10)
S

W= 10— (O y ~ CPx + K) =[S gouis 5,
S

. - . 1
dove ¢, 9'sy 9”13 92y« s, ... sono funzioni della natura della funzione -,
-

la cui ricerca dipende dall’integrazione delle equazioni dell’equilibrio dei corpi
elastici.
3. Posto qui:

8y __ a Ui . () a v a wi

/u"%"" 723—32_1_3?/

W -n:J‘(um Un + Vm Un -+ Wi wn) d S;
S

Vinon = f 3(A — 1) 0 O - 2 70 00 200 A0 2 i ) 4

S
+ 7878 sy A AR S,

si dimostra, come al § 3 (Cap. II) della cit. Mem., che le espressioni Wy,.x,
Vm.n dipendono soltanto dalla somma degli indici e, posto:

Wm-n= ming Vm-n:' mtny

(*) Form. (9), Cap. I della Memoria: Sulle equazioni del moto elastico.
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che sussiste la relazione:

Wm+n = ¥V mirnti.

Da questa e dalle (10) risulta come ai §§ 4, 5 (Cap. II) della stessa

Memoria

Wi Wi~

Win- i
()t = (u; — CPz+-Cf y—KP)E <R Wy »
(i} =@ —CPz+ 02— Ky <R Wi,
() =(wi— CPy +CPx— KD <R Wiy,
Queste tre ultime formole e le (9) ¢i danno poi:

Wi+ [(Cre— COy L KPpd S+ [ (Co—Cjz+ KYFaS+
s

S

. .9

< < < - <

+ [(Cgi)y_Ogi)x—|—K‘35))2dS<KTVzi 2
S

ossia:
Wzi < K Wzi-e ’

I (CP2—CPy+KppdS<K Wy,
N

Cli) & _l_ I(zi))2 as <K Wzi—s )

s

ooy —cpo+ Ky as<K W,

dove K ha il significato che gli si & dato al § b della cit. Memoria.
Supposta l'origine degli assi nell'interno di S, si indichi con S, una sfera
che abbia il centro in questa origine e che sia tutta interna ad S. Si avra:

[oas= fydszfzd8=fzyd3=|”xzd3=jyxd8=o,
S, 8, S, S, S,

1 1

e quindi posto:

de:J, fxedszfyeds.:|'zzd3=ﬂ,

S, St 8,
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risulterd dalle tre ultime disuguaglianze precedenti:

(KE”)? < = W2i-2 3 (K(gh)z < T Wi 2y (K;)) <= sz —2

. K )
(CPy < szz 29 (O <L T Wii-s, (CHye < ﬁ Wais .

Dalla disuguaglianza:
Wzi < K Wzi—z;

risulta poi come al § 5 (l. c)

Wm
< < < Wn - < < C,
. . . Wm . . Y
con ¢ quantitd finita ed uguale a lim T © percid si avrd come al § 6
m=oo m—i

(l. ¢.) che le serie:
K=K+ KWk 4+ KDk 4. ..
K= K94+ KOk K@k

Co=CP+COE+CP R+

e le altre:

o F-us b e k-

— 0y -0 kv, k- (11)
—wo - w k- w k-

Sl e, S

convergono per "“'<Z‘
Lo stesso accadrd allora delle tre serie:

U=t v k+u, B
v =0, +v, E+uv, B>+ 11y
w=w,Fw k+wk+---

I tend k=2 t tre funzioni
le quali, non potendo convergere per | |=;, rappresenteranno tre funzioni
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regolari in tutto S e o (¥) per |k|<% e presenteranno una qualche singo-

larith per k| =1
4. Si ponga ora:
A=J(u2+vz+w2)dsy

B=|(A—1)e 4274 +274+27 + b+ +7)d S,
A
C= [udS', C’ =JvdS’, c ———J~wdS’,
§ s s
"no__ @a_’llz 3:0% 8_1'_‘@ ,
¢ _[(82 3y+3—w Bz+3y8x)ds’

S:
dove u, v, w e le loro derivate prime sono funzioni regolari dei punti di un
certo spazio S’, le quali soddisfano alle condizioni :

(',1:0':0/,':0//1____0,

e 0y 711y Yezy Y32y Ya3y Yaiy 712 SONO le solite espressioni relative alle funzioni
“, v, W
S1 ha ovviamente :

B :g,( (a=De 4 g+t (2 + (5 + (54 + (52 +

ov\t, (00, (0w, (Ow\, (0w}, ,(0vow , Owodu . du Ov
o+ G+ G G+ (FE BN R n 5 )

e quindi avuto riguardo all’ultima delle precedenti condizioni ed al fatto che
I'espressione :

as’;

A—1=

Sl

(¥*) Nella Memoria dell’Ace. di Torino veramente non si é tenuto conto dei punti
di ¢; del resto nessuna speciale osservazione & da farsi nella considerazione di questi
punti. Cosi pure non si ¢ avuto riguardo alle condizioni (9) a cui devono soddisfare le
u;, vi, w; nel caso di X;= ¥;= Z;=0; ma la considerazione di queste condizioni, come
vedremo, non muta i risultati. Analoga osservazione & da farsi relativamente ai caleoli
dei 8§ 1, 4 al Cap. III della stessa Memoria nel caso delle equazioni (3), (4).
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varia fra 0 e oo (¥), si potra scrivere:

> [{(8+ G2+ (2 a3+ - Jas +

o+ Jos

Ora se si indica con I' la massima dimensione dello spazio S’ e si ha
riguardo alle prime tre delle precedenti condizioni, risulta (**):

e G

> 16
S f S >gl,2a
wdS'
g
(@) s
J\ox
s 16
>W’
fv?dS’
&
Jifg oo fas
‘ 16
Jwas ~ore
wd S’
§
per cui sard:
B 16
VTl
5. Si abbiano 4 p terne di funziomi:
Py iy A 92y Yoy X23 + + -« Pupy Pupy Xaps (12)

dei punti del corpo elastico S della stessa natura delle precedenti funzioni
u, v, w e 4p costanti:

oy, ag,-.. aup.

(*) Vedi: Mem. cit.; Cap. I, § 3.
(**) PoNcaRE. Sur les équations de la physique mathémalique. Rendie. del Cire. Mat.
di Palermo; t. VIII, anno 1894. (Crr. § III).
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124 Lauricella: Sulle vibrazion:

Vediamo se si possono determinare queste costanti in modo che, preso:

u=alq>.+de?z+"'+“lp‘?4p
vV =a Yyt ar e Fapdup

w=oiitoa)et ot appp
risulti:
B__ 16

A 9n’

essendo / la massima dimensione dei p — 1 spazi convessi:
Sty Sey e Spoiy

in cui supponiamo si possa decomporre lo spazio S.
Osserviamo anzitutto che, posto:

A,-=Jn(u?—|—v?+10?)d&, Bi=J.)(A_1)6?+27fa+

S i

+2*/§z+27§s+7§3+7§1+7fz§d3i,

c,-=fudsi, C’,-:fvds,-, ¢i'=[was,
8 S 5
w__ ((0vdw  Owdu , dudw )
C; —J(%W+ﬂfﬁ"ra_y37)ds”
si pud determinare un sistema di valorl non tutti nulli delle 4p costanti «
in modo che siano soddisfatte le 4 p —4 equazioni:

C;=0, Ci =0 Ci'=0, Ci"=0. ¢=1,2,3,...p—1)
11 risultato del paragrafo precedente ci da allora per questi valori delle «;:

B; 16 |
iyl

i

G=1,2,3...p—1)

sicche s1 avra:
B_.I))l"}‘Bz"!"...—I—Bp—i _]6

A" A+ A4 . Api 7o

Di qui segue subito, come al § 5 (Cap. I) della cit. Mem., che, se s¢
ha un numero comunque grande di sistemi di funzioni analoghe alle (12)
ed ¢ data una quantity positiva qualsiast ), si pud determinare il numero
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intero p in modo che sia:
B
3 > . (13)

6. Data una grandezza positiva ad arbitrio A e determinato il corri-
spondente numero p, si considerino le 4 p terne di funzioni:

! 4 ! " ! . '
OGRS ES LR ES s P o M (14)
e si indichino con
“(1)’ v(l), 1(;(’); u(ﬁ)’ 1;('3)7 w(?); el u(‘}P)’ 1;(417)) 1w(4p)

le 4 p terne di funzioni, analoghe alle funzioni u, v, w del § 3, che si ot-

tengono sostituendo nelle equazioni (8) alle funzioni f', f', f'" le (14).
Posto:

wd) =) Lo O f Lo, 2 4
) =, -y F L, F2 4
W = 1w, 0, L w0, L 4.,
y Ourt o Qor1 0w
0,0 — v '
r e T 7y + =

ed indicati con X,® 6 V,@ Z.@ le espressioni (7) relative alle funzioni
w8 0,0 w8 sara:

a0 4 4% b, =0 |
e g0
Ao, - 4 7y +vd =0 15)
Alw,d 4+ A 8;21 4w, =0
X0 =YD =20=0; |
e se si prende:
W= ) oy ul® o gy ulP) =y w kW, B
v = 00 fooy v by 0P = k0 R
w = o, Wty w® 4 o0 =w' S w k4w B
Con ayy oa,. .., a;p costanti per ora indeterminate, risultera:
= a, u, ) -+ a, 1w, 40+ dip w0
vy = o, 0, oy 0,0 J- - oy, 0,00) (16)
W'y = o, W) - oy 20,00 -+ - ap w0, P S
Annali di Malematica, tomo XXVI. ’ 17
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e dalle (15):

Ay,

06y .
vy Aor +v,~.=0 :
(8)

Aﬂ

X"l‘:Y’r-:Zr: 3 |
dove ¢, X',, Y',, Z', hanno il solito significato. Allora, posto:

i =3 wi o __3 v'i S 0w v 6,0 i_l_ 0w
. 0x 0y 892 3 2 0y

Wi n= J (Umty Vim0 Fwpwy)dS,
S

' ( ’ ’ n m) .. (n) nj ny!
Vm-n=.[’z(<4—“1)9men+2}’, /(“ +2"/;e) '/gz] _{_2"/;3 /(33)
S

A A A+ A0S,
avremo come al § 3:
T/V’m n = V,m cnky — TV'm tn—/ V/mHzH )
W' w’
TS << <

1. Dai risultati del § 5 si ha intanto che si possono determinare le
Gy day e oy in modo che sia:

”(A-—])&,.’?-]-Q(/“)’) +2@EyY A+ (dS
Ve K
= - >4
' J (w2402 +w)dS
S

allora sl avrd :

Wy W Wan
7 T S Wan <%

e quindi, ripetendo i ragionamenti fatti alla fine del § 6 (Cap. I) della ci-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dei solidi elastics. 127

tata Memoria,

k <W’< < Wm< <_

Questo risultato ci dice che le espressioni crescenti e positive :
W' Ws W'
LA
W 0 Wli lV’m—a

ammettono un limite finito e positivo ¢’ minore od uguale ad % Si ha dunque

che le funzioni u', v', w' sono regolari in tutto S e s per || <%, ed a for-
tiori per | k| <A
3. Premesso questo teorema, si prenda:
1
> i
si determini il corrispondente numero p e si faccia:
i =f11 fﬁl == Uy, f3 =ui7"'fl4p == Usp—e
f=fr, . =uw, fi'=vi,e [p =04
=", " =w,, [ =wy e [ = 101p .
Si ha evidentemente :
u) =y Fu, k4w, B2
o) =, o, k+ov, B2
wh = w, +w k4w, k24 --
u® =u, tuy, ks B2
v =, Fv, kv, k24
w® = w, 4wy k- w, k- - -

up) — Uip-r = thip & - tipsy B2 4 - -
v(‘P) == U4P-4 —I“ v4p k —I" ’041)4.‘ ]{:2 + ‘ot
wip) — Wip—4 _l.-w‘p k- Wip vy k4 -
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Applicando dunque il teorema del paragrafo precedente risulta che Ze
Junzioni o'y v, w', che cost vengono determinate, sono regolari in tutto S ¢ g

anche quando, essendo | k| <2, sia |k|>%-
9. Si ponga:
f(‘)=°"f/ Tttty fagty 4 Aeptlps
e = a ' Fev, 4 asv, + v e
£® = oy [ A= o 0y a0, i Wi e
o =fO4ku=fO04uk+tu, B+ k-
¢/ = O+ kv =fO 40 k+, E + vy B4
¢ = Ok =ftw, ktw kP w k4
Le tre serie ¢, ¢, 9" convergono evidentemente come le altre u', v, w';
onde si potrd scrivere:

n

fzyi?’dS=J‘59xf"’dS+kJ'Zg,u’odSJrk?ng,u',ds+..,
S S

3 v

S
= u ku ke

=, 17

Uy = o, Uy, o Uy 0 - up Uapre o
V' = a, v, + g Uy -+ +‘Z4p Viptr—s

w/,-zai E)r““‘d-g {(;r-(—i_l_' ¢ '+054pw4p’.—r~1-

10. Le (8); (10) ci danno:

_— . , - . ’ o’ 3 4 .
u/n-ﬂr—f}-gi””d’S) ”n+x=f>92"nds7 wn+4=f2gsund5,
5 § s
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e derivando si ha:

aun-}-l—fza(/! ’ 8}771+1=Jzageulnds,
s

o Fr

82011+1_(28QS / dS,

donde :
a~’7ll a ntt
e T L R AT N fz &l as,
S
8&071 . ,
3x“;,_ SICE W, 1d S

Ora dalle formole :
(;'n)? — (' — Oy 2 + Gyl y— KPR <R Wi,
@) =0 — G 2+ O g — K00y < B Wy,
(@) = (Wn— C y 4 O g RyWY < R Wy,

‘\2 K’ 4 e K' ‘ ’ ¢ ’
(Ri0)<T Woncay (KT < Woans, (K <5 W,
I\ K, ’ 1] i K ’ i ’ Kl > vl
(C"(n) >~ < E I/V M2 (62(71) )2 < }l— IV 2N -2 (03(%) )2 < *E W M -2
analoghe a quelle stabilite al § 3, risulta facilmente :
{ o'y | << VB Wi, [V'n | << VR Win-s, eo'n | <<V R" Wien-s;
per cul sara:
0 0'nts

0x

aun-H

0

fvmfZI%ldS,
¢

R T j }ag‘jds
S

éVR_sz’Z’ags’dS

]}};n
|
|

0w

99'! 394

e poichd le espressioni ‘-5;;, I—B?}’ . hanno un solo polo del secondo
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ordine in un punto isolato di .S ne segue che gli integrali

[2]52]as, fz‘%l ds, fs“%
Zz

S S

Tl ox
sono proprii e si pud quindi fissare una quantitd finita S alla quale saranno
sempre inferiori. Allora posto :

as,

oz

v

T=S VR—,
avremo:
0w ni e 9 0 ntt T 010 na T
T | < TS, | < TV, < TVW .
Si ha poi:
’ ~K7 E7 7B I? W n ](/ !
Ci(n‘l-’) <\/—H_VW“)”=V_H-— sz— VW?”' 2 \/W an - 2,

abbiamo dunque:

?)u'n+4 1 1 -j{—; 7 a’l)'n-H K
} 0x <(1+7\/-E)WV?"_2’ ox (T+7\\/ )VPVMQ’
aw,n+l Iy 1 f Ty
ax <(f+i\/ﬁ)VWm—z-

Da qui risulta che le serie dei valori assoluti dei termini delle tre serie:
0¢ 37’ IRAL) 0y

oz 0 + 0w k+ k2+

8@"_9;‘ 00 00’1 2

ERE +5 ]+_k+ (18)
3(? 8f’ ow'o 0w 2 .

iy P L i P

convergono come l'altra:

VW + kNW o+ BN + -
e quindi (cfr. Mem. cit.; Cap. II, § 6) che le (18) stesse convergono come
le w, v, w'. Lo stesso si pud evidentemente ripetere per le serie :

?i' 37“ auo au. .
oy ow +aJ T
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11. Cid posto, & chiaro che le funzioni ¢, ¢”, ¢"', soddisfano alle con-
dizioni ordinariamente richieste per I'applicazione agli integrali (17) del teo-
rema analogo a quello del Pormssox (*); sicchd si potri scrivere:

*u —|—A?—z+? =

26"
vy 4 4% -
+ y+?

aw AL oo
0+ ?;+§° — Vo
X'=Y=2=0,

dove ¢, X', Y', Z' sono le solite cspressioni relative alle funzioni ', 2, 1.
1Ay Ly p 1 Uy
Le precedenti equazioni si possono ancora scrivere:
06 \
- 4——{— o +a f Foastty +ogu, - Foaptty =0
\ s 00 . ,
Av—]—Aa——[—Lv do f Fagvy s, F o Fapvp o=
y (19)
2 1 06’ ’ 0 R
A lL"—[~A%+]§((” +°¢1f —+aq 10y + 053101_{—""}‘054]) Cap »=0

X'=0, Y =0, Z' =0.
Dalle equazioni (8) risulta pol che le tre serie:

A o' —[—A?—e--—A2 o—}—Aa;, —{—(A 'y +A-a——6—)/c+

—I—A———A?

(2o AT et

A?w’+A%—=A2 .,—}-Aa;"+( ,+Aai)k+

:

(*) Vedi ad es. la mia Nota Sullequilibrio dei corpi elastici isotropi (Rendiconti della
R. Ace. dei Lincei; Vol. II, anno 1893, oppure: Nuovo Cimento; Vol. XXXIV, anno 1893).
Le funzioni g;» 91's 9”5 G2+« -3 J3»+ -+, & meno di un fattore costante, differiscono dalle
funzioni u,, ¥4, %13 Ug,.. .5 Ug,... di’questa Nota per I'aggiunta delle funzionia,’, 4, ¢,";
ay...; ag'y- .. (Cfe. mia cit. Mem.; Cap. I, § 2), che sono regolari in tutto S e soddi-
sfano alle equazioni indefinite dell’equilibrio per forze esterne nulle.
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convengono in ugual grado in tutto S come Je serie «', o', 1’5 infatti si ha:

00
Jx

= l urr—n |

IA?u', + 4

. . ae'r ’
i, _—
(A v, +4 5y =o' |

Aty + A 9892: ]

12. Posto ora:

o 22 (22 I Cap—1 {7.41) :u’ o O3 s s 0 Oip 4 4 P]
i —% 0...0 0 wy —k  0...0 0
D =10 1 —k...0 04, P=u 1 —&...0 0 1,
0 0 0 1 —k Up-. 0 0 1 -k
g?) oy Oy Cyp-y Sap w' oy O %yp -1 op'
)”0 - e’: 0 0 0 LCO '—]v 0 O 0
P, = v, 1 —Fk 0 0 1, P = [, 11—k 0 0 I,
v4p— 2 0 0 ]. — k 1041)-2 0 0 1 “_k ]
or Py or Py or P
— (r . r 3 7
T e I AR
o a__]lﬁ d Pt 0 Py
P dy oz '

risulta come ai §§ 9, 10, 11, 12 (Cap. II) della cit. Memoria:

P P P .
u=7)5 v=l—;, w-—--j)f, (20)

ed inoltre che per ogni radice k dell’ordine 74 1 dell’equazione:
D=0 @n
si ha identicamente: '

P=P,=P,=P,= Pye=Py=—...= Pli1) — P-1) = PG —=(
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e quindi:

. 06 , \
A? P, _|_ A W + EPW =0 é

A* P - A 3995 4k P —0 (22)
. a 6“’ .

A P - 4 a; -+ k P =0,
X =YW =27Z0=0, 22y

dove X%, Y, Z{) sono le espressioni (7) corrispondenti alle funzioni P,®,
P, P,

Di qui segue che le funzioni w, v, 10 per |kl << 1 non possono avere che
poli semplici soltanto corrispondenti alle radici dell’equazione (21) e che per
ognuno di questi poli si ha un sistema di integrali P,@, P,  P,® delle
equazioni (22), (22).

I'inalmente, collegando questo risultato con quello del § 3 e ricordando
che per valori negativi o complessi di % (*) non si hanno integrali regolari
delle (22), (22), risulta che le funzioni w, v, (0 hanno un polo semplice

per k:—.% che questo valore di k é radice dell’equazione (21) e che se questa
radice ¢ dell'ordine ¢+ 1 le funzioni P,® P, P9 non sono identica-
mente nulle e soddisfano ne: punti di S alle equazioni (22), nei punti di o

alle equaziont (22)'.
13. Se si pone:

1
c =k

D =D, (b, — E)i+

Po= R, (k,— k)i + S, (k, — k)i+t
Py = R, (b, — k)i + S, (b, — k)it
Po—= Ry (b — k)i + S, (ks — k)i

con D, funzione di £ che non si annulla per kzlf:‘ econ R, R,, R, S,,
Sey Ss, funzioni di % e dei punti di S e di o regolari per | k1 <2, le prime

. (*) Vedi: Mem. cit.; Cap. II, §§ 1 e 2. — Si osservi che la costante di isotropia Z
¢ negativa.

Annali di Matematica, tomo XXVL 18
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tre delle quali non sono identicamente nulle per k==#k,, si avra:
(P, =T (7) (B )r=t,
(P N)p_p, = T (2) (Bo)h=r,
(P3(i))k:kl =1I (i) (R3)k—kl ?
D R (Rt 0L
- (I(h - k) Di
_ B4 (ks —k)Se
" (ki— k) Dy
R (=R S5,
- (s — k) Dy !

2

e quindi:

. R, 1 (Pid
lim (k, ~k)u =(T)I)k=k, - ﬁ_@( D, )k:kn — P

ke=F,
2:[?‘ (== (%j)’hkl - 1_11(—1) (—-P;T”)k_—_kl — (23)
Posto dunque:

ed indicate con X,, Y,, Z: le espressioni (7) relative alle funzioni p,, q,, 1,
si ha che le funzioni p,, qi, r,, sono i residui delle funzioni u, v, 1w nel
polo k, e soddisfano, come risulta delle (22), (22) (23), nei punti di S alle
equazions:

Latpi+(L+K) 2 —hep,
B .
LA?q,—[—(L—[—K)g—y—‘:h,pq, (1)
20,

Lot + (L4 K) 5t =hipr,

net punti di o alle altre:
Xl=Y{=Zl=O° (2)”

14. Gli integrali p,, ¢, r, possono anche dedursi direttamente dai coef-
ficienti delle serie (11). Per questo osserviamo primieramente che si pud
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scrivere :
R N W E Ay S
kl—/{/
= +mkfm k24 ... (24)
i 2
w=m+no +n k4n 2. .. |
con

Il =0, +UL k+1, B2 ...
m=my-+mk+mk+... (25)
no=n, +n k-+n k*+

serie convergenti in ugual grado in tutto S e ¢ per qualunque valore di k&

di modulo inferiore ed un certo limite %, > k,.
Il confronto della serie (24) con la (11) ci da:

r
u,_l—l—kH‘, v;=mi+%:—“ wi=”i+ml‘,; (26)
e queste, osservando che si ha:
lim(LkH) =0, lim(mk)=0, lim@n;ki)=0,

¢l danno finalmente :
p=k 1im (ui k%), ¢ = k. lim (vi &%), ry =k, lim (i k) .

=00

15. Dalle (8), (1), (2)" e (26) risulta ovviamente, supposto che le

espressioni f' —p,, f"—4q., f" — r, non siano indenticamente nulle da per
tutto,
aly +4%p —p=0
Ay . 4%+f —q,—0
A® g +A@-° 7 — =0,

Xo Yo Zo=0;
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Aﬂi+A%%+h,=0

NW+A%%+WH=0 (—=1,2,3,..)

0 0;
A n; —l—Aaz—I—ni , =0

Xi=Yi=2i=0,

dove i simboli 6/, Xi, Y, Z; hanno i soliti significati e corrispondono alle
funzioni Ui, m:, n;.

Partendo da queste equazioni e ragionando come precedentemente si trova
facilmente 11 valore di &, e si dimostra che per questo valore di £ le fun-
zioni [, m, n hanno un polo semplice, 1 cui residui sono dati dalle formole:

P =k, lim (l; k.t), @2 = k., lim (mi ko), 7y =k, lim (ni k)

{=00 1—=00 1=

e soddisfano nei punti di S alle equazioni:

, 09
A?p, + ‘4§£+7le)e=0
2 6,
A Q2+AW+A2Q2=O
0 92

A?7'2+Aa—z+k2r? =0,
nei punti di o alle altre:
X.=Y,=2Z,=0,
essendo 6,, X,, Y,, Z, relative alle funzioni p,, ¢,, #,.
Seguitando nella stessa guisa risulta dunque che, corrispondentemente ad

una terna di funzioni arbitrarie, esiste in generale una serie infinita di va-
lori positivi e crescents:

ki, ks, k... (27)
del parametro k ed una corrispondente serie di terne di funzioni regolari:
Dy @y PG Dry Gay Ta Psy sy Tsjeee (28)
per le quali, posto:
hi=— 2L,
P
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ed introdotti i soliti simboli 6:, Xi, Yi, Z: relativi alle funzioni p;, i, 74,
st ha nei punti di S:

0 0;
LA"’p,‘-I-(L-I—[f)%-:kippi

09

LA*q; + (L + K) —kipqi

LA27,+<L+A)“’ hipriy

nei puntt di :
Xi=Y;=2Z;=0.

I valori %,, ky, k;... si dicono walori eccezionali del parametro k, le
terne di funzioni (28) si dicono soluzioni eccezionali delle equazioni (1), (2)'.
16. Il primo valore eccezionale %, & inferiore alla costante A introdotta
al § 8; sicch® possiamo dire che per k variabile tra 0 e ) esiste almeno un
valore eccezionale. Ora fra 0 e X vi potranno essere in generale pilt valori
eccezionali, alcuni dei quali possono anche non comparire nella serie (27);
perd si pud dimostrare che fra 0 e A non ci possono essere piy di 4 +p —1
valori eccezionali.
Ammesso infatti che ne esistessero 4 p:

4 1 F
Koy Koyt Ky,
corrispondenti alle soluzioni eccezionali:

’ ’ [ 3 I s, ’ ' .
Py §uy 745 P2y §oy Tajee Papy Gapy ¥ ap,
posto :
i =pi i’ =qi i =r{ 1.9 4
i =Piy i =(qi, i =7, =1, 2,... 4p),

avremo secondo 1 risultati del § 6:

r 4 ’,
: ; i . r'i
wd) =L, = LI, 10l =
b's — Ki— Ki—k’
i p'i - L L, air'i

M—szl_k v == zk—li—_k’ lO:‘iﬂ—k,i—/&"

Queste formole ci dicono che per qualsiasi sistema di valori non tutti
nulli delle «; le funzioni ', v, «/ debbono avere per |k << un polo semplice
almeno; e questo risultato & in contradizione col teorema del § 7, secondo
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il quale si dovrebbero poter determinare le «; in modo che le funzioni
v', w' risultino regolari per k| <<C2.

Di qui segue, poiché ad ogni valore comunque grande e finito di 2 cor-
risponde un valore finito di p, che ¢ punti dell’asse reale e positivo di va-
riability di k, ¢ quali corrispondono a valori eccezionali, formano un gruppo
di punti G di prima specie, avente per punto limite il punto all’ infinito.

17. B facile dimostrare che le soluzioni eccezionali (27) godono delle
proprietd (*):
=0 se m=l=n

é((pmpn+Qan+rmrn)dS =0 se m=n;

e da questa si pud subito dedurre che le soluzioni eccezionali (28) sono tutte
linearmente indipendenti (*¥*).

Questo risultato accoppiato con quello del § 1, ci dice poi che corri-
spondentemente ad una terna di funzioni arbitrarie esiste in generale una
serie infinita di integrali regolari linearmente indipendenti delle equa-

zioni (1), (2) della forma :
ui=§A,~cos(t\/k_,-)+g,-sen(t\/F,-)fpi, \

vy — (5 A cos (£ VF7) 4 i sen (¢ V) I g, (29)

i== i A cos (£ ki) + pi sen (£ k) f ri.

Aggiungiamo qui che se invece di partire dalle funzioni f', f”, f" si
fosse partiti da tre altre ¢', ¢”, ¢/, avremmo ottenuta un’altra serie (finita od

infinita) di walor: eccezionali:
’ ! ’
K., ks ks,...

facente parte del gruppo G ed una corrispondente serie di soluzioni ecce-
zionali:

’ 7 ", ’ ' [ ’ ’ ! . .

Py @ Tay Py 9oy e D3y Q33 Tsjeeey

e quindi un’alira serie di integrali regolari linearmente indipendenti delle

(*) Vedi ad es.: Cesiro; L c. § 4.
(**) Vedi ad es.: Cesiro; L c. § 14.
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equazioni (1), (2) della forma:

ui = 2(7«’, cos (£\R';) + wisen (£VA z)gpz
v = {l’ COS(th)-’-pzSPH(t\/kz)le (30,
l()z—-I ;cos (EVR )—]~yzsen(t\/h1)gr1,
con ,
e ¥il
P

Se facciamo :
Ai=1, pi =0, Vi=0, i _1_’
le serie di integrali (29), (30) divengono rispettivamente :
up=p;cos (tVh),  v;=gqicos((Vhi),  wi=ricos(tVh). (20)
. P 5 , q'i = , T ,
wi = <=sen ({\Vh's v =3d=sen (t\h': 1'i=—-—=sen (¢\Vh'i). (30
VIZ'[S ( V’ )7 v}l'i ( v )7 v;l’i ( \/ ) ( )
18. Se le espressioni:
f"zlipn f"—zl'f%; " — li"'n

S S s (31)
S"I—}l.:ipln ?"—2111%, ?’"—21:1'7'“

per particolari valori di » ed s si annullano identicamente in tutti i punti del
corpo elastico, gli integrali (29) saranno r soltanto e quelli (30)° saranno s,
e le funzioni:

u (2, ¥, 2, t)—z P COS(t\/k)'l‘E

v @ 1 2 0= Sigioos (VR + 3 ng_ sen (¢ V1),

W, y, 2 t)= .);z r; cos (£\h) + 2}' V% sen (¢ V1),

rappresenteranno evidentemente il moto del corpo elastico corrispondente agli
spostamenti iniziali arbitrarii

u(r, ¥, 2, 0)=f" v(z, y, 2 0)=/f", w(z, Y, 2 O)‘—f”/
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e alle veloeitd iniziali arbitrarie

F= G ([E@h—
att:/)_?, 3tt:o—?’ (9t t:o—?'

Nel caso contrario, che & il piu generale, in cui le (31) non sono mai
identicamente nulle in tutto S, gli integrali (29)', (30)" saranno infiniti e le
espressioni :

u (2, y, 2, )= X, p, cos (¢ \/—:) + X p-i, sen (£ \V&')
1 :

v (2, 9, 7 t)= 24 q; (32)

w(z, y, 2, )= Zr cos (¢ k) +2‘\/ sen(t\/h),

rappresenteranno il moto del corpo elastico, corrispondente agli spostamenti
iniziali arbitrarii f', f/, " ed alle velocitd iniziali arbitrarie ¢/, ¢”, ¢", tutte
le volte che le serie ai secondi membri delle (32) siano convergenti in ugual
grado in tutto S e ¢ e derivabili da per tutto due volte rispetto a ¢, due
volte rispetto ad x, y, 2 prese anche insieme, e che si abbia:

u(z, y, 2, 0)= g;P,’:fv, v(z, ¥y, 2, 0)=Eli9i=f”a
w(r, y, 2, 0) = lei ="
au\ 0 U ’ a/v —OC: " gﬁ’ - OC: T
(W)t:()— 1;1)1.—(?, (at);:o_zliqi—q)’ (at)t:()—zl‘iri_? * (34)

S’intende poi che, ove si sappia che soltanto le prime tre delle (31) op-
pure soltanto le altre tre si annullano identicamente in tutto .S, le prime tre
serie al secondi membri delle (32) oppure soltanto le altre tre si ridurranno a
somme e quindi le (33) oppure le (34) saranno certamente vere.

19. T precedenti ragionamenti suppongono che le due terne di funzioni:
s s ¢y 99"
soddisfino rispettivamente alle se: condizioni poste al § 2 per la prima terna.
Nel caso contrario dovremo sostituire alle funzioni precedenti le altre:

fimf +Cr—Cy+ K, f'=f+Ca—0CrtI,
f."'=f/"+01y—Cex+Ks

o —¢ +Cio—Coy + K., o'—=g¢ +Ciz—ClotK/,
o ="+ Cly—Clx+ Ky,

(33)

A
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dove le costanti C\, C,, Cy; K\, K,, K;; C,...; K/... saranno determinaie
dai due sistemi di equazioni lineari che si ottengono esprimendo che le

i, 7575 ¢y 95 9" soddisfano alle rammentate condizioni del § 2. Al-
lora invece delle (32) avremo le formole :

u=(Cy—Cz—K)+t(C'y—Cyez ——K,’)—}—f},-picos (t VR +
1
N Picon (4T
+ 5 wn 0T
v =(Crz— Cow—K)+ (0 2— O & — K) + S g, cos (1VF) +
1

o ’, . (32)’
A+ YL sen W,
21‘ Vh’z‘s n ¢y )

0= (Cow— Oy — K)+£(C/ o — Oy — K+ S, cos (V) +
1
-+ = sen (27,
T \i;
ed invece delle (33), (34) le altre:
u (2,9, 2, 0)=(Coy — Crz—K )+ le‘p"=(03y_023—1{4)+f'1= )

v (%, 9, 2 0)=(C"z—Csx—Kg)—l—?;iq,-=(0,z——ng—-l(e)—{—f."=f" (33)

(@) 4, 2 0)=(0o = Cy—K)+ Bere= (Goo— Cy— K)+ /= |

ou ’ ’ ! < ' P s , ,
(57), =@ y—Cam K+ Sp/ =(C g~ G oK) 5 =5 J

0 NI < , , L, L '
(az)t—o=(C‘/z—Cslx—Kz)_l—-)i‘iq"=(C‘ 2— Gy r—K,)+9/ " =¢ b (34)
_aw ! ! ’ Sl 7 ’ , " '
(3?5)3_0:(02 z—C, y_K3)+§l-ﬂri =(02 x-—C/?/"'"Ka)+?' =9 I,

Pesaro, Maggio 1897.

Annali d&i Matemalica, tomo XX VI, 19

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Sui derminanti d’ordine infinito.

(Di Tiro Cazzames, a Pavia.)

)

L argomento & relativamente nuovo nella scienza. Al pari di altre,
questa teoria presentavasi agli analisti come studio necessario alla trattazione
di problemi pratici, o come trasformazione di problemi apparentemente di na-
tura affatto disforme.

Cosi I’astronomo Hivr in uno studio sul movimento del perigeo lunare
(dct. Math., B. 8) imbattevasi in un sistema di infinite equazioni, tra un
numero infinito d’incognite, la risoluzione del quale egli trattava a seconda
delle regole ordinarie, valide per un sistema finito. Per tal modo giungeva
a risultati esatti senza dubbio, in quanto coincidevano con quelli sperimen-
tali: ma non cessava per questo la necessitd di stabilire analiticamente e con
rigore la validitd del metodo usato.

Il prof. PixceerLe poi in una sua memoria pubblicata sugli Ann. di
Mat., 1884 (Sui sistemi di funzioni analitiche e le serie formate coi mede-
simi) si di allo studio di un metodo che, in certo modo presentasi quale
estensione della ordinaria teoria sui sistemi di equazioni lineari, quando in
essi tanto il numero delle equazioni come quello delle incognite diventa in-
finito. A questo ufficio 'autore introduce due gruppi doppiamente infiniti di
numeri, che chiama « associati », i quali si comportano come il sistema degli
elementi di un determinante D, col sistema degli elementi reciproci divisi
per D. Perd il caso trattato dal PixcuerLe & molto speciale.

Anche T'attenzione del Porxcart a proposito di un metodo di calcolo
usato dall’AppeL fu richiamata su tale argomento (Bull. d. I. Soc. Math. de F.,
T. XIII); e piu tardi leggendo appunto la memoria di Hir ebbe occasione di
riprenderne lo studio, e di trattare direttamente in una sua nota speciale
(Bull. d. 1. Soc. Math. de F., T. XIV) I'argomento di quei determinanti di
ordine infinito in cui la diagonale & tutta di elementi uguali all’unitd posi-
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144 Cazzaniga: Sui determinanti

tiva, e la serie doppia degli elementi non diagonali converge assolutamente.
A questo proposito dimostra alcuni teoremi assai notevoli. _

11 sig. Heree v. Koca nel 1891 in una ricerca sulle equazioni differenziali
(Act. Math., B. XV) si imbatte a sua volta in determinanti infiniti del tipo
di quelli studiati dal PoiNcars, e nell’anno successivo ritornando sulle proprie
ricerche, premette uno studio piuttosto ampio di una certa classe di determi-
nanti infiniti che comprendono quelli del Poixcart e che I'autore chiama della
« forma normale ». Ivi & realmente tutta I’ ossatura per una teoria completa
di tali determinanti (Act. Math., XVI).

Dicesi della forma normale un determinante infinito i cui elementi soddi-
sfanno alla seguente condizione:

« Il prodotto degli elementi diagonali converge assolutamente, e cost pure
la serie doppia degli elementi non diagonali. »

Tale condizione ¢ sufficiente per stabilire la convergenza del determi-
nante secondo un criterio molto opportuno gia enunciato dal Poincarg. Quindi
I’A. nella memoria in discorso estende ai normali Je proprieta di quei deter-
minanti di cui gia parlammo, ne fissa gli sviluppi, estensione diretta di quelli
che valgono per determinanti d’ ordine finito, e stabilisce il teorema della
moltiplicazione. Egli tratta anche di una certa classe di determinanti pil ge-
nerali dei precedenti, e fa un breve cenno di quelli i cui elementi sono fun-
zioni di una variabile indipendente.

In una seconda parte della memoria si occupa, come applicazione, della
risoluzione del sistemi infiniti di equazioni lineari omogenee.

Per la storia del soggetio restami da far notare soltanto che il primo
Trattato nel quale esso fu presentato in rapida sintesi & quello eccellente del
prof. Ersesto Pascan pubblicato di recente.

Nella presente Memoria (consigliatami dal prof. Ersesro Pascar) io mi
propongo in certo modo di generalizzare e integrare i pochi lavori fin qui
comparsi sull'argomento 1 quali in sostanza si restringono solo intorno a certi
punti essenziali della teoria. Parvemi utile a questo scopo di seguire quello
stesso ordinamento che tiene la teoria dei determinanti d’ ordine finito, e di
ricercare quei metodi che ne sono la diretta estensione.

Anzitutto perd mi fu necessario introdurre un criterio di convergenza
pilt restrittivo di quello adoperato dal vox Kocr. Questo autore nella sua
Memoria, per la convergenza di un determinante.

D—las], (,k=—00--—10,1,2...00),
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pone la condizione che sia:
| Dm+p—Dm|<c,
essendo :
Dp=lax], (G k=—m...0...4m).

Da cid & chiaro che D risulta come limite dei valori che assumono i
det. d’ordine dispari formati con 2m + 1 linee e colonne del dato e aventi
per elemento centrale ay,.

Ma & chiaro d’altra parte che i determinanti costruiti analogamente e
d’ordine 2m possono tendere a un limite diverso. Per questo ho stimato op-
portuno di modificare I'enunciato criterio stabilendo che debba essere soddis-
fatta Ja relazione:

| Duip -n+gq Dm, nl <o )
dove :
Dy v = [aix], G k=—n...0...4+m),

per m,n abbastanza grandi e p, q interi qualunque.

Secondo tale definizione aleuni determinanti, innanzi considerati come
convergenti, vanno a formare una classe speciale che diciamo indeterminati.
Ma la vera utilith sta in cid « che & sempre possibile per essa di trasformare
un convergente le cui linee e colonne si estendono da —oo a -+ oo in un
altro per il quale si estendono da 1 ad oo ». Tutti i teoremi adunque assu-
mono una forma pit semplice ed evidente.

Nei due primi capitoli tratto delle proprieth generali comuni a tutti i
convergenti; in quelli che seguono, fino all’ XI sviluppo I’intera teoria dei
normali. In essi riporto i notevolissimi risultati del vox Kocn, nel fine di riu-
scire per quanto & possibile compiuto. Di molte proprieta che I'autore accen-
nava soltanto 1a, dove lo stringeva il bisogno, diedi la dimostrazione e
raggruppai in modo opportuno con altre ch’io ebbi a trovare.

Fu quindi introdotto un capitolo sui minori, un altro sopra certi sviluppi
assolutamente convergenti, un terzo sul prodotto dalle matrici, ece. E questo
argomento insieme con quello dei reciproci e dei determinanti nulli, mi par-
vero essenziali a rendere completa e rigorosa la nostra ricerca.

In quel capitolo a parte in cui si tratta di speciali identitd fra minori,
& presentata l'espressione pilt generale di certe identitd, di cui & d’'uopo nella
risoluzione dei sistemi infiniti di equazioni. Di esse il von Kocr non avver-
tiva, o non si & curato di dare che una forma particolare assai, non in tutto
sufficiente allo scopo.
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I risultati del prof. PincuErLE studiai brevemente in un capitolo a parte.
Essi mi portarono alla determinazione di una speciale classe di det. nulli
senza che gli elementi di essi sieno legati da relazioni speciali.

Da ultimo sui sistemi infiniti estendendo il procedimento del voxn Kocn
per le equaz. lineari omogenee, ¢ data la soluzione per sistemi lineari quali
si vogliano; anzi, all’enunciato del teorema, coll’introduzione del concetto
di caratteristica, ebbi modo di attribuire quella forma elegante e concisa
che inferiva il Caperur al teorema analogo sopra i sistemi finiti.

1.0
Definizioni, notazioni ed esempi.

1. Sia:
Ak y (1’) k::—m'-l—m))

un gruppo doppiamente infinito di quantita reali o complesse.

Se ne formiamo la matrice con la legge ordinaria, si ottiene una ta-
bella di numeri composta di infinite linee e di infinite colonne che sard chia-
mata per definizione: deferminante d’ordine infinito.

2. Si formi il determinante :

Dinn = [an] ; ( k=—n---+m),

se tale determinante per valori indefinitamente crescenti di m ed » tende ad
un limite unico e determinato D, questo limite lo indicheremo con:

D’:[alk]; (G h=—0oc:-. 4 00),

e diremo che il determinante infinito & convergente e ha D per valore.

'Se tal limite non esiste, il determinante & divergente; se infine il limite
cambia con la legge con la quale m ed % tendono all’infinito, esso & inde-
terminato.

3. Applicando P'ordinario criterio per la ricerca del limite di una fun-
zione a due variabili m ed n, risulta:
« Il determinante delle quantita « & convergente quando per ogni ¢

piccolo ad arbitrio si possa determinare un intero posi»tivo N tale che la
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diseguaglianza :

| Dm+p,n+q - Dm,n |_<°'7

per tutti gli m, n maggiori di N e per qualsivogliano valori interi e positivi
di p e gq, resti verificata. »

Fissata poi l'esistenza di questo limite, per determinarlo sard indifferente
la legge con la quale faremo tendere m ed #» all’ infinito.

In particolare potremo porre :

m=n, -Dm'nszy
e determinare:
D =1limD,,.

4. Nel determinante D la diagonale degli elementi a;; la chiameremo
diagonale principale € gli elementi stessi li diremo diagonali; gl altri e per ¢
diverso da k si diranno non-diagonali. In particolare 'elemento a,, che & ne-
cessario fissare per procedere alla ricerca del limite, sard detto, origine.

Un determinante resta definito, quando, conosciuta la matrice dei suoi
elementi se ne fissi 'origine e la diagonale principale.

5. La definizione posta di determinante infinito & certamente assai ge-
nerale. Perd & bene osservarc che i determinanti infiniti del tipo:

D ={au], (i, k=1, 2,... ),

sono tali che, a priori, non si possono considerare come casi particolari di
quelli definiti in precedenza.

Quindi, per ora, & necessario ritenerli come un tipo a s, estendendo ad
essi tutte le poste convenzioni e definizioni opportunamente modificate.

IZ chiaro poi che in tali determinanti I'origine e la diagonale principale
restano fissate e che ogni matrice rappresenta quindi un solo determinante.

6. Raccogliamo qualche esempio numerico di determinanti infiniti di

ambo i tipi considerati.

a) S1 abbia il determinante:

D=[aik]1 (”k=_‘°°+°°%
nel quale:
a-k=l, a;=1.
¢ 2 14

Un determinante d’ordine 7, finito, costruito nello stesso modo, ha per
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valore :

_r+1
D, = or

H

Costruendo allora Doip nigy € Dmn © facendo la differenza, risulta:

=m+n+2(1 _1)+ 1 p4q].

9minit 9p+¢ Qmirt+t  Qp+q

Dm+p, ntq Dm,n

Tale espressione, come & facile verificare, al crescere indefinito di m ed n
diventa piut piccola di qualsivoglia quantith o, quindi il determinante D &
convergente.

Ponendo allora:

D =lim D, — lim 22 + 1)

92m41
risulta subito:
D=0.
b) Si consideri ora il determinante di elementi:
a4k=O; ah‘:_’ly (Z)k='—°°+oo)‘
Si ottiene senz’altro:

I Dm+p,n+q - Dm,n | =|(—— 1)p+q_ 1 I .

Ora Despressione fra parentesi & nulla per (p -} ¢) pari, ed & uguale a —2
per (p 4 q) dispari; quindi la differenza del primo membro non pud rendersi
minore di ¢ che per una scelta opportuna di p e ¢. Il determinante D &
dunque ‘ndeferminato.

Infatti & facile verificare che:
D=lmDyn =—1
D=IlmDypm.=+1.
¢) Si consideri ancora il determinante D di elementi:
ar=1, a; =0, (¢ k=—00 4 o),
II valore di un determinante di ordine 7 finito, costruito nello stesso modo &:

D= (r— 1) (— 1,

onde :

| Dintp,ntq = Do, n|==|(m + n) [ (=124 —1] (— 1)+ L (p -} q)(— 1)ynintpte],
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.-

Questa differenza non & possibile renderla minore di un o piccolo ad arbitrio,
al crescere di m ed n; il determinante D & dunque divergente.

7. Presentiamo infine qualche esempio di determinanti infiniti per i
quali gli indici ¢, & si estendono da 1 a + oo e che realmente si presentano
come lestensione pit diretta dei determinanti ordinari:

@) Si abbia il determinante di fattoriali:

1

1 1 o ...0.

1 1

71 i 1 R
D=

l_ 1 1 1

n! n—1! n—2ot """ "~

E noto che per r finito si ottiene:

1

== —

7!
onde applicando il eriterio della convergenza, opportunamente semplificato per
determinanti di questo tipo, risulta:
1 1
lDmﬂ'~Dm{=M‘(m+1)...(nz+p)~
quantita che tende a zero col crescere di m.
Il determinante D converge adunque ed ha per valore:

11,

D =lim D, = lim — = 0.
m

b") 1l determinante :

1 1 1. 1.
]
1 0 1. 1
D— 1 1 0. 1.
1 1 1. 0
Annali d&i Matematica, tomo XXVI. 20
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& invece indeferminato. Poiché infatti:
D,.= (_' 1y,
si ha:
IDmi—p'—szlr‘H(_l)p— 1 : (— l)m (I'

Questa differenza va a zero quando p sia pari, ed & uguale a -2 quando p
sia dispari. Del resto por per m =2s4 1:

D=lmD, =41,
per m =2s:
D:limD;n:—"—l.

¢’) Da ultimo il determinante :

1 1 1
1 § 'g. ;t.
—1 1 0. 0
D= 0o —1 1.
0 0 O 1

& divergente. Infatti per » finito si ha:

D, =

r1
‘_7
T7r

Ma & noto che la serie:

H

R | -

v

and

e divergente, quindi il suo resto non tende a zero, onde la differenza:
| Dm+p - Dm l )

non tende a zero al crescere di m.

c. d. d.
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2.°
Determinanti convergenti — Proprieta generali.

1. La costruzione di determinanti infiniti convergenti, che abbiamo ef-
fettuata nel capitolo che precede, eci dispensa dal dimostrare I'effettiva esi-
stenza di tali determinanti.

Ora, come per le serie, cosi per i determinanti infiniti, ammessa, a priori,
la convergenza, & possibile di mettere in luce alcune proprietd generali che
non dipendono dalla speciale natura del determinante, e che sono la diretta
estensione di quelle presentate dai determinanti di ordine finito.

In questo capitolo esporremo le pili comuni tra esse, riserbandoeci di sta-
bilire pilt innanzi alcuni criteri sufficienti a dimostrare la convergenza sup-
posta.

2. Il wvalore di un determinante convergente non cambia quando si
prenda per origine un elemento diagonale arbitrario.

Sia D’ il determinante che si ottiene da D assumendo come origine
I'elemento a),; dimostriamo anzitutto che esso converge.

Infatti ’ammessa convergenza di D ci da:

l -Dm+p,n+q - Dm,n I <a )

per m,n maggiori di un certo numero N. Se allora scegliamo m, n, >, ¢id
che ¢ sempre possibile, e si pone:

m-—2i=m,, n-+A=mn,,
la precedente disuguaglianza diventa :
| D'm,+p, n+qg D’m,, n, ‘ <o,

e sussiste per qualunque valore di p e ¢ interi, e per valori di m,,n,> N + 2,
il che prova appunto la convergenza di D'.
Per quanto precede allora possiamo ritenere D, come limite tanto di:

-Dm = Dm m
) y
quanto di:
Am = m—l, m+2 )

per m crescente all’infinito. Ma nello stesso modo che la successione:
Dy, D,,..., Dp,...
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definisce come suo limite D, l'altra successione:
Doy Aryeer Apmyen

definisce come suo limite D', quindi, poiche il limite & unico:
D=D.

Per tal modo un determinante convergente resta definito dalla sua matrice
e dalla diagonale principale.

3. Se in un determinante convergente si scambiano le linee con le co-
lonne esso non muta di valore, quando perd nel nuovo deferminante si con-
servi la diagonale principale del primitivo.

Sia D il dato e D' il determinante che si deduce da esso scambiando
le linee con le colonne. Assumendo in essi la medesima origine a, & subito
visto che la disuguaglianza:

l Dm+p,n+q - Dm n | <o )
porta 'altra:

| D’m+p, ntq D'm,n | <a.

Quindi la convergenza di D' & dimostrata
Allora per ogni o piccolo ad arbitrio si pud sempre determinare un nu-
mero intero N tale che per ogni w,n >N si abbia insieme:

g ' / G
|D"‘Dm,nl<'§’ ID_'Dm,n|<§

Ma essendo :
Dm,n = D’m,n,
risulta :
ID—DII=I(D‘—'Dm’n)—‘(DI—Dym’n)l<0'-
Dunque :
D=D,
c. d. d.
4. In un determinante convergente scambiando fra loro due linee o
due colonne, il determinante cambia segno.
Nei determinanti D e D’ che si ottengono I'uno dalPaltro con lo scambio
di due colonne, assumiamo come dianzi la stessa origine. Per valori di m, n
opportunamente grandi e per tutti quelli maggiori si ha:

Dmn “I‘ D’mn = 0,

onde resta subito dimostrata la convergenza di D'
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Ma per ogni ¢ piccolo a piacere, & possibile allora fissare un intero N|
positivo, tale che per ogni m,n,>> N si abbia insieme:

G ’ ' G
ID—Dm,n|<_2" |D—Dm,nl<'2‘

E sommando e rinforzando la diseguaglianza :
|(D+ D)Y—(Dmn+ Dmnn)l<a,
relazione che diventa:
iD+Dl<o .. D=—D c. d. d.
Segue subito :

Se in un determinante convergente due linee o due colonne sono uguali,
1l determinante ¢ nullo.

5. Ogni determinante convergente di cui gli indici delle linee e delle
colonne si estendoro da — 0o a - 00 pud essere trasformato in un nuovo
convergente per il quale i detti indici si estendono du 1 ad oo.

Infatti nel determinante:

D = [ax], (4, k=—0o0 -+ -+ o0).

trasportiamo tutte le linee e colonne di indice negativo rispettivamente al
disotto e a destra della linea e colonna di indice zero, per modo che nel
nuovo determinante la successione :

1,2,3,...2n,2n41,...
delle sue linee o colonne, sia data dalla successione :
0, —1,1,... —n, n,...
delle linee o colonne in D. Risulterd cosi un determinante :
D' = [bi], ({, k=1...4+ x),

il quale & pure convergente, come risulta subito in modo analogo a quanto
si ¢ fatto nei precedenti teoremi. E poiché il determinante D', ammette
un limite per m crescente all’ infinito, questo limite sard sempre lo stesso
qualunque sia la legge con la quale si fa crescere m. Ponendo allora:

m=2n+41,

si potrd sempre fissare per ogni ¢ arbitrario, un numero intero positivo N,
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in modo che per tutti i valori di » > N/, sia:
, , o

ID —D2n+xl<"2"

Ma per una scelta opportunamente grande di n:

e poiché:
D e+t = Dn,n)

procedendo come dianzi risulta proprio:
D=1D. e. d. d.

In sostanza la trasformazione cosi effettuata & analoga a quella con. cui
da una serie o prodotto infinito estesi fra — oo e -} 0o si passa ad una serie
o ad un prodotto estesi fra 1 e oo.

Possiamo ancora osservare : )
@) In forza del tcorema 2° in luogo della linea e colonna d’indice

zero, possiamo scegliere qualunque linea e colonna del medesimo indice,
come prima linea e colonna del nuovo determinante.
b) Per il teorema 4° alla disposizione:

0, —1,1, —2 2,...

possiamo sostituire una disposizione arbitraria delle linee o colonne senza al-
terare il valore assoluto del determinante. In particolare adunque, fissata una
legge ad arbitrio, e disposte tanto le linee quanto le colonne secondo la stessa
legge, si ottiene un determinante in segno ed in valore identico al primitivo.
Ma con questa trasformazione gli elementi a; sono situati sulla diagonale
principale, dunque:

Se in un determinante convergente si scambiano fra loro le linee e fra
di loro le colonne per modo che gli elementi diagonali rimangano tali, il
determinante non wmuta di valore.

Quella adunque che fu chiamata convergenza assoluta del determinante
non & altro che la convergenza ordinaria da noi definita.

Risulta ancora che: comunque si scambino fra loro lince e colonne di
un determinante divergente o indeterminato, esso non potra mai trasformars
in un convergente,
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In seguito, per semplicitd di trattazione, parleremo sempre di determi-
nanti trasformati secondo il teor. b, cioe di determ.:

D———[a,-k], (i,k==100),

salvo quando sia detto espressamente il contrario.

In virth del teorema pocanzi stabilito, i risultati conserveranno tutta la
propria generalita.

6. Se in un determinante convergente si moltiplicano tutti gli elements
di una linea o colonna per un numero finito K, il valore del determinante
resta moltiplicato per K.

Sia D il dato e D' il determinante che si ottiene da esso moltiplicando
per K gli elementi della linea «me. B chiaro che la convergenza di D porta
quella di D'. Allora per ogni ¢ piccolissimo potremo sempre determinare un
valore intero m' >« tale che per ogni m > m’ si abbia quindi:

KID—Dunl<dK, |D—Dnl<d,

KD,=D,,.
Ma:

| KD—D'|=|(KD—KDy)—(D'— D) <K|D—Dul+1D — D'yl

Onde :
|IKD—D'|<d(K+1),
e posto :
Qe >
<EI1’
risulta
| KD—D'|<s .. KD=D.

Ponendo in relazione questo teorema col teorema enunciato in fine del
n.° 6, segue subito:

Se un determinante ha gli elementi d’una linea (colonna) equimultipls
di quelli di una linea (colonna) parallela, esso é nullo identicamente.

Analogamente poi risulta ancora :

Se un determinante ha una linea (colonna) di zeri, esso & nullo iden-
ticamente.

7. Il teorema precedente & generalizzabile come segue:

Se in un determinante D convergente si moltiplicano le linee per delle

quantita p; (i=1,2,...00), e le colonne per delle quantita v;(1=1,2,...0)
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tali che ¢ prodotti infiniti:
r= H iy q= H Viy
% 12
siano assolutamente convergenti e diversi da zero, il deferminante D' che ne
risulta é ancora convergente ed uguale in valore al primitivo moltiplicato
per I_I((li v,').
2
Poniamo anzitutto :
m m
pm:l}f"t’) Qm=]1]1’i;

e osserviamo che in virth della convergenza di D, p, ¢, st pud per ogni J
arbitrario, fissare un valore m' tale che per qualsivoglia valore di m >m' e

per » qualunque, sia:
1Dq—Pm gl <4,  |D—Dnl <9,
| Pratr Qtr — P g | << 9 | Dy — Dl <9,
giacché il prodotto:
pg=0(wv),

¢ anch’esso convergente in modo assoluto.
Formiamo allora la differenza:

l DImi—r - -D'm l =}])m+r Qm+r Dm’rr — PmQm Dm ] .
Aggiungendo e togliendo un termine opportuno, essa diventa:

l Dm+r (pm+r Gon+r _pm gm) + Pm Qo (Dm+r - Dm) I 3
od anche:
l D’m+r - D'm ' < , Dm+r l lpm+r q"H‘r —pm qm l + I pm q»; I I Dm+r - -Dm l 9

che, in virtt delle precedenti disuguaglianze, si trasforma nella seguente:
lD,m—H‘—D’ml<6‘1 IDm.prl-{“lpmqml } <3M,
per M opportunamente grande ma finito.
Se dunque si pone 3<% sl avra da ultimo:
l D/m—H* - -D,m ‘ <°’)

il che prova la convergenza di D'

Ma dalla:
'pg—p'anl<a1
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si ha:
ID,nllp{Z—Pm9m|<0;
od anche:
lqurn"'D,ml<°"
Ma:
lpgllD—D,| <o,
e cosl:
IDI'—D’m|<°’7
quindi:
|D'—pg DI<ID = Dyl +1pglID—D, 1 +|pg Dp— Dl <3,
o infine:
D' =pgqD. c. d. d.
3.°

Criteri di convergenza. — Determinanti normali.

1. Procediamo alla ricerca di qualche criterio di convergenza e fac-
ciamo uno studio compiuto, per quanto & possibile, di quelle classi di determi-

nanti che vi soddisfanno.
Diremo, col v. Kocu, della forma normale ogni determinante infinito

tale che il prodotto degli elementi diagonali converga in modo assoluto e sia
pure convergente assolutamente la serie doppia degli elementi non diagonali.
2. Ogni determinante di forma normale é convergente.

Poniamo:
an=0ax per i==k

a;=14dy; » i=k.
La convergenza assoluta del prodotto infinito :
o,(14a'), (=1, 2,... ),
equivale a quella della serie semplice :

Zan’;
i

ma poiche la serie doppia degli elementi non diagonali converge in modo as-
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soluto, converge pure la serie:

E ,: | @],
e quindi anche il prodotto:

1—3’=[.l(1+%‘,|a‘kl).

Si noti poi che il determinante :

Dm = [alk] y (2, k = ] PR 7”)’
si pud ottenere dal prodotto :
szif}(l +”$laik|)7 (i,k:—l...M),

sviluppandolo e ponendo opportunamente a coefficienti dei vari termini i nu-
meri + 1, —1, o zero.
Risulta adunque:
ID, | =P,

m

poiche ad ogni termine di D,, corrisponde un termine di P,, eguale ad esso
in valore assoluto e sempre positivo.
Formiamo ora le espressioni:

3
Dm+p ] I m+py

ed osserviamo che quando in esse venga sostituito lo zero alle quantitd a';,
per ¢, k=m-41,m+42,...m 4 p, le dette espressioni diventano rispetti-
vamente :

Dm? Pm)

e fra i termini che si annullano in Py, si trovano certo quelli che si an-
nullano in Dy p.
Ma i termini che vanno a zero mnel detto prodotto sono :

Pm—*»p - Pm ]
quelli che vanno a zero nel corrispondente determinante sono:
,Dln4p — .Dm [

e inoltre tutti i termini della prima differenza sono positivi il che in gene-
rale non avviene di quelli della seconda, quindi:

I Dm-l—p - Dm l < Fm*p—_Pm .
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.

Ora, per quanto si & visto, il prodotto P & convergente, onde per ogni o
piccolo ad arbitrio si potrd fissare un intero m' positivo tale che per tutti
gli m>m' e per qualunque p, si abbia:

P_1;z+p—I_);;1<G o ID/;Hp"-DmI<G' c. d. d

Questo teorema, per il caso di a;=1 & dovuto a PoincarE; nel caso
pill generale ora esposto apparticne al v. Kocn.
K chiaro sin d’ora che la condizione di essere normale, per un determi-
nante infinito, & sufficiente, ma non necessaria, per stabilirne la convergenza,
3. Nel numero precedente si & ottenuto che:

|Dm|fl_jm7
per qualunque valore di m, onde & facile dedurre:
|D|=P.

E cosi possiamo anche affermare che dato un o piccolo ad arbitrio &
possibile sempre determinare un numero intero s’ tale che per ogni m > m'
risulti:

P_Pm<<7, iD—-Dm|<o,
relazioni che vengono direttamente dalla convergenza di P e D.

Per i determinanti or ora definiti, in virtl della loro convergenza stanno
tutti i teoremi generali del capitolo precedente.

4. Un determinante normale resta convergente se al posto degli ele-
menti di una sua linea si pone una successione di elementi a; ¢ quali, in
valore assoluto non superino un numero positivo dalo a.

Poiché ogni linea di un determinante D si pud ridurre al posto della
linea zero, sarad sufficiente dimostrare il teorema per il caso che nel posto
degli elementi:

Qiry Qrayers Ginyoes
si pongano gli elementi:
@iy Ozyeee Onye.
tali che:
la;l=a per a=0.

Sia D' il determinante cosi costituito, ed abbiano D,, e D', I'ordinario
significato. Inoltre indichiamo con P, P’,, i prodotti che si ottengono rispet-
tivamente da P, P, colla soppressione del fattore corrispondente all'indice 1.
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Allora & chiaro che ad ogni termine di D', corrisponde un termine non

minore ¢ sempre positivo di a P',,, e quindi con ragionamento analogo a
quello ottenuto pilt addietro possiamo stabilire:

| D’mip— D’m I <a (le+p - -P'm))
e questa disuguaglianza ¢ sufficiente per dimostrare ’asserto.

Il teorema pud essere generalizzato come segue:

Se in un determinante normale D al posto degli elementi di un numero
qualsivoglia, ma finito, di linee, si pongono altri elementi ad arbitiio ma in-
feriori in valore assoluto ad un certo numero positivo finito a, ¢l nuovo de-
terminante ¢ ancora convergente.

b. Chiudiamo queste prime notizie con un esempio di determinante
normale.

Si costruisca il determinante :

D= [aa], G, k=1, 2,... ),
ponendo :
1
az’izl'*‘;’ aikZ‘W'
Tale determinante & normale perche il prodotto infinito:
1
converge assolutamente e cos) pure la serie doppia degli elementi non diagonali:
1 .
¥ oo == k).
Y G

Per determinare il valore di D determiniamo il valore di D, indi pas-
siamo al limite per m crescente all’ infinito.
Sviluppando D,, per dimensioni si ha:

11
m 1 L 72 kz
Dm =1 . ) <o
T 1'%‘1 o T i<h<m 1 1 T
i

Ma tutti i sommatori dopo il primo sono identicamente zero, dunque:

1
Dm:1 +%1;

E passando al limite:
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4 (o]
Minori di un determinante normale.

1. In un determinante D:
Dz[aik]’ (4, k=1, 2,... x),
scegliamo ad arbitrio un certo numero » di linee:

Gyy Ogy Gyres Oy
ed altrettante colonne:

ﬁl; ﬁz; ﬁS)'-' Br;

e al posio degli elementi a,g, delle linee e colonne indicate poniamo lo zero
se p==¢, e l'unitd se p=ygq. Il determinante che cosi risulta lo diremo un
sottodeterminante o minore infinito di ordine r, e sard indicato con la nota-

zione :
- (‘Blﬁz' L B'r)

In esso la diagonale principale & quella stessa di D modificata dalle
poste sostituzioni.

Le r linee ed » colonne considerate si incrociano poi in 72 elementi che
non appartengono al nostro minore infinito e che a loro volta formano un
minore finito d’ordine . Questo si dird complementare o aggiunto dell’altro,
e reciprocamente.

In particolare diremo diagonali quei minori finiti o infiniti sulla cui dia-
gonale principale non compare alcun elemento non-diagonale del dato deter-
minante.

Dalle definizioni risulta subito:

Tutti < minori infiniti di un determinante normale sono pure normali.

2. Il minore:
(oc, O3 o o o a,.)
D) — ’
BB . . Br

a"rﬁn c e a“llgr' j
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del normale D, & uguale al determinante D'™) che si ottiene sopprimendo in
D le linee o, a5...a, e le colonne B, B ... B, quindi attribuendo al nuovo
determinante il segno :

(— 1) B)ieerlor B,

K utile osservare che in D™ deve ritenersi per diagonale prineipale
quella di D. Allora tanto D) quanto D'®) hanno un valore determinato
perché sono normali. Scelgasi un m finito, ma grande cosl da soddisfare alle
condizioni :

m > on, M > B, (n=1, 2,... ),
e indichiamo con D) il determinante che si ottiene da D,, ponendo 'unitd
per gli elementi a,4 (s=1,2,...7) e zero per gli elementi restanti delle
linee o e colonne B; indichiamo poi con D' il minore di D, che si ottiene
sopprimendo in esso le linee e le colonne accennate. I chiaro che fissato
con ¢ un numero arbitrariamente piccolo, si pud sempre fissare un ' intero
tale che per ogni m > m' si abbia:

DM —DEI<Zs  |D®W—DPf< 2.
Ma per m finito:

D) = D/ (— 1) Biesiten ),
onde:
| D" — D'® (— 1ye-flie it B) | < | D — DO 4 | D' __ D",
che per le precedenti relazioni ci da:
l D) — D) (— 1)(¢l—[3)+- H(, p,,)‘ <a,
od anche:
D) — D' (— 1)fe-Pliee 4 (o), e. d. d.

Oy Ola s vs Op
(5, ... ﬁr)’
di un normale D si deduce un altro minore:
T TREE a.t,)
(ﬁt, Bi, oo By, ,
con lo scambio di p indici o fra di loro e di q indici 8 fra lovo, 4l nuovo mi-
nore ¢ uguale al primo moltiplicato per (— 1)P*4.

3. Se da un minore:
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Immaginiamo infatti in D di scambiare le linee:
Oy oy enollyp,

con le:
atl 0'.11 e Oty

e le colonne:
BiBs. .. B,
con le:

Be, Be, - B,

in cui ¢ ¢,...4 & una permutazione arbitraria dei numert 1, 2,...7.
Otterremo cosi un determinante I’ tale che:

D' = D (— 1+,

Sostituendo ora I’ unitd al posto degli elementi a,p,{s=1,2,...7) e
zero per gli altri elementi delle linee e colonne in discorso, la precedente re-

lazione diventa :
O o0 Uy, Oy o s Oy,
B - B, po- B

In particolare adunque, se in un minore :

oy oo Oy
2

Bi... By

si scambiano due o« o due § fra loro, <l minore cambia di segno.

Quindi anche:
Se due o o due 3 coincidono il minore & nullo.

4. Sia:

tlla,‘, agmz’ veo anm"- ‘e

un gruppo di elementi che possono mediante scambio di linee e di colonne
essere trasportati a costruire la diagonale principale, nei quali cioé:

Ciy Ogyees Unoese

rappresenta una permutazione dei numeri:
1, 2,...n.,.

Allora, come conseguenza dirctta di quanto precede si ha:
Il minore che si ottiene dal normale D ponendo Puniti per gli elementi:

Aray Qoa,yeer Opayees
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e lo zero per gli altri, é uguale a (— 1)@=+t .
5. Il minore:
1, 2,...n
1,2,...n

al crescere di n tende all’uniti.
Poniamo :

1, 2,... n)= 1 (1 + 2] |a'1‘k|\"
n+l nl )
Si ottiene subito:
l=(1, 2, m)= 1 (14 3 laal).
(1, 2, M= T (14 3 laul
Ma P & convergente quindi per ogni ¢ piccolissimo si pud determinare
un intero positivo n' tale che per n>#n/ sia:
1=(1, 2,... )=1+4o,
il che vuol dire che la quantita:
1, 2,...n)—1,

al crescere di n si pud rendere in valore assoluto minore di qualsivoglia quan-
tith assegnabile. Ma il minore:

(1,2,...1;
1,2,...n ’

a, 2,.. n),

come il prodotto:

ammettono (come vedremo poi) I'unita quali termini del loro sviluppo, e dippil
ad ogni termine del minore corrisponde un termine e sempre positivo del
prodotto, quindi risulta:

R
n

11, 2,.
[ R ETIE ST

per qualunque o positivo. Di qui infine:

) 1, 2,...n
e
To= 1, 2,...n

il che dimostra il teorema.
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Poich® le colonne e le linee si possono ordinare ad arbitrio in un deter-
minante convergente & chiaro poi che questo teorema vale per qualsivoglia

minore :

(al Oy oo an)

Bife. . Bn
non identicamente nullo quando » cresca oltre ogni limite. Notiamo da ul-
timo che esistendo un limite di:

(1, 2,... n)
?
L, 2,...n
al crescere di n, si potrd sempre assegnare un intero »' tale, per ogni o, che
si verichi la relazione:

1, 2,...n4p 1,2,...n
(1, 2,...n+p) (1,2,... n)
per n>n' e per un valore di p positivo qualunque.

6. A chiarire qualche concetto raccogliamo qui alcune osservazioni:

a) Per ordine di un minore infinito si intende il numero delle linee o
colonne che si debbono sopprimere nel dato determinante (o sulle quali & ne-
cessario operare quella speciale sostituzione d’elementi onde abbiamo parlato)
per ottenere il minore che si considera.

Invece per ordine di un minore finito intendiamo come nell’ ordinaria
teoria il numero effettivo di linee e colonne costituenti il minore.

b) Un minore finito e in generale qualsivoglia determinante pud sempre
mettersi sotto la forma di determinante infinito normale. Basta infatti con-
tinuare la sua diagonale principale con elementi uguali all’unitd positiva, e
porre zero per tutti gli altri elementi.

¢) 1 determinanti infiniti:

D =Jax], (tk=1, 2,... 00),

<97

che noi studiamo ora si possone a loro volta considerare come minori diago-
nali di quelli le cui linee e colonne vanno da — oo a - oo. In particolare
adunque sono riducibili a quella forma nel modo ora descritto.

Annali di Matematica, tomo XXVI. 22
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5.°
Sviluppi dei determinanti normali.

1. Sia dato il determinante:

D = [ax], [, k=1, 2,...

e formiamo I'indentitd:

A, =A, +(A2 —Ai)—l— R (Am - Am—')’

ove :

Ar = [a], [, k=1, 2,...

Poniamo come sempre:

' '
ik == G ;k, Ay = 1 +a1‘1'7

Ar — Apy =Vp.
Risulta allora :
Ay Ayp oo o Ay
Ay Gy v v o Ay

Upi o o oo @ pp

Quindi se mnella espressione della A, facciamo crescere la m oltre ogni

limite sl ha:
D=vitvet koo

dove la serie del secondo membro converge in modo assoluto.

Infatti paragonandola con la serie convergente a termini positivi:

P=10,+ @ —1) 4 + @y — Do) + -
ove:
Hr: ir:II (1 + ké:l l Gik ') )

si ha:

, Vm | = I Ay — Am'l , = ﬁm ’—ﬁm 1o ¢ d.
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2. Ogni espressione II,, —II,_, pud essere scritta come una somma di
termini positivi. Ogni termine dello sviluppo di v,, trova in questo sviluppo un
termine corrispondente (che lo eguaglia in valore assoluto e sempre positivo;
quindi se si esprime il determinante v, come la somma algebrica di:

M=m!

termini, e se poi ad ognuno di questi & sostituito il suo valore assoluto, la
serie D resta ancora convergente. Posto adunque:

v
Vi = Ic‘Z‘l Viky

la serie doppia :
D= 2 ; Vmk, (2)

converge assolutamente.
3. Di qui risulta subito lo sviluppo:

D= X, tap, o g (— DYt Bttt i 3)

che & Destensione dello sviluppo ordinario dei determinanti d’ordine finito, in-
tendendo che il sommatorio sia esteso a tutte le permutazioni:

BiBeee Bues Booy
dei numeri:
1, 2,... m,... oo.

Ed infatti ogni termine dello sviluppo (3) si ottiene raggruppando op-
portunamente alcuni termini dello sviluppo (2), e reciprocamente ogni termine
della (2), entra a far parte di un termine dalla (3), onde I’ultima formula
seritta & effettivamente lo sviluppo di D, ed il suo valore & indipendente

dall’ordine dei termini.
4. Cerchiamo ora 'estensione delle altre forme che assume lo sviluppo

di un determinante finito.
Se nella serie (3) raccogliamo gli elementi a,g della linea « e indichiamo

con A.g i rispettivi coefficenti che non dipendono pit da tali elementi, ri-
sulta:

D= % Aupasg.
f=1

Ma se mella precedente identitd pongo a.s=1 e zero per tutti gli altri
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elementi ™4, si ottiene :

- e

D:};(g)aap, B=1,2,. ), &

onde :

ed & chiaro che questo sviluppo converge assolutamente. Tale convergenza pud
essere direttamente dimostrata :
Infatti poniamo per semplicita:

°2°.=§. (B)aﬁ @)
?J:ﬁ-z—-:l (5)%‘2 )

Lo sviluppo (4) convergerd in modo assoluto quando per ogni ¢ piccolo
a placere si possa determinare un numero ' tale che per ogni m >m' sia:

[}
R (3 3)<-
Si indichi con : '
R Y | dos|
_ \ a
am ﬂ:%‘—{—l aB ly

il resto della serie dei moduli degli elementi che formano la linea «™2, e si
rammenti che per la data convergenza assoluta della serie doppia, costituita
dagli elementi non diagonali a;x (==%), per ogni J piccolo ad arbitrio pos-
siamo scegliere un valore di ' tale che per ogni m > m’ risulti:

|Rd.;n‘ <a\'

Ma poiché i minori di un normale sono alla loro volta normali, dovra pure
trovarsi un numero positivo K tale che per ogni 8 sia:

v

3-%

1

= K.

- ' ﬂ:§+l(g) ot

Rm \ = K ‘ > 2
‘ [S’:nzz—H Gap

Di qui abbiamo:

)

-

onde:

=K Ra,, < K3J.
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E scegliendo :

risulta infine :
IR, |<o. e. d. d.
Se ora nel posto della linea « poniamo gli elementi della linea y si ot-
tiene un normale identicamente zero. Sviluppandolo per gli elementi della
linea sostituita si ha:
[
E (?’) Uy = 0 )

che coll’altra : g
o

%}(B)auﬁ=D, B=1, 2,... 00,

ci da le due relazioni fondamentali ordinarie.

Notiamo come i minori (g) quando si intendessero dedotti dal normale D

con la soppressione della linea «™* e della colonna ™% si dovrebbero molti-
plicare rispettivamente per (— 1)*+f.

5. Procedendo affatto analogamente, dallo sviluppo fondamentale si pos-
sono ottenere le due relazioni seguenti:

ad’lﬁl e a“;ﬁr o o \
D=X|...... ... ( e )
lH) ﬁl . e ﬁr,
aa’pl am?ﬁf
(6)= BB v - 5)
a”;. coe e Uy, » ”
O=2X1......... e,
p) ‘81 . ,Br
cAyp, - o Gy,

dove 7, ...y, rappresenta un sistema di m linee che almeno per una, diffe-
risce dal sistema o;...2., € i sommatori vanno estesi a fuffi i sistemi (3)
di » colonne, presi tra le infinite colonne del determinante.

Anche la convergenza assoluta di questi sviluppi si pud dimostrare di-
rettamente ricordando che le serie:

| Gup,| 4l aag |+ -

Ia¢7ﬁll+|aarﬁa|+ trc?

convergono assolutamente. Si procede a questo scopo come nel numero 4.
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6. II determinante D pud essere sviluppato anche secondo gli elementi
di una linea e di una colonna qualsivogliano.

Prendiamo per esempio la linea e la colonna 1. Il coefficiente di «a,,

& (i), e quello di a, a4, &:

a1 1« .
= ) 6
Fe)==(14) ©
e quindi sara lecito scrivere :

1 < ) -2 ’
D=(1) a“ '—(’%3‘) a‘p a“ (1 B). C. d. 0. (6)

7. Dallo sviluppo :
DeVib Vet Tt

possiamo dedurre uno sviluppo di D per dimension.
Infatti ricordando la formula che ci di lo sviluppo di un determinante
del tipo:

ayy + 1 (177 o o0 Aun
a“ a?? —I— 1 . e e agn

)
[ Ana e ann

dove all’ultimo elemento diagonale non fu aggiunta I’unitd, e applicandolo
a v, risulta subito :

r ! 14
P @i Qi Qin
. A
x 7 y (2 [ \ ' 12
D=1+%dut¥| T+ X dydydp| tos (D)
‘ vl Gy G5 vk

a'ni @'nj @' nn
dove gli indici assumono tutti i valori interi positivi che soddisfano alle di-
suguaglianze :

Dallo sviluppo ora ottenuto risulta che 1’unith entra nello sviluppo di D,
principio di cui ci siamo giovati pit addietro.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



d’ordine infinito. 171

6-0
Altre proprietd dei determinanti normali.

1. Passiamo ad alcune conseguenze dei precedenti sviluppi:
Il determinante D' che si ottiene da [ sostituendo agli elementi della
linea « delle quantitdh @;(¢=1, 2,... o0) minori in valore assoluto di un
certo intero @, finito, pud essere sviluppato nel modo seguente :

D=vi+vet- o +Vaut

in cui v, & il determinante in cul si trasforma vy, con la sostituzione in-

dicata.
Infatti sia v',, I’ analoga quantitd di v,, calcolata per il nuovo determi-

nante, e sieno P’ e II,, cid che diventano rispettivamente P e II, soppri-
-mendo in essi il fattore corrispondente alla linea «. Allora nella serie con-

vergente :
P =all + Ya(l,, —1,-),

ogni termine & una somma di termini positivi, e ciascun d’essi uguale o
maggiore in valore assoluto del corrispondente nello sviluppo:
V’m == A'm - A/m—l;
quindi la serie:
D = 2 V’rm

converge assolutamente.

Con ragionamento analogo si dimostra, che lo sviluppo in parola & va-
lido e converge in modo assoluto, anche allora che la sostituzione si effettui
sopra un numero finito di linee.

2. Sia in particolare A,p= (;) un minore infinito di primo ordine del

normale :
D = [ai], [f, k=1, 2,... o],

e immaginiamo di svilupparlo secondo la formola (1). Scegliendo notazioni
opportune risulta :

[o o]
Aug = AL AD 4 A 4= A,

m=l1
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e la serie del secondo membro converge in modo assoluto, perche A,z a sua
volta & un determinante normale.
Dippilt gli A}? per un m compreso tra « e £ sono zero identicamente.
"Dal determinante D si deduca ora D', sostituendo 'unith al posto degli
elementi della linea «, e lo si sviluppi nella serie convergente :

D=vi+vet - +Vnt- =XV

m=1

Ma tenendo le precedenti notazioni e sviluppando V', secondo gli elementi
della linea «™¢ (quando la contiene) risulta ancora:

m
Vim= ﬁ;l A%)7 (m = a),
onde :

D'=33 4.
£

m pH

E poiché questa serie converge assolutamente si ha:

D =33 A" =Y A, = (“)
FaAa=2de=2{g
Dunque :

La serie dei minori infiniti di primo ordine, corrispondenti agli elementi
di una linea (colonna) converge assolutamente.
Ricordando poi che i minori di un normale sono pure normali, risulta

anche che futti gli sviluppi:

5= 2(3)

(8)

{0y, .. Oy—1 Uy
s=3( o)
convergono in modo assoluto. Identith analoghe si ottengono scambiando le

linee con le colonne.

Se ora indichiamo con D’ il determinante che si ottiene dal normale D),
operando una sostituzione di elementi tutti inferiori ad un certo intero finito,
sopra un numero finito di linee, si dimostra, con procedimento identico, che i
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precedenti sviluppi sono convergenti anche se formati coi minori:

Ay e a,.)
(131 «eo By
di tale determinante D).
3. Di qui si possono dedurre sviluppi convergenti ancora pilt generali.
St pud infatti dimostrare la convergenza assoluta delle serie segquenti :

03[

(9

............

dove (B) =(B,B,.- . B,) rappresenta una combinazione di classe r degli in-
diei 1, 2,... oo, ed il sommatorio si intende esteso a tutte le dette combi-
nazioni.

La prima delle formule scritte appartiene a quelle del numero precedente,
quindi & nota la sua convergenza.

Consideriamo la 2. Per un teorema fondamentale sulle serie doppie si
sa che condizione necessaria e sufficiente per la convergenza assoluta di:

S(ee):

& che le due serie a termini positivi:

oy Lo
Ve= % (@z @z)
V= E VIB: ?

siano convergenti.
24

e

menti della linea «, si metta I'unitd positiva o negativa, opportunamente, in

Ma Vg, non & altro che lo sviluppo di ( 2) quando al posto degli ele-
2

e e . . o . . « o {0y O

modo da rendere positivi tutti quanti i suoi termini (B'p
1
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PAY
b
_ ] B,
di un determinante D'.

Infine in virtd del numero precedente :

r-yv=3(E)

Pa fia

gente ed uguale al minore :

converge pure assolutamente. c. d. d.
Con diretta estensione & facile poi mostrare che gli sviluppi dati se sono
convergenti per minori infiniti di ordine  =n lo sono pure quando l'ordine
sia 7 == n -1, ovvero per un # qualsivoglia. .
4. Parallelamente alle serie che precedono, riguardanti i minori infi-
niti di un normale, & utile porre qui altre serie riguardanti 1 minori finiti.
Vogliamo notare cioé che le serie:

$P = Y ug,
7

8(2/2) — 2 1 ad’xﬁx a“apz

{ a‘lz‘sl Q. B.

................ B)=(B,B,...6) (10)

Sg,ﬂ)-'-——-z........ ’ )
aa)_p‘. oo Qg B,

sono pure assolutamente convergents, cid che risulta direttamente dalla nota
convergenza delle serie:

la’“ﬂ'+|adl2l‘l(""'+|amlr|+"'
| Gy 1 Qa4 L Gy | -

Iaa,.1|—{—lazzﬂl_l—"'—}’}am,.rl‘]"'"
e anche della serie che ne definisce il prodotto.

Se tali sviluppi riguardano un determinante D’ ottenuto operando sopra n
linee di D la sostituzione pit addietro indicata, in generale non si potrd in-
ferire che le serie ultime scritte convergono assolutamente, se non a partire
dalle s per r>n.
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Si potrd tuttavia affermare che lo sono anche quando r=n se fra le
linee «, «,...a,, ve n’ha almeno una che formi con i suoi elementi, una
gserie convergente in modo assoluto.

5. Combinando i precedenti risultati si ha:

Se in un determinante normale D, si scelgono r linee (per r qualunque,
anche infinito) e si formano tulti ¢ possibile determinanti d'ordine massimo,
compatibili con la loro matrice, la serie di tali determinanti converge asso-
lutamente.

A maggior ragione poi, convergeranno assolutamente le serie dedotte da
quelle che precedono, estendendo in esse i spmmatori non a tutte, ma ad una
certa infinith di combinazioni (8, 5,...8,) scelta con una legge ad arbitrio.

Da ultimo va notato che tutte le serie doppie o multiple ora ottenute,
in virth della loro convergenza assoluta, si potranno considerare come serie
semplicemente infinite nelle quali i termini si seguono in un ordine speciale.

6. La convergenza assoluta degli sviluppi (4') e (B) resta ora per altra
via assodata. Anzi, risulta di qui, che le condizioni per la convergenza loro so-
vrabbondano, il che non era fatto evidente dal modo con il quale furono
stabilitl.

Ed invero per la convergenza di:

3() v (2]

non & necessaria quella di ambo le serie:
8, SP,

ma & sufficiente che 'una converga in modo assoluto e l'altra sia comunque,
anche divergente, purché i suoi termini, in valore assoluto, non possano su-
perare un numero positivo fissato grande ad arbitrio. Del pari avviene per
gli sviluppi (5). Ma si ha ancora:

Il determinante D' che si ottiene da D (normale) sostituendo ad n sue
linee le n successioni di elementi |aim|<<a(@=oa,0,...0,), (k=1, 2,... 00),
per n finito, ed a positivo e finito, ¢ convergente e pud essere sviluppato come

il determinante D (Sviluppo (3) (4") (5)).
6. Se in un determinante normale si sostituiscono agli elementi a,g di

una linea a delle successioni (finite o infinite) di elementi :
pe = Zpus-

tali che per ogni valore di B si abbia pg <y, per p positivo e jinito, il
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determinante st spezea in una somma finita o infinita di determinants con-
ver gent.

Sia:
D=3 (5)er

e si faccia la sostituzione per gli elementi della linea «. Si avrd:

= 3() o= 3 =230

cid che dimostra l'asserto.
Questo teorema & generalizzabile per il caso che la sostituzione avvenga

sopra un numero finito di linee o di colonne.
7. Sia D un normale; indichiamo con [cx] un gruppo di numeri finiti,

e formiamo I'espressione :
bag = op + % Ck Qrgy (k== ),

indi agli elementi @,z per (8=1, 2,... o) si sostituiscano in D gli ele-
menti b,5, cid che & legittimo: Risultera un determinante D’ pure conver-
gente e sviluppabile per gli elementi della linea «, onde:

D 33 = B Fw) =Dt Zen 3 (e

E poiche per k==« l'ultimo termine & zero:
D' =D.

Un normale non si altera di valore, se agli elementi di una linea si ag-
giunge la stessa combinazione lineare degli elementi di wn numero qualsi-

voglia di linee parallele.

7.°
Moltiplicazione dei determinanti normali.

1. Si abbiano i due normali:
A = [ai], B = [ba], ¢ k=1, 2,... x),

e si formi il determinante :
C=[ca], (G k=1, 2,... x)
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ponendo :
Cig = 2 Qij bkj .
J
Allora si pud dimostrare che :

a) Il determinante C é normale.
b) Per esso sta la relazione :

C=A.B.
Si ponga come di consueto :
ain =0k, i=1-0a4,
biw ="0w, bui=1-+0by,
cir =Cik, Ci—=1-Fc4,

Risulta allora:
C’ik — a’ik + brik + E a,’ij b’kj ,
J

ci =0 +bu +Yadiyby.

J

Ma per dato:
Sa= Yldal, Sb=(§)lb'ikl;

(ik)
sono convergenti, quindi anche la serie:

!

Sav= X | l,
)

e a fortior1 la serie:

S'c=‘};lcz'j’,

()

sard convergente. Resta cosl dimostrato che C & un determinante normale.
Ma si ponga ancora :

m o0
pik = jz)l Wby,  Tik=Cih— pir == E+ a5 bh.

J=m+1
Dove le » sono in sostanza i resti delle serie ¢;.. Indichiamo poi con:
A, =lar), B, =1[bux],
C,=[cix], Cm=[pi], G k=1, 2,... m),
i soliti determinanti finiti. Per definizione si ha:
Cr»— A, B,=0.

E poiche 4, B, C essendo normali convergono, per m abbastanza grande si
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potrd stabilire :
4 — Am = Gy B — Bm = Bm ) C— Cm =Y (a)

dove al crescere di m le a,, ., ym, diventano pil piccole di qualsivoglia

quantita d.
Cid premesso, si osservi che C,, & decomponibile nella somma di m -+ |
determinanti finiti, nel modo che segue:

C,= ({1‘00 s P«o;n) -+ (Hoo < oo thom—1 Com) T (P—oo cv o Poy—y cOm) 4+ ("oo Cot v~ + Com)y
rappresentando ogni determinante con la sua linea zero. Ma:
C:‘;: == [5’-00 e Ho;u],
e dippilt 1 minori corrispondenti alle 7 sono tutti finiti e quindi inferiori ad
un certo numero positivo R = P, quindi:

1Cu— i <RI Nlral, G k=1, 2,..m). ()

E siccome per le fatte posizioni:

o0
R IS I U DR 1
Tk | = J‘:ﬁ+1 @ ij bkj
si ha pure:
W m 00 7” a
HZlnkl_ ﬁi’ i yl“m il
i

.

dove il secondo membro che & il resto della serie S, per m abbastanza
grande, diventa minore di qualsivoglia quantitd assegnabile. II primo membro
quindi della relazione (b):

Cn—Ch =75 (@)
tende a zero col crescere di m. Cosl resta dimostrato che per ogni & piccolo
ad arbitrio si pud determinare un s’ tale che per m > m’ sieno contempora-
neamente :

|A—Anl, |B—Bal, 1C—Cnl, |Cu—0nl,

minori di ¢. Se @ allora ci rappresenta una quantita finita, opportunamente
grande, si ottiene :

| A B— Ap Bl =1 Am B+ Bmom + am Bm| <3 Q + 9°
|C—Cpnl<<d, |1Cn—0Crl<a,
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onde :
|C—Cr|<?29,

che insieme alla precedente ci da:

[(AB = C)—(An Bu— C) |<<0(Q +20+2),
c=3(Q+3+2),

la quale per:

si trasforma infine in:
|AB—C|<o AB=C. c. d. d.

E chiaro poi, dal modo col quale si & proceduto, che tale prodotto di
determinanti pud avvenire in 4 modi diversi.

2. Prendiamo ora a considerare quei determinanti, che si ottengono da
un normale operando una sostituzione di elementi finiti sopra un numero fi-
nito di linee.

Distinguiamo i due casi:
a) Prodotto di un normale per un det. del tipo indicato.
b) Prodotto di due determinanti di questo tipo.
Riterremo in quanto segue tutte le precedenti notazioni.

@) Immaginiamo nel normale 4 di sostituire agli elementi delle prime »

linee le quantita :
lain| << a, k=1,2,... 0, i=1, 2,... n),

in cui @ & un certo numero finito e positivo.

Otteniamo cosi un determinante A’ convergente.

Dato allora un normale B, si definisca come pocanzi un determinante C,
tale che sia:

Cin =, i brj (1==1,2,...m)
J

cin =3, @i bij, =1, 2,...2).
J

Possiamo dimostrare che :
1.°) C’ ¢ convergente e dello stesso tipo di A’
2.%) Per esso sta la relazione :

C'=A4B.
Infatti le cix(¢==1, 2,... n) soddisfanno a tutte le condizioni degli ele-
menti di un determinante prodotto di due normali, e:

Cip == Eaijbkanzbkj<N)
J J
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in cui N & un numero indipendente da %, positivo, finito e opportunamente
grande. Dunque & vera la 1.* parte del teorema.
Ma si ha dippil:

o0

Tih=Cit—pir= 2 @i b, (i==1,2,...mn),
m+1

— - P 00‘ — [o4] .

7'ik=cik—£1ik=%aijbkj£a 2 by (t=1,2,...n).
m--1 m+1

Quindi si ha ancora che 7, 7y si possono rendere piccoli a piacere

col crescere di .
Operando allora analogamente al numero che precede, si ottiene in modo
ovvio :
C'=A4B. c. d. d.

Se poi il prodotto si effettuasse combinando le colonne di A’ con le linee
di B si verrebbe a definire un certo determinante I di elementi:

L - e n
yin ==Y @ijbrj + X a;ibrj << a Xbri+ 3 ai by,
=1 n-41 1 141

il quale non ¢ della forma normale, né¢ pud dedursi da un normale con la
consueta sostituzione di elementi.
Si pud tuttavia dimostrare che:

'=(C"=A4'B.

Infatti, usando delle precedenti notazioni si ha per m >n:
ik =yih = pi= X a'ij b,

espressione che, per quanto sappiamo dal numero 1.° di questo capitolo, ei
permette di determinare per ogni ¢ un certo m' >>n tale che per tutti gli
m>m' sia:
' , 3
[T —T0 <gz-
Ma si ha pure:
)
IC/;¢1—0’7':’:|<72—’
onde :
| (O’m - Ol:);:) - (Flm - I",’f <d )
o poiché:

I'm ___ !
Cm__']'—‘:?nz,
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risulta ancora :
lClm""I"ml<().

Ricordando la convergenza di C’, di qui si deduce facilmente :
“ | Dy — 1 <39,
relazione che stabilisce la convergenza di I'. Allora:

IP’—I"m|<O', IC"—C/m|<°‘1
onde :
|(Pl—Cl)—([‘/nl—'o’m)|<2°‘7
e per ¢ =4d:

IT' —Cj<3s .. I'=C=AB. c. d. d.

Dunque i quattro determinanti che si ottengono facendo il prodotto di A’
per B nei quattro modi diversi, risultano tutti convergenti e coincidono in
valore. Qualche proprietd analoga deve sussistere per il prodotto di un con-
vergente per un normale.

b) Supponiamo ora d’'avere due determinanti 4," B', ottenuti da due
normali, sostituendo agli elementi delle prime n linee dell’uno una successione

air(¢=1, 2,... n) di elementi minori in valore assoluto di un certo nu-

mero a, ed alle #’ prime linee dell’altro una successione di elementi by (4 = 1,
2... #') minori in valore assoluto di un certo numero b positivo finito. Si
potrebbe allora presentare il problema: Con uno dei quattro modi indicati
per formare il prodotto di due normali, si pud definire un determinante C",
convergente ed uguale ad (A" B)?

Se immaginiamo di effettuare il prodotto per lince, risultano sempre fi-
niti gli elementi ¢;x, eccetto il caso che sia contemporaneamente :

i=n, k=n,

perche, in tal caso la ¢; possono, in generale, presentarsi come serie di-
vergenti, essendo:
’ Cip == Z aij bkj .

In C” quindi si presenterebbe una matrice di n#' elementi i quali sono,
o possono essere infiniti; ed il ragionamento usato in precedenza per stabilire
la convergenza del determinante prodotto, cade interamente.

Se invece si fosse definito I'" come determinante prodotto, che si ottiene
combinando le linee di A’ per le colonne B', sarebbe ovvio il dimostrare che
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182 Cazzaniga: Sui determinants

tutti gli elementi y:; sono finiti, e che anzi al crescere di ¢ tendono a zero.
Risulterebbe ancora che I si pud dedurre da T' appunto come da A, nor-
male, si dedusse il convergente A'.

Da ultimo poi, se facciamo il prodotto per colonne di 4', e B/, risulte-
rebbe un determinante di cui tutti gli elementi sono inferiori ad un certo
intero positivo finito. '

Perd nulla possiamo indurre con cid sulla convergenza dei determinanti
cosi costruiti. Abbandonando quindi, questo argomento speciale, osserviamo
come queste brevi considerazioni fanno nascere il dubbio che la regola ordi-
naria del prodotto non sia valida in generale per due convergenti comunque,
o che, applicandola nei quattro modi diversi, si possa pervenire a quattro de-
terminanti diversi fra loro.

8.°
Prodotto di due matrici.

1. Una tabella di numeri:
[aik]7 ("'71"':11 27--'00)

la diremo wna matrice ad infinite lince e colonne. KEssa potrd essere consi-
derata come un determinante infinito quando se ne fissi 'origine e la diagonale
principale; colla soppressione arbitraria poi di linee e colonne potrd dare ori-
gine ad un numero infinito di determinanti infiniti.

Una tabella di numeri:

[an], G=1,2,...n5k=1,2,... x),

la diremo una matrice infinita ad n colonne.
Indichiamo poi con:

D@oy...0an); D({BB...5),

le matrici che si ottengono da un dato determinante infinito D sopprimendo
in esso rispettivamente le linee « o le colonne B3, e questo, analogamente a
quanto si & fatto per i minori, le diremo matrici infinite d’ordine ». I minori
che da essi ‘derivano, sopprimendo rispettivamente » colonne od 7 linee sono
minori infiniti d’ordine » del determinante D.
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2. Sieno ora 4 e B due determinanti normali, e definiamo il loro pro-
dotto :
C=A4B,
di elementi :

5
Cip = }_‘ a,j bﬁj .
J

Consideriamo allora i due minori :

C, = [ci], GG=uai...a, k=0 ...8.),

Xy ew o Um
Cp = @1 pm ]
Questi minori si potranno rappresentare rispettivamente, come prodotto

delle matrici infinite ad = linee:

’ By~ oo Qoo bp‘,...bﬁ’r... ‘

ag,m{ o o0 ammr o e bﬁm nee e bpmr P
o delle matrici infinite d’ordine m:
A(ui “3"-“»1)) B(Biﬁ2°"ﬁm)1

I'una dedotta da A4 sopprimendo le linee «, Valtra da B sopprimendo le 8.

Per istabilire questa proprietd imaginiamo di fare il prodotto delle due
matrici considerandole come determinanti; cosi, nei due casi considerati ot-
terremo rispettivamente o m® od oo® elementi che sono proprio quelli dei mi-
nori C, e ¢, di C. Per definizione tali minori li diremo il prodotto delle
date matrici. Risulta:

Ogni minore, finito o infinito, del prodotto di'due normali é rappresen-
tabile come prodotto di due matrici infinite.

Nel caso di C,, le due matrici hanno lo stesso numero # di linee, nel
caso di ¢, si deducono da A e B colla soppressione dello stesso numero m
di linee. Se nell'uno e nell’altro caso le linee delle due matrici hanno lo stesso
indice, esse diconsi omologhe, e il loro prodotto & un minore diagonale.

3. Se studiamo il prodotto di due matrici infinite ad 7 linee:

[aix]; [Dir] @G =1...m; k=1...0),

con diretta estensione dell’ordinaria teoria risulta:
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184 Cazzaniga: Sui deferminanti

a) Il prodotto C,, di due matrict infinite ad m linee, effettuato per
linee, & formalmente espresso per la serie dei prodotti dei minori di ordine m
contenuti nell’una per gli omologhi dell’altra matrice.

b) Il prodotto per colonne di due matrici infinite ad m lince é nullo
identicamente

Siccome finora non si & posta alcuna restrizione intorno alla grandezza
ed al segno degli elementi, & chiaro che la serie di cui & parola in «) pud
essere comunque anche divergente.

4. Diremo normale la matrice infinita ad m linee, di cui la serie
degli elementi converge in modo assoluto.

Qualunque matrice di m linee scelte fra quelle di un determinante nor-
male, & normale. Risulta:

Il determinante C,, prodotto di due matrici normali, é dato da una
serie convergente. Questa & la serie dei prodotti dei minori omologhi nelle
matrici date.

Dimostriamo direttamente questo teorema. Sieno:

Ay Aoy ... A, ..
B., B.,... B ..

i determinanti d’ordine m omologhi, che si possono dedurre rispettivamente

dalle date matrici. Allora, per i teoremi sviluppati nel capitolo precedente si
ha che:

Sa=§|Ar|; Sb"'——-;IBrl;

sono serie convergenti, quindi lo sard anche la serie:

Sab=zlArBr|~

Ma dimostriamo ora che anche in valore si ha:

Cp=Y 4, B,.

Indichiamo con % un numero grande ad arbitrio e sempre maggiore di m;
con S la somma della serie Y, 4. B,, e con S, per ‘u=(;) la somma di p

termini, che si ottengono moltiplicando fra loro gli omologhi determinanti for-
mati con le prime n colonne delle date matric.
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Poiche la serie S converge assolutamente si potrd sempre imaginare una
disposizione di termini tali che:
S " S(m-}—l)? re S(m+r Y
" n

m) )

rappresentino rispettivamente i prodotti delle matrici:
3 [a"k]m 3 [aik]m e 5 [aik]m v

m+1 mtr
[bik]m [bik]m et [bik];n
" m+1

mtr
Allora se C” & il determinante prodotto delle due matrici:
[aik]m ) [bik]m ?
n n
si sa che, per ogni J piccolissimo, si pud sempre stabilire un intero n' > m
per modo che per ogni n>n', si abbia insieme:

|Cn—Cul<<o, |8—8.1<7,

onde :
I(Cm—S)—(CZ—Sp)|<25‘,
ma :
0:;=SF7
dunque :

C,=S=Y4,B,.

K degno di nota che la precedente proprietd sussiste anche allora che una
sola delle matrici sia normale, purch® I'altra si conservi ad elementi finiti. Cid
non & possibile affermare se ambedue non fossero normali.

Da queste considerazioni poi ne derivano altre riguardanti i minori finiti
del prodotto di due determinanti del tipo A’, B" (Cap. prec.).

Supposto per es. che la sostituzione d’elementi abbia avuto luogo in 4, B,
per colonne, facciamo il prodotto per linee di A’, B'. Otteniamo cosi un de-
terminante ¢/ di cui non conosciamo il valore e le proprietd, ma che ammette
minors finiti tutti convergenti.

Basta infatti osservare che le mairici le quali definiscono tali minori
come loro prodotto sono normali ambedue.

Se poi il prodotto di A4’, B’ avviene combinando linee con colonne,
ogni minore sard definito come prodotto di due matrici di cui una sola &
normale, e l'altra t ad elementi finiti; ancora in questo caso dunque il de-
terminante I ammette minori finidi tutti convergenti.
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186 Cazzaniga: Sui determinanti

Non cosl avviene quando si effettui il prodotto per colonne.
5. Passiamo alle matrici infinite d’ordine 7.

Diremo normale la matrice infinita d ordine r quando sia dedotta da
un determinante normale con la soppressione di r linee (colonne). In ogni
caso queste matrici si potranno considerare in doppio modo :

come determinanti infiniti; e allora fissata 'origine e la diagonale as-
sumono un valore e delle proprietd speciali;

come natrici; e allora non hanno nessun significato di quantita, ma
restano individuate dalla legge seguita nel dedurle dal determinante D.

Cosl per esempio: una matrice normale generalmente non rappresenta
un determinante normale.

Si abbiano ora due normali 4 e B; mediante soppressione di linee m se
ne deducano rispettivamente le matrici:

A(alocg...a,,,; B(Bgﬁz---,@m),

infinite di ordine m. In virth di relazioni stabilite nel capitolo (6) si sa che

le serie:

Ay oo & « 0

( [} m) l , Sﬁ —_ Z (Bl Bm)

Lol @I\,
dove (ry=(r,...r,) va esteso a tutte le combinazioni dei minori 12...00
di classe m, sono convergenti. Sard quindi convergente anche la serie:

Koo &m ﬂt...@m)

iooom/) \1 ... "m

formata moltiplicando termine a termine le precedenti.
Vogliamo ora dimostrare che il minore infinito :

[ 2 P #%7)
Cap—(ﬁl . .87‘”)7

del prodotto C per linee di 4 e B, che & definito come prodotto delle due
matrici considerate, pud rappresentarsi con la serie :

_ L TR 27 Bl...ﬁm.

S— (Z,.)('rs . e Tm) (’h PR 7'm)
Infatti indichiamo con Cf; un determinante d'ordine n di Cag, e con S* la
somma della serie che lo definisce, per modo che qualunque sia » risulta :

C1, = Sm.

Sa, = ¥
()

H

Sep =2,
()

?
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E se poi S,, ed S% stanno a rappresentare le somme di m termini, rispetti-
vamente delle due serie S e S*, prese cosi che i due determinanti, il cui
prodotto costituisce un termine di S% sieno rispettivamente i minori dei de-
terminanti il cui prodotto costituisce il termine corrispondente in S,,, allora
qualunque sia m si potrd sempre scegliere un # opportunamente grande per
modo che sia:

3 b )

per ¢ piccolo a piacere. Di qui risulta:
|S— 82| 9.

E quindi ricordando il valore di S», con l'ordinario procedimento arriviamo
di nuovo alla conseguenza :

Cos = 8.

Questa formula generalizza come segue un precedente teorema :

Il minore Cag, prodotio per linee di due matrici normali infinite di or-
dine m, é uguale alla serie dei prodotti dei minori infiniti di ordine m di A,
per gli omologhi contenuti nell’alira matrice B.

Il teorema che tratta del prodotto per colonne di due matrici finite qui
non trova il suo corrispondente, poiché il numero delle linee e delle colonne
¢ del pari infinito. In particolare anzi, se le matrici, considerate come deter-
minanti, sono normali, il prodotto per colonne da origine ad un nuovo nor-
male T,z per modo che sia:

Top=Cap..
9.0

Determinanti reciproci.

1. Sia: ‘
D=[a1'k], (l., k=1...m)

?

un qualsivoglia determinante infinito. Indichiamo con :

-4ik == (;)1
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i suoi minori infiniti di primo ordine, e formiamo il determinante :
B =1[44], @, k=1...).

Qualunque sia il suo valore, diremo che R & il reciproco di D.

2. Sia D un determinante normale. Allora se poniamo che R sia anche
normale (o deducibile da un normale con la nota sostituzione di elementi) sta
per esso e per D la regola del prodotto. Indicando con:

M=my, @, k=1...),
tale prodotto, si ha in valore:
M= |R D],
Ma:
miy = Y Arja;; =0, per i==k,
J
mi; = YAy a,; =4, » =k
J
Quindi :
M=RD=lim D",
donde :
R =1lim Dm-t,

M=00

Ma si & supposto R convergente, quindi il secondo membro della precedente
uguaglianza non pud crescere oltre ogni limite, il che porta necessariamente:

0=|Dl=1,
e quindi:
R=0, R==*1.
Dunque:
a) Perché un deterininante ammetta un reciproco convergente e tale

che per esso valga la regola del prodotto, é necessario che D, in valore as-
soluto, sia uguale o minore di 1.
b) Il reciproco di un normale & zero, pits 0 meno uno, oppure diver-

gente. :
Potrebbe parere che la condizione @) fosse anche sufficiente a stabilire
che R converge e gode delle poste proprietd, in virtu della relazione :

R = lim D™,

m=00

Ma tale ragionamento & facile persuadersi, che rappresenta un circolo vizioso.
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3. Comunque sia, poiché D & normale, i minori finiti del suo reciproco
hanno sempre un certo valore finito.
Si abbia un minore:

Apy oo Ann )

d’ordine »n di R. Si formi quindi la matrice delle prime » linee di R e ag-
giungiamole infinite linee, ponendo I'unitd sulla continuazione della diago-
nale di R,, e zero al posto degli altri elementi. Otterremo cosi il deter-
minante :

o ...0 1

di ordine infinito e normale. Moltiplicandolo per D, (linee con linee) e chia-
mando :

. . Nz[nﬂc’] (’i,k=l,27...m),
il determinante prodotto :
N=DR,,
risulta subito :
niy, =0 per t==k 1=n
N =— D n = IC 7 ="n
Ny = d;p; in tutti gli altri casi.

Ricordando quindi le proprietd dei minori si ha:

. (1, 2,... 0\ n,
. N__DR"—(I,‘Z,...n)D’
per cui:
' 1,2,...n
= n—1 ’ L .
R, D (1,2,.‘..11)

Tale risultato si pud estendere ad un minore qualsivoglia finito di F.
Infatti con opportuno spostamento di linee e di colonne possiamo fare in
modo che un minore qualunque venga al posto di R,, tutto al pit cam-
biando B di segno. Ma spostando similmente linee e colonne in D anche
questo cambia o conserva il medesimo segno come I, dunque moltiplicandolo

Annali di Matematica, tomo XXVL 20

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



190 Cazzaniga: Sui determinanti

per il nuovo R, ridotto sotto forma di determinante normale si giunge all’i-
dentico risultato. Si ottiene ciog:

[ ad‘lpl e a“lﬁn }

'___Dn—A(a" Hoy eve n ),
1817:827"' ﬁn

| aanpl coolap,

e questa & pitt generale dell’altra formula ottenuta.
4. Di qui risulta ancora:
La condizione :

0=|D|=1,
escluso D = — 1, é anche sufficiente perché D ammetta un reciproco B con-
vergente, e tale che per esso (e per un normale) valga la regola del prodotto.
Infatti:
1,2,...n+p
— Y R )
Rn+P—Dn+p (1,21.“”_}_17),
1,2,...n
— _af L 4y

Ry =D~ (1, 2,... n)’

e quindi :
. 1,2,...n+p) 1,2,...1&)
_— = -1 o — - .
| Buip — Bl = 1Dt (],2,...-n+p/D (1,2,...71 l

Onde :

per‘ D=0, an+p—_‘Rn|=0,
qualunque sia n. Quindi anche R =0.
Per |D|<1, [|Bup—Rul=97,

qualunque sia ¢ poiche il termine fra parentesi nella precedente relazione &
sempre finito, e D»-* al crescere di » pud diventare pil piccolo di qualsi-
voglia quantitd. E ancora in questo caso R = 0.

Infine :

_ _ _ 1,2,...n+p)+ _ 1,2,...72)
per [DI=1, |Rus R”'"\(l, o ntp) EPT el )
quindi se D=1 in virtl di un teorema gia posto, B ammette un limite
ed & uguale all’unitd; se D= —1 la differenza scritta diventa infinitesima

o meno, al crescere di p, a seconda che p sia pari o dispari.
Quindi R & indeterminato
5. Facciamo un’ultima osservazione.
Se R & divergente o indeterminato non possiamo parlare de’suoi minori
infiniti. Ma se D & compreso fra 41 e — 1 (escluso il limite — 1) e quindi
R converge, il teorema del n.® 3 & valido anche per n — oc.
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Risulta quindi:
a) Se D <1 tutti ¢ minori infiniti del suo reciproco sono nulli.
by Se D=1 ¢ minori finiti o infiniti del suo reciproco sono uguali
ai complementari dei loro omologhi in D, dunque gl sviluppt (4) (5) di D
valgono anche per R.

10.°
Alcune speciali identita fra i minori di un normale.
1. Ricordiamo dai precedenti numeri che la serie:
T m)
(ﬁi co Brp
& convergente, E cosl pure la serie:

o

converge, perche risulta come prodotto termine a termine di due serie asso-
lutamente convergenti.
2. Consideriamo la serie doppia :

T A A YK
s=3%( )(5) o
‘;71‘ A @1 PP pr ;8 2
Per quanto precede essa converge in modo assoluto, quindi & legittimo
scrivere :

X

m

2

N ,

s a, SO A= 2EFE e
‘;(;)“m*= ’ - m—_l_d ; (12)
e laltra: 0 " O M==a
(o) aep
e bg)em= —Grimran) s 2o
0 > A=ep, 6
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(dove la v deve assumere tutti i valori (1, 2,... ), sostituendo nella (11) ri-
sulta la seguente identita:

o 0(1...0!r=;‘(“l...ay—idydv-}-l...0(1-)(05) (oc..,,a,.oc) 14
(ﬁ)(gl..-?)r) 1/‘:-‘] fu...@v—aﬁ Bv-l—l-..pr gv _l— pl...prb D’ ( )
e scambiando colonne e linee:

a\far.o.oar) X T T A A I A 2 (11 ozpoc) D. (15

(.’5)(?“ fir) r‘:"x(fn-u Byt foo Porr .o Br\)(ﬂ )+ T (15)

In particolare se nella prima si pone « =, e nell’altra 8= (3, 1 coeffi-
cientli di D si annullano e si ottengono le identita:

G =CG e+ GG o)+ () G ) an

e laltra:

19 1ot O et 1 ated S 1 [ AP RS

A schiarimento poi della formula (13), della cui deduzione non si & par-
lato a suo luogo, per non interrompere il procedimento, va notato che:

“(11-..74 PR ST /(]

\(0'1 . )a — )a __:—(0![...(2,.,,0(,)’
w s B BB ) Biverf ooifs

ed & questa appunto la trasformazione di cui ci siamo giovati.

Le identitad (14), (15), (14), (15" sono dovuti al v. Kocu il quale perd
non faceva rilevare o non avvertiva come esse fossero casi particolari di al-
tre categorie di identita, sulle quali ci intratteremo nei numeri seguenti.

3. Poniamo che D a sua volta sia il minore :

oy
(o)
di un certo normale A.
Se A & normale, lo & pure D quindi anche per un determinante cosi
considerato stanno le quattro precedenti identita.
Imaginiamo anzitutto che in dette formule gli indici delle « e 8 variino
da 2 ad » e teniamo presente che il minore :

mnp...)
rsit... ’
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di D coincide col minore :
wmnp ...
(jl rsit... ?
di A.
Allora le (14) e (15) espresse per minori di A diventano:
(a ai)(m... Otr)= (1, Aiyons ocr)( )+ 3 (oc m)(on ..a,...a,‘)
SRV ACARON hal VAN L Be\Bi . BB
(o o N[ty e un oty - TR A Y 2 Fofoy Ny OO )
(f' (51)((51. . ﬁr)_ (3 TP @r)(ﬁi)_l_ v%z(f’ 31)(?)1 v ?'r)

4. Supponendo ora piu generalmente che D sia il minore:

Uf oo s
]
8. Bs

di A e procedendo nello stesso modo arriviamo alle identitd pit generali :

LIV AV T A T LR VAT o (% Uiy s\ [T Ly, O ,
rﬂ,@l,...Bs)(ﬁl...ﬁ,-)_({ﬂ...’5,«)({31...Bs)+,,:§1([3v,ﬁl,...Bs)(ﬁl...(5...{ir)’ (14)

PR A T LR A N CRRRE ATCIRRE R o (% Ay s ’Z.L...U....xy') 15’
(ﬁ’@h---r@s)(ﬁt---ﬁr) (Bw-@")(ﬁx---@s)+1/:'§‘+1(n3, @1,---@5)(@---@»---%-’( )

le quali sono valide per s =r.
Se poi nella prima si pone & =a, € nella seconda =0, per v=s5-1..
si determinano altre identitd analoghe ma pilt generali della (14) e ]5).
Ponendo per esempio nella prima «=as., e nella seconda g = By, si
hanno le formule :

(g v os Os Asbr \[ %L oo o % roofon ..o Usl ) (O Oy . U ,
— 3 )( ) 14
(@L...ps.s )(pp) ;—*(m...psp, Booo B .. B’ (14Y)
oy .., OO IR 23 W U CIPRRL S )7170, 15
(_(51 . {js Bs+1) (r@l e ﬂ;) v Zs+1 (51 P f’s BS‘H: ({51 e ﬁu “ e _@,) ( l)
5. Veniamo ora ad un’altro tipo di identita che comprende tutte le

precedenti.
Per semplicita di scrittura si convenga di indicare con:

'R

(a)P.:(di, Oayece ap)?

una combinazione di classe p degli elementi «.
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Dagli sviluppi del capitolo 6.°, analogamente a quanto si & gid fatto, si ha

che la serie multipla:

anl]l.l (SR an‘h

. ané,‘.l ooy g,

converge assolutamente, e quindi si conserva sempre inferiore a un certo nu-
mero positivo finito.

Cosi pure la serie:

b

Ap o e @p Lo oM
TR R T N

b/
(#)s

estendendo il sommatorio a tutte le combinazioni (n), dei numeri 1, 2,...00
& convergente.

E allora sara convergente in modo assoluto anche la serie multipla (che

potrd considerarsi come doppia) :

da cui si deduce l'identita :

Ank, + -+ Ak,
..’)fr. Treoos ,
o0\ ks

anakl es e Onk, |

IR AW
S= ¥ \( .
@ R \Be . B dr

{ anlkl . .Ctnko !
Oy Ne e Bs| g (Yl...‘[s
B i 0] @ e s | =
Uk, Qnk,
Ank, o+ Ank, |
YieosYs Ol eeer M1 ,o.Ns
_x Yéj( . sb)
ks kl...ks (1)s Bl‘--f)r‘ L«s.0s
1

anbk‘ s e anxku .

“ (0!1...
o \Br .

(16)

Ma: Ung, « -+ Onk, D per (1n)s = (y)s
AN (“’1...*{s) —_
ﬂa Eio.. ks
Unk, oo s Un .k, 0 " (n)s =:= (7)3
e
o oo o Uy
) =
Ank, « v« An kg
2(ahs) = eV ) W=
’ } Ongk, « + « An .k,
O n (k)s =:= (8)57 (,B)S
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Sostituendo quindi e ordinando opportunamente risulta :

LT /‘,'1...'s): Hlwws %r YUou e Ys ‘
(BL--.Br)(’S\t.--SS/ (@1..-?’1‘81-..8.\')])—[_

19
+( l)s_l “(Yl"'7’3)(11"'1’1-"1";;"'“7‘ ( )

— ¥ X ,

B B B S B
analogamente : (
(ou...a,-)(*(x...*,'s)_(ai...ar*,q...ys)D+
e B \31...8s o TR P TR

Bt oo B by s 0)

—I"('—‘ I)s_l WV o(7‘---7-1!‘Y g(1.-.'{v,...“'v”---’7-,-)-
N N
(‘1'.)‘3 6[...63‘ {51...3-.,,...,()1\;5...{5,. /

r . . v . N .
K da notarsi perd che i sommatori nelle seritte identitd sono da esten-
dersi a tutte le combinazioni (v); dei numeri:

1, 2, 3,...n,
ed & chiaro quindi che tali formule stanno solo per:
S=r.
Con una sostituzione opportuna per le y e ¢ si pud dedurre dalle pre-
cedenti la generalizzazione delle (14') (15").

Le omettiamo per brevita.
Infine & ovvio che considerando D come un minore infinito di ordine p

di un normale A, si giunge a formule che corrispondono alle (14') e (15',)
e piu generali ancora delle precedenti.
Ma di quelle non abbiamo bisogno.

11.°
Determinanti e matrici nulle.

1. Si abbia un normale:
D=0..
Di tale determinante potranno essere nulli anche tutti 1 minori infiniti di

ordine 1, 2,... h—1.

Se esiste un numero % finito e tale che non tutti i minori infiniti di or-
dine I sieno zero, essendo zero perd tutti quelli d’ordine inferiore, diremo
che D ¢ di caratteristica h.
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196 Cazzaniga: Sui determinanti

Una matrice infinita (dedotta da un determinante D) di ordine r si dird
nulla quando sono zero tutti i minori infiniti di ordine » (appartenenti a D)
che si possono dedurre da essa. Ognuno di questi minori poi ammette una
caratteristica; la pil piccola fra tali caratteristiche, sara detta caratieristica
delle matrice. Un determinante ed una matrice non nulli hanno caratteri-
stica zero.

Notiamo qui per ragione di chiarezza che nel classificare i determinanti
infiniti per la loro caratteristica si procede in senso inverso di quanto avviene
per i determinanti finiti, cosl appunto come si & proceduto nella classifica-
zione dell’ ordine dei loro minori.

2. Un normale nullo ammette sempre per caratteristica un numero
finito.

Infatti nel capitolo riguardante i minori si & dimostrato che:

Fissato con ¢ un numero positivo, piccolo a piacere, & sempre possibile
di stabilire un numero #' tale che per ogni n > n!:

1, 2,...n)) ,\
l_afj(l, 2,... n)sfl'l"’
e questo & vero per un normale qualunque.

In particolare se fissiamo per ¢ un valore minore di 1 si deduce che
qualunque sia D, e quindi anche per D =0 nella successione dei minori:

1,2,...n
(1, 2,... n) ’
al crescere di n si potra sempre determinare un minore diverso da zero.
3. In un determinante normale, se gli elementi di una linea (colonna)
sono le stesse combinazions lineari degli elementi omologli delle linee (co-
lonne) parallele, il determinante & nullo.

Poniamo infatti che sia:
Qi = X € Ay (A==1),
1

dove il sommatorio pud essere anche esteso ad un numero infinito di termini,
purché le serie scritte convergano assolutamentc. Sostituendo tali espressioni
nello sviluppo di D effettuato rispetto agli elementi della ¢2¢ linea:
A \ \ A
Dz},;inkaiZ-:}lJAik Z(‘>.(IA/;=LC‘AZ/..A{;¢@A/;=07

o 3 '( 7 v

perché % & sempre diverso da 4.
Analogamente per una matrice normale.
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4. Reciprocamente: Se un deferminante normale é nullo gli elementi

delle linee sono legati da una stessa relazione lineare omogenea.

Si escluda il caso che D presenti una linea di zeri, e si tratti anzitutto
di quello in cui D abbia una caratteristica uguale all’unita.
1
1
ordine diverso da zero, e lo si orli al disopra della linea 1 con la linea sop-
pressa per ottenere il minore, e a sinistra della colonna 1 si metta una co-
lonna qualsivoglia di D. Risulta cosi un determinante certamente nullo.

Qualunque sia dunque la colonna  con la quale abbiamo orlato il de-
terminante minore, sviluppando il determinante che ne risulta per gli elementi
di tale colonna, si ha:

Riduciamo allora in D, ad occupare il posto di ( ), un minore di primo

%Mkakr=0,

dove le M non dipendouno da .
Questa dimostrazione ¢ quella stessa che vale per i determinanti di or-

By

dine finito: cosi pure & estensibile I'altra per il caso della caratteristica mag-
giore di uno.

La cosa non varia in sostanza trattandosi di una matrice.
5. Sia D un determinante nullo e:

o, ., X,

5) <D,
un suo minore diverso da zero. Se questo minore e tale che tutti ¢ minori:
('o?i . o?v)

— -]
Bro By
di ordine v <r e formati prendendo per:

@eeem)y, (i B,

rispettivamente tutte le combinazioni possibili dei numeri:

CT- Bi...8),

sieno zero, allora D é di caratteristica r.
Infatti le identitd (19), (20) si semplificano per D =0 e la prima fra esse
diventa:

@ (YeeeeYs\ o 1yst 74...ys)(al...a,l...a,.s...oz,),
(pa)(sa) (=1 %(pp VTTE Y S
Annali di Matematica, tomo XXV 20
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198 Cazzaniga: Sui determinants

onde per s=1, 2,... r—1, per (y), combinazione arbitraria di classe s
delle a,...a, e per (J); combinazione arbitraria dei numeri 1,...2 oo, si ha:

Yoo Ys)y
(5 5) =0
Ma per l'altra identitd si ha pure:
LT AT AR .Ys\=  1\s—d ‘(V-vl-. .dv,)(m..-')fvl. ..Yv,...*{,.),
(@1...(3)(8,...33) O & s e B
che combinato col precedente risultato ¢i da infine:
TioooYsy_
(b ss)—o’
per s=1,2,...» —1 e per (y)s, (9)s combinazioni di classe s dei numeri 1,
2, 3,... o
Questo teorema fu dimostrato gia dal v. Kocr in modo incompiuto non

avendo egli stabilite tutte le relazioni di cui & necessario servirsi.
6. Dalle proprietd dei determinanti reciproci si ha:

Ain Aik‘=D(ij).

Ajn Ajr hk
Quindi se D=0:
A _ Ay
A~ Ajr

Se il determinante ha caratteristica maggiore di uno, tale relazione di-
venta illusoria. Dunque:

In un determinato nullo di caratteristica 1 ¢ minors di 1° ordine cor-
rispondenti agli elementi di una linea, sono proporzionali a quelli corrispon-
denti agli elementi omologht di una sua parallela.

E allora, come generalizzazione diretta che omettiamo, si ha pure:

In un determinunte normale nullo, di caratteristica h, i complementi al-
gebrici corrispondenti ai minori formati con una matrice di h linee, sono
proporzionali ai complementi algebrici dei minore di ugual posto, formati
con un'altra matrice di h linee, scelte nello stesso determinante.

1. Se un determinante D é normale, nullo, e di caratteristica h, tutti
i minors finite di ordine h, formati con le medesime colonne, sono leguti da
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una stessa relazione lineare omogenea. E infatti poicheé D & nullo si ha:

a“lﬁl "'aaﬁﬁh ’d an
\ o e
0=2X........ )

(@)n y‘ “ e }’h
Aoy, + v« Aoy,

relazione che resta la stessa comunque scelgasi (8)x fra i numeri 1, 2,... oo,
Quindi & vero I'asserto.
Questo teorema e il precedente valgono anche per determinanti del
tipo D’ dedotti da un normale.
8. Possiamo ora enunciare come evidente la proprieth fondamentale
della caratteristica.
Dato un determinante infinito (od una matrice) diremo che un altro & da
esso derivato quando sia deducibile dal dato:
a) scambiando due linee o due colonne;
b) moltiplicando gli elementi di una qualunque linea o colonna per
un numero fisso ;
c¢) aggiungendo agli elementi di una linea o colonna una qualunque
combinazione lineare degli elementi di tutte od alcune fra le sue parallele,
E allora sta il teorema :
Due determinanti (o matrici) normals derivati hanno la stessa carat-

teristica.
Il che risulta ovvio dopo quello che precede.

12.°

Studio di una classe di determinanti convergenti
non della forma normale.

1. Fin qui si sono studiati i determinanti normali e quelli che ne de-
rivano mediante una speciale sostituzione di elementi. Abbiamo visto le pro-
prietd che essi presentano comuni con tutti i convergenti, e quelle speciali
della loro classe. Ora passiamo a studiare un’altra famiglia di determinanti
convergenti, pilt generale dei normali, e che gia in parte fu considerata dal
v. Kocn.
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9. S¢ abbia <l determinante :

D" = [an], (¢, k=1...00),

tale che il prodotto : P
l—:[ Aii,y

degli elementi diagonali converga in modo assoluto, e gli altri elementi sieno
sottoposti alla condizione, che esista una successione di numers x; tali che il

determinante :

D=[§éaikJ, L G k=1...%),

sia normale. Tale determinante converge ed é uguale a D.
Si osservi infatti che per ogni m finito:

m=D”m,
e quindi ad un ¢ piccolo a piacere si pud sempre far corrispondere un '
tale che, per m > m' sia:
'D"m+p‘—'-D”ml—_—‘l-Dm+p_Dm!<37

essendo p arbitrario, intero. Questa formula stabilisce la convergenza di D".
Ma allora :
I D—D"|=|{(D—Dn)— D" —D'n)l<?,
per ¢ piccolo ad arbitrio, e quindi anche :
D=D". ¢ d. d.

Di qui emerge che per D" valgono tutti i teoremi generali gid stabiliti

per un convergente comunque.
Il teorema ora esposto ci da la seguente proprietd di un normale.

Moltiplicando le linee e dividendo le colonne di un normale per certe
quantity fisse x; (¢ =1, 2,... oo) ordinatamente, il normale conserva il pro-

prio valore.
In particolare ponendo : '
z; = (— 1),
risulta: Non si altera ¢l valore di un normale cambiando segno agli ele-

menti di posto dispari.
3. Supponiamo che nessuno tra i numeri 2; possa annullarsi o diventar

infinito, Allora se nell'uguaglianza:
D"=D,
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poniamo I'unitd al posto degli elementi:

Qa, B a“zpﬂ e a“rﬁr’

e zero per tutti gli altri elementi delle linee « e delle colonne §, tra i mi-
nori di D’ e di D risulta la relazione:

@y, Oz,. .. ocr\)"_ Ay gy e “,.)xai, Xayy oo Xa,
(B{, Bz, ... B —(Bi, Bey... Br)ag, apy,... 28,
Onde:
I minori di D" sono pure convergenti.
In particolare i minori diagonali di D" coincidono con gli omologhi in D.
4. Veniamo agli sviluppi:
@) Sviluppando D (normale) per gli elementi della linea « abbiamo:

Ma per il numero precedente:
5)=6)%
) 8) @’

D3 (2) .
F\p)
Ma questo & appunto lo sviluppo di D" =D quindi:

D'=¥%(¢ ¥
=?Q)%“

al’ .
0=2ﬂ‘(p) Qe . 7 ==a.

Nello stesso modo si pud stabilire la validitd di tutti gli altri sviluppi
che ometteremo.
b) Se sviluppiamo D' come segue :
D'=v/4v'4 4+ 9t
ed osserviamo che:

onde :

e analogamente:

11

V m= Vm,

risulta evidente la validitd dello sviluppo ora scritto, perché la serie del se-
condo membro converge in modo assoluto. ‘

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



202 Cazzaniga: Sui delerminants

Di qui si deduce che pure lo sviluppo per dimensioni di D" & valido, e
termine a termine coincide con quello di D.
5. La proprietd enumerata per i normali nel cap. 3.% n. 4, resta mo-
dificata. -
Indichiamo con D il determinante che si ottiene da D ponendo per gli
elementi della linea a™* gli elementi:

- Lo

“ﬁzx_ﬁaﬁa B=1, 2,... x),
dove le ag debbono essere date in modo, che le ag, in valore assoluto, non
possano superare un certo numero positivo finito.

Si ha:
D—3(;)a-
e )
Ma se D" & il determinante che si ottiene da D" sostituendo per gli
elementi della linea « i numeri ag(8=1, 2,...00), ricordando che:

()=

P=33) =2

Dunque sta il teorema : _

Se nel determinante D" (definito pitv indietro) in luogo degli elementi
aap della linea o, si pongono delle quantits ag(8=1,2,... oo) tali che ¢
numers:

si ottiene :

_ Za
ap = a‘g-x—ﬁ:

sieno minors di un certo numero positivo e finito a, il determinante cosi ot-
tenuto converge, e pud essere sviluppato per gli elementi della linea sostituita.
6. Dimostriamo che anche la regola del prodotto sussiste per determi-
nanti di questo tipo.
B ovvio il dimostrare Passerto nel caso che uno dei fattori sia un nor-
male; veniamo quindi al caso generale.
Sieno:
4"= [aik]7 B’ = [bik]7 @, k= L 2,.. 00),

due determinanti definiti cosl, che esistano rispettivamente le due successioni
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infinite di numeri :
r<lad, (& || <X, (X, z==0, ),
y<|?/4!7|_7/2||?/n|<y7 (Y7y=:=01 °°)7
tali che_i determinanti ;
A=[;—;a,~k]= B=£bik], G k=1,2,... o),

risultino della forma normale.
Sia allora :

C”=[cik]7 (t, k=1, 2,... ),
il determinante di elementi :
Cik = Y, 0ij brj;
. 2
e dimostriamo : ’
a) che C" & convergente ;
b) che il suo valore & dato da C"=A"B".

Si ponga :
- xi
Hip = Qig ~— >
Zk
by = by L
ik ik Yk
ed anche:
_ - =
Cip == 21 a; bkj,
J
onde :

C;[Eik]7 (2, k=1.7 2,... x)
mi definisce il prodotio 4 . B.
Si facciano poi le seguenti posizioni :

m °“’ b
Hir = 24 aij blcj ) Vie = Cik Hike = ”%1 afj ki y
1 2

A" =[ai], B'm=[bal],
G, k=1...m),
C'w= [cn], C"7=[eal,

e analogamente, con lettere segnate, per A, B, C; indi si osservi che:

X, x Y=~ 1 XY Q-+
Y. = )‘ ab = ¥ 4] (lbké = z ail'bkj7
i m‘-ifl 45k m%—l Xi Tk b ZY mt1
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ossia ;

XY~
Yir o
Ty

Osserviamo che nei precedenti sommatorii 1’indice variabile & sempre j.
Allora decomponendo come nel Cap. 7 il determinante C”,, in m -1 deter-
minanti, tenuto conto del precedente risultato, si ottiene:

1C'm—C" <3,
per ¢ piccolo ad arbitrio ed m opportunamente grande. Di qui:

1 C"mip— Ot 1 <9,

Tik =

per cui:
I(C”m+p . C”m) _ (CHZZ;!;? . C”Z:) I < 9 J.

Ma per qualunque m :

1
C "= C:’: )
onde:
| Cdp — ' | = | Cpp — O | <9,
e da ultimo :

[ C”m+p'_' C'm | <33;

PN

dunque C" & convergente.
Ma dalle relazioni precedenti si ha pure:

|C"—C'"m| <29,
o |C—Cnl<29,
qllllll: ]
|C" —Cl<4d .. C"=C=A"B".

7. Cosl restano fissate le principali proprieta di questi determinanti.
Ommettendo ogni ulteriore ricerca, la quale del resto si presenterebbe ovvia
per quanto precede, osserviamo che gli sviluppi del Cap. 6.° valgono anche
per determinanti del tipo D", onde anche le identitd del Cap. 10.° sono vere,
quando i minori che in esse compaiono, sieno considerati quali minori di D".

Cid ha importanza in rapporto alle applicazioni del Cap. 14.°
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13.°
Una classe di determinanti nulli,

1. Si abbia 1l determinante:
D ={au], (4, k=1, 2,... oo,

i cui elementi sieno soggetti alle condizioni che esistono tre numeri 4, #, s,
tali che per ogni valore di 7, k sia:

|aik|£m?

egsendo :
jrsl=¢y>1.

Sotto queste condizioni il determinante converge a zero.
Si sviluppi infatti D,, e si faccia la somma dei valori assoluti de’ suoi
termini; si avra:
Dy=1010,00, .. na,l.

(®)m
E sostituendo per le @ il loro limite superiore, e ricordando che:
%yy Kiyve dm,
¢ una permutazione dei numeri:
1, 2,... m,
risulta :
Amm! A7 m!
-

D,, = =
m r s)é mimA1)

™ m4a)

Costruendo Dy+p e facendo la differenza dei primi, e la somma dei se-
condi termini, si ha:

D = Do | S | S s 2 o 1
Ma:
mt<<m™;  (m+41)(n+2)...(m+p)<(m+pp,
quindi :
| Dnip — D | = ‘fﬁ“ H(m,_,tg,lfik +1 l
Annali di Malematica, tomo XXVI, - 27

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



206 Cazzanigae: Sui determinanti

Ora dico che 'espressione :
Am

Ym+1

tende a zero col crescere di m. Infatti essa pud scriversi:

A W m'm
vy
e poiché:
lim"m=1,
3
ly1>1,
per ogni m > m' essendo m' scelto opportunamente sara :
Vm<ly| .- {i{—” <1.
Risulta quindi:
1 ”‘A=-41imw’”‘§ —0.
ey Ly

Possiamo di qui affermare che fissato con ¢ un numero piccolo a piacere
si pud sempre determinare un intero m' tale che, per ogni m > m', sia:

m A|m

-Ym+1

<3,

e insieme :
+p)dpr

onde:

| Diptp — D | < 9 (1 + 9).

Quindi il determinante considerato converge. Ma d’altra parte dalla disugua-
glianza :

Amm!
l Dm l - } Ymtm-H)
emerge tosto:
D =1limD,,=0.
E chiaro poi che la condizione:
[rsl=yp>1,
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richiede che almeno una delle due quantith r, s sia maggiore dell’'unitd,
'altra potendo anche essere minore di uno.

Se quindi il determinante in discorso presenta le linee tali che i moduli
dei loro elementi formino delle serie convergenti, le sue colonne potranno
anche formare delle serie divergenti, che al crescere dell'indice della colonna
tendono a convergere.

2. Per tali dcterminanti intanto stanno tutte le proprietd del Cap. 2.°
Inoltre & facile convincersi, con una semplice osservazione, che tutti i minori
infiniti dedotti da essi, con la soppressione di uno stesso numero di linee e
di colonne, godono identiche proprietd. Anche gli sviluppi (3), (4), (5) sono
applicabili ai nostri determinanti.

Omettendo le moltissime considerazioni che si potrebbero fare in propo-
sito si osservi da ultimo che ponendo:

)
(4 |
DT ik ¢, k=1, 2,... ),

se tali rapporti esistono, si possono stabilire le relazioni:
Z a @i, =0,
k
\)
,} iy Ajp = 0 )
ed anche:
E ap Ui =0,
7
N
2_4 ap @i = 0.
(2

Ora fissati due numeri p, o per modo che:
lrpl>1, [se|>1,

¢ sempre possibile determinare un numero B finito, per cui:

B
I“iklfm’ (1)

a partire da un certo valore degli indiei in poi.

.

E infatti se tale condizione & soddisfatta si ottiene:

‘ .4 B _AB 1
Yo=Y e a3 o
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Ma la serie:

v 1,
T (so)k
converge in quanto:
lsa|>1
)

quindi, per qualunque valore di B finito, lo sviluppo considerato, e quindi anche
gli altri, convergono quando al posto di «; si pongano quantith che soddi-
sfano alle date condizioni.

Supponiamo invece che data una coppia di numeri p, ¢ definiti come
dianzi, non esista nessun numero B tale che:

|ag|=

oi ok’
per qualunque valore di £ maggiore di un certo intero . Allora fissato
con B un numero grande ad arbitrio, da un certo indice m in poi dovra
essere :
B
i = R @
per infiniti valori di %.
Ma il determinante D resta convergente quando al posto degli elementi
di una linea si sostituiscano i loro massimi valori (cid che & facile verificare);
e dippiti & sviluppabile per gli elementi della linea sostituita, quindi la serie:
N iy

estesa a tutti 1 valori di £ per i quali & soddisfatta la disuguaglianza (2),
converge ponendo per a;:

A4
ik
Si ha dunque che:

A
yigh ik

i )

deve assumere un valore finito.
Ma:
! AB 1 AB
ZW“”‘E (r p)ié(c:s)hE (rsy’
dove M & finito, ma B pud crescere oltre ogni limite. Risulta quindi nella
fatta ipotesi che il primo membro pud crescere oltre ogni quantith assegna-
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bile, ossia, contrariamente all’ipotesi, dovrebbe divergere. Per questo verso
adunque veniamo a stabilire che i gruppi di numeri:

%k y Air y (i, ]C=1, 2,... 00),

soddisfanno alle condizioni per essere associati, e le presenti notizie si legano

direttamente a quelle date dal chiar. prof. PiNcaerLE su tale soggetto.
Sarebbe molto utile a questo proposito, di ripetere sui determinanti in

discorso lo studio particolareggiato che abbiamo sviluppato per i normali (*).

14.°

Sui sistemi lineari infiniti
(applicazione).

1. Sia:
u,-=2_“a,-kxk=yi, (=1, 2,... ), (a)
un sistema lineare di infinite equazioni tra infinite incognite, e suppongasi il

determinante :
D = [au], @ k=1, 2,...x),

della forma normale e diversa da zero, e le y, costanti e di valore inferiore
ad un certo numero finito Y. Ci proponiamo sotto queste ipotesi di determi-
nare i sistemi di valori «, (k =1, 2,... o) i quali rendano identicamente:

U ==Yi,
e che in valore assoluto non risultino maggiori di qualunque numero X po-
sitivo, finito. ‘ '
Fissiamo con X un numero opportunamente grande; per tutti i sistemi
di valori:
|2y | = X,

(*) Esistono due altri lavori del v. Kocu sui determinanti d’ordine infinito. Il primo:
Bidrag tll theorie oéndliga determinanter, 1891, non ci fu possibile consultarlo; l'altro:
Sopra la convergenza, ecc., Compt. R., vol. 120, 1893, per quanto riguarda quella parte
dei det. infiniti da noi studiata non ha molta importanza. Esso tratta di uno speciale nor-
male in rapporto alla frazione continua da esso generata.
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la serie:

S=2;‘ ;(;)ama}k,

converge assolutamente perché si ha:

‘;la”x},|<U,

dove U & positivo finito. Ma allora possiamo scrivere :

3=y =3

7

E d’altra parte:

onde :

Sotto le ipotesi date il sistema delle w; ammette dunque un sistema unico
di soluzions.

2. Ancora nell’ipotesi che:

D ==

1 ?

supponiamo nulle tutte le y;, ossia consideriamo un sistema omogeneo di in-
finite equazioni. Allora :

ka=;(;)y1=0,

risulta ciog, che in tal caso il sistema & soddisfatto da valori delle incognite
tutti nulli, ossia in generale non ammette soluzioni.
3. Vediamo il caso generale nell’ipotesi che:

D=0,

sia di caratteristica #, supponendo che non tutte le y; siano zero.

Si sa che & sempre possibile determinare almeno un minore infinito di D,
di ordine r, diverso da zero:

(ai, U2y ar)
Bay Pe, ... B,
Allora possiamo dimostrare che i primi membri delle equazioni :

u"'l=y¢17 u“ﬂ=y¢27"' “1r=?/“,-7

risultano combinazioni lineari omogenee delle altre u;.
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Infatti, sotto le ipotesi dei numeri precedenti la serie doppia:

(0 oy Oyey 10 Oyig o v s O,
S=2}>‘( v ’ '

Ay, L2 e
n T ‘?‘1 .. -Bv-—ipv BuH. . p,) mi <
converge assolutamente, quindi si potrd ordinarla come segue:
Ay we e M. O, v J L /A
S= ') ) (1799 m) 3 N r Uu ==
Zﬁx...ﬁ,..p,.";‘ M Pral | TR R O iy

”m -

g v oo &
=lex() r)amla
- BB

Ma in quest’ ultima espressione i termini del sommatorio esteso ad m
sono zero tanto per:

)\=:=(ﬁ17 BZ)“ . ﬁi'))

quanto per:

A=(Bi7 ﬁ27°" ﬁ")’

perche nel secondo caso gli corrisponde un termine che & un minore di or-
dine (r — 1), e quindi zero per ipotesi, nell’altro un minore con due colonne
identiche. Risulta adunque:

v “1...“;;—{...7”1-)-}—1...“,.
i
"m

BuoviPomt ot B Bor ,”@r)um=0.

Ma nella serie seritta 1 coefficenti di:
ud’x’ u¢2, 'M',a, “ o um,,__l’ ug_v+17 DY ua'_,

sono tutti zero, mentre & diverso da zero per ipotesi quello di u,, ed i coef-
ficienti di w,, per:

SRy ey
quindi si avra:

(a1
E questa formula che vale per:
v=1,2,...r, -
dimostra appunto che i primi membri delle equazioni :
Ue, = Ya, o v+ Yo, = Ya, ,

sono funzioni lineari delle restanti ;.
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Di qui si rende chiaro che se ¢ valori delle incognite x rendono:

ugl =ya1 oo U, = !/“n
ed anche:

Um = Ym, m =:= (“f)7

identicamente, la soprascritta relazione fra le u; deve sussistere anche fra
le y; corrispondenti affinché il sistema sia compatibile. Quando c¢id non av-
venga, il sistema & incompatibile, ossia non ammette soluzioni.

Supposta dunque verificata la condizione necessaria per la compatibilita del
sistema, & chiaro che le w,, = ¢4, (v=1, 2,... ) sono conseguenza delle altre,
e quindi superflue.

Volendo poi effettuare la determinazione delle incognite basta notare che
la serie doppia:

N W TR TN - 4 /)
S=}_‘%( )am;x,\,
m

Bife...Brp

converge assolutamente, e quindi :
RS ai...a,m) . =V(a1...o&,m) .
PRI LEEE T I8
la quale in forza delle identitd (13) del Cap. 10 diventa:

L ] g N (oS L LR CR)

Il sistema & dunque » volte indeterminato.
Reciprocamente se tra le x; stanno le ultime relazioni scritte, il sistema
dato & soddisfatto dai valori delle incognite che si deduce da esse; cioé tali

relaziont sono necessarie e sufficienti perche ¢l sistema sia compatibile ed r
volte indeterminato.

Eseguendo infatti la sostituzione, per esempio nella o™® equazione data,
si ottiene :

22 R4 \ Ay vs e Xt
4 Ous o= 3, O« ( r ) cos
(@1...3,)% pUp= 0o g, . pp )ImT
dove i termini seguenti sono identicamente nulli.
Ma il primo membro & proprio :

(s o) e
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ed il secondo membro si pud ridurre a:

\

MEED X "'B,@)““‘*

Per cui osservando che la serie estesa a 8 & sempre zero, eccetto per il caso
di m=a, in cui diventa:

I'equazione resta verificata.

Possiamo quindi riassumerci nel teorema :

Se (@) & un sistema di equazioni lineari non omogence, di cui il deter-
minante é normale, nullo di caratteristica r, e si determinano gli indici :

Gyy Gayern ory PBry Bayerr Bry
m modo che il minore infinito :
(m . oz,.)
n ?
Ei...B,
sia diverso da zero, e poniamo la condizione che le incognite in valore as-
soluto non possono superare qualunque numero X positivo, grande a piacere,

allora le equazioni :
u”‘l = ydl ) 1['7’2 = ?/”2) e u’r = y“:-)

risultano superflue, le incognite :

x/gl PR Z’p’,,

restano indeterminate, e le rimanenti incognite sono espresse come funzioni
lineari dei termini cogniti, e delle indeterminate g, .

4. Per il caso in cui le y sieno tutte zero, ossia si tratti di un sistema
omogeneo il cui determinante I) sia di caratteristica #, il procedimento per
la determinazione del valore dell’incognite, e la corrispondente discussione, sono
affatto analoghi a quanto si & trattato finora. Anche in questo caso adunque
ogni incognita & funzione lineare di  indeterminate. E ovvio poi che in tale
sistema il caso della sncompatibilita non si possa presentare.

Il teorema per questo caso fu esposto dal v. Kocn, e il contenuto del
numero precedente & la pura estensione del suo metodo.

5. La condizione del numero 3, necessaria e sufficiente per la com-
patibilita fra le equazioni di un sistema ad infinite incognite, pud assumere
una forma assai pili concisa.

Annali di Matematica, tomo XXVI. 28
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Formiamo il minore di D:

Oy o oo Cly
?
Bi...Bs
diverso da zero, sopprimendo in A le linee con le colonne indicate; indi lo si
orli a destra con la colonna delle y; (¢{==a,, a,... a,) e al disopra della

prima linea con la linea «, ponendo nell’origine, incrocio della linea con la
colonna aggiunta, ’elemento 4,. Cosl otteniamo un determinante A,_,, sempre
convergente, perche le y; soddisfano alla disuguaglianza :

Yi = Y,
per Y finito. Tale minore per:

1'=;=a{, az,... Ay y
& zero perché in esso due linee vengono a coincidere, e per:
i-—_—:d(, [ PXRE ar,

sard ancora nullo, in virtd delle relazioni che sussistono identicamente fra
le y;, le quali fanno si che nel minore A,_, gli elementi della linea aggiunta
sieno le stesse combinazioni lineari omogenee degli elementi omologhi nelle

linee parallele. Se ¢id non fosse, per quanto si & veduto, il sistema sarebbe
incompatibile. Dunque si ha sempre :

Ar—-i == O.

Reciprocamente poi se tutti i A,—, cosi ottenuti sono zero, vuol dire che in
essi gli elementi p. es. della linea ¢ sono le stesse combinazioni lineari degli
altri omologhi nelle linee parallele; quindi facendo variare ¢ da «, ad o, si
ritorna appunto alle relazioni fra le y; onde siamo partiti, relazioni che si
presentano necessarie e sufficienti perché nel dato sistema le equazioni siano
compatibili, ed » di esse si presentino come combinazioni lineari delle restanti.
Riassumendo :
Le relazioni :

sono mecessarie e sufficienti perché il sistema visulti indeterminato d’ordine r,
e si presentino tutte compatibili le equazioni che lo compongono.
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6. Ma questo criterio & a sua volta trasformabile.
Immaginiamo di costruire Ja matrice infinita :

y’ a“ aig ...a,n “ ..
yg Ctg, a22 --.agn o

Ym Qi Az o o« Ubpn o+ +

L N

Sopprimendo in essa una colonna ad arbitrio, il determinante che ne risulta

& almeno di caratteristica r.
Infatti se la colonna soppressa & quella delle y si ottiene il determi-

nante D che per ipotesi & di caratteristica 7.

Se la colonna soppressa & una fra le 3 =8,...8,, il determinante che
risulta ammette come minore di ordine 7 il minore considerato poc’anzi:
Oy aselly
2
181 oo ﬁ?‘

supposto diverso da zero. Ma poiché tutti i A,_, sono uguali a zero, per
un teorema dimostrato saranno zero tutti i minori d’ordine » — 1, » — 2,...
3, 2, 1 del determinante costruito e quindi esso & di caratteristica ».

Infine se la colonna soppressa fosse diversa dalle 8,...p3, e il determi-
nante fosse di caratteristica p < 7, esso dovrebbe ammettere almeno un mi-
nore di ordine » (e formato con le a,;) diverso da zero. Ma tale minore &
anche un minore di D diverso da zero, quindi tutti i minori di ordine » — 1 de-
ducibili da esso, orlandelo con la colonna delle y ed un’altra linea qualunque, sono
zero, e cosi pure quelli d’ordine » — 1 formati con le aix, per ipofesé; & dunque
assurdo che il determinante in questione abbia caratteristica minore di 7.

Con questo resta dimostrato che 1 determinanti dedotti da M con la
soppressione di una colonna sono almeno di caratteristica ». Viceversa poi se
tale condizione & soddisfatta & ovvio che A,—, = 0.

Allora considerando la M come una matrice rettangolare con una co-
lonna 4n eccesso sul numero delle linee, in modo che da essa si debbano de-
durre determinanti infiniti, sopprimendo una colonna ad arbitrio, potremo da
ultimo conchiudere :

Perché le equazioni del sistema dato siano compatibili é necessurio e
sufficiente che il determinante D e la matrice M abbiano la stessa caratte-

ristica r.
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E questa appunto & la diretta estensione del teorema sulla compatibilita
dei sistemi finiti di equazioni lineari, sotto la forma elegante e concisa che
gli inferiva il prof. Capelli.

7. Per la validith dei precedenti risultati non & necessario che D sia
della forma normale.

Infatti se poniamo attenzione a tutti 1 teoremi e alle formole di cui ei
siamo valsi finora, vediamo che gli uni e le altre, sono estesi od estensibili ai
determinanti che si deducono da un normale colla nota sostituzione di elementi
finiti agli elementi di » linee od % colonne, ed agli altri che si deducono
pure da un normale moltiplicandone le linee per w,, x:,.. &,... rispettiva-
mente, e dividendo le colonne per le stesse quantita.

Dunque i risultati precedenti valgono per sistemi d’equazioni pill gene-
rali di quelli dianzi studiati.

8. A complemento di queste ricerche supponiamo di avere un sistema
infinito:

Zaik Tr=1Y;, (a')
D = [au], k=12, 3,...),

sia tale che esistono tre numeri A, 7, s per cui:

il cul determinante :

per A finita ed:
rs|>1.

Allora dico che se esiste ed & determinabile un numero finito Y tale che:

yiﬁz
~— 1 ?

it
dal dato sistema & sempre deducibile un sistema di soluzioni:
1% !
r; = Xs*, (s' <s),

(dove X & un numero grande a piacere ma finito) le quali sono espresse per
funzioni lineari delle y;.
Infatti ricordiamo dal cap. precedente che le quantitd «;, se esistono,

sono tali che:
B
%k f'pi_c-"%’
per B finito e:
[rpl>1, |sel>1.
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Allora se poniamo :
Xk=zdtk%- (1)
i
e nella serie del secondo membro si pone al posto delle «; ed y; iJoro mas-
simi valori si ha:

I.Xkl<f—ifX3/k.

Dove X & un numero oppurtunamente grande, onde risulta anche il eri-
terio che per s =1 le X} tendono ad un limite finito, e le serie che le rap-
presentano sono assolutamente convergenti per qualunque valore degli indiei..

Ponendo ora nella formola (1) al posto delle ¥, i loro valori si ottiene:

Ty = E‘Zik Zaih Tp
;

I
e questa serie converge assolutamente.
Infatti poiche vogliamo determinare dei valori:
z;=Xs't, s < sy,
la serie scritta si presenta termine a termine minore dell’altra:
ABX 1 (s' L
Tk @ oy E) '
la quale converge.

Dunque ordinando opportunamente i termini della x, si ha:

= Nan Yoy in,
i

2
che per le note relazioni ci da:
ch =y .
Dunque sotto le note ipotesi il sistema dato ammette una soluzione unica
per le z;.
E questo il risultato pitt importante che il ehiar. prof. Pivcmerre nella
memoria citata stabiliva per mezzo dei gruppi di numeri associati.
Per questa via & chiaro che si giunge a risultati analoghi, non identici,
a quelli che si otterrebbero ammettendo rigorosa e applicando al caso nostro
Vordinaria teoria dei sistemi lineari.

Pavia, 25 ottobre 1896.
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Sulla riduzione delle singolaritd pun-
tuali delle superficie algebriche dello
spazio ordinario per trasformazioni
quadratiche.

(Di Brero Levi, a Torino.)

Memoria prima.

Un noto teorema relativo alle funzioni algebriche di una variabile
dovato al WEiERsTRASS e, particolarmente per la sua interpretazione geome-
trica e per le importanti applicazioni, al sig. Noernpr (*) stabilisce la pos-
sibilith di trasformare 1'intorno di un punto singolare qualunque di una curva
piana algebrica (non multipla) nell’ insieme degli intorni di un numero finito
(che pud essere 1) di punti semplici di un’altra curva algebrica piana, per
mezzo di un numero finito di trasformazioni quadratiche piane.

Si presenta naturale la domanda se esista un teorema analogo per le
superficie algebriche dello spazio ordinario, e in generale per le M, , im-
merse in un S,. Limitandoci allo spazio ordinario la questione fu toccata
dapprima dal sig. Noeruer (**) il quale affermd la possibilita di abbassare
la singolaritd di un punto o di una linea di una superficie assumendoli come

(*) Gottinger Nachrichten 1871, pag. 267, 2.* Nota: Ucber die algebraischen Fuuc-
tionen einer und zweier Variabeln e Math. Ann. 1X-1875: Ueler dic singuldren Werthsy-
steme einer algebraischen Function und die sing. Punkte einer alg. Curve. Cfr. pure cli
analisti : p. es. HAMBURGER, Zeitschritt fir Mathematik u. Physik, XVI-1871. BIERMAN\
Theorie der analilischen Functionen, 1887 (pag. 215 e seg.). Per la dimostrazione sinte-
tiea v. BrrrINt: Sopra alcuni teoremi fondamentali sulle curve algebriche piane (Rend.
Ist. Lombardo (2)-21-1888) e un recente lavoro del sig. De FranNcuis: Sopra una teoria
geomelrien delle singolarita di una curve algebrica piana (Rend. Cire. Mat. Palermo XI-1897).

(*#) Nella citata Nota nelle Gottinger Nachrichten.
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elementi fondamentali di una trasformazione Cremoniana dello spazio. Ma
il problema non era interamente risolto con cid; mancava la dimostrazione
che il procedimento indicato bastasse a risolvere ogni punto singolare.

Molto tempo dopo ritornarono sull’argomento i signori Der Przzo (*) e
Koss (**), e, ricorrendo l'uno a trasformazioni monoidali, I'altro a trasforma-
zioni quadratiche, proposero due dimostrazioni della possibilita di rappresen-
tare I'intorno di un punto (o linea) singolare di una superficie per mezzo
degli intorni di un numero finito di punti (o linee) semplici di una o pil
nuove superficie. Della proposizione del sig. Koss fece applicazione geome-
trica il sig. prof. Seare nella sua Memoria: Sulla scomposizione dei punti sin-
golari delle superficie algebriche (***).

Avendo avuto Ponore di coadiuvare il prof. Seere nella revisione delle
bozze di questa Memoria, mi occupai della suddetta questione, ed ottenni fin
d’allora con metodo sintetico alcuri risultati che il prof. Smere volle gentil-
mente annunziare alla fine del suo lavoro (p. 53).

Nello sviluppo dei concetti che mi guidarono, la materia mi venne cre-
scendo in mano, tanto da superare ogni previsione che su quel breve cenno
potesse farsi. Di questa prolissitd, che va attribuita all’argomento (e da cui
mi pare non possano per ora liberarsi anche altre ricerche affini) chiedo
venia al lettore, che oso sperare si compiacerd dei risultati ottenuti; tanto
pitt che, se mal non mi appongo, non sono interamente esatti i due lavori
sullo stesso argomento, ultimi citati: — questo confermerd, per quanto ri-
guarda la Memoria del sig. Koss, nel breve esame critico che premetto alla
presente Memoria.

Relativamente al lavoro del prof. De. Przzo mi limiterd a ricordare i
giudizi e le discussioni cuni esso diede luogo (***¥*); riferendomi in partico-
lare al principio della seconda Nota del prof. Seere per l'esposizione di quei
dubbi che possono far ritenere incompleto il lavoro del citato autore.

(¥*) Intorno ai punti singolari delle superficie algebriche (Rend. Cire. Palermo VI-1892).
(¥%) Sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables (Journal de Mathe-
matiques (4) VIII, 1892, pag. 385). Indiclierd hrevemente questa Memoria con: IXopn.
Essa si chinde con un rapido cenno alla questione pitt generale relativa alle M,—q di N,
ad esso pure debbono estendersi le osservazioni del n.° 1 del presente scritto.
(¥**) Annali i Muatematica (2) XXV (dicembre 1898) pag. 1. Indichero questa Me-
moria con: SEGRE,
(**¥*%*) Dur Przzo, DPer difesa, Stockholm, 1894, Osservazion! sopra una Memoria del
prof. Corrado Segre, ecc. Atti dell’Ace. Pontaniana, 27 (maggio 1897). — SkcrE, Intorio
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§ 1.

1. I fatti enunciati dal sig. Koss come risultati del suo lavoro, si rac-
colgono nelle tre seguenti proposizioni:
a) «Sia (0, 0, 0) un punto m?% della superficie algebrica :

I(u, v, wy=20.
« Con una sostituzione della forma:
u =(a47+340+'/‘)C
v :(asf‘{_ﬁaa‘]—'/?)g
W= (02t 4 B27 + 73) ¢,
« facciamo corrispondere a questo punto un certo numero di punti (a,, b,, 0)
« di una superficie:
¢(z, q, ©)=0,
« in modo che I'insieme degli intorni (domaincs) dei punti (a,, b,, 0) rap-
« presenti tutto I’intorno del punto (0, 0, 0) della superficie F (u, v, w) = 0.
« Operiamo quindi allo stesso modo su ogni punto multiplo della serie:
(@, by, 0) =1, 2,..., r),
« e perverremo infine a un numero finito di punti sempliei:
(“,',f'), bﬁf')a 0) w=1,2,..., 1),
« in un numero finito di superficie:
G (r2y 725 &1y) =1, 2,...,9),
«1 cui intorni, presi assieme, rappresentano tutto I'intorno del punto multiplo
« (0, 0, 0) della superficie F'(u, v, w)=0.» (I. c. p. 414-415.)
b) Le coordinate dei punti della superficie F' (», v, w)= 0 nell’in-

torno del punto multiplo (0, 0, 0) si possono sempre rappresentare con un
numero finito di serie di potenze di due variabili (p. 415).

ad una mia Memoria « Sulla scomposizione, ecc. ». Atti di Torino, 32 (adun. 23 wmag-
gio 1897). — Drr Przzo, Replicu ad una Nota del prof. Corrado Segre in visposta ad

alcune mie osservasioni, Atti Ace. Pontaniana, 27 (giugno 1897). — SueGrE, Su wn pro-
blema relalivo alle intersesioni di curve e superficie, Atti di Torino, 32 (27 giugno 1897).
Annali di Malematica, tomo XXVI. 29
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¢) Le coordinate di tutti 1 punti della superficie F' (u, v, w)=0 si

possono rappresentare con un numero finito di serie di potenze di due va-
riabili (p. 415-419).

L’enunciato ) & immediata conseguenza di «); ed ammesso b), si de-
duce senza grandi difficoltd 'enunciato ¢).

To mi occuperd quindi solo del primo.

Si noti in primo Inogo che la sostituzione (1) & il prodotto della sosti-
tuzione relativa ad un cambiamento di assi coordinati (conservante I'origine)
e di una sostituzione del tipo:

r=2a2z, ?/':y,z’.v 2=z, (2)

relativa ad una trasformazione quadratica speciale, avente I'origine delle coor-
dinate come punto fondamentale isolato ed avente per conica fondamentale
una retta doppia non passante per questo punto. (Nello spazio del punto (z, ¥, 2)
questa retta doppia & la retta all’infinito di 2=0, il piano della conica
(retta doppia) & il piano all’infinito; nello spazio del punto (z', ¥', ') il punto
fondamentale isolato & il punto all’infinito dell’asse delle 2, la retta doppia
fondamentale & la retta all'infinito del piano 2’ =0, il piano della conica &
il piano 2’ = 0.) Chiamerd nel seguito trasformazione quadratica speciale ogni
trasformazione di questo tipo (*); e poiche non mi occuperd di operazioni
analitiche, non avrd riguardo alla posizione particolare degli elementi fonda-
mentali della trasformazione rispetto agli assi coordinati. La sostituzione (1)
rappresenta adunque ancora una trasformazione quadratica speciale.

Cid posto, si effettui col sig. Koss sulla F'= 0, la trasformazione qua-

dratica speciale (1) la quale muti la superficie F'—0 nella ® =0; all’in-
torno del punto A=(0, 0, 0) di F corrisponde lintorno di una linea

¢(r,0) =0, ¢ =0, di . Su questa curva si debbono distinguere i punti
multipli per la ®. Per quanto riguarda ! enunciato @), basta esaminare gli

(*) Questa trasformazione si presenta particolarmente utile negli sviluppi analitici
(Ctr. oltre al lavoro del Kosp la succitata Memoria del prof. SEGRE), e talora anche nelle
considerazioni sintetiche (Cfr. Smerr n.' 23 e 25, pag. 30-31 e 33-35). Piu proprio del
nome di trasformazione quadratica speciale sarebbe forse quello di ¢rasformazione qua-
dratica doppiamente specializzate nella conica fondamentale, chiamando semplicemente
specializzata nella conica fondamentule la trasformazione in cui questa conica degenera
in una coppia di rette distinte ed il punto fondamentale non é su alcuna di queste
rette; per brevita di linguagzio evito tali locuzioni e chiamero semplicemente trasforma-
sione quadratica Uultima nominata.
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ultimi punti (ed i loro intorni); si noti che questi punti sono in numero fi-
nito se ¢ = 0 non contiene parti multiple per la ¢; sono infiniti e costitui-
scono una curva in caso contrario. Se I’ enunciato a) pud dimostrarsi per
questi punti della @ risulterd pure provato per il punto considerato di F. Ma
1 nuovi punti multipli sono generalmente di multiplicith minore di quella di
questo punto; cosl la trasformazione quadratica abbassa generalinente la dif-
ficolta della dimostrazione dell’ enunciato a). (Nel caso che ¢ contenga una
parte multipla per @ occorre qualche ulteriore considerazione; io non mi sof-
fermo su questo punto. V. Koss, p. 402-405.)

Converra quindi studiare il solo caso in cui, trasformando con una trasfor-

mazione quadratica un punto multiplo di F', si ottengano punti trasformati di ®
aventi la stessa multiplicita.

Il sig. Koss applica un procedimento analogo a quello con cui il Wer-
ErsTRASs dimostra I'analogo teorema per le curve piane.

La curva ¢ contenga il punto A me?P per © come A per F; essa si
comporrd di rette distinte o no, per A (*). Sono allora possibili tre casi:
1.° ¢ si compone di piu rette; allora 4 non ¢ uniplanare; se inoltre
si trasforma ¢ con una nuova trasformazione quadratica (p. es. speciale) avente
il punto fondamentale in A4 ed i rimanenti elementi fondamentali conveniente-
mente generici, la linea trasformata di 4 non pud ridursi a un’unica retta;
cost A si comporta per ® come A per I, e non & uniplanare (**).

2.° ¢ 8i riduce ad un’unica retta; 4 non & uniplanare; se si assume @
come superficie F' si ritorna al caso precedente (**¥).

3 ° ¢ si riduce ad un’unica retta; 4 & uniplanare. Operando su ¢ come
si & detto in 1.° si ottiene una superficie ®, e su essa una retta ¢, trasfor-
mata di 4, la quale pud ancora contenere punti mP% (e pud esser mple essa
stessa) per ®,; ed in particolare pud avere mP@ il punto corrispondente alla
direzione uscente da A secondo ¢, senza che necessariamente questo punto sia

generico per la ¢, (in particolare pud questo punto essere mPl senza che lo
sia un punto generico della ¢,).

(*) Cfr. Koss, pag. 405 e SEGRE, pag. 3.
(**) Koss, pag. 408-409.
(**%) Id., pag. 409-410.
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Cid posto il Koss trasforma la ®, come si & detto sopra, nella ®,, questa
in modo analogo in una nuova superficie ®,, e questa in una @, e cosl via,
scegliendo come punti fondamentali successivamente un conveniente punto A,
della g,, un punto della linea trasformata di questo e cosl via, e si propone
di dimostrare che la successione di queste superficie su cui esistono punti
trasformati di 4 mP® & finita. A tal uopo egli suppone dapprima esplicita-

mente che il punto 4, non corrisponda alla direzione uscente da A secondo g¢;

ed analoghe restrizioni pone ai punti analoghi ad 4 e ad A, nelle trasfor-
mazioni successive (*). Ora tali restrizioni non mi paiono giustificate; per

vero, effettuando la trasformazione di ¢ in @, (p. es.) si viene a trasformare

Pintorno di A nellintorno di ¢,; quest’intorno si scompone poi nell’insieme
degli intorni di un numero finito di punti di ¢, applicando un noto teorema
di WeierstRAss e Poivcart (*¥), per modo che in ciascuno di questi intorni
deve valere una stessa scomposizione del polimonio ®,, quale risulta da questo
teorema. I centri di questi intorni (i punti quali 4,) non sono adunque inte-
ramente arbitrari e fra essi debbono certamente contarsi, p. es., i punti di ¢,
che hanno per ®, multiplicitd superiori a quella dei punti generici, e talc,
per un’osservazione precedente (3.°), pud essere il punto di ¢, corrispondente
alla direzione uscente da A secondo g.

Ad ogni modo, ammettiamo queste restrizioni, ¢ vediamo come il signor
Kosp prosegue nella sna dimostrazione (¥**):

Dalla F si siano ottenute nel modo suindicato le superficie:

6=0, (D’=0, @2——:0,--., (DT=O;

siano (z, o, ¢), (v, 01y &1)y (72y 02y &)yenvy (2ry G5y &r) le coordinate dei punti
di queste superficie corrispondenti a (u, v, w) di F =0. Le formole di tra-
sformazione della 7' nella @, sono del tipo:

W = (“1 T + Bio+ 7’:) (‘1’3 Ty "]‘ B33, —l_ "/,3) (0-”3 Te + 13'/3 7yt }’”3) e
co (@™ 7 4 B gy M) g,

(*) Kons, 409.
(**) WeiersTrRASS, Abhandlungen aus der Functionenlehre, pag. 107 e Mathematische
Werke, vol. 2.° Pomcarg, Thése pour le doctorat, Sur les propriétés des fonctions definies

par les équalions auax différences partielles, pag. 7.
(**%) L. c., pag. 410-413,
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v= (0(2 T+ ‘82 g +}'2) (“I3 Ty _I_ ﬁrs ay "!—7/3) (05”3 Ts + B ’3 o, + 7”3) e
s (a\"(r) Ty + ﬁd(r) Gy + 73(7‘)) Cr

W— (st Bio+y)(@sti B+ y)(@ s+ B8+, ..
° (a3(r) Ty + 53(7') Ty _}— 73(7‘)) :r )

4=[T+ (vr a3, 8] & Ci=yiysy’s. o
b= [F2 + (Z',. Or G,.)] &r Py = 72 "/'3 71/3 - 73(”
w = [T (z, 0 &)] &r Tam 2 y's 7"y o g5

dove i tre simboli (r,s,¢,) stanno a rappresentare tre diverse funzioni al-
gebriche intere (non forme) di z,, ., &, prive di termine costante.

Se y(vw)==0 & il cono circoscritto a F dal punto (c000) ¢ L e M
sono due convenienti polinomi in #, v, w si ha:

ossia:

Y
LF+M 1~ F—y.

In ambi i membri di questa identith si sostituiscano a w«, v, w 1 loro
valori in 7, o,, ¢.; 1 primo membro verra a contenerc almeno il fattore
g rnm-1) . quanto al secondo afferma I’A. che, sc:

7 (010) = (O W+ (0 wWhii A+ -+ + (010,
conterrd invece il fattore ¢ (n > A, = 1), potendosi supporre :
X (Fz Fa) z 07

« poicheé y (v, w) non ¢ riduttibile ». Di qua la disuguaglianza (r--1)(m — 1) <<n,
donde un limite superiore per .

E qui da ricordare che, in conseguenza delle restrizioni annesse relati-
vamente alla scelta di 4, e dei punti analoghi, %5, ¥"s,..., 7 non sono
nulli. Inoltre si possono supporre non nulli y, e 7, (*); quindi si possono sup-
porre non nulli T, e T,

Cid posto, affinché sia y (T, I's)==0 per valori di I, I, corrispondenti
a un » superiore a un dato intero & necessario e sufficiente che:

1.° y (v, w) =0 non contenga il piano », v —y, w0 =03 questo si pud
sempre supporre verificato, al piu facendo subire dapprima alla F =0 una
conveniente trasformazione, e assumendo come F la superficie trasformata.

{*) L. c., pag. 408,
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2.°T, e Ty non debbono assumere, da un certo # in poi, costantc-
mente i valori rispettivamente di v e w per cui son soddisfatte l¢ due equa-
zioni :
x (@, 'IU)=0, 73— 0 =0,

il che porta al pil una nuova restrizione nella scelta dei numeri y's, y"s,...,
ciod di 4, e dei punti analoghi.

Non vedo perd la necessita di considerare 1irreduttibilith o meno di
x (v, w); e noto che essa non ha generalmente luogo.

Quando poi la disuguaglianza y (T, ;) == 0 sia soddisfatta, non si potra
ancora affermare che, dopo la sostituzione di z,, 0., & a u, v, w, si ottenga
in x (v, w) soltanto ¢» come fattore e non una potenza superiore di ¢,; poiche,
quando sia (I'Ty); =0 (e cid pud esser conseguenza necessaria della singo-
larita di ' in O (*)) non & ancor provato che non possa ridursi un termine
del tipo (I Ty). & (w=124-1,..., n) (ed anche tutti questi termini) con uno
o pilt termini simili provenienti dallo sviluppo di espressioni del tipo:

(s 4 (zr 00 &)y Ts + (7790 &0))0 &7 v=2-+1,..., n)

(diverst necessariamente da (', Ts), 7).

2. Riprendendo nelle pagine seguenti il problema della riduzione delle
singolaritd delle superficie, non mi occuperd della trasformazione delle curve
singolari; bensi studierd I'effetto di una successione di trasformazioni qua-
dratiche aventi 1 punti fondamentali isolati in un punto singolare e ne’ suoi
successivi trasformati (frasformazione del punto singolare). Per brevita dird
che si applica una trasformazione quadratica ad un punto singolare quando
si trasforma la superficie o la curva cui il punto appartiene, per mezzo di
una trasformazione quadratica avente il punto come punto fondamentale iso-
lato; e supporrd in generale (quando non sia detto esplicitamente il contra-
rio) gli altri elementi fondamentali in posizione generica; la trasformazione

(¥*) Si consideri ad es. un punto doppio uniplanare A di F'; esistono in generale
s tre punti parimenti doppi per @, e alle direzioni corrispondenti a questi tre punti
¢ generalmente tangente la curva intersezione di F colla prima polare di un punto ge-
nerico dello spazio rispette alla F. Esistono bensi punti eccezionali per cui ci0 non é
vero, i punti cioé del piano tangente in A a I, ma, scelto un tal punto per (oo, 0, 0),
(v, w)a =0 & Vequazioné del piano tangente a F in A4, e quindi, per le ipotesi fatte (che
11 Y2 Y5 sostituiti a « v w annullino il primo termine dell’equazione = 0 (Koss, pag. 408),
(v2 13)2 = 0 onde (T3 Tg)y = 0.
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si potrad in generale supporre non speciale, e quando cid non possa farsi sard
detto esplicitamente.

Dimostrerd che se F' ¢é una superficie algebrica e A un suo punto sple,
e se, applicata ad A una trasformazione quadratica, si ottiene come sua
trasformata una curva a, di una superficie ®, trasformata di I', sulla
quale esistano punti sP% per 4,5 e se, detto A, uno di questi punti, si opera
su esso come precedentemente su A, ottenendone una linea «, di una Ssuper-
ficie ®, su cui possono esistere punti sP% per ®, uno dei quali sia A,, e cost
si prosegue: la successione delle superfieie ®,, ®,, ... ¢ dei punti A,, 4., ...
¢ finita, cioé esiste mella successione un’ ultima superficie ®, su cui esiste
una linea a, trasformata di A,—, su cui non esistono punti sp¥ per 0, ; purché
1 puntt Ay, A,,... siano scelti in modo che, a cominciare da uno di essi in
poi, non accada mai che uno di questi punti stia sulla linea trasformata di
una linea sP' passante pel punto precedente; ed in particolare da uno di
essi n poi non stiano su una linea sPle della superficie.

Rilevo fin d’ora che si pud sempre supporre che il punto dal quale in
poi non accade mai ecc., sia A,, poich® basterk in caso contrario assumere
come superficie iniziale F' una conveniente ®; osservo inoltre che & evidente
che i punti sp% 4,, A4,,... sarebbero infiniti se, a cominciare da uno di essi
in poi, appartenessero tutti alle successive trasformate di una stessa linea sple
(linee tutte sP® per le superficie cui rispettivamente appartengono); ma, e
questo non mi pare evidente senz’altro, pud accadere che il numero dei punti
sPli A, Ay, ... cresca oltre ogni limite qruando si scelgono queste punti in
modo che due o pil (necessariamente consecutivi) appartengano a linee sp
corrispondentisi (trasformate I'una dell’altra) delle superficie successive, pur
essendo jinito <l numero dei punti che stanno su linee trasformate di wuna
stessa linea sPle. La prova di questa proposizione & riservata alla Memoria
seconda. ’

Non & necessario aggiungere che, dimostrato il suenunciato teorema, ri-
sulta pur provato, che sotto analoghe restrizioni, si pud sempre, con una suc-
cessione di trasformazioni quadratiche, passare dal punto O comunque singo-
lare, ad un punto semplice. I ragionamenti relativi alla rappresentazione del-
"intorno di un punto di una superficie contenuti nella Memoria del Koss
valgono allora a provare I’enunciato @) cosl modificato: — si opert come
& detto in a) su tutti i punti (@,, by, 0) non eccezionali secondo il teorema
suenunciato; si perverra a rappresentare 1’intorno del punto (0, 0, 0) con-
siderato di I per mezzo dell’ insieme degli intorni di un numero finito di punti
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semplici su un numero finito di superficie e di quelli di un numero finito
di nuovi punti singolari, appartenenti a linee singolari della stessa multi-
plicita.

La questione analitica della rappresentazione per mezzo di un numero
finito di serie di potenze dell’intorno di un punto singolare di una superficie
-algebrica rimane per ora insoluta e precisamente rimane al punto a cui
hanno portata 'Harenex (¥) e il prof. Den Przzo (*¥).

$ 2.

Questo paragrafo ed il seguente sono destinati a considerazioni sulle
curve sghembe e sull’intersezione di due superficie, necessarie per il seguito,
ma che non potrebbero considerarsi come parte integrante della dimostrazione
che ho in animo di dare.

3. Una curva sghemba C, d’ordine m, non multipla, abbia in A punto
splo, Si applichi ad A una trasformazione quadratica; la curva C si trasfor-
merd in una curva €’ su cui si trovano uno o pill punti corrispondenti ad A
la somma delle cui multiplicita & =s; siano 4',, 4'5,... questi punti. Se
essi non sono tutti semplici, si applichi ad uno di essi 4'; multiplo per C', una
nuova trasformazione quadratica. C’ si trasformerad in una nuova curva C” in
cui al punto considerato corrispondono uno o pitt nuovi punti Aj;, An, ... e ai
rimanenti punti 4 (j=1,..., ¢—1,¢-41,...) altrettanti punti colle stesse
multiplicitd rispettive; questi ultimi punti si potranno rappresentare rispettiva-
mente cogli stessi simboli dei corrispondenti punti di C'. Si assuma un punto
qualunque fra gli A; e gli 4'; di C’, che sia multiplo per C” e si applichi
ad esso una nuova trasformazione quadratica; e cosl via. Dopo wun numero
conveniente, finito, di trasformazioni si giungerd ad una curva C) su cui
¢ punti trasformati di A son tutti semplici (***).

(¥) Sur les lignes singuliéres des surfaces algébriques. Annali di Matematica (2) IX-
1878-79, paz. 68 (v. pag. 73 e seg.).

(**) L. c., pag. 146 e seg. Gli enunciati a cui mi riferisco sono validi, almeno nella
loro dimostrazione, solo con opportune restrizioni. Cfr. la fine dell’introduzione al pre-
sente scritto.

(***) Questo teorema non é veramente una novita. Non saprei perd citare un luogo
ove lo si trovi precisamente sotto questa forma e con una dimostrazione simile a quella
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Semplificherd la dimostrazione supponendo le trasformazioni quadratiche
specializzate in quanto la conica fondamentale vi sia spezzata in una coppia
di rette distinte (e complanari). Ricorderd che anche nello spazio trasformato

by

la conica fondamentale ¢ analogamente degenere e che le rette uscenti dal
punto doppio della conica fondamentale sono trasformate nelle rette uscenti
dal punto analogo del 2.° spazio e la corrispondenza che cosi resta stabilita
fra le due stelle & quadratica con elementi fondamentali le rette delle coniche
e le proiettanti i punti fondamentali isolati.

Sia V il punto doppio della conica fondamentale della prima trasforma-
zione quadratica a cui si assoggetta C e sia scelto in posizione generica ri-

spetto a C, ciod fuori di C, fuori dei vertici dei coni di corde di C e fuori
1

che segue. Crederei quindi di mancare di rigore (per le sue seguenti applicazioni) s’io
non ne dessi qui brevemente la dimostrazione.

Una prima prova della possibilita di sciogliere i punti singolari di una curva alge-
brica sghemba con trasformazioni Cremoniane fu data dal sig. DEL Przzo (loco citato, pa-
gina 144-145) riducendo la questione all’analoga per le curve piane, e senza nulla fissare
sulle trasformazioni usate; una prova diretta fu data in seguito dal sig. PANNELLI nella
Nota: Sulla riduzione delle singolarild di una curva gobba (Rend. Istit. Lombardo (2), 1893,
pag. 216-222) facendo uso di trasformazioni cubiche speciali (a tetraedro fondamentale).
Basta cio per affermare senz’altro che si pud raggiungere lo scopo con trasformazioni
Cremoniane qualunque aventi punti fondamentali isolati nei punti che si trasformano.
(Questa proposizione rientra in una pii generale che mi riservo di pubblicare prossima~
mente ) — La dimostrazione che io dard nel seguito puo esser raffrontata, pel principio
a cui s’informa, col cenno di dimostrazione contenuto nel lavoro del prof. SeerE (pag. 9)
ed anche con quella del PannerLrn In essa mi valgo di trasformazioni quadratiche non
assolutamente generali (a conica fondamentale degenere); ed il ragionamento si estende
senz’altro a provare il teorema analogo perle curve immerse in uno spazio a un numero
qualunque di dimensioni; per questa parte mi limiterd perd a questo cenno. Un’alira di-
mostrazione, valida pure per le curve immerse in ogni spazio, in cui non si fa questa
restrizione relativamente alle trasformazioni quadratiche usate, ho dato nella mia disser-
tazione di laurea (luglio 1896). Alire curé mi hanno impedito finora di pubblicare i ri-
sultati di questa mia tesi; e mi astengo dal presentare qui la suddetta dimostrazione
perché le ipotesi pit generali non darebbero aleun vantaggio, mentre dovrei forse en-
trare in taluni particolari che mi devierebbero dal principale oggetto del presente lavoro.

Con trasformazioni Cremoniane prive di punti fondamentali isolati, é anche possibils
di trasformare ogni curva gobba in una priva di punti multipli. La possibilitd di uua tal
riduzione con trasformazioni birazionali della curva (non Cremoniane) & nota. Cfr. Pom-
CARE: Sur les transformations birationelles des courbes algébriques (Comptes Rendus,
tom. 117, 3 juillet 1893) e Pimri: Trasformazione di ogni curva algebrica in altra priva
di punti multipli (Rivista di Matematica, 1894).

Annali di Matematica, tomo XXVI. 30
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di ogni corda di C per 4 e di ogni tangente a C in A. Si proietti C da V
e sia T il cono proiettante; la ¥V A sard sple per I'. Sia V' il punto doppio
della conica fondamentale dello spazio trasformato. Se su C' si ha un solo
punto A’ trasformato di A, ancora splo) Ja V' A’ sard retta sple del cono I"
trasformato di T' e V' soddisferd rispetto a C' alla stessa condizione di tro-
varsi in posizione generica come V rispetto a C. Si effettui allora una nuova
trasformazione quadratica avente A’ come punto fondamentale isolato e V'
come punto doppio della conica fondamentale: le stesse cose si potranno
ripetere. I cosi si potra proseguire finche si otterranno trasformati di 4 ancora
sP¥. Ma dopo un numero finito di trasformazioni si deve giungere ad un cono
trasformato di I' in cui a V' 4 corrispondono una o pilt generatriei di mul-
tiplicita < s (per il noto teorema relativo alle curve piane, analogo a quello
che qui si tratta di stabilire); dunque, dopo un numero finito di trasforma-
zioni, minore o al pilt uguale al suddetto, si deve giungere ad una curva
trasformata di C, su cui ad A4 corrispondono uno o pilt punti di moltiplicita
<s. Non si pud pilt allora affermare che il punto doppio della conica fonda-
mentale dell'ultimo spazio trasformato sia, rispetto all’ultima trasformata di C,
in posizione generica come V¥ rispetto a C; ma scegliendo un aliro conve-
niente punto come punto doppio della conica fondamentale di un’ulteriore
trasformazione applicata ad un punto multiplo trasformato di A4, si potra pro-
seguire |’ operazione e provare cosl Vasserto.

Il numero delle trasformazioni necessarie a trasformare il punto 4 in
punti semplici avra cosi un limite superiore che varierd colla curva conside-
rata, e potra crescere quanto si vuole, ma che, assegnata la particolar curva,
sard pure assegnato e finito; & anzi facile vedere che si pud assegnare un
limite superiore dipendente solo dall’ordine della curva (*).

(*) Modificando leggermente il precedente ragionamento sarebbe anche facile pro-
vare che si ha la relazione:

Ss(s—l<m(m—1),

ove con s si indichino le multiplicitd di A e degli altri punti multipli di C e quelle dei
punti trasformati successivi di questi e la ¥ si estenda a tutte queste s. Questa for-
mola anche pit completa (assegnando il significato dell’eccesso dell’un membro sull’altro)
Lo dimostrato nella mia dissertazione gia nominata.
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§ 3.

4. Due superficie I e F, passino per un punto A colle multiplicitd
rispettive s e o; & noto che il punto A sard multiplo almeno secondo s«
nell’intersezione di F' e F',; e tale sard appunto questa multiplicitd quando
le due superficie non hanno in 4 un cono tangente comune. B facile esten-
dere questo teorema a determinare i caratteri della curva intersezione di I”
e I', in 4 (le multiplicitd dei punti 4, 4;(¢=1,...), 4" (3 k=1,...),...
del paragrafo precedente (*)), o meglio le loro funzioni S che saranno definite
in seguito.

Chiamerd, per semplicitd, multiplicits dv un punto nell’ intersezione di
due superficie — ovvero multiplicita d’intersezione di due superficie in un
punto — la somma dei prodotti delle multiplicita di questo punto sulle di-
verse parti (curve algebriche irreduttibili) della curva intersezione delle due
superficie, per le multiplicith rispettive di queste parti.

La multiplicitd di 4 nell’intersezione di F' e F, & il numero delle in-
tersezioni in A delle sezioni piane f e f, di F' e di F, fatte con un piano
generico = per A. Si applichi ad 4 una trasformazione quadratica; le super-
ficie F' ed F, si mutino nelle ®, e ¥,; il piano segante si muterd in un
nuovo piano =, e le f e f, nelle intersezioni ¢, e ¢, di questo piano con ¢,
e ¥,. ¢, e ¢, sono trasformate di f e f, con una trasformazione quadratica
piana avente A per punto fondamentale; quindi i caratteri (multiplicitd) dei
punti immediatamente successivi ad A sulle curve f e f, (nel senso della
teoria del sig. Norrner) sono uguali alle multiplicitd, su ©, e W, rispettiva-
mente, dei punti in cui il piano =, interseca le curve che, su queste super-
ficie, corrispondono al punto A.

Si applichino le stesse considerazioni alla determinazione delle multiplicita
di o, e ¢, nel punti successivi ai loro punti trasformati di A, e lo stesso si
faccia per tutte le curve loro trasformate successive, e si ricordi un teorema
del sig. Noerser che da il numero delle intersezioni di due curve piane in un
loro punto comune (**); si otterra la regola seguente per determinare la mul-
tiplicita di A nell'intersezione di F' e F:

(*) In altri termini quelli fra i numeri s della nota precedente che si riferiscono ad A
¢ ai suoi trasformati.

(**) Cfr.: Rationale Ausfihrung der Operationen in der Theorie der algebraischen
Functionen (Math. Ann., 23, 1884) e Math. Ann., 9, 1875, 1. c,
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L

Le superficie ®, e ¥, abbiano comuni le curve a',, a',,... trasformate
di A4; siano A',,, A'y3y..., A'sy,... 1 punti d'intersezione di queste linee con
713 Sty 8izyeeey Say... le loro multiplicitd su @,, 7'y, 0'1sy.0ry 75y ... quelle
su ¥, (essendo =, generico sara 8’y =5 =1..;8 s =...5...; O =0 p="1..5...);
si applichino ad A',,, A's,... nuove trasformazioni quadratiche, e siano i
numeri 8”1, 8 iisyeeey S Haigeery S tttgeecy O ansy O inzy ... determinati
analogamente ai precedenti numeri s’ e o' e cosl via. La multiplicith cer-
cata sara espressa da:

2sa,

ove la = & estesa alle multiplicith s e o di 4 su F e F\, e a tutti numeri
s e g ora definiti, in modo che siano accoppiati i numeri aventi gli stessi
apici e indicl.

5. Si considerino ora i numeri s del paragrafo precedente (*) corri-
spondenti alle diverse parti dell’intersezione di F' e F, e a un determinato
punto 4@, trasformato di A considerato come punto di queste curve; si in-
dichi con S la somma dei prodotti di questi numeri per le multiplicita delle
curve cui appartengono. Si riuscird facilmente a calcolare questo numero se
si osserva che, per la precedente definizione della multiplicita d’intersezione
di due superficie in un loro punto comune, questa multiplicita pud scomporsi
nella somma di piu parti corrispondenti ciascuna ad una parte (curva alge-
brica, riduttibile o non) dell’intersezione delle due superficie passante pel
punto considerato : detta C' una qualunque di queste parti dell'intersezione di
F e I, passante per A4, la corrispondente parte della multiplicita d’interse-
zione di F' e F, in A sard la somma dei prodotti delle multiplicita di 4
sulle diverse parti (curve algebriche irreduttibili) di C per le multiplicita
rispettive di queste parti nell’intersezione di F' e F',.

(¥) Altrove sara provato che, nella determinazione di (uesti numeri si possono
togliere alcune delle restrizioni imposte alla trasformazione nel paragrafo precedente; fra
Paltre quella che la trasformazione sia quadratica, bastando tener conto del compor-
tamento degli elementi fondamentali della trasformazione rispetto alla linea, nelle vici-
nanze del punto che si trasforma (cfr. con un’analoga affermazione nella 1.2 nota rela-
tiva al n.° 8). Rimando la dimostrazione di questo teorema perché, quantunque impor-
tante per le sue conseguenze, esso passa in seconda linea nella ricerca presente. Intanto
wi permettero, per brevita di linguaggio, di non tener conto nel seguito di talune fra le
dette restrizioni. Ognuno potra rilevare che in tutto quanto segue essc si potrebhero
tutte mantenere senza nulla alterare del ragionamento (cfr. la nota al n.° 14).
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Cid posto, si assoggettino F' e F, alla successione di trasformazioni qua-
dratiche che conducono da A ad A, siano @, e ¥, le ultime superficie
trasformate rispettivamente di F' e F';. ®, e V¥, si intersecheranno secondo
una linea composta della trasformata dell’intersezione di /' e I, e di un si-
stema di linee corrispondenti ad 4. La multiplicita d’intersezione di @, e W,
in 4" sard la somma di S e della parte di detta multiplicitd corrispon-
dente alla linee comuni a ¢, e V,, trasformate di A4, e passanti per AW,
Si ricava da questa osservazione la regola seguente per calcolare S®): Si di-
stinguano le diverse parti (curve algebriche irreduttibili) della linea trasfor-
mata di A4 comune a ®, e a W¥,, passanti per A"); per ciascuna di esse si
determini la multiplicita di A™ su di essa e la multiplicitdh d’intersezione di
®, e ¥, in un suo punto generico (questa multiplicitd & la multiplicita della
curva nell’intersezione di @, e W,) e si faccia il prodotto di questi due nu-
meri; si determini inoltre la multiplicitd di intersezione ¢. e ¥, in A®. La
differenza fra questa multiplicita d’intersezione e la somma di quei prodotti
¢ il numero S,

Nel seguito le linee trasformate di A, passanti per 4 saranno gene-
ralmente rette: allora S & la differenza fra la multiplicitd d’intersezione di
®, e ¥, in A" e la somma delle loro multiplicitd d’intersezione nei punti
generici di queste rette.

Queste considerazioni servono utilmente a stabilire alcuni legami fra il
comportamento di ¥ e F, in A e quello delle loro trasformate nei punti
trasformati di A. I infatti evidente che S & nullo sempre e solo quando
per A® non passano curve trasformate di parti dell’intersezione di F' e I,
e che esso non pud essere mai negativo; che inoltre si ha sempre, per un
determinato punto 4®) e per un suo trasformato A+, S = §t+1), In par-
ticolare S® & minore o al pit uguale alla multiplicita d’intersezione di F
e F'y in A.

§ 4

6. In questo paragrafo e nel seguente & contenuta la dimostrazione
del teorema enunciato nel n.° 2. Si distinguono in esso duc casi principali
I'uno trattato completamente nel paragrafo presente ed enunciato esplicita-
mente al principio del n. 14, Ialtro discusso ed esaurito nel paragrafo se-
guente ed enunciato alla fine dello stesso n.° 14.
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11 concetto fondamentale della dimostrazione consiste nel determinare,
nel primo caso, una linea d’ordine non superiore a un ordine assegnato, che
passi per 4 con punto multiplo e le cui trasformate passino con punti mul-
tipli rispettivamente per A', A”,... e nell'applicare a questa linea la propo-
sizione del § 2. Al secondo caso non sono applicabili i ragionamenti con cui
dimostro pel primo l'esistenza di questa linea; ma esso si risolve distinguen-
dovi due nuovi casi: 1.° questa linea esiste; il ragionamento del n.° 15 si
applica immediatamente; — 2.° questa linea non esiste; si dimostra che da
questa ipotesi consegue senz'aliro un limite superiore al numero dei punti
della successione A4, 4", ... che hanno per la superficie F la stessa multipli-
cita s di A.

Il secondo dei due casi principali nominati non ha nulla di paragona-
bile coi fatti che s'incontrano nello studio delle curve; vi si incontra una
novitd analoga a quella che si scorge nel caso d’eccezione enunciato nel n.° 2.
Il primo invece offre ,qualche analogia coll’unico caso che s’incontra nello
studio delle curve piane, e non sard inutile un breve raffronto fra il metodo
che io qua seguird e quelli noti di WriErstrAss ¢ Nomrser (*). Userd in
questo raffronto le locuzioni relative ai punti successivi di una varietd, note
per le curve piane, introdotte per le curve gobbe e per le superficie dal
prof. Seere (**) e che io ripeto per maggior chiarezza nel numero seguente.

Sia F' una curva piana algebrica che abbia il punto 4 come punto srl.
Si assoggetti F' ad una trasformazione quadratica (piana) avente A come
punto fondamentale, e gli elementi fondamentali rimanenti in posizione con-
venientemente generica; si otterrd una curva trasformata ®, su cui ad 4
corrisponderanno uno o pilt punti; si otterrd un punto sP® trasformato di 4,
solo (non sempre) quando esso sia I'unico punto di @, corrispondente ad A.
Quando questo accada, sia 4" il detto punto. Su @, e sul suo punto 4’ si
ripeta 1’ operazione fatta su F e sul suo punto 4, e cosi si prosegua: si
deve provare che dopo un numero finito conveniente di operazioni non si
potrd pilt ottenere un trasformato di 4 srl per la curva cui appartiene; al-
trimenti detto, si deve provare che il numero dei punti sp% di F' successivi
ad 4 & finito (se " non & una curva sP). 8i riesce in questa dimostrazione

(*) Ofr. le citazioni al principio della Memoria; io mi riferiro qua particolarmente
al metodo del sig. Nortuer ; quello del sig. WriErsTRAsS non ne differisce sostanzialmente
per la parte di cui qui si tratta.

(**) Loco citato, pag. 2-4,
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considerando I’intersezione di F' colla prima polare, rispetto ad cssa, di un
punto generico del piano (che si assume come unico ulteriore punto fondamen-
tale della prima trasformazione quadratica, assumendo poi i suoi trasformati
successivi — finche cid & possibile, 1l che & certamente finché si ottengono
punti trasformati di 4 sP% — come punti analoghi per le trasformazioni succes-
sive); questa prima polare passa per A ed ha comuni con F' tutti i punti suc-
cessivi ad A e multipli per I". Secondo un teorema del Norrner gid citato (¥),
i punti comuni alle due curve, — effettivi o successivi a punti effettivi, —
contano nel numero delle intersezioni delle due curve come altrettanti punti,
a distanze finite fra loro, comuni alle due curve, ed aventi su esse le stesse
multiplicita. Esprimendo che il numero di queste intersezioni di F' e della sua
prima polare in .4 e nei punti infinitamente prossimi ad 4 & =n(n — 1)
(detto » l'ordine di F') si ha evidentemente un limite superiore al numero
dei punti sr¥ di I” infinitamente prossimi ad A.

Per A e pei punti sP” di F infinitamente prossimi ad A passano, oltre
la prima polare di un punto generico del piano rispetto alla F, anche tutte
le polari di un tal punto che hanno indice <Cs. Nel ragionamento precedente
si pud quindi alla prima polare sostituire una di queste e si pud anche so-
stituire wn’alfra di queste polari a F. I limiti che allora si otterranno sa-
ranno generalmente (cioé se s>>2) superiori a quello ottenuto precedente-
mente, ma, pel solo scopo della dimostrazione che si ha in vista, hanno pari
utilita.

Nel caso delle superficie si potrd tentare un metodo analogo a quello
ora riassunto, sostituendo al gruppo delle intersezioni di due curve la linea
intersezione di due superficie; ma nuove difficoltd si presentano. Per vero:

In primo luogo, se una superficie passa pel punto 4 della superficie I7,
la interseca certamente secondo una linea passante per 4; ma non necessa-
riamente il passaggio di detta superficie per un punto di F successivo ad 4
conduce seco il passaggio per questo punto della linea intersezione delle sue
superficie. B facile persuadersene ritornando p. es. sull'ultimo numero del pa-
ragrafo precedente. Questo fatto & capitale nel seguito.

Appunto il bisogno di provare il passaggio di tale intersezione per de-
terminati punti m’indusse a non far uso di una prima polare, bensi di una

(¥} Nel ragionamento del WriersTrass (cfr. Biervany, loco citato) in luogo di questo
teorema si utilizza la rappresentazione del risultante di I ¢ della sua prima polare come
funzione appartenente al modulo determinato da queste due funzioni.
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s — 1me che passa semplicemente (ed & questo I'essenziale) per 4 e pei punti
splt di F' successivi ad A. Inoltre ho sostituito alla F' stessa una sua polare
d’indice =0 e <'s—1; mi si & presentata essenziale questa sostituzione nei
ragionamenti dei n. 10-13 (e 17 nel paragrafo seguente); non & forse essen-
ziale per la dimostrazione del nostro teorema (efr. una nota al n.° 14). Anzi,
nel concetto fondamentale della dimostrazione, non & forse essenziale nem-
meno Vuso della polare s-—17¢; la si potrebbe sostituire ad es. una super-
ficie che passasse semplicemente per 4, A',...; trovai perd I'introduzione
delle polari utile al rigore.

I numeri 10-12 sono destinati precisamente a dimostrare il passaggio
dell'intersezione delle due polari di F sunnominate per i punti considerati.
Il n.° 12 & forse il pit gravoso alla lettura. Il lettore cui tale paresse, po-
trebbe abbandonarlo senz’altro (insieme col n.° 11 che solo in esso si ap-
plica) poiché espongo mnel n.° 16 un ragionamento che si pud sostituire a
quello del n.” 12 per quanto riguarda il teorema a cui si tende. Ho dato la
precedenza al metodo del n.° 12 perchd pil diretto, piti ricco di risultati e
pit consono col metodo del n.° 10 e con quello che si segue per le curve.

Nel n.° 13 ho enunciata una proposizione che non pare priva d’impor-
tanza, immediata conseguenza dei ragionamenti precedenti, ma che non trova
applicazione nel seguito.

In secondo luogo, il passaggio dell’intersezione sunnominata pei punti
considerati non & pitt sufficiente, come per le curve, a condurre a termine il
ragionamento; convien conoscere le multiplicita dei detti punti su quell’in-
tersezione. Il calcolo di queste multiplicith sarebbe tutt’altro che semplice;
I"ho evitato sostituendo all’intersezione suddetta una sua proiezione sulla F'.
Come con cid si riesca si vede nel n.° 14 e credo non richieda schiari-
menti.

7. Come ho annunciato nel numero precedente, ricorderd anzitutto al-
cune locuzioni relative alla scomposizione di un punto multiplo introdotte,
per quanto riguarda le varietd spaziali, dal prof. Sere nel citato lavoro
(pag. 2-4) (*).

(*) Le presenti definizioni differiscono aleun poco nella forma da quelle a cui alludo,
per evitare considerazioni di punt! infinitamente vicini che servono a dar ragione delle
definizioni stesse ; tali considerazioni Lo evitate per semplicity, cssendo esse assolutamente
estranee al presente lavoro. Ilo invece introdotto la definizione nuova di varietd tangenti
o secanti un’altra in un punto suecessivo a un dato.
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Sia F' una superficie, ovvero un ramo di curva algebrica, piana o gobba,
e sia A un suo punto s, Applicata ad A una trasformazione quadratica,
F si muti in una nuova varieth ®,, su cul esista una varietd (piana: linea
o punto) @, trasformata di A; dird che a, appartiene ad F essendovi succes-
sivo ad A. Se a, ¢ una linea, nel qual caso F' & una superficie, ogni punto
di a, sard pure successivo ad A su F.

Su @, e sui punti di @, (linea o punto di ®,) si possono ripetere le stesse
definizioni; dird pure successivi ad A di due posti su F i punti e le linee
di ®, successivi ad a, secondo la definizione precedente; e dird tali punti e
linee successivi ad un punto 4’ di I successivo ad A quando sono succes-
sivi al punto 4’ (di a,) di ®,. In modo analogo si definiranno i punti e le linee
di ¥ successive ad A di tre, quattro,... posti.

Una varieta tangente o secante ¢, in un punto trasformato di 4 si dira fangente
o secante F nel corrispondente punto successivo ad A. Analogamente si definiranno
le varietd tangenti e secanti F'in punti successivi di due, di tre,... posti ad A.

8. Una superficie F' abbia in A punto spl. Sia ¥V un punto qualunque
dello spazio. La k™ polare di V rispetto ad F (k <Cs) passa sempre per A
avendovi in generale e almeno la multiplicita s —k: sia F questa polare.

Si applichi ad A una trasformazione quadratica avente la conica fon-
damentale spezzata in due rette per V. Sia 7’ il punto doppio della conica
fondamentale dello spazio trasformato. Ad una punteggiata su una retta per V'
la trasformazione fa corrispondere una punteggiata proiettiva su una retta
per V', corrispondendosi nella proiettivita i punti V e ¥V'; quindi il gruppo
dei punti d’intersezione di una retta generica per ¥V con la F) si trasforma
nel gruppo dei punti d’intersezione di una retta per ¥’ colla polare kme di V*
rispetto alla @, trasformata di F'; quindi la trasformata ®,* della F & con-
tenuta nella k¢ polare di V' rispetto a ®, (e nel caso che questa polare
contenga altre parti, queste son coni di vertice V). I facile verificare, ad
es. col calcolo degli ordini, che ®* & soltanto una parte della suddetta po-
lare sempre e solo quando, le rette per ¥ in cui si spezza la conica fonda-
mentale del primo spazio essendo scelte in modo generico, 4 & per F mul-
tiplo secondo un numero >s— k. Il teorema delle polari miste da imme-
diatamente che condizione necessaria e sufficiente percid & che la retta 4 V°
sia generatrice piu che s — kP’ per il cono tangente in 4 a F (¥).

(¥) Con considerazioni analoghe il prof. SEere studia il comportamento delle prime
polari nei punti suecessivi di # (1. ¢., pag. 34).

Annali &i Matematica, tomo XXVL 31
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Come si vedrd, ogni volta che dovremo richiamare queste considerazioni,
questa condizione non sard soddisfatta.

9. Nel seguito applicherd soltanto trasformazioni quadratiche a conica
fondamentale spezzata in due rette che supporrd distinte, ma potrebbero anche
essere coincidenti. Effettuando trasformazioni successive supporrd inoltre il
punto doppio della conica fondamentale della prima trasformazione scelto in
modo generico, e quelli delle trasformazioni successive coincidenti ciascuno col
punto doppio della conica fondamentale dello spazio trasformato rispetto alla
trasformazione precedente. Indicherd, come sopra, con V, V', V" ... questi
punt.

10. La superficie ' abbia in 4 punto srl. Applicata ad 4 una tra-
sformazione quadratica (n.° 9) la F' si trasformi nella superficie @,, su cui
ad A corrispondano punti non tutti sP¥; ma esista almeno un punto A4’ tra-
sformato di 4, sP? per ®,. La linea trasformata di A si comporrd di rette
per 4" (n.° 1).

Distinguerd due casi:

1.° La linea @, trasformata di 4 su @, si compone di pili rette per A'.
Si consideri la p™® polare di V' rispetto a @, e sia ®P; essa taglia il piano
di a, (che passa per V"), fuori della conica fondamentale della trasformazione,
secondo una curva a.f, composta di s—p rette (quando ogni retta sia con-
tata con conveniente multiplicita) per A’, polare di V' rispetto alla interse-
zione di @, col piano di e, (il fascio «, le cui rette siano contate ciascuna
con conveniente multiplicita). Si supponga di far assumere a p tutti i valori
(intieri) fra 1 e s —1 (inclusi gli estremi); una stessa retta del fascio .1’
non potra appartenere simultaneamente ad a, e a tutte le a,? (essendo ora escluso
che @, si riduca ad una sola retta contata s volte); e poiché «,~* si compone
di una sola retta, esiste certamente una superficie ®2(p=0, 1,..., s —2;
®°2=®,) che sega ®°-* sul piano di @, — e fuori della conica fondamen-
tale — nel solo punto A". Sia ®2 questa superficie; per A’ passa I interse-
zione di ¢,2 e ®,°~* senza passarvi con una parte giacente sul piano di a,.
Ma o2 e -1 sono le trasformate delle polari Fp, e Fs_, di V rispetto a
F(Fy=F) (n° 8); dunque A" & successivo ad A sull’ intersezione di I’
e Fe_,.

2.° La linea ¢, trasformata di A su ®, si riduce ad una sola retta
per A', di multiplicita s'<Cs. Il piano a, V' & piano tangente a ®, in tutti i
punti di-a, diversi da A" e dagli altri possibili punti sp% di ®, su a,. Conti esso
come s'— k fra i piani tangenti a ®, nei punti generici di @,. La super-
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ficie @k, kme polare di V' rispetto a ®,, avrd a, come retta s’ — kr'e e nei
punti generici di essa avrd a, V' come unico piano tangente; avra inoltre
A" come punto s — krl, La superficie @~ s — 1m® polare di V' rispetto
a @,, passera invece semplicemente per «, senza avervi il piano @, V' come
piano tangente in punti non appartenenti alla conica fondamentale della
trasformazione. La multiplicita di un punto generico di @, nell’intersezione
di % e ®2-* & adunque s'— % mentre la multiplicith di A" nell'intersezione
medesima & =s— k. Ricordando adunque che ®,s-* e ®* sono le trasfor-
mate delle polari di ugual indice Fs_, e F di V rispetto ad F' per la tra-
sformazione applicata ad A4, si ha che A’ ¢ successivo ad A sull’intersezione
di Fr, e Fy_,. (Anche qui potrebbe essere k=0; allora ¢°=¢,, F,=F.)

I risultati precedenti sono evidentemente applicabili al caso in cui alla
superficie F' si sostituisca una sua qualunque trasformata dopo una serie di
trasformazioni quadratiche (del n.° 9). Quindi:

Sopra una superficie F si fissi una qualunque successione di punti A,
Ay 47, AW, tutti % per F; si trasformi F per mezzo di una succes-
sione di trasformazioni quadratiche applicate ad A, A',..., A=Y giun-
gendo infine ad una superficie ®, su cui A™ ¢é punto effettivo; per A® pas-
sano una o pil linee di ®, corrispondenti ad A per la irasformazione pro-
dotto delle successive trasformazioni effettuate. Ad A" siano successive su
®, una o pite rette di multiplicits minore di s, e su queste, fuori delle
linee trasformate di A sunnominate, un punto sple A+, Sia Fs_, la polare
s— 1m2 di un punto generico V rispetto a F; esiste sempre un’altra polare
Fyp di V rispetto ad F' (0 =p <<s—1) che interseca F_, secondo una linea
de cui A, A’y A",..., AT+ sono punti successivi.

Osservazione. Condizione essenziale dei precedenti ragionamenti & che a,
si componga di rette passanti per A" — ovvero di parti irreduttibili di cui
una sola (che perd pud esser multipla) passi per A4’ — e che A’ abbia
per ©, multiplicith maggiore di quella dei punti generiei di ciascuna parte
di @, passante per A'; non & essenziale che la multiplicita di 4" sia uguale
a quella di 4. A questo caso pill generale si estendono adunque immedia-
tamente 1 precedenti risultati; al numero s basterd sostituire la multiplicita
di A’ nell'intersezione di @, colla retta A" V.

11. Nell'ultimo enunciato del numero precedente si pud supporre, in
particolare, che 4, 4'; A"”,..., A™ si succedano su un ramo di sezione piana
di F'. 8i faccia variare il piano secante in modo che assuma tutte le posi-
zioni possibili per A4, od anche soltanto per una retta passante per A, e non
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appartenente al cono tangente in 4 ad F. Se per tutte le sezioni piane ge-
neriche (fra queste) si verificasse che A® avesse come successivo un fascio di
rette, e su una retta di tal fascio esistesse un punto 4«+) di multiplicita
superiore a quella generica di essa, corrispondentemente ad ogni sezione piana
dovrebbe esistere una coppia di superficie F's_, e F, la cui intersezione avrebbe
almeno i punti 4, A',..., A®) comuni con la detta sezione piana; ma, es-
sendo i numeri s e % interi minori od al pid uguali alla multiplicith di 4
su F, il numero di queste coppie di superficie F's_, e F & finito, onde non
pud la detta proprietd verificarsi per tutte le sezioni piane considerate.

Se si ha riguardo al fatto che ad un punto di una linea multipla di una
superficie, il quale non abbia per la superficie multiplicitda maggiore dei punti
generici della linea & sempre successivo sulla superficie un fascio di rette il
cui centro sta sulla suddetta linea multipla, si conchiude che su una sezione
piana generica di una superficie, passante per un punto multiplo della super-
ficle medesima, e successivamente a questo punto, esistono solo punti che non
hanno multiplicita. maygiore dei punti generici delle linee successive cui ap-
partengono; e queste linee, eccezione fatta per la prima, sono tutle rette e non
contengono punti di multiplicite maggiore della generica, ciascuna fuori della
linea che la precede. Lie sezioni piane eccezionall passano per particolari ge-
neratrici (in numero finito) del cono tangente alla superficie nel punto multiplo
considerato.

12. La superficie I abbia in A punto s, Un piano generico per A4
sega F' secondo una curva piana f avente in A punto splo. E noto che & finito
il numero dei punti s#% di f successivi ad 4 (*). Ma ogni punto sple di F'
successivo ad 4 ed appartenente a detto piano secante da luogo ad un punto
sle di f; dunque se si considera un punfo generico A' successivo ad A su
F', un punto generico successivo a questo su F, e cost via, la successione ds
quell fra questi punti che sono sP% per F' é finita. — A questo riguardo si
comportano come generici 1 punti successivi di una Sezione piana generica.

Cid posto, ad A sia successiva su F' una retta sP'® ¢'; su &' si consi-
derino due punti: A', fissato comunque purché fuori dell’eventuale linea sri
di F' per A, ed A’; scelto in modo generico su a'. Ad A4', e ad A', siano
successive rispettivamente le rette sP a,” e @,”; sia A", un punto fissato
ad arbitrio su @,”, purché fuori di @' (ciod, considerati a,” ¢ A”,, su una
superficie ®,, trasformata di F' dopo le due trasformazioni successive applicate

(¥) Cfr. le citazioni al principio della Memoria.
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P'una ad A e 'altra ad A’,, 4", non stia sull’incontro di e,” colla linea trasfor-
mata di «'); sia inoltre A", un punto generico di @,", ¢ A,” il punto di a,"
su un piano =, generico per A A’,. Analogamente, ad A"y, A", 4" siano
successive su F' rispettivamente le rette s’ a,,"’, a,,"", @, su cui si fissino i
punti 4",,,, A"y A"y A definiti in modo analogo ai precedenti punti A",

A", A" — cioé in modo che A", sia fissato ad arbitrio su @”/,, purche
fuori di a",, A", sia generico su a”’,,, A", sia su a"’, e su un piano
w, generico per A, e A", A, sia |'intersezione di a,”" con =, — e cosi via.

Dopo un numero finito di operazioni si giungerd ad una retta sPle 07, al
cui punto A4¢) situato su =, non & successiva una retta sPie. Ma i punti
A, A”,... non possono essere pil che splé; tutti quelli che appartengono a
linee srle sono adunque s-planari; ed, in particolare, ad A{ saranno succes-
sive pill rette distinte (costituenti un fascio il cul centro & su a{”) ovvero
una sola retta di multiplicita <Cs e lungo la quale il piano fondamentale
dell'ultima trasformazione & tangente ad F.

Si supponga che 1 punti A',, A",,..., A%, siano stati scelti in
modo che all'ultimo di essi sia ancora successiva una retta spi, Allora fra
I punti AY ., AW ., A oo, AP ne esistono certamente due consecutivi
(nell’ ordine in cui qui sono scritti) tali che al primo & successiva una
retta sple, al secondo una o piut rette di multiplicita minore. Indicherd
con Al e con A rispettivamente questi due punti. Per la legge seguita
nella scelta dei punti A successivi, esiste un punto .1U'~%(f=r) a cui
Al e A sono entrambi successivi, senza esserlo entrambi a punti succes-
sivi a questo; indicherd con A(-9 questo punto. (Se f=r, Al) = .41,
AP = AP, Ar-9= A) Al-1 sta coi punti che lo seguono precedendo A{’
e con AY) stesso, su un piano w4y, generico per Alr-9 ed AY) sta col
punto AY~+D che lo precede essendo immediatamente successivo ad A¢ 9 (e
col punti successivi ad Ay **Y e precedenti A{})) su uno stesso piano m,_;i.
generico per A¢*+Y. Indicherd con A{—*+V questo punto AU7*+V; e in ge-
nerale con A i punti della successione cui appartiene A{), e con A i
punti della successione cui appartiene A{’.

I punti 4 si ottengono su altrettante superficie (contando due volte le
superficie su cui stanno le coppie di punti A9 ,, 4,2 ,) trasformate di /" con
convenienti successioni di trasformazioni quadratiche, che supporreme scelte
come si & detto al n.° 9. Rappresenterd colla lettera ® una qualunque di
queste superficie, apponendovi i medesimi indici e apici del punto A che vi
si considera; sarda @9 , =0 .; dovendo parlare di questa superficie senza
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considerarvi in particolare uno dei punti .1{? ., 42 , la indicherd con @2 ,.
Ciascuna superficie ® appartiene ad uno spazio in cui esiste un determinato
punto V7 a questo punto si apporranno gli stessi apici e indici che alla su-
perficie. Per quanto riguarda i punti indicati colle lettere A, si indicheranno
le superficie corrispondenti con le lettere I e i corrispondenti punti ¥ con le
lettere V seguendo la stessa legge precedente per gli indici e gli apiei; in-
fine indicherd con alY e al® le rette su cui stanno rispettivamente i punti
A e A, con a”-ttD quella su cul stanno Al Y e A+ e con
altt, al+h le linee successive rispettivamente ad A{) e ad A", (La prima
sard una retta spe, la seconda una o pilt rette di un fascio, di multiplicith <Cs.)
Distinguo due casi:
1.° al+ si compone di pilt rette distinte. — Si considerino le polari
pme(p=0, 1,..., s—1) dei punti V(2 (*) rispetto alle corrispondenti ¥ e
siano ®@7; sia poi F), la p™ polare di V rispetto a F. Poiché ¥ non & sul
cono (piano) tangente a F in A, &2 & la trasformata di F, mediante la
trasformazione applicata ad 4 (n.° 8); e poiche a’' & s?%, V' non & sul cono
tangente a @' in alcun punto di &' (fuori della conica fondamentale della
trasformazione); V' & adunque, rispetto ad A', e ad A';, nelle stesse condi-
zioni di V rispetto ad 4. Ripetendo quest’ osservazione si giunge a vedere
che tutti i punti V@ (g =r —t 41, r —t 4+ 2,..., r; /=12, 2) sono fuori
dei coni tangenti rispettivamente alle IF{¥ nei punti delle al” non apparte-
nenti alle coniche fondamentali delle trasformazioni, e che le I ¢+9» sono le
trasformate di I per le corrispondenti successioni di trasformazioni; queste
Eet2 gono quindi pure le trasformate di Wu—97 e di KFO—t+br, Inoltre le
(27 passano per le rispettive rette ald colla multiplicita s —p e la F(#1»
passa per a;th colla stessa multiplicita s — p; quanto alla EFy+1», essa taglia
il piano di ay+" fuori della conica fondamentale della trasformazione secondo la
linea (fascio di rette concentrico ad af+v) pma polare di W{+V rispetto all'in-
tersezione di questo piano colla F¢+) (il fascio al*) le cui rette siano con-
tate con convenienti multiplicita).
Per un’osservazione fatta al n.° 10 — 1.° caso — non tutte le EF{+D»
(0 =p<<s—1) passano per la retta d’intersezione di K{+Ds—1 col piano
di af*+V; si fissi un valore di p per cui cid non avvenga; questo valore indi-
cherd ancora con p. La multiplicith d'intersezione di KFU—t+1s—1 ¢ FC—i4r

(*) Coll’indice j rappresento uno qualunque dei gruppi di indiei 1...11, 1...12
1...1,..., 2
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in un punto generico AU~ della at—+D & (n.° 4):
ts—p) ()
mentre quella delle stesse superficie in A=+ ¢&:
=(t+ 1) (s —p)

Adunque KU-ttlr o Fe—ttl)e=1 gliptersecano, oltre che secondo la al—+1 e
secondo altre linee non passanti per A"~ secondo una linea C per A{—i+h,
Ma, pel modo onde sono stati scelti i punti Ay, A"y,..., A{?,, pel punto
A{~#1 non passa altra linea generata dalle trasformazioni successive (ciod
altra trasformata di 4) che a®~“U: quindi C & trasformata di una curva
appartenente all'intersezione di Fj e Fi_,.

Nella serie ded punti A, A'v, A"\,..., AR, precedentemente definita,
esiste sempre, in questo primo caso, un punto ALV (0 <t=7r) lale che ¢
punti successive A, A',,... A({JH‘” appartengono tutte alla linea & interse-
zione di I's_, con unw conveniente I,

2.% al"+t) si riduce ad una sola retta di multiplicita s’ <Zs. — IIo pro-
vato al n.° 11 che, se, come noi supponiamo, il piano w4, € generico per
A-9, sulla af*" non esistono punti di multiplicita maggiore di s" (fuori
di a) e della conica fondamentale della trasformazione); in particolare non
sard pilt che s'7% il punto A¢+Y in cul af*h & incontrata dal piano m,_+,.
Il piano a{*V Vi+h & ora tangente alla BF¢+Y in tutti i punti di a@+? fuori
di al”?; supporrd che esso conti come s'— k(L < s') fra i piani tangenti a

?
F'U+D nel punto AU+D (¥,

(*) Questa & precisamente la detta multiplicita d’intersezione poiché il piano =, 44y
non é tangente in A;7**" alla linea d’intersezione di Fr—++s—1 e di FU~*H2 (che, per la
parte passante per un punto generico della a”-tv gj riduce a questa retta); ad ogni
modo a noi basterebbe affermare che la detta multlphclta. é =1(s—p)

(*¥) E facile provare che, per una scelta generica di m,_sy, questo vale lo stesso che
dire che sia s" — % la multiplicita del piano a§+vVer+b pel fascio dei piani tangenti a Fy+?
nei punti generici di aj*® {cioé fuori di a2 e della conica fondamentale); infatti si sup-
ponga che quest’ultima multipliciti sia s' — £, ; se % =|< %, dovra essere ky > k. Sia Wo+v
la polare k7 di Vi+v rispetto a Fy+; questa polare avra ay+? come retta s — k¥ e
il punto AZ*Y avra multlphclta >s"—k, su di essa (cfr. n. 8) Ma, la Wo+d ¢ la trasfor-
mata della Fryy k™ polare di ¥V rispetto ad F'; adunque I, avra, nella fatta ipotesi,
successivamente al punto AZY una retta su cui si trova un punto di multiplicits mazgiore
della sua gencrica. Secondo il n.° 11 questo non pud verificarsi se m._rsq & generico.
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Consideriamo le polari k™¢ e s — 1™° dei punti V2 rispetto alle corri-
spondenti /2" e siano rispettivamente rappresentate coi simboli (0% ®las-1
e cor simboli analoghi siano rappresentate le polari dei punti V rispetto alle
K corrispondenti; siano poi [ e I, rispettivamente la polare k™« e la
s — 1™ di V rispetto ad I". Reggono qui tutte le cose dette in generale
per le @@ g proposito del caso precedente. Di piu per la ;1" ahbiamo
che essa ha la retta af+V come 5" — kple ¢ in A7+ (¥) ha il piano al+) Wi+
come unico piano tangente; e per la BFy+Ds=1 che essa passa semplicemente
per la al"+V) senza avervi il piano a{+! W+ tangente fuori della conica fon-
damentale. E poiche le F@* W (Ws=1 gono le trasformate di FO-t+0% e di
For=tHDs—1 g multiplicith d'intersezione di R¢—#D% ¢on e —t+Ds—1 jp Alr—t+H)
punto generico di at—*! g:

ts—k)y+s—1Fk,

mentre quella delle stesse superficie in Ay—t+D &:

=@+ 1)(s— k).

Adunque, anche in questo caso le due superficie F-t+0k JFr—t41) st
s’ intersecano, oltre che secondo la a®—t+) e secondo altre linee non pas-
santi per A~ gecondo una linea C passante per A¢-#+)_ Come nel caso
precedente si giunge ora ad enunciare che anche in questo secondo caso
esiste nella serie dei punti A, A'\..., A, un punto AUL7FV(0<<i=r)
tale che @ punti successivi A, A'\,..., ALt appartengono tutti alla linea
d'intersezione di Fs-, con unu conveniente I'p (0 =p <s—1).

Importa di rilevare che F,_, e ¥, sono polari rispetto ad /" del punto V'
assegnato a priori fuori del cono tangente ad F' in A.

Anche qui, come al n.° 10, si pud supporre che, come superficie F, og-
getto delle considerazioni precedenti, si assuma la trasformata di una super-
ficie data F' dopo una successione di trasformazioni quadratiche (del n.® 9).
Quindi:

Sopra una superficie F' si fissi una qualunque successione di punti
A, A’y A" oo, AW (M%) futti sPY per F tale che ad A™ sia successiva una
serie di punti A0, ., sP% per IV, ed appartenenti a rette (successive) s’ per I
senza che mai due di essi appartengano ad una medesima di queste rette;
s¢ supponga che la seconda successione contenga un numero di punti may-

(*) Od anche nei punti generici; cfr. nota prec.
(*%¥) Non occorre dire che la r ha ora significato differente che nelle linec precedenti.
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giove di quello dei punti sP% di I7 successivi ad A" e giacenti su un
piano generico per AU (*). Sia F—, la s — 1™ polare di un punto ge-
nerico V rispetto ad I7; esiste sempre un’altra polare Iy di V rispetto ad
I' (0=p<<s—1) che interseca I's., secondo una linea di cui A, 4,...,
AP AYD sono punti successivi,

13. Osservazione. Si & precedentemente supposto che ad A, fosse
successiva una retta s, Gli stessi ragionamenti condurrebbero a risultati
analoghi se si supponesse che ad A}, fosse successiva una sola retta di mul-
tiplicith s <Cs, essendo del resto s” qualunque nel primo dei due casi prece-
dentemente distinti, > s — ovvero =s e tale che il numero analogo a &
vi sia k, <<k —, nel secondo.

In altri casi i ragionamenti precedenti sono capaci d’applicazione; rilevo
quello in cui si supponesse a,; e con essa A% di multiplicitd <Cs. Baste-
rebbe allora in quanto precede considerare i punti A“-Y in luogo degli A®
¢ pei due punti della serie A¢D, AU-D, AG-D, ..., AU~V analoghi ad A{)
e ad A, ragionare sul primo come sopra si & ragionato sul secondo, e sul
secondo come sopra sul primo. Si giungerebbe allora al risultato che il punto
A=Y (cosi chiamando ancora 'analogo del punto Ay —*+! del numero prece-
dente) appartiene alla linea d’intersezione di [s—; con una conveniente F,.
Ma questo non & possibile se A{~#1 & punto generico della linea al -+ cuj
appartiene. Si conchiude, tenendo anche presente il risultato del n.° 11, che
se il punto A é splo su una superficie F' e al punto A sono successivi sulla
sezione piana di I7 generica (passante per esso) v punti sP¥, oyni successione
di punte di I7 il cui primo punto sia A contiene ALMENO v punti sP¥ (neces-
sariamente consecutivi); e ogni successione GENERICA di fali punti contiene
PRECISAMENTE » punti spli,

14. Su una superficie Z” d’ordine dato n si consideri un punto splo 4
ed una successione di punti s?% di eui A sia il primo: 4, 4',...; e si sup-
ponga che mai due di questi punti stiano sulla stessa linea sple passante per 4,
né sulla stessa linea (retta) sple successiva ad A; sia r tale che 4 ovvero
un punto successivo ad 4 (immediatamente o non) nella successione A, 4',...
non stia, col punto che immediatamente lo precede, sulla stessa retta succes-

(*) Applicando la proposizione del numero seguente si ha che questa ipotesi equivale
all’altra, che la seconda successione contenga un numero di punti maggiore di quello dei
punti sp¥ di F successivi ad A ed appartenenti ad un ramo generico fracciato su F e
che passi per AW,

Annali di Matemalica, tomo XXVIL, 32

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



246 Levi: Sulla riduzione delle singolarity puntuali

siva ad 4. Dopo quanto precede & facile assegnare un limite superiore per
il numero r.

Di fatto, nelle presenti ipotesi, fissati »n e r, risulta fissato un numero 7, (¥)
tale che, se esiste una serie di pidt di », punti successivi ad A() ed sp¥
per I, esiste sempre una superficie I, (0 =p <<s—1) (**), che interseca
I's—, secondo una linea di cui una parte C irreduttibile passa pei punti suc-
cessivi 4, A',..., A®. Il numero r 4 r, cresce con r; se quindi si deter—
mina un limite superiore al numero dei punti 4, A’,... che possono stare
su C risulta determinato per » -+ », un limite, per modo che, se la succes-
sione 4, A'... contiene un numero di punti superiore od uguale a questo li-
mite, # ha per limite superiore quello suddetto del numero dei punti 4, 4',...
che stanno su C; se la successione 4, 4’,... contiene un minor numero di
punti, & questo il limite superiore di 7.

Cid posto, Vordine C sara:

m=m—p)n—s+1)y=n{®m-—st1).

Sia ora O un punto generico dello spazio, cioé tale che non appartenga
al cono tangente a " in 4, n& al cono tangente a F' condotto da un punto
generico fissato ad arbitrio di C, né alla 4 V. Da O si proietti C e sia I' il
cono proiettante; esso interseca [” secondo una linea C, d’ordine:

mn=m,.

In conseguenza delle ipotesi fatte tutte le linee di /7 successive ad A su
cai stanno A’, A”,... sono rette e ciascuna (salvo quelle per A') & appog-
giata ad una immediatamente precedente; lo stesso avviene per le linee di T’
successive ad A, poiché ogni punto 4 ha in I" la multiplicita generica della
linea di T" successiva ad A cui appartiene; basta, per persuadersene, osservare
che, in caso contrario esisterebbero (n.° 10 e relativa osservazione) due polari

(*) Se il punto di cui si parla, che non sta col precedente sulla stessa rettu succes-
siva ad 4, sta su una retta successiva ad A, di multiplicita <s, + + r, é il posto di
questo punto nella successione; quindi I'esistenza degli »; punti di cui si parla nel testo
non é allora una condizione.

(**) Si puo notave che si potrebbe supporre senz’altro p = 0. Infatti, essendo C d’or-
dine m=mn(n—s 4 1) (cfr. le linee seguenti del testo), quando r sia superiore ad un
certo limite, C deve giacere interamente su F', poiché ha in A riunite almeno 7 s intér-
sezioni eon F. (Pel computo delle intersezioni di una curva e di una superficie in un
punto partendo dai caratteri dei loro punti successivi, cfr. SkerE, pag. 9-11.)
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di V rispetto a T' che sintersecherebbero secondo una linea passante per
A, Ay ..., A® il che & assardo poiché T' & un cono ed .4 e 4" non ap-
partengono ad una stessa generatrice. Adunque, poiché T' e [ non si {occano
in A4, non hanno comune alcuna linea successiva ad .4 cui appartengano punti
della successione 4, 4, ... Infine, pel modo in cui si & scelto O, I' e F" non
si toccano secondo una linea.

Segue che per 4, A',..., A" passano una o pil parti di C,, ciascuna
di multiplicita < s, mentre nei punti 4, 4',..., T e I, hanno multiplicita
d’intersezione =s, (per 4',... queste multiplicitd coincidono coi numeri S
del n.° 5). Se quindi si considera la curva C, composta di tutte le parti di C,
. contate ciascuna una volta sola, questa curva passera con punti multipli per
4,4, ..., A", Ma, se m, & Vordine di C,,

My == M}

si pud quindi assegnare [n.° 3 (*)] un limite superiore (funzione della sola m,
e della multiplicith di 4 su C;) al numero di questi punti. Il numero s ha

adunque un limite superiore assegnato (che pud considerarsi come funzione
della sola n e di s).

Risulta cosl provato che la successione dei punti 4, 4", ... dianzi definita
ha un termine, a meno che esista un numero # (inferiore necessariamente
al suddetto limite) tale che i punti successivi ad .1#) stiano ciascuno col

precedente su una stessa linea (retta) successiva ad A. L’esame di questo
caso si fard nel paragrafo seguente.

(¥*) Per la validita dei risultati di questo numero nel caso presente ricordo quanto dissi
nella nota relativa al n.° 5. Aggiungo che si pud evitare Papplicazione del teorema di cui
la si parla. Basta, per vero, osservare che nel § 2 e nei paragrafi seguenti si puo, alla
trasformazione quadratica considerata, sostituire la trasformazione quadratica speciale (suo
caso particolare) mantenendo fisso un punto della retta doppia fondamentale, come nel
presente paragrafo si teneva fisso il punto doppio della conica fondamentale. Si puo, se
cio é del caso, assumerc su ogni retta doppia fondamentale, due differenti punti come
pruti 7 onel senso del § 2 e in quello del paragrafo presente, restando questo fisso nelle
trasformazioni successive, e variando quello per le trasformazioni successive stesse, per

modo che lo si potra scegliere in modo sufficientemente generico perché si possano ap-
plicare i ragionamenti del § 2.
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§ 5.

15. Su una linea a di una superficie I, di multiplicits <Zs per essa,
esiste un numero finito di punti successivi sP¥ per [. Sia, di fatto, 4 un
punto sP di F su «. Ogni superficie F), passante per @ e che non tocchi /v
lungo @ sega F' secondo una linea composta di @ contata un certo numero
di volte e di una linea residua ¢ passante per A. Sia inoltre il punto 4 sem-
plice per a; si potrd fare in modo che F, passi per 4 colla multiplicita dei
punti generici di ¢ su essa, ad es. con punto semplice, e che non vi sia
tangente ad F. Se allora su @ sono successivi ad A altri punti sP% per I,
la linea ¢ passa per 4 e per tutti questi punti (§ 3).

La superficie I, pud ora essere il cono che proietta @ da un punto con-
venientemente generico dello spazio. La linea ¢ ha allora un ordine asse-
gnato. Le linee ¢ ed «, entrambe di ordine assegnato, hanno comune solo un
numero finito di punti successivi ad A (non & questo altro che un caso par-
ticolare del teorema del § 2); adunque & finito il numero dei punti sp% di I/
su @, successivi ad 4, punto semplice di a.

Quando A4 fosse multiplo per @ basterebbe trasformare dapprima la F
con la trasformazione che muta o in una nuova curva su cui ad A corrispon-
dono uno o pilt punti semplici (per la curva).

16. Prima di passare all’analisi del caso residuo enunciato alla fine
del n.° 14, ritorniamo un momento su quello gia studiato.

Dall'ipotesi costante che mai, nella successione dei punti 4, due punti
appartengano ad una stessa linea sP!¢, segue immediatamente che non ¢ suffi-
ciente la proposizione del n.° 10 a cui si faccia seguire il ragionamento del
n.° 14 solo quando, a cominciare da un certo, tutti i punti della successione
appartengano a rette s’¢ successive (e non ad altre linee sp¥¥) della super-
ficie. Orbene per questo caso si pud dimostrare che il numero dei punti della
successione & finito, evitando la ricerca del n.° 12 (*), nel modo seguente :

Sia A" detto punto o un punto della serie ad esso successivo; si pud
supporre che per A™, e quindi pei punti successivi, non passino altre linee
multiple di F che le dette rette sple. (Per A passerebbero tali linee se A®

v

(*) Risulta con cio semplificato anche il ragionamento del n.° 14, perché solo quando
sia necessario ricorrere al n.° 12 si debbono considerare punti della successione A,
Ay .., Al ... successivi ad A() per provare il passaggio di C per A,
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stesse su una linea multipla di F per .4, di multiplicitd <s; ora, pel numero
prec., questo caso si pud escludere assumendo » convenientemente grande.)
Cid posto, sia a® la retta sple per A® (¢=7r). Si consideri una superficie
qualunque che passi per 4 e per tutte le rette a®, ad es. la polare I,
di V rispetto alla F', di indice p>0 e =s— 1; la multiplicitd d’interse-
zione di /" e Fp in A® & un numero assegnabile ». Sono ora possibili due
ipotesi: 1.° La linea C d’intersezione di I e F), passa per AY); poiche » si
pud assumere grande a piacere, si pud applicare a questa C il ragionamento
del n.° 14. — 2.° Detta linea non passa per AC'; allora essa non passera
neanche per alcun punto successivo ad .40?. La multiplicitd d’intersezione di
I’ e Iy in un punto generico di ¢+ & »—s(s —p) e tale & allora pure
per la loro multiplicita d’intersezione in A¢+D, per cui non passa ora altra
linea comune a F'e I,. In modo analogo la multiplicita d’intersezione di I e
Fpin AU [ {0+ % rigpettivamente v — 28 (s — p)y..., v— i 8 (S—D),...
Ma questa moultiplicita d’intersezione non pud divenir negativa; dunque &
impossibile che ¢ cresca oltre ogni limite.

17. Sullo stesso concetto di quella del numero precedente, quantunque
meno semplice, & fondata la dimostrazione che segue, pel caso che rimane
da trattare.

La successione di punti sp¥% di I': 4, A',... sia tale che i punti suc-
cessivi ad A™ stiano ciascuno col precedente su una stessa retta succes-
siva ad 4. Sia @™ la retta cui appartiene A®); sard anche A"+Y un punto
di a); quindi, per un’ipotesi fatta costantemente, ¢ avrd multiplicita s"<Zs.
Lo stesso si dovra dire per tutte le rette sostegni di pil punti 4. Pel nu-
mero 15 su ciascuna di queste rette sta un numero finito di punti A. Si
deve quindi supporre che tutti i punti A successivi ad 4 siano uniplanari,
perche se, p. es., non lo fosse 4", non lo sarebbe nessuno dei punti succes-
sivi su @, e successivamente all'ultimo non si potrebbe quindi pilt avere un
punto sPl che stesse con esse su una stessa trasformata di 4.

Cid posto, a cominciare dal punto A®) modificheremo cosl i simboli re-
lativi alla considerata successione di punti:

Siano A®, AP, AD,..., A= A"+ 1 punti della successione appar-
tenenti ad a™ (4! sard il precedente .4{&+Y). Fatta eccezione pel primo, per
ognuno di questi punti passa, oltre la a{"), una retta successiva al punto che
lo precede immediatamente, e non passano altre linee multiple per F, effet-
tive ovvero successive ad A, se, come si pud sempre supporre, per A® non
passano altre linee multiple per 7 poiché 4" e i punti successivi sono uni-
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planari — cfr. I'analoga affermazione nel n.° preced.). Indicherd quelle rette
rispettivamente con a,”, af?, .., aj)=a+%. Siano poi A0+, AT+ Ar+D,
Aty = 1+2) i punti della successione appartenenti ad o+, e o +1', alr,.,.,
ajill=a"+?) le rette diverse da o' passanti rispettivamente per questi
punti, escluso il primo. Come pei punti A%, non passano per questi punti
FY altre linee di J7 successive ad 4. Analogamente si indicheranno i
punti di at*+? e le rette di /7 per essi, e cosl via.

Sia st la multiplicita di o+ ({, j =0, 1,...) (e pud, per particolari
valori di ¢ e j, essere s{tV=gs; per j==0 & sempre s+ <s, come gia si
disse) e sia V{9 il punto doppio della conica fondamentale della trasfor-
mazione applicata ad A{+? (sard Vytd = P r+i+0) T piani V+) af ) e
Vir+i glrid) sono tangenti ad F' rispettivamente lungo a71" e lungo a9, ec-
cezion fatta pei piani V{+af+0(0 <<j<<h,.;) per cui fosse s/#V=s. Con-
tino questi piani rispettivamente come s+ — %) e come sti+t) — k@) fra i piani
tangenti ad /' nei punti generici di a{+9 e di av*? (nel caso in cui non si
abbia contatto sara corrispondentemente s+t = k7 = s); si ha necessariamente
0=1k)=s.

Si supponga che la successione dei punti . si protragga in modo che
esistano numeri ¢ (ep—gﬂ kp) sufficientemente grandi perché le considerazioni

»=r
seguenti possano farsi; esistano ciod fra questi numeri di quelli superiori (essi
e quindi i successivi) a taluni limiti inferiori assegnabili; I'ipotesi contraria
equivarebbe ad ammettere assegnato un limite superiore al numero dei punti
della successione, onde non avrebbe pili luogo la presente ricerca sull’esistenza
di un tal limite.

Lasciando per ora indeterminato il numero % <Cs, considero le polari F_,
¢ Iy di V rispetto ad I e distinguo due casi: 1.° L’intersezione di I7_,
e Iy passa per A"; 2.° Questo fatto non si verifica.

Al primo caso si applicano immediatamente 1 ragionamenti del n.° 14,
i quali danno per » un limite superiore.

Quanto al secondo, abbiano ®+7s—1¢ O+ik gignificati analoghi a quelli
delle analoghe ® dei nf 10 e seg.; siano inoltre indicati cogli stessi simboli
con cui si rappresentano le linee « ¢ i punti 4, 1 loro corrispondenti su
queste @, [_, passa semplicemente per le a)*? (= 0) e pei punti 4, senza
esservi tangente ai piani Vi+9) qy+), Vy+d g+ I3 pud invece passare per
le rette ot con multiplicita diverse (sempre = s — k) essendovi o non tan-
gente ai suddetti piapi; passerd perd sempre pei punti 4 con multiplicitd
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s —k, senza esservi tangente a detti piani, per le al7#9 per cui k¥ —=1Fk
con multiplicitd s(+9 — %, avendovi come unico piano tangente il piano
Virtd glr+d) = Y (r+d) glr+d) = "—V’Jﬂ ar+d) e per le a7+ per cui k' =k con
multiplicita s#+D — &, avendow come unico piano tangente il piano V49 qfr+7,

Crescendo convenientemente ¢ (e basta supporre che possa divenire ¢ = s?),
¢ evidente che esistono sempre una retta «(*1? e una retta @/t per cui
kO = [*D e s+ =i+ ; sard necessariamente L0, g+ = g(iHH+D g,
Assumendo il punto A0) sulla prima di queste rette, si potra indicare con
L questo numero, e con a{ la prima retta cui appartiene; si potrd ciot
porre ¢=20. Si fissi per il L precedentemente lasciato indeterminato il va-
lore ora fissato, allora ®{?5-1 passa per A®) e per a(") semplicemente, e senza
esservi tangente a V) ¢ e OF passa con multiplicita ' — % per o)
avendovi come unico piano tangente V(") a(") e passa per A{” con multiplicita
s — k. Quindi la multiplicitd d’intersezione di ®’s-!, ®”* in un punto ge-
nerico di ¢ ¢ x =35 —k; quella in un punto generico di a?’ sia z,. Se
ora la curva intersezione di /s, e Fj non passa per A, la multiplicitd
d’intersezione di @51 e OUF in AP ¢ x, - x; quindi quella di ®)5!,
®7% in un punto generico di al” &:

T, =z +2,—s+ k.

In generale, si indichi con ) la multiplicita d’intersezione di @;+"s-1,
@i+ in un punto generico di a{+9: 2 sard pure la multiplicita d’inter-
sezione di ®¢+s—1 @ r+I% in un punto generico di “+?; in modo analogo

b

a quello in cui si & ottenuto , si ha:

mj=mt (@ —s+H(—1), M
e in particolare :
'=ap=u+ @—s+ k) — 1) (2)
In seguito:
v=x-+2 —s+k,

xj—x—i—(x—s—{—/»)j,

x '—'—xh¢+1 _x_I_(x —S + k) h1+—!
In generale:
g =gl 4 (-1 — s + k) 5, (3)

2@ = 20 - (260 — 5 |- &) Dyyis - @
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Da queste equazioni (e, per ¢ = 1, dalle equivalenti (1) e (2)) si deduce che le
disuguaglianze :

p@) = x};_n, x;"“ E x(i—e)’ (@) < x(i—z)’ (i-1) —8— k, (5)

sussistono simultaneamente scegliendo in tutte lo stesso segno (per ¢ =1 si
deve sostituire z a x(i-¥),

Ricordiamo ora che, per ipotesi, esiste una coppia di valori per ¢ e j
— {=2, j=up — tali che g =" — L =5 —L<<s—1L

Sono qui possibili due ipotesi :

1.° 20+1) = g onde eG4 < g — .
Le (5) danno tosto :
M =g —I.

2.° M0 > g b,
Le () danno:
-0 < gl onde 20-0 < s — 1L,

2™ > — 1, 20-2) > (),
Quindi :
23> —k,
da cui, per le (5),

20-1) > g-3) onde 2t )< g — L.

Proseguendo ad applicare le (5) si ottiene di qui:

g0-0 <K gh= g0 g0-9) g0 < g0-0
ossia :
s—Fk > p—1) > q*-3) > xr(-3) > .. (6)
s — k< a® < 20-2) <« p0~4)  0-6) .1 )
Se A & pari, e necessariamente >> 0, poiche le (1) e (2) danno che per A =0
si verifica sempre il 1.° caso, il secondo gruppo di disuguaglianze contraddice

al fatto che:
x<s—k.

Se 1 & dispari le (3) e (4) danno ancora:

g=2v41) > xg}l—zv} > xgl—zy) >0 x(ﬁl—zv) > x(l-zv._a) (y = 0] ;

r+A-2v—1 "¢ A—2v—2
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questo gruppo di disuguaglianze, postovi » = 0, insieme con le (6) da luogo
alla:
P>z,

che contraddice all'ipotesi principale: il 2.° caso non pud adunque verificarsi.
Raccogliendo si ha che, essendo z{) =z,

O <s—k, aWN=s—£Fk.
Da queste disuguaglianze, per le (5), si deduce:
20 << s — k, xt+) < g — k|
onde, per le (3) e (4):

2424 . P .
x; +24-x) < mj‘,’_‘fl'Q-l’/) , (& = O).

Crescendo = e 7, queste 2 vanno dunque continuamente decrescendo; ma

esse sono numeri essenzialmente interi e positivi, non nulli. I numeri z e 5

. Dl . .
o meglio la somma Y& ) ammettono dunque un limite superiore.
p=r+i42

La serie dei punti A ha adunque un termine in ogni calo.

18. Da ciascuno dei ragionamenti precedenti sarebbe facile dedurre
un valore numerico del limite di cui vi si parla; potrei dare io stesso tali
valori, ma mi astengo dal farlo, credendoli troppo superiori al vero perche
possano presentare interesse e trovare altrove utile applicazione. Il lettore
potra in ogni caso ottenerli senza difficolta.

Torino, Giugno 1897.

.o

Annali di Mulematica, tomo XXVL 33
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Il discriminante delle forme binarie
del settimo ordine.

(Del Prof. Francesco Briosent, a Milano.)

1.° 11& ricerca del valore di questo diseriminante in funzione di in-
varianti della stessa forma, costituisce lo scopo principale di una interessante
Memoria del prof. Gorpax pubblicata circa dieci anni ora sono nei Math.
Annalen (Vol. 31, pag. 566). Se ora ritorno sull’ argomento si & per dimo-
strare come al risultato, certo non facile, ottenuto dal prof. Gorpay, si possa
giungere per altra via pil diretta, e per cid forse, feconda d’altri risultati.
Di questo metodo gia diedi un esempio in una comunicazione alla Ac-
cademia delle Scienze (Sur les racines multiples des équations algebriques,
Comptes Rendus, 28 octobre 1895) e per esso, nel caso attuale, un invariante
di grado  della forma del 7.° ordine pud esprimersi in funzione intera e ra-
zionale di covarianti e di invarianti di una forma del quinto ordine, funzione
dell’ordine 2m e di grado m.

Il discriminante delle forme di settimo ordine essendo del grado dodice-
simo, potrd essere funzione dell’invariante di quarto grado, dei tre invarianti
di ottavo grado, e dei sei invarianti del dodicesimo grado. Adotterd per questi
invarianti le notazioni opportune del sig. Gorpavn, e posto:

L 3.7

~ 8.5t TN

LM=2N,

indicherd con aj By B2y Bs5 ¥y ¥1-+.7s, 1 seguenti invarianti :

M M 2
a.z-—Lfl, 51=—m701, Bgzg'}’oe, .83:3“"5M7037 ;
N N
P=TFC, pnT T gt n==2.5. Ny, p=—8Nyy, \ W)

74=_5'8'N723, 75=2.5.Ar7197
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256 Brioschi: Il discriminante delle forme binarie

e questa quantitd «, 8, y, sono esprimibili in funzione di invarianti e di co-
varianti della forma di quinto ordine.

Pei covarianti e gli invarianti di quest’ultima forma mi riferird alle no-
tazioni di un mio lavoro pubblicato in questi Annali nel 1883 (Serie TI*
Tomo XI, pag. 291). Si hanno cosi per e, B, y, i seguenti valori (*):

oc=5kl——§op,
Bi=02n0+8.T.Ru—2.11.9klp+2¢° P~ T¢p,

o=3T1 0+ 3. T u—3. 4.9 hlp+2g B+Telut2. 11 ¢,

@3—a2+?[4 11. P—-”*i“‘l +329* ]

- Osservisi che se ¢ =0, o la forma f del settimo ordine ha #re radici
eguali, sono:

. Bi— =2, fs=2a’,
ossia :
1
.3.5

1 . 2
70x+5702+3-.3A'=0; Yos T 5 AZZO,

da cul:
70|+5702+2703=0‘

I valori di 7, 7:1... y; sono i seguenti:
y=—=b W [I3F—3".T.lu42.3.5.p] +Tehtp 11043 4]
+2¢°hAl[(5E42.17.p7] —2¢*p [4 12— 5 pY),

S By 4.3 11— g.,k]

_;3[99_1.#4-
_thz [47.042.58° u] £ gt b1 [ 5.0 +3.7. 1+ 1) ]

72
_?3P[8l3+—4‘P2]’
3.7.139
722;53[_.7;913-{— 213 lu—3.42.37. p° —1—73 JJI]

7.59 7.13 5.7 .77
N T?;sz[l%%u]ﬂzhzlg_g? l3—{————lu+3.4.157.p2-—4—3—g4h]

7.59

2.7°.11
32

—gop[ l3+ lu—{—4 1 PP 9472]—;—:94?4127

(¥) Notisi che ¢, J4 sostituiscono f, A dell’indicato lavoro.
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73=-3hs[12_1 Pl g 3., 1,] +$¢h2p[11312+34.7.u]

193
+§02hl[2.32l3—l—7 29 k]
—w[887 R 1?’gl 3050t 2 gﬁt]

” 4[Bl2+7u],
3
yi=—5.6.1[6.7.lu+-32.4. 10+ T g, ] +3. 4. hep[2.11. 14357 ]

e h1[4090 857,13 Lut3.5.580 . pr 4 ]

— e[ Pp R e 8451174 6. T g

7* 1
— g |zl

ye = I [”297z 3 3811 42,3, 72j4h]

— S ol p[631E 43713,

Lo [43 ., 7.99 oo 4.7
+golal[?°l+——2—lu—z.lol.p2— - g4h]
—|—¢3p[3 A A TR N R gJL]

Importa osservare che fra i termini di queste sei espressioni non ha
luogo alcuna sigizia. Cid posto il problema della calcolazione del discrimi-
nante, trasformasi nel seguente: determinare i valori dei coefficienti numeri p,
pie-ps; 0, 01, O9y Jg, pei quali sia soddisfatta la equazione :

P?+P471+"‘+957s=“[aa2+aiﬁ1+§eﬁz+asﬁg]- (2)

Notisi dapprima che nel secondo membro non esistendo i termini g, ¢* u;
gs9* 1, g k*, B p*, si hanno tosto eguagliando a zero i corrispondenti del
primo membro:

] 11 2.11.17
pi=3ps, p=—73p, —p+2.3.pm="——p, p=3.4.p

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



[N)
Ut
(ee}

Byioschi: Il discriminante delle forme binarie

Eguagliando in secondo luogo i coefficienti di ¢, ¢*2* [, e di ¢, ¢* h p nei
due membri, si banno le:

373

5 1
83,03—3105:;351 3 PS—SPa_ 33,

le quali conducono alle:

42 .31 1367
6\3 = = 32 P3y P = 33 P3y
e quindi:
4.403
fr= 32 P -

I coefficienti di A2l wu, ¢ h* pu, conducono alla stessa relazione:
8.59
19{’0_—— ps=2(d, + 3,
ossia :
869
2@+ 0) =22 4,
ed 1 coefficienti di ¢* & [* alla:

25‘+i3 _ 59899

Py g b
da cui:
2.4, 173 3551
W= R g

Infine eguagliando i coefficienti ¢* p*, trovasi:

Questi valort soddisfano tutte le altre relazioni.

4
Sostituendo ora nella (2) i valori di questi coefficienti supponendo ps =%f )

e per a, B, y 1 loro valori (1), dividendo per N, si ottiene:

4.3 32,403 33,5211 3.5-1367
5 Cy — B }’u+—_2—’722_2-34-}'33_2-35-5-}’23—1‘——/2\—"712
8569 173 3. 3551 3.42,31
= A[2 3" 52A + Jor — 4 7oz 5 703]7

od il risultato del sig. Gorpan.
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Se mei valori superiori di 9, 7,,... y5 supponesi ¢ =0, suscistendo per
questo caso la sigizia:

bgh=—P—61u+9p,

si ottengono le cinque relaziomi:

T § Y % Ayos+ﬁA3=0
722_4_.5432733_ '51—2 A yoe - 57; A*=0
793—%5—23733— ngyog—f?); A2==0
7”_3538 733+2.;.5 702—3%153—5*43:07

le quali sono pure soddisfatte per una forma f del settimo ordine la quale
abbia tre radici egnali.

Settembre 1897.
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Sull'operazione funzionale rappresentata
da un integrale definito considerata
come elemento d’'un calcolo ®.

(Di Avorro Virerer, @ Pisa.)

y :

L operazione rappresentata da un integrale definito, come si sa, consiste
in cid: « Data una certa funzione f(y,) della variabile, in generale com-
plessa g, la quale sia analitica e uniforme in un certo campo, nel moltlph-
carla per una funzione analitica @ (y,y,) ‘delle variabili indipendenti, in ge-
nerale complesse ¥,y e quindi nell'integrare rispetto a y, lungo una certa
linea I, la quale cada entro il campo, in cui & regolare la funzione f(y,). »
Il risultato di quest’operazione & una funzione analitica monogena di y,. Le
proprietd essenziali di detta operazione dipendono dalla funzione a(y, y.) la
quale si dice a « caratteristica dell’operazione in parola ». L’operazione testd
definita fu studiata a fondo dal prof. Pivcaerie (**). Altri, prima di lui, quali
il Larrace, I'Asgr, il MeLuiy s'erano gid occupati dell’argomento, limitandosi
tuttavia allo studio di casi speciali, e sui loro lavori in proposito si trovano
citazioni e notizie nelle due Memorie testé citate, specialmente nella seconda
del prof. Pixcnertr, il quale fu il primo a fare uno studio generale sull’ar-
gomento in parola.

(¥) Dei concetti esposti in questa prima parte della presente Memoria fu, con qual-
che lieve modificazione, pubblicato un breve riassunto nei Rendiconti della R. Acc. dei
Lincei (sedute del 4 e 25 aprile 1897).

(¥*) V. PINCHERLE, Sur certaines operations fonclionelles representées par des integrales

definies. Acta Math., vol. X. — Sopra alcune operasioni funzionali. Memorie dell’Ace. di
Bologna, serie 4.2, vol. VIL
Annali di Matematica, tomo XXV 34
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Ora mi propongo, nel presente lavoro, di considerare 1 operazione fun-
zionale rappresentata da un integrale definito come elemento d’un calcolo,
nel quale essa s’assuma come ente arbitrariamente variabile, suscettibile d’as-
sumere infinite determinazioni diverse, basandomi sul fatto che una data de-
terminazione dell’accennata operazione & fissata quando siano fissate e la fun-
zione caratteristica e la linea d’integrazione relative all’ operazione stessa.
Cosl mi propongo, dopo aver data un’estensione del concetto di funzione, di
definire nel calcolo da me studiato operazioni che facciano riscontro alle ope-
razioni del calcolo infinitesimale, che possono cioé riguardarsi come una esten-
sione di queste. Mi limito perd in questo lavoro alla definizione e allo studio
delle proprietda fondamentali delle accennate operazioni, a dare ciog un’ab-
bozzo generale del calcolo preso a studiare, riserbandomi di studiare le que-
stioni speciali che in esso si possono presentarc e di mostrarne la portata e
qualche applicazione in successivi lavori.

Per potere perd passare alla definizione di operazioni facenti riscontro
alle operazioni fondamentali del calcolo infinitesimale ¢ mestieri definire ope-
razioni che nel calcolo qui studiato facciano riscontro alle operazioni fonda-
mentali dell’ aritmetica. In questo presi a base anche considerazioni svolte
da altri.

1 ]
Convenzioni e definizioni fondamentali.

Per esporre i fondamenti del calcolo da me studiato mi permetto di porre
le seguenti convenzioni:

a) Si designera colla denominazione « operazione I » in generale un’o-
perazione funzionale qualsiasi rappresentata da. un integrale definito, deter-
minata o variabile. Questa denominazione fard ciog, nel calcolo ora studiato,
riscontro alla denominazione « quantitd » che si usa nel calcolo ordinario e
colla quale si pud intendere tanto un ente suscettibile d’aumento o diminu-
zione che sia determinato, quanto un ente siffatto che sia variabile.

b) Nelle operazioni I che si considereranno in seguito, si fara astra-
zione dalle speciali variabili che in esse figurino, sia come variabile d’inte-
grazione, sia come variabile da cui dipende la funzione risultato: si conside-
rerd cio® solo la forma della funzione caratteristica e della linea d’integra-
zione relative alle operazioni I che verranno studiate: cid basta appunto a
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individuare una data operazione I. Quando poi s’abbiano ad esaminare casi
concreti d’operazioni I applicate a speciali funzioni, casi nei quali pur si dovra
porre in evidenza sia la variabile d’integrazione, sia quella da cui dipende
la funzione risultato, per rendere pill semplici le mnotazioni si sottintendera
quanto segue. « Allorché si parli d’'un operazione 7, sia determinata sia va-
riabile applicata ad una funzione s'intenderad che sia y, la variabile d’inte-
grazione, che naturalmente & anche quella da cui dipende la funzione oggetto,
Y, la variabile da cui dipende la funzione risultato; quando poi si parli di
due operazioni I consecutive applicate ad una certa funzione, mentre nella
prima d’esse, in base a quanto fu detto testd, si deve intendere che sia y,
la variabile d’integrazione, y, I'altra, nella seconda s'intenderd che sia y, la
variabile d’integrazione, y; I'altra. E cosi quando s’abbia ad esaminare la
funzione risultato di A (h numero intero qualunque >>2) operazioni I appli-
cate ad una certa funzione, s’intendera che la variabile da cui essa dipende
sia Yn+ € che le variabili d’integrazione siano, per la prima di dette ope-
razioni y,, per la seconda y.,... per la hsime y, .

¢) Per semplicita, per rappresentare operazioni I determinate, useremo
seguendo in c¢id V'esempio del prof. Pincuerie, le lettere maiuscole 4, B...
anche apponendo a queste degli indici quando I'uso lo richieda; per rappre-
sentare un’operazione I variabile nella quale ciot, a differenza di quelle a
cui ora si accenna, la linea d’integrazione e la funzione caratteristica siano
suscettibili d’assumere infinite determinazioni distinte, s’adotterd il simbolo X
seguendo in cid la consuetudine invalsa nel calcolo ordinario o quando poi
si abbia da ragionare su piu operazioni I variabili, queste si potranno desi-
gnare coi simboli X, X;... Il risultato d’un’operazione I determinata o va-
riabile da indicarsi quindi nel primo caso con 4, nel secondo con X, appli-
cata a una certa funzione di y,, f(y\) si rappresentera, seguendo anche in
cid Vesempio del prof. PincrErLE rispettivamente con A f(y.), X f(y.).

d) Si prenderanno in considerazione, come funzioni oggetto d’ opera-
zioni I soltanto funzioni uniformi, talcheé quando si parlerad di operazioni I
applicate successivamente a una tale funzione si sottintenderd che questa fun-
zione sia uniforme; cosi si parlerd di pili operazioni I applicate successiva-
mente a una data funzione solo quando siano uniformi rispetto alla variabile
da cui dipende la funzione risultato le funzioni caratteristiche delle singole
operazioni in esame, all’infuori della funzione caratteristica dell’ultima la quale
potrd anche non soddisfare a questa condizione. Del pari, parlando sia di
funzioni oggetto d’operazioni I, sia di funzioni risultato di queste operazioni
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applicate a certe funzioni, ci si riferird naturalmente solo ai valori degli enti,
dei quali ci si occupa situati nel campo, in cui detti enti sono atti a rap-
presentare funzioni analitiche.

¢) Quando, fissata una certa funzione di y,, f(y,), si abbia un’opera-
zione I determinata che si designerd con A tale che 4 f(y,)=1p f(y,), es-
sendo p un fattore che in base alla convenzione b si dovrd riguardare come
funzione di y, si dirA « che 4 & equivalente a p relativamente a f(y,), e si
“rappresentera cid, scrivendo A = p relativamente a f(y,) » (prescindendo na-
turalmente dalla notazione con cui si rappresentano le variabili). Con cid si
viene dunque a riguardare ['applicazione d’un’operazione I ad una certa fun-
zione come una moltiplicazione simbolica.

Cosl, ponendo la convenzione di riguardare due operazioni I che appli-
cate ad una stessa funzione assunta come funzione oggetto diano lo stesso ri-
sultato, come equivalenti relativamente a detta funzione, riferendoci al caso
dianzi esaminato diremo che « 4 relativamente a f(y,) & equivalente all’altra

operazione 1 avente per funzione caratteristica - T r— per linea d’in-

P

27 i(yl

tegrazione una linea chiusa situata nel piano y, contenente il solo punto y, =y,
e nessun punto singolare della funzione f(y,). »

Quando, prese in esame due operazioni I determinate ., B s’ abbia
Af(y)—Bf(y)=qf(y.), q essendo in generale una funzione di ¥, si dird
« che .1, B differiscono per g relativamente a f(y,) e si serivera: A — B =y
relativamente a f(y,). »

B poi chiaro che un’operazione I da applicarsi ad una certa funzione
f(y), la quale abbia per funzione caratteristica una fuzione della forma
P
27i (g —y2)’
linea d’integrazione una certa linea },, che sia chiusa, contenga il punto
Y1 =1, e nessun punto singolare della funzione f(y,) trasformerd f(y.) qua-
lunque essa sia in p f(y.), vale a dire la moltiplica per p (a prescindere dalla
variabile di cui essa ¢ funzione). Si dird allora che ’operazione I conside-
rata « & equivalente a p, in via assoluta, ciod indipendentemente dalla spe-
ciale funzione oggetto a cui possa essere applicata ».

Un’operazione I della natura di quella teste definita si rappresentera col
simbolo I,; cosi quando sia p=1, si designerd col simbolo I.

p designando una funzione della sola y. o una costante, per
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2 (o]
Un'estensione delle quattro operazioni fondamentali dell’aritmetica.

Per definire le operazioni analoghe alle quattro operazioni fondamentali
dell’aritmetica da eseguirsi sulle operazioni I, non porta alcuna differenza il
considerare operazioni I determinate o operazioni I variabili, precisamente
come nel calcolo ordinario le quattro operazioni fondamentali si eseguiscono
indifferentemente su quantitd determinate, o su quantitd variabili. Qui si de-
finiranno adunque le quattro operazioni in parola, trattando d’operazioni I
determinate.

1. Addizione e sottrazione. Date n (n sia un numero intero qualunque)
di operazioni J che designeremo rispettivamente con A4, B,... P, si dirad
« addizione di queste n operazioni 1’ operazione mediante la quale dalle sin-
gole 4, B,... P si passa all’altra A B...+ P ». Quest'ultima consiste,
quando si deva eseguire su una data funzione, nell'applicare a questa suc-
cessivamente le singole operazioni: 4, B... indi nell’addizionare i risultati.
L’operazione: A+ B...+ P si dird « somma delle 4, B,... P», le quali
si diranno addendi. Nel caso particolare, in cui ciascuno degli addendi sia
una stessa operazione .1, detto ancora #» il numero di questi, la loro somma
si rappresentera con » 4, indicandosi con questo simbolo ’operazione che con-
siste nell'applicare a una data funzione oggetto I'operazione 4, indi nel mol-
tiplicare per n. (Analoga notazione s’userd poi anche, se il fattore n fosse,
anziche una costante, una funzione.)

Per I'addizione quale fu teste definita si ha il seguente:

Teorema: Per 'addizione delle operazioni I valgono tutte e tre le leggi:
associativa, commutativa e distributiva che valgono per I'addizione definita
dall’aritmetica. .

Infatti, dette al solito 4, B, C tre operazioni I e f(y,) una certa fun-
zione di y,, sard, in virtt di principi elementari di caleolo integrale :

((L+Bfly)=Afy)+ By,

€ per conseguenza:

A+ B+ O f(y)=Af@)+B+C )=+ BF@)+Cry) e d.d

La sottrazione non differisce sostanzialmente dall’addizione: infatti &
chiaro che la sottrazione d’un’operazione I la cui funzione caratteristica sia
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a (Yn Yn+] (b indice variabile secondo i casi, in base alla convenzione b — 1.°)
da un’altra operazione I qualunque si pud riguardare come I’addizione di
quest'ultima con un’altra che non differisca dalla precedente se non per avere
per funzione caratteristica — @ (yn yn+,) anzich® @ (Yn ya+i).

2. Moltiplicazione. — Definizione di potenza d'un’operazione I. Siano
due operazioni I designate al solito con 4, B. Si dirad « moltiplicazione del-
I'operazione A per I’ operazione B ) operazione mediante la quale dalla A si
passa all’operazione I nella quale la linea d’integrazione & la stessa di 4, la
funzione caratteristica & la funzione ottenuta applicando la B alla funzione
caratteristica di 4 » (riguardando questa nell'applicarle B come funzione della
sola variabile da cui dipende la funzione risultato). L’operazione I cosi otte-
nuta si dird « prodotto di 4 per B» e si designera col simbolo B 4. Cosi
detta y, (k indice variabile sccondo i casi, in base alla conv. b del cap. 1.9
la variabile d’integrazione che figura nella 4, ., 'altra variabile, si dovra
designare con yx+: la variabile d’integrazione che figura in B, con ¥4, Valtra
variabile che in essa figura. E la funzione che s’ottiene applicando la B alla
funzione caratteristica di A sara funzione delle variabili yn, #.e. Dette ri-
spettivamente @ (4 ¢n+1), b (Yr+t Yn+o) le funzioni caratteristiche di 4, B, dette
rispettivamente /, I, le linee d’integrazione (la prima delle quali sard trac-
ciata nel piano y, la seconda nel piano 4, e detta al solito 7 (y,) una certa
funzione di y, si avra dunque:v

BAf)=[( [bwm)e wug) dy)re) ..

1,

Delle due operazioni 4, B si dird la prima moltiplicando, la seconda
moltiplicatore: entrambe poi si designeranno col nome di fattori.

Con un’ovvia estensione delle precedenti considerazioni si definiscono la
moltiplicazione e il prodotto d’un numero qualunque >> 2 d’operazioni I: trat-
tandosi infatti d’eseguire la moltiplicazione di tre di esse: 4, B, C; si ese-
guisce cioe il prodotto di B per C, indi quello di A B per C B.

Un caso particolare importantissimo che si pud presentare nella molti-
plicazione delle operazioni I & quello, in cui ciascuno dei fattori sia una
stessa operazione 4 (si dovrd naturalmente fare astrazione dalle speciali va-
riabili che figufano in ciascun fattore). Cosl in ciascuna delle operazioni fat-
tori, la funzione caratteristica avrd la stessa forma e la linea d’integrazione
dovrd attraversare la stessa successione di valori nel piano in cui & tracciata.
Il prodotto che in tal caso s’ottiene si dird con un’ovvia estensione d’un con-
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cettoedato dall’aritmetica « potenza dell’operazione 4 d’ordine m » ove m de-
signi il numero dei fattori, nella moltiplicazione che si esegui. La moltipli-
cazione stessa si dird in tal caso « elevamento a potenza dell’operazione 4 ».
La potenza msime di A si rappresenterd con A™.

Per le potenze d’operazioni I sussistono le relazioni seguenti: « detta 4
un’operazione I qualunque, m, p due numeri interi positivi &:

Am An —_ Am+n
(Am)n = gmn

3. Divisione. Date due operazioni I: 4 e B, si dird « divisione di 4
per B Toperazione che consiste nella ricerca d’una terza operazione I che
designeremo con C, tale che A =B C». .1 si dird dividendo, B divisore,
C quoziente. Si rappresenterd il quoziente C colla notazione %1 e si scrivera
anche, per semplicitda: 4: B=C.

La possibilita d’eseguire I’operazione teste definita & fondata sulla riso-
luzione del problema detto « dell’inversione degli integrali definiti » ciod del
problema che consiste in questo: « Data la funzione caratteristica e la linea
d'integrazione d’una certa operazione I e data anche la funzione che s'ot-
tiene applicando quest’operazione ad una funzione incognita determinare que-
st’'ultima funzione. »

Tale problema, studiato in casi speciali per le funzioni di variabili reali
dall’ ABer, dai profl Brurrami, Dint e dal Soxise, per le funzioni di variabili
complesse dai prof. Pixcuerre e Levi Civita fu risolto per una classe estesa
di casi dal prof. Vorrerra, il quale svolse i1 metodo con cui si risolve per
funzioni di variabili reali, osservando poi che questo metodo s'estende anche
al caso di funzioni di variabili complesse (*). Infatti, presa di nuovo in esame
la (2), sard (v. 2) per linea d’integrazione relativa al quoziente C da assu-

(*) 1 lavori del prof. VoLTERRA, nel quali ¢ data la risoluzione generale del problema

in parola, sono: tre Note sotto il titolo: Sullinversione degli integrali definiti (vol. XXXI

degli Atti del’Aceademia delle Scienze di Torino) ed una quarta Nota dello stesso titolo

pubblicata nei Rendiconti dell’Ace. dei Lincei (serie 5.2, vol. V, 1.° semestre, fase. 6.°). Nella

prima delle citate Note trovansi citazioni intorno ai lavori sull’argomento, nel caso di va-

riabili reali, degli accennati autori. Nel campo complesso ricorderemo le Memorie del
y=m

prof. PiNcHERLE : Sulla risoluzione dell’ equasione funzionale 2 Ty Y (@ + «x) = f(0) @ coef-
r=1

ficienti costanti. Menmorie dell’Acc. di Bologna, vol. IX della serie 4.* e Sulla risoluzione
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mersi la stessa linea che compete ad A4 e la funzione caratteristica della
stessa C, che designeremo con ¢ (y, y.), dipendendo essa in base a precedenti
convenzioni delle variabili y, y,, sard definita dalla relazione :

a1 ys)=Bec(y.y.),

designando @ (y, y5) la funzione caratteristica di A.

Ora dai citati lavori del prof. Vorrerza risulta questo. Si ponga ciod
la condizione che la funzione caratteristica b (. y;) d'una certa operazione I:
B sia funzione olomorfa per tutti i valori di y,, ¥, inferiori in valore assoluto
ad una certa quantith 4. Se inoltre designato con « 'estremo inferiore della
linea d’integrazione relativa a B, linea che designeremo con /, e che si dovra sup-
porre aperta, e coll’estremo superiore variabile & (y.%;) non s’annulli per nessun
valore di y, tale che |y; —a|<C 4 e le linee I,z siano scelte in modo che
lungo esse (gli estremi compresi) le variabili d'integrazione differiscano da «
(a sia P'estremo inferiore anche della linea J;) per meno di 4, per ogni valore
speciale di y,, situato nel campo in cui @ (y,ys) & olomorfa, in modo che
questo variabile possa riguardarsi come una costante, sard 1’equazione :

@ @) —alg ) =[b(gg) ey ., 1)
soddisfatta dalla funzione : "
0a (y1 yo)
iy = ot —“;*ys)z LW S Sy dy, @

ove :
0b (fqz ?/3)
, T
S:(@ ) =f SiEy) S 8 dE,  Si(gay) =505
I

designando ¢ una variabile ausiliaria, e l; una linea nel suo piano soggetto
all’accennata condizione. E la formola (2) ne definirdh una funzione olomorfa

y=m
delPequazione funzionale = hy § (x + @) = [ («) @ coefficienti razionali. Memorie dell’Ac-
v=1

cademia di Bologna, vol. IX della serie 4.* e quella del prof. Luvi Civita: Sui gruppe
d’operazioni funzionali e sull inversione degli integrali definiti (Rendiconti del R. Istituto
Lombardo di Scienze e Lettere, serie 2.2, vol. XXVIII).
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per tutti i valori di %, per i quali & olomorfa a(y,y;) e per quelli di y,,
per cui & {y; —al<< 4, la quale soddisfa alla (2). La formola (2) teste data
non & che un’estensione della formola (3) della prima delle citate Note del
prof. Vorrerra presentata all’Ace. di Torino e che la funzione data dalla (2)
soddisfi alla (1) si dimostra nello stesso modo con cui fu dimostrato dallo
stesso prof. Vorrerra per la formola da lui stabilita.

Cosl, quando la funzione & (y. y;) che compare nella (1) abbia la forma:

b(y:9s) = (%% :

con 2<1.b(y,y,) designando una funzione olomorfa nell’accennato campo
di valori: quando ciod b (y.y,) divenga infinita d’ordine A per y;=1,: ove
a(y,ys . Qﬁgyl/;—y") siano finite e continue per y, compreso, in valore assoluto,
fra @ e « + 4 v'é una ed una sola funzione la quale soddisfi all’equazione

funzionale (1) ed & data da:

b (z . z) 0 o (_1/1 yz)

_ S Si(ys2) )
c(y,.z)—L(z.z) 7 4s
Ly

]. Al
(z — yg))_.i h{_ [v[ godl (93 . ',I/QF d ?/35 d Y-,

3

ove L (z.z) & data dalla relazione :

b (2
L(yz) z)=f(z (?/ y3) d?/S;
A

— Ya)i=* (ys — o)

z, essendo simbolo d’una variabile ausiliaria e le linee d’integrazione I, 1,
essendo soggette alle condizioni stesse che si diedero dianzi per /., Ir rela-
tivamente alle rispettive variabili d’integrazione a cui si riferiscono e la fun-
zione cercata & definita per i valori di 2,1 cui valori assoluti cadono tra o e A.

Il prof. Vourerra nelle citate note, diede poi anche il metodo di risol-
vere il problema dell’inversione degli integrali definiti, nel caso in cui la
funzione caratteristica s'annulli per un certo numero di valori della variabile
da cui dipende la funzione risultato posti nel campo in cui & definita detta
funzione caratteristica.

Nota. Nella moltiplicazione delle operazioni I non vale chiaramente al-
cuna delle tre leggi commutativa, distributiva, associativa. Cosi per moltipli-
cazione d'un’operazione I per altre s’'intenderd I'operazione con cui s’ottiene
il prodotto di queste, come fu definito dianzi, da non confondersi coll’esecu-
zione successiva delle operazioni-fattori.

Annali di Matematica, tomo XXVI. 35
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3 o
Le funzioni d’operazioni I.

1. Definizioni fondamentali. Abbiasi ora una certa operazione funzio-
nale rappresentata da un’espressione contenente una data operazione I varia-
bile X e sue potenze (*); si potra riguardare detta espressione come una fun-
zione di quest’operazione X nel senso che ad ogni speciale determinazione
di quest’'ultima, cioé della sua funzione caratteristica e della linea d’integra-
zione che le compete, corrisponde una determinazione o un certo numero di
determinazione dell’espressione in parola.

Si potranno poi considerare anche espressioni contenenti nel modo an-
zidetto diverse operazioni I variabili distinte in numero finito che si designe-
ranno (1.° ¢.) con X, . X, ... suscettibili ciod d’assumere determinazioni distinte
e cid indipendentemente l'una dall’altra e contenenti anche potenze di queste
diverse operazioni I in modo che nei termini di quest’espressione compaiono
anche, ad esempio, prodotti e quozienti (simbolici) di una di queste opera-
zioni I per un’altra e anche per il prodotto di piu altre.

Una tale espressione si potra riguardare come una funzione delle diverse
operazioni I variabili che in essa compaiono nel senso che ad ogni insieme
d’una speciale determinaztone di ciascuna di dette operazioni I corrisponde
una determinazione o un certo numero di determinazioni dell’espressione con-
siderata. Per rappresentare funzioni d’ operazioni I s’ useranno, come si fa
uell’analisi ordinaria i simboli F'(X), F'(X,, X;...); ®(X) ece. Ad evitare
poi equivoci stabiliremo sin d’ora che s’ userd la semplice designazione di
« funzione » quando si voglia indicare una funzione nel senso ordinario della
parola, laddove s’userd la designazione speciale « funzione d’operazioni (una
o pit) I » quando si voglia indicare una funzione nel senso che & da attri-
buirsi a questo vocabolo nel calcolo che qui s’& studiato.

S’estenderanno alle funzioni d’operazioni I le definizioni date nel eapo 1.°
per le operazioni I. E di piu si fard la convenzione seguente: « Si stabilird

(¥) Con operazione contenente una data operazione I designata con X e sue potenze
si deve intendere un’operazione la cui applicazione a una certa funzione consiste nell’ap-
plicarle I’operazione X e sue diverse potenze, combinate fra loro mediante le quattro
operazioni analoghe a quelle dell’aritmetica.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



da un integrale definito considerata come elemento d’un calcolo. 271

ciot che nelle funzioni d’'una o pitt operazioni I variabili, quando I opera-
zione rappresentata da tali funzioni debba applicarsi a una certa funzione
oggetto, sia per ciascun termine la stessa la variabile da cui dipende la fun-
zione-risultato (vale a dire in ciascun termine la variabile, da cui dipende la
funzione-risultato sara la stessa che figura nel termine, in cui compare la
potenza piu alta dell’ operazione I variabile, quando si tratti di funzioni di
una sola operazione variabile e il prodotto (simbolico) di potenze delle diverse
operazioni [ variabili, la somma dei cui indici ha il valore pit alto quando
si tratti di funzioni di pilt operazioni variabili).

Si considereranno poi anche somme (e differenze), prodotti e quozienti
di funzioni d’operazioni I. Il concetto di somma (e differenza) si ha senz’altro
estendendo le considerazioni svolte per definire le quattro operazioni analoghe
alle quattro operazioni fondamentali dell’aritmetica, per le operazioni I; cosi,
per prodotto d’una funzione d’operazioni I, designata ad es. con F'(X) per
un’altra ® (X) s’ intenderd la funzione dell’ operazione X che §'ottiene appli-
cando a F'(X) loperazione rappresentata da @ (X) eseguendo le moltiplica-
zioni del singoli termini di F' (X}, ® (X) secondo la regola data nel cap. 2.°
per la moltiplicazione delle operazioni I. K senza difficolta alcuna si giunge
al concetto di prodotto di pil funzioni d’operazioni I.

Cost per divisione della funzione dell’operazione variabile X, F (X)) per
Valtra funzione ¥ (X)) della stessa operazione variabile s'intenderd « 'opera-
zione avente per scopo la determinazione d’una terza funzione W (X) dell’o-
perazione X tale che:

F(X)y=9o(X)v((X).

Si dira F(X) dividendo, @ (X)) divisore, W (X') quoziente: in generale perd
non si potrd determinare esattamente il quoziente in una divisione siffatta,
ma si avra:

F(X)= 0 (X)¥ (X)+ B (X),

designando R (X') una nuova fuuzione dell’operazione variabile X che si dira
« resto della divisione in parola ».

2. Definizione di limite d’operazions I e di funzione continua d’ ope-
razions I. Preso a considerare un insieme d’operazioni I distinte, in generale
m numero infinito si dird che « relativamente a una certa funzione, assunta
come funzione oggetto esse tendono ad un certo limite, quando la differenza
fra due qualunque delle operazioni I del sistema considerato, relativamente
a detta funzione, sia — ad una funzione (naturalmente dipendente dalla va-
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riabile, da cui dipende, per le operazioni considerate la funzione risultato)
che per tutti i valori di detta variabile compresi nel campo in cui & funzione
analitica e regolare, sia tale che il modulo della differenza tra essa e questo
limite si mantenga inferiore ad una quantitd assegnata piccola a piacere ».
In base a c¢id si possono facilmente agli insiemi d’operazioni I, considerate
relativamente a una certa funzione oggetto, applicare le considerazioni svolte
dal caleolo ordinario, per gli insiemi di quantitd complesse (si giungerd cosi
alla considerazione d’insieme limitato e di determinazione limite d’un’insieme
d’operazione I relativamente a una certa funzione oggetto). Nello stesso modo
si potra, fissata una certa funzione #'(X) d’un’operazione I variabile X, con-
siderare I'insieme delle determinazioni che Je competono quando a X si diano
successivamente le determinazioni comprese in un dato insieme I'. Cosi, fis-
sato quest’insieme I', I (X)) si dird « limitata relativamente a una data funzione
f (), nell’insieme T », quando Pinsieme delle determinazioni di F'(X)f(y,)
corrispondenti a quelle di X comprese in I' & un insieme limitato. Cosi si
dird che « F'(X) ¢ definita entro un dato campo (si userd la parola campo
nello stesso significato che si da a insieme) di determinazioni di X, relati-
vamente a una determinata funzione f(y,) » quando per qualunque determi-
nazione 4 compresa in questo campo, F (A4)f(y,) sia atta a rappresentare
una funzione analitica. Le precedenti considerazioni si estendono senza diffi-
coltd a funzioni di pilt operazioni I variabili.

Inoltre si un’operazione I che una funzione di questa si potrad dire uguale
ad un infinitesimo relativamente a una certa funzione oggetto f(y,), se ap-
plicando rispettivamente I’una o I'altra a f(y,) si ha per risultato ¢ f(ys) (%
indice variabile da determinarsi in base alle convenzioni del cap. 1.°) ¢ es-
sendo una quantitd infinitesima. « Una funzione F' (X)) dell’operazione I va-
riabile X s1 dird continua relativamente a una funzione oggetto assegnata,
f(y,) per una certa determinazione di X » quando, detta 4 questa determi-
nazione per qualunque valore che si assegni alla quantitd ¢, si pud determi-
nare un’altra quantita J tale che:

FA+1n) [fy)) — FA[fy)] | <e (), (3)

per ogni valore della variabile da cui dipende la funzione F'(X) [f(y.)] pel
quale la differenza che compare nel primo membro della (3) & atta a rap-

(*) Quando da un’operazione I qualunque A si passa all’altra 4 + I si dira che ad
A si diede Pincremento I, .
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presentare una funzione analitica regolare, ogniqualvolta: |71 <|d| se » &
costante e ogniqualvolta sia, in modulo, <Z|¢d| il limite superiore di », per
i valori della variabile da cui dipende che vengono presi in considerazione,
se z stessa & una funzione. E se la disuguaglianza (3) sussiste per tutte le
determinazioni di X comprese in un certo insieme assegnato T', F' (X) si
dird « continua relativamente a f(y;) entro I" ». Si dird poi « continua uni-
formemente sempre relativamente a f(y,)» se si pud trovare una quantitd
positiva d, tale che quando sia |#|<Cd o sia <Cd, in modulo, il limite su-
periore di », nel campo costituito dai valori della variabile, da cui dipende,
che vengono presi in considerazione, a seconda che rispettivamente si pre-
sentano I'uno o 'altro dei casi dianzi distinti, la (3) sussista qualunque sia ¢
per ogni determinazione di X compresa in I

Cosl, presa in esame una funzione di pilt operazioni I variabili, X,...X,,
funzione che designeremo con F(X,, X,,... X,) questa si dird « continua
relativamente a una funzione oggetto assegnata f(y,) rispetto a una qualunque
delle operazioni variabili che in essa figurano, ad es. rispetto a X, per una
certa determinazione di questa o in tutto un campo » quando, date a X,... X,
altrettante determinazioni fisse, in guisa da riguardare /' (X,, X,,... Xj)
come funzione della sola X,, essa rende soddisfatta la condizione onde si
verifichi, secondo quanto fu pil sopra esposto, rispettivamente 'una o l'altra
delle circostanze dianzi accennate. Si dira poi F'(X,, X,,... X,) « continua
relativamente a f(y,) rispetto a tutte le operazioni variabili che in essa figu-
rano per una certa determinazione A, B,... P del loro insieme (cioé per
la determinazione 4 di X,, B di X;,... C di X,)» se per qualunque va-
lore che s’assegni alla quantita ¢ se ne pud determinare un’altra ¢ tale che:

1FA+Y, . . P+L)fG)—FUA...P)fy)<e, (4

per ogni valore della variabile da cui dipende la funzione F'(X,...X,) f(y,)
situato nel campo in cui la differenza che compare nel primo membro della (4)
& atta a rappresentarci una funzione analitica regolare, ogni qualvolta siano
<3| tutte le Inf...lunl € ni...7s sono costanti o i limiti superiori ri-
spettivi di queste quantita nell’insieme dei valori della variabile da cui di-
pendono, che vengono presi in considerazione se esse sono funzioni. Nello
stesso modo si definiscono facilmente le condizioni necessarie sia per la con-
tinuitd in generale sia per la continuitd uniforme di F(X,...X,) relativa-

mente a una funzione oggetto assegnata, in un intero campo di determina-
zioni dell'insieme X,, X,,... X,.
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4.0

Derivazione delle funzioni d’operazioni I
rispetto alle operazioni I variabili che esse contengono.

1. Consideriamo un’operazione I variabile che designeremo al solito
con X e una sua funzione /' (X). Si consideri quindi un’operazione I ove
k- designi al solito una costante: con X -+ ! si dovrd intendere una determi-
nazione generica dell'insieme delle determinazioni di X che si possono pren-
dere a considerare, a ciascuna delle quali s’aggiunga l'operazione Iz, che de-
signeremo anche col simbolo A X per porre in evidenza che si tratta d’un
incremento dato a X. Detta quindi X una determinazione generica di X si
consideri la differenza (simbolica): F (X + Ix) — F'(X) e ad essa si applichi
I'inversa dell’operazione I, ciod I'operazione che trasforma il risultato dilg,
applicata ad una funzione oggetto qualunque nella funzione stessa. L’opera-
zione che consiste nell’applicare a: F (X 4 Ix)— I°(X) I'inversa I sara, in
base alle notazioni adottate da rappresentarsi col simbolo :

1 - —
FX+ Ilk,z F(X) (5)

Si esamini quindi il limite a cui tende l'espressione (4) per Ir tendente
a ridursi a O (in via assoluta), il che avviene quando % tende a 0: se esiste
per la (5) un’espressione-limite determinata questa si designerd col nome di:

« Derivata prima di F'(X) rispetto a X (o semplicemente derivata prima
di F(X) calcolata per la determinazione X di X ».

B chiaro infatti che il rapporto simbolico (5) fa riscontro a ¢id che nel
calcolo ordinario si definisce colla denominazione di rapporto incrementale
d’una data funzione relativa a un certo incremento dato alla variabile e che
parimenti il limite del rapporto simbolico in parola, fa cosi appunto riscontro
alla derivata prima d’una funzione quale & definita nel calcolo ordinario.

Per rappresentare la derivata prima di F'(Y) calcalata per una certa
determinazione X di X si usera, analogamente a c¢id che si fa nel calcolo

(%1@, F' (X). Nello stesso modo
la derivata prima di F'(X) calcolata per una determinazione qualsiasi del-
operazione variabile si dird « derivata seconda di F'(X) per X == a questa

ordinario uno o 1’altro dei due simboli:
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speciale determinazione, rispetto a X » e si rappresenterd con uno o I’ altro
@ F (X
d X’
terminazione di X per la quale si calcola questa derivata seconda. E cosi di
seguito, estendendo le precedenti definizioni e notazioni, la derivata prima di
dn-1 F(X)
- d Xn—1
dell’operazione variabile si dird appunto derivata d’ordine n di F'(X) calco-
lata per l'accennata determinazione di X e si rappresenterd con uno dei due

simboli : £ 20, o (x),

La derlvazmne di funzioni d’un’operazione I, quale fu testé definita pre-
senta perfetta analogia colla derivazione che & definita e studiata nel calcolo
ordinario, oltre che nella definizione, anche nelle proprietd fondamentali. In-
fatti si hanno su questo proposito le seguenti proprieta :

1.° Quando s'intenda per « fattore costante rispetto ad una certa ope-
razione I variabile, sia una quantita ncl senso ordinario della parola, sia
un’ operazione funzionale che non contenga I’accennata operazione variabile,
essendo C una costante, si ha:

ACFWI_ ndF ) |
d X =C aX (6)

ove dunque C F'(X) pud, a seconda dei due casi accennati rappresentare ri-
spettivamente I'operazione che consiste nell’applicare ad una certa funzione-
oggetto I'operazione F'(X) e nel moltiplicare il risultato per C, sia 1’opera-
zione che consiste nell’applicare alla funzione oggetto il prodotto (simbolico)
dell’operazione rappresentata da F'(X) per quella rappresentata da C. Che
sussista la (6) si deduce poi facilmente dal fatto che C non subisce alcuna
alterazione allorché a X si dia l'incremento A X.

2.° 81 voglia calcolare la derivata prima di X™ per una data deter-
minazione qualsiasi X di X. Sia ancora I = A X l'incremento dato a X per
far cid. — Si dovra allora esaminare 1'operazione (X-+A X)” (m designi
naturalmente un numero intero) e lo sviluppo di quest’ operazione sara
data da:

(XA Xy —=(X+AX)(X+AX)...(XAX) (prodotto simbolico) =
— XA X Kt XA X Kt Xt A XX
XA X2 AKX A X

dei due simboli : F'"" (X), ove si designi ancora con X la speciale de-

(n essendo un indice qualunque) per una speciale determinazione X
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ove per le variabili che figurano nei singoli termini della somma cosi otte-
nuta s’useranno i simboli indicati dalle convenzioni poste nel cap. 1.° Se non
che A X, per essere equivalente alla moltiplicazione per un fattore costante,
allinfuori del mutamento nel simbolo della variabile, sard permutabile a qua-
lunque operazione I: si avrd quindi, sempre basandosi su convenzioni gid
poste, poiché X A X Xm-2 = A X Xm-1:

(XA A X = X7 4 mA XAm—t (’Z}AX* ™2 .. fm A XP XA X

E sottraendo da quest’espressione X™ essa si riduce semplicemente a:

m

2

Applicando ai singoli termini di quest’ultima somma linversa dell’operazione
A X, il che equivale a dividere ciascun termine (applicato a una certa fun-
zione) per k e a sostituire in ognuna delle funzioni risultato 4, a ¥n. la
somma (7) riducesi a:

mAXXm—‘—I—( )szxm—e...+mAxm~*x+Axm. )

m Xm=t 4 (Z’)A XX72 . m A X2 KA X

e, passando al limite al tendere di A X a zero in via assoluta, & chiaro che
tutti i termini all’infuori del primo che rimane inalterato, tendono a ridursi
a zero in via assoluta. Percid il limite dell’accennata somma per A X ten-
dxm
ax
formola questa perfettamente analoga e quella data dal calcolo ordinario per
d (zm)
dx

dente a ridursi a zero limite che per definizione & ¢ dato da m Xm-t,

- Inoltre ripetendo il ragionamento testé fatto si vede che:
@2 X di(m¥m-1)
dX: dX

e collo stesso procedimento si ricavano le formole che danno le derivate d’or-

dine terzo, quarto, ecc., ecc., m — 15t di X per la determinazione X di X,

la quale ultima & data da [ X e finalmente si trova che la derivata msime

di X™ sempre per una determinazione generica di X & equivalente a |,

perché & facile scorgere, in base alla data definizione di derivata d’una fun-

=m (m— 1) X2,

zione dell’ operazione X, che (—l—;( e equivalente a 1, intentendosi con cid di

esprimere il fatto che I'equivalenza si manifesta qualunque sia la funzione
oggetto.
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3.° Detta C un’espressione costante rispetto a X nel senso dianzi dato
a questa parola, g—("} & equivalente a O in via assoluta : infatti nel passaggio

da qualunque determinazione X di X a X + A X, C non subisce alcuna alte-
razione, talché Vineremento subfto da C corrispondentemente a quello subito
dall’operazione variabile rappresenta un’operazione equivalente a O qualunque
sia la funzione a cui viene applicata.
4.° La derivazione di funzioni d’una data operazione I variabile ri-

spetto a quest’operazione & permutabile all’addizione (e quindi anche alla
sottrazione).

Infatti, prese in esame y funzioni dell’operazione X, F,(X)...F.(X) e
posto brevemente: @ (X) = F, (X )+ F,(X)---- Fu(X), si ha, detta al
solito X una determinazione generica di X: I'uguaglianza simbolica :

do(X) _ o B+ AX) 4 Fa(X +aX)— A0+ F ). ..+ Fu (X)) _

dX 1X=0 AX
ot B+ AX)—F(X) im Fe(X+AaX)—Fu(X) __
= i, A X g T -
2RO I ) 10 P )

aX adX

5.° Mantenendo al simbolo X il significato dato fin qui, dette F'(X),
® (X) due funzioni di X si ha:

d[F® (X __ dF(X) d<l>(X)
i X @ (X) 4 F(X) (8)
Infatti:
d[F(X)‘I’(X)]z lim F(X_}“AX)(I’(X"}‘AX)——F(X)‘I)(X)'=
T dX T x=o dX
i ([ FXHAX)eX+AX)—F()® (X +4X)
_z}gio} AX +
_I_F(X)‘I’(X—i—AX)—F(X)Q(X)E_
AX “‘
_ i (FXHAX)—F(X) _ L e(XAX —a(X)
= Jm ] A X P-4 X)( F¥) hm AX =

— T Wom+rm itk cd

(si noti che A X ha sempre la forma vista dianzi, ciod & un’operazione I
con k costante).

Annali di Matematica, tomo XXVI. 36
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Mediante la formola test® stabilita si calcola facilmente la derivata del
prodotto d’un numero qualisivoglia di funzioni d’un’operazione I variabile;
bastera ad es. considerare il prodotto di » funzioni siffatte come il prodotto
di due fattori, uno consistente nel prodotto delle prime » — 1 funzioni, I'altro
nell'nesima e procedere per questo mel modo testé indicato, poi calcolare 1'e-
spressione della derivata prima del prodotto delle prime n— 1 funzioni ri-
guardando pure questo prodotto come composto di due fattori 'uno dei quali
sia il prodotto delle prime n — 2 funzioni, V'altro sia I'n — 1esim« funzione e
procedere applicando successivamente il metodo ora indicato sino ad esser
giunti a dover calcolare la derivata prima del prodotto delle ‘due prime fun-
zioni che compaiono nel prodotto considerato.

« Un caso particolare notevole & quello in cui s’abbia a calcolare la de-
rivata (*) della potenza mesime d’una funzione F'(X) dell’ operazione varia-
bile X. Si avra ciod mantenendo sempre a X il significato fin qui datole:

f mn i=m—1
BRSSP

Si noti che qui non si pud applicare la formola data dal caleolo ordi-
nario per la derivazione d’una potenza d'una data funzione, per il fatto gia
accennato che le operazioni I non sono in generale permutabili (nella for-
mola ora scritta, come si fard sovente anche in seguito si designd, per sim-
metria nelle notazioni I'operazione equivalente a quella identica col simbolo
! F'(X)!°, come spesso si designera anche con X° A° ecc.). Applicando poi
successivamente la formola (8) si ha una regola analoga a quella di Lz,
per calcolare le derivate successive del prodotto di due funzioni dell’ opera-
zione X.

6.° Anche per il ealcolo della derivata del quoziente di due funzioni
d’un’operazione variabile X si ha la seguente formola diversa perd da quella
data dal calcolo ordinario per la derivata del quoziente di due funzioni.

Siano pertanto F'(X), ® (X) due funzioni dell’ operazione X, e vogliasi
calcolare:

F(X)
)
dX

(*) Si dira derivata seénz’altra specificazione, quando cio non possa produrre equi-
voco la derivata prima.
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f((ég = V¥ (X), si da avere: F(X)=0(X)¥ (X), ap-

plicando lua regola dianzi data per la derivazione del prodotto di due funzioni
d’un’operazione I si avra:

Posto pertanto

dF(X)__()' 1)) !
“x =Y O,
da cui:
- (X)=F’ =X %X

® (X)

2. Si consideri ancora una funzione dell’ operazione variabile .X, fun-
zione che designeremo al solito con F'(X): applichisi 'operazione da essa rap-
presentata ad una certa funzione oggetto f (y,). Diremo « derivata di F'(X) f(y.)
rispetto a X calcolata per la determinazione generica X di X » 1’epressione
F(X)f(y.), ove F'(X) si calcola nel modo indicato nel paragrafo precedente,
ma introducendo nel procedimento le seguenti modificazioni. (Si noti che nello
stesso modo si definiscono le derivate d’ordine qualunque di F'(X)f(y.) vi-
spetto a X.) Stabiliremo pertanto che qui l'incremento A X da darsi a X per
calcolare F'' (X) f(y,) non & mestieri che sia, in via assoluta, equivalente ad
un fattore costante (all'infuori del mutamento di variabile), ma basta che sia
equivalente ad un tale fattore rispetto a f(y,) il che si verifica anche quando
detto incremento sia un’operazione I, la cui funzione caratteristica abbia un
solo polo e questo per y, =1y,, in una certa regione in cui f(y,) sia regolare
e per linea d’integrazione una linea chiusa contenente il solo polo suaceennato
di detta funzione caratteristica e situata per intero nella regione del piano y,
in cui f(y,) sia regolare. E del pari stabiliremo che l'inversa di A X che si
applica a F'(X + A X) f(y.) — F (X) f(y,) per ottenere poi la derivata cercata
come pure I'incremento che si da a X, siano non |’operazione A X per sé
A XFf (=)

()
fissarsi in base alle convenzioni del cap. 1.%).

A questo proposito & da aggiungersi quanto segue :

« Quando, data 77(X)f(y,) s abbia un insieme o campo di determina-
zioni di X, insieme che designeremo con FE, tale che per tutte e sole le de-
terminazioni di X comprese in E 1’ espressione in parola definisca una fun-
zione analitica della variabile da cui dipende diremo che ¥#'(X) & definita
relativamente a f(y,) nel campo K. »

stessa, ma l'operazione Iy, ove ¢ (y,) = (» indice variabile da
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Di pit affinche esista effettivamente, ciod sia atta a rappresentarci una
funzione analitica l'espressione /' (X)f (y,) & necessario che 'incremento A X
dato a X per calcolare quella derivata sia tale che X + A X appartenga an-
cora al campo in cui F'(X) e definita relativamente a f(y,).

Inoltre dall'uguaglianza:

Jim HFx+a 0-Fwife)| = Jim [FOf@)| O
flyn) Fyu)

(» abbia lo stesso significato di prima) risulta che per I esistenza di

F'(X) f(y,) & condizione necessaria che per la determinazione X di X, F(X)

sia continua relativamente a f(y,).

3. L’estensione del concetto di derivazione dato per il nostro calcolo
permette di dare, sotto certe restrizioni una formola analoga a quella del
Tavror. Consideriamo pertanto la potenza mséme di X avendo X il solito si-
gnificato. Si dia a X un incremento A X consistente in un’operazione 1z, in
cui sia & una costante. Proponiamoci di caleolare lo sviluppo di (X 4 A X)m
per le potenze di X. Ripetendo il ragionamento fatto nel calcolare la derivata
di X™ si avra:

X+AXm=X4+AX)XF+AX)...(X+AX)= \

— X7 A XXt g XAX K2 f XPIA X L XA X xmes /
\

I

co XmetA XE L XMt AX A X =Ko A X Kt 4 (10)
—l—(’:)AX2 XW*...—]—(T)A XX~ o 4mA XX A Xm,

poiche, come gia si disse:

AXXmA=XAXX"?...=K"'AX, XAX2Xm-2—p Y2Xm-2 .. ecc. (¥)

di pitt (v. § 1 di questo cap.):

d Xm m (m — 1) _ 1 a2 Xm
m—1 _— 7 2 -2
mA XKt =Aa X 0% g AXNT = AT
m(m—1)...(m—v -4 1) v ymay 1 , @’ Xm
1.2, AXIT =S A X

(*) Quando si scrivono uguaglianze simboliche fra operazioni 7 analoghe a quelle
testé scritte, s’intende di designare un’ equivalenza di dette operazioni 7 fra di loro, in
via assoluta.
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e finalmente A X si potra designare per simmetria nelle notazioni con:

1 am Xm
IT_)L A Xm™ d Ym

talche la (10) si trasformerad in quest’altra uguaglianza :

d Xm A Xzde Xm A X7 g Xm A Xm gm Xm

(X4-4A Xm)= Xm._[_AX B dX2m+TWW {m Sk

+

(107

Come si vede questo sviluppo presenta la pit perfetta analogia colla
formola del Tavror data dal calcolo ordinario.

y=ne

Cosi se si ha una forma lineare alle potenze di X: Y k,¢, " * essendo
=0

Poy P1y--- 9m coefficienti che possono essere sia costanti sia anche fun-
zioni analitiche di 44,4+, (v. convenzioni del cap. 1.°), designata brevemente

y=m
; _ - o . L C :
1}__‘0 ko, con [(X) si avrd, per ogri determinazione generica di X, poi-

che la derivazione rispetto a operazioni I & sempre permutabile all’addizione:

Fa+AX»me+AXFaw+——F%m+

em (X),

ove A X abbia la solita forma Iy con % costante.
Parimenti, detta ancora f(y,) una certa funzione oggetto si avra:

F@+AXV@)=F0N?a+AXF%nﬂ%»~+
e ) Fow (X) £ (),

|m—1

ben inteso perd che le derivate F'' (X)f(y.)... F-)(X) f(y.) siano calcolate
nel modo dianzi indicato per determinare le derivate di F'(X)f(y,) rispetto
a X. Se non che l'accennata estensione della formola del Tayror non si pud
dare in generale per il caso d’una funzione non lineare dell’operazione varia-
bile X, perché non si pud dare almeno in generale, un’estensione della formola
nota sotto il nome di formola fondamentale del calcolo differenziale.

Ritornando allo sviluppo che figura nel secondo membro dalla (10') si
vede che esso si presenta perfettamente analogo allo sviluppo della potenza
d’un binomio ed & chiaro che, presi in esame i coeflicienti delle singole po-
tenze di X negli sviluppi rispettivi delle prime m potenze di (XA X)™
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dalla prima alla meséma inclusive e scrivendoli in modo da porre in una stessa
linea orizzontale i coefficienti che si riferiscono allo sviluppo d’una stessa po-
tenza dell’espressione in parola con ordine progressivo e da porre in una
stessa linea verticale quelli che si riferiscono nei diversi sviluppi al termine
che ha il medesimo ordine contando da quello che contiene potenza pilt alta
si vengono questi coefficienti simbolici a disporre nel triangolo :

1AX
12AXAX?

1mAX(’g)A A\ (T)A‘\'m—”... AN™,

analogo al triangolo di Tarraeria. Ma non ci soffermeremo piu oltre su questa
considerazione che non &, per ora, di fondamentale importanza per il calcolo
del quale ci occupiamo.

4. Come si disse nel cap. precedente, si possono considerare funzioni
di piu operazioni I variabili. Sia pertanto F'(X,... X,) una di queste fun-
zioni dipendente, come si vede dalle » operazioni I variabili: X...X,.
Potremo considerare l'incremento che subisce F'(X,...X,), ove X,...X, de-
signino rispettivamente una determinazione generica di ciascuna delle X;...X,
quando a X, si dia un incremento della forma gia indicata che designeremo
con A X,. Cid posto, considerato il quoziente (simbolico):

F(Xi + A Xy, Xe,... Xn)-F(Xan)
A Xy o
« Se questo quoziente, al tendere di A X, a 0 in via assoluta (ciod al ten-
dere a 0 di k,, ove si ponga A X,=1I;, designando con %, una costante),
con qualunque legge, tende ad un limite unico e determinato » questo limite
si dird:
« Derivata parziale di primo ordine (o, quando ¢id non possa dar luogo
a equivoci semplicemente : derivata parziale) di [7(X,...X,) rispetto a X,
calcolata per la determinazione X,...X, dell’insieme delle operazioni varia-
bili. » Si designerad tale derivata con uno dei due simboli :

OF(Xi...Xn)

X

In modo analogo si definiranno le derivate parziali di primo ordine di
I7(X,...X,) calcolate per una qualunque determinazione dell’insieme delle

.l;‘”)(1 (X‘ . e Xn).
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operazioni variabili rispetto a ciascuna di queste. E per rappresentare cia-
scuna di queste derivate s’useranno simboli analoghi a quelli usati per la de-
rivata rispetto a X,.

Cid posto, considerata ciascuna delle derivate parziali testé definite come
una funzione a s¢ se ne potranno definire le derivate parziali di 1.° ordine
rispetto a ciascune delle operazioni X, ... X, per una qualunque determina-
zione dello stesso insieme X,...X,. Cost di Iy, (X,... X)), (¢=1...90)
si potra calcolare la derivata parziale di prim’ordine rispetto a ciascuna delle
Xi(i=1...n) e ciascuna di queste derivate, quando esista, si dird « Deri-
vata parziale del secondo ordine di [7(X,...X,) rispetto a X; e Xj (7,
J=1...n) calcolata per una qualunque determinazione X, ...X, dell'insieme
delle operazioni variabili ». Una tale derivata si designerd con uno dei due
(%2;&1_), F"x, (X,... %), quando gl'indici 4, j assumono uno
stesso valore, vale a dire quando tutte e due le derivazioni eseguite su
F(X,...Xy,) siano state eseguite rispetto a una stessa operazione variabile,
CF(Xi...Xn) , B

0 Xi0 Xj
quando ciod le due derivazioni siano state eseguite rispetto a due operazioni
diverse. Nel primo caso la derivata parziale del secondo ordine ottenuta si dira
« derivata parziale, ecc., pura », nel secondo « derivata parziale, ecc., mista ».

Se non che queste derivate parziali miste non saranno tutte distinte,
poiche sussiste il :

Teorema. Nel calcolare le derivate parziali miste del secondo ordine della
funzione (X, ... Xa) il risultato non muta, anche invertendo I'ordine delle
derivazioni.

Infatti, detti A X;, A Xj(¢, j==1...n ¢2j) due incrementi della forma
considerata che si danno rispettivamente a X, Xj per calcolare I"'x, (X ... X»),
F'x,(X,...Xy) & chiaro che da:

simboli :

e con uno dei due simboli: x, % (K « « < Xu), quando ¢ 7 g,

PF(Ke . Xn)
XX
lim F(Xl...Xi + AXi...Xj —+ A}Q.‘.Xn) - F(Xi..-Xi...Xj -+ A}(j...AXn) -
— lim AX;=0 AKX;
AX;=0 AXj
— lim F(Xl-..Xi —+ A.Xi...Xn) — F(Xl...Xi..-Xj-..Xn)
AX=0 AXI o R
AKXj

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



284 Viterbi: Sull’operazione funzionale rappresentato

iy PO XA AXi X o 85 Xn) — F (XuKi o+ 8 X XjoK)
— lim AX=0 A}(j
AX=0 AX;
— lim F(Xl...Xi...Xj -+ AXj...Xn) — F(X1...Xio Xn)
AX;=0 AKX .
AX;

relazione che sussiste in virtl della permutabilith A Xj, A X; fra di loro e
con qualunque operazione I segue:

?2F(X4..-Xn)___a'zF(Xi-.-Xn).
0XioX; ~—  0Xj0X:

e d. d.
Cosi essendo » il numero delle operazioni 1 variabili, il numero delle derivate

2

Cid posto, considerando le derivate parziali si pure che miste del 2.° or-
dine di (X, ... X,) come funzioni a s¢, si possono calcolare di queste le
singole derivate parziali rispetto a ciascuna delle operazioni variabili, le quali
si diranno « derivate parziali di terzo ordine di F'(X,...X,) rispetto a tre
o a due (se preso due volte rispetto a una data operazione variabile una ri-
spetto a un’altra) o a una (se presa tre volte rispetto a una stessa opera-
zione variabile) calcolata per una determinazione qualunque dell’ insieme
N,... X, ». Nei primi due casi ora accennati queste derivate parziali si di-
ranno miste, nel secondo pure. I simboli che si useranno per rappresentare
tali derivate saranno sempre gli stessi: cosl, ad es., la derivata parziale mista
del terzo ordine ottenuta derivando due volte rispetto a «;, una volta ri-

spetto a @; (¢, j=1...n ¢Zj) si rappresentera con uno dei due simboli:

83F X o e Xn) ! ; 3 o
——a~)((—i:—aTj— > F'"" xz x;(Xi .. Xu), avendo X,...X, sempre il significato ad

parziali miste del 2.° ordine sara (n)'

esse dato precentemente. In base al teorema testé dimostrato sara:

63F(X1...Xn)~____83F(xl...Xn)=83F(X4...Xn),
0 X0 Xj 0Xj0 Xz 0 Xid Xj0Xi

e parimenti:
83F(X1...X71) . 33F(X,__)(1)_83F(X,.xn)=
0Xi0XjoXr 0X;dXi0Xx 0Xn0Xj0X:

B F (e fe) _ PF e X) P F (e k)
0Xr0Xi0X; 0Xi0Xw0X; 0XjoXpoXi
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Talché le derivate parziali del terzo ordine di F'(X,...X,) le quali in ap-

n

parenza sarebbero in numero di n(n — 1)+ n (2

) si riducono in realtd a

n(n—1) 4 (g) (delle quali ciog n (n — 1) provenienti dalle derivate parziali

di 2.° ordine pure che sono derivate ottenute derivando due volte rispetto a

. . . . n . .
una certa operazione variabile, una rispetto a un’altra, e (3) provenienti dalle

derivate parziali di second’ordine miste e che si ottengono derivando ogni
volta rispetto a un’operazione diversa) che siano distinte.

E cosi con considerazioni analoghe si definiscono le derivate parziali pure
e miste di qualunque ordine d'una funzione di pilt operazioni I, per una spe-
ciale determinazione dell'insieme delle operazioni variabili.

Cid posto, detta f(y,) una certa funzione di y, si potranno considerare
le derivate pure e miste rispetto alle varie operazioni variabili, per una qua-
lunque determinazione del loro insieme, di I"(X,...X,). Cosl nel calcolo di
queste derivate s’usera lo stesso metodo indicato per il calcolo delle derivate
rispetto all’ operazione X d’un’espressione della forma I7(X)f(y,) essendo
F (X) funzione della sola operazione I variabile X: per far c¢id quando si
voglia derivare I'(X,...X,)f(y,) rispetto a X;(¢=1...#n) si terranno fisse
tutte le altre operazioni variabili si da riguardare 1’ espressione considerata
come funzione della sola X; e si procede come si trattasse d’una espressione
contenente una sola operazione variabile. S’useranno sempre simboli analoghi
a quelli usati testé: cosl la derivata parziale di F'(X,...X,)(y.) rispetto
a Xi(!=1...n) per una qualunque determinazione X,...X, dell'insieme
X, ... X, si designerd con uno dei due simboli :

OF (Xi. .. Xn) 7 (y2)
0X; ’

F'x,(Xi... Xa) f(y1), ecc., ecec.

Si estende poi alle funzioni di pilt operazioni I il concetto di funzione
d’operazione I definita in un certo campo di determinazioni dell’ operazione
variabile, rispetto a una certa funzione oggetto f(y,), ché Pesservi pitt ope-
razioni variabili porta l'unica differenza che si debbano per funzioni di tali
operazioni, considerare campi di determinazioni dell’insieme delle operazioni
stesse, anziché campi di determinazioni d’una sola operazione variabile. Quindi
si dovranno assumere gl'incrementi da darsi alle singole operazioni variabili,
rispetto alle quali si deriva £ (X,...Xy,)f(y.), in modo da rendere sodisfatte
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per I'insieme di queste operazioni la condizione, di cui a § 2 di questo ca-

pitolo alla quale per I'esistenza di: g(dx—)jg(y—’)- deve sodisfare X 4 A X.
Dalla relazione :

OF (Xe. - Xn) F(yy) _

lim

AX;=0 0X; (11)
= lim gF(X....X,-+AX,-...Xﬂ)f(y,)—-—F(X,...Xi...an(y,)I a
(¢=1, 2,... n), segue che per 1 esistenza della derivata parziale di

F(X.... Xa)f(y,) rispetto a X;, per la determinazione X,...X, dell'in-
sieme X,...X, & necessario che per detta determinazione dell’insieme delle
operazioni variabili, la funzione F(X,... X,) sia continua rispetto a X; E
una condizione analoga si vede facilmente che deve essere soddisfatta affinché
esistano le derivate d’ordine superiore di F'(X, ... X,) relativamente a f(y.).

5. Anche per le funzioni di pil operazioni variabili si pud dare un’e-
stensione della formola del Tayror. Si consideri infatti, in primo luogo, il
prodatto (simbolico) (X, 4+ A X)) (X; + A Xp)* essendo X;, X, due opera-
zioni I variabili. Si applichi separatamente a ciascuno di quei due fattori lo
sviluppo simbolico analogo a quello del Tavior esaminato (A X;, A X, ab-
biano sempre la forma I 1 rispettivamente, essendo k,, k. due costanti)
per il caso d’una sola operazione variabile, considerando una determinazione
qualunque X, X, di X,, X;. Verra:

(K + & X" (ke + & X = | x,m+(”f)A X, Xt \

+ ()4 xaxr +(, ™ )8 X ke o xem].

szn _I_(’;) A X, Xt (Z)A X2 Xt +(n ﬁ 1) A X7 X, A X

=X X" - (’f) A X Xt X 4 (’:‘) XA X, Xt 4 r (12)

n (’f) (’l‘)A X, Xt A X, Kt +(”2’) A X Xt X

e renms e () e wo

+X4m(g)AX22x2n_2---+AXamAX2n-"
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e ripetendo la solita osservazione che per essere A X,, A X, permutabili fra
di Joro e a qualunque operazione I si avrd:

(’1‘) XA X, K-t = (’1’) A Xo X Xt

(nlz) (;l) A X, XA X, Xt = (1}11,) (g) A X, A X, X X;m1, ece., ece.,

s1 vede che:

()8 X0 3 x4 () & o n, X

non & che:
N g
ove il primo termine della prima somma & = al primo della seconda, il se-

condo della prima = al secondo della seconda poicheé X, & un’espressione

costante rispetto a X, X, & un’espressione costante rispetto a X;. Cosl rap-
presenteremo simbolicamente la somma (13) con:

0 0
(A X‘ ’a—_)(—l + A X2 8—X—;) (XIWL Xgn),

convenendo di rappresentare colla notazione:

0

0
AX'-a_X-’_I—AXZa__X-g’

Voperazione che, applicata a una certa funzione delle operazioni X,, X, con-
siste nel calcolare le derivate parziali di primo ordine della funzione in pa-
rola rispetto alle due operazioni variabili e nel sommare la prima di queste

derivate moltiplicata per A X, colla seconda moltiplicata per A X;. Nello
stesso modo si vede essere: '

(';' Ja Xeaoms g = 3 ZUSHD e X (g) A X K K ¢+ = & R X)

27 9 Xe 2" 0X:
m\ [n Mt Y et 0* (Xa™ Xa™)
(1)(1)AX1A‘Y2X1 ‘XE _—AX‘AX2-_——8X18X2 H

talche la somma dei tre termini ora scritti si pud colla notazione simbolica
da noi adottata rappresentare mediante:

1 0 0\
l—?‘(AXi 8_X; + szm (Xim in)’
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intendendo che il simbolo:
0 0\
(AX|E+AX26_.X2) 2
significhi 1'operazione che si convenne di rappresentare con :
0
(aX7% +a % 5%

applicata due volte successivamente. Ripetendo queste considerazioni si vede
che nello sviluppo del primo membro della (12), dopo 1 termini ora conside-
rati ve ne sard uno che si potrd rappresentare col simbolo:

|3 0 Xu PoXe) VTP
e cosl di seguito si giungerd ad un termine della forma:

1
@(AX!aX +AX28X) (Xl X?))

poi supposto # >>m verranno # — m termini della forma:

A X+t gt (Xnm in) o A Xon on (X{m X=")
|m+1 0 Xan+t |7 2 Xem

quando si ponga mente che:
ot (Xam Xan) |
0 Xim+J

¢ nulla in via assoluta (j =1, 2...). Si vede dunque che la (12) assume la
forma :

(o F A X (fo o+ A X0 = KKt o (8 X 55 4 X, 55 X ke

+ 5 (a X+ A Xy W ke +

. 0 "y A Xgn gn Yo Ko
+om(ax; T A X g ek TR

sviluppo che ha forma perfettamente analoga allo sviluppo del Tayror per
un prodotto della forma 2™y, dato dal calcolo. Ci siamo limitati per sem-
plicitd al caso di due sole operazioni I variabili, ma il ragionamento var-
rebbe ugualmente per il caso d’un numero qualunque d’operazioni I variabili.
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Abbiasi ora una forma lineare ai prodotti simbolict X, X;», gli espo-
nenti m, n essendo suscettibili d’assumere valori diversi. I coefficienti poi che
compaiono in questa forma potranno essere sia costanti, sia funzioni di certe
variabili, sia anche potranno essere coefficienti simbolici dati da espressioni
contenenti operazioni I differenti perd da quelle che si sono assunte, come
variabili in guisa che i coefficienti siano da queste ultime indipendenti. Detta
F (X, X;) la forma in parola, applicando a ciascun termine lo sviluppo
precedente e tenendo sempre conto del fatto che la derivazione rispetto
ad operazioni I e l'addizione sono operazioni permutabili si avra, detto m
I'indice della pil alta potenza di X, che compare nella nostra funzione, »
I'indice della pili alta potenza di X, che compaia nella medesima e sup-
posto n >m :

F+AX, Xs4A4X)=FQX x2)+( e +AX28X)F(X X) +

+%_2(AX’9X+AX )F(x Xs) +

+...1l@(AX, -I-AX()i() F (X, %)+

+ A Xymtt gm+t F(Xq Xo) A Xen 07 F(Xi Xe)
Il P Xemt T T Taxe

ove X,, X», AX,, AX, abbiano sempre il significato loro attribuito fin qui.
Come si vede perd, I'estensione della formola del Tayror al calcolo ora stu-
diato & effettuabile solo quando gli incrementi che si danno alle operazioni [
assunte come operazioni variabili, siano della forma I, % essendo una co-
stante, percheé tale estensione & possibile solo quando gli incrementi in parola
siano permutabili a qualunque operazione I.

Nota. Nella dimostrazione dell’ invertibilita dell’ ordine delle derivazioni
per le funzioni di pilt operazioni I variabili, si presuppone naturalmente I’e-
sistenza delle derivate, sulle quali si ragiona.
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5.°
Serie di potenze d’operazioni I.

1. Fin qui si considerarono solo funzioni d’una o pilt operazioni [
contenenti potenze d’ordine. finito dell’operazione I o delle operazioni I as-
sunte come operazioni variabili a seconda rispettivamente che si trattava di
funzioni d’una sola o di pilt operazioni I. Ora invece tratteremo brevemente
di funzioni d’operazioni I variabili contenenti potenze diverse di queste in
numero infinito, ciog¢ di serie di potenze d’operazioni I variabili. Cosi inco-
minceremo a considerare serie di potenze d’una sola operazione variabile X

=00
Indichiamo con 12 ¢, X (*) la serie considerata. In base a convenzioni
=0
poste (v. cap. 1.°) qui si dovrd considerare un insieme numerabile di infinite
variabili indipendenti #,, ... Yn Yns, e detta y, quella fra dette variabili
che nella corrispondenza stabilita fra la detta successione e la serie di nu-
meri interi corrisponde all’infinito, la funzione risultato dell’ operazione rap-
presentata dalla serie considerata, come anche i1 coefficienti della medesima
dipenderanno dalla variabile y,.
Il campo di determinazioni di X nel quale, detta al solito f(y,) una
certa funzione oggetto a cui si applichi I'operazione rappresentata dalla serie

=00
in parola, la serie : 20 ¢» X” f(y,) sia convergente si dird « campo di con-
Y=

vergenza della serie —2 ¢» X* relativamente a f(y,) ». B chiaro che questo

y=0
. . . . .1/—_—00
campo sard, in generale pilt esteso di quello in cui Y ¢, X’ f(y,) & atto a
=0

rappresentare una funzione analitica di %, che & ovvio che onde si verifichi
quest’ultima circostanza, & necessario imporre certe restrizioni ai singoli ter-
mint della serie considerata.

Riguardo alla convergenza di yiwgo, X’ f(y,) si hanno le seguenti pro-
v=0

prieta che risultano dalla teoria generale delle serie:

(¥) Si mantiene, per uniformita nei simboli, la solita convenzione che X° designi Yo-
perazione equivalente all’'unita in via assoluta,
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1.° Se la serie _—Zoq;, X*f(y,) & convergente assolutamente, il che si

V=0
esprime anche dicendo che «la serie 3, ¢, X* & convergente assolutamente
v=0

rispetto a f(y,) » per una certa determinazione speciale 4 di X, per ogni
altra determinazione qualunque X di X tale che |X*f(y)!<<i.A*f(y.)| per
qualunque valore dell’indice x compreso nella successione m, m 41, m-42... oo

y=00
essendo m un numero finito, la serie ¥, o, X* avra la stessa proprietd, cioé X
=0

apparterrd ancora al suo campo di convergenza relativamente a f (y,). Percid
se X & una determinazione generica di X soggetta alla sola condizione che
per qualunque valore dell'indice i compreso nella successione m, m 4 1... oo
X"f(f/i)

Arf(ys) .
parterrd al campo di convergenza di Y, ¢, X” relativamente a f(y.).
r=0

sia <&, ¢ essendo un numero <1, la determinazione X di X ap-

=00
2.° Presa di nuovo in esame l'accennata espressione Y, ¢, X* f(y.), se
v=0

esiste un numero positivo  tale che, detta X una determinazione generica
di X siffatta sia:
X+ £ (1)

X*f (y1) <

essendo » un numero positivo <1, e valga quella disuguaglianza per ogni

valore dell’indice « compreso nella successione m, m -+1... oo, X apparterrd
=00
al campo di convergenza di ¥, ¢, X* relativamente a f(y,).

v=0
3.° Mantenendo ai simboli che ora si useranno il significato ad essi
dato fin qui, si potrd ove X sia una determinazione generica di X apparte-
nente al campo di convergenza della serie considerata relativamente a f(y,),
per definizione, detto g un numero positivo arbitrario, determinare un nu-
mero positivo m tale che per ogni n=m sia:

"’%‘S Y g =S , g
Ao Xfh) <50 | I ekl <3
da cui:

Isonx"f(y,)|<g, (14)

e per ogni determinazione di X compresa nel campo in questione vi sara,
fissato ¢, un numero m tale che per ogni #»=m sia sodisfatta la disugua-
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glianza (14): percid questo numero m, in generale avrd anche 1’ altra pro-
prietd che per ogni valore di »= ad esso sara:

I?vl< r‘iT—a
BAD)

sempre sottintendendo in X’ f(y,) un’operazione della forma I.

Queste considerazioni furono svolte pello stesso modo con cui il pro-
fessor PincHERLE svolse considerazioni analoghe per le serie di potenze del-
'operazione funzionale consistente nel trasformare una funzione f(y) d’una
certa variabile y in f(y - 1), nella sua Memoria: L’algebra delle forme li-
neart alle differenze finite.

Passiamo ora a considerare le serie di potenze di pill operazioni I va-
riabili. Designeremo queste operazioni variabili (naturalmente in numero fi-
nito), come per il passato coi simboli X,...X,. Una serie di potenze di
siffatte operazioni variabili avrd in generale la forma:

V=00 ¥;=00 Va==00
M z ?1’11’2 N X“Vl X21l2 LR X‘n”” .

7,—0 2,=0 V=0
I coefficienti ¢,, ., (viv:...vo=0,1...00) saranno poi della natura attri-
buita a quelli che comparivano nelle serie di-potenze d’una sola operazione I
variabile considerata dianzi. Per designare la variabile da cui nell’operazione
rappresentata dalla serie in parola dipende la funzione risultato ¢i si rego-
lera, come sempre, in base alle convenzioni del cap. 1.°

Cid premesso, presa in esame, al solito una funzione f(y,) di y,, la

. KT V=00
serie Y, .. 2 Prww X2+ -« X 81 dird « convergente relativamente a f(y,)
7= V=0

nel campo di determmazlom dell’insieme X, ... X, tale che per ogni deter-
minazione di detto insieme compresa in questo campo la serie:

v, =00 1/,,_.00 _ '
20 “e e H SO,,] Y X{ . Xn”” f(?/!) y
¥, = V=0

sia convergente.
E, con un’ovvia estensione d’'una definizione data dianzi tale campo si

V=00 Vp=00

dird « campo di convergenza della serie Y] . Z By Xi" oo X relativa-

Vl—O V=0
mente alla funzione f(y,) ». B poi chiaro che se 4,... 4, & una determi-
nazione speciale dellinsieme X,... X, appartenente all’accennato campo di

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



da un integrale definito considerata come elemento d’un calcolo 293

convergenza, apparterra a questo stesso campo ogni altra determinazione
X,... X, dello stesso insieme tale che per ogni valore di »,>> d'un certo
numero finito p,... per ogni valore di », > d'un certo numero finito u, sia:

X X ) < AD A Fy) ).

2. In virth sempre della proprietd riscontrata per la derivazione ri-
spetto ad operazioni I, d’essere cioé permutabile all’addizione, & chiaro che
data una serie di potenze d’una sola operazione I variabile della solita

forma: _—2 ¢» X* la sua derivata prima rispetto all’operazione variabile X, per
v=0
una qualunque determinazione X di X sard data da ZZ v 9, X’~%. Ora, quando
r=0

detta f(y,) al solito una funzione oggetto si voglia calcolare la derivata ri-
spetto a X dell’espressionemzw 9, X” f(y,) 3l che si fa col procedimento indi-
=0

cato nel cap. precedente, si presenta la questione se tale derivata esiste ef-
fettivamente, ciod se la serie che la rappresenta sia convergente: vale a
dire se avendo X il solito significato X appartenga al campo di convergenza
della serie ¥ v ¢, X*-* relativamente f(y,). Ora questo campo comprenderi

r=0
certo tutte le determinazioni X di X tali da sodisfare per tutti 1 valori dell’in-
dice v da un certo valore finito in poi, alla disuguaglianza :

v e X ) |
v @ X7F) |7

essendo » un numero positivo < 1.

Nello stesso modo si possono definire le derivate d’ordine superiore di
serie di potenze di un’operazione variabile X e si possono definire i campi
di convergenza delle serie che rappresentano queste derivate, relativamente
a una certa funzione oggetto, ciog, usando un’espressione analoga a quella
che & usata nell’analisi ordinaria, i campi delle determinazioni di X, per le
quali esistono effettivamente le derivate in parola relativamente alla funzione
oggetto stabilita.

Cosl, quando s’ abbia una serie di potenze di » (» numero finito > 1)
operazioni I variabili: X,... X,, si possono, applicando le precedenti con-
siderazioni dare le sue derivate parziali rispetto alle diverse operazioni va-
riabili calcolate per una certa determinazione dell’insieme X,...X,. E si
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presenta poi sempre anche qui la questione di stabilire il campo di determi-
nazioni di X,...X,, nel quale le serie cosl ottenute convergono relativamente
ad una certa funzione oggetto. Cosi ad es., considerata ancora la serie

V=00 V=00 V=00 ¥, =%

¥ oeee X, Xoo o X la derivata parziale di 3 ... ¥ ¢y, X X f(y)
=0  vp=0 =0  vy=0

rispetto a una qualunque delle X;(f=1...n) convergerd per una determi-
nazione qualunque X,...X, dell’insieme X,...X, ogniqualvolta per tutti i
sistemi di valori degli indici v,...v, da un certo sistema di valori positivi
in poi sia:

(Vi + 1) Pria. Yt Xf""l L) X:‘,'- Xﬁil e in+lf(?/l)‘

. - 2 <n,
X Xp X X))

A SRR
n essendo un numero positivo < 1. E considerazioni analoghe varranno per
le derivate parziali pure e miste di qualunque ordine della serie considerata.
3. Presa in esame una serie di potenze d’una sola operazione varia-

V=00
bile X, avente la solita forma Y, ¢, X, si pud, considerato un incremento

=0

A X della solita forma Ir, da darsi a X, considerare per una qualunque de-
terminazione X di X lo sviluppo secondo le potenze di X diyz“w (X4 A XY,
v=0

facendo gli sviluppi delle singole potenze del binomio X + A X che compaiono
nell’espressione in parola. Evidentemente si verrad allora a rappresentare la
nostra serie mediante la formola analoga a quella del Tayror. Basta appli-
care al caso nostro le considerazioni svolte per il caso di funzioni dell’ ope-
razione X contenenti solo sue potenze in numero finito. Posto ciod per bre-

Y=o

vita: ¥ ¢, X*=F (X) si avra:
y=0

. #wZe a Xr dv F(X)
Xy—= V¥ —
FO+a8)= 2 7o 7%

: (15)

ove per derivata d’indice o s'intenda la funzione primitiva.

Cosi avendosi una serie di potenze delle # operazioni variabili X, ... X,,
della forma di quella considerata nel paragrafo precedente, se la designi bre-
vemente col simbolo F (X,...X,). Indi a ciascuna delle X (h=1...7) si
dia un incremento A X della forma I, designando % un fattore costante:
si avra per una determinazione qualunque X,...X, dell'insieme delle opera-
zioni variabili, applicando passo passo le considerazioni svolte trattando di
funzioni di pilt operazioni I variabili contenenti potenze di queste in numero
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finito :
FX,+AaX,... % +AX,)=

P 1 0 0 0
_I;);JOE(AXla_X——:—'}—AXQa—X— +AX aX)F(X{Xg---Xn)7

ove, come sappiamo, col simbolo:
0 0
A X A KgAK

s'intende di rappresentare 1'espressione che consiste nel calcolare le derivate
parziali d’'una certa funzione di X,... X,, e nel sommare i prodotti (simbo-
liei) della derivata rispetto a X, moltiplicata per A X,, con quello della de-
rivata rispetto a X, moltiplicata per A X, ecc., ecc.

Quando s’abbia un’espressione della forma :VET o, X” f(y,) designata bre-
vemente con F(X)f(y,) ¢ facile dare per una determlnazmne generica X
di X lo sviluppo analogo a quello del Tavior di F'(X4-A X) f(y,) avendo
A X la solita forma. Cid s'ottiene formalmente, applicando le considerazioni
svolte per la questione analoga sulle forme lineari alle potenze di X conte-
nenti potenze di questa in numero finito. Nel caso presente perd v'e Ja que-
stione di stabilire il campo di convergenza dell’espressione ottenuta. B chiaro
pertanto che il campo cercato sard, per ogni determinazione speciale di A X
costituito dalle determinazioni di X tali che:

1.° Le serie rappresentate dalle derivate di F'(X) di tutti gli ordini
prese rispetto a f(y,) per questa determinazione di X siano convergenti as-
solutamente.

2.° La serie:

AT A XEd F(X)
;ué‘o e Wf(yi)a

(le d#dg(ka) calcolate rispetto a f(y,), v. cap. prec.), sia convergente assolu-

tamente.

Infatti se X rende soddisfatta queste condizioni, i singoli termini della
serie ora scritta, sviluppata in modo da porre in evidenza le singole potenze
di X si potranno ordinare come si vuole, senza che venga meno la conver-
genza.

E considerazioni analoghe valgono per lo sviluppo mediante la formola
analoga a quella del Tavuor di serie di potenze di pili operazioni I variabili.
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4. Anche per i caleoli con serie di potenze d’operazioni I variabili &
da applicarsi il metodo dei coefficienti indeterminati. Sia infatti Ja serie di

potenze dell'operazione X :7_200 ¢, X analoga a quella considerata nei para-
v=0
grafi precedenti e sia X una determinazione qualunque di X appartenente al
suo campo di convergenza relativamente a una certa funzione f(y,). Detta 2
una variabile ausiliaria distinta dalle variabili y,y, ...y, considerate, appar-
terrd a questo stesso campo di convergenza anche I'operazione z X ogniqual-
volta | 2| < 1. Incominciandosi a moltiplicare per z, X* ossia X, & chiaro
che non essendo mai 2 variabile d'igtegrazione z X 2 X sara equivalente a 22 X2

Considerata quindi la serie:
X 29X ), (16)
=0

questa sard convergente per ogni |2|<C1. Supponiamo inoltre che essa sia
nulla identicamente per ogni determinazione X di X tale che:

| ~~

lgi'“‘f(!/lﬂ g F )|
Xef () | Xt f (y1)

n essendo un numero positivo << 1 (v. § 1 di questo cap.). E chiaro che 2 X
sodisfera per ogni |z|<C1 all’accennata disuguaglianza. Allora nella serie

y=0o0
di potenze ¥ 2°¢,X*f(y,) dovranno essere nulli i termini che moltiplicano
=0

ciascuna potenza di z. Dovranno quindi essere nulli tutti 1 coefficienti:
¢ X f(y) (v=0, 1...00).-Dati ora a y,, la quale sia la variabile da cui
dipendey?j: 9, X f(y,), valori tali che X"f(y,) sia . 0, e, posta I'ipotesi che
=
X' f(y.) sia funzione continua di y: di tali valori se ne troveranno in ogni
regione per quanto piccola del campo in cui X’ f(y,) ¢ atta a rappresentarci
una funzione analitica. Ii chiaro quindi, che la serie considerata potrd annul-
larsi solo a patto che sia nullo ciascuno de’suoi coefficienti identicamente.
Da cid segue che se due espressioni della forma di quella considerata
devono essere identiche per qualunque determinazione di X, devono essere
identici 1 loro rispettivi coefficienti delle stesse potenze di .X. Cosl, come si
vedra in lavori successivi, per la determinazione d’un’espressione della
forma (16) & pienamente applicabile il metodo dei coefficienti indeterminati
quale serve uell’analisi ordinaria alla determinazione di serie di potenze d’una
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variabile. 11 metodo in discorso vale anche per espressioni della forma
!l:w . . . . . .
,42;‘0 X* o, f(y,) essendo le ¢, altrettante funzioni della variabile d’integrazione

da determinarsi. E le considerazioni su cui si fonda I’applicazione di questo
metodo sono le stesse svolte dianzi per il caso analogo,

6.°
Estensione del concetto d’integrale definito e indefinito.

1. Si consideri una certa funzione d’un’operazione I variabile X, fun-
zione che designeremo al solito con F (X)) e, fissata una certa funzione di 7,
f(y.) si prenda a considerare il campo di determinazioni di X nel quale
F(X) & definita relativamente a f(y,). Si assumano ad arbitrio due deter-
minazioni fisse 4, B di X comprese in questo campo: se in base alle con-
venzioni del cap. 1.° & da designarsi con ¥,., la variabile da cui dipende
F(X){(y,) & chiaro che 4, B differiranno fra loro relativamente a F'(X) f(y,)
per una certa funzione di ¥., che designeremo con g (yu+s). Cid posto, fis-
siamo una successione di determinazioni di X comprese nel campo in cui
F(X) & definita relativamente a f(y,), determinazioni che designeremo con
A Ay .. Auy, tali che sia all'infuori d’operazioni I:

AL F (A)f(y1) = A F(4) f (1) + una certa funzione di Yu+2 che designeremo con d,

LT[ =A@+ . . . ., .
BFE(Au-1)f(y1) = Apa F(Apu—) fly1) + " " " » ” Suye

Indi si facecia la somma dei prodotti delle dn(h =0, 1,... 1 —1) per
le F'(A1)f(y,) designando per simmetria nelle notazioni A con 4,. Questa
somma sard:

S F (401,

(ad ogni F (4n)f(y.) ¢’ intenda applicata V'operazione I che la trasforma da
funzione di y,+ nella stessa funzione di Yu+s). Cosl quella somma si potrebbe
anche scrivere ;]a,,F(Ah) f (%), quando le F (4n)f(y,) si prendessero cosi

come stanno. Ora, quando al tendere delle d, simultaneamente e indefinita-
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mente a 0, quella somma ammette un limite diremo quel limite, per I'analogia
che presenta coll’integrale definito studiato nel calcolo infinitesimale: « Inte-
grale definito della funzione F'(X) relativamente a f(y,) calcolato fra i limiti
A, B, oppure integrale definito di F'(X)f(y,) calcolato fra gli accennati li-
miti ». Con un’ovvia estensione poi di concetti dati dal caleolo ordinario di-
remo che, fissando la successione di determinazioni di X, 4,,... A, nel
modo con cui cid fu da noi fatto, si & suddivisa la differenza fra B, A re-
lativamente a ¥ (X) f(y,) in porzioni d5. B poi chiaro che se nel campo in
cui I'(X) & definita relativamente a f(y,) essa & anche continua relativa-
mente a quella stessa funzione, esiste il limite di S. Cid posto si ha il:
Teorema. 11 limite di 3,0 I (A1) f (y.), quando sia i (X) continua re-
[

lativamente a f(y,) facendo tendere indefinitamente a O (in modulo) le por-
zioni dn, & unico e indipendente, cioé, dal modo con cui avviene questo
decrescimento delle J.

Consideriamo infatti altre due suddivisiont della differenza tra A4, B re-
lativamente alla funzione F (X)f(y,) (dopo aver fissato le d in modo che
per tutti i valori di #,.. pei quali vengono calcolate siano <C», quantita fi-
nita) corrispondenti ad altri due sistemi di determinazioni di X, tali che
queste determinazioni siano intermedie (s’intende intermedie relativamente a
F(X)f(y)) ciot scelte in modo da avere rispetto a 4, B proprieta analoghe
alle Ap(h=1...p—1)) e siano di piu tali che dette Ax(k=1, 2...) le determi-
nazioni corrisporidenti alla prima di queste suddivisioni 4. (r, s=20, 1, 2...

con A, intendesi la stessa 4) le A, comprendano st le A, che le Ax. Si

indichino allora in generale con d,, le differenze relative alle @ (4.)f(y.)
tra A:+., A:,. Dette S’, 8" le somme analoghe a S che ottengonsi rispetti-
vamente con queste due suddivisioni della differenza tra B, 4 relativamente
a F(X)f(y), sara S” data da: 3 O, F(4.)f(y) (81 noti che k, =, s va-

riano per una successione finita di valori).
In detta somma il termine: d I7(4n)f(y,) (h=0, 1... u—1) della
somma ¢ sara sostituito da una somma di termini della forma :

\rm“p F (AT/L+P) f(yi)'

Ora il modulo della differenza :

A3

o=

<

o=

3y Guce B (Ao )] = 0 F (40 F (91, a7
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quando sia » il massimo dei limiti superiori delle singole d5 per i valori di ...
compresi nel campo nel quale sono definite si pud rendere piccolo quanto si vuole.

Infatti, per ipotesi le Bi,ﬂ,,, sono tutte in virth del modo con cui furono
scelte << 7. Allora la funzione F (X) relativamente a f(y,) & continua unifor-
memente nel campo di determinazioni di X in cui sono comprese quelle da
noi considerate, sicche il modulo della differenza considerata, poiché presa
una quantitd arbitraria £ si pud sempre fare in modo che sia:

| F (Aeyie) F9) — F () ()1 <E(p=0,1...5),
sard 1 <& ¥ dr,4,. Cid premesso, se noi imaginiamo nel piano d’una varia-
0
bile complessa i punti che ci rappresentano le singole quantitd complesse :

Ao (Afk"'p)f (y 1)
Fdoip fly) (18)

(,=0, 1,... k, nel quoziente si sottintende un’operazione I) per ogni valore
speciale di #u4, compresa nel campo in cui quell’espressione & atta a rap-

presentarci una funzione analitica, il modulo di d:,4,(p=0,1,... ») calco-
lato per il corrispondente valore di y,,, rappresenta la distanza rettilinea dei

o=r

punti rappresentanti le singole espressioni (18): percid ¥ |9s,.,| rappresenta
=0
la distanza rettilinea dei punti rappresentanti le due espressioni :

An F(4n) f (y1) An+y F (4n) f (y1)

F(4nfyy F(An) £ (y1)

(sempre sottintendendo nei denominatori un’ operazione I), che son quelle
delle (18) corrispondenti rispettivamente ai valori 0, » di gz. Dieiamo [ il li-

mite superiore di | ¥ d;,+,| per i valori di ... compresi nel campo in cul
quell’espressione sia atta a rappresentarci una funzione analitica: sara il mo-
dulo della differenza (17) <<§17,. Operando cosi su tutti i termini & e sui
corrispondenti dell’altra somma S" si vede che la somma delle corrispondenti

differenze (17) la quale non & che 8" — 8’ avra il modulo <& 1 ove si ponga

h=,
h‘:‘._f ln=10. Ora &1l per & piccolo a piacere si pud rendere <C di quella quan-

tith che pili ci piace: ma & & arbitrario: lo prenderemo quindi tale da
rendere :

" E’
18" —=81<5
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essendo ¢ una quaniitd fissata prima piccola a piacere. Se non che:
18— S1<I 8" —S|+18"— 8,

mentre d’altro canto con procedimento analogo a quello teste tenuto si di-
mostra che anche:

1§ s <

Da cid risulta | 8'— S| =€, essendo ¢ una quantitd piccola a piacere. Con

¢id & dimostrato il teorema.
B

L’integrale considerato si designerad col simbolo ‘ﬂF(X) f(y)dX.

A
Risulta poi chiaramente dal modo con cui fu calcolata la somma S che

se la suddivisione della differenza tra B, A relativamente a I7(X) f(y,) si
fosse fatta partendo da B e procedendo verso 4, procedendo ciod in senso
inverso e si fosse quindi in base a questa suddivisione calcolata la somma
analoga a §, il limite della somma cosi calcolata al tendere simultaneamente
¢ indefinitamente a O delle porzioni in cui fu suddivisa la differenza tra 4, B
relativa a F'(X) f(y,) sarebbe = all'integrale che & il limite della somma S
studiata dianzi, preso con segno negativo.

2. I concetti testé esposti si possono estendere opportunamente in
modo da giungere, per le operazioni di pilt operazioni I variabili, a concetti
analoghi. Ci limiteremo a considerare il caso piu semplice, quello cioé d’una
funzione di due sole operazioni I variabili, non presentando poi alcuna dif-
ferenza sostanziale da questo caso il caso d'una funzione di pili operazioni
variabili. Siano dunque al solito X,, X, le due operazioni variabili da con-
siderarsi, F'(X,, X,) una loro funzione, f(y,) la funzione oggetto relativa-
mente alla quale /'(X,, X,) si considera definita in un certo campo. Cid pre-
messo, in detto campo di determinazioni dell’insieme X,, X, nel quale & definita
F(X,, X,) relativamente a f(y,) assumansi a piacere due determinazioni
speciali 4,, B, di X, e due determinazioni speciali 4,, B, di X,. Si consi-
deri quindi l'espressione che s’ottiene calcolando nel modo esposto nel para-
grafo precedente ’integrale definito di F (X,, X,) relativamente a f(y,) fra
i limiti B,, 4, considerando ciot [ (X,, X;) come funzione della sola X,
vale a dire tenendo fissa X,, poi calcolando nello stesso modo l'integrale de-
finito dell’espressione cosi ottenuta (la quale cosi dipenderd solo da X,) fra i
limiti B,, A,. Vale a dire, detto H (X)f(y,) il risultato della prima integra-
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zione (esso dipende come s'¢ detto solo da X,), si dovrd calcolare 'integrale
definito di H (X,) relativamente a f(y,), fra i limiti B,, 4,. Ora, !'espres-
sione che cosl s'ottiene si dird: « Integrale definito doppio di F'(X,, X,) re-
lativamente a f(y,) calcolato fra i limiti B,, 4, e B,, A,» oppure anche
pilt semplicemente « Integrale definito doppio di F'(X,, X,) calcolato fra gli
accennati limiti. »

Cosl quest’integrale doppio sara il limite, se detto limite esiste, dell’e-
gpressione :
S= ; ,; ‘ (A?hH - A?h) (A’k+1— A‘k) F(Aik A‘-’h) f(yi) ’ )
ove le 4,,, 4,(h=0,1,2... u—1,k=0,1,2... v—1, ove g, » siano
numeri finiti e si designi A, anche con 4,, 4, con 4,) sono le determina-
zioni rispettive di X,, X, che servono alla suddivisione delle due differenze
di B,, 4. e B,, A, relative rispettivamente alle funzioni H (X;)f(y.),

F(X,, X,)f(y), al tendere simultaneamente e indefinitamente a O delle dif-
ferenze :

5 (o — o) H(40) 7 (0) |
h H(Azh) f(yi)
Op = (Atpgy — A F (A Az)f(yi) .
F (Aik Ae) f('l/i)

E come nel caso precedente d’un integrale d’una funzione d’una sola opera-
zione variabile si dimostra che il limite di § & indipendente dal modo parti-
colare con cui tendono a 0 le 0y, o

V’& poi da osservare che non essendo le operazioni I, in generale per-
mutabili fra loro non rimarra 'espressione:

o | F (A, 45) )] (19)

inalterata quando si eseguisca l'integrazione con ordine inverso a quello te-
nuto nel ecalcolare l'integrale considerato, talche detto integrale mutera quando
si inverta l'ordine delle integrazioni.

L’integrale doppio considerato, si designera col simbolo :

B, B,

[ [F&xxafw)dxidx, (19)
4; 4, .
Annali di Malematica, tomo XXVI. 39
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se esso si consideri come limite della somma S formata di termini ciascuno
dei quali abbia la forma (19): si designerad col simbolo :

B, B,

[ fF(Xf X.) f(y)d X,d Xs,
A4, A4,

quando sia il limite d’'una somma analoga a S, ma ottenuta integrando prima
rispetto a X,, poi rispetto a X,.

3. Ora daremo per il calecolo qui studiato un’estensione del concetto
d’integrale indefinito. Si consideri pertanto di nuovo l'integrale definito sem-
plice dell’espressione F'(X) f(y.) contenente una sola operazione variabile:
sia ancora quest’integrale :

B
[P fw)ix

Anzitutto osserviamo, il che c¢i sard utile pit innanzi che se si fissa una
terza determinazione C di X soggetta alla sola limitazione d’essere compresa
nel campo delle determinazioni di X nel quale F'(X) ¢ definita relativamente
a f(y)) risulta dal modo stesso con cui si determina l'integrale definito d'una
funzione dell’operazione X relativamente a una certa funzione oggetto f(y.),
fra due limiti assegnati, essere :

Cc

[FO @ ax=[FXfp)ax+[F@F@)dx.  (0)
B

A A

Si noti che naturalmente il secondo termine del secondo membro della (20)
fu caleolato in base a una certa suddivisione della differenza di C, B relativa
alla funzione F (X) f(y,) fatta in modo analogo a quello con cui fu fatta la
suddivisione in porzioni della differenza di B, 4 relativamente sempre a
F(X)f(y)) per calcolare l'integrale che figura nel primo termine del secondo
membro dello stesso (20). Cosi si avra anche:

B

C C I
[FOf@)ax=[F@Ofy)dX—[F@xfeldx. (@)

A

Cid posto supponiamo che in un integrale definito (nel senso da noi dato a
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questa denominazione) della forma :

B

[P f@yax,

4

Pestremo superiore sia invece che una determinazione fissa di X, la stessa
operazione variabile X: & chiaro che allora ogni determinazione dell’inte-
grale in parola dipenderd dalle speciali determinazioni dell’estremo (o limite)
d’integrazione variabile: talché sara una funzione di detto estremo, intendendosi

per funzione dell’operazione X anche un’espressione della forma F'(X) f(y.).
X

Pereid 1’integralej F(X) f(y)) si potra anche designare con ®(X) f(y,) ove
A

si designi con @ (X) una certa funzione di X. Cosi per ogni speciale deter-
minazione di X, fatta la suddivisione in porzioni nel modo dianzi indicato
della differenza tra questa e A relativamente a F'(X) f(y.) s’ avra una speciale
determinazione (o un certo numero di speciali determinazioni) di ® (X) f(y,).
Ora questa funzione @ (X) f(y,) si dird « Integrale indefinito della funzione
F(X) di X relativamente alla funzione f(y,) calcolato rispetto a X» o piu
brevemente anche « integrale indefinito della funzione F'(X)f(y.) calcolato
rispetto a X ». Sull’integrale indefinito, di cui fu ora introdotto il concetto si
hanno i seguenti teoremi: ~

Teorema I. Designato 1'integrale indefinito di ' (X) f(y,) calcolato ri-
spetto a X col simbolo @ (X) f(y.) la funzione di X, ®(X) & continua rela-
tivamente a f(y,) per tutte le determinazioni di X per le quali & con-
tinua /7' (X).

Infatti, considerata una determinazione generica X contenuta nell’accen-
nato campo, detto A X un incremento della solita forma Ip con % costante
si ha:

X-4X X X+-4X
FX)fy)dX—|FX)f(y)dX= | FX)f)d X, @1)
X

A A4

ove per calcolare 1'integrale che figura nel secondo membro si sia suddivisa
la differenza tra X, X + A X relativa a F(X)f(y,) in porzioni le quali in
questo caso saranno costanti, ciod frazioni di . Siano o) (m =0,1,2 .. v —1)
queste porzioni costanti: dette A, X(m =1, 2...) le operazioni intermedie
considerate che servirono ciod a suddividere la differenza in parola, A, .X
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non sard altro che un’operazione della forma [I; x: sard pertanto: mante-
nendo le precedenti posizioni :

X4-4X
FOFGIAX =00+ X070 =0 0= {
— 210k ® (K + A X) £ (1)

Da quest’uguaglianza risulta che se X - A X appartiene ancora al campo di
determinazioni di X nel quale F'(X) & definita relativamente a f(y,) dalla
continuita per la determinazione X di X relativamente a f(y,) di & (X) de-
riva la continuith di @ (X) per questa stessa determinazione di X relativa-
mente a f(y,). Invero, sodisfatta 1’accennata condizione si pud, scegliendo
opportunamente A X fare in modo che l'ultimo termine dell’uguaglianza ora
scritta abbia il modulo inferiore ad una quantitd fissata a nostro arbitrio. Cid
avverrd quindi anche del secondo membro. c. d. d.

Teorema 11. Dall’essere: ® (X) I'integrale indefinito di F (X) relativa-
mente a f(y,) risulta essere F'(X)f(y,) la derivata di ®(X) rispetto a X:
cio¢ l'integrazione indefinita e la derivazione rispetto a operazioni I sono
operazioni inverse una all’altra.

Infatti, ripresa in esame la (21'), ad essa si potrd anche dar la forma:

CEA+AX)fly)—2X)fy)=AX2X)fy)+A X" (y)

designando » una funzione della variabile da cui dipende la funzione risul-
tato in @ (X) che tende a 0 con A X. E 'uguaglianza vale ancora ché ancora
AXF(y)

f(ye)
quoziente fosse una costante. Postici in questo caso, risulta chiaramente dalla
uguaglianza ora scritta :

de(X)f(y) . {eX+AaX)—2X)]fly)
R L —F®fy) e d. d

sussisterebbe la (21'), qualora A X rappresentasse sempreché questo

Xm+t f(lli) .

X
Da questo teorema risulta che ad es. me fly)d X = o
A

L’integrale indefinito della funzione F (X)f(y,) calcolato rispetto a X
si rappresenterd semplicemente col simbolofF(X)f(y,)d X, come si fa per

gli integrali indefiniti che si considerano nel calcolo ordinario.
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Teorema III. L'integrazione si definita che indefinita rispetto ad opera-
zioni I & permutabile all'addizione.

Teorema IV. L'integrale indefinito della funzione W (X) F'(X) f(y,) de-
signando al solito W (X), F'(X) due funzioni dell’operazione variabile X, cal-
colato rispetto a X & dato dal risultato dell’ operazione ¥ (X) applicata a

fF(X)f(y,) — D integrale indefinito della funzione che ottiensi applicando

Poperazione ¥'(X) afF(X)f(y,) (per qualunque determinazione di X).

Infatti, per dimostrare il primo di questi teoremi, osserviamo anzitutto
che dal modo stesso con cui si caleolano gli integrali definiti qui considerati
o indefiniti di funzioni della forma F (X)f(y.) rispetto all’operazione X, ri-
sulta che |'integrazione si definita che indefinita di funzioni dell’accennata
forma & permutabile all’addizione (ed alla sottrazione). Cid risulta immedia-
tamente dalla formola (ove siano W;(X)(f=1...m —1)m—1 altre fun-
zioni di X), e 4, B e le & abbiano sempre il solito significato):

lim 9 — lim 3, j F(A) A, (A1) - - Wours (A | f(y) =

In=0 In=0
= lim 30y F*(4) £ (y) - -~ + lim 2y W (A1) Fy) =
B
— [P+ W (X | F ) a X =

A
B

~ [FOOF@Ia X+ [ W (X) Fly) A X,

mentre una formola analoga si ha per gli integrali indefiniti : basta ciod nella
formola precedente supporre variabile 'estremo superiore dell’intervallo d’in-
tegrazione.
Ed ora passiamo a dimostrare I'altro teorema enunciato. Pertanto, sup-
posto che esso si verifichi, che sia cioe:
[v&X) FEOFG)=v O [ FEOFd X — |
- - ) (22
—[lv@® [ Fa@fyyax|ax,

si designino brevemente i due membri di quest’uguaglianza con Z(X)f(y.)
e si calcoli la derivata di quest’espressione rispetto a X per una qualunque
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determinazione X di X soggetta solo alle ordinarie condizioni onde per X = X
esista la derivata cercata. Sard, in virtd di gid dimostrate proprieta :

dEEiX?X{(m) — W (X) (‘F(X) f(%)dX) x+YXFX fy)—

— (x)fF(X) Fy)d X=wX) FX)fy),

da cui per essere l'integrazione indefinita rispetto a operazioni I, inversa alla
derivazione segue che & esatta 'uguaglianza (22). c. d. d.
E chiaro che quest’ultimo teorema d& precisamente l'estensione pel cal-
colo qui studiato dell'integrazione per parti.
4. Con una semplice estensione delle precedenti considerazioni si giunge
a dare il concetto d’integrale indefinito multiplo d’una funzione di pil ope-
razioni I variabili relativamente a una certa funzione oggetto. Prendasi in-
fatti di nuovo l’espressione (19):
By B,
| [F(X, X)f(y)d X, d X,
4: A,
ove 1 simboli qui usati abbiano sempre lo stesso significato loro attribuito fin
qui. In base alle precedenti considerazioni si dovra dire « Integrale indefinito
doppio della funzione delle operazioni variabili X,, X,, F (X, X,) relativa-
mente a f(y.) calcolata rispetto a X,, X.» o semplicemente anche « Inte-
grale indefinito doppio di F (X, X,) f(y.) calcolato rispetto a X,, X,» I'e-
spressione in cui si trasforma ’integrale (19) quando agli estremi fissi B,, B,
si sostituiscano rispettivamente le stesse operazioni variabili. Esso si designera
allora col simbolo :

[[ra, xyrpaxiax.

Ripetendo le considerazioni gvolte per le funzioni d’una sola operazione I
variabile si dimostrano per questo integrale indefinito teoremi analoghi a
quelli dimostrati nel paragrafo precedente. Essi sono i seguenti:

Teorema I. Nell’integrale indefinito doppio della funzione F' (X, X,) f(y.)
caleolato rispetto a X,, X, compare una funzione di X,, X, che & continua
relativamente a f{y,) per tutte le determinazioni di X,, X; per le quali ¢id
avviene di F (X, Xo).

Teorema II. La derivata parziale prima dell’ integrale indefinito di
F (X, X)) f(y,) calcolato rispetto a X,, X, presa rispetto a X, & = per cia-
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scuna speciale determinazione di X, all'integrale indefinito di F (X, X,) f(y,)
calcolato rispetto a X,, e la derivata parziale prima dello stesso integrale
indefinito preso rispetto a X, & = per ciascuna speciale determinazione di X,
all’integrale indefinito di F (X, X,) f(y,) preso rispetto alla sola X,. Final-
mente la derivata parziale mista del 2.° ordine dell'integrale indefinito doppio
in parola (nel caso di due operazioni variabili vi & una sola derivata parziale
mista del 2.° ordine) & la stessa funzione F (X,, X, f(y.).

Teorema III. (Questo & identico al teorema III che fu dato per le fun-
zioni d’una sola operazione I variabile.)

Teorema IV. Questo consiste nell’applicazione del teorema IV dato per
le funzioni d’una sola operazione I variabile al caso di funzioni di pilt ope-
razioni I variabili, ove ogni volta si consideri la funzione considerata come
dipendente da una sola delle operazioni variabili che in essa figurano, dando
a ciascuna delle altre una determinazione fissa.

Cosl anche 1 teoremi I e II si dimostrano nello stesso modo con cui si
dimostrarono gli analoghi del paragrafo precedente, considerando ogni volta
'espressione da considerarsi come dipendente da una sola delle operazioni
variabili che in essa figurano.

Il passaggio al caso di funzioni di un numero qualunque >2 d’opera-
zioni I variabili non presenta alcuna difficolta. Per queste si ha la stessa
trattazione fatta per il caso di due operazioni I variabili, caso al quale ci
siamo ristretti per semplicita.

Nota al § 1 del cap. 6.° Si segnino nel piano d’'una variabile complessa
i punti corrispondenti rispettivamente alle funzioni di y,.,, %9, ... 9y, per
ogni valore speciale di y.+, compreso nel campo in cui dette espressioni sono
atte a rappresentare funzioni analitiche. Si moltiplichi quindi all'infinito il nu-
mero delle d, (h =0, 1...), mentre ciascuna d’esse impiccolira indefinitamente
in modulo. Con ¢id 1 punti segnati nel piano considerato andranno accostandosi
sempre pill I'uno all’altro indefinitamente, tendendo a confondersi. Cosl ver-
ranno a costituire una linea che si pud riguardare come linea d’integrazione
per lintegrale definito di funzioni della forma F'(X)f(y.) calcolato rispetto
ad X per quello speciale valore di #,+.. Perd I’ estremo inferiore del primo
dei tratti J5 e quello superiore dell’ultimo, i quali sono i limiti d’integrazione
rimarranno fissi.

Nota 1.% ai §§ 3, 4 del cap. 6.° L’integrale indefinito d’espressioni di-
pendenti da operazioni I variabili, quale fu qui considerato, si determinera
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sempre a meno d'un’espressione costante rispetto alle operazioni variabili con-
siderate, espressione che si determina in base agli estremi inferiori, i quali
sono fissi dell'intervallo d’integrazione. Invero poi, derivando l'espressione ot-
tenuta mediante I'integrazione si ricade sulla funzione da integrarsi, poiché
la derivata dell’espressione costante in parola &, come si vide nel cap. 4.7,
sempre nulla. Cid corrisponde perfettamente ad una delle proprietd fonda-
mentali degli integrali indefiniti studiati nel calcolo ordinario.

Nota 2.% agli stessi paragrafi. Riguardo al teorema che « L’integra-
zione 8l definita che indefinita d’espressioni dipendenti da operazioni I va-
riabili, eseguita rispetto a queste stesse operazioni & permutabile all’addizione,
si osservi che quando si tratti di calcolare si I'integrale indefinito che quello
definito entro certi limiti, d’un’espressione della forma F'(X)f(y.) ove F(X)
sia una serie di potenze dell’operazione I variabile: X, si presenterd sempre
la questione, per poter dire che I'espressione ottenuta mediante 'integrazione
rappresenti effettivamente 'integrale cercato, di stabilire se la funzione di X
che figura in detta espressione ammetta un campo di convergenza relativa-
mente alla funzione f(y,) e quale sia questo campo, dato che esista.

II.

Nel precedente lavoro diedi I'abbozzo d’un calcolo, nel quale si con-
sideri come elemento |’ operazione funzionale rappresentata da un integrale
definito, che designisi in generale col nome d’operazione I. Cosl definii ope-
razioni facenti riscontro alle operazioni fondamentali dell’ aritmetica: indi,
date la definizione di funzione d’operazioni I e le proprieta fondamentali di
queste funzioni, studiai operazioni analoghe alle operazioni fondamentali del
caleolo infinitesimale. Ora mi propongo, fondandomi sui concetti svolti in detto
lavoro, il cui concetto fondamentale & quello d’operazione I variabile, suscet-
tibile cioe d’assumere infinite determinazioni distinte in corrispondenza alle
infinite determinazioni distinte che si possono far assumere alla sua funzione
caratteristica e alla sua linea d’integrazione, d’entrare in maggiori dettagli
sull’argomento studiato. E per primo qui ebbi per scopo di svolgere una
teoria delle funzioni d’operazioni I variabili. Anzitutto, per far c¢id, stabilii
una corrispondenza univoca fra i punti dello spazio e le infinite determina-
zioni che & suscettibile d’assumere una certa operazione I variabile. Indi,
detta X una certa determinazione di quest’ operazione variabile X corrispon-
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dente con un valore generico della variabile, da cui in X dipende la fun-
zione risultato, diedi il modo per riguardare 1'insieme delle determinazioni
di X corrispondenti a un certo insieme di valori dell’accennata variabile, come
rappresentato da una curva piana nello spazio, ciascun punto della quale sia
il punto rappresentativo della determinazione di X corrispondente a un determi-
nato valore dell’accennata variabile. Con ¢id ogni espressione che dipenda
da X sard una funzione d’una certa curva piana chiusa variabile, che & la
curva rappresentativa di X. Indi, per funzione di questa linea variabile cal-
colata per una certa determinazione di essa, che dird brevemente L, si dovra
intendere la determinazione d’una data espressione dipeudente da X, calco-
lata in un punto generico di L, laddove altre volte saranno da considerarsi
determinazioni di una tale espressione corrispondenti a un punto specificato
d'una data determinazione della curva rappresentativa di X e cid si porrd
in evidenza nel simbolo, con cul siI rappresenterd questa determinazione del-
I'accennata funzione. E in tutto il corso del lavoro uso indifferentemente i
termini « funzione d’un’operazione X » o funzione della sua linea rappresen-
tativa, essendo questi termini equivalenti. Inoltre applico alle funzioni che qui
vengono considerate i concetti svolti dal prof. Vourerra (*) pure nello studio
di funzioni dipendenti da linee nello spazio, dando anche un breve cenno
delle sue considerazioni sulle espressioni analoghe ai parametri differenziali;
ma non entro in maggiori dettagli su cid, perche questo richiede 1 introdu-
zione d'altri concetti, non strettamente attinenti all’argomento qui studiato, e
che mi riservo di considerare, altrove, a parte.

Nel secondo capitolo del lavoro prendo in considerazione le funzioni di-
pendenti da operazioni I variabili, rappresentate da serie di potenze (simbo-
liche) delle operazioni da cui dipendono, applicate a una certa funzione
oggetto; a questo proposito dd concetti che possono riguardarsi come un’e-
stensione dei concetti fondamentali della teoria delle funzioni del WEIERsTRASS.
Da ultimo metto in connessione quanto esposi nel secondo capitolo con quanto
trovasi esposto nel primo. A questo proposito conviene avvertire che, quando
si parla di funzioni d’una linea nello spazio corrispondenti alle determinazioni
di questa comprese in una certa regione dello spazio, in quella ciog in cui

(¥) V. Vorrerra, Sulle funzioni dipendenti da linee e Un’eslensione della teoria di
Riemann delle funzioni duna variabile complessa. Complessivamente 5 Note nei Rendi-
conti della R. Acc. dei Lincei, annate 1887 e 1888 e Sur wune généralisation de la theorie
des fonctions d’une variable imaginaire. Actn Mathematica, vol. XII,

Annali di Matematica, tomo XXVI. 40
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¢ defirita la funzione considerata [tale cioé che le determinazioni dell’opera-
zione variabile da cui dipende l’espressione considerata, corrispondenti a’suoi
punti appartengono all’insieme in cui & definita quell’ espressione (v. lav.
prec.)], si potranno anche prendere in considerazione determinazioni di detta
linea, comprese solo in parte nell’accennata regione, e allora perd si dovra,
senz’aggiungere altro, sottintendere che siano prese in considerazione soltanto
le porzioni della linea in questione comprese entro la detta regione.
I concetti principali del WeiersTRASs dei quali ¢ qui data un’estensione

SONO :

a) Quello di cerchio di convergenza, al quale fa qui riscontro quello
di sfera di convergenza.

b) Quello di continuazione analitica.

¢) Quella di funzione analitica e di suo elemento.

1.°

1. Metodo per stabilive una corrispondenza fra un’operazione I e una
linea mello spazio e consequenze che se me ricavano. Si consideri un’opera-
zione I variabile: X: la sua funzione caratteristica sard una funzione varia-
bile pella sua forma, di due variabili complesse indipendenti, che designeremo
con ¥, ¥, intendendo con y, la variabile d’integrazione, con y. quella da
cui dipende la funzione risultato: di pil |'accennata funzione caratteristica
dovra, qualunque sia la determinazione che le vien data (I°) (*) essere fun-
zione analitica ed uniforme delle variabili da cui dipende e dovra, come ve-
dremo essere in generale, anche regolare in tutta una regione del piano y,.
Cid posto, ogni determinazione di questa funzione varierd in un certo piano,
essendo essa una quantitd complessa: cosi ad ogni coppia di valori di y,, ¥,
corrispondera un punto del piano, in cui varia una certa determinazione della
nostra funzione. Si consideri pertanto una di queste determinazioni, che de-
signeremo con ¢ (¥, 4,) : e sia w4 il plano, in cui essa varia. Designisi con R,
la regione del piano y,, in cui essa & regolare, come funzione di y,: si
converrd allora di prendere in considerazione, come linee d’integrazione da
attribuirsi alle singole determinazioni di X solo linee comprese entro R, e

{¥) Colla designazione (/9) intenderemo di richiamare cose esposte nel precedente la-
voro intorno a guest’argomento.
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come funzioni oggetto, solo funzioni di y, che, oltre ad essere analitiche uni-
formi (I°), siano regolari entro R,. Con questa restrizione per individuare X,
quando se ne sia fissata la funzione caratteristica, basterd che siano determi-
nati gli estremi della linea d’'integrazione, come si sa dalla teoria ordinaria delle
funzioni d’una variabile complessa. Cosi, quando si sia assunto come estremo
inferiore di detta linea d’integrazione un certo punto arbitrario di R,, X,
sotto le condizioni poste, dipenderd esclusivamente dalla funzione caratteri-
stica e dall’estremo superiore della linea d’integrazione. Assumiamo ora, dopo
aver fissato |’ estremo inferiore della linea d’integrazione di X, una sem-
plice infinith di determinazioni dell’estremo superiore, ecomprese tulte in R,,
che supporremo rappresentate univocamente dai punti d’una retta indefinita
nello spazio, di cui fisseremo 1'estremo inferiore che designeremo con P.
Prendiamo quindi in esame un insieme di infiniti di piani passanti perd tutti
per P, ciascuno dei quali sia sostegno d’una data determinazione della fun-
zione caratteristica di X, in guisa che ciascun punto d’uno qualsiasi di questi
piani individui il valore della relativa funzione corrispondentemente a una
certa coppia di valori di y,, y.. Detta ancora a(y, y,) una certa determina-
zione della funzione caratteristica di X, =, il piano in cui essa varia, si fissi
in 7, un punto M, che rappresenti il valore di a(y,y,) corrispondente al
valore di %, che corrisponde al punto fissato come estremo inferiore della
linea d'integrazione ¢ ad un dato valore di #,, si conduca per questo punto
una parallela alla retta, presa come sostegno dei punti imagine delle assunte
determinazioni dell’estremo superiore della linea d'integrazione in parola, retta
che d’ora in avanti designeremo per semplicitd con r. Fissato un punto ar-
bitrario T su », con che & fissata una data determinazione dell’ estremo su-
periore della linea d’integrazione di X, si prenda sulla parallela a » condotta
per M, un segmento avente origine in M, orientato come » e di lunghezza
= PT. 1l svo estremo che designeremo con ¥ sard cosi univocamente in-
dividuato. quando si siano fissati, m4, M, T. Ora facciasi variare y. per una
successione continua semplicemente infinita di valori, in guisa che il punto .}/
descriva una curva chiusa in m,, i cul punti corrisponderanno univocamente
ai valori della successione, per la quale varia y,. In tal guisa V descrivera
esso pure una curva chiusa situata in un piano parallelo a =g, quando per
ognuno dei punti della curva descritta da M si ripeta la costruzione fatta
per M. Cosi ogni punto della curva descritta da V¥ & individuato:

a) da una certa determinazione dell’estremo superiore della linea d’in~
tegrazione di X;
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b) dal valore d’una determinazione della funzione caratteristica della
stessa X assegnata come determinazione corrispondente a un dato valore di y,,
quando per ogni determinazione di questa funzione s’assuma il valore che
corrisponde al valore di %, assunto come estremo superiore della linea d’in-
tegrazione di X.

Pertanto ogni punto di questa curva si potrd assumere come imnagine
d’una certa determinazione di X corrispondente a un dato valore di y, e
I'intera curva si potrad assumere come imagine di questa stessa determina-
zione di X in corrispondenza a un dato insieme di valori di y,, che detta
curva & individuata dall’estremo della linea d’integrazione attribuito alla
stessa X e da una certa determinazione della sua funzione caratteristica. E
chiaro che passando da uno ad altro punto di » ¢ da una ad altra determi-
nazione di X, con che varia nello spazio 1l piano =, pur passando per P,
varierd naturalmente la curva descritta da V. Per tal maniera, detta f(y,)
una certa funzione oggetto sodisfacente alle suenunciate condizioni, 88 X e-
X f(y,) che F(X), F(X)f(y), designando F'(X) una funzione di X si tro-
veranno riferite ad una certa curva variabile nello spazio (la curva imagine
di X per un certo insieme di valori di y,, la quale per quanto si vide varia
in corrispondenza alle determinazioni che si danno a X). Percido, detla L
questa curva variabile si potranno riguardare come sue funzioni tutte le ac-
cennate espressioni. Cosl potremo designare queste funzioni con simboli della
forma @ ((L)), ¥ ((L)) (*), ecc., ecc., i quali rappresenteranno operazioni fun-
zionali quando rappresentino espressioni quali X, F'(X); quantita vere e pro-
prie nel caso che rappresentino X f(y,), F (X)f(y,) ece. Cosl esse rimangono
definite come funzioni d’una linea nello spazio, in modo analogo alle funzioni
studiate dal prof. Vorrerra (op.® cit.?). Riferiti 1 punti delle linee assunte
come variabili ad un sistema d’assi coordinati ortogonali x, y, 2, e, posta
ipotesi che le coordinate di ciascun punto d’una determinazione qualsiasi
della linea L siano funzioni continue dell’arco s della curva, possiamo esten-
dere, alle funzioni d’operazioni I i concetti svolti dallo stesso prof. Vovregra,
rilevando poi il significato che essi hanno nel calcolo qui studiato.

2. KHstensione alle funzioni d’operazioni I della teorica del prof. Vor-
TERRA. Anzi tutto osserveremo che in base alla definizione data (Z°) di pro-

(*) Seguendo Pesempio del prof. Vorrirra si pose il simbolo Z entro una doppia
parentesi ad impedire chie le funzioni d’una linea cosi definita si potessero confondere
con funzioni nel senso ordinario della parola.
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dotto d’un’operazione I per un fattore costante e alla considerazione fatta
(ibid.) di potersi riguardare 'applicazione d’un’operazione I ad una certa fun-
zione -oggetto come una moltiplicazione simbolica, tutti i concetti di derivata,
integrale, ecc., che verranno esposti in questo capitolo, si applicheranno in-
distintamente si alle funzioni quali X £ (y.), F'(X)f(y.), le quali rappresen-
tano quantitdh propriamente dette, st al caso in cui la funzione di L da con-
siderarsi sia X, o F'(X). Cosi ecco che cosa dovra riguardarsi per integrale
definito di X fra gli estremi P,, P,, designandosi rispettivamente con P,, P,
due punti dello spazio. Si consideri cioe¢ il limite della somma dei prodotti
9p Xp(u==1...p), ove designi d,(u=1...p) il peimo dei tratti di lun-
ghezza arbitraria, in cui si suddivise la retta P,, P, segnando su essa fra
P,, P, una successione di punti P, ...P,PY, e X,(u=1...p) designi
la determinazione di X corrrispondente al punto P,*-* (per uniformita nelle
notazion] si designi P, anche con P,®). Questo limite sard da assumersi come
integrale definito di X fra gli estremi P,, P,.

Cosl per quoziente d’una data determinazione 4 di X per la lunghezza ¢
d'un dato segmento di retta nello spazio si dovra intendere I'operazione che
trasforma una certa funzione di y,, f(».) in 14—7[8—(1/—’2 e questo quoziente si

%- E si osservi da ultimo che per rappresentare un’in-
tegrale di X calcolato rispetto ad es. alla variabile z col simbolo X dz si
dovra intendere 1’operazione che in base alle convenzioni poste (I°) dovrebbe
designarsi con dz X. Stabilito "questo si possono applicare i concetti del
prof. VorTerra ad una funzione generica di L, ®((L)), sia che questa de-
signi una quantitd propriamente detta, sia che essa designi un’operazione I,
o una sua funzione. Daremo pertanto un breve riassunto der risultati a cul
pervenne detto autore, riferendoci, come si disse, ad una funzione generica
della linea L, @ ((L)):

a) Derivate rispetto agli assi della funzione @ ((L)). Sua variazione
e suu rappresentazione mediante un inteqrale definito. Detta ancora @ ((L))
la funzione d’una linea L variabile, definita nel modo indicato in (1), quando
si voglia specificare la determinazione che assume ®((L)) in corrispondenza
oltre che a una certa determinazione I, di L anche a un certo valore della
variabile da cui nell’operazione variabile X rappresentata dalla linea L di-
pende la funzione risultato, vale a dire (v, 1) la determinazione che assume
¢ ((L)) in un dato punto @ di L, si usera, seguendo J'esempio del prof. Vor-
TERRA 1l simbolo: ¢ (L,, a)). B chiaro che a potra designare anche un punto

designera col simbolo
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variabile su L, nel qual caso ¢ ((L,, a)) designerd la determinazione di @ (L)
corrispondente a L,, calcolata per un dato punto di L, e variante natural-
mente da uno ad altro punto di detta linea. E quando la posizione del punto
variabile sia definita dalla lunghezza s dell’arco compreso fra esso ed un
punto fisso, si potra alla notazione dianzi introdotta sostituire l'altra @ ((L,, s)).

Intesa per intorno d’una linea quale L, la superficie tubolare descritta
da una curva chiusa concatena a L,, che si sposti lungo essa sino a ritor-
nare nella posizione iniziale, si potra per le funzioni di L che siano vere e
proprie quantitd dare la definizione di continuith « entro un intorno asse-
gnato D d’una certa determinazione L, di L. Si dird cioé che una di queste
funzioni @ ((L)) & continua entro un intorno D di L, (ove D, L, abbiano il
significato loro teste attribuito) » quando comunque si scelga la quantitd po-
sitiva ¢, ciod per quanto piccola essa sia & possibile trovare un’altra linea L', (*)
la quale al pari di L percorra longitudinalmente il tubo racchiuso da D, tale
che si abbia :

mod | @ (L)) — @ (L) | <,

intendendo poi che questa disuguaglianza sussista per ogni coppia di punti
corrispondenti di L,, L’,. (8i designino colla denominazione di « punti cor-
rispondenti » di due linee nello spazio rappresentanti ciascuna una data ope-
razione I, due punti situati rispettivamente su queste due linee, che siano i
corrispondenti rispettivamente delle determinazioni delle operazioni I rappre-
sentate dalle due linee in parola, relative ad uno stesso valore di y,.) Questa
condizione di continuita non & perd sufficiente: la funzione in discorso deve
sodisfare anche quest’altra condizione. Dette ciot ¢, g5, o5, le aree comprese
fra le proiezioni rvispettive di L,, L', nei tre piani coordinati e posto

¢ =\o?-} 0 + a% il rapporto:

10g [2(ED) - @ (L)

non dovrd mai oltrepassare un limite finito assegnato M.

Quando ora ad ogni punto d’un arco 4 B d’'una determinazione generica
della curva variabile L, determinazione che designeremo pure con L, si dia
uno spostamento in direzione parallela all’asse  avente una certa lunghezza

(¥) La quale sia perd piana, altrimenti non puo stabilirsi la corrispondenza univoca,
come quella ora vista per la linea L, fra i suoi punti e le singole determinazioni d’una
operazione I corrispondentemente a certi valori di ¥,.
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che designeremo con Az, la quale sia la stessa per ogni punto dell’arco, si
otterrd, come luogo degli estremi di tutti questi segmenti un nuovo arco C D
d’una curva piana essa pure, come si vide essere L (v. 1). La linea, di cui
fa parte C D ¢& al pari d’ogni linea piana nello spazio suscettibile di rappre-
sentare un’operazione I: infatti il punto, nel quale il piano in cul essa giace
incontra la retta » indicherd I’ estremo superiore della linea d’integrazione
dell’operazione I che essa rappresenta, e il piano parallelo a questo stesso piano
passante per P sard quello su cui varia la funzione caratteristica. Premesso
questo, detta ancora ® ((L)) una funzione generica (quantitd od operazione)
della linea L, e detto brevemente ! I'arco 4 B, con @ ((J)) si designerd la
determinazione della funzione in parola in corrispondenza ad un valore ge-
nerico della variabilita da cui in X dipende la funzione risultato fra quelli
relativi ai singoli punti di.l, riguardati come punti imagine d’altrettante
determinazioni di X. Quando dall’arco ! si passi all’'arco A BC D, ove A B
designando gli estremi di /, & chiaro che 4 C, B D saranno segmenti paral-
leli a 2, ®((})) diverrd naturalmente ® ((¥')), designando ¥ la linea A B C D.
E chiaro pertanto che se, come punto generico, in cui calcolare D ((1)) as-
sumiamo un punto di 4 C o di B D, otterremo una determinazione di ¢ di-
versa da quelle che corrispondono a punti di £ o di /. Il punto in discorso
apparterrd ciod ad un’altra linea avente le stesse proprietd di 7, I' e di cui
si ha I'operazione I corrispondente mediante le considerazioni precedenti. B
chiaro che 1 singoli punti dei due tratti rettilinei in discorso apparterranno
a linee rappresentative d’operazioni I diverse. Designata @ ((¢)) — @ ((/)) sem-
plicemente con A, ® (()) tenuto fermo il punto A4, il limite a cui tende il
quoziente :

Az @ ((1))
Az.l 1

al tendere a O simultaneamente di Az e di I, nell’ipotesi che detto limite
sia indipendente e dalla parte rispetto ad A4, in cui trovasi B e dal modo,
con cui Az ed ! tendono verso zero, si dird « derivata di @ ((/)) rispetto
a & »n. Questo limite sara dunque un’operazione funzionale o una quantita nel
senso ordinario della parola. In questo secondo caso v’ & luogo a ricercare
il modo con cui il rapporto ((1)) tende al suo limite. Dicasi 2 questo limite:
se qualunque sia la linea L che si prende in considerazione e qualunque sia
il punto A scelto su essa, per quanto piccola si assuma la quantitd » se ne
pud determinare un’altra o tale che per tutti i valori di Az e di I compresi
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fra —w e » si abbia:

Ar®((!
mod Tx(gﬁ—l <'47

si dira che y’—:—fl—Lﬂ tende al limite 2 con « uniformita ».

Siccome poi I'accennata derivata dipende in generale, oltre che dalla
linea L, anche dal punto 4, questo limite si designera con ¢, ((L, s)). E in
modo analogo si definiranno le derivate di @ ((L)) rispetto a y e a 2, deri-
vate che, seguendo il Vorrterra designeremo rispettivamente coi simboli :
oy (L, 8)), = (L, 9)).

Cid posto, dato a tutti 1 punti della linea I. uno spostamento avente
per componenti lungo i tre assi rispettivamente ¢ £ (s), ¢ 1 (s), € £ (s) (ciog € & (s)
nella direzione dell’asse z, ecc., ecc.), & chiaro che si otterra una nuova linea
piana L' atta al pari della linea generica L a rappresentare una determi-
nazione di X. Allora con procedimento dato dal Vorrterra si dimostra che &:

lim M))l:— @ ((L) __ ((q)/xg +0yn+2.0)ds, (2)
L

=0

ove si scrisse brevemente ¢, anziché ¢4 ((L, s)), ecc., ecc., e dove
¢ (L)) — @ (L)) & suscettibile di rappresentare una differenza simbolica fra
due operazioni funzionali o una differenza di due quantita a seconda rispet-
tivamente del due casi che si possono presentare per ® ((L)). Quando si tratti
di quantitd vere e proprie, poiché il secondo membro della (2) differisce dalla
variazione di ® ((L)) per un infinitesimo d’ordine superiore a ¢, si designera
col simbolo J @ e si userd questo stesso simbolo anche quando si tratti d’o-
perazioni funzionali. Se, per un dato spostamento infinitamente piccolo dei
punti della linea L essa non mutasse, allora si avrebbe, posto :

_ s _dy _,dz
3x—ldsd3, 3y_ldscls, a‘z—ld—sds,

per un valore arbitrario di 1:

—_0 = ! ' 4 *

30=0= [(@eat 0B+ 0.7)21ds (*),

L

(*) Si ricordi che quando si parli d’un’operazione I che sia =0, 0= ad un’altra

operazione, s’intende di dire che I'uguaglianza abbia luogo in via assoluta, cioé indipen-
dentemente da qualsiasi funzione oggetto a cui possa essere applicata.
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ove si designino rispettivamente con «, 8, y 1 coseni direttori della tangente
a L, secondo i tre assi. Dovra quindi essere:

Vpat Oy B+ 0,y =0. (3)

Quando sia soddisfatta la (3), si potranno sempre trovare tre (operazioni I
0 quantitd a seconda rispettivamente dei due casi sopra distinti), 4, B, C
tali che sia:

(D'mz}:B—BC, (D'y=oc0—yA, ¢, =pLA—aB. (4)

Si noti perd che 4, B, C potranno variare, 4 per un multiplo di «, B per
un multiplo di 8, C per un multiplo di y |se si tratta "d’operazioni I, 4
potrd cioé variare per Ix, (v. I°) essendo k£ un numero intero, ece.|, purche
perd siano i tre moltiplicatori di «, 8, y uguali fra loro, pur continuando a
sodisfare le (3). In base a cid, detto do l'arco del parallelogrammo deseritto
dall’arco d s quando a’suoi singoli punti si dia uno spostamento di compo-
nenti dx, dy, &2, e detta » la normale a detto parallelogrammo, in base
ad una formola stabilita dal prof. VorTerra si avra:

6<D==[(Acosnx—]—Bcosny-l—Ocosnz)dc. (5)

o

Designeremo noi pure 'operazione consistente nello spostare la linea L sino
a farla coincidere con L’ colla denominazione: far passare una superficie =
per queste due curve. Cid posto, nell’ipotesi che si possano determinare le
4, B, C corrispondentemente a ciascun punto di 2, sempre in base al modo
con cui si concepiscono i punti dello spazio come elementi rappresentativi
d’ altrettante operazioni I, applicando la formola (5) per ogni spostamento
infinitamente piccolo, sard :

(D((L’))—(D((L))=I(A cosnz + Beosny -+ Ccosnz)ds. ()
2

E supposto che L si sia presa in modo che ¢ (L))=0, ®((L)) si potra
rappresentare mediante un’espressione avente la forma del secondo membro

della (). Allora L' risultera il contorno di 3 e fissata la direzione posi-

tiva della normale a L', facendo decrescere 3 fino a ridursi a un punto
s’ avra

. (L
lim ((2 ))=Acosnx-[—Bcosny+C’cosnz,
Annali di Matematica, tomo XXVL 41
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limite che, in base a una definizione data dal prof. Vorrerra si dird « deri-

vata di @ ((L)) rispetto a 2 e si designera con ie - Se la superficie X & nor-

is
male all’asse x si ha % = A, se & normale all’asse y, si ha Z—Z =B, se &
normale all’asse z si ha: -((fl— = (. B per questo che 4, B, C si dicono de-

rivate di @ (L)) (calcolate per la determinazione L' di L) rispettivamente,
.o . . do .

rapporto ai piani y2, 2z, xy e si designa A con i 2’ B col simbolo

ae % C col simbolo —2¥ —. Tn base alle formole stabilite dal VoLTERRA,

d (2, 2) i, ) . .
se da uno spazio si passi ad un altro nel quale i punti siano individuati da
un sistema d’assi coordinati ortogonali &, », ¢ legati agli assi «, y, 2 da re-

lazioni della forma :

r=z(, n, &), y=y(&, n, ), 2=z, n, ),

le quali siano tali da individuare una corrispondenza continua ed univoca fra
i due spazi si ha, mantenendo al simbolo ® ((L)) il significato datogli fin qui:

do (*) dod d(_1/, + do d(z x)_l_ de  d(z, y)
d (1, t) (.?/7 z) d (n, v) d(x) z) dk"l, C) d(.’b, .7/) a (n, Q) ’
a® _  do  d(y, z)_l_ ae d(z ) de d(zy)
iy Ay 2dG 8 dmn dGH T dmy) 4G Y’
A de d(y2) | do d(z, x)+ de  d(z y)
dG ) dly, 9 dE ) dim e) dG ) dlgy) dE W)
ove ad es. |’ espressione Zg’ g designi il determinante funzionale di y, 2 ri-
spetto a y, ¢& Z(( 4 quella di 2, x rispetto a y, ¢, ece., ecc.

PN

Altra proprieta notevole, da ricordarsi & che detta ¢ una superficie fatta
passare per la linea L e limitata da questa, si avrd:

<D((L))=[(Acosna:-{—Bcosny—l—Ccosnz)da. (6)

a
(¥) Per semplicitd, quando cid non rechi confusione si scrivera molte volte @ anzi-

ché @ ((L)), ponendo anche L anziché L', ad indicare una certa determinazione della linea
variabile L.
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Facendo decrescere L sino a ridursi a un punto, con che ®((L)) si riduce
alla determinazione che detta funzione assume nel punto speciale a cul si ri-
duce L, ¢ diviene una superficie chiusa si che ®((L)) si riduce a 0. In base
a noti prineipii di calcolo al secondo membro della (6) si pud dar la forma:

f(8x+ +52) 25,

ove designi S il volume racchiuso da ¢. L’essere quest’ultima espressione = 0
richiede che sia:

o4 , 0B  0C

de oy T @

3. Estensione al calcolo qui studiato del concetto di funzioni isogene

e di loro derivate ed integrali. Estensione delle formole slabilite sulle fun-
zioni isogene del prof. Vorterra. Prese in esame le due funzioni &, ¥ d’una
certa linea L dello spazio, il prof. VoLTErRrA scompostele nelle loro parti reali
ed imaginarie, sl che esse risultino poste sotto la forma :

O=0q,+1:¢0,, VY=V, 4 iY¥,,

e posto:
”TE%:A” vlzl%):B" [;%=Oi,
R ol I o Rk
R o SO Tl

disse esistere legame d’isogeneita fra le due funzioni ®, ¥ quando il rapporto :

do dv_ (Adidids)cosna+ (Bi+iB)cosny + (Cr 44 Ce)cosnz
4 de (A'v Fid)cosnw + (B +iBs)cosny +(Cv+iCs)cosnz’

ove o designi la superficie condotta per L nel modo indicato dal citato au-

(*) Si noti, che per definire le derivate di ®,, W, ®,, W, rispetto ai piani il pro-
fessore VoLTERRA ricorse a considerazioni diverse da quelle su cui ¢i fondammo noi, come
a quella di funzione di una linea di 1.° grado che non si pud introdurre nel nostro cal-
colo: ma i suoi risultati si applicano del pari alle funzioni qui esaminate.
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tore, sia indipendente dalla direzione di n. Quando sussista questa proprietd
sard :
Ai + 7 4. B+ iB: Ci -+ 10

A4 ids Bi+iBs Ci+4iCs

dalle quali poi deriva una serie di altre relazioni che ricorderemo piu in-
nanzi. Applicando ora quanto precede alle funzioni qui studiate premetteremo
che prese in esame due funzioni ® ((L)), ¥ ((L)) d’una linea L variabile, che
rappresentino operazioni funzionali e, posto:

dd d o do
= =B — =
IO dz z) d(zy)
aw ' v / av '
= = B =
a4 ago w0
. do  dw . g .
per quoziente: YT mantenendo pel simbolo & il significato datogli

in (2) si dovra intendere il quoziente simhbolico dell’operazione :
Acosnz+ Beosny + Cceosnz,

divisa (per la spiegazione di questi concetti v. I°) per l'operazione :
A cosnxt-B cosny+ C cosnz.

Questo quoziente sard ciod I’ operazione che risulta da:
Acosnx+ Beosny -+ Ccosnz,

applicandole I'inversa dell’operazione :
A cosnx - B cosny -4 C'eosnez.

Estendendo al caso nostro la definizione data in caso analogo dal prof. Vor-
TERRA diremo che tra ®, ¥ esiste legame d’isogeneita quando il quoziente
(simbolieo) :

Acosne + Beosny + Ccosnz

A'cosnz -+ B cosny + Ccosnz

sia indipendente dalla direzione di n, il che avviene quando questo quoziente

sia == % == g7 Allora poi esso si dird « derivata di ® rispetto a W e si

. do . . .
designera col simbolo : T Nel caso particolare in cui sia ¥ la stessa ope-
razione variabile X, I'accennato rapporto rappresenterebbe la derivata d’una
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certa funzione dell’operazione X rappresentata da @ ((L)) rispetto a X stessa.
E chiaro che alle derivate cosi definite si pud applicare la regola di deriva-
zione delle funzioni composte data dal calcolo ordinario: ché detta = una
terza funzione di L analoga alle precedenti si ha:

do _dvde (¥
dET dE v

ove si tenga presente che il 2.° membro di quest’uguaglianza rappresenta il
do

prodotto simbolico dei rapporti (s1mbohcl) l{ > oy @ che sarebbe errato so-

=

o . ® dE . . .
stituire ad esso I'espressione g? Z—@ poiche, come gia si osservd (I°) le ope-

razioni I non sono permutabili, e si convenga di rappresentare, in generale:

(gl(i;)—z)cosnx—kd(d’@ )OOSMJ+ e q)y)cosnz)do,

col simbolo o ¢, che verra cosl ad essere equivalente all’ altro % d a. Segue

da cid che alle funzioni ®, ¥ si pud applicare il teorema dato dal Vorrerra,
mercé dimostrazione analoga a quella da lui datene che ciog:

« Se tra @, ¥ vi ¢ legame d’isogeneitd, tale legame sussiste anche tra
la derivata di @ rispetto a ¥ e W.» (v. I° definizione di moltiplicazione per
le operazioni I.)

. . do . R s .
Cid posto, considerata Zy come una funzione a s v'é luogo a ricer-
carne la derivata rispetto a W, che si dird « derivata seconda di @ rispetto

a W e si designerd col simbolo e cosl, procedendo si definiscono le

dwe
derivate di qualunque ordine di @ rispetto a W.

L’integrale (in questo caso rappresentante un’ operazione): f o zlf da

[¥ si consideri qui una funzione dei punti dello spazio e si suppongano per

dW d®

EJW’
indica I’operazione che s’ottiene applicando linversa di dE all’operazione ottenuta. ap-
plicando d W al quoziente dell’operazione d ® per Poperazione W. Un’inversione dell’or-
dine con cui si combinano le operazioni fattori recherebbe alterazioni nel risultato.

(*) Si ricordi che nel calecolo delle operazioni I un’espressione della forma,
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essa sodisfatte le condizioni poste dal Vorrerra (loc. cit.) a che una tale

funzione sia isogena colla funzione di linea @ ((1))] (i] segno di %:Z— & deter-
minato dalla direzione data alla normale) esteso alla superficie o, si potra rap-

presentare anche con J' ®d V¥ e si dira integrale definito di ® rispetto a W esteso

alla superficie o. Le proprieta fondamentali di quest’integrale, per le quali vale
la dimostrazione del prof. Vourerra datane per caso analogo sono:

1.° Quando ¢ sia una superficie chiusa & J(Dd\lf=0.

2.° Esso non dipende dalla forma della superficie o, bensi solo dalle due
L
curve L, L, che la limitano talché si pud designare col simbolo | @ d V.

L
3.° Supponendo L, variabile, L fissa V'integrale in parola diviene una

funzione di L, della natura di quelle qui definite, la cui derivata & la stessa
funzione ®. Per L, variabile, I'integrale in parola pud dirsi « integrale in-
definito di @ rispetto a W ». Cosl quando W sia la stessa X si ha un con-
cetto d’integrale si definito che indefinito d’'una funzione F'(X) dell’operazione
variabile X che non si poté dare nel precedente lavoro.

b) Le considerazioni che precedono s'estendono completamente al caso
in cui le funzioni ®, ¥ della linea variabile L siano, anziché simboli d’ope-
razioni funzionali, espressioni della forma F (X)) f(y.), ove i simboli che qui
figurano abbiano il significato loro dato per I'addietro e f(y,) renda sodisfatte
le condizioni dianzi impostele. Soltanto qui si avrd a trattare, in base anche
a gia svolte considerazioni (/°) mon piu di prodotti e quozienti simbolici, ma
di prodotti e quozienti nel senso ordinario della denominazione, all'infuori ben
inteso d’operazioni I della forma I, nelle quali figureranno variabili rappre-
sentate da simboli determinati in base alle convenzioni poste nel principio
del precedente lavoro. Infatti ove @ ((L)), ¥ (L)) abbiano l'accennata forma,
si designi eon ® ((L)) I’operazione che in @ ((L)) & applicata a f(y,), con
W ((L)) I’ operazione che & applicata a f(y,) in W ((L)). Allora si dird deri-
vata di ¢ rispetto a W il rapporto che s’ottiene applicando :

Cosn o - do cos
diy, 2 " d(z )

d o
ny—{—dw’ y)cosnz,
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la quale espressione rappresenta naturalmente un’operazione funz10nale, alla
funzione oggetto f(y,), divisa per la funzione per la quale:

dw 4w dv
mcosnw—]—d( )cos y—{—d(’ cosn 2,

moltiplica la funzione stessa. Naturalmente si prescinde sempre da opera-
zioni I nelle quali figurano due simboli y,-, 9., per le quali I'indice p ri-
sulta pienamente determinato dal grado (v. I°) che hanno ®, W rispetto all’o-
perazione variabile da cui dipendono » (*). Questa derivata si dird anche
« derivata di © rispetto a W relativamente alla funzione f(y,). Nel caso par-
ticolare in cui W ((L)) sia la stessa operazione X, ove sia X la determinazione
di X corrispondente alla determinazione della sua linea rappresentativa de-
signata con L, e sia:

Xfy) =19 )1(y.) = Yoy (Y1),

e sia in pari tempo, designata 'operazione I rappresentata da:

cosny—l— y)cosnz,

do
d(y, 2)
col simbolo Y, Y f(y,) =Ty, f(y:), essendo x(y.z) pure una funzione anali-

tica di y., si designerd y(y.) con d g4, (y,). Allora, in base alla data defini-
zione, sara :

dd
cosny + —— d(
’

do __@ (Acosnx—i—Bcosny+CCOSnz)f(y:)
d : de I d({)dc (’/;z)
ove si designi:
———dg con'A L con B —di con C
d(y, 2) ’ d (2, =) ’ d (2, y) ’

e si ponga mente che p & simbolo d’indice variabile da determinarsi in base
alle considerazioni svolte in (I°). Ora, mentre riguardo alle funzioni di L
rappresentate da operazioni non & possibile, in questo campo, dare un’ulte-
riore applicazione della teorica del prof. VorTERrA: ¢id invece ha luogo nel
caso, di cui ora c¢i occupiamo. Infatti & ovvio che:

Acosnzf(y,), Beosna f(y,), Ceosnzf(y,),

(*) Questa definizione coincide con quella data in (Z°) per la derivata dell’espressione
F(X) f(y,) rispetto a X,
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saranno funzioni analitiche d’una certa variabile complessa y,, il cui simbolo
noi sappiamo determinare: e che percid ciascuna d’esse variera in un certo
piano. Cosi :

);’E?%) =9,

sard del pari una funzione, tale che:

d X7 (y1) P X7 (y1) PRIACTY

DN flye) f (y2)
d(y, 2) d(z, x) d(z, o)

saranno funzioni analitiche di y, entro un certo campo e ciascuna d’esse, es-
sendo cosl una quantitd complessa, varierd in un certo piano. Siano pertanto
4., By, C, le parti reali e 4,, B;, C, i coefficienti delle parti imaginarie
rispettivamente di :

Acosnzf(y), Beosnzxf(y.), Ccosnzf(y),

e siano a,, b,, ¢, le parti reali, ., b;, ¢, 1 coefficienti delle parti imaginarie
rispettivamente di:
dxf(.m) PRYACD FRIAID)

f () £ (y3) flys)
Ay, ) Az d

Allora, prescindendo da operazioni della forma I, le quali, sempre sotto le
solite restrizioni sono permutabili sia a qualunque operazione I, sia ([°) a
qualunque delle operazioni generali dell’aritmetica, sara:

@‘ﬂ_(Ai—{—iAe)cosnx—[—(Bl-!—z'Bz)cosM/{—(Ct+i02)cosnz
ds " ds  (aFtaz)cosna -+ (b b)) cosny + (co +dc)cosnz

()

che & la forma sotto la quale il Vorrerra considerd le espressioni analoghe
relative alle funzioni da lui studiate. Ora diremo che « fra ®, W (oppure X)
esista per la determinazione considerata della curva rappresentatrice di X
legame d’isogeneitd relativamente alla funzione-oggetto f(y,) (*) » allorche i
due membri della (8) siano indipendenti dalla direzione di #, il che richiede
che sia:

Al ¢ 42 B +iB: Ci+ 4G

o+ iaz bitibs  atics

(%) Riguardo al concetto d’isogeneita v. Nota in fine della Memoria.
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Da queste relazioni, una volta che siano sodisfatte, il prof. Vorrerra ricavd
le altre:

A _““Bt'—OHZAL_—OCu Ci+“lgA1_“LtBi‘_“12Ai
? B Be fs

B . 122 Cl — 0(23 Bl . 0(23 Ai - “21 01 . 0-21 Bi - “22 Ai
? B Be Pa

C, — o3y Ay — s, B, %3 Ay — o, Ci %y By — xgy As
T i o B T B )

A __ 061332--— 227 Ce _ Oy 02—0!13A2 _ 2Py Cg —= Oy, B;
! ﬁi @2 [53

B %2 B — %2, Ce %y Cy — 25 A %2 A — %2, B:
' P1 B2 (s

C, — A2g By — 0.3, C. _ % Cy — L&2 A ) B, — *3, B: ,
! B [ Ba

ove 8l ponga:
a4+ b2 =ua,, b2-br=ay, -} c?=ay,
bics +bocy=op, =05, @ C F Q0 ==y, =octiy, @b+ by =0, —a,,
byey— by =By, €y @y — €y Ay = [, b, —a, b, = B;.
Dalle (9) poi si deducono le altre due relazioni:
@1A4+16231+‘3301=0, ﬁfBz‘l‘ﬁsz‘I"ﬁsCz:O- (9,)

Noi ricaviamo da queste, dalle precedenti e dalla (7) la seguente:

o de o de o do . d®
_3_( dx,y) Pdia w))_l_j("sdty, 5 td(n z/))+
Jx @1 a?/ B2

(10)

do dod
J (%‘ d(z, ©) "o (;l_(y,—z)) 0
_l- 32 Bs ! -
e non applicheremo piu oltre, su questo punto i risultati del prof. VorLrerra
il quale stabill in quali casi e sotto quali condizioni e in base a quali dati
si possano deierminare funzioni isogene ad altre, perch& ora non sarebbe pos-
sibile se non la determinazione di funzioni d’una linea nello spazio soltanto
dal punto di vista dell’analisi ordinaria, il che non ha particolare interesse
per il calcolo qui studiato, laddove per detto calcolo & fondamentale il pro-
Annali di Matematica, tomo XXVI. 42
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blema della determinazione, in base a date equazioni di funzioni nella forma
che esse assumono come funzioni d’operazioni I. Ed & cid appunto che sard
oggetto di ulteriori ricerche.

Quando sia soddisfatta per le funzioni ®, ¥ la condizione d’isogeneita
do d‘lf
ds " do
linea rappresentativa di X, relativamente alla funzione-oggetto f(y,) » e per
le funzioni ®, ¥ della natura di quelle ora esaminate si applicano tutte le
considerazioni dianzi ricordate per le derivate e gli integrali di funzioni d’una
linea nello spazio, rappresentate semplicemente da operazioni funzionali. Ri-
mane soltanto la solita avvertenza, trattarsi in tal caso di prodotti e quo-
zienti propriamente detti, anziché di prodotti e quozienti simbolici. Natural-

> 8i dird « derivata di @ rispetto a ¥ per la determinazione L della

mente quanto precede vale anche se W anzich® essere semplicemente 1’ope-
razione variabile X, sia una funzione di quesia. Si esamind quel caso
particolare unicamente perche & quello che ha maggiore interesse per il
calcolo qui studiato.

4. Espressioni analoghe ai parametri differenziali. Riserbandomi di
ritornare pitt innanzi sulle relazioni qui riportate, dard ora un cenno delle
espressioni analoghe ai parametri differenziali studiate dal prof. Vorrerra che
stabill in proposito relazioni che si applicano alle funzioni da noi considerate
della forma @ ((L)) che rappresentino perd quantitda vere e proprie. Conside-
ransi pertanto due funzioni siffatte reali di L che designeremo rispettivamente
con @, ((L)), ®,((L)), e si supponga che esse verifichino le condizioni:

Ao (L) , , a0 (L) | , Ao (L)
T TEaE Y TG )
)

d @ (L) das (L) _
d(y, 2) d (x, y)

ove designino f,, B, f; per una terza funzione qualunque ¥ (L)) di L

(che sia perd essa pure una quantitd) le espressioni analoghe a quelle rap-

presentate cogli stessi simboli per la funzione 1i pure designata con W ((L)).
Ricorrendo alle posizioni :

B =0

d ¢ (L)

p D)y g, 1By g,

do (L) _ do (L) _ p _d®

a(y, 2) H d(z ) v d(x yj ) (11)
de: (L) _ do: (L)) _ p _de

Ty 0 A T dm oy

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



da un integrale definito considerata come elemento d’un calcolo. 327

si dimostra (v. VoLTErRRa, loc. cit.) che &:
1| B: C»
.Hr) s =
1 P P l B, C |

o dd, dd: d®, dd2 4 o, dd: )__ ” dd, dbe

—_ e d(z, v d(=, ?/) dz, y) d(z, ®)  diz, 2) dlz, y) * diz, ) diz, x) _
(.2

” dd, dds . ( ddy dds + ddy doq \) + « ddy dds
- By, 2) dy, 2) \d(z, y) d(z, ) ' d 2, x)dz, v) Mde 7)) dz, z)
— x

o dd, ddq . ( dob,y dds aAd; do: )+a ddy dd:

. E d(z, z) d(z, x) 2\d(z, z) d(y, 2) ' d(y, 2) d(z, @) g Y, 2) dly, 2)
— o —
x dby,  dd’e . ( dd,  do’s AL do’s o dey do’s

" 4w, y) dz, y) ‘\d(w, y) dle, ») ' dz, ) d(z, 2/)) " diz, x) d(z, 2)
— o —

ece., ecc. (v. formole analoghe) ove ®',, @', siano altre due funzioni reali
della linea L, e 4',, B,, C',, A'., B,, C'; abbiano rispettivamente per
', @, lo stesso significato che hanno A,, B,, C,, 4., B, C, per ?,, ®,.
Di piu, posto ®, =@, si ha:

0., — L B: C:| 1 Cs A _ 1 A2 B .
& {1 Ce | 8| G2 A Ps| 42 B: |
(G —e B+ (b O — 2 BL)-2 _
S o —

ecc., ecc. (altre b espressioni analoghe), ove a,, b,, ¢, @,, b, ¢,, ecc.,
abbiano significato analogo a quello che loro fu dato nel paragrafo pre-
cedente.

Ora il prof. Vorrerra dimostrd che H, ©, essendo:

H=— #1@2 4810&2314 Az+6zdslBB+‘Bsa‘200 = ecc.,

sotto le condizioni poste non mutano per un cambiamento di variabili. Anche
qui naturalmente per le funzioni d’operazioni I definite dai simboli usati si
deve prescindere da operazioni I. Cosi sulle espressioni analoghe ai parametri
differenziali ci si limiterd, per ora, a questo breve cenmno, per le ragioni gid
esposte.
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Sarebbe ovvia ’estensione dei risultati precedenti alle funzioni di pih
operazioni I variabili, qualora si introducesse il concetto di spazi indipen-
denti coesistenti, compresi in un iperspazio, in ciascuno dei quali variasse
una delle operazioni I variabili, riguardandosi le sue diverse determinazioni
come rappresentate da altrettanti punti dello spazio, nel modo dianzi indicato.
Cosi una funzione di » (r numero qualunque >>2) operazioni I variabili di-
penderebbe da r curve, piane variabili situate ognuna in uno dei diversi
spazi considerati, aventi la proprieta d’essere ciascuna la curva imagine d’una
delle operazioni variabili, di quella ciog, le cui determinazioni si trovano ri-
ferite ai punti dello spazio in cui trovasi la curva stessa. Sarad facile quindi
dare 1 concetti d’isogenitd con ciascuna delle operazioni da cui dipende, sia
se trattisi d’un’operazione, sia se trattisi d’una quantitd propriamente detta,
per una funzione qualsiasi delle » curve variabili considerate e dare quindi i
concetti di derivate parziali pure e miste d'una di queste funzioni rispetto a
ciascuna delle operazioni I variabili che in essa figurano, dando ogni volta
determinazioni fisse a ciascuna di » — | di queste operazioni (ossia alle loro
rispettive curve imagini) si da considerare la funzione come dipendente da
una sola fra esse. Cosl le si possono applicare tutte le considerazioni svolte
dianzi per le funzioni dipendenti da una sola curva variabile. Nello stesso
modo si giunge al concetto d’integrale multiplo della funzione considerata,
rispetto alle varie operazioni I da cui dipende. In generale sulle derivate
parziali miste di funzioni dipendenti da pilt operazioni I variabili non si pud
stabilire l'invertibilitd dell’ordine, con cui si eseguiscono le derivazioni, allor-
che si tratti di funzioni rappresentanti pure operazioni ché le operazioni I
non sono fra di loro permutabili. Per tali funzioni I’invertibilita dell’ ordine
delle derivazioni sussiste solo quando alle operazioni variabili si diano in-
cremento costante (1°). All'incontro & facile stabilire questo quando si tratti
d’ espressioni della forma W (X, ...X,)f(y,) designando ¥ (X,... X,) una
funzione delle » operazioni I variabili: X,...X,, poiché, allora come s'¢
visto, la derivazione si eseguisce, a prescindere da operazioni I della forma I le
quali sono sempre permutabili a qualsiasi altra operazione I, mediante le ope-
razioni fondamentali dell’aritmetica, e per le quali vale la legge commutativa.
Cosi, pongansi ad es.:

d\lr(Xi...Xr)=A dw(Xi...Xr)_:B d';f(Xl...Xr):___C
d(ys, 21) ' d (21, 1) t d (@1, y1) H

d‘If(Xi...Xr)=A d‘If(Xi...Xr)__B d‘l"(Xi...Xr)__
d(yz, 2) 2 d(ze, @) 7 d(@e, y2) )
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e.
Xif (y) PR.OACD), X f (yy)
FGr) _ AV d(y2)
d(y1, 21) ' d(z, ) d (s, ) Y
PROACD) PR.IACD) Xef(yn)
fye) fly) ) _,
d(yz, 22) 2 d(z:, 22) O d(z2, y2) )

ove si designino con Zi, Y., 2, ¥;, Y, 2, le coordinate rispettivamente nei
due spazi in cui variano le linee rappresentative delle operazioni variabili,
con X,...X, una determinazione generica dell’insieme di dette operazioni.
S’avra allora in base alle definizioni date, nell’ipotesi che la funzione
¥ (X....X,)f(y,) abbia relativamente a f(y,) legame d’isogeneitd con cia-
scuna delle X,...X,: e designata brevemente ¥ (X,...X,)f(y,) col sim-
bolo ¥ :

8@ Ai__ Bl_ C, ow A B: C:

——— = 5 == —~—
0 Xi a1 by Cy

aX2=a?=be Ce

Indi, posto poiché: 4,, B, Ci, 4,, B;, C, dipenderanno ancora da X ... X,:

dd _ B _p e _g
D d(y2, 22) I d(y2, 22) e
d A y _dBi_ pu a0 _

d (22, x2)=A ) d(22,302)—B ) d (22, x2) Ces
d 111 . 127 dBi _ B,/: d Cl —_ O 1
d(2z, ¥2) =47 d(x27 y2) 7 d (xz, 92) "
dA2 1 dB? — d 02 : 0,
d(y, 21)=A?” dys, Zi) o d(yh 21) o
d_A;z 17 d BZ — 7 d 02 — C;

d (21, .211)=A " ACHEN B, d (21, x1) B
d A2 o d B: . B/// d C» _ G‘r/
T4 A T A, M

sara: , , ,
A’lg == A”?U B,m =B 21 C 10 = C 219
.A.le = A”?i ) B,/lz = BII% ) C”lz == CH?H (1 2)

111 '
A"y = A"y, B ,= B, C"y = ¢ r
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Infatti nel calcolare le derivate parziali miste di W rispetto a ciascune delle
Tyy Yiy Ziyee. Ty Yy 2 si pud invertire I'ordine delle derivazioni e per pas-
sare da {, ad 4"\, o da 4, ad 4';,, ecc., ecc., si devono considerare i pro-
dotti delle stesse derivate parziali miste per le lunghezze di spostamenti dati
ai punti delle determinazioni delle curve rappresentative rispettivamente di
X,, Xi, 1 quali sono gli stessi per 4'y, e A';, per B, e B',, ecc., ecc.
Dalle (12) risulta quindi 'uguaglianza che s’affermd sussistere :
0w 0*

091092 020 i

e le altre analoghe della forma:
A
00idon O9kd i

(¢, k=1...7) posto brevemente j—ii—’:;j—i)= oy G=1...7).

E quanto precede continua a sussistere anche se al posto delle X;f(y,)
si mettessero espressioni della forma Z(X,...X,)f(y.). Ci siamo ristretti a
quel caso perchd & quello che presenta particolare interesse per lo studio
qui fatto.

2.°

1. Definizione di campo e di sfera di¢ convergenza per una serie di
potenze d’un’operazione I variabile. Considerisi I'operazione rappresentata da
una serie di potenze d’un’operazione I variabile X (19), i cui coefficienti siano
funzioni analitiche della variabile da cui in base alla convenzione posta (I°)
dipenda nell’operazione considerata la funzione risultato, applicata a una certa

funzione oggetto f(y,). Siayj\jok, X" quest’operazione, si che sia:yz‘l kX2 f(y)
v=0 v=0

la funzione risultato che con essa s’ottiene da f(y,). Introdotta la rappresen-

tazione delle singole determinazioni di X mediante punti dello spazio ordi-

nario, ne conseguird che ad ogni punto corrisponderd una certa determina-
y=0c

zione della funzione Y k, X* f(y)), la quale nel modo visto nel cap. prece-

v=0
dente dipenderd da una certa curva piana variabile nello spazio. La potremo
percid designare, detta L questa curva variabile col simbolo ® ((L)). Nel pre-
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cedente lavoro furono dati i criterii fondamentali per stabilire la convergenza

della serie ¥ k, X relativamente a f(y,), per stabilire cioz per quali deter-
Y=y

minazioni di X l'espressione ® ((L)) ossia ¥, &, X" f(y,) sia una serie con-
=0

vergente. Cosl, per quelle determinazioni di X, per le quali detta serie sia
convergente assolutamente, e lo siano anche i suoi singoli termini sviluppati
in serie di potenze, essa sard atta a rappresentare una funzione analitica
della variabile da cui dipende. Si disse anche « campo di convergenza della

Y=00
serie ¥ k, X” relativamente a f(y,)» o anche pill semplicemente « campo

y=0 oo
di convergenza della serie ¥, k, X*f(y,) » il campo costituito dall’ insieme
v=0
delle determinazioni di X, per le quali quell’ espressione ci rappresenta una
serie convergente nei termini contenenti le singole potenze di X. Diamo ora,
in base alle considerazioni ora svolte sulla rappresentabilitd delle operazioni 7,
mediante punti dello spazio, un’interpretazione geometrica a questi concetti.
Diremo cioé che:

=00

« La serie di potenze di X, ¥ k&, X” ammette una regione (o campo) di
=0

convergenza nello spazio relativamente a f(y,) o pill semplicemente, che la
=00

seric. X k, X”f(y,) ammette una regione (o campo) di convergenza nello
v=0 ,

spazio, se esiste una regione dello spazio tale che per tutte le determinazioni

di X corrispondenti ai punti compresi in esso, essa sia una serie convergente. »

Nello stesso modo si potra definire il campo di convergenza assoluta di

;\] k, X” relativamente a f(y,).
v=0

Considerisi ora il campo di convergenza d’'una certa serie ¥ k&, X* f(y,)
y—0

che comprenda il punto tale che la determinazione di X ad esso corrispon-
dente sia nulla in via assoluta (corrispondente ad es. alla determinazione di X,
a cui compete per funzione caratteristica una funzione che sia regolare entro
una certa regione, rispetto alla variabile d’integrazione, e per linea d’inte-
grazione una linea chiusa compresa per intero in detta regione. Allora la
proprietd che essa sia nulla (I°) in via assoluta & subordinata alla restrizione
posta nel cap. precedente che cioe le funzioni oggetto a cui si applichi que-
st’operazione siano da scegliersi solo fra quelle, che sono regolari entro la
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regione in cui lo & la funzione caratteristica. Cid posto «la sfera di raggio
Y=

massimo, compresa per intero nel campo di convergenza di Y, &, X f(y)), ¢
v=0

avente il centro mnell’accennato punto a cui corrisponde la determinazione
nulla di X » si dird, con un’ovvia estensione del concetto di cerchio di con-
vergenza d’una serie di potenze dato dall’ordinaria teoria delle funzioni.
=00
« Sfera di convergenza della serie ¥, &, X* relativamente alla funzione
v=0

f(y)» o anche, piu semplicemente « sfera di convergenza della serie
V:Z(iok,. X" f(y). » E analogamente si potrd dare il concetto di sfera di con-
v=0

vergenza assoluta.

Il raggio di questa sfera si dira, dando cosi un’estensione del concetto
di raggio di convergenza dato dall’ordinaria teoria delle funzioni:

« Raggio di convergenza della serie 2 k, X relativamente alla funzione

=0
f(y)» o anche pil semplicemente « raggio di convergenza della serie
X kX f(y) .
Dette ., y,, 2, le tre coordinate del centro di questa sfera riferito, al
solito, ad un sistema di tre assi ortogonali, z, ¥, 2 le coordinate d’'un punto
generico della superficie della sfera, R il raggio della sfera stessa sara:

R = (x—2)+(y— f’/a)z + (2 —2),
e introducendo la rappresentazione mediante vettori, verrd :
R:il (CC—SC,)—FZ.Q(?/—y.) +7:'3(z —z,),

designando ¢, 'unitd diretta nel senso dell’asse x, 4, quella diretta nel senso
dell’asse y, % quella diretta nel senso dell’asse z.

V=00

T2 ovvio che le determinazioni di ¥ k, X” f(y,) corrispondente alle singole

v=0
determinazioni di-X comprese nel campo di convergenza, non avranno tutte,
riguardate come funzioni analitiche della variabile da cui dipendono, lo stesso
campo di convergenza, inteso ¢id nel senso che s'attribuisce a questa denomi-
nazione nell’ordinaria teoria delle funzioni. Infatti & naturale che, in generale
le curve piane dello spazio, rappresentanti ciascuna l'insieme dei valori d’una
data determinazione di X in corrispondenza ad un certo insieme di valori
della variabile, da cui in X dipende la funzione risultato, comprese nel campo
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di convergenza di E“ ky, X¥ f(y,), daranno per la determinazione di X che da
v=0

ciascuna di esse & rappresentata, l'insieme di determinazioni corrispondente a
un insieme, diverso da una all’altra variabile. Cid del resto risponde al fatto
che per le diverse espressioni che s’ottengono quando si passi dall’una al-
I'altra delle curve rappresentatrici di determinazioni di X non si avrd uno
stesso campo di valori della variabile da cui dipendono, nel quale esse siano
atte a rappresentare funzioni analitiche, allorche si vogliano soddisfatte anche
le condizioni affinche cid sia.

2. Sviluppo analogo a quello di Mac LauvriN. Estensione dei concetti
di funzione analitica e di altri che ne derivano alle funzioni d'operazioni I.
La portata dei concetti di campo, di sfera e di raggio di convergenza sara
messa meglio in luce dalle considerazioni seguenti, riguardanti 1 estensione
della formola di Mac Lauriv e del concetto di continuazione analitica alle
funzioni d’operazioni I. Nel precedente lavoro adunque fu accennato, come
detto & un fattore costante, e indicata brevemente una serie di potenze di X
col simbolo £ (X), si poteva, quando fossero soddisfatte le condizioni di con-
vergenza per le serie che venivano prese in considerazione, rappresentare la
serie data da F (X + 1x) mediante lo sviluppo:

If(X+'k)—F(X)+IkF/(X)+|2 F'(X)+-- o FO(X) -

l_

designando X una’ determinazione generica dell’operazione variabile conside-
rata, F® (X), (h=1, 2...) la derivata d’ordine % di F'(X) rispetto ad X,
definnita nel modo cola indicato. Cosl, mantenendo al simbolo f(y,) il solito
significato si stabill I'altra formola:

FX+1Wfy)=FX)f{y)+ 2
dFE(X)f(y) | 1*e d® F(X)f(p)
LU0y [ EEO |

ove k designi quello che si disse: « incremento subito da X rispetto a f(y,)
quando da X si passi a una cert’altra operazione X - X », cioé la quan-

s (13)

tith costante di cui s’accresce )fch;y;_), allorché a X si dia appunto un in-
L
cremento tale che );)(‘_?51/)1) aumenti d’un fattore costante. Premesso questo
2

nel calcolare la derivata rispetto a X di un’espressione quale F (X)f(y,)
tiguardata come funzione della linea rappresentativa di X, s'osservi che av-

Annali di Matematica, tomo XXVI. 43
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venga che (v. cap. 1.°) I'espressione cola designata con d ¢g,(y,) si riduca
ad un fattore costante. Cid avviene, ad es., quando la derivata dell’ opera-
zione rappresentata dalla derivata rispetto alla superficie ¢ di X che cola
(II, 1.°) fu designata con W ((L)) sia rispetto a f(y.) (I°) equivalente ad
un’operazione la cui funzione caratteristica abbia un polo di primo ordine pel
punto y, =y, e ammetta poi uno sviluppo in serie di potenze negative d’or-
dine superiore al primo di y, — y., e abbia per linea d’integrazione una linea
chiusa contenente il punto y, =y, e nessun altro punto singolare n& della fun-
zione caratteristica, né della funzione oggetto. Allora la definizione di derivata
d’un’ espressione come I"(X) f(y,) rispetto a X, riguardate come funzioni
della curva rappresentativa di X, quando fra esse vi sia legame d’isogeneita
coincide colla definizione di derivata di F'(X)f(y,) rispetto a X data nel
precedente Javoro, perché essa non & che il limite del rapporto delle varia-
zioni di F'(X) f(y)), Xf{;:/)” corrispondenti ad una certa variazione della curva
rappresentativa di X. Naturalmente si parla sempre, nel caleolare derivate,
d'una certa determinazione generica dell’ operazione variabile che si prende
a considerare. Cid premesso, nello sviluppo (13), a Iy si sostituisca la diffe-
renza simbolica X — I, inoltre a X si sostituisca I, con che a X4 Iz
si viene a sostituire X. Cid posto, si osservi che in base a convenzioni
poste (I9) i coefficienti dello sviluppo di F'(X) in serie di potenze di X sono
funzioni analitiche delle variabili da cui, giusta altre convenzioni poste di-
pende la funzione risultato in F (X), e sono quindi indipendenti dalla varia-
bile d'integrazione nelle singole potenze di X che figurano in F (X). Ne viene
che detto %, uno qualunque di questi coefficienti sara per qualunque deter-
minazione di X:

Xk f(y) =k Xmf(y), (m=1,2..).

Da queste considerazioni segue che per una determinazione generica di X
compresa nel campo, nel quale sono convergenti le diverse serie che si pren-
dono a considerare, F'(X) f(y,) si potra rappresentare mediante uno sviluppo
della forma :

FX)=F()fy)+E—WF ("fy)+

+gﬁf’ﬂ”('k)f(%)ﬁt“'

(13)

ove il simbolo (X — 14y (v=1, 2...) designi la potenza »esime (nel senso
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dato a questa denominazione nel lavoro precedente) dell’operazione X — I (*).
Questa formola presenta analogia perfetta colla formola del Mac Lauriy ap-
plicata allo sviluppo in serie di potenze d’un binomio di certe funzioni. Ora,
mantenendo per la funzione F'(X)f(y,), quando X si riguardi concatenata
ad una curva variabile nello spazio, la designazione ® ((L)), F' (') f(y.) sara
appunto la determinazione assunta da ® ((L)) nel punto dello spazio a cui
X1y
7 (y2)
lendo di designare con ® ((L, £)) la determinazione di ® ((L)) specificata per
un dato punto ¢ dello spazio, detto appunto £ il punte che corrisponde all’ac-
cennata operazione X, si potrd alla (13') sostituire Valtro sviluppo :

PUL) =2 (L, )+ [¥(L)—Y L, O] (L, )+

4 (¥ ((L) —lg‘p (L, )] " (L, )+ -

corrisponde una determinazione X di X tale che

= k. Pereid, stabi-

(14)

Designi W ((L)) una determinazione generica di X riguardata come dipen-
dente dalla linea variabile L, W ((L, ¢) la determinazione di X corrispon-
dente al punto ¢ nello spazio, la quale, come s’ & detto, & precisamente Iy
[ric. quanto si disse a questo proposito in (I°)]. Ora diremo che « nell'in-
torno d’un punto ¢ dello spazio la funzione ® ((L)) ammette lo sviluppo (14)
che diremo brevemente sviluppo di Mac Lavrin generalizzato, in serie di po-
tenze del binomio simbolico W (L)) — ¥ (L, ?)) quando siano soddisfatte le
condizioni seguenti » :

a) La determinazione di X corrispondente a ¢ sia un’operazione della
forma Ty.

b) Vi sia una certa regione comprendente ¢, tale che per tutte le de-
terminazioni della linea /. che cadono in esse sia possibile lo sviluppo (14)
in serie di potenze di W ((L))—W¥ (L, ?)).

Vediamo ora, come si stabilisca la condizione di validitd per lo sviluppo
in parola. Si designi brevemente ¥ ((L))— ¥ ((L, #)) col simbolo D.

81 consideri pertanto una determinazione X dell’ operazione variabile in
D=1 (ys)
D7 (o)
certa quantita determinata /, per tutti i punti compresi in una certa regione

" esame, tale che X* & per v==oc abbia per limite superiore una
-

(*) Per lo sviluppo di (X —Ix)” secondo le potenze di v; v. quanto fu esposto
in (Z9), § 3.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



336 Viterbi: Sull’operazione funzionale rappresentata

del piano della variabile da cui dipende quella funzione. In altri termini, nel
X ED™fy)
regione, tale che per tutti i punti di essa, ecc., ecc. E questa sard la re-

gione da prendersi in considerazione. Di pit dicasi 9 il limite a cui tende

v ‘ . . 3 . . .
m al tendere di » all’infinito, limite che sard una certa funzione della
L X7 (1)

variabile da cui dipende X*+!f(y,). Si ha:

piano della variabile da cui dipende si supponga che esista una

X2 fly)
YHDF(y)  Xef(y) — X+ Tef(y) X+ £ () X f(y) (%)
XDf(y)  XHf) =Xl X ) i XF)
X f ()
e il limite di quest’espressione al tendere di » a oo & manifestamente 9. Svi-
X+t D f (1)

luppando numeratore e denominatore in e determinando il li-

X Duf(ys)
mite, al tendere di v a oo di ogni singolo termine analogo corrispondente a
m—1, m — 2, ecc., si scorge che pure quell’espressione ha per limite ¢ al
tendere di v a oo, perche eid si verificd per m =1, dal che si deduce age-
volmente che si verifica per m = 2, mediante scomposizione di:

X D fly) o X (X—=T) D7 (y)
X’ ‘D?f(fji) X (X — 1x) Df(f/i)

» €CC., €ce.
Ora:

XDnf(y) _ K+t Dm=tf(y) X kDr-tf(y0)
XDm=tf(y) XD f(yy X Driflyy

da cui in base alle posizioni precedenti:

tim X D200 g

SN O Ty ek e

=0
Se ora consideriamo la serie N k, X* f{y,) ove abbiano 1 coefficienti %, 1} si-
el {
f=1]

gnificato loro attribuito dianzi se & X una determinazione di X che renda quella

*

% o . . X7 (y) . . .
(*) Quando si parla di rapporti della forma X si sottintende, in base alle
1
solite convenzioni portata la variabile da cui dipendono i due termini del rapporto allo

stesso simbolo ommettendosi cosi di scrivere le operazioni | che vanno in tal guisa sot-
tintese.
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serie convergente assolutamente ed in ugual grado, si potra (I¢) trovare un nu-

mero ¢ tale che da un certo valore dell’indice v in avantisia: |k, ] < y—c— .
X f(y0)
. " . .. . Xy‘f"f(?/ﬁ
se di pit X si sottopone alla condizione che sia: ST >0, >1 da un
71

certo valore dell'indice v in avanti, che si potrd, come faremo noi, supporre
=0, si avra evidentemente :

I by | < (15)

f(j)li

quando si stabilisca che il limite superiore di o sia sempre inferiore a 1. Di
pit si dicano l,, 0, rispettivamente un numero ed una funzione della varia-

bile da cui dipende Vf)jo ky, X” f(y.) tali che il limite superiore di X% (s’'intende
=0

sempre nella regione considerata del piano della variabile da cui dipende
X+t £ ()
X7 ()

valori della variabile da cui dipende, che vengono presi in considerazione <

del limite superiore di 9,. Cosi la quantitd /, e la funzione 9, ¢ chiaro che

si potranno sempre trovare. (Si fissi quindi & in mode che I3 sodisfi pure a

questa condizione al pari di X.) Si avrd poi in base alle posizioni gia fatte:
1< <D <0,

designando rispettivamente 0, 0, i limiti superiori di 9, §.. Cid posto, pren-

quella funzione) sia < 1,, e abbia il limite superiore nell’insieme dei

Y=00 H=0oo

dasi in esame la serie Y 24 {k,10,"-" b,. In questa i coefficienti designati col
V:U p=0

simbolo D,*-" sono i coefficienti dello sviluppo binomiale simbolico studiato nel
calcolo che qui si considera, quali furono determinati nel precedente lavoro,
ove a X-[- I si sostituisca X stesso, a 'x il binomijo simbolico X — !x, e quindi

a X si sostituisca Iz, moltiplicati per (;), e i termini b®) sono cid che diviene

RSAUD)
K= £ (y0)

chiaramente Dg’-"<(r)D(83—l)”-" relativamente a f(y,) e b0V <P, ove

3 quando a X si sostituisca Ip. Ora dalle precedenti posizioni risulta

sia D, una certa quantita < 0,. Verra allora in base alla (15):

7; Zb(")|k|0”’”<cl) 3‘ 33(), posto ¢ = ——

y=0 u= (J 02’ f(f/l), (16)

(¥) Relativamente a f(y,) e per tutti i punti d’una certa regione del piano della va-
riabile indipendeénte, ben s’intende.
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donde segue la convergenza del primo membro della (16), essendo evidente-

mente una serie convergente il secondo per essere 0:<0.. E questa conver-
genza si verificherd anche quando a | &, si sostituisca nel relativo termine, Z,.
Cosl la serie che in tal guisa si viene a considerare, converge assolutamente;
se ne possono percid ordinare i termini come si vuole, e si pud per conse-
guenza dare ad cssi un ordine tale che lo sviluppo considerato assuma la
forma (14). (Si noti che per comodith di serittura, ai simboli W ((L),
Y ((L, ¢)) che figuravano nello sviluppo (14) si sostituirono le determinazioni
corrispondenti dell'operazione [ rappresentata dalla linea L) (*). Ora si con-
sideri ancora il campo di convergenza di ciascuno dei due sviluppi:

‘ v

1_.

i quali rappresentano formalmente una stessa funzione di X e ammettono,
come s’¢ detto, un campo comune di convergenza nel quale le due funzioni
rappresentate da quei due sviluppi coincidono. Dicasi brevemente = ((L)) la
funzione della linea I rappresentata dal primo di questi sviluppi, P ((L)) la
funzione rappresentata dal secondo: pud darsi che nel campo comune di
convergenza che esse hanno vi sia oltre ¢ un altro punto # dello spazio in
un certo intorno del quale la funzione E((L)) ammette uno sviluppo secondo
la formola di Mac Lavriy generalizzata della forma P’ ((L)), il quale cosi
procedera secondo le potenze di | ¥ (L)) — W ((L, ¢))|. Ora potrd darsi che
questo secondo sviluppo, il quale sard sempre possibile per tutte le determi-
nazioni di ¥ ((L)) (ossia di X) corrispondenti a linee cadenti per intero mnel-
'accennato campo comune di convergenza di E((L)), P'((L)) campo che de-
signeremo brevemente con K, sia possibile, cioe dia luogo ad una serie
convergente anche per determinazioni di ‘" ((L)) relative a linee situate entro
una regione dello spazio non per intero compresa in K. Dicasi K, la nuova
regione dello spazio in cui mentre non converge P ((L)) converge lo sviluppo:

Py =g =8 0y 1, 1y,

Iu
sempre designando con L una determinazione generica della linea rappre-
(*) Il metodo seguito in questa dimostrazione & quello stesso con cui il prof. Pix-
caErLE dimostrd un teorema analogo nella teoria delle forme lineari alle differenze finite.

V. Pincuerie, L'Algebra delle forme lneari alle diffeienze finite. Memorie dell’Ace. delle
Scienze dell’Ist. di Bologna, serie 5.2, vol. V.
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»-

sentativa di X compresa perd per intero nella regione dello spazio in cui
sono validi gli sviluppi in serie di potenze (simboliche) che vengono presi in
considerazione. Allora si dira che lo sviluppo P'((L)) da la « continuazione
analitica della funzione = ((L)) nella regione K, ». Ed & chiaro che P ((L)),
P’ ((L)) coincidono per le determinazioni di I comprese entro K. Nello
stesso modo se entro K, v'& un punto ¢’ in un intorno del quale = ((1)) am-
metta, mantenendo ai simboli che si usano, sempre lo stesso significato,
uno sviluppo P ((L)) della forma (14) in serie di potenze simboliche di
L)y —YY (L, t")} il quale sia valido anche per determinazioni di I.
comprese in una regione I, dello spazio estcrno a K,, esso dard «la con-
tinuazione analitica di Z((L)) entro K, ». E cosl di seguito potrd darsi che
della funzione E((L)) sia possibile dare la continuazione analitica in tuito lo
spazio. Riferendoci alle considerazioni precedentemente esposte sulla sfera di
convergenza dello sviluppo in serie di potenze simboliche di Z( L)) & chiaro
che se K, ¢ limitrofo a K il che perd, & facile scorgere che non avverrd
sempre, P' ((L)) ammettera una sfera di convergenza di centro t”, la quale
taglierd in una certa regione la sfera di convergenza dello sviluppo P ((L))
(la quale, in virth di cose gia dette ha il centro in £), e verrd a compren-
dere una regione dello spazio esterno a questa sfera stessa.

Ora con un’ovvia estensione dei concetti dati dal WEeiersTrAsS nella teoria
delle funzioni diremo una funzione ®((L)) la quale in certe regioni dello
spazio ammetta sviluppi in serie di potenze di X o d’un binomio della forma
V(L) —Y (L, t)), inteso che ¥ ((L)) sia la stessa X:

Funzione analitica (*) di X, definita nelle accennate regioni, relativa-
mente a una certa funzione f(y,). Gli sviluppi poi della forma P ((L)), P ((L.)),
P ((L)), ecc., che rappresentano nelle regioni in cui rispettivamente sono
validi, una data funzione analitica di X si diranno, sempre riferendosi alla
definizione data dal WeiersTrass, « elementi della funzione analitica stessa ».

Chiuderd lo studio di quest’argomento, indicando lo sviluppo in serie di
potenze dell’'operazione variabile X dell’espressione D-!, ove con questo sim-
holo si designi I'inversa dell’ operazione della forma D = X — Ix, che si
considerd dianzi. Ci varremo in questo dal metodo dei coefficienti indetermi-
nati, a cul si accennd nel prec. lavoro.

(*) S’avverta che non prenderemo per ora, in considerazione, che funzioni uniformi
d’un’operazione I cioé tali che al ogni d:terminazione dell’operazione variabile non ne
corrisponda pitt d’una della funzione.
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Pongasi pertanto:
=00
P o'
Dt= ¥ kX,
=0
essendo appunto %, k, ... coefficienti da determinarsi. Posto D-* D =1 (ugua-
glianza simbolica) si avranno le seguenti uguaglianze simboliche :

Z‘OX—]—]{,',X2...-—]k(ko—{-]c‘X-}_...)::l’
da cui:

— k=1, kg— Tk, =0...5X> =Tk, X" (v=2,3...)

donde le uguaglianze effettive :

2m', k’__Qm' 2w

]{'0=— k __m..- V+’=m"'

taleche i coefficienti #, risultano delle quantitdh esprimibili mediante potenze
-di & e del fattore 2x4. Con X si designd al solito una determinazione ge-
nerica d'un’operazione I variabile qualunque. Perd s’avverta che un caleolo
di questa natura & possibile soltanto, quando % sia indipendente dalla varia-
bile d’'integrazione nelle singole potenze di X e risultano quindi della stessa
natura i coefficienti da determinarsi. In caso contrario si incontra la solita
difficoltdh che cioé 1’applicazione dell’ operazione I non & permutabile colla
moltiplicazione per una funzione che dipenda dalla variabile d’integrazionc
dell’ operazione che si considera. Lo sviluppo in serie d’espressioni anche
ben pilt complicate di quella considerata, quando sia sodisfatta 1’accennata
restrizione si eseguisce pure mediante calcoli materiali, analoghi a quelli che
si fanno nel caleolo ordinario per l'applicazione alla determinazione di seric
di potenze del metodo dei coefficienti indeterminati. Naturalmente la deter-
minazione dell’operazione variabile che prendesi a considerare per fare uno
sviluppo quale quello ora accennato deve, affinche lo sviluppo sia valido, ap-
partenere al campo di convergenza della serie di potenze di X che ne risulta,
relativamente alla funzione oggetto sulla quale si opera.

I’estensione di quanto precede alle espressioni contenenti serie di potenze
di pitt operazioni I variabili, le quali gia furono prese in considerazione (I°)
richiede che si imaginino pit spazi coesistenti e indipendenti 'uno dall’altro,
in numero = a quello delle operazioni variabili che si considerano, onde ri-
guardare le determinazioni di ciascuna di queste come rappresentate dai sin-
goli punti d’un dato spazio. Indi si avra in ciascuno spazio un campo e una
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sfera di convergenza relativamente all’operazione che gli corrisponde. I eri-
7,=00...1%,==00

. . . 1
terii di convergenza d’un’espressione della forma X k. X . X0 4 (y)

7,=0..,1 ,=0
essendo X, ...X, simboli d’altrettante operazioni I variabili furono gia
esposti (I°). Cosl lo studio d’espressioni quale quella ora accennata non pre-
senta alcuna differenza dello studio delle espressioni contenenti serie di po-
tenze d’una sola operazione I variabile. Una funzione rappresentata da un’e-

spressione della formai}i: ky X” f(y,) ammette per un certo campo di deter-

minazione di X derivata, ché la convergenza della serie che rappresenta
questa derivata, nel senso, in cui fu gia definita (I°), nel campo, in cui con-
verge la serie primitiva si dimostra facilmente. Questa & una nuova proprieta
d’una funzione analitica dell’ operazione variabile X. Ed & chiaro cosi che
quando la variazione che si da alla considerata determinazione di X per
calcolare la derivata dell’espressione considerata sia, relativamente a f(y,)
equivalente a Iy, qualunque sia la direzione della normale alla superficie ¢
relativa al punto rappresentativo dell’accennata determinazione di X, come

Y==0Q
questa superficie fu definita nel cap. 1.° ¥ %, X* sard funzione isogena ri-

v=0
spetto a X relativamente a f(y,). Taleché possiamo enunciare il seguente ri-
sultato :
« Una funzione analitica d’una data operazione variabile X (rappresen-
tata da una linea nello spazio) relativamente a una certa funzione og-
getto f(y,) & legata da legame d’isogeneitd colla funzione della linea rappre-

sentativa di X, X_f}(’_y(yTx)_ (ossia & legata da detto legame con X, relativamente
1

a f(y,) Voperazione funzionale che figura nell’espressione considerata) in quella
regione dello spazio, in cui si verifichi la condizione accennata. »

Nota 1.2 Sul metodo dei coefficienti indeterminati s’osservi che quando,
mediante esso si possa affermare l'identitd di due serie di potenze dell’ ope-
razione X relativamente a una funzione oggetto qualsiasi, ne segue anche la
loro identitd in via assoluta. Jid & ovvio che si dovranno prendere in consi-
derazioni solo funzioni f(y,) tali che esse e le X*f(y,) (*=1, 2...) non
abbiano mai nel piano della variabile da cui dipendono, zeri costituenti un
insieme di specie superiore alla prima.

Annali di Matematica, tomo XXVI, 44

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



342 Viterbi: Sull’operazione funzionale rappresentata, ecc.

Nota 2.2 Sulla condizione d’isogeneitd. S’& visto a proposito di ¢id che
mantenendo le notazioni gid usate, e detta F una funzione qualunque della

linea variabile L, potevano dF s aF s dF
’ d(y,2) d(z, z) d(z,y)

variare d'un medesimo

multiplo rispettivamente di «, di 8, di . Cosl la determinazione di d_q; non

avverrd in modo unico. Cosi si dird che ®, F sono isogene, quando fra le

. p c .o do : . . .

infinite espressioni di g—c: %{; ve ne sia almeno una indipendente dalla dire-
do ar

zione della nominale a . E le espressioni di .o .« . che danno
P i A o

luogo a questa, s'assumeranno come effettive espressioni di queste quantita.

Pisa, giugno 1897.
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FRANCESCO BRIOSCHL

Col pidt profondo dolore annunciamo ai nostri lettori la morte quasi im-
provvisa, avvenuta il 13 m. c. in Milano, del Prof. Francesco Brioschi,
I"illustre e benemerito direttore di questi Annali, ch’egli aveva fondati nel
1858, insieme con Brrri, GENoccHr e TorToLINI

L’operosity scientifica del Brieschi abbraccia tutto un mezzo secolo,
dal 1847 sino ad oggi.

Le sue Memorie matematiche sono sparse in molte pubblicazioni perio-
diche ed atti accademici; in gran parte perd sono inserite nei nostri .4nnali.

In questo breve annuncio del lutto che ci colpisce, non & possibile dare
un’idea adeguata di quanto Egli fece per la scienza, in parecchi dei suoi
rami pilt importanti (¥). Qui basterd il dire che & specialmente opera di Lui
se gli Annali di Matematica pura ed applicata hanno conquistato un posto di-
stinto fra le Riviste internazionali di alta scienza, e se I'Italia & riguardata
come non ultima fra le nazioni che contribuiscono al progresso del sapere.

Roma, 20 dicembre 1897.
Luier Cremona.

(*) Per qualche sommaria indicazione si riproduce qui appresso un articolo del Pro-
fessore BeLTrAMI dalla Perseveranza del 23 dicembre.

Gr1 EpIToRI
h s N

“ Francesco Brioschi.

« Straordinaria versatilitd d’ingegno, singolare potenza di assimilazione ra-
pida e profonda, instancabile tenacia in ogni ricerca come in ogni intrapresa,
tali furono le doti onde rifulse la mente, davvero eccelsa, di Francesco
Brioschi.

« Nelle scienze matematiche poi, in cui egli raggiunse pilt presto la gloria,
e gloria solida e duratura, recd un’altra preziosissima dote, quella che or si
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direbbe una impareggiabile virtuositd, ciot una agilith elegante di forma e
di pensiero, la quale, se sgomentava gli impazienti ed i meno provetti, for-
mava l'ammirazione dei dotti e degli studiosi di lena.

« Allevato alla scuola di Borooxt nel culto, forse un po’ troppo esclusivo,
dei metodi lagrangiani, entrd poco appresso con Pioua nell’ ambiente meno
rigido delle ricerche fisico-matematiche di Fourier, di Pomsson e di Cavcuy.
Ma per quanto grande e feconda fosse allora la produzione matematica fran-
cese, che era la sola cui attingessero i pochi studiosi d’ltalia, egli intul ben
presto la necessitd d’allargare la cerchia delle fonti, estendendola alla produ-
zione delle altre nazioni colte d’Europa, massimamente della Germania e del-
I'Inghilterra. Fra noi egli fu indubbiamente il primo a mettersi risolutamente
per questa via, e ad indirizzarvi quanti allievi e studiosi poté attirare con s
in quest’opera, che pud ben dirsi di risanamento, giacch® soltanto per essa
cessd quel tal quale ristagno che da lungo tempo pesava sulla scienza italiana,
e incomincid quel sempre pil attivo e fecondo ricambio intellettuale colla
scienza e cogli scienziati di fuori, che fu certamente favorito e promosso dalla
fortunata ricostituzione dell’unitd nazionale, ma che sarebbe ingiustizia non
revocare a lui, per cid che spetta alle sue prime origini, ben pit modeste,
ma ben pilt laboriose.

« B incredibile la quantitd di lavori che il Briosehi seppe comporre
e produrre in luce, nei piu svariati indirizzi, non appena si fu rapidamente
orientato nel vastissimo campo delle ricerche che occupavano, alla metd di
questo secolo, i pilt valorosi matematici d’Europa. La recente scomparsa del
grande Jacosi, col quale il Brioschi aveva tanta affinita di temperamento
scientifico, richiamava allora 'attenzione sul grande problema delle equazioni
dinamiche, e fu questo uno dei primi soggetti a cui egli si rivolse, trattovi
anche dalla natura dell’insegnamento che impartiva all’ Universitda di Pavia.
Numerosi ed apprezzatissimi sono i suoi lavori, sia sul problema d’inte-
grazione, sia sulle affini teorie delle equazioni a derivate parziali e delle
equazioni isoperimetriche. N& cessd mai, anche a maggior distanza di tempo,
di ritornare su quei primi studii con altre geniali pubblicazioni, come a ca-
gion d’esempio con quelle relative all’ellissoide fluido di DiricarET ed al pro-
blema dei tre corpi.

« Altro argomento di numerose ed interessantissime pubblicazioni fu la
teoria analitica delle superficie, rimessa allora in onore da una celebre Me-
moria di Gauss, che era passata per lungo tempo inosservata, ma di cul
geometri riconoscevano finalmente Ja fondamentale importanza. Il Briosch
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prese parte grandissima allo svolgimento (divenuto poi sempre pit largo e
pit complesso) di questa teoria, e vi arrecd pill d’un contributo essenziale,
tra altro col concetto di coordinate ‘curvilinee- tangenziali, da lui primamente
adombrato in una Nota sulla superficie delle onde.

« Non volle rimanere estraneo agli studii di pura geometria, il cui de-
cisivo risveglio risale a un dipresso alla medesima epoca, benche l'indole pe-
culiare del suo ingegno lo chiamasse di prefercnza alle ricerche di pura ana-
lisi; e fu felicissimo nella trattazione di quelle questioni in cui I'una e 'altra
disciplina gareggiano nel raggiungere una stessa meta, del che basterd ci-
tare I'esempio fornito dai poligoni di Poxceret.

« Ma l'indirizzo in cui il Briosehi si slancid con vera passione e con
istraordinario successo fu quello delle ricerche sulle equazioni algebriche e
sui nuovi algoritmi, che si riassumono nell’uso sistematico dei determinanti,
degli invarianti, dei covarianti e delle forme algebriche e simboliche. Ba-
sterebbe gid il Libro dei Determinanti, che risale ai primissimi anni della sua
carriera scientifica e che fu tradotto in pressoché tutte le lingue colte, per
constatare le eminenti sue doti d’assimilazione e d’invenzione, come il pro-
fondo e sicuro possesso d’ogni pit disparato dominio dello scibile matematico.
Ma sarebbe impossibile analizzare anche sommariamente, senza entrare in
particolari troppo disformi dall’indole d’un giornale, I'infinita copia di nuove
vedute, di nuove proposizioni, di nuovi procedimenti che si trovano dissemi-
nati nelle numerosissime Memorie di lui sulle indicate teorie, fra le quali
basterd menzionare quella Monografia sulle forme binarie che doveva riassu-
mere gran parte dei suoi studii e che, sebbene rimasta incompleta, contiene
pur tuttavia un ricco tesoro di materiali preziosi. E, per citare almeno uno
dei moltissimi argomenti speciali in cui maggiormente brillarono I'acume e
la genialita del Brioschi, giovi ricordare le sue elegantissime ricerche sulle
serie analoghe a quella di Sturm.

« Per cid poi che spetta alla dottrina delle equazioni algebriche, basti il
dire che, nella memorabile scoperta della risoluzione dell’equazione di 5.° grado,
il nome di Brioschi & indissolubilmente legato a quelli di Hermmre e di
Kronecker, con questo di pit, ch’egli non ha poi mai cessato di illustrare
con nuove ricerche questo campo cosl irto di difficoltd, preparando il terreno
e partecipando attivamente ad altri non meno cospicui progressi.

« Un altro larghissimo campo di studii ai quali, non meno che ai.pre-
cedenti, il Briosehi si trovd spontaneamente attratto dalle sue peculiari at-
titudinf e preferenze scientifiche, e che del resto si collegava necessariamente
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ed intimamente coll’ultimo dei dianzi accennati, fu quello delle funzioni tra-
scendenti, inaugurato da LeeeExpre e recato d'un tratto a smisurate altezze
dai lavori di Asern, di Jacosr e da quelli, allora recentissimi, di WEIErsTRASS,
Qui forse, pit che altrove, il Brioschi era destinato a raccogliere una
messe oltremodo feconda e rigogliosa, la materia prestandosi mirabilmente a
quel suo genio, ormai maturo, di analista supremamente classico, e gia egli
era entrato gloriosamente mnell’arringo, ispirandosi ai lavori di WEiErsTRASS,
quando, sopravvenuti gli eventi del 1859, si trovd d’un tratto chiamato a spen-
dere in altro modo le forze esuberanti del suo ingegno. Cosi si chiuse il pe-
riodo eroico della sua operositd scientifica, periodo che durd non pitt d’un
decennio, ma che bastd a circondare per sempre il suo nome d’ una aureola
di gloria purissima cosl presso di noi, come presso tutte le culte nazioni, di
cui in cosl breve tempo egli aveva saputo assimilare ed eguagliare la pode-
rosa produzione scientifica.

« Se tuttavia, in tutto il tempo successivo, egli non poté mai pill con-
sacrare alla scienza pura l'intera somma delle sue smisurate energie intellet-
tuali, neppur cessd mai di tener sempre ed amorosamente fiso in essa lo
sguardo, tornando ad ogni tratto, e pit d’una volta abbastanza intensamente,
al culto di essa cosl da aggiungere molto al moltissimo gid prodotto, e nulla
trascurando di c¢id che poteva, direttamente od indirettamente, favorire la
diffusione ed il progresso degli alti studii nel nostro paese. In quest’ultimo
senso merita principalmente d’esser ricordata I'opera indefessa da lui data nel
mantenere in vita dapprima, e nel recare poscia a rigogliosa fioritura quella
pubblicazione periodica che s’intitola Annali di matematica pura ed applicata,
e che da non breve tempo rappresenta degnamente 1'Italia tra le congeneri e
pilt apprezzate pubblicazioni d’Europa e d’America. Gia fin dal 1858, quando
questo periodico sorse in Roma, in continuazione d’un altro pit modesto che
lo precedette, egli aveva contribuito moltissimo a dargli alimento e notorieta;
ma nel 1867, quando la vita ne era divenuta alquanto languida e stentata,
egli ne trasportd la sede da Roma a Milano e ne assunse la direzione, dap-
prima insieme col collega CrEmoxa, poi, dopo la partenza di questo, da solo.
Nei trent’anni trascorsi dopo questo rinnovamento dell’antico periodico ro-
mano, ne sono apparsi in luce ben 26 volumi in-4°) ai quali collaborarono
tutti 1 migliori matematici italiani e non pochi fra gli stranieri d’ ogni na-
zione, attivando cosi anche fra noi quel ricambio d’ospitalitd scientifica che
gid s’ era iniziato altrove ed al quale il Briosehi aveva gia tanto e cosi
ampiamente contribuito coll’esempio e col consiglio. "
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« B inutile dire a lungo dell’opera data, in un senso pill universale, a
pro della scienza italiana durante la lunga presidenza dell’Accademia dei
Lincei. Niuno ignora come primo pensiero del Briosehi sia sempre stato
quello di far convergere i maggiori mezzi possibili all’ampliamento delle pub-
blicazioni accademiche, cosl da potervi accogliere, come pud ora ben dirsi
che avvenga, ogni degna manifestazione degli studii nazionali.

« Senonché l'analisi delle varie, per non dire infinite forme sotto cui si
estrinsecd 1"ardore inestinguibile del EBriosehi per tutto cid che s’attiene
agli studii ed agli studiosi del nostro paese, ardore che andd facendosi sempre
pit largo e comprensivo di ogni sana manifestazione del pensiero scientifico,
mentre da un lato condurrebbe troppo lontano e sconfinerebbe dal campo
prefisso, riuscirebbe forse dall’altro ad offuscare un cotal poco, specialmente
agli occhi di chi non ebbe la ventura di conoscere da vicino I'womo, I'im-
magine integra e distinta che di lui dobbiamo formarci, e che & bene rimanga
scolpita indelebilmente nella storia degli intelletti d’Italia. La quale immagine
& quella d'un forte campione della schietta stirpe latina, la cui mente, sovra-
namente equilibrata, fu sempre aperta ad ogni piu alta aspirazione ideale
come ad ogni piu intimo bisogno di vertiginosa attivith esterna, e che nel-
Popera sua, di qualunque natura si fosse, recd invariabilmente la benevo-
lenza, la sicurezza, la serenitd e, non ultima atirattiva, quell’amabile sciol-
tezza che, nell’esercizio delle discipline e delle cose severe, lascia come spirare
un sottile profumo di squisita artisticita.

« Ho menzionato per prima la benevolenza fra le nobili caratteristiche
dell’ azione del BBrioschi, e non a caso. Come ben disse 1'illustre Ascori,
Passistenza affettuosa di cui egli ha favorito, con eriterii perspicacissimi, un
numero sterminato di cultori d’ogni pit disparata disciplina, basterebbe alla
gloria d’un uomo.

« EveExio BrrTrAMI
« Prof. all’ Universita di Roma. »
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